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INTRODUCTION
Ce Livre ne doit faire double emploi ni avec mon Ouvrage sur Les Méthodes nouvelles de la Mécanique céleste, ni a\ec le Traité de Mécanique céleste de Tisserand.
Dans Z,e5 Méthodes nouvelles je me suis placé le plus souvent au point de vue du géomètre et j'ai recherché la lùgueur analvtique; j'ai, par exemple, consacré à la question de convergence des séries de longs elTorts et des pages nombreuses; ici, au contraire, je laisserai cette question complètement de coté et le lecteur qui désirerait l'étudier devrait se reporter aux ^^olumes que je \iens de citer.
D'autre part, dans ces Volumes, jai poussé l'approximation beaucoup plus loin que ne l'exige la pratique; j'ai pu ainsi faire ressortir des circonstances tout à fait imprévues, dont l'importance analytique est très grande, mais qui n'ont aucun intérêt pour l'astronome praticien, et n'en acquerront que le jour où la précision des observations sera beaucoup plus grande qu'aujourd'hui, ou quand on voudra comparer des observations s'étendant sur une longue suite de siècles.
Au contraire, j'ai regardé les résultats anciens comme connus, de sorte que j'ai peu insisté sur le lien qui rattache les méthodes nouvelles aux anciennes et sur la façon dont celles-là sont sorties do celles-ci.
VI INTRODUCTION
L'Ouvrage n'était donc pas accessible au débutant et ne convenait qu'au lecteur déjà familier avec la Mécanique céleste.
Ici, au contraire, je me borne à reproduire les leçons que j'ai professées devant les élèves de la Sorbonne et je prends le problème à son début, en supposant connus seulement les principes de l'Analyse et de la Mécaiiique, ainsi que les lois de Kepler et de Newton. Je n'emprunte aux méthodes nouvelles que leurs résultats essentiels, ceux qui sont susceptibles d'une application immédiate, en m'efforçant de les rattacher le plus intimement possible à la méthode classique de la variation des constantes.
D'un autre côté, .Tisserand s'est constamment préoccupé de reproduire aussi fidèlement qu'il a pu la pensée des fondateurs de la Mécanique céleste et, en efiet, son Livre nous la rend tout entière sous une forme condensée. Je n'avais pas à refaire ce qu'il avait fait et bien fait.
J'ai été plus droit au but; le chemin suivi par nos devanciers n'a pas toujours été le plus direct: en pareil cas, j'ai coupé au court; je me privais ainsi de tout ce qu'ils avaient vu en route et qui souvent était plein d'intérêt; mais je n'avais pas à le regretter, puisque Tisserand nous l'avait montré.
Ce nouveau Livre ne dispensera donc pas de lire les deux Livres anciens et dans la suite j'y ferai de fréquents renvois.
LEÇOISS
DE
Il ne s'agit ici ni des fondements expérimentaux ni des principes philosophiques de la Mécanique, mais uniquement de certaines transformations analytiques dont la connaissance est indispensable à celui qui veut étudier la Dynamique. Ce sont celles qui ont fait l'objet des célèbres Vorlesungen iiber Dynamik de Jacobi.
Équations canoniques. — Soient
ce \-^ ^2i • • «î ce fi^
yu y-i, •••, ^n
2 Al variables réparties en deux séries, et soit F une fonction quelconque de ces iii variables. Envisageons les équations diilérentielles
dxi _d^ dyi dF
^'^ 'dJ " dyi' dt ~ dxi'
Les équations différentielles de cette forme s'appelleront équations canoniques.
Si l'on avait intégré complètement ces équations, on aurait exprimé les inconnues x Qly en fonction du temps t et de in con- P. — I. I
stantes d'intégrations
ai, a2, ao,
Remarquons en passant que le déterminant fonctionnel des x et des y par rapport aux constantes a ne peut être identiquement nul. S'il Tétait, en efiet, il v aurait entre les :r, lesr et les t une relation indépendante des a ; on ne pourrait donc attribuer aux x et auxjK de valeurs initiales quelconques pour t = Iq.
Il est aisé de voir, en outre, qu'on aura, en vertu des équations (i),
d¥__ ^ I d¥_dxi dF djj 'dt ~ ZdX dxi dt dfi dt d'où
F = const.,
ce qui nous donne une intégrale des équations (i).
Cette intégrale peut s'appeler intégrale des forces vives ; car, dans le cas des équations de la Dynamique, elle n'est pas autre chose, comme nous le verrons, que l'équation de la conservation de l'énergie.
2. Les équations canoniques (i) peuvent se mettre sous une forme différente, mais équivalente :
Supposons que tout ait été exprimé en fonction de t et des constantes a; on aura identiquement :
d ^ dy d \^ dv _ '^ dx dy -^ dy dx
■ Tt 2d^ dx^.~ ITT^. Zà^'di ~ 2^~dt d^,~ 2à'di dxk'
oL/i étant l'une quelconque des constantes d'intégration. On aura d'ailleurs
dF \^ dF dy ^ dF dx
^ ' d(X;, ^dy dtXL. Zd
do./; Ad dy da./, Md dx d%k
En vertu des équations (i) le second membre de (2) est égal à celui de (3) ; on aura donc
^^' dl Zà"" dxk 'dû^Zd' dt
d v^ dv d v^ dv dF
On aura in équations de cette forme puisque l'indice k peut prendre les valeurs 1, 2, ..., in.
Réciproquement, si l'équation (4) ^ lieu, le second membre
de (2) est égal à celui de (3), ce qui peut s'écrire
•^ / dx dF\ dy V* / ZàXli ~ 'dV) d^- ~ 2à[
dv dF\ dx
dt dx j d%!;
Ces 2 n équations sont linéaires par rapport aux in inconnues
(j^_dF_ /dy dF\
lu ~ liy' ~ \dt '^ Ihc)'
le déterminant de ces|2// équations linéaires qui n'est autre chose que le déterminant fonctionnel des x et des y par rapport aux a ne peut être identiquement nul. Donc les 2n inconnues doivent être nulles, ce qui veut dire que les équations (i) sont satisfaites.
Ainsi les équations (1) peuvent se déduire des équations (4), de même que les jéquations (4) des équations (i); les deux systèmes d'équations sont donc équivalents.
Changements canoniques de variables. — Soient
•^ 1 ) '^ il • • ■ 1 •^ /i »
2 n fonctions des 2 n vainables anciennes x et i'. Nous pourrons faire un changement de variables, en prenant pour variables nouvelles les x' et les jk'-
Je suppose que les relations qui lient les variables nouvelles aux variables anciennes soient telles que l'expression
2 «-' dy' — 2 "^^ ^'^•^' ^ ^^ ^
soit une ditlerentielle exacte; je dis que le changement de variables n'altérera pas la forme canonique des équations (i) qui deviendront
(I his)
dx'i dF ^ dvi dF dt ~ dy'i' dt dx'i
En ellet on a
V '^^y V ^ ^'^' ^^ 2,à^ do.;; ^ do.k d%/,
x^ . dv' V^ ^r dS
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et l'on en déduit l'identité
^^ dt Zà do.,, d^k ^ dt dt Âd' rfa/, d%i^ Ad,' dt
Des équations (i) on peut déduire les équations (4), celles-ci à cause de l'identité (5) donneront
d ^^ .dV à s^ .dv' d¥
(4 bis) j^ 2d'' t^l ~ -cU, L'' kl = dâ,
qui ne diffèrent des équations (4) que par la substitution des variables nouvelles x' et y' aux variables anciennes x et y. Nous avons vu que des équations (4) on peut déduire les équations (i); de même des équations (4 his) on pourra déduire les équations (i bis). Les équations (i bis) sont donc une conséquence des équations (i). * c. q. f. n.
Exemples. — Soit, par exemple
dans ce cas :
^x' dy' — ^x dy = —^y dr — ^x dy = — d {^^xy
sera une différentielle exacte, de sorte que les équations (i), par suite du changement de variables, se transformeront dans les équations ( I bis). C'est d'ailleurs ce qui se vérifie immédiatement.
5. Supposons que les x' soient liés aux x par des relations linéaires, et que les y' soient liés aux y par d'auti-es relations linéaires. Supposons de plus que l'on ait identiquement
(6) ^x'y^^xy.
Il est clair que les différentielles dy' seront liées aux dy par les mêmes relations linéaires que les y' aux j/-. Dans l'identité (6), nous pouvons donc remplacer \es y et les y' par les dy et les dy' . Il en résulte que
x' dy' — y •'^ dy
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est une dilTérentielle exacte et que le changement de variables n'altère pas la forme canonique des équations.
(). Si nous posons
X = \/j.p cosLo, y = \/ 1 p sini» ,
11 \iendra
a- dy — 'ip cos- to doi -+- dp cos w sin w,
donc
, do . ,[ 0 . 1
X dv — ortco = 3 cos 2(0 rtto H i- sin 2 o) — • a - ^in xm
est une différentielle exacte.
Si donc nous posons
Xi = \/ix\ cosj'i , ji = \/ix\ siny, ,
et pour i >> i
^i — ^i } yt — y il
la différence ^^x' dy' — ^S_^x dy sera une différentielle exacte et la forme canonique des équations ne sera pas altérée.
7. Équations de Hamilton. — Les équations de la Dynamique peuvent se mettre facilement sous la forme canonique.
Nous considérerons un système matériel formé de - points
matériels; ces points seront soumis à des forces ne dépendant que de leurs coordonnées, et ces forces devront admettre une fonction des forces conformément au principe de la conservation de l'énergie.
Je désignerai les coordonnées du premier point matériel par
x^^ J?2, x-i] celles du second par x.,, a?^, Xo; .. .; celles du i-j
et dernier par x,i_2^ Xn-\-, x,i.
Je désignerai indifféremment la masse du premier par m,, ni,_ ou ni^\ celle du second par m,, m„ ou /««; ... ; celle du dernier par in,i_2i '^^n-\ ou m,;.
Dans ces conditions, la demi-force vive ou énergie cinétique T aura pour expression
■ dx;
-^-.i-im
Je désignerai jjaz- U l'énergie potentielle qui sera une fonction (les coordonnées, de sorte que l'énergie totale sera
et que les équations du mouvement s'écrironl
Nous poserons
dxi
de sorte que Ji, jKa, Js représenteront les trois composantes de la quantité du mouvement du premier point matériel. On aura alors
et
■i. Jmà m,
^ _ yj_ _ dT
dt nij t/y'i
D'autre part, l'équation (^) pourra s'écrire
dt ~ dxj '
Comme T ne dépend pas des Xyn\ U des j>', on aura
-^ - £f£ t^F _ dT
dxi dxi^ dyi ~ 'dyi
et par conséquent
dxj _ d¥_ dyt _ d^
dt ~ dyt ' ~dt ~'~ dxi'
ce sont bien nos équations canoniques.
8. Adoptons maintenant un système de coordonnées curvilio-nes quelconques et, au lieu de définir la position du système par
les /r coordonnées rectangulaires^,, ^o, ..., x„, de ses ^ points matériels, définissons-la par n fonctions quelconques
de ces n coordonnées rectansulaires.
Réciproquement, les a coordonnées rectangulaires x seront des fonctions des ii coordonnées nouvelles q. Nous représenterons
pour abréger les dérivées ^ et ^ par x\ et q,. Alors U, qui ne
dépend que des J7, ne dépendra que des q.
Soit
En difierentiant, on trouve
ou bien encore
Nous voyons que les x' sont des fonctions linéaires des q' , dépendant d'ailleurs des q, puisque les coefficients -^ dépendent des q ^ et pas des q' .
Il en résulte que T= ^2'"^" '^'"^ ^'' poljnome homogène du second degré par rapport aux q[ , dont les coefficients dépendent d'ailleurs des q. Si donc nous posons
nous aurons, en vertu du théorème des fonctions homogènes,
Remarquons d'ailleurs que, si Ton exprime T en fonction des J?', sous la forme T = J^'"'-^'' *^" *'''''' ^^ "'^'''^
dH
Cela posé, donnons aux variables q' des accroissements dq\ les variables q étant regardées comme constantes ; alors les variables x ne subiront aucun accroissement, puisqu'elles ne dépendent que des q. mais les x' subiront des accroissements dx' et la difleren-
tiation de l'équation (9) nous donnera
On aura d'ailleurs
rf».- ._. I
ou
(il) ^p dq' =^y dx' .
La comparaison des équations (8) et (10) nous montre qu'il y a entre les dx' elles dq' les mêmes relations linéaires qu'entre les dx et les dq. Dans l'identité (1 i) nous pouvons donc remplacer les dx' et les dq' par les (/x et les dq^ ce qui donne
Vin si
est une ditlerentielle exacte. Si donc nous prenons pour variables nouvelles les q et les/>, la forme canonique des équations ne sera pas altérée et nous aurons
dq£ _ dF^ dp, _ d¥
dl dpi dt dcji
Ce sont les équations de Hamilton pour un système quelconque de coordonnées.
9. Systèmes à liaisons. — Il est aisé d'étendre ce résultat à un
système à liaisons. Supposons que nos ^ points matériels soient
soumis à a liaisons, de façon que leurs 11 coordonnées rectangulaires puissent être exprimées en fonction de n — a = |î> variables indépendantes
Soient
Xi= 0/(^1, q^_, . . ., f/fj)
les expressions des n coordonnées rectangulaires en fonction de ces ^ variables.
Introduisons a variables auxiliaires
et posons
les <J>i étant des fonctions choisies de façon à se réduire à -^i pour
mais d'ailleurs quelconques.
Si nous adoptons comme variables indépendantes
q\, q-2- ■•■■, (jn,
alors les équations (i5) représenteront précisément nos équations de liaison.
On voit qu'un système à liaisons se comporte comme un système libre à la condition qu'on lui applique certaines forces supplémentaires, dites /o/-ce5 de liaison, et dont il est aisé de comprendre la signification. Supposons, par exemple, que deux points du système soient assujettis à rester à une distance constante a] tout se passera comme si ces deux points s'attiraient quand leur distance est supérieure à a et se repoussaient quand elle est inférieure ; cette attraction (ou cette répulsion) étant extrêmement grande pour une distance égale à « -h £ (ou k a — c) à moins que s ne soit extrêmement petit. Toutes les forces de liaison sont susceptibles d'une interprétation analogue.
Soit alors W l'énergie potentielle due à ces forces de liaison, de telle façon que le travail de ces forces soit représenté par — <r/\\ . Nous pourrons alors traiter notre système comme s'il était libre, mais à la condition d'ajouter cette énergie potentielle W à celle des forces ordinaires que nous avons appelée U; c'est-à-dire de changer F en F -h W. Les équations (12) s'écriront alors
dt "" dpi ' dt ~ dqt
Mais le travail des forces de liaison est nul pour tout déplacement compatible avec les liaisons; la fonction W ne varie donc
pas quand les variables (i3) varient, les variables (i \) restant constamment nulles. On a donc
D'autre part, W dépend seulement des q et pas des p, de sorte
que
dpi
Nous pouvons donc écrire, en donnant seulement à l'indice i les valeurs i , y, . . ., |i,
dqj_ _ d¥_ dpi _ dF
dû dpi dt dqi
de sorte que nous retrouvons les équations de Hamilton.
10. Méthode de Jacobi. — Reprenons les équations canoniques (i). A ces équations se rattache intimement une équation aux dérivées partielles, imaginée par Jacobi, et que nous allons construire.
Soit S la fonction inconnue; dans la fonction F(.r,, y/) remplaçons yi par la dérivée partielle , — et égalons cette fonction à une; constante. Nous obtiendrons ainsi l'équation
(.6) F(.r„^|.) = const.
C'est l'équation de Jacobi, et nous allons voir que l'intégration des équations (i) se ramène à celle de l'équation de Jacobi.
Supposons, en elfet, qu'on ait trouvé une solution particulière de l'équation (i6) dépendant de n constantes arbitraires
pi) P-ii • • • ) p/i-
La constante du second membre de (iG) sera une fonction de ces n constantes, de sorte qu'on aura
La fonction S dépend à la fois des variables x et des constantes d'intégration j3 ; si nous faisons varier à la fois ces variables et ces
constantes, nous aurons
Posons
dS dx
dx
dS dxi
Xi '
dS
Entre les 4^ quantités X, jK, ^, y, nous avons les in relations (i 8). Donc 2 n de ces quantités peuvent être regardées comme fonctions des 2 II autres; par exemple, les ,8 et les v comme fonctions des X et des y. Cela nous permet de faire un changement de variables et de prendre comme variables nouvelles les ^ et les y au lieu des x et des y.
On a
«^S = _^ 7 ^:z- -4- ^ Y f-^l^ ; donc
est une différentielle exacte.
Le changement de variables est donc canonique, et les équations (i) deviennent
dt " d%'
d^f _ dF dt ^ d-^i
ou, à cause de l'identité (17),
/ dyi do ^^9) dt=d^r
dt
Ces équations (19) s'intègrent immédiatement, on trouve d'abord
[3j = const.
Les ^ étant des constantes, la fonction '^(|3,, |3o, . . ., jS,,) sera également une constante et il en sera de même de ses dérivées -.4- • L'intégration de la première équation (19) nous donnera donc
do ,
les r^i étant n nouvelles constantes d'intégration.
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On a donc ainsi intégre complètement les équations (19) et par conséquent les équations (i).
Reprenons les équations
dx __ rTF ily _ d¥
•'^ li ^ Ify' ~dt ~ li''
avec ces équations nous pouvons former les équations de Jacobi
(16) F ( :p,, -r— ) = tîtjnsi.
Faisons un changement canonique de variables; soient q ei p hes variables nouvelles, de telle façon c[ue
^ q dp — ^ -i' d,y = <:/V
soit une différentielle exacte et que les équations ( i) deviennent
' , . d(ii dP dpi d¥
(v bis) -il = -—', -j-^ = r- •
al dpi dt dqi
Je désignerai par ¥{^q\i>) ce que devient Yi^x^y) quand on y remplace les x et les y par leurs valeurs en fonctions des q et des p\ je mets un point-virgule entre q el p pour éviter toute confusion et afin que F((/^p) ne semble pas être le résultat de la substitution de ^ à :r et de p ^ y dans la fonction F.
Nous pouvons appliquer aux équations (i bis) la méthode de Jacobi, en remplaçant dans F la variable pi par la dérivée par-
tielle -T- j ce qui donne l'équation
C(MlSt.
Les fonctions S' qui satisfont à l'équation (i6 bis) sont-elles les mêmes que les fonctions S qui satisfont à l'équation (16)? JSon,
en général.
En effet, je puis remplacer l'équation (16) par ¥{xi, yi')= const. c/S —j y dx
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et l'équation (i6 />i.s) p.ir
F{g,; /j,) = const. d6' — / ^p dp.
L'équation F(^; /> ) = consl. est l)ieii une conséquence de l'équation F(x, y) = const. ; mais on trouve
dS' — dS = ^ pj dq — ^ J' dx ^ d ( y prj — y xy — V
d'où
S'— <>=^^pq — 2].^' - ^■•
Le second membre n'est pas nul en général.
Il j a cependant un cas où les fonctions S' sont les mêmes que les fonctions S; c'est celui des équations de Hamilton et du changement de variables du n" 8.
Nous avons trouvé en efl'et au n" 8
^ y dx = / p dq,
d'où l'on tire
dS'=dS, S'=S.
En d'autres termes, dans le cas des équations de Hamilton, si dans l'équation (i 6) on remplace les x par leurs expressions en
dS fonctions des ^ et les dérivées partielles - par leurs expressions
en fonction des ^ et des dérivées partielles -y-, l'équation transformée s'écrira
= consl.,
ce qui n'est pas autre chose que l'équation [i6 bis) où S' a été remplacée par S.
12. Cas où le temps figure explicitement. — Supposons que la fonction F dépende non seulement des x et des y mais du temps t. et envisageons encore les équations (i); elles n'admettront /dus l'intégrale des forces vives
F = const.
dl ~ dy '
dy dt
dV dv
du dF' dt ~ dv '
dv
dt ~~
d¥' du
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Il est aisé toutefois de ramener l'élude des équations (i) dans le cas où le temps ligure explicitement dans la fonction F à l'étude de ces mêmes équations dans le cas où il n'y figure pas; cas qui est le seul que nous avons envisagé jusqu'ici.
Introduisons deux variables auxiliaires u et v et posons
F'= ¥{Xi,yi\u)-^v,
où F(.r/, )/; u) est la fonction F où t a été remplacé par u. Considérons les équations
Ces équations ont la forme canonique.
La troisième des équations (20) nous donne
du dt""^'
d'où u=z t\ les deux premières ne sont autre chose que les équations (1); car, quand ou fait // = /, il vieul
d¥^_d¥ dV _ d?
Quant à la quatrième, elle définit la variable v^ que l'on pourrait également définir à faide de l'intégrale des forces vives des équations (20)
F(a7,-, j-,; u)-\- V = const.
Supposons maintenant que Ton fasse un changement de variables et que les variables nouvelles x' et y' soient des fonctions des variables anciennes ^ et y et du temps t.
1" Si la différence
j x dy' — ^ -^ dy
est une différentielle exacte.
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L'expression
( y a-' dy' -+- u dv \ — | \_ a^- c(;k -r- « d<^- \
sera une différentielle exacte : ce qui veut dire que les équations (20) conserveront leur forme canonique, quand, conservant les deux dernières variables, u et c, on prendra pour variables nouvelles a^'j, r|, u et c, au lieu de xi^ yi^ u et c. Les équations (i) qui ne sont autre chose que les deux premières équations (20) conserveront donc aussi leur forme.
2'^ Si V expression
devient une diljérenlielle exacte quand on y regarde t comme une constante.
Nous aurons, quand t sera regardée comme variable, \^x' dy — 'S^x dy = f/S -i- W dl,
dS étant une différentielle exacte et W une fonction des x, desjK et de ^, ou, si l'on aime mieux, des x\ des >' et de t. Ou bien, en remplaçant t par u,
\x' f/y — Va: dy = dS -t- W du.
Posons alors
nous voyons que
\x' dy'-\- u dv' \ = {^S^xdy ^udv\ = d(S -h u
est une différentielle exacte.
Si donc nous prenons pour variables nouvelles x,', Vj-, u et v' au lieu de Xi, yi, u et c, les équations (20) conserveront la forme canonique.
Mais nous aurons, avec les variables nouvelles,
CHAIMTKK 1.
et
dF'
dx
~ dx' ' dy
dy
Les deux premières équations (20) deviennent donc
dx^ _ ^(F-W) dy^ ^_ d{F — \\)
dt ~ dy ' dt dx
On voit que les équations (1) ont encore la forme canonique, mais que la fonction F est remplacée par F — ^^ .
:5" Si les variables x' et y sont des fonctions des x et des y seulement et pas du temps t et si
^x' dy—^xdy
est une dij/érentielle exacte.
INous i-etoinbons sur le premier cas et les équations (1) conser\'ent la forme canonique avec la même fonction F.
Quel résultat nous donne maintenant la méthode de Jacobi appliquée aux équations (20)? Appliquons la règle. Posons
dS _ d'à _
d^i ~-^" du~^
et éualons F' à une constante, nous trouvons
rfS ; dS
^1 rfb , rfb
ou, en remplaçant u par /,
„/ rfS \ d^
Telle est la forme de l'équation de Jacobi dans le cas qui nous occupe.
13. Crochets de Jacobi. — Revenons au cas où le temps ne figure pas explicitement dans la fonction F.
Soient F, et Fo deux fonctions quelconques des xi et des yi.
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Nous désignerons par la notation [F,, F.,] l'expression suivante :
FF F 1 -V f'ill ^-^ll ^\ ^ " 'J ^U^/ dji dyi dxj'
C'est le cfochet de Jacobi.
Nous trouvons immédiatement, en vertu des équations ( i),
dt ~ ^\dxi dt ^ dfi dt I ~~ ^\dxi dyi dyi dxi)^ c'est-à-dire
Cela veut dire que la condition nécessaire et suffisante pour que F, ^ const. soit une intégrale des équations (i), c'est que le crochet [F, , F] soit nul.
Si A, B et C sont trois fonctions quelconques, on vérifie aisément l'identité
Supposons donc que F, = const., F^=const. soient deux intégrales des équations (i); je dis que [F,, Fo] ^ const. sera une troisième intégrale. C'est le théorème de Poisson.
En efi'et, nous avons l'identité
. [[F, FiJ, F,] -^ [[F„ F2], F] -I- [[F,. F], F,] = o.
Le premier et le dernier terme s'annulent, parce que F, et F^ étant des intégrales [F, F, ] = — [F, , F] et [Fo, F] doivent s'annuler. Le second terme sera donc nul et l'on aura
ce qui exprime que [F,, F2] est une intégrale.
Pour plus de détails, je renverrai à mon Ouvrage sur les Méthodes nouvelles de la Mécanique céleste. On verra, en particulier, aux n°^ 06, 69, 70 et 71 (t. I, p. 166, et 192 à 198) quels sont les rapports entre les crochets de Jacobi et ceux de Lagrange que nous allons bientôt définir, et l'on trouvera à la page 169 (t. I) une nouvelle démonstration du théorème de Poisson. P. — I. 2
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Dans le Tome 111 on verra les rapports des crochets de Jacobi avec les invariants intégraux et, en particulier, au n" 255, page 43, on trouvera une généralisation du théorème de Poisson.
Je n'insisterai pas ici sur toutes ces considérations.
14. Crochets de Lagrange. ^ Supposons que les équations (i) ayant été intégrées, les x^ et les yi se trouvent exprimés en fonction du temps t et des 2/1 constantes d'intégration a^.
Je désignerai par la notation [a^, ol^] l'expression suivante :
Ge sont les crochets de Lagrange qu'il faut se garder de confondre avec ceux de Jacobi.
Nous avons vu au n" "1 que les équations (i) entraînent les suivantes :
d y^ (Ir d '^ dy _ dY
^^ ^ dt 2à'' lt^,,~ lî^u Id" ~di ~ d^i,'
ce que je puis écrire
(tt ,amâ dj./, doL/, \ Jad dt
J'aurai de même
dt ^à doLii dot. Il \ M^
dv \
Je différentie (21; par rapport à a/, et ( 22) par rapport à a/t et je retranche. Les seconds membres se détruisent et il reste
d I d ■^ dy d -^ dy
dt\d7.li,amà' da/, d-j-k .^^ dxt.li
d 's^ I d.T dy dx dy \ _ d\ i/,. a] _
ou
dt ^d \ d%ii d-j-i; dik d%h ) dt
ce qui signifie que (a^, a^) est une constante indépendante du temps et pouvant dépendre seulement des constantes d'intégration a.
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Remarquons, de plus, que nous aurons les identités
dy.j d'Xfi dxu '
qui sont des conséquences immédiates de la définition des crochets de Lagrange.
Pour démontrer la première de ces identités, nous n'avons qu'à écrire
^ _ d -^ dy d '^ dy
f^^'"^^ = è.2^i7-^Il-^
d-X)^ jL^ " d'j.j dy. i ^d ' c/a/,-
d ■^ dv d ^ dy
^''J^'"A= d^jZà^'d^n ~d^n2d''^j'
Si nous différentions la première de ces relations par rapport à a/, la deuxième par rajjport à a^, la troisième par l'apport à cl^ et que nous ajoutions, nous constaterons immédiatement que les différents termes du second membre se détruisent deux à deux. Le premier membre doit être égal à zéro, ce qui démontre la première identité (aS).
Reprenons l'équation (21) et écrivons-la
d y^ dy _ d^ii dt Jmd dy./, dt d^k
en introduisant une fonction Çl définie par l'équation
dt ^ dt ^ dx
Cette fonction Q étant définie par sa dérivée partielle par rapport à t n'est définie qu'à une fonction arbitraire près des constantes a.
Notre équation nous donne, par intégration,
V^ dv dO.
^^ dy/,- a a/.
kk étant une fonction des constantes a indépendante du temps.
D'autre part, nous avons
2d ~dt ~ dt '
el comme
il viendra
(24) y r fl(>- = <Y<.>-hV A/,^/a/. — Frf/,
/^.ç A/t e7cr/z« indépendants du temps.
De là nous déduisons immédiatemenl
fl?AA d\,,
' ^ d%i, dti,
Comme Â.;^ et A^ sont des fonctions des a seulement ne dépendant pas de <, il en sera de même de leurs dérivées partielles, et, par conséquent, du crocliel [a/,, a^]. Nous retrouvons donc le théorème du n*" 14.
17. Nous pouvons choisir comme constantes d'intégration les valeurs initiales a:f, y] de Xi et jk/ pour t-=o. Dans ce cas, l'équation (24) prend une forme remarquablement simple.
Faisons ^ = o dans cette équation (24). Nous voyons que dt sera nul, que xi etjKt se réduisent à x] et y" ; d'autre part, Q se réduira à Qq; les Ayt, (jui sont des constantes indépendantes du temps, ne changeront pas. Il \iendra donc
ou, en retranchant de (24),
(25) ^xdj = diil — Ho)-^-'^^'^ dyO — F dt.
18. Dans le cas particulier des équations de Hamilton, on a (avec les notations du n° 7)
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U est Indépendant des jK et T est homogène du second degré par rapport aux y; on a donc
D'autre part, on a
d x^ v^ dv \^ dx v^ dV -^ d¥
di2,''-^=2é'''dï^2é-^di='2,'^dj.-Z''d^'
et, par conséquent.
dQ _ dl.jv p_V ^F
~di ~ dt ^-^ dy
et, enfin,
^ ' dt dt
19. Dans le cas particulier du problème des trois corps, l'énergie potentielle U est homogène de degré — i par rapport aux x, et T, qui reste homogène de degré i par rapport aux y, ne dépend pas des X.
Le théorème des fonctions homogènes donne alors
^ dx ^ dx
d*où
•'^=Z^ydy=2^-^Ty-
Dans ce cas, il est aisé de former la fonction Q.\ on trouve, en
effet,
du ^ ^^ d¥
-r = F — 7 -^ "/- ' dt ^^ dx
d^xv ^^ dF v^ dF
^ dt ^ ~ir ''2d^ dy ~2d'^ dx d'où
diil^^xy) _ y dF y,g_,p
dt Zd -^ dy Ad dx
Comme F est une constante en vertu de l'équation des forces
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vives, cette équation s'intègre immédiatement et l'on trouve
i> = 3F/ —'^■'Tj^ consl.
On peut d'ailleurs remplacer la constante par une fonction arblraire des constantes d'intégration.
Soit, maintenant,
Jmà dy. A^- d-L
on trouve
d'où
ou
on, enfin,
d} _ d 1^ dy , d^ll.rr di ~ diy^'^Th ) d'x dt
dl _ dm.i -T- v^^) M "" d^dt ■
dJ .^ ^F
dt d-x
En vertu de l'équation des forces vives, F est une constante; c'est donc une fonction des p./? constantes d'intégration a; et il en
est de même de sa déri\ée partielle -j- par rapport à une de ces
constantes.
Donc ^- est une constante.
U équation précédente nous apprend donc que J est une fonction linéaire du temps.
Ce résultat se rattache intimement à la théorie des invariants et, en particulier, de l'invariant relatif que j'ai étudié au n°2o0 du Tome III de mon Ouvrage sur les Méthodes nouvelles de la Mécanique céleste.
Je me bornerai à renvoyer le lecteur aux Chapitres XXII, XXIII et XXIV de cet Ouvrage et aussi aux pages 169 et suivantes du Tome I"'.
On verra également, dans ces Chapitres, comment la théorie des crochets de Lagrange se rattache à celle des invariants inléfiraux.
20. Notations. — Considérons trois corps A, B, G qui s'attirent conformément à la loi de Newton. J'adopterai les notations du n° 7, c'est-à-dire que je désignerai par
les trois coordonnées du corps A, par
celles du corps B, par
celles du corps C.
Quant aux masses, je désignerai celle du corps A indifféremment par
/?ll, ^9 OU /«3,
celle du corps B, par
celle du corps C, par
de sorte qu'on aura
Je poserai
m;, /?«3 OU in^,
m, = m-i = /«s, m- = ni^ = /«.j.
dxi
de sorte que les trois composantes de la quantité de mouvement seront, pour le corps .^ : ^i, y-i et j^» ; pour le corps B : y.,,, y^ etjKc; pour le corps C : jKt, jKs etjg. L'énergie cinétique totale sera alors
L'énergie potentielle sera
fUi/Hi m^m-; m>^m-, (^> ^=~ ^VB ÂG B^ '
à la condition que l'on ail clioisi les unités de telle sorte que la « constante de Gauss » soil égale à i ; nous pouvons le faire sans inconvénient, car il sera toujours aisé de rétal)lir l'homogénéité à la fin du calcul.
Dans l'expression de U, les dénominateurs A.B, AC, BC représentent les distances AB, AC, BC.
L'énergie totale sera
et nos équations canoniques s'écriront (d'après le n" 7)
dxi dV dvi d¥
dt dyi dt dxi
Nous désignerons d'ordinaire les trois axes de coordonnées sous les noms de axe des ^,, axe des x-i-, axe des x^.
!21. Intégrales diverses. — Le problème des trois corps, dont les équations sont les équations canoniques (2) du numéro précédent, admettent un certain nombre d'intégrales simples.
Nous avons d'abord \ intégrale des forces vives
F = const.
Observons ensuite que notre fonction U ne dépend que des distances mutuelles des trois corps A, B, C; elle est donc indépendante du choix des axes ; elle ne change pas quand on imprime au système des trois corps un mouvement commun de translation ou de rotation.
Imprimons donc à ce système une translation infiniment petite e
dans le sens de l'axe des x^. \lors
^ \ ) «^ 4. 5 Oui
se changeront en
et les antres x ne changeront pas.
L'accroissement de U devant être nul, on aura
Mais il convient ici d'introduire une notation qui nous sera très utile dans la suite.
Nous écrirons par exemple
c'est-à-dire que le signe ^ , qui peut se prononcer, somme de
trois en trois, a la signification suivante; il représente une somme de trois termes; le premier est celui qui est explicitement formulé, le second se déduit du premier en augmentant tous les indices de trois unités et le troisième en les augmentant de six unités.
Ou, si l'on aime mieux, le second terme sei'a formé avec les coordonnées du point B, et le troisième avec les coordonnées du point C, comme le premier avec les coordonnées correspondantes du point A.
Dans le cas où l'on envisagerait non plus trois corps, mais n corps, on pourrait évidemment employer la même notation, mais le
signe \^ représentera non plus une somme de trois termes, mais
une somme de n termes.
Quand, au contraire, nous emploierons le signe ^ sans l'indice 3, la sommation devra être étendue à toutes les v aleurs possibles des indices.
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Avec cette notation, l'équation (3) s'écrit
ou comme T ne dépend pas des j;
d'où d'où enfin
2^ yi= const.
Le premier membre de l'équation (4) peut s'écrire
rfxt d.r.. dx-,
c'est donc la projection sur l'axe des x^ de la quantité de mouvement du centre de gravité du système où la masse totale
/«) -+- /«4 -T- ni-
serait supposée concentrée.
On trouverait de même
{\ bis) \ ^2=consl.; j y .^
const.,
ce qui montre que les projections sur les trois axes de la quantité de mouvement du centre de gravité sont constantes. Le premier
membre de (4) est la dérivée de V nux^ ; en intégrant (4) et (4 bis) on verra donc que
^ /«i^i, > in-iXi, > in^x^
sont des fonctions linéaires du temps; c'est-à-dire que le mouvement du centre de gravité du système est rectiligne et uniforme. Nous ne restreindrons pas la généralité en supposant que le centre de gravité est fiixe. Nous savons en effet que les lois du mouvement restent les mêmes, que le système mobile soit rap-
porté à des axes fixes, ou qu'il soit rapporté à des axes animés d'une translation rectiligne et uniforme.
Si nous choisissons alors des axes mobiles, parallèles aux axes fixes, et ayant leur origine au centre de gravité; la translation de ces axes sera rectiligne et uniforme de sorte que la loi du mouvement ne sera pas altérée; pour un observateur lié à ces axes mobiles, le centre de gravité paraîtra d'ailleurs fixe.
22. Intégrales des aires. — huprimons maintenant au système des trois corps une rotation infiniment petite s autour de l'axe des .27,.
Les coordonnées ^i, x^, X7 ne changeront pas; tandis que x-i-i ^5, .^8 deviendront
et que ^3, jPc? -'"u deviendront
Xi-\- x-iz, x^-\- x^z, Xg-f-a^gS,
et comme U ne doit pas changer, nous aurons
dx^ dx^ ,
OU, puisque T ne dépend pas des x^
dx-i dx3
ou, à cause des équations (2)
'(r-2 ^ dj-
dt dt
ou
puisque l'on a identiquement
dx\ dx.^
y'-iîï-y'-dï^''-
On trouve donc en intégrant
(5) y (.r3j'.,--^.j3)= consl.
et l'on trouverait de même
(5 bis) ^ {x2_Xi — Xi^i) = consl. ^a'-^i J^s— -^sji) = const.
Les équations (5) et ( 5 bis) sont connues sous le nom dUntégrales des aires.
Il est évident que ce que nous venons de dire du mouvement du centre de gravité, ou des intégrales des aires s'ajjpliquerait sans aucun changement au cas où il y aurait plus de trois corps.
Considérons le vecteur dont les trois composantes sont
d'api'ès les équations (5) et (5 bis) ce \ecteur est constant en grandeur et direction. Il a reçu le nom de vecteur des aires; et le plan (jui lui est perpendiculaire s appelle ordinairement plan invariable.
Si l'on prend le |)Ian invariable pour plan des Xx X2, le vecteur des aires a pour composantes
o, o, 2 i^iyi — ^iji)'
23. Changement de variables. — Le problème des trois corps comporte neuf degrés de liberté, c'est-à-dire que nous avons dix-huit variables x et )'. On peut profiter de la propriété du centre de gravité pour réduire le nombre des degrés de liberté et par conséquent celui des variables indépendantes tout en conservant la forme canonique des équations. C'est là l'objet des changements de variables que nous allons étudier.
Je désignerai nos nouvelles variables par
•^i- y il I, 2, ..
Je supposerai d'abord que
sont des fonctions linéaires de
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et de même que x'.^, x'., x^ sont des fonctions linéaires de x^, x^,
0C^% Cl tx/n^ fi? "-^(i ^ti t*-;ï^ "-^^O^ *^î)'
Je supposerai de plus que les relations linéaires qui lient x\, x\^ x. à x^^ X.',, x-j sont les mêmes que celles qui lient x.,, x-, x'g à ^2? ^"35 ^s et les mêmes encore que celles qui lient ;r '3, .r,.,
■^9 «i -^^s? -^ei ^9-
En d'autres termes, si l'on regarde les x' comme les coordonnées de trois corps fictifs, il j aura entre les coordonnées de ces corps fictifs et celles des trois corps réels des relations linéaires indépendantes du choix des axes.
De même pour les y. Je supposerai ({^^ y\, y,,, y- sont des fonctions linéaires de j^i , y.,,, y-;, que y',, y'., y'^ sont des fonctions linéaires de jo, y-,, y» eiy'.„y'„ r', de jks, Je, Ja-
Je supposerai que les relations linéaires qui lient j^', , 7^^ , j^'^ à JKnjK^jJKï sont les mêmes que celles qui lient y[,, y'., y'^ ky^^yà, jKs, ou bien encore y3,y6, /y à j;,, 76,^-9-
Je supposerai enfin que ces relations linéaires sont telles que l'on ait identiquement
^i.ri
Comme r'.,,T5, y'^ sont liés à j^o? jKs? JKs par les mêmes relations que y, y'j, y', ày,, j-^, j-y, on peut, dans l'identité (6), remplacer 7< > J'o Jt, y, , y, r'r par ^2,^5, Js, y^, y^, x, ce qui donne
De même, comme x'.,, x'^,x'^ sont liés à Xo, x-^, x» par les mêmes relations que x,, .r,^, x\ k Xt, x^^ x-, on aura
et de même :
et plus généi-alement
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OÙ l'indice i peut prendre une quelcoïKjue des liois valeurs i , 2, 3, et où il en est de même de l'indice k. On aura donc en particulier
d'où
"y ( ^3 y'i — A r 3 ) = 'y ( -^3^2 — ^'2 JK3 ) . •^■■3 ^"3
et de méine
5] <-^l J3 — ^3.;'l) = y (^1^3— ^Sj'l) ■•"3 ^"3
Noire changement de variables n'altère donc pas la forme des intégrales des aires.
D'autre part, (in a :
■*""3 ■^■3 .«^3 .^^3 .^^3 .^da
OU en ajoutant
le signe \ sans inilice .> iiidicpianl. coinnie nous l'avons dit, une
sommation étendue à toutes les \aleurs de rindice /.
Mais si Ton se reporte au n" o, on \uil (pie 1 équation (7) signifie que le changement de variables est un changement canonique. 11 n'altère donc pas la forme canonique des équations (2) qui deviennent :
(8) d3^ _ d¥^ dy\ _ dF
dt ~ dy\* dt ~~ dx'i
2i. Élimination du centre de gravité. — Voici maintenant 1 usage que l'on peut faire de ce changement de variables. Je suppose que l'on ait choisi les relations linéaires qui lient les variables nouvelles aux anciennes de telle façon que l'on ait
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et, d'autre part, que x\ et jc\ ne dépendent que des difîerences
Alors y. esta un facteur constant près la quantité de mouvement du centre de gravité; et, comme nous avons vu qu'on peut toujours supposer ce centre de gravité fixe, on aura
et de même
On devra donc avoir, par conséquent,
dt dx\
ce qui montre que F ne dépend pas de x'.. C'est, en etl'et, ce qui doit arriver si les relations linéaires entre les nouvelles et anciennes variables sont telles que x\ et x'.^ dépendent seulement des diflérences x^ — x-, et x-, — x-,.
Dans ce cas, en effet, ï, qui ne dépend que des y et pas des x^ ne peut dépendre que des j'' et pas des x' \ U, qui dépend seulement des différences^, — x-^, x^ — ^7, x-;, — Xg, x^ — x^, x-^ — ^9, x^ — .Tg, dépendra seulement des variables x\, x.,, x'.^, x\^ x'.., x'^, qui sont liées à ces différences par des relations linéaires, mais ne
dépendra pas de x'., x'g, x'^. Donc F = T + U ne dépendra pas de
X,, d7g, Xq.
D'ailleurs, il est aisé de voir que nos deux hypothèses ne sont pas indépendantes l'une de l'autre et que, sijK. est proportionnel à jKi +J'4 +J^7, les variables x, et j;',^ ne dépendent que des différences Xi — X-; etxi, — X-;. En effet, reprenons l'égalité (6) que j'écris, en la développant :
■2^1 ji -i-^kj^^ ^ly-i =-- -^'i /i -H ^'4 y^ -+- ^'7 y-, •
Donnant à ^,, X4, x^ des valeurs égales; le premier membre devient proportionnel à r,-f-r^+yY, c'est-à-dire à jk^ ; dans le second membre de notre identité, les coefficients de y\ et de jk-, doivent donc s'annuler; donc x\ et x\ s'annulent en même temps que les différences x, — x^ et ^4 — x^, ce qui démontre que x\ elx\ sont liés à ces différences par des relations linéaires.
Nous supposerons donc que y. soit proportionnel ày, +rA+y-
et que x\ et x',, ne déjDendent que des ditlérences x^ — .277 et Alors F ne dépend pas de .ri, x'^, J?'.,, et l'on a
On n'aura donc à s'inquiéter que des douze variables x\, x'.,, . . ., ^'(i'i y\-> y^i • • • 1 ya '■> ^^ ^*^ nombre des degrés de liberté sera réduit à six.
25. Élimination des nœuds. — Envisageons une première planète fictive dont les coordonnées soient x\, x'.^, x'.^ et dont la quantité de mouvement ait pour composantes j^',, j^^j? JK-r
Le plan de l'orbite instantanée de cette planète fictive, c'està-dire le plan qui passe par l'onglne, pai- la planète et par sa vitesse sera parallèle aux deux vecteurs qui ont pour coni|jOsantes x\, x'.^, a?',, et jK,, jKo 7 y;j- Il sera donc perpendiculaire au vecteur V, qui a pour composantes
•^'2 fi — ^'3 r'i : ^'i fi — ^\ fi - ^'i fi - -A r\ ■
En^isageons maintenant une seconde planète fictive, dont les coordonnées soientj^-'j,^';, Xg et dont la quantité de mouvement ait pour composantes j^'^, »',., y'^.
Le plan de l'orbite instantanée de cette planète fictive sera perpendiculaire au vecteur V, qui a pour composantes
D'autre part, le vecteur des aires qui a pour composantes
est perpendiculaire au plan invariable.
Mais les sommes que nous représentons par ^3 n'ont plus que deux termes; le troisième terme s'annule de lui-même puisque y,, y\ et y\^ sont nuls.
Chaque composante du vecteur des aires est donc la somme des composantes correspondantes de V et V. Le vecteur des aires est donc la somme géométrique des deux vecteurs V et V. Les trois vecteurs sont donc dans un même plan.
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Donc, les trois plans, qui sont respectivement perpendiculaires à ces trois vecteurs, c'est-à-dire les plans des deux orbites instantanées et le plan invariable, sont parallèles à une laème droite.
L'intersection des plans des deux orbites instantanées reste donc constamment parallèle au plan invariable.
C'est cette propriété qu'on a appelée assez improprement V élimination des nœuds; sans doute parce que l'on n'a pas à envisager séparément la longitude du nœud de la première orbite et la longitude du nœud de la seconde, si l'on rapporte les longitudes au plan invariable.
Cette propriété ne subsisterait plus si l'on prenait des planètes fictives définies autrement que par le changement de variables que nous étudions; si, par exemple, on prenait, comme on le fait d'ordinaire, des planètes fictives dont les coordonnées et les vitesses par rapport à des axes fixes seraient les mêmes que les coordonnées et les vitesses des planètes réelles par rapport à des axes invariablement liés au Soleil.
Premier exemple. — JNous pouvons prendre, par exemple
CV I — ce 1 — 30 'j . ce t. — ce ^ ^^^ 7 5 Ou 'j '• — Ou'j
y\=^y\^ y\=y'^^ y'i^yi-^y^^yi-
On vérifie aisément :
1° Que la relation (6) est satisfaite ;
oi" Que y, est égal à j, + jj + y^ ;
3" Que ,27', et x'j ne dépendent que des différences J7, — ^7 et
Ce changement de variables jouira donc des propriétés énoncées ; il n'altérera pas la forme canonique des équations ; il n'altérera pas la forme des intégrales des aires; les variables jc\^ 57'^, x'^ ne figureront pas dans les équations et les variables jk^, jKg 5^9 seront constamment nulles, de sorte que le nombre des degrés de liberté sera égal à 6.
Quant à nos deux planètes fictives, il est aisé d'en trouver la signification. La première aura pour coordonnées celles du point A dans son mouvement relatif par rapport au point C; mais elle P. - I. 3
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aura même quantité de mouvement que le point A dans son mouvement absolu. De même pour la seconde planète fictive.
27. Planètes fictives. — T^'inconvénient de la solution précédente est aisé à apercevoir, bien qu'il ne faille pas s'en exaj^érer l'importance. Les quantités
ne sont pas proportionnelles aux dérivées
dx\ dx\_ dx'.^ ~~dt' ~di' ~dt'
Considérons la j^-emière planète ficlixe; à rinslani / nous lui attribuons certaines coordonnées./"',, .r',, a?'., el une certaine quantité de mouvement j^',,_|'',, y'., ; à l'iustaul / -f- n^/ nous lui allrihuous pour coordonnées ./■', -h ^x',, .r., -j- (^/j^., , x.^-i- djr'.^. Mais la vitesse qu'elle devrait avoir |H)iir passer dans le teuq)s df de la preuiière position à la seconde n'est pas celle (pion déduirait de la quantité de mouvement que nous lui avons attribuée.
On comprendra mieux la poi'tée de cette objection au Cliapitre l^^ quand je pai'leriii de la dc'linition des oibites osculatrices. En tout cas, il est aisé de lionvci inic aiiti-e solutiou (pii soil exempte de cet inconvénient.
Pour cela, il faut que l'on ail
, dx, X. = m, -^ ,
les m- étant des coefficients constants tels que
Nous conservons, d'ailleurs, toutes nos autres hypothèses.
Alors ni\ = /«'., = m'^ représente la masse de la première planète fictive et m'^^ m'^= m'^ représente celle de la seconde jilanète fictive; eiy\,y^, y'^, par exemple (ou/,, /., /J, représentent bien comme il convient les trois composantes de leur quantité de mouvement.
Nous pourrons également regarder
y -Il y»i y<i
comme la masse, les coordonnées et les composantes de la quantité de mouvement d'un troisième corps fictif".
Comme nous avons conservé toutes nos autres hypothèses et en particulier celle qui est exprimée par l'identité (6), nous aurons
, , dx\ '^ dx
"^1^1 -TjT- ^ 7. '"l'^i
dt ^./"'■^' dt
\t • . dx\ dx'. dx'- dx, dx^ dx-, ,
Mais nous avons entre -77-, -^-^, —r^ et -,}-, -j- , -,- les mêmes
dt dt dt dt dt dt
relations linéaires qu'entre x\^ x',^^ x'. et jc,, x,,, x-,. Je puis donc, dans l'identité précédente, remplacer les dérivées -~ par les quantités x'j^ elles-mêmes; j'obtiens ainsi
(9) ^^ni\{x\)^=^,m{x,y\
D'autre part, comme par hypothèse j'ai entre x'.,^ ^r'g, x'^ et x^., ^5, x^ les mêmes relations linéaires qu'entre x\^ x',^^ x. et .r,, Xi,, X;, je puis écrire également
{<^ bis) 2, m\x\x'^= 2, fiiiXxXy
et de même
^. /n\x\x'.^ = ^ /niXiX-i; \ m\ x'^x'.^ = ^ niiXoX.i.
D'autre part, comme nous avons entre x\^ x\, x'^ et Xi^ ^4, x-, les mêmes relations linéaires qu'entre leurs déinvées, nous aurons
dx\ \ - y^ l dx\ \ 2
, / dx\ \ - -v^ / dxa
et de même
en ajoutant ces trois égalités on truuve
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OÙ celte fois il faut donner à l'indice / toutes les valeurs possibles. Cette équation exprime que la force vive des trois corps fictifs est égale à la force vive des tro,s corps réels. On a donc
dx'V- I
■1 ^ \ dt J 1 ^ m
Ainsi Texpression de l'énergie cinétique T en fonction des m' et des dérivées des x' ^ ou encore en fonction des m' et des y\ est la même qu'en fonction des m et des dérivées des ic, ou encore qu'en fonction des m et des y.
128. Ces relations (9), {i)bis)el {()ter) sont susceptibles d'une interprétation géométrique très simple.
Soit Z un axe quelconque passant |»ar rcirigine, I* et P' deux plans rectangidaires passant par l'axe Z; soient a, ^, y les cosinus directeurs (bi j)lan P; soient a', ^', v' ceux thi plan P'.
La distance du point A (preiuier corps réel) au plan P sera
■xxi -t- ^:r2-i- '(Xi.
sa distance au plan P' sera
a'ar,-)- 'p'xz-+- y'jts;
le carré de sa distance à l'axe Z sera
(aa:,-i- &a?,H- '(X^Y-^- {x Xy-^ fix^-^- '['xs)^,
et le moment d'inertie du système des trois corps réels par rapport | à l'axe Z sera
J =2. fn\[{axi^ ^Xi-i-yx3)^^{a'xi-^ P'a^z + v'^s)'].
De même le moment d'inertie du système des trois corps fictifs par rapport à l'axe Z sera
J' = 2 m\[(%x\ -+■ ^x'^-^'ix'3')-^(cc'x\ ■+- i^'x'^ -^'('^'3)'^]-
En développant les carrés entre parenthèses, on verrait que J est un polynôme du second degré en a, p, ^; a', jii', Y '1 et qu'il en est de même de J'.
Le coefficient de a-, égal à celui de a'^, est égal à
dans J et à
dans J'; le coefficient de 2a|i, égal à celui de 2 a' [3', est égal à
dans J et à
niiXiCCi
dans J'.
En résumé, chaque coefficient du polynôme J est égal au second membre de l'une des égalités (9), (9 bis), (9 te?-) et le coefficient correspondant du polynôme J' est égal au premier membre de cette même égalité. Les deux polynômes J et J' sont donc identiques.
Donc, le moment cV inertie des trois corps fictifs par rapport à un axe quelconque passant par l'origine est égal à celui des trois corps réels.
29. Il s'agit donc de déterminer les relations linéaires qui lient x\, x\, x. à ^,, .^4, x-i, de façon à satisfaire à la condition (9).
Le problème comporte évidemment une infinité de solutions ; voici celle qui est la plus simple et la plus communément adoptée.
Fig. I.
Prenons O V égal et parallèle à CA. Nous avons deux masses m, et m 7 placées respectivement en A et en C; je représente en D le centre de gravité de ces deux masses. Je dis que nous pourrons remplacer ces deux masses par une masse m'. = m^ + m- placée
au point D et pai' une niasse m\ j)lacée au point V et telle que
m\ in\ ni^
En effet, si je désigne par x\ , x'.^, jc'., les coordonnées du point \\ par x\^ j?g, x'g celles du point D, il est manifeste tpie x\, x'.^, x'.,, de même que j^'^, x\, x',^^ seront des fondions linéaires des coordonnées des points A et C; et, d'autre pari, (jue nous auronsentre x\, Xi et X; la même relation linéaire (jirentre .r.,, x.^ et x^ ou qu'entre J"!,, ^'s et .r,, cl (|m' nous aurons entre x'., .r, et x-, la même relation linéaire quCiilrc J7„, x., et .r» ou tpi'entre .r',,, x-^
Nous avons, en cllcl,
x\ = .r, — X-, x\ = Xi— x^, a?3 = .r, — Xg, m'7 x'.^ = nix Xx -+- /«T ^"7, m', x'^ = nix x-, -+■ rn-xtf,, m', x'^ = mj x-^ -t- m: T9.
Il reste à montrer (pie nous avdus hicii la rclalinn (9), ou que (10) m\ ./■',- -H ni'-^x'-^ = /«i J'f -i- in-x:,
ce qui re\ienl au même. mr. coiiimc noii-^ n'jivons |)as louclié an corps B, nous ,\\ oiis
Or la relation (10) peut s écrire
/ , „ ( m. ri -f- «170:7)2
m, (a^i — 377)2 -H - — i ; = niixl -+- m-,x^.
En identifiant les deux membres, je trouve
/H-, , m lin- , m]
' m- m, ni-
Ces trois relations me donnent respectivement
m- /»- 'il-
nix m-, m 1 = — 5
tn'i m-, ( ni- — ni-; ) nix "^i m , = /n-, — — r = — —
Elles jne conduisent donc à la même valeur de ni\ et l'on a d'ailleurs
I /n'.^ in\ -\- ni-i i i
m\ niirn-j niim-i nii m-i
La relation (lo) est donc établie.
30. Nous venons de voir que nous pouvons remplacer deu.v masses mj et ni-i situées en A. et en G, par deux masses
nii nini\ -H m-. m.
iHi -+- ni-,
situées en D, centre de gravité de A et de G, et en A'.
Nous aurons donc remplacé nos trois masses réelles
//II, /tif,, i/isituées en
par trois masses fictives
in\ , ni'^ , /ni-+- tn-j situées en
Appliquons une seconde fois la même transformation et opérons sur les deux masses B et D comme nous avions opéré sur les deux masses A et G.
Menons donc OB' égal et parallèle à D^ et plaçons au point B' une masse fictive /«', telle que
II I _ Wi-i- m4+ m-,
m',^ m,^ //Il -h m- nii^inix-^ m-)
Gonsidérons, d'autre part, le centre de gravité G des deux masses B et D; ce sera également le centre de gravite des trois masses réelles A, B, G, et plaçons en G une masse fictive
m^ = Dif^^r- {//ii^ ///-) = /rii-T- m^-h
Nous aurons ainsi remplacé les deux masses B et D par deux masses
nouvelles B' et G.
En résumé, nous avons successivement remplacé les trois masses
réelles
mi, /«i, /^l^ en A, B, G,
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par les trois masses fi(;lives
ni\. m,,, mi-\- m^ en A', B, D,
puis par les trois masses fictives
//?',, /n\, ni\ en A', B', G.
Nous avons ainsi dt'lini un rhangemenl de variables (pii jouit de toutes les propriétés énoncées dans les numéros précédents.
Comme le centre de gravité est supposé fixe, le troisième corps fictif qui est en G doit être regardé comme fixe.
On n'a donc à s'inquiéter que du mouvement des deux planètes fictives A' et B', de sorte que le nombre des degrés de liberté est réduit à ().
Les équations du inuiixcinent conservent l;i loiiiie canonique; les intégrales des aiics conservent égalemenl leur fdrme.
L'expression de l'énergie cinétique T en fonction des masses et des vitesses fictives e>l \.\ iik'iiic qu'en lonelioii des masses cl des vitesses réelles.
Au eouliiiiie, dans l'expression de l'énergie potentielle U, il faut conserver les masses réelles et liiiis dislances réelles. Mais nous devons observer que V ne (h'pend que des difl'érences j?, — j?7, Xif — x-i, etc.; donc 11 ne (b'-pend (pie des coordonnées x\. ..., des deux premiers corps fictifs A' et B', et ne dépend pas des coordonnées i\u troisième corps fictif G (que nous supposerons d'ailleurs nulles).
31. On peut exprimer le résultat auquel nous venons de parvenir en disant que la première j)lanète V est rapjiortée à des axes mobiles passant par le corps central C, ou j)lus simplement au corps C, et que la seconde planète B est rapportée au point D, centre de gravité de \ et de C.
Ce résultat peut évidemment se généraliser; soit un corps central C el n planètes P), P^, ..., ?« ; on rapportera P, à C; P2 au centre de gravité de P, et de C; P3 au centre de gravité de P), de P2 et de C; et ainsi de suite. Le procédé s'applique donc à un nombre quelconque de corps.
Il est clair qu'au lieu de rapporter A à C et B au centre de gravité de A et de C, nous aurions pu au contraire rapporter B à C et A axi centre de gravité de B et de C.
Dans ce qui va suivre, sauf a\ is contraire, nous supposerons toujours qu'on a adopté le changement de variables du n° 30 et non celui du n" 26. Nous poserons souvent
'}i\n>i ni!t{mi-^ m-i)
bÎ3-â^) + "'^'"^(b^-Fc)'
ou
U = U,-f- U2-HU,.
32. Cas où l'une des masses est nulle. — il y a des cas où l'une des masses est assez petite pour que les effets en puissent être entièrement négligés. C'est ce qui arrive, par exemple, quand on étudie les perturbations d'une petite planète par Jupiter. Le mouvement de la petite planète est troublé par Jupiter, mais celui de Jupiter n'est pas troublé par la petite planète.
C'est ce qui arrive encore dans la théorie de la Lune. La masse de la Lune est assez petite pour qu'on puisse admettre que le mouvement relatif du Soleil par rapport au centre de gravité Terre-Lune n'est pas altéré par l'attraction de la Lune.
Supposons donc que la masse ui^, par exemple, puisse être regardée comme un infiniment petit du premier ordre. Nous aurons alors, à des infiniment petits près du deuxième ordre,
Donc in',^ sera un infiniment petit du premier ordre et il en sera de même de r, , r'., y',, et par conséquent de "^j "^j -A-' Nous
5 Ji
pourrons poser
T = Ti + T,,
de sorte que T, et To représentent respectivement l'énergie cinétique de la première et de la seconde planète fictive et de même
U = U,+ U2-+-U3, Ui = -^^, U2 + lJ3 = --^^B B^-
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Nous voyons que T, et To sont finis, tandis que U, et U2+ U.i sont du premier ordre; nous serons donc amenés à poser
F = <ï>o+ «îv*r. *o='ri-+-Ui; /?ii*i = To-i- U2-4- U3. Nos équations canoniques peuvent s'écrire
dcp'i d^o dt», dy'i d^^ rf*i
' dt dy'i ' d/i ' dt dx) ' dx)
lN)iir la première |)laiiète (irtive, c'est-à-dire pour /= 1 , 2, ou >, nous voyons que --j-, est nul, puisque To ne dépend que de j^', ,
y-,-, y a', et (pie ni; -7-7- est 1res petit, tandis (pie -r-r et -y-^ sont
finis; nous pouvons donc négliger les ternies en <1>, et nos équations s'écrivent
dxj^ ^ d^o dy'i _ _ 'M\ _
dt dy'i ' dt ~ dx'i
Gomme 4>o ne dépend que de^',, x'.,^ -^-p JKp JK-.? J'-p uoiis a\ons lin système complet d'équations canoniques (12) à trois degrés de liberté; ce système définil le niouNciiiciii de la première planète fictive ou, ce tpii revient au même, le iiioiixcinciil relatif de la planète A par rapport au Soleil G. Ge mouvement est donc le même que si la masse m, n'existait pas ; c'est donc un mouvement elliptique képlérien.
Etudions maintenant le iii(»ii\eiMeiil de la seconde planète fictive, c'est-à-dire le mouvement relatif de la planète B par rapport au centre de gravité du système des deux corps A et G. Pour cela, reprenons les équations (1 i) et donnons à l'indice i les valeurs 4, 5, 6. Gomme $0 ne dépend pas de x',, x'j, jc'g, _^',, y'^, y,,, ces équations se réduiront à
, „. dx'i û^*i dy'i r/*i
^'^^ -dï=""^7yi' dï—'^^d^i'
Gomme le mouvement de la première planète fictive peut être regardé comme connu, les quantités x\^ x'.,, ^r',, y\^ y'„, y'., seront des fonctions connues du temps. Nous pourrons donc les remplacer dans $, et dans ses dérivées par leurs valeurs en fonction du temps.
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iNous aurons donc, pour définir le mouvement de la seconde |)lanète fictive, un système (i3) d'équations canoniques à trois degrés de liberté. Mais la fonction caractéristicjue <î>, dépendra non seulement des inconnues x',^, X-, x'^ ; y'.^, y'-^, y'g, mais encore du temps. Nous serons donc dans Je cas dvi n" 12.
Nous pouvons écrire les équations (i3) de manière à mieux mettre en évidence l'ordre de grandeur des différents termes. Posons, en eliet,
ou, ce cjui revient au même, puisque m'.^ = m'. ^ m'g et que l'on peut supposer m'.^ = ni; à des infiniment petits près du deuxième ordre ainsi que nous l'avons montré plus haut,
Les y" seront finis, puisque les y' sont du premier ordre; et il viendra
^1 .^KJ'. -^Jo ^y& ) ^3 cb'
et nos équations (i3) s'écriront
dx'i _ oJ<î>i dy} _ <:/*!
'''^^ ~dt "dfi' ~di~~'d^i'
Ici les inconnues x' et y" sont finies et tous les termes de <I>, se présentent sous l'orme finie; la masse m, ne figure plus nulle part dans les équations.
33. Dans ce qui précède, nous avons rapporté la petite planète B au centre de gravité de .\ et de C, et la grosse planète A au soleil C. Nous aurions tout aussi bien pu faire le contraire et rapporter la petite plaiiète au Soleil, et la grosse planète au centre de gravité du Soleil et de la petite planète. Nous n'avons pour cela, tout en conservant nos relations, qu'à supposer que c'est la masse m^ du corps A qui est infiniment petite.
La petite planète A est alors rapportée au Soleil C et la grosse planète B au centre de gravité D de A et de C; mais, comme la masse de A est nulle, ce centre de gravité D coïncide avec C, de sorte que la grosse planète est également rapportée au Soleil.
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On aura alors, aux infiniment petits j3rès du premier ordre,
, m^Amy-^ m-) in:,nim . = = '
et aux infiniment petits près du second ordre.
ni, -+- m-
Nous conserverons à T, et à To, à U,, Uo et U» la même signification que dans le numéro précédent.
Ici, To et Ua sont finis, T, et U, + U3 sont du premier ordre; nous poserons donc
F = *o^/n,<ï>,,. <ï>o = T,-(-U2, m,'^,= T,-4- Ui-hUs.
et nous retrouverons les éijualions (11), à celle difiérence près que m.., y sera remplacé par «î,.
Si nous étudions d'abord le mouvement de la grosse planète, nous pourrons négliger <I>, et nous retrouverons le système d'équations canoniques (12), ce qui montre que le mouvement de cette planète est képlérien.
Si nous voulons étudier \v mouvement de la petite planète, il nous faut, dans les équations (11), donner à l'indice / les valeurs 1, 2, 3; les dérivées correspondantes de <ï>o élanl nulles, nous retrouverons les équations canoniques
Posons alors, comme au numéro précédent,
yi='niy'i=miyi (1 = 1, 2,3), il viendra
2 " ' ' ' " " ' nii '
et nous retomberons sur les équations (i4)-
34. Nous avons vu au n" 12 que, quand la fonction F dépend explicitement du temps, l'intégrale des forces vives cesse d'exister. Dans les équations (i4) des n°' 32 et 33. la fonction caractéris-
tique 4>, dépend non seulenienL des inconnues x' et y\ mais encore du temps; Tintégrale des forces vives <ï>, = const. n'a donc pas lieu.
Il en est de même des intégrales des aires. Que deviennent donc l'intégrale des forces vives et celle des aires, qui sont vraies dans le cas général, lorsque Ton fait tendre l'une des masses vers zéro ? Elles ne cessent pas d'avoir lieu, mais, à la limite, ce sont des relations entre les coordonnées et les composantes de la vitesse de la grosse planète, où les coordonnées et la vitesse de la petite planète ne figurent pas. Elles deviennent donc illusoires, en ce qui concerne l'étude du mouvement de cette petite planète.
En revanche, ainsi que nous l'avons vu au n" 12, nous pouvons faire subir aux équations (i4) des changements canoniques de variables sans en altérer la forme canonique.
33. Problème restreint. — Dans la suite, nous serons fréquemment conduits à étudier de plus près un cas particulier simple. Je suppose que, l'une des niasses étant nulle, le mouvement relatif de la grosse planète par rapport au Soleil soit un mouvement képlérien; je suppose, de plus, que, l'excentricité de cette elKpse képlérienne étant nulle, l'orbite de cette grosse planète soit circulaire. Alors la grosse planète et le Soleil décriront des circonférences concentriques autour de leur centre de gravité commun et ces deux circonférences seront dans un même plan.
Je suppose enfin que, la position et la vitesse initiale de la petite planète étant également dans ce même plan, cette petite planète reste constamment dans ce plan.
C'est là ce que l'on appelle le problème restreint. On peut le traiter soit par le procédé du n" 32, soit par celui du n" 33. Dans les deux cas, la grosse planète sera rapportée au Soled, mais la petite planète pourra être rapportée, soit au Soleil, soit au centre de gravité de la grosse planète et du Soleil.
Nous avons vu au n" 3i que, pour une petite planète, les intégrales des forces vives et des ânes deviennent généralement dlusoires. Mais, dans le cas particulier du problème restreint, il y a une combinaison de ces intégrales qui subsiste et nous fournit une intégrale du système (i4) connue sous le nom à' intégrale de Jacobi; c'est ce que nous verrons plus loin.
BD BG AB
Nous supposerons généralement que le corps C est le Soleil et que les corps A et B sont des planètes. Il en résulte que les masses m^ et m,, sont très petites par rapport à m-, et peuvent être regardées comme du premier ordre.
11 en résulte que le point D est très voisin du point C puisqu'il partage la distance AC en segments proportionnels à ///, et m-,. La distance CD peut donc être regardée comme du premier ordre et il en est de même des différences
Dans ces conditions, U,4- Ua est de pi^emier ordre puisque tous ses termes contiennent en facteurs m^ ou m,,] et
\}, = m„nJ^-^)^m,m-,(l
VBD AB/ * ' \BD BG
est du second ordre, puisque tous ses termes contiennent en facteurs soit /;?, /^z^, soit
'"*(bD "~ BG
D'autre part, //?, et m\ sont du premier ordre et il en est de
dx'mêmedesjK/= "^i~dt Puisque, pour /=i, 2, 3, 4, 5, 6, la masse m^
est infiniment petite et que, d'ailleurs, 7^, y'^^ y'^ sont nuls. 11 en est donc encore de même de
ni'i et de
où je conserve aux notations T, et T. le même sens qu'au n" 32. Nous pouvons alors poser
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a\cc
Fo = T -H Ui -+- Uj. [j-Fi^Lj.
Alors F„ est du premier ordre. !j.F, (.lu second ordre, el, si u. désigne un coefficienl numérique très petit de l'ordre de m, et de ni;, F, est du même ordre que Fo- Grâce à l'introduction de ce coefficient tji, la grandeur relative des deux termes Fo et p. F, se trouve mise en évidence.
Le second terme |jlF, a reçu le nom de fonction perturbatrice.
Etudions d'aljord le terme F,,, nous avons
/nim-,\ [^ msimi-hm-)
( I 3 ) Fo = T, -
AG y \ ' BD
La première parenthèse ne dépend que de x\ , x'.,^ ^'-ii y\ i y'21 y'-i '■> 1,1 seconde ne dépend que de x\, x'.^, x'^, y\, y'^, y[.. Si, en première approximation, nous négligions le terme très petit aF, el que F se réduisit à F„, nous aurions
f = f; + fv
F|, el FI désignant la première et la seconde parenthèse du second nicinhre de (10), de sorte que
^f; _ rfF, _ ^
dx'i dy)
dx'i dy'i et nos équations canoniques deviendraient
ufi)
On pourrait alors considérer séparément le mouvement de la première planète fictive et celui de la seconde; car. dans les équations [iÇ>) figurent seulement les coordonnées et la vitesse de la première planète et dans les équations (16 bis) seulement celles de la seconde planète.
dx'i ^f; .
dt ~ dy'i '
dy'i _ d¥; dt dx'i
dx'i ^F'ô dt " dy'i '
dy'i o?f;
dt " dy'i
Si nous examinons d'abord les équations (i6), nous voyons que
Le mouvement de la première planète fictive sera donc le même que celui d'une masse mobile m\ attirée par une masse fixe
Ce sera donc un mouvement elliptique conforme aux lois de Kepler.
Si nous passons aux équations (16 bis)^ nous avons
^^=-^^,^^"^^^'^^^'^ BD
Le mouvement de la seconde planète fictive est donc le même que celui d'une masse mobile
m, -f- mi-4- mi
attirée par une masse fixe
fn,,(mi-h tn-i)
/nj-l- ni„-\- ni-!.
C'est donc encore un mouvement képlérien.
Comme les termes négligés jjlF, sont très petits par rapport aux termes conservés Fq, l'erreur commise n'est pas grande. Les orbites différeront donc peu des ellipses képlériennes; et les per^turbations subies par ces orbites elliptiques seront très petites.
38. Etudions maintenant la fonction perturbatrice \^.¥^. Je puis écrire
VBD A'B7 ^"'''''*VÂ^~AB/'^'"*'"'VBD BG
Le premier terme du second membre a reçu ^le nom Ae partie principale de la fonction perturbatrice; l'ensemble des deux derniers termes s'appelle la partie complémentaire de la fonction perturbatrice.
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La partie principale peut s'écrire
cl il esL intéressanl de voir comment on j)Oiirra passer de l'expression de cette partie principale à celle de la fonction perturbatrice complète u.Fi.
Supposons d'abord (pic
AC = \/ar\^ -t- ^2" -h x'/
soil plus petit cpie
Dans ce cas, l'expression
peut se développer sui\ant les puissances croissantes de x\, x'.,. x'.^. Nous avons, en elFet,
(A'B'j2 = (BD)2-^(AGj2— 'iACBDcosY, et, par conséquent,
(«7) -^, -[BD-AC6.'■Tj"^[BD-ACe-'y^^
où V est l'angle de la direction BD ou OB' a\ec la direction A(! ou ÔA'.
Chacun des deux facteurs du second membre de (i-) est déve-
loppable suivant les puissances de ^^ toutes les fois que cette quantité est plus petite que'i. Il en est donc de même (\y\ premier membre et je puis écrire
A'B' ^ "BD"+i'
où l\i est une fonction de l'an<;le y.
Il serait d'ailleurs aisé de voir que le terme général de celle
série P/j T^p—^ peut être mis sous la forme du ([uolienl dt> deuv polynômes entiers en x', , x'.,, x'.^, x'^, x'^, x[.^.
Je me bornerai à renvoyer, pour plus de détails, aux n"' 22, 23, 24 de mon Ouvrage sur le Polentiel newtonien (Paris, Naud, 1 899) et à la page 5o de mon Ouvrage sur les Figures d'équilibre d'une masse fluide (Paris, Naud, igoS).
Je reviendrai d'ailleurs sur cette question dans un Chapitre ultérieur quand je traiterai en détail du développement de la fonction perturbatrice.
Cela posé, le premier terme de notre série, qui correspond à
n = o,ne sera pas autre chose c(ue ^^-, de sorte que la partie principale de la fonction perturbatrice aura pour valeur
où n peut prendre toutes les valeurs entières positives: i, u, .... Maintenant, la fonction perturbatrice complète pourra s'écrire
^F, = m,m,(^^ - m) -^ '"^'"^(ïïÏÏ - ÏÏg)
et nous aurons
BA2 = (xl - ar; y- +{a:',- olx', y-h{x',- olx', )\
BC^=(xl-px[y^{x',-'^x',r- + {x',-^x',y, où
m^ — mi ^
/)ii -+- m-, /??!+ in-i
car on voit immédiatement que les projections du vecteur DA sur les trois axes sont y.x\, ajc',, a^r^, et que celles du vecteur DC sont p^?', , ^.r!,, jBa?',,
On voit que les expressions de BA et de BC ne diffèrent de celles de A'B' que par la substitution de a^c', , . . ., ou de '^x\^ . . ., à x'
Nous aurons donc
BA ~ 2d'^"^ "BD"+i' BG ~2d^ "BD«+i'
où n prend les valeurs o, i , 2, .... Nous pourrons donc écrire
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11 ' • i^ AGo v.^. ^ç,«. au premier terme de lu sene F^ -p-r-
Mais TTj- est égal au premier terme de la série P^ -p-r- et. d'autre
part,
w,a«4- m-^"'= (/ni+ ni:) (a^«— 3a«).
On a donc
Mais, pour n ^ o, on a
a3"— 3a" = a — B = 1 et p AG„ _|_
BD«+' BD
le terme correspondant est donc détruit par le terme ^jt •
Pour /« = I , on a ajj" — jja" = o et le terme correspondant est nul.
Nous pouvons donc écrire
où n prend les valeurs 2, 3, ..., ou bien encore
(on doit prendre le signe + si n est pair et le signe — si n est impair).
Ainsi donc, quand on a développé la partie principale de la fonction perturbatrice sous la forme (18) et que l'on veut obtenir sous la même forme le développement de la fonction perturbatrice complète, il suffit de multiplier chaque terme par un facteur constant convenable.
Ce facteur constant
est égal à 1 à des quantités près de V ordre de nii pour /i = 2, 3, ... ; et il est égal à o pour /i := i .
Donc, à des quantités près de Vordre ni\m^^ c'est-à-dire du troisième ordre, la fonction perturbatrice ij.F| sera égale à sa partie principale, moins le premier terme du développement (18) de cette partie principale.
5î CHAPITRE II.
Celte partie prineipale sera égale à
- mi m, > P„ pYtttxt ( " = ' , ^ • • • )
BD"+i et la partie complémentaire à
BD2
T. AG
aux quantités près du troisième ordre.
Il est d'ailleurs aisé de transformer celte expression (19), cpii représente l'ensemble des termes du premier degré dans le développement de
suivant les puissances de a?',, x'.,, x'._^.
Nous trouvons, en elî'et, en négligeant les carrés de ûc\, a:[,, .I■'.^,
ou
//Il //(■
//( 1 Di
'Lbd^ bd» J
Il reste donc, pour l'expression apj)roximative de la partie complémentaire,
39. On peut arriver au même résultat par une voie moins détournée. Soit
'"""^(xir - Xb) -^'"^'"Kb^ - m)
la partie complémentaire à étudier. Gomme -ttôt — -r\î ^^^ *''"
Tordre de 7)i,, le premier terme est de Tordre de ni^m.,., c'està-dire du troisième ordre. Passons au second terme
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On a Iroiivc
BG
= [ui-^x\r-+{x',-'^.T',y-^{x',-"^T',)^]--^.
Développons-^ sui\ant les puissances de [5, ce qui est possible,
puisque, [3 étant très petit, [3AC = DG sera toujours plus petit que BI) ; il viendra
BG BD'^ ^ ' BD2 '^ - BD
Le troisième terme du second membre (et, aforliori, les termes suivants) pourra être négligé, car, multiplié par nit^m-,, il devien- (U-ait de l'ordre de m,, [3-, c'est-à-dire de l'ordre de in-^m], c'està-dire du troisième ordre. Il reste donc pour notre partie complémentaire, toujours avec la même approximation,
AG 7«i AG
ou, en négligeant encore m■,m^^^
Celle démonstration s'applique au cas où AG est plus grand <pie BD, tandis que, dans le numéro précédent, nous supposions A.C plus petit que BD.
•40. Examinons, en particulier, ce qui se passe dans les cas étudiés aux n"' 32 et 33, et où l'une des masses est nulle. Supposons d'abord, comme au n" 33, m, = o. Alors, les deux planètes sont rapportées au Soleil, car les points D et G se confondent.
Nous avons alors
F = <ï>o+ nii^i
et nous pouvons négliger les termes en m]. Nous négligerons donc dans la fonction perturbatrice les termes en m!,jn]; nous avons vu que, avec cette approximation, la partie complémentaire de la
fonction perturbatrice se réduit à
BD
(cr[cr'^-^T'.,x'.-^x:_^T'J.
Mais le point D, étant très près du point C, la distance BD peut se réduire à BC et A'B' à AB à des quantités près de l'ordre de /??,.
Nous aurons donc, en négligeant //^j,
^ ~BD^ ^"^^ ^' '^ ■^- ^^ "^ "^^ ^^
Dans les deux derniers termes avec la même approximation BD |)cul rire remplacé |Ku' iiC; d'où, en négligeant /;/, dans l'expression de <I>o et m-^ dans celle de O,,
7)ti(mi-{- m-)
^' = ^' ïIc '
''''^ ;,^ - ÂG ^''''(ïïC -ÂBJ-^ BCT("'"'- ^-^^-^^^^«^- Rappelons que, avec les notations du n" 33,
lu I A.
4-1. Si Ton suppose, au contraire, comme au n° 32, /«; = o, la grosse planète est rapportée au Soleil et la petite au centre de gravité de la grosse planète et du Soleil. On trome alors
*'=^ BD— ^'"'(bD-Â^J
Dans le second membre de cette expression, le troisième terme correspond à la partie principale de la fonction perturbatrice et les deux derniers termes à la partie complémentaire.
Il n'y a d'ailleurs aucune simplification particulière.
Cas de la Lune. — Le cas de la théorie de la Lune exige
un examen spécial. Nous supposerons que le corps A esl la J^une, le corps B le Soleil, le corps G la Terre. Dans ces conditions, on voit que AG est beaucoup plus petit que BD. Posons alors
TT nixin- /H'J mi-\- m-;) ^'-~~ÂG~' ^'- = ~BD '
U3= m,;«,(gL _ J_) ^ ,„,,„,(^_L._ _L^.
Je conserve d'ailleurs à T, et à To la même signification qu'au n" 32, de sorte que
F = Ti-t-T2-^Ui+U2+U3.
Gomparons l'ordre de grandeur de ces différents termes; Uj représente la fonction perturbatrice, et comme AG est beaucoup plus petit que BD, on a, d'après le n'' 38,
A cause de la petitesse de AG, le premier terme
est de beaucoup le plus grand; et comme nit est notablement plus petit que m-;, il est de l'ordre de
AG
/>ii ni'^
BD3
de
Au contraire, Uo est de l'ordre de J^^. ^ et U, de l'ordre m, m-,
Restent T, etTo ; nous savons que, dans le mouvement képlérien, si l'excentricité est nulle, l'énergie cinétique est constante et égale à la moitié de la valeur absolue de l'énergie potentielle.
Or, l'orbite de la Terre par rapport au Soleil, ou celle de la Lune par rapport à la Terre, s'écartent peu d'une ellipse képlérienne très peu excentrique. Il en résulte que T| est à peu près
égal a et T.> a = •
Nous pouvons donc diviser la fonction F en trois parties à savoir :
i" T24-U2 qui est de Tordre de - ^^r. -;
, + U, qui est de 1 ordre de ;
3" U3 qui est de l'ordre de lUiiH; rTf:^'
Nous avons à j^eu près
m-, „_ /??, I AC I
m-, m-, yo BD 4t»o
Donc le rapport
=; pr- 08l (le 1 orcire do — ( r-^- ou du -^- >
Tj -t- Ui m- \BD/ I jo
et
T2-+- U2 /«;\BD
On voit (pie la troisième partie de la fonction perturbatrice est notablement jilus petite que la deuxième et tout à fait négligeable devant la première.
Nous pouvons donc poser
avec
<I>o=T2-i- U2; wi'I', = Ti-T-Uo+Us.
Pour le calcul de x'^^ x\^ x\ nous avons les équations canoniques
clx, cl? d^o d^i
-y- = -7-7= —rT-+-i^^i-r-T> dt dfi dy'i dj'i
dy'i _ '^F _ ^*o f/*i
dt dx'i dx'i dx'i
J'observe que <I>| ne dépend pas de y\', y'-^, J''^ variables qui ne figurent que dans Ta; quant à x',^, x[^, x'^^ ces variables ne figurent ni dans T,, ni dans U|, mais seulement dans U3 ; nos écjuations
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deviennent donc
^ ' ' dt dy'i ' dt dx'i dx)
ol comme U3 est négligeable devant *I>o
dfi ^_ d^ç, dt dx'i
Le mouvement relatif du Soleil par rapport au centre de gravité du système Terre-Lune est donc le même que si la fonction F se réduisait à <î>o, c'est-à-dire que si les masses de la Terre et de la Lune étaient concentrées en leur centre de gravité commun. C^est donc un mouvement képlérien (bien entendu, si l'on ne considère que les actions mutuelles du Soleil, de la Terre et de la Lune, et que l'on néglige les effets de l'attraction des planètes).
Pour le calcul de x\^ x'.^, x'^, nous nous servirons des équations canoniques, en y faisant / = 1 , 2,3; mais comme x\, x\^ x\ ; y\^ y\, y^ ne figurent pas dans $0 ces équations se réduiront à
dx,- dA>i dyi d<i>i
dt ' dy'i dt dxi
La fonction <5, dépend, comme aux n"^ 33 et 4-0, non seulement des inconnues x\. x'.^, x'.^ ; y\, i%, y'^, mais encore du temps t: car elle dépend de.r', , .ri, x'^ qui peuvent être regardées comme des fonctions connues du temps, définies par les équations (20).
La fonction m,(I>, se compose elle-même de deux parties T,-l-U, et U3; la seconde est, nous l'avons vu, beaucoup plus petite que la première et pourra jouer le rôle de fonction perturbatrice. Mais la petitesse de cette fonction perturbatrice n'est pas due ici aux mêmes circonstances que dans le cas des perturbations des planètes.
La masse perturbatrice ?n; est celle du Soleil qui, loiu d'être très petite, est au contraire très grande. Mais le rapport que Ton
doit envisager est
»n /Acy
AG qui est très petit, parce que ^^ est petit.
La petitesse de ^ entraîne encore une autre conséquence, c'est
c[u'on aura avantage à développer la fonction perturbatrice sous la forme (18) comme au n° 38.
Une autre remarque : aux n'" 30 et iO, nous avons dit que quand la masse m^ est infiniment petite, on peut rapporter les corps A et B à C, parce que le point D se confond avec le point C. Ici la masse m y est assez petite pour ne pas influer sur le mouvement du Soleil par rapport au point D, ainsi qu'il arrivait aux n"^ 33 et 40, mais la masse ln^ n'est pas assez petite par rapport à m^ pour que les points C et D puissent être regardés comme confondus,
43. Cas de la transformation du n" 2G. — Tout ce que nous venons de dire suppose fpie l'on a ad()|)té le changement de variables du n" 30 qui est celui (pie nous atlop'lerons d'ordinaire. Qu arriverait-il si l'on adoptait un autre changement de variables, par exemple celui du n" 26 ?
x\u n° 2G, nous avons posé
Nous avons ainsi défini un changement de variables cpii n'altère ni la forme canonique des équations, ni la forme des intégrales des aires.
Mais, contrairement à ce qui se passe pour la transformation du n° 30, l'expression de l'énergie cinétique en fonction des y' n'a pas la même forme que son expression en fonction desy-
Nous avons en efiet, en tenant compte de la condition y. := o,
.ri ^ yi
m- OTi mt, rn-i
ce qui peut s'écrire
yr 1 J'i- 1 2jK,j»'i
en posant
y fit , —
//Zi-H m-i lU'^ -f- m-i
Nous aurons donc
LK PllOIlLK.Mt: DES TUOIS CORI'S, SQ
(lù
Nous aurons donc
/;«i m- 1)1 '^ ut- in\ /H',
F = T, + To H- T
A G BC AU
et cette fonction F" peut être considérée comme formée de quatre parties :
i" T, ^-v-^ '^l^i ^^l'f ^ définir l'ellipse képlérienne dont le
point A s'écarte très peu dans son mouvement relatif par rapport au point C ;
2° To — ~1T^ ^l^^^ ^^^^ ^ définir lellipse képlérienne dont le
point B s'écarte très peu dans son mouvement relatif par rapport ;iu point C;
.)" \n~ ' ^ ^^^ la portion principale de la Jonction periiir-
batrice qui a pour expression
«Il nir,
4" Et enfin T3 qui représente la partie complémentaire de la fonction perturbatrice.
41. Méthode usuelle. — Les astronomes se servent encore d'une autre transformation.
Posons
Les deux planètes A et B seront ainsi rapportées l'une et l'autre au Soleil C.
Nous poserons d'ailleurs
dr',
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Il est aisé de voir alors que nos équalions deviennent
\-dr-dy:' dt^- dx'i (^-•' '^)
dt dy'i dt dx\
où l'on a
On voit ([lie les équations (21) ne sont pas canoniques puisque dans certaines d'entre elles fi<^ure la fonction F' et dans les autres une autre fonction F".
Les fonctions F' et 1^ ' se composent de quatre parties :
1° La partie
1 / ., ,., ,0 nu?n- mi
inii
(|ui définit l'ellipse képlérienne dont A s'écarte peu dans son mouvement relatif par rapport à C; 2° La partie
•ini'^
qui définit l'ellipse képlérienne dont le point B s'écarte peu dans son mouvement relatif par rapport à C;
3" La partie principale de la fonction perturbatrice
4° La partie complémentaire de la fonction perturbatrice qui est dans F' et
'«l'«4 . , , , . Z i nn nn -L
dans F".
AfS (^1 ^4 "*" ^2^5 "^ ^3^6 )'
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Les équations (21) s'obtiennent très aisément et je me bornerai à renvoyer au Chapitre III du I'' Volume de la Mécanique céleste de Tisserand.
Ce changement de variables présente de graves inconvénients. Non seulement il altère la forme canonique des équations, mais il ne conserve pas la forme des intégrales des aires.
Aussi n'en ferai-jc aucun usage. C'est pour cette raison que je me borne à renvoyer le lecteur à l'Ouvrage de Tisserand.
45. Le problème des deux corps. — Coiisidcrons deux corps A et G, le premier mobile de masse m^ le second lixe de masse M, et éludions le mouvement du premier sous l'intluence de l'attraction newtonienne exercée sur lui par le corps fixe.
Nous prendrons le point G pour orij;ine et nous désignerons [)ar •2"i, x-i') •^■.■) les coordonnées du corj)s \ et parj/-,, JK2, jKa les composantes de sa quantité de iu(iu\ement.
Le mouvement de ce corps dépend des équations canoniques
dl clfi^ dt ~ dxi
où
l AC
40. Supposons maintenant deux corps A et G de masses /??, et /;iv, mobiles tous les deux et s'attiranl mutuellement, d'après la loi de New ton.
Nous représenterons, comme au Cliapilie 11, les coordonnées du point A par x\, x-., x^, celles du point G par x-,, x^, x,j et les composantes des quantités de mouvement de ces deux corps par la lettre jK allectée des mêmes indices.
Nous appliquerons le changement de variables du n'^ 29 ; nous poserons donc
, 7«| ni-
iHi-T-in-i
/n- = nii -h m-,
de telle façon que .r'. , x^^ x\^ soient les coordonnées du centre de gravité D des deux corps A et C, et que x\^ x'.,, x'.^ soient les projections du vecteur CA sur les trois axes.
Nous savons que l'on peut, sans restreindre la généralité, supposer le centre de gravité fixe, supposer, par conséquent :
de sorte que le nombre des degrés de liberté est réduit à 3.
Dans ces conditions, les équations du mouvement restent canoniques et s'écrivent
dx'i {.bis) -^
ou
(■2 bis)
dy'i _ clY dt dx)
A lit 1
in\ m-
Si nous comparons les équations (i bis) et (2 bis) aux équations (i) et (2), nous verrons que le mouvement relatif du corps A par rapport au corps C est le même que celui d'une niasse mobile
, m 1 nl^
/iii-h/n-j
attirée par une masse fixe
; — —nii + m-.
Nous verrons bientôt qu'une masse mobile attirée par une masse fixe décrit une ellipse dont la masse fixe occupe un des foyers. La trajectoire du point A, dans son mouvement relatif par rapport au point C, sera donc aussi une ellipse, ayant pour foyer C.
Comme les segments AD, DC et AG sont dans un rapport constant et que le point D est supposé fixe, nous voyons que les points A et C, dans leur mouvement absolu, décrivent deux ellipses homothétiques ayant pour foyer commun le point D.
Emploi de la Méthode de Jacobi. — Nous sommes donc
64 CHAPITRE m.
ramenés à étudier le mouvement d'un corps mobile attiré par nii point ilxe. Ce problème peut être résolu de bien des manières ; mais, en vue des applications qui vont suivre, il est nécessaire cpie nous le résolvions par une méthode particulière : par la méthodr de Jacobi, exposée au n" 10.
Comme nous avons
l'équation de Jacobi s'écrit
77ril\d.ri) ^\dx.J '^\dxj J ^^i^a-l-^xl ~ ''^"^ '
Que devient cette é<[ualion quand on adopte de nouvelles coordonnées, soit rectangulaires, soit quelconcpies. C'est ce (pie nous a|)j)rend l'analyse du n" 1 1 .
On obtiendra l'équation (3) transformée en faisant le changement de \ariabl('s de Hamillon (bi n" 8 cl en remplaçant p- par
-T— dans la nouvelle expression de F.
d(ji '
Si l'on ad()|)le d'abord de nouvelles coordonnées rectangulaires x\j :r'.,, x'j, <»n au la (si l'origine reste au j)oinl C)
AG =x\^-hx'^'^x',^,
dx' et la dérivée de T, j)ar rapport à —jj-y sera
dx} r, — fil
dt On aura
de sorte que la nouvelle équation de Jacobi sera encore im\\^dx\) ' \dx'J \dxj J ^x'{' ^x'^^ -^x'./ "
const.
La forme de réc[uation de Jacobi ne change donc pas quand un change de coordonnées rectangulaires ou, en d'autres termes, la
fonction s satisfait aune équation aux dérivées partielles dont la forme est indépendante du choix des axes, pourvu que l'origine reste au point C.
Passons maintenant aux coordonnées polaires en posant
T] = r sin 'C, cuso, 070 = /' sinÇ sincp, x^ = r cos !^.
Si l'on se rappelle l'expression Je la vitesse en coordonnées polaires, on voit que l'on a
de sorte que les dérivées de T par rapport à
dr d'C. do sont respectivement
dt ' dt ' dt
T^ dr „ ^dL ^ , • „ „ do
dt dt ^ dt
et que l'on a
am L r' /-^sin^^J
■X m L 1'^ r' sin^Ç J r
L'équation transformée de Jacobi s'écrit donc
L'écjuation (4) est d'ailleurs indépendante du choix des axes.
48. Il s'agit de trouver une intégrale de l'équation (4) dépendant de trois constantes arbitraires.
Cherchons donc à y satisfaire en posant
et en désignant par ^— la constante du second membre.
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Dans cette expression, S, désigne une fonction de /• seulement et G représente une constante.
Nous aurons alors
et l'équation (4) deviendra
V/S,\2 G-n mM /»3M2
Oll
d^ ~~di
1 liin^U G 2 nfU^-
u ou
49. 'La solution que nous venons de trouver ne nous suflil ])as encore, puisqu'elle ne contient que deux constantes arbitraires L et G. Mais il est aisé de la généraliser; nous avons vu, en ellel, que 1 1 forme de l'équation (4) est indépendante du choix des axes; ovZ, représente l'axe du Necleur AC avec l'axe des ^3. Nous aurons donc une nouvelle solution eu prenant
s=Si-i-Gr,
Ici lettre ^ désignant celte fois l'angle du vecteur AC avec une tlroite A quelconque passant par l'origine. Cette droite A, en effet, aurait pu être choisie pour axe des .273 sans que la forme de l'équalion (4) en eut été changée.
La nouvelle solution contient cette fois 4 constantes arbitraires, puisqu'il faut 2 constantes pour définir la direction d'une droite passant par lorigine.
Une de ces constantes est superflue, nous assujettirons donc la
droite A à rester dans le plan des x,, x^ et nous appellerons 0
l'angle de cette droite A avec l'axe des :r,. Nous avons alors trois
constantes
SO. Nous n'avons qu'à appliquer la règle du n" 10 ; nous pose-
rons
dfi
dxi-y^^ dL-'^ dG = ^^ W)=-^'
et alors /, o-, © seront des constantes ou des fonctions linéaires du temps; L, G, 9 seront des constantes. On aura
cU ^d^ dg ^ d^ d( — e) _ d'\>
dt dL' dt dG' dl - d^'
où à désigne le second membre de l'équation (4) ; on a donc
Nous aurons donc
dl _ rn^Mi dg dQ
dt--[j~' dT-""^ Ik^''-
Donc / est une fonction linéaire du temps, g et 6 sont des constantes. Nous poserons, d'ailleurs,
dl
51. Quelle est la signification de toutes ces formules ? Le radical
ini'M G 2 mi M 2
devant toujours être réel, le rayon vecteur r ne pourra varier qu'entre certaines limites. Son maximum s'appellera la dis lance aphélie et son minimum la distance périhélie ; la moyenne arithmétique sera la distance moyenne et sera désignée par a, tandis que les distances aphélie et périhélie seront respectivement désignées par
On obtiendra ce maximum et ce minimum pour lesquels le radical cesse d'être réel, en égalant ce radical à zéro, ce qui donne
mVM2/-2_2/«2ML2/-+G2L2= o.
La somme des racines devant être égale à art, on a
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croù _
L— 7)h/M \la.
Le produit des racines doit être a? {\ — e'-) ; on a donc
G2 = /«2 >Ia(i — e2)^ G = m v/M /«(i — e2) ;
il vient d'ailleurs
dl _ _ /»^ M^ _ y/M 'dt~ ' ^ L3 " ^^
Jusqu'ici nous n'avons pas choisi la limite inférieure de l'intégrale (5), de sorte que la fonction S, n'est déterminée qu'à une constante près; nous choisirons pour limite inférieure la distance périhélie a (i — c), de sorte (pic nous aurons
(C) S, = f S', dr,
en désignant par S', notre radical.
Formules du mouvement képlérien. — Examinons l'équation
Je remarque d'ahord que S, ne dépend pas de 9, c'est-à-dire de l'orientation de la droite A. Nous aurons donc
dS _„dl dii ~ db'
Considérons une sphère de rayon i ayant pour centre l'origine; l'axe des ic, viendra percer cette sphère en un point A, le plan des x,X2 suivant un grand cercle ABC. La droite fixe A, qui est dans le plan des XiXo, percera la sphère en B ; le rayon vecteur qui va de l'origine à la masse mobile percera la sphère en D.
Le plan de A et du rayon vecteur coupera la sphère suivant un grand cercle BD qui coupera le grand cercle BC sous un angle que j'appelle i.
L'arc AB mesure l'angle 9 et l'arc BD mesure l'angle Z. Supposons que l'on donne à 9 un accroissement clH, la droite A restant dans le plan des ^, Xo viendra percer la sphère en un ])oint B' infiniment voisin de B, et l'on aura
AB'=o + ^e, B'D^r+f/r,
et, par conséquent. BB'^ dh. Je mène un petit arc de cercle B'P
Fig. 2.
perpendiculaire au grand cercle BD; nous savons que B'D est égal
à sa projection PD à des infiniment petits près du second ordre. On
aura donc
BP = — dZ.
Dans le petit triangle BDP' on a
BP = BB' cos t,
et, par conséquent,
et enfin
dZ -d-Q=''''
0 = G cosi.
Comme 8 et G sont des constantes, cette équation nous montre qu'il en est de même de i.
Ainsi le plan BD passe par la droite j^a7<? A située dans le plan des Xi x-2. et son inclinaison i sur ce plan des Xx x-i est constante. Ce plan BD est donc fixe.
Notre rayon vecteur restera donc constamment dans un plan fixe, ce qui veut dire que V orbite de la masse mobile est plane
Alors Q représente la longitude du nœud du plan de Forbite et i son inclinaison.
Passons à réqiialion
Le terme G^ ne dépendant pas de L, on aura
1 = ^1^ dh
et nous pourrons calculer le second membre en partant de l'intégrale (5) cl en différenllanl sous le signe / .
On trouve ainsi
r m'^W- (Ir
les limites d'intégration étant les mêmes que celles de l'intégrale (6).
Nous avons à calculer une intégrale dépendant d'un radical du second degré; l'intégialion peut se faire en ramenanl aux fonctions circulaires ; pour cela il convient de poser
r = a {i — e cosu).
De celle façon, comme cosm \ariera entre — i cl H- i, /■ variera comme il C()n\ienl entre la distance périhélie a (i — e) et la dislance aphélie a {i -+- c). La dislance périhélie sera atteinte quand u sera un mulliple de 27: et la distance aphélie quand u sera un multiple de tt.
L'angle auxiliaire u, ainsi introduit, a reçu le nom (ïanomalie excentrique.
Nous aurons
Le second membre est un polynôme de second degré en cos//, qui s'annule pour les distances aphélie et périhélie, c'est-à-dire quand u est multiple de tt.
Ce polynôme est donc proportionnel à sin^w.
Pour avoir le coefficient, je ferai cos?^ = -t-c/^, en donnant ainsi à u une valeur imaginaire. Dans ces conditions^ nous aurons sen-
siblement
/' = — aecosu, fi\\\-ii= — cos-it,
Sf /■- — r-^— /-^ = — m'* INP -— - cos u = — m'- M ae^ cos- u.
On a donc, pour toutes valeurs de /•,
S'j- r^- = m2 ^i ae^ ^[^2 a = 1,2 ^2 gin^ u, d'où
J U es'inu J a^e s\nu
Or
/' = «(! — e cosu), dr = ae sin u du.
Il reste donc
f (i — e cosu) du.
La limite inférieure d'intégration doit être, comme pour l'intégrale (6), celle qui correspond à la distance périhélie, c'est-à-dire Il = o. On a donc
(7) l = u — e è'inu.
C'est Véquation de Kepler.
Cette équation nous apprend d'abord comment varie le rayon vecteur en fonction du temps. Nous avons, en effet, une relation entre /• et u et nous savons que / est une fonction linéaire du temps.
Elle nous montre ensuite que les distances aphélie et périhélie peuvent être effectivement atteintes. Nous ne le savions pas encore, nous savions seulement qu'elles ne pouvaient être dépassées.
Mais l'équation (7) nous montre que l'anomalie excentrique a peut prendre toutes les valeurs réelles possibles et, en particulier, les valeurs qui correspondent aux distances périhélie et aphéhe. En effet, à chaque valeur réelle de m correspondra une valeur réelle de / et, par conséquent, une valeur réelle de temps, puisque / est une fonction linéaire du temps.
L'angle / a reçu le nom à'anomalie moyenne.
En eflet, il varie proportionnellement au temps, et il devient égal à Fanomalie excentrique toutes les fois que sn\a s'annule, c'est-à-dire à tous les périhélies et à tous les aphélies.
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Passons mainlenanl àréqualioxi
f/S _ clG ~ ^' ce qui peut s'écrire
Or, l'on a, par difiérentialion, sous le signe /
fi
dS\ r — G dr
dG
-f^-^Js^
Nous allons encore passer aux fonctions cir i aires, mais, comme nous avons mainlenanl pour variable -> nou. poserons
I _ I -1- e cost' 7- ~ rt(i — e2) '
de sorte que cosr variant de — i à +i, /* varie de a(i — e) à
Le carré de S', est un polvnome du second degré en - et, par
conséquent, en cosc; et, comme il s'annule aux distances périhélie et aphélie, c'est-à-dire quand c est multi])le de it, il sera proportionnel à sin-r.
Pour avoir le facteur de proportionnalité, je ferai cosr = + oo , d'où sensiblement
sin^'p = — cos-i':
e cosf
m'- Me
COSl'
/)!'• M2e5cos2('
On a donc pour toutes les valeurs de r Si^ = TTz sin2p, Si =
Or
i — e sirn' dv — m- M e sin p dv S\ dv
r « (i — Ci) G^
d?)i^ HG
L'intégrale doit avoir même limite inférieure que l'intégrale (6), c'est-à-dire celle qui correspond à la distance périhélie, c'està-dire c^ = o. On a donc
d'où finalement
Pievenons à la ligure et prenons sur le grand cei'cle BD, qui est fixe, un arc BE égal à g. Comme g est une constante, le point E est fixe, ainsi que le vecteur OE, qui joint ce point à r origine.
Alors V représentera l'arc ED, ou l'angle du rayon vecteur fixe
OE, avec le rayon vecteur OD qui va à la planète. Donc /■ et v
seront les coordonnées polaires de la planète dans le plan OBD,
si l'on prend pour pôle le point O et pour axe polaire la droite OE.
Donc l'équation
e cosi"
sera l'équation de l'orbite en coordonnées polaires; or, c'est l'équation d'une ellipse rapportée à son foyer.
V orbite est donc elliptique.
L'angle v a reçu le nom d'anomalie vraie. Il est égal à un multiple de 2- au périhélie et à un multiple impair de t: à l'aphélie.
L'angle
fj -1- r = e -+- ^ + 1'
a reçu le nom de lons^itude dans Vorhite. Au moment du périhélie, on a r = o, la planète est sur le vecteur OE et sa longitude dans l'orbite est B -f- g.
Cet angle B 4- ^, qui est constant, a reçu le nom de longitude du périhélie.
5o. De l'équation (8) nous déduisons
ercosp = a(i — e2) — /• = a{\ — e"-) — a{\ — e cos u),
d'où ^
rcosv = a{cosu — e)
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et
Or, les coordonnées rectangulaires de la planète ont pour valeurs : 1° si 9 est d'abord supposé nul
Xi=rco?,t, Xi— vs'iïi^cosi, a-j = /• sin Ç sin i.
2" Si 9 est quelconque
Xi = r (cos^ cosO — sinÇ sinO cost), (8 bis) \ 5^1 = /-(sin!^ cosO H- cos^sinO),
x^ = r sinîl sini.
Dans
(8 ter)
r cos^ = /• cosi^cos^ — r sini^ sin^,
( /• sin ^ = /■ cosf sin ^ -1- /■ sinp cos^
on remplacera ;'COSP etrsin^" par leurs valeurs et l'on trouvera
Xi = a {cosu — e) (cos^cos'J — sin^ sin 0 cosi)
— asin u \/ 1 — e*(sin^cosO-(-cosi' sinOcos/, X2 = a (cosu — e) (cos^:;'- sinO-f- sin^ cosO cost)
-+-a sin{< y/i — e-( — sin^ sinO-i-cos^cosO cosi), X3 = a (cosu — e) sin.^sin i
-t-a sina y/i — e* cos^ sin i.
L. — =■ (j = pi, G — 0 = p
et
fio) L / + G ^ -I- 0 0 = L X -f- pi Wi 4- 32 W2,
(I ou
1 — l -h ff -T- 0, w, = — ^ç- 0, tO.2 = — 0.
On voit que w, est la longitude du périhélie et too celle du nœud, toutes deux changées de signe. Quant à l'angle A, il a reçu le nom de longitude moyenne.
Les variables anciennes L, G, 0; Z, «•, Q étant liées aux nouvelles L, 0,, 02 ; )v, W| (Oo par des relations linéaires, Tidentité (10) nous montre que nous sommes dans les conditions du n° o et que le changement de variables est canonique. Donc
/ rfm- ^ ^G+ 0 f/e — 1 ^L — V co f/p sera une différentielle exacte et il en sera de même de
^ X cl y — ). f/L — 2, ^'^ '^^7 ou de
y y dx — L d\ — ^ ? '^^'^•
Posons maintenant
\i = /i p, cos to/, T,/ = v/2 0/ sin lOf.
Le changement de variables sera encore canonique en vertu du n° 6 ; donc
^pf/co-^;^^'-.
sera une différentielle exacte et il en sera de même de
^ydx-\.d\-^\dr,
ou de
^xdy-\d\.-'^r,dl,
08. Dans la plupart des applications, l'excentricité e et l'inclinaison i seront de très petites quantités;
pi = L— G = m \/M v^a (i — /i — e')
est de l'ordre du carré de l'excentincilé;
^1 = yj-i p, coswi, Tji = s/-! Pi sin
sont de l'ordre de l'excentricité ; c'est pourquoi nous désignerons souvent ces deux variables sous le nom de variables excentriques :
P2= G — 0 = G(i — cos i)
est de Tordre du carré de Tinclinaison;
^2 = \/-2. p2 COS W2, r,2 = V 'i o-i sin M-i
sont de Tordre de Tiuclinalson ; c'est pourquoi nous désignerons souvent ces deux variables sous le nom de variables obliques. Nous trouvons d'ailleurs
d'où
v/Leco?wi= î|l/ i-^-Vl
et
\/h e sin w, = r,, W i -^- ' , ^ '
^2 = 2 /g sin - i cosa)2, '»l2= 2 /G sin - /sin 0)2-
Les variables que nous venons d'introduire servent à définir la forme, les dimensions et l'orientation de l'orbite elliptique, ainsi que la position de la planète sur cette orbite. Nous devons distinguer :
1" Le système des éléments
cpii ont reçu le nom d'éléme/ils elliptiques et sont plus familiers aux astronomes; 2" Le système
3" Le système
L, pi p2, )., CO], 0J2;
4'' Le système
L, Çl) Ç2> 'M '^(1) ''(2-
Ces trois derniers systèmes ont reçu le nom (Vêlements canoniques à cause des propriétés démontrées aux n°^ S6 et 57.
59. Nous avons, dans ce qui précède, calculé les coordonnées rectangulaires, ou polaires, en fonctions des éléments elliptiques ou canoniques. 11 resterait à calculer les variables yi ou, ce qui revient au même, à déterminer les vitesses en fonctions des mêmes éléments. Pour cela, nous pourrions nous servir des équations
ou, en revenant aux coordonnées polaires du n"47, nous ser\ir des équations
, , dr dS „ dt dS . ■ .^ do dS
(^') "'dt-^dy-' ""'-dt = dî' """-'''''-^-dt = wi
Nous pouvons, d'ailleurs, sans restreindre la généralité, supposer, comme au n° 48, que (^ représente l'angle du rayon vecteur avec cet axe et que, par conséquent, le plan de l'orbite passe par l'axe des x-^, car nous savons que le clioix des axes est arbitraire. On a alors
La première des équations (i i) donne alors
d'où
dr
, m dr
^^ = -sT
et
„ , m'*'M^ di
di = n dt -
Nous retrouvons donc simplement l'équation du n° 33.
60. La troisième équation (i i) nous donne simplement -^ = o,
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ce qui signifie que la vitesse est dans le plan de l'orbite. Quant à la seconde, elle donne
dt
If
Or mr -^ c'est la projection de la quantité de mouvement sur une
perpendiculaire au rayon vecteur. Le premier membre n'est donc autre chose que le moment de la quantité de mouvement; de sorte que G représente en grandeur le vecteur des aires.
Comme ce vecteur est nécessairement perpendiculaire au plan de l'orbite, ses trois composantes seront
GsinisinO, — GsiiiicosO, Gcosi = 6.
61. Gîierchons maintenant à calculer les yi. Nous pourrions nous servir des équations
unis il sera préférable de se servir de
dxi dxi /«^M2 dxi
qu'il y aura lieu d'employer quand les x seront exprimes en fonctions de /, ,?■, 8, L, G, 0, ou de
m'^W- dxi
(pi'il y aura lieu d'employer quand les x seront exprimés en fonctions de À, L, 0, (0 ou de )v, L, i, r, .
Bien entendu -rj ou -j^ désignent les dérivées partielles de x par
rapport à / ou à k.
On peut également se servir des intégrales des aires
^2jK3 — ^sj'i = G siiii sin6, x-iYi — Xi j^s ^: G sin « cosO,
Ges équations ne peuvent suffire pour déterminer les y car elles
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ne sonl pas dislinctcs. Mais on y adjoindra réqiialioa des forces vives
(JÎ+JKl-f-J-ÎJ —
63. 11 peut y a\oir inlcrèl à mellre les équalions (y) sous une forme différente; introduisons deux quantités auxiliaires X et Y en posant
X = «(cos u — e) eus/ -i- a sinuy i — e- sin / =: /■ cos(c — /), y = — a(cos« — e ) sin / + a sin a /i — e- cosl = rsin(t^ — /).
Nous voyons que les seconds membres des équations (9) deviendront des fonctions linéaires et homogènes de X et de Y. il reste à trouver le coefficient de X et celui de Y.
Or, rappelons-nous comment nous avons obtenu les équations (9). Nous nous sommes servis des équations (8 bis) et (8 ter) sacliant que ^z= <,' -i- g-^ nous avons remplacé dans les équations (8 bis) r cosZ. cl rsinS^ par leurs valeurs (8 ter). Mais on a également
de sorte que les équations (9) deviendront
3^1= X[ cos(i?' 4- /) cosG — sin (^ -1- /) sin 6 cost] — Y[ sin (ff -r- 0 cosô -+- cos{g- -+- l) sin 6 cosij,
x.î= X[ cos(^-i- /) sin 6 -H sin (,^-H 0 cos6 cosj] -+- Y[ — sin (^ 4- /) sin 6 -{- cos{g 4- l) cos6 cos «],
x^— X sin(^-i- /) sini + Y cos(,5' + l) sin«,
ce qui peut s'écrire également
ri = X cos--cosX -i- sin2-cos(X — 26) — Yrcos2-sinX-f-sin2-sin (X — 26) , '^' ' x-î— X cos- -sin X — sin' -sin (X — -26)
-\- Y Tcos^ i cosX — sin'- ^ cos(X — 2O ) , x-i— Xsinfsin(X— 0 ) -h Y sintcusi^X — 0).
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64. Résumé des formules. — Je crois utile de réunir ici les formules qui lient les x et les y aux éléments canoniques L, \ p, to i, -/). Dans ces formules figureront les deux masses m et M et diverses quantités auxiliaires «, e, /, //, /', v^ /, X, Y,
Nous avons d'abord
pi= L(i— v/i — e'O, ?2= (I- — pi)(î — cosi),
^i = /2pi costoi, Tji — sji^i siiuoj;
^2 = \/2p2 COS(02, '';2 = /^ p2 sillW2-
/ = )> -H to 1 ,
(n) l ^^ u — e sin;/,
/■ cos f = a(cosK — e) /• ?in p = ay/i — e- sin ?;,
X = /■ ci)s(t> — /), Y = /-siii(p — /),
371= X cos2 -cosX -+- sin2 - cos(X -!- 'iwo)
— Y cos^ - sin X + sin- - sin (X -;- ^.lo,) , La '^ J
( 12 bis) ( .. r ,1 . . • 0^ • /-> , \1
^ ^ \a-.,= X cos'-sinÀ — sin^ - sin (À + 20)2)
-f- Y cos- - cosX — sin2 - cos(X -+- 20)3) ,
X3= X sin t sin(X + W2) -H Y sin t cos (X -i- m.,),
fi^i gî\
\Jx\ H- ir| -H x\ — r = ail — e cosu) = >
'^ ^ •^ "* ^ ' i-h e cost»
a:.2^j — 3^3 ^^2 = — (L — pi) sin t sin Wj, Xzyi — Xijs^ — (L — pi) sint COSCO2, ■ ^172— ^2^1 = I^— Pi— ?2;
I , , ,, /?îM mnV-
65. Forme du développement. — 11 s'agit maintenant de se servir de ces formules pour développer les coordonnées .r,, .372, X3 en séries dépendant des éléments canoniques. Quelle sera la forme du développement?
Pour résoudre cette question, je décomposerai le problème en
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deux et j'envisagerai d'abord le développement de X et de Y, puis celui des coefficients de X et de Y dans les équations (12 bis).
J'observe d'abord que p, est déveioppable suivant les puissances de e^, les coefficients du développement dépendant d'ailleurs de L. Le premier terme du développement est un terme en e^.
Donc "'' ' sera également déveioppable suivant les puissances de e-,
et il en sera de même de •
De léquation qui lie pi à e- on peut tirer inversement le développement de e- suivant les puissances de pj. Nous avons t^ou^é au n" 08
On pourra donc développer -— = suivant les puissances de p,.
y/api
Or
e e coswi e sin wi
et
Il résulte de là que ecosio, et esinw, sont développables suivant les puissances de ^1 et rj, ; c'est ce qui résulte d'ailleurs des formules du n'' 08. Les coefficients de tous ces développements dépendent de L.
66. Je dis maintenant que u — /, cos(w — /) et sin(?f — l) sont développables suivant les puissances de ecos^ et de esinl. Envisageons, en effet, l'équation de Kepler
(7) l = u — e sin a,
nous pourrons l'écrire
{u — l ) — e sin l cos( u — l ) — e cos/ sin {u — /) = o.
Le premier membre est déveioppable suivant les puissances de (u — /), esin/, ecosL Quelle est la condition pour qu'on puisse en tirer (u — /) développé suivant les puissances de esinl et ecos/? C'est, d'après le théorème des fonctions implicites, dû à Cauchy (ou, comme aurait dit Laplace, d'après le théorème sur le P. - I. 6
retour des suites)^ que la dérivée partielle du premier membre par rapport à rinconniie {// — /) ne s'annule pas quand on j fait ecos/=o, <'sin/ = o. Or, cette condition est remplie; car cette dérivée se réduit à l'unité.
Donc [il — /) est développable suivant les puissances de ecos/ etesin/, et il en est de même de cos(w — /) et sin(// — /; qui sont développables suivant les puissances de ( it — /).
Il en est de même, évidemment, de
e^ cos(u -{- l) = e- cosï/ cos( u — l) — e^ sirii/ ?in( » — 0^
car
e- COS2/ = {e cos/)2 — (e sin/)^; <?' sin>. / = 9.(^ cos/ ) (e sin /)
Cl il en est de même, pour une raison analogue, de e- sin(// -h /). 67. J'observe mainteuant que l'on a
— = cos ( ;/ — / ) H e- cos ( M -H / ) ; e cos /,
a 2 "xe'^
— = sin ( f/ — l\ e- sni iii + l) ; (- e sui /.
Nous venons de voir que (u — /) et e- . (u -{- l) sont
' sMi ' sin '
développables suivant les puissances de ^cos/, es\nl. Il en est de même de
car ces deux fonctions sont développables suivant les puissances
de e^-.
Il en résulte que — et — sont développables suivant les ])uis-
sances de
e cos/, e sin/;
ou encore suivant les puissances de
e cos wi, e sinco], puisque
e cos / = e costoi co« '. — e sin tO] sin X, e sin l = e sin Wi cosX -+- e cosioi sinX ;
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OU encore suivant les puissances de
II, '^.i-
puisque ecosto,, r sin(o, sonl (lé\ cloppahlos suivant les puissances de ^( et r, 1 .
Donc flnalenieul X et \ sont développaljles suivant les puissances de ^1 et 71, ; les coelïicients du développement dépendent d'ailleurs de L et de A.
08. Passons maintenant aux coefficients de X et de Y dans les équations (12 bis) qui sont de la forme
„ i cos , , . i cos ,^ ±cos2- . À zh sin- - . (A-|-'2w.>) 2 sin /. SI II
ou
. .cos ,
Slll f . ( À -t- (JJ.) ).
sin ' .
Je dis que ces coefficients sont développables suivant les puissances de
(i3) sin-coso)), sin-sintO).
11 en est évidemment ainsi de sin- - qui est la somme des carrés
de ces deux quantités (i3); de
cos^- = 1 — Slll- - 5 2 2
cos - = I / i — sin- -; 2 V 2
de
sin2 - cos2 0j.>, Slll- - sin 2W.>, 2 " 2
expressions qui sont égales, la première à la dilïerence des cari'és des deux quantités (i3), la seconde à leur double produit; de
sin2 - cos( A -+- 2U).,) = sin- - cos2w.> cosÀ — sin- -sin 2too sin À,
et de sin--sin(À -|- acog) pour une raison anaiogue; de
. . cos i . i cos
sini . w-2=2Cos-sin- . w^; sin 2 2 sin
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de
sintcos(X-H (02) = sinf 00SW2COSX— siiu' sin wa sinX
et de même de sinisin(À -+- wo).
Il résulte de là que les coefficients en question de X et de Y sont développables suivant les puissances des deux quantités (i3).
Or, on a
^2 = •i\/L— pi sin- cosa)2,
T,2 = 2 y/L — pi sin - sin W2.
Donc nos coefficients sont développables suivant les puissances de
a }/L — pi 'i y/L — pi Or
est développable suivant les puissances de ç, etr,,.
Donc, finalement, nos coefficients sont développables suivant les puissances de i,, r,,, ç^? '^12-
69. En résumé, nos coordonnées xi sonL développables suivant les puissances de
^1, '/^ili ^2, 1^(2,
les coefficients du développement dépendant d'ailleurs de L et de )w Inutile d'ajouter que les expressions des xi sont des fonctions
périodiques de \ qui ne changent pas quand on change A en X + 2 it. Les développements des yi sont de même forme ; il suffit pour
s'en convaincre de se rappeler les formules
//î'-M^ dxi ^'^ ~~U~ 'dï'
Les Xi et les yt peuvent donc se développer sous la forme suivante (a) ^^ A cos(/?oX + h)D\\,
où po est un entier, où A et h sont des constantes qui ne
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dépendent que de L et où ;"»1I Vst un monôme entier par rajiport aux ^ et aux y,.
Posons ensuite
$/ = /ap,- costo/, r,, = v/?. Pi sin to,. Je dis que le dévcloppenienl (a) prendra la forme
(P) 2 '^??'P1'COS(/>0>> -+-/),W,-f-/),0)2-+- /l),
OÙ B et /? ne dépendent que de L, où les p sont des entiers positifs ou négatifs, les iq des entiers positifs ou nuls, et de telle façon que 9.qi soit de même parité que /?/ et au moins égal à pi en valeur absolue
Je veux montrer que tout développement de la forme (a) peut se mettre sous la forme (^) ; il me suffit de le démontrer pour chacun des termes du développement. Cela est évident immédiatement si le monôme OTL se réduit à l'unité, auquel cas le terme se réduit à Acos(/?oX + h).
Il me suffira donc de démontrer que, si une expression est développable sous la forme (|B), cela sera encore vrai pour cette expression multipliée par ^i ou par r|/ et, par conséquent, de proche en proche, pour cette expression multipliée par un monôme quelconque ,Tl.
Soit donc
H = N Bp^/'p|-COS(/)oX -i- P\ Wi -4-/).2t02-(- h).
Je dis qu'on pourra également développer sous la forme ( |il)
H Ç,- = H \/i Pi cos 10;, H Tii = H \/:>. Pi sin lOj = H y/ipi cos ( w/ — - j > et, plus généralement,
H \/ipi cosioii -i- h' ).
Dn a, en effet, H \/'i Pi cos ( 10,- -+- A' )
= -p 51 '^ Pf ' ?V ^?' r cos ( />o >. -^ /> 1 KJ I -H p-, (O,. — W, -r- A -f- A' )
-f- COs( /?«)> -t-/>iaii — Pi lu-, — w, -I- A — /j' )J.
Celle expression esl bien de la forme (j3); car, si nous supposons /:= I pour fixer les idées, nous voyons que icji et /?2 n'ont pas changé, que iq^ s'est changé en 2^, + i, tandis que />, s'est s'est changé en yOi + i dans l'un des termes et en /?, — i dans l'autre.
Or, si
on aura évidemment
2^1 -+- i ^ /?i -+- i = /?! — I ( inod 2),
■i-q\-^y^\Pï^\\, •i^i-Hi^l/'i — 1 1, ce qui démontre le théorème énoncé.
70. Symétrie. — Si l'on faisait tourner l'orbite elliptique et la planète d'un angle ? autour de l'axe des j^s (comme si la planète et son orbite formaient un seul corps solide),
se changeraient en
1^, Pi) P-2, ^, Wl, ^2
se changeraient en
L, pi, p.2, X -I- £, wi— e, (1)2 — £; et
Xx, X.2, a-3
se changeraient en
^1 cos£ — ^r^sine, a^i sins -t- a^o coss, x^.
Si, dans le développement des .r, on remplace les \ et les r, par leurs valeurs en fonctions des 0 et des co, on obtiendra des séries procédant suivant les sinus et les cosinus des multiples de X, to,, too.
Nous aurons donc
^r, = ^ A COS(/>n)^ -I- /5i 0)1 -)- /?2W2 -4- A),
/vo, p\ et />2 étant des entiers, A. et h des fonctions de L, p, et p2.
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.récrirai
( .r, =: 7 A (•ns(/),X -i- />| iO| -i- /y_. 0J.2-+- /' 1,
( 1 i) / ^2 = ^ A' cos(/>oÀ -H/j, wj -(- /J.2W2-1- /''j,
^^3 = \ A"c<)s( pi)\ -h pitiii-h piiiii-h h" ).
Si je cliange A, (o,, (Oj m À + î, (-^i — £, «'^2 — s; rar^uiiieut des cosinus auj^inenlera de
el J?i, j:o, oC:i devront se clianyer en
j^i cos£ - j:'2 sins, ri siiiE -i- J72 cose, jtj.
JNous en conclurons :
i" ()ue
/>(, — pi — P2= I
dans le développenienl de Xi et de X2 et que
Po — Pi — P2= o
dans le développement de ^3; 2" Que
71. Considérons encore la ligure formée par la planète et son orbite elliptique et remplaçons cette figure par sa symétrique par rapj)orl an plan des XiX^. Cela revient à changer
L, G, e, /, ff, 6 en
ou
en
L, p,, p,, —X, —a»,, — oj.;
ou, enlin,
en
Il faut donc que x-, change de signe et que x^ et Xj ne changent pas, quand les trois angles X, co,, too changent de signe. Cela revient à dire que dans les développements (i4) on doit avoir
de sorte que ces développements deviennent \\\bis) <.r.2=^A sin(/)o^ -t-/^! t'J] -I- />'2 W2))
f ^3 ~ ^, A" COs(poX -4-/?iCOi-Hy02(02).
72. Considérons toujours la même figure et remplaçons-la par sa symétrique par rapport au plan des x^X2. Cela revient à changer les variables obliques ^^ et yj^ en — ^o et — rj^, ou encore à changer (Oa en (O2 + T.
Dans ces conditions .r, et .r^ ne doivent pas changer et x-^ doit changer de signe.
Donc/?2 est pair dans les développements (i4) ou (i4 ^f^) de X\ et de 372 et impair dans ceux de x^.
Si l'on rapproche ce résultat de celui que nous avons obtenu au n" 70, nous voyons que/>o — p\ ou/>y+y>, sont toujours impairs.
73. Homogénéité. — Quand f, /, /, g^ 9 restant constants, le demi-grand axe a se change en «(i + e), les coordonnées ^,, jyo? .2^3 se changent en j:-, (i + s), 370(1 -f- s), 3?;, (1 + e).
Dans les mêmes conditions — ;=» — ^A=y — ^^ sont multipliés
m^/^\ /»Vm »Vm
par la racine carrée de ce même facteur ou y^i + s.
Donc les coordonnées xi seront homogènes de degré 2 en
m v/M m /m ou en
Voyons ce que nous pouvons conclure au sujet de la forme des
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(IcNcInppements (i/\ bis). Les coefficients A et A"qui figurent clans ces développements seront une somme de termes de la forme suivante :
A ou A"= VbL-., ..p-Z.pt-^,
OÙ 2^1 est un entier de même parité que/>, et au moins égal à |/>i|, et où 2<72 est un entier de même parité que /^o et au moins égal à \p2\1 et ou ^ est une constante numérique. On aura d'ailleurs
j'i = — \^G m- M\. -^-t'-v^ p'h ç)'h sin(/7„X ^/)i wj -h p^LOi),
^3 = — V G" jn 2 M L-i -7.-7s pV- pf ^ sin ( />o X -I- /?, w, -f- /j. toj ),
C et C" étant des constantes numériques égales à B/^o-
J'ai dit que 2^7, devait être un entier de même parité que p^ et au moins égal à /?, ; c'est en effet la condition pour que
p'/'cos(/Jitoi+ A),
OÙ II est indépendant de p, et de w,, soit développable suivant les puissances de
v/sp, cos o), = ^i, /api siuw, = Tii.
74. Orbites osculatrices. — Reporlons-noiis à la figure i et aux hypothèses du ii" 30; envisageons par conséquent le mouvement des deux ])lanètes fictives A' et B'. iNous avons vu aux n"' 37 et 38 que l'on peut poser F=:FoH-[j-F|, (|ue p.F( est beaucoup phis petit que Fo, et que, si l'on remplaçait F par F^, le mouvement de la planète fictive V serait le lue'uie que si elle était attirée par une masse fixe /?i| -\- tu-; placée à l'origine, tandis que le mouvement de la planète ficti^e B' serait le même que si elle était attirée ])ar une masse fixe m, + //«^ H- ///y placée à l'origine. Il résulte de là (jue, e/i piemière ap/iroximation, le mouvement de ces deux [)lanètes fictives se fait conformément aux lois de Kepler.
Supposons qu'à l'instant / les forces <pii agissent (') sur la planète fictive A' viennent brusquement à disparaître pour être remplacées par une force unique due à l'attraction d'une masse fixe wi, H- ni-, placée à l'origine. A partir de l'instant /, la planète V décrirait une orbite elliptique, et c'est ce qu'on appelle Vorbite osculatrice de la planète A'.
Ou, si l'on aime mieux, nous envisageons une nouvelle planète fictive A", qui a même masse que A', c'est-à-dire m\ ; qui, à V instant t, a mêmes coordonnées que A' et même vitesse tant en grandeur qu'en direction; et qui, soumise seulement à l'attraction d'une masse fixe /?i, -|- m-; située à l'origine, se meut conformément aux lois de Kepler. A l'instant t, la planète A" a mêmes coordonnées que A', c'est-à-dire :c', , x'.,, x!, et les composantes de la quan-
(') Peut-être ce langage est-il incorrect, puisque à cette planète qui esl /ictive aucune force ne peut èlre réellement appliquée. Peut-être faudrait-il dire : les forces fictives qui semblent agir...; peu importe d'ailleurs puisque aucune confusion n'est à craindre.
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litc (le momenuMit suul les mêmes, r'est-à-dire j^', , y'.,, y\. Mais, à lout autre instant que l'instant /. la planète A" n'a pas les mêmes coordonnées que V, ni la même quantité de mou\ement. L'orbite elliptique de A" est alors Voibite oscAilatrice de A'. Les deux définitions reviennent é\i(lemment au même, caria nouvelle planète V" n'est autre chose que ce que deviendrait A' si les forces qui agissent sur elle venaient à disparaître et à être remplacées par l'attraction de la niasse centrale ///, -h ni-,
A un instant t' diUerent de t, V ne coïncide plus axec A'; nous devons donc imaginer une nou\plle planète fictive \"' (\u\ se meut d'après les lois de Kepler et qui, à l'instant t\ a mêmes coordonnées et même vitesse que V. I/orbite elliptique de A'" sera Vorbite osculatrice dt^ A' à l'instant t' et elle différera de l'orbite elliptique de A", c'est-à dire de l'orbite osculatrice de A' à l'instant /. L' orbite osculatrice est donc variable avec le temps.
Cependant, si F se réduisait à F,,, la planète V se mouvrait conformément aux lois de Kepler; coïncidant un instant avec A", elle coïnciderait constamment avec A'; donc A' et V" ne différeraient pas et l'orbite osculatrice serait invariable.
En réalité, F ne se réduit pas à Fo, mais la dillerence, que nous avons appelée ;jlF|, est très petite. Il en résulte que ['orbite osculatrice varie ^ mais cju'elle varie lentement.
On définirait de la même manière l'orbite osculatrice de B' : ce serait Forbite elliptique d'une nouvelle planète fictive B". (pii aurait même masse que B', c'est-à-dire /?/, , qui, à l'instant /, aurait mêmes coordonnées que B', c'est-à-dire ic',,, r',, .r'^, même vitesse en grandeur et en direction et, par conséquent, mêmes composantes de la quantité de mouvement, c'est-à-dire j^,, ij, r^, qui enfin se mouvrait d'après les lois de Kepler sous l'attraction d'une masse centrale fixe m^ -h m,, + m-;. Nous n'aurions d'ailleurs qu'à répéter ce que nous avons dit des orbites osculatrices de A .
Nous avons vu au Chapitre III que la forme, les dimensions, l'orientation d'une orbite elliptique, et la position d'une planète sur cette orbite, peuvent être définies à l'aide d'un système de six éléments, dits tantôt éléments elliptiques, tantôt éléments canoniques {cf. n" 08). Les six éléments qui définiront ainsi l'orbite elliptique de A" (c'est-à-dire l'orbite osculatrice de A') et la position de A" sur son orbite (c'est-à-dire la position de V sur si>n
orbite osculatrice) s'appelleront les éléments oscillateurs de la planète A.'.
Dans le mouvement képlérien un seul des éléments est variable (e'est la longitude moyenne À si l'on adopte l'un des deux derniers systèmes d'éléments définis au n" 38, et l'anomalie moyenne / si l'on adopte l'un des deux premiers) et cet élément varie d'ailleurs proportionnellement au temps. Les cinq autres éléments sont constants.
En ce qui concerne les éléments osculateurs, tous seront variables ; mais les variations de l'un d'entre eux seront sensiblement mais non exactement proportionnelles au temps; celles des cinq autres seront très lentes. Nous venons de voir, en effet, que l'orbite osculatrice varie, mais qu'elle varie lentement.
On délîîiirail de même les éléments osculateurs de la planète B'.
73. Cas de la Méthode usuelle. — Au n" 44 nous avons défini un (•hangemenl de variables dont les astronomes se sont souvent servis. Bien que nous ne devions pas en faire usage, il peut y avoir intérêt à l'examiner et à définir les orbites osculatrices auxquelles il conduit.
Les deux planètes A etB sont rapportées au Soleil G, c'est-à-dire que l'on introduit deux planètes fictives A' et B' ayant respectivement pour masses /«, et m., en menant OA' égal et parallèle à GA, et OB' égal et parallèle à GB.
Ici encore nous pouvons supposer une nouvelle planète fictive A" qui, à rinstant /, a mêmes coordonnées et même vitesse que A' et qui décritune ellipse sous l'attraction d'une masse centrale /;/, + //? 7; et une autre planète fictive B" qui, à l'instant ;, a mêmes coordonnées et même vitesse que B' et qui décrit une elli|)se sous l'attraction d'une masse centrale /«/,+ m-i (je dis m.,-{- m-, parce que, si l'on négligeait la fonction perturbatrice telle qu'elle a été défi aie au n° 4i, le mouvement de B' serait celui d'une masse mobile attirée par une masse fixe /??j + /??7). L'oi^bite elliptique de A" ou celle de B" seront alors l'orbite osculatrice de A' ou celle de B'. Il n'y a d'ailleurs rien à cbanger à ce que nous avons dit au numéro précédent.
Cas de la transformation du n" 26. — Supposons mainte
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nanl cjuau lieu d ado[)lei' le changemenl de variables du ii" liU, ainsi que nous le ferons toujours sauf avis contraire, nous ayons adopté celui du n" !20. Les planètes fictives A' et B' ont pour
niasses
in\in-, m<^m-,
et l'on obtient leurs positions en menant les vecteurs O.V et OB' égaux et parallèles à CA et à CB. Elles ont pour coordonnées
Mais les variables
ne seront pas proportionnelles aux dérivées des x' \ elles ne représenteront donc pas les composantes des quantités de mouvement des deux planètes fictives; elles représenteront, comme on le sait, les composantes des quantités de mouvement absolu des deux planètes réelles.
Voici dans ce cas comment on doit définir les orbites osculatrices :
Soit une nouvelle planète fictive A" qui a même masse
//Il m-
que A'; qui, à Tinstant t, a pour |COordonnées J?', , x'..,, x'.^ et pour composantes de sa quantité de mouvement y\, y'.,, y'.^; qui enfin se meut conformément aux lois de Kepler sous l'attraction dune masse centrale m^-\- m-,.
On voit qu'à l'instant t la planète A" a mêmes coordonnées que A', mais qu'elle n'a pas même quantité de mouvement ni par conséquent même vitesse.
La planète A" décrit une orbite elliptique qui sera l'orbite osculatrice de A'.
On définirait de même la planète fictive B" et l'orbite osculatrice deB'. Disons seulement que B" se mouvrait sous l'attraction d'une masse centrale m^ -\- m-,.
11. Comparaison des orbites osculatrices. — Le plus souvent, au lieu de parler de l'orbite osculatrice de A' ou de B', on parle de
Torbite osculatrice de A ou de H, c'est-à-dire des phinètes réelles; cette façon de parler peut être adoptée sans inconvénient : quand on parlera de l'orbite osculatrice de A, on devra entendre qu'il s'agit de celle de la planète fi<;tive correspondante A'.
Cependant on doit faire attention à une chose. Nous venons de \ oir qu'il y a plusieurs manières de définir les orbites osculatrices et, par conséquent, les éléments osculateurs. 11 y en a encore d'autres. Au n" 74, au lieu de rapporter A à C et B au centre de gravité de A et de C, nous aurions pu rapporter B à C et A au centre de gravité de B et de C.
De plus, nous aurions pu attribuer d'autres valeurs aux niasses
centrales. En eflet, le partage de F en deux parties Fq et aF,
reste arbitraire dans une assez large mesure; nous aurions |)u
retrancher une fonction quelconque de Fo et l'ajouter à aF,,
pourvu qu'elle soit du même ordre de grandeur que la fonction
perturbatrice. Par exemple, dans Fo nous auiions pu remplacer
le terme
m^i nii -H m-; ) HD par le terme
~BD~'
puisque la dillerence ^ ' est de l'ordre de uF,. Alors la masse
centrale qu'il aurait con\enu de choisir pour définir le mouvement de B" aurait été non plus
nif. ( m, -+■ m-, )
:^ ~- =z nii-h rUf,-!- ni-
mais bien
et il est clair qu'on aurait pu choisir bien d'autres valeurs encore.
Eh bien, ces différentes déhnitions conduisent à des éléments osculateurs qui ne sont nullement identiques. Seulement, les différences sont très faibles; elles sont de Tordre des masses perturbatrices.
Considérons dabord le cas des n'" lA ou 7o. Alors la planète A" a, à l'instant ^, non seulement mêmes coordonnées que A', mais aussi même vitesse. L'orbite osculatrice est donc tangente à l'orbite
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réelle et, ù rinslaiil ^ + s, si s est très petit, l'éearl entre A' et A" est de l'ordre de s-.
Au contraire, dans le cas du n" 76. la planète A" a, à l'instant ^ mêmes coordonnées cjue A', mais elle n'a pas même \itesse. L'oibite osculatrice rencontre donc; Toi-hite réelle, elle la coupe sous un angle très aigu; mais elle ne la touche pas. Donc, à l'instanl < H- £, l'écart entre A' et A" est de l'ordre de s. C'est là un inconvénient incontestable dont il ne faut pas toutefois s'exagérer l'importance, puisque nous venons de \oir que les diflerences sont de l'ordre des masses |)erturbatrices.
78. Changement de variables. — iNous a\ons \ u au Chapitre 111 et en particulier au n" 6i conunent on exprime les coordonnées d'une masse mobile décrivant une orbite elliptique sous l'attraction d'une masse centrale fixe, ainsi que les composantes de sa quantité de mouvement, en fonction des deux masses m et M et des six éléments canoniques
L, A, pi, COi, ^2, tOo.
Nous pouvons appliquer ces formules à la planète fictive A".
Les coordonnées de la masse mobile qui, au n" 64, étaient désignées par j?,, X.2, -F.î sont ici jc\, x'.,, x^\ les composantes de la quantité de mouvement qui étaient désignées par y^^ y^^ ^3 sont ici y\ , y.,^ y'.^ ; la masse mobile et la masse fixe qui étaient désignées par m. et M sont ici m\ et m, -\- m-, ; quant aux six éléments canoniques nous les désignerons par
Li, )h, ?i-
tO.)
Faisons de même pour la planète fictive B". Les coordonnées qui, au n" 6i, étaient désignées par d7,, x-y^ x-i sont ici x\, x'., x\. ; les composantes de la quantité de mouvement sont y\, y'., y'^ ; la masse mobile et la masse fixe sont m', et nit + /n.;-ir m-;; quant aux six éléments canoniques nous les appellerons
L2, ^^2, ?3, W3, Pi, COi.
En résumé, il y a entre
a-\. x',, ar'-j, y\, y\_, y'^, /)i\, /Hi-i-/u-, L], À], pi, wi, Pi, (.0.
OU entre
m\, /ni+mi-t-mv) La, X2, ps, W3, p^, w^
les mêmes relations qu'il y avait au n" 64 et en général au Chapitre III entre
m, M, L, X, pi, w,, p2, W2- Or nous avons vu au n" 56 que
y X dy — X dh — ^w dp
est une difierentielle exacte. En appliquant ce résultat soit à la planète A", soit à la planète B", noUs voyons que
(i) / -^ ^^y' — ^' ^Lf — ^ w rfp,
où l'on donne à x' ç.\.y' les indices 1 , 2, 3, à (o et p les indices 1, 2, est une différentielle exacte et qu'il en est de même de
(2) Zi^' ^y' — ^2 dL^ — ^ lù dp,
où l'on donne à x' al y' les indices 4, 5, 6, à w et p les indices 3, 4- En faisant la somme on voit que
(3) y^'f/y— y Xf/L— Vco^p
est une différentielle exacte. Dans l'expression (3), il faut donner aux indices toutes les valeurs possibles, c'est-à-dire 1, 2, 3, 4? 5, 6 pour .2;' et y'; 1 , 2 pour )^ et L; i , 2, 3, 4 pour w et p.
D'où résulte que, si nous pienons pour variables nouvelles lesA, les L, les co, les 0, ce changement de variables est canonique; et que les équations conserveront leur forme canonique
/ ^ _ _rfF dLj _ d¥
\ dt dLi ' dt d\i '
] di>ii _ rfF dpi _ dF
' dt dpi ' dt diMi
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71). l'osons inainlenaiil
l'ex|>ression
y w^/p — Vr^,/:
• si une diUV'renlielIe exacte.
Si donc nous prenons pour variables les L, les )., les Ç et les r,, ce changement de variables sera encore canoni(jue et nos «'-qualions deviendront
, dh ^ dF (ILj _ dV
\ dt ~ dL/ dt ~ dki'
' dt d\,' dt ~ dr,i'
80. Méthode usuelle. — Ce que nous venons de dire s'applique, soit que nous adoptions la transformation du n" 30, soit que nous adoptions celle du n" 126. Mais, si nous adoptions la méthode usuelle, les équations ne seraient plus canoniques ainsi que nous I avons vu au n' ïï où nous sommes parvenus aux équations (20 ).
Mais supposons que l'on considère les six premières de ces équations (20), celles où l'indice i est égal à i , 2 ou 3, et (pu; Fou j remplace
^6) Ji. y-o- ys
parleurs valeurs en fonctions du temps. Ces six équations seront alors canoniques, mais la fonction caractéristique F' dépendra non seulement des inconnues
mais encore du temps.
Nous pouvons néanmoins, d'après le n" 12, leur faire subir un changement canonique de variables.
En particulier, l'expression (i) du n" 78 étant une dillerentielle exacte, nous pouvons transformer ces six é(piations en prenant pour variables nouvelles
'^Ij ^M) pl> Wl> p2i "^î-
Elles resteront canoniques. Nous obtiendrons ainsi six équa- P. - I. •:
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lions de même forme que les équations (4) du n" 78, mais où F est remplacé par F, et où l'indice i prend seulement la valeur i pour L et \ et les valeurs i et 2 pour p et co. " Opérons de même sur les six dernières équations (20) du n" U.
Remplaçons-j
l)ar leurs valeurs en fonctions du temps. Ces six équations seront canoniques, la fonction caractéristique sera F" et elle dépendra non seulement des inconnues
x-\, 37 ij, a-;, ./i, /s, /c-
mais encore du teuq^s.
L'expression (2) du n" 78 étant une ditlerentielle exacte, ces équations resteront canoniques si l'on prend pour variables nouvelles
Nous obtiendrons ainsi six équations de même forme (jue les équations (4) du n" 78, uiais où F est remplacé par F" et où l'indice i prend seulennmt la valeur 2 pour F et ). et les valeurs H el 4
pour p et (>).
En résumé, nous retrouvons douze équations do uiême forme que les équations (4), avec cette dillerence que, dans six d'entre elles, F doit être reuiplacé par F', el dans les six autres par F".
11 en serait absoluuient de même pour les équations (5).
81. Emploi des éléments elliptiques. — Au n" 08, nous avons défini quatre systèmes d'éléments, à sa\oir le système des éléments elliptiques et trois systèmes d'éléments canoniques. Au n" 78, nous avons adopté comme éléments osculateurs ceux du troisième système, celui des p et des w; au n" 79, nous avons adopté le quatrième système. Si nous avions adopté le deuxième système, il n'y aurait rien à changer à ce qui précède, puisque ce système est également canonique.
Mais les astronomes emploient aussi fréquemment le premier système, celui des éléments elliptiques, qui n'est pas canonique. Quels sont les changements qui en résultent?
Gomme nous avons des relations entre les éléments canoniques
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et les élémeuls elli,,Uc,ues, les dérivées par rapport à ^ des élémenis elliptiques s'exprimeront linéairement à l'aide des dérivées par rapport à t des éléments canoniques, les coefficients étant des fonctions connues des éléments elliptiques. En vertu des équations (4) chacune de ces dérivées des éléments canoniques par rapporta / est égale, au signe prrs, à une dérivée partielle de F par rapport à un des éléments canoniques. A leur tour les dérivées partielles de F par rapport aux éléments canoniques s'expriment linéairement à 1 aide des dérivées partielles de F par rapport aux éléments elliptiques, les coefficients étant des fonctions connues des éléments elliptiques.
^ En résumé, les dérivées par rapport à t des éléments elliptiques s exprimeront linéairement à l'aide des dérivées partielles de F par rapport aux éléments elliptiques, les coefficients étant des fonctions connues des éléments elliptiques.
Telle est la forme des équations dilTérentielles auxquelles satisfont les éléments elliptiques; elles sont beaucoup plus compliquées que les équations (4) auxquelles satisfont les éléments canoniques.
On peut, grâce aux crochets de Lagrange définis au n" 1 i, les obtenir sans passer par ce détour.
Soit un système d'équations canoniques
dx^ ^ fl^^ ^ __ dF dt dyi' dt ~~ dxi'
Considérons des accroissements virtuels Ixt et on des variables Xi etjK/, et oF l'accroissement correspondant de F. Si nous multiplions nos équations par ^y, et - Ixt et que nous ajoutions, nous trouverons
_2] {dxi oj,— dyi Ixi) = 5F dt.
Supposons que nous exprimions les x et les j^ en fonctions de 2/1 variables nouvelles
il viendra
Si nous remplaçons dxi et Sx, par ces valeurs et dyi, oy^ par les
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valeurs analogues, el que nous posions
L «/M «/. J = 2- A 5^. ^^«A- do^A do^n ) ' noire équation (6) devient
Via/;, a/, J ( r/a/, la/,— do./, oa/, ) = oF c?/;
la sommation doit être étendue à toutes les combinaisons des indices h et A-, les deux combinaisons h, k et A', li ne devant pas être regardées comme distinctes.
Mais si j'observe que
je puis écrire aussi
V [ a/,, a/. I r/a/, oa/, = oF dt,
OÙ la sommation doit être étendue à tous les arrangements des indices h et k, les deux arrangements A, A' et A, h devant cette fois être regardés comme distincts.
Si nous remplaçons oF par
et que nous identifiions, il viendra
V r 1 d^li '
Appliquons cette formule au cas qui nous occupe; nos variables, au lieu d'être désignées par Xi elji, devront alors être désignées par x'i et y] ; intégrons d'abord les équations en réduisant F à Fo ; elles se re^duiront alors aux équations du mouvement képléfien et elles nous permettront d'exprimer nos inconnues en fonctions des six éléments elliptiques de A" et des six éléments elliptiques de B". Supposons que ces douze éléments elliptiques soient précisément nos variables nouvelles que nous appelons a,, ao, . . ., ao».
La formule (7) nous donne alors les équations différentielles auxquelles doivent satisfaire ces nouvelles variables. Les coefficients [a/,, a/,] sont des fonctions connues des éléments elliptiques.
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Mais ces coefficients ne sont autre chose (par rapport aux écpiations canoniques du niouxement kcplcrien) que les crochets de Lagrange du n" l 4. En elî'et, parmi nos éléments elliptiques, il y en a deux qui varient proportionnellement au temps : ce sont les deux anomalies moyennes. Soient
ces deux élémenls; c'est-à-dire les anomalies moyennes des deux planètes fictiNes. A.lors e^ et £2 seront des constantes pour le mouvement képlérien.
Les autres élémenls sont des constantes pour le mouvement képlérien.
Considérons alors un des crochets [a^, a/,]; si A et k ne sont pas égaux à I ou à 2, il rentre immédiatement dans la définition du crochet de Lagrange, puisque y./, et a/; sont des constantes.
Soit maintenant, par exemple [y./,, a^], h n'étant égal ni à 1, ni à 2. On a alors
dxi _ d.r,- dfi _ dvi
d-x^ fl?£i doLi dzi
et, par conséquent,
[a/M «il = [a/M £1],
et comme £| est une constante nous relomhons sur la définition du crochet de Lagrange.
Reste le cas du crochet [a,, a^]; ce crochet est nul et il en est de même, en général, de [a/,, a/f] si y./, et a^ sont deux éléments n'appartenant pas à la même planète fictive. Et, en effet,
, _"^ / dx', dv'i dx'i dy'i
Or, si /^ I, 2, 3, les dérivées par rapport à a^ sont nulles; si, au contraire, ^ = 4, 5, 6, ée sont les dérivées par rapport à a, qui sont nulles. Tous les termes du second membre s'annulent donc.
Tous nos coefficients sont donc des crochets de Lagrange, et il résulte du n" li que ce sont des fonctions des constantes du mouvement képlérien, c'est à-dire des élémenls a autres que les anomalies moyennes et des deux constantes s.
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Je ne m'arrêterai pas à démontrer qu'ils ne dépendent pas des constantes e, ce qui serait facile.
Les équations (^) étant beaucoup j)lus compliquées que les équations (4), je n'en ferai aucun usage. Je termine donc là cette digression en me contentant de renvoyer à l'Ouvrage de Tisserand, Tome 1 et, en particulier, au Chapitre X et à la |)age i8^, où l'on trouvera les équations en question sous leur forme définitive.
8l2. Calcul de Ko. — Revenons au.v éléments canoniques et à la transformation du n"30. JNous avons formé les équations (4) et (5) des n""* 78 et 79. Jl reste à exprimer F en fonction des éléments osculaleurs.
Commençons par F^ ; nous avons trouvé au a" 1^7
Fo=T, + T,-^^g —
D'autre part, nous avons trouvé au n" Cri la formule suivante :
(8) 7jn^^^-^y^'^^^^-----^ny
Applicpions cette formule à la planète fictive A"; il faudra y changer j^i, y-i, y-i en y\i y'-n y^ ', 'il et M en ni\ el /«, + m-, ; /• en AC, L en L,, de sorte que le premier terme du premier membre de la formule (8) se réduii'a à T, et que la formule deviendra
/riim-! _ m\m\inl _ Mi ' AG"' "" 7Î7\ ~~ lL|'
où nous avons posé
Ml = in\ ni'\ mij.
Appliquons de même la formule (8) à B"; il faudra y changer jKi , y -Il yz en j'j , y'.^ , y'^ ; m et M en m'.^ et m , H- m , + //Zt ; r en BD, L en Lo, de sorte que le premier terme de (8) se réduira à T^ et que la formule deviendra
mi ( m I — 7/17 ) in'.^ m | ( m i + m-, )2 _ M
BD ~ 2L| 2L
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OÙ nous avons posé
M2 = /»'., /ni ( /«i -i- /»7 )2.
En additionnant, il \ ient
■iLj 9A4 -iL] ^14
Le même calcul s'aj)|)liqncrait si l'un a\ait adopté les transformations du n" 26 ou du n° 44. Les valeurs des masses seules ditl'éreraient.
Avec la Iransf'ormaliou du n" !2<), il aurait fallu faire
M = nii-h ni- pour ,V", iit\ -t- lit-,
et
ni
ini-,
nii
mv-t- ni-,
m = > Al = — pour B .
ni'^^-\- ni-i {ni:,-\- m-) (nii- m-)
On aurait obtenu ainsi
ni\in\in= ni\ ni-,{nii^r- ni-,) i
Fo = '
■2 Lf mi-+- m7 iLI
Avec la méthode usuelle du n" 44, il aurait fallu faire
m = nii, M = nii -f- ni^ pour A", /« = m-,, M = />tv -f- "i7 pour B",
et l'on aurait eu
m l( nii-i- m- y- m l ( m i -+- m- )"-
Fo = -
Ce que nous devons surtout retenir c'est que F ne dépend que des L.
8î^. Calcul de .al^ i- — Développons maintenant la fonction perturbatrice [jlF,. Dans le cas de la transformation du n" 30, cette fonction ne dépend (jue des coordonnées x' ; ces coordonnées, en vertu du n" 69, sont développables suivant les puissances des ç et des r,. En est-il de même de la fonction [aF, elle-même? Pour que cette fonction jxF, soit développable suivant les puissances des ; et des Yi, il suffît qu'elle soit holomorphe par rapport aux x', quand les ^ et les yj sont supposés nuls.
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Soit, en effet,
Soit x'/^ ce que devient x'^ quand on annule les ç et les y\ et posons
Alors ^^" représentera le premier terme du dévelo|)])ement de t^suivant les puissances des ^ et desri, et 0.2:^ représentera l'ensemble de tous les autres termes.
La fonction ©(.r^) = ©(.rî" + o.r^) étant holomorplie pour a:'- = x'/* sera développable suivant les puissances des 0^',, et comme ceux-ci sont développables suivant les puissances des Ç et des r\, il en sera de même de cp(.r'^) = [jlF,. c. q. k. d.
Or
ne peut cesser d'être holomorphe que poui-
BD = 0, AB = o ou BC = o,
c'est-à-dire pour
ou
pour
< ^'5 ^'fi 'n^
ou pour
D'autre part, quand on annule les q et les t], il vient
a7j = Kl Lj C0SX2, 3"2 = K[ Lf sin À] , ^r^ = o, a?'^ = K2I4 dsXo, .r'j = KjLI sinXo, ar'g = o,
OÙ
Kl = ; > K-2 =
Kj et K-. étant les valeurs du facteur ^.. correspondant aux ■ ■ m- m '
deux planètes A" et B"j.
Or ces valeurs des x' ne satisferont aux conditions de non-holo-
KzLl
/Hi -^ m-;
ni\
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morpliisme que si ou
OU
^1 — ^2' II)
\\i \J, niy -+- ni-j
conditions <|tfi, dans les applications, sont très loin d'être satisfaites.
l^a conclusion, c'est que la fonction perturbatrice est développable suivant les puissances des ^ et desiri ; les coefficients dépendent d'ailleurs des L et des "k, mais il est clair qu'ils doivent être des fonctions périodiques des longitudes moyennes A et, par conséquent, développables en séries trigonométriques procédant suivant les cosinus et les sinus des multiples de ).. Nous pouvons donc écrire
|jlF, ="V a cos(Ai Ài-t- A-,À,-i- /? );)H.
où A', et Ao sont des entiers, où A et h dépendent seulement des 1^, où enfin JIL est un monôme entier par rapport aux ^ et aux t,.
Ce développement, comme on le verrait en raisonnant comme au n° 69, peut toujours se mettre sous la forme
dans celte formule, A et A dépendent seulement des L, les /. et les p sont des entiers positifs ou négatifs, les 2^/ sont des entiers positifs et de telle façon que 2qi soit de même parité que /?, et
que
■igià\p,\-
Remarquons en passant que les p étant de l'ordre du carré des excentricités et des inclinaisons, le terme en question sera de l'ordre
par rapport aux excentricités et aux inclinaisons.
Nous nous contenterons pour le moment de ces brèves indica-
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lions, mais nous reviendrons plus loin en détail sur le développement de la fonction perturbatrice.
84. Cas de la méthode usuelle. — Ce que nous avons dit de la fonction perturbatrice s'apjjlicpierait séparément à la partie principale et à la partie complémentaire de cette fonction, puisque l'une et l'autre s'expriment par des fonctions holomorphes des x' . Et cela resterait vrai, que Ion adopte la transformation du n" 30, ou la méthode usuelle du n" iï.
Mais, dans ce dernier cas, la partie com[)lémentaire de la fonction perturbatrice prend une forme particulièrement sinq^le; il en est de même, d'ailleurs, dans le cas particulier examiné au n" iO.
Cette partie complémentaire est, en effet,
nix nii, , I , If ' ' \
pour l'une des planètes, et
l^osons
/?Zi nii^ Il II ' I \
W JU A *^ L 1 «^ 2 S ~^ ',i 6 *
Le développement de <l se déduira, d'une manière particulièrement facile, de celui des x' .
Observons maintenant que dans le cas du mouvement d'un [)oint attiré par une masse fixe centrale M, on a les écjuations dilleren-
tielles
d^x, _ Mxi dr- ~ 7"5~ ou
^\xi d'^Xi
~l^=-"'"d}J' ou enfin
Si nous voulons appliquer ce résultat à la planète A", il faut remplacer j;,, x^i ^3 par x\, x'.,, x'.j, /• par AC, ). et L par A, et L,, m et M par /??, et /», + /;«;, d'où
AC? ~ Ll dJf ^ ' ~ ' ' ■'' ^'
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On ohliendrait de mènie
SI nous (»l)ser\itus (|ii en a|i|»li(Hianl la loiiimlc à !>', il laul laire /■ = BC, puisque, dans la inélliode usuelle, la planète B est rapportée au Soleil C.
Si nous observons alors (pie x\, .r!,, .c\ ne d<''pcndenl pas de Ao, ni jc\, vP-, Xf. de }.(, nous aurons
m] ni-,{ /Hi -+- m- f d- •!/ et
ce (pii nous donne les expressions des parties coinplémenlaires cherchées.
80. Cas de la transformation du n" ±iS. — Si l'on adopte la transformation du n" !2(), nous avons \u au n" i3 que la partie complémentaire a pour expression
Il 11
el en employant les formules
ifH.
BG
_ m* M- dxj
^'~ ~U~ 'dï
(lu n" 69 et les appliquant aux planètes A" et B", nous trouvons
ni\- in'.'^ m'im'lin] d'-'\i t 3 = —
ULi dlidli
86. Symétrie. — La ronimle (10) peut recevoir de notables simplilications par suite de considérations de symétrie. En premier lieu, la l'onction perturbatrice ne doit pas changer quand mi niiiplace la (ij^ure formée par les deux orbites osculatrices, les planttes fictives A.', B' et les corps réels A, B, G par une figure symétrique par rapport au plan des :zr, j?;,. Or cela revient à changer les signes de tous les angles A el w, ainsi (pi'on la \u au n' 71.
Le développement (lo) ne doit donc pas changer quand on change tous ces signes; il ne contient donc que des cosinus, ce qui
revient à dire que
Ce résultat peut encore s'énoncer autrement si Ton met le développement sous la forme
N A cos ( Ai À I + /:-2 Xj -i- /») 011 .
TT
Sous cette forme, la constante h doit être égale à zéro ou à -
suivant que le monôme Ole est d'ordre pair ou impair par i-apport a ux v] .
87. La fonction perturbatrice ne changera pas non plus quand on fera tourner la figure dont il vient d'être question d'un angle quelconque e autour de l'axe des Xy.
Or, comme nous l'avons vu au n" 70, cela revient à augmenter toutes les longitudes de s, c'est-à-dire à changer les )> en À -+- e, el les to en to — s .
Dans ces conditions, le dévelopj^ement (lo) ne doit pas être altéré, ce qui revient à dire que les entiers A' et p doivent satisfaire à la condition
88. La fonction perturbatrice ne changera pas quand on remplacera cette même figure par une figure symétrique par rapport au plan des x^a:-,.
Mais, ainsi que nous l'avons vu au n" 7:2, cela revient à changer le signe des variables obliques ^o^ fïi-! ^4^ '^v Le développement de F, suivant les puissances des ^ et des y), ne contiendra que des termes de degré pair par rapport à ces variables obliques.
Ou bien encore cela revient à changer tuo et o)., en oi.2-\- tz et tOi + TT, et, comme le développement (lo) ne doit pas être altéré, cela veut dire que
est toujours pair.
Homogénéité. — La fonction F est homogène de degré — i
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par rapport aux grands axes el, par conséqueiil, lioinogène de degré — 2 par rapport aux L et aux p. 11 en résulte que, dans le développement (10), le coefficient A est homogène de degré
- ^ -^ ^' par rapport aux L.
90. Intégrales des aires. — (^ue deviennent les intégrales des aires avec nos nouvelles variables? Nous avons vu, au n" !23, que ces intégrales conservent la même forme quand on passe des variables X el y aux variables x' et r', de telle fac^^on (jue chaque composante du vecteur des aires est la somme de la composante correspondante du vecteur des aires relatif à la première planète fictive A', et de celle du vecteur des aires relatif à la seconde planète fictive B'. D'autre part, le vecteur des aires est le même à l'instant t pour la planète A' et pour la planète A", puisque à cet instant elles ont mêmes coordonnées, même masse et même vitesse.
Elle sera la même également pour B' et pour B".
Or, au n''60, nous avons vu quelles étaient les trois composantes du vecteur des aires pour une planète se mouvant d'après les lois de Kepler; ce sont :
G sini sinG = — '''ni/ '- — h — '
I — Uf sint co
G sint cos6 = — i^oi/l. — pi — — :
On voit que dans les deux premières de ces expressions figurent à la fois les ç, les r, et les p ; mais il serait aisé de passer de là soit à une expression en fonction des p et des to, soit à une expression en fonction des ç et des r, .
Appliquons ces formules aux deux planètes A" et B" qui décrivent des orbites elliptiques. Nous verrons que les trois composantes du vecteur des aires sont
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pour A" el
pour B", de sorte que les intégrales des aires s'écriront
— r^oi /Li— pi— ^ — i04\/l-2— p.'i— ^ = const.,
(12) -j __Ï,»/L,_Pi_L2 _t^4/L.2-p:,— Ç = const.,
^ L — \^ p = const.
La dernière des équations (li) peut s'oljtenir facilement de la manière suivante :
Nous avons vu, au n" 87, que dans le développement (^lo) de la fonction perturbatrice p. F, on a
On a donc
>çi<i[i.Fi _-^ diJ.Fi
et comme F ne diffère de [jlF, que par le terme Fy qui est indépendant des ). et des (o
^F x-i dV
j^'dî ~2dd^'
ou à cause des équations (4)
ydL v^ dp ^-di-^Zdt^'^
ou enfin
\ L — y p = const.
91. Supposons que l'on prenne pour plan des x, x^ le plan invariable, les équations (12) se simplifient. En effet, les seconds membres des deux premières équations (12) se réduisent à zéro, et alors on peut déduire de ces équations
^i2 ^ii '
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el
pi ( I-l ?1 — ) = p4 ( L2 — p3 — —
L'équation coo=t04 n'est pas autre eliuse que la propriété énoncée au n" 2o, sous le nom à^ élimination des nœuds.
92. Tout ce que nous avons dit jusqu'ici s'étend sans aucune difficulté au cas où l'on a plus de trois corps. 11 en est ainsi en particulier des résultats du n" 90. Mais ceux du n" 91, de même que ceux du n" !2o, ne seraient plus vrais dans le cas où il y aurait plus de trois corps.
93. Approximations successives. — Comme F= FqH- \j-¥ ^ et que F(, ne dépend que des L, les équations (4) du n" 78 peuvent s'écrire
;^__^r/F, ^_l^i ^^ _ ^Fi
\ dt ~~^lrk' dt ~ '^''Tlï' dt~~^~d7:'
(4 bis) ■ ^ ^
\ dt ~ dL "^ '"" "dL '
et de même les équations (5) du n" 79 peuvent s'écrire
1 dh (5 bis)
d¥, dl'
doi dFi dt " '■" dp '
d\ dFo ^ dF^ dt rfL ' ' dL
dp _ dt
dF,
J'ai supprimé les indices i pour simplifier l'écriture.
Cela posé, voici comment les équations (4 bis) ou (5 bis) peuvent s'intégrer par approximations successives en profitant de la petitesse du paramètre [jl.
En première approximation, nous supposerons ij. = o, de telle façon que les L, les o, les co, les ^, les r, seront des constantes et les A des fonctions linéaires du temps.
Ensuite, dans les seconds membres des trois premières équations (4 bis) ou (5 bis) ie remplace les fonctions inconnues L, )., p, co, (ou L, A, ^, r, ) parleurs valeurs trouvées en première approximation; ces équations me donnent alors par une simple quadrature de nouvelles saleurs approchées des L, 0 et 10 (ou des L, ^ et t,).
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Dans le second membre de la quatrième équation (4 bis) ou (5 6«), je remplace les L, p et oj (ou les L, ç et •^) par les valeurs ainsi trouvées, et les \ par les valeurs de première approximation. J'ai ainsi par quadrature de nouvelles valeurs approchées des )..
Et c'est là la deuxième approximation.
Ensuite, dans les seconds membres des trois premières équations (4 àis) ou (5 bis)^ je remplace les fonctions inconnues par les valeurs trouvées en deuxième approximation et j'obtiens ainsi pour les L, p et to (ou pour les L, ^ et '/]) de nouvelles valeurs approchées que je substitue dans le second membre de la quatrième équation, où je remplace d'adleurs les À par les valeurs de la deuxième équation.
Et c'est là la troisième approximation.
Et ainsi de suite; à la aï"""" approximation, on envisage d'abord les trois premières équations; on remplace les inconnues dans les seconds uiembres par les valeurs de (n — i )"'""' approximation, et l'on calcule par quadrature les valeurs de n"""'' a|)proximalion de toutes les inconnues, sauf des A.
On prend ensuite la quatrième équation ; dans le second membre, on remplace toutes les inconnues par leurs valeurs de z^"""'' approximation, sauf les A que l'on remplace par leur valeur de (/? — iV^^'ne approximation. On obtient enfin par quadrature les valeurs de ^^le.ne approxiuiation des A.
On voit qu'à chacune des approximations on n'a à effectuer que de simples quadratures.
9i. Il s'agit de se rendre compte de l'approximation obtenue. Nous allons chercher à développer nos inconnues suivant les puissances de [JL et de voir combien à chaque approximation nos développements contiendront de termes exacts.
Pour cela, nous nous appuierons sur les lemmes suivants :
I ' Soient deux fonctions développées suivant les puissances de pi, leur produit sera également développable suivant les puissances de jJL, et si 1 on remplace ces fonctions par des développements dont les premiers termes seuls sont exacts, de telle façon que le premier terme erroné soit le terme en la", le développement du produit aura aussi ses premiers termes exacts, de telle façon que le premier terme erroné soit le terme en [jl".
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2° Ce résultat s'étend inimédialemenl à un polvnonic cuLiuiquelconque. Soit P un polvuouie entier en r, ^v, s; si\r, y, z sont (léveloppables suivant les puissances de [jl, il en est de même de I*; et si l'on remplace x,j\ :■ par des dévelo[)pemeuls approchés où le premier terme erroné soil en a", les premiers termes du dé\eloppement de P seront exacis, de lolle façon rpie le (ueiiiier terme erroné soit le terme en 'x" .
3" Considérons maintenant une fonction quelconque /(x, j)% z). Soient ^05 J'oj ^0 les valeurs de x, y ei z pour -0.= o, c'est-à-dire les premiers termes des dé\eloppements de x, y, z suivant les puissances de a. Je dis que la proposition qui précède sera encore vraie si la fonction /est liolomorphe en jc, y, z pom-
Posons en effet
la fonction / étant liolomorphe sera développable selon les puissances de ox^ 0/, ?jz. On pourra donc écrire
où /^ contient l'ensemble des termes de degré moindre que n en ox, oy, ùz et /, l'ensemble des termes de degré au moins égal à // ; alors /o est un poljnome auquel s'applique le lemme précédent. Supposons maintenant que l'on remplace ox, oy, ùz, soit par leurs développements exacts suivant les puissances de ;jl, soit par des développements dont les premiers termes seuls soient exacts, le premier terme erroné étant eniji". Dans les deux cas,/, /« et/, seront développables suivant les puissances de [jl; de plus, comme ùx, oj-, tz sont divisibles j)ar -a, et que /, ne contient que des termes d'ordre n au moins par rapport à ùx, h% oz, cette fonction/ sera divisible par ul".
Je dis maintenant que dans les deux développements, l'un exact, l'autre rapproché, les termes de degré moindre que n (c'est-à-dire les termes en jj.' où /< ii) seront les mêmes. Cela est vrai pour/, qui est un poljnome auquel le lemme s'applique; cela est vrai pour y. qui est divisible par [^", et qui par conséquent ne contient pas de terme de degré moindre que n en u. Cela est donc vrai de /*. P. - I. ' 8 ■
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Ainsi dans le développement approclié de /, le premier tenue erroné est le terme en [j.", ou, comme nous le dirons plus hrièvfment, l'erreur est de l'ordre de u".
95. Il s'agit d'appliquer ces lemmes à la question qui nous occupe. Gela est possible, car Fo et F, sont des fonctions holomorphes de nos inconnues )., L, p, w (ou X, L, ç, 'r\) et il en est de même de leurs dérivées.
Je vois d'abord qu'à chaque approximation nous trouverons pour nos inconnues des expressions développables suivant les puissances de ui. Et en effet, si cela est vrai en (/i — i """'^) approximation, quand nous substituerons dans les seconds membres des équations (4 bis) ces valeur approchées développables suivant les puissances de lA, ces seconds membres seront eux-mêmes après cette substitution développables suivant les puissances de [a, et il en sera de même des nouvelles valeurs approchées des inconnues, qui se déduisent de ces seconds membres par quadrature.
Si, dans nos développements approchés des inconnues, le premier terme erroné est en jji'', et si nous substituons ces développements approchés dans F,, le développement de F, aura ses premiers termes exacts, d'après le lemuie, et le premier terme erroncî sera en u." • pour pi-F,, le premier terme erroné sera en tjL"+', et de même pour la même raison, si F', est une quelcoutpie des dérivées partielles de Fj , l'erreur commise sur |jlF', sera de l'ordre de ij."+' .
Sur F,), ou sur une quelconque des dérivées partielles de Fo< l'erreur commise sera de l'ordre de [jl".
Après la première approximation, l'erreur commise sur les inconnues est de l'ordre de [j..
Passons à la seconde approximation. Substituons ces premières valeurs approchées dans les seconds membres des trois premières ('■quations (4 ^^5) ou (5 bis) qui sont de la forme [J-F, . L'erreuicommise sur ces seconds] membres sera de l'ordre de [x-, et il en sera de même de l'erreur commise sur les nouvelles valeurs approchées des L, p, M (ou L, H, '/]).
Substituons ces nouvelles valeurs approchées dans le second membre de la quatrième équation et remplaçons-yen même temps les \ par leurs valeurs de première approximation. Nous faisons
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sur les unes une erreur de l'ordre de u.^. sur les autres une erreur de l'ordre de u.. L'erreur commise sur ij.— n- sera donc de l'ordre
de |x-. Quant à l'erreur sur -jr^ elle sera également de l'ordre
de UL^, car -jp ne dépend que des L et l'erreur sur les L est de
Tordre de [j.^. L'erreur sur le second membre de notre quatrième équation et, par conséquent, sur les nouvelles valeurs approchées des X sera donc aussi de l'ordre de jj.-.
On démontrerait de la même manière qu'à la troisième approximation l'erreur sur les seconds membres des trois premières équations est de l'ordre de jjl', l'erreur sur les nouvelles valeurs approchées des L, p, co de l'ordre de ijl''. et enfin que l'erreur sur
^F, dFo , 1 1111
a-TT-j sur -jr~ et, par conséquent, sur le second membre de la
quatrième équation et sur les nouvelles valeurs approchées des A, est aussi de l'ordre de [jl*.
En résumé, après la n^^"^^ approximation, l'erreur cojnmisc sur nos inconnues est de V ordre de jji".
96. Dans la méthode d'approximations du n" 93, nous substituons à la place de nos inconnues, dans les seconds membres de nos équations, des développements obtenus d'une certaine manière. Mais il n'y a là rien d'essentiel. Supposons que dans les seconds membres des trois premières équations (4 bis)^ nous ajons substitué à la place des inconnues d'autres développements pourvu qu<' le premier terme erroné soit de l'ordre de u".
L'analyse du n" 9o nous montre immédiatement que ces équations nous auraient donné pour les L, les p et les co de nouveaux dévelop])ements approchés où le premier terme erroné serait en
Prenons ensuite la quatrième équation (4 bis); dans le second membre, substituons à la place des L, des o et des o) cesnouveau\ développements et à la place des \ les anciens développements où l'erreur est de l'ordre de u.". Ici encore nous verrions immédiatement, par l'analyse du n" 95, que l'équation nous donnerait pour les A de nouveaux développements approchés où le premier terme erroné serait en 1^."+'.
Dans la conduite de nos approximations, nous pouvons, comme
d'ailleurs le bon sens l'indique, laisser de côté les termes erronés de nos développements, en ne conservant que les termes exacts.
^ j^ ,^ien.e approxiination, nous substituons dans nos seconds membres nos développements approchés, et nous obtenons pour ces seconds membres eux-mêmes des développements que nous pouvons arrêter au terme en ja«-', puisque les termes suivants sont
erronés.
Dans le second membre de la quatrième équation, nous avons
.leux termes ^ et [j^^; dans le second terme, il suffira de sub-
stituer à la place des inconnues leurs anciens développements qui sont exacts jusqu'au terme en [jl"-^ inclusivement; l'erreur commise
dans le développement de ^ ^ sera encore de l'ordre de jj.".
Mais, dans le terme ~, il faudra remplacer les L (je dis les L parce que ^" ne dépend que des l) par leurs nouveaux développements, exacts jusqu'au terme en a""' inclusivement, que l'on a obtenus à l'aide des trois premières équations.
97. Il convient de préciser davantage. Considérons, par exemple, les équations (5 bis). Je suppose que nous envisagions la solution |)articulière de ces équations telle que, pour t = u, les inconnues L/, )./, ç,-, -r^i aient pour valeurs initiales
et que nous nous proposions de développer cette solution suivant les puissances de u.
En première approximation nous aurons
où m est une constante qui, conformément aux formules du uio.i-
vement elliptique, est égale à
où nous avons posé, comme au n" 82,
i\li = m'-'- (nti^ m-, y^ = /«i fn\ m= .
M, == w ? {fni-\- m-^^ m- y= m \ ni | ( /» , ;- m -, )"- .
Rn /?."'■""' approximation nous aurons et
(i5) x,=xo^_ r'i^,//_^,, /
■\/Fo ,. , /"V/F,
rfl.,
Dans les inLégrales qui figurent dans les seconds membres des équations (i4) on remplace les inconnues par les valeurs obtenues en(/?— i)'^"'*^ approximation. On fait de même pour la seconde intégrale du second membre de (i5), tandis que pour la première intégrale, où figure sous le signe / une fonction ne dépendant que
des L, nous y remplacerons les L |)ar leurs \aleurs données par les équations (i4)-
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98. Nous a\ons vu, à lu lin du Cliapitru |jrécédeiil, que nos équations peuvent s'intégrer par approximations successives et que ces approximations peuvent se faire par de simples quadratures. Toutes les quadratures que nous serons conduits à faire dans l'ap- [)Hcation de cette méthode seront de la forme
/ Xf" ros(v/ -h h) dl.
où m est un entier positif ou uid, V, v et h des constantes. Nous avons d'abord, pour ui = o,
(l) / COS(v/ -r- II) lit = — -,
cl, d'ailleurs,
Si nous diflerentions cette dernière équation m fois par rapport à V et que nous divisions par t'", il vient
ou en multipliant par \.e'^ et prenant la partie réelle
(/ A^" cos(v^-i- h)dl
Ca) - = ^^ --{-niAi'"-^ !^^ —rn{rn — i)Xi"'~ ' ï— r
/ _< , L cos , , I
± m! A . {^ft -{- fi)
sin ^ ^ v"'+i
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l.e terme général du développenienl esl
où l'on doit prendre
-T- siii, -f- cos, — sin, — co«,
suivant que
/> ss o, 1; -i, 3 (modî;.
On remarquera la présence de v au dénominateur. Les formules précédentes deviennent donc illusoires dans le cas où v ^ o; elles doivent être remplacées par
( 3 t f kdt = A /. / A t"^ dt = — — /'"+'.
99. Appliquons ces piincipes au problème qui nous occupe, c'est-à-dire à l'intégration des équations (5 bis) du n" 93. Nous avons vu au n° 83 que piF, et F peuvent se développer suivant les puissances des ^, des ■r\ et des cosinus et sinus des multiples des \^ il en est de même des dérivées partielles de F par rapport aux L, aux A, aux ^ et aux ri. Les seconds membres des équations (5 bis) seront donc développables sous la forme
( 4 ) \ A eus ( /.i Xi -- A'a X2 -r- A ) Ole ,
où A et h sont des constantes ne dépendant que des L, où les k sont des entiers et DU un monôme entier par rapport aux ^ et aux ri.
La constante h est d'ailleurs égale à o ou à — -? d'après le n" 86. En première approximation nous avons
^i—'-'i^ Zi—\ii fii—'iii hi—UiC- A, ■
Si, appliquant la règle des n"* 93 ou 97, nous substituons ces valeurs dans les seconds membres des trois premières équations (5 bis), ces seconds membres prendront la forme
'V 15 cos(v/ -h h'),
lîtO CHAPITRE V.
OÙ B Cl li sonl des constanles et où
V := kl ni -+- /t
Nous pourrons alors intégrer nos équations à l'aide des formules (i) ou (3) et nous trouverons pour nos inconnues L/, i,et'/)i de nouveaux développements où nous aurons des termes en sin(v/ + h') et des termes en t.
Passons à l'équation (i5) du n" 97:
at.
\ -, 0 . f' dFo r' dPi
Dans -TT^ ) nous devons encore suhslihicr à la place de nos dL,
inconnues leurs valeurs approchées L)', ;", -^i", /i^-^ + X"; nous obtiendrons ainsi pour )., des termes en / [provenant de l'application de la formule (3)] et des termes en sin(vï + h') [provenant de l'application de la formule (i)].
Dans -jY^f il faut, d'après la règle du n" 97, substituer aux 1^/
les nouveaux développeinenls que nous venons de trouver. Soienl
ces nouveaux développements.
Les ùLi sont développables suivant les puissances de [j., et comme on a, d'ailleurs,
et fpic dans -jz-^ les inconnues ont été remplacées parleurs valeurs
approchées indépendantes de pi, on voit aisément que le développement de ùLi se réduit à un seul tei'me, le terme en ij..
Pour L/= L", -~ se réduit à ni. D'ailleurs, pour L/ = L" H- oL/,
la dérivée -tj-^ peut se développer suivant les puissances des oLi
sous la forme
f/Fo d'F„ ,, ^M^o .,
«L, al^i ciLi dL, (11^2
Dans ce dévelo|q)emcnt, nous pouvons négliger les termes du
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second degré ou de degré supérieur, parce qu'ils sont de l'ordre de 0.2, et si nous observons, d'aulre part, que, d'après la forme deF„(^/. n-^SS). on a
r/2F„ _ d-^ Ko _ (In,
;/iT777T.': " ""' TTîJ ~ d\:}
nous iiouNons écrire
d'où
d\.i ' dL)
f'^Il^dt = n,t-,'I^ fdUdt.
, /, dL, dW] . f,
J ai pu laire sortir —— - du signe / ; c est, en etlet, une constante;
car les dérivées successives de Fo, quand on y a remplacé les L,par les constantes L°, se réduisent à des constantes.
Nous avons vu que oL, contient des termes en sin(v^+ A') et peut contenir des termes en /. Nous verrons bientôt que ces termes en t ne peuvent se rencontrer que si le rapport des moyens mouvements — est commensurable : c'est là la propriété connue sous II; ^
le nom àin^'ariabilité des girinds ares.
Cela nous donnera dans / ol^-dt et, par conséquent, dans A, des
termes en cos(v/ + //), des termes en t; il pourra y avoir aussi des termes en /- [[)ar a|)plication de la formule (3)] mais seulement si ùLi contient des termes en t, c'est-à-dire si le rapport des moyens mouvements est commensurable.
C'est là la deuxième approximation qui, à cause de la petitesse des masses perturbatrices, est suffisante pour les besoins de la pratique dans le plus grand nombre des applications.
100. Nous voulons néanmoins pousser l'approximation plus loin el voir quelle est la forme générale des termes de nos développements.
Je dis que tous nos termes seront de la forme
(5) A<"' cos(v/ -f- A),
uù /n esl un entier positif ou nul, A et h des constantes et où
les /f étant des entiers positifs ou négatifs.
J'observe d'abord que le produit de deux quantités de la forme (5) est une somme de termes de la forme (5) et j'en conclus qu'un polynôme entier par rapport à plusieurs quantités de la forme (5) est une somme de termes de la forme (5).
Plus généralement, soit y une fonction développable suivant les puissances de x, y, z; si ^, y, z sont développables en séries de termes de la forme (5), la fonction / sera elle-même développable en une série de termes de la forme (5).
Si, en effet, dans le développement de / suivant les puissances de X, y, z, je substitue à la place de x, y, z leurs développements, le résultat de cette substitution sera une série dont chaque terme sera un produit d'expressions de la forme (5).
Le n" 98 nous montre ensuite que, en intégrant par rapport à t une expression de la forme (5), on obtient encore une somme de termes de la forme (5), car il est utile de faire observer que
sin ( V ^ H- A j = co? ( V ^ -H A — - )
Gela posé, envisageons les dérivées partielles de F, et de Fy qui (igurent dans les seconds membres de nos équations. Posons
Les dérivées partielles de F( ou de F„ pourront se dé\elopper suivant les puissances des oL, S^, Sv], 8X, sous la forme
où 0\V est un monôme entier par rapport aux 8L, 8^, ov], 5).. Quant aux coefficients B, ce seront, d'après la formule de Taylor, des dérivées partielles d'ordre supérieur de Fi ou de Fq, où les L, ^, r| et À doi\ent être remplacés par leurs valeurs approchées
1j, , (,, , fj, , II, f -t- A, .
Les dérivées partielles d'ordre quelconque dt; F, et F^ peuvent,
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comme ces fonctions elles-mcines, se mellre sous la forme (4) »lii a" 99, c'est-à-dire sous la forme
V A cos ( Âi Xi -r- k-i >w -H h ) ÙW .
Si l'on y remplace les inconnues par leurs valeurs approchées, ces expressions se réduiront à une somme de termes de la forme (5), car A et OIl se réduiront à des constantes et A", \^ + A'2 Ao + 1^ 'i
v^ + A' où
V = kl II , + A-2 «o. h' == h^ kl >.0 — k.,\l .
iNos coefficients B sont donc des sommes de termes de la forme (5). Je dis que oL/, o;/, o/]^, oX/, quelcjue loin que Ton pousse l'approximation, ne contiendront que des termes de la forme (5). En effet, je suppose que cela ait été démontré pour la /?"^'°'^ approximation, et je vais montrer que cela est encore vrai à la (/i -+- i)"^""^. Considérons, en effet, d'abord les trois premières équations (5 6/6)
du n" 93. Les seconds membres sont de la forme ^B;)lL'et, dans
le monôme Dit', on doit remplacer les oL, . . . par leurs valeurs de ,^ièn>e : approximation. Par hypothèse, ces valeurs se réduisent à une somme de termes de la forme (5). Donc 0\'J sera aussi une somme de termes de la forme (5) et, comme il en est de même du
coefficient B, il en sera de même de ^Boic'.
Nos seconds membres sont donc des sommes de termes de la forme (5) et, en intégrant par rapport à t, nous voyons que les nouvelles valeurs des ôL/, 5;/, or,/, c'est-à-dire leurs valeurs de (n -+- i)"="'e approximation, sont encore de la même forme.
Prenons enfin la quatrième équation (5 bis) du n" 93. Dans le second membre, il faut substituer à la place des 8L/, oç/, ùr.i les valeurs de (n _}_ i^^""^ approximation et, à la place des 8)^/, les valeurs de /i'^'"^ approximation. Toutes ces valeurs sont des sommes de termes de la forme (5).
On en conclurait, comme plus haut, (jue le second membre est une somme de termes de la forme (5), et, en intégrant, que la nouvelle valeur de oX^, c'est-à-dire sa valeur de (« + i """") approximation, est encore une somme de termes de la forme (5).
101. Petits diviseurs — On voit, en se reportant au n" 98, que, par suite «les intégrations, le coefficient v figure au dénominateur. 11 en i-ésulte que, si v = o, les formules (i) et (2) deviennent illusoires et qu'on doit recourir aux formules (o). Mais
V = Aj «î -+- A 2 >ii'
Donc V ne peut s'annuler que si le rapport — est coiniiien^ii-
rahle ou si
( )r, la [)iol)al)ilité pour que le rapport — soit exactement
commensurable est infiniment petite. Nous pouvons donc toujours supposer que ce rapport est incommensurable et, par conséquent, que V ne peut s'annuler «pie quand les «leux coefficients A" sont nuls à la fois.
Mais si ce rapport ne peut être exactement commensurable, il peut être à peu près commensurable ; dans ce cas, v peut s'annuler, mais peut devenir très petit. Si v de\ient très petit, les termes qui contiennent v ou une puissance de v au dénominateur deviennent très grands.
On dit alors que ces termes sont très grands par suite de la présence «riin /x'/i/ diviseur.
Il peut j a\oir pour chaque valeur de ~ une infinité de petits di\iseurs. Sup])Osons, en efiet, que nous réduisions - en fraction
continue et soit — une des réduites successives; l'expression
iiù les a sont des entiers, est lr«'s petite; à «luicpie rt'duite corresj»<)ii«l donc un petit diviseur; il y en a donc une infinité.
Mais, «lans la pratique, on n'aura jamais à envisager que les premiers termes des développements, c'est-à-dire ceux qui correspondent à des valeurs relativement petites des entiers A-, et k.,. Les premières réduites ])ouri-out «lonc seules entrer en ligne de
compte; et le plus souvent, si le rapport — n'est pas très près d'une
Nalciii- comiuensurable siinjde, c'est-à-dire du rapport «le deux
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iiiUeis pcUts, il arrivera (juc 1 expression
«o/ii — ai «2
ne sera pas extrêmement petite; car les expressions analogues sont il'autant plus petites qu'elles correspondent à des réduites de rang plus élevé. Dans ce cas, nous n'aurons pas à nous inquiéter despetits diviseurs.
Si, au contraire, le rapport — est ti'ès voisin d'une \aieur coniinensurable simple, Texpressiou
'j.-> Il y — y-i "l,
coiTespondant à riuie des premières réduites, sera extrêmement
petite. Mais alors il se présentera la circonstance suivante. Soit §^
la r('(liiile suivante; je dis que les entiers ,3, et po seront extrêmement grands, de sorte qu'on n'aura pas à considérer le petit diviseur
(pii ne ligurera pas dans les termes du développement que l'on conserN e.
Soit, en effet, _'- la réduite qui précède — ; la théorie des fraclions e«)ntinues nous apprend qu'on aura
Pi = Yi-4-3tia, ?2= Ya-^-aja,
(i désignant le quotient incomplet correspondant. Si nous posons
on sait (|ue a est la partie entière de x de telle façon (pie x — cf est eomj)ris entre zéro et un. On a alors
aortj — ai n-i
Par hypothèse le dénominateur ao/îi — ^^fl^i est extrêmement petit, donc a; et, par conséquent, a sont extrêmement grands. Il en est donc de même de |j, el de ^o. c. q. v. n.
ia6 CHAlMlRi; V.
Nous n'aurons donc à nous inquiéter ni de la réduite ~ ni a
fortiori des réduites suivantes. Donc, dans la pratique, nous aurons au plus à nous inquiéter d'un seul petit diviseur.
Si, au lieu de trois corps, nous en avions un plus grand nombre, quatre par exemple (c'est-à-dire trois planètes), nous aurions
V = kl Tii -+- k-, iii + /. ;j n-^.
La condition que le rapport — soit incommensurable devrait être
remplacée par la suivante : qu'il n'y ait entre les trois moyens mouvements /?|, n-^ ^l ''3 aucune relation linéaire à coefficients entiers.
102. Forme des développements. — Considérons maintenant nos inconnues comme fonctions des ^aleurs initiales ^" et r,)? des ^,et des Tj/. Je dis (\vl elles seront développabh^s suivant les puissances croissantes des ^j' et des yj".
En effet, cela est vrai en première approximation où l'on a simplement \i= ^^^, y^/=yi", tandis que les L,- et les )./ sont indépendants des \" et des ri". Il suffit donc de montrer que, si cela est vrai en ^i'''""'^ approximation, cela est vrai également en [n -\- i)'^*"*. Considérons d'abord les trois premières équations (5 bis) du n" 93 dont les seconds membres sont de la forme
dxc
Nous avons montré que les coefficients B eux-mêmes sont de la forme
^ A cus(/iiXi+ A-2).2+ /i)OH,
où l'on doit remplacer les L,, ^/, /,,, \i par leurs valeurs approchées L", ^", 7)", Uit + X". Alors Ole, qui est un monôme entier par rapport aux ç,- et aux rj,-, deviendra un monôme entier par rapport aux ^° et aux ri", et, comme les autres facteurs ne dépendent pas des ^" et des r,", nous voyons que les B sont développables suivant les puissances des ^" et des r^.
Quanta Oit', c'est un monôme entier par rapport aux SL, 5^, or,. OA, où ces expressions doivent être remplacées par leurs valeurs
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de /v'«"'« approxiinalion. Or, ces valeurs, par hypothèse, sont dé\eloppables suivant les puissances des i" et des yj". Il en sera don<de même de i)\l' et, par conséquent, de nos seconds membres
Si nous intégrons, nous verrons que les valeurs de (/? + i)'^"*^^ approximation des L, Ç, vi sont développables suivant les puissances des ^^ et des Tj". En raisonnant sur la quatrième équation (5 bis ) comme nous venons de le faire sur les trois premières, on verrait qu'il en est encore de même des valeurs de (n -\- i )"="'<-' approximation des )>.
Nos développements seront donc de la forme
(6) V |j.«AOHo<'"cos(v/-+-A),
où Olto est un monôme entier par rapport aux ^" et aux v^ et oîi A et h sont des constantes ne pouvant dépendre que des L" et des X" . Comme nos expressions sont développées suivant les puissances de [JL, nous avons en facteur une puissance de jji. que j'ai mise en évidence. Posons
les p" et les oj" sont les valeurs initiales des p/ et des co/. En raisonnant comme avi n^GO on verrait que notre développement peut également se mettre sous la forme
(7) ^lx^Ap1'I^p\^^p<i0^ç,o^q. cos(^yt -^^Pii^''. + h^
où A et h dépendent seulement des L" et des A" et où les entiers // et 2g satisfont aux conditions
103. Coordonnées héliocentriques. — Nous avons vu au n" 6i comment les coordonnées x^^ x-i^ X3 d'une masse attirée par un centre fixe peuvent s'exprimer en fonction des éléments canoniques et nous pouvons appliquer les formules de ce n° 64 aux
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deux planètes fictives A" et B". Nous verrons ainsi que
sont développables suivant les puissances des ^ et des r,, et que ce sont d'ailleurs des fonctions des L et des )., qui restent holomorplies
pour
Si donc nous faisons
L; = L» + oL/, h = À? + «/ 1 + oh,
ces coordonnées x' seront développables suivant les puissances des i, des yj, des SL, des oÀ. J'ajoute que les coefficients du développement sont de la forme G cos(v^ H- A), G et h étant des constantes qui dépendent seulement des L" et des )>". Ils sont donc de la forme ((3). Gomme les quantités ^, yi, oL, o\ sont ellesmêmes développables sous la forme (6), il en sera de même des coordonnées x' .
En raisonnant comme au n" 69, on \errait alors que les x'^ peuvent également se développer sous la forme (7).
Ainsi nos coordonnées x' peuvent se dé\elopper soit sous la forme (6), soit sous la forme (7), et il en est de même des coordonnées héliocentriques des planètes Xf — x-;, x-x — x^, x^ — Xt,; ^■. — X-, x^ — ^s, Xc — .ro qui sont des fonctions linéaires àe% x' .
104. Classification des termes. — Ainsi, soit dans les développements des éléments, soit dans ceux des coordonnées, le terme général est de la forme
jjia A Oit u /'" cos ( V t -V h).
Gela peut servir de base à une classification des termes; nous distinguerons d'abord les termes périodiques, les termes séculaires purs, et les termes séculaires mixtes.
Les termes périodiques seront ceux qui ne contiendront pas de facteur /'" où le temps t se trouve en dehors des signes sin et cos.
Les termes séculaires purs seront ceux qui contiendront un facteur f^ et ne contiendront pas de facteur Irigonométrique
cos(v / -;- /t ).
APPLICATION IIR LA MKTIIODK DE LAGRANGK. \}X)
Les lermes séculaires inixles sonL ceux qui contiennenl ;'i l;i l'ois un facteur t"'^ et un facteur trigonométrique.
iVous distinguerons ensuite les lermes au point de vue de V ordre, dvi de "ré, du rano- et de la classe.
r^'ordre d'un terme est l'exposant a qui allecte le paramètre jjl. Ce (|ui justifie cette distinction, c'est la petitesse de ce paramètre, de telle façon que les termes sont d'autant plus petits qu'ils sonl d'ordre plus élevé.
Le degré d'un terme est le degré du monôme Dïio] ce (pii justifie cette distinction, c'est la [)etitesse des excentricités et des inclinaisons. Comme les ^" et les r° sont de Tordre des excentricités et des inclinaisons, les termes sont d'autant pies petits qu'ils sont de degré plus élevé.
r^e rang sera
/II
c'esl-à-dire l'exposant a du paraii:ètre y., moins l'exposanl /)i de /. On voit aisément, en effet, (m'un leinie où a — m est petit peut axoir une grande importance bien que a soit grand; si, en efl'et. a el m sont grands tous deux, le lerme d'abord ti'ès petit croitni rapidement avec le temps.
Quanta la classe, elle dépend delà présence des petits diviseurs au dénominateur. Ces petits diviseurs sont introduits, comme on l'a vu, par les intégrations successives.
Soit alors /n' l'exposant du petit diviseur qui figure au dénominateur, ou la somme des exposants des petits diviseurs qui figurent au dénominateur, si l'on a été amené à en eonsidéier plusieurs. Nous avons vu, au n" 101, que cette dernière circonstance se présentera rarement.
Alors la classe d'un terme est, par définition,
lOo. Invariabilité des grands axes. — Reprenons l'équation
' Il '
et supposons qu'on \euille procéder à la seconde appr(»ximatiou. P. - I. 9
l3o CUAPITUE \
dF, Pour cela, il faul subsliluer aux inconnues dans -.^ leurs valeurs
(le première approximation. Or, nous avons F, qui est développable sous la forme
Fi = \^ A DW cos ( /i 1 1 1 4- k-i /.2 -H /' ),
la constante h étant d'ailleurs éeale à zéro ou -• On en conclura
— \ A OW /./ siii ( /«i ).] -^ k-i Xj -H /* ■).
Dans cette expression, il faut substituer, à la place des inconnues L/, ^/, 7]/, )./, les valeurs de première approximation
11 vient ainsi
ou
TU '•Il ., " , 1 U 1 „ /
dki Jê^
où Ao est ce que devient A quand on y remplace L/ par L", et ;)lio ce que devient OÏL quand on y remplace ^/ el r^i par ^j* el y,". Il vient ensuite par intégration
(8) L/= L? -;- -jlV Ao;^H„^"fcus(v<-^/<') — cosA'].
On remarquera que dans la formule (8) figurent des termes périodiques, mais pas de termes séculaires. Un terme séculaire en t ])Ourralt, en efl'et, s'introduire dans le cas où v serait nul. c'est-à-dire dans le cas où la formule (i) deviendrait illusoire cl où il faudrait recourir à la formule (3).
Mais nous avons supposé que le rapport des moyens monvemenis
— est incommensurable. Alors v ne peut s'annuler que si A", et A'.> "2 11-
s'annulent à la fois; mais alors /./est nul et le terme correspondant
disparaît.
Donc, si l'on s'en tient à la deuxième approximation, la pluparl
du temps suffisante dans la pratique, les développements des 1.,
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cl, par conséquent, ceux des grands axes proportionnels aux hj ne contiendront pas de termes séculaires. Les grands axes exécuteront donc seulement de petites oscillations autour de leur valeur moyenne. C'est le théorème de Lagrange sur l'invariabilité des grands axes, si important au point de vue de la stabilité du système solaire.
iVous avons vu, au n" 99, que, en deuxième approximation, le développement de )., ne peut contenir de terme en t- que si celui de Li contient des termes en t. Il n'en contiendra donc pas, si le rapport des moyens mouvements est incommensurable. C'est ce que nous avions annoncé au n" 99.
106. Théorème sur le rang. — On pourrait craindre que, dans certains termes, on ait /?? >> a, c'est-à-dire que le rang de ces termes ne soit négatif. Je me propose donc de démontrer les théorèmes suivants :
i" Dans les développements de ç/, rj/, o).,, L/ il n'y a pas de ternies de rang négatij. J'ai dit S A/ et non )v,-, parce que dans X/ nous avons le terme nit qui est de rang négatif.
2"^ H II y a pas de ternie séculaire mixte de rang nul. Le rang de ces termes est toujours au moins égal à un.
3" Dans le développement de L/, il n^y a pas de terme de rang nul.
Ces théorèmes sont vrais à la deuxième approximation; en deuxième approximation, en effet, il n'y a que des termes trigonométriques ou des termes en i; il n'y a donc pas de terme séculaire mixte ; les termes en t étant multipliés par [j. sont de rang zéro; et, en vertu du théorème sur l'invariabilité des grands axes, il n'y a pas de terme en t dans les L/.
Je dis maintenant que si les théorèmes sont vrais en /i""'"^ approximation, ils le sei^ont encore en (/i -h i)""'"^.
Reprenons, en effet, nos équations (5 bis) ou (i4) et (la") du n" 97; et, en particulier, l'équation (i5)
Je vais développer Fq de la façon suivante, suivant les puissances
IÔ
des
oL,.
Fo
iii oI>i + //o oLaH ( Cil ^L? -t- 'iCia ^I^i oLoH- Ca-) oL^ ) + *,
où $ repirsenLc J ensemble des termes de degré supérieur à deux en 5Li, SLo-
Il est clair (juc l'JJ, /^i, /?j, C/a sont des constantes ne dépendant que des L" ; j'ajouterai mèine que C,.j=C2i = o, à cause de la forme particulière de la fonction Fo qui est la somme d'une fonclion de L',' et d'une fonction de 1.", uiais celte circonstance ne jouera aucun vCAv dans les démonsti'ations (pii \ont suivre. On aura donc
.7E7 = "' -^ L ^"-' '^"' ^ dU, ^ "' ^ '' Z '"\i 7â, '^'^lur
Nos érpiations deviennent alors
^'^F, ,^ ., r'dV, ,^ . /-'./F,
df,
Dans les seconds mendjres de ces équations, il faut remplacer les inconnues par leurs valeurs de z^"""' approximation; je dis qu'on obtiendra ainsi les valeurs de (/? + i )""""' approximation des oL/, oç/. 07],, o),/. Pour les oL/, o;,- et or^, je n'ai rien à ajouter à ce cjui précède puisque je n'ai rien changé aux trois pi'emières équations; mais il est nécessaire de revenir sur les oX,-.
Si nous remplaçons les inconnues par leurs valeurs de /i,"^""= approximation, où l'erreur est de l'ordre de p.", on commettra sur les déri\ées de F, une erreur de Tordre de [j.", et par conséquent
sur ;jL / -tA'U et sur ml / / -,^ r// une erreur de l'ordre de m."+' . ' ,/ dhi ' J J dl/,. '
Il reste à étudier le terme
La dérivée -7^ ne contient que des termes d'ordre deux au moins rtL, '
par rapport aux 3L. Remarquons que les oh sont divisibles par [jl.
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Or, soient x^ y, z Irois fonctions dont les développements, suivant les puissances de a, soient divisibles par [j.. Soient x\ y', z' des développements ap[)rochés de x. y, 5, où le premier terme erroné soit en ;j.", de telle sorte que les différences x — x', y — r', c- — :;' soient de Tordre de ij.". Je dis que les différences xy — -^''y'-, xyz — x'y' z' seront divisibles par a"+', c'est-à-dire que, si dans les produits xy, xyz on remplace x, y, z par leurs développements approchés x', y', z', l'erreur commise est de Tordre de |j."+' .
On a, en effet,
cry — x'y = X ( y — y' ) -^ y\3c — x ). xyz — x' y' z = xy ( ^ — 2' ) -+- xz {y — y' ) ^ y' z ( x — x' )
et, par hypothèse, x — x' e.\, y — y' sont dixisibles par y.", tancb's que X et y' sont divisibles par jx.
Le théorème s'étendrait évidemment a forilori à un |)r<)(liiil d'un nombre quelconque de facteurs.
Si donc dans un monôme entier par rapport aux oL. pourvu que ce monôme soit du second degré au moins, nous substituons aux 5L leurs valeurs de /i''^^""' approximation. Terreur commise sera de l'ordre de ijl"+'.
Or, -ny- ne contient que de's termes du second deyré au moins
par rapport aux oL. Donc Terreur commise sur le terme
dU '"
est de Tordre de tj.""^'. c. q. y. d.
Cela posé, j'observe que le produit de deux termes de rany positif sera une somme de termes de rang positif, que le produit de deux termes de rang positif ou nul sera une somme de termes de rang positif ou nul.
Si donc dans une fonction développable suivant les puissances des ôL, 0;, OTj, oa on substitue à la place des oL, 0;. or,, OA des développements ne contenant que des termes de rang positif nui bien positif ou nul), on obtiendra un développement ne contenant que des termes de rang positif (ou l)ien positif ou nul ).
Si donc on substitue aux oL, oç, orj, OÂ leurs valeurs de /i""'"" approximation, ([ui, par hypothèse, ne contiennent pas de terme
i3/| ciiAPiTiti!; V.
(le rang négatif, on obtiendra pour les dérivées de F, des développements où ne figureront que des ternies de rang positif ou nul.
En intégrant par rapport à t, on peut diminuer le rang d'une unité, parce que l'application de la formule (3) peut introduire un facteur t. En revanche, en multipliant par u, on augmente le rang d'une unité. Il résulte de là que les expressions telles que
ne contiendront non plus (jue des termes de rang positif ou nul.
Je dis de plus qu'elles ne pourront pas contenir de termes séculaires mixtes de rang nid. En effet, les termes de rang nul de l'expression (lo) correspondent à des termes de rang négatif dans l'intégrale
^^^' dt
db\
et comme -^ ne contient que des termes de rang positii ou nul.
l'intégrale ne poui^rait en contenir que par l'effet de l'application de la formule (3); or l'application de cette formule ne peut introduire que des termes séculaires purs.
En résumé, nous pouvons d'abord conclure qu'en (/? -\- i)"^"^'' approximation,
oL,-, oç/, O'/],-
ne contiennent que des termes de rang positif ou nul et pas de de termes séculaires mixtes de rang nul. Je dis maintenant que
8L,- = — U / — r-i df
r dVi
ne pourra contenir de terme de rang nul. D'après le n° 100, on aura
dFt
où D\V est un monôme entier par rapport aux ôL, 3^, Sy), SX et l'on doit j substituer les valeurs de /i'*""® approximation de ces quantités.
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( hianl à B, c'est une des dérivées pari ici les de —.y- et l'on doit y substituer aux inconnues leurs valeurs de première approximation
Cette dérivée partielle de-y^. étant aussi une dérivée partielle de F,, sera, comme nous l'avons dit au n° 100, de la forme
2^ -^ ("OS ( / 1 X 1 -;- />-.2 Ào -1- /i) 011 .
Mais ki ne pourra être nul; car les termes où ki serait nul disparaîtraient quand on différentierait par rapport à \i et, par con-
• 1 il Fi • I 1 ' • '
sequent, ne pourraient exister m dans -jy , ni dans ses dérivées.
Si, comme nous Tavons dit, nous substituons aux inconnues leurs valeurs approchées, il arrive, comme au n" 100, que AOfc se réduit à une constante C et />-, 1, -l- A-oloH- h à v^ + h' ', on a donc
B = VCcosc//^ A'\ où
V =: X] y?i H- k-i ll-i^
et, comme A,- n'est pas nui, v ne peut pas être nul.
Cherchons si OR' peut contenir des termes de rang nul. Le monôme OÏL' est le produit d'un certain nombre de facteurs oL, $X, g;, Z'i\\ et l'on obtiendra les termes de rang nul de OÏL' en réduisant chacun des facteurs du produit à ses termes de rang nul.
Si, en effet, nous prenions dans l'un des facteurs un terme de rang positif, comme ce terme devrait être multiplié par d'autres termes provenant des autres facteurs et dont le rang serait positif ou nul, cela donnerait dans le produit un terme de rang positif.
Or, dans chacun des facteurs, les termes de rang nul sont séculaires purs. De plus, le produit de plusieurs termes séculaires purs est évidemment encore un terme séculaire pur. Donc, dans le produit OU', tous les termes de rang nul seront séculaires purs.
Comme tous les termes de B contiennent un facteur trigonométrique cos(v^ + h') où v n'est pas nul, tous les termes de rang nul de Bon' seront périodiques ou séculaires mixtes. Il en sera
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donc encore de même pour les termes de rang nul de ^I^OIl.'
(Ml
Pour intégrer un terme périodique, on séculaire mixte, il faut appliquer la formule (i) ou la formule (2), ce qui ne diminue pas
le rang. Donc dans
il n'y aura que des termes de rang nul ou positif. En multiplianl par a, on augmentera le rang d'une unité.
Donc, dans oL^, il n'y a c{ue des termes dont le rang est au
moins égal à un. c. o. f. r».
Ce résultat peut être regardé comme une généralisation du théorème sur l'invariabilité des grands axes.
Passons maintenant à §)>/ et à la quatrième équation (9); dans le second membre de cette équation, il y a trois termes que nous considérerons successivement. Commençons par le troisième qui est de même forme que les seconds membres des trois premières équations (9). On verrait, comme pour ces trois premières équations, que ce terme ne peut donner ni terme de rang négatif, ni terme séculaire mixte de rang nul.
Passons au second terme
(II
J dUt
D'abord -77- ne contient que des termes du second degré au d\ji ^
jnoins par rapport aux ôL ; les oL ne contiennent cjue des termes lie rang un au moins; un produit d'au moins deux facteurs 8L ne pourra contenir que des termes de rang deux au moins. Par l'intégration, le rang peut diminuer d'une unité, mais il reste au moins égal à I . Donc pas de terme de rang négatif, ni de terme séculaire mixte de rang nul.
Passons au premifu* terme
Nous avons vu que dans -pA tous les termes de rang nul sont
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périodiques ou séculaires mixtes. Une double intégration ne chani;era pas leur rang puisqu'il faudra appliquer les formules (i) ou (2); ce rang restera donc uid et. ([uand on aura niulti|tli<' |)ar [JL, il deviendra égal à 1 .
Pour les autres termes, leur rang est au moins égal à i. S ils sont périodiques ou séculaires mixtes, la double intégration ne changera pas leur rang et, a[)rès multiplication par \x, ce rang sera au moins égal à 2. S'ils sont séculaires purs, la double intégration diminuera le rang de 2 et la multiplication par u. laugmentera de i , de sorte que finalement ce rang sera au moins égal à o. Ils resteront d'ailleurs séculaires purs.
Ainsi, pas de terme de rang négatif, pas de terme séculaire mixte de rang nul.
.Donc la valeur de (/«+ i)'^""^ approximation de SX,- ne contient ni terme de rang négatif, ni terme de rang séculaire mixte de rang nul. c. Q. F. u.
TRVNSFORMATIONS DIVERSES DES DÉVELOPPEMENTS
107. Lemmes divers. — Pour aller plus loin, je vais m'appujer sur une série de lemmes qui, au premier al)ord, paraîtront presque évidents, mais sur lesquels pourtant ils est nécessaire de donner quelques explications, parce que j.'en ferai un fréquent usage.
Soit
o( t) = ^ '^ cos V / -^ ^ B sin V ^
une somme de lermes trigonométriques. Je supposerai d'abord que le nombre des termes est fini.
Je dis (jue, si ^{t) est nul pour toutes les valeurs de <, tous les eoejjicients A e^ B sont nuls.
Je suppose bien entendu que tous les termes semblables (c'està-dire ceux qui contiennent un même facteur cosv^ ou sinv^) ont été réunis en un seul.
Soit en eftet A'cosv'^ l'un des termes du second membre. On aura
I r' , , , y A' smiv't
- / o(t) cosw' t dt = h -^
■^ A rsin(v -+- v')« sin(v — v')n Z4T1 L v + -/ + V - v' J
sin2(v -f- •/) - sin2(v— v')-
Il va sans dire que, sous le premier signe 2_,'> '^^^ doit prendre tous les termes, sauf celui où v = v'.
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Faisons maintenant croître t indéfininirnt : le premier terme —
est constant, les autres fendent vers zéro, car on a l au dénominateur et l'on a au numérateur des lignes trigonométricjues qui restent finies. Donc
et si 's>[l) =^ o, ou aura
Ainsi tous les A sont nids, et l'on démontrerait de même <|uc tous les B sont nuls.
Je suppose que
/î, et n-i étant incommensurables entre eux. /., et ki étant des entiers.
Introduisons deux variables indépendantes (v, et Wo et posons
_/■( (t'i, (V.2) = ^ A col( A| u'i 4- A-2H'2 i-H \^ B ?in(/i w^ -+- k^iv^),
Quand on fera »v, = /«, t, (V'2 = /tof, ^n verra /", «t-, -+- kf (ï'o se réduire à v^ et /((V), (Vo) à '-p(^). On a donc
/(/lit, n.2t) = z>(().
Si nous supposons comme plus haut que '^{l) est nul pour toutes les valeurs de t, les coefficients A et B seront tous nuls et par conséquent /(«',, Wo) sera identiquement nulle.
On peut également conclure que, si /(<V|, W2) est une fonction quelconque de la forme que nous venons d'envisager, et si /(n, ^, /?,?):= o, /((v,, (Vj) sera identiquement nul; mais ici il est nécessaire de supposer que n^ et /?o sont incommensurables entre eux, sans quoi deux termes distincts de /{ws^w^) pourraient donner dans/(«, /, not) deux termes contenant un même facteur cosvi et qui pourraient se détruire mutuellement.
J'ai supposé jusqu'à présent que le nombre des termes était fini : il serait aisé d'étendre le résultat à une série convergente, pour\u que la convergence soit absolue et uniforme. Mais les séries de la
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Mécanique céleste possèdent-elles une semblable convergence? Non, en général, elles ne convergent que si les termes sont groupés et ordonnés d'une façon convenable. Il serait donc nécessaire d'entrer dans une discussion approfondie des questions de convergence, questions que je désire laisser de coté dans cet Ouvrage.
Aussi aborderai-je la question par une tout autre face. Je suppose que cp(^^) soit obtenu par une suite d'approximations successives; que le nombre des ternies, fini à cliaque approximation, aille en croissant d'une approximation à la suivante et croisse ainsi indéii-
niment. Soient cp, (f), ^^{t), 'f//(0^ • • • ^^^ valeurs approchées
obtenues successivement pour '-p(^). Je suppose que 'f\{f)^ ?2(0' (23 1 1), ..., '^„{i) soient nulles pour toutes les valeurs de ^, de sorte qu'à chaque approximation, '^{t) satisfasse à la condition d'être identiquement nulle. Alors il est clair que tous les coefticients de C5,(^), de '.5o(^), ..., de 'f«(^), ••• seront nuls et par conséquent aussi ceux de o{t). Le leuime est donc \rai à quelque approximation que je m'arrête.
Voilà dans quelles conditions nous appliquerons notre lemine à nos séries; sien effet le développement de [jlF, contient un nombre infini de termes, il est évident que, dans la pratique, on ne prendra ([u'un nombre fini de ces termes, de sorte que les développements qu'on en déduira n'auront non jjIus qu'un nombre fini de termes. Plus on prendra de termes dans [J-F,, plus on en aura dans les autres développements, et plus seront exactes les valeurs que l'on obtiendra pour les éléments canoniques et les coordonnées. 11 nous suffit que noire Icmine soit applicable à chaque approxiinalion. C'est cette circonstance qui nous permettra d'ap|)liquer nos lemmes aux séries de la Mécanique céleste. En résumé, nous pourrons les ajipliquer parce que nous pourrons toujours supposer jjlF, réduit à un nombre fini de termes.
Soit maintenant
Bt"> sinv/
une suite de termes. Je suppose que l'exposant entier m ne dépasse pas une certaine valeur.
Je dis encore que, si 'f{t) est nul quel que soit t^ tous les termes sont nuls.
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Soit en ed'el/J la plus grande valeur de l'exposanl m, je dis que lous les termes en tP sont nuls. Car, si
A'//' cosv'f est l'un de ees termes, on voil comme toul à Iheuie que, jxjui'
lim — ^ / o(/) cosv'^// = -
Donc A' est nul si z>( t)= o.
Il n'j a donc pas de terme en fP : et comme maintenant la ])lus grande valeur possible de l'exposant est p — - i, on démontrera de la même manière (ju'il n'y a [)iis de terme en tP~*^ et ainsi de suite.
Supposons
et posons
_/■(■:, (t'i, u'o ) = 2,^'"' cot^f/ii (l'i -T- /i2 "'2) -1- ^ Bt'" sin(Â-i «v'i H- /:2 (T'o),
d(^ sorte que
.Sf '.2(/) e.ç; /n// quel que soit t, tous les coefficients seront nuls <?^/(t, a-,, n^) i'e/"« /2?// quels que soient t e^ /e*' w.
Soit maintenant
cf.( ;jL, ^; = \^ A;j.'-</"' eosv^ -\- ^Y^ix^t'" siuv/.
Je suppose que l'exposant )}i ne puisse dépasser a, c'est-à-dire, l^our employer le langage des numéros précédents, qu'il n'y ait pas de terme de rang négatif. Je supposerai d'ailleurs que cp(u., i) contient un nombre infini de termes; mais qu'il n'y en ait qu'un nombre contenant en facteur une même puissance de a; de telle façon (|ue le coefficient de ;jl'^ se compose d'un nond)re fini de .termes.
.Te pose de même
/( [JL, T, n'i, «'.,) = y A ;jL •-'-:'" cos( />-, »■, -H k^w-i) -h > B^T'" sinTÂi (ï'i+ /•2»'2).
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Si z> (p., t) est nul quels que soient ^ et i, le coefficient de pi* devra être nul quel que soit /; dans ce coefficient, l'exposant m est limité puisqu'il ne peut dépasser a; nous pouvons donc appliquer le terme précédent el conclura- que /(a, t, (v, w.,) est nul quels que soient u, t, iv, et<V'o. Je pourrais dire aussi, mais pourvu
que — soit incommensurable, qu'une fonction de la forme précé-
dénie
/(.a, T, (V,, Wi)
est identiquement nulle si
/( ij., /, /i,/, n^t) — o.
108. Transformation des développements. — Nous avons trouvé au n" 102 pour les éléments canoniques des développements de la forme
V [j."^ A /'" cos ( V / -;- Il ) Mo.
où
m Sol, v = /: i /< i - - Ao «2 •
Considérons l'un quelconque des éléments canoniques, par exemple L/, et soit
L,- = ^ [jl'' A /'" cos ( V / -+- A ) Mu,
el soit ensuite
(l 1 ) L; = ^^ ;x* A -'" cos (■ A 1 H'i -f- A-2 U'2 -T- h ) Mo
une fonction de trois variables t, (P|, «Vo. Il est clair que, si l'on l'ail
/.) (P, H- AoB'a se réduira à yl et L* à L/. On aura donc
L;(/, /il/, n^t)^ L,.
On définirait de même ç,-, /jj, oX*.
Je dis oaJ et non )vj, à cause du terme en nit qui figure dans À,; on doit, en effet, prendre non pas
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iiiai-s bien
On voit, de plus, que
(IL; dL*i dL-
—j h II I -j h /lî -j —
-dï P«^''
se réduit a —r^ jjour
Il est clair que les dérivées de ^*- , y,,-, Â* jouissent de la même propriété.
Soit F' ce que devieiil F, quand on j reuiplace L/, A/, ;,. /./par 1^,-, ÀJ, H*, '/"i*. Si alors dans la dérivée partielle
dF^
'dîf
on remplace LJ, Aj, ;^-, 7,^- par L/, A^-, ;/, t,,, cette dérivée se réduira à
.. <fF'
Si, dans -^Y^ nous remplaçons les variables L^*. ... par leur dé-
dF*
\eloppement (i i), on obtiendra pour -^^ un déAcloppement de
même forme :
(Il bis ) -j— — > aO'A'-:"'cos (Âiu'i-- A-jH-i-l- /'';Orc'y.
Si, dans ce développement (i i bis)^ on remplace t, ir,, t\ ^ pai- /, /i| /, n.^t, c'est comme si l'on remplaçait LJ, . . ., par L/, ... ; et
-sr-- se réduira a -rr-; novis aurons donc dk] dki
Envisageons l'équation
, , dL) d\4 dL} dF*
(12) ^7^ --"1-7— -^-'* 2^1 '"- TïT^ "^ ^■
Le premier membre de cette équation est développable sous la
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forme
^ ;jl'^At"'COs(/iiH'i+ /12 "'2 -t- /') «^^^o.
dF*
puisqu'il en est ainsi de L*. Je ses dérivées et de -^- Pour
1 = t, (ï'i = /lit, ii'2 = «2^
ee premier membre se rédull à
dt dhj'
il t'sl donc nid, en \erlii de léqualion (5 ) du u" 79.
Donc, en verlu des lemmes du n" JOv, il sera idenliquemenL nul, quels que soient t, n', et tr.j.
On démontrerait de mêuic les ('(pialions
/ di* di} d^} dF*
d- aiï'i c/(P.2 «7)/
, dX^ dX} dl* dF*
d-z a»! awy ciL,
dq} driJ dq} dF*
Si, maintenant, nous posons
- ^ t -T- c, ii'i = /i| / 4- î|, a^o = /ij / -i- î2) <^', s, et £0 étant des constantes quelconques, nous aurons encore
t/l^/ (/\.} (/l,} dlj*
—r- = — 1- /ti - — - -j- n, - —
dt ai (/H] atvo
■<3t l'équation (12) de\iendra
dL} __ '^ ~di ~~ ~dK*'
ou, en supprimant les astériques deveniies inutiles,
dLi _ dF ~~dJ ~ ~ dli'
Les équations (12 bis) nous donneront de même
d^i dF
dl,-
dF
dF
dt dr^ ,
dt '
~ dL,'
dt
-Ce sont là les équations (;>) du n" 79.
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Ainsi donc, si nos développements {^\ \) satisfont aux équations du mouvement, c'est-à-dire aux équations (5) du n" 79, quand on y Jait
ils y satisferont encore quand on y fera
quelles que soient les valeurs des constantes c et t.
Comment avions-nous le droit d'appliquer notre lemme comme nous l'avons fait? Il est vrai que F contient une infinité de termes, mais, dans la pratique, nous n'en prendrons jamais cju'un nombre fini. Plus nous voudrons d'exactitude, plus nous en prendrons, mais nous n'en aurons jamais qu'un nombre fini; nous pouvons donc raisonner comme si F ne contenait qu'un nombre fini de termes; nous obtiendrons alors pour les L*, ..., des développements de la forme (i i) ; seulement, dans ces développements, le coefficient de jjl* ne contiendra qu'un nombi^e fini de termes, ce qui est, comme nous l'avons vu, la condition pour que le troisième lemme du n" 107 soit applicable dans F (vide infra n" 130).
109. D'ailleurs, les équations (12) et (12 bis) peuvent se démontrer sans le secours des lemmes du n" 107. Je dis que l'on pourra trouver pour les inconnues
'-'/■ > ;/ ; hii '^i — "'t
des dé\eloppements de la forme (11) qui satisfassent aux équations (12) et (12 bis) et qui se réduisent à
r 0 yn 0 ■) 0
pour
Nous aurons, en effet, en première approximation, c'est-à-dire en négligeant a et en réduisant F à Fq,
I* TO j* jO * 0 •>. * ,„ ,-iO
J^/ — ^i : ,«• — tii , 1]i — fj,- , Ai — ir/-i- A,- ,
Supposons que nous ayons obtenu pour nos inconnues des valeurs de /i'^""" approximation, où l'erreur soit de l'ordre de <x" : P. - I. 10
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comment obtiendrons-nous des valeurs où l'erreur soit de Tordre
de [JL"+' ?
Dans les dérivées de F*, dans l'équation (12), ainsi que dans la première et la dernière équation (12 his), substituons à la place des inconnues leurs valeurs de n'^'"" approximation. Après cette substitution, ces dérivées de F* sont développées sous la forme (11), de sorte que l'équation (12), par exemple, s'écrit
du dL*i dUi "V D ,., / / , / , 7 N
^ ^ d~ da'i dn-2 ^^
et l'on en tire aisément la valeur de L* ; on trouve
A chaque terme du second membre de (i3) correspond dans (i4) un terme que je désigne pour abréger par G et dont \oici la \aleur :
1" A un terme
dans (i3) correspondra dans [^\ \) un terme
m + I 2" Au terme
B cos ( k\ Wi -4- k-i Kv-i -\- h)
correspondra
t, sin (Ati M^i -+- /î.. w.^ -H h) — si n //
C = Co = t> -, -, •
Ai n\ -r- U-iii-i
3" Au t?rme
B - cos ( /l 1 ir , H- /.^ n^-2 -i- /* )
correspondra
sin (/il (T'i -+- Aoci'o-!- /' ) ,, cos (Ai tr, -)- /-Q»'., -f- /? ) — cosA
Al /«i -t- A2 «2 ( /'"l '*! -t- A-2 «2 )2
4" Plus généralement, soit G,,» le terme de ( i4) qui correspond à
Bt"' cos ( A'i u'i -f- k-i H'2 + h ),
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de sorle que
dG„, dC„, dC,„ „
el que C„i= o pour t = «\-, z= i\^ n= o.
On aura la formule de récurrenee (.5) r _P>T^^^sin(/(-,»>i-4-/.,»,+ /o . ;„ ,/c^^^
Si, en effet, nous posons pour abréger
/m if 1 + A-, »'o + A =- tp, Al /i , -^ /. ., „., ^ V et
-r-^'ii -, h «> -^^ — = A.
il Viendra
AG,„= BT'«costp, AG„,_i = Bt"'-1cos'ç>
rt, en différentiant celte dernière par rapport à /<,
D'ailleurs
A(B'r'" sin-j) = vBt'" cos-j-h //iB-'«-i sino et, par conséquent,
11 reste à démontrer que l'expression
B-"'sino ^ dG,n-i
s annule pour
En effet, le premier terme s'annule parce qu'il contient - vn facteur; d'autre part, C,„_, s'annule par définition et cela quel que soit h ; il en est donc de même de ^^ et du second terme.
La formule (i,-)) est donc démontrée et elle nous permettra de calculer C,„, puisque nous avons plus haut calculé Co. Cette formule peut remplacer la formule (2) du n" 98.
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Nous pouvons donc calculer LJ en partant de l'équation (12) (on traiterait de même la première et la dernière équation (12 bis). On démontrerait comme au n" 95 que l'erreur commise sur ces nouvelles valeurs de (/? + 1 )'*"*'' approximation des inconnues L* , ç^- , 7,* est de l'ordre de [ji."+' .
Prenons ensuite la seconde équation (12 bis); subslituons-y, dans la dérivée de F*, à la place des L*, qj, rj*, leurs valeurs de (^n -h i)'''"'* approximation que nous venons de trouver et, à la place des X*, leurs valeurs de /i"""'' approximation.
Traitons ensuite l'équation comme nous a\ons fait pour l'équation (i3). Nous verrions, comme au n"9o, que la valeur de \* ainsi obtenue est exacte avix termes près de l'ordre de {ji."+'.
Nous obtiendrons donc par appro.ximations successives des développements de nos inconnues, qui seront de la forme (11), satisferont aux équations (12) et (12 bis) et se réduiront à L", ^", yj", X° pour T = tv, = (ï'2 =0.
Remplaçons-y T par t, n-, et i\o P'»'" 'itt^el n-jt; nous aurons des développements qui satisferont aux équations (5) du n" 79; (juand on y fera t = o (ce qui revient à faire t = «Vi = tVo = o), ces développements se réduiront bien à L)|^ ç", Yj" , 1" ; ils sont donc identiques à ceux que nous avons trouvés au n" 100.
Nous voyons donc que si, dans les développements du n" 100, on substitue A, (T| + /.^.t^^i à b» place de yt, quand le temps est sous le signe cos et t à la ])lace de t quand t est en deliors du signe cos, on obtiendra des développements de la forme (11) qui satisferont aux équations (12) et (12 bis). c. q. f. d.
On aura donc obtenu les résultats du n" 108 sans se ser\ir des lemmes du n" 107. J'ai cru cependant devoir indiquer la première marclie, non seulement parce que ces lemmes me seront encore utiles plus tard, mais surtout parce que l'on voit mieux ainsi comment on peut être conduit par une suite naturelle d'idées au théorème du n" 108.
110. Comparaison des déveioppements. — Nous avons obtenu au n" 102 des développements de la forme
V [JL» A OR 0 ('" cosht-h- II)
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qui dépendent de 12 constantes d'intégration, à savoir les deux L", les deux X^^, les quatre ç" et les quatre ri".
Nous avons obtenu aux n"^ 108 et 109 d'autres développements de la forme
oij l'on doit faire
c, ti et So étant trois constantes d'intégration.
Ces développements nouveaux contiennent trois constantes arbitraires d'intégration de plus que les précédents. Comme nos équations diil'érentielles forment un système du douzième ordre, trois de ces quinze constantes ne sont pas réellement distinctes des douze autres ; nous verrons plus tard le parti que l'on peut tirer de cette remarque.
Nous pourrions donc sans restreindre la généralité supposer c = o. Il est à remarquer que si l'on adopte le développement (11), les constantes L", ç", /," n'ont plus la même signification que dans le développement primitif.
En effet, pour ^ = o, il n'arri^ e plus que
se réduisent à
Cela n'arriverait que si l'on supposait c = £1 = So = o, parce que l'on retomberait alors sur le développement primitif. Seulement les différences entre L" et la valeur initiale de L/, par exemple, sont de l'ordre de 'x.
En raisonnant comme au n" 69, on verrait que Ton peut passer du développement (i i) à un autre de la forme
où l'on a, d'ailleurs,
icji^Pi (modi), 2 7/ 2! I /?,• 1 ,
On verrait, d'ailleurs, comme au n° 103, que les coordonnées
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Iiéliocenlriqucs peuveiil également se dévelojDper soil sous la forme (i i) soit sous la forme (i(3).
111. Symétrie. — Supposons rpie nous comparions deux systèmes de trois corps A, B, C et A,, !>,, C, ; dans les deux systèmes les masses seront les mêmes. A l'origine du temps, les deux triangles ABC et A,B,C, sont symétriques par ra|)port au plan des .T^a:3•, les vitesses initiales des points A,, B,, C, sont égales et directement opposées à trois \ecteurs (|ui sont symétriques (par rapport à ce même plan) des trois vecteurs (pii représentent les vitesses initiales des points A, B, C.
Dans ces conditions, il est clair (jue la posilion du triangle ABC ;iu Iem|)s t sera symétrique de celle du triangle A,lî,Ci au temps — t.
l^our passer de la silualion du système ABC au lemps t à celle du système A,B,C| au temps — t, il siiflit de changer
en
(18) ./'i, — .rjj •"■'il '^ii — '^Hi Ç() ''jo ph
Si donc nous changeons
en
les fpianlités (i^) devront se changer dans les quantités (18). Prenons donc le développement (iG) et supposons
c — -1 — io — A^ — — h- — O,
et changeons-y t en — /, co" en — to" et par conséquent t en — t, wi en — Wi.
Changeons en définitive le signe de t et ceux des (T' et des w". Les cjuantités (lo) desront ou ne pas changer, ou bien changer de signe; leurs dé^eloppements contiendront donc, ou bien rien que des cosinus, ou bien rien que des sinus. C'est-à-dire (pie la constante Il devra être toujours égale à o, ou à — ' •
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Elle sera égale à o, si m est pair et à — - si m est impair dans les développemeuls de
et à — - si m est pair et à o, si m est impair dans les développements de
Si, au lieu delà forme (16), nous adoptons la forme (11), la
constante h sera encore égale à o, ou à ^•
Elle sera égale à l'une ou à Tautre de ces cpiantités, suivant celle des inconnues (i-) qu'il s'agit de développer, suivant la parité de l'exposant de 7, et celle des exposants des r,] dans le monôme OlLo {cf. n" 86). On remarquera que le résultat précédent suppose que les )v° sont nuls; nous pouvons faire cette hypothèse sans restreindre la généralité puisque avec nos trois constantes nou\ elles c, £|, £2 nous avons encore une constante de trop, même avec l'hypothèse
\ 12. Faisons maintenant tourner tout le système d'un angle s autour de l'axe des x^] nos formules, indépendantes du choix des axes, devront conserver leur valeur. Or, cela revient à changer )>/, À" en)sj+£, )v"-h£, et to" en to" — s. Dans ces conditions L/, x'.^ (et x'^) ne changeront pas, Xi se changera en \i-\- s.
j-', et ^', se changeront en x\ cos s — x'.-, sin s et .r', sin £ -f- x'., cos £ ; x',^ et x'-^ subiront une transformation analogue; qi et 'r\i se changeront en ç/ cos£ + r,< sin£ et — \i sin£ -f- ï], cos £.
Dans ces conditions, voici quelle semblerait être la généralisation naturelle des théorèmes n"' 70 et 87 : supposons qu'on ait développé, par exemple, LJ sous la forme (16); il semblerait que l'on dût avoir
Sous cette forme, le théorème serait faux.
Mais nous pouvons transformer nos développements de la
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façon suivante. D'abord dans les développemenls (iG) figurenl deux constantes A et /i qui dépendent non seulement des L|', mais encore des X". Il est clair que nos inconnues sont des fonctions périodiques des X", et qu'il en est de même de Acos/i et AsinA. Car quand on augmente les ).", c'est-à-dire les valeurs initiales des longitudes )v,-, de multiples de 2-, nos inconnues oL^*, 5^*, orjj, S).* ne doivent pas changer. Donc Acos/i et Asin// peuvent se développer suivant les sinus et les cosinus des multiples des A", de sorte que nos développements (16) prendront la forme
(16 bis)
Aq et ho ne dépendant plus cette fois que des L". J'ajouterai que,
d'après le n" Hl, /lu est une constante numérique multiple de -•
11 n'y a aucune raison pour que les A"/= k'^. Mais nous voyons que Ton aura
dans les développements de oL*- et de oAj et
dans ceux de o^*- et ori*. Et, en effet, si l'on change les valeurs initiales X" et 10" en AJ'-l-s, 'k'- — s, on vient de voir que L* ne change pas, que )\J se change en X* -1- $, ^* et rj* en ;* cose + 7,* sin; et — ^Jsine 4-Tj*cos£ (cf. n" 70).
Dans les développements (lO bis), nous avons pris pour constantes arbitraires les valeurs initiales L", X", q^ et y," de nos inconnues. Mais nous pourrions faire un autre choix.
Supposons que, dans les développements (16 bis), on supprime tous les termes qui dépendent de t ou des (v, et qu'on ne conserve que les termes constants. Soit LJ ce qui restera du développement de L* après cette suppression; alors Lj ne sera autre chose que I intégrale
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pour T = o ; ce sera en quelque sorte la \aleur moyenne de L* pour
On définira de même Ij elf/-\ quant à V- ce sera de même ce qui reste du développement de A* après cette suppression, de sorte que
pour T = o.
On voit que L,-, A^', qj, r/- sont des fonctions des anciennes constantes L", \-, i", T^\- et du paramètre a. Elles sont développables suivant les puissances de u. et, pour jj.= o, on a simplement
L? = L?, À! = ).?, c' = iV. r.
Quant aux diirérences L? — L^ ).; — 1], i; — "z^ r,} — y^^; elles sont développables suivant les puissances des H" et des r,", et périodiques par rapport aux À". Gela résulte immédiatement de la forme des développements (i i), (i6) et (i() bis).
Soient donc
(19) Lj=L9-^^ix^\oJJ^cos(^^k'i\^^^p^^oO,^a,^
où I I est mis pour abréger pour le produit
(pO)7.(oO)7.(poy/,(pO)^,.
Ce développement (19) se déduit, comme je Fai dit, du développement (16 bis) en supprimant tous les termes dépendant des (v ou de T. Nous pourrions écrire aussi
(19 bis) L/ = L? + 2 !^''-^«^'^o^°^ (2^'' ■^'' '^ ^'V
en partant des développements (i i)-
Nous aurons d'ailleurs d'autres équations (19 bis) de même forme pour définir A^' , ç^' , r,^'.
De ces équations (19 bis) nous pouvons inversement tirer les L«, X°, Il -n', en fonction des Lj, l}, l}, ni. Alors L«, X«, E». 7)" seraient développables suivant les puissances de [j. et pour a = c> se réduiraient respectivement à L,', V-, ;-, r,'-. De plus les difiérences L« — L;, \- — \'' ^/ — ^'^ ■^'*" — ^/' seraient développables
suivanL les puissances des ;^' et des r^- et périodiques par rapport aux \^- . Nous pourrions donc écrire
I^" = Lj-i-^ix^^XiOW, cos(^^A'il} +^Pi^oj + A,)
où A, et ht dépendent seulement des L^' et où ;ili', est un monôme entier par rapport aux q- et aux r^-; on aurait des développements analogues pour à", ;", Tj)'.
Reprenons donc les développements (i i) et substituons-y à la place des L", À", H", r," leurs valeurs (20). Il est clair que oL*, 0).*, oç*, oTi* seront déveloj>])ables suivant les puissances de [j., de T, des q-, des t,J et périodiques par rapport aux <r et aux XJ ; nous aurons donc
(•il) L* --= Lj +^ix^\,DK,z"' co^ (^f^i^r,-^^A',K -+- A,^
où A, et hi dépendent seulement des J^^! et où OÏL, est un monôme entier par rapport aux ç^' et aux r^^. On aurait d'ailleurs d'autres développements de même forme pour)^*, çj, t)*, avec cette différence que dans le développement de À*, la partie indépendante de jji serait iV,-\- Xj et non pas simplement A^ . Si nous posons
Vi = /i ?/ cos Lol , r^ 1 = \/-j. p j sin to/ ,
le développement (2 1), d'après le raisonnement du n** 69, prendra la forme
1 L; = L; + yi^aA,(pî)7.(pi)7.(pj)73
où nous aurons toujours les mêmes relations entre les entiers
Les développements (21) diffèrent donc des développements (22) en que l'on a pris pour constantes d'intégration non pas les valeurs initiales, mais les valeurs moyennes des inconnues.
Comment aurait-on pu parvenir directement aux dévelop
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pcments (ai)'? Il ;iiiiiili siilli de prondre les «'qiialions (la) cl (i>. ^/,s), ainsi que les «'([nations (i3)qui s'en (h'-duisent, et d'eu |)<)ui"suiM'e lintégralioii |»ai- les procédés du u" 109 mais avec une différence. Au lieu de prendre
sin ( /«i u'i "- le (P.> -4- II) — sin // ''0= '» -, — '-, »
Al «1 -i- A"2«2
nous prendrons
, sin ( Al (l'i -I- /lo "'., H- // ) ' '0 = '> 7 : — -, '
Ai«i -.- A 2 «2
et nous conserverons d'ailleurs la relation de récurrence (i j).
Nous satisferons ainsi encore à nos équations; mais nous n'aurons plus Co = o, C,„= u, ni par conséquent
^/ '^1 1 il — --.Il 'il 'lit '•! — ''I )
pour
INous ne satisferons donc plus aux conditions initiales que nous nous étions imposées au n° 109.
En revanche, on voit ([ue les arguments des sin et des cos dans Co, C„,, ... seront les mêmes que dans les seconds membres de nos équations, tandis qu'avec la façon de procéder du n" 109, nous introduisions à chaque intégration des arguments nouveaux, puisque nous introchiisions des termes en s'inh où // pourrait dépendre des to".
D'ailleurs la valeur movenne de Co, et par conséquent celle de C,„ serait nulle.
Ou bien encore revenons-en aux équations canoniques (5) du n" 79; nous en tirerons par exemple
et l'on devra, pour avoir la valeur de /i'*""' approximation de oL/, remplacer les inconnues dans les seconds membres [)ar leurs \aleurs de (n — ly*""- approximation. Les divers termes de la quantité sous le signe / prendront alors la forme
et nous avons nu au n" 98 (|ue l'intégrale indéfinie de cette
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expression se compose de m + i termes de la forme
cos BtP . (v^-+-/i) (o = I, 2, . ... m). sin
A cette intégrale indéfinie, il convient d'ajouter une constante d'intégration. Jusqu'à présent nous avons choisi cette constante de telle façon que oL, s'annule avec / ; en d'autres termes nous avons toujours intégré entre les limites zéro et t. C'est ainsi que nous sommes arrivés aux développements (i i ).
Si au contraire nous prenons toujours la constante égale à zéro, c'est la valeur moyenne àe oL/ qui sera nulle et nous retomberons sur les développements (21); nous prendrions en première approximation
L/ = L? , li = H'/ + \] , Ij = \] , r^i = Ti) .
Il est clair que pj et wj définis comme nous venons de le faire, ne représentent nullement les valeurs moyennes de p/ et de w/.
115. J'observerai en passant que si l'on avait pris d'autres constantes d'intégration (que j'appellerai aussi pour un instant L^, Â^-, i' et Tjj) liées aux valeurs initiales L", à", ç" et t,^^ par des relations de la forme (19), (19 his) ou (20), tout ce que nous avons dit jusqu'ici subsisterait et nous serions encore retombés sur des développements de la forme (21) ou (22).
On aurait pu, par exemple, faire ce choix de façon que p^' et wj représentent les valeurs moyennes de p/ et de w/, mais cela n'a pas d'intérêt pour ce qui va suivre.
116. Mais les développements (21) et (22) formés au n'' 113 jouissent de propriétés particulières, bien dignes d'attirer l'attention. Nos équations (12) et (12 bis) ne changent pas quand on change iVi en (r^-j- sa (et d'ailleurs nous savons que nos développements satisfont aux équations du mouvement, aussi bien si l'on y fait T = i, iVi^ iiit -\- £/ que si l'on y fait t = Z, »'/= nit).
Quand on change wi en iVi-\-ti dans les développements (21) les développements ne devront pas cesser de satisfaire aux équations (12) et (12 bis); mais que deviendront les valeurs moyennes L^', E,', Yj^', X'? Les trois premières ne changeront pas, la dernière deviendra \\ -\- s,.
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Nos développements ne elianj^erontdonc pas quand on changera y la fois iVi en (v,-h £/ et \' en A,' — s,. Gela veut dire que tVi et A^' n'y figureront que par la combinaison (ïv+X', c'est-à-dire que
Supposons maintenant, comme au début du n" 1112, cpic Ton fasse tourner tout le système d'un angle t autour de l'axe des x^. Alors L<, L^-, p^- ne changeront pas, Xi et X} se changeront en A, -f- s, À'-i-e, toj en coj — s, i/etvi,en ^tCOss-r-Ti/sinc et — ^jsinc-|-Y,,cosî. Les formules devront subsister puisqu'elles sont indépendantes du choix des axes. Nous devons donc conclure que, quand dans nos développements ('22) nous changerons A^' en A^' + z en même temps que w^' en to,' — t, les inconnues
t-^M f^i'i ?(5 ""li
se changeront en
L/, li-hz, ^i cos$ -i- r,,- sin î, — ^,- sin î -i- ■/;,• coss.
Si nous nous reportons à ce qui a été dit aux n"* 70 et 87, nous verrons que cela signifie que
dans les développements des L et des A et
dans ceux des ; et des r^i (nous pouvons d'ailleurs toujours supposer ([ue dans cette égalité le dernier membre est -H 1, car s'il était — i nous n'aurions qu'à changer le signe de l'argument dû cosinus, ce (pii ne change pas la valeur du cosinus).
On aurait pu obtenir les résultats précédents dune autre uiiinière. Au n" 114 nous avons vu comment on peut former les développements (22) directement par approximations successives. On aurait pu alors démontrer nos résultats par récurrence en vérifiant ([ue, s'ils sont vrais dans la (n — 1)'*°"' approximation, ils le sont encore dans la n'^^'^.
117. J'ai dit plus haut que dans la pratique on n'a pas à consi-
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dérer les termes où le petit diviseur
V = /i] ;?| -h /lo «2
<'orrespond à des entiers A", et A^ très j^rands; et c'est grâce à cette circonstance que j'ai pu dire au n" 101 qu'il n'était presque jamais nécessaire d'avoir égard à plusieurs petits diviseurs diflérents.
Je suis maintenant en mesure de justifier couiplètement cette assertion. Cela se verra mieux d'ailleurs sur le dé\eloppement (22). Dans ce développement, en efl'et, on a
Si I A, I et I Ao I sont grands et si v étant un petit diviseur
I /l'i «1 + l^-in-, I
est très petit; comme dans la pratique le rapport — ne sera pas \oisin de i, \^ A" sera ég^alement très grand et il en sera do même
<le|2/>|-
Or le degré du terme envisagé est
Ce degré est donc très grand et c'est ce qui fait que le terme est négligeable.
Revenons maintenant au développement (1 6 ). On devra retomber sur ce développement en partant du déxeloppement (22) et en y remplaçant L^' , \] ^ ;,!, r^] parleurs valeurs (i() ). Or ces valeurs (19J sont développables suivant les puissances entières positives des p" (pii sont des quantités du second degré. Dans les développejuents (19) nous aurons donc des termes de degré zéro et des termes de degré positif.
Nous retomberons ainsi sur le développement (i()) dont chaque terme proviendra d'un des termes de (21); si l'on fait attention à la manière dont il a été obtenu, on \oit qui! sera de degré au moins aussi grand que le terme de (21) doù il provient. Or le
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Icrme général de (i<))
f^aC; cos (V A»' -4- y /.'X' -f-2 P^'^' ^- /'o
provient d'un ternie de (ai) en ^Atv. 11 est donc au moins de degré ^ A' , bien qu'on n'ait plus ici
118. Si l'on change le triangle ABC en un autre triangle symétrique du premier par rapport au plan des XiX2, on ne cessera pas de satisfaix-e aux équations du mouvement, c'est là une conséquence de la symétrie de la fonction F démontrée au n" 88.
Or cela revient à changer les variables obliques ^2? ''^i-ii v-o ''"i". <^'i 7,2: — ■ V15 — fi'n ou bien encore too et (O4 en 100+" et tO/, + — .
Si donc on change
Ç 2 ' "i 2 5 Si) '1 ô
en
ÏO y,0 £0 .,0
Ç 2 5 'i 2 ' ■» 4 ' 'fi'
OU ce qui revient au même iti^ et to" en 10!,* + - et w^ + tt, les variables obliques Ço, -/la, ^j , r,-, changeront de signe et les autres ne changeront pas.
Si donc les développements des éléments ou des coordonnées sont mis sous la forme (i i), le monôme Ofto sera de degré pair en ç", 7i", i", Ti" dans les développements des L, des )v, des l,, r,,, H;i, r,:j, de a:\, x'.^, x',^, x'../, il sera de degré impair dans ceux de Ço, 7,0, ç.,, -rii, ^;,, .r|.. Si l'on met les développements sous la forme (16), on verrait de même qiie Pi+ p^ serait pair dans le premier cas et impair dans le second. Cela serait vrai d'ailleurs que Ton ait appliqué les procédés du n" 109 ou ceux du n" 113.
119. Homogénéité. — En raisonnant comme aux n"" 73 et 89, on verrait que
TT
tO/
iGo CHAPITRE VI. — TRANSFOKMATIONS DIVERSES DES DEVELOPPEMENTS.
par rapport aux L" et aux pj', ou bien encore par rapport aux L", aux(i;)2 et aux(rj)-'.
120. Résumé. — Dans ce Chapitre, nous avons transformé nos (Jéveloppements, de telle façon que nos inconnues se présentent SOUS la forme de fonctions de trois variables t, «'i et «o. Ces fonctions sont développables suivant les puissances de t et suivant les cosinus et les sinus des multiples des <v.
Elles satisfont aux équations du mouvement quand on y fait
T = / -4- c, (l'i = ni / -i- £], n'2=n2t-+-s-2,
quelles que soient les valeurs des constantes arbitraires c, Sj et So. Outre les trois variables t et <t', nos fonctions dépendent de douze constantes d'intégration et lu forme du développement dépend des constantes que 1 on choisit. Si l'on adopte les valeurs initiales
Il 1
des inconnues L/, )./, ^<, r^t pour ^ = (v, = (v^, les développements prennent la forme (i i). Si l'on adopte les valeurs initiales
des inconnues L/, A/, o/, w/, ils prennent la forme (i<)). Ce sont là les développements auxquels on est conduit j)ar l'application du procédé du n" 109.
Mais on peut faire un autre choix. Si, comme au n° 113, on peut choisir non plus les valeurs initiales des inconnues, mais leurs valeurs moyennes, on est ainsi conduit aux développements (22) (jui jouissent de propriétés remarquables.
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121 . Le problème restreint. — Vu n" 3o, nous avons envisagé un problème particulier. Nous avons supposé que les trois corps soient le Soleil, une grosse planète et une petite planète, et que la masse (le cette dernière soit assez petite pour que l'on {)uisse négliger les perturbations qu'elle produit dans le mouvement de la grosse planète. Dans ces conditions, cette grosse planète décrit une ellipse képlerienue; nous a\ons supposé de plus que l'excentricité de cette ellipse est nulle de telle façon que l'orbite de la grosse planète soit circulaire, et que la petite planète soit à l'origine du temps dans le plan de cette orbite et que sa vitesse initiale soit également dans le plan de cette orbite, lien résulte évidemment que la petite planète restera toujours dans le plan de cette orbite.
Nous pouvons alors appliquer la transformation du n'^ 30 de deux manières différentes :
1° Nous pouvons, comme au n" 32, su|>]ioser /??.^o, ce qui, comme nous lavons vu, revient à sup|)oser ({ue la grosse planète est rapportée au Soleil, et la planète au centre de gravité de la grosse planète et du Soleil.
2" Nous pouvons, comme au n" 33, supposer /??, = o, ce qui revient à rapporter les deux planètes au Soleil.
Dans le premier cas, on aura
ou
AB BC
m j /« 3 / 2 \ 'tl ;
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Dans le second cas, on aura
F = <ï'o-+-/»i*i, où
rr /?^(/Hi-H/"7J
BD
T) et To conservant la nièinc signification.
Dans un cas comme dans l'autre, on trouve que le iuouvement (le la grosse planète est conforme aux lois de Kepler; et que celui de la petite planète se lait conformément aux équations canoniques (i3) ou (i3 bis) du Cliai)itre II qui s'écrivent
dt dji dt dXi
dans le premier cas, et
, , dx'i d^\ dy'i dA\ .
^ ' dt dfi dt dXi
dans le second cas.
Dans le premier cas on a, à des intiniment petits près d'oidre supérieur,
rt Ton pose
y'i = »• '/ fi = m V /"• ( / = 4 , 5 , 6 ) .
Dans le second cas, on a
m\ = m'., = 111'.^ = /?2i et l'on pose
y,- = m'.y'i = mi y] ( f = i , 2, 3 ).
On arrive ainsi aux équations (i4) du Chapitre II qui s'écrivent
dx'i _ rf*, ciy^ _ _ d^
^^' HT ~ dfi' ~dU ~ d^i'
et où l'on doit faire i=. 4, 5, 6 dans le premier cas, et / ^ 1 , 2, 3 dans le second cas.
On remarquera que <ti dépend non seulement des inconnues x' ou y' (ou x" et j^"), mais encore du temps, puisqu'il dé[)end des
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coordonnées de la grosse planète qui sont des fonctions connues du temps.
l!2!2. Cela ])osé, faisons comme au n" 78 et exprimons les x' et les j-' en fonctions des éléments canoniques
p/, Loc (t = I, 2, 3, 4).
Comme
2 ^' ^y — 2 ^ ^'^^ - y co rfp
est une différentielle exacte, ce changement de variables sera canoni(jue.
Nous retrouverons ainsi les équations (4) du n" 78. Adoj)tons, pour fixer les idées, l'hypothèse du n° 33, de sorte que m^ soit très petit et que
Le mouvement de la grosse planète étant képlerien, les éléments canoniques de cette grosse planète Lo, 03, p-, , oj;;, to-, , Ao demeureront constants à l'exception du dernier Xo <[ui variera proportionnellement au temps.
Quant aux éléments de la petite planète L|, 0,, Oo, C0|, (Oo, À|, ils satisferont également aux équations (4) du \\" 78; seulement, comme <ï>o est indépendant de ces éléments, ces équations se réduiront à
J dji d<Pi dM,- d<Pi
I —y— = — /n, —, — , — r— ^z ni, — — ( j = r , a ) .
( dt ' diMi dt ' d-^i ^ ' '
Ces équations (4) auraient d'ailleurs pu être obtenues en transformant les équations (2). En efîet, l'expression
^x\dy\-\,dU-^,,,d,.
qui est l'expression (i) du n" 78 est une dillerentielle exacte. Nous avons donc fait un changement de variables canoniques et, d'après le n" 12, ce changement n'altère pas la forme canonique de nos é([uations, bien que «I>( dépende explicitement du temps.
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Les équations (4) sont sous une forme qui pourrait quelquefois sembler gênante puisque les deux membres sont de l'ordre /?J, cl par conséquent infiniment jîctits. Nous poserons donc
De cette façon les L' et les p' seront finis et nos équations deviendront
dt dli dt dL[
^^■' \ dp',- _ d^ dMi _ d'l\
( dt^ diOi dt dçt'i
D'ailleurs les équations (5) aui-aient pu être déduites des éqiialions (3). Car
2, X dy' — Xi tYLi — 2, ^'^ '-^P
2 ^' ^^y ~ '- ' "^^'^î ~ Zà '"' ''''' ^ nTi
est une différentielle exacte, de sorte que l'on peut prendre pour variables L, , À), p], w, sans que la forme canonique des équations soit altérée.
On voit d'ailleurs que si l'on considère une planète fictive ayant même trajectoire que la planète A" du n° 1-i mais ayant pour masse, non plus m\ (c'est-à-dire m, |)uisque /h i := ?)i\ à des infiniment petits près d'ordre supérieur), mais i, les coordonnées de cette planète sont x'^^ ^.,, x'.^^ les composantes de sa quantité de mouvement y]-, y".2i y':i et ses éléments canoniques L, , /|, o'^, (o,.
Nous avons, d'après le n
/;*l'l>l — Ti-i- lii-+- U:j.
Au n° 82, nous avons trouvé
Ti-!-Ut = -m f Mi= m. /)ir /)iî.
Nous aurons donc
ou
IHi '1 L'i"
puisque /;«! = in\.
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MOUS ;i\(>ns \u au u" 40 la lorinc pailiciiluTc (itiCllc; jucuci clans le cas (jui nous occujx;; mais, conunc je i ai dil au n° il, les mêmes simplifications ne se produiraient pas si lOn a(l(j|)lail Tliypothèse <lii u" 3l2. Nous ne nous en servirons d'ailleurs pas et nous nous hornerons à rappeler ([uelle est, d'après le Chapitre IV, la forme de la fonction perturbatrice |j.F, et par conséquent celle de <P,. Nous aurons
iV) ^=^Xn>'l'^'f^~^p';f^o'^^p'l^p'l^cn.(^kp.,-^'^p,.,),
où A dépend seulement de L'^ et Lo.
Dans la formule (lo) du n° 83, j'ai remplacé o, et Oo par /?/, o', «■t /// 1 p.,, j'ai divisé ensuite par /«, , c'est ce qui explique la présence du facteur /«'/'"^'Z^— ' ; de plus j'ai fait A = o en vertu du théorème <lun''81.
Je rappelle de plus que
en vertu du n" 87 et que
•^qi = Pi (mod2;, 'i.qi'L\pi\-
Nous supposons de plus que l'orbite de la grosse planète est circulaire, ce qui s'écrit
et cjue les inclinaisons sont nulles, ce qui s'écrit
Tous les termes du second membre de (6) sont donc nuls, sauf ceux pour lesquels on a
qi — qz— q\ = ^, <'t par conséquent
JJonc, en posant
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il reste
Hi = ;j, y B p''7' cos ( A-, l , + Aï )v2 + />i wi ),
OU
(y) <!>, = 1^^-/- -+- l^ \ Bpj'î''COS(/.-,>.i+ A-2>>2+/'lWi),
B ne dépend que de L', et de L-, ; je puis même dire qu'il ne dépend que de L', , puisque Lo est une constante absolue qui est une des données de la question.
On a d'ailleurs
Quant à X2 nous pouvons le regarder comme égal à n-^t, en prenant pour origine du temps l'instant où la longitude de la grosse planète est nulle; d'autre part /lo est une constante absolue qui est une des données de la question.
Posons alors
F'=F(,+ iaFi = 'ï>,+ «.(p;-Li), M '
X', = Xi — 1-2, to[ = wi-+- À.)- Les équations du mouvement deviendront
dt
f/F' - ./Xi'
d\ \ lit
dF'
dM \
dF'
dt
~" f/oii '
dt
Les équations ont donc encore la forme canonique; seulement cette fois, comme, en vertu de la relation (8),
notre fonction ¥' ne dépend que des quatre inconnues L, , p', , )/, , hi\ et ne dépend plus explicitement du temps.
124, Intégrale de Jacobi. — Au 11° 34, nous avons vu que, dans
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les cas des ii''* 32 et 33, les intégrales des forces vives et des aires deviennent illusoires, et cela parce que la fonction <^I>, dépend ex|)licitement du temps.
Ici notre fonction F' ne dépendant pas explicitement du tcmj)s, nos équations (y) admettent l'intégrale
F'= const., qui est connue sous le nom à intégrale de Jacobi.
125. Remarque. — 11 importe de faire une observation au sujet de F|,. Nous avons
il n'y a aucune relation liziéaire à coefficients constants ni a
M' fortiori k coefficients entiers, entre yi^ et /îo? puisque la première
de ces quantité dépend de L', et que la seconde est une constante. 11 n'y en a donc pas non plus entre les deux dérivées partielles
de f;.
On verra bientôt l'importance de cette remarque.
12G. Généralisation. — Soit plus généralement F une fonction de 2/1 variables
Jj], Lj, • . • , i-'/ii Al, Ao, ..., A„,
et envisageons les équations canoniques , , clL, dF dl, dF . .
''"^ -dr=-dTr dt=dL, u = i,-^. •..,«).
Je suppose
où !j. est une constante très petite. Je suppose que F„ dépend seulement des hi et de telle façon qiC il n'y ait aucune relation
linéaire à coefficients entiers entre les déri^-ées partielles -j^-
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Quant à F,, c'est une fonction périodique des ).<■, développaLlo suivant les cosinus et les sinus des multiples des À/, les coeflicients du développement dépendant d'ailleurs des L.
Les équations (9) rentrent comme un cas particulier dans les équations (10) en faisant jouer à F|, et F^ le rôle de Fo et F,, à L', et Q'^ celui de L| et Lo 5 '^ ^^1 f'I ^'^i celui de \^ et /j.
En effet F|, ne dépend que de L', et, p', et en vertu du n" 122, il n'j a entre ses dérivées partielles aucune relation linéaire à coefficients entiers.
D'autre part F', est une fonction périodique de A', et m\.
Observons maintenant que toutes les conclusions des Chapitres V et VI s'appliquent aux équations (10). Dans ces Chapitres nous ne nous sommes occupés que du problème des trois corps, mais les résultats peuvent être immédiatement étendus, d'abord au cas d'un nombre quelconque de corps, et ensuite à des proldèmes dynamiques beaucoup plus généraux.
Quelles sont en effet les seules hypothèses qui aient joué un rôle dans nos démonstrations?
1° C'est d'abord que Fq ne dé[)end que des T..
Les équations (10) satisfont à cette hypothèse.
JNous ne nous sommes pas servis de La foi-me particulière de la fonction Fo et par exemple j'ai toujours désigné les dérivées partielles du second ordre de Fq par la notation C/a, sans faire intervenir les simplifications qui résultent de ce fait que Ci2=o {cf. n" 106).
2" C'est ensuite que le rapport — est incommensurable. Dans le
cas où il y a plus de deux variables L, cette condition doit être remplacée par la suivante, (|u'il n'y a entre les Hi (c'est-à-dire entre les valeurs des dérivées partielles de Fq ]^<^hi- L/= L" aucune relation linéaire à coefficients entiers.
Or nous avons supposé plus haut qu'il n'y avait, dans le cas des écpiations (lo), aucune relation linéaire à coefficients entiers entre les dérivées partielles de Fq cpii soit identiquement satisfaite. Nous pouvons donc toujours supposer qu'on ait choisi les L" de telle sorte qu'il n'y ait entre les ni aucune relation de cette forme
3° C'est ensuite que F, est périodique par rapport aux )>,-.
Cette condition est encore remplie pour les équations (10).
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4" C'est enfin (|iic 1'', csl (l('\el(t|)|tal)l(^ suivant les puissances des l et des r,.
Dans le cas des équations (lo), la fonction F, ne dépend d'aucune variable analogue aux ; et aux 7,. La condition peut donc être considérée comme remplie; seulement le développement de F, suivant les puissances des ^ et des y, se réduit à un seul terme, le terme de degré zéro.
Toutes nos conditions étant remplies, tous les résultats des Chapitres V et VI s'appliquent aux équations (10).
127. Nous pouvons donc satisfaire aux équations (10) en posant (11) L/ = L ■ + oL„ À/ = Hi t + À? + oÀ,-,
où L" et a" sont des constantes qui représentent les valeurs initiales de L; et \i\ où tii est également une constante égale à la valeur
Je ^'^ pour L/=L"; où enfin oL,- et oÀ, sont développables sous la forme
V ;j.«A/'" cos(v^-+- /().
A et h sont des constantes dépendant seulement des L" et des a)' ; et l'on ai
V = ^ ki iii,
les ki étant des entiers.
J'ajoute que les oL et les oA contiennent u. en facteur et d'autre part s'annulent pour / =1 o.
C'est la formule ((3) du n'^ 102. Seulement le monôme OIlo a disparu, parce que nous n'avons pas de variables analogues aux ; et aux '/"i.
Mais il j a plus : nous pouvons former des développements dépendant de n + i variables
en remplaçant dans le développement de oL^ et de oA, la lettre / par -
quand elle est en dehors du signe cos et yt par ^/./«v, sous le
signe COS. D'autre i)arl dans le premier terme du second membre de la seconde équation (11), nous remplacerons lut par n-,.
Si donc nous avons
V IX» A /'« COS ( V / -H
d'k, = '^ 'yA' t'" COS ht -+- A'), nos nouveaux (lévcloppeinents s'écriront
l L, = L? -h V jj^a A T'" COS (V A/ (i'/4- Aj,
I A,- = »', + X," -H V [JL* A' T"' COS ( V Â/ tv/ 4- h' j .
Si, dans ces nouveaux développements, nous faisons
nous retombons sur les développements (i i) et par conséquent nous satisfaisons aux équations (lo).
Mais le Chapitre VI nous a appris que si, dans ces développements (12), nous faisons
nous satisferons encore aux écpuilions (10) (pielles que soient les valeurs, attribuées aux n -\- i constantes arbitraires c et £/.
J28. Toutes les autres conclusions du Chapitre V subsistent; par exemple nous n'aurons pas de terme de rang négatif; nous n'avons pas de terme séculaire mixte de rang nul; nous n'avons pas de terme de rang nul dans le déveloi)pement des L,.
En deuxième approximation, cest-à-dire si nous négligeons [jl-, il n'y aura pas de terme séculaire dans les L/; c'est là la généralisation du théorème sur l'invariabilité des grands axes. Nous remar- (picrons qu'ici il s'applique à n variables sur 2/1 tandis que dans le problème des trois corps il ne s'appliquait qu'à 2 variables sur I 2.
Cela tient à ce que, dans les équations (10), la fonction Fq dépend des n variables L (et qu'elles j figurent pour ainsi dire indépendamment puisqu'il n'y a pas de relation linéaire entre les dérivées de Fq). Au conti-aire, dans le problème des trois corps, cette fonction Fo ne dépendait que de 2 variables sur 12.
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129. A^oiis allons maintenant transformer notre métluKlc; tious allons nous efforcer de la modifier de façon à nous débarrasser des ternies séculaires.
Pour cela nous allons nous servir du théorème du n° IG. La formule (24) Je ce numéro s'écrit
^ X dy = du — ^ A/, dxi,— dt ,
dont je rappelle la signification.
La fonction Q est définie par l'équation
rfû ^ -^ dy _, v' «^F
^ dt ^ dx
Les ayt sont les constantes d'intégration et les Aa sonl des fonctions de ces constantes.
La formule en question s'appliquait aux équations (i) du Cha-
j)ilre I, mais on peut passer de ces équations à nos équations (10)
en changeant
X, y, F en
La formule devient alors
(i3) V L f/>v = f/Q 4- V -^z. f^"-'^^ F dt,
avec
Nous allons substituer à la place des L et des ). leurs développements (12); il est clair qu'après cette substitution
dV
sera encore développable sous la même forme ; c'est-à-dire suivant les puissances de t et suivant les sinus et les cosinus des multiples des (f.
Nous déterminerons ensuite Q par l'équation
dSl du XT' du V^ , ^1'
, ., . dil dii V' dil V* I ^''
Cette équation est de la même forme que réquation (i3) du Chapitre précédent; nous la traiterons de la même manière, et elle nous donnera pour Q une valeur développable suivant les puissances de T et suivant les sinus et les cosinus des multiples des (v. Cette équation (i 5) ne définit j)as entièrement Q, mais nous pouvons dans la formule ( i3) prendre pour il Tune quelconque des solutions de l'équation (i5). Nous choisirons celle qui est développable suivant les puissances de t et les lignes trigonométriques des (r.
Nous savons que nous satisfaisons aux équations (lo) en faisant
Nous aurions ainsi 3/* + i constantes d'intégration, à savoir les L", les ).)• , les Si et c. Ces constantes ne sont pas distinctes et il nous suffit d'en conserver 2/?; nous pouvons donc annuler /? -|- i d'entre elles. Nous ferons
Dans ces conditions
serout des fonctions de -, des to/ et des L". Ainsi que nous Tavons vu, la fonction Q, de même que les L, et les Ai— iVi, est développable suivant les puissances de t et les lignes trigonométriques des w.
L'expression
Iw/X — </■>
sera donc de la forme
(.ù H, W/ et C/ seront des funclions des L", des iv et de t développables suivant les puissances de t et les sinus et les cosinus des multijDles des w.
Si nous faisons
d'où
(h = dt,
dwi = ni dt -r- dii -H t drii, L et A devront satisfaire aux équations (lo) et par conséquent à la
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relation (i3). Or on lioiivc
où l'on a
puisque, les /?a ne dépendant que des L|-, on a
jNos constantes dintégralion, qui jouent le rôle des a/, de ia lormulc (i3), sont ici les L" et les £/.
Donc, d'après le théorème du n" 16, les W/ elles C", c'est-à-dire les coefficients des dti et des dL'l qui jouent le rôle des <r/a/i, seront des constantes indépendantes du temps et dépendront seulemeni des constantes d'intégration. De plus
sera aussi indépendant du temps en vertu de l'équation des forces vives.
Or les W/ sont développables suivant les puissances de jjl et de t et suivant les cosinus et sinus dc^ imdtiples des iv; ils sont donc de 1:1 forme de la fonction
/(;j., -, »r/,), à laquelle s'appliquait le dernier lemme du n" 107. Or pour
notre fonction
doit se réduire à une conslaiile f^^ indépeudanlc du leuqis. et ne dépendre que des constantes d'intégration s/ et L" ; ou mieux encore elle ne dépendra que des L^, puisque nous avons fail iVk=z iiht, ce ([ui veut dire que nous avons supposé tA= o. On aura donc
fo ne dépendant que des L*'.
Donc, en vertu du lemme du n" 107, nous devons avoir pour toutes les valeurs de t et des \r
C'est-à-dire que W/ ne dépend que des L".
Envisageons maintenant les coefficients G^ et les expressions
(|uand on y fera
T = /, (v,— Hit,
cette expression se réduira à
r iflt^h-
c'est-à-dire à G" et ne dépendra, comme nous l'avons vu, que des L" ; en appliquant le même raisonnement, on verrait que l'on a pour toutes les valeurs de t et des <v
et que G** ne dépend qvie des Ly|.
11 en est de même de F qui est également indépendant du temps. Reprenons donc l'identité
( 1 6 ) y L ^/>> — r/iî = II dz H- y W/ chvi n- y C/ dhl ,
et faisons-y
pour T = (V'/= o on aura et par conséquent
A, Aj ,
puisque nous avons supposé les À|- nuls; 0 se réduira à Oy et G/ se changera en G)' (quantité qui, nous l'avons vu, ne dépend que des L"); on aura d'ailleurs
ch = ihi> = d\
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iNotie iik'iilltc (l«'\ icudiii (loue
En retranchant (i()) et (iT) A/.v ) il \iciii
y L dl - y W/ div, = 1 1 d-. -- ./(!»- < >„ ) - T V w, 'JJ1± dV: ,
cl si l'on suj)posc t =: o, d où f/-: ^ o,
( I 7 ) y L d'/. — V \V dn- = d( iî — <>„ ).
Pieprenons les développements (12) et faisons-v conunc plus Ii;iiil ),'■ = o, et de plus faisons-j t = o.
Us poui^ront alors être rej^ardés comme définissant les 2/1 (juantités \ji et }., (Ml Idiiclion des 'ah variables L" et (17.
h'aiilre part 1rs // ([iiantités AA / sont, comme nous venons de le voir, des fonctions des n quantités L", et inversement: remplaçons les L" par leurs valeurs en fonction des A\/. Les développements (12) où l'on fait A/ = " = o peiaeiit donc être regardés comme définissant les L et les a en fonction des W et des <t-.
Nous pouvons donc prendre les AA et les \v pour nouvelles variables; la relation (17) nous aji[)renil que le cliani^ement de variables est canonique. Il n'altère donc pas la forme canonique des écpiations (10) qui deviennent
d\\ dV dw dF
dt div dt d\\
Or nous venons de voir (pie F ne (lé|)end (pie des L". Si nous remphuMjiis les L" par leurs \aleurs en fonction des ^^ /, F ne dé[)endra que des A\'/ et sera indépendant des iv.
i)i\ aura donc -r— = o, et par conséquent
^V = consl.
Il en i('snU(' (|iic K et ses dérivées -.^ (pii ne dépendent ipir tics W
seronl atiss.! des constantes.
Soit alors
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il viendra
dt -"■' OU
\vi = n'i t -i- («•/,
nv étant une nouvelle constante d'intégration.
Les L", qui ne dépendent que des W, seront également des constantes.
Nous satisferons donc à nos équations en faisant dans les développements (12)
À" = 0, T = o, L/ = const. ir/= //,/ -1- u'/.
Les n- sont des constantes qui dépendent des L", mais qui sont différentes des /?/.
l^e point intéressant c'est que, comme nous avons fait t^o, tous les termes séculaires ont disparu.
L'analyse qui précède démontre les théorèmes que nous avons (''lablis par une autre voie dans les Méthodes nouvelles de la. Mécanique céleste, t. H, n'" 125 et L^j8, et aussi dans le Bulletin astronomique, t. XIV, p. a/j^, problème B.
Le leinme du 11° 107 est applicable à la fonction
à une condition. Cette fonction peut contenir un nombre infini de termes, mais le coefficient de ji.'' n'en doit contenir cju'un nombre fini.
Cette condition est-elle remplie dans le cas qui nous occupe?
Elle l'est si Ton ne prend dans F qu'un nombre fini de termes. Nous avons en effet les équations
analogues aux équations (ç)) du Chapitre V, n" 106; les lettres <I> et C/A ont la même signification que dans ce n*^ 10(3; il ne faut donc pas confondre les C/a avec les C/ du n° 129 avec lesquels ils n'ont aucun rapport.
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Je suppose que l'on ail déuionlrc qu'en //"'""' approxijnalion, c'est-à-dire en né<;lij;eanl les lermes en 'j." et les termes d'ordre supérieur, nos oL,- et nos oA^ se réduisent à un nomljre fini de termes ; je dis que cela sera encore vrai en {n + 1 )'''"'' approximation.
Pour avoir les valeurs de [n + iy^n\e ;ip|)[-o\iiiiation, nous devons dans les seconds membres des équations (u)) substituer à la place des oL/ (;t des oÀ/ leurs valeurs de «'''""" approximaliou. \()ii-
savons que -j-- peut se développer suivant les puissances des oL et
des 8)v sous la forme
oïl' étant un monôme entier par rapport aux oL et aux OA. Nous pouvons arrêter le développement aux termes de degré n exclusivement par rapport aux oL et o)w En effet, comme oa et oÂ contiennent [JL en. facteur, ces termes sont de l'ordre de jjl". Nous avons donc le droit de les supprimer.
Notre développement (20) se composera donc d'un nombre fini de termes; quant au coefficient B, c'est, à un facteur numérique près, l'une des dérivées partielles d'ordre supérieur de Fj, où l'on a substitué aux inconnues leurs valeurs de première approximation, et, comme nous ne prenons dans F, qu'un nombre fini de termes, B n'en contiendra non plus qu'un nombre fini. On raisonnerait de
même pour
rfF, d^ d¥i dku dLi dLi
Les seconds membres des équations (19) ne contiennent donc <pi'un nombre fini de termes; il en est donc de même des oL et
On voil en même temps que les dérivées partielles de F satisfont à la même condition.
Donc
y satisfait également et il en est de même de
d\ du
dui dwi
el de
Toutes ces quantités ne contiendront dans leur dévelo|ipement i|u'un nombre fini de termes, si l'on néglige tous les termes qui contiennent jjl" en facteur, et cela (juelque grand que soit l'exposant entier n.
Cette circonstance nous permet d'appliquer le lemme du 11" 107.
131. Les quantités W, et n- peuvent être développées suivant les puissances de u.. Gela est évident pour
Wy
a do.
2(ik au ' div, dw,
puisque L, À et ti sont développables suivant les puissances de [j..
En ellet, il en est ainsi des L et des A, il en est ainsi de F et de -jr
(jui sont des fonctions des L et des )., où l'on peut substituer à la place de ces quantités leurs développements suivant les puissances de [j. ; il en est ainsi enfin de
Fo
du
et
dwi Le premier terme du développement est donc L",
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. Nous avons dit f[ue F est une constante fjui ne dépend c|ue des L"; que les L" étant fonctions des W/, et réci|)roqueinent, nous pouvons aussi regarder P comme une fonction des W/; nous aurons alors entre les dérivées partielles par rapport aux W et les dérivées partielles par rapport aux LJ* la relation suivanle :
dLl ~ 2d d\\, 'dhf, ' ou, en se l'appelant la définition de /i'^ ,
^ ' dLl dLl
Nous avons ainsi des équations linéaires qui nous donneront les
constantes n'- en fonctions des L|- et de [jl. Gomme F et VVj et par
dF dW, 1,1 II • 1
conséquent — j^ et — ^ sont developpables suivant les puissances
de |JL, comme d'autre part le délermiuanl de nos équations linéaires se réduit à i pour ul := o (c'est-à-dire pour W/= L"), les n- seront également developpables suivant les puissances de a.
Il est aisé de trouver le premier terme du développement. En efi'et, pour [ji = o, on a
dF rtlj/j-
et nos équations linéaires se réduisent à
n',,= ni,.
Le premier terme du développement de n'- est donc /?/.
13!2. Comparaison des développements. — Reprenons nos développements (i2)j en y faisant couime plus haut )^"= o :
L/ =: L^-h V ;jL« A T"' cos ( V kw -i- hj, X/ = ivi-h 'V [JL* A't"' cos ( V kiV -h h'
Nous avons vu que l'on obtient une solution particulière des équations (lo) en y faisant
-: = /, ivi= fiit,
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et que l'on en obtient une autre en y faisant
T = o, n'/= iiit.
Ces deux solutions particulières doivent être identiques, car, dans l'une comme dans l'autre, les valeurs initiales des inconnues L/ et \i sont L" et o pour / = o.
Si donc nous développons ces deux solutions suivant les puissances de a, les deux développements devront être identiques.
Pour la première nous trouvons
L,= L" -i- V [JL^A /'« cos(vi! -F A),
\l = mt -t- > \x^M tm cos(v L -V- h'),
ml
Le développement est terminé, car les ni cl par conséquent v ne dépendent pas de ]x.
Pour la seconde nous trouvons
L/= L? -t- V [JL*A cosCv'/ -h A),
\i= n\t -t- V |jL*A'cos(v'/ -f- A'), où
et en ne conservant que les termes où l'exposant m est nul. Mais le développement n'est pas terminé, car les n'i et v' dépendent encore de [x.
Soient donc
n ; =r. m -f- \x /i^' ' -+- \i> ii^c '-+-...,
les développements de ii\ et de v' suivant les puissances de [j.; il faut remplacer n\ et v' par ces développements et développer cos(y' t -\- h) suivant les puissances de [x. On trouve ainsi, en développant d'abord suivant les puissances de v' — v,
cos( v' / + A ) = V -^ (v' — V j'" t'" eus ( V t^-h-^ ^ j .
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Ensuite (v' — v)'" peut se développer suivant les puissances de u, de telle sorte ([ue
les Hp étant des constantes dépendant des v^*^ et par conséquent des L". 11 en l'ésulte
cos(v'/ -t- A )= "V [x^ll^t'" cos(v/ -\- h~ ^ j et par conséquent
l L,= Vc -f- y [jl«+!îAH;î^"' cos Ut + li-\- ^V (-11)
\ X j. = ,î,^ -1- V [jia „'* / _^ V jj^a+p A' Hp <'« cos (
Il "^~
Zes deux développements (21) e^ (22) doivent être identiques.
Cherchons d'abord les termes séculaires purs. Ce sont ceux pour lesquels v = 0, /» >> o ; or v ne peut être nul que si
Al =: /i2 = . . . = A'rt = O,
puisque nous supposons qu'il n'y a pas entre les ni de relation linéaire à coefficients entiers.
Mais alors on a aussi
et le développement de cos(v'^ -f- //) se réduira à un seul terme qui sera constant et qui ne contiendra pas t en facteur.
Ainsi dans les développements (21) ou (22) des L,-, il n^y a pas de terme séculaire pur.
Dans les développements des X/, les termes en cos(v'7 + li') ne peuvent non plus en donner. Tous les termes séculaires purs jmiviennent du développement de n'^t^ ce sont les termes
[x^ nf^ t.
Donc dans les développements (21) ou (22) des A/, // n^y a pas d'autre terme séculaire pur que des termes en t.
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Comparons maintenant dans les développements (21) et (22) l'ensemble des termes
(23) V |jt«A«'«cos(viî-i- /î)
et
( 24 ) ^ [x^+P AHp /'« cos ( V t -^ h-\-
qui correspondent à une même valeur du coefficient v. Ces deux ensembles de termes doivent être identiques.
J'écrirai alors l'ensemble des termes (23) sous la forme
(23 bis) V B,nt'" cosv« + V <:,„^'« siiiv/,
ou
B,„ = 2 I^* A. cos A, C,„ = — 2 [A^AsinA,
ces dernières sommations étant étendues à tous ceux des termes (23) qui correspondent à des valeurs données du coefficient v et de l'entier jh.
De même j'écrirai l'ensemble des termes (24) sous la forme
(24 bis) V D,„«'«cosv/ + V E,nt"' sinv/,
ou
D„, = V [JL«+? AHp cos (h -f- -p )»
m TT
ces dernières sommations étant étendues à tous ceux des termes (24) qui correspondent à des valeurs données du coefficient v et de l'entier m.
Les deux développements devant être identiques, on aura
"in^^ tJ ,11 , \j ifi = lii //i •
Or les développements (24) ou (24 bls^ proviennent du développement des termes en cosv'i et sinv'f suivant les puissances de v' — V et par conséquent de ]x.
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Ces termes sont
Do cosv'/ -h Eq si»'''^ = Bo cosv' t -+- Gq sinv'f.
Ainsi Venseinble des termes périodiques ou séculaires mixtes du développement (21), qui contienncnten facteur cosv< ou sinv^, c'est-à-dire renseml)lc des termes (23), peut être sommé facilement; il a pour somme
Bq cosv' / -h Cq sinv7.
Nous voyons de plus que :
Si dans le développement auquel nous conduit U application directe de la méthode de Lagrange, c'est-à-dire dans le déve^ loppement (21), nous connaissons les termes périodiques et les termes séculaires purs, nous en pourrons déduire immédiatement les termes séculaires mixtes.
En effet, l'ensemble des termes périodiques s'écrit
N Bq cosv t H- 2, Co sin V /.
Nous n'avons pas d'autre terme séculaire pur que le terme n'-t dans le développement de )./.
Les termes séculaires mixtes proviennent du développement de
\ Bo cosv'/ "^ ^ ^0 sinv'f.
Or, connaissant les termes périodiques, nous connaissons Bq <^"l Gq ; connaissant les termes séculaires purs, nous connaissons les n\ et [)ar conséquent v'.
On arrive donc ainsi à démontrer certaines propriétés des développements (21), c'est-à-dire des développements obtenus par la méthode de Lagrange; ces propriétés sont beaucoup plus siuqdes que dans le cas général du j^roblème des trois corps. La raison dv. cette simplicité relative est aisée à trouver; elle tient avanl loiit à l'absence de variables analogues à ç et à Tj. de telle sorte qm- l'"o dépend efTectivement de n variables sur m.
Généralisation. — On aurait pu varier la méthode de
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diverses manières; d'abord, au lieu de faire a" = o, on aurait pu attribuer aux X" des valeurs quelconques, mais que Von aurait regardées comme données une fois pour toutes.
Le raisonnement se serait poursuivi sans changement; par exemple, quand on aurait fait ':^(V'i=o, on aurait trouvé ),/ = )." et Ton aurait encore eu d-z = d\v = d\ = o.
Si donc nous prenons les développements (12) et que, sans y faire À"^ o, nous y fassions
T = o, iVi= n'if -+- TO/,
nous satisferons encore aux équations (10). La solution ainsi trouvée contient 3n constantes arbitraires, les L", les \^ et les mi qui bien entendu ne peuvent pas être distinctes.
Dans les développements (12), les quantités A, //, A', h' dépendent des L" et des )v", mais il est clair que
AcosA, Asin/i, A'cos/t', A'sin/*', sont des fonctions périodiques des A^^. Nous aurons donc
Dans ces développements (23) analogues aux développements (16 bis) du Chapitre précédent, les k' sont des entiers, B, /<o, B' et h'^^ dépendent seulement des L^".
Il ny a aucune raison pour que ki=^ k].
D'après la façon dont les développements (25) ont été formés, ht et A/ se réduisent à L" et X" pour t^ »'/;= o. Ces développements ne sont donc autre chose que ceux que nous avons obtenus au n" 109.
On satisfera aux équations (10), soit en y faisant
soit en y faisant
T — . o, H'j= Hit -+- Wi.
Au lieu d'adopter comme constantes arbitraires les valeurs initiales L° et X" de nos variables, nous aurions pu prendre
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(raulres constantes arbitraires; nous aurions ainsi donné à nos développements une autre forme.
Il aurait suffi de remplacer dans les équations (20 ) les constantes anciennes L" et a" jiar des fondions de "2.11 constantes nouvelles
l; etx;.
Soit doni'
les <p/ et les 'hi étant des fonctions de ja, des Lj et des A,' que je puis choisir d'une façon tout à fait arbitraire. Je m'imposerai les conditions suivantes :
1° Les fonctions »/ et d,- devront être développables suivant les
puissances de [Ji;
2° Pour jj. =1 o, on devra avoir
3° Les L? et les différences A? — À,' devront être des fonctions périodiques des \\.
Dans les développements (20), substituons à la place des constantes anciennes L" et \\ leurs valeurs (26); nous obtiendrons ainsi de nouveaux développements que j'appelle les développements (2-).
Quelle en est la forme?
1° Pour [JL = o, ils se réduisent à
( 27 ) L,- = L/ , \i = IV, -i- A j .
2" Les différences L,— L,', A/— ir,— \! sont développables suivant les puissances de jj. et de t; elles sont des fonctions périodiques des (v/t et des X|,
En d'autres termes, les développements (2-) seront tout à fait de même forme que les développements (25); avec cette différence que les L^' et les ).' y joueront le même rôle que les L" et les A" dans les équations (25).
Seulement, pour t = iv = o, L, et À/ ne se réduiront pas à L^' etX).
On aura encore une solution des équations (10) en faisant dans
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les développements (2^) soit
-z = t -h c, iv, = n,- 1 -f- £/,
soit
T = o, H', =^ n'it -f- rrj/,
car les développements (2-) ne diffèrent pas en réalité df's développements (23), ils n'en diffèrent que par la substitution aux constantes L" et X" de leurs valeurs (2()).
Parmi tous ces développements (2-), il y en a un <pii mérite d'attirer notre attention, c'est celui qui est tel que /?^=«/, mais nous nous arrêterons surtout sur celui que l'on formerait par le procédé du n'' 113. Les L^' et les k\ représentent alors ce qu'au Chapitre précédent nous appelions les valeurs moyennes des X.i et des \i.
J'ai expliqué assez longuement ce procédé pour n'avoir pas à y revenir; il y aura cependant une divergence.
Nous n'avons rien ici d'analogue aux quantités p/, to/, p", w" du u" 112, puisque dans les équations (10) ne figure aucuue variable analogue aux \ et aux r|. De là une petite simplification.
On obtiendra ainsi des développements
h = »'i + Àj -H^ ;^='B'-'« eus (^ k^wi-^^ ki'k] -H /*„
où B, Ao5 1^'j /'() dépendent seulement des Lj.
Tous les résultats des Chapitres VI et Vil s'appliquent aux développements (28), on en déduira donc une solution des équations (10) soit en y faisant t ^ / + c, (\/^ /i/^ + s/, soit en y faisant t = o, <v'/= n'-t -\- ttt/.
Ce qui distingue le développement (28) des autres développements (2^), c'est que, ainsi que nous l'avons vu au n" 116, le coefficient ki de wi est toujours égal au coefficient de X^'. Il résulte de là que les constantes \\ et £/ (si l'on fait -:■=:?, svi=^ nit -\- £/) ne figureront jamais que par la combinaison c/-j- A^-. De même, si l'on fait T = o, tï/= n'-t ■+- nr^-, les constantes A^' et rrr/ ne figureront jamais que par la combinaison t7t/+ \^-.
Entre les constantes des développements (2.")), qui sont les L" et les a" et celles des développements (28 ), qui sont les Lj et les \\^
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il y a certaines relations, ce sont les relations (26). Comment les former? Je n'ai qu'à prendre les équations (a8) et à y remplacer L/, )>/ tv et -z par L°, X", o et o. Les équations que nous obtiendrons ainsi ne seront pas autre chose que les relations (iîo) du n" 113; supposons d'autre part que dans les équations (28) on fasse
on obtiendra certains développements qui satisferont aux équations (10); comment aurait-on pu y parvenir directement? 11 est aisé de s'en rendre compte. Supposons qu'on veuille intégrer les équations (10) par approximations successives, on prendra en |)remière approximation
11 reste à voir comment on peut calculer les valeurs de /i"'™" approximation, connaissant celles de {n — i)'^""". On prend d'abord
^"^> -dt=-dKr
Dans le second membre on substitue les valeurs de (/? — i )"'"'' approximation ; ce second membre prend la forme
^ \U"' cos(v^-l- /O,
et il reste à intégrer par rapport à t pour avoir les valeurs dv ^ièrae approximation des L/.
Nous avons vu au n" 99 que l'intégrale indéfinie
B«'" cos(v^ -\- h)dt
contient un terme en i'"cos(v/ + /i), un terme en ^'" ' sin(v^ + //), un terme en ^"'"-cos(v< + A), ..., un terme en t . (v^-|-/i)et
enfin un terme en (v/ -\- li).
cos ^ ^
11 faut ajouter à cette intégrale indéfinie une constante arbitraire. Nous avons jusqu'ici choisi cette constante de telle façon f|ue oL, s'annule pour t = o, c'est-à-dire que nous avons pris
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C'est ainsi que nous avons obtenu les développements (12) et (20).
Pour obtenir les développements (28) nous n'opérerons pas de même, nous prendrons la constante arbitraire égale à zéro.
Pour avoir ensuite les valeurs de /î"'""^ approximation de X/, on se servira de l'équation
^ ' dt dL,
Dans le second membre on doit remplacer les A^ [)ar leurs valeurs de (n — lymc approximation que l'on vient de trouver. L'équation (3o) est de même forme que l'équation (29) et se traiterait de la même manière.
Les développements que l'on obtiendra de la sorte sont bien les développements (2<S), car l'analyse qui précède est, dans le fond, identique à celle du n" 114.
134. Cas particulier du problème restreint. — Ce que nous avons dit jusqu'ici s'applique au cas général des équations (10), ce que nous allons dire maintenant s'a|)|)li(pie seulement au problème restreint que nous avions d'abord en vue.
Nous avons vu au n" 126 que l'on passe des équations (9) du problème restreint aux équations (10) en faisant
Tous les résultats déjà trouvés s'appliquent donc au problème restreint, mais il j a quelque chose de plus. La fonction F est développable suivant les puissances de
v/api costoj = v/-2L2 C0SX2, v^2pi sinw'j = ^'j.Li 5111X2,
quantités que nous appellerons pour abréger ç et r,. Les coefficients du développement dépendront d'ailleurs de L, et de À, . L'expression
^ dq — p'i dio'i = ç dr^ — ]^o cD^^,
étant une différentielle exacte, nos équations (10) resteront canoniques quand on prendra pour variables L,, )>,, ^, v] et s'écriront
dhl
dF
dF
d\ dF
dq dF
dt ~
dX, '
dt
~ dLi '
dt ~ dxi '
dt ~ d\
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Les seconds memljres des équations (3i) sont développables suivant les puissances des ^ et des rj; voilà ce qu'il y a de nouveau. Si nous posons comme dans le Chapitre précédent
dx dwi ' dw»
et que nous cherchions les développements de nos inconnues L,, Â|, i, Y) en fonctions de t et des «r sous la forme (2;")), (2-) ou (28), nous verrons que ces développements satisfont aux équations
,„ , ,, d¥ dF ^, dV ^ d¥
si nous rappelons que Fo =: F|, est égal à
nous voyons que nos équations s'écrivent
rfF, ^.^ m; JF,
^^- = -!^^' •'^^'=Lî--"^+:^rfL
11 reste à faire le choix des constantes d'intégration; je ne choisirai pas les valeurs initiales des inconnues, comme dans les développements (2.5), ni leurs valeurs moyennes comme dans les développements (28); je prendrai :
1° La valeur moyenne de L) (pour t ^ o, bien entendu) que j'appellerai L|;
a** La valeur moyenne de A( que je supposerai nulle; .)" La valeur moyenne de
^ cos«^2-t- 'l sin(t'2)
(jue j'appellerai E, à cause de son analogie avec l'excentricité; 4** La valeur moyenne de
^ sin (ï'o — r, cos H'2 que je supposerai nulle.
Je vais alors inonlrer que nos inconnues seront dé<ieloppables
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suivant les puissances de
Ecosn^25 Esin(V2.
On a en première approximation
Li=L{, Xi =(»',, ^ = Ecos(V2, T, = E sin (^"2 ;
et la condition est donc remplie en première a|)proximalion.
Je dis que si elle est remplie en [n — i^fnic approximation, elle le sera en /i'*""^. Considérons d'abord la première équation (33), le second membre est de la forme
Les B sont à un facteur numérique près des dérivées de F où il faut substituer aux inconnues leurs valeurs de première approximation; ils sont donc développables suivant les puissances de EcosjVo et EsiiKiPo- Les d\\.' sont des monômes entiers par rapport à oL,, oÀ|, 0^, 07J auxquels il faut substituer leurs valeurs de (/? — lyenie approximation. Ces valeurs par hypothèse sont développables suivant les puissances de Ecos(V2 et Esintv'^. Notre second membre est donc développable de la même façon.
Notre équation est donc de la forme (i3) du Chapitre VI; nous avons vu, aux n'" 109 et 114, comment peut s'intégrer une équation de cette forme; nous avons indiqué deux manières de le faire, soit en prenant
_ _ sin(Ai (('i H- /i2U'2-f- Il ) — sin/* Lio — " i 1 '
Al «1-4- A"2«2
soit en prenant
sin(Ai IV I H- /i2«v2H- h)
{cf. n" 114). Ici il faut employer le second procédé et ajouter ensuite la constante L], puisque nous voulons que la valeur nK)yenne de L, se réduise à L]. On voit aisément qu'en opérant de cette façon L| reste développable suivant les puissances de EcostVo et E sintT'o. H pourrait n'en être pas de même si l'on avait opéré de la première manière, car il pourrait s'introduire des termes en E, E^, E^, ....
Passons à la deuxième équation (33); il faut dans le second
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memliie substituer à la place de L, sa valeur de /i"'""^ approximation et à la place des autres inconnues leurs valeurs de (// — jy'^mc approximation. Cette équation prend alors la même fonm^ cjuc la précédente et se traiterait de la même façon.
Prenons enfin les deux dernières équations (33); dans les seconds membres, substituons aux inconnues leurs \aleurs de (/?. — jypinc approximation; t)n verrait comme plus haut que ces seconds membres sont dé\elo[)pables suivant les puissances de l'^cos(Vo et Esin(v\,, de sorte que nos équations |)rennent la forme
l A^ -{- /JjYi = ^ ;jL-^i:'/A T'" cos(A-i tl'i 4- kilV.2-^ A),
/ \q — n-y- = ^ ;jl'^E'/A't'« cos(Ai u'i ~ /^î^^■.,^ h' ),
où V, A', //, h' dépendent seulement de Lj et où q est un entier de même parité que /io et au moins égal à | A"2|.
Gomment peut-on intégrer ces équations? Nous commencerons par mettre à part, dans les seconds membres, les termes où A, = o, /,;,=zbi, et conservant seulement Tensemble des autres, nous écrirons les équations (34) sous la forme suivante
l A; -f- «o'i ="^67/' cn^o -{-'^ C -./' sino -i- ^ 6 -'" cosç -i- ^ c -'" siatp, / Ar, — «2; = ^ B't/' coso -H ^ G'T/'sinç; -f- ^ 6'-'« coso -f- ^ c'-:'" sino.
Ici jai écrit o pour /. , ir, -i- /l^.^ .> ; j'ai désigné par /y la |)lus grande des valeurs de l'exposant m. Les coefficients B et G sont
les sommes ^ ul^'AcosA. \ jj-'-'A sinA, étendues aux termes en
(•oses ou sincs où l'exposant de t est égal à/?; les coefficients b et c sont les sommes analogues étendues aux termes où l'exposant de t est égal à m <Cp. De même pour B', G', b' c'. Je poserai alors
DU
B'/,,_Cv V^Bv-f-C'/r,
c = y ~ ;— T/'COS'J-f- > ; 5— T/'SMIS.
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OÙ
]Nos équations (35) deviennent alors
Ar + «2V=- ^ -^2^"'"^^^T-^2
c T'" Slll'f ,
Ces équations (36) sont de même forme que les équations (35), seulement l'exposant maximum de t n'est plus que p — i au lieu de p ; de sorte qu'en continuant de proche en proche le même ])rocédé on finira par intégrer complètement les équations (35).
J'observe alors que, si les seconds membres de (35) sont développables suivant les puissances de Ecostro, et EsiniVo, il en esl de même de i', de ■/]' et par conséquent des seconds membres des équations (36).
J'aurais donc démontré que ç et r^ sont développables suivant la même forme, si les formules précédentes ne se trouvaient en défaut dans le cas où v^ = ni, c'est-à-dire où A, = o, k. = ± i . C'est pour cette raison que j'ai mis à part les termes où A", = o, Ao^^i, d'où es = ih (V .. ; et il me reste à en étudier l'influence.
Reprenons donc les équations (35) en faisant cp = (\"o dans les seconds membres ; nous pourrions aussi supprimer dans ces seconds
membres les signes ^ puisque nous n'avons plus (|u une seule
sorte de termes, les termes en «Vo.
Posons cette fois
ou
-p S1UH'.2 — — ; "'' cosn'2,
■ip -+- '2
B'-hC
zP cosivj-}-^ — ; zP sin H'o,
2p -\- 2 ' ip -\- 1
ip -v-i
lin
■ip
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nos équations deviennent alors
l A;"-t- /i2r/" = j- H-^ 6 T'" cosira-H^ c -:'" sinn'2,
et l'on voit que dans les seconds membres l'exposant de t ne peut dépasser/? — i; on arrivera ainsi de proche en proche à l'intégration complète de l'équation. On remarquera qu'en opérant de la sorte, si les seconds membres des équations (35) sontdévcloppables suivant les puissances de EcostVo, Esin<v\., il on est de même de Ç', ç", Tj', r" et par conséquent des seconds membres des équations (38), et l'on en déduira qu'il en est de même des valeurs de ç et de 7) que l'on obtient par ce procédé.
On est finalement ramené au cas de/? = o; cas où l'on a simplement
Si, dans les formules (3-), on suppose p = o, on obtiendra les coefficients de cos(V2 et de sina'a dans ^* et dans '/\*, en désignant par ^* et y)* les expressions de ^ et de ?! obtenues par le procédé que nous venons d'exposer; on voit ainsi que les valeurs moyennes de ^*cos(V2-l- v)*sin(V2 et de ^*sin(V'2 — i]* cosWi sont nulles. Ce que nous voulons c'est que ces valeurs moyennes se réduisent à E et à o, il conviendra donc d'ajouter respectivement à ^* et à y]* un terme Ecos(r2 et un terme EsiniT'2. Elles ne cesseront pas en effet pour cela de satisfaire aux équations (35). Elles ne cesseront pas d'être développables suivant les puissances de Ecos<t-2 et Esin(ï"2.
Si au contraire nous avions pris comme données de la question les valeurs initiales ^q et. v)o de ^el/]; il aurait fallu ajouter à ç* et à r* un terme G cos(V2 + H sin(\'2 et un terme G sintV2 — H costT'.j ; où Ço — G et 7io + H seraient ce que deviennent les ^* et r* ([uand on y fait -:^u', = (V"2=o. Dans ces conditions G cos<ï'2H-H ^iï^^^'^? GsiniVo — Hcos(r2 ne seraient pas développables suivant les puissances de Ecos(r2, Esin(V'2 et il en serait de même de
^ = ^* -{- G eus «Po-i- H sin (r2, ■/j = r, * H- G siii (ïo — H cosivj.
13o. On aurait pu présenter l'analyse précédente sous une autre P. - I. i3
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forme. Posons
notre fonction F sera développable suivant les puissances de X et de Y, et nos équations deviendront
car
' ai aX
Xd\ -h-ii^dri
€st difTérentielle exacte.
Les deux dernières équations (Sg) peuvent s'écrire
/VF
<^9^"^ ^ ,. . . . 'rfF.
A(\e««'0 = — 2t;jLe'»'^-7^.
11 s'agit de démontrer que L,, A,, X, Y sont développables suivant les puissances de Ecosn'o, et EsintVo ou, ce qui revient au même, suivant celles de
Ee'"'--, Ee-'»'j.
Gela est vrai en première approximation; je suppose que cela le soit en (n — i^i''"'' approximation et je me propose d'établir que cela est encore vrai en /i'^™" approximation.
Pour cela je substitue, à la place des inconnues dans les seconds membres des équations (og) et (3() bis), leurs valeurs de (n — i^emc approximation. Alors les seconds membres des équations (Bq) sont développables suivant les puissances de Ee-'^'s. Ceux des équations (89 bis) sont égaux à un pareil développement multiplié par e^'"'^ ou par e'^'s.
Je dis que cette propriété ne se perd pas par l'intégration. Soit en effet l'équation
où ç est une fonction connue de t, de E et des ce; je suppose que çqîsw^ soit développable suivant les puissances de t et de Ee— '*^i,
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que de plus celte fonction étant périodique en n-, soil en outre développahic suixant les cosinus et les sinus i\c^ mtdliples de iv, ou SI l'on aime mieux suivant les puissances de e-"''.. En d'au ires termes je suppose que v soit développalde sous la forme
(40 p = N A E'f -'» gi (/. 1 »•,+/.■, w,)^
où A est indépendant de K, 7, a,, a,; où q, m, /.-, ,-i /., sont des entiers satisfaisant à la condition
(42) q = k._-^s (mo(l2) q-^\k.^s).
C'est bien là la forme des seconds membres des équations (3;,) et (39 bis), l'entier s étant égal à zéro pour les équations (3(j), à + , et à - . pour les équations (39 bis). De plus ces seconds membres dépendent encore de ;x et de Lj, et sont développables suivant les puissances de y., mais nous n'avons pas à nous en inquiéter.
Je dis que l'équation ( fo) nous donnera aussi pour l'inconnue u un développement de la forme (4i) avec la même valeur de l'entier ,y, pourvu que nous conduisions V intégration de telle sorte que la valeur moyenne de u soit nulle, ou soit égale ci un développement de la forme (41) (c'est-à-dire, puisque cette valeur moyenne est indépendante de 1 et des (r, soit développable suivant les puissances de E, les exposants étant tous de même parité que s et au moins égaux à s).
Si nous nous reportons en effet aux n"^ 98 et 114, nous verrons que chaque terme du développement (4i) de v nous donnera m-^i tenues dans l'expression de u et que ces m^i termes seront de la forme
où B est une constante, et où les entiers q, /.-,, le, ont mêmes valeurs que dans le terme du développement de v d*où l'on est parti et satisfont par conséquent aux conditions (42): où rnlin on donne à/? les valeurs o, i, 2, ..., /„, si /.-, et/.-, ne sont pas nuls et la valeur m -^ x si /. , et /r, sont nuls.
Ainsi u est bien de la forme (4i).
Alors en envisageant d'abord la première équation (^39), nous voyons que L, est développable suivant les puissances de Ee^'"-
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il en est donc de même de AX, en vertu de la deuxième équation (39) et par conséquent de A,.
La première équation (89 bis) nous apprend que Xe-'"'^ est développable sous la forme (4i), l'entier s étant égal à i; et par conséquent que X est développable suivant les puissances de Ee-"^'^ et la seconde équation (89 bis) montre qu'il en est de même de Y.
Le théorème énoncé est donc établi.
136. Il résulte des deux numéros précédents que, dans le cas du problème restreint, les développements (2;) de nos inconnues peuvent se mettre sous une forme particulière.
En raisonnant comme au n" 69 on verrait que l'on a
Li— L{, Xi— '^'1, ^ — E COSMOS, r, — E sln U'a = V [jl^ Ax"' El cos(/ù u', -+- k-, (f. + /* ),
où le premier membre est l'une ou l'autre des quatre quantités
(43) Li— L'i, >M — iv'i, ^ — EcosuA^, 71 — Esinir.,
et OÙ le second membre, qui s'annule pour [j. = o, est développable suivant les puissances de p., E et -: et suivant les cosinus et sinus des multiples des iv, de telle façon que A et h dépendent seulement de L] et que l'entier q satisfasse aux conditions
(44) q = f^2 (moda), ^^K^-il-
En raisonnant comme aux n''^ 71, 86, 111, on verrait que ces développements ne doivent pas changer de signe quand on change T et Wi en t et — «7. Il en résulte que h doit être égal à o ou
à -. Il est égal à o si m est pair, et à — - si m est impair dans
les développements de
Li— E}, ^ — E cosiï'2.
Il est é^al à o si m est Impair, et à ^ si m est pair dans les
développements de
>^i— "')j Y] — E sin (ipj.
On satisfera aux équations du mouvement en faisant dans les
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tléveloppemenls (43)
-r = o, H', = n'il.
On pourrait déduire de tout cela (jue les ([uantilés que nous avons appelées W,- et n'^ au n" 129 sont dévcloppal)les non seulement suivant les puissances de tji, mais suivant celles de EcostTo, Esinfï'j, et comme ces quantités sontdes constantes indépendantes de (T'o, qu'elles sont développables suivant les puissances de y. et de E-.
137. Solution périodique. — Je suppose que, dans les équations (43), je fasse
•: = o, w'i = n\ t -\- TxSi,
j'aurai une solution des équations du mouvement (où ne figureront pas de termes séculaires) et qui dépendra de quatre constantes arbitraires
L}, E, T3i, Wo.
Donnons à la constante arbitraire E la valeur zéro; tous les termes du développement (43) disparaîtront sauf ceux pour lesquels on a ^ = o et par conséquent Ao = o. Ces termes ne dépendront pas de n'o.
Donc, pour cette solution particulière, les inconnues L(, ^, r,, X4 — (T'( sont fonctions de «'i seulement; de plus, ce sont des fonctions périodiques de a\ et par conséquent du temps.
Les distances mutuelles des trois corps sont donc des fonctions périodiques du temps. C'est là une solution périodique dont l'importance est très grande.
C'est celle que nous avons étudiée en détail au Chapitre lil tlu Tome 1 des Méthodes nouvelles de la Mécanique céleste sous le nom de solution périodique de la première sorte. _
On voit que la solution périodique ainsi définie dépend de deux constantes arbitraires; nous a\ons faitenefl'et E = o, de telle sorte que nos inconnues ne dépendent plus de w-i-, ni par conséquent de cTo. 11 reste donc deux constantes
Lj, Toi.
Les inconnues L, et ^ sont développables suivant les cosinus
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des multiples de (V|, et les inconnues to, et y] suivant les sinus des multiples de n'i . Il en résulte que quand (v, est un multiple de 2Tr, il j a conjonction symétricjue, c'est-à-dire que les trois corps sont en ligne droite (la petite planète étant entre le Soleil et Jupiter) et que leurs vitesses sont perpendiculaires à la droite qui les joint. Au contraire, quand W\ est égal à un multiple impair de tt, il j a opposition symétricjue, c'est-à-dire que les trois corps sont en ligne droite (le Soleil étant entre la petite planète et Jupiter) et que leurs vitesses sont perpendiculaires à la droite qui les joint.
Ainsi les conjonctions et les oppositions symétriques se succèdent périodiquement.
Si nous prenons, pour origine du temps, l'instant d'une conjonction symétrique, nous aurons ro, = o, et il nous restera une seule constante Lj ; comme le moyen mouvement dépend de cette constante, nous voyons que le moyen mouveuient peut prendre toutes les valeurs possibles et qu'à chaque valeur du moyen mou- A ement correspond une trajectoire périodique de cette sorte.
Dans la pratique, E n'est pas nul, mais très petit, de sorte que la petite planète s'écartera peu de cette trajectoire périodique.
138. Remarque. — Reprenons nos développements (2.")); nous avons vu au n" 13!2 que, pour obtenir les développements (21), il fallait ou bien y faire 'z=t, {Vi= nit, ou bien y faire t = o, iVi^ n'-t et développer ensuite suivant les puissances de p., c'està-dire suivant les puissances de n'- — /?,-.
Cela revient à dire que si l'on prend les développements (20); si on y fait 7 = 0, qu'on remplace (X"/ par iVi-\-(^n'- — ni)x et que l'on développe ensuite suivant les puissances de t, on retrouvera les développements (26) d'où l'on est parti.
Nous avons ^ u que l'on satisfait aux équations du mouvement en faisant dans les développements (20)
T = o, n'/= n'it -f- Wi.
Il résulte de la remarque que nous venons de faire que l'on y satisfera encore en faisant
-^ = /( 0, <^V == «'/ f -^ mi + {ni— n'i)f{t),
f{t) étant une fonction quelconque du temps.
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Si, en particulier, nous faisons y(^) = i -h c, nous voyons que l'on satisfait aux équations du mouvement en faisant
T = ^ -t- c, «r,= iiit -t- ro/ + (/«/— /t',)c.
Nous voyons ainsi que la constante que nous avons appelée e,
n'est autre chose que
7TT/-f-(n/ — n'i)c.
Au lieu des développements (20) envisageons les dé\cl()[)pements (28) où figurent les constantes Lj et A^' qui sont les valeurs moyennes des inconnues. Ce (|iii caractérise ces développements c'est que ivi et V- n'y figurent que par la combinaison (tv+\'; nous aurons donc
Li ou hi = /( Vi , iVi 4- A ' , ' ) •
D'après la remarque que nous venons de faire, on retrouve les mêmes développements en remplaçant -r par zéro et iv/ par <ï'/ + ('î,' — ni)^] nous aurons donc
Li ou X/ = / [ 1^/ , «•/ -+- A,' +(«'.•—«/)"] ■' si l'on remplace t par zéro et <r/ par n]t + nr/, on a
L,: ou '/u-^/i I-l , «/ ^ H- ^; ■+ >>;' ), si l'on remplace t par < + c et t\\ j)ar mt -+■ î/, on a
L,= X/ = /[Lh n',^ ^ X,' -V- s/ + («;- n,)c].
Chacune de ces formules ne contient, comme il convient, que 2/r constantes arbitraires réellement distinctes, à savoir L^- et TC/+ a; pour la première ; L,! et ).; + ti-\-{n- — ni)c pour la seconde.
139. Revenons au cas général du problème des Irois corps. Au n** 104 nous avons montré que le terme général du développement des inconnues est de la forme
[jia Â DU 0 /'« cos ( V / -+- 70 ,
et nous avons classé les termes d'après leur rang, c'est-à-dire d'après la valeur du nombre a — lu .
Au n" 106 nous avons démontré trois théorèmes au sujet du rang :
i" Il n'y a pas de terme de rang négatif; 2.^ Il n'y a pas de terme séculaire mixte de rang nul ; 3° Il n'y a pas de terme de rang nul dans le développement de oL/.
Le problème dont nous allons nous occuper maintenant est la recherche des perturbations séculaires des planètes, c'est-à-dire la recherche des termes de rang nul.
L'importance de ce problème ne peut échapper à personne, puisque c'est de ces termes de rang nul que dépendra la configuration du système solaire dans un avenir éloigné.
Pour calculer ces termes de rang nul je vais reprendre les équations (9) du n" 106 que je récris
Nous savons que dans les oLj il n'y a pas de terme de rang nul ;
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occupons-nous donc d'abord de rccliercher les termes de ran^ nul de oEj et de orjt.
Pour cela prenons la deuxième et la troisième équation (i), et dans les deux membres de ces deux équations ne conservons que les termes de ran^;- nul (en eilet, les deux membres devant être identiques, les termes de rang nul du premier mcndjre sont égaux aux termes de rang nul du second membre).
Les dérivées de F, sont de la forme
BOW
où B est à un facteur constant près une des dérivées d'ordre quelconque de Fi où l'on a substitué, à la place des inconnues L/, A,-, c/, /jt, leurs valeurs de première approximation L", /«/«-|-à", ç)-, r,^^. Quant à DXi', c'est un monôme entier par rapport aux oL/, o)./,
Nous avons vu au n'^ 106 que les termes de rang nul de o;, et
de o'/\i ne peuvent provenir que des ternies de rang nul de — -5 —
dFi . ...
et —j^ dont le rang s'est élevé d'une unité par la multiplication par 'j.
et s'est abaissé ensuite d'une unité par l'intégration.
01 • I 1 dF, f/Fi . 1 1
n obtiendra un terme de — —r— ou —77- en prenant dans le
dr,c d\i A
développement (2) un terme BOIL'; ce terme est le produit de plusieurs facteurs qui sont d'abord B et ensuite les divers facteurs oL, ... de OIl'. Il faudra prendre un terme dans chacun de ces facteurs et en faire le produit; on obtiendra ainsi différents termes du développement de BDIL'.
Nous prenons un terme dans chacun des facteurs; aucun de ces termes ne peut être de rang négatif; le rang du produit ne pourra donc être nul que si tous ces termes sont de rang nul. Tous les termes de rang nul des oL, oq, ot], o)v sont séculaires purs. Tous les termes de rang nul du développement de Ole' sont donc séculaires purs, puisqu'ils sont le produit de plusieurs termes séculaires purs.
Chaque terme du développement de OÏL' doit être multiplié par un terme du développement de B pour donner un terme du développement de BOIL'. Un terme du développement de BOIL' ne peut donner un terme de rang nul dans ô; ou }jr\ que s'il est lui-
même de rang nul et séculaire pur. Il doit donc être le produit d un terme de DTJ qui doit être de rang nul et par consécpient séculaire pur, par un terme de B qui doit être lui-même séculaire pur si l'on veut que le pi^oduit soit séculaire pur. Bien entendu les termes de B que j'appelle séculaires purs sont constants et ne contiennent aucun facteur t'" . Je les appelle ainsi simplement parce qu'ils ne contiennent pas de facteur trigonométrique.
Nous sommes donc amenés à rechercher les termes séculaires purs de B. Soit
Fi = N A cos ( /.-] Xi -+- k-2 ^2 -+- ^< j)
où A et // dépendent des L, des q et des t;.
Pour obtenir B, il faut prendre une des dérivées d'ordre quelconque, de F,, multiplier par un facteur numérique et remplacer )>/ par Uit + X" et les autres variables par des constantes.
Considérons un terme cjuelconque de F,. Si A', etÂo ne sont pas nuls à la fois, dans toutes les dérivées de Fj le terme correspondant contiendra en facteur le cosinus ou le sinus de A,)., + A^oÀ^H- /^ 5 quand on y aura substitué nit-\-\^- à la place de X,, il contiendra en facteur le cosinus ou le sinus de v / ^ A) )."+ Ao ).!!+/<, et comme V ne sera pas nul, il ne sera pas séculaire pur.
Pour avoir les termes séculaires purs de B, il suffit de réduire F, à ses termes indépendants de ).) et Ào- L'ensemble de ces termes sera désigné par B; c'est ce que l'on appelle la partie séculaire de la fonction perLurhatrice.
Soit alors Bq l'ensemble des termes séculaires purs de B. Nous voyons que Bo sera formé avec les dérivées de R comme B avec celles de F,.
Soit d\<.'^ ce que devient -')ll' lorsqu'on y remplace oL, o;, oy^, oa par leurs termes séculaires purs de rang zéro. L'ensemble des termes de rang- zéro de
sera alors
Gomment avions-nous formé ^BOft'? Nous avions pris l'une
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des deux expressions
nous y avions remplacé
par
el nous avions développé suivant les puissances d(;
Ol>/, OA/, 0;,-, or,,-.
Soient alors
DL„ DX„ I>ï/, Dtj,
l'ensemble des termes de rang zéro de
oL/, OA/, 0;,-, orj/.
D'après ce que nous venons de voir, ^BoOFl^ est formé avec
R, DL/, DÀ/, D;/, Dr,/ comme \ BDlt' avec F,, oL^, o)./, o;/. or,/.
On obtiendra donc ^BoOlL^ en prenant l'une des deux expressions
dli clR
en y remplaçant
'•'/• 'w') Ç/) r,/ par
L»-i-DL/, À?+«,./-f.DÀ/, ^?--D£/, r,?-^Dr,/,
el développant suivant les puissances de
DL/, DX/, Dï/, Dr,/.
Prenons la deuxième équation (i)
Nous avons d'où
Si nous égalons dans les deux membres les termes de rang nul. il
vient
oïl; dt.
Donc
Si nous réduisons ^/ à ses termes de rang nul, c'est-à-dire à
ç" + Dii, on aura
d^i dDl
dt dt '
et, par conséquent,
d';,- dR dt ~ ^"-drii'
et de même
drii dR dt ~ ^"^ d'zi
Dans les deux membres des équations (3) et (4), il faut remplacer
L/, A/,, Çj et 7],-, par
Mais DL/ est nul, puisque L^ ne contient j^as de terme de rang nul. De plus R ne dépend pas des X,-, et il en est de même par
conséquent de ;7j-etde-i— ; donc les \i ne figurent pas dans les dçi d't]i
équations (3) et (4).
11 suffira donc de remplacer
par
Ainsi les équations (3) et (4), où l'on doit regarder les L, comme des constantes, forment un système d'équations canoniques qui définissent les termes de rang nul des ^ et des '/\ et par conséquent les pertui'bations séculaires des excentricités et des inclinaisons.
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liO. L'analjse précédcnlc peut se présenter sous une forme un peu différente, quoirpie au fond équivalente.
Considérons le terme général du développement (i i) du n" 108;
il s'écrira
[JL* A ■:'" cos ( /,-i w i -+- k-i w^ -^ h);
comme il ne peut être de rang négatif, on a nK^'j.. Si donc je pose [jL-^ = t', notre terme s'écrira
de sorte que nos développements procéderont suivant les puissances positives de y. et de t', et suivant les cosinus et les sinus des multiples des w.
Ces développements satisferont aux équations du mouvement et en particulier à l'équation
d^ __ d¥^ dt ~ ^^ dr.y
quand on y fera
t' = [Jt.(f -4- c), tv/= r,^; -h £/.
Mais on a alors
Notre équation devient ainsi
dr^i
Les deux membres de cette équation sont dévelop[)ables suivant les puissances de [j., de t', et les cosinus des multiples des tr.
Nous obtiendrons les termes de rans: nul de c/ ou ceux de -j— '
en y faisant -jl = o (je suppose, bien entendu, que, quand je fais [jl:= o, t' demeure fini). Dans ces conditions, ç/ réduit à ses termes de rang nul ne dépendra plus des (V, puisque tous les termes de rang nul sont séculaires purs, de sorte que
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Faisons de même [j. = o dans -^•, cela revient à remplacer dans
cette dérivée les inconnues L,, ;/, r,/, X/ par l'ensemble de leurs termes de rang zéro, c'est-à-dire par L", ç" + D;,-, y,'' -f- Dy;,, a)- + iï'j-f- D)v/. Soit donc
sin
un terme quelconque de ^ -^' o""' ^ dépend des ç, des ■r\ et des L. Si, dans ce terme, je remplace
^-'/> ?/> ''î/j 'v par
il deviendra
cos Ao . (/.i ii'i -1- /.-.i u'., -i- A), sin
où Ao est ce que devient A après cette substitution, tandis que h = /m \\ ^- k{K\ + Al DXi 4- A-2 DXj.
Les termes de rang zéro sont séculaires purs et par conséquent indépendants des (v ; il en résulte que Ao et h sont indépendants des w. Donc notre terme a pour argument /.-, (p, + /lotVo-
Or nous ne devons conserver que les termes séculaires purs, c'est-à-dire indépendants des (x-. Ce sont ceux où /:, = Ao=o,
c'est-à-dire cfeux qui proviennent d'un terme de — y-^ indépendant de \\ et de \x.
Or l'ensemble des ternies de 1-^ indépendants de A, et de Xo,
(tq, ^
, . , dK
c est précisément — -j— •
Si donc nous égalons, dans les deux membres de l'équalion (,■)),
les termes séculaires j)urs de rang ini je dis un et non zéro, parce
<[u'nn terme de rang zéro de — -^ me donne un terme de rang un <lu second membre de (5) — [-'•7:^ ' J*' li'<"i^<^'
db d\\
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OÙ il faut remplacer L/, ;<, r,/ par L", q^' + D;^, Y,"-hDri/, c'cslà-dire réduire L,, ç/, yj^- à leurs lerines de rang nul. Je Irouve de même
{6 bis) ^-1^,,^^^_
dru _ d"^ Comme d'ailleurs, quand ç etY^ sont réduits à leurs termes de rang
nul, on a
dt -■^''
je puis écrire
d\i _ dt
dm dt ~
Les équations canoniques {'-^) nous donneront donc les termes de rang nul des cj et des m.
141. Comment pourrait-on se servir de la dernière équation (i)
pour calculer les termes de rang zéro de oX/; ces termes sont ce que nous avons appelé DÀ,.
Nous avons vu au n" 106 que l'intégrale
ne peut nous donner que des termes de rang un, au moins. Quant à la première intégrale
_ dt.
dA/c
les termes de rang ^e>o c[u'elle pourrait nous donner ne pourraient provenir que des ternies de rang un séculaires purs de
dhi, = — IX I ^ dt.
dkk
Or Poisson a démontré que ces termes n'existent pas.
Ainsi nous n'avons à considérer que la troisième intégrale ; mais
nous ne pourrons V établir qu'après avoir démontré plus loin le théorème de Poisson.
Quant à la troisième intégrale, on verrait comme au numéro précédent que les termes de rang zéro qu'elle peut donner sont compris dans la formule
de sorte qu'il reste
Dans le second membre -jr- dépend des L^-, des \i et des 7|/, mais
ne dépend pas des \i\ il faut bien entendu y remplacer L/, H/, r^i par L^?, \i-\- Dç/, -/i,+ D/i/.
Donc, quand on aura déterminé à l'aide des équations (^) les termes de rang zéro des \ et des '.ri, c'est-à-dire les perturbations séculaires des excentricités et des inclinaisons, il suffira d'une simple quadrature pour déterminer les termes de rang zéro des )^, c'est-à-dire les perturbations séculaires des longitudes moyennes.
142. Forme de R. — Connaissant par le Chapitre IV la forme de Fi, nous pouvons en déduire R, puisqu'on obtient R en supprimant dans Fi les termes qui dépendent des À.
Nous avons vu aux n° 83 et 80 que l'on a
(.F, = 2 Apî-PÎ^Pt Pf cos (2 A7>.+ 2 ^''^'j'
A dépendant seulement des L^-. Nous avons vu que les entiers i q et p satisfont aux conditions
•i.qi = Pi (moda), •i-qil\Pi\-
Nous avons vu au n" 87 que
et enfin au n" 88 que jOo-f-/?/, est toujours pair.
Voyons quelles sont les conséquences de tous ces faits. Nous
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voyons que F, est iléveloppable suivant les puissances de .
Çi= \/'>?i coso),-, 'fii= V^2Pi sinoj,.
Il en est donc de même de R et le degré d'un terme quelconque par rapport aux ; et aux Yj est précisément
Dans R tous les k sont nuls; et Ton a
et par conséquent
et comme iq est de même parité que/»
i^^q^o (mod2j.
Ainsi le développement de R suivant les puissances des ^ et des Y) ne contient que des termes de degré pair.
V cause de la condition > /> = o, nous voyons que R ne changera pas quand on changera \i et r,/ en
^j cosE — T,/ sinE, ç; sins -I- r,, cose.
On a
Pi-^ Pit^^ o (mod'2).
C'est-à-dire que la somme des entiers p relative à toutes les variables obliques (c est-à-dire aux variables qui déterminent les inclinaisons) est paire.
Et comme on a
on aura aussi
/>, -1-/3:3=0 (moda),
c'est-à-dire que la somme des entiers p relative à toutes les variables excentriques (c'est-à-dire aux variables qui déterminent les excentricités) est paire.
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Comme iq est de même parité que /?, on en conclut que 2r/2+ iq^ et 27, + 2^3 sont également pairs.
Ainsi le développement de R suivant les puissances des ^ et des 71 ne contient que des ternies qui sont de degré pair, tant par rapport aux variables obliques que par rapport aux variables excentriques.
Toutes ces propriétés s'étendent immédiatement au cas où il y a plus de trois corps.
143. Dans une première approximation, nous pouvons négliger les quatrièmes puissances des excentricités et des inclinaisons. C'est ce qu'a fait Lagrange. Les équations (7) prennent alors une forme particulièrement simple.
Soit en effet
le développement de R où nous désignerons par R^ l'ensemble des termes de degré p par rapport aux ^ et aux y\. Si nous négligeons les quatrièmes puissances des ç et des rj, il restera
et comme Ro ne dépend pas des ç et des T|, nos équations (7) deviendront
dh rfR., dr^i dK.
^7^"^ 777^-^^= -dr = ^^r
Gomme R2 est du second degré par rapport aux ç et aux ri les seconds membres seront linéaires par rapport aux ^ et aux y, ; et les coefficients de ces expressions linéaires ne dépendent que des constantes L".
Les équations (7 bis) sont donc des équations linéaires à coefficients constants.
Nous savons ensuite que tous les termes du développement de R sont de degré pair à la fois par rapport aux variables obliques et par rapport aux variables excentriques; dans R2 nous pourrons donc avoir des termes de degré deux par rapport aux unes et zéro
THÉORIE ÉLÉMENTAIRE DES PERTURBATIONS SÉCULAIRES. Ail
par rapport aux autres, ou inversement; mais nous ne pourrons pas avoir de termes de degré un par rapport aux unes et un par rapport aux autres.
On aura donc
R;. dépendant seulement des variables excentriques et R^ seulement des variables obliques. Le système (; bis) se décomposera donc en deux autres
(7 ter) ^^-u^ '^^' - ^ï^'
dt ^ d-n/ ~dr~^^'
i^quater) ^' = _ . ^ dr,^_ dW,
dt ^dri,' ^-'^1^-
Le premier où ne figurent que les variables excentriques déterminera les perturbations séculaires des excentricités ; le second où ne figurent que les variables obliques déterminera les perturbations séculaires des inclinaisons.
D'autre part, F, ne change pas quand on change les signes des ). et des co, c'est-à-dire les signes des ). et des vi (voir n" 86); donc R et R, ne changeront pas quand on changera les signes des y]. Donc R, ne contiendra que des termes de degré deux par rapport aux i et zéro par rapport aux r^, ou inversement, mais pas de terme de degré un par rapport aux i et un par rapport aux o ; il en sera de même de R., et de R;. On aura donc
où s; et s; ne dépendent que des i, tandis que T!, et T'.', ne dépendront que desri.
Nous avons vu ensuite que R ne change pas quand on change ^ et 7], en Hcos; — r, sine et i sine + ti cose. Il doit donc en être de même de R, et de R'^ ; mais dans ces conditions R^ devient
S;(^ cose - Ti sin£)4- T;(ï sine + T) cos£), ou
cosSeS^f^) — ■icosesins V ïl ^ ^cosHS'^(r] ) + sin2£T^(^)+2COS£sinc2^^ ^_ cos^e T^ (r. ).
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Pour que cette expression, quel que soit s, se réduise à il faut que l'on ait
dS', v^ . rTT^ di]
c'est-à-dire que S!, soit formé avec les ^ comme T'.^ avec les ri. De même pour S!, et T!,.
Nos équations deviennent alors
d^i dT'., dr^i dSi
('^) -dï'^-^d^' .-dl^^TI^'
pour les variables excentriques et
, ,. ^ d^^i dT% dr^i dS",
^''^*") ^=-!^^' -dï- = ^^'
pour les variables obliques.
Ii4. Intégrales diverses. — Les équations (lo) ou (lo bis) admettent un certain nombre d'intégrales importantes. D'abord le système (lo) ou (7 ter) admet l'intégrale des forces vives
(11) ^'-2 = const.
De même le système (10 bis) ou (7 c/uate/) admet l'intégrale des forces vives
(1 I bis) R2 = const.
Prenons maintenant les équations (10), multiplions la première par ^,-, la seconde par ru et ajoutons; il viendra
Mais, en vertu des équations (9), le second membre est nul; nous aurons donc
La sommation doit être étendue à toutes les variables excentriques.
En traitant de la même manière les équations (lo bis)^ on trouverait
{\i bis) ^(ç7 -f-Tj/ )= const.;
la sommation étant étendue cette fois à toutes les variables obliques.
Les intégrales (12) et (12 bis) ne sont pas autre chose que les intégrales des aires. Nous avons vu en effet au n" 90 que ces intégrales s'écrivent
— 'nal/ ï-i— ?i— — —'14/^-2— ?3— ^ = const.,
- ^2 i/li - ?i - ^' - ;; t/Lo - 03 - ^ = const.,
L — 2, ? = const
S'il y a plus de deux planètes, nous écrirons plus généralement
I — ^rj2t/L, — pi— ^ = const.,
d'^) / _2]^2i/Li- pi— Ç =const.,
f ^(L, — pi — P2) = const.;
le signe ^ signifiant que le terme explicitement exprimé
se rapporte à la première planète et qu'il faut y ajouter les termes analogues relatifs aux autres planètes.
La troisième équation (i3) peut s'écrire
= const..
la sommation s'étendant cette fois à toutes les variables ; et r, tant excentriques qu'obliques. Cette équation doit être identiquement vérifiée quand on y substitue, à la place des inconnujes L, ; et rj,
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leurs développements suivant les puissances de u., de t et suivant les cosinus et les sinus des multiples des (v ; ou bien encore, si ayant posé [at = -' comme au n" 1 iO, on substitue aux inconnues leurs développements suivant les puissances de ^, de i' et suivant le.s cosinus et les sinus des multiples des w.
Le premier membre se présente alors comme une fonction de [a, de i' et des w, et cette fonction doit se réduire identiquement à une constante; elle se réduira encore à une constante quand on j fera [ji. = o.
Or si l'on fait |ji. = o, t' restant fini, les inconnues L, ^, 7) sont réduites à leurs termes de rang zéro, ce qui veut dire que l'équation (i4) est encore vérifiée quand on réduit les inconnues à leurs termes de rang zéro.
Or dans ces conditions L/ se réduit à L" puisque oL/ ne contient
pas de terme de rang zéro; de sorte que ^ L est une constante. Il reste donc
les Ç et les r, étant supposés réduits à leurs termes de rang zéro. C'est la somme des équations (12) et (12 bis).
145. Remarque. — Il faut observer que nous avons fait implicitement une hypothèse qu'il est nécessaire de signaler parce qu'elle pourrait passer inaperçue : c'est que toutes les planètes tournent dans le même sens. Voici comment elle s'introduit.
Nous avons posé
G=Ly/| — e'^, 6 = Gcost.
Si donc L est positif, G est plus petit que L et positif lui-même; © est également positif et plus petit que L. 11 en résulte que
pi =r L — G, P2 = G — 6
sont positifs et que les ^ et les y) sont réels.
Si au contraire L est négatif, il en est de même de G et par conséquent de
P,= L(i — \/i — e^), p» = G(i — cosï). Donc les ^ eJL les T| sont imaginaires.
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Si donc nous voulons que les ç et les i\ soient réels, il laut que les L soient positifs. Or le moyen mouvement d'une planète est égal à un facteur positif (dépendant des masses ) divisé par L*. Supposer les L positifs, c'est donc supposer que tous les moyens mouvements sont positifs, c'est-à-dire que toutes les planètes tournent dans le même sens.
Supposer les L positifs, ce n'est pas restreindre la généralité. En effet, une planète qui se meut dans le sens rétrograde sur une orbite d'une inclinaison i peut être envisagée comme une planète se mouvant dans le sens direct sur une orbite d'une inclinaison 71 — /. Il est donc permis de supposer que toutes les planètes se meuvent dans le sens direct.
Mais, dans l'analvse qui précède, nous avons supposé les inclinaisons très petites. Elle ne s'appliquerait donc pas à des planètes se mouvant sur des orbites dont les inclinaisons seraient très petites, mais qui ne se mouvraient pas dans le même sens; il faudrait en effet les envisager comme des planètes se mouvant toutes dans le sens direct, mais dont les inclinaisons seraient très petites pour les unes, très voisines de i8o" pour les autres.
Si l'on voulait néanmoins appliquer à ce cas les formules analytiques précédentes, cela serait licite, mais à la condition de se rappeler que quelques-uns des ^ et des 7\ seraient imaginaires.
Peu importe d ailleurs puisque ce cas ne se présente pas dans la nature.
Ii6. Il sagit d'intégrer nos équations linéaires (lo) ou (lo bis). S'il y a n -\- i corps, soit n planètes, il y a 2/i variables excentriques et 2/1 variables obliques. Chacun de nos systèmes sera donc d'ordre 2/1.
On sait quelle est la forme générale des solutions d un système d'ordre /> d'équations ditlerentielles linéaires à coefficients constants. Soient
les inconnues; soient
les racines d'une équation algébrique facile à former et dite équation déterminante.
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A chacune des racines a, correspondra une solution |)articulière du système qui s'écrira
les B//^ étant des constantes faciles à calculer; et la solution i;énérale sera
les A. étant des constantes arbitraires.
Dans le cas où l'équation qui donne les a a des racines multiples, il peut y avoir en outre des solutions dites dégénérescentes qui sont de la forme
P/A étant un polynôme entier en l.
Nous allons appliquer ces principes soit au système (lo), soit au système (lo his). J'observe d'abord que l'équation qui donne les a ne peut avoir de racine réelle dilVérente de zéro. Si en effet elle avait une racine réelle a, le système admettrait une solution de la forme
les C et les D étant des constantes. On aurait donc
Mais le premier membre doit être une constante, le second serait une constante 7 (C^+D^) multipliée par un facteur variable e'^'^'^. Cela n'est possible que si les deux membres sont nuls. On aurait
lonc
c'est-à-dire
Je dis maintenant que l'équation ne peut avoir que des racines purement imaginaires, c'est-à-dire dont la partie réelle soit nulle. Soit en effet a = [i + /y une des racines et supposons que la partie réelle ^ ne soit pas nulle. Le système devra admettre une solution
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particulière de la forme
r,/=(DA.--fDl.)e'fi+'Y".
Celte solution est imaginaire, mais la solution imaginaire conjuguée satisfera également aux équations linéaires, il en sera de même de leur demi-somme qui est la partie réelle
d'où
Tj/. = D/ef^^cosy/— D/, é-P' sin y^,
yi
= y ( d ^ D| ) e'-fi' cos2 Y < - 2 2 ^ ^^"- ^'^^ ^ ^''^'- ^ ^'^' ''" '' ' *^"''^ ^
Or, si l'i n'est pas nul, entre les quatre fonctions i, e-P^cos-y/, e-P'sin-v^, e-P^cosv/ sinv^, il n'y a aucune relation linéaire à coefficients constants. L'égalité précédente, dont le premier membre est une constante en vertu des équations (12) et ( 1 a bis), ne peut donc avoir lieu que si tous les termes sont nuls. On a donc encore
d'où
Je dis maintenant que notre système ne peut admettre de solution dégénérescente. Supposons en elTet qu'il en admette une
les P/, et les O^ étant des polynômes entiers en t.
Je puis toujours supposer que ces polynômes sont du premier degré. En effet, si le système admet la solution ( i5), il admettra également la solution
(i5 bis) l.= P;,e^', r,A= Q/.-e*S
où P^ et Q'/^. sont les dérivées de Pa et de Q*.
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De plus a sera purement imaginaire; car si nous avons la solution (lojoù Pa clQ/rSonl supposés du premier degré, nous aurons aussi la solution (i5 bis) où P/, et Q^ seront des constantes et à laquelle s'appliqueront les raisonnements précédents par lesquels nous avons établi que a doit être purement imaginaire.
Soit donc a = iy; la solution (i5) sera imaginaire, mais la solution imaginaire conjuguée satisfera également aux équations, ainsi que la partie réelle. Cette partie i^éelle se composera d'un terme en tcosyf, d'un terme en isinyt, d'un terme en cosy^, d'un terme en sinyf. Soit donc
^/. == ?A-+ ^^-, TQA = 'nA'
cette partie réelle, où ç^ et t]'^. représentent l'ensemble des deux termes en tcosvt et ts'uiyt, et où ^')^ et 'r\l représentent l'ensemble des deux termes en cosy^ et siny^.
On aura alors
^ia^■r,l)^^i^^^■r:^)-^■^'^i^;X,-^■n,■r{^)'i-'^i^'^^■r;'^^
Le premier membre doit être une constante en vertu de l'équation (12).
■rjT ) est linéaire en /2 cos2y^i i-sin-y^, r^ cosy^ sin y f,
^(i'k -+-'fi"k) » cos^Y^, sin"-Y^, cosY^sinY^.
Or, entre les dix fonctions i, tPcos'^yt, tPsin- ft, tP cos^ t sin^t (^ = o, 1,2), il n'y a pas d'autre relation linéaire à coefficients constants que
cos^Y/ H- sin^Y^ = I.
L'équation précédente ne peut donc subsister que si les termes en t- ont tous pour coefficient zéro ; on a donc
_^^^'/,''+ -rj) = 0,
d'où
ù-= 'nA = o,
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ce qui montre que les polynômes P^ et Qa doivent se réduire à des constantes, c'est-à-dire qu'il n'y a pas de solution dégénérescente.
147. Nos équations ne changent pas quand on change ^ en — f] et f] en E, puisque 83 est formé avec les i comme To avec les 't\. Si donc elles admettent une solution
elles admettront également la solution
De plus, elles ne changent pas non plus quand on change r\ en — Yl et ^ en — ^, de sorte qu'elles admettent également les solutions
Elles admettront donc en outre les solutions
^'^^ ) ÎA = (C, + «DA-)e»'S -ri/, = -i(Gyi-+^DA.je«^
Si donc Dk=àz /C^, Tune des deux solutions (16) disparaît et la racine a peut être simple.
Si, au contraire, D/^ n'est pas égal à d= iCk, les deux solutions (it)) sont effectives l'une et l'autre et la racine a doit être double; mais les solutions (16), déduites l'une et l'autre de la solution donnée, jouissent de la même propriété; la valeur de r^k est égale à celle de Ik au facteur près ±: i. Nous pouvons donc, sans restreindre la généralité, supposer
D>t-±/CA..
Soit donc
(17) h==C.^eiV, ■r,k = ±iCkei'i'.
D'après ce que nous avons dit plus haut, nos équations admettront aussi comme solution
(176") ^A.= GA.e-'■ï^ ■r^i.^z^iCi.e-iV.
Si y est racine simple, il n'y a pas d'autre solution en e'T', ni en
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e-'T'; de sorte que ces deux solutions doivent être imaginaires conjuguées, d'où l'on conclut que C/, est réel.
Si ^' est racine double ou multiple, il faut modifier un peu le raisonnement. Si nos équations admettent la solution (17), elles admettront la solution imaginaire conjuguée
OÙ C^ est imaginaire conjugué de C^, et par conséquent en changeant ri et t en — T| et — t :
et, par conséquent,
où le coefficient Ca+ C^ est réel.
Nous pouvons donc toujours supposer que dans la solution (17) le coefficient C/( est réel.
Je dis maintenant qu'on pevit toujours supposer que si l'on envisage le signe dz placé devant i dans la formule (17), c'est le signe + qu'il faut prendre. Si, en effet, c'était le signe — , il suffirait de changer y en — y et l'on retomberait sur la formule ( i 7 bis) où le signe ± est renversé.
Si nos équations admettent la solution (17), elles admettront également la solution imaginaire conjuguée, d'où l'on conclut aisément que la partie réelle de la solution (17)
(18) ^/, = Cacosy^ 7)/, = — G/ siny/,
satisfait également aux équations.
Nous sommes donc conduits à chercher à satisfaire à nos équations par des expressions de la forme (18 V, on en conclut
Si nous substituons, par exemple, dans les équations (10), elles
deviennent
dV,
Comme S'^ est formé avec les l comme T., avec les ■r\, ces'equations établissent entre les -/i les mêmes relations linéaires qu'entre les i; il suffira donc de considérer l'une d'elles, par exemple
Considérons les n variables excentriques ^ comme les coordonnées d'un point dans l'espace à /? dimensions; l'équation
représentera une surface du second degré dans cet espace. J'appelle V celte surface. Si a? = 2, c'est-à-dire dans le problème des
trois corps, celte surface est une ellipse dans un plan; si n = 3, c'est-à-dire dans le problème des quatre corps, c'est un ellipsoïde dans l'espace ordinaire.
Cherchons les axes de cette surface ^. Pour cela, considérons la sphère
Cherchons à déterminer 1- de façon qu'elle soit bitangente
à V; alors A sera la longueur de l'axe correspondant et les deux
points de contact en seront les extrémités.
Or on sait qu'on arrive à ce résultat en envisageant la surface conique
et exprimant qu'elle a une droite doulde; on trouve ainsi les équations
Ces équations nous donneront les valeurs de >v-, et les valeurs des \i qu'on en déduira seront proportionnelles aux cosinus directeurs de l'axe correspondant. Or ces équations s'identifieront aux équations (19) si l'on suppose
Donc les valeurs des y sont en raison inverse des carrés des axes de la surface S'^ = i , et sont égales à
2 [JL
Quant aux ^a et, par conséquent, aux coefficients C*, ils sont proportionnels aux cosinus directeurs de l'axe correspondant.
Les solutions delà forme (i8) sont donc entièrement déterminées quand on connaît les axes de la surface S., = i en grandeur et en direction.
Une surface du second degré de l'espace à n dimensions ayant n axes, nous avons n solutions distinctes de la forme (i8). De chacune d'elles nous pouvons déduire une solution plus générale contenant deux constantes arbitraires A- et /i :
'c,!,— AG/1- cos( y( -h h), ru- — — KC/,-s\n(yt -+- h).
En additionnant ces n solutions, on trouve une solution contenant 2/1 constantes arbitraires; on a donc la solution générale du problème.
148. Intégrales quadratiques. — La solution générale s'obtient donc de la façon suivante :
Soit Y/ l'une des n valeurs de y, la solution particulière correspondante s'écrira
^A = A/ Ga cos ( Y/ i -h hi), y\/, = — A,- G,/, sia (fit -^ h, ), et la solution générale sera donnée par les équations
(2o) U= ^A,'C/a-cos(y/^ -+- h,)
et
(2i) -/;a- = — ^A,-G,-Asiii(Y,--i- h,).
Des n équations (20), je puis tirer les n quantités
A cos( Y^ -+- h) sous la forme
A,- cos(yi f -t- /'/) = ^L),A-^A.
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De même, des n équations (21), je puis tirer les n quantités
A sin( -^ t -\- h),
et. comme les coefficients C sont les mêmes dans les équations (20) et dans les équations (ii), il viendra
— A,- sin ( Y/ 1 -f- h, ) = V D/a v]^.. En faisant la somme des carrés, il \ient
Ce sont l;i des intégrales quadratiques de nos équations; il y en a n, puisque l'indice i peut prendre les valeurs i , 2, . . ., n.
149. Intégrales linéaires. — Tout ce que nous venons de dire s'applique à la lois aux formules (ro), relatives aux variables excentriques, et aux équations (10 bis), relatives aux variables obliques. Voici maintenant une propriété qui appartient exclusivement aux équations (10 bis).
Reprenons les deux premières équations (i3). Ces équations doivent subsister quand les L, les ^ et les r^ sont réduits à leurs termes de rang zéro. Nous avons négligé dans R les quatrièmes
puissances des ç, et, par conséquent, dans -jp les troisièmes puissances. Continuons donc à négliger les cubes des ^ et, par conséquent, les termes en çp ou rjo ; les deux premières équations (i3) deviendront
^t]2v/Li = const., ^ J-2v/L
= const.
Dan* ces équations, les L/ doivent être remplacées par leurs termes de rang zéro, c'est-à-dire par les constantes L" et il reste les équations
(22) "V^o/Lo = const.. Vra/f.o
consi ,
Ce sont des intégrales linéaires des équations (10 bis).
Cela prouve que ^équation qui donne y a une racine nulle.
Si nous prenons, en efl'et, la première équation (9.2), la constante du second membre peut prendre une valeur quelconque, car les valeurs initiales des ; peuvent être choisies arbitrairement. Supposons donc cette constante différente de zéro.
Substituons dans l'équation (22), à la place des i, leurs valeurs (20); nous aurons aiors une combinaison linéaire des
cos(y< -i- h)
qui devra être égale à une constante dift'érente de zéro. Gela n'est possible que si un des cosinus se réduit à une constante, cestà-dire si l'un des y est nul. c. q. f. d.
Gela veut dire que la surface du second degré S'!, = i a un de ses axes infini, c'est-à-dire qu'elle se réduit à un cylindre, par exemple à deux droites parallèles, si /?=:^2, à un cylindre elliptique si n==3.
Ou bien encore cela veut dire que la forme quadratique S!, peut être nulle ainsi que toutes ses dérivées, sans que ^, 7,, . . . s'annulent. Dans ce cas, les équations (10 bh) se réduiront à
dt ' dt '
de sorte que les ^ et les Tj seront constants.
C'est ce qu'il est aisé de vérifier; supposons en effet que les orbites de toutes les planètes soient dans un même plan, mais que ce plan n'ait pas été choisi pour plan des J7, j?-,-
Alors les inclinaisons ne seront pas nulles et les variables obliques ^ et ri ne seront pas nulles non plus. Mais les planètes resteront constamment dans ce même plan; les longitudes des nœuds seront donc constantes, ainsi que les inclinaisons.
Or on a
p2 = (L,— p, ) (1 — cosj).
Le terme 0,(1 — • cosi) est du quatrième degré par rapport aux ^ et aux ri; il a donc été négligé dans l'analyse précédente; il reste
donc
p-i = L; (i — cos i).
L, se réduit à la constante L',\ et i est constant d'après ce qui précède. Donc Oo est constant. Si p., et Wa sont constants, il en
est de même de ç^ et de ■f\-2-, et de même pour toutes les variables obliques qui peuvent ainsi être constantes sans être nulles.
loO. Les équations algébriques d'ordre n qui donnent les valeurs des Y ont été résolues numériquement par Lagrange d'abord, par Le Verrier ensuite. On trouvera des détails à ce sujet dans le Chapitre XXVI du Tome I de la Mécanique céleste de Tisserand.
Mais ni Lagrange ni Le Verrier n'ont employé les éléments canoniques. 11 faut donc faire attention au changement de notation.
Au lieu de développer comme nous suivant les puissances des H et des '/], ils développent suivant les puissances des
h = e sinm, l = e cosm,
/> ^ tangi sinO, ^ =: tang t cosO.
Mais en négligeant comme nous le faisons les cubes des excentricités et des inclinaisons, on a
Les L/ se réduisent à des constantes L", de sorte que les ^ et les •/] ne diffèrent des h, des /, des p et des q que par des facteurs constants. Le passage d'un développement à l'autre est donc immédiat.
151. Premier changement de variables. — Pveprenons les équations , d^i dT, dr,i dS'.,
Considérons la surface du second degré S.', = i; cette surface est située dans l'espace à /i dimensions et nous avons convenu que les n variables excentriques ^
représentent les coordonnées d'un point dans cet espace.
Rapportons maintenant cette surface à ses axes, que nous prendrons pour nouveaux axes de coordonnées. Soient
Sn SSî îo» • • • ) S2 7;— 1
les coordonnées courantes par rapport à ces nouveaux axes. Ce seront des fonctions linéaires des coordonnées anciennes
et l'on a d'ailleurs identiquement
car les deux membres de cette identité représentent l'un et l'autre la distance à l'origine du point de coordonnées courantes. On aura, puisque la surface S'.y est rapportée à ses axes,
2[aS; = — ^T/îr- Nous définirons de même les 7/ qui seront liés aux T^ par les mêmes relations linéaires que les ^' aux ç. On aura, par conséquent,
et
et identiquement
les sommations étant étendues à toutes les valeurs impaires de l'indice i. Le changement de variables est donc canonique, de sorte que le système (10) devient
> dt ' drli
dt
dS'
Nous opérerons sur le système
d'^i .. dT'i
drii
( I o bis) -^r- = — [i. , - 5 —j- =z u
^ dt ^ dqi dt ^ d\
relatif aux variables obliques, comme nous avons opéré sur le système (10).
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Nous envisagerons le point dont les coordonnées sont les n variables obliques
Ç2j Ç45 ÇS) • • • ) Ç2tt !
nous formerons la surface du second degré 82=1; nous la rapporterons à ses axes ; nous désignerons par
les coordonnées par rapport à ces nouveaux axes. Nous définirons r,^, -/j'^, ... de la même manière, c'est-à-dire que nous aurons entre les r/ et les ■f\ les mêmes relations bnéaires qu'entre les l' et les ^.
Dans ces conditions, nous aurons
les sommations étant étendues aux valeurs paires de i.
Le changement de variables sera donc canonique et le système (10 bis) deviendra
' dt ^ dr;^ ' dt ^^ f/i',
D'ailleurs il est clair que
la sommation étant étendue à toutes les valeurs de l'indice i. Le changement de variables est donc canonique et le système (;) devient
/,^-, d^i dl\ d-rd dK
dt ' dr.i dt ^ d\i
Si Ton tient compte de la forme de S'^, T^, S'^, T;, on voit que les systèmes (23) et (28 bis) deviennent
dt '' '" dt ~ '""
d'où
^;= A,- cos{^(ii + hi), r/, = — A/ sin(Y,< + A/),
A/ et hi étant des constantes arbitraires.
On déduit de là
^'.2 + r^^s r= const.
Ce sont les intégrales quadratiques du n'^ 148. En les combinant, on trouve
^i^r-^r;i^)-^(^^-^') =const.,
^{ii^r + V/' ) = - I^(S'2 + T',) = const.,
les sommations étant étendues, soit à toutes les valeurs paires, soit à toutes les valeurs impaires de i. Ce sont les intégrales du
Dans le cas des variables obliques, un des y est nul; soit
il reste
dt dt '
d'où
^;„= const., ri;„= const.
Ce sont les intégrales linéaires du n" 149.
On voit avec quelle facilité on retrouve tous les résultats du Chapitre précédent.
lo2. Limitation des excentricités et des inclinaisons. — Ces formules nous donnent le moyen de trouver des limites supérieures que les excentricités et les inclinaisons des planètes ne pourront jamais dépasser. (Bien entendu, si l'on tient compte seulement des termes de rang zéro et que l'on néglige les puissances supérieures des excentricités et des inclinaisons.)
Nous avons trouvé plus haut les intégrales
d'où, pour un angle quelconque s,
l^;-cos£ 4- r/,-sina;| < A,-;
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les A,- sont des constantes que l'on peut regarder comme des données de la question, puisqu'il est aisé de les déduire des valeurs initiales des ^ et des /i, et que l'on peut supposer positives.
Si l'on se reporte maintenant aux équations (20) du n° 148, on verra que l'on peut supposer que l'on a
J'observe en passant que G/a, de même que D^^, représente le cosinus de l'angle que fait Fancien axe des b avec le nouvel axe
des ç'^-; on a donc
On aura donc
^. cosE + r,/, sins =^Gi/Al'i cosô + i]'i sins),
et, par conséquent,
Or je puis toujours trouver un angle s tel que
^/.. cosE -h-f]A. sins = y ^|-+- -ql.
Il en résulte que
ce qui nous fournit une limitation des excentricités et des inclinaisons.
Il est un cas où cette limitation devient illusoire. Nous avons en
effet
Pj = L,(i - ^i-e'), p2= (Li— pi)(i — cosO,
ou, en négligeant les puissances supérieures des excentricités et des inclinaisons,
pi=Li— , p2=Li-'
Or
L( = ni\ yj nix -+- ni-, y a^
a, e et i désignant le grand axe, l'excentricité et l'inclinaison de la première planète.
Il en résulte que
contient en facteurs la masse m\ ; cette expression est de l'ordre de cette masse multipliée par le carré de l'excentricité. L'inégalité (aS) nous donne donc une limite supérieure du produit m\ e-,
soit
m'ie2< B,
d'où
Si la masse m\ est très petile, cette limite supérieure de e pourra être très grande et n'avoir aucune valeur pratique.
Il est donc nécessaire d'examiner en particulier le mouvement d'une petite planète sous l'influence perturbatrice d'une ou plusieurs grosses planètes.
Supposons que la petite planète soit la première planète, c'està-dire que în\ soit très petit. On aura alors
nit
à des infiniment petits près d'ordre supérieur. On pourra poser alors
où $0 dépendra seulement des coordonnées des grosses planètes, ou plutôt de celles des planètes fictives correspondantes, et des dérivées de ces coordonnées par rapport au temps. Quant à la fonction $), elle dépend des coordonnées de toutes les planètes et des dérivées de ces coordonnées par rapport au temps. La masse w, est infiniment petite, mais $o et $, sont finies.
Formons maintenant nos expressions R, R2, R^, R'^, S!,, T'2, S!,, T.',. Dans chacune de ces expressions, dans S!, par exemple, distinguons les termes qui proviennent de 'I>o et ceux qui proviennent de m,<ï>, ; les premiers seront finis, les autres seront de l'ordre de nii.
La fonction S', est un polynôme entier par rapport aux n variables excentriques
^1) bî • • -5 b"-
La première de ces variables se rapporte à la petite planète; elle est donc de l'ordre de y/m^; les autres se rapportent aux grosses planètes et elles sont finies. Soit alors
s;, = P2+P'2-t-9.^iP, + Porr,
où P2+ P'a est un polynôme du second degré en
P, un polynôme du premier degré par rapport aux mêmes variables et Po une constante.
P2 représente l'ensemble des termes provenant de <ï>o, etP^ celui des termes provenant de /??!$», Quant aux termes
ils proviennent tous de m, <!>,, car $0 ne dépend pas des coordonnées de la petite planète, ni par conséquent de H,. Le polynôme P2 est donc fini, tandis que
doit être de l'ordre de m,. Et comme i, est de l'ordre de >jm^ , nous devons conclure : i"" que les coefficients de Po et la constante Po sont finis; 2° que les coefficients de P, sont de l'ordre de yjmr, 3° que les coefficients de P'^ sont de l'ordre de a?î,. Si donc nous posons
p; = /niQ;, Pi=v/'«lQi> d'où _
S'2= P2-^mlQ^-^■2^//«l;lQl-^Po;ï,
les polynômes
P2, Q'2, Qi. Po seront finis.
Nous avons à chercher les axes de la surface du second degré
Elle diffère peu de la surface
P2+Po^î = i-
L'un des axes de celle-ci est l'axe des i,, les autres sont perpendiculaires à l'axe des i, . L'un des axes de la surface S^ = i (à part
un cas d'exception dont nous parlerons plus loin) fait donc avec
l'axe des ç, un angle très petit de l'ordre dey/z^,. Si donc nous reprenons nos cosinus directeurs C//;, nous voyons que
Gl,3> G], 5; . . . , Ci^9„_i, Cs,!, Gg,!, . . . , C^n-l,!
sont très petits de l'ordre de y///?,...
Reprenons alors l'inégalité (aa) en l'appliquant à la petite planète; nous aurons
Je dis que le second membre est de Tordre de y//??,. En effet, je dis que A, est de l'ordre de y/m, ; c'est en effet la valeur initiale de
Or
Çt = Ç1G11-I-Ç3G13-}-. . .-\- ^2«-l Gi,2«-1.
La valeur initiale de ç', est de l'ordre de y///?), parce que la valeur initiale de ^, est de l'ordre de y//??, et que C,3, . . ., C,,2«_) sont aussi de l'ordre de y//;?i. Il en est de même de la valeur initiale de r/, et, par conséquent, de A,.
Le premier terme A, |Gn | est donc de l'ordre de y/m, et il en est de même des autres parce que
Gs.i» • ■ • 1 G2«— 1,1
sont de l'ordre de y/m,.
On a donc
\/û+^ < //'îTh,
H étant fini. Mais on a, comme nous l'avons vu, en négligeant les puissances supérieures des excentricités et celles de la masse /;i,,
\/^F^^ = 6\/'^s/Âi^,
où M est la masse du Soleil, a et e le grand axe et l'excentricité de la petite planète. On a donc
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ce qui nous donne, pour l'excentricité, une limite supérieure finie.
Il y a cependant un cas où ce qui précède serait en défaut, ce serait celui où la surface du second degré
aurait deux axes égaux (l'un de ces deux axes étant l'axe des \k)- Nous ne pourrions plus affirmer alors que ses axes font des angles très petits avec ceux de S., = i .
Pour nous en rendre compte, supposons ai = 2 de façon que la surface S', = 1 se réduise à une ellipse dans un plan. Celte ellipse dillerera très peu de l'ellipse P^+PoÇj=i qui a pour axes les axes de coordonnées. Les axes des deux ellipses différeront très peu les uns des autres et, par conséquent, très peu des axes de coordonnées. Mais, si la seconde ellipse se réduit à un cercle, nous n'aurons plus le droit d'affirmer que les axes d'une ellipse très peu différente de ce cercle sont très peu ditî'érents des axes de coordonnées.
On peut arriver aux mêmes résultats d'une autre manière.
Nos équations peuvent prendre la forme suivante :
Nous aurons
car les termes Pg et Ç| Pi sont négligeables devant Po.
De ces équations et des équations analogues pour les q/, on déduit par le procédé ordinaire les variations séculaires des excentricités des grosses planètes. Alors \i et 'r\i sont donnés sous la forme d'expressions linéaires par rapport à certains cosinus et sinus de la
forme
cos(y^ -f- /i), sin(Y^ H- /i).
Il vient ensuite
ou
dt
^-2;aPo^i = 2^^^°'('^"^^'^'
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car P, est linéaire par rapport aux ç/, et, par conséquent, par rapport aux cos(y/ -\- h).
On satisfera à cette équation et à sa conjuguée
î^ -i- 2ixP^T^i = ^A dn{^( t -^ h)
en posant
Il = a cos(yo^-1- /?o)+ V
• / , N V' A sin(Y^ + /') ■'il =— asin(Yo^-H /îo) — y, '
-*^ Yo — T
où Yo = — 2tj.PQ et où a et ho sont des constantes arbitraires.
Cette expression demeurera très petite, à moins que yo ne soit égal à l'un des y, ce qui correspond au cas où notre surface du second degré aurait deux axes égaux.
Ce que nous venons de dire sur les excentricités s'appliquerait sans cliangement aux inclinaisons.
Le Verrier a montré, dans le Tome 11 des Annales de l'Observatoire, qu'il existe, entre Jupiter et le Soleil^ une position où une petite planète pourrait, sous l'action de Jupiter et de Saturne, acquérir de grandes inclinaisons, parce que le cas d'exception dont nous venons de parler se trouverait réalisé.
lo3. Nous avons ramené la recherche des variations séculaires des excentricités et des inclinaisons, c'est-à-dire la recherche des termes de rang zéro des inconnues ç et /, à Tintégration d'un système d'équations canoniques
d^i __ dK^ dru _ ^
^^> dt ~ ^ dr^' dt ~ ^ d\i'
et nous avons vu comment cette intégration pouvait être effectuée quand on négligeait dans R les quatrièmes puissances des ^ et des Ti.
Je me propose maintenant d'intégrer complètement le système (i). Je vais montrer en effet que les équations (i) peuvent être ramenées à la forme des équations (lo) du Chapitre VII et que, par conséquent, tous les théorèmes de ce Chapitre leur sont applicables.
Si nous faisons maintenant le changement de variables du n" loi, nos équations resteront canoniques et deviendront
d^'i dt
dR
dr;,
dt ~
dru
\ dt
154. Second changement de variables. — Grâce à la petitesse des excentricités et des inclinaisons, les termes du développement du n" 143
vont rapidement en décroissant. Pour mettre ce fait en évidence,
a36 CHAPITRE IX.
on peut faire un nouveau changement de variables qui ne nous sert que pour mieux faire saisir certaines analogies, mais qu'il faudrait se garder de faire effectivement dans la pratique. Posons
yt yu . / '/
e étant un coefficient de l'ordre des excentricités et des inclinaisons. Posons en outre
d'où
On voit que S est développable suivant les puissances de s-, des i" et des '/)", et que S^ est homogène d'ordre p par rapport aux ^" et aux t" .
Nos équations deviennent alors
^^^ dl " ^ dr;\' dt ~ ^'- dii
loo. Troisième changement de variables. — Posons maintenant
ç/ = \/2 p/ cos w,-, 7),- = v/2 p/ sin co^- ;
nos équations conserveront la forme canonique et s'écriront
dpj__ dS di^",- __ dS
^ -* dt " ^d^}' dt ~ ^'- dpf
Nous avons, en reprenant les notations des numéros précédents,
et
Nous tirons de là
Nous pouvons voir alors l'analogie coiuplète des équations (5) avec les équations (10) du Chapitre Vil.
On voit que :
ijlS joue le rôle de F,
les p" jouent » des L,
les to M »
des X,
joue » de [i.
En effet :
i" La fonction S est développable suivant les puissances de e^;
2" Pour t-= o, elle se réduit à So et So ne dépend que des p'^' ;
3° Il n'y a, en général, entre les dérivées de Sa, aucune relation linéaire à coefficients entiers, puisque les y/ sont des données empiriques indépendantes.
Cela est vrai du moins quand, toutes les planètes se mouvant dans un même plan, il n'y a lieu de s'inquiéter que des excentricités et non des inclinaisons; mais, s'il y a lieu de tenir compte des inclinaisons, nous avons vu au n" 119 que l'un des y était nul.
Je montrerai plus loin, au n° 165, comment on peut se tirer de cette difficulté; je me borne à renvoyer à ce numéro afin de ne pas interrompre l'exposition.
4° Enfin S, qui est développable suivant les puissances des c," et des V, est une fonction périodique des lo" .
156. Tout ce que le Chapitre VU nous a appris au sujet des équations (lo) est applicable aux équations (5).
En première approximation, c'est-à-dire en négligeant t- et en réduisant S à So, on trouve
ou
p'i=const., w'^ = — Y'^ + const.
Ces formules résument les résultats obtenus dans le Chapitre précédent.
On peut pousser l'approximation plus loin et appliquer la méthode de Lagrange; on trouvera ainsi, pour nos inconnues p", to", S", r/', des développements de la forme
y^ ( î2 )* A V" cos (v t-h h),
où A et h sont des constantes et où
V =: — ^A-rr/,
les ki étant des entiers.
Ce sont les constantes — y/ qui, en effet, jouent ici le rôle des moyens mouvements ni.
Dans ces développements, remplaçons t par t quand il est en dehors du signe cos et que l'exposant a de t- n'est pas nul; sous
le signe cos, remplaçons v^ par /^/t/tVi. Dans le premier terme
du développement de co'^ , où t est en dehors du signe cos, mais où l'exposant a est nul, remplaçons — y,-^ par to/; nous obtiendrons ainsi pour
// It fil f!
des développements de la forme
V ( £2 )^ \z"' COS ( V /i U- 4-
Ces développements sont ceux du Chapitre VI ; on satisfera donc aux équations (5) en y substituant
quelles que soient les constantes c et £/.
On y satisfera encore, en vertu du Chapitre VII, en substituant dans les développements
O, W i — — ^'^ t -+- TU
les y^- étant des constantes déterminées légèrement différentes des v/, et les TTSi des constantes arbitraires d'intégration.
Les Yi sont développables suivant les puissances de e- et se réduisent aux y, pour e-= o (cf. n" 131).
L'importance de ce résultat est très grande; nous avons vu en ellét qu'en négligeant les puissances supérieures des excentricités et des inclinaisons, Lagrange et Laplace avaient démontré que ces excentricités et ces inclinaisons devaient toujours demeurer très petites, d'où résultait la stabilité du système solaire.
Cela restait-il vrai quand on tenait compte de ces puissances supérieures? On en pouvait douter, car, en appliquant aux équa-
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lions (5) la méthode de Lagrange, on voyail s'introduire des termes séculaires. A vrai dire, en prenant la ([uestion par une autre voie, on pouvait démontrer que la stabilité subsistait. On l'avait fait en tenant compte de Rj par une méthode dont nous dirons un mot plus loin, mais on pouvait se demander si l'on y réussirait encore en tenant compte des termes d'ordre supérieur.
Les considérations qui précèdent résolvent complètement la question, en ce sens que le procédé que nous venons d'exposer permet toujours de faire disparaître les termes séculaires.
Les développements
(6) V(s2)a At'«cos( V Ad
peuvent, comme nous l'avons vu au n" 138, s'obtenir de la façon suivante :
Dans ces développements (6), faisons d'abord t = o, puis remplaçons iVi par n't-h (y,- — "j'/)'^? ils deviendront
^(z^.):^A cos^^/,,v +^/c^{^l -Y) -^ h^.
Si l'on développe ensuite suivant les puissances de t, on retombera sur les développements (6). On comprend mieux ainsi d'où provenaient les termes séculaires qui figurent dans ces développements (6).
Dans les développements (6) figurent ^n constantes arbitraires si l'on a « + I corps, c'est-à-dire /i planètes. Les coefficients A et h ne dépendent que de ces /^n constantes.
On peut choisir pour ces constantes les valeurs initiales
'il -1 'il
de nos /yn inconnues. Mais, ainsi que je l'ai expliqué au n" 133, il est possible de faire ce choix d'une infinité d'autres manières. ISous verrons bientôt quelle est la plus convenable.
lo7. Tout ce que nous avons dit jusqu'ici s'applique au cas général des équations (lo) du Chapitre VIL Mais nos équations (5) sont d'une forme particulière, d'où résultent pour elles certaines propriétés analogues à celles que nous avons démontrées aux n"^ 134 et suivants.
Nous avons vu en effet que S est développable suivant les puissances des ^" et des ri" . Posons en effet
de telle façon que [J1.S2 joue le rôle de F^ et U celui de F, . Soit, d'autre part,
de telle façon que A^ se réduise à -^ quand on fait
? = T + C, Wi = — Y/ f -i- £,.
Nos équations deviendront alors
(7) ^^i—'{rrii=—t--^) . Ari,-+Y,-?,-=£2__,
analogues aux deux dernières équations (33) du Chapitre Vil. Je choisirai pour nos 4 n constantes les valeurs moyennes de
^",- cos IV i -+- 7) j- sin Wi, ^"i siniï',- — 7)',' cosu';,
que je désignerai par Ej et E^- ; je puis supposer d'ailleurs E/^= o sans restreindre la généralité. Nos formules contiennent en effet 6/2 constantes arbitraires E/, E^- et rn/, c'est-à-dire 2 n de trop; c'est d'ailleurs ce que nous avons fait au Gliapitre Vil.
Ce que nous allons chercher à démontrer, c'est que nos développements procèdent suivant les puissances de
Hi cosiVi, Ej sin tr,-,
et nous voyons déjà que l'on a, en première approximation,
^"i = E; COS Wi, i]i — E/ sin tv/.
Nous allons le démontrer par une analyse toute semblable à celle du n" i3o. Posons
^Z' = Ça- -^ ' 1/,-' ^ /•: = i/,- — ''1/.-' de telle façon que
^X,dY,+ ^l^C,dr,",
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étant difTérenlielle exacte, nos é(jiialions deviennent
(J'ai remplacé les indices i par les indices k afin d'éviter toiile confusion avec f := y/ — i).
Les seconds membres de (y ^i^) sont développables suivant les puissances des X et des Y. Ce que je me propose de démontrer, c'est que les X et les Y vont être développables suivant les puissances de
Cela est vrai en première approximation, où l'on trouve
Je suppose que cela soit vrai en (n — lyèmc approximation et je me propose de démontrer que cela est vrai en /2'*^"'<=. JNos équations peuvent s'écrire
\ A ( X/,e-''"'A ) = 2 1 £2 e-àn _^ ,
1 yVT 1
/ A(Y/,e'>A) =_.it£2eMn.
analogues aux équations (og bis) du n° 135.
Les dérivées de U sont développables suivant les puissances des X et des Y; et, comme ces quantités, en (n — i^enie approximation, sont développables suivant les puissances des Ey^e-'"', il en sera de même des dérivées des U.
Nos équations (8) sont donc de la forme
équation (4o)du n" 13o, où ç est une fonction connue de t, des Eaet des iVff, de telle façon que i-^e'^^'i' soit développable suivant les puissances de - et des E^e-'"'^, le nombre s étant égal à — i dans la première équation (8) et à + i dans la seconde. En d'autres termes, on a
A est lin coefficient constant, ?n un entier; I 1 E"^' représente P. — I. i(i
le produit
Les q et les p sont des entiers satisfaisant aux conditions
<lJ=P.i (mod-2), (lj^\Pj\ (J<^^),
q,, = pi,^s (iiiod.ij, qn-^^\pic-^ s\,
analogues aux conditions (42) du n" J3o.
Nous avons vu au n° 135 que u sera de la même forme que v à la condition que Tintégration soit conduite de telle sorte que la valeur moyenne de u soit nulle, ou soit égale à un développement de la forme (9).
Cette condition est remplie, car nous conduisons nos intégrations de telle façon que les valeurs moyennes de XAe^'"'/., Y/,^^'"'/. soient liine et l'autre égales à E/, ; on a donc
V;il. iiiiiv.... \ /.(■-'■"'•*— r-''»'A (]<]/,. e;'"'A ), Val. iiiov. . . . V/,e'"'^ --w-'i>'i (E/,e-'<*'«.).
Ces valeurs moyennes sont donc ])ien de la forme (9); il en est donc de même des inconnues qui jouent le rôle de u dans les équations (8), c'est-à-dire de XAe"'"'/(, Yy;e'**''^, le nombre s étant égal à -h i pour la première, à — i pour la seconde.
Cela veut dire que X^i et Ya sont développables suivant les puissances des Ee~'"'.
io8. Nos équations (5) ne changent pas quand on change
"! 'î/l 'il
en
quelle que soit la constante h. Dans ces conditions, les valeurs moyennes E^ et E'^, qui nous servent de constantes d'intégration, se changent en hlL/ç et en h K'^.
Nous avons supposé E/= o ; mais nous voyons que si nous
changeons £ en "? E/i en hK^, nos inconnues ç^- et ri"; se changent
en hq'^ et h-i\'^, tandis que
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ne changent pas. Donc i',- et ■r{- sont dévcloppahles suivant les puissances de -z et de
eE/, costr/,, eE/^. sin d'/,,
les coefficients du développement ne dépendant plus cV ailleurs ni de s, ni de x, ni des E, ni des iv.
Cette circonstance nous montre bien rinutilité pratique du changement de variables du n' loi qui ne nous a servi que pour faciliter l'exposition. Nous supposerons donc dans la suite s = i .
lo9. Nos équations ne changeut pas quand on change les signes de toutes les inconnues i" et •/)'', car la fonction S ne contient que des termes de degré pair par rapport à ces inconnues.
Changer tous ces signes, c'est changer aussi les signes des va« huirs moyennes Eyt.
Si donc nous changeons les signes des valeurs moyennes E^, nous changerons les signes de toutes nos inconnues; d'où cette conséquence :
Les développements des ;" ou des r/' (ou, en faisant £ = i , ceux des ç' ou des r^) suivant les puissances des
E/,cos(^'/,, E/^ sintp/..
ne contiendront que des termes de degré impair.
Si nous nous rappelons que les ç et les y| sont des fonctions linéaires des l' et des r/, nous verrons que les ^ et lesr^ peuvent se développer suivant les puissances de
T, E/,. cos»'/,, Iv.siniv/..
On satisfait aux équations du mouvement en faisant dans ces développements
Alors les \ et les r, sont dévcloppahles suivant les puissances de
E/, cos ( y'/, t — cTx- ), E/, si n ( y'/, t — ct/, ) ;
les développements ne contiennent que des termes de degré impair.
1(30. Nous avons vu au Chapitre Vil (n° 136) que les /?^ sonl développables non seulement suivant les puissances de a, mais suivant celles de E-.
De même ici les ^'- seront, comme les ; et les r,, développables suivant les puissances des
E/, cos H'/,, E/: sin ir^.
et, comme ils doivent être indépendants des tv, suivant les puissances des E|.
Les E/^, quand on suppose £ = i, sont des quantités très petites de l'oi'dre des excentricités et des inclinaisons.
Quand on fait E|= o, les y^ se réduisent aux y/.
Remarquons que les y,-, d'après leur définition, sont déjà des quantités très petites de l'ordre de tx; les différences y|- — y, seront plus petites encore et de l'oi'dre de [jlE-.
161. Symétrie. — J'observe que nos équations ne changent pas quand on change t en — /, et /j en — yj.
Si donc nous changeons (v en — tv, Ten — t, sans changer les Ea^, les Ç ne changeront pas et les -/j changeront de signe.
Nous pouvons faire
quitte à faire ensuite
alors les développements des Ç suivant les cosinus et les sinus des multiples des w ne contiendront que des cosinus et ceux des •r\ ne contiendront que des sinus. On aura donc
(lo) <
ou
qj = Pj (mod-2), (lj-i\Pj\-
C'est là une conséquence de la symétrie par rapport au plan des
162. Si Ton fait tourner le système d'un angle quelconque s ;ui-
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tour Je l'axe des ^3, nos équations ne changent pas el ç, t, se changent en ^ coss + y, sins, — ç sins + r, coss.
SI donc nous augmentons tous les 07 d'une même constante e, les expressions
doivent être respectivement multipliées par
On aura donc
A cos (" 2 pj ivj + V pj ç^ + ,• A' s i II ( ^pj iv, -^ 2 Pj '^) = e+'M A cos VyDytry-l-iA' siu^/jyU'yj, d'où (II) A = A', ^Pj^ + i,
conditions nouvelles auxquelles doivent satisfaire les développemenrs (10).
1G3. Nos équations ne changent pas non plus quand on change les signes de toutes les variables obliques. C'est là une conséquence de la symétrie par rapport au plan des a:^X2.
D'après nos conventions, les indices impairs correspondent aux variables excentriques ;/ et r,/ et aux constantes Ea correspondantes; les indices pairs aux variables obliques li et r,, et aux constantes Ea correspondantes.
Si donc nous changeons les signes de toutes les constantes Ea d'indice pair, les ç et les r; d'indice impair ne changeront pas, les i, et les Yi d'indice pair changeront de signe.
Donc, dans les développements (10), les sommes
ji
étendues à toutes les valeurs paires de l'indice y, sont paires pour les variables excentriques, et impaires pour les variables obhques. C'est le contraire, en vertu du numéro précédent, pour les mêmes, sommes étendues à toutes les valeurs impaires de l'indice y.
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164. Intégrales diverses. — Les équalions (lo) nous donnent les ^ et les yj sous la forme de séries ordonnées suivant les puissances croissantes des
(l -2 ) E/,. cos H'/,, E/, sin »7...
On peut résoudre ces équations par rapport aux quantités (12) et l'on trouve alors
/ E/, sin(i7,= <!^/,(i, rj,
les seconds membres étant des séries procédant suivant les puissances des i et des r^. On en déduit les intégrales
('4) cp^.+ (|/|. = E|= const.
Nos équations possèdent donc des intégrales développables suivant les puissances des ^ et des -/i. Supposons que, négligeant les puissances supérieures des l et des y,, nous réduisions R aux premiers termes de son développement
de sorte que nos équations deviennent
^__ d{Ri-+- Rt) dr, _ ,/(R,-f-R,) df - '-^ d'r, ' dF - ''■ dl
Négligeons également dans le premier membre de (i4) les sixièmes puissances des ^ et des r^, et soit
ce qui reste de ce premier membre après cette réduction (il est clair que ce premier membre ne peut contenir que des termes de degré pair; Va et V.4 représentent donc respectivement les termes du deuxième degré et ceux du quatrième). On aura alors identiquement
dVo dR, dV. dR.
d\ dr, dq d\
-^ V d\ dr^ dri d'^' I .^ \ </^ dr^ dr\ d\ J
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M. Cellérier, de Genève, avait déjà remarqué qu'il existe des polynômes Vo et V, satisfaisant à ces identités.
Cette remarque lui avait déjà fait soupçonner la possibilité de faire disparaître les termes séculaires, possibilité qui vient d'être complètement établie.
16o. Au n" loo, j'ai fait observer que, quand les planètes ne se mouvant pas dans un même plan, il j avait lieu de calculer non seulement les perturbations séculaires des excentricités, mais encore celles des inclinaisons, on rencontre une difficulté, provenant de ce qu'un des coefficients y est nui.
Il est temps de revenir sur cette difficulté et de montrer ]>ar quel artifice très simple on peut l'éliminer.
Nous avons vu quelle était la forme des intégrales des aires ; elles peuvent s'écrire
H — VL — 'yp =const.,
U =y rol/ln— Pi— — = 0')nsl.,
st.
(cf. n" \M). Elles subsistent quand on réduit les L, les p, les ; et les r, à leurs termes de rang zéro. Cela revient en efi'et à développer les inconnues suivant les cosinus et les sinus des multiples des iv et suivant les puissances de a et de u-t = t', et à faire ensuite |Ji = o, t' restant fini; les intégrales des aires, \raies pour toutes les valeurs de ul, subsisteront évidemment pour [j. = o.
Choisissons le plan invariable pour plan des x.^o; les intégrales U et V seront nulles.
Je dis que, dans les équations (i), nous pouvons alors renvplacer R par R-l-aU- + aV-, a étant un coefficient constaiït quelconque. On a en efl'et
dii dit ' d':ii "" ' d':^i f/^/
puisque U et V sont nuls, et de même
dr^i dij
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On obtient ainsi Jes équations
d'zi _ d( R -4- a I J2 ^- a V^ ) r/q, _ rf( H + a U^ ^ a V^ )
Cela ne veut pas dire que toutes les intégrales de (i5) appartiennent à (i) et inversement, mais seulement que le système (i5) et le système (i) ont une inlinité d'intégrales communes, à savoir celles qui satisfont à la condition U = V = o ; nous ne restreignons pas la généralité en nous bornant à envisager ces intégrales.
Cela revient en ellet à supposer que le plan invariable est le plan des XiX.y] et nous pouvons toujours choisir les plans de coordonnées de façon à satisfaire à cette condition.
Comparons maintenant les fonctions
Je dis que la seconde de ces fonctions est de la même forme que la première. Elle est en effet développable suivant les puissances des ^ et des yi et ne contient que des termes de degré impair par rapport à ces variables.
Envisageons maintenant les termes du second degré; ils s'écrivent
où
On voit que les quatre expressions
peuvent jouer le rôle de SJ,, T.., S'!., T'^, car les deux premières ne dépendent que des variables excentriques, les deux dernières dépendent seulement des variables obliques; d'autre part, la première et la troisième dépendent seulement des ^, la deuxième et la quatrième seulement des 7, ; enfin la première et la troisième sont formées avec les ^, comme la deuxième et la quatrième avec les f]. La fonction
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satisfait d'ailleurs aux mê^\e.s conditions de symétrie que la fonction R.
Les équations (i5) sont donc de la forme de celles que nous avons traitées dans ce Chapitre. Seulement la difficulté signalée a disparu. Aucun des coefficients que nous avons appelés y n'est nul.
Nous pouvons donc appliquer au système (i5) toutes les conclusions de ce Chapitre. Ce système est d'ordre 4^ (s'il y a n -|- i corps, c'est-à-dire n planètes), et les 4'^ variables ^ et n peuvent se développer suivant les puissances des ^n quantités
E/, ces ( y'/, t — mi), E/, sin ( -,'/.■ t — ■^a) ( A" = i , 2, . . . , 2 « ),
où les E;;^ et les m/( sont ^n constantes d'intégration.
Il est clair que l'un au moins des coefficients y'^. dépendra de a, puisque l'un des y/i dépend de a, et que y'^. se réduit à y^ quand toutes les constantes Ea sont nulles (cf. n° 160). Soit y!,,, ce coefficient ou l'un de ces coefficients. Nous ne devons conserver que les solutions qui sont communes aux deux systèmes (i) et (i5) et pour lesquelles U = V = o. Ces solutions ne doivent pas dépendre de a; elles ne peuvent donc dépendre de l'argument
ce qui montre que, pour ces solutions,
D'autre part, ces solutions dépendent encore de 4'^ — 2 constantes arbitraires, puisque nous ne leur imposons que deux conditions U = V = o, et elles dépendent de 2/1 — 1 arguments -''^ t — T^/,, puisque 2/1 — i des y ne sont pas nuls pour a = o. Donc les autres constantes
El, E2, . • . , E^,,—!
ne sont pas nulles en général.
166. Pveprenons les crochets de Jacobi définis au n° 16, c'està-dire posons
25o CHAPITRE IX.
Les équations (i5) prouvent que
dt ' ^ -"
De plus, comme H, U cl V sont des intégrales de l'équation (i),
on aura
Il est aisé de vérifier, d'autre part, que l'on a
On conclut de là
[H, R^aU2 + aV2] = o,
ce qui montre que H est une intégrale des équations (i5 ). On a donc
H — coust.
On trouve, d'autre part,
d'où, en se rappelant que H est une constante,
(iG) U = Asin(2a|JLlIi!-i- p), V = A cos(2a [jiIU + p),
où A et |3 sont des constantes d'intégration.
167. Je ne veux pas quitter ce sujet sans avoir expliqué la signification géométrique des équations (i5). Pour bien la faire comprendre, supposons que nos inconnues \ et r^ soient regardées comme des fonctions de deux variables indépendantes ~ et m, définies par les équations difi"érentielles
, , d'- d\\ dr. dR
dx df^ a~ dz,
du dc^ du d^
et la première question qui se pose est celle de savoir si ces deux
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systèmes (17) et (18) sont compatibles. Nous trouvons en effet
ch du
Ut) -4:^--^']'
= — fj-
dn d div-^-hW^-) rt/(U2+v2)
dz du d-, di\
Ces deux expressions sont-elles identiques? Oui, car les équations (i) admettant U--f- V- comme intégrale on a
En difFérentiant cette identité par rapport à r,, il vient
Les deux systèmes sont donc compatibles; si alors je fais
■z = t, i( = const.,
je retombe sur le système (1), et si je fais
T = /, Il = Oit -+- con«t..
je retombe sur le système (i5), de telle façon que, de la solution générale du système (17), (18), je déduis immédiatement la solution générale soit du système (1), soit du système (i5).
Envisageons en particnlier les équations (18) et supposons que, u étant une variable indépendante jouant le rôle du temps, les variations des ^ et des r\ soient définies par ce système (18); quelle sera la nature de ces variations?
Je considère la figure formée par les n -+- 1 corps, ou, si Ton aime mieux, par le Soleil placé à l'origine et par les n planètes fictives définies au Chapitre II et dont nous avons appelé les coordonnées x'-, et en outre par les vecteurs qvii représentent en grandeur et direction les quantités de mouvement de ces planètes fictives et dont nous avons appelé les composantes y- .
Soit <I> une fonction quelconque ne dépendant que des distances mutuelles des n planètes fictives et de l'origine et en outre des grandeurs des vecteurs (j)', , J"',, JK^, ), •■••. et des angles (jue font
ces vecteurs entre eux ou avec les droites (|ui joignent les n [)]anètes fictives et l'origine. En un mot, soit <ï> une fonction indépendante du choix des axes de coordonnées. Je dis que l'on aura
car on a
(20) [*, IJJ = [*, UJ = [*, V] = 0.
Et en effet, pour établir cjue les équations du problème des trois corps admettent les intégrales des aires, nous nous sommes simplement appuyés sur ce fait que la fonction F était indépendante du choix des axes. Donc le système
dx'i _ d<i> dy'i _ d<i>
dt dy'i dt dx'i
admettra les intégrales des aires, ce qui entraîne les égalités (20) et, par conséquent, l'égalité (19).
Mais cette égalité signifie en même temps que 0 est une intégrale des équations (18).
Reprenons alors la figure dont nous venons de parler et qui est formée de l'origine, des planètes fictives et des vecteurs
iy^y'-i. y'z)^ ••••
De ces données, on peut déduire les orbites osculatrioes des diverses planètes fictives et le vecteur des aires OA dont les composantes sont U, V, H, de sorte que ces orbites et ce vecteur peuvent être regardés comme faisant partie de la figure.
Eh bien, si les variations de cette figure étaient définies par les équations (18), cette figure se déplacerait à la façon d'un corps solide^ sans se déformer, puisque toute fonction <E> indépendante du choix des axes demeurerait constante.
L'origine, d'ailleurs, dans ce mouvement, demeurerait fixe, de sorte que ce mouvement se réduirait pendant un instant à une rotation autour d'un certain axe instantané 01 passant par l'origine.
Pour trouver cet axe, revenons des variables
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aux variables priinilives x'- et y]; le système (i8) deincurera canonique, j)uis(|u«; le (•lian<;cnicnl de variahics (|ui lient les deux systèmes de variables est un cliangemenl canonicjue.
Observons d'ailleurs que le système (iH) de\rait naturellement être complété par les équations
du dX lia dL
L'addition de ces équations ne nous gênera pas, puisque L - 4- \ ne dépend pas des ). ; d'où il résulte : i" que les L sont des constantes; 2" que nous n'avons pas à nous préoccuper de calculer U
,, • , dl dérivée t-' au
Si donc nous revenons aux variables x' et y', notre système deviendra
, , dx'i rf(U2-4-V2) dy'i J(U2-4-V2) <"■*') -77. =1"- :7T7 ' 7777=-!^
avec
du dy'i du ' dx'i
{cf. Cliapitre II).
Il vient alors
du
Si le point x\, x'^, x\ est situé sur l'axe 01, on doit avoir
dx\
tu
et, par conséquent.
Donc l'axe instantané Ol est dans le jjian des X\X-i.
D'autre [)art, le vecteur des aires OA doit être constant en f;randeur; sa projection H sur le plan des .r,a:2 est constante également puisque H est une intégrale. Ce vecteur fait donc un angle constant avec l'axe des x^ et son extrémité A décrit un cercle ayant son centre sur cet axe.
La vitesse de ce point A est donc perpendicidaire d'une part au plan,roOA, d'autre part au [)lan lOA. C.c (pii pimap (pirccs deux
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plans coïncideul et <|iie l'axe instantané 01 est la projection du vecteur OA sur le plan des ;r, x^.
L'angle lOA est constant, de sorte que l'axe 01 reste constamment sur un cône de révolution C invariablement lié à la figure mobile et ayant pour axe le vecteur OA.
Le mouvement envisagé se réduit donc au roulement de ce cône C sur le plan des XiX.2-
La signification du système (i5) est maintenant bien claire. Soit V la vitesse d'un point quelconcpie de notre figure à supposer que les variations de cette figure soient définies jiar le système (i); soit v' cette même vitesse à supposer que ces variations soient définies par le système (i8) et que u représente le temps; soit enfin t'" cette même vitesse à supposer que ces variations soient définies parle système (i5)- Alors la Altesse r" sera la somme géométrique de V et de ac'.
Ou, si Ton ])réfère, nous pourrons supposer que + a (^'représente la vitesse d'un système d'axes mobiles, invariablement lié au cône mobile C, et que v représente la vitesse relative d'un point de notre figure par rapport à ces axes mobiles, en admettant que ce mouvement relatif se fasse conformément à la loi de Newton, c'est-à-dire aux équations (i); alors v" sera la vitesse absolue.
Nous pouvons, au contraire, regarder les axes fixes comme mobiles et inversement; dans ce cas, notre système (i) représente le mouvement absolu de nos n + i corps obéissant aux lois de Newton, et le système (i5) représente le mouvement relatif de ces mêmes corps par rapport à un observateur in\ ariablement lié à un plan qui roule sur un cône de révolution fixe C.
Telle est la signification géométrique cberchée.
168. Introduisons les trois angles d'Euler [cf. Appell, Mécanique rationnelle, t. II, 2*^ édition, p. 142) qui définissent la position des trois axes de coordonnées mobiles invariablement liés au cône C, par rapport aux trois axes de coordonnées fixes. Le troisième axe de coordonnées mobiles est précisément la droite OA.
On voit que si nous faisons varier m, t restant constant, l'angle f) reste constant, les angles cp et <!/ varient proportionnellement à u.
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Les coordonnées par rapport aux axes fixes seront des fonctions des coordonnées par rapport aux axes mobiles et des trois angles (rEiiler. Considérées comme fonction de ces angles, elles seront développables suivant les puissances de
, . .0 ces 4/ — 9 0 ces t!/ -f- G
(9-2) Sin - . '■ , CCS- . -' -•
2 sin 2 2 sin 2
J'ajouterai qu'elles seront des polynômes homogènes et du second degré par rapporta ces quatre quantités.
De mémo, revenons à nos inconnues q et /,. Si nous rapportons le système à nos axes mobiles (je veux dire variables a\ec u, mais invariables pour u constant), elles satisferont aux équations (i); si, au contraire, nous rapportons le système aux axes fixes et que nous fassions varier à la fois u et t de telle façon que z = t, Il = y.t -\- const., les inconnues satisferont aux équations (i5).
Soient ; et r, les valeurs de ces inconnues, le système étant rapporté aux axes fixes; soient |' et y/ leurs valeurs, le système étant rapporté aux axes mobiles.
Alors les q et les vi seront des fonctions des q' et t/ et des quantités (22); ce sont des polynômes homogènes, d'une part du premier degré par rapport aux ç' et y/, d'autre part du second degré par rapport aux quantités (22).
Or les q' et les r/ représentent précisément les solutions communes aux systèmes (i ) et (i5) que nous avons traitées au n" I60. Elles sont donc développables suivant les puissances des expressions
T- ces
L (. . iv/, ( A = 1 , 2, . . . , m — I ).
Posons
.0 "V — ? '^ — ? ri\
sin- = Lo/i-, — =Wi. • = w., (M.
Comme cos- est développable suivant les puissances paires de
(') Inulilc de faire observer que les quantités w, et u., introduites dans ce numéro n'ont aucun rapport avec celles que nous avons désignées plus haut par les mêmes lettres. Dans les Chapitres suivants, nous rendrons à ces lettres leur signification primitive.
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sin-j les ^ et les -^ seront développables suivant les puissances de
cos sin
et pourront se mettre sous la forme
l =2^ E'/„COs/ 2 Ay (l'y -}-/>! 0),-i-/?2W2
T, = 2 A' E^„ sin ( 2 '''V "V -'- />! w, 4- p.2 W2 + // j .
Les coefficients A, A' sont des constantes qui contiennent d'ailleurs en facteur
Nous déterminerons bientôt les constantes h et A'. L'entier positif rJ^ est au moins égal à /?i en valeur absolue. Quant aux entiers/», et/Jo ils ne peuventavoir d'autre valeur que o, ±i, ±2.
Reprenons le raisonnement du n" 161 ; nous choisirons des solutions particulières, telles que les valeurs initiales des v)' soient nulles pour
la symétrie des équations exige que, pour ces solutions, les \' ne changent pas et que les tj' changent de signe quand les w changent de signe. Ces solutions sont bien celles que nous avons envisagées; car elles satisfont manifestement à la condition
Si donc nous changeons les signes des w et des co, les ^' ne changeront pas, et les tj' changeront de signe; par conséquent, à cause de la symétrie des relations qui lient les ^ et les v], aux ^', r/ et 10, les ^ ne changeront pas et les q changeront de signe. Cela revient à dire que h et /// sont nuls.
Reprenons maintenant le raisonnement du n° 162.
Je suppose que l'on fasse tourner le système d'un angle s, soit autour du troisième axe de coordonnées fixes, soit autour du troisième axe de coordonnées mobiles.
Dans le premier cas
(Vl, IV,, .... i^'2/J- 1
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ne changeront pas, 'l ne changera pas, o augmentera de s. ^ et t, devront se chaniier en
; COSî -+- Tj sin E, — ; pillî -T- Y] COSE.
D'ailleurs to, et Wo se changeront en
Cela \cul dire cpie Ton doit a^olr
Oa aura donc lune des trois solutions
Faisons niainlenanl tourner le système autour du troisième axe mohile; tous les (v augmenteront de s; mais si en même temps je fais tourner les axes mohiles d'un angle — $, c'est-à-dire si je change 'l en -]; + s, la position du système par rapport aux axes fixes ne changera pas; et les ç et les -^ ne changeront pas.
Les ç et les Tj ne changeront donc pas si je change w en (v-f-;.
en tL)| + --7 (Oo en ojo -}- -• Cela entr.iîne la conséquence
,,^!h±Jh=„.
Introduisons maintenant des ai^guments auxiliaires
iv'l = H'/ — a (.0 2 ( i = I , 2, . . . , -2 /i — I),
tVo,, ^ oji — Wo ; on aura, en ^ ertu de la valeur de 2_, ^'' trouvée plus haut,
^ k (V -T- /J I co] ^ p-i W2 =: 7^ ki w'ï -;- /:>i (p^ «i d'où
' ^ 2 ''^^'^'" '^'■'^ ( ^ f'i''^''i — Pl "'2/J>
■1 = V AEfîjSin ( y /.7BV-H/)i(v;„ ).
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On voit que les l et les y; sont développables suivant les
puissances de
cos , cos ,
K/ . iVf, E2,, . n',„.
siii sin
On voit aussi que la somme des coefficients entiers
est égale à + i, ce qui est conforme au résultat obtenu au n" 16^. Ces arguments «v' varient proportionnellement au temps t, mais, si on les regarde comme des fonctions linéaires des deux variables indépendantes t et u introduites plus liaul, on voit que
dépendent à la fois de t et de u (puisque les tr, dépendent de t (Ct Wo de «) mais que leurs différences ne dépendent que de t. Quant à <vl,^, il ne dépend que de u. Si l'on fait E^^^o, les termes qui contiennent w'^ disparaissent et il ne reste que les itermes pour lesquels y>, :=</, = o.
En même temps -7^ s'annule et too se réduit à une constante, de 1 du
sorte que nos expressions ne dépendent plus de a et satisfont à la fois aux équations (i) et aux équations (i5).
Ainsi se trouve élucidée complètement la signification géométrique des équations (i5), ainsi que leurs relations avec les équations (i).
169. Les considérations précédentes pourraient être considérablement simplifiées en modifiant l'artifice employé. Remplaçons le système (i5) par le système
et les systèmes (17) et (18) par les systèmes
d\ f/R dr^ d\^
dl d\\ d:r^ d\\
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On verrait comme plus haut ([ue les deux systèmes (i^ bis)
et (18 bis) sont compatibles et que l'on peut déduire la solution
des équations (i5 bis) de celle des équations (i- bis) et (18 bis) en
y faisant
T = /, u = y.t. ■+- coust.
On vendait également que la fonction R + aH est tout à lait de même forme que la fonction R, et par conséquent que les équations (i5 bis) sont tout à fait de même forme que les équations (i) avec cette différence qu'aucun des y n'étant nul, la difficulté signalée plus haut ne se présente j)as.
Quelle est maintenant la signification géométrique des équations (i5 bis) et d'abord celle des équations (18 bis). Celles-ci s'intègrent immédiatement, car elles s'écrivent
du '■^^" du '■^''
Elles nous apprennent que, quand la variable a varie proportionnellement au temps, tandis que preste constant, tout le système tourne autour de l'axe des x-i d'un mouvement de rotation uniforme, à la façon d'un corps solide.
Les équations (i5 bis) représentent donc le mouvement de nos n -+- 1 corps rapportés non à des axes fixes, mais à des axes mobiles tournant uniformément autour de l'axe des ^s.
Lune des propriétés des équations (i5) ne se retrouve plus ici, car les équations (i) et (i5 bis) n'ont aucune solution commune. Mais il est aisé de déduire la solution générale des équations (i) de celle des équations (i5 bis). Soit en effet
la solution générale des équations (i5 bis). En vertu du n'* 102, on a
On doit d'ailleurs faire Comment les y' et les B dépendent-ils de a?
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Si je change a en a + ['i, la vitesse angulaire de rotation des axes mobiles augmente de B;a, de sorte que l et r, se changent en
^ cos[3;Ji/ -h Tj sin [îa^ — ^ sin '^•xf -r- r, cos ji;^/,
ce qui montre que «•/ doit se changer en n/- [^iu./. Donc, quand a se change en a + ^i, les y' se changent en y' + [ii;^. et les B ne changent pas. Donc les B sont indépendants de a et les y' sont des fonctions linéaires de a; de plus leurs difterences sont indépendantes de a.
l'our avoir la solution des équations (i), il suffit de faire y. = o\ nous savons que pour a = o, l'un des y', à savoir yl,,, s'annule. Donc, p(.ur a = o, le coefficient y; se change en y; — yl,,.
Donc, pour trouver la solution des équations (i), il suffit dans les formules (23) de faire
Il ne sera pas nécessaire d'ailleurs de former eflectivement les équations (i5), ou (i5 bis)] on pourra partir des équations (i) et le calcul se poursuivra sans cpi'on rencontre aucune difficulté. Si j'ai introduit les équations auxiliaires (i5) ou (i5 bis), c'est pour démontrer que ces difficultés ne se présenteront pas. C'est un artifice de démonstration, ce n'est pas un artifice de calcul.
170. Généralisation. — Dans tout ce ([ui précède, la fonction R était supposée d'une forme particulière :
i" Elle ne changeait pas quand on changeait les signes de tous les Ti, ou encore quand on changeait les signes de toutes les variables obliques. Si l'on renonce à cette condition, tous les résultats subsisteront, sauf ceux des n"^ 166 et 163;
2" Elle ne changeait pas quand on changeait l et Tj en
^ cos£ — Tj sin£, ^sins H-r, cose.
Si l'on renonce à cette condition, tous les résultats subsistent encore, sauf ceux du n" 162;
3« Elle ne contenait que des termes de degré pair par rapport aux l et aux Tj. Si elle contient des termes de degré 3, 5, 7, . . ., mais pas de terme de degré 1, tous les résultats subsisteront, saul ceux du n" 139.
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Les q et les r^ seront encore développables suivant les puissances des quantités
,, cos
iv,- . '■•'
Slll
mais les développements contieudrout non seulement des termes <le degré impair, mais encore des termes de degré pair. 4'' Enfin, la fonction R, était d'une forme particulière.
(^u'arrive-t-il lorsqu'on renonce à cette dernière condition? Soit alors Ro un polynôme quelconque homogène et du second degré par rapport aux 4/i variables ç et t] et soient les équations canoniques
dli dR-î dr^i _ 'VH2
Ces équations sont linéaires et à coefficients constants. Elles admettront donc ^n solutions de la forme
(25) ^i=n'ie'-^^, r,^=3fe>.l^
et il reste à déterminer les constantes af , ^f , Aa; nous trouvons
Je suppose, bien entendu, en écrivant ces équations, que dans Ro les variables ç/ et r^i ont été remplacées par aj et l^-,.
Entre ces 4/i équations (qui sont linéaires et homogènes par rapport aux a et aux ^) j'élimine les 4 /i quantités a et ji. J'obtiens ainsi une équation algébrique de degré ^n en Aa dont les racines seront deux à deux égales et de signe contraire.
Soient
(26) i-=V/A^''^'» ■r:'i=OikeV-i^t^
une autre solution des équations (24), correspondanl à une aulrc racine ^-k de Féquation en Aa.
A l'aide des deux solutions (25) et (2(3) formons l'expression
■2.6?. ClIAIMTUi: I\.
Cette expression est une constante, car sa dérivée s'écrit
ou
vA':^
et cette dernière expression est nulle en vertu des théorèmes bien connus sur les formes quadraticjues.
D'autre part, cette expression (2-) est égale à une constante multipliée par
Il faut donc (jit hien c[u'elle soit nulle, ou que iji.y;.+ À^=: o. Mais, si l'expression (aj) était nulle quelle que soit la racine [jla choisie, elle serait nulle cjuand on remplacerait ç^', r^'- par la solution générale des équations (24)5 puisque celte solution générale est une combinaison linéaire d'expression de la forme (26). On aurait donc entre les ç et Tj une relation linéaire et ces variables ne seraient plus indépendantes.
Donc, si nous nous donnons X^i nous aurons une racine [j-a telle cjue [JL/, + Àa= o, c'est-à-dire que les racines de notre équation sont deux à deux égales et de signe contraire. c. q. f. d.
Prenons donc [Jla^ — Aa- L'expression (2-) sera une constante différente de zéro et nous pourrons, sans restreindre la généralité, supposer que cette constante est égale à i ; posons
Nous avons /\ n racines Aa, nous ne donnerons toutefois à l'indice l{ cjue 2 /i valeurs, parce cpie chaque couple de racines Aa et — ).A ne doit être pris qu'une fois.
Formons l'expression
^{\i dr^i - r^i d\i ).
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Si j'observe que d'api'ès les propriétés de Téqualion (27) ou a
je vois qu'il \ieut
y^ilj dr,i- T,i d\i)= v/^T^fX/, d\,,- Y/, d\u), ce qui montre que
est une différentielle exacte.
Nos équations (24), conservant leur forme canonique, deviendront
, , , . rfX/, . f/R, dY,, . d\\.
( -24 bis ) —r— — l \X -pr^ , —7— = l[X -rrr^ •
^ dt ' dY/, dt ' d\i,
Or ces équations doivent admettre pour solution
X/, = eX^S Y/, = e ->>.', Xy = Yy = G (y > /:).
Il faut donc que l'on ait
. fl?R2 ^ .. . dK^ ^ -r
d'où
î[jlR2 = -+-^ A/,X/,Y/,.
Soit maintenant
[Je ne donne plus ici aux lettres ^' et v]' la même signification que dans les équations (20)].
On voit que
aX/,. rfY/. -f- 2 i^'/^ dr^'/.
est une différentielle exacte et qu'il en est de même par conséquenl
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de
V X dY ^ i\ r cl,
et de
Les équations (24) deviennent dès. lors d'il
et Ton a d'ailleurs
dl\.,
dr: '
dr^ d\\,
dl ~ '^ (/^'
La fonction R^ exprimée à l'aide des nouvelles variables est doue ramenée à la même forme que par le changement de variables (hi n" loi ; de sorte que le changement de variableis que nous venons de définir et t[ui est canonique et linéaire, jieut remplacer dans le cas général celui du n" loL
Les quantités -^jouent le rôle des y^.
Suj)posons maintenant que l'on ait
où Pv.1 est de la ionne envisagée dans le Chapitre Vlll et dans hcommencement du Chapitre IX, tandis que Pi", est très petit. C'est ainsi que les choses se passeront dans toutes les applications que nous pourrions a\oir à faire.
Considérons les \aleurs des y/, formées à l'aide de la fonction R', ; ces y/f sont tous réels d'après le n" 145 et, si R.', était nul, on aurait
Supposons d'abord qu'aucun des y/, ne soit nul. Dans ce cas les X/, sont rangées par paires; les deux à/, d'une même paire doivent être imaginaires conjuguées, et en même temps égales et de signe contraire. JNous savons en elfet que les \k doivent être deux à deux imaginaires conjuguées; et comme elles diffèrent très peu des /vy;, ce sont les deux X]^ qui diffèrent très peu de + i^'k et de — ?'v/. (pii sont conjuguées. D'autre part nous sa\ons que les À^ sont deux à ■deux égales et de signe contraire; et ce ne peut être là aussi (pic
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les doux: ),/■ c[ui ditrèrenl très peu de + i^'k et de — /*'/.• Donc àa el ^ À/, sont imaginaires conjuguées; doù il suit que les deux solutions (20) et (2<)) sont imaginaires conjuguées et que notre changement de variable est réel.
Ce raisonnement ne serait pas applicaljie au cas où l'un des y serait nul; parce que deux des racines A/^ et — A/, pourraient être réelles el très voisines de zéro. Mais, dans toutes les applications (|ue Ton pourrait a\t)ir à faire au problème des trois corps, on pourra toujours ramener au cas où aucun des -' n'est nul, en employant soit lartifice du n" Î60, soit celui du n" 169.
On peut aussi se poser le problème autrement. Supposons
que l'on ait
R = R'^ ,aR',
<pie Pi soit de la forme envisagée au début de ce Chapitre; que |jl soit \\n paramètre très petit; que R'' soit quelconque, assujetti seulement à être développable suivant les puissances des c et des tj, mais pouvant contenir des termes de tous les degrés et même de degré un, et avec des termes du second degré de forme quelconque. Les équations (1) deviennent
d\ __ ^ _ , ^^' (h _ dK' _ ^ d^
dt ^ ~ '■'' 11^ ''-' 'dr, ' 7/7 ^ '■' ^ "" '■"" ~d\ ■
Nous allons faire le changement de \ariables du n" loi puis celui du n" loi, mais en posant en même temps ij. ^ s' y.', de sorte que l'on aura
et en écrivant
R'=RoH-r; + r:+...,
o.'i R^. représente l'ensemble des termes de degré k, nous poserons encore
doù
et
rI-r;-..
dl"
dt
dS ^dr:'
dr/' dt
rfS ' '■' di"
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Nous retombons donc sur les équations du n" loi, et je n'ai presque rien à changer à ce qui en a été dit. La seule différence, c'est que U, qui dans les numéros précédents ne contenait que des termes de degré pair, en contiendra de tous les degrés, mais il n'en résulte aucun changement.
Les ^ et les y; restent développables suivant les puissances des
cos
Slll
mais les développements, au lieu de contenir seulement des termes de degré impair, contiendront des termes de degré pair et même de
degré zéro.
D'ailleurs il est bien entendu que les conclusions des n"^ 161, 1G2, 163 ne subsisteraient que si R" possédait les mêmes symétries que R'.
172. Nous avons examiné, dans les Chapitres V et ^"T, la manière de former des développements qui satisfont aux équations dillerentielles du mouvement dans le cas général du problème des trois corps. Au Chapitre VII, nous nous sommes attachés à un cas parliculier, celui du problème restreint et nous avons montré comment, dans ce cas, on peut faire disparaître les termes séculaires (le ces développements.
Aux Chapitres VIII et IX, nous avons fait létude spéciale des |)erturbations séculaires, c'est-à-dire que nous avons cherché à déterminer, dans le cas général du problème des trois corjis, les termes de rang zéro de nos développements. Nous avons vu que ce 3 termes dépendent d'équations canoniques qui sont de même forme que celles du Chapitre VII, et qui, par conséquent, conduisent à des développements où il est possible de faire disparaître les termes séculaires.
Nous allons maintenant revenir aux développements les plus généraux du Chapitre VI, et montrer qu'on peut y faire disparaître les termes séculaires par des procédés analogues à ceux du Chapitre VII.
Il s'agit d'intégrer les équations canoniques
Nous avons vu au Chapitre VI qu'on peut y satisfaire à l'aide de développements de la forme suivante :
f/L dV
dt ~ d\ '
dl dF dt ~ dL '
d\ dV
dt ~ dr '
dr, dF dt " di
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Les oL, oÂ, oç, or, sont développables suivant les puissances de tj., de t, des ;)', des -r^ et suivant les cosinus et les sinus des multiples des (v, c'est-à-dire qu'ils peuvent être mis sous la forme
< 3 ) y ;-•-'-' A ^'IIl ^ -'" cos ( y k <r -f-
Lcs k sont des entiers; A et li ne dépendent que des constantes L}' et a|- ; OlLo est un monôme entier par rapport aux ^" et aux -^)- .
Les &L, o)., o;, or, s'annulent pour p. ^ o ; elles s'annulent (■i;a- Icmentpour ■:= (ï'/= o, de sorte que les constantes L]', 'a|- , ç)- , y,J' ne sont autre chose que les valeurs initiales de nos inconnues L, À, ç, 7, pour T = tv = o.
Ces développements (2), (3) satisfont aux équations (i) quand on j fait
quelles que soient les constantes c et s/.
Clierclions à appliquer à ces développements le procédé du n" 120. Nous sommes partis du théorème du n" 16, qui est résumé dans les formules
rt^ .<ad dx
Dans le cas qui nous occupe, le rôle des x est joué j^ar les L et les Ç; celui des y jiar les \ et les rj ; celui de F par — F. Nos iormules deviennent donc
analogues aux formules (i3) et (i4) du Chapitre VIL
Nous pourrons écrire la seconde équation (4) sous la forme
< . AQ = — + > /^ -^- = > L - - — > ï - - — F,
d-z ^ai dw, .sEoi d\j Jkià d\
analogue à Téquation (i5) du Chapitre VIL
Le second membre de (5) est développable sous la forme (3). L'équation (5) est donc de même forme que l'équation (i3) du
CAS GÉNÉRAL DU PROlîLÉMK DES TROIS CORPS. 26c)
Chapitre ^ I, el Ton en coucluL que runc des solulious do celte équation est encore développable sous la forme (o). Ce sera celle que nous adopterons; nous regarderons donc ù comme dévcloppahle sous la forme (3).
Ainsi les quantités L, a, ;, r., <i sont des fonctions de t, des iv^ et des constantes d'intégral ion L^', V; , 1% r.'' ; mais nous regarderons les l'I comme des constantes données une fois j)Our (ontes^ de sorte que nos inconnues seront seulement fonctions de
ÏO .,0
Nous pourrons donc écrire
Dans cette formule (6), les coefficients différentiels H, W/, C,-, X,, Y, sont développables suivant les puissances de - et suivant les sinus el les cosinus des multiples des w et il en est de même des, C- si l'on pose
Je puis écrire d'ailleurs plus simplement puisque
est fonction de L" seulement.
Faisons maintenant
-z — t, (V; + Hit -^zi,
d'où , , ^ ,
dz = dt, diVi = m dt -4- dii^ t diii.
On trouvera
^hdX-r-yj^df.-dO
(7) I ==(h+Vw,;.;]./^
en remarquant que C)' se réduit à
ce qui donne
Nos constantes d'intégration qui jouent le rôle des a^ de la formule (4) sont ici les L^", les £/, les 1% les -^;'. Donc les W,-, les C)', les X,-, les Y,- qui jouent le rôle des Aa de la formule (4) seront des constantes indépendantes du temps et dépendront seulement des constantes d'intégration.
De plus
sera aussi indépendant du temps en vertu de l'équation des forces vives.
Or les W/ sont développables suivant les puissances de a et de T et suivant les cosinus et les sinus des multiples des (v; et l'on peut leur appliquer le lemme du n" 107 et le raisonnement du n° 129.
Po ur
on a
o"/o, d'après ce qui précède, est une constante indépendante du temps et ne peut dépendre que des constantes d'intégration
Mais ici les constantes £/ sont nulles, puisque nous faisons
Donc /„ ne dépendra que des
En vertu du lennne du n" 107, la relation
qui a lieu pour -7= ^, (v'a = /^/,/, aura lieu idciitiquemenl quelles que soient les valeurs de t et des w.
Donc W,- ne peut dépendre que des L-, \] cl r/'.
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Il en est de même pour la même raison des
et aussi de F (et par conséquent de H). Reprenons l'identité (6) et faisons-y
' = "'/ = f>, et, par conséquent,
(h = (hv, = o.
Les À/, les ç^ et les r,^- se réduiront respectivement à a|*, ;" et r^" , puisque ces constantes sont, par définition, les valeurs initiales des À, ç et Tj pour t = »r = o. On aura donc
puisque les )." sont considérés comme des constantes données une
fois pour toutes et
d-rii= dri^.
On aura d'ailleurs (puisque t est nul)
\^l — KJj ,
et, si Qo représente la valeur de ù pour -: = fP = o, notre formule (T)) deviendra
Si nous faisons simplement t = o, en conservant aux iv des valeurs quelconques. G/ est encore égal à Cf et la formule (()) devient
( ^Ldl-i-y^Ufq-dil
Il importe de remarquer que les quantités G", X/, Y/ ne dépendant pas des w ont mêmes valeurs dans la formide (8) et dans la formule (9). Si donc je retranche ces deux formules l'une de l'autre, je trouve, en faisant passer certains termes d'un meml)ro
dans l'antre,
jgi^ ^ofij ^amà JLSisi
Cette formule suppose que l'on a fait
Prenons donc nos développements (2) cl (3) et faisons-y
ils définissent les L, À, ç, T) en fonctions des w et des constantes
Les À|' sont en cllel regardées comme des constantes données une fois pour toutes.
D'ailleurs les W sont des fonctions des L", ^1, r," ; donc, inversement, les L" sont des fonctions des W, ç", r,", de sorte que finalement les inconnues
sont fonctions des
cl tjue ces fonctions sont données par les développements (2), (3) (où l'on a fait t = o).
Ces développements (2), (3) (avec t = o) définissent donc un changement de variables et la formule (10) nous apprend que ce changement de variables est canonique.
Les équations (1) conserveront donc la forme canonique et deviendront
(II
df
dY
dwi
dt ~
dV dr:\
dw i
dV ~ dWi '
dt ~
dV
cm
Nous voyons tout de suite que F dépend seulement des L)', ;)', •Al*', c'est-à-dire des W/, ç", y,". Donc la dérivée de F par ra])port à <v'/ est nulle et W^- est une constante.
On démontrerait, comme au n" 130, que les lemmes du n" 107 sont ai)i)licables.
173. Il faut voir maintenant quelle est la forme de la fonction F. Les développements (2), (3) nous apprennent que
'-'Il 'ut Ço l\l
sont développables suivant les puissances de 7, a, ;", tj", les coefficients du développement dépendant d'ailleurs des L" et des iv. fl en est évidemment de mémo de leurs dérivées et,, par conséquent, de
AL,-, AX,-, A£,-, At.,-.
Il en est de même de F (considérée comme fonction des L", ç", r,", u.). Il en est donc de même de
c'est-à-dire de AQ; il en est donc de même de Q. et par conséquent aussi de
JmU dwi ^^ ■ dwi dwi
On voit donc que W/, qui ne dépend pas de t ni des w^ sera développable suivant les puissances des ç", ri" et de tj., les coefficients du développement dépendant d'ailleurs des L".
Si nous faisons [ji. = o, on a
dwi
<r/À/, dwi
•si tt ^
dr^ dii'i
= Fo,
dF
dF
dU = ''"
d'où
AO
du
diX'i
(>;«,L«-Fc 0,
= const.,
d'où enfin
Ainsi le premier terme du développement de Wi suivant les puis- P- - I- 18
sauces de ja se réduit à L". Soit, pour [j. quelconque
oWi sera développable suivant les puissances de [x, des ^l et r^; les coefficients du développement seront des fonctions des L](, holomoj^phes dans le domaine envisagé.
Si donc j'ai
d'où
la fonction / sera développable non seulement suivant les puissances des [X, ç", Til^ mais suivant celles des différences L^ — Wa, les coefficients du développement dépendant seulement des W. Alors notre équation peut s'écrire
cL le premier membre est développable suivant les puissances des
,, io .,11 10 W/
Quand on y fait
le premier membre se réduit à L" — W/ et sa dérivée partielle par rapport à cette différence sera i .
Donc, en vertu du tliéorème de Cauchy sur les fonctions implicites ou, comme aurait dit Laplace, du théorème sur le retour des suites, de l'équation (12), on pourra tirer
et, par conséquent, L^^ en série procédant suivant les puissances des UL, ^°, t\% les coefficients du développement dépendant d'ailleurs des W,-.
Si dans F, nous substituons ces séries à la place des LJ, nous verrons que F est développable suivant les puissances de [a, des ç- et des ti" , les coefficients de développement dépendant seulement des W.
Telle est la forme de la fonction F.
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174. Revenons aux équations (ii). Ka|)|ielons-nous que, en vertu de ces équations, les W/t sont des constantes, que F ne dépend pas des w, et envisageons spécialement les équations
f^^ __ dV_ dr^ _ dF
^^^ dt dr^f dl ~ ^ï?
Comparons-les aux équations (i) du Clia|)itre IX :
(^h __ dK dr^i _ dK
dt ~ '''d^i' lu ~'''d^i'
L'analogie est évidente; F joue le rôle de [jlR, H" celui de q<> tf- celui de r\i. De plus, F ne dépend pas d'autre variable que des ^" et des r|", puisqu'il ne dépend pas des w et que les W sont des constantes. Enfin F est développable suivant les puissances des y et des VI».
11 y a toutefois une différence. Tandis que uR ne contenait que des termes de degré pair jjar rapport aux ^/ et aux -^/, le développement de F contient à la fois des termes de degré pair et des termes de degré impair.
Quelle est la conséquence de cette différence? Au Chapitre IX nous avons supposé que le développement de S commençait par des termes du second degré, ce qui revenait à dire que [xR ne contenait pas de termes du premier degré. Mais l'hypothèse que IJI.R. ne contient pas de terme de degré 3, 5, ij, ... n'a joué aucun rôle dans nos démonstrations depuis les n"^^ 15o, 456, 157, 158. C'est seulement au n" 159 que nous l'avons introduite. C'est d'ailleurs ce que nous avons expliqué au n" 170.
Les résultats des n""* 155, 156, 157, 158 seraient donc applicables à des équations de la forme (i3), où F ne contiendrait pas de terme de degré un par rapport aux inconnues, mais pourrait contenir des termes de degré 3, 5, 7, .... Avec de pareilles équations, les inconnues seraient développables suivant les puissances d'expressions de la forme
(14 ) E/,- ces tv'y,., E/.. sin (v'^.,
où les E>t seraient des constantes d'intégration et les w\ des variables auxiliaires; pour satisfaire aux équations du mouvement, il faudrait faire
OÙ les y' sont des constantes dépendant des E et les m'^ de nouvelles constantes d'intégration.
En revanche, les résultats du n° Jo9 ne seraient pas applicables, de sorte que les développements contiendraient non seulement des termes de degré impair par rapport aux expressions (14)7 mais aussi des termes de degi'é pair. Ils ne contiendraient pas cependant de termes de degré zéro. On voit en effet que les équations différentielles sont satisfaites quand toutes les inconnues sont nulles. Les inconnues s'annulent donc toutes à la fois quand les constantes E/;- s'annulent toutes à la fois.
Le cas où F contient des termes de degré un peut-il être ramené à celui où F ne contient pas de termes de degré un? Rien n'est plus facile : il suffit de poser
Ç/ — Ç/ ^ ^'5 'îi — 1/ ^ Pm
OÙ i'" et t]'/^ sont les inconnues nouvelles, ai et |3/ des constantes. Nous déterminerons ces constantes, de telle façon que
quand on v fait
\lors, en effet, les dérivées de F s'annulant avec les ^'■'^ et les r{-\ le développement de F ne contiendra pas de terme de degré un par rapport aux ç'^" et aux ri'/^.
Ce changement de variables ayant ramené nos équations à la forme que nous avons traitée, nos nouvelles inconnues i^" et r,'^" sont développables suivant les puissances des expressions (i4)5 d en sera donc de même des anciennes inconnues q^ et rj" qui n'en diffèrent que par des constantes. La seule différence, c'est que les développements des ^1 et des r," contiendront des termes de degré zéro, tandis que ceux des ^1° et des •^'^'' n'en contiennent pas.
175. Il importe, avant d'aller plus loin, de faire voir que les constantes a, et [3^ sont très petites de l'ordre de a.
Pour cela, je commence par observer que la valeur moyenne de
est divisible par ^-. Je rappelle ce que j'entends par valeur
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moyenne d'un développemenl procédant sui\ aiil les puissances de et suivant les sinus et les cosinus des multiples des w. C'est l'ensemble des termes de ce développement qui sont indépendants à la fois de T et des w.
D'après cette définition, si U est un pareil développement, la valeur moyenne du développement
dwi
sera nulle, puisque les termes indépendants des «^ disparaissent par la différentiation.
Je remarque ensuite que
dkic _ d oÀa dwi ~~ dwi
dli doli
dwi dwi
Mk\
divi dwi Il vient donc
y dot]/,- d\l .mJ ' dwi dwi
Or L^, "il sont des constantes, de sorte que les valeurs moyennes de
0 d oX/, ,0 dor,u- d,l ^"~d^' ''" dn-i' dwi
sont nulles et que Ton a
val. moy.( W,— L,) = val. moy. (^2j "^ ^7 -"2^ °' "^I^A
Comme 3L, 5a, o;, oyi sont divisibles par [x, nous voyons que la valeur moyenne de Wj— L,- est divisible par \x-.
Cela posé, cherchons à exprimer F en fonction des A\ , des ;» et des Y,o et cela en négligeant ij.^. Nous avons
F = Fo^;jtFi.
Le premier terme Fq dépend seulement des L^ et, comme W/ — L/ €st de l'ordre de [j., nous pouvons écrire
Fo(L,-) = Fo(W,-) + 2^(L/-W,-), en négligeant a-; d'ailleurs comme
dL, -"'
est de l'ordre de ^, nous pouvons, toujours en négligeant [x-, écrire
Fo ( U ) = Fo ( W/ ) + 2 " '• ( ï^' - W.- )
Dans le dernier terme y-F,, nous pouvons remplacer les inconnues
par leurs valeurs approchées
L'erreur commise sera de l'ordre de ui-.
Comme F est une constante, il est égal à sa valeur moyenne.
Or Fo(W/) est une constante; la valeur moyenne de L/ — W/ est nulle en négligeant ij.^ ; celle de F, se réduit à R, partie séculaire de la fonction perturbatrice.
Donc
(i5) F = val. moy. F = Fo(W/)-+- [jlR.
Dans K, il faut remplacer L/, ^,-, ■/],■ par W/, ;)', r|J' ; je ne parle pas de "ki qui ne figure pas dans R.
Or nous savons que le développement de R suivant les jouissances des ^ et des r^ ne contient que des termes de degré pair; si donc on négligeait |j.-, il n'y aurait que des termes de degré pair dans le développement de F suivant les puissances des ^" et des v)". Ou bien encore, si l'on exprime F en fonction des W,, ç", t]" et SI 1 on développe suivant les puissances des ç" et desT]", les termes
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de degré un et, en général, les termes de degré impair seront divisibles par [JL-.
Quelles seront alors les valeurs des constantes a/ et j3/? Ce seront les valeurs qui, substituées à la place des ç^ et des y)", satisfont aux
équations
cW dF
Les premiers membres de ces équations sont divisibles par jx; en efTet, pour ij. = o, F se réduit à Fo(W/), c'est-à-dire à une constante indépendante des ^" et des r,^". Si donc nous posons
F = Fa(W,-)-H;xF',
nous pourrons écrire nos équations sous la forme
dF' dF'
nous aurons ainsi fait disparaître le facteur [x.
Les premiers membres de ces équations sont développables suivant les puissances des ç", r\'^ et de tx. Pour [j. = o, F' se réduit à li, et ne contient plus que des termes de degré pair par rapport aux q^ et aux r\^^ ; ses dérivées premières s'annulent donc avec les q" et lesr,°.
Nos équations sont donc satisfaites pour
Nous tirerons donc de nos équations les ç" et les r,^- en séries procédant suivant les puissances de tx, et ces séries s'annuleront avec ^a. Comme les valeurs des ç" et -rif ainsi obtenues ne sont autre chose que les constantes a^ et ,3/, nous devons conclure que les a/ et les jB/ sont des séries procédant suivant les puissances de pi. et contenant y. en facteur, que ces constantes sont par conséquent de V ordre de y..
Si alors, dans notre fonction F qui est développable suivant les puissances de
nous faisons
il est clair qu'après cette substitution, F sera développal)le suivant
•28o CHAPITRE X.
les puissances de
Reprenons maintenant la dernière équation (i i
dwj _ dF
~dt ~ Imt
Le second membre dépend seulement des
Wf 0 Y 0
Ces quantités viennent d'être déterminées et l'on a trouvé que les Wi sont des constantes et que les ^" et les yj" sont développables suivant les puissances des expressions
( ' -î ) . K/, cos H'/., E/,. sin w'^,,
OÙ les Ea sont des constantes d'intégration et où les iv'/^ doivent être remplacés par
Le second membre est donc connu, de sorte que nous obtiendrons iVi par une simple quadrature.
Le second membre est développable suivant les cosinus et les sinus des multiples des (f^.. Soit n'^ sa valeur moyenne et posons
avec
^ -„' dgi_ d¥__ ,
dt ~ " dt ~ dWi '■
Comme -j^r- est développable suivant les puissances des expressions (i4) et de [J., les coefficients du développement dépendant d'ailleurs des constantes W;t, sa valeur moyenne n'^ sera une constante développable suivant les puissances de |j. et des E| [je dis des E| parce que n'- ne doit pas dépendre des <r^ (c/. n° 160)].
Quant à la différence
dF
elle pourra être mise sous la forme
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OÙ A et h sont des constantes dépendant seulement des W, des E et de a, et où les A"', sont des entiers. Il Aient alors
W"i = n'i t -t- TTSi,
les mi étant de nouvelles constantes d'intégration, et
A sin ( ^ k'j iv'j -f- h
Rappelons que les y', sont divisibles par a; on pourrait donc craindre que les expressions des gi ne contiennent ij. au dénominateur, si les coefficients A n'étaient pas eux-mêmes divisibles par p..
Heureusement, c'est ce qui arrive; si nous faisons |j.^o, nous aurons, en vertu de la formule (i5),
Comme -^- est une constante, elle estéeale à sa valeur moyenne,
de sorte qu'on a
et
dt
Si -^ s'annule pour a = o, c'est qu'il est divisible par ik. Donc
touslescoefficients A sont divisibles par ui.. Dans l'expression de ^/, le facteur ijl disparaît haut et bas, de sorte que cette expression est développable suivant les puissances de [x.
177. Reprenons maintenant les développements (2), (3); nous satisferons aux équations (i) si nous j remplaçons :
1° - par zéfo;
2" Les S" et les r^ par leurs développements suivant les puissances des expressions
(i4) -E/. gjj^ »'a- "•/!■ = - T// -^ ^A'
développements qui résultent de rintégration des équations (i3) et qui dépendent d'ailleurs des constantes W,-;
3" Les L" par leurs valeurs en fonctions des W/, i", r|" ; ces valeurs étant développables suivant les puissances des i" et y)^^ seront également développables suivant celles des expressions (i4);
4" Les Wi par
Le terme général du développement (3) s'écrit
V [Ji* A 011 0 1'" cos ( V Ai n'/ H- /H .
Je puis supposer ju = o, puisque je fais dans ce développement o, et que, par conséquent, les termes qui contiennent un facteur t disparaissent; si je fais de plus iVi= «''']+ gi, notre développement deviendra
V a* A 011 0 COS I V /./ ,^/ + /t j cos ^ V Ai II-';
Le monôme .'lllo i'Cra développable suivant les puissances des expressions (i4); il en sera de même de A, cos h, sin/i qui dépendent des L^^ ; il en sera de même des gi ainsi qu'il résulte de
la formule (16); il en sera donc de même de cos(^^kigA,
sin(^kii^A, cos( ^ /ci g i+ /i\ ^\nf^kisfi+ /A. Ainsi les
coefficients de notre formule (17) sont développables suivant les puissances des expressions (i4)-
En raisonnant comme au n" 69, on verrait que les développements (3) prennent la forme
( , 8 ) V :,a BEf Ef . . . E7^î ^^ (^ ^- "''^ + 2 ^^ "'') '
les entiers (/et/) satisfaisant aux conditions
qi = Pi (niotl'2), qiV[Pi\-
Les coefficients B flépendent d'ailleurs des constantes W/.
Pour satisfaire aux équations (1), il faut dans les développe-
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menls (i(S) fiiirc
w'/ = — y'/ ^ -^ ^'/» "'"i = nit -h TO/.
S'il y a /i + I corps, soit // planrles, cette soliiiion renferni<'i;i 6n constantes arbitraires, à savoir : les n constantes W/, les i/i constantes E/, les n constantes ra/, les 9. Ai constantes raj. Je ne parle |)as (les À" ([lie nous regardons comme données une fois pour toutes.
Le système (i) est d'ailleurs d'ordre ()/?.
178. Revenons aux équations (i3) et examinons-les de plus près. Nous les avons rap|)rocliées des équations (i) du Chapitre IX et nous avons vu au u" 17 i (pielles sont les différences; on peut ramener un cas du début du Cluipitre IX en combinant l'artifice du n" 170 avec celui du n" i7i. Mais il est plus simple d'employer le procédé du n" 171, c'est ce que je vais explicjuer.
En nous reportant à la formule (i5), nous voyons que Ion a
où R' n'est autre chose que R où l'on a substitué W/, q^ et 'r^'■ à la place de L/, qi et r|,-, tandis que R" est développable suivant les puissances de jjl, ç", tj", et dépend en outre des constantes W,-. Les équations (i3) deviennent alors
djl __ dR^_ , dR" dt - ^drn^ ^'dr,f
dn'^ dW „ dK"
(i3 (fis) <
dt ' ^^? ' d^J
Nous reconnaissons là les équaliuus du ii" 171, car R' est lornuavec les ^" et Y)" comme R avec les ^i et ?)/.
Si toutes les planètes se mouvaient dans un même plan, de façon qu'on n'eut pas à tenir compte des inclinaisons, aucun de nos y ne serait nul. de sorte qu'il n'y aurait aucune difficulté.
Dans le cas où l'on doit tenir compte des inclinaisons et où l'un des V est nul, on tourne la difficulté par l'un des deux artifices exjiosés à la lin du Chapitre IX, par exemple par celui du n" IGi). On se rappelle qu'il consiste à rapporter le système non à des axes fixes, mais à des axes mobiles tournant uniformément autour de l'axe des X3.
Soient alors L', V, p', to' les éléments canoniques osculateurs rapportées aux axes fixes; L, X, p, lo les mêmes éléments rapportés aux axes mobiles ; on aura
L = L', P = ?') X = À'-f-au/, (.0 = w'— aji.;,
a étant une constante dépendant de la vitesse de rotation attribuée aux axes mobiles.
On aura les équations canoniques
d'où il est aisé de déduire les suivantes
dL d(F -h a[j. H ) dp d(F -h oiixU)
dL' dt ~
dF
rfX''
dp' dF dt ~ dto'
dX' dt ~
dF dL''
dto' dF dt ~ dp'
ou
dt d}. dt dLù
dX _ f/(F + a;jLH) . cjm _ d{F + (X)j.\\)
dt dL dt dp
est le premier membre de l'une des équations des aires. J'ajoute que quand j'aurai remplacé L', p', a', w' par
1j, p, A — au/, w -h aa/,
les fonctions F et F + auH dépendront seulement de L, p, X, w et pas du temps ^; cela tient à la symétrie particulière de la fonction F (c/. n" 169).
Si nous revenons aux variables \ et T|, les équations (20) conserveront leur forme canonique et deviendront
Nous opérerons sur les équations (21) comme nous avons opéré sur les équations (i). Remplaçons donc dans F et dans H les variables en fonctions des W,, ç", v)", Wi\ comme H est une constante, en vertu des intégrales des aires, H ne dépendra pas des (ï'/, et je
dL
dt ~
dX
dt
d(F 4-a[JiH)
- dn '
dk dt ~
5(F-f-a|JiH) dL
dr, dt
d(F + o^lxH) dl
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pourrai écrire
Il = H'-i- ,ul11", où
ii' = ^'^'^''-~^[(i^yMr,U'-]^
el où H" est développable suivant les puissances des [jl, ;", r^" et dépend en outre des constantes W,-. Les équations (i3) deviennent alors
(i3 ter) <
i dq'^ d{n'~-oiH') r/(R"+aH") r — -— = u. — ^^ -r- a-
Ces équations sont de la forme de celles du n" 171, et les procédés du Chapitre IX peuvent leur être appliqués sans aucune difficulté.
179. Calcul des moyens mouvements. — Je dis que les coefficients n' et y' (qui jouent un rôle analogue à celui des moyens mouvements) sont développal)les suivant .les puissances du paramètre a et des constantes E^.. C'est ce qui résulte de tout ce qui précède et nous pourrions le démontrer de bien des manières, mais il semble que le mieux soit de raisonner comme il suit.
Les équations ( i) doi\ent être satisfaites quand on fait
d'où
dt ^ 2à"''d^}~2à'^'di^'
Servons-nous de cette dernière formule pour transformer les équations (i). Nous obtiendrons ainsi les deux systèmes d'équations
, c/>,, -^ , d'A, dP
2^"'d^,~2^^''-7^,'' dL, Zà'''^^,^ 2à'^'d^,~ dU
\ -^ dwi, et
, di.i ^ , (D., dF
2à 'dn'i Zd^i^d^v'.- d\i
Ce sont deux systèmes d'équations linéaires d'où l'on peut tirer les constantes /?' et y'. En elïet l'indice i peut prendre n valeurs (s'il J a /i planètes) pour les À/, et2/i pour les ^/ et les yj/; l'indice A' peut prendre n valeurs pour les n' et les ii"" et m pour les v' et les w' . Chacun de nos systèmes comprend donc 3^?. équations et 3/î inconnues.
Les seconds membres des équations (22) et (^3), c'est-à-dire les dérivées partielles de F, ainsi que les coefficients, c'est-à-dire les dérivées partielles des 1, \ et y], sont dé\eloppables suivant les puissances de
(24) X^i E/.cos(i'^,, E/,. sinir^..
Les déterminants formés à l'aide de ces équations linéaires seront donc développables de la même manière.
Chacune de nos inconnues se présentera donc sous la forme
où P, Q, X, Y sont des. séries procédant suiNant les puissances des quantités (24). La première expression ^ sera déduite des équations (22) et la seconde expression ^ sera déduite des équations (23). En conséquence X et Y sont les déterminants des équations (22) et des équations (23).
Soient Xq et Yq l'ensemble des termes de degré le moins élevé des deux développements X et \ ; je dis que, si les deux polynômes Xo et Yq sont premiers entre eux, le dé\ eloppement P sera divisible par X, et Q par Y de sorte que chacune de nos inconnues sera développable suivant les puissances des quantités (24)-
C'est là un théorème général, d'ailleurs bien connu et que je vais établir en quelques mots. On aura
PY = QX,
de sorte que PY est divisible par X; je dis que P est divisible par X. Si en effet P n'était pas divisible par X, on pourra écrire
(25) P = RX + S,
-où K et S sont des développements de même forme que P, Q, X, Y,
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et OÙ reiisemljle S^ tics ternies de degré le moins élevé du dé\eloppement S n'esl pas dixisible par Xq.
Si en etl'et So était di\isible par Xq, on aurait
So=MXo,
M étant un polynôme homogène, puisque So et Xo sont des JJol>nomes homogènes. On pourrait alors poser
P =(R-i-M)X + (S — AIX),
formule analogue à la formule (20) mais où R est remplacé j)iir R H- M et S par S — MX. Si nous comparons les termes de degré le moins élevé de S — MX à ceux de S, nous voyons que le degré des premiers est plus grand que celui des seconds, car Sq — MX,, ^o. On pourra donc augmenter sans cesse le degré des termes le moins élevé de S, à moins que l'on n'arrive à un moment où So ne sera plus divisible par Xq. Supposons donc que Sq ne soit pas divisible par Xq. On aura alors
RXY + SY = QX,
ce qui veut dire que S\ est di\isible par X; il faut donc que Sq^ 0 soit divisible par Xo ; or cela impossible parce que \o e*t premier avec Xo et que So n'est pas divisible par Xo (pour des polynômes, le théorème a été démontré par Kronecker). Donc P est divisible par X. c. Q. F. n.
Nous sommes donc conduits à rechercher si Xo est premier avec \ 0 et pour cela, il suffit de démontrer que cela a lieu pour |ji. = o. Si nous faisons u. = o, il reste
A, A^. -r- IV,, ^i — ç- ,
Or les H" et les vj" ne dépendent que des w' et pas des (v", de sorte que, dans les premiers membres des équations (22) et (23), les
-,—„ et -j-V disparaissent.
a^v dw *■
Il en résulte que X est le produit de deux déterminants :
i" Celui des — -^ qui est égal à i, puisque pour u. = o, )., — sv] dii'i^
est indépendant des i\-";
CllAl'ITUE X.
2" Celui des — —-' Nous devons nous borner à en chercher les
termes de degré le moins élevé. Remarquons que, pour a = o, les ^" peuvent être calculées simplement à l'aide des équations (i ) du Chapitre IX [c'est-à-dire des équations (i3 bis) ou (i3 /er), en supprimant dans les seconds membres les termes en |j.-]. Les H" sont alors développables suivant les puissances des quantités (i4)- Pour avoir les termes du degré le moins élevé de notre déterminant, il suffit de prendre dans les çj les termes du premier degré; lesquels peuvent se calculer par les procédés du Gha|)itre VIII. Il faut donc d'abord faire subir aux ^" le changement de variables du n° loi, qui est linéaire et canonique; si alors nous appelons ^';f les nouvelles variables on aura (en nous bornant aux tei'ines du premier degré)
dw;,
Ce que nous cherchons c'est le déterminant fonctionnel des q^ par rapport aux iv' ; or il est égal au produit du déterminant fonctionnel des ç" par rapport aux ^'/ qui est égal à i (puisque le changement de variables du n" loi n'est qu'un changement de coordonnées rectangulaires) par le déterminant fonctionnel des ^'^ par rapport aux w' qui est égal à
f] j Tj 2 • . . r .,,1.
On a donc
()n trouverait de même
Yo = r.n;» . • • r."» = IX ( ea- cos O,
ce qui montre que Xq et Yq sont premiers entre eux.
(Quelques mots pour repousser une objection possible. On pourrait dire que Xq et Yq sont premiers entre eux pour 'Ji = o, mais qu'il n'est pas certain qu'il en soit de même pour [Ji-<o. Il peut se faire en effet que les termes de degré le moins élevé de X et Y, qui sont de degré 2n par rapport aux quantités (24) quand on fait fji.::=o, soient de degré moindre pour [Ji<o, parce que les termes du degré le moins élevé qui ne seraient d'ailleurs pas premiers entre eux disparaîtraient pour pi = o.
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Pour se iiuLUo à l'abri de ccLle ohjcclion, il sui'fÎL de convenir que l'on évaluera le degré de cliaque ternie en allrihuant à E/fCosa'^., EA-sintr),. le degré i et à jji le degré rj, q étant un entier plus grand que in. On sera certain alors que tous les termes qui contiennent a en facteur sont au moins de degré in.
Il résulte de tout cela que nos moyens mouvements «' et v' sont développables suivant les puissances des quantités (24) et, puisque ce sont des constantes indépendantes des \y\ qu'il sont développables suivant les puissances de jjl et des E^..
Cliercbons les valeurs des i\! et des */■' pour
our \x — 0, on a
dV dV
dh divl
dw\ ~''
dwi.
de sorte que les équations (22) nous donnent d'abord
et ensuite
I . / . ï . r ^n ''Il ^11 'l'i
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par leurs valeurs approchées
qui sont exactes à des quantités près de l'ordre de u..
Les deux membres sont alors développables suivant les sinus et les cosinus des multiples des (v'' et des w'. Egalons dans les deux memljres les termes qui ne dépendent pas des iv", mais seulement des iv'.
Dans les dérivées —tî-» —, — ' les termes qui ne dépendent |)as
des W" sont ceux qui ne dépendent pas des À; ils ne sont donc
autre chose que
^R dR
ou
d\f dr,',
puisque l'on peut remplacer ç/ et r^i par ç)' et r,)'.
D'autre part, dans les premiers membres les termes
dw
ne me donneront pas de termes indépendants des n", puisque les termes de cette nature, qui pourraient exister dans ç,, disparaissent par la dilîerentiation.
Enfin, dans les termes
dW I;
nous pouvons remplacer les \i par c'* ; l'erreur commise sur — -^
^ ^ i. t dw I;
if .
est de l'ordre de u; l'erreur commise sur ri —4- est donc de l'ordre ' ' dwj^
de a-, puisque v^. est de l'ordre de a.
Donc, en négligeant a- et conservant seulement dans les deux membres les termes indépendants des (v", les équations (^a) et (^3) deviennent
^ , rfr,° dK
dn'', ' d^;
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Si nous négligeons les puissances supérieui'es à E^, nous pouvons réduire R à Pvo et écrire
■•■■ «u/,. cIti^)
^ , dr,^ __ d\\.
Ce sont les équations du Chapitre VIII, de sorte que Ion a
Nous devons donc conclure que pour
Ez- = o les différences y^ — -/,. sont de l'ordre de [x-.
Tout ce que nous avons dit reste d'ailleurs \rai, si Ton esl obligé d'employer l'artifice du n° 169 et de remplacer F et R par F + auiH, et R + a-j-H.
Remarquons que l'un des arguments y!,^ est toujours égal à y.'x (et par conséquent à zéro, quand rapportant le système à des axes fixes on fait a = o). Soient en effet, comme au n'' 169, U et V les deux premiers membres des équations des aires. On trouve alors aisément
car les crochets de Poisson
[F,U] = [F, V] = o, [H, UJ = V, [H. ^ J = -U. On tire de là
U = Gcos(o:îai'-f-a), ¥ = Gsin(a;ji/^/0,
équations qui expriment d'ailleurs que, pour un observateur invariablement lié aux axes mobiles, le vecteur des aires qui est fixe dans l'espace paraîtra décrire un cône de révolution d'un mouvement uniforme; C et h étant des constantes. Comme U et V doivent être développables suivant les sinus et les cosinus des multiples des tv' et des (v", cela prouve que a;j.^ + h est une combinaison linéaire à coefficients entiers des w' et des w" , c'est-à-dire que aa est une
combinaison linéaire à coefficients entiers des «' et des y'
Eu faisant <j.^o, je \ois d'abord que les entiers /./ sont nuls; en faisant ensuite [x très petit, négligeant [x- et faisant E^= o, il reste
Or Vo/i est égal à au. et il n'y a pas d'autre relation linéaire à coefficients entiers entre les r et a\x. Donc tous les entiers A,- sont nuls excepté /•,',,, qui est égal à t; on a donc
niJ. ='- -;:,„. c. Q. 1-. 1).
180. Nombre des arguments. — Dans le cas général du problème des n + I corps (/i planètes), nous avons n arguments iv" et 2/? arguments u-', en tout '.\n; mais comme yl„ est nid lorsque l'on rapporte le système à des axes fixes, l'argument iv'.,,^ se réduit à une constante. Les coordonnées des Ai + i corps dépendent donc de cm — I arguments seulement: leurs distances ne dépendent que de 3// — 2 arguments (tu'de infra, n" 193).
Dans le cas où les 11 + i cor])s se meuvent dans un même plan, on n'a plus que n arguments «r'; mais aucun des y' n'est nul; les coordonnées dépendent donc de 111 arguments.
Dans le cas du problème des trois corps, les coordonnées dépendent de 5 arguments si les inclinaisons ne sont pas nulles et de 4 si elles sont nulles; les distances dépendent de 4 arguments dans le premier cas, de 3 dans le second.
Si l'une des masses est infiniment petite, les autres masses se meuvent conformément aux lois de Kepler; l'un des y' devient nul, c'est celui d'où dépendrait le mouvement du périhélie de la grosse masse ; nous n'avons donc plus que 4 arguments si l'inclinaison n'est pas nulle et 3 si elle est nulle; mais les distances mutuelles des trois corps dépendent encore de 4 arguments dans le premier cas, de 3 dans le second. Les équations ne présentent plus en efl'et la même symétrie et il y a une direction /f:re qui joue un rôle particulier, c'est la direction du périhélie de la grosse planète.
CAS GÉNÉHAL DU PUOItLÉ.ME DES TBOIS COflPS. agS
Passons enfin au cas du problème restreint, et sup|)()sons que l'orbite de la grosse planète soit circulaire. Il n'y a plus alors de direction fixe qui joue un rôle particulier puisque le périhélie de cette orbite est indéterminé. Il en résulte que les distances mutuelles des trois corps dépendent seulement do 3 arguments si l'inclinaison est nulle et de 2 si elle n'est pas nulle {vide infra, n" 193).
THÉORÈME DE POISSON
181. Comparaison des développements. — En comparant les dévcloppemenls (o) et (i8) du Chapitre précédent, on est conduit H des résultats moins simples et moins nets que dans la comparaison des développements correspondants du Chapitre Vil. Cependant quelques-uns de ces résultats ne sont pas sans intérêt et, parmi eux, je citei-ai surtout le célèbre théorème de Poisson sur l'invariabilité des grands axes.
Pvappelons la forme des développements (3) et (i8) du Chapitre précédent, dé\cloppements auxquels je donnerai dans ce Chapitre les n°' (i) et (2). Le premier s'écrit
(I ) V a'' A DK 0 -'" ^ •" ^ ^ ^^i »'/,
' Mai. Sni ^^
et le second
L'un et l'autre donnent la valeur de l'une des quantités oL, ol, 0^, OYi, le premier quand on j fait
T = ? + C, ir/= Hit -f- £;,
le second quand on y fait
w) = n'i t -!- C7/, Kv'i. = — -['i- ' + ^A-
D'un autre côté, gi, ç", ri,-, L|' sont également développables sous la forme (2), de sorte que
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sont développaljlcs à la fois sous la forme (1) et sous la forme (2), tandis ([uc
est développable sous la forme (ij el (jue
X/— »•■; = X;' — sr,-¥- oÀ,-
est développable sous la forme (2 j.
Si Ton veut comparer ces deux développements, il faut d'abord choisir les constantes c, £,, to, to' de façon qu'ils représentent la même solution des équations du mouvement.
Si nous prenons le développement (i) et que nous y fassions
c'est-à-dire si nous attribuons aux constantes c et £/ la valeur zéro; ce développement (i) nous fera connaître la solution particulière des équations du mouvement qui est telle que les inconnues L,-, A,-, ^,-, T,/ aient comme valeurs initiales L", X", q^ , r,|' pour / = o.
Seulement, ici, il faut prévenir une confusion; dans les développements (i), LJ', \", ç)', /,)' i^eprésentent des constantes, à savoir les valeurs initiales de L,, À,, ç,, y^^.
Dans les formules (3) ci-dessous, au contraire, L", ç^, tj" ne sont plus des constantes. Je conviendrai donc de représenter par Lj, ^', rij les valeurs initiales L/, ç,, r^i.
Nous devons donc choisir les constantes W, E, ttî et cj' de telle façon que le développement (2) représente la même solution. Nous avons les équations
Dans ces équations, chacune des expressions oL. oA, oç, oti doit être remplacée par le développement (2) correspondant et il en est de même d'ailleurs de gi, i", t,", L^".
Faisons maintenant ^ = o, c'est-à-dire
iv, = HT , «• .. == ra
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Soit vce que deviennent par cette siil)stitiition
gl, 'J'^;, '>/-/, 'JÇo '^1/, f-, , Ç, , 'i,.
Comme L/, )./, ç/, '/)/ doivent se réduire à leurs valeurs initiales 'L«", \% l'l\ r^\ les équations (3) deviennent
Telles sont les relations d'où nous dcNons tirer les constantes
W, E, CT/, T
-ei fonctions des valeurs initiales
J'observe d'abord que les seconds membres des équations (4) :sont développables suivant les puissances de
-et suivant les sinus et les cosinus des multiples des to/; ce sont d'ailleurs des fonctions bolomorplies des W. Pour |j. = o, les équations se réduisent à
( t:\ Ti — "\V- fi î-oo -, 1 -i^oo T-t n-n
Dans c"", r,"", ^"j on a fait ;;, = o, et ces quantités, indépendantes des m^, sont développables suivant les puissances de
E/. cosT^'y,., E/,. sin 7TJ/..
'De ces relations (5), on peut tirer les
E/,- cos ct'^,, E/, sin TJTy.
sous la forme de séz^es ordonnées suivant les puissances des ç] et des 7;' et dépendant d'ailleurs des W/ ou, ce qui revient au même, 'des L',
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De même, .i^)', <]iii csl (h'-Ncluppaljlc siii\anl les [)iilssaiiccs des
E/, cosTTï/., E/.sinTîT^.
deviendra dévcloppable suivant les puissances des ç^' et des y^].
Qu'arrive-t-il maintenant pour [j. quelconque. Remarquons que les deux membres des équations (4) sont développables suivant Jes puissances de u, des ttt/, des
E.v ces TTT/., E/,- sin ni^.,
et enfin des W/ — Lj , si l'on remplace ^^ ,• par L^' + (^^ i — L^' ), car ce sont des fonctions holomorphes des W/ quand ces variables sont suffisamment voisines de leurs valeurs approchées L^' .
Or, que nous apprend le théorème de Cauchy sur le retour des suites (voù' mon Ouvrage Sur les méthodes nouvelles de la Mécanique céleste, t. I, n" 30)?
Supposons que l'on ait n équations dont les seconds membres sont nuls et dont les premiers membres sont développables sui- ^ant les puissances de n fonctions inconnues ^1, z^-. ..., 5« et de j) variables indépendantes ^,, ^o, . . ., Xp et que l'on veuille tirer de ces équations les inconnues z en fonctions des variables x. Le théorème en question nous apprend que les r seront développables suivant les puissances desx, si les équations sont satisfaites quand on fait
et si, pour r- = x ^ o, le déterminant fonctionnel des premiers membres par rapport aux z n'est pas nul.
Cherchons à appliquer ce théorème aux équations (4) et à tirer de ces équations
W/ — L', E/,- cosTiT/., E/. sinrrr^., itt,-,
en fonctions de y., ^j, r^] .
Vérifions d'abord que les équations sont satisfaites pour
[j. = ^1 = r^\ = T>T; = W;— Lj = E,v cosnT),.= V-k sinT;T/_.= o.
Pour a = o, les équations (4) se réduisent aux équations (5); il suffit donc de montrer que S^^^ r,"" et g^- s'annulent pour
E,;. COSTÏÎy. = \ik siiiTïyj,. = o.
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Nous savons que ^^ et ri" sont donnés parles équations (i3 bis) ou (i3 tef) du Chapitre précédent; comme nous pouvons faire u. = o, nous pouvons négliger les termes en |j.-R" et ces équations se réduisent à
Elles ne sont autre chose, à la difîerence des notations près, que les équations (i) du Chapitre IX. Donc R' ne contient que des termes de degré pair par rapport aux ç)' et Tj", c'est-à-dire que les développements des ^'- et •/]** ne contiendront que des termes de degré impair par rapport aux
E/, cos n'^ , E/, sin n'^..
Ils s'annuleront donc pour
E/.- cos ir^ =: E/.. sin iv'^. = o,
c'est-à-dire que les ^°" et Tj"** s'annuleront pour
E/,- cos w'^^ = E,;. sin w'/^ = o.
Passons à ce qui concerne g^ ; nous avons trouvé, au n" 176, l'équation
^' =. J^ — n' dt d\Ni
Le second membre est développaLle suivant les puissances des
cos ,
sin ''
et sa valeur moyenne est nulle, de sorte qu'il ne contient que des termes dépendant des {v\] tous les termes de ce second membre contiennent donc un des E;^ en facteur.
L'intégration montre que gt est de la même forme et, si nous n'ajoutons pas de constante arbitraire, sa valeur moyenne sera également nulle et tous ses termes contiendront un des E/t en facteur.
Donc 0-; s'annule avec les E/; . iv, et "•," avec les Ea . w',.
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^ érifions maintenant que pour
p. = il = T,,! = T7T, = W, — \A = E/, cosT7r^.= R/, s'hito/. = o,
le déterminant fonctionnel des équations par rapport aux inconnues
CT/, Wi — T>1, Vf-cosw'j., E/,sinc7/.
n'esl pas nul.
En effet, pour tx = o, les équations (4) se réduisent aux éipiations (5), de sorte que le déterminant fonctionnel cherché se ré-
(hiit à celui des ;!'", -/i"" par rapport aux Ea ^-^^^^'ir
Les z"\ Ti,"" sont développables suivant les puissances des
E/^'^^m'z, et, si nous voulons la valeur de notre déterminant pour
sin '' '
Ea= o, il nous suffira de réduire les développements à leurs termes
du premier degré.
Ces termes du premier degré sont ceux que nous avons déterminés au Chapitre VIII, c'est-à-dire que les i,^", y."" sont liés aux E/, costh';,., Eytsinw'y,. par les mêmes relations linéaires que les ;,. r,/ au-: nouvelles variables ^ • , y]'- dans le changement de variables du n' loi.
Or le changement de variables est une transformation rectangulaire de coordonnées. Donc son déterminant est égal à i/n.
Notre déterminant fonctionnel est donc égal à un.
Nous devons conclure que l'on peut tirer des équations (4)
les constantes
TTT/, ^^'/, E/, cosTïî),, E/.sinTO/.
sous la forme de séries ordonnées suivant les puissances de
dépendant d'ailleurs des L' .
Ce résultat m'a demandé d'assez longs discours, bien (pTil >nil presque évident.
182. Rappelons quels sont les deux développements qu'il s'agit
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d'identifier. Nous avons d'une pari
(6). h,^^;+8i,, ^.^^i + 5ri,,
Les oLi, oç/, or,/, oa/ doivent être remplacés par leurs développements (i) et, dans ces développements eux-mêmes, il convient de remplacer : i" les arguments a", par nit et t par t', 2" les constantes L^^, 11, 7)" par L^', ^'^ r^l pour nous conformer au changement de notations que nous avons été obligés d'adopter au numéro précédent afin d'éviter une confusion.
Nous avons d'autre part
Les oL,, ôç/, or|/, oÀ/ doivent être remplacés par leurs développements (2) ainsi que les L", ç", r,", gi et, dans ces développements eux-mêmes, il convient de remplacer iv"- et iv'f^ par n'^t + TSi,
Pour identifier les expressions (6) et (7), nous pouvons opérer de deux manières : nous pouvons adopter les constantes
qui sont celles (|ui figurent dans les équations (6).
Nous devons alors, dans les équations (7), remplacer les constantes
cos \V/, TO/, E/, . -CT/.
sin ''
par leurs expressions en fonctions des L^- , \\, ■/]! , expressions que nous avons appris à former au numéro précédent.
Quelle est alors la forme des seconds membres de ces équations?
Ce sont des séries procédant suivant les puissances de
Mais comme on a, par exemple,
E/, cos iv'f. — E^. COS77T/. cos Y/^. t -t- E/^ siii m'j. sin yj.. /,
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nous voyons que ce seront des séries procédiinl suivant l.> puissances des , . ,
;JL, K/. CUSCT/., La-SUICT/^.,
et suixaut les sinus et les cosinus des multiples des ^(\t.
D'autre part, les L,, ;,. r.„ /.-iv'; sont développables suivaiv» les cosinus et les sinus des multiples des uj, et, par con-^é.picui, suivant ceux des r^i et des ii- 1.
Enfui, les coefficients de ces dt^cloppemenls déi)endenl <:iK.nc
des ^^ /.
Or, d'après le numéro précédent, les
W/, TO,, E/, costd;,., Ea siiiTH/. sont déveloi)pal)les suivant les puissances des
\^i 11 1 '1/ ' et il en est de même évidemment des cosinus et des sinu^ des multiples des to/.
Donc les formules (7) transfunnécs nous donnent
sous la forme de séries procédant :
i" Su iva n t les p u issa nées de
2" Suivant les sinus et cosinus des multiples des
3" Dépendant en outre des L} .
Le terme général est de la forme
00s , sin
où A dépend seulement des \V/„ où .m, est développé suiNunl lepuissances des 1} et r,/ et où
les Ai et les pk étant des entiers.
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Ce développement n'est pas encore identique au développement (6), parce que le nombre
qui est un monôme entier en [j.^ ;,, y),, a pour coefficient
. ces A . Vf,
SUl
qui dépend encore de ix, \^ et r^, .
En effet, les n^ et les y'^ sont développables suivant les puissances de
D'autre part, les
E|. = ( E/, cos nT;,)^4- ( E/, sin ^1, )2 sont développables suivant les puissances de
I-^) si) 'Ol
Donc les n- et les y'^. et, par conséquent, le coefficient v', seront développables suivant les puissances de
Pour identifier les deux développements, il faut donc encore développer cosv7 ou sinv'^ suivant les puissances de ces quantités.
Pour |j. = o, v' se réduit à
11 est clair que, par exemple,
cosV t = cos[v^ -+- (v' — v;<],
et peut, par conséquent, se développer suivant les puissances de (v'— v)^; le terme général est égal à un coefficient numérique, multiplié par cosv^ ou sinvt et par une puissance de (v' — v)^.
Ensuite v'— v, qui est d'ailleurs divisible par v, peut se développer suivant les puissances de jji, des ç, et des v],.
Le terme général du développement (7) ainsi transformé est
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alors
A!X«;>ki(v — v')"'f'« . v/.
et il doit alors être identique au déNeloppement (()).
183. 11 est alors aisé de se rendre compte de Torij^ine des diverses sortes de ternies du développement (6), c'est-à-dire du développement obtenu |iar l'application directe de la méthode de La g range.
Les termes séculaires purs sont ceux qui ne cuiiLicnncuL [jas le facteur cosv^ ou sinv^; ce sont donc ceux pour lesquels on a
Comme nous n'avons entre les n^ aucune relation linéaire à coefficients entiers, cela entraîne
c'est-à-dire que les termes séculaires purs proviennent des termes indépendants des w'- ei dépendant seulement des arguments w'f^.
Si, en effet, v' est divisible par pi, on ne pourra développer cosv'/ suivant les puissances de tx sans le développer en même temps suivant les puissances de t, ce qui fait apparaître des termes séculaires purs.
Quelle différence y a-t-il donc entre le cas actuel et celui du prublème restreint traité au Chapitre \ 11?
Dans les deux cas, nos coordonnées peuvent s'expriin,cr en lunctions développées suivant les cosinus et les sinus des multiples d'un certain nombre d'arguments variant proportionnellement au temps. Mais, dans le cas actuel, quelques-uns de ces arguments ont un moyen mouvement très lent s'annulant avec <j.; dans le cas restreint, au contraire, tous les moyens mouvements étaient finis. 11 en résultait que nous n'avions pas de terme en cosv'^, avec v' divisible par [j., et, par conséquent, pas de termes séculaires purs dans le développement de Lagrange.
Les termes qui dépendent des w", pour lesquels par consécpient le coefficient v n'est pas nul, nous donneront des termes périodiques et des termes séculaiies mixtes.
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Quel sera le rang des termes ainsi obtenus? Partons d'un
terme
.^,, cos , (8) AiJLaOlti . v'^
^ •^ sin
du développement (^) transformé; il nous donnera des termes de la forme
N COS
A [JiaDlLi(v — v)-"^'" . vt, ' sin
et si, en développant (v' — v)'" suivant les puissances de [j., eu trome
notre terme général deviendra
.^3^ Sin
Gomme v' — v est divisible par [/, l'exposant ^3 est au moins égal à m.
Le rang de notre terme général est donc
a + pi — in^i-x.
Comme a ne peut être négatif, nous voyons la raison d'être de ce fait démontré plus haut qu'un terme quelconque est toujours, au moins de rang zéro.
Ainsi les termes déduits d'un terme de Ici forme (8) ont toujours leur rang au moins égal à a.
On voit qu'on obtiendra les termes de rang zéro en faisant a ^ a dans les équations (7); comme, dans ces conditions, oL, oq, o-/), oA s'annulent, il reste
L/=L^ b=\'. ■ni=-nl X/=:.r^-+-^v+X?.
Là L", ç", r|", gi doivent être remplacés par leurs développements de la forme (2) et, dans ces développements, il faut encore faire a=o. On retrouverait naturellement ainsi les résultats du Chapitre IX.
Clierchons l'ensemble des termes séculaires purs, et d'abord en
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ce f|ui concerne les I.,, les ^,- elles r,,. Ce sont, nous venons de le voir, les termes indépendants des tv".
Mais nous devons nous rappeler comment ont (';l(' obtenus les développements (2); on a pris les développements (1), on v a fait T = o, on y a remplacé les ç", les y^" et les L" par leurs \aleurs en fonctions des (v'^. et des "\\'^ [valeurs déduites des équations (i3) du Chapitre précédent) et enfin on a remplacé les (T'/ par «t'J+ £fi.
Dans celte dernière substitution, un terme
A cos 2u^'' " ' donne
A cos \ /./(v;' cos \ /.v^/— Asin^/., H ; -in V/,^,-,
c'est-à-dire que tous les termes qui en pro\iennenl contiennent en facteur le cosinus ou le sinus de ^A',(ï'J .
Donc un terme indépendant des (17 (c'est-à-dire où les // sont nuls) ne nous donnera que des termes indépendants des (ï'J et in- \ersemenl uu terme dépendant des n^ ne nous donnera (juc des termes dépendant des a'J.
Nous voulons renscmble des termes indépendants des (vj; pour cela, nous n'avons qu'à prendre l'ensemble des développements (i), à y faille ■:=: o, à y supprimer tous les termes dépendant des iv, el à y remplacer les L", ^", r^f par leurs développements de la forme (2).
Nous aurons donc
termes séculaires purs de h, = L"
al.
ni
ri, = rO^
ryr„.
.le donne au mot de valeur moyenne le même sens (pie dans li> Chapitre précédent, c'est-à-dire (pic je suppose (pie. ayant (b''\eloppé oL,, oç/, OT^i suivant les puissances de - d le-; cdsiiiu-; el sinus des multiples des (v, je n'y conserve que les termes indépendants de T et des «v.
Pour À/, il faudrait tenir compte en outre de ceux (pii pro- \iennent du terme (vj, de sorte qu'on aurait, pour les termes sécu- I'. — I. 20
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laires purs de )^,-,
X" + ///^ -H Trr,-H ^,-1- val, moy. ol,-.
184. Nous aurions pu également, pour comparer les développements (6) et (7), adopter les constantes
W/, E/,, ttt;,,;
il nous aurait suffi alors de remplacer les L^' , qj , ■r\- , rn/ par leurs valeurs données directement en fonctions de ces constanles par les équations (4). Nous aurions obtenu ainsi quelques résultais intéressants.
Nous aurions pu aussi faire la comparaison des développements sans faire un choix particulier de constantes.
Il en serait résulté de grandes simplifications et nous aurions supprimé des longueurs plutôt que des difficultés. Mais notre comparaison aurait été moins précise.
I80. Théorème de Poisson. — On sait que Lagrange a démontré un théorème dit de /' invariabilité des grands axes et en vertu duquel les développements des grands axes ne contiennent pas de termes séculaires, du moins si l'on néglige les carrés des masses, c'est-à-dire les termes de l'ordre de [jl-. Nous avons démontré plus haut ce théorème (cf. n" lOo) si important au point de vue de la stabilité du système solaire.
Plus tard, Poisson a étendu les résultats de Lagrange et établi un théorème analogue pour le cas où, tenant compte des carrés des masses, c'est-à-dire des termes en |ji.^, on néglige les cubes des masses, c'est-à-dire les termes en ji.'. On trouve, à la vérité, dans le développement des grands axes, des termes séculaires mixtes ; mais il n'y a pas de termes séculaires purs.
A-insi Poisson a montré que, dans le développement des grands axes ou, ce qui revient au même, dans celui des L,, il n'y a pas de termes en
Or les termes en [j.- sont d'ordre deux et de rang u/i. Nous allons maintenant démontrer ce théorème de Poisson ou plutôt nous allons établir un théorème plus général, à savoir que
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dans le développe me ni des L,, // n^y a pas de termes srcidaires purs de rang un.
D'où, en efiet, pourraient provenir ces lermcs? Nous avons \u plus haut que, pour ohlenir les l( iiues séculaires purs de Lj, il faut prendre le développement de L/ sui\;iril les |)uissances de T et les sinus et les cosinus des multiples des w et ne conserver dans ce développement que les termes indépendants d<; t et des iic, ou, si l'on aime mieux, les termes clicrclu's ne sont |i,is niiiic cliosc <pie la valeur moyenne de L,-.
Or, plus haut, au n" 17o, nous a\ons dc'iuouln'- que la Nalciitmoyenne de A\'/ — L/ est divisible par u.-. Nous axons donc, poulies termes séculaires purs de L/,
où DL/ est développable suivant les puissances de [jl et des
,-, cos , sin
Rappelons d'ailleurs que
,,DL,-=-..,.,„„,.(2'^..'^'H;^e:;;i^).
Or Wi est une constante, ce n'est donc pas un terme sécuiaiic proprement dit; quant à [jl-DL/, il nous donnera des termes de la forme
SIM
OÙ l'exposant a sera au moins égal à deux, puisque -jl-DL, isi di\isible par ix-.
Or nous avons vu que les termes (pu proviennent de (8) sont :iu moins de rang a. Ils sont donc au moins de rang deux. Donc les L/ n'ont pas de terme séculaire pur de rang plus petit que deux.
Nous n'aurons donc pas de terme en a-/, mais nous aurons des
termes en
;j.2sinvV,
où V sera nul et où, par conséquent, v' sera di\isible par a.
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Soil, en développant suivant les puissances de a,
v'= ai ;ji -H a.2 ;j-- + . . . , nous aurons
Si nous développons suivant les puissances de |v., le premier terme du développement sera
Nous aurons donc des termes en >j.-^ t.
Après la découverte de Poisson, on crut longtemps que le iIk'orème était général et que, après l'avoir démontré d'abord pour la première approximation, puis pour la seconde, on ne tarderait pas à le démontrer également pour les xipproximations suivantes. De arands efforts furent faits dans ce sens et, naturellement, ils furenl infructueux.
En i8'^6, M. Spiru-Haretu montra Texistence de termes en ;j. ' / et ce résultat causa un grand étonnement, bien que, dès cette époque, quelques personnes en aient soupçonné la raison. 11 n'a plus aujourd'liui rien qui puisse nous sur|)rendre.
186. Revenons au Chapitre \lll. Au n" lii, nous avons trou\é la formule
et nous avons dit :
i" Que la seconde intégrale du second membre ne peut donner de termes de rang zéro;
2" Que les termes de rang zéro provenanl de la troisième inlc-grale étaient
3" Que la première intégrale ne pourrait donner d'aulrcs termes de rang zéro que ceux provenant des termes de rang i//tséculaires purs de
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Oi-. (r;i|>rès ce i|iii |>i'éct'<le, ces termes n'existent |>.i>. I.ii \n<inièrc iutéyralc ne donneiii (\o\u- pas de terme d»; ranjjf zéro. Donc Ic-^ IciiiK •> di- rani; zc/o de )./ ne jinurront être (jne
c'est-à-dire que Ion obtiendra les tcnnc'^ de ranf^ zàm de À, à I aidr de l'éqnalion
jointe d'ailleurs aux équations
(\m nous donnent les termes de rang zéro des zj cl des Tj/.
Comme R ne dépend pas des A/, mais seulement des L/ (qui. si l'on se borne aux termes de rang zéro, comme aux Chapitres \ 111 et IX, doivent être regardés comme des constantes), ainsi que des Zi et des Tj/ qui ont été complètement déterminés à l'aide des équations (lo).
Les seconds mendores des équations (9) sont donc des fonctions entièrement connues, de sorte (jue ces équations (9) pourront s'intégrer complètement par une simple quadrature.
On obtiendra d'ailleurs ces termes de rang zéro de )./, qui ne peuvent être que séculaires purs, en partant de la formule
termes séculaires purs de X,= X" -i- n',f -+- Wi-+- g'i-{- val. luoy. oX,,
et en faisant a = o dans gi et o).<. Alors oA/, qui contient ;j. en tacleur, s annule et il l'este
X? -!- n'i ^ -^ 713/ -}- ffi.
Suit, il autre [>art,
Les termes
étant de rang a — 1, nous ne conserverons (juc le premier dcntrc eux :
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et il nous restera, pour les termes de rang zéro de À/,
X? + Jli -\- VJi + « /' ' [JL ^ -1- gi.
Or gi est développé suivant les puissances des
E/. cos (!•/., E/. sin»'/..
C'est donc une fonclion périodique des (v', et si nous nous rappelons la façon dont nous lavons formée, en n'ajoutant pas de constante arbitraire après l'intégration, nous vojons que la valeur moyenne de cette fonction périodique est nulle. Il en est de même
cl '^ •
de la valeur aiuyenne de — ^ •
Donc, si nous remplaçons dans 11 les ç,- et les y),- par leurs développements siii\aiit les puissances des
E/,cosn/ et E/.sinuY, la valeur moyenne de
dU
sera égale a
Il s'agit ici des développements étudiés au Chapitre IX, puisque nous ne considérons ici que les termes de rang zéro. Donc ces développements ne contiennent que des termes de rang impair par rapport aux E/^ (^cf. n"' 144- et suiv.), donc les H,- et les yj/ s'annulent avec les E;t.
Le coefficient «I" est développable suivant les puissances desEi(; pour avoir le premier terme de ce développement, il faut faire
E/;=o, cest-à-dire
Alors R se réduit à ce que nous avons appelé Rq aux Chapitres VIII et IX; on aura donc, pour Ei(.= o,
Ainsi, dans le développement de n- suivant les puissances de [x et des Ej5, le coefficient de [jl est -77-^ •
CHAPITHE Xll.
SVMKTHIE DES DKVEL0PPE:SIENTS. SOIATIO.NS PÉRIODIQUES.
187. Symétrie. — Reprenons les développemenls du Cliapilie X (|iii procèdent suivant les sinus et les cosinus des multiples des arguments iv' et iv". Nous pouvons exprimer ces sinus ou ces cosinus à l'aide d'exponentielles imaginaires et écrire ces développements sous la forme suivante :
et où les coefficients A, B, C, C dépendent des constantes AN etE.
Pour satisfaire aux écpiations du momement, û faut poser
d'où
où
V = 2 kj n'j — V Pj ./. , /' = 2 ^"^ "^^ ^ 2 ''^ ""^ ■
Aux équations (i) nous adjoindrons les intégrales des aires que
nous écrirons
U = const., V = const.,
en conservant aux lettres U et \ la même siguilicatiou cpu' dau> les Chapitres IX et X. Dans le cas où l'on est obligé d'avoir
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recours à raitifice du n° 178, c esL-à-dire de rapporter le système à des axes mobiles tournant autour de l'axe des .r^, les équations deviennent
. , clL _ <:/(F + a;jLin
[équation (20) du n" 178].
Nous avons trouvé alors, au n° 179, que U et V au lieu d'être des constantes sont proportionnels au cosinus et au sinus de yjxl 4- //, de sorte que l'on peut écrire
K et II sont des constantes réelles et K dépend des constantes W et E.
En elï'el,
s'exprimant aisément à l'aide des La, des ça el des r,A, est une fonction des W, des E, des iv' et des tv"; comme d'ailleurs c'est une constante, elle ne pourra dépendre des w' et des \v", mais seulement des W et des E.
Observons maintenant que les équations du mouvement ne changent pas f[uand on fait tourner tout le système d'un angle s autour de l'axe des x^. Cette propriété est vraie des équations ordinaires du problème des trois corps; elle est vraie également des équations (2) [équation (20) du n" 178].
On doit donc pouvoir donner, aux constantes d'intégration
W, E, Tnj, m'j,
des accroissements tels que tout le système tourne d'un angle t autour de l'axe des ^3, c'est-à-dire que
(3) La-, ^'/t, ^/. + '''')/■, :/, — '''j/.se changent en
(4) La-, X/. + S, (U^i'ri/c)e-'^, (h-— i-n/,)e'-.
Et en effet si nous faisons la transformation qui consiste à remplacer les quantités (3) par les quantités (4) (' étant un angle constant quelconque), les équations du mouvement ne changeront pas; donc on devra retomber sur une nouvelle solution particulière
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(le CCS é(|uations. coiTespoïKlaiil à il<' iiniivcllrs Nalciii-^ i\c> constantes d' intégration.
Si ranglo s esl iafinimonl petit, les accroissements des con- >lantes d'intégration seront des iidniinienl petils
11 en résulterii |»(>nr
A, lî, G, C, K, n'j, ij
des accroissements
Z\. olî. oC, oC, oK, o«;, 07},
pour Kv" \\\\ accroissement m"j et pour -i un accroissement
ry^ zzn t OV -j- O//, 1 '
L)"un autre cote, Da, Aa, ça+'^ia- Ha — iVjA devront subir des
déplacements
(, ;/.■ -+- rr,A) i£ = — /î 2) ^ ^"^'
de sorte que l'on aura
o = y SA e'"? 4- ?:21 -^ '^''^^'^
^ t '^jH,
yoii
B ov/e«?
Les deux M.cud)res des équations (5) sont développés suivant les puissances de t (qui ne figure d'ailleurs qu'à la puissance o et a la puissance i) et suivant les sinus et les cosinus des multiples des n'jt et des y}/. Ces deux membres sont donc «le la l'orme .b-s fonctions considérées dans le lemme du n° 107. Ce lemme s'api-lique
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donc; c'est-à-dire que nos équations ne peuvent avoir lieu que si les termes semblables se détruisent.
Donc les termes en t, ou en te^'^, qui ne figurent pas dans le premier membre, doivent s'annuler dans le second.
Donc : i" on aura
ln\. = o ;
2" Pour tous les termes dont le coefficieul A, B, C ou G n'est pas nul, on aura
ov = o.
Or les termes les plus importants du développement de ^k± iti^ sont ceux que nous avons trouvés au Chapitre VIII. Ce sont des termes en
Ils ne s'annulent |)as en général et ils ne peuvent se réduire avec les termes suivants puisqu'ils sont beaucoup plus grands que tous les autres quand [^ et les E sont très petits. Or si o = iv'-, on a
yj — - ■•/ '. •
on a donc
Les n';^ et les y'j sont des fonctions des constantes W et E; alors une question se pose : des 3n équations
peul-on déduire les An équations
La réponse est aisée; on a évidemment
donc, si le déterminant fonctionnel des n',^ et des y' j)ar rapport aux W et aux E n'est pas nul, c'est-à-dire s'il n'y a pas de relation entre les fonctions n'^ et y^ , les équations (6) entraîneront les équations (7).
Si toutes les planètes se meuvent dans un même plan, de telle
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l'açon (jn'il n'y ail |)as à st' ijrcoccupcr des inclinaisons, on a seulement n argumenls n" el n ar^nmenls tv', el, entre les 2// coefficients correspondants // et y', il n'y a aucune relation (nous reviendrons sur ce point au niniu'ro sui\anl ).
Si toutes les planètes ne se uicuvent pas daus un même [)lan de iclle façon que l'on ail à tenir compte des inclinaisons et que l'on ait à employer l'artifice du n" 178. il y aura une relation. piiis(pn' l'on aura, d'après le n" 179,
c'est-à-dire quey.',,^ est une constante indépendante desEel (l«> W . Dans ce cas, il conviendra d'envisager la constante
c'est la projection du vecteur des aires sur le plan des x^x.>■. elh-
ne change donc pas quand l'on fait tourner tout le système d'un
ano^le e (ce qui revient à un changement d'axes de coordonnées où
l'axe des Xz et le plan des X\ x^ sont conservés).
On aura donc
oK = o.
Or entre les U/^, les y) (en exceptant yl,,) et K, il n'y a aucune relation (je reviendrai sur ce point au numéro suivant). On pourra donc toujours raisonner de la même manière et, des équations (6) auxquelles on adjoint oK = o, on pourra déduire les équations (7^
oW = oE = o.
Comme A, B, G, C ne dépendent que des W et des E, on en conclut
SA = oB = oC = oC'=o,
et nos équations (5) deviennent
z= t V Bo/ie'?-i- ocî/,.
(5 bis)
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La première de ces éqiialions nous apprend que, pour tous les
termes de La, on a
De même on a
?jJl = o,
pour tous les termes périodiques de À/,.
D'autre part, la deuxième équation nous montre en outre que
orn/. = î .
Enfin les deux dernières équations nous moulrent que pour tous les termes de ^h ou de r^k-, on a
oh =-£.
11 en sera de même pour tous l(;s tenues de ç), et -^^5 où les ç)_ et les 7))^ sont liés aux ;;; et aux r,A par le changement linéaire de variables du n° loi.
Or parmi les termes de \k+ i'r\k-, il J '» des termes en
qui ne s'annulenl pas puiscpie leur coefficient est très voisin de E/, pour !JL et E/t 1res petits.
Pour ces teruies on aura
et par conséquent On a donc
OTTJy. := — S.
11 \ient donc en général
rJl
Doù cette conséquence
^''j-^PJ
Pour tous les termes de L;tetde)vAOn a entre les entiers kj el pj la relation
Pj = o-
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Pour tous les termes de ça et de -/-.a- '»"i '^
Ces résultats sont analogues à ceux que nous avons ol)leniis aux n"' 116 et 16!2. Remarquons (jue nous aurions pu raisonner ici comme aux Chapitres VI et VII cl inverseuient qu'au Chapitre Vil nous aurions |)u raisonner comuie nous le faisons ici.
188. Au nuaiéio précédent nous avons annoncé, sans \c <l('montrer, qu'il n'v avait pas de relation entre les 11' et les y' si toutes les planètes se meuvent dans un même plan et que, dans le cas contraire, il n"v a pas de relations entre les n' , les y' et K. Nous en avons conclu les équations
oW = oE = o.
Il serait aisé de vérifier cette assertion en se bornant aux j)remiers termes des développements, mais on peut arriver au résultat j)ar une voie plus simple.
Reprenons en efïet les variables H', et r,;. qui sont liées aux ça et aux YiA par les relations linéaires du n" 151; on pourra les développer sous la même forme et écrire
en mettant en évidence le terme tout connu Dj : de même dans !.• développement de La je puis mettre en éNidence le terme tout connu et écrire
Quand je ferai tourner tout le système d'un angle z, on v.)it (pu- ^^ _l_ rjf ne change pas, et il en est de même de La; on a donc
5D/'- - y oD ei'-? -h i ^ D ocp e'? = o, 5AJ- + y oA e'7 + 1 2 "^ '^? ^'^ ^ °'
Les termes tout connus doivent s'annuler, d où
(8) 8D5 = o. Sk'i=o.
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Les Df, et les A(i sont des fonctions des W et des K. Les équiitions (8) entraînent-elles les équations (7)? 11 suffit pour cela, comme nous l'avons dit, qu'il n'y ait aucune relation entre les D(j et les Aq. Or cela est aisé à vérifier.
Il suffit de faire la vérification |)our [jl^o. Or, |)our ul = o, on a
f>/. = W/, el par consé(pient
Af; = W/,.
Pour jj. = o, les ç/,, les /,/;, les ç^. et les r^'/^ se réduisent à leurs termes de rang zéro, c'est-à-dire à leurs valeurs telles qu'elles ont été calculées dans le Chapitre iX.
Il nous suffira de faire la vérification pour les petites valeurs des excentricités et des inclinaisons', c'est-à-dire pour les petites Naleurs des E^. Il est clair en efl'et que, s'il y avait des relations entre les A^ et les D", ces relations subsisteraient quand on réduirait les développements à leurs termes de degré le moins élevé.
Or, pour les petites valeurs des E/^, nous pouvons réduire les ça et les yjA aux premiers termes de leurs développements suivant les puissances des E^, c'est-à-dire à leurs valeurs telles qu'elles ont été ^•alculées dans le Chapitre VIII. On a alors
€t ])ar conséquenl
Il n'y a donc aucune relation entre les Ay= Wa et les Dj= E^.
Donc les équations (8) entraînent les équations ( - ) et par conséquent
0 A = oB = oG = oC = o.
On peut poursuivre l'analyse comme au numéro précédent.
189. On peut en déduire des conséquences sur la façon dont les n'/^ et les y' dépendent du coefficient a qui figure dans les équations (20) du n" 178 [équation (2)]; appelons (2 bis) ce que deviennent les équations (2) quand on y remplace a para-|-oaen
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donnant à a un accroissement ôa. Alors à une solution
des équations (2) correspondra une solution
La-, ),/,-i-oa[a/, (ï/^.-<- jr;^)e-'8«P-', (i,^— ir,j,)e'^'^V-t, ç'a' -+" -n'A?
des équations (2 bis).
D'autre part on pourrait conce\oir (jue, pour passer d'une solution particulière des équations (2) à la solution corresj)ondante des équations (2 bis), il fût nécessaire de donner aux constantes d'intégration de petits accroissements.
Les coefficients A, ..., v, ... subiront également des accroissements, d'une part parce qu'ils dépendent de ces constantes et d'autre part parce qu'ils dépendent de a. Nous sommes donc conduits aux formules suivantes, analogues aux équations (5), où toutefois nous avons mis en évidence comme au numéro précédent les termes tout connus 5A](. et 8D^ :
o = oA2.+ y oX e'? -+- i V A h te'? -+- i\ A i/ie'9,
/ ijL oa = / on\. -+• ocT/; -+- ^ r^B e'Y -h t \^ B ov te'V -i- t 7 B o/i e' r ,
(9) I — i7[a. oa V G e'9 = V oG e'? -1- t V G ov/e'? -t- i V G ohe'r,
il IX oa 2 Ce-'? = y ^^'^ '?— «y G' ov te-'?— i\ G' o/i <?-'?,
o = oD/^.+ V oD e'? + «V D ov te'? +1^0 o/jc'?.
Egalons encore ici les termes semblables; nous trouverons d'abord
d'où
aw = SE = o.
Nous voyons ensuite que ov et oh sont nuls dans les développements de
La, A.t, ^^. -t- «Aet que
OTU/,. = O.
Mais le point le plus important au point de \ue (pii nous occupe.
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c'est que l'on a, en égalant les termes en / dans la seconde équation
;ji 07. = 'J/'/, .
et en égalant les termes en te''^ dans la troisième et la quatrième,
OV
et cela pour tous les termes de \k et de yia dont le coefficient n'est pas nul. Or, parmi ces termes, il y a comme nous l'avons vu des termes en
oi^i
On a donc
0V/_. ^ [^ oa.
Ainsi tous les on'^ et les oy). sont égaux entre eux; les difïerences n'i^ — // , v)^. — y' , n). — y', sont donc indépendantes de a. Comme nous avons vu d'autre pari que y.',^^ est égal à ajA, nous pouvons conclure que /?^. — aa et y^ — api sont indépendants de a.
Dans les développements de La et de X/f, on a
d'où
ce qui montre que v est indépendante de a.
Si donc on regarde les constantes ro et rrr' comme indépendantes de a, l'angle cp sera indépendant de a, et il en sera de même de sVf. — ■ atx^. Il en sera donc de mémo de L^ et de \h — s'-jj. /.
Quand donc a se changera en a + oa, les quantités La et Xa se changeront en La el \k-\- oy.^^xl.
Dans les développements de ça et y-ki on a
et par conséquent
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ce tjui |)r()iive cjue v — au. est indépendant de a. «-l par consiMjiK ni (|uc 'i + auL^ est indépcndanlc de a.
Donc
est indépendant de a, et il en est de même de
Cela veut dire que quand on changera a en a J- oa, les expression^ ç/,-f- /t.a et Ça — ir,k se changeront en
Donc pour passer d une solution des équali<»ns (2) à la >()lulmii correspondante des équations (2 bis), il sullit de changer a en a + oa, sans rien changer aux constantes d'intégration \^ , E, rry, to'.
On pourrait d'ailleurs se borner à constater qu'en changeant dans nos développements
w" en (r"-+- 07. 'xt^ w' en ir' — o'x ;jl/,
en conser\ant les mêmes constantes W et E, on change La, A/.,
Ha+'>.a, ;a— ''y, a- en L^, Aa + oa u.i
c'est-à-dire que Ton passe d'une solution des équations (2^ à iinr solution des équations (2 bis). Cela résulte immédiatement dc> relations
ou
sans que Ton ail besoin de recourir à r.inalvse (pii précède.
Tout cela nous montre que le passage de la solulion générale des équations (2), c'est-à-dire des équations (20) du n° I7S. à celle de l'équation <lii mouvement des trois corps rapportés à deaxes fixes, se fait d'une façon immédiate; les coeflicienls des déve- W - I. -»'
loppements (A, B, C, G) ne dépendent pas de a; seuls les moyens mouvements dépendent de a et ils en dépendent linéairement. Il suffit donc de donner à chacun de ces moyens mouvements la valeur qui correspond à a= o.
Dans ces conditions l'un d'eux s'annule, c'est y'^^^. Si d'ailleurs nous choisissons le plan invariable pour plan desii7,:c2, la quantité que nous avons appelée Eo^ s'annule; de sorte que les termes qui dépendent de l'argument n'I,^ disparaissent d'euxmêmes.
190. Conjonctions symétriques. — ■ vSupposons qu'à l'époque / r= o tous les astres se trouvent dans un même plan que j'appellerai P et que toutes leurs vitesses soient dirigées perpendiculairement à ce plan.
Nous dirons alors que les astres sont en conjonction symétrique. Dans ce cas, il arrivera que si l'on compare les positions d'un même astre à l'instant t et à l'instant — t ces deux positions sont symétriques l'une de l'autre par rapport au plan P. C'est là une conséquence immédiate de la symétrie de nos équations.
Nous pouvons supposer que l'on ait défini les constantes ro et m' de telle façon que les arguments w' et (v" s'annulent au moment de la conjonction symétrique, c'est-à-dire pour / = o. Quand nous changerons t en — ^, c'est-à-dire quand nous changerons les w' et les (v" en — (v' et — w'\ la position de chaque astre sera remplacée par sa symétrique par rapport au plan P. Si nous choisissons le plan P pour plan des x^Xz^ cela veut dire que L/;, >'>A, ^A, '^A se changeront en L^, — Aa;. Ça et — 'i\k- Donc dans nos développements procédant suivant les sinus et les cosinus des multiples des w' et des tv", les L/i et les \h '^^ contiendront que des cosinus, tandis que les âa et les r,A i^e contiendront que des sinus.
On pouri'ait croire qu'en nous imposant la condition de la conjonction symétrique, nous avons restreint la généralité, mais en réalité, nous ne l'avons pas fait d'une façon essentielle. Si en effet il y a /î -h I corps dont le centre de gravité commun est supposé iixe, c'est-à-dire n planètes, il nous reste, au moment de la conjonction symétrique, des arbitraires au nombre de 3/«, à savoir les 2fi coordonnées des n planètes dans le plan P, pris pour plan
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des.r,X3, cl leurs n vitesses dont la direcliou iiou> esi iiii|)osée, mais dont la grandeur reste arbitraire. Nous pouvons alors profiter de celle indélerminalion pour choisir arliilniirenient les '.\ n conslanles W et E.
Or nos inconnues ne dépendent que de ces 3/i constantes et des ?»n arguments tr' et <t"; nos déveloj)peuienls qui contiennent les uns seulement des sinus, les autres seulement des cosinus nous suffisent donc pour nous donner la solution la plus générale. En donnant aux constantes th et ro' la valeur zéro, on aura la solution particulière qui correspond au cas de la conjonction symétrique; en leur donnant des valeurs quelconques on aura la solution généi-ale .
191. D'autre part, si nous remplaçons le système par un autre symétrique du premier par rapport au plan des ^, x^-, les E cl les ). ne changeront pas, non plus que les variables excentriques tandis que les variables obliques changeront de signe.
D'ailleurs, en vertu de la symétrie des équations, si les positions initiales des deux systèmes ainsi comparés sont symétriques l'une de l'autre par rapport au plan des a:^) a?2, il en sera de même de leurs positions à un instant quelconque.
Soient donc
\Va, E/,, ro/,, w',.,
les valeurs des constantes d'intégration qui conviennent au premier de ces deux systèmes; on doit pouvoir trouver d'autres valeurs de ces constantes qui conviennent au second système, c'est-à-dire telles qu'en les substituant aux valeurs primitives de ces constantes on change le signe de toutes les variables obliques sans altérer les autres variables.
Soit alors, pour le premier système,
Ae'?
un terme quelconque de l'un de nos développements, la Idlre o ayant la même signification qu'au n" 187.
Soit A'e'^?+'^^ le terme correspondant pour le second système. Les deux développements devront être identiques au signe près. Si donc on a afTiiire à Lyt, \k ou à une variable excentrique, on
i cil M'II ItK \ll
aura (en égalant ternie à terme les dévclo|)pements correspondants)
Ae'¥= A'e'''?+''''.
Si l'on a affaire à une variable oblique, on aura au contraire
Ae'9 = — A'e''?+'''',
ce <|ue l'on peut réaliser de deux manières :
i" En faisant
2'^ En faisant
A = A', h = TT.
Pour fixer les idées à ce sujet, nous supposerons qu'il y ait conjonction symétrif|ue à l'instanl / = o, c'est-à-dire que les constantes m et m' soient nulles. Ainsi que nous venons de le voir, cela ne restreint pas la généralité d'une manière essentielle. On
aura alors
avec A = A' pour les L, les /. et les variables excentriques et A ^ — A' pour les variables obliques.
Rappelons d'abord que, dans les conventions faites dans les Chapitres précédents, les indices impairs ont été affectés aux variables excentriques H et r, ainsi qu'aux E et aux (r' correspondants, tandis que les indices pairs ont été affectés aux variables obliques ç et 7j ainsi qu'aux E et aux iv' correspondants.
Que de\iennent donc les constantes W et E c[iiand l'on passe du premier système au second symétrique du premier par rapport au plan des a?) Xa?
Je dis que les W ne changent pas, non plus que les E d'indice impair, tandis que les E d'indice pair changent de signe.
D'abord pour les W. Nous avons vu que W, n'est autre chose que la valeur moyenne de
j^ an/ ^lai dwi
prise par rapport à t et aux w (valeur moyenne qui s'obtient, je le rappelle, en exprimant tout en fonctions de v et des tv et conservant seulement les termes indépendants de t et des ce). Quand l'on veut
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ensuite tout exprimer en fonctions des nou\eaiix argnnienls iv' et iv", il faut, coninie nous l'avons oxpliqnr au C,li;ipitiT \, f;iiic
puis remplacer \J-, g',-, ;'', y," par leurs Nalcuis en r()n(ii(»iis (l(■•^ tv'. On voit que les termes dépendant de t disparaîtront (piand on fera T=o; que les termes indépendants de t, mais d<'|)endant des (v, nous donneront des termes dépendant des iv", tandis (|iir les termes indépendants de t et des a' nous donneroiil des Icnues indépendants des iv".
La valeur moyenne par rapport à -: cl aux ir, ne dillerera iU)W [)as de la valeur luojenne par rapport aux n". Dautre pari
dwi dsVi div'i dw"j
de sorte que finalement W/ n'est autre chose que la valeur moyenne par rapport aux u" de
( 1 o bis ) > L — — : -H > : —, — :. •
^ ' ^ dwj A^ ■ dwi
Remarquons en passant que \^ / étant une constante, cette expression (lo bis) ne peut contenir de ternie indépendant des iv" et dépendant des t\'. Or si nous nous reportons à la comparaison des développements du Chapitre XI, nous voyons tout de suite que les termes séculaires purs pro\ iennent du développement des termes qui dépendent des tv' sans dépendre des «•". L expression (lo his)^ ou si l'on aime mieux l'expression (lo), ne peut contenir de termes séculaires purs.
C'est là une généralisation du théorème de Poisson.
Quoi qu'il en soit, quand Ton passe du premier système au second L et ). ne changent pas, ç et r, ne changent pas non plu>^ quand l'indice est impair (variables excentriques) ; ç el r, cliangcnl de signe tous doux quand Tindiee est pair. En résume, 1 expression ( lo bis) ne change pas. Donc W/ ne change pas.
Passons aux Ea. Soit Aa le coefficient de cos<v^. dans lun de nn> développements; comme tous nos développements doivi-nl procéder suivant les puissances des EycostVy, Eysintv'. nous (le\<>n>
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conclure que le rapport
est (Jéveloppable suivanl les puissances des Ej ; nous avons donc des équations de la forme
A/,=.E/,«>/,(Ef, E|, .... P/^„) (A=i, 2, ..., a/i),
(rù les z,h sont des séries ordonnées suivant les puissances des Ej. De ces équations, on pourra, par le théorème sur le retour des suites, déjà appliqué aux n°' 66 et J81, tirer les Ey en séries ordonnées suivant les puissances des A^. Il résvilte des formules précédentes que quand on change le signe de E/i, celui de A^f change. 11 en résulte que le développement de E/t suivant les |)uissanccs de A doit être di\isible pa:r \a et que le quotient
Ej
ne devant pas changer quand on change le signe de l'un quelconque des Ay, procédera suivant les puissances des Aj et que l'on aura
E/,= A/,i|^/.(Af, A?, ..., A2„) (A- = [, ■>., ..., -y.n),
les 'h procédant sui^antles puissances des A'j.
Or nous venons de voir que, quand on passe du premier système iiu second (qui est symétrique du premier par rapport au plan des XiXi), le coefficient A;^ ne change pas si l'indice k est impair, et change de signe si cet indice est pair, 11 en est donc de même <!<■ I;i constante Ey;. c. Q. F. d.
Nous avons vu d'autre paît que tous les coefficients A du développement des L, des \ et des variables excentriques ne changent |)as quand on passe du premier système au second. Tous ces coefficients sont donc de degré pair par rapport aux constantes E^ d indice pair; dans chacun de leurs termes, la somme des exposants des constantes E^ d' indice pair est donc paire.
Mais ces développements procédant suivant les puissances des E^cosw^ et des Eytsintv)^, Texposant de Ek est de même parité que le coefficient du »Vy correspondant {cf. n" 69).
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Donc la somme des coefficients des arguments (v^ d^ indice pair est paire.
Dans les développements des variables obliques, au contraire, chaque coefficient change de signe quand on passe du premier système au second. Donc, inversement, la somme des exposants des constantes ^,1^ d'indice pair est impaire, ainsi que la somme des coefficients des arguments ^v]. d' indice pair.
J92. Coordonnées héliocentriques. — Les coordonnées héliocentriques rectangulaires des planètes, leurs rayons vecteurs, les cosinus et les sinus de leurs longitudes et de leurs latitudes, leurs distances mutuelles sont des fonctions uniformes des éléments canoniques L, ).. ç, r, . Comme L/;, ^^a— «'"'Â, ^a, '^,/. sont des fonctions périodiques des arguments (T'', n ", il en sera de même des coordonnées héliocentriques, des distances mutuelles, etc., de sorte cp^ie ces quantités seront développables suivant les sinus et les cosinus des multiples des ir' et des w" . De plus elles sont développables suivant les puissances des E^cosa"^., E^siniv^., puisque les éléments canoniques le sont. Ainsi les développements des coordonnées héliocentriques, des distances mutuelles, etc. seront de la forme
Les coefficients constants A dépendant seulement des W et de u, et I I (E'J') désignant le produit de in facteurs de la forme EJ'. En raisonnant comme au n" (39, on verrait d'ailleurs que (^lJ = Pi (mo(l2) qj^\Pj\-
Quand nous ferons tourner tout le système d'un angle £ autour de l'axe des x-i, c'est-à-dire d'après le n" 187, quand nous changerons »'" et Wj en w":-{-z et it- — c, les distances mutuelles des n -f- 1 corps ne changent pas; il en sera de même des coordonnées héliocentriques
ou
relatives à l'axe des Xx.
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Les coordonnées relatives aux axes des X\ et des .r. subiront au contraire un cliaiii^cinenl; il est clair en eOel (juc
X\ -\' IX-y^ X\ -T~ l X -^^ . • .
>c clianj^eront en
{x\^ ix'.{)ei'=-. (■.r^+ ij-j)e'ï, ..., I x^ -+- t-r, ) c'^ ( •/'i -t- 1^7, ) P'', • • • ,
hmdis (|iir
X I t X .,.^ X t^ IX -^^ * • • î
X{ — IX^^ X\ it^oi
><■ cliangcront en
{x\ — ix'.,)e~>'^, {x\^—ix\^)e-''=-, ..., Il en résulte que
dans le dévelo|)penient des distances mutuelles et des coordonn('es el (jiic
<lans le dévelo|)|)ement des coordonnées
x^, x.^, .r.|, x~, '•■', .^1, -^2' ^tf! ^âi ••■■
A cause de la sj niétrle j)ar rapport au plan des x^ x-i {cf. n" 190), les développements de
iiH contiennent (|u(' des cosinus, et il en est de uième de ceux des rayons vecteurs et des distances mutuelles. Au contraire, l(;.s développements de
ne «Diiiicnnenl (|ue des sinus.
A cause de l;i syiiK-lric; par rapport au plan des XsX-^ (cf. u" 191),
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les développements de
.T[, 3C .j_, ^ !,t "^ô) •■•. -^Ij Xo. ^V, "«^o) • • •
jouisseul (le cette propriété que les deux sommes
sont paires quand la sommation est étendue à toutes les valeiiis paires de l ' in dice j .
Il en est de même pour les distances mutuelles et les rajons vecteurs.
Au contraire, dans les développements de
■^31 "^ (i ' • • • • "^-i' ''"fi ) .... ces deux sommes sont impaires.
193. Nombre des arguments. — Supposons qu'il y ait /i -\- \ corps, soit n planètes; le nombre des arguments est de'o/i, à savoir o.n arguments iv' et n arguments (v". Si Ton rapportait le système à (les axes mobiles de façon à retomber sur les équations (20) du n** 178, tous ces arguments seraient distincts; car il n'y aurait entre les moyens mouvements n'^ et — v^ aucune relation linéaire à coefficients entiers.
Mais il n'en est plus de même si nous prenons des axes llxes (c'est-à-diie si nous faisons a = o dans les équations (20) du n" 178). Dans ce cas, en effet, l'un des moyens mouvements y^,^ est nul, de sorte que l'un de nos arguments (v^^ se réduit à une constante. Nous n'avons plus alors que 3n — i arguments distincts.
Observons que, si nous prenons le plan invariable pour plan des iCiX-i, on a
Ey„ = G.
Pour nous en rendre compte supposons de nouveau a dilléicut de zéro et reprenons les équations démontrées plus haut (cf. 179) :
U = K sin(aa/ -+- /i ), Y = K cosiaa/ -+- h);
nous avons vu que c/.y.t -+- Il n'est autre chose que (v„ ; il en résulte que K contient en facteur Eo,< ; si donc je fais Eo„=o, les deux quantités U et V seront constamment nulles, c'est-à-dire ([iie le
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vecteur des aires sera conslaminent normal au plan des XtX2', ainsi la condition Eo«=: o équivaut à celle que le plan des XiX.2 et le plan invariable coïncident.
Pour passer du cas où a n'est })as nul, à celui où a est nul, il suffît de conserver les mêmes développements mais en attribuant aux moyens mouvements d'autres valeurs (cf. n" 189 in fine). La condition pour que les deux plans coïncident restera donc la même, c'est-à-dire Eo„ = o.
Si l'on faitE2„:=o, tous les termes qui dépendent de l'argument (v!,,^ disparaissent; dans ceux qui resteront, nous aurons donc
pour certaines de nos coordonnées,. et
pour d'autres coordonnées et pour les distances mutuelles et cela m donnant à V indice j de pj toutes les valeurs, sauf j =iin. Les distances mutuelles auront donc un terme général de la forme
ou
Pln= O,
ou ce qui revient au uième
où l'indice de /.y peut prendre les valeurs
et celui de/>/ les valeurs
Donc les distances mutuelles ne dépendent que des 3 — argunients
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Cela a été tltMiinutré eu clioisissaiil le plan iii\ ariable pour plan des ôCiX.,', mais, les distances mutuelles étant indépendantes du choix des axes, cela reste vrai quel que soit le plan des XfXo choisi.
En particulier les distances mutuelles dans le cas du problème des trois corps dépendent de cpiatre arguments.
Si le mouvement est plan, nous n'avons que n arguments iv" et n arguments iv' \ tous ces arguments sont distincts, de sorte que les coordonnées dépendent de 2 n arguments. Les développements des distances mutuelles satisfont à la condition
Les distances mutuelles ne dépendent donc que de a/? — i arguments (3 dans le cas des trois corps).
Supposons maintenant que Tune des masses soit infiniment petite. Dans ce cas nous aurons n corps (/i — i planètes) dont les coordonnées dépendront seulement de 3/? — \ arguments
n-;, II-';, ..., »'';_,, «*-';„
Tout se passera en effet pour eux comme si la masse infiniment petite n'existait pas, puisque son action est trop petite pour troubler leurs mouvements. Quant à la masse infiniment petite, ses coordonnées dépendront en outre des trois arguments nouveaux
Quant aux distances mutuelles des n gros corps, elles dépendront de ?in — ^5 arguments seulement; celles du petit corps aux gros corps dépendront de 3/i — 2 arguments, c'est-à-dire toujours de trois arguments nouveaux.
Supposons maintenant que nous ayons trois corps seulement dont l'un infiniment petit. Cela revient à supposer dans le cas précédent /?= 2 ; on n"a plus alors que deux gros corps; mais les coordonnées des deux corps, dont le mouvement est alors képlérien, ne dépendent plus de 3 n — 4 = -^ • 2 — 4 = 2 arguments, mais
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d'un nrgiiinenl seulement; cela lient à ce que le périhélie étant li\e, rargumeiil ir'.,,^_^ = a-.^ se réduit à une constante. Les coordonnées du petit corps dépendent alors de
OU (^ puisque w'.^ est une constante) de quatre arguments distincts seulement.
La distance mutuelle des deux gros corps dépend alors d'un seul argument distinct (V., et la distance du petit corps aux deux gros dépend, comme ses coordonnées, de cpiatre arguments distincts.
Je voudrais faire voir que tr!, représente bien la longitude du périhélie de l'orbite de la grosse planète et que (v!, représente la longitude du n<rud ; et surtout que E;j s'annule avec l'excenti^icité de cette orhite, et E, avec son inclinaison.
Si nous égalons E, à zéro, le plan des Xt.v.y se confond avec le plan invariable qui n'est autre chose dans le cas actuel que le plan de l'orbite de la grosse planète.
Dans ces conditious, tous les termes dépendant de w^ disparaissent de tous les développements. Supposons maintenant de nouveau que a ne soit pas nid, c'est-à-dire que notre système soit rapporté à des axes tournants. Dans ce cas les coordonnées de la grosse planète dépendent de deux arguments distincts iv".^ et <\\j dont les moyens mouvements sont respectivement
dw"., div'..
di - . ' ^^
celles de la petite planète dépendent des cinq arguments tv", , tv'|,
t II I \v.,, ir^, u'.,.
Quand l'excentricité est nulle, les coordonnées de la grosse planète sont proportionnelles à cosa'^, sintv'!,, elles ne dépendent donc plus de «t'',, ce qui veut dire que £3 = 0. Si E., = 0, tous les termes dépendant de cc'j doivent disparaître de tous les développements.
Donc, si V excentricité de V orhite de la grosse planète est nulle, les coordonnées de In petite planète et ses distances aux
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deux antres corps pourront se développer suivant les sinus et les cosinus de
/.-, w'[ -h /oir'l -h pi »'', -\- p-i^v'.^
{fi et />; étant nuls) el Ton aura
/"l + /\-2 — pi — Pi^= o
pour les distances mutuelles, et pourX:t
/'l -^ A"o — pi — p-2= I ,
])our Xt cl pour x-,.
Si nous supposons de plus Eo^^o, tous les ternies dépendant (le iv', disparaîtront. Comme dans la troisième coordonnée X3, tous les termes sont d'ordre impair par rapport aux E d'indice iin|)air [cf. 11° 191), c'est-à-dire par rapport à Eo, tous ces termes s'annuleront et x^i sera constamment nul. La petite planète restera constamment dans le ])lan de l'orbite de la grosse planète. JNous retombons sur \e problème j-estreini.
Dans ce cas, les distances de la petite planète aux deux autres corps procèdent suivant les cosinus de
A*! w\ -h /i2 iv'!, -h Pi w\ ,
où
Pi = /'"l + ^"2-
Elles dépendent donc de deux arguments seulement
(V| -h iv i , tr.2 + (ï'i.
Rappelons (pie les mojens mouvements — y-^ sont finis, tandis
que les moyens mouvements —7— sont très petits de 1 ordre de u..
Dans le |)roblème restreint, on voit immédiatement cjue les moyens
mouvements
d( iv'[ -+- (l'i ) /,/( (X'I -+- (\'[ ) dt ' dt
sont tous les deux finis. C'est là l'une des raisons de la simplicité relative du problème restreint; c'est pour cela que ce problème jouit des propriétés simples démontrées au Chapitre \ II.
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Solutions périodiques. — Supposons que l'on fasse
on auia une solution particulière qui ne dépendra que des arguments iv" et pas des arguments (v'.
Dans le cas du problème des trois corps, les distances mutuelles dépendent alors des cosinus de
Comme tous les p sont nuls on aura
V /. = O, /.2 = — Al,
de sorte que nos distances mutuelles dé[)endent de l'argument unique
Ce sont donc des fonctions périodiques du temps. Nous retombons ainsi sur les solutions périodiques de la première sorte étudiées au Chapitre III du Tome I de mon Livre sur les Méthodes nouvelles de la Mécanique céleste. Ce sont des solutions rigoureuses.
19o. Choix des constantes. — Dans le Chaj)itre X, nous avons adopté comme constantes fondamentales les valeurs initiales L^^, À^?, ^|-, ri"; j'ai expliqué au Chapitre VI comuient un choix différent est possible et comment on peut par exemple prendre au lieu des valeurs initiales les valeurs moyennes. Il semble qu'ici, le choix le plus convenable serait le suivant.
On prendrait encore les valeurs initiales \^- et r^] des \i et des r,/, on prendrait les valeurs initiales \^^ des )./ et on les choisirait égales à zéro. Mais au lieu des L" on prendrait les W^, c'està-dire les valeurs moyennes des
(Th '^ ^ dr,
dwi
Voici comment devrait alors être dirigée l'application de la méthode de Lagrange et les approximations successives du Cha-
L,= \V,-+-SL
À,- = IV, -i- OA,-,
'r,/= r, V -i- or..
Eu /i'*^""^ approximation, on prendrait
L, = — [J. / ~jr-dt,
en remplaçant dans —~- les inconnues par leurs valeurs de (/i — {y-''"''
approximation; L/ n'est pas entièrement déterminé, il ne l'est qu'à une constante près; pour achever de déterminer L, il faut se donner la valeur mojehne de L/. nous prendrons
(il) Val. mov. L, = W, — val. luov. ( 7 SL —, — ^ -f- 7 S: ^ — ^ )• ^ ^ . ' ' ' \ ^ <^n'/ ^ dwi I
Nous avons, en effet,
dr^ d or^ cCk/ d o/./ cD^/, d oX/ / ■ -^ / \
dwi diVi dwi d'.Vi dwi dwi < ^ ''
> al. niuv. \\ /
dw i
■. - ■ * d or. /
^al. mov. V.—r-^ = o.
Dans le second membre de (ii), nous pourrons remplacer les inconnues par leurs valeurs de [n — i)ieme approximation. Si, en effet, l'erreur commise sur SL par exemple est de l'ordre de a"~', Terreur commise sur le produit
,.. dùL oL
dwi
sera de l'ordre de ui", puisque oÀ et —, — ^ sont de l'ordre de u. » ' i i dwi »
L'équation Ui) permet donc d'achever le calcul de L/. Je
n'ajouterai rien au sujet du choix des constantes Ey^; je dii'ai
seulement que, si nous choisissons au lieu des E^des constantes E^.
:i36 CHAPITIIK \n.
délinies par les cqiialions
E',,= Er'-/A{'El E|. ..., E|„),
où 'i/A serait une fonction développable suivant les puissances des E^ et dépendant en outre des W d'une manière quelconque, ces nouvelles constantes E' jouiraient de la propriété la |)lus importante des constantes E, c'est-à-dire que les inconnues seraient développables suivant les puissances des
1^./,. cos (17,, b/^. sin tv,...
196. Calcul direct des séries. — Dans tout ce qui précède, nous nous sommes surtout efforcé d'établir le plus rapidement possiljle la forme des développemeuts ; aussi les formules précédentes ne sont-elles pas toujours les plus favorables aux calcvils numériques. Notre principal but dans le Volume suivant sera donc de les transformer pour les adapter aux applications numériques.
En attendant je vais indiquer succinctement un moyen d'obtenir directement les séries des Chapitres VII et X. Traitons d'abord le problème restreint et reprenons les équations (10) du n" l!26 que nous écrirons ici
^■'■^) -dT^-di:,' W^dU/' ^=Fo-I^Fi.
Nous avons \u an Chapitre VII que l'on peut satisfaire à ces équations à l'aide de développements procédant suivant les sinus et les cosinus des multiples de n arguments
"'1, «'2, ■•., "'//, en y faisant
Les ('(puilions (12) peu\ent alors être remplacées par les siii- \ ailles :
Posons
2à"''d^,~~ dXi
dlf _ dF^ dw/c dLi
"/,. = ■"/, + on/-,
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nos équations pouiTont s'écrire
fZL, ^ , f/L, dFi
et
Jmà. dwu ^^ (hvi- dL, d\ji
Considérons maintenant la valeur moyenne des différentes quantités considérées. Si U est une fonction périodique quelconque des (T', développable en série trigonométrique, sa valeur moyenne que nous désignerons par [U] sera le terme de cette série trigonométrique qui sera indépendant des (v.
Les L/ sont des fonctions périodiques des (v; on aura donc
Les A/ — Wi sont des fonctions périodiques des w] on aura donc
Si donc nous égalons les valeurs moyennes des deux membres dans (i4) et dans (i5), il viendra
et
L'équation (16) devra être satisfaite d'elle-même, et elle le sera en efiet, puisque nous savons d'avance que le développement est possible. Quant à l'équation (17), elle déterminera o/?/.
Voici alors comment de^ront être dirigées les approximations successives. Supposons que nous possédions des valeurs de (« — ■ ly''"»" apj)ro\iination
dont l'erreur soit de l'ordre de u."~' ; substituons-les dans le second membre de (i4); 1 erreur commise sur
dV \ dL,
sera de Tordre de |jl"-' ; d'autre part ùin et ^ sont de l'ordre de [^, puisque, pour u. = o, on a
n'i.= ni,, L,= const.
L'erreur eonimise sur
sera donc de Tordre de [j.".
Donc les équations (i4) nous fourniront pour les Lj des valeurs de /i'^™" approximation dont Terreur sera de Tordre de p.".
Prenons ensuite l'équation (17) et substituons dans les seconds membres, à la place des )./, leurs valeurs de (/? — i )'*'"" approximation et, à la place des L/, leurs valeurs de /i'''""' approximation. Comme F» ne dépend que des L/, Terreur commise sur
sera de Tordre de \x" ; Terreur commise sur F, sera de Tordre de [jl"~' et par conséquent Terreur commise sur
sera de l'ordre de pi". L'équation (17) nous fournira donc de nouvelles valeurs de ont dont Terreur sera de Tordre de \x".
Dans le second membre de (i5), substituons à la place des 5/?^ et des L; leurs valeurs de n"^"^^ approximation et à la place des \i leurs valeurs de [n — ly^n^c approximation.
L'erreur ^ur - i-^ sera de l'ordre de [jl",
rfF,
lx"-\
' c/L, dh
dw/, d'/.i dwi; ' '
car o/i/f est de l'ordre de u..
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L'équation (i5) nous donnera donc pour )>, de nouvelles valeurs dont l'erreur sera de l'ordre de u.".
Et ainsi de suite,
197. Passons au cas général du j)roblème des n-{- i corps, Novus avons vu au Chapitre X que nos inconnues peuvent s'exprimer en fonctions périodiques des 3/i arguments
w} — n\ t + TO/, »•; = — y', t -f- m'i.
Soit encore
Ort/
Je pourrai alors écrire les équations sous la forme suivante :
(uS;
(l'j) (•io)
IL
7 iih = — 7 o/i/,. 7 -f- 7 v. r ^-
dlf '
dFi
dL,
Égalons comme plus haut les valeurs moyennes des deux membres de (21), il viendra
[dF,l f-f/F,]
D'autre part le double du coefficient de siiKï^)^ dans le développement d'une fonction périodique U quelconque sera [sin(r);.U] et il est clair que, si U est périodique, on aura
Si donc nous égalons les coefficients de sin^'l dans les deux
membres de (19) il viendra
= 'rJ-
sin «r
On substituera dans les seconds membres de (18) et (20) les
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valeurs de {n — i)'''""' approximation où l'erreur est de l'ordre de u."~' ; l'erreur commise sur L^- sera alors de l'ordre de p.",
puisque o/?A, rî-, -^^ ^4 sont de l'ordre de ;j.(car W, — L, est de
Tordre de a).
L'équation (aS) nous tlonnera y^, et comme le coefficient
sur lequel Terreur commise est d'ailleurs de Tordre de |j." ' ne s'annule pas avec [jl, tandis que le second membre contient lo. en facteur, Terreur commise sur y^. sera de Tordre de jj.".
Dans le second membre de (22) substituons à la place des L/ leurs valeurs de (n — i)''''"" approximation, et celles de /i"''"'' approximation, à la place des autres inconnues, Terreur commise sur o/ii sera de l'ordre de [j.".
Dans les seconds membres de (19) et (20), substituons à la ]dace des on et des y' leurs valeurs de /i'^""*" approximation et à la place des inconnues celles de (n — i)'*"", Terreur commise sur ç/ et -fii sera de l'ordre de ji.".
Enfin, dans le second membre de (21), substituons à la place des on, y', L leurs valeurs de /i""™^ approximation et à la place des autres inconnues celles de (/? — 1 )"'"'', l'erreur commise sur Aj sera de Tordre de ^".
Telle est la façon de diriger les approximations successives.
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198. Théorème sur la classe. — Au n° 101, nous avons classé à divers points de vue les différents termes qui s'introduisent dans l'application de la méthode de Lagrange et dont la forme générale
est
[J.3' A D\l 0 1'" cos ( V « + h ).
Supposons que les moyens mouvements étant presque commensurables, les intégrations puissent introduire ce que nous avons appelé un petit diviseuî\ Soit m' l'exposant de ce petit diviseur au dénominateur.
Nous disons alors que le terme considéré est de classe
.ïe me propose de démontrer qu'«7 n^y a pas de ternie de classe négative, c'est-à-dire que le nombre
est toujours positif ou nul; et que, dans le développement des oL/, oç<. or,,, il est toujours au moins égal à -•
Pour cela je reprends les équations (9) du n" 106 :
Je suppose que le théorème ait été établi pour les valeurs de
(n — i)''""' approximation et je dis qu'il sera encore vrai pour les valeurs de n'''""' approximation des oL/, oÀ/, Bç/, ôy,/, valeurs que Ton obtient en substituant aux inconnues dans les seconds membres des équations (i) leurs valeurs de {n — i)''"''" approximalion.
D'après le n" 100, les dérivées partielles de F, qui figurent dans les seconds membres des équations (i) seront de la forme
BDK'
où B est, à un facteur numérique près, l'une des dérivées partielles d'ordre supérieur de F,, dérivée dans laquelle il convient de substituer aux inconnues L^-, X/, ^/, r,/ leurs valeurs de première approximation
T n „ / _i_ ■) *1 ï" -^f jj/ , tii < -t- A, , ç/ , r^i .
(^uant à DVC, c'est un monôme entier par rapport à
oL/, oA/, fjr,-, rj-r,,-,
OÙ Ion doit substituer, à la place de ces quantités, leurs valeurs de {n — i)'*""^ approximation.
Je dis qu'après cette substitution, ^BOIl' ne contiendra non
plus que des termes où
En effet, par hypothèse, tous les termes des valeurs de (/? — ly'^»"^^ approximation de oL,, o)./, oç,, ot,, sont tous de classe positive ou nulle. U en est de même de B; car pour tous les termes de B, qui sont obtenus sans intégration et ne contiennent pas a en facteur, ou a
Le prodiiii de doux leiiiies de classe positive ou nulle est évidemment aussi de classe positive ou nulle. Donc il en sera de même de tous les termes de
y BDIL'.
Envisageons les trois premières équations (i); elles nous
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apprennent que oL^-, o;,. or,/ sont de la forme
î OVl ' dt.
L'intégration pourra introduire un facteur i, ou un peli! diNiscur au dénominateur; mais elle ne pourra pas introduire 1 un et I autre ; elle n'introduira en elTet le facteur /. que s'il s'agit d'un terme séculaire pur; elle n'introduira le petit diviseur Vq, que s'il s'agit d'un terme contenant en facteur cos(vo^H- /i). Donc, ou bien in-\-m' ne changera pas, ou bien ui-\-tn' augmentera dune unité. Après l'intégration, on multiplie par pi, de sorte que a augmente (l'une imité. On aura donc après cette double opération
Le théorème est donc vrai en ce qui concerne les valeurs de //.""" approximation de oL, o;, oi^. La classe de tous les termes de oL,
oç, or, est au moins égale à -•
Passons à la dernière équation (i) qui nous donne oÀ/; dans le second membre figurent trois intégrales. La première de ces intéorales est de la forme
V>dW dt.
Tous les termes de > BDIl' satisfont à la condition
La double intégration peut augmenter m -i- m' de deux unités. On multiplie ensuite par a, ce qui augmente a d'une unité. On a
donc finalement
m m' ce — _ o.
Tous les termes de cette intégrale sont donc de classe positive ou nulle. En ce qui concerne la seconde intégrale
J dï7,
df.
nous remarquons que l'on a encore
où B est, à un facteur numérique près, une dérivée partielle de Fo où les L/ ont été remplacées par leurs valeurs de première approximation L^, et où Oit' est un monôme du second degré au moins par rapport aux oL/, lesquelles doivent être remplacées par leurs valeurs de (/i — lyeme approximation. Or ces valeurs ne contiennent par hypothèse que des termes satisfaisant à la condition
Le produit de deux de ces termes sera donc au moins de classe i, et il en sera de même a fortiori du produit de plus de deux termes; il en sera donc ainsi de tous les termes de OÏL'; quant à B,
c'est une simple constante. Donc tous les termes de N^BOlt' sont au moins de classe i , c'est-à-dire tels que
Après l'intégration, m -h m' pourra augmenter d'une unité, mais
on aura encore
m ni' ^ I
Passons à la troisième intégrale; elle est de la forme
IX fS^BDÏL'dt,
c est-à-dire de même forme que les seconds membres des trois premières équations (i); tous ses termes satisfont donc à la condition
nt m' ,_ I
Donc tous les termes de oXi sont de classe positive ou nulle.
Comment formera-t-on l'équation qui nous donnera tou
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les termes de classe nulle du deNcloppeuient des oA^ et tous les termes de classe - du développement des oL/, oH/, or,? Soit Vq le petit diviseur en\isagé: ou aura donc
les iij seront les moyens mouvements et les kj seront des entiers choisis de telle sorte que Vq soit très petit.
Je dis d'abord que tous les termes de classe - du dé\ eloppement
des ûL. oc. OYj seront de la forme
(•2) A[JL«^'"cos(Pvof -f-A),
p étant un entier, et qu'il en est de même de tous les termes de classe o du développement des oh.
En eflet, supposons que cela soit vrai en [n — i)ii'"l' approximation, je dis C|ue cela sera encore vrai en /i"'""^ approximation. Pour cela nous nous servirons des trois premières équations (i) qui peuvent s'écrire, ainsi que nous l'avons vu au numéro précédent,
(3) oL, oi, îr, = a / y V,d\V dt.
Il faut dans les seconds membres remplacer les inconnues par leurs valeurs de (/? — ]')''^'me approximation. Considérons un terme
quelconque de ^ Boil.'; que faut-il pour qu'il nous donne un terme de classe - de oL, o; ou ùTi'! i" Il faut d'abord qu'il soit de classe zéro; 2" Il faut ensuite que sa classe diminue de - par 1 intégration pour augmenter ensuite de i quand on multiplie par ix.
Comme tous les termes de B sont de classe zéro, il faut que le terme envisagé de ^\\.' soit de classe zéro; or, comme les termes de classe zéro sont [ en (/i — i)*^'"'' approximation] tous de la forme (2), il est clair que ce terme envisagé de Oft' devra être de cette forme.
Soit donc B, le terme envisagé de B, d\i\ le terme envisagé de on', et
le terme correspondant de oL, 0^ ou or,.
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D'après ce que nous venons de voir, Oit', est de la forme (2), c'est-à-dire que Ton a
OlL'i = A [JL«/'" cos( pvo t-^ h) ( p entier).
Soit
BiOlL'i = C [x'-J-t"' cos(:jf -t- A'),
si V n'est pas nul, l'intégration introduira le diviseur v; pour que la classe diminue de -j il faut que v soit un multiple de Vo, c'està-dire que l'on ait
V = yvo (y entier);
si V est nul, l'intégration introduira un nouveau facteur t et la
classe diminuera de -•
Si donc nous voulons ([uc la classe diminue de - par l'intégration, il faut que nous ayons
vêtant un entier positif, négatif ou nul. Alors B, sera de la forme
(4) Bi=:Kcos(ovo< + A"),
k et A" sont des constantes et 0 est un entier éaal à 3 ±: v. Nous n'aurons d'ailleurs dans B, ni facteur iji, ni facteur t; en eflet B est une des dérivées de F, où l'on remplace les L, H, '/\ par des constantes, les )./ par Uit-^X^-. Il ne peut donc ainsi s'introduire ni facteur ^, ni facteur u. Nous pou\ons écrire
OÙ II dépend des L, des ç et des y,, et où les /?y sont des entiers. Soit DF, une dérivée partielle d'ordre quelconque de F,, multipliée par un facteur numérique. Il est clair que le développement de DF, sera de même forme que celui de F, et, si un terme de F, contient en facteur l'une des lignes trigonométriques de l'angle
^PAj^ le terme correspondant de DF, contiendra également
en facteur l'une des lignes trigonométriques du même angle
5j Pj'^^J' ^^ aura donc
où H' est (de même que H) une fonction des L, des ; et des y,.
Pour avoir B, il faut remplacer dans DF, les inconnues L/, ;/, '^/, Xi par L", ç", ■/(", iiit-h^^-] on trouve ainsi
où H|, est ce que devient H' pour L,= L^^ li= l^, r,i= r^^- (H|, est donc une constante); de plus on a
.Pj'iJ^
h" = ^Pj^-
Les seuls termes de B que nous ayons à considérer (parce qu'ils sont les seuls qui puissent nous donner dans SL, o^, ôTj des termes
de classe - ) sont ceux qui sont de la forme Bi dans l'équation (4),
c'est-à-dire ceux où v ^ ovo, o étant entier. Nous devrons donc avoir
V = 2] Pj «y = ^^'^0 = '^ 2 ^'^ "^' "' d'où
0 étant un entier.
Ainsi nos entiers pj doivent être des équimultiples des entiers kj qui correspondent au petit diviseur Vq.
Donc on n'a à envisager dans F, que les termes où figure un
argument ^SpjXj qui soit multiple de l'argument ^^kj\j qui
correspond au petit diviseur.
Je désignerai cet argument par une lettre spéciale en posant
Si donc nous envisageons la fonction F,, ceux de ses termes qui contiennent un facteur Irigonométrique dont l'argument n'est pas
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multiple de 0 devront êlrc rejetés, car ils ne peuvent jouer aucum rôle dans le calcul des termes de classe - de oL, o;, or,.
On ne devra conserver que les termes indépendants des )., c'eslà-dire ceux qui ne contiennent aucun facteur trigonométrique (c'est l'ensemble de ces termes que nous avons appelé Pv. aux Chapitres VIII et IX) et en outre ceux qui contiennenl un facteur trigonométrique dont l'argument est multi|)lc de 0.
Nous désignerons par W l'ensemijle des termes conservés.
D'autre part le terme B,01i', nous donnera dans le second membre des équations (3) un terme
dont l'argument sera ovo^ + A" et dans cet argument le coefficienl de t sera ovo et par conséquent multiple de Vq.
Le théorème énoncé est donc vrai en /V"^'^ approximation pour
OJL, OÇ, 07,.
Passons à SX, qui nous est donné j)ar la dernière équation (i).- Dans le second membre de cette équation, je substitue les valeursde [n — ])"'"« approximation; j'aurai ainsi les valeurs de n''""^ approximation de oX et je me propose de montrer que les termes de classe zéro de cette valeur dépendent encore d'un argumenl multiple de Vq^.
D'après le numéro précédent les deux dernières intégrales du second membre de cette dernière équation (i) ne peuvent nous-
donner que des termes de classe -• Il nous suffira rlonc de consi-
dérer la première intégrale et d'écrire
(5) ^h=iJ.yc,, f' dt f'§^df,
qui est encore de la forme
Ici encore, pour obtenir un terme de classe zéro de ÔA/, il faut partir d'un terme de classe ^e/-o de Boii'; il faut ensuite que ia.
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-classe soit diminuée de i par la double intégration pour augmenter .ensuite de i par la multiplication par [jl.
Or, pour que la classe diminue de i par la double intégration, lil faut que le terme envisagé ait un argument multiple de v^,^.
Donc les termes de classe z-éro de SA/ en «"^'"'^ approximation ont •encore un argument multiple de VqI.
L'équation (5) peut s'écrire
D'autre part, nous avons vu que, dans le calcul des termes de -classe - de oÀ, o;, or,, on peut remplacer la fonction F, par la fonction W de sorte que les trois premières équations (i) deviennent
rtd'où
dhj _ drj.i __ dW ~cU '~ ~dF ~ "" '"^ 'dïi '
d'i^i _ do'çi _ dW
dt dt ' dr^i
dr^i d Zr^i dW
"dt ^ ~dr ^ '■' "^ '
dl,- drA,-
au
~~i — — "i "^ — ; — dt dt
dl
«/-^-^ C,7, oL/.,
Ce n'est pas tout. Quand on veut obtenir un terme de classe -
-dans oL, S;, ov], il faut, comme nous l'avons vu au numéro précédent, partir d'un terme de classe zéro dans OVJ.
Or Dit' est un monôme entier par rapport aux oÀ, oL, o;, or,. Pour obtenir un terme de DTc', on prendra un terme dans chacun des facteurs de ce monôme et l'on fera le produit. La classe du ;produit sera la somme des classes de tous les termes que l'on aur.i -ainsi multipliés l'un par l'autre.
Pour obtenir un terme de classe zéro de OU', il ne faut donc
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prendre dans chacun des facteurs que des termes de classe zéro. Or ûL, ôç et 071 ne contiennent pas de termes de classe zéro, mais
(les termes de classe - au moins. Pour obtenir les termes de classe
zéi'O de OFl', il suffira donc de faire
OL. =. ry^ ^ ryr^ = o
et de réduire les 8X à leurs termes de classe zéro. Soit donc
ce que deviennent
quand on j fait c'est-à-dire
iF — -- i^ dX/ d^çi' dr^/
oIj = 0; = or, = o,
On aura évidemment
dW\ fAFo
Nous venons de voir que, dans le calcul des termes de classe -
de oL, oç, 07,, nous pouvons dans les seconds membres des équations (3) faire oL = o^ := 07) = o.
Nos équations deviennent alors
Posons maintenant
Co représente une constante quelconque, le premier signe "V se
rapporte à tous les indices i, le second à tous les indices f et|Â-,^en distinguant C^ et Ga,-. On a alors
d<\ dl
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et par conséquent
dt dhi
Gomme <3^o ne dépend que des L, et que ^o ne dépend que des A (puisqu'on y a fait Li=i L^", \iz= ^9, yi,-:=-/|9)j l'équation (;) et la première équation (6) prennent la forme canonique
,8) ^L,- ^ d{^^,^ iJ.^',) ^ dlj ^ (/(4>o-,uWo)
dt dki ' dt dLi
201. Les équations (6) et (-) nous donnent tous les termes de
classe - des L, ç, '/] et tous les termes de classe zéro des 8)., et
rfles nen donnent pas d'autres. Cela tient à ce que nous avons pris soin de supprimer dans nos équations tout ce qui aurait été susceptible de donner des termes de classe plus élevée.
Si nous n'avions pas pris ce soin nous aurions pu arriver également à d'autres systèmes d'équations analogues, par exemple, au suivant
dh
r/(Fo+,aïï-')
d(Fo-iJ.W)
dt
dl
dt ~
dr.
diF^^lxW)
dq
^(Fo-t- !JiT)
dt
dh
dt ~
dl
En intégrant les équations (g) nous trouverions encore tous les
termes de classe - de L, ç, /,, tous les termes de classe zéro de SX;
mais nous en trouverions encore d\iutres.
Pour passer des équations (9) aux équations (6) et ('y) que faut-il faire? Il faut remplacer Fq par $0; en outre, dans deux des équations (9) il faut remplacer W par ^^0 et danis les deux autres
dW dW /dW\ /dW\ ,-. . p
— TTj -5— par —jr- ] > i -^ ] • On voit que 1 on a
d'^ dt\ i \dl ] ^ \ dr^ /„ i
Fo = *o -t- * ;
en remplaçant Fo par $0, nous supprimons donc les termes qui dépendent de $, c'est-à-dire la seconde intégrale du second membre de la dernière équation (i); intégrale qui, nous l'avons vu, ne peut nous donner que des termes de classe supérieure à zéro.
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dW dW /dW\ /d^V ,
De même remplacer W par ^1%, ou -^,-, — par [^j^, (^-^j^
dans les équalions (9), cela revient à faire oL = 0; = or, = o dans les termes provenant des dérivées de W. Or nous avons vu que les termes provenant de ces dérivées et dépendant de oL, oH, 07,, ne
peuvent nous conduire cpi'à des termes de classe supérieure à--
Dans le cas du problème des n corps, nous avons
les M/ étant des constantes qui ne dépendent que des masses. On a alors
Il vient donc
Dans le cas du problème restreint (c/n" 123) nous avons trouvé pour F[,, qui joue le rôle de Fo,
ou, en supprimant les accents devenus inutiles et remplaçant p', par Lo, c'est-à-dire en reprenant les notations du n" 126,
Fo = i-i +«-2(L2— L,);
d'où
Cii= — p , ' C12 = C21 = C22 = o.
Il viendra donc
î-^(GL?2_8L,Lî-i-3Lr)+/ï,(L,-Li).
Telle est la forme de la fonction <I>o tlans les deux cas que nous avons à examiner.
203. Principe de la méthode de Delaunay. — Les équations (6) et (7) peuvent s'intégrer facilement. Remarquons en etï'el que <ï>o ne dépend que des L,- (c'est d'ailleurs un polynôme du second degré par rapport aux L/); au contraire W^ ne dépend que de
e = Vx,).,.
En effet, nous avons obtenu W en supprimant dans F, tous les termes dont l'argument 2^Pp^J i^'était pas multiple de h. Donc W est fonction seulement de
et il en est de même des dérivées
dW d^
Nous avons obtenu ensuite
en remplaçant dans
.,, dW dW
dtj drj
les inconnues L,, ç,, yi/ par les constantes L", ç", r,". Donc
dW\ , dW
/o' \drii
/dW\ . dW
ne sont plus fonctions que de 8.
Examinons maintenant les équations canoniques (8). Nous voyons que l'on a
d(<Po^ l^^o) _ / d(<Po+ I^^o) _ ,
" y\ — '^i TE — '^i !-^
_ _ dW,
d\i "' ^6 ""■^ db d'où
I f/L, i dU_ I dLn dW
/('i dt A-, dt " ' An dt ^ afO
Cela nous apprend déjà que
~ki kj
est une constante; je pourrai mettre le résultat sous une forme plus symétrique en introduisant une variable auxiliaire U et en écrivant
(lo) L,-A7U = L?,
L,? étant une constante; je puis, en effet, définir la variable auxiliaire U de telle façon que sa valeur initiale soit nulle.
Nous avons ensuite l'intégrale des forces vives relative aux équations canoniques (8); elle s'écrit
(rij *o-^ M-^"o= consl.
Dans $0 nous devrons iem|)lacer les L/ par leurs valeurs tirées de (lo) de sorte que $0 deviendra un poljnome du second degré en U; comme W^ ne dépend que de 9, l'équation (1 i) nous donnera une relation entre U et 8. Nous avons ensuite
du d\}
r/e , , qui nous donne une relation entre -^ et U, et par conséquent une
relation entre -7- et y.
dt
Quelle est la forme de cette relation? Soit
<i>o = A + 2BLM-GU2,
A, B et C sont des constantes. Soit A + H la constante du second membre de (i 1), il vient
d'où D'autre part
d'où
et enfin
CU2^2BU = H - [JL^o;
eu -f- B = v/B2+HG— [jlC^^o
«fô d^.
^^ ='2s/B2+HG — [jiG^Fo
rfe
J 2v/B2Hr-HG — [JlGVFo
Comme le radical ne dépend que de 9, nous avons la relation entre
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6 et t par une simple quadrature. Nous aurons donc 9, U et L, en fonction de t. Nous avons d'autre part
dt ~ ^ ^- '
le second membre est une fonction des L, et par conséquent de U, c'est donc une fonction connue de /, de sorte que nous aurons \ par une simple quadrature. On peut même remarquer que le second membre est un polynôme du premier degré en U, de sorte que nous aurons entre les À/ des relations linéaires. Nous aurons enfin
dt --^[d^J.; -dt=^(di;);
Comme les seconds membres sont des fonctions de 0 seulement, ce seront des fonctions connues du temps t, de sorte que nous aurons les ^i et les r,, par de simples quadratures.
20i. Tel est le principe de la méthode de Delaunay; on voit qu'elle nous permet de calculer très simplement la somme des
termes de classe minimum, c'est-à-dire des termes de classe -
pour L, ç, r,, de classe zéro pour 1. On voit en outre que cette méthode consiste essentiellement à supprimer dans F, les termes de courte période, c'est-à-dire ceux qui dépendent d'un argument
^Pih, où les entiers pi ne sont pas des équimultiples des A/, et à
n'j conserver que les termes de longue période, ou les plus importants de ces termes.
Il est aisé de comprendre l'importance de ces termes de classe minimum. 11 arrive quelquefois que le rapport des moyens mouvements est presque commensurable; c'est ce qui arrive par exemple pour Jupiter et Saturne, planètes pour lesquelles ce rapport est voisin de |; c'est ce qui arrive pour certaines petites planètes dont le moyen mouvement est presque le double, ou à peu près une fois et demie celui de Jupiter; la plus importante de ces planètes est Hécube.
Les termes de classe minimum ont alors de grands coefficients à cause des petits diviseurs introduits par l'intégration. La période
de ces termes est longue, et souvent de plusieurs siècles. La période des termes, dépendant des arguments tv', par exemple celle des termes calculés au Chapitre VIII, est beaucoup plus longue encore et se compte par centaines de siècles.
Que devons-nous conclure? Si l'on veut prévoir à courte échéance, c'est surtout au terme A'' ordre inférieur qu'il faut attacher de l'importance; si l'on veut prévoir à échéance assez longue, il faut calculer tous les termes de classe inférieure : c'est ce que nous venons d'apprendre à faire dans le numéro précédent. Si enfin on veut prévoir à très longue échéance, il faut calculer les termes de rang inférieur, ainsi que nous l'avons fait aux Chapitres VIII et IX.
20o. La méthode de Delaunay peut d'ailleurs s'appliquer dans des cas beaucoup plus généraux. Soient des équations canoniques
rflU _ _ £/F dli _ d¥_
dt <r/) , dt dlji
où F est une fonction des L et des À, qui ne dépend des A que par la combinaison
^f^Aj-
Je la suppose d'ailleurs périodique par rapport aux A. En d'autres termes, la fonction F est développable suivant les cosinus et les sinus des multiples de 9, et les coefficients de ce développement ne dépendent que des L. On trouve encore
U étant une variable auxiliaire et L" une constante. On a l'intégrale des forces vives
F = const.
qui nous donne une relation entre U et 8. On trouve ensuite
dt ~ 2d JdL/ d'où
fl'F
^''^ dLj
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Comme la quantité sous le signe / ne dépend que de H et de U,
et que U est lié à 9 par l'équation des forces vives, cette quantité
sous le signe / est une fonction connue de B, de sorte que l'on
obtient t par une simple quadrature.
Donc G, U et par conséquent les L/ peuvent être regardés comme des fonctions connues de t. Dans les équations
dlj _ dF ~dî ~ ^7Û
le second membre qui ne dépend que des L et de B sera aussi une fonction connue de /, de sorte que nous aurons )./ par une simple quadrature; et l'intégration est achevée.
206. Application à Hécube. — Le meilleur exemple d'application de la méthode de Delaunaj que nous puissions choisir est celui de la planète Hécube. Cette petite planète, dont le moyen mouvement est sensiblement le double de celui de Jupiter, a été l'objet de travaux nombreux parmi lesquels nous citerons la thèse de M. Simonin.
Je choisirai les unités de telle façon que la longitude moyenne de Jupiter soit égale à t\ et j'appellerai R une fonction égale à la masse du Soleil divisée par la distance du Soleil à Hécube, plus la masse de Jupiter divisée par la distance de Jupiter à Hécube, moins le demi-carré de la vitesse d'Hécube.
Je désigne par L la racine carrée du grand axe de l'orbite d'Hécube, et je pose
G=L/i -e-, © — Gcosf,
e et i étant l'excentricité et rinclinaison de cette orbite.
Je désigne par /, g et B l'anomalie moyenne, la distance du périhélie au nœud et la longitude du nœud. Dans ces conditions, les équations sont canoniques et s'écrivent.
1 dL \ dt -
dR
dV
dG dR
dt " dg'
d€) dR
dt ~ d(i'
\ dt
dR dL'
dg dR dt ~ dG'
d^ dR dt ~ de
La fonction R dépend des six variables L, G, 0, /, i,-, G et de t. Ces équations prennent une autre forme si, par une analyse toute pareille à celle du n" 123, on pose
el, si l'on prend pour variable 0 — / au lieu de ^, elles deviennent alors
^.^^ ) «^' «^^' dt ~ ~d^' dt ^ d(H- (/
\ 'Il ^_^ ^__rfF d[i) — t) _ d¥
\ dt dL ' dt ~ dG' TTt ~~ de'
Dans ces conditions, F est regardé couiine fonction des six variables L, G, 8, /, -, f) _ t, et de (. Mais nous devons observer que, si l'excentricité de Jupiter était nulle. F ne dépcudrail plus de t, mais seulement des six premières variables.
Nous allons maintenant changer de \ariables. Suj)posons que
le rapport des moyens mouvements soil très voisin de ^i— -i ,
n n étant un entier qui pour Hécube sera égal à i. Nous poserons
1 = — nf — n^' _(,/__,)( f) — j' ), U = L + nS + /iT, S = L — G, T = G — e.
On constate aisément (pic Ton a identiquement
L/-^G^ + e(e — o= ux-f- S54-Tt
et par conséquent
Ldl + Gds'-i-ed(0-t}=Vdl-i-Sds-~T dz,
ce qui prouve qu'avec les nouvelles ^ariables les équations resteront canoniques et s'écriront
i^^d^ dS _ dF dT _ dF
(3) ) ^^ ^^^' dt " ds' li^ 'd^'
\ '!]l ^_ d¥ ds _^dF dx dF
dt «?U' dt~ dS' di^-df'
Voyons quelle est la signification de ces nouvelles variables. D'abord À r.'présente la différence des longitudes moyennes.
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D'autre pari,
ds (il , 1 dg f/0 \ d-. ds dg
dt dt ' \ dt dt / dt dt dt
ry dg f/6 , . dl , . . , n + 1
L-omme -^ et -;- sont très petits et -^ très voisin de > on
dt dt ^ dt II
ds dx , .
voit que -f ^^ -jj sont très petits.
S est de l'ordre du carré de l'excentricité et T de l'ordre du carré de l'inclinaison.
Comme S et T sont petits, [I différera peu de la racine carrée du grand axe.
Je désignerai par /' et ra' l'excentricité et le périhélie de Jupiter, et je poserai
V = nX — / + ttt'.
<icf n II I nii dt
Comme —y- est nul, ou du moins très petit, on aura
dv dl dl
dt dt dt
dv . , .
ce cpii montre que -y- est aussi 1res petit.
Posons maintenant
a; = v/'iS COS5, ^=v/2Ssin*; ^ = y/'iT cost, ' t^ = v/aT sinx.
Comme
X dy — S ds. \ dr^ — T r/x
sont des différentielles exactes, les équations resteront canoniques et s'écriront
,r/U_^ dj^ _ d^ d^ _ d^
\~dt ~ dï^ dt ~ d^' dt ~ dr,'
^'^^ j (fk __dF^ dy _dF dr, ^ _ f^
' dt ~~ dV ' dt ~ dx' dt ~ d^ '
207. Forme de la fonction perturbatrice. — La fonction F est^ comme on sait, dé\eloppaljle, suixaiit les puissances de ecos/, esin/, icos(/ + ^-), is'm{l^ g), e' cos(t — ra'), (?'sin(/ — rn') et suivant les cosinus et les sinus des multiples de la différence des longitudes moyennes >., les coefficients du développement dépendant encore des grands axes, c'est-à-dire de L. Mais on voit
36o CHAPITRE XIII.
aisément (c/. n°^6o et suiv.) que e cos/=ecos[5-|-(/? + i)a], esin/, iCOs(/ + ^) = ?'cos[/H- (/? + i))v], /sin(/+o-) soni développables suivant les puissances de x, y^ ç, t, et les cosinus et sinus des multiples de A; que d'autre part
e' cos( t — m ) ^={e' cosp) cos nX — ( e' sine ) sin « X, e' «in (' / — ^ co') =: fé'' cost^ sin /? X — {e' sint') cos/î X.
On conclura que F est dévelo|)pal)le suivant les puissances de x^ y, ;, Y), e'cosc, e'siiip" et suivant les cosinus et les sinus des multiples de \. Les coefficients du développement dépendent encore de L = U — nS — /iT; ces fonctions de f^ peuvent être développées par la formule de Tajlor sui\ant les puissances croissantes de n['è -|- T), c'est-à-dire de
de sorte que finalement F procédera suixant les puissances de x^ y, ç, 7), e'cost^, e'sinc, cos/^A, sin/PA, les coeffici(Mîls du développement ne dépendant plus que de U.
J'observe maintenant que. par raison de symétrie, F ne doit pas changer :
i" Quand on change ; et Tj en — | et — r,.
2" Quand on change jk? '^ et v en — t, — 7, et — v.
Cela montre qu'un grand nombre de termes ne doi\ent pas figurer dans le développement.
Voyons maintenant quels sont, parmi ces termes, ceu\ qui sont à courte période. Ce sont les termes qui contiennent ). en dehors
des combinaisons s, t ou e. Car nous avons vu nue ^1 ~, -^ sont
' at dt dt
très petits, tandis que -,~ est fini.
Si, conformément à l'esprit de la méthode de Deiaunay, nous supprimons ces termes à courte période, nous pourrons dire que F est développable suivant les puissances de .27, y^ ç, r,, e'cosr, e'sinp, les coefficients dépendant seulement de U.
Si nous négligeons, comme M. Simonin, les termes qui contiennent en facteur :
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et si nous supprimons les termes qui doivent être nuls en vertu de la symétrie, nous trouverons
1 4- Ke'cosp -i- Lare' cost" + Mj^e' sinp.
A, B, G, D, E, H, K, L, M sont des fonctions de U.
Je remarque d'abord que F dépend encore de A indirectement. Car F est supposé exprimé en fonction de U, X, ,r, jk, ç, tj et de «; ici F dépend de U, a?, y, ;, ri et v = //). — ^ + ra'- C'est par rintermédiaire de v qu'il dépend encore de a et de t.
Si Ton suppose que l'on néglige la masse de Jupiter, on aura simplement
ou, en néiiliiieanl les carrés de S et de T,
au-
_«_,)(SH-T
. , ,,_^(iL_,_^-'-r-'^-t.
2U2 vu» y 2
de sorte que si l'on pose
A = A„-T-/«Ai, B = Bo-f-/«B,, ...,
m étant la masse de Jupiter et Aq, A,, ... étant des fonctions de U indépendantes de cette masse, on aura
(6^ JAo=:^-.U; Co=D„=Eo=H,==i(^^-.-.).
( . Bo = Ko = Lo = Mo = o.
208. Méthode de Delaunay. — Comme première approximation, nous allons supposer
Dans ces conditions, F ne dépend plus que de x, de r, et de U. On peut alors pousser l'intégration jusqu'au bout par la méthode de Delaunay. Nous n'avons d'ailleurs aucune raison de négbger les termes de degré supérieur en x et en y-
On trouve immédiatement deux intégrales
U = const., F = const.,
car F ne dépend ni de À, ni de t.
Considérons donc x et y comme les coordonnées d'un point
dans un plan, U comme une constante donnée et construisons les
courbes
en faisant varier la constante C.
Si l'on supposait m = o, il viendrait
et nos courbes se réduiraient à des cercles concentriques ayant pour centre l'origine.
On doit faire une attention toute spéciale aux points pour
lesquels on a
dx dy '
et, par conséquent,
57 = const., jK = const.
Ces points correspondent aux solutions périodiques. Dans le cas de m = o, ces points sont les suivants : l'origine ^=.X = o qui correspond à une orbite circulaire, et tous les points du cercle
dS (u — nSy^
qui correspondent au cas où le rapport des moyens mouvements est rigoureusement égal à " ^ '
dP
L'équation ^^ = o peut, suivant la valeur de U, ne pas avoir
de racine positive, ou en avoir une; nous nous supposerons placés dans ce dernier cas.
Nous remarquerons alors trois points, à savoir l'origine O et les deux points d'intersection A et B de l'axe des x avec le cercle
Passons au cas où 7n n'est pas nul, mais très petit. Les deux équations
d¥ _d¥ _ dx dy
peuvent être remplacées par les suivantes :
dV •^ = "' ^=^'
auxquelles correspondront divers points sur l'axe des x. Comme m est très petit, ces points seront très voisins des positions O, A, B qu'ils occupaient pour m =^ o.
Nous aurons donc trois points, C voisin de O, A' voisin de A, B' voisin de B, qui correspondront à trois solutions périodiques, la première de la première sorte, les deux autres de la seconde sorte.
Les courbes F ^ C présenteront alors la foruie représentée sur la figure 3. Les courbes sont numérotées 1, 2, 3, 4, o, 6. On
Fig. 3.
remarquera que 1 et 2 sont des courbes fermées entourant le point C; que 3 et 5 forment par leur réunion une sorte de limaçon de Pascal ayant le point A' pour point double ; que 4 est une courbe fermée entourant le point B': enfin que 6 est une courbe fermée entourant les trois points A', B', G .
Le point représentatif x^ y décrit une de ces courbes et sa
vitesse a pour composantes
-^-. y-; elle est donc inversement
dy dx
364 cHAi'iiKfc; xiii.
proportionnelle à la dislance normale de deux courbes infiniment voisines. Le sens de cette vitesse dépend du sens de la normale suivant lequel les F vont en croissant.
Les courbes 1, 2 et 3 seront donc décrites dans le sens des aiguilles d'une montre, par exemple; les courbes 4, o et 6 dans le sens inverse. D'ailleurs, tandis que le point x, y fera une infinité de fois le tour des courbes 1,2, ï et 6, il ne parcourra qu'une seule fois les courbes 3 et 5 en allant du point A' au point A' dont il sera infiniment voisin tant pour / = — co que pour ^ = + x. La courbe 4 correspond au cas de la l.ihration.
Nos courbes fermées difi'éreront peu de circonférences.
Rappelons que les coordonnées polaires du point x^y sont ^/aS et s. Or on voit aisément cjue, (piand on parcourt une de nos courbes, S atteint son maximum et son minimum sur l'axe des x et que la différence entre ce maximum et ce minimum est en général de l'ordre de w, sauf pour les courbes 3, i, 5 ou pour les courbes peu différentes de 3 ou de 5, pour lesquelles cette différence est de l'ordre de \]m.
Parlons maintenant des variations de l'angle polaire s. Nous voyons qu'en général, quand le point .r, y décrit une de nos courbes, s varie de o à 27t ou de 27t à o. Il y a exception pour la courbe 1 et pour la courbe 4 qui laissent l'origine O en deliors.
Pour ces courbes, l'angle s oscille autour de o.
Mais les deux cas sont bien différents; dans les deux cas, on a rigoureusement la relation suivante : le moyen mouvement d'Hécube est égal à deux fois le moyen mouvement de Jupiter moins deux fois le moyen mouvement du péribélie d'Hécube (je suppose que /? == i , comme cela a lieu dans le cas d'Hécube).
ds Cette relation signifie en effet que la valeur moyenne de -j- est
nulle.
Mais on sait que le mouvement du périhélie est de Tordre des masses à moins que l'excentricité ne soit elle-même de l'ordre des masses; car, si l'excentiùcité est très petite, il suffit d'une très faible perturbation pour déplacer beaucoup le périhélie. Or, dans le cas de 4, l'excentricité est finie, le mouvement du périhélie est de l'ordre des masses, de sorte que le rapport des moyens
mouvements est égal à 2 ^ — — à des quantités près de l'ordre
des masses. On a une véritable libralion. Dans le cas de 1, au contraire, rexcentricité étant petite, le mouvement du périhélie est fini, de sorte cjue le rapport des moyens mouvements n'est pas
voisin de i = : il n v a pas cie hbration.
209. Influence de l'inclinaison. — Les équations qui donnent les variations de rinclinaison prennent la forme très simple
E et H doivent être regardés comme des constantes, puisque U =: const. L'intéoration est donc immédiate.
J'ai dit que Ton avait U = const.; et, en effet, si je tiens compte de l'inclinaison, mais C|ue je continue à négliger l'excentricité de Jupiter et les termes à courte période, F dépend seulement de U, X, y^ \, Tj, mais ne dépend ni de A, ni de t\ on a donc
— - = o, U = const., r = const.
ci h
210. Calcul de À. — La différence des longitudes moyennes de A se calculera par une simple cpiadrature.
On trouve en effet
A', B', ... désignant les dérivées de A, B, . . . par rapport à U. Comme U est une constante, les coefficients A', B', ... sont aussi des constantes; quant à .r, r, ;, y,, ce sont des fonctions connues et périodiques du temps. Cela résulte, pour x et y, de ce fait que les courbes F = C sont fermées, et pour ç et yi de la forme des équations ('y).
Le dernier membre de (8) est donc une série trigonométrique dont la quadrature est immédiate. Le terme tout connu de cette série représentera alors le moyen mouvement de )..
M. Andoyer a poussé l'approximation plus loin en tenant compte des puissances supérieures de x et de y. Je ne puis que renvoyer à son Mémoire dans le Tome XX du Bulletin astronomique.
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