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Leçons de mécanique
1 . Les corps sont formés de particules très-petites, que l'on appelle molécules. Si l'on réduit par la pensée ces molécules à de .simples points, on leur donne le nom de points matériels. Dans un grand nombre de questions, quand les dimensions des corps sont très-petites par rapport aux distances qui les séparent, on peut aussi faire abstraction des dimensions des corps, et réduire par la pensée ces corps à de simples points matériels. C'est ce que l'on fait, par exemple, en astronomie, quand on étudie les révolutions des planètes autour du soleil; on fait abstraction des dimensions dusoleil et des planètes, et l'on considère chacun de ces astres comme un point matériel.
2. Lorsque les points matériels qui forment un système sont à des distances invariables les uns des autres, on dit que ces points sont en repos les uns par rapport aux autres, ou que cliacun d'eux est en repos dans le système dont il fait partie. Mais, lorsque les distances des
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points entre eux varient, on dît que ces points sont en
mouvement les uns pur rapport aux autres.
Considérons un système de points matériels : si les distances de ces points deux à deux sont invariables, on dit que ces points sont en repos les tins par rapport aux autres. Supposons maintenant que les distaticûs d'un point m aux autres points du système varient, ou dira que ce point m est en mouvement dans le système.
Le point matériel m, dont on considère le mouvement, s'appelle le mobile. La ligue qu'il décrit, ou la suite des positions successives.qu'il occupe dans le système dont il fait partie, s'appelle la trajectoire du mobile. On aura une idée très-nette du mouvement du point m en considérant la ligne décrite par le mobile, et disant en quel point de cette ligne le mobile se trouve à chaque instant.
3. Lu mouvement d'un point matériel est un phénomène relatif; il dépend des points que l'on choisit comme points de repère, ot auxquels oïl rapporte la position dit point. Le point mobile m fait partie d'un premier système de points dont uous désignerons l'ensemble par A, et il a dans ce système un certain mouvement. A son four, le système A fait partie d'un système plus vaste B, dans lequel il est en mouvement. SI l'on rapporte la position du mobile m aux points du système B, on aura le mouvement de ce mobile dans le système B. Ce mouvement n'est pas le même que le mouvement du mobile dans le système Â; il dépend des deux précédents, c'est-à-dire du mouvement du point m dans le système A et du mouvement du système À dans le système B. On t'appelle pour cette raisou mouvement rmttant des deux premiers.
Concevons de la même manière que le système B fasse
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partie d'un système encore plus vaste C, dans lequel il soil en mouvement. Le mouvement du point m dans le système C sera le mouvement résultant du mouvement du point m dans le système 1), et du mouvement du système B dans le système C. On peu! dire aussi que ce mouvement résulte de la combinaison des trois premiers mouvements, savoir : le mouvement du point m dans le système A, le mouvement du système A dans le système B, et le mouvement du système B dans !e système G. On peut continuer de celle manière indéfiniment et combiner autant de mouvements simultanés que l'on veut.
C'est ainsi que les choses se passent dans la nature. Considérons un bateau en mouvement sur un lac ; une bîlio roule sur le pont du bateau, elle a un certain mouvement par rapport aux diverses parties du bateau : c'est celui que voit un observateur placé sur le pont. Mais le bateau s'avance sur le lac. il a un certain mouvement par rapport aux arbres du rivage; la bille participe à ce mouvement ; si l'on rapporte sa position à des points fixes pris sur la rive, on aura un mouvement complexe résultant des deux précédents. Ce n'est pas tout eucore : la terre fait partie d'un système de planètes dont le soleil est le centre; elle tourne sur elle-même et se meut autour du soleil, entraînant dans son mouvement les corps placés à sa surface ; ce mouvement s'ajoute aux précédents. Le soleil lui-même est l'une des étoiles qui composent notre nébuleuse; il se ment dans cette nébuleuse, emportant avec lui sou cortège de planètes et de comètes ; et ainsi de suite.
Après avoir donné une idée générale du mouvement et expliqué comment les mouvements s'ajoutent les uns aux autres, nous étudierons en détail le mouvement d'un point matériel.
4. La mécanique est la science du mouvement. Elle se divise en deux parties principales : 1" la cinématique ou l'Étude des lois du mouvement au point de vue purement géométrique, abstraction faite des causes qui le produisent ou le modifient; 2" la dynamique ou l'étude des lois du mouvement, en tenant compte des causes qui le produisent ou le modifient.
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5. Considérons un point matériel se mouvant dans un système ; nous avons appelé trajectoire la ligne décrite par le point mobile, c'est-à-dire le lieu des positions successives du point mobile dans le système. Quand ia ligne décrite par le mobile est droite, on dit que le mouvement est rectiligne. Quand les longueurs parcourues par le mobile en temps égaux sont égales, on dit que le mouvement est uniforme. Le mouvement rectiligne et uniforme est le plus simple de tous les mouvements. Dans un pareil mouvement, on appelle vitesse la longueur parcourue par le mobile dans l'unité du temps.
6. En mécanique , on prend ordinairement le mètre pour unité do longueur, la seconde pour unité d ■ omps, de sorte que la vitesse d'un mouvement rectiligLt et uniforme est le nombre de mètres parcourus par L mobile en une seconde.
Soit J/Xifig. 1) la ligne droite décrite par le mobile, A la position du mobile au 1 F i g . i.
moment à partir duquel on i
compte le temps, M sa posi- v A " x
lion au lemps (, c'est-à-dire après un nombre de secondes marqué par (. Si nous représentons par t> la vitesse ou ia longueur parcourue en une seconde, et par x ia longueur AM parcourue dans le temps f, nous aurons a: = ni.
On détermine ordinairement la position d'un mobile sur une droite par la distance ou il se trouve d'un point fiie 0 pris sur la droite
, [fig- 2). Désignons par a la
* * * " * dislance OA et par a; la dislance OM, nous aurons la formule x=a + pt.
7. Cette formule est générale et convient à ious les cas de la question, si l'on affecte chaque quantité d'un signe convenable. Nous regarderons comme positives les longueurs portées sur la droite, dans un sens convenu, par exemple de gauche à droite, et comme négatives celles qui sont portées en sens contraire. La vitesse v sera ellemême positive ou négative, suivant que le mobile marche de gauche adroite, ou en sens contraire. Au temps i=0, le mobile est en A, à la distance a du point 0; il parcourt ensuite dans le temps ( une longueur esprimée, avec le signe convenable, paref; on a donc x=a + vt,qm\ que soit le sens dans lequel marche le mobile.
Nous venons de déterminer la position du mobile sur ' la droite, f secondes après qu'il a passé au point A; la même formule donne aussi la position du mobile à un moment quelconque avant qu i! passe au point A ; il suffit de considérer le temps comme positif dans le premier cas, comme négatif dans le second.
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8. Dans le mouvement rectiiigne et uniforme, nous avons appelé vitesse la longueur parcourue par le mobile dans l'unité de temps. On regardera la vitesse comme une grandeur géométrique, c'est-à-dire comme une longueur portée sur la droite que décrit le mobile, et dans le sens du mouvement,
Il est clair que, dans le mouvement uniforme, les longueurs parcourues par le mobile sont proportionnons aux temps employés à les parcourir, et Ton voit que la vitesse est égale au quotient de la longueur parcourue par le temps employé à la parcourir. Si l'on appelle x la longueur parcourue parle mobile daus le temps i, on a
Définition do la titr-ose du» le mouToroonl rooliligns t«M.
0. Supposons toujours quo la trajectoire décrite par le mobile soit rectiiigne, mais que les espaces parcourus en temps égaux ne soient plus égaux ; ou dit alors que le mouvement est rectiiigne varié. Soit M [fig. 3} la position du mobile au temps I, x sa Fie ,
distance à l'origine 0, M' sa . . ,
position au temps l + M, " " ™
aH-Ase sa distance a l'origine ; le quotient es * ce qu'on
appelle la vitesse moyenne pendant lïutervalle de temps Al; c'est la vitesse que devrait avoir le mobile, se mouvanld'un mouvement uniforme, pour parcourir dans le temps Af la même longueur MM 'que le mobile proposé. Imaginons maintenant que l'intervalle de temps M diminue de plus en plus et lende vers zéro, |a longueur parcourue Aï
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tendra aussi vers zéro, et le rapport ~, ou la vitesse
moyenne pendant le temps Af, tendra vers une limite finie et déterminée; celte limite est ce qu'on .appelle la vitesse du mobile au temps (.
La distance x du mobile à l'origine 0 est une l'onction du temps ; on voit que la vitesse v du mobile, à chaque instant, est la dérivée de la fonction x par rapport au temps f. On a donc
t>=IVr.
Par exemple, si l'espace parcouru par le mobile est proportionnel au carré du temps, si l'on a, par conséquent, x — at 1 , on obtiendra la vitesse en prenant la dérivée de cette fonction, ce qui donne v=3kt. Ainsi, dans un pareil mouvement, la vitesse croît proportionnellement au temps.
10. Considérons maintenantun mouvement curviligne quelconque {fig. 4). Soit M la position du mobile au temps f'ï- *• i, M' sa position au temps
t + ài. La droite MM', qui joint le premier point au second, est ce qu'on appelle le
de ce déplacement MM' à l'intervalle de temps Af est ce qu'on peut appeler la vitesse moyenne pendant le temps Ai ; c'est la vitesse que devrait avoir le mobile, se
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mouvant d'un raouvoment recliligne et uniforme suivant la droite MM', pour éprouver dans le temps A( le déplacement observé MM'. Cette vitesse moyenne est une grandeur géométrique MA,, portée sur la droite MM' dans le sens du mouvement. Imaginons que l'intervalle, de temps A( tende vers zéro, le point M' se rapprochera du potnL M, et la vitesse moyenne MA, tendra vers une valeur limite MA ; cette limite MA est ce qu'on appelle ia vitesse au temps (. La tangente à la courbe étant la direction limite do la sécante, on voit que la vitesse au temps ( est une grandeur géométrique MA portée sur la tangente à la trajectoire, dans un sens déterminé.
H. Si l'on prend un point fisc 0 sur la trajectoire, on peut déterminer la position du mobile à chaque instant sur cette courbe par la longueur de l'arc OM. Désignons par s la longueur de l'arc OM, et par As celui de l'are MM' décrit pendant le temps Af. La vitesse moyenne pendant le temps Ai a pour expression
corde MM'
corde MM' , As
Mais on sait que lo rapport CQrd ^ MM > c'est-à-dire le rapport de la corde MM' à l'arc de courbe MM', a pour limite l'unité quaud le point M' so rapproche indéfiniment du point M. La limite de la vitesse moyenne est donc égale
à la limite du rapport Ainsi, dans le mouvement curviligne, la vitesse à chaque instant est égale à la dérivée
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de l'arc décrit par le mobilo sur la trajectoire, considéré çpmme une fonction du temps-
Supposons, par exemple, que le mobile décrive un cercle en parcourant des ares égaux ep temps égaux, On a, dans ce cas, s=q( et par suite «=a; la vitesseauue. valeur numérique constante, mais sa direction change sans cesse, Une grandeur géométrique est une longueur portée dans une certaine direction ; dans le mouvement circulaire uniforme, la vitesse, quoique ayant une longueur conslante, doit être regardée comme une grandeur géométrique variable, àcauso du changement de sa direction.
12. Supposons d'abord qu'uu point mobile M décrive une droite CD d'un mouvement uniforme {fig. 5). Pro-
ie point M décrit la droite CD, le point P décrit la droite X'X; des longueurs égales prises sur la droite CD ayant pour projections des longueurs égales, il est clair que le mouvement du point P sera uniforme comme celui du point M ; la vitesse MA du point M, ou l'espace parcouru par ce point dans l'unité de temps, aura donc pour projection la vitesse PB du point P, ou l'espace parcouru par le second mobile dans l'unité de temps.
Project!.).
jetons ce mobile sur une droite quelconque X'X; si l'on mène par le point M un plan parallèle à un plan donné , le point P où ce plan coupe la droite X'X est la projection du point M. Tandis que
_.: .1 ii:c-"J !:,■
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13. Supposons maintenant que le point M décrive une trajectoire quelconque (fa, 6). La projection P se
mouvra sur la droite XTd^un Ht-
mouvement varié. Soient M ! ^
.et M' les positions du mobile '
auitempsfetf+AI.PetP'scs JS^X^ I
projectioDK;|edéplacemcntPF -~\ \ \
du second mobile est la pro- j ! j
jectiondudéplaeementMH'du *' '' r ' " " 1
premier mobile. La vitesse moyenne ^~ du premier mobile est figurée par une longueur MA, portée sur la droite MM'. Soit PB, la projection de MA, ; à cause des plans parallèles, on a les rapports égaui
puisque
PP' MM
ma MM' MA .=-rr>
MA 1 elp.rsu.te ffiS* Ht'
on en déduit d'où
PB a _i PP' Af'
Ainsi la droite PB,, projection de la vitesse inoyenneMA, du premier mobile pendant le temps A( , est la vitesse movenne du second mobile pendant le même temps.
Concevons maintenant que l'intervalle de temps Af diminue et tende vers zéro; la vitesse moyenne MA, aura pour limite la vitesse MA du premier mobile au temps t ;
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la vitesse moyenne PB, aura pour limite la vitesse PB du second mobile au temps (. La vitesse moyenne PB, étant la projection de MA,, il en résulte que la vitesse PB est la projection de MA. Ainsi, ijuand on projette un point mobile sur une droite quelconque, la vitesse de la projection est, à chaque instant, la projection de la vitesse du mobile proposé.
Ce théorème est vrai, que les projections soient orthogonales ou obliques. Dans le premier cas, si l'on appelle v la vitesse du mobile M au temps i, a l'angle qui fait sa direction avec la droite X^X, et v' la vitesse de la projection P au môme instant on a
u' = VCOSar. •
14. Pour montrer une application de ce théorème, supposons que le mobile M se meuve sur un cercle d'un mouvement uniforme; projetons-le sur un diamètre AB «*t. [fig 7). Quand le point M décrit
la demi -circonférence ACB, le point P parcourt le diamètre, de A en B; le point M décrivant ensuite la seconde demi- circonférence BDA, le point P décrit encore le diamètre, mais de Ben A;
et ainsi de suite indéfiniment. Le mouvement du point P est donc un mouvement oscillatoire suivant la droite AB.
Désignons par a la vilesso du point M sur le cercle, et par r le rayon du cercle. Si l'on compte le temps à partir du moment où le mobile passe au point A, l'arc AM décrit par le mobile pendant le temps t sera at, et l'angle AOM aura pour mesure 3e rapport de l'arc AM au rayon, c'està-dire — . Si donc on représente par a; la dis lance variable
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OP, prise avec le signe + ou le signe — , suivant qu'elle est portée dans le sens OA ou dans le sens opposé OB,
(1) a=rcos^.
La dérivée de la distance x, considérée comme une l'onction de (, donne la vitesse du point P,
(2) t=— osin-.
Les formules (1} et (2) montrent que le mouvement du
point P est périodique; car lorsque l'angle — augmente
de 2t:, le sinus et le cosinus reprenant les mêmes valeurs, le point P revient au même point avec la même vitesse;
la durée de la période cstT= — , c'est le temps que met
le mobile M pour décrire la circonférence. La vitesse est négative de A en B; elle s'annule en B, change de signe et devient positive de B en A; elle s'annule en A pour devenir de nouveau négative, et elle acquiert sa pins grande valeur quand le mobile passe par le centre 0.
On obtient immédiatement la vitesse du point P en projetant sur le diamètre BA la vitesse a du point H, laquelle est dirigée suivant la tangente ME. Cette tangente
faisant avec la droite OA l'angle" — + ï, on a
ce qui reproduit la formule (2).
ib. Au lieu de projeter le mobile sur une droite, on peut le projeter sur un plan GH [fig. 8.) Si l'on mène par le point M une parallèle à une droite donnée, le point Pou cette parallèle perce le plan est ta projection du point M sur le plan. U est clair d'abord que, si lemouvement du point M est recliligne et uniforme, celui du point P sera aussi recti ligne et uniforme, et que la vitesse du point P sera la projection de celle du point M.
Si lo point M décrit une trajectoire quelconque CD dans l'espace, le point T décrira dans le plan de projection une ligne courbe EF. Le déplacement MM' du premier mobile pendant le temps Al a pour projection le déplacement PP' du second mobile pondant le miiinc temps ; représentons
par MA, la vitesse moyenne du premier mobile et
projetons celte droite en PB,; à cause des parallèles, on a
PR,_MA,__^ PF~MM — ac
Ainsi la droite PU,, projection de MA,, est la vitesse moyenne du second mobile. Quand l'intervalle de temps Ai tend vers zéro, les vitesses muyeiiues MA^PB, oui pour limites les vitesses MA, PB des deux mobiles au temps f. On en conclut que la vitesse du mobile projection est, à chaque instant, la projection de lavitesse du mobile propose.
CHAPITRE IL
COMPOSITION DES VITESSES
10. Nous avons déjà dit quelques mois de la composition des mouvements simultanés. Un mobile est en mouvement dans un système A, ce système A est en mouvement dans un système B; composer ces deux mouvements, c'est trouver le mouvement du mobile dans le système B. Pour concevoir nettement ces deux mouvements simultanés, on suppose que les points qui forment le système A sont ù des dislauees invariables les uns des autres; le mobile se meut dans ce système, la suite des positions successi\i:ri qu'il occupe constitue sa trajectoire. Les points qui forment le système B sont aussi à des distances invariables les uns des autres, et le système A, analogue à un corps solide, so meut en bloc dans le système B,
Lorsque tous les points du système A éprouvent dans le même temps des déplacements égaux et parallèles, on dit que le mouvement du système A est un mouvement de (ronsfad'on.ll est clair que les vitesses moyennes de tous les points du système, pendant le même temps, sont égales et parallèles. Il en résulte que les limites de ces vitesses moyennes, c'est-à-dire les vitesses des différents points du système, au même instant, sont égales et parallèles. On dit, d'après cela, que lous les points du système A
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possèdent au même instant la môme vitesse. Soient a, b, e,..(fig. 9), les positions des points du système A au temps t; a', b', c'... les positions de ces mêmes points au temps
et parallèles, la figure aa' b'b est un parallélogramme ot les deux droites ab et a'b' sont aussi égales et parallèles. De même, les droites ac et a'c', bc et b'c', sont égales et parallèles. Ainsi, lorsque le mouvement du système A est de translation, la figure formée par les points du système se transporte en quelque sorte parallèlement à. ellemême. Ce mouvement peut d'ailleurs être rectiligne ou curviligne.
Mais, lorsque les points du système A n'éprouvent pas pendant le même temps des déplacements égaux et parallèles, le mouvement du système n'est pas de translation. Par exemple, lorsqu'un corps solide tourne autour d'un axe fixe, les points matériels qui forment ce corps solide éprouvent dans le même temps des déplacements trèsdifférents, et le mouvement du corps n'est plus un mouvement de translation ; c'est un mouvement de rotation.
Voici la question que nous nous proposons de résoudre : Un mobile est en mouvement dans un système A; ce système A est lui-même en mouvement dans un système B; il s'agilde déterminer quelle estàchaque instant la vitesse du mouvement résultant, c'est-à-dire la vitesse du mobile par rapport aux points du système B.
i + A(; le mouvement sera de translation si les déplacements aa',bb',cc', de ces différents points sont égaux et parallèles.
Les droites aa' et bb' étant égales
Dl .1 ! :'.'"J !:,■
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17. Considérons d'abord le cas très-simple où les deux mouvements proposés sont redit ignés et uniformes, et s'exécutent suivant la même droite et dans la même direction. Nous pouvons nous représenter ces deux mouvements en imaginant qu'un mobile se meuve sur une droite X'X {fig. 10) d'un mouvement uniforme avec la vitesse v dans le sens X'X, FtB-t(i
taudis que la droite supposée m m' y
solide glisse sur elle-même *
uniformément et dans le même sens, avec la vitesse v'. Soit M la position du mobile sur la droite, à un instant quelconque; pendant le temps (, le mobile parcourt sur la droite une longueur MM' égale à u!; maïs, pendant ce temps, la droite s'est avancée dans le même sens d'une quantité M'M" égale a v't, de sorte que le point M' de la droite où se trouve maintenant le mobile est venu en M", emportant avec lui le mobile; !e déplacement résultant du mobile est donc MM", et Von a
MM'=MM'+M'M"=»* +»'*== (e+o')t.
Ce déplacement étant proportionnel au temps, le mouvement résultant est aussi uniforme, et, si l'on désigne par V sa vitesse, on a
La vitesse du mouvement résultant est la somme des vitesses des deux mouvements proposés.
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deux raouvemi'iils proposés sVlli.rtiLL'iit dans le même sens. Supposons inuinl>;ti;uit iju ils s'dleetueut eu sous contraire?; le mobile se meut sur la droite dans le sens X'X avec la vitesse «, tandis que la droite marche en sens contraire avec la vitesse r'. Il y a duux c;is à distinguer, suivant que la vitesse « est plus grande ou plus petite que »', Pendant le temps (, !e mobile parcourt sur la droite la longueur MM' égale à vt; pendant ce même temps, la droite rétro- Fi g . 11. grade de la quantité M 'M" égale
m y w à v'I. Dans le premier cas, le
1 1 premier déplacement étant plus
grand que le second {fig. 11), on a
MM"=MM'~M'M"=(ti-t)')f.
Le mouvement résultant est uniforme, dans le sens X'X, el l'on a
vie. il Dans le second cas {fig. 12),
y « sr le second déplacement étant
plus grand que le premier,
on a
MM"=M'M"-MM'=(u'-t>) .
Le mouvement résultai! t est dirigé dans le sens XX', el l'on a y = v'— V.
Ainsi, quand les deux mouvements sont de sens contraires, le mouvement résultant s'exécute dans le sens de celui qui a la vitesse la plus grande, et la vitesse de ce mouvement résultant est égale à la différence des vitesses des deux mouvements préposés.
On peut comprendre ces différents cas dans un mêtr.e
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énoncé. Si l'on regarde tomme positives les vitesses des mouvements qui s'exécutent dans uu certain sens, dans le sens X'X, par exemple; comme négatives celles des mouvements qui s'exécutent en sens contraire, on peut dire que la vitesse du mouvement résultant est égale à la somme algébrique des vitesses des mouvements proposés, et l'on a la formule générale
Il est un cas particulier qu'il est bon de remarquer, c'est celui où les deux mouvements proposés nout de sens contraires et ont des vitesses égales ; dans ce cas, les deux déplacements MM', M'M" étant égaux et de sens contraires, le point M" coïncide avec le poinl M; le déplacement résultant est nul, eL le mobile reste immobile au même point du système 8.
19. On a des exemples fréquents de semblables compositions de mouvemenls. Un bateau descend un fleuve ; désignons par v' la vitesse du courant, et par u ia vitesse que les rames impriment au bateau, c'est-à-dire la vitesse que posséderait le bateau s'il était dans une eau immobile, comme celle d'un lac. Le bateau descend donc le fleuve avec une vitesse propre v ; en même temps, il est emporté par le courant avec la vitesse u'; ces deux mouvements s'ajoutent, et le bateau parcourt dans le temps ( l'espace (v-|-ti')[. Le mouvement résultant, dont la vitesse est v + v', est celui que voit un observateur placé sur la rive.
Pour que le bateau puisse remonter le fleuve, il faut que sa vitesse propre t> soit plus grande que celle du courant v', et alors il s'avance avec la vitesse v — v'. Si la vi-
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tesse du bateau était moindre que celle du fleuve, il serait entraîne par le courant avec la vitesse v'—v. Enfin, si les deux vitesses étaient égales, lé*bateau resterait immobile au milieu du fleuve, sans avancer ni reculer.
«dnnt la m6n>o dralle.
20. Nous avons composé deux mouvements reclilignes s'effectuant suivant la même droite, quand ces mouvements sont uniformes. Supposons maintenant les mouvements variés. Soit M la position du mobile sur ladroite X'X Fig.ii. au temps (, MM' le déplace-
h m' m' ment qu'éprouve ce mobile
*' * sur la droite pendant l'inter-
valle de temps Ai, M 'M" le déplacement de ladroite pendant le même temps ; on a, si les deux mouvements s'effectuent dans le mémo sens,
MM" = MM' + M'M"; en divisant par Ai, on en déduit
MM" MM' M f M».
At Al Ai "
ce qui montre que la vitesse moyenne du mouvement résultant est la somme des vitesses moyennes des deux mouvements proposés. Si l'on fait décroître l'intervalle de temps Ai jusqu'à zéro, les vitesses moyennes ayant pour limites les vitesses au temps i, on en conclut que la vitesse du mouvement résultant est égale, à chaque instant, à la somme des vitesses des deux mouvements proposés au même instant.
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Quand les deux mouvements sont de sens contraires, on démontre de la même manière que la vitesse du mouvement résultant est la différence des vitesses des deux premiers mouvements. En attribuant des signes aux vitesses, comme nous l'avons expliqué, on peut dire que la vitesse du mouvement résultant est égaie, à chaque instant, à ia somme algébrique des vitesses des mouvements proposés.
Cette loi peut litm éiRiiduen In composition d'un nombre quelconque de mouvements reclilignes s' effectuant suivant la même droite, dans un sens ou dans l'autre. Si Ton regarde comme positives les vitesses dirigées dans un sens, comme négatives celles qui sont dirigées en sens contraire, on dira que la vitesse du mouvement résultant est égale, à chaque instant, à la somme algébrique des vitesses des mouvements proposés.
21. Après avoir composé ies mouvements rectilignes s'effectuant suivant la même droite, occupons-nous de la composition de mouvements quelconques, et d'abord considérons deux mouvements rectilignes et uniformes dans des directions différentes. Voici comment on peut se représenter ces deux mouvements simultanés ; Imaginons qu'un mobile se meuve uniformément sur la droite OX [ftg. 14) avec la vitesse u, taudis que la droite OX se déplace parallèlement à elle-même , de manière que sou point 0 se meuve uniformément sur la droite OY avec la vitesse t>'; le mouvement de la droite OX est un mouvement de translation rectihgne et uniforme. Soit OX la position de la droite mobile au temps (=0, c'est-à-dire à
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l'instant à partir duquel on compte le temps, et support u. rf01ls 1 U ce moment le mobile soit au point 0. Après I secondes, le mobile aura parcouru sur [a droite OX une longueur OP épie à vt-, pendant ce temps la droite OX se déplace parallèlement à elle-même; son point 0 décrit sur OY la longueur OQ égale à v'i et la droite occupe la position QX, ; le point P de cette droite, où se trouve alors le mobile, vient en M, après avoir éprouvé un déplacement PM égal ei parallèle à OQ. Ainsi, par la composition des deux mouvements, le mobile, au temps i, se trouve en M.
On délerminera de cette manière la position du mobile à un moment quelconque. Après (' secondes, le mobile a parcouru sur la droite OX la longueur OP' égale à vt' ; pendant ce temps le point 0 de cette droite décrit sur OY la longueur OQ' égale à v't', et la droite se transporte en Q'X' ( ; le point P' de cette droite, où se trouve alors le mobile, vient en M', après avoir éprouvé un déplacement P'M' égal et parallèle à OQ'. Aiusi, au temps le mobile est en M'.
Nous avons, d'une part,
OP=»l, OQ=PM=t>'(;
d'autre part,
OP'=«i', OQ'=P'M'=t>'C.
On en déduit les rapports égaux
OP _ PM i OP' - p'M'~r"
composition des vitesses.
Menons les droites OM et OM'; le triangle OP'M' est semblable au triangle OPM, comme ayant l'angle P' égal à l'angle P et compris entre deux côtés proportionnels; l'angleP'OM'esl donc égal à l'angle POM et la droite OM' coïncide avec OM. On en conclut que les positions successives M, M', du mobile appartiennent à une môme droite OM; ainsi, le mouvement résultant est rectiligne.
Les mêmes triangles semblables donnent
OM _OP__ t OM' — ÔP'~f
Les longueurs OM, OM', parcourues par le mobile dans les temps ( et £', étant proportionnelles aux temps, on en conclut que le mouvement résultant est uniforme.
Cherchons enfin la vitesse V du mouvement résultant. Si l'on suppose que le temps ( soil égal à l'unité de temps, c'est-à-dire à une seconde, les longueurs OP et OQ représenteront les vitesses v et v' des deux mouvements proposés; la droite OM est la longueur parcourue par le mobile dans le mouvement résultant, c'est-à-dire la vitesse V de ce mouvement résultant. Ainsi, le mouvement résultant de deux mouvements rectilignes et uniformes est un mouvement rectiligne et uniforme, et la vitesse de ce mouvement résultant est représentée en grandeur et en direction par la diagonale OM du parallélogramme construit sur les vitesses OP et OQ des deux mouvements proposés.
22. Revenons à l'exemple du bateau : supposons que le bateau s'avance sur le fleuve d'un mouvement rectiligne et uniforme avec la vitesse OA. tandis que le courant l'entraîne avec la vitesse OB (fa. 15); le mouvement résultant s'accomplira pendant la diagonale OC et avec
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!a vitesse OC; le bateau, parti du point 0 de l'une des rives du lleuve, atteindra l'autre rive eu D. Les personnes qui sont placées dans le bateau croient que le bateau marche dans la direction OA ; mais un observateur placé sur la rive voit le bateau s'avancer dans la direction OC- L'axe du bateau, qui est dirigé suivant OA, se transporte parallèlement à lui-même.
On peut se demander quelle direction il faut donner au bateau pour traverser le fleuve dans une direction donnée , par exemple à angle droit suivant la droite OD (fig. 16). Supposons le problème résolu et soil OA la Fi B . is. direction du bateau; il faut que
la résultante OC de la vitesse OA du bateau et de la vitesse OB du couraut soit dirigée suivant OD.
Pour trouver la direction OA, du point B comme centre, avec un rayon égal à la vitesse du bateau , on décrira un arc de cercle qui coupera la droite OD en un point C; il faudra donnera l'axe du bateau la direction OA parallèle à BC. Quelquefois le problème admet deux solutions. Support?, sous qu'on veuille traverser le (1 fleuvo dans la directiou oblique / OD {fig. 17). Si l'arc de cercle, k c / décrit du point B comme centre, C-iïjO • avec un rayon égal à la vitesse v 08 du bateau, coupe la droite OD en deux points C et C, on pourra traverser le fleuve suivant la droite OD, en orientant le bateau, soit dans la direction OA, soit dans la direction OA'. Mais, dans
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le premier cas, on emploiera moins de temps pour atteindre l'autre rive, puisque la \itesse résultante OC est plus grande que OC.
23. Considérons maintenant deux mouvements simultanés quelconques. La question est la suivante : Un mobile se meut dans un système A, ce système A se meut dans un système B, le mouvement du mobile par rapport aux points du système B est le mouvement résultant; nous cherchons !a vitesse de ce mouvement résultant à un moment quelconque. Soit M (/ij. 18) la position du mobile au temps ( dans le système A et dans le système B; M' sa posi- sig.a.
tion dans le système A au temps „
tervalle de temps Ai. Mais, pendant cet intervalle de temps Af, le système A se déplace dans le système B, emportant avec lui le mobile, et le point M', où se trouve alors le mobile, vient en M"; c'est là la position du mobile dans le système B au temps l + il; le déplacement résultant est MM". On peut ainsi déterminer la position M" du mobile à chaque instant dans le système B, et par conséquent construire ia trajectoire du mouvement résultant. Sur la droite MM' prolongée prenons une longueur MG, égale à ^~ ; par le point G, menons une droite G,H, parallèle à M'M" et
(-t-Af, quand on suppose le système A tixe: la droite MM' est le déplacement relatif du mobile dans le système A pendant l'in-
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prenons sur cette parallèle une longueur G,H, égale à
; la longueur MG, représentera la vitesse moyenne
du mouvement du mobile dans !e système A pendant le temps A(, la longueur G,H, la vitesse moyenne du mouvement du point SI' du système A dans le système B pendant le même temps A(. Des relations
M»,_MG, _
mSP"" mm' ai '
... uu MM"
dou MH,=-t— ,
ou en conclut que la longueur MH, représente la vitesse moyenne du mouvement résultant.
Maintenant faisons diminuer jusqu'à zéro l'intervalle de temps Al, la première vitesse moyenne MG, tendra vers une limiteMG, qui est la vilesse du mobile dans le système A au temps ( ; la seconde vilesse moyenne G,H, tendra vers une limite GH qui est la vilesse du point M' du système A dans le système B ; mais, puisque le déplacement MM' devient nul, le point M' a pour limite le point M el par suite la limite GH do G,H, n'est autre chose que la vitesse du point M du système A dans le système B. Letrian-
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gle MGH est la limite du triangle MG,B ( , et par suite le troisième côté HH est In limite du troisième coté MH, ; il en résulte que ce troisième coté MH représente lit vilesse du mouvement résultant an temps t.
Nous avons dit que la vitesse doii èl.re considérée comme une grandeur géométrique, c'est-à-dire comme une longueur portée dans une direction déterminée; pour former le triangle MGH, on a porté l'une à la suite de l'autre les deux grandeurs géométriques MG et GH qui represenlent, l'une la vitesse du momie dans le système A au temps I, l'autre la vitesse du point M du système A où se trouve le mobile à cet instant ; !a grandeur géométrique MH est dite !a résultante ou la tomme géométrique des deux grandeurs géométriques MG et GH. Ainsi, à chaque instant, la vitesse du mouvement résultant est la somme géométrique, ou la résultante , de la vitesse du mobile dans le système A et de la vitesse du point du système A oh se trouve le mobile à cet instant.
Cette règle est la même que celle du parallélogramme. Si par le point M on mène une droite MK égale et parallèle à GH {fuj. 19), on voit que la vitesse MH du mouvement résultant est la diagonale du parallélogramme construit sur les longueurs MG et MK qui représentent, l'une la vitesse du mobile dans le système A au temps (, l'autre la vitesse du point de ce système où se trouve le mobile à cet instant.
Dans la démonstralion du théorème précédent, nous n'avons pas supposé que le mouvement du système A fût de translation ; les différents points rte ce système ont donc en général au même instant des vitesses différentes;
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voilà pourquoi, dans l'énoncé du théorème, il est nécessaire de dire que la vitesse GH se rapporte à un point particulier du système A, au point M où se trouve le mobile au temps (. Si te système A avait un mouvement de translation, tous les points ayant au même instant la même vitesse, il serait inutile d'attribuer la vitesse GHàun point particulier; on pourrait dire quels vitesse du mouvement résultant est à chaque instant la somme géométrique de la vitesse du mobile dans le système A, et de la vitesse de ce système au même instant.
24. Ce théorème peut être étendu à fa composition d'un nombre quelconque de mouvements. Combinons, par exemple, quatre mouvements; un mobile se meut dans un système A ; le système A se meut dans un système B, le système B dans un système C, et ce dernier dans un système D. Soient OA {fig. 20) la vitesse du mobile dans le système A au temps f (la droite OA est menée par uu point arbitraire 0), AB celle du point du système A où se ■ trouve actuellement le mobile, vitesse prise dans le système B; la somme géométrique OB sera la vitesse du mobile dans le système B. Portons à la suite la grandeur géométrique BC qui représente la vitesse du point du système B, où se trouve actuellement le mobile, vitesse prise dans le système C; la somme géométrique des deux vitesses OB et BC sera la vitesse du mobile dans le système C. Portons encore à la suite lagrandeurgéométriqueCD, qui représente la vitesse du point du système C, où se trouve
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actuellement le mobile, vitesse prise dans le système D ; la somme géométrique OD des deux vitesses OC et OD sera la vitesse du mobile dans le système D.
La grandeur géométrique OD est dite la résultante, ou la somme géométrique, des quatre grandeurs géométriques OA, AB, BC, CD. Celles-ci sont dites les vitesses composantes, et la vitesse OD la vitesse résultante. (
25. Nous avons vu que, lorsqu'on compose deux mouvements, la vitesse OB du mouvement résultant est la diagonale du parallélogramme construit sur les deux vitesses composantes OA et AB {fig. 21). Appelons v et d' les vitesses composantes, V la vitesse résultante ; on a
en désignant par (0, 0') l'angle AOC des deux vitesses v et v'.
Lorsqu'on compose trois mouvements, la vitesse OC du mouvement résultant est la diagonale du parallélipipède construit sur les trois vitesses composantes OA, AB, BC (jîg. 22). Si les vitesses composantes u, u', «" sont perpendiculaires u entre elles deux à deux, le parallélipipède étant rectangle, on a . -■ ,.,
Revenons au cas général. Si l'on projette sur une
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droite quelconque la ligne brisée OABCLi (/ïg-23), ou sait Fi S . gs. que la projection de la résultante OD
, : est égale à la somme algébrique des projections des différents côtés de la ligue brisée. Ainsi, (a projection lie la vitesse résultante sur une droite quelconque eu égale à la somme algébrique desprojifl ions tins vitesses composantes.
Ce théorème est vrai, que les projections soient obliques ou orthogonales.
On peut, à l'aide do ce théorème, déterminer pur le culcul la vitesse résultante. Menons trois axes rectangulaires ox, ou, os (fig. 24). Désignons par d la première vitesse, B S . m. et par a, b, c les angles qu'elle l'ail
avec les axes; par»' la seconde vitesse, et par a', b', c' les angles qu'elle t'ait avec les axes, elc. ; appelons V la vi- ~~i tesse résultante et A, B, C les angles qu'elle fait avec les axes. En projetant orthogonalemeul sur chacun des (rois
V cos A = i;cosa + u'cosa'-f- t>"coso".+ •■■
V cos B — ii cos b + v' cos b'+ if cos b" + . . .
{ VcoS C = VCOit! + tï'cOSC'-f- u"cOSc" + ...
Eu joignant à ces trois équations la relation connue
(2) cos 5 A -t- cos 1 B + cos 1 C = 4 ,
on a quatre équations pour déterminer les quatre inconnues V, A,B , C. Si l'on élève au carré les deux membres des trois premières équations et qu'on tes ajoute mem-
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(3) Y 1 ={ucosa+i>'cGsa'+...) a +(t , coso+t)'co3 &'+... ) s + (i)cosc + «'cose'+ ...}*.
Une ibis que l'on connaît la grandeur V de (a vitesse résultante, les trois équations {1} donnent les angles A, B, G et, par conséquent, déterminent sa direction.
27. Il est clair que la grandeur de la résultante ne dépend que de la grandeur des vitesses composantes et des angles qu'elles forment deux à deux ; le second membre de l'éqnalion (5) doit donc être indépendant delà position des axes choisis pour effectuer le calcul. C'est ce qu'il est facile de reconnaître: si Ton effectue les carrés et que l'on groupe convenablement les termes, il ïient
V=u , (cos 1 a-|-cos"o+cos 1 c)+i>' i (cosV-H cos'&'+cosV) + ... + 2ct'(cgs(j cosa'-r-cos!i cos&'-i-cosccosc')+... ,
ou, ulus simplement,
V J = r i + !!« -+- + . . . + 2tm' cos («, v') +. . .
Le carré de la résultante est égal à ta somme des carrés des composantes, plus deux fois la somme des produits que ('on obtient ttt multipliant ces ^imposantes deux à deux et par le cosinus de l'angle qu'elles forment entre elles.
Pour deux vitesses, ou a fa relation
Y'^u'-r-u^ + Stw'cosp;, v'), que nous avons déjà trouvée. Pour trois vitesses, ou a
V*= e» + d' 2 -+- v" 1 + 2w>' cos {v, t>') -+- 2t> V cos (t\ t?) + 2u v «cosK,e).
28. On connaît le mouvement d'un mobile dans le système B et celui du système A dans le système B ; on demande quel est le mouvement du mobile par rapport aux points du système À ; c'est ce mouvement que verra un observateur placé dans lo système A; voilà pourquoi on l'appelle mouvement apparent. Il est clair que le mouvement du mobile par rapport au système B est le mouvement résultant du mouvement du mobile par rapport au système A et du mouvement du système A dans le système B. C'est la question inverse de celle que nous avons traitée précédemment. Soit M la position du mopi( j( bile au temps ( dans le système A
w et dans le système B, M" le point du système B, où se trouve le mobile au temps i+Af ; M'ia position au temps t du point du système A qui au temps ( + At vient en M"; d'après ce qui a été dit, MM' sera le déplacement apparent ou relatif du mobile dans le système A. Si le système A a uu mouvement de translation dans le système B, on peut dire que M 'M* est le déplacement du système A dans le système B, pendant le temps Af; ie déplacement apparent MM' du mobile dans le système A peut être considéré comme la somme géométrique du déplacement MM" du mobile dans le système B et d'uu déplacement M"M' égal et contraire au déplacement M'M" du système A dans le système B. On obtiendra donc le mouvement apparent du mobile dans le système A, en regardant le système A comme fixe et imaginant que le système B ait, par rapport au système A,
un mouvement ne translation égal et contraire à celui du système A dans le système B.
29. Si MA (fa. 26) est la vitesse apparente du mobile dans le système A au temps (, AB la «„. „„ vitesse du point du système A où se trouve le mobile à cet instant, la somme géométrique MB sera la vitesse du mobile dans le système B. Réciproquement, ia vitesse apparente MA au "
temps ( est la somme géométrique de la vitesse MB du mobile dans ie système B et d'une vitesse BA égale et contraire à la vitesse AB du point du système A où se trouve le mobile au temps f.
30. Considérons, par exemple, deux bateaux se mouvant sur un lac tranquille. Chacun d'eux a un mouvement recliligne et uniforme: on demande le mouvement du second par rapport au premier. Soit M la position du premier bateau au temps ( [fig. 27), MA sa vitesse, M' la position du second bateau au même instant, M'A' sa vitesse ; si à la vitesse M'A' du second bateau on ajoute une vitesse A"B' égale et contraire à la vitesse MA du premier hateau, la somme géométrique M'B' sera la vitesse relative du second bateau par rapport au premier. Les personnes placées sur le
premier bateau croient que le second marche dans la direction M'B'.
De même, si à la vitesse MA du premier bateau on ajoute une vitesse AB égale et contraire à celle dusecond.
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ou a la vitesse relative MB du premier bateau par rapport au second. Les pfTsnniirs plficrcs sur le second bateau voient le premier marcher dans la direction MB. A cause des triangles égaux MAB, M'A'B', nous remarquons que les deux vitesses relatives M'B', MB sont égales, parallèles et de sens contraires.
Si les deux bateaux se mouvaient sur des droites parallèles avec la même vitesse, la vitesse relative serait nulle; les personnes placées sur l'un d'eux verraieut l'autre immobile. C'est ce qu'on observe sur les chemins de fer ; quand deux trains marchent sur deux voies parallèles, avec la même vitesse et dans le même sens, les personnes qui sont dans l'un des trains et qui regardent l'autre ne s'aperçoivent pas du mouvement général de translation de tout le système.
31. A cette question se rattache la suivante: un premier hateau est en M et marche dans la direction MA {fig. 28), avec la vitesse v représentée par la longueur MA ;
Fis. ss. un second bateau placé, en
m ' o M'est animé d'une vitesse v'
que lui impriment les rames ou la vapeur. Quelle direction faut-il donner a ce second bateau pour qu'il atteigne le premier, parmi mouvement rcetïligne et uniforme? Si l'on cherche la vitesse relative du second bateau par rapport au premier, il faut évidemment que cette vitesse relative soit dirigée suivant la droile M'M. Prenons la droite M'B égale et contraire à MA; du point B comme centre, avec un rayon égal à c', décrivons un arc de cercle qui coupera la droite M'M en un "point G, et ache-
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vons le parallélogramme M'BCA' ; on dirigera le second bateau suivant la droite M'A'. En ciïet, M'C est la vitesse relaliyedu second bateau par rapport au premier; tout se passera donc comme si, le premier bateau restant immobile en M, le second le poursuivait avec la vitesse M'C;
il l'atteindra donc après tin temps marqué par j^'. En réalité, le premier bateau marchant dans S* difeotion MA, le second dans la direction M'A' avec la vitesse M'A', la rencontre aura lieu au point D, après le (emps indiqué.
DÉFINITION DE L'ACCÉLÉRATION
32. On dit qu'un mouvement rectiligne est uniformément varié, lorsque la vitesse éprouve des variations égales en temps égaux. Dans un pareil mouvement, on appelle accélération la variation de la vitesse dans l'unité de temps. L'accélération est positive si la vitesse augmente, négative si elle diminue.
Si l'on désigne par t>„ia vitesse initiale dumobile, c'està-dire sa vitesse au tempsf = 0, part) sa vitesse au temps f , et si l'on représente l'accélération par la lettre y, on a
ou(l) . t>=v e + yt.
33. Appelons x ladistance d'un point 0 fixe pris arbitrairement sur la droite à la position M du mobile au temps l (fa- 29). Nous savons que la vitesse t> est la déri-
vee de la distance x par rapport au temps; réciproquement la ; « î y * distance x est la fonction primitive de la vitesse v considérée comme une fonction du temps. Si l'on prend la fonction primitive de la fonction „ 0 + y t, et si l'on ajoute une constante x„ on aura
La constante s, désigne la distance OA de l'origine à
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la position initiale A du mobile, c'est-à-dire à sa position au temps (=0.
Supposons que la vitesse iuitiale v a soit nulle et que l'origine 0 coïncide avec la position initiale du mobile, on aura la formule simple
Ainsi, dans le mouvement recliligne uniformément accéléré, quand la vitesse inttiale est nulle, l'espace parcouru est proportionnel au carré du temps.
Il est bon de remarquer que l'espace parcouru par le
mobile pendant la première seconde est égal à | , c'est-àdire à la moitié de l'accélération.
54. Réciproquement, lorsqu'un mouvement est rcctiligne, et que l'espace parcouru est proportionnel au carré du temps, le mouvement est uniformément accéléré. En effet, dans ce cas, l'espace parcouru x est représenté par la formule
i=at i ,
daus laquelle la lettre a désigtie une constante. Si l'on prend la dérivée de l'espace x par rapport au temps, on a la vitesse
e=2ol.
Ainsi la vitesse croit proportionnellement au temps, et par conséquent le mouvement est uniformément accéléré. L'accélération est égale à 2a.
C'est ce qui a lieu dans la chute des corps. Quand on observe la chute des corps dans le vide, on reconnaît que l'espace parcouru croit proportionnellement au carré du temps. 11 on résulte, comme nous t'avons dit, que le mou-
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veinent est uniformémeiil accéléré. Qii 11 çoutiime de représenter l 'accélérât! en dans la chute des corps par l.i let-
Ire g, ce qui donne t)=(/(, x= La constante g a pour
valeur 9,8088. Dans l'air, le mouvement n'est pas tout à fait un mouvement uniformément accéléré; la résistance de l'air modifie un peu ce mouvement.
35. La vitesse à chaque instant étant considérée comme une grandeur géomélrirpir portée sur la droite X'X dans le sens du mouvement, on devra considérer l'accélération elle-même comme une grandeur géométrique portée sur cette droite, dans un seus ou dans l'autre, suivant que la vitesse augmente ou diminue.
La variation de la vitesse étant proportionnelle au temps, on voit que l'accélération esL égale au quotient de la variation de la vitesse par le temps correspondant.
30. Soit « la vitesse au temps i, t>+ An la vitesse au temps I + Ai ; la vitesse a éprouvé pendant l'intervalle de
temps Ai la variation Au ; le quotient ^ est ce qu'on appelle l'accélération moyenne pendant le temps Af. Si le mobile, dont la vitesse au temps ( est u, marchait d'un mouvement uniformément varié, avec une accélération égale à l'accélération moyenne ™, sa vitesse éprouverait,
après l'intervalle de temps AI, la variation observée Au et deviendrait ç+Ap.
Imaginons maintenant que l'intervalle de temps A(di-
DÉFINITION de l'accélération. 39 minue de plus en plus etlende vers zéro, le rapport-^, ou l'accélération moyenne, tendra vers une limita finie et déterminée. Gode limite est ce qu'on appelle, l' accélération du mobile au temps (.
La vitesse v étant une fonction du temps, on voit que l'accélération •/ du mobile à chaque instant est égale à la dérivée de la vitesse v par rapport au temps (. La vitesse étant elle-même la dérivée première de l'espace a; par rapport au temps, l'accélération est la dérivée seconde de l'espace. On ;i donc
t> = Bvr,
Par exemple, si, dans un mouvement rectiligne, l'espace parcouru est proportionnel au cube du temps, on a x=al 3 , v = oat i , y=6al.
La vitesse est proportionnelle au carré du temps, et l'accélération proportionnelle au temps.
Définition 4e l>Ps*lét»ilon dana un ™onTUBienl oorrtllgoB.
57. Considérons maintenant un mouvement curviligne quelconque. Soi[ M la position du mobile au temps (. MA sa vitesse; M' la positiou du mobile au temps!+ A(, M'A' sa vitesse (fa . g"Q). Par le point M menons une droite MB égale et parallèle à M'A', et joignons AB; la vitesse MB du mobile au temps ( 4- Al é(aut la. résultante des deux vitesses MA et AB, ou peut dire que AB est la varialion qu'éprouve pendant Se temps A( [a vitesse considérée
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comme une grandeur géométrique. Nous donnerons à celte quantité AB le k v nom de variation géométrique de la vitesse, pour bien ladistinguer de la variation purement numé-
rique. Le rapport — est ce qu'on appelle l'accélération
moyenne pendant le temps Ai ; on la représente par une grandeur géométrique AG, portée dans ia direction AB. Voici l'idée qu'on peut se taire de l'accélération moyenne : imaginons un système de points ayant un mouvement de translation recliligne et uniforme, suivant la droite MA, avec la vitesse MA, et supposons que, dans ce système, un mobile ait un mouvement rectiligne uniformément accéléré dans la direction AB, avec une accélération égale à
~, sans vitesse initiale; après le temps M, le mobile
aura dans le système la vitesse AB, et la vitesse du mouvement résultaut sera MB.
Concevons- maintenant que l'intervalle de temps Af tende vers zéro, l'accélération moyenne AG t tendra vers une limite AG. Cette quantité géométrique AG, limite de l'accélération moyenne, est ce qu'on appelle l' accélération du mobile^ au temps t. On peut, si l'on veut, représenter l'accélération au temps ( par une droite MK, égale et parallèle à AG, menée par le point M.
38. Ou ramène facilement la définition de l'accélération à celle de la vitesse. Par un point arbitraire 0 (fiy. 3i), menons une droite Oa, égale et parallèle à la vitesse MA
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du mobile proposée au temps (, une droite Oo' égale et parallèle à la vitesse M'A' au temps m- n.
I -f- A(, et ainsi de suite. La droite \ Oa, tournant autour du point 0, o' engendrera une surface conique, et le point a décrira une certaine courbe sur cette surface conique.
Le iriaugle aOa' ayant ses côtés égauï et parallèles à ceux du triangle AMB, la droite aa'
est égale et parallèle à AB; l'accélération moyenne
ou AG, du premier mobile devient ainsi la vitesse moyenne
ou ag, du second mobile. Or, quand Ai tend vers zéro,
la vitesse moyenne du second mobile tend vers une limite ag, qui eslla vitesse de ce mobile au temps (; l'accélération moyenne AG, du premier mobile tendra doue vers une limite AG, égale et parallèle à ag. Ainsi l'accélération du premier mobile correspond à la vitesse du second.
39. Pour donner une application de cette manière de figurer l'accélération, nous chercherons l'accélération dans le mouvement circulaire uniforme. Désignons par r ie rayon 011 du cercle (/ij. 32) et parti la vitesse; il faut bien comprendre d'abord que la vitesse, quoique ayant uue valeur numérique constante, est une quantité géométrique variable, parce qu'elle change sans cesse dedirection ; c'est pour cela qu'il y a une accélération dans le mouvement circulaire uniforme. Menons par le centre du cercle une droite Oo égale
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et parallèle à la vitesse MA du mobile proposé : le point a décrira aussi un cercle d'un mouvement uniforme. Les deux cercles étant décrits dans le même temps, les vitesses des deux mobiles soul proportionnelles aux cïi'coni'é renées ou aux rayons ; on a donc
r/__Oa_u e ~ OM — 'r'
Ainsi la vitesse du second mobile est égale à — . Celte
vitesse ag est perpendiculaire à Oo et par conséquent parallèle à MO ; pour avoir l'accéléra lion du mobile proposé au point M, on prendra sur le rayon MO une longueur MC
égale à — . On en conclut que, dans le mouvement circulaire uniforme, l'accélération est constamment dirigée vers le cenire et égale à —, c'est-à-dire au carré de la vitesse divisé par le rayon.
Considérons un mobi conque dans l'espace; soit
le décrivant une courbe quel- 1À [fig. 33) la vitesse du mqbile au temps), MB sa vitesse au temps (-h i'. Projetons le
vitesses PA' et PB' du mobile projection, aux temps t et ( + Al, sont les projections
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des vitesses MA et MB du mobile proposé; il en résulte que la variation de vitesse A'B' qu'a éprouvée le mobile projection pendant le temps A( est la projection de la quantité géométrique AB qui représente h variation géométrique de lu vitesse du mobile proposé pendant le même temps. L'accélération moyenne -^j est représentée par une longueur AG portée sur AB ; soit A'G' la projection de cette longueur, ou a
A'G' AG 1 A'B' AB~"Af'
et par suite A'G' = J ^-.
Ainsi l'accélération moyenne du mobile projection est ia projection de l'accélérât ion moyenne du mobile propusc. Si l'on fait tendre vers zéro l'intervalle de temps At, ou en conclut que l'accélération du mobile projection est. àcltaque instant, laprojvr.twn dr, l'nrcUi ira t ion rfu mobile proposé.
41. Le même théorème a lieu quand on projette sur un plan. La variation géométrique AB de la vitesse du premier mobile pendant le «>s- m.
lion moyenne A'G'=— --- du second mobile. On en con-
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dut que l'accélération du mobile projection est, à chaque instant, la projection de l'accélération du mobile proposé.
42. Ou peut ramener l'étude d'un mouvement curviligne dans l'espace à celle de trois mouvements rect il ignés. Menons trois axes rectangulaires Ox, Oy, Qz Ifig. 35), et projetons le mobile orthogonale ment sur chacun de ces trois aies. Chacune des projeclious P, Q, R aura un mou- /' vement rectiligne sur l'un des
axes. Les trois distances OP, OQ, OR, que l'on désigne par x, y, s, en les affectant des signes convenables, sont des fonctions du temps
Si l'on connaît ces trois fonctions, on connaîtra à un moment quelconque t les trois coordonnées x, y, s du point M et par conséquent la position du mobile dans l'espace au temps (. Les dérivées premières de ces trois fonctions par rapport au temps donnent les vitesses des trois projections ; maïs on sait (n° 13) que la vitesse de chaque projection est la projection de la vitesse du mobile proposé. Si donc on désigne par v la vitesse MA du mobile au temps i, et par a, b, c ies angles qu'elle fait avec les axes, on aura
1ccosa=D^, t>cos6 = D^, t:COSC = D,l.
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En joignant à ces trois équations la relation habituelle cos a a -+- cos s 6 -+- cos* c= 1 ,
on aura quatre équations qui détermineront la grandeur et la direction de la vitesse MA.
De même, les dérivés secondes des trois fonctions x, y, z par rapport au temps donnent les accélérations des trois projections; mais on sait (n° 40) que l'accélération de chaque projection est la projection de l'accélération MG du mobile proposé. Si donc on appelle y celte accéléralion MG, et a', b', c' les angles qu'elle fait avec les axes, on a les trois équations
f ycosa'=D,'a;, (3) j 3fCos6'=D,Y
' y cos c'= D,'a ,
qui, jointes à l'équation
cos' a' + cos s 6' ■+• cos* c'= 1 ,
déterminent l'accélération MG en grandeur et en direction.,
Nous avons déterminé l'accélération par ses projections sur trois droites rectangulaires quelconques. On l'obtient d'une manière plus simple en la projetant sur certaines droites liées intimement à la courbe que décrit le mobile, ainsi que nous allons le faire voir. Mais quelques explications préliminaires sur les propriétés des courbes nous sont nécessaires.
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45. Considérons une courbe gauche dans l'espace, c'est-à-dire une courbe non plauu; îcs langentaa MA, M'A' {fig. 3G) en deux points, même irèi-voisïns M et M', ne se rencontrent pas et ne sont pas situées dans un même Rg 3E plan ; par le point M me-
nons une parallèle MB à la tangente voisine M'A', ^tV"--^ les deux droites MA et MB déterminent un plan; imaginons maintenant que "' le point M' se rapproche indéfiniment du point M', la droite MB tournera autour du point M et se rapprochera de MA ; pendant ce temps, le plan AMB tournera autour de ta tangente MA et tendra vers une position limite ; cette position limite est ce qu'on appelle le plan osculateur à la courbe au point M.
Il est facile de faire voir que le plan AMB lend effectivement vers une position limite déterminée. Si, par un point arbitraire 0 [fig. 37), comme nous l'avons 37 fait déjà , on mène des parallèles
\ Oa , Oa' , à ces diverses tan-
ff<^~ ; — ~\° gentes MA, MA' à !a courbe pro-
^^■^ '\ posée, la droiteOacngendreraune y\ surface conique; le plan aOa' est / \ parallèle au plan AMB ; or le plan ' *i» aOa' tend vers une position limite qui est le plan tangent à la surface conique le long de l'arête Oa; le plan parallèle AMB tend donc vers une position limite parallèle à ce plan tangent.
définition de l'accéléuation.
L'accélération moyenne AG, étant située dans le plan AMB. il en résilie ijnn l'accélération AG ou MK au point M est située dans le plan osculateur à la courbe en ce
point.
Quand la courbe est plane, ie plan AMB est fixe, le plan osculateur eu chaque point coïncide avec le plan de la courbe. Dans ce cas, l'accéléra lion est constammeot située dans le plan de la courbe.
44. Par le point M d'une courbe, on peut mener une infinité de perpendiculaires à la tangente MA; chacune d'elles esl une normale à la courbe ; l'ensemble constitue le plan normal. Celle des normales qui est située dans le plan osculateur s'appelle normale principale; c'est l'intersection du plan normal et du plan osculateur. Quand la courbe est plane, la normale principale est la normale située dans te plau de la courbe.
45. Occupons-nous maintenant de la courbure. Considérons d'abord un cercle et supposons qu'un mobile décrive le cercle dans un certain sens; menons les tangentes en deux points M et M'; l'angle AlA' {fig. 38) de ces deux tangentes, prises dans le sens de la vitesse, est ce qu'on appelle l'angle de contingence relatif à l'arc MM cet angle est égal à l'angle au centre MCM' formé par les rayons qui aboutissent aux deux extrémités de l'arc. Il est clair que, dans un même cercle,
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à des arcs égaux correspondent des angles de contingence égaux entre eux; on appelle courbure de la circonférence l'angle de contingence qui correspond à l'unité d'arc, o\i, ce qui est la même chose, le rapport de l'anglo de contingence à la longueur de l'arc. Désignons par r le rayon du cercle; l'angle de contingence a est mesuré par la longueur de l'arc oa'dans le cercle dont le rayon est égal à l'unité; on a donc
Ainsi ia courbure d'un cercleest mesurée par l'inverse du rayon. Quand le rayon devient deux, trois ... fois plus grand, la courbure devient deux, trois ... fois plus petite.
46. Considérons une courbe plane quelconque; l'anglede contingence* relatif à l'arc MM' est l'angle AIA' [fig. 39) formé par les tangentes aux deux extrémités de cet arc; le rapport
^s^-i' gjjp est ce qu'on appelle la courbure moyenne de l'are MM' ; c'est la courbure du cercle sur lequel un arc égal à MM' présente le même angle de contingence. Si l'on fait
tendre l'arc MM ' vers zéro, le rapport ou la courbure
moyenne de l'arc MM', tend vers une limite déterminée ; celte limite est ce qu'on appelle la courbure de la courbe au point M. Posons
a r-= lim MSf
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le rayon r se nomme le rayon de courbure au point M, on le figure par une longueur MC portée sur la normale principale MN, du côté de la concavité. Le point C est le centre de courbure.
Si la courbe est gauche, c'est-à-dire n'est pas plane, comme les tangentes aux deux extrémités de l'arc MM' ne se rencontrent pas, on mènera par le point M une parallèle MB Ijig. 36) à la tangente M'A', l'angle AMB est l'angle de
contingence <x relatif à l'arc MM', le rapport ^7 est ia
courbure moyenne de cet arc et la limile de ce Tapport est la courbure au point M ; si l'on pose toujours
on a le rayon de la courbure r que l'on ligure par une longueur MG portée sur la normale principale.
Ditkirminallorj dit F ■ coélérfttiOii -
4"3. Nous ayons vu que l'accélération est située dans le ^lan osculateur à la trajectoire ; on détermine ordinairement cette quantité géométrique en cherchant ses projections sur la tangente et sur la normale principale. Soit MA {jig. 40) la vitesse v au temps (, MB une droite égale et parallèle à la vitesse «' en M ' au temps
f + A(. Le rapport ~ ,
figuré par la longueur AG, . est l'accélération moyenne pendant le temps Ai. Du pointG, abaissons une perpendiculaire G,H,
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sur la tangente MA; AH L sera la projection de l'accélération moyenne AG, sur la tangente; 11,0, sur une perpendiculaire à cette tangente dans le plan AMD, du côté de la concavité. Du point B abaissons de même une perpendiculaire BD sur In tangente MA ( à cause dos triangles semblables G,AH„ DAD, on a
AI^ HA AG, ^ et par suite AH, = ^ , H,G, = ™.
Ainsi, nous avons à calculer les deux rapports ~ et 5?.
Commençons p;ir eu dernier. Si l'on désigne par «l'angle de contingence AMB, on a, dans le triangle rectangle DMD,
DB = MB.sin«=t.'sin«,
DB , sin et et par suite — —v — — .
Nous écrirons ce rapport sous la forme suivante
introduisant au numérateur et au dénominateur les focteurs«et.MM', cequi ne cliange pas la valeur du rapport. Faisons maintenant tendre Ai vers zéro, la vitesse v' devient p; le rapport tend vers l'unité; la iimile du
rapport jjjpost la courbure de la trajectoire au point M,
courbure que nous représenterons par r désignant le
MM
a pour li-
hm H,G,= lim — =-.
Le plan AMB ayant pour limite le plan oscillateur, lu normale H, G,, située dans ce plan, devient parallèle à la normale principale au point M. On a ainsi la projection de l'accélération sur la normale principale ; cette projec-
Occupons-nous maintenant du rapport Ou a
ADœMD— MAb=p' COSa — V;
Le numérateur v'—v du premier terme est la variation qu'éprouve la grandeur numérique do la vitesse pendant le temps Aï, abstraction faite de la direction; le premier terme * donc pour limite la dérivée B,v de la
vitesse considérée comme fonction du temps. Pour trouver la limite du second terme, nous l'écrirons sous la l'orme
tion a pour eipression - ,
si l'on remplace cosa par 1—2 sin 1 ^, il vient AD =v'U — 2 sûr 1 g]— u= v'~ « — 2o' sin 1 1
Al A! u Ai '
MM' !!»' A Al '
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Le premier facteur i>' sin ^ ayant pour limilezéro, et les
autres les quantités finies 1, -, u, le produit a pour limite zéro. On a donc
lim ÀH,=lim^=D,ti.
Telle est la projection de l'accélération sur la tangente; elle est égale à la dérivée de la vitesse considérée comme fonction du temps.
Ainsi, soit M {ftg. 41), la position du mobile au temps i,
accélé ratio u sur [a tangente et sur !a normale principale; la projection de [accélération sur la tangente est égale à la dérivée de la vitesse considérée comme fonction du temps; la projection sur la normale principale est égale au carré de la vitesse, divisé par le rayon de courbure. Les deux projections
étant connues, l'accélération sera représentée par la diagonale du rectangle construit sur ces deux longueurs.
Lorsque le mouvement curviligne est uniforme, la grandeur numérique de la vitesse étant constante, sa dérivée est nulle, et par suite ia projection de l'accélération sur la tangente est nulle. Dans ce cas, l'accélération eu
MA la tangente a la trajectoire, MK la normale principale menée du côté de la concavité, MG l'accélération qui est située dans le plan osculateur AMN ; nous avons trouvé les projections MP et MQ de celte
DÊmnnoH de l' accélération. 53 chaque point est dirigée suivant la normale principale MN, et elle est égale à^-; elle changea chaque instant de direction et varie en raison inverse du rayon de courbure.
Si le mouvement uniforme s'accomplit sur un cercle, l'accélération est dirigée suivant le rayon vers le centre,
et est égale à la quantité constante ~ ; c'est ce que nous
avons déjà trouvé en étudiant le mouvement circulaire uniforme (n° 39).
48. Pour montrer une autre application de ces principes, considérons le mouvement uniforme sur une hélice tracée sur un cylindre circulaire droit. Soit M la position du mobile au temps t sur l'hélice {f\g. 42), MA sa vitesse ; par le point M menons des parallèles aux diverses tangentes à l'hélice, et prenons sur chacune d'elles une longueur égale à la vitesse tj. On sait que les tangentes à l'hélice font un angle constant /3 avec les génératrices du cylindre; les parallèles menées par le point M formeront donc un cône de révolution autour de l'arête MC du cylindre, et le point A décrira sur ce cône un cercle d'un mouvement uniforme; la vitesse AB de ce second mobile donnera l'accélération du premier. Le plan osculateurà l'hélice au point H n'est autre chose que le plan tangent au cône suivant l'arête MA; c'est le plan mené par la tangente MA perpendiculairement au plan AMC tangent au cylindre; la droite AB,
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qui est située dans le plan osculateur et qui est perpendiculaire à la tangente HA, est parallèle à la normale principale MG ; la droite AB étant perpendiculaire au pian AMC, la normale principale MG est elle-même- perpendiculaire au plan tangent au cylindre au point M; elle rencontre en un point I l'ai» du cylindre et est perpendiculaire k cel axe. Pendant que le mobile proposé décrit
une spire entière dont la longueur est ^j^g, o désignant
le rayon du cylindre, le second mobile A décrit la circonférence du cercle dont le rayon est AC, circonférence dont la longueur est 2mi sin (3, puisque le rayon AG est égal à »sin(3; les mouvements étant uniformes, les vitesses sont proportionnelles aux longueurs parcourues; on a donc
AB_ iiitPsin gin* g .
sin/3
d'où MG=AB=Î^.
Telle est l'accélération dans le mouvement uniforme sur l'hélice; elle est dirigée suivant la normale principale.
On peut déduire de là le rayon de courbure r de l'hélice. Puisque le mouvement sur l'hélice est uniforme, on sait que l'accélération est dirigée suivant la normale principale
et égale à ^ ; en comparant cette expression k la précédente, on a r= gjjnj -
49. Considérons encore l'exemple suivant : supposons qu'immobile décrive un cercle d'un mouvement uniforme avec une vitesse u, et projetons ce mobile sur un plan pas-
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sant par la centre du cerck;'la projection décrira uno el* lipse. Pour l'aire la figure, rabattons le plan du cercle autour du diamètre AA' [fig. 45) situe dans le plan de projection, c'est-à-dire au- Fit. 4*.
tour du grand axe de Tel-, lipaa. La vitesse M 'C du mobile M' sur l'ellipse est la projection de la vitesse MC du mobile M sur le cerele ; ~ elle est parallèle au diamètre OD' conjugué de OM ; etles deux diamètres conjugués OM', OD' de l'ellipse sont les projections des deux diamètres rectangulaires OH, OD du cercle. Si l'on représentait la vitesse du mobile sur le cercle par le rayon OD du cercle, la vitesse sur l'ellipse serait représentée par OD'; ainsi la vitesse sur l'ellipse est proportionnelle au rayon parallèle à la tangente. En désignant paru' la vitesse sur l'ellipse, et par %a le grand axe de l'ellipse, on a donc
i/_OD'
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Ainsi l'accélération sur l'ellipse est dirigée vers le centre de l'ellipse et proportionnelle au rayon OM'.
On peut déduire de là une espression du rayon de courbure r de l'ellipse. Soit M'N la normale à l'ellipse au point M', a l'angle qu'elle fait avec le rayon M '0; la projection de l'accélération sur la normale a pour valeur
y'cos«=^ .OM'cosa; ' a 3
mais on sait que cette projection est égale à — ; on a donc
--- = -» .OM'cosa; r a, 1
d'où
aV* ÔD 7 ' ÔD''
r ~ o».OM'.cos«~ OM'.cosa" _ OD'.OM'.cosa'
Le dénominateur OD'.OM'. cosh, mesurant l'aire du quart du parallélogramme construit sur deux diamètres conjugués, est égal à ab ; on a donc
Ainsi le rayon de courbure en un point de l'ellipse est proportionnel au cube du rayon parallèle à la tangente en ce point.
COMPOSITION DES ACCÉLÉRATIONS
Nous nous sommes déjà occupés de Ja composition des mouvements et nous avons vu comment on obtient la vitesse du mouvement résultant; nous chercherons maintenant l'accélération du mouvement résultant.
Compétition de deux mura menti rootiligti» un] ruminent virioi ■■Wut la mono droit*.
50. Imaginons qu'un mobile se meuve sur la droite X'X (Jîg. 44) d'un mouvement uniformément varié, tandis que la droite glisse sur elle-même ^ H
d'un mouvement uniformément varié. La vitesse du mobile sur »
la droite au temps 1 est
celle de la droite au même instant est
or, on sait (n° 20) que la vitesse V du mouvement résultant est la somme de ces deux vitesses, ce qui donne
Ainsi le mouvement résultant est un mouvement uniformément varié, et son accélération est la somme algébrique, des accélérations des deux mouvements proposés.
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CmaponlIlOD du irm mDDTsnisDU recllligne. q U «l MBqu0 . ■ul™t la m«me drglu.
51 . ImaginoDS toujours un mobile se mouvant sur la droite X'X, tandis que la droite glisse sur elle-même. Soit v la vilesse du mobile sur la droite au temps t, v' celle de la droite au même instant, la vitesse du mouvement résultant aera
soit maintenant v + àv la vitesse du mobile sur la droite au temps ( + Af, tt -+- Au' celle de la droite au même instant, la vitesse du mouvement résultant sera
V + AV= (t> + A») -+- {«'+ An") ;
d'où AV=A«-t-Au',
iV Au Aw' et par suite, ^-jj +^j.
Ainsi l'accélération moyenne du mouvement résultant pendant le temps Ai est égale à In somme algébrique des accélérations moyennes des deux mouvements proposés pendant le même temps. Si l'on fait tendre Al vers zéro , on en conclut que l'accélération du mouvement résultant, à un instant quelconque, est égale à la somme algébrique des accélérations des mouvements proposes au même instant.
Ce théorème s'étend à la composition d'un nombre quelconque de mouvements rectilignes s effectuant suivant la même droite. L'accélération du mouvement résultant est égale, à chaque instant, à la somme algébrique des accélérations des mouvements proposés au même instant.
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52, Imaginons qu'un mobile, partant du point 0 sans vitesse initiale, se meuve, sur la droite OX (/!</. 45) d'un mouvement uniformément accé- m. is.
1ère avec l'accélération y, tandis que la droite OX se transporte parallèlement à elle-même, son point 0 décrivant la droite OY d'un mouvement uniformément accéléré, sansvitesse initiale, avec l'accélération /'.Après un temps (, le mobile aura parcouru sur la droite OX une longueur OP égale à | yC ; pendant ce temps, la droite se déplace parallèlement à elle-même, son point 0 décrivant sur OY la longueur OQ égale à | y'P, et vient dans la position QX, ;
le point P, où se trouve alors le mobile, vient en M, après avoir éprouvé un déplacement PM égal et parallèle à OQ. Telle est la position du mobile au temps (, et l'on a
OP-|,i>, OQ = PM=^V.
On déterminera de même la position M' du mobile au temps t', en prenant
OP=lyt>, 0Q'=P-M'=| r ï\
De ces relations on déduit
Of__ PM _P
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Les triangles OPM, OP'M'sont semblables et les droites
OM, OM' coïncident. Donc le mouvement résultant est
rectiligne.
Les mêmes triangles semblables donnent
OM_OP_(^ 0M i — OP'~i'*"
Les longueurs OM, OM', parcourues par le mobile dans le mouvement résultant étant proportionnelles aux carrés des temps, le mouvement résultant est uniformément accéléré.
Cherchons enfin l'accélération y t du mouvement résultant. Si l'on suppose que le temps ( sott égal à l'unité
de temps, les longueurs OP et OQ sont égales à |- et à ^; la longueur OM , parcourue par le mobile dans le mouvement résultant pendant la première unité de temps, sera égale à En doublant les longueurs OP et OQ, on
formera un parallélogramme OGKH semblable au parallélogramme OPMQ, et dans lequel la diagonale OK, double de OM, représentera l'accélération y t du mouvement résultant. Âinsï, le mouvement résultant de deux mouvements rectilignes uniformément accélérés, sans vitesses initiales, est tm mouvement rectiligne uniformément accéléré, dont l'accélération est représentée en grandeur et en direction par ta diagonale du parallélogramme construit sur les accélérations des deux mouvements proposés.
COMPOSITION DES ACCÉLÉRATION
53. Supposons qu'un mobile se meuve dans un système A, tandis que le système A a un mouvement de translation dans le système B; nous cherchons l'accé- • lération du mouvement résultant. Soit MA (fig. 46) la vitesse du mobile dans le système A au Tif ,, I6 . temps I, AB celle du système A dans le système B au même instant, la droite MB représente la vitesse du mouvement résultant (n° 25). Soit de même MA' la vitesse du mobile dans le système A au temps ( -+- A(, A'B' celle du système A dans le système B au même instant, MB' sera la vitesse du mouvement résultant au temps (+ A (. Par le point A' menons une droite A'C égale et parallèle à AB; la figure AA'CB étant un parallélogramme , les deux droites AA' et BC seront égales et parallèles. La droite AA' représente la variation géométrique de la vitesse du mobile dans le système A pendant L'intervalle de temps Al; les droiLes A'C et A'B' étant les vitesses du système A au temps ( et au temps (-1- Ai, la droite CB' représente la variation géométrique de celte vitesse; de même la droite BB' représente la variation géométrique de la vitesse du mouvement résultant. Si l'on remplace la droite AA' par la droite égale et parallèle BG, on voit que la variation de vitesse BB' dans le mouvement résultant est la somme géométrique ou la résultante des variations de vitesse BG et CB' des deuï mouvements proposés. Sur la droite BC portons une longueur BG, égale an rapport et par le point G, menons une
BC _ _ CB
BG, G,H, j_
BC CB' = Ai '
s triangles BG,H„ BCB' sont semblables, et les droitœ H„ BB' coïncident; et, comme on a
d'où
Al '
on en conclut que la droite BH, représente l'accélération moyenne du mouvement résultant. Ainsi l'accélération moyenne BH, du mouvement résultant est la somme géométrique ou la résultante des accélérations moyennes BG, et G,H, .des deux mouvements proposés.
Faisons maintenant diminuer jusqu'à zéro l'intervalle du temps A(. Le triangle BG,H, tendra vers un triangle limite BGH, dont les trois côtés représentent les trois accélérations au temps (; savoir : le côté BG, l'accélération du mobile dans le système À, le côté GH, l'accélération du système A, le côté BH, l'accélération du mouvement résultanl. Ainsi, quand un mobile se meul dans un système
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gui a m mouvement de translation dam Un HUife système, t'accêlèration du mouvement résultant est la somme géométrique des accélérations des deux mouvements proposés.
54. Dans la démonstration du théorème précédent, nous avons supposé essentiellement que le mouvement du système A est un mouvement de translation. Pour bien comprendre la nécessité de Cette hypothèse, imaginons dans lu système A trois axes rectangulaires liés au système ; la position du mobile dans le système A sera déterminée à chaque instant par ses trois coordonnées relatives à ces axes : de même la droite MA, qui représente la vitesse du mobile dans ce système au temps i, sera déterminée parles angles qu'elle fait avec les axes. Si le mouvement du système A est un mouvement de translation, les axos Be transporteront parallèlement a eux-mêmes, et la droite MA, liée à ces axes, conservera la même direction dans l'espace; mais, si le mouvement du système n'était pas de translation, les axes ne restant pas parallèles à eux-mêmes, la droite MA ne conserverait pins la même direction dans l'espace; au temps t-i-Af, elle aurait, par exemple, la direction MA, {fig. 47}. Soit MA' la droite qui représente à cet instant la vitesse du pig. ti.
mobile dans le système j la variation *■
géométrique de la vitesso' apparente n^ï^I—^^ 1 du mobile serait, non pas AA', mais ^~~~~~—~~\ K A,A'; et, en effet, à cet instant t+At, la droite qui représente la vitesse du mobile au temps I a la direction MA, ; c'est à la quantité géométrique MA, qu'un Observateur placé dans le système compare la vitesse nouvelle MA', ce qui lui donne la variation apparente A,A'.
LIVRE 1. CINÉMATIQUE
Il y a encore un autre endroit dans la démonstration où l'on suppose que le mouvement du système Aest de translation. Soit M le point du système A où se trouve le mobile au temps (, M' le point de ce même système où il se trouve au tempst+Af (fig. 4(1); la vitesse AB se rapporte au point M, la vitesse A'B' au point M'; si le mouvement du système A est de translation, tous les points ayant au même instant la même vitesse, on peut dire que A'Cet A'B' sont les vitesses aux temps I et (+Ai d'un même point quelconque du système, de sorte que CB' est la variation de vitesse de ce point. Mais, si le mouvement du système A n'était pas de translation, les vitesses A'C et A'B' serapportanlà deux points différents à des instants différents, CB' ne serait plus la variation de vitesse d'un point du système.
Ainsi, le théorème, tel que nous l'avons énoncé, n'est vrai que si le mouvement du système Aest de translation. Lorsque le mouvement du système n'est pas de translation, la détermination de l'accélération du mouvement résultant est plus compliquée. Cette question, qui sort des limites du cours, sera traitée dans le supplément, à la fin du volume.
55. La théorie précédente peut être étendue à un nombre quelconque de mouvements. Un mobile se meut dans un système A, le système A a un mouvement de translation dans un système B, le système B a un mouvementde translation dans le système C, et ainsi de suite. Ou portera les unes à la suite des autres les quantités géométriques qui représentent les accélérations des mouvements proposés, la somme géométrique sera l'accélération du mouvement résultant.
La règle de la composition des accélérations est la même
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que celle des vitesses. Ou déterminera de la même manière l'accélération résultante par ses projections sur trois axes rectangulaires.
56. Il est faeile de résoudre la question inverse de la précédente. On connaît le mouvement d'un mobile dans le système B et le mouvement de translation du système A dans te système!!, on demande quel estlemouvementdu mobile par rapport au système A. Nous avons dit (n° 28) que l'on obtient ce mouvement relatif en regardant le système A comme fixe, et supposant que le système B a dans lesystème Aun mouvement de translation égal et contraire à celui du système Adansle système B; il en résulte, comme nous l'avons déjà remarqué, que l'ou obtient la vitesse du mouvement relatif en composant avec la vitesse du mobile dans le système B une vitesse égale et contraire à celle du système A dans le système B. La même règle a lieu pour l'accélération. Si MG {fig. 48) est l'accélération du mouvement du mobîledans le système A, GH celle du mouvement de translation du système A dans le système B, MH représente l'accélération du mouvement du mobilo dans le système B.
Réciproquement, on obtient l'accélération MG du mouvement du mobile dans le système A, en composant avec l'accélération HH du mouvement du mobile dans le système B uue accélération HG égale et contraire à celle du mouvement de translation du système A dans le système B.
DES FORCES
57. Dans les leçons précédentes, nous avons étudié le mouvement d'un point de vue purement géométrique, sans nous oqauper des causes qui le produisent ou le modifient. Calte première partie repose tout entière sur les deux seules idées d'espace et de temps.
L'expérience de chaque jour nous révèle une troisième idée, celle de force. Quand nous tenons un corps dans |a main, l'effort que nous exerçons pour le soutenir et l'empêcher de tomber est une force. Les efforts qua nous exerçons pour déplaqer les corps, les briser, les œodjger d'una manière quelconque, sont des forces.
Il y a trois choses à considérer dans une force : Ifl point d'application ; 2° la direction ; 3" l'intensité. Quand nous tjrons un fil attaché à un point d'un corps, le point où est attaché le fil est le point d'app)tcalion de la force; la droite suivant laquelle se disppse le fil tendu est la direction de la force; enfin i'.effort plus ou moins grand que nous exerçons est l'intensité de la force.
58. Lorsque plusieurs fqr.ces, appliquées h VI W^ffle point matériel en repos, laissent le corps en repos, on dit qu'elles se font équilibre. On dit que deux forces sont Wl® lorsque, appliquées % un tnepie point matériel, dans
LIVRE II. DTNÀMIQDE
des directions opposées, elles se font équilibre. Une force est double d'une autre lorsqu'elle l'ait équilibre à deux forces égales à celle-ci et agissant en sens contraire ; de même une force est triple d'une autre lorsqu'elle fait équilibre à trois forces égales à celle-ci, et ainsi de suite. On comprend par là que l'on puisse trouver le rapport de deux forces quelconques. Pour mesurer les forces, on prendra l'une d'elles pour unité et l'on cherchera le rapport dea autres forces à celle qui a été prise pour unité. De cette manière les intensités des forces seront représentées par des nombres. Soit M le point d'application d'une force, MX la direction de la force {fîg. 49) ; si sur 1S la droite MX on prend une lon-
> gueur MA proportionnelle à l'intensité de la force, c'est-à-dire qui soit mesurée par le même nombre au moyeu de l'unité de longueur, on voit que la quantité géométrique MA représentera complètement la force, son point d'application M, sa direction et son intensité. Nous sommes amenés ainsi à regarder les forces comme des quantités géométriques.
59. Les forces sont de diverses sortes. Nous avons d'abord le sentiment de notre propre force musculaire, par l'action que nous eserçous sur les corps qui nous environnent; par analogie, nous connaissons la force musculaire des animaux. L'observation nous apprend que tous les corps placés à 'a surface de la terre sont sollicités par une force particulière, que l'on nomme la pesanteur; quand nous tenons un corps dans la main, nous sentons très- bien la force qui sollicite le corps et que l'on appelle le poids du corps. Si l'on suspend un corps à un fil, la direction
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du fil nous indique la direction de la pesanteur; l'effort que nous exerçons pour soutenir le corps est une force égale et contraire au poids du corps. Outre ces forces,, il y a encore la pression du vent, la force élastique de la vapeur, etc.
60. On a pris pour unité de force le kilogramme ; c'est le poids d'uu litre d'eau distillée au maximum de densité, c'est-à-dire à 4 degrés centigrades au-dessus de zéro , et dans le vide. On a pris le poids dans le vide, parce que dans l'air, d'après le principe d'Arcliimède, les corps perdent une partie de leur poids égale au poids de l'air déplacé, et que cette différence est variable avec l'état de l'atmosphère. En outre, l'intensité de la pesanteur n'est pas la même à toutes les latitudes ; elle éprouve une petite diminution quand on va du pôle vers l'équateur; elle dépend aussi de l'élévation du lieu au-dessus du niveau de la mer. Pour préciser complètement la définition de l'unité de force , on dira que le kilogramme est le poids d'un litre d'eau au maximum de densité, dans le vide, à Paris. Mais, dans les applications de la mécanique, on néglige ces variations de la pesanteur, qui sont très- petit es.
Ayant ainsi choisi l'unité de force, on évalue les poids des corps en kilogrammes au moyen de la balance. Quant aux autres forces, on les mesure à l'aide d'instruments appelés dynamomètres. Un dynamomètre est formé en généra! d'un ressort élastique, qui se déforme plus ou moins, quand on le soumet à l'action de différentes forces. C'est par la déformation du ressort que l'on évalue la grandeur de la force. Pour graduer l'instrument, on suspend au dynamomètre des poids de 1, 2, 3,,..... kilo-
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grammes 1 ét on marque sur l'instrument Ie3 déformations correspondantes. Si une force de nature quelconque, par exemple la force musculaire d'un homme agissant sur le dynamomètre, produit la même déformation qu'un poids de 20 kilogrammes, on dira que la force est égale à 20 kilogrammes.
61. Parmi les nombreuses dispositions adoptées dans la construction des dynamomètres, je me bornerai à en citer deux : celle du peson à ressort, et celle du dynamo^ mètre de Régnier. Le pèson à ressort se compose d'un ressort nuip courbé eh forme de V (fig. 50) ; un arc dé ng so cercle BD est ïlié en D à la branche p du ressort ët passé libre- Jî ment à travers une ouverture pratiquée dans l'autre branche m; un ^-rs^fi sécohd arc is Est fixé au contraire à lie la branche nm et passe librement à ÏÏf travers une ouverture pratiquée dans la branche np. Pour graduer le dyi £/* hamomètre, on l'attache par l'auncau /-fi D a un crochet fixe A ; ét l'An suspend à l'anneau s des poids connus ; l'extrémité p de la branche inférieure tlu ressort rèste fixe; le poids P tire en / la bratiche supérieure et comprime le ressort ; on marque sur l'arc DB, par un trait à la lime, la compression observée, c'est-à-dire l'endroit où s'arrête la branche wH du ressort. En suspendant
au dynamomètre des poids del, 2, 3 kilogrammes,
on marque sut- l'arc DB les numéros 1,2, 3... Afin d'émpechèria compression de dépasser une certaine limite, Ce obi abîmerait lé ressort, oh disposé sur l'arc BD un
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petit talon G contre lequel vient buter la branche Bupé* rieure du rassort. Une l'ois le peson gradué, si l'on veut mesurer une force quelconque, oïl attache i'anneauD à thi point fixe, ét on Rtll agir la force en s ; le ressort se comprime et on lit la grandeur de ta force sur l'arc DC.
62. Le dynamumètn: Réynkr est formé de deux ressorts en acier ab, cd, réunis à leurs extrémités par des pièces Courbes A et B {fig> 51). On attache le dynamomètre à nu point fixe, par l'une des extrémités A, et on fait agir la force à l'autre extrémité B; la distance ÀB augmente, et leB deux branches se rapprochent i C'est par le rapprochement des deux branchés en liur milieu que l'oil évalue la force. La branche ah porte un secteur gradué; autour du cênlrc o de ce secteur tourne unè aiguille; autour d'un point e, voisin du point o, tourne un levier coudé flpi auquel est articulé la petite tige ûf. Quand les deux brànches du ressort se rapprochent, une petite pièce de métal, fixée àu milieu de la branche cd, presse l'extrérnité e de la tige ef et fait tourner le levier autour du point ('; l'extrémité y du levier pousse l'aiguille, qui pafcôurt .ainsi l'are divisé.
65. Dana oé qui précède, uùuâ nous sommes borné à considérer les forces comme se faisant équilibre i d'un point de vue plue général, on peut considérer les forces comfflè produisant eu modifiant le mouvement. L'étude
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des forces, dn ce point de vue, repose sur dos principes ou lois fondamentales, ,iuxquelles on a été conduit par l'observation. Ges lois sont au nombre de deux : la première est connue sous le nom de 'loi de F inertie; fa seconde sous celui de loi des mouvements relatifs.
64. La loi de l'inertie comprend deux parties : i° Quand un point matériel est en repos dans Fcspace, si aucune action extérieure ne s'exerce sur lui, il reste en repos; 2° Quand un point matériel est en mouvement dans Fespace, si aucune action extérieure ne s'exerce sur lui, son mouvement est rcctili/pw et uniforme.
La première partie de celte loi a été connue de toute antiquité. Les premières observations nous apprennent, en effet, que les corps en repos restent en repos, à moins qu'une force extérieure , comme notre effort musculaire, ne s'exerce sur eui pour les mettre eu mouvement. Hais la seconde partie n'est connue que depuis une époque récente. C'est Kepler qui, dans Je commencement du dixseptième siècle, paratl en avoir eu le premier l'idée. Voici par quelles considérations il y a été conduit: quand on lauce une bille sur une surface plane horizontale, on voit la bille se mouvoir en ligne droite ; mais on remarque que sa Titesse diminue de plus en plus et que la bille finit par s'arrêter. Cette diminution de la vitesse provient du frottement que la bille éprouve contre le plan et aussi de la résistance de l'air. Si on lance la bille sur un plan horizontal bien poli, qui n'exerce qu'un frottement trèsfaible, par exemple sur un plan de glace, on Toit le mouvement se prolonger très-longtemps et la vitesse di-
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minuer très-lentement. On en conclut, par induction, que, si l'on pouvait supprimer toutes les rësistancûs, le mouvement se prolongerait indéfiniment, et, par conséquent, serait rectiligne et uniforme.
Les forces ont donc pour effet de modifier l'état de repos ou de mouvement des corps. Quand un point matériel est en repos, il faut qu'une force agisse sur lui pour le mettre en mouvement. De même, quand un point matériel est en mouvement, si le mouvement n'est pas rectiligne et uniforme, c'est qu'une force agit sur lui, modifiant la vitesse, soit en grandeur, soit en direction. Quand le mouvement est rectiligne et que la vitesse augmente, une force sollicite le mobile dans le sens du mouvement; quand la vitesse diminue, la force agit en sens inverse ; quand le mouvement est curviligne, une force agit obliquement pour écarter le mobile de la ligne droite. Dès que la force cesse d'agir, le mouvement redevient rectiligne et uniforme.
Loi dos mouvomiiau rstatift.
65. On peut énoncer cette loi de la manière suivante : Quand un système de points matériels ont un mouvement commun de translation dans [espace, si une force agit sur tun des points en particulier, le mouvement relatif que la force imprime à ce point dans le système est indépendant du mouvement général île translation du système, c'est-àdire est le même que si le système était en repos.
On vérifie aisément cette loi par l'expérience, dans le cas où Je mouvement de translation du système est rectiligne et uniforme. Lorsque nous sommes placés sur un navire animé d'un mouvement de translation rectiligne et
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uniforme, et que Colis exerçons des efforts pour déplacer des corps appartenant au navire el les mettre en mouvement, nous reconnaissons que les mouvements relatifs que nous produisons sont ies mêmes que si le navire était en repos; niais il est difficile de vérifier directement co principe par l'expérience quand le mouvement de irartslati6n du Système n'est pas recliligue et ULiibrme ; Cependant, nous l'admettrons 1 par induetiou, comme là loi du l'inertie. La dynamique repose sur ces deux lois; les conséquences qu'on en déduit sont vérltiêes pat l'expérience -ceci prouVé la vérité des deux lois fondamentales que nOUs avons énoncées.
THÉORÈME I
66. Une force constante en grandeur et m direction, ai/issant sur un point matériel partant du repos, lui imprime un mouvement rectiligne uniformément accéléré.
I! est évident qu'Un point matériel placé en repos au point 0 et sollicité par une force F, agissant constamment dans la même direction OX (/îj. 52), sa meut eUr celte pis, ^. _ droite OX. Nous supposons, eu
" m « î. outre, la force F constante en
t'.i^ — £ — * intensité. Après un premier iu-
• — : — '■ tervalle de temps 0 , le mobile
a parcouru un espace OA et possède une certaine vitesse que nous désignerons paf a; si la Force cessait d'agir, le mouvement deviendrait uniforme et se continuerait indéfiniment, à partir du point A, avec la Vitesse constante a. ConceV&as plusieurs points matériels égaux flu preffliér etipttUtt ea repi* en 0', 0*, ... ; supposons qù6
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tous ces points soient sollicités pendant le temps 0 par là même Force F, c'est-a-dire par des forces égales et paràllèlesà la force F; il est clair que ces points parcourront des droites égules et parallèles OA, O'Â', 0"A", ... et què, après le temps 9, ils posséderont tous la mémo vitesse a. Si, S ce moment, la force cesse d'agir, lo système des points matériels atira un mouvement de translation ïectiligne et uniforme. Supposons maintenant que la force agisse sur le premier poiut matériel seulement, pendant un second intervalle de temps 6 égal au premier ; elle imprimera à ce point dans le système un mouvement relatif, qui est le même que si le mouvement du système n'existait pas, c'est-à-dire que si le point matériel partait du repos ; après le second intervalle de temps S, la vitesse du mouvement relatif sera donc a, et, par suite, la vitesse du mouvement résultant sera a-f-aou 2a. Ainsi, après un temps doubla, la vitesse devient double.
Imaginons de même que la force F agisse sur tous les pointa du système pendant le temps 29 ; ils auront, après ce temps, un mouvement commun de translation rectiligne et uniforme, avec la vitesse In. Convenons maintenant que la force agisse sur le premier point, pendant un troisième intervalle de temps fl, elle lui imprimera une vitesse relative a et la vitesse du mouvement résultant sera 2a H- a ou 3a, et ainsi de suite.
En général, soit v la vitesse du mobile au temps t\ imaginons que ce mobile fasse d'un système de points matériels animés tous de la môme vitesse v, de manière que le système ait un mouvement de translation rectiligne et uniforme^ et supposons que la force agisse sur le premier point matériel pendant un intervalle de temps égal fc8. Lé mouvemènt relatif què là force iraprimÉrà au mo-
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bile dans le système étant le même que si le système était en repos, la vitesse relative au temps I + 9 sera a, et, par conséquent, la vitesse résultante sera v -+- a. Ainsi, la vitesse éprouve, dans des intervalles de temps égaux, des accroissements égaux.
On voit par !à que la vitesse croit proportionnellement au temps et, par conséquent, que le mouvement est uniformément accéléré. Si l'on appelle y la vitesse après l'unité du temps, v la vitesse au temps / et x l'espace parcouru, on aura
67. Réciproquement, tout mouvement rectiligne uniformément accéléré est produit par une force constante en grandeur et en direction.
Puisque le mouvement n'est pas uniforme et que la vitesse va sans cesse en croissant, il est certain qu'une force sollicite le mobile dans le sens du mouvement. Appelons F cette force inconnue ; je dis qu'elle est constante pendant toute la durée du mouvement; en effet, on peut imaginer une force constante F, qui produise le mouvement observé. Si la force F n'était pas constamment égale à la force F, ; si, pendant un certain intervalle de temps, elle était, par exemple, plus grande que la force F (1 l'accroissement de vitesse qu'elle produit pendant cet intervalle de temps serait plus grand que l' accroissement de vitesse produit par la force F,, et, par conséquent, plus grand que l'accroissement do vitesse observé. Ainsi, la force F qui produit le mouvement est consume.
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chute des corps dans le vide, on reconnaît que le mouvement est rectiligne et uniformément accéléré. L'accéléra- . tioii de ce mouvement, que l'on représente par la lettre g, est la même pour tous les corps (à Paris, on a g =9,8088). Il résulte du théorème précédent que la force qui produit le mouvement d'un corps est constante pendant toute la durée du mouvement: celte force est celle qui sollicite le corps au départ, c'est-à-dire quand te corps est encore eu repos ; c'est le poids P du corps,
leiwe.
69. Lorsque di-u.r /ûitch amslemtes, de même direction, agissent simultanément sur un même point matériel partant du repos, elles lui impriment un mouvement rectiligne uniformément accéléré, dont F accélération est la somme des accélérations des mouvements dus aux forces agissant séparément sur le mobile.
Appelons F et F' les deux forces ; soit y l'accélération du mouvement rectiligne uniformément accéléré produit par la première force agissant seule sur le mobile, / l'accélération du mouvement produit par Ta seconde force agissnnt seule sur le mobile. Imaginons plusieurs points matériels égaux au point matériel proposé et concevons que la même force F agisse sur ebacun d'eux, le système prendra un mouvement commun de translation rectiligne et uniformément accéléré, dont l'accélération sera y. Supposons maintenant que la force F' agisse aussi sur le premier point matériel seulement, le mouvement relatil qu'elle lui imprimera dans le système sera le même que si le système était en repos, et, par conséquent, que si la
7$ uthe n. çTHMnonK.
force F' agissait seule sur le point xiiatéi iel partant du repos; ce mouvement relatif sera don£ un mouvement rectilïgue uniformément accéléré, ayant pour accélération y'. On a donc à composer deui mouvements rectilignes uniformément accélérés, do mÉme direction; on sait (n° 50) que le mouvement résultant est un mouvement rectiligue uniformément accéléré, ayant pour accélération la somme 7 + 7' des accélérations des deux mouvements composants.
11 est clair que cette proposition s'étend à un nombre quelconque de forces. L'accélération produite par plusieurs Ibrces constantes de même direction, agissant simultanément sur un point matériel, est égale à la somme des accélérations dues aux diverses forces agissant séparément sur Je même point matériel.
THÉORÈME IH
70. Les accélérations produites par deuç forces contantes agissant sur W même point matériel sçnt propos tionnelles aux forces.
Appelons F et F' lesdeu* forces,-/ et / les accélérations des mouvements rectilignes uniformément accélérés qu'elles produisent en pissant séparément sur un même point matériel au repos. Supposons d'abord que les deui forces aient une commune mesure F", et soit
P = nW, F'=n'P'.
Désignons par / l'accélération produite par la force F agissant sur Je même point matériel. La force F étant lu
réunion de n forces égales à F, la force F' la réunion de rt' forces égales à F", on h, d'après le lemme précédent,
On eu déduit 1=,"
el par suite Jr = ^
Ainsi, le rapport des accélérations est égal au rapport des forces.
ËïaniiDûPS maintenant Ifl cas où les forges n'ont pas do commune mesure i partageons la force F en n parties égales; appelons F" l'une deg parties et / l'accélération qu'elle produit; on a
F=pF', y =nf.
La force F' contiendra n' fois l'une des parties et ne la contiendra pas n'~\~i fois. LaferceF' étant plus grands que nT' et plus petite que («'+!) F", l'accélération / qu'elle produit sera plus grande que n'y", et plus petite que (»'+*)/• On aura donc les inégalités
Eu divisant les premières quantités par F, les secondes par y, on en déduit
i:<z:<fcti.
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Les deux rapports
deux nombres — ,
sont donc compris entre les
qui diffèrent entre eux de la
quantité - , que l'on peut rendre aussi petile que l'on veut, si l'on prend n suffisamment grand. On en conclut que les deux rapports sont égaux entre eux.
71. Soient F, F", F", ... différentes forces constantes; y, /, /,.„ les accélérations qu'elles produisent en agissant séparément sur un même point matériel. D'après le théorème précédent, on a les rapports égaux
Ainsi, quand différentes forces agissent sur un même point matériel, le rapport de chaque force à l'accélération correspondante est constant. Ce rapport est constant pour un même point matériel ; mais il varie d'un point matériel à un autre; ce rapport constant est ce qui caractérise chaque point matériel ; c'est par la valeur de ce rapport qu'un point matériel entre dans les problèmes de mécanique ; on l'appelle masse du point matériel. Si doue on 'désigne par m la masse d'un point matériel, on a, par définition.
D'après cette définition, la masse d'un corps est le rapporf des'deux nombres qui représentent la force et l'accélération correspondante. Le premier nombre dépend de l'unité de force ; le second, de l'unité de longueur et de l'unité de temps. On a choisi, comme nous l'avons dit, le kilogramme pour unité de force, le mètre pour unité de longueur, la seconde pour unité de temps. L'évaluation de la niasse dépend de ces trois unités.
72. Pour préciser davantage la définition de la masse, prenons le rapport du poids P d'un corps à l'accélération g produite par celte l'orce, nous aurons
On voit par là que la masse d'un corps est proportionnelle à son poids. Il est aisé de se représenter l'unité de masse; tout corps pesant g kilogrammes a une niasse
égale à l'unité; car si P=0'i on a m=£ = l.«
De la relation (1) on déduit
- ; (5) : i i F—my,
Si l'on appelle v la vitesse acquise après le temps (, comme on a v~yt, d'oùy=-, la relation (3) devient
Cette relation nous fait voir que, pour imprimer à diffé-
Liront, dynamique.
renls corps la môme vitesse après le même temps, i! i'aut des forces proportion nelles aux masses. C'est même de là (jue nous vient la notion de masse. Les premières expériences nous apprennent, en effet, que nous devons exercer des effort? très-différents pour imprimer aux divers corps te même mouvement; et ceci ne tient pas à une différence de volume. Preuuns deux splières du même diamètre, l'une en bois, l'autre en 1er, et, afin que rien ne nous permette de les distinguer à l'œil l'une de l'autre, recouvrons-les d'une couche de la môme couleur ; si nous poussons ces deux billes pour leur imprimer le même mouvement, nous reconnaîtrons que la seconde 'exige un effort dix fois plus grand que la première ; d'après cela, uous dirons que la bille de fera une masse dix fois plus grande que la bille de bois.
La relation (5) nous montre aussi que, si des forces impriment à un même corps la même vitesse, les forces sont en raison inverse des temps. Ainsi, un temps moitié moindre suffît à une force double pour imprimer à un même corps la même vitesse.
1° Quelle force faut-il appliquer à un boulet pesant 10 kilogrammes pour lui imprimer, après un dixième de seconde, une vitesse égale à 50O mètres par seconde?
Le poids du boulet étant 10, sa masse est m = ^=^.
D'après la formule (5), on a donc
p* 500 5ooo
2° Pendant combien de temps doit agir une force de 100 kilogrammes pour imprimer à un corps pesant 2000 kilogrammes une vitesse égale à 5 mètres par seconde?
De la formule (5) on déduit
F aas ÎOO — 9,8 X 100 =
3° Quelle vitesse une force de 100 kilogrammes imprimera- t-elle à un corps pesant 2000 kilogrammes, en agissant sur lui pendant 10^,2?
De la formule (5) on déduit
CHAPITRE II
MOUVEMENT DES PROJECTILES
75. Un projectile est on corps tancé dans une certaine direction, avec uoe vitesse initiale donnée, et sootnis à l'action de la pesanteur. Faisant abstraction des dimensions du corps, nous considérerons le mobile comme un simple point matériel ; nous négligerons aussi la résistance à l'air. La question revient doue à trouver lé mouvement d'un point matériel, animé d'une vitesse initiale donnée et sollicité par uue force constante en grandeur et en direction.
74. Lorsque la vitesse initiale est nulle, le mouvement est celui de la chute des corps; si l'on désigne par ti la vitesse au temps t, par x l'espace parcouru , on a
(2) v=gl.
L'élimination de ( donne la relation
(3) tf — igx;
d'où l'on déduit la vitesse en fonctionde l'espace parcouru.
75. Supposons que le point matériel soit lancé de haut en bas avec une vitesse initiale v 0 . Imaginons que le mobile fasse partie d'un système de points matériels animés
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de la vitesse t'„, et qui ne soient sollicités pur aucune force; ce système aura un mouvement de ironslaiion rectiligno et uniforme. La pesanteur, agissant sur le mobile en particulier, lui imprimera dans le syslèroe un mouvement relatif qui sera le môme que si le mouvement de translation n'existait pas, c'est-à-dire que si la vitesse initiale était nulle. Les déplacements s'ajoutent, ainsi que les vitesses ; on a donc
(5) a — v,+gt.
76. Supposons maintenant que le corps soit lancé, à partir du point 0 (/('y. 53), de bas en haut, suivant la verticale, avec la vilesse initiale v„. Désignons par x T \ s . si. la distance du point 0 à la position dit mobile au - » temps l, distance comptée de bas en haut. Imaginons, comme précédemment, un système de points matériels animés d'un mouvement de translation rectiligne et uniforme de bas en haut, avec la vilesse v 0 , et la pesanteur agissant sur le mobile. Le ° mouvement du mobile pourra être considéré comme résultant de la composition de deux mouvements rectilignes, l'un uniforme de bas en haut, l'autre uniformément accéléré de haut en bas; les deux mouvements étant de sens contraires, les déplacements se retranchent, ainsi que les vitesses ; on a donc
(7) v = v 0 -çt.
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Ces formules sont générales, si l'on regarde la distance x comme positive, quand clic est comptée à partir du point 0 de bas en haut,' comme négative, quand elle est comptée en sens contraire; et de même la vitesse v comme positive ou négative, suivant qu'elle est dirigée de bas en haut ou de haut en bas.
L'élimination de t entre les deux équations (6) et (7) donne la relation
(8) u î =« 0 1 — igx.
Le corps monte d'abord; mais la vitesse décroît; elle devient nulle quand
alors on a
Telle est la hauteur OH à laquelle s'élève le corps. Arrivé au point H sans vitesse, le corps redescend d'un mouvement uniformément accéléré.
Le mobile passe deux fois au point M, une fois en montant, une l'ois en descendant. Il est à remarquer que le mobile, quand il repasse en M, reprend la même vitesse, mais dirigée en seus contraire, et qu'il met, pour descendre de H on M, un temps égal àcclui qu'il a mis pour monter de M en H. En effet, x désignant In distance OM , l'équation (8) donne pour la vitesse v doux valeurs égales et de signes contraires. D'autre part, de l'équation (7) on déduit
le premier membre est lo temps compté à partir de l'instant où le mobile atteiut le point le plus haut H ; la vi-
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Wsse ayant eu M deux valeurs égales et de signes contraires, on obtient deux intervalles de temps égaux et de signes contraires. En particulier, le mobile revient au point de départ 0 avec la vitesse v 0 , et il met pour desceudre un temps égal à celui qu'il a mis pour monter.
Ces résultats s'appliquent évidemment au mouvement produit par une force constante quelconque , quand la vitesse initiale a la même direction que la force ou une direction contraire. Si l'on appelle F la force, ni la masse F
du mobile, et si l'on pose y= —, il sul'lira de remplacer, dans les équations précédentes, g par y.
MonTWneot prodoll pur une roree ouatant», quud <• ollwo initiale
11. Cherchons maintenant le mouvement produit par une force constante F eu grandeur et en direction, agissant sur un point matériel de masse m animé d'une vitesse initiale v 0 dans une direction autre que celle de la force. Soient OX la direction de la vitesse initiale, OY celle de la force. Si la vitesse initiale était nulle, la force imprimerait au mobile un mouvement rectiligne uniformément accéléré dans la direction OY, et l'on aurait, en posant
et désignant par y l'espace parcouru, t/— Imaginons, comme précédemment, un système de points matériels animés d'un mouvement de translation rectiligne et uniforme dans la
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direction OX, avec la vitesse ti 0 . La force F, agissant sur le premier point matériel en particulier, lui imprimera dans le système un mouvement relatif qui est te même mie si le mouvement de translation du système n'existait pas, c'est-à-dire que si la vitesse initiale était nulle. On a donc à composer deux mouvements rect il ignés, l'un uniforme suivant OX, l'autre uniformément accéléré suivant OY. Prenons pour axes des coordouuées les deux droites OX et OY. Pendant le temps /, le mobile parcourt sur la droite OY une longueur
mais, pendant ce temps, la droite OY se transporte parallèlement à elle-même en NY', le point 0 de cette droite décrivant sur OX la longueur
x= ON= v B t;
prenons sur la droite NY' fa longueur NM égale à OP; le point M sera la position du mobile au temps t.
Si, entre ces deux relations, on élimine (, on obtient l'équation de la trajectoire
Cette trajectoire est une parabole ayant pour diamètre la direction OY de la force , et pour tangente au point 0 la direction OX de la vitesse initiale.
78. On sait que la vitesse du mouvement résultant est la résultante des vitesses des deux mouvements composants. Si donc on prend MA=i>„, ÎSB=yt, la diagonale
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MC du parallélogramme représentera en grandeur et en direction la vitesse du mouvement etirvilifçue en M.
On sait aussi que l'accélération du mouvement résultant est la résultante des deux accélérations. L'accélération du mouvement uniforme étant nulle, il en résulte que l'accélération du mouvement curviligne est constante en grandeur et en direction; elle est représentée par une longueur MG égale à y et portée dans la direction MY'.
79. Rehirque. Dans la démonstration précédente, nous avons considéré la force F agissant sur le point matériel proposé, dans un système en repos ou en mouvement de translation. Nous disons qu'une force est la même dans les deux cas, lorsqu'elle est représentée par deux grandeurs géométriques égales et parallèles, c'est-à-dire lorsqu'elle a même valeur numérique et même direction.
Afin de préciser davantage, prenons pour axes des coordonnées trois droites rectangulaires liées au système; ces droites, si le système est en repos, seront fixes; s'il est en mouvement de translation, elles se déplaceront parallèlement à elles-mêmes. Un observateur, placé dans le système, déterminera la direction d'une force par les angles qu'elle fait avec les trois axes; si la force F a même valeur numérique; si, de plus, les angles qu'elle fait avec les axes sont les mêmes do part et d'autre , il est clair qu'elle sera représentée dans les deux cas par deux grandeurs géométriques égales et parallèles; on dira que c'est la même force.
80, Un mobile est lancé dans
il est soumis à l'action de la pesanteur : trouver son mouvement. La force qui sollicite le mobile étant . constante eu grandeur et en direction, cette question rentre dans celle que nous venons de iraiter.
Imaginons, comme préirédrmmeul, un systi-mc de points matériels animes d'un mouvement commun de translation rectiligne et uniforme, avec la vitesse !) 0 , dans la direclion OÀ ; la droite verticale Oï', après le temps t, se sera transporlée parallèlement à elle-même en NT', le point 0 ayant décrit sur OA la longueur ON égale à v a t; pendant ce temps, la pesanteur fait descendre le mobile sur celle
droite de la quantité NM égale à Si l'on prend pour
axes des coordonnées la direction OA de la vitesse initiale et la verticale OY' dirigée de haut en bas, on aura
NM
et la parabole décrite par le mobile aura pour équation
Mais, pour étudier tes diverses circonstances du mouvement, il est préférable de rapporter la trajectoire à des
mouvemeot des projectiles.
axes de coordonnas rectangulaires, savoir l'horizontale OX menée par la position initiale 0 du mobile, et la verticale OY dirigée de bas en haut. Si l'on désigne par a l'angle jgpe fait la direction OA de la vitesse initiale avec
81. On peut obtenir directement les équations précédentes. Décomposons la vitesse initiale en deux vitesses, l'une horizontale c D co9«, l'autre verticale »„sin«. Imaginons un système de points matériels animés d'un mouvement horizontal rectiligne et uniforme, avec la vitesse v„ cos a, et supposons que dans le système le mobile ait une vitesse initiale relative verticale v„ sin a et soit sollicité par la pesanteur. Le mouvement relatif du mobile dans le système sera le même que si le mobile était lancé verticalement de bas en haut avec la vitesse initiale traîna et sollicité par la pesanteur ; c'est le mouvement que nous avons étudié au numéro 76; il suffit de remplacer dans les formules «, par ■ojftn x. Le mouvement cherché sent le mouvement qui résulte de la composition de ce mouvement vertical uniformément varie avec le mouvement horizontal uniforme. On aura donc
(il)
L'élimination de t} donne l'équation do la trajectoire
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82. La vitesse en un point quelconque M de !a trajectoire esl la résultante des vitesses des deux mouvements recîilignee. La vitesse horizontale MD est constante et égale à ï'ocosa, la vitesse verticale- ME est égale à » 0 bîd a— f/t ,"là diagonale MAdtirectangleeonstruit sur ces deux vitesses repré- * seute engrandeuret en direction la, vitesse du, mouvement curviligne. Si l'on appelle i) cette vitesse et 0 l'angle qu'elle fait avec l'horizontale, on a, en tenant compte de la Formule (8),
(13) I1 cose=MD= ! ' 0 cos a ,
(14) usin 6 = ME = v 0 siu a — <jt = (/ u 0 a sin 3 a — îgy . On en déduit
(15) w , = MD + MË=V —
Au sommet lî de la parabole, ia vitesse est horizontale et égale à f' 0 cosa, la vitesse verticale étant nulle. Le
mobile arrive en ce point au temps / = 1 0 s ^ n a ; on
obtient les coordonnées de ce point en remplaçant ( par sa valeur dans les-équations (10) et (11),
(10) .-, = OK-''°' sin y aCOSa ,
(17) y = BK=^^ a .
L'élévation du sommet B est égale à la hauteur OH qu'atteint un mobile lancé verticalement, suivant OY, avec la vitesse initiale v„ sin a. Il est évident, en effet, que, lorsque
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le mobile atteint sa plus grande hauteur dans son mouvement vertical relatif, il passe au sommet de la parabole: l'axe BK 3| dc la parabole divise la courbe eu deux parties symétriques.
La formule (15} montre que la vitesse v du mobile va en diminuant à mesure que le mobile s'élève ; elle acquiert sa valeur minimum au sommet B ; puis elle repasse par les mêmes valeurs dans la branche descendante BC. Considérons deux points symétriques M et M' de la parabole; nous avons construit la vitesse au point M , en la regardant comme la résultante d'une vitesse horizontale MD et d'une vitesse verticale ME. Appliquons la même construction au point M'; la vitesse horizontale M'D' est constante, lavitesseverticaleM'E'achangé desens: car, lorsque le mobile, dans son mouvement verticalrelalil', passe au point Q, c'est-à-dire revient à la même hauteur, en montant et en descendant, la vitesse est la même, mais de direction contraire. Les deux rectangles sont égaux ; les diagonales MA et M'A' sont égales et l'ont des angles égaux avec l'horizontale, mais l'une en dessus, l'autre en dessous.
83. Cherchons le point C où le projectile frappe le sol; la distance OC est ce qu'on appelle Vmnplàude du jet; nous la désignerons par /. Les distances OK et KC étant égales à cause de la symétrie, on a
(18) f = aoK= ,»g.'Bin«co8 fleE=3 y a in ag
9 9 On ohtient directement cette longueur en faisant y = Q dans l'équation (12) de la parabole. Le mobile arrive en C avec une vitesse égale à la. vitesse initiale »„, et faisant avec l'horizontale l'angle a.
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L'amplitude du jet est proportionnelle au carré de la vitesse initiale v 0 ; elle dépend aussi de l'angle a, c'està-dire de la direction de la vitesse initiale, Supposons qu'on lance le projectile daus diverses directions avec une même vitesse initiale; la formule (18) montre que la valeur de / sera maximum quand on aura an = 90°, ou a=45". Ainsi, pour lancer le boulet le plus loin possible, il faut tirer sous l'angle de 45 degrés. L'amplitude maximum est égale à — ; elle ni égale au double de la bauteur S °
à laquelle s'élèverait le boulet si on ie lançait verticalement avec la même vitesse initiale o„. La formule (18) montre aussi que l'amplitude du jet est la mémo pour des valeurs supplémentaires de act, c'est-à-dire pour des valeurs de a. également distantes de 45 degrés,
84. Proposons maintenant de déterminer dans quelle direction il faut lancer un boulet avec une vitesse initiale donnée v 0 , pour atteindre uu poiut donué M (ftg. 57),
dont nous désignerons les coordonnées par x t et y,. Les coordonnées du point M devant vérifier l'équation (12) de la trajectoire, on a l'équation
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qui déterminera l'inconnue a. Si ion remplace cos 2 a par
" l + "' tan " 'j* â' 011 ar " ve * ''équation du second degré
(19) ta„g'«-aLt, n g* + a&-,-l=0,
dans laquelle tango est l'inconnue.
Pour que le problème soit possible, il faut que cette équation ait ses racines réelles, ce qui exige que la condition
soit remplie ; on e
Considérons la courbe qui a pour équation
cette courbe est une parabole LGL', dont le somme! G
est sur l'axe OY à une distance OG égale à le foyer en
0 et le paramètre OL égal à — . La condition (20) signifie
que la point M doit être situé au-dessous de cette parabole. Quand cette condition est remplie, on a deux trajectoires pusaul par le point M.
Lorsque le point M est situé sur la parabole limite LGL', par exemple eu S, les deux racines de l'équation (19) étant égales, on n'a qu'une valeur de a donnée par la formule
tanga^- 5 -,
et, par conséquent, une seule trajectoire passant par le peint S.
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85. Il est aisé de voir que toutes les trajectoires que l'on obtient avec une vilesse initiale r 0 , en faisant varier l'angle a de toutes les manière* possibles, sont tangentes à la parabole limite. En effet, par tout point S de la parabole limite passe nue trajectoire caractérisée par une valeur de a vérifiant la relation
De celle relation, on déduit la suivante :
qui détermine un point S de la parabole limite par lequel passe une trajectoire donnée. La trajectoire, étant tout entière siluée au-dessous de la parabole limite, est évidemment tangente à cette parabole au point S. En d'autres, termes, la parabole limite est l'enveloppe des trajectoires.
Quand a est plus grand que 45 degrés, le point de conlact est sur l'arc GL; mais, quand a est plus petit que 45 degrés, le point de contact est sur le prolongement. La trajectoire, qui correspond à la valeur a=90°, touche la parabole limite au point G; celle qui correspond àla valeur a=45°, et qui donne l'amplitude maximum du jet, la touche au point L.
86. Nous avons dit que, lorsque le point M est situé au-dessous de la parabole limite LGL', deux trajectoires passent par le point M; chacune des Irajcctoïres peut rencontrer le point M, soit en montant, soit en descendant. Pour reconnaître laquelle de ces deux circonstances a lieu.
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nous remarquons que le sommet d'une trajectoire, d'après l'équation (16), a pour abscisse
si la valeur de x t est plus petite que x t , la trajectoire ren contre le point M en descendant; c'est le contraire qui i lieu quand la valeur de x, est plus grande que ar,. Eu rem plaçant sina et cosa par fours valeurs en l'onction d< tanga, on a
De l'équation (19) on déduit
si l'on remplace 1+ tang'a: par sa valeur dans l'expression de.r, , il vient
x, tang g
2 tanga —
Ainsi, la condition pour qu'une trajectoire rencontre le point M en descendant, c'est que la condition
tang a
* tarjg a -|i
soit remplie. Comme on a évidemment tang a cette condition se simplifie et devient
22) lang a > 3 |!.
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La demi-somme des racines do l'équation (19) étant égale à —, la (dus grande racine esl plus grande que cette quantité; mais, puisque le point M esl situé au-dessous de la parabole limite, on a
et par suite ^x'' > x'
Donc la plus grasile racine vérifie la condition (22), et la trajectoire correspondante rencontre toujours le point M en descendant.
La plus petite racine sera aussi supérieure à si cette
quantité, mise à la place de tango dans l'équation (19), donne un résultat positif, ce qui conduit à la condition
La courbe, qui a pour équation
est une ellipse ayant pour petit axe OG, et son grand aie TT' double de OG. La condition (23) signifie que le point M est situé àl'cxtùriuui' du l'ellipse. Ainsi, la seconde trajectoire rencontre lo point M en descendant ou en montant, suivant que ce point est situé à l'extérieur ou à l'intérieur de l'ellipse. Quand le point M appartient à l'ellipse, ce point est le sommet de la seconde trajectoire. L'ellipse dont nous venons de parler est le lieu des som-
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mets des trajectoires. Od obtiendrait jireclernenl ce liet eu éliminant « entre les deux équations (16} cl (17);
87. Nous rappellerons, ou terminant, que, dans ce qui précède, nous avons négligé la résistance de l'air. Celle résistance modilie les résultats que nous avons trouvés, surtout quand la vitesse initiait! est très-grande, parce que la résistance de l'air est proportionnelle au carré de la vitesse. Elle déforme la irajcctoire parabolique et diminue son amplitude d'une manière notable. Aussi, dans toutes les questions qui se rattachent à l'artillerie et aux armes de précision, est-il nécessaire de tenir compte de la résistance de l'air.
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CHAPITRE HL
88. Lorsque plusieurs forces agissent simultanément sur un même point matériel , on peut les remplacer par une force unique qu'on appelle leur résultante.
Pour concevoir ceci d'une manière très-net(e, considérons deux forces constantes F et F' (fig. 58) agissant Els . SB . simultanément sur un même point matériel M au repos; elles tendent à faire mouvoir ce point matérie! dans une certaine direction ; il est clair qu'en appliquant dans la direction opposée une force convenable R', on empêchera le mouvement et l'on maintiendra le cOTps en repos. Une force R égale et contraire à la force R' est la résultante des deux forces F el F'; car celte force R fait équilibre à la force R', comme les deux forces simultanées F et F.
89. Lorsque deux forces F et F', appliquées à un même point matériel, agissent dans la même direction, la résultante est égale à la somme F+F' de ces deux forces.
Mais lorsque les deux forces agissent en sens contraires, si F est la plus grande, la résultante est égale à la dif-
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férence F — F' des deux forces et dans le sens de la plus grande.
En général, si plusieurs forces appliquées il un même point matériel agissent suivant la même droite, on fera la nomme des forces qui agissent dans un sens, la somme des forces qui agissent en sens contraire, et l'on prendra la différence de ces deux sommes.
En convenant de regarder comme positives les forces qui agissent dans un sens, comme négatives celles qui agissent en sens contraire, on peut dire que la résultante est égale à la somme algébrique des forces proposées.
Comme application de ce qui précède, considérons un point pesant sans vitesse initiale et attaché à l'extrémité d'un fil que l'on tire verticalement avec une force constante. Le point matériel est sollicité par deux forces, son poids P dirigé de haut en bas, et la tension F du fil dirigée de bas en haut. Lorsque la tension du fil est égale au poids P, les deux forces se font équilibre et le point matériel reste en repos. Mais, quand les deux forces ne sont pas égales, elles admettent une résultante égale à la plus grande et dirigée dans le sens de la plus grande. Si la tension du fil est plus grande que le poids, la résultante F — P est dirigée de bas en haut, et le corps monte d'un mouvement uniformément accéléré avec l'accélération
Si la tension du fil est moindre que le poids, la résultante P — F est dirigée de haut en bas, et le corps descend d'un mouvement uniformément accéléré avec l'accélération P — F / F\
ioa
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90. Supposons que doux forces F et F', constantes en grandeur et en direction, sollicitent un morne point matérial de masse m, placé en 0 sans vitesse initiale, l'une dans la direction OX, l'autre dans la direction OY [p<j. 59).
Si la première force agissait seule, elle imprimerait au mobile; Suivant la droite OX, un mouvement rectiligne uniformément accélère
ayant pour accélération y=~-
Dc même, si la seconde force agissait seule/elle imprimerait au mobile, dans la direction OY, un mouvement rectiligne uiiilonnnurnt accélère ayant pour F'
accélération 7= — . Représentons ces deux accélérations
y et y' par les loiigu Pour concevoir I
lai
lpi-.il o.r.
itirs OG et OH.
action simultanée des deux forces , le de points matériels égaux au point is vitesse initiale et sollicités tons par
irendra un mouvement de ment accéléré dans la di- ■/. Supposons maintenant
irai:>liilimi roctiltgm' reelion OX, avec l'aci que la force F' agisse sur le point matériel proposé en particulier, le mouvement relatif que celte force lui impri- II.. ! j .1 m |,. .y«l-iui ■ ta- m- -fil- m I- -\ -i> <•>■• •'■ 'il
en repos, c'est-à-dire que si la force F' agissait seule sur le point matériel ; le poin t matériel aura donc dans le système un mouvement rectiligne uniformément accéléré
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dans la direction OY, avec l'accélération y'. On a ainsi à composer deux mouvements rectilignes uniformément accélérés, sans vitesse initiale ; nous avons vu (n° 52) que le mouvement résultant est aussi un mouvement recti ligne uniformément accéléré, suivant la droite OZ, diagonale du parallélogramme construit sur les accélérations OG et OH des deux mouvements composants, et nous avons démontré que l'accélération / de ce mouvement est représentée par la longueur même OK de cette diagonale. Mais nous savons qu'un pareil mouvement peut être produit par une force constante R, déterminée par la relation 11 = m/ et agissant dans la direction OZ. Cette force R qui, agissant seule sur le point matériel, lui imprime le même mouvement que les deux forces F et F', agissant ensemble, est la résultante de ces deux forces.
Représentons les deux forces F et F' par les longueurs OAetOB portées dans les directions OX etOTf, et construisons le parallélogramme AOBC sur ces deux longueurs. Des relations t
F=my, ¥'=my', on déduit — = ~=wz,
7 y 04 AC
ÔG~GK~
Les deux triangles AOC, GOK, ayant les angles A et G égaux et compris entre deux côtés proportionnels, sont semblables. Il en résulte que les angles AOC, GOK sont égaux et, par conséquent, que les droites OC et OK coïncident; on a aussi, à cause de la similitude,
OC_OA_
OK OG m ' et par suite OC=m x 0K=m/=R.
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Ainsi, la résultante de deux forces agissant sur un mhne point matériel dans des directiatts différentes, est représentée en grandeur et en direction par la diagonale duparal/élogiwnme construit .sur ces deux forces.
91. Nous avons déterminé la résultante R des deux forces F el F', en la considérant comme In force qui produit, à elle seule, le même mouvement que les deus forces proposées agissant simultanément ; ceci est bien d'accord avec la notion que nous avons donnée de la résultante par l'équilibre (n° 88). Appliquons, en effet, au point matériel fie une force R' (fig. 00) égale et contraire à la force R ; il est évident que cette force R' produira un mouvement égal et contraire à celui que produit la force R, ou les deui forces F et F'; ainsi, le point M, sollicité par les trois ' forces F, F', R', restera en repos et, par conséquent, les trois forces se font équilibre.
92. Nous avons dit (n° 58) que les forces sont représentées par des grandeurs géométriques, c'est-à-dire par des longueurs portées dans des directions déterminées. Dans le triangle OAC {fig. 59), les côtés OA et AG représentent les deux forces F et F'; le côté OC, qui est la somme géométrique des deux précédents, représente la résultante R. Ainsi, on peut dire que la résultante de deuï forces est la m/mm? gr.ométnqw de ces deux forces.
Cette règle s'étend à un nombre quelconque de forces appliquées à un même point matériel. Supposons le point matériel sollicité par quatre forcesF, F', F, F"; à la suite
COMPOSITION DES FORGES APPLIQUÉE» A UK MËilE POIKT. 105
de fa grandeur géométrique OA qui représente la première force F [fiij. 61), portons la grandeur géométrique AB qui représentera seconde force F'; la «s- <"■ somme géométrique OB représentera la résultante de ces deux premières forces. A la suite, portons la grandeur géométrique BC qui représenlc la troisième .force F"; la somme géométrique 0 • 1 OU représentera la résultante des deux forces OB et F', c'est-à-dire la résultante des trois premières forces F, F', F". A la suite, portons encore lniirundeur géométrique CD qui représente la quatrième force F"; la somme géométrique OD représentera larésullanle des deux forces OC et F", c'est-à-dire des quatre forces proposées F, F', F", F". Ainsi, en considérant les forces comme des grandeurs géométriques, on peut dire que larémiiitmtr Iï'/c plusieurs forces, appliquées à un mèneptii/il iiuiléri.fl, es/ égale à ia somme ■j'ioitii'-ti-itpw de ces forces.
Lorsque la ligne brisée, formée avec les forces portées les unes à ia suite des autres, chacune dans sa direction, est fermée, c'est-à-dire lorsque les deux extrémités se rejoignent, la résultante est nulle et, par suite, les forces proposées se font équilibre.
93. Nous pouvons appliquer à la composition des forces les principes que nous avons établis, dans le livre I, n oî 25, 26 et 27, pour la composition des vitesses et pour la composition des accélérations, principes qui s'appliquent, en générai, à l'addition des grondeurs géométriques.
La résultante It des deux forces Fet F' étant représentée par la diagonale du parallélogramme construit sur ces deux forces, on a, dans le triangle OAB (fig. 62),
c, — Rî = pî + + 2Ff " cos ( F > F 1 .
l^__^J en désignant par (F, Y 1 ) l'angle AOC 0 A des deux forces.
Lorsqu'on compose trois forces F, F', F', la résultante Fiï> R est la diagonale OC du parallélipi-
pède construit sur les trois forces OA, c AB, BC ifig. 65). Si les forces sont perpendiculaires entre elles deux à deux, le parai lé lipipèdo est rectangle, et l'on a
Considérons maintenant le cas général \fiij. 64). Il est Fis s* évident que la projection de la résul-
tante. OD sur une droite quelconque est i\(jale à lu soumit nlqèhriqiu: des ,, projections f/f.s forces proposées. On peut, à l'aide de ce théorème, déterminer la grandeur et la direction de la résultante.
M •*!).. n ir' iMiv -r-i L'oiiihif' ; Vj.i.h/.Oi jiiro-iH par F la première force et par a, b, c les angles qu'elle fait avec les axes. Désignons de même par F' la seconde force et par a', b', c' les angles qu'elle fait avec les axes, etc. Appelons R la résultante, et A, B, C les angles qu'elle fait avec les axes. En projetant ortliogonalemeul sur chacun des axes, oc a
/ RcosA = Fcosa + F'cosa'+ ...
(1) | Rco3B = Fco9-* + F'eosA' + ...
' RcosC = Fcosc4-F'eose' + ...
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Eû joignant à ces trois équations la relation
(2) cos * A + cos 5 B + cos ' G = i ,
on n ainsi quatre équations pour déterminer les quatre * inconnues R, A, B, G.
Si l'on élève au carré les deux membres des trois premières équations et qu'on les ajoute membre à membre, ou a, en tenant compte de l'équation (2),
(5) R s = (F cos a + F' cos a'+. . .f +
(FcoHi + F'cosô'+...)* + (Fcosc + F'cosc'+...V 1 .
Dés que l'on connaît la grandeur de la résultante, les équations (1) donnent los angles A, B, C et, par conséquent, déterminent sa direction.
I! est clair que la grandeur de la résultante ne dépend que des grandeurs des forces proposées et des angles qu'elles forment deux à deux; le second membre de l'équation (5) doit donc être indépendant de la position des axes choisis pour effectuer le calcul. C'est ce qu'il est facile de reconnaître ; si l'on effectue les carrés et que l'on groupe convenablement les termes, il vient
R i =F i (cosV i +cos'*-r-cos , c)+F''(cos , ( i'-|-cos , ô'-r-cos'c') + ... + 2FF' (cosacos rf+ cos b cos 6'+ cos c cos c') +. .- ,
ou, plus simplement,
(4) ft' = F i +F"-r-... +2FF'cos(F,F')+...
Le carré de ta résultante est è/jal à lu somme des carres des forces prOj,ù.<érs-, plus dan: fuis la somme des produits que Ion obtient en muttipliant ces forces deu.r. à dev-i et par le cosinw de. l'ani/le qu'clks forment mUre elles.
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94. Pour que des forces F, F', F\ appliquées à un même point matériel, se fassent équilibre, il est nécessaire et il suffit que leur résultante soit nulle.
Si la résultant est nulle, le polygone des forces étant fermé, il est clair que la somme des projections des forces sur un axe quelconque est nulle ; eu projetant sur trois axes rectangulaires, on a les trois équations
/ Fcosa+F'cos<i'-f- ...=0, (5) ! Fcos6 + F'cos6'+...=0,
( Fcusr' + F'eosc'-f-... = 0.
Réciproquement, quand ces trois équations sont vérifiées, il y a équilibre. Eu effet, supposons que les forces proposées admettent une résultante R; cette résultante serait déterminée par les équations (i); mais, par hypothèse, les seconds membres sont nuls, on aurait donc
R cos A=0, R cos R=0, R cos C=0;
les trois cosinus ne pouvant être nuls à la fois, puisque fa somme de leurs carrés est égale à l'unité, il est nécessaire que la résultante R soit nulle ; donc il y a équilibre. Ainsi les trois équations (5) sont nécessaires et suffisantes pour l'équilibre.
95. Après avoir donné les conditions générales d'équilibre, examinons quelques cas particuliers. Lorsque deux forces F et F' seulement agissent sur le point matériel, pour que ces forces se lassent équilibre, il est nécessaire et
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il suffit que ces deux forces soient égales et opposées ; sans quoi elles F admettraient une résultante différente de zéro (fig. 65).
Supposons maintenant que trois forces F, F', F' agissent sur le même point matériel [fig. 66) ; remplaçons les deux forces F et F ' par leur résultante R; pour l'équilibre, il est Décessaire et il suffit que la troisième force F" soit égale et opposée à la résultante R des deux premières. On voit par là que les trois n forces proposées sont situées dans un même plan ; en outre, elles ■vérifient les relations
sin (F', F") sin(F", V) sin (F, F') '
que l'on obtient par la considération du triangle MAC.
En général, lorsque plusieurs forces se font équilibre sur un point matériel, l'une quelconque d'entre elles est égale et opposée à la résultante de toutes les autres.
96. Remarques. Nous avons cherché la résultante de plusieurs forces, en supposant les forces constantes en grandeur et en direction. Si les forces étaient variables, il faudrait considérer les grandeurs géométriques qui représentent ces forces à un certain moment et les supposer constantes dans cet état; l'application des règles précédentes donnerait la valeur de la résultante à cet instant. En considérant les grandeurs géométriques qui représentent les forces à un autre moment, on obtiendrait la valeur de la résultante à ce second instant, valeur qui serait, en général, différente de la première, elainsi de suite.
no
Nous avons dit qui; des forces se l'ont équilibre sur un point matériel eu repos, lorsque le point matériel sollicité par ces forces reste en repos. On dit do même que des forces se font équilibre sur un point matériel en mouvement, lorsqu'elles ne modiiient pas le mouvement du point matériel, c'est-à-dire lorsque le mouvement <!u point matériel est le môme que si les forces que l'on considère n'agissaient pas. Il est aisé du voir que, lorsque des forces se font équilibre sur uu point matériel en repos, elles se l'ont aussi équilibra sur ce point en mouvement. Imaginons, en effet, que ce point fasse partie d'un système de poiuis matériels animés d'un mouvement commun de translation et que les forces dont nous avons parlé agissent sur lui. Le mouvement relatif qu'elles lui impriment dans le système est le même que si ie système était en repos; mais, dans ce cas, les forces ne produisent pas de mouvement; donc la mouvement relatif est nul et, par suite, le mouvement du point matériel n'est pas modifié par l'action des forces considérées.
MOUVEMENT PRODUIT PAR UNE FORCE VARIABLE
Nousavons étudié, dans les chapitres précédents, le mouvement produit par une force constante en grandeur et en direction. Lorsque la vitesse initiale est dirigée suivant la même droite que la force, le mouvement est recliligne et uniformément varié; lorsque la vitesse initiale a une direction différente, le mouvement est parabolique. Dans Jes deux cas, l'accélération est égale à la force divisée par la masse du mobile. Nous verrons que celte foi est générale, et que, lorsque la force est variable, l'accéléra lion, à chaque instant, est égale au quotient de la force par la masse. Nous commencerons par examiner le cas où Je mouvement est rectiligne.
97. Dans un mouvement rectiligne varié, f accélération, à chaque instant, est égale d la force divisée par la masse du mobile.
Supposons qu'un mobile, animé d'une vitesse initiale dans la direction X'X, soit sollicité par une force variable F dirigée suivant la même droite X'X. Nous regarderonsfa force comme positive quand elle sera dirigée dans le sens X'X, et comme négative quand elle sera dirigéeen sens contraire, et de mémo la vitesse. Il est clair que le mouvement du mobile sera un mouvement rectiligne, et que la vitesse augmentera ou diminuera suivant que la force sera
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positive ou négative. Désignons par /// la masse du mobile. Soit v la vitesse du mobile au temps t, u+io sa vifessse au temps i+Af. Appelons F' la plus petite valeur de la force variable F pendant l'intervalle de temps Ai, F sa plus grande valeur. Si la force était constante et égale à F', elle produirait dans le temps M une variation de i était
constante etégale àF", elle produirait dans le même temps une variation de vitesse égale à La force F étant plus grande nue F', la variation de vitesse Au produite par la force F dans le temps M est plus grande que celle produite par la force F' dans le infime temps; de même, la force F étant moindre que F", la variation de vitesse produite par la force F est moindre que celle produite par la force F". On a donc
ou, en divisant par it,
Imaginons maintenant que l'intervalle de temps A( tende
vers zéro, le rapport ou l'accélération moyenne, tend
vers une limile qui est l'accélération y au temps t ; les deux forces F' et F" tendent vers une même limile qui est la valeur F de la force variable au temps (; l'accélération
moyenne ^ étant comprise entre les deux quolieuLs
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et —, qui tendent vers une même limite —, sa limite y est égale à — ; on a donc, à chaque instant,
98. Dans tout mouvement curviligne, l'accélération de la projection du mobile sur une droite quelconque est, à chaque instant, égale à la projection de la force qui sollicite k mobile divisée par la masse du mobile.
Considérons un mobile de masse m sollicité par nue force variable F et décrivant une trajectoire AB dans l'espace (fig. 07). Par le point M, position du . mobile au temps t, menons un plan P parai- v\ e . st.
Iclc à un plan donné, le point M' où ce plan rencontre i'axe X'X est la projection du point M ; imaginons un second mobile placé au
point H' et marchant comme la
projection du premier. Décompo- 1 sons la force F, qui sollicite le premier mobile, en deux forces, l'une F, parallèle à l'axe, l'autre F, , située dans le plan projetant; il suifit, pour opérer cette décomposition, de mener un plan par les droites F el F,, de prendre l'intersection F, de ce plan avec le plan projetant, puis de former le parallélogramme. Décomposons de même la vitesse v du premier mobile au temps ( en deux vitesses, l'une u, parallèle à l'axe, l'autre u, située dans
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le pion projetant. Concevons on système <le points matériels égaux au point matériel proposé, animés tous de la vitesse v t au temps ( et sollicités par la même force F,; ce système prendra un mouvement do translation rectiligne, parallèlement à la droite XT£; en vertu du théorème précédent, l'accélération de ce mouvement rectiligne est
égale à chaque instant à^; le plan P, considéré comme
taisant partie du système, se déplacera parallèlement à lui-même. Imaginons maintenant que le point matériel proposé soit animé dans io système de la vitesse relative «, au temps ( et soit sollicité par la force F, qui est toujours contenue dans le plan P. Le mouvement relatif du mobile dans le système est le même que si le système était en repos; mais alors le mobile, ayant sa vitesse initiale t>, dans un plan fixe P, et étant sollicité par une force F ( contenue dansée plan, resterait dans ce plan ; le mouvement relatif déplace donc simplement le mobile dans le plan P, et par conséquent n'a pas d'influence sur le mouvement de la projection. Il en résulte que te mouvement de la projection est le même que le mouvement de translation du système, mouvement reeliligue isl parallèle à X'X; l'accélération du mouvement ila la projection est doue égale à
jjp c'est-à-dire à la projection de la force F qui sollicite le
mobile, divisée par la masse.
Cette proposition est vraie, que les projections soient obliques ou orthogonales,
99. Remarque. Ici quelques explications sont nécessaires pour bien faire comprendre la rigueur de cette démonstration. La l'orée F qui sollicite le mobile proposé est une
moiivemeht pnoDorr par uke force varuble.
force variable; ordinairement la variation d'une force provient du changement de position du mobile ; en d'autres termes, la force est une Fonction des coordonnées x, y, z du mobile. Mais, le mouvement élant supposé connu, les coordonnées sont des fonctions de (, et l'on peut regarder la force F comme une fonction du temps t; les deux composantes F, et F„ seront aussi regardées comme des fonctions du temps. On conçoit très-bien, d'après cela, que le mouvement proposé puisse être considéré comme le mouvement résultant de deux mouvements, l'un rectiligne et parallèle à X'X produit par la force F,, l'autre situé dans le plan P et produit par la force F,. Le premier mouvement est celui de la projection.
100. Dans un mouvement, curviligne quelconque, Faccélèration est, à choqua instant, égale en grandeur et en direction à la force tjvi sollicite le moliile divisée par la masse du mobile.
Appelons F la force qui sollicite ss le mobile, a, b, c les angles qu'elle fait avec trois axes rectangulaires fixes OX, OY, OZ [fig. 68). Désignons par y l'accélération du mobile proposé au temps t, et par a', b', c' les angles qu'elle fait avec les axes.
Nous venons de démontrer que l'accélération de la projection du mobile sur chacun des axes est égale à la projection de la force qui sollicite le mobile divisée par la masse. Mats nous savons (it° 40) que l'accélération de la
LIVRE H. DYNAMIQUE
projection du mobile sur chacun des axes est égale à la projection de l'accélération du mobile lui-même dans l'espace. On a donc les trois équations
! > C0Cg':- FO ° 8g ,, Fcosi , F cos c
Si l'on combine les trois premiers rapports d'une façon convenable, on obtient le rapport égal
prendra le signe + . On a ainsi
cos g' cos 6' cose'
cosn cosê cosc "
11 en résulte
On voit par là que l' accélération y au temps ( a même direction que la force F, et que sa valeur numérique est égale à la valeur numérique de la force divisée par la masse du mobile. Eu un mot, la grandeur géométrique MG, qui représente l'accélération, est égale à la grandeur géométrique MF qui représente la force, divisée par le nombre abstrait m, que l'on appelle masse du mobile.
101. Corollaire I. Ce théorème est très-important; il établît une relation très-simple entre la force et le mouvement qu'elle produit. C'est à l'aide de ce théorème que l'on parvient à résoudre les deux questions principales qui se présentent en dynamique: l°un mouvement étant observé, trouver la force qui le produit ; 2° étant donnés la force qui agit sur le mobile et l'étal initia! du mobile, c'est-à-dire sa position initiale cl sa vitesse initiale, trouver le mouvement.
Si l'on rapporte le mobile à trois axes rectangulaires fises, et si l'on appelle x, y, s les coordonnées du mobile, nous savons que les projections de la vitesse sur les axes sont exprimées par les dérivées premières D^, D,y, D,s, et les projections de l'accélération par les dérivées secondes D, 3 x, J), 2 y, D, a 3. L'accélération y étant égale en grandeur F
et eu direction au quotient — on a les trois équations
in
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Quand on connaît le mouvement, x, y, 2 étant des fonctions connues de /, ainsi que leurs dérivées, ces trois équations donnent les trois projections de la force inconnue qui produit le mouvement, u! pur conséquent déter-
Quand on donne la force et qu'on cherche le mouvement, il faut à ces équations joindre celles qui se rapportentà l'état initial du mobile. Soient ,r„, y„, z, les coordonnées du mobileau temps t~o, v a sa vitesse initiale, a\, b' B ,c' a les augles qu'elfe fait avec ies axes, on doit avoir, pour t =0,
! x=x B , I D^stiocosa'o,
(2) j 3/=y«. (3) j D^^eosô',,,
La question revient à trouver trois fonctions x, y, z de /, satisfaisant aux équations (1), et vérifiant les conditions (2) et (3).
On peut aussi procéder d'une autre manière : l'accélération, et par conséquent la force, sont situées dans le plan osculateur; nous avons démontré (n° 47) que les projections de i'accéléralion sur la tangente et sur la normale prin-
eipale ont pour expressions D,» et —, r étant le rayon de
courbure. On a donc, en désignant par =t l'angle quêtait la force avec la tangente, les deux équations ! F
\ V>,V= — COSa,
I tJ^.
Corollaire II. Nousavons supposé, dans ce qui pré
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cède, qu'une seule. force agît sur le mobile. Lorsque plusieurs forces agissent sur ie mobile, comme ou peut les remplacer par leur résultante, ou dira que l'accélération est égale eu grandeur et en direction à la résultante des forces divisée par la masse. Mais, quand on su sert des équations (1), il n'est pus Décida in: de chercher préalablement la résultante ; on sait, en effet, que la projection de
de projection des forces. On a ainsi les trois équations
IniQ,*X= Fcosa + F'cos a'+ ...
mD, s y=F cos A+ F' cos*'+ ... mD,*s=FcoE c + F'cos c'+...
Ri l'on projette sur la tangente, sur la normale principale, et sur la perpendiculaire au plan osculateur, on écrira que la somme dos projections des forces sur la tangente est égale à mD,t>, que la somme des projections des forces
sur la normale principale est égale à et enfin que
la somme des projections des forces sur la perpendiculaire au plan osculateur est égale à zéro. Cette dernière équation exprime que la résultante lies forces est située dans le plan osculateur.
On arrive au même résultat, en décomposant chaque force en deux forces, l'une dirigée suivant la tangente, l'autre siluée dans le plan normal. Il suffit, pour cela, de mener un plan pur lit tangente et la force, et de prendre l'intersection de ce plan avec le plan normal. Lasommc des composantes tangenlielles est ég;de à in\),v ; la résultante des composantes normales est dirigée suivant la normale
principale et égale à ~.
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103. Corollaire III. Lorsque la résultante des forces qui sollicitent le mobile est constamment normale à la trajectoire, en d'autres termes, lorsque la somme des composantes tangentielles des forces est nulle, on a rriD t v=o, et par suite v—v 0 ; la vitesse est couslante. C'est ce qui a lieu quand un mobile se meut sur une courbe fixe parfaitement polie, sans être sollicité par aucune autre force que la réaction normale N de ia courbe {fiij. 69 ) ; la vi-
Le mobile exerce contre la courbe fixe une pression — N, égaie et contraire à cette réaction normale.
Lorsque le mobile se meut sur une surface parfaitement polie, sans être sollicité par aucune autre force que la réaction normale de la surface, la vitesse est aussi constante ; la trajectoire décrite par !e mobile sur la surface a sa normale principale eu chaque point normale à ia surface ; c'est une propriété de la ligne minimum tracée sur la surface d'un point à un autre.
104. Corollauie IV. Nous savons (n° 59) que, dans le mouvement circulaire uniforme, l'accélération est sans
cesse dirigée vers !e centre et égale a — ; on en conclut que la force nécessaire pour un pareil mouvement est dirigée vers le centre et égale à — . Cette force cen-
lesse du mobile, quoique changeant sans cesse de direction, reste constante. La réaction normaleN,que la courbeexercesur le mobile, est dirigée suivant la normale
principale et est égale à^^-; elle varie en raison inverse du rayon de courbure.
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tripète est proportionnelle au carré de ia vitesse et en raison inverse du rayon.
Lorsqu'un corps, placé dans une fronde, tourne d'un mouvement uniforme, la force qui produit ce mouvement circulaire est la tension du fil; elle provient de l'effort exercé par la main qui lient l'extrémité de !a corde. Si le corps pèse un kilogramme, etdécril un cercle de 1 mètre de rayon avec une vitesse de 10 mètres pat seconde, la
force centripète est égale à — =^ = 10,3 kilo-
On donne encore à la force centripète, capable de pro- . duire le mouvement circulaire uniforme, une autre expression. Le rayon OM, qui va du centre au mobile M [fig. 10), décrit des angles proportionnels au temps. On appelle vitesse angulaire l'angle M OM' F ig. 70 . décrit par le rayon dans l'unité de temps. Cet angle est mesuré par l'arc ab compris entre ses cotés dans le cercle dont le rayon est égal à l'unité. Si, i par exemple, le mobile décrit la circonférence en 40 secondes, la circonférence de rayon 1 étant égale à 2n, l'arc ab décrit par le point a en une seconde , ou la vitesse angulaire, est égal à Nous désignerons par u la vitesse angulaire ab; la vitesse v du point M, ou l'arc MM' décrit en 1 seconde, est égale à <or, et la force centripète a pour expression c'est-à-dire Wr.
Eua.pl!!..
Il est bon d'appliquer à quelques exemples les principes que nous venons d'exposer. Considérons, en premier lieu, le mouvement des planètes.
105. Pueihèhe question. — Mouvement des planètes. Les planètes décrivent autour du solcii des orbites à peu près circulaires et d'un mouvement à peu près uniforme. Nous bornant pour le moment à une première approximation , nous supposerons les orbites rigoureusement circulaires et le mouvement uniforme, il en résulte que chaque planète est sollicitée sans cesse par une force dirigée vers le centre du soleil. Le soleil attire en quelque; sorte les planètes, comme une corde tire la pierre qu'elle lait tourner en cercle : cherchons la loi de celle attraction.
Soit m la masse d'une planète, r le rayon du cercle qu'elle décrit autour du soleil, T la durée de la révolution, F la force qui sollicite la planète vers le soleil, on a
sic p rm? fa'mr
On
de même, pour une seconde planète,
for* m V
On en déduit
Kepler a reconnu par l'observation que les carrés des
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temps (les révolutions sont proportionnels aux cubes des rayons ; on a donc
on en déduit
OH
Ce rapport est le même pour toutes les planètes; en désignant par fi la valeur de ce rapport constant, on a
d'où F = 7T-
Ainsi, t attraction que le soleil exerce sur les planètes est proportionnelle aux masses des planètes et inversement proportionnelle au carré de leurs distances au centre du soleil. C'est la loi célèbre do Newton. Nous traiterons plus tard (liv. V, chap. i) la morne question dans l'hypothèse plus exacte du mouvement elliptique.
106. Autour de certaines planètes, de Jupiter, par exemple, se meuvent des satellites, suivant les mûmes lois que les planètes autour du soleil ; on en conclut que la planète attire les satellites, proportionnellement aqx
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masses des satellites, et en raison inverso du carré de
L'attraction des planètes s'exerce aussi sur les corps placés à leur surface, et alors elle prend le nom de Replacés à sa surface qui les l'ait tomber vers le centre ; c'est l'attraction de la terre sur la lune qui fait tourner celle-ci autour de la terre.
Le mouvement de la lune a fourni à Newton une vérification très-simple de sa loi d'attraction. Calculons la force centripète capable de faire décrire à la lune son cercle autour de la terre. La lune parcourt 1020 mètres par seconde; sa distance au centre de Ja terre est 60 l'ois le rayon de la terre, ou O3GO00O x 60 mètres ; on trouve
ainsi, pour l'accélération, ^ m ^= 0,00272.
Telle est i'attraction que la terre exerce sur chaque unité de la masse de la lune. D'autre part, les expériences sur la chute des corps, ou les oscilljlions du pendule, donnent pour l'intensité de la pesanteur à la surface de la terre le nombre 9,8; c'est l'attraction de la terre sur l'unité de masse à une dislance du centre égale au rayon de la terre. En comparant les deux nombres 0.00272 et 9,8, ou voit que le premier est 3600 ibis plus petit que le secoud. On on conclut que l'attraction de la terre à la distance de la lune est 3600 fois plus petite que l'attraction à sa surface; or, la distance do la luno au centre de la terre égale 60 rayons terrestres, et 3600 est le earré de 60; on retrouve ainsi la loi du carré des distances.
107. Le soleil attire les planètes, les planètes attirent les satellites; tous les astres, sans exception, attirent les
Digitizcd by
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corps placés à leur suri'ace. La loi de l'attraction régit, non-seulement notre système planétaire, mais encore les autres systèmes; car, dans les mouvements des étoiles doubles, on retrouve los lois de Kepler. L'attraction parait donc être une loi générale de la nature ; on l'énonce ainsi : Deux molécules matérielles quelconques s'attirent proportionnellement à leurs masses et en raison inverse du carré de leurs distances. Soient m et m' les masses de deux molécules, r leur distance ; l'attraction de ces deux molécules sera représentée par la formule
dans laquelle la lettre /'désigne une constante, savoir l'attraction mutuelle de deux unités de masse à l'unilé de distance.
L'attraction s'exerce entre les plus petites particules matérielles : en vertu de l'attraction de ses molécules les unes sur les autres, une masse fluide doit prendre nécessairement la forme sphérique. Ainsi, c'est l'attraction qui préside à la formation des astres.
La pesanteur à la suri'ace de la terre est la résultante des attractions de toutes les molécules qui composent le globe terrestre sur un corps placé à sa surface. Celle résultante est dirigée vers le centre de la terre. On démontre, en effet, que la résultante des attractions de toutes les molécules d'un globe sphérique composé de couches homogènes est exactement la môme que si toute la masse du globe était concentrée en son centre. Ainsi, si la masse d'un globe est m, son rayon r, l'intensité de la pesanteur ;i sa surface, c'est-à-dire l'attraction exercée par le globe
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sur chaque unitédo masse placée à sa surface, sera
On démontre aussi que la résultante des attractions des molécules d'un globe spiiérique sur les molécules d'un autre globe spiiérique est la même que si les masses des deux globes étaient concentrées en leurs centres. Cefle
centres s'attiraient directement, et i'on peut supposer, pour simplifier, les astres réduits à leurs centres, c'est-àdire les considérer comme de simples points matériels.
108. Deuxième QDESnoH. — Considérons uu point pesant se mouvant sur un cercle horizontal. Lo point matériel de masse m est sollicité par deux forces, son poids mij représenté par la droite verticale MA [fig. 71), et la réaction normale N de la courbe. Cette réaction, que nousreprésenlerons par la droite MB, est située dans le plan normal et fait avec le rayon horizontal MO un certain angle a. Ces deux forces étant normales, la vitesse estccfnstanle (n° 105); en outre, leur résultante MC doit être dirigée suivant la normale principale qui est le
rayou MO du cercle, et égaie à '^t-. On peut, d'après
cela, déterminer la réaction N en grandeur et en direction ; car, dans le triangle rectangle MCB, les deux côtés de l'angle droit étant connus, on a
DigiiizM B/Googli
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Plus la vitesse est grande, plus i 'angle a est petit. Le mobile exerce contre le cercle fixe une pression égale et contraire à la réaction normale N que la courbe exerce Sur le mobile.
Troisième question. — Le pendule conique, qui
d'une fige rigide OM. de longueur /, articulée à charnière par son extrémité ïiipérieui'c à Taxe de rotation vertical OZ, et portant à son extrémité inférieure une masse m {/i//. 72). Le plan ZOM tourne d'un mouvement uniforme autour de l'axe vertical OZ, avec une vitesse- Fi5 . „. angulaire donnée u (nous appelons vitesse 0 angulaire l'angle dièdre décrit par ce plan nn une seconde, angle mesuré par un angle plan, c'est-à-dire par un arc de cercle}; la tige OJi s'écarte plus ou moins de l'axe c de rotation OZ, eu tournant autour de la charnière 0 ; nous cherchons l'angle 9 que doit faire la tige OM avec l'axe vertical OZ pour se maintenir constant pendant toute la durée du mouvement. Alin de simplifier, nous négligerons ia masse de !a tige OH, comparativement à la masse m de la boule placée en M. Si l'angle 6 reste constant, le point M décrit un cercle horizontal do rayon MC égal à^sin 0, avec une vitesse égale à « X MC. Le point M est sollicité par deux forces, son poids im/ représenté par la droite verticale MA, et la tension N de la lige représentée par la droite MBî pour que ce point décrive un cercle d'un mouvement uniforme, il faut que la résultante MD de ces deux forces soit
dirigée suivant le rayon MC ducercleetégalcà^, c'est-
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à-dire à ma> x MC ou à W/sin 9. Dans le triaugle rectangle MBD, oo a
Cette formule donne l'angle 6, qui correspond à une vilesse angulaire de rotation u. Pour que le pendule s'écarte de la verticale, il faut que le second membre ait une valeur
moindre que l'unité, ce qui exige que l'on ait w>
Plus la vitesse angulaire '<> de rotation esl grande, à partir do celle limite, plus l'angle 6 est grand ; quand la vitesse to est très-grande, l'angle 6 est voisin d'un angle droit.
110. Qdatfiième question. — Due courbe plane tourne d'un mouvement uniforme auiour d'un axe' vertical OZ situé dans son plan; quelle doit être la forme de celle courbe pour qu'un point pesant, placé en un point quelconque M de cette courbe, sans vitesse initiale relative, reste eu repos relatif?
Le mobile est sollicité par deux forces, son poids mg Fie. h- représenté parla droite MA, Sel
ou
MD=|BD X tangfl, snw*/ sin 9= mg lang 9;
m en déduit cosfl=
la réaction normale MB de la courbe [fig, 75); si le mobile reste en repos relatif 1 sur la courbe, il décrit d'un mouvement uniforme le cercle ayant
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pour rayon la perpendiculaire MC abaissée du point M sur l'axe de rotation; la résultante MD des deux forces MA. et MB, doit être dirigée suivant le rayon MC et égale à bw' X MC. Les deux triangles semblables MCP, MDB donnent la proportion
CP PB _ mg
MC MD mu* X MC'
d'où l'on déduit
CP=i.
Ainsi la sous-normale CP est constante. Or on sait que ia parabole jouit de cette propriété. Une parabole ayant pour axe OZ satisfera donc à la question.
111. Cinquième questiow. — Pesantetir sensible. La terre tourne autour de son axe d'un mouvement uniforme ; la durée de la révolution , ou le jour sidéral, contenant 86400 secondes, la vitesse angulaire a est égale à
soit environ 0,00007: c'est une quantité tri'S-pctite. Si la terre, que l'on suppose avoir été une masse lluidt? au commencement, ne tournait pas sur elle-même, en vertu de l'attraction de se.^ parties les unes sur les antres, elle aurait pris la forme suhérique; la résultante des attractions exercées par les différentes parties du |ilol>e spliérique sur un corps placé à sa surface serait dirigée vers le centre, et constituerait le poids du corps ; mais la rotation de la terre modifie ces, résultats.
Considérons d'abord un point matériel, de masse m, placé à l'équateur et suspendu par un fil attaché à un point fixe. Ce point matériel est sollicité par deux forces, Taltrac-
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tien A du globe terrestre, laquelle est ici dirigée vers le centre, et la tension N du fl!, dirigée en sens contraire. Ce point décrivant un cercle, de rayon R, avec la vitesse angulaire w, la résultante A— N des deux forces qui Je sollicitent doit être dirigée vers le centra et égale à mufr; on a donc
A — N=mw'r,
d'où
(1) N=A — muV.
Le poids du corps est une force égale cl contraire à la tension du lit ; on voit par là que le poids d'un corps à t'équateur est éjiiil ît l'attr;icLion du globe diminuée de la force nécessaire pour produire le mouvemeut circulaire du corps. Cette foreu est é^alo à m X 0,033; c'est à peu
près le de la pesanteur.
Considérons maintenant un point matériel placé à une latitude quelconque et suspendu par un iil attaché à un point fixe ; ce point matériel est sollicité par deux forces, l'attraction MA du globe et la tension MB du iil (fig. 74);
l ia- le. point décrivant eD un jour
le parallèle MM' sur lequel il est situé, la résultante MC lie ces deux forces doit Être dirigée vers le centre D de ce parallèle et égale à m™' X MD.
Il est nécessaire pour cela que le prolongement MK <tu Iil fasse un certain angle KMA avec l'attraction MA. Le poids du corps est une force égale et contraire à la tension JS du lil ; cette force est dirigée suivant le prolongement MK du
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fil; on a ainsi la direction du fil à. plomb ou la verticale du lieu M ; l'angle MKE qu'elle fait avec 1 equateur csl la latitude A. La verticale ne passe donc plus par le centre 0, el comme le plan horizontal HH', ou la surface des eaux tranquilles, doit être en chaque point perpendiculaire à la verticale MK, on conçoit que la l'orme sphérique ne convient plus à l'équilibre et que la terre a dû prendre la forme d'un ellipsoïde de révolution aplati.
La force MC capable de produire le mouvement circulaire du point M est égale à ntio' x MD ; elle est très-petite. Dans le triangle MAC, ona
' MÂ= CA+ MC — 2 . CA . MC . cos MCA , c'est-à-dire
À* = H 1 + MC+ 2N . MC . cos > .
On peut écrire cette équation soiis la forme A'=(N4-MC . cos W+m. Bin* X.
Le terme MCXsin'A est une quantité très-petite du second ordre, MC étant regardée comme une quantité petite du premier ordre ; on peut la négliger sans erreur sensible, ce qui réduit l'équation à
A=N+MC.cosi, d'où N=A— MC.cosX.
Le rayon MD du parallèle que décrit le point M est égal . à OM X sin POM; l'ellipsoïde terrestre différant peu d'une sphère, l'attraction MA lait un très-petit angle avec le rayon MO, de même que la verticale MK; l'angle POM csl à peu près complémentaire de l'angle X, le rayon OM dif-
fère peu du rayon r de l'équateur, et l'on a approximati-
■ ' MD=OMcosX=rcosX, ' R !r "l. ^''MC^ïWj-cosX 1 !
et par suite
N=A— wiwVcos'X.
L'attraction A elle-même varie avec la latitude.
Cherchons maintenant l'angle très-petit AMK que lait la verticale avec la direction de l'attraction, angle que nous désignons par «. Dans le triaDgle AMC, on a
sin a MC
le sinus de l'angle très-petit a différant très-peu de l'angle lui-même, on en déduit approximativement
L'angle a est nul à l'équateur et au pôle, maximum à la latitude de 46 degrés.
he question. Cherchons le mouvement d'un point pesant assujetti àglisser sur unehélice tracée sur un cylindre droi t vertical (fig. 75). B . Si l'on appelle a l'angle constant que font les tangentes à l'hélice avec les génératrices du cylindre et a le rayon de la base, on sait que la normale principale h l'hélice au point M, est le rayon MC du cercle horizontal passant par le point M, et'que Je
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rayon de'cburbure r'é pour valeur ^^(nà'48). Soit
M une position quelconque du mobile ; le mobile est sollicité par deux forces, son poids rtyj représenté par la verticale MA et la réaction normale N de la courbe, réactioo que nous représentons par une droite MB, située dans le plan normal à l'hélice et faisant avec la normale principale MC un certain angle fi. Décomposons la force MA en deux forces, runeMD = niycosa dirigée suivant la tangente, l'autre ME =mg sin a dirigée suivant une normale. La force laugentielle MD fait varier la vitesse, el l'on a
î)(D,îi = /W/COSa,
ou plus simplement
D,u = yC0Sa; d'où u = £cos«X*.
en supposant nulle la vitesse initiale. Le mouvement sur l'hélice est uniformément, accéléré. Les deux forces normales ME et MB ont, une résultante MK dirigée suivant
la normale principale MC et égale à ou à mv S ' n ° .
Le rayon horizontal MC est perpendiculaire au plan tangent au cylindre en M et, par conséquent, à la droite ME située dans ce plan ; le triangle MKB est rectangle en K, et l'on a dans ce triangle - <
A mesure que le mobile descend, la réaction normale N augmente, taudis que l'angle (3 diminue.
r.rvnE n. dynamique
113. Septième obesttoh. Trouver fc mouvement d'un point matériel placé au point A sans vitesse initiale et sollicité FiE w par une iorce dirigée vers un
0 H k point fixe 0 et proportionnel le ' " ' à la distance {fig. 76}.
Soit M une position quelconque du mobile; désignons par x la distance OM, affectée du signe ■+- ou du signe — , suivant qu'elle est comptée dans le sens OA ou en sens contraire. La vitesse v et l'accélération y seront de même positives ou négatives, suivant qu'elles seront dirigées dans le sens OA ou en sens contraire. Si m est la masse du mobile, la force qui le sollicite vers le point 0 peut être exprimée par —mfix, fi désignant une-certainc constante; l'accélération est égale à —fix; on a donc
(1) D,\r = — ftx.
A cette équation il faut joindre les conditions initiales; en appelant a la distance initiale OA, on doit avoir pour / = o
(2) x=a, v=Dp~o.
La question revient donc à trouver une fonction x de ( satisfaisant à l'équation (1) et vérifiant les conditions (2). D'après l'équation (I ), la fonction x doit se reproduire en sigoe contraire cl au facteur constant fi près par deux dérivations; nous savons que le sinus et le cosinus jouissent de cette propriété. Posons
(3) 2=A cos t]/~^-V- B sia l/p ; on en déduit
(4) =i —k\T ! sin nTp +B|/> cos fy>, Ji t 'x=— Afi cos (Kft — Bfi sin t\Tp = — y-T,.
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Ainsi la fonction (3) satisfait à l'équation (1), quelles que soient les deux constantes A et B. On déterminera les valeurs do ces deux constantes par les conditions initiales (2). Si dans les expressions (5) ot (4) on fait t= n, on doit avoir
Ainsi la fonction
(5) 3r = «cos(|/~ d'où
(6) u= — «/psin ty~(L,
satisfait à ioutos les conditions du problème et, par conséquent, représente le mouvement cherché.
On voit que le mouvement est périodique; le mobile oscilla do part et d'autre du point 0; la période est égale
à pï- ; elle se compose de deux oscillations AA', A'A égales
entre elles. Celle période est indépendante dû V amplitude a, elle ne dépend que de la constante on dit que les oscillations sont isochrones.
. 114. Huitième question . Mouvement d'un pendule simple écarté Irès-peu delà verticale CO et abandonné à lui-même sans vitesse initiale.
Appelons / la longueur CA du pendule ifig. 77); a l'écart initial OA; x l'arc variable OM , et 6 l'angle variable OCM , lequel a pour mesure j.
Nous regardons la vitesse v du point M t comme positive ou négative, suivant qu'elle est dirigée dans le sens OA ou j-' a
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en sens inverse. Le point matériel M est sollicité par deux forces, son poids mi? représenté parla droite MB et la tension MD de la tige. Décomposons laforce MB en deux forces, l'une ME=|M#sin0 dirigée suivant la tangente, l'autre MH=mi/ cos 6 dirigée suivant le prolongement de la tige. La composante tangentielle fait varier la vitesse, et l'on a
ou . D,'x=— ffsin^.
L'arc 9 étant très-petit, on peut approximativement remplacer le sinus par l'arc, et l'équation se réduit à
La question est ramenée ainsi à la question précédente : tout se passe comme si l'arc OA était rectifié, et le mobile sollicité par une force dirigée vers le point 0 et proportionnelle à la distance. Il suffit, dans la formule (5) du
. numéro précédent, de remplacer la constante p. par |,
ce qui donne
La durée de l'oscillation est T=ti J/''^. Les oscillalions sont isochrones, c'est-à-dire indépendantes de l'ampli lude.
H5. Neuvième question. Trouver le mouvement d'un point matériel animé d'une vitesse initiale donnée et sollicité par une force dirigée vers un* point iixe 0 et proportionnelle à la distance.
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Il est évident que le mobile restera dans le plan mené par te point fixe 0 et la.vitesse initiale ; prenons dans es plan doux axes rectangulaires OX, OY, passant par le point lise.
Soit M la position du mobile au temps t; la force qui sollicite le mobile et qui est dirigée suivant le rayon MO peut être représentée par rapr, m désignant la masse du mobile, r la distance OM, et p une constante donnée. L'accéléralion, dirigée aussi suivant MO, est pr; ses projections sur les deux axes OX et OY sont — pr cos MOX et — /wcos MOY, ou plus simplement — px et — py. On a donc les deux équations
pour déterminer le mouvement des projections du mobile sur les deux axes.
D'après ce que nous avons dit précédemment, les fonctions x et y sont de la forme
1 ' ( y=A'cos/t/>+B'sin(i/]i,
A, B, A', B' étant quatre constantes arbitraires que l'on déterminera par l'état initial du mobile. On obtiendra l'équation de la trajectoire en éliminant ( entre les équations (2); de ces équations on tire . <
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en portant ces valeurs dans la relation
COS'i^ fi+SÎD' (l^i = l,
on a l'équation
(3) (B'*- Byf + (hy - k'x? =(AB'- BAT;
ainsi la trajectoire cet une ellipse dont le point 0 est le centre.
Pour simplifier les formules, supposons le mobile placé au point A, à la distance OA égale à a, avec une vitesse initiale «„ perpendiculaire à OA; on devra avoir, pour t=o,
x~a, y — o, DfT=G, D,y=u 0 , ce qui donne
K=a, k r =o, B=o, BVf^va les équations (2) deviennent
I a: = a cos f ^p,
et la trajectoire a pour équation
Les composantes de la vitesse sont données par les formules
(fil f D ^=— «K>sinï|^>,
MU OWE FORCE VAI11ABLE
Il est évident que le point M', qui a pour coordonnées . ^ ■ ,./-
appartient à l'ellipse; d'ailleurs le rayon 0M' est parallèle à la tangente en M, e'est-à-dire à la vitesse; on a donc v~ OH' X Vf- Ainsi ia vitesse au point M est proportionnelle au rayon OH' conjugué de OM.
116. DniÈ|(p question. Mouvement dans un milieu résistant. Lorsqu'un point matériel se meut dans un milieu résistant, par exemple, dans l'air atmosphérique, il éprouve de la part du milieu une résistance dirigée en sens contraire de la vitesse du mobile, et dont lagrandeur dépend de cette vitesse. Nous supposerons que cette résistance est une puissance de la vitesse, et nous la représenterons par mav", n étant'un exposant positif, m la masse du mobile et a un coefficient qui dépend de la nature et de la densité du milieu. Nous supposerons, en outre, que le corps, lancé avec une vitesse initiale u 0 , à partir du point 0, n'est sollicité par aucune autre force que la résistance du milieu, La force qui sollicite le mobile étant dirigée en sens contraire de la vitesse, il est clair que le mouvement sera rectiligne et retardé ; l'accélération étant négative et égale à — ut)", on a l'équation ,
(1) D,i>=— av\
Cette équation peut être mise sous la forme
IW LIVRE U. WHMg* ^ M ,„ W
en prônant les fonctions primitives Uesdeuï .membres, on endéduit ,. ...... ,, .,..,;-,,(,',..,;>,
On déterminera la constante C par la condition que, pour t—o, on ait v =v B , ce qui donne
On obtient ainsi l'équation
(2) »•-«, [l- a )at, •
qui détermine la vitesse à chaque instant.
Cherchons maintenant l'espace parcouru. De l'équation (2), on déduit
■Qfc= t>= [«.'-*— (1 - n)^]^',
et, en prenant les fonctions primitives,
* i^sjï —
On déterminera la constante C par la condition que, pour t=o, on ait x = o; ou arrive ainsi à l'équation
»,"-K--(,-„) at p ™ 1 (1=^ ,, v| ..
En examinant l'équation (2), on voit qu'il y a plusieurs cas à distinguer, suivant que l'exposant n est inférieur, égal ou supérieur à l'unité. -
MOUVEMENT MODtllT PAR OHE FORCE V1HLIBLE. 141
a I.toîisque l'ëiiposftTitîi est inférieur îi l'unité, la vitesse, qui va en diminuant, s'annule pour
alors le corps s'arrête et reste en repos indéfiniment, après avoir parcouru l'espace
II. L'équation (2) ne s'applique pas au cas où l'exposant n estégal à l'unité. Dans ce cas, l'équation (i) devient
oo en déduit, en prenant la fonction primitive,
hv=—al + C, et par suite L^-= — ai,
ou
En prenant une seconde fois la fonction primitive, on déduit de cette équation
et par suite
L'équation (4) montre que la vitesse ne devient jamais
nulle ; elle tend vers zéro quand lu tempe augmente indéfiniment ; ainsi le corps marche toujours, mais l'espace parcouru n'augmente pas indéfiniment; il tend vers une
limite égale à — . Le mobile tend vers un point déterminé, sans jamais l'atteindre.
III. Lorsque l'exposant n est plus grand que 1 , l'équation (2) se met sous la forme
jji^ = ~^ ■+■ (« — 1 ) at.
La vitesse ne s'annule pas; elle fend vers zéro, quand ( augmente indéfiniment. En examinant l'équation (3), on voit que ce cas se subdivise en plusieurs autres, suivant (pic l'exposant n est inférieur, égal ou supérieur à 2.
1° Quand n est plus petit que 2, l'équation (3) s'écrit
Le temps 1. augmentant indéfiniment, l'espace parcouru augmente el tend vers une limite égale à
2° L'équation (3) ue s'applique pas au cas où n = 2; dans ce cas, l'équation (2) donne
et, en prenant les fonctions primitives,
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Quand t augmente in dé fi ni m dit, x augmente aussi in- ■ défîriiment.
3" Enfin, lorsquo l'exposant» est plus grand que 2, t'équation (3) s'écrit
[n — a)« x augmente indéfiniment avec t.
En résumé, lorsque l'exposant n est inférieur à l'unité, le corps s'arrête après avoir parcouru un certain espace dans le milieu résistant; lorsque l'exposant est égal ou supérieur à l'unité, mais plus petit que 2, le mobile tend vers un point détermine; lorsque l'exposant est égal ou supérieur à 2, l'espace parcouru augmente indéfiniment.
On a reconnu par l'expérience que, pour les grandes vitesses, la résistance est à peu près proportionnelle au carré lie la vitesse, c'est-à-dire que n =2; mais que, pour les très-petites vitesses, la résistance est à peu prés proportionnelle à la vitesse.
117. Onzième question. — Chute des corps dans tair. Nous supposerons la résistance proportionnelle au carré
de la vitesse, et nous la représenterons par^^-, k étant une constaute donnée par l'expérience ; c'est la vitesse q ue devrait avoir le mobile pour que la résistance de l'air fût égale au poids du corps. Si on lançait le corps verticalement, et de haut en bas, avec une vitesse initiale égale à k, les deux forces qui sollicitent le corps, savoir le poids . du corps et la résistance de l'air, étant égales et opposées,
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le mouvement serait uniforme. Mais, quand on abandonna le corps à lui-même, sans vitesse initiale, le poids étant plus grand que la résistance, la vitesse augmente ; la résistance augmentant avec la vitesse, l'accélération diminue de plus en plus, et la vitesse tend vers une limite égale à k : le mouvement tend ainsi à devenir uniforme Ou a l'équation i
Eu vertu de l'égalité
cette équation devient
On en déduit, en prenant les fonctions primitives,
Si la vitesse initiale est nulle, la constante G est nulle,
, k+v agi
W PAR BUE FORCE VARIABLE
et pu- suite; ;
(2) "=kX l -
On voit que, lorsque ( augmente indéfiniment, v augmente et tend vers une limite égale à k.
L'équation précédente peut s'écrire :
H8. Douzième question. — Mouvement des projectiles dans fair. Nous avons étudié le mouvement des projectiles (liv. II, chap. h), en négligeant la résistance de l'air. Pour donner une idée des modifications qui en résultent, il F ' s ' "' nous suffira de traiter le cas très-simple où la résistance est proportionnelle à la vitesse.
Prenons pour an es des coordonnées, comme au numéro 80, l'horizontale OX menée par ia position initiale du mobile, et la verticale 07 dirigée de bas en haut [fig. 79). Si l'on appelle 6 l'angle que fait la vitesse avec l'horizon, la résistance, qui est dirigée en sens
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contraire de la vitesse, a pour projections - — Mîirosin 0, c'est-à-dire — wiaD^c, — »(aD,j les ileux équations
Si l'on pose U r r=*', Q,y=y\ les deux équalions précédentes deviennent
Lu première île ces équalions montre que la fonction x' se reproduit elle-même, à un l'auteur constant pris, par la dérivation. On a donc
x'—k£~** ou D^c=Ae~"'.
En prenant la fonction primitive, on en déduit
On détermine les deux constantes K et B par in condition que, pour/ = o, on ait x=o et T>&=v„ cos a, ce qui donne
(4) D^=(' 0 C09aX^" ,, '-
Lo seconde des équations (2 ) peut s'écrire
si l'on posey'+^=3, elle devient
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et prend la même l'orme que la première. On a donc
et par suite
D ( j,= y '=_| + A'*-< ; on en déduit
On déterminera lui deux constantes A' et B' par la condition ijuc, pour t—o, on ait y=so, et D,y = d„sin a, ce qui donuc a + d. sin a, et par suite
En vertu do l'équation (3), l'abscisse x tend vers une valeur égale à "° co a , quand I. augmente indéiinimcnl ; on
en conclut que la courbe décrite par le mobile est asymptote à une droite verticale AB menée à une distance
de l'origine égale à "° C0 l5. La composante horizontale de
la vitesse, donnée par lY'rpcaliisn (4), tend vers zéro, tandis que la composant verticak', donnée par l'équation (G),
tend vers une limite égale à— ^ . Celte limite est la vitesse pour laquelle la résistance de l'air serait égale au poids du corps. Ainsi, le mouvement tend à devenir reclitigno et uniforme. Dans la figure, la ligne ponctuée rep résente la parabole que décrirait le projectile dans le vide; la ligue pleine, la trajectoire qu'il décrit dans L'air.
CHAPITRE V
TRAVAIL ET PUISSANCE VlVH.
Les forces sont employées dons l'industrie pour vaincre certaines résisLances, déplacer les corps, en un mot, pour effectuer certains travaux. Une idée nouvelle s'introduit ainsi dans la science, celle du travail mécanique des forces. I! imporle de déliuir celte nouvelle espèce de grandeur d'une manière précise. Nous commencerons par les cas les plus simples.
Cm °o 1» ft™ h
119. Considérons d'abord le cas où ia force est constante en grandeur et en direction, et où le déplacement du mobile a lieu dans la direction de la force. Pour prendre un exemple très-simple, supposons qu'il s'agisse d'élever des poids à différentes hauteurs verticalement. Lorsque la hauteur est ia même, il est clair que le travail est proportionnel au poids ; si le poids est de 2 kilogrammes, on peut imaginer le corps divisé en deux parties, égales chacune à 1 kilogramme ; que l'on élève d'abord le premier kilogramme à la hauteur H, on effectuera un certain travail; que l'on élève ensuite le second kilogramme^ la même hauteur H. on répétera le même travail. Ainsi;
quand le poids devient double, le travail devient double ; en général, !e travail est proportionnel au poids.
Supposons maintenant que l'on veuille élever un même poids P à diverses hauteurs. Si la hauteur est de 2 mètres, on peut la diviser eu deux parties, égales chacune à i mètre ; en faisant parcourir au poids le premier mètre, on effectuera un certain travail ; en lui faisant parcourir le second mètre, on répétera le mime travail ; ainsi, quand la hauteur devient double, le travail devient double ; en général, le travail est proportionnel à la hauteur.
Soit T le travail nécessaire pour élever le poids P à la hanteur H ; T' le travail nécessaire pour élever le poids P' à la hauteur H'. Appelons T, le travail nécessaire pour élsvèr le poids P' à la hauteur H. Si l'on compare les travaux T et T„ la hauteur étanl la même, on a
., , . .i'it|»i " IL
Si l'on compare les travaux T, el T', le poids étant le même, on a
En multipliant ces égalités membre à membre, on obtient l'égalité i; jrrém m te9 austifSf! <;
..Eamrnii-ip ili;. s *h >s» T ; ___: Pff ; îIlio( l u,i '■
salira» .ssii'ia =ai) T>~~PW
-oiq tkimà» h Lias... no'I eitp i «i|(tMr%iitiil * i aav^tfi* làmif les travaux nécessaires pour élever des poids à des hauteurs différentes sont proportionnels aux produits ..les poids par les hauteurs.
150 LlVlIt 11. DYNAMIIJUB.
Od est convenu de prendre pour unité de travail le tra.r vail nécessaire pour élever un kilogramme à un mètre île hauteur, et ou lui a donné le nom de kitotjrammètre. Supposons que le poids P'soil un kilogramme, la kauteuf H' un mètre, le travail T' sera l'unité du travaille! légalité précédente deviendra
T=PH
De cette manière, le Iravail nécessaire pour élever un poids à une certaine hauteur esl égal au produit du poids par la hauteur.
En général, lorsque la force est constante et le déplacement du mobile dans la direction de la force, on appelle travail de la force, pour un certain déplacement, le produit de la force par le déplacement. Il iaut Mou se rappeler nue la force est estimée en kilogrammes, le déplacement en mètres, et le travail en kilogramme très.
Soit AX ia direction de la force F, AB le déplacement du point d'application. Il y a deux cas à distinguer, suivant que le déplacement a lieu daus la direction même de la force {fig. 80), ou en sens inverse [fiy. 81). Dans le
premier cas, on dit que la force est mouvante, et l'on
* ' 1 donne au travail le nom de
ng. ar. travail wiofeiw/dausle se-
, i cond cas, oa dit quela force
est résistanle,et l'on donne au travail le nom de irur/iil résistant. Alin de distinguer ces deux cas, on est convenu de donner un signe au déplacement AB du point d'application; ou l'affecte du signe +, quand il a lieu dans la direction même de h force F; du
TRAVAIL BT FOlSBttC» VIVE.
signe —, quand il h lieu on sens inverse, Le travail est alors positif dans le premier cas, négatif dans le second ; on regarde ainsi un travail moteur comme un travail positif, un travail résistant comme un travail négatif; de sorte que, si l'on désigne par x le déplacement affecté du signe convenable, on a, dans les deux cas, T = F X x. Au lieu de l'aire porter le signe sur le déplacement, on pourrait io faire porter sur la force: ec qui revient à regarder la force comme positive ou négative, suivant qu'elle agit dans le sens du déplacement ou en sens inverse.
Dans l'exemple que nous avons choisi plus liant, alin de donner une première idée du travail, deux forces agissent sur le corps, son poids qui le sollicite de liant eu bas,
et une force F qui le tire de bas en
haut ; la première est
une force résistante, la seconde um
i force motrice. Le tra-
vaildela force F est un travail r
aoteur, représenté par
F X H; le travail du poids? est u
n travail résistant, ro-
présenté par — P X II. Supposons
au corps une certaine vitesse initi
aie, dirigée de bas en
haut, on veuille l'élever à la hauti
sur H d'un mouvement
uniforme, il faudra que la force u
poids P; le travail moteur et le travail résistant seront
égaux el de signes contraires.
Ch où U fort» ni ODDitnnto «1 [o dépl
loeiDHit rooliligna. mais
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direction faitavecledt'placementtAB un angle h. Rjen ne sera changé dans le phénomène, si nous assujettissons ie mohile à se mouvoir sur une droite rigide AB, parfaite-
ment polie. Décomposons la force F en deux forces, l'une AG égale eu valeur absolue à Fcosa, dirigée suivant ia droile AB ; l'autre AH égale à Fsin a, perpendiculaire à cette droite. Celle seconde composante, ne faisant qu'ap-, puyer le mobile contre la droite rigide AB, est détruite par la résistance de cette droile. Elle ne produit aucun travail; ou peut donc la négliger et remplacer la force proposée F par la force AG. On esi ainsi ramené au cas précédent ; le travail de la force AG est égal au produit de cette force par le déplacement AU du point d'application, affecté du signe ■+- ou du signe —, suivant que la force AG agit dans le sens du déplacement ou en sens inverse. Lorsque l'angle a est aigu {fig. 82), la composante AG est dirigée dans le sens du déplacement, et la force F est dite motrice comme la force AG. Lorsque l'angle a est obtus (fit/. 83), la composante AG est dirigée en sens contraire el Fig. 13. la force F est dite résistante.
travail, Fcos« X AB. Ainsi, on dira que le travail de la force F, pour le déplacement AB du point d'application, esl égai au produit du déplacement par la projection de la force sur la direction du déplacement. .■>.*'
On peut écrire aussi le travail sous la forme F X ABcos«, ce qui revient à considérer le travail comme étant égai au
Le produit Fcos a donne celle composante avec le signe convenable, et l'on a, dans tous les cas, pour expression du
produit de la force F par la projection du déplacement sur la direction 1 de la force.
Afin d'éclairer ceci par un exemple, supposons que l'on veuille élever un corps entre deux montants verticaux parfaitement polis, en le tirant avec une force F qui fait avec la verticale un angle a {fig. 84). Décomposons cette force en deux forces, l'une verticale F cos a, l'autre horizontale F sina; la force horizontale est Fj M détruite parla résistance do montant contre lequel elle appuie le corps ; pour que la force verticale puisse faire monter le corps uniformément, il faut qu'elle soit égale au poids P du corps; ainsi tout se passe comme si le corps était sollicité directement de has en haut par la force verticale F cos a ; le travail moteur est Fcosa X AA', et est égal an travail résistant P X AA'.
121. Nous avons dit que le travail est positif ou négatif, c'est-à-dire moteur ou résistant, suivant que l'angle a est aigu ou obtus. Quand la force est perpendiculaire au déplacement, l'angle « est droit, et le travail, tel que nous l'avons défini, devient nul.
Dans le transport horizontal des fardeaux, le poids étant vertical et le déplacement horizontal, il résulte de la définition précédente que le travail dû au poids du corps est nul. Ceci semble en contradiction avec l'expérience, mais il est facile d'expliquer celte contradiction apparente. Supposons que i'on fasse glisser un corps sur un plan ho- .nzontal en le tirant avec une force horizontale F; la force motrice F doit être égale, non pas au poids du corps, mais au frottement que ce corps exerce cootre le plan. Ce frot-
lemenl est In résistance à vaincre ; c'est elle nécessite un travail moteur. Pour évaluer lo travail, on multipliera la force horizontale F par le dé placement. Ce travail dépend de l'état du plan : quand le plan est bien poli, lo frottement étant trea-taihic , lo travail nécessaire < pour transporter horizontalement le corps à une distance donnée devient très-petit.
122. Supposons que le point d'application M se meuve sur la droite X'X, et que la forée variable F agisse suivant cette même droite (fuj. 85 }. Nous voulons évaluer le traj.ï„. ai, vail de celle forée pour le dépla-
i cernent AB du point d'application. Partageons la longueur AB en un grand nombre de parties, et désignons par h l'une des par-
ties MM'; soit F la valeur de la
* 11 force au point M; considérons le produit F X MM' qui se rapporte à l'élément SIM', et faisons la somme des produits qui se rapportent aux divers éléments de la ligue Ali, somme que nous désignons par l'expression
Si l'on augmente indéliniimnil le nombre des divisions, de manière que chacune des parties tende vers zéro, cette somme tendra vers une limite déterminée; c'est celte limite que nous appellerons travail de la force variable F pour le déplacement AB.
Il eat aisé de voir que la norurau tend etteeti veinent vers une limite déterminée. Au point M, élevons une perpendiculaire MN égale à la valeur F de la force au point M. Si l'on considère lo chemin parcouru AH comme une abscisse variable x, et la force F ou l'ordonnée MN comme unefonctionde a;, le lieu du point N est une certaine courbe CD. l'ar le point N, menons une parallèle NE à la droite AB, jusqu'à la rencontre de l'ordonnée voisine M'N' ; le produit F X h sera représenté par l'aire du rectangle MNEM', et la somme des produits par la somme des rectangles. Or, quand on augmente imiélininient le nombre des divisions de la droite AB, il est clair que la somme des rectangles tend vers une limite déterminée qui est l'aire comprise entre la droite AB, la courbe CD et les dons ordonnées extrêmes A G, BD.
On a vu, eu géométrie analytique, que l'aire comprise entre une courbe, l'axe des x, une ordonnée lixeACelune ordonnée mobile MN, est une l'onction primitive do l'ordonnée MN, considérée connue une fonction de l'abscisse AM. Il en résulte que le travail relatif au déplacement AM est mie l'onction primitive de la force, considérée comme une fonction du chemin parcouru.
Nous avons défini !e travail T de la force variable F pour le déplacement AB. On appelle effort moyen la force coustaulc qui produirait lo même travail puur le mémo déplacement. Cet effort moyeu a pour valeur le quotient
123. Pour montrer une application de ce qui précède, cherchons le travail nécessaire pour comprimer un ressort d'une quantité donnée. On sait que la lorce élastique d'un
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ressort est sensiblement proportionnelle à la compression. Supposons qu'il s'agisse d'un ressort à boudin dont l'ex'l trémiié A soit fixe, et que l'on comprime par une force verticale appliquée à l'extrémité supérieure (fig. 88). ri s . u. Soit AB la longueur du ressort, quand aucune forte . b nes'exerce sur lui; pour abaissergraduellementl'ex- 1 trémîlc supérieure de Ben C, il faudra appliquer au ressort une force verticale croissante. Si l'on désigne 1 par a la compression exercée par une force de un kilogramme, et par x le déplacement BM, la force au i point M sera La fonction ayant pour dérivée - et s'annulanl pour x—o, représente le travail relatif au déplacement BM. Pour le déplacement BC, le travail
est^. Par exemple, si « est égal à 1 millimètre,' le travail nécessaire pour comprimer le ressort de 4 centimètres est de 0,8 kilogrammètre.
124. Proposons- no us encore d'évaluer le travail développé par la vapeur dans les machines à détente, La vapeur agit à pleine pression pendant que le piston parcourt Fi S . si. une partie AC du corps de pompe [fig. 87).
» A ce moment, la communication entre la
chaudière elle cylindre est interrompue, et « -tt— - m | ; | VI1 ji^i:r agit par sa détente pendant que
c c le piston parcourt la seconde partie GB de
sa course. Appelons a la course entière du piston, b la première partie AC, x le dé- » placement CM, S la surface du pistpn, P la
pression atmosphérique par mètre carré, « le nombre d'atmosphères par lequel on évalue la tension de la vapeur dans 'la chaudière. La pression que la vapeur exerce contre le piston pendant la première partie de sa course est une force constante nPS ; le travail correspondant est nPS/>. Ensuite la force diminue ; quand le piston est en MM, la vapeur, qui occupait le volume AC, occupe alors le volume A.M, et, d'après la loi de Mariotte, la force devient
nPS X ^^_ x - Cette fonction de x admet comme fonction
primitive
«PS/<L(i + j:) + C; il faut déterminer la constante C, de manière que la fonction soit nulle pour x = o, ce qui donne
C=— nVSÙU, et, par suite, le travail pour le déplacement CM a pour expression
Le travail relatif» la détente CB est nPSbl-
el le travail total pour chaque coup de piston
»PSS(1 + L|).
Nous avons négligé la tension de la vapeur dans le condenseur.
125. Proposons-nous maintenant de chercher le travail d'une force' quelconque, quand le point d'application dé-
LIVRE II. DTMA1TIQUK
ml une trajectoire curviligne AB (/;'</; 88). Inscrivons dans la courbe une ligne polygonale d'un ires-grand nombre Je côtés trèspetits : soit MM' l'un des côtés.
Appelons F la valeur île la force JL proposée au point M , « l'angle qu'elle fait avec la tangente MT, *, l'angle qu'elle fait avec la direction du côté MSI'. Considérons le produit
FXMM'Xcosct,;
ce produit est le travail do la force F supposée constante , pour le déplacement reotiligne MM' ; formons un produit aualoguc pour chacun des éléments de la ligne polygonale, et faisons la somme de ces produits , somme que nous désignerons par
2(FxMM'Xcosa,).
Si l'on augmente indéfiniment le nombre des côtés de la ligue brisée inscrite dans la courbe AU, de manière que chacun d eux tende vers zéro, In somme précédente tendra vers une limita déterminée; c'est celte limite qu'on appelle travail de la fureu F pour le déplacement AB.
Pour abréger le discours, on appelle tratuil élémentaire le produit F X MM' cos«,, de sorte que le travail de la force F, pour le déplacement AB, est la limite de la somme des travaux élémentaires.
12G. Il est aisé de voir que la somme considérée précédemment tend bien vers une limite déterminée. Sur une droite, à partir d'un puinl Uio A , portons, les uns à la
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suite des antrus, les divers éléments do la ligne brisée ; 'l'élément MM' prendra h position M, M',, et la ligne brisée, développée, deviendra AB, [fiy. 89 ). Au point M, élevons une perpendiculaire n( a6
MiN, égale àFcosa,; le produit FxMM'Xcosa, sera représenté par l'aire du rec- ■l:i]igloNiM,M',E„el la. somme des produits par une somme de rectangles. Quand on augmente indéfiniment le nom-
bre des'<itvisions, la longueur ADj augmente un peu, et tend vers uns limite AB, qui est la longueur de la courbe AB ; de même, si le point H est un point déterminé de la courbe, la longueur AM, tend vers une limite AM, qui est la longueur de l'arc de courbe AM; en mémo temps, la direction du côté MM' ayant pour limite la tangente en M, l'angle a, a pour Limite a, et la quanti lé F cosa; devient Fcosjt; l'ordonnée M,N, tend donc vers l'ordonViée MN égale a Feosa; le lieu du point N est la courbe CD, qui a pour abscisse AM, l'arc de trajectoire AM rectifié, et pour ordonnée Fcosa, c'est-à-dire la projection de la force sur la tangente MT; La somme des rectangles a évidemment pour limite l'aire comprit' entre la courlïo CD, la droite AB et les ordonnées extrêmes AC et BD.
L'aire comprise cuire l'ordonnée fixe AC el l'ordonnée mobile MN étant une louctiini primitive île l'ordonnée MN considérée connue une l'onction de l'abscisse AM, on peut dire que le travail de la force F, relatif au déplacement curviligne AM, est une fonction primitive de la composante tangenliclle Feosa de la force, considérée comme Une fonction de l'arc parcouru AM.
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Lorsqu'une force est constamment normale à la trajectoire, sa composante langenlielle ou sa projection sur la tangente étant nulle, le travail est nul. ;
127. Considérons, en particulier, le travail d'une force F, constante en grandeur et en direction, pour un déplacement quelconque AB {fig. 90).
Soit AX la direction de la force; ie travail élémentaire pour l'élément MM' est égal à la force F multipliée par la projection MP île l'élément MM' sur fa direction de la force; la force étant un facteur constant dans tous les termes, la somme des travaux élémentaires est égale à la force multipliée par la somme des projections des divers éléments de la ligne brisée inscrite dans la courbe AB, c'est-à-dire par la projection AD de cette courbe elle-même sur la direction de la force.
il faut bien remarquer que, lorsque nous cherchons le travail d'une force pour un certain déplacement du point d'application, nous n'entendons pas que le mouvement soit produit par la force considérée; si plusieurs forces agissent en même temps sur le mobile, on évalue séparément le travail relatif à chaque force.
THÉORÈME
128. Le travail de' la résultante de plusieurs forces, pour un déplacement quelconque du point d'application, est égal à la somme des travaux des forces proposées.
Supposonsd'abordlesforcesF, F',F\... constantes, et le déplacement MM' recûligne {fig. 91); appelons a, a',
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leS'arigfequeïontMcs forces proposées avec lacîroite MM', A l'angle que fait lu résultante II avec cefte mémo droite. La projection de la résultante fi sur la droite MM' étant égale à la somme (les projections des forces proposées, on a
Rcos A= Fcos a-h F' cos «'+ F"cos «"+...
Si' l'on multiplie chacun des termes de cette équation par MM', il vient
"R.MM'.eosA=F.MM'.e
F'. MM
Ainsi, le travail de la résultante es! égal à la somme des travaux des forces proposées.
Lorsque les forces sont variables et le déplacement curviligne, ou décomposera en éléments la courbe décrite par le point d'application; le travail élémentaire de la résultante étant égal à la somme des travaux élémentaires des forces proposées, on en conclut le théorème énoncé.
Quand des forces se font équilibre sur uu point matériel, la somme de leurs travaux est nulle.
129. On appelle /misstmet vive d'un corps en mouvement la moitié du produit de la masse par le carré de la vitesse. Si l'on appelle m la masse du mobile, usa vitesse,
la puissance- vive est
Il existe uue relation remarquable cotre la puissance vivent lejtcaitail. Pour mettre cette propriété en évidence, nous commencerons par quelques questions très-simples.
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Cherchons d'abord le travail nécessaire pour imprimer à un mobile de masse m une vitesse v. Supposons le mo- Fig . s ,. hije placé au point 0 sans vitesse
, initial», et ^ulJicilo par une force
constante -F dans la direction OX (/(V/. 92). Le mouvement est recliligne ei uniformément F
accéléré ; l'accélération y de ce mouvement est égale à — .
Si l'on appelle v la vitesse au iemps / et x l'espace parcouru, on a •
d'où l'on déduit u'^ijtc,
et par suite x= ~ = "^p"-
Après lo temps t, quand le mobile possède la vitesse v, la force cesse d'agir; le mouvement devient alors uniforme et le mobile conserve la vitesse v. Pour avoir lo travail produit par la force, il faut multiplier la force par le chemin décrit par le mobile pendant que la force agit sur lui. On a, en désignant par T ce travail positif,
Ainsi, pour mettre un corps en mouvement, il faut dépenser ww t/uvnliti- ih travail inotcvr tlgale à h piùsxanee eice que f on veut communiquer nu corps.
Inversement, un corps est en mouvement, cherchons le travail nécessaire pour amener ce corps au repos. Supposons que le mobile passe au point 0, au temp6 t=o, avec
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une vîtefee Initiale Dedans lu seus OX; à partir île cet instant, une force constante le sollicite en sens inverse; le mouvement est uniformément retardé, et l'on a
F , yt !
y=— , î!=w 0 — yt, x = v B t- —
Après le temps t=—, la vitesse devient nulle, la force , cesse d'agir et ie mobile reste en repos au point A. L'espace OA parcouru par le mobile est
iy aF ' et le travail dû à la force est •
.T=-FxOÀ=-^.
Ainsi, pmir arrêter un eorps en Mouvement, il faut une quantité de tramiil rr.sitl"»! v>jttlc à la puissance vive du cofps.
On voit par là comment les quantités égales de travail et de puissance vive se transforment l'une dans l'autre. Dans le premier exemple, une certaine quantité de travail moteur se transforme en une quantité égale de puissance vive ; dans le second exemple, une certaine quantité de puissance vive accomplit une quantité égale de travail résistant '. Nousallons mai ntena ut démontrer le théorème général.
produit d« U masse parle ca défectueuse ; elle a d'abord l'inr.niivùuiiinl ■.!,: ra^ieler l'idée de force, tandis qu'il n'y a .incline jnuili^ii! rMtr lu (|iunlili: mu 1 et la force; en-
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150. La variai mu <lr in pahxani-e cire d'un mobile, penliant un certain hmijis, rst é'/n/e à la somme des travaux des forces nui agissent sur le mobile pendant le même temps.
L;i somme des travaux des forces est égale au travail de leur résultante R {n° 128). Nous avons vu (n° 126) que, si l'on considère le travail T de la force R comme une l'onction de l'arc s décrit par le mobile sur la trajectoire pendant le temps /, cette fonction admet pour dérivée la projection de la force sur la tangente, c'est-à-dire Rcos A ; on a donc
D,T=RcosA.
La résultante R des forces qui agissent sur le mobile étant égale au produit de l'accélérât iun y par la masse m du mobile (n* 100), on a D,T=î«j- cos A; d'autre part, la projection ycosA de l'accélération sur la taugente ayant pour expression D,u (h° 47), il vient
D,T=mD,î>.
Cherchons la dérivée du travail par rapport au temps.
On a -■■-«'
ÛT__ÛT Aï àt 4»' il'
mile ce n'est pas la quantité me' qui se présente dans les théorèmes de mécanique, mais sa moitié î^- ; c'est pourquoi nous avons adopte t"eipression puisaonw im*, proposée |ar M. Bélanger, professeur à l'École polj technique, pour désigner la quantité
el par suite
.. AT .. AT .. As lim — = l, n , s xiim SÏ ,
ou D{T = vYlJ =muD,v. . ,
Si l'on remarque que
on a finalement D,T=D.^J.
Ainsi le travail et la puissance vive sont des fonctions du temps qui ont leurs dérivées émules. Mais ou sait que deux fondions qui admettent la même dérivée ne difierenique par une constante ; on a donc
Si l'on compte le travail à partir du temps et que l'on appelle i> 0 la vitesse du mobile à cet inslant, on devra avoir
d'où C = —
et par suite T=— — ^s..
Ainsi, la variation de la puissance vive, pdndant un certain temps, est égale à la somme des travaux des forces qui agissent sur le mobile pendant ce temps.
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Ainsi, lie quelque manière {mon s'y prenne, pour imprimer à un corps en repos une vitesse f , il faut une quantité de travail moteur égale à la puissance vive.
Inversement, quand u—o, on a
Ainsi, de quelque manière qu'on s'y prenne, pour arrêter un corps on mouvement, il iaul une quautilé. de travail résistant égale à la puissance vive.
Pour faire bien comprendre celte transformation du travail en puissance vive et réciproquement, imaginons deux ressorts à boudin A et B, placés en regard l'un de l'autre ; le premier est comprimé, le second ne l'est pas. Une bille est placée contre le premit'ir ressort; on lâche la détente ; le ressort A pousse la bille et lui imprime une vitesse v; la quantité de travail moteur, développée par le ressort,
est égale à la puissance vive communiquée à la bille.
La bille vient frapper le second ressort et le comprime peu à peu jusqu'à ce que sa vitesse devienne nulle; la quantité de puissance vive que possédait la bille est égale
au travail résistant développé par le ressort B pendant sa compression. Ce ressort B se détend à son tour et imprime à la bille la vitesse v, et ainsi de suite indéfiniment. Dans le premier cas, le travail se change eu puissance vive ; dans le second cas, la puissance vive se change en travail, etc. Ces deux quantités, travail et puissance vive, sont donc équivalentes l'une à l'autre.
132. Corollaire H. Un corps pesant, placé au point A, avec une vitesse initiale v Q , se meut sur une courbe fixe
AB {jùf. 95). Le corps est sollicité par deux lbrces, son poids mgret la réaction normale N de f*. h.
la courbe. La réaction normale N ne développe pas de travail. Le poidsétant une force constante en grandeur et en direction, son travail {n° 127) esterai à la force my multipliée par la projection c ■ sur la verticale de la courbe AB décrite par le mobile ; si l'on appelle 3 celle projection AC, prise avec le signe -+- ou avec le signe —, suivant qu'elle tombe de haut en bas ou de bas en haut, le travail dù au poids du corps est représenté par mgz. En désignant par v la vitesse au point B, on a, d'après le théorème précédent,
Lorsque la vitesse initiale v„ est nulle, celte équation se réduit à
La vitesse au point B est la même que si le corps était tombé de la hauteur AC, en chute libre, c'est-à-dire suivant ia verticale. Si l'on imagine que le corps, parlant du point A, avec la même vitesse initiale, suive diverses combes AB, AB', AB", ... il aura la même vitesse aux points B, B',B", ... situés dans un même plan horizontal.
Quand le corps descend, ie travail du poids étant positif, la vilesse augmente; mais quand le corps monte, le travail étant négatif, la vilesse diminue. Supposons, par exemple, le mobile placé au. point A 94), sans vitesse initiale, sur une courbe fermée, située dans un plan ver-
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n*im. ttcal; le -corps ■descend jusqu'au point ■Je pins bas B avec une vitesse- crois i( santé ; iYa'éikte ensuite de ï autre coté :c une vitesse décroissante, jusqu'à ce qu'il arrive au point A', situé à la même hauteur que le point A; alors la vitesse redevient nulle; car le travail du poids pour la courbe ABA' est nul. Le corps redescend ensuilc de A' en B, pour remonter de B on A, et ainsi de suite. Le mouvement se compose d'une suite indéfinie d'oscillations égales.
Supposons maintenant que le mobile placé eu A soit animé d'une vitesse initiale v B , dans la direction indiquée par la flèche. Le mobile descendra jusqu'au point B avec une vitesse croissante, puis remontera de l'autre côté; quand il sera arrivé au point A' situé à la même hauteur que le point A, Sa vitesse redeviendra <\ealc à r 0 et le mobile continuera à s'élever avec une vitesse décroissante. On peut concevoir que la vilesse initiale v„ correspoude a une hauteur de chute h, ce qui revient à poser v£='àg&; l'équation prend la forme
Soit C le point le plus haut de la courbé, CD son élévation au-dessus de l'horizontale AA'; il y a plusieurs cas à distinguer : 1" si la hauteur h, que nous figurons par KD, est moindre que CD, le mobile s'élèvera jusqu'au point E', où il arrivera avec une vitesse nulle ; puis il oscillera indéfiniment de E' en E et de E en E', comme nous l'avons expliqué ; 2° si Sa hauteur h est plus grande que CD, le corps s'élèvera jusqu'au point le plus haut C, où il possédera encore une certaine vitesse; il dépassera donc le
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point C et se mouvra sur ta courbe, indéfiniment dans le mémo sens, reprenant la même vitesse au même point; 3" quand la hauteur h est égale à Cl), !e mobile tend vers le point C. mais sans .jamais l'atteindre rigoureusement.
153. Première qoestion. Supposons qu'un pendule simple soit placé dans la position horizontale O.Y sans vitesse initiale [fig. 95), ce pendule oscillera de part et d'autre de la verticale OB, décrivant le demi-cercle ABA'. Soit OM une position quelconque du pendule, 0 l'angle variable MOB. Le mobile M est sollicité par deux forces, son poids mg et la tension N do la lige ; d'après ce que tig, »s.
nous avons dit, la vitesse en M sera ( o _ k .
la même que si le mobile tombait de la hauteur OP ; on aura donc tf—ifft-ms 0. Décomposons le poids en deux forces, une composante tangentielle mpsin 0 el une composante normale mycose, dirigée suivant le prolongement de la tige. La résultante N — nt'jcosQ des deux forces normales doit être dirigée
suivant le rayon MO et égale à 2^-. On a donc
N — m'j cos 0 = — = img cos 9 ; d'où N=3»iycos0.
Quand le mobile passe au point le plus bas B, la tension de la tige est égale à trois ibis le poids du mobile.
LIVRE II. DTNAMQU
154. Deuxième question. Considérons un pendule simple placé dans" la position verticale OA, el le pointmatériel animé d'une vitesse initiale ( u„ ; désignons par 6 l'angle variable AOM.el par a la hauteur \V{/igM); , si l'on pose vj = iqh, on a (!) =„„«-- a^ r 2 = a)7 (A-
an/ un? :
v* ^_imr/ (À — z)
Quand A est moindre que le diamètre ir, le pendule oscille de part el d'autre de la verticale. Quand h est plus grand que ir, le pendule tourne indéfiniment.
L'équation (2) donne la tension N de la lige ; cette tension est positive ou négative suivant qu'elle est dirigée vers !e centre ou eu sens inverse. Lorsque la tige du pendule est rigide, elle peut exercer sur le point M une action dans l'un et l'autre sens; mais quand c'est un fil flexible, elle .ne peut que tirer le point M vers le centre. Dans ce cas, pour que le mobile tourne indéfiniment sur le cercle, il ne suffit pas que h soit plus grand que ir, il faut encore que la tension N reste positive ; comme au point A ', pour g = a r,OPaS= fflg(aA r ~ 5rl , la condition est/»*'-
Quand la hauteur h est moindre que r, il est clair que la tension est toujours positive. Mais quand h est comprise
entre )■ et — -, la tension change de signe au point C pour
lequel ; = —
; cette valeur de s étant moindre que h,
tu mobile possède encore au point C «ne certaine vitesse », donnée par ta formule v, 1 ^ — -- ' — ^; au delà du point C la tension devient négative. Si le fil est flexible, le mobile quitte le cercle au point C et se comporte comme un point pesant lancé, à partir du point G, avec la vitesse iui-
arc de parabole CDE langent au cercle au point C. On peut remarquer, en outre, que le rayon de courbure île la parabole au point C est égal au rayon r du cercle ; car la tension N étant nulle au point C sur le cercle, on a pour les deux courbes -= — jcos.8.
Quand on fait tourner en cercle un vase contenant de l'eau , pour que l'eau ne quitte pas le vase à la partie supérieure du cercle, ii faut que la vitesse, au point le plus bas, soit plus grande que \^5i/r.
Voici une 1 autre application de la mémo question : imaginons que dos rails de ebemin de 1er soient placés sur un plan incliné I {Jly. 97) et que, à la suite; 'des rails courbes soient disposés ■ fï,. n.
suivant un , cercle vertical ; , un wagon est placé au point I sans vitesse initiale; arrivé en E, il s'engage dans le chemin circulaire. Si l'on appelle //la hauteur AH du point de départ lau-dt^snsdu point le plus bas A, la vitesse en A sera égale ! A\fnjli; il est clair que le chemin circulaire ne peut exercer sur le rayon qu'une réaction normale dirigée vers le centre; pour que le wagon uc quitte pas le cercle, il i'aut donc que la hauteur h soit plus grande que — .
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i° Un point pesant loinbe d'un point donné sans vitesse initiale; au moment où le corps est abandonné à luimême, un second mobile, place au-dessous du premier sur la même verticale, est lancé de bas en haut avec une vitesse donnée, trouver !e point de rencontre des deux mobiles.
2 e Un point pesant tombe d'un point donné A sans vitesse initiale; dans quelle direction Faut-il lancer un second mobile, à partir d'un point donné etaVec une vitesse donnée, pour qu'il rencontre le premier dans sa. chute, et trouver le point de rencontre?
3° Même question, quand le premier mobile est lancé
tious des vitesses aux points d'interse< sont égaies et de sens contraires.
5" Trouver le mouvement d'un poi d'une vitesse verticale donnée, cl rep li\e proportionnellement à la distance.
6° Trouver le mouvement d'un po
:opor
d'une vïtess 7° Un po d'une force de cette l'on S" Un poi
L par une force dir fixe et proportionnelle à la dislance.
. ,. livre ni.
CHAPITRE I
COMPOSITION DES FORCES PARÀI.LÈr.ES.
135. Nous avons dit que les corps sont formés de particules très- petit es, que l'on appelle molécules; ces molécules, que l'on peut réduùe par la pim^c à de simples points matériels, sont séparées les unes des autres, et l'on se représente l'ensemble des phénomènes physiques en imaginant qu'elles agissent les unes sur les autres par attraction ou répulsion. L'action mutuelle de deux molécules consiste eu deux forces égales et contraires, appliquées, l'une à !a première molécule, l'autre à la seconde ; cette double force est dirigée suivant la droite qui .joint les deux molécules, cl son énergie varie avec la distance.
On dit qu'un corps est wU.dc, lorsque les distances des molécules deux à deux ne varient pas d'une manière sensible sous l'influence des forces extérieures appliquées au corps, pourvu que ces forces ne dépassent pas certaines limites de grandeur. Négligeant ces variation s extrêmement petites, on arrive à l'idée d'uu corps parfaitement solide, c'cst-à^dîie d'un système de molécules formant une. figure géométrique invariable. Il est clair que, dans la nature, il n'existe pas de corps parfaitement solide; si petites que soient les forces extérieures qui agis-
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ur un corps pour le comprimer ou le dilater, elles lent les distances des molécules, jusqu'à ce qu'un il état d'équilibre s'établisse. Mais, dans la construcdes machines, on Remploie des matériaux tels que" me dos pièces de la machine n'éprouve pas dedéfor- ■n sensible et puisse être regardée, par conséquent.
Nous nous occuperons d'abord de la composition des Ibrces appliquées à un corps solide.
loti. Nous commencerons par établir un principe dont nous nous servirons l'ivipiunuiient par la suite : c'est qu'on peut déplacer le point d'u/i/d/inli'iii d'une force sur la droite suivant fai/wOi- rllr ni/if, /x/it.mi t/uan suppose les deuj: points d'iipjJiaiii'in i i'uiiis pur une droite rigide et i/iejleimil/le, i:'i!sl-à-dire pai'liu lumen L solide. Il est évident d'abord que deux forces égales et opposées F et — F, appliquées aux deux extrémités d'une barre rigide et fig. N : inextensible AI) {fît/. 98), se
b * font équilibré ; car il n'y a pas
de raison pour que la droite se meuve dans un sens plutôt que dans l'autre. Cela posé, soit A (fît/. 99) le point d'application d'une force Fagis- Fig.su. sanl suivant la droite indé-
, ,,? > i-... F -> , finie BA. Nous voulons transporterie point d'application de À en B sur cette droite. Appliquons au point B deux forces F et — F égales et opposées. Ces deux forces, se
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faisant équilibre, nu changent rien a l'état des choses; les deux forces F el — F, impliquées >iu\ deux, extrémités AclB.de la droite rigide et inextensible, se faisant équilibre, on peut supprimer et s Jeux forces; il ne reste plus alors que fa force F appliquée i;n B. Ainsi, la force F appliquée en A est remplacée par la même force appliquée on B. Ce déplacement du point d'application peut être effectué d'un côté ou de l'autre sur la droite suivant laquelle agit la force.
Compoiilion de tarùas aoncDurmtlu* EtpplLquAud h un oorpi Holid».
137. Considérons différentes forces F, F', F'... appliquées à des poiuts A, B, C... d'un corps solide {/iy. 100), et suppliions que les droites suivant lesquelles agissent ces forces passent par un même point 0 du corps solide. Le corps étant supposé parfaitement solide, les droites OA, OB.
OC... ont des longueurs invariables ; c'est comme si le point 0 était lié à chacun des points A, B, C...
par une droite rigide et inextensible. D'après ce que nous avons dit précédemment, on peut transporter lu point d'application de la force F do A en 0, celui de la force F' de B en 0, et ainsi de suile. De cette manière les forces sont appliquées à un même point matériel 0; elles admettent une résultante R, que l'on déterminera comme il a été explique précédemment (n° 92). Soit I le point où la droite suivant laquelle agit cette résultante B perce la surface
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ducorpsjon pourra transporter le puiiit d'application de la force II de 0 en I, et ainsi le système des forces proposées est remplacé par la force unique R, appliquée en un point I du corps solide.
Il peut arriver que le poiul de concours 0 des droites suivant lesquelles agissent les forces proposées soit situé en dehors du corps sulide. Dans ce cas, on imaginera le point 0 réuni invariablement au corps solide; puis, comme précédemment, on transportera au point 0 les points d'application des forces préposées, et l'on prendra leur résultante R. Si la droite suivant laquelle agit .cette résultante rencontre le corps en un point I, on pourra ' l'appliquer en ce point. Mais ti lit JroiU' ne rencontre pas le corps, il faudra concevoir la résultante R comme appliquée en un point extérieur, uni invariablement au corps sulide.
Compo.llion de deui force» parallèle! de mime m>us.
Considérons deux forces parallèles F el F', agis
el AC , appliquées au même point A, se composent en une
sant dans la même direction et appliquées aux deux extrémités d'une droite solide AD [fitf. 101). Aux deux extrémités de cette droite appliquons deux forces égales et opposées AC et BD ; ces deux forces, se faisant équilibre, ne changent rien à l'état du système. Les deux forces F
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seule AK, au moyen du parallélogramme CAGK;de même, les deux forces F' el BD, appliquées au point B, se composent en une seule BL, au moyen du parallélogramme DBHL. Les droites AK et BL, étant situées dans le même plan et n'étant pas parallèles, se coupent en un point 0. Transportons en ce point les deux forces AK et BL ; elles seront alors représentées par les droites OK' et OL', Égales respectivement à AK et àBL. Décomposons maintenant la force OK' en deux forces, l'une OG' parallèle à AG, l'autre OC parallèle à AC ; les parallélogrammes C'OG'K', CAGK étant égaux, la force OG' est égale à la force F, cl la force OC' à la force AC. Décomposons de même la force OL' en deux forces, l'une OH' parallèle à BH, l'autre OD' parallèle àBD; les parallélogrammes D'OH'L', DBHL étant égaux, la force OH' est égale à la force F', et la force OD' à la force BD. Nous avons actuellement quatre forces appliquées au point 0 ; les deux forces égales et opposées OC et OD', se faisant équilibre, peuvent être supprimées ; il reste les deux forces OG' el OH', qui s'ajoutent et donnent une résultante B égale à leur somme F -+- F'. Nous pouvonsenfin transporter le point d'application de cette résultante au point I, où la droite suivant laquelle elle agit rencontre la droite AB.
On conclut de là que deux forces F et F' parallèles et de même sens admettent une résultante égale à leur somme, parallèle aux forces proposées el agissant dans la même direction.
Déterminons le point d'application I decette résultante. Les triangles semblables AOI, ACK donnent les rapports égaux
DL W
En divisant ces rapports égaux l'un par Vautre, on en déduit . '
IA F' ffi-T
Ainsi, le point d'application I de la résultante divise la droite AB en deux parties 1A et IB inversement proportionnelles aux forces proposées F et F'.
Ou peut mettre proportion sous la forme IA_IB_ AB F - F - F+F' -
Si la droite AB représente Sa grandeur de la résultante F 4- F', les deux parties IA et IB représenterontGellesdes deuï forces F' et F.
139. Soient les deux forces F et F', parallèles et de sens contraires, appliquées ans deux points A et B (fig. 102). Nous supposons la force F plus grande que la m , force F'. Mous pouvons décom-
f ' poser la force F on deux forces
J a i parallèles et de même sens,
7 7 / l'une BG appliquée au point B / / e ~ F et égale à F', l'autre égale à 7 F—F' et appliquée en un cer-
* iain point I situé sur le pro-
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En effet, d'après ce que nous avons dit, la résultante des deux forces BC et F — F', parallèles et de même sens, étant égale à leur somme F, et son point d'application divisant la droite BI an deux parties inversement proportionnelles aux" forces, cotte résultante est la force proposée F appliquée en A. Ayant ainsi remplacé la force F par les deux forces BG et F — F', nous avons à considérer trois forces, savoir : les deux forces F' et BG appliquées en B, el la force F — F' appliquée en I. Les deux premières, étant égales et opposées, se font équilibre ; on peut les supprimer; il nous reste seulement lu troisième. Ainsi, les deux forces F et F', parallèles et (le sens contraires, admettent une résultante égale à leur différence F — F' ', parallèle aux forces proposées, et agissant dans le sens de ta plus grande.
Le point d'application I de la résultante est situé sur le prolongement de la droite BA, du coté de la plus grande force, età une distance telle que l'on ail
HO LIVRE III. ÉQUILIBRE ET MOUVEMENT DES SYSTÈMES
Ceci permet tic comprendre dans un même énoncé la loi (jni détermine le point d'application de deux forces parallèles, de même sens, ou de sens contraires. Dans les deux cas-, les distances du point d'application I de la résultante aux points d'application des deux forces proposées sont inversement proportionnelles aux forces.
Nous avons supposé dans ce qui précède que les deux forces F et F', parallèles et de sens*contraires, sont différentes, Lorsque les deux forces deviennent égales, la résultante F — F' devient nulle et son point d'application s éloigne indéfiniment. Nous démontrerons plus lard que ris. i"- deux forces égales et parallèles de sens contraires, mais non directement opt . posées, n'admettent pas de résultante.
7 On a donné à ce système de deux forces le nom de couple (/îj. 103).
C:>ra ?u »ilio:i d'un Bombr» qMlMmqiw de forf.cn pamllbW
140. Considérons différentes forces parallèles et de même sens F, F', F"... appliquées à des points A, A,', A"... d'un corps solide (fig. 104). On cherchera d'abord la résultante des deux premières forces F et F'; celte résultante R, est égale à leur somme F -+- F', et l'on déterminera son point d'application 1, en divisant la droite AA' en deux parties inversement proportionnelles aux forces. On cherchera ensuite la résultante des deux forces R, et F° ; cette résultante R, est égale à leur somme
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R, + F" ou F 4- F' + F™. et Von déterminera son point d'application I, en divisant la droite I,A" en deux parties inversement proportionnelles aux forces R, et F". En continuant de cette manière, on obtiendra la résultante R de toutes les forces proposées; on voit que celte résultante est égale à la somme des forces proposées.
141. Nous avons supposé que les Forces parallèles sont toutes dirigées d a ns lj même sens. Si les unes agissent dans un sens, les autres*dans le sens opposé, on cherchera la résultante R' des premières, la résultante R" des secondes, et la question sera ainsi ramenée à la composition de deux forces parallèles R' et R" de sens contraires. Quand ces deux forces diffèrent, elles admettent une résultante R égale à leur différence. Quand elles sont égales et non directement opposées, elles n'admettent pas de résultante, et elles forment ce qu'on appelle un couple. Quand elles sont égales etdirectement opposées, elles se font équilibre.
142. Revenons au cas où les forces parallèles sont toutes dirigées dans le même sens, et appelons I le point d'application do leur résultante R.
Il résulte de la construction indiquée que la position de ce point est indépendante de la direction commune des forces parallèles, pourvu que l'on ne déplace aucun des poinls d'application ; car on a obtenu le point 1 en divisant la droite AA' en deux parties inversement proportionnelles aux forces F et F' ; si l'on change la direction des forces, la position du point I, ne changera pas. On a obtenu ensuite le point I, en divisant la droite IjA" en deux parties inversement proportionnelles aux forces R, et F" ; la position de ce point est indépendante de la
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direction des forces, et ainsi de suite. Ainsi, quelle que soit la direction des forces parallèles', on arrivera toujours au même point d'application I de la résultante R. Ce point d'application de la résultante des forces parallèles, qui est indépendant de la direction commune de ces forces, s'appelle le centre des forces parallèles.
On peut étendre celle définition du centre des forces parallèles au cas où les forces parallèles me sont pas toutes dirigées dans lemerae sens, pourvu -qu'elles admettent une résultante. â ..
On détermine par l'analyse la position "de ce point, à l'aide d'un théorème que nous alions démontrer.
Théorème d*l mOVMll dM tOXBH pwolltlei.
143. On appelle moment d'une force, par rapport à un plan qui lui est parallèle, le produit de la force par la distance de la force au plan.
Considérons d'abord deux forces parallèles et de même sens F et F', et leur résultante R {ftg. 105). Des points Fig. »f> d'application de ces forces abais-
sons des perpendiculaires sur un plan MN parallèle aux forces ; les moments des deux forces F et F' par rapport au plan MN sont les
/"î 1 ~" ('■ — 7 produits Fx AA', F' XBB'; le v i b / moment de la résultante est
1 — 1 — RX II'. Nous allons démontrer
que le moment de la résultante est égal à la somme dos moments des deux forces proposées.
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.Par .Je point I menons une droite CD parallèle à la droite A'B'j projeclktn Ac la droite AU sur le plan. Les deux triangles semlWibles I4C, IBD donnent les rapporls
« point 1 étante Joint
4" ÏA =
it d'application de ia résullante,
etparsuite FxAC=F'XBP.
Si dans celle égalité on remplace les longueurs AC et BD par les quantités égales
AC=CA'-AA'=II'-AA', BD=BB'-DB'=BB'-ir,
il vient
FX(U'~ A A') ^=F' X (BB'— Il ') :
d'où l'on déduit
(1) (F+F'JXIIWFXAA'+F'XBB'.
Ainsi, le moment de la résultante des deux forces parallèles F et F' est égal à la somme des moments de ces
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Si dans celle égalité on remplace les longueurs AC et BD par les quantités égales
d'où l'on déduit
(2) (F — F')xII — FxAA'— F'xBB'.
Le moment de la résultante est égal à la différence des moments des deux forces proposées.
Mais on peut comprendre ces deux énoncés en un seul. Si l'on regarde comme positives les forces qui agissent dans un sens, comme négatives celles qui agissent en sens contraire , on voit que la résultante 8. est égale à la somme algébrique des forces proposées, et que le moment de la résultante est égal à la somme algébrique des moments de ces forces.
Î45. Ce théorème peut être étendu à un nombre quel-
F X (AA'— H') = F'X (BB'-II
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conque de forces parallèles. Désignons par F, F', F'... les forces proposées, affectées chacune du signe + ou du signe — , suivant qu'elle esl dirigée dans un sens ou dans l'autre. Leur résultante R est égale à la somme algébrique des forces proposées, et l'on a
Menons un plan MN parallèle aux forces et tel que les points d'application, de toutes les forces et de la résultante soient situés d'jj|) même coté du plan. Si l'on appelle R, la résultante des deux forces F et F', on a, d'après ce qui a été démontré, •
m' de R=m' de F+ m' de F'.
Si l'on appelle R, la résultante des deux forces R, et F", on a de même
m' de R, = m' de R, + m' de F" ,
et par suite
m' de R,= m' de F+ m' de F'+ m' de F".
En continuant de cette manière, on voit que le moment de la résultante R de toutes les forces proposées est égal à la somme algébrique des moments de ces forces.
146. Nous avons supposé dans ce qui précède que le plan par rapport auquel on prend les moments laisse tous les points d'application d'un même côté. On fora disparaître celle restriction, en convenant de regarder comme positives les perpendiculaires AA', BB',... situées d'un côté du plan MN, comme négatives les perpendiculaires CC',... situées de l'autre coté (fig. 107).
Appelons z, à', a",... les perpendiculaires abaissées des
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ng. .oï. points d'application des forces pro-
••. •! ub-.fâ-i ( ^eiai posées sur le plan MN, perpendicu- .. -A) uarfi'u^ laires affectées chacune du Bigne
d'un même côte, et désignons par h la distance des deus plans MN, MU'. Si l'on prend les moments par rapport au plan MU', on a
(1) RxII"=FxAA"+F'xBB"+F"xCC"-l....
Mais on a aussi
Si l'on multiplie par h tous les termes de cette égalité, il vient
{2) RXA*=FXA + F'XA + F*X A+...
En retranchant l'égalité (2) de l'égalité (1) membre à membre, on obtient l'égalité
RX 0F- h)= FX (AA" — A)+ F' X (BB'-n h) .
F"X(CC"-A
La. différence des longueurs qui forme chaque parenthèse est égalo à la perpendiculaire abaissée sur le plan MN et affectée du signe + ou du signo — , suivant qu'elle est située d'un coté du plan ou de l'autre côté. On a ainsi
convenable, appelons de même Z la perpendiculaire abaissée du point d'application 1 de la résultante, et affectée du signe convenable. Menons un plan M'N' parallèle à MN et à uno dislance telle que ce plan laisse tousses points d'application
(3) RZ*=F*+F'*'+FV+...
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147. Voici comment on so sert de ce théorème pour déterminer le centre des forces parallèles. Par un point 0 menons trois plans perpendiculaires entre eux {fiy. 108). Appelons x, y, s les coordonnées du Fig . , DS . point d'application A de la force F; ,
x', y', z' celles du point d'application .a B de la force F', etc.; et enfin X, Y, Z
celles du point d'application I de la
résultante R. Le centre des forces pa- f / rallèles étant indépendant de la direction des forces parallèles, on supposera que ces forces deviennent parallèles successivement à chacun des plans des coordonnées, et on prendra les moments par rapport à ce plan. Si l'on rend les forces parallèles successivement à chacun des plans yoz, zox, xoy, et qu'on prenne les moments par rapport à chacun d'eux, on obtient les trois équations
(1) RY-Fy+F'y'-K-.
\ RZ=F^4-F'3'4-...,
qui déterminent les trois coordonnées X, Y, Z du centre des forces parallèles.
La grandeur de ia résultante est connue et donnée par la relation
148. Etant donné un système de forces parallèles, si la somme algébrique des forces n'est pas nulle, elles admettent une résultante il égale à cette somme. Pour déterminer la position de la droite suivant laquelle agit la résultante, il suffit de prendre les moments des forces par
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rapport il deux plans zoy, zox parallèles à leur direction; eu qui donne les deux équations
1 RX=Fx+F'x'+...
( ' 1 Kï—Fy + F'y'+...
Les valeurs de X et de Y qu'on en déduit déterminent une droite parallèle a oz ; c'est suivant cette droite qu'agit la résultante; on peut supposer la force appliquée à un point quelconque de cette droite.
Lorsque les forces proposées ont une somme algébrique nulle, elles n admettent pas de résultante; elles se réduisent à un couple ou se font équilibre. Si l'on appelle R' la résultante des forces qui agissent dans un sens, — R' la résultante des forces qui agissent en sens contraire ; X' et Y', X" et Y" les coordonnées des points d'application I' et I" de ces deux résultantes, et qu'on prenne les moments par rapport aux deux plans zoy, zox, on a
m I R'(T'— Y»)=Fy-t-Fy+...
Quand les deux résultantes R' et — R' sont directement opposées, elles agissent suivant une même droite parallèle à l'axe oz, et l'on a X'=X", Y'= Y". Les équations (4) se réduisent alors à
Fz+F'x'+...= o,
W 4 Fy+F'j
Réciproquement, quand ces deux conditions sont rem-
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Les droites, suivant lesquelles agissent les deux résultantes parliellesR', — R', coïncident; ces deux résultantes sont opposées et se font équilibre. Ainsi, pour que des Forces parallèles se fassent équilibre, il est nécessaire et il suffit que la somme algébrique des forces soit nulle, ainsi que la somme de leurs moments par rapport à deux plans parallèles aux forces.
Mais, lorsque l'une au moius des deux sommes de moments est différente de zvra, les droites suivant lesquelles agissent les résultants partielles R', — R' ne coïncident pas, et ces deux résultantes forment un couple.
CENTRES DE GRAVITÉ
149. Les poids des diverses molécules qui composent un corps solide sont des forces parallèles et de même sens; leur résultante, qui esl égale à leur somme, s'appelle [zpoirk du corps. Le point d'application de cette résul tante, ou le ceutre des forces parallèles, porte spécialement le nom de centre de givtvitê.
D'après ce que nous avons dit précédemment, il est clair que la position du centre de gravité dans le corps ne change pas, quand on donne au corps solide diverses positions; d'ailleurs, on peut remarquer que taire tourner le corps solide, sans changer la direction des forces, revient à changer la direction des forces parallèles par rapport au corps solide supposé immobile. Le centre de gravité d'un corps solide doit donc Être regardé comme un point parfaitement déterminé, situé à l'intérieur du corps et indépendant de la position du corps.
150. Nous avons défini ta masse d'un point matériel ou d'une molécule. La masse d'un corps est la somme des masses des différentes molécules qui le composent. Lorsque des parties de même volume dans le corps ont des masses égales, on dit que le corps est homogène, et l'on appelle densité du cr/rps la masse renfermée sous l'unité de volume, c'est-à-dire la masse d'un mètre cube. Ainsi, le poids d'un mètre cube d'eau étant 1000 kilogrammes, la densité de l'eau est égale à 1529, si y on appelle V le
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volume d'un corps homogène, d sa depsité, M sa masse, P son poids, on a
Quand un corps es! homogène, on peut concevoir sa masse comme répartie uniformément et d'une manière continue dans tout le volume occupé par le corps. Ou assimile ainsi, par la pensée, le corps à un volume continu, et on ramène la recherche du centre de gravité à une question purement géoœ étriqué.
Lorsqu'un corps a une épaisseur très-petite, si l'on l'ait abstraction de celle épaisseur , on assimile le corps à une surface; telle est, par exemple, une feuille de tôle très-mince. Quand des aires égales ont des masses égales, on dit que la surface est homogène.
De même, lorsqu'un corps a une épaisseur et une largeur très-petites, si l'on fait abstraction de ces deux dimensions, on l'assimile à une ligne; tel est, par exemple, un fil de fer très-mince. Quand des longueurs égales ont des masses égales, on dit que la ligne est homogène. Dans ce qui va suivre, nous ne considérerons que des corps homogènes, lignes, surfaces ou volumes.
151. Lorsqu'un corps homogène a un centre de figure 0, il es! clair que le centre de gravité coïncide avec le centre géométrique. On peut concevoir, en effet, que le corps soit composéde molécules ou de points ma. fintériels égaux m et m', placés deux à deux symétriquement par rapport au ceulreO {fy. 109). La résultante des poids desdeux points matériel s met m' est appliquée au milieu de la droite mm', c'est-à-dire au .
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centre du corps. En opérant de même pour chaque conptede points symétriques, on aura un certain nombre de forces appliquées au point 0 : la résultante totale est donc appliquée en cepoint. ''
De même, lorsqu'un corps homogène a un plan de. symétrie P {fig. 110 ), il est clair que le centre de gravité m» na. est s ' tu ^ dans ce P' an - 0" P™ 1 ' en
fot, regarder le corps comme composé de points matériels égaux m et m', symétriquement placés deux à deux par rapport au plan P; la résultante des poids des deux points matériels m et m'est appliquée au point i, milieu de i' et situe dans le plan P. On aura ainsi un certain nombre de forces parallèles ayant leurs points d'application dans le plan P ; le point d'application de leur résultante sera aussi situé dans le plan P.
Il résulte de là que le centre de gravité d'une ligne droite homogène est au centre, ou au milieu de la droite ; que le centre de gravité d'un cercle homogène coïncide avec le centre du cercle, et que de même le centre de gravité d'une sphère homogène coïncide avec le centre de la sphère.
Omit» de S r»vitû d'un (ri.Dgl..
la droite r,
152. Nous ferons remarquer d'abord que le centre de ru. m. gravité d'un parallélogramme ho-
„ c mogène coïncide avec le centre du parallélogramme, qui est le point d'intersection 0 des diagonales (fig. 111); on peut dire encore
L'.'i i ii:u"J !:,■
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que le centre 0 esL le milieu de lu. droite EF, qui joint les milieux de deux cotes parallèles.
. Considérons maintenant un triangle homogène ABC {fit/. 112); joignons le sommet A au milieu D du côté opposé BC; partageons la droite AD v\g. ut,
mi un certain nombre de parties égales; par les points de division D', D", ... menons des parallèles au côté BC, et par les points B', C, B", C, . . . où ces droites rencontrent les deux côtés AB et AC du trian- ■ ' " c gle, menons des parallèles à la droite AD, nous formerons ainsi un certain nombre de parallélogrammes. Le centre de gravité du premier parallélogramme est situé au milieu de la droite DD', qui joint les milieux de deux côtés parallèles ; le centre de gravité du second parallélogramme est situé de même au milieu de la droite D'D", et ainsi de suite. Les poids des divers parallélogrammes étant appliqués en des points de la droite AD, le centre de gravité de leur somme, ou le point d'application de la résultante, est situé aussi sur la droite AD. Supposons maintenant que l'on augmente indéfiniment le nombre des divisions de la droite AD, il est clair que la somme des parallélogrammes a pour limite l'aire du triangle ; on en conclut que le cenlre de gravité du triangle est situé sur la droite AD, qui joint le sommet A au milieu du côté opposé.
De mfime, le centre de gravité du triangle est situé sur la droite BE, qui joint le sommet B au milieu E du côté opposé AC {/ig. 113) ; il se trouve donc au point d'intersection G des deux droites AD et BE. Le centre de gravité devant aussi être situé sur la troisième médiane CF, on en
GD_DE_1 AG AB
Ainsi, la distance GD est la moitié de AG, ou bien est le tiers de AD.
On dira donc que le centre de gravité d'un triawjlc est sur une médiane, au tiers à partir de ta base.
153. On peut remarquer que le centre de gravité du triangle coïncide avec celui de trois masses égales placées aux trois sommets du triangle. En effet, la résultante des deux forces égales appliquées en B et C est une force double appliquée au milieu D de la droite BC [fig. 114). Pour Fi S .in. avoir le point d'application de la ré-
* sultante de la force simple appliquée Si \ en A et de la force double appliquée / ! ^ en D, il faut diviser la droite AD en
^_ 1 , \ deux parties inversement proportion-
* " c nelles aux forces, et par conséquent dans le rapport de 2 à 1 ; le centre de gravité des trois masses égales coïncide donc avec celui du triangle ABC. :
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Centre do graillé du (jiHnrttro d'un triangle.
154. Considérons le périmètre d'un triangle Ibrmé avec un fil matériel homogène (fig. 115). Les poids des trois côtés du triangle sont des forces Mg.iis.
parallèles appliquées en leurs milieux D,E, F, et proportionnelles aux longueurs des côtés; il faut trouver le point d'application de la résultante de ces trois forces. Le " c
point d'application H de la résultante des forces appliquées en E et F divise la droite BF en deux parties inversement proportionnelles aux forces, et par censéquent proportionnelles aux longueurs des côtés AB et AC, ou à leurs moitiés DE et DF ; on a donc
HÉ_AB_DE " HF^AC^DF
Dans le triangle DEF, la droite DH, qui divise le côté EF en deux parties proportionnelles aux côtés DE et DF, est bissectrice de l'angle EDF. 11 faut ensuite composer la forcé appliquée en H et la force appliquée eu D; le point d'application de la résultante, ou le centre de gravité cherché, est situé sur la droite DH. De même, le centre de gravité est 'nr . Li -uri.- dt * t.i . .'iri< .-„- lu iri-ti^lv l'EF. ■ ■ |ar conséquent à leur point d'intersection , c'est-à-dire ail cenfre du cercle inscrit dans ce triangle. Ainsi, le centre de g'ràmté du périmètre d'un tri/mt/k coïncide avec le centre du cercle inscrit daim k triai fj/c i/iii a. jiour sommets les milieux des côtés du triangle proposé.
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Canins de graillé d'un Inpaae.
155. Nous remarquons d'abord que le centre de gravité de l'aire d'un trapèze homogène ABCD {fig. 116) est si- Fis . H,. tué sur la droite EF qui joint les
h milieux des cotés parallèles. Eu ef- /f\ fet, prolongeons les côtés non paral- ' / \ lèles jusqu'à leur point d'intersection H; la droite HE, qui va du il milieu du côté opposé itr le milieu de la droite " parailèleDG. Le triangle HAB étant la réunion du trapèze ABCD et du triangle HDC, le poids de ce triangle est la résultante du poids du trapèze et du poids du triangle supérieur ; les points d'application des poids des deux triangles étant situés sur la droite HE, on en conclut que le point d'application du poids du trapèze, ou le centre de gravité du trapèze, est aussi situé sur celte même droite EF.
x Partageons maintenant le trapèze en deux triangles par la diagonale BD : le centre de gravité G' du triangle DAB est situé sur la médiane DE, au tiers à partir du point E ; le centre de gravité G" du triangle BGD est situé sur la médiane BF, au tiers à partir du point F. Si l'on regarde les poids des triangles comme des forces parallèles appliquées en ces points G' et G", le pointd'applicationdc leur résultante sera le centre de gravité du trapèze ; on en conclut que le centre de gravité G du trapèze est situé sur la droite G'G", au point où cette droite coupe ia droite EF.
On peut déterminer le centre de gravité du trapèze
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d'une manière plus simple, et ceci nous donnera l'occasion d'appliquer le théorème des moments des forces parallèles (n n 143). Appelons wetùles deux côtés parallèles ÂB etCD du trapèze, A sa hauteur. Le centre degravitéG' du triangle
DAB est à une distance j du côté AB, et à une dislance ^ du côté CD j de même, le centre de gravité fi" du triangle BGD est à une dislance^du côté CD, et à une distance y du côté AB. Nous désignerons par x et y les distances du centre de gravité G du trapèze à ces deux cotés AB et CD.
Par le côté AB, menons un plan perpendiculaire au plan du trapèze, et prenons les moments des forces parallèles par rapport à ce plan. Si l'on appelle p le poids de l'unité de surface, les poids des triangles DAB, BCD sont égaux à et ce ^ u ' ,m tra pcze à T'{ a '^ l 'V l _ Les moments des deux premières forces par rapport à la droite AB, c'està-dire par rapport au plan mené par cette droite, perpendiculairement au plan du trapèze, sont^^x^, ~-X~, celui du poids du trapèze est ff( a + ^)fc x x . on a l'équation
ou plus simplement
Si l'on prend les moments par rapport à la droite CD,
198 litre m.
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c'est-à-dire par rapport à un plan mené par cette droite perpendiculairement au plan du trapèze, on a de même
Ces deux équations déterminent x et y. Eu divisant membre à membre, ou obtient la relation
Tel est le rapport des distances GP, GQ du point G aux
deux côtés parallèles du trapèze [jig. 117). A cause des
triangles semhlahles
GEP, GFQ, le rapport
GE
est égal au prece-
1 dent. On en déduit la construction suivante:
prolongez le côte' AB d'une longueur BK égale à CD, le côté CD d'une longueur DL égale à AB, et joignez KL ; te point G oit la droite KL rencontre la droite EF est le centre de gravité du trapèze.. Les triangles semblables GEK, GFL donnent en effet
CoDlte de gr«<il6 du qiudrïlilftre.
157. Soit le quadrilatère homogène ABCD (fig. 118}. Partageons-le en deux triangles mg. na,
par une diagonaleBD, etjoignons les sommets A et C de ces triangles au milieu E de la base commune BD. Les centres de gravité G' et 6" de ces doux triangles ABD, CBD sont sur les médianes AE, CE, au tiers de chacune d'elles à partir de la base BD. En ces deux points sunf appliquées des forces égales aux poids des triangles et, par conséquent, proportionnelles à leurs surfaces ou à leurs hauteurs, puisque ia base BD est commune. Pour avoir le. centre de gravité G du quadrilatère, il faudra donc diviser la droite G'G" eu raison inverse des hauteurs; ces hauteurs étant proportionnelles aux deux parties AF, CF de l'autre diagonale AC, ou doit avoir
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purties égaies ; joignez les premiers points de division G G", àpartir du point E; .suc l'autre diagonale AC prenez une longueur AH égale à CF et joïgnezER; le point (Tinta-section G des droites G'G", EH est le centre de gravité du quadrilatère.
On suivrait la même marche pour trouver le cenlre.de gravité d'un polygone homogène quelconque. Après avoir décomposé le polygone en triangles par des diagonales, on chercherait le centre de gravité de chaque triangle et on supposerait appliquée en ce point une force proportionnelle à l'aire du triangle; la question serait ramenée ainsi à ia détermination delà résultante d'autant de forces parallèles qu'il y a de triangles.
158. Il est évident qu'une circonférence homogène a son centre de gravité au centre du cercle.
Considérons un arc homogène ACB (Jig. 119). Soit C le milieu de cet arc ; le diamètre OC coupant l'arc en' deux parties symétriques, il est clair que le centre de gravité G de l'arc de cercle est situé sur ce diamètre. Il s'agit de trouver la distance OG. Nous appellerons l ta longueur de l'arc ACB, p le poids de l'unité de longueur, et nous désignerons par x la distance cherchée OG. Imaginons l'arc ACIS divisé en un certain nombre de parties égales , et
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inscrivons dans Taro une ligne brisée régulière homogène; par le diamètre DE, parallèle à la corde AB qui sous-tcnd l'are ACB, menons un plan pcrpen dieu! aire au plan du cercle et prenons les moments par rapport à ce plan; nous dirons plus simplement que nous prenons les moments par rapport à la droite DE. Le poids d'un côté quelconque MN de la ligno brisée est appliqué au milieu I de ce côté; le moment de cette force, par rapport au diamètre DE, est le produit de la force p X MN par la perpendiculaire II'; le centre de gravité de la ligne entière est situé sur le diamètre OC; en appelant V la longueur de cette ligne, x la distance de son centre de gravité au point 0, et écrivant que le moment de la résultante est égal à la somme des moments des composantes, on a
ou plus simplement yésome. /'i'==ï (MH X II').
Nous transformerons le produit MN X II'. Du point N abaissons une perpendiculaire NN' sur le diamètre DE, et par le point H menons une parallèle MF a ce diamètre. Les triangles OU', MNFsont semblables, comme ayant les côtés perpendiculaires chacun à chacun, savoir : 01 perpendiculaire à MN; II' perpendiculaire à MF et 01' perpendiculaire à NF ; ces triangles semblables donnent les rapports égaux
MN MF
W~ ii"
d'où l'on déduit ... >^._^.
t>™L NNXIP=0IXMF=0IXM'N',
an remarquant que la longueur MFast égale àla longueur
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M'N', projection du côté MN sur le diamètre DE. Si l'on remplace le produit MNXII' par le produit egalOIxM'N', l'équation (1) devient
(2) /V=S (OIXM'N').
Lo facteur 01, rayon du cercle inscrit dans la ligne brisée régulière, étant commun à tous les termes, le second membre est égal au produit de ce facteur par la somme A'B' des projections des différents côtés de la ligue brisée sur le diamètre DE; mais la projection A'B' de la ligne brisée est égale à la corde AB qui sous-tend l'arc ACB, corde dont nous désignerons la longueur par a. On a ainsi
(3) " ^V=0IxA'B'=0IXa.
Supposons mai utenanl que In nombre des côtés delà ligne brisée augmente indéfiniment; la ligne briséo a pour limite l'arc ACB; le rayon 01 du cercle inscrit dans la ligne brisée tend vers lo rayon r du cercle proposé ; ou en conclut
(4) lx=r%a, d'où ï = î.
Ainsi, k centre de gravité d'un arc de cercle est situe sur le rayon qui divise turc en deux p-irtirs égales et sa distance ait centre est au rayon comme la corde qui sous-tend l'arc est à la longueur ik tare.
Cherchons, par exemple, le centre de gravité de la demi -circonférence DCE; on a ici «=ar, /=îir, d'où
»-=.' fcL.
159. À cause de la symétrie, le centre de gravite d'un secteur homogène OACB [fig. 120) |est situé sur le dîa-
Fig. 11*.
mètre OC qui coupe l'arc ACB eu deux parties égales. Divisons l'arc ACB en un certain nombre de parties égales ; par le milieu de chacun des arcs menons une tangente, de manière à former une ligue brisée régulière A'C'B' circonscrite à l'arc ACB. Le secteur polygonal OA'C'B' se compose d'un certain nombre de triangles isocèles égaux , tels que OMIS; le rayon OD, qui va du centre au point de contact D, est la médiane de ce triangle ; le centre de gravilé m, du triangle est situé sur la médiane OD, aux deus tiers à partir du centre. Du poiulO comme centre, avec un rayon OA, égal aux deux tiers du rayon OA, décrivons un arc de cercle A,C,B, compris entre les rayons OA et OB qui limitent le secteur; les rayons OA, OM, ON, OC,... qui divisent l'arc ACB en parties égales, diviseront aussi l'arc A,C,B 1 en un même nombre de parties égales ; le point m„ centre de gravité du triangle OMS, est situé au milieu de la division correspondante. Ou peut supposer la masse de chacun des triangles concentrée en sou centre do gravité ;
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c'est commD si l'on avait des molécules égales m, m,, m x , m t ,m v m s , distribuées uniformément sur l'arc A,C,B,. Supposons maintenant que l'on augmente indéfiniment le nombre des divisions de l'arc ACB, le secteur polygonal OA'C'B' aura pour limite le secteur OACB ; les molécules (■gales, distribuées uniformément sur l'arc A, 0,6,, et dout (e nombre augmente indéfiniment, formeront une ligne matérielle homogène. On en conclut que le centre de gravité G du secteur OACB coïncide avec celui de l'arc de cercle A,C,B,.
Si. l'on appelle r le rayon OA, / la longueur de l'arc ACB, « celle de la corde AB et x la distance OG, le rayon
OA, étant égal à ~, l'arc A.C.B, est égal à ~ t la corde
A,B, à et l'on a, d'après la formule démontrée précédemment,
On demande, par exemple, le centra de gravité d'un
demi-cercle. On fera a = %r, l=vr ;d'où x=
On obtiendrait le centre de gravité d'un segment, en considérant le segment comme la différence entre un secleur et un triangle.
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160. Il est évident que le centre de gravité d'un parallélipipède homogène coïncide avec le centre du parai J*:l i— pinède.
Soit un prisme triangulaire homogène AliCA'B'C [fig. 121 ). Menons la médiane AD du triangle ABC ; divisons-la en un ecr- vi B . m.
tain nombre de parties égales; par les points de division , menons des plans c' parallèles à la face latérale BCC'B' du prisme, et, par les points où ces plans rencontrent les arêtes AB, AC, conduisons des plans parallèles au plan DAA', nous inscrirons ainsi dans le prisme triangulaire un certain nombre de parallélipipcdcs.
Le centre de chacun de ces parallélipipèdes est situé dans le plan DAA', et aussi dans le plan A.B.C, qui divise les arêtes latérales du prisme en deux parties égales; il est situé par conséquent sur larnédiane A,D, du triangle A^G,. Le centre de gravité de la somme des parallélipipèdes est donc situé sur la médiane A,D,. Si l'on augmente indéfiniment le nombre des divisions de la médiane AD, la somme de s p arallél i - Fig. m.
a pour li
que le centre de gravilé du prisme trian-j gulaîre est situé sur
tes le prisme tria ngu- /j\ . /ï\ ■.<.■■ ■/ 1 laire; on en conclut
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la médiane A,D ( . Etant situé de môme sur chacune des autres médianes, il coïncide avec le centre de gravité du triangle A.B.C, tfiff. 122). On peut dire aussi que le centre de gravité du prisme est au milieu dé la droite G 'G* qui joint les centres de gravité des bases parallèles du prisme.
Onlrt» àn gravité d'an priitno queloonq.De.
ICI. Considérons maintenant un prisme quelconque homogène {/iy. 123). A l'aide de plans diamétraux, on f igi le divisera en un certain nombre de
prismes triangulaires. Far le point A,, milieu d'une arête latérale AA', menons un plan parallèle aux plans des bases; ce plan coupera leprisme suivant un polygone AjBjG^,, égal aux bases du prisme. D'après ce que nous venons de dire, les centres de gravité des prismes triangulaires ABEABE', BCÉB'G'E', CDECD'E' coînciilent avec les centres de gravité G„ G,, G, des triangles A,B,E,, B,C,E„ C.D.E,. Il faut en ces points appliquer des forces égales aux poids des prismes triangulaires; mais ces poids sont proportionnels aux volumes, et par suite aux surfaces des bases A,fr,E„ B,C,E, , C,D,E, , puisque lahanteur est lamême. Aux centres de gravité G, , G„ G, des triangles sont donc appliquées
en conclut que le centre de gravité du prisme coïncide aVéc le centre de gravite G du polygone A,B,C,D;. '"■ : " ; ''' il est évident que les contres do gravité des sections ptf-
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rallcles sont situes sur une même droite parallèle au\ arêtes latérales du prisme. On voit par là que le centre de ijrnillè. G du prisme est au itti/ict/ di> la droite qtn joint les centre/* de grauiti G', G" des dette dates ï
Ce théorème peut être étendu à un cylindre homogène quelconque ; car le volume du cylindre est la limite du volume d'un prisme inscrit dans le cylindre, quand on augmente indéfiniment le nombre des côtés de la base, du manière quo chacun d'eux tende vers zéro. Les centres de gravité G', G" des bases du prisme tendent vers les centres de gravité des bases du cylindre, et le centre de gravité du prisme vers ceiui du cylindre.
Cuira de btutIIS d'un lilnidn.
102. Soit bBtt)(fi</. 124) un tétraèdre homogène. Joignons le sommet A au centre de gravité E de la face opposée BCD; divisons ta droite AE en un certain nombre de parties égales, et, p;u- les points de division E', E'', E'", .... menons des plans parallèles au plan BCD ; ces plans couperont le tétraèdre suivant des IrinnglesB'C'D', B"C"D", ...,semblàblagau triangle BCD. Il est évident, a cause de la similitude, que les centres de gravité de ces triangles sont situés en E', E'',E", .... sur îa droite AE qui joint le sommet A au centre de gravité E de la base BCD. Par les .points B', C, D' menons des droites parallèles ù la
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droite AE jusqu'à leur rencontre avec le plan BCD, de manière à former un premier prisme triangulaire, ayant pour base supérieure B'CD'. Par ies points B", C, D" menons de même des droites parallèles à AE jusqu'à leur rencontre avec le plan B'CD', de manière à Tonner un second prisme triangulaire, et ainsi de suite. Le centre de gravité du premier prisme est au milieu de la droite E'E, qui joint les centres de gravité des deux bases; celui du second prisme est de même au milieu de la droite E*E', et ainsi de suite. Il en résulte que le centre de gravité de la somme des prismes est sur la droite AE. Si maintenant on augmente indéfiniment le nombre des divisions de la droite AE, il est clair que la somme des prismes a pour limite le volume du tétraèdre proposé. On en conclut que le centre de gravité du tétraèdre est situé sur la droite AE qui joint le sommet A au centre de gravité de la face opposée.
De même, le centre de gravité du tétraèdre est situé sur la droite BF, qui joint le sommet Ban centre de gravité F de la l'ace opposée ACD (fig. i25 ) ; il est doue à l'inter- Ft ( .m. section des deux droites AE, BF.
i . . . * Soit I le milieu du côté CD; le
point E est sur la droite Bl, au tiers à partir du point !; de même le point F est sur la droite AI, au tiers à partir du point I ; les deux droites AE, BF, situées dans un même ï- plan ALB, se rencontrent en un point G. Dans le triangle ALB, la droite EF, qui divise les deux côtés IA et IB dans le même rapport, est parallèle au troisième côté AB et en est le tiers;
les deux triangles EGF, AGB sont semblables et donnent les rapports égaux
GE EF i_
AG AB
la distance GE est le tiers de AG, ou le quart de AE.
103. On peut remarquer que le centre de gravité d'un tétraèdre coïncide avec celui.de quatre masses égales placées aux quatre sommets. Eu effet, nous avons vu déjà que le ceatro de gravité de trois masses égales placées aux trois sommets du triangle BCD coïncide avec le centre de gravité E de ce triangle. Pour trouver le point d'application de la force simple appliquée en A et de Ja force triple appliquée en E, il faut diviser la droite AE dans le rapport de 3 à i, ce qui donne bien le point G, centre de gravité du tétraèdre.
164. Une pyramide quelconque peut être décomposée en pyramides triangulaires par des Fie l3( plans diagonaux. Divisons l'arête SA s (fig. 126} en quatre parties égales, et par le premier point de division À„ à partir de ia base, menons un plan parallèle au plan de la base; ce plan coupera la pyramide suivant un polygone A.B.C.DJï,, semblable au polygone de base ABGDE. Le centre de gravité de la pyramide triangulaire SABE est situé sur la droite qui joint
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le sommet S au centre de gravité '!e la buse ABE, et au quart à partir Je la base; il coïncide donc 'avec' le centre de gravité G | du triangle semblable A,B,E,. De même, les centres de gravité des pyramides triangulaires SBCE, SCDE coïncident avec les centres de gravité G,, G s des triangles B,G,B t , C.D.E,. Il faut, en ces points G„ G a , G„ appliquer des forces égales a\i\ poids des pyramides triangulaires; mais ces poids sont proportionnels aux volumes et par suite aux suiinues des bases, puisque la hauteur est la même, ou encore aux surfines des triangles A,B,E„ B^.E,, C,D,E,. On en conclut que le centre de gravité de la pyramide proposée coïncide avec le centre de gravité G dit polygone À'.B.C.D.E,.
Soil G' le centre de gravité du polygone ABCDE. En vertu de la similitude, le centre île gravité G du polygone A.B.C.D.E, est sur la droite SG', au quart à partir de la base. On dira donc, d'une manière générale, que le centre de gravité dune }>>ji--iiiti<lr- ii.t>mo<jhtr <j><i;lcmtque est situé sur la droite qui joint le sommet au centre de gravité de ta base, et au quart à partir de la base.
Ce théorème s'étend évidemment à un cône.
Il est facile maintenant de trouver le centre de gravité d'un solide homogène quelconque. On décomposera le solide en pyramides; on déterminera le centre de gravité de chacune d'elles, et on y supposera appliquée une Force égale au poids de la pyramide. Il suffira ensuite de trouver le point d'application de la résultante d'autant de forces parallèles qu'il y a de pyramides.
Conlre lie gr«iilê d'un, Iront, de pjramldo.
165. Si l'on coupe une pyramide par nu plan parallèle à la base, on obtient un tronc de pyramide (fiy. 127).
CBNTBKS PB lîKAVrrf- ; 2H
La droite qui joint le sommet S au -centre de gravité G' de la base supérieure, passe par le centre fis. in. de gravité G'' de la base supérieure. Le centre de gravité G, de la pyramide totale est situé sur cette droite, ainsi que le centre de gravi lé G, de la pyramide supérieure; le poids de la. pyramide totale étant la résultante du poids di- lit pyramide supérieure et du poids du tronc de pyramide, le centre de gravité G du tronc devra être situé sur la droite G,G„ ou G'G". On voit par là que le centre de gravité G du tronc de pyramide est situé sur la droite G'G™ qui joint les centres de gravité des deux bases parallèles.
Pour déterminer dans quel rapport le point G divise la droite G'G", nous appliquerons le théorème des moments des forces parallèles. Appelons S la surface de la base supérieure, S' celle de la base inférieure, x et y les distances du centre de gravité G aux deux bases ; nous désignerons, en outre, par H la hauteur de la pyramide totale, et par H' celle de la pyramide supérieure. Les volumes des deux pyramides étant proportionnels àH a et H' 5 , elles poids étaul proportionnels aux volumes, on peut représenter les poids des deux pyramides par H 1 et H' 1 . Prenons les moments par rapport au plan de la hase, et écrivons que le moment du poids de ia pyramide totale appliqué en G, est égal à la somme des moments du poids du tronc ot du poids de la pyramide supérieure appliqués eu G et G' a , nous aurons
W x|=(H'- II>-HI"([I-H'+ 1);
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d'où » lin** - »'
(1) 4(H ! -.H> = H l -4aé"+3H».
Prenons maintenant les moments par rapport au plan de la base supérieure ; les deux points d'application G et G, sont situés d'un côté de ce plan, le point G, de l'autre coté; pour appliquer le théorème, nous regarderons les dislances des deux premiers points au plan comme positives, celle -du troisième point comme négative, ce qui nous donnera l'équation
d'où
(2) 4 [W— II ") y = H"- 4 H 'ff H- 3 H".
Le second membre de l'équation (1) est divisible une première fois par H — H', et l'on a
H 1 — 4Hff 1 4-5ff'=(H-H r )(ff+H , ff.+HH' i --3H ,, )î
le quotient étant divisible une seconde fois par H— H', il vient
H i -4HH' J +3H"=(H-H'^H'+2HH'+5H' , ).
Si l'on remarque que le second membre de l'équation (2) se déduit du premier membre de l'équation (1) par la permutation des lettres H et H', on écrira de suite
Les deux équations (1) et (2) deviennent ainsi
4(H"— H")a = (H— H')' (H* -H 2HH'4-3H?*), 4(ir-H'% = (H-HT(U*+2HH'+3H'), ni-
On en déduit «
W y~ ff , + aïIH r +3H' -
Les surfaces S et S' des bnscs étant proportionnelles à H* et à 0", et par suite les longueurs H et H' étant proportionnelles à VS et à /S', la formule précédente s'écrira'
w y S'+ a Kss'+3S
On déterminera, par exemple, le centre de gravité d'un tronc de cône à base circulaire, à l'aide de la formule
x r*+ an-+ 3r'' dans laquelle r et r' désignent les rayons des bases.
t66. Considérons la zone engendrée par l'arc ÂB tournant autour du diamètre OD {fig. 128)- La portion CD du diamètre comprise entre les plans des cir- Fl[ , ÎSi conférences décrites par les extrémités de l'arc AB est la hauteur de la zone. Si par le diamètre OD on mène deux plans quelconques , ces plans étant des plans de symétrie, le centre de gravité de la zone sera situé dans chacun d'eux , et par conséquent sur le diamètre OD, qui est leur intersection. Il tombe, en outre, entre les points C et D ; car il est évident que, lorsqu'un corps est placé tout entier d'un même côté d'un ■
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plan , son centre do gravité est placé aussi de ce coté du plan ; la zone étant comprise entre les deux plans CA, DB, sou centre de gravité sera compris entre les points C etD. Je dis qu'il est au milieu de la droite CD. En effet , divisons la droite CD en un certain nombre de parties égales, et par les points de division E, E', E", . • ■ menons des plans [n:i'pi'iii]ir.u [aires à CD, ces plans diviseront la zone en un même nombre de parties égales. Le centre de gravité de la aone engendrée par l'arc AF est situé sur la droite CE, eulre les points C et E ; de même, le contre de gravité de la zone FF' est en un point de la droilu EE', et ainsi do suite.
Il faut regarder les poids des zones partielles comme des forces égales appliquées, une à cliaque division de la droite CD. Il est clair que, si l'on déplace tous les points d'application sur la droite CD, dans un même sens, on déplacera aussi le point d'application de la résultante, dans le même sens. Amenons en C le point d'application qui est entre C et E, en E celui qui est entre E et E F , en E' celui qui est entre E' et E", et enfin en E" celui qui est entre E" et D; après ce déplacement, le point d'application de la résultante sera en i, au milieu de la droite CE"; il en résulte que le centre de gravité cherché est à droite du poiul i. Amenons de même en E le point d'application qui est entre C et E, en E' celui qui est entre E cl E', en E" celui qui est entre E' et E", et enfin en D celui qui est entra E" et D ; après ce second déplacement, le point d'application sera eu (', au miiieu de la droite DE; il en résulte que le centre de gravité est à gauche du point ("', Le centre de gravité est donc entre les deux points i et i', qui sont situés du part et d'autre du milieu de la droite CD et dont in distance ii' est égale à une division. Si main-
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tenant l'on augmente indéfiniment le nombre des divisions, l'intervalle iï se resserrant de plus en plus, on en conclut rjue le cetUre de la zuw coïncide avec le milieu dr. sa iututmr CD.
Par exemple, le centre de gravité de la surface d'un hémisphère est nu milieu du rayon.
Centra d« g"'»* ««leur .phiclquo.
167. Comme dernior exemple, cherchons le centre de gravité du volume engendré par le secteur AOC tournant autour d'un diamètre OC {fit/. 12'J); il est évident d'abord que le diamètre OC , étant un axe de symétrie, ou l'intersection de deux plans de symétrie, contient le fi centre degravitê.Du point 0 comme centre, avec un rayon égal aux trois quarts du rayon OA, décrivons une sphère; le oôue AOB détachera sur cette sphère une zone A;C,B,. Décomposons la zone ACB en un grand nombre de. parties équivalentes ; les surfaces coniques, ayant pour sommet le centre 0 de la sphère et pour hases ces portions équivalentes delà zone, diviseront aussi la zone A.C.B, en partie équivalentes , et décomposeront le secteur sphérique en petits volumes équivalents.
Afin de préciser le raiiiitnieuieul, nous désignerons para l'un dos éléments de la zone ACB, par a, l'élément correspondant de la zone A/^B, et par v le petit volume qui a pour base a. Menons un plan tangent en un point de la petite sur i'ace a, et sur le contour de cette surface prenons trois points tels, que le plan passant par ces trois points
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laisse toute la surface a à l'extérieur; si l'on rernplace..la surface a par le premier plan, on augmente le volume » et on éloigne son centre de gravité du centre de la sphère; si on la remplace, au contraire, par le second plan, ou diminue le volume v et on rapproche son centre de gravité du centre de la sphère; on a ainsi deux petits cônes à base plane comprenant le volume v ; les centres de gravité de ces deux cônes sont situés très-près de là surface a,, l'un à l'extérieur, l'autre a l'intérieur. Et quand on augmente indéfiniment le nombre des divisions de la zone ACB, les centres de gravité des deux cônes tendent vers un même point limite situé sur la zone A,C,B,. En concentrant la masse de chacun des volumes v en son centre de gravite, on a autant de molécules égales distribuées uniformément sur la surface de la zone A.t^B, ; on en ■ -conclut que le centre de gravité du secteur sphérique coïncide avec celui de la zone A.C.B,, et par conséquent est situé au milieu de la hauteur C,D, de la zone.
168. Proposons- no us d'évaluer une ligue plane AB tournant au' située dans son plan {fiij. 130). lu m. m. sec dans la
; décrite
par,
e droite X'X me ligne brirho. Soit MN l'un des éléments de la ligne brisée ; la droite MN engendre la surface latérale d'un tronc de c6ne ; cette surface a pour mesure la cireonférenceengendrée pat le milieu I de.MN, multipliée par le cô téMN du tronc.
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La surfaca engendrée par la ligne brisée a doue pour expression ■ ■ ■' ■-- ■ ■ ■ -■ • i ••■ >' -"-
le signe S s'élendant à lous les éléments de la ligne brisée. Imaginons que la courbe AB et la ligue brisée soient des lignes matérielles homogènes, dont le poids de l'unité de longueur est égal à l'unité; désignons par lell, les longueurs de ces lignes, et par y et y t les distances de leurs centres de gravité à l'axe X"X. Le centre de gravité de la droite MN coïncidant avec son milieu 1, le produit MN x 1K est le moment de cette droite par rapport à l'axe X'X; la somme des moments des divers éléments étant égale au moment du poids total de cette ligne appliquée en son centre de gravité , on a
et par suite la surface engendrée par la ligne brisée a pour expression an/,y, ou /, X ^ity,' Concevons maintenant que l'on augmente indéfiniment le nombre des côtés de la ligne brisée, de manière que chacun d'eux tende vers zéro, l'expression précédente aura pour limite IXiiry- Ainsi, la surface engendrée par une ligne plane tournant autour d'un axe situé dans son plan est égale à la longueur de cette ligne multipliée par la circonférence i/ue décrit son centre de gravité:
Comme application, cherchons la surface du tore engendré par un cercle de rayon r tournant autour d'un axe situé dans son plan, à une distance a du centre du cercle plus grande que le rayon. D'après le théorème précédent, la surface de ce solide a pour mesure la circonfé-
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rence sur du cercle mobile , multipliée par la circonférence ara* décrite par son centre, c'est-à-dire ffiw.
169. Proposons-nous maintenant d'évaluer [o volume engendré par une aire plane tournant auteur d'un axe X 'X situé dans son plan \fi<j. loi ). L'aire plane est comprise entre deux ordonnons AB et CD perpendiculaires à l'axe; divisons la [droite BD en un certain nombre de pal lies égales, et par les points de division menons des ordonnées perpendiculaires. Par les points M et N, où l'une des ordonnées rencontre le contour de l'aire, menons des droites MM', NN', jusqu'à l'ordonnée suivante ; le volume engendré par le rectangle MSN 'M', étant égal à la différence des cylindres engendrés par les deux rectangles MPPUt', NPPTM', a pour mesure
ff(lP— HP ) X PP', «u *(MP- NP} (MP + ÏÏP) x PP'.
La distance IK du centre de gravite 1 du rectangle
préciVlenle devient donc
îttMN.IK.PP', ou 3 7rMNN'M'XlK,
et le volume engendre par la somme des rectangles a pour expression _ .
anS(MNN'M' y IK).
Appelons S l'aire plane proposée, y la distance de son centre de gravite a. l'axe, S, la somme des MctanglaSj y, la distance du centre de gravité de celle somme à l'axe, on a, d'après le théorème des montants,
S,y, = S(MNN'M'xlK), et le volume engendré par la somme des rectangles a pour mesure arcS,y t ou S, X vny,. Si l'on augmente indéfiniment le nombre des divisions de la droite BD, la somme S, des rectangles a pour limite l'aire [imposée S. et le volume engendré a pour limite S X my- Ainsi, le volume engendré par une tire plane tournant autour d'un axe situé dans $o?i plan est é.yàl à l'aire mu/tîplice par la circonférence que décrit son rentre de gravité.
Le volume du tore a pour mesure r.r 1 X ma ou anVo.
170. Nous avons délini le centre de gravité d'un corps solide : c'est le point d'application de la résultante des poids des divers pointa matériels qui composent le corps; afin de trouver cette résultante, il est nécessaire de supposer les points matériels liés invariablement les uns aux autres, c'est-à-dire le corps solide; le centre de gravité est un point parfaitement déterminé du corps solide et indépendant de la position du corps. Considérons maintenant une masse fluide, liquide ou gazeuse; concevons la masse solidifiée dans la forme qu'elle occupe à un certain moment et cherchons le centre de gravité du corps solide ainsi obtenu, nous aurons ce qu'on peut appeler le centre de gravité delà masse fluide à ce moment. Si la masse fluide change de forme, le centre de gravité se déplace luimême à l'intérieur.
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171. Proposons-nous d'évaluer le travail de la pesanteur, quand un corps vient d'une position À à une position A' i/i/j. 132); Appelons p le poids d'une molécule Fii. ni. quelconque m, z sa distance à
un plan horizontal fiie MN, P !e poids total du corps, et Z la dis- /^~Ht\ — I tance de son centre de gravité à ^-f-( _L_ ce plan. En appliquant le théorème des moments des forces pa- 1 ' rallèles, nous aurons
(1) PZ=2/>3,
le signe £ s'étendaut à toutes Ie3 molécules du corps. Après le déplacement du corps, la molécule »ï vient en m'; soit G' le centre de gravité du corps dans sa nouvelle position; appelons z' la distance du point m' au plan MN, Z' celle du centre de gravité G', nous aurons de même
(2) PZ'=S^'.
Si l'on retranche, membre à membre, l'équation (2) de l'équation (1), en ôtanl de chaque produit pz le produit pz' qui correspond à la même molécule, il vient
La longueur = étant l'abaissement de la molécule m, le produit;; {z — z') est le travail du poids de cette molécule; le second membre est la somme des travaux des poids de toutes les molécules; c'est le travail total développé par la pesanteur. On voit donc que, dans le déplacement
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d'un corps quelconque, lasommedes travaux dus aux poids des différentes moliailc* qui C'iiiijiosetU le corps est égale au poids total multiplié par le déplacement vertical du centre de gravité.
Le travail total est positif ou négatif, suivant que le centre de gravité s'abaisse on s'élève; certaines molécules peuvent s'abaisser, d'autres s'élever; le travail' de la pesanteur est positif pour les premières, négatif pour les dernières. Lorsque le centre de gravité lésie daus le même plan horizontal, le travail total est nul ; il y a, en quelque sorte, compensation entre les travaux positifs et les travaux négatifs des diverses molécules.
À UN CORPS SOLIDE
172. Dans le premier chapitre de ce livre, nous noua sommes occupés de la composition des forces concourantes et des forces parallèles; nous nous occuperons raainteuanl de la composition d'un système quelconque do forces appliquées à un corps solide et des conditions d'équilibre. Mais auparavant nous établirons quelques principes qui nous seront utiles.
Nousdirons qu'un corps solide est libre, lorsqu'on'peul le déplacer d'une manière quelconque dans l'espace. Il est évident que, si une seule force agit sur un corps solide libre en repos, elle le fera mouvoir d'une certaine manière. Lorsqu'on fixe un point 0 d'un corps solide {fig. 135), Fi S . uj. le corps ne peut que tourner autour de ce point. Supposons qu'une seule force F agisse sur le corps eu repos.
Si la droite suivant laquelle agit la force passe par le point 0, oo pourra transporter la force au point 0 ; alors elle sera détruite par la résistance du point fixe, et le corps Testera en repos. Mais, si la direction de la force ne passe pas par le point 0, la force fera tourner le corps autour de ce point d'une certaine manière.
Lorsqu'on fixe deux points 0 et 0' d'un corps solide (/;'</. 134), ou lixe par là même la droite 00', et le corps ne peut que tourner autour de cette droite, dans un sens ou dans l'autre. Supposons qu'une seule force F agisse sur
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le corps en repos. Si la direction île la force rencontre l'axe en un point I, la force, transportée au point 1, sera détruite par la résistance de ce poinl fixe, et le corps .
reslera en repos. Si la force F est parallèles l'axe 130', comme il n'y a pas de raison pour que lo corps tourne dans un sens plutôt que dans l'autre, le corps restera encore en repos ; la forco tend simplement à faire glisser le corps le long de l'axe, mouvement qui est empêché par !a résistance de i'axe. Dans les deux cas précédents, la force est dans un môme plan avec l'axe ; mais, si la force F n'est pas dans un même plan avec l'axe, c'est-à-dire n'est pas située dans le plan mené par son point J'upi'lkaliuii A tA Vw. 00', il est clair qu'elle fera tourner ie corps autour de t'axe, du eôlé vers lequel elle est dirigée.
173. Cherchons les conditions d'équilibrede deux forces Pet F' appliquées en deux points A et B d'un corps solide {/>//. 155). Nous supposerons le corps en repos; dire quo les forces se font équilibre, c'est dire Fig , que le corps restera en repos. Le corps étant en repos, si l'on lixe un ou plusieurs de ses [Kiinls, il est clair que le repos ne sera pas troublé et que, par conséquent, l'équilibre subsistera. Fixons le point A, la force F sera détruite par la résistance de ce point lixe ; nous avons maintenant un corps solide ayant un poinl lixe *"el sollicité par une seule force F' ; d : après ce que nous avons dit, pour que le corps reste en repos,- il est nécessaire que celle force F' passe par
le point A. Les deui forces F et F', étant appliquées au même poiulA, ont une résultante R ; si l'on rend de nouveau le corps libre, celte foroe unique R, qui remplace les deux forces proposées, fera momoir le corps et il n'v aura pas équilibre. Il est donc nécessaire, pour l'équilibre, que cette résultante soit nulle, c'estr-à-dire que les deux forces F et F' soient égales et opposées. Ainsi. pour que deux forces se fassent équilibre sur un corps solide libre, il faut que ces deux forces soient égales et opposées.
174. Cberchons maintenant les conditions d'équilibre de trois forces F, F', F" appliquées eu trois points A, R, C d'un corps solide libre (fig. 156 ). Le corps étant sup- Fig. i3s. posé en repos, il restera en repos.
L'équilibre ne sera pas Lroublé, si l'on fixe deux points quelconques r du corps. Fixons le point G et un point quelconque D de la droite F'; la force F" est détruite par la résistance du point fixe C ; de môme, ia force F', que l'on peut, supposer appliquée en D, est détruite par la résistance de ce point. Nous avons actuellement un corps ayant un axe fixe CD, et sollicité par la seule force F: pour l'équilibre, comme nous l'avons vu, il est nécessaire que la force F rencontre l'axe CD en un point E, ou lui soit parallèle. En fixant le point C et un autre point D' de la droite F', nous verrons de même que la force F rencontre la droite CD' en un point E' ou lui est parallèle. Ainsi, la force F rencontre les deux droites CD, CD', ou bien rencontre l'une*t est parallèle à l'autre. On en conclut que celte force est située dans le plan CDD', et par conséquent que les deux forces F et F sont
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d;ui H un munie plat., passant par le point d'application G délai troisième force F". Mais comme ce poitti C est un po*nt quelconque de la droite F", il un résulte que les trois forces son! dans un même plan; Ainsi, mir première r.mi-
jio/ir que trou force* se fassent rqmtibrr ..
corps taiùk Mire, c'est qui- tes trois for, titnis Uil même plun.
Si les trois forces situées dans le morne plan ne sont pas parallèles, doux au moins, par exemple FetF' (/»/. 137), se coupent on uti point 0 et admet- „. >M teut une résultante Fl appliquée au point 0. Pour l'équilibre, la force F" doit être éfçale et opposée à celte résullantoR; elle passera donc aussi par le point 0, et l'on est ramené nu cas de t..^-.,» trois forces appliquées â un mime point matériel 0 (n n 95).
Si les trois forces sont parallèles, deux au moins, patexemple Fet F', serout de même sons el admettront une résultante égale à leur somme : la troisième force F" doit être égale et opposée à cette résultante.
175. On démontre par des con sidéra lions anal oguesijuc, lorsque quatre forces F, F, F", F* (fig. 138), appliquées à un corps solide, se fout équi- fi S . m,
libre, ces quatre forces sont. t, situées sur une surlace réglée du second ordre. Menons h "J ■■ Â une droite MN qui rencontre * / % \ — -f- — les trois premières forces, et Y '
ikons cette droite. Les trois premières forces étant, détruites par la résistance de la droite, il faut, pour lequi-
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libre, que la força F" rencontre l'aie en un [joint E ou lui soit parallèle. Si l'on fait glisser la droite MN sur les trois forces F, F, F", celle droite engendre une surface du second ordre; In force F", rencontrant la droite mobile dans chacune de ses positions, est située sur la même surface. La surface du second ordre est, en général, un hyperbo- Joïde à une nappe; les quatre forces F, F', F", F"' appartiennent à un même système de génératrices. Si les trois premières forces sont parallèles à un même plap, la surface est un paraboloide hyperbolique, et la quatrième force est aussi parallèle à ce même plan.
176. On déduit de ce qui précède plusieurs conséquences i m porta ti les. Et d'abord, deux forces F et F {fuj. 159), Pig.ii*. appliquées à un corps solide libre et non situées dans le même plan, n'admettent pas de résultante unique; car, si les deux forces F et F' admettaient - une résultante R, elles seraient tenues en équilibre par la force — R égale et opposée à R, ce qui est impossible, x forces F et F' ne sont pas dans un même
177. Deux forces F et — F, égales, parallèles et de sens vig. no. contraires, mais nou opposées, ii'ad-
tB . mettent pas non plus du résultante *-2^vp \f~ F unique. En effet, si les deux, forces [X | E f et —F étaient tenues en équilibre A par une force — R (/ïff. 140), ces trois
1 forces seraient situées dans un même
l plan. Supposons que la force — R ne
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iï deux autres forces, Îgs deux forces eu D, admettent une résultante S qui e avec la force F. Cette résultante S
de 'résultante unique. On a appelé couple l'ensemble de ces deux forces (n Q 130).
. 118. Après avoir établi ces préliminaires, considérons un système quelconque n e . m.
de forces F, F', F",F",... appliquées en différents points A, B, C, D, ... d'un corps solide {'fiff. 141). Nous ferons voir que l'on peut réduire ces forces, d'abord à trois, puis à deux.
Prenons dans le corps trois points arbitraires, non en ligne droite, 0, 0,, 0,, que nous joindrons àehaeun des peints A, fl, C, ... par des lignes droites. Décomposons la
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force F eh Irois forces, dirijurt:.- resj)«i:tivement-simant les druites OA, 0,A, O t A. Il suffit pour cela de construire un parallélipipède ayant la force F pour diagonale cl ses arêtes dans les direolioii; indiquées ; puis, déplaçant le point d'application de chaque force sur sa direction, transportons ces composantes, la première au point 0, la deuxième au point 0,, la troisième au point 0,. Décomposons de même !a force F' en trois forces, dirigées suivant les droites OB, 0,B, 0,B, ei transportons ces forces eu 0, 0,, 0,, et ainsi de suite. Nous obtiendrons ainsi trois faisceaux de forces appliquées, les premières au point 0, les deuxièmes en 0,, les troisièmes en O s . Les forces appliquées en 0 ont une résultante R,, les forces appliquées en 0, ont une résultante R 5 , et de même les forces appliquées en 0, ont une résultante R 3 . Le système des forces proposées est ainsi remplacé par le système des trois forces R,, II,, R,, appliquées en trois points arbitraires 0, 0,, 0, du corps solide.
Nous avons décomposé la force F en trois forces, dirigées suivant les droites OA, 0,A, 0,A; celle décomposition est possible toutes les fois que le point A n'est pas situé dans le plan des trois points 0, 0,, 0,; car alors les trois droites forment un trièdre, et l'on peut construire ie paraliéb'pipède dont la diagonale est F. Si le point A était situé dans le plan 00,O a , sans que la force F y l ut elle-même, on déplacerait le point d'appbcalion de la force F sur sa direction, de manière à l'amener hors du plan. Si la force F était située dans le plan, on la décomposerait en deui forces dirigées suivant les droites OA, 0,A, à i'aide d'un parallélogramme.
1 79. Nous avons remplaeé les forces proposées par trois
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forces R,, R,, R,, appliquées en trois points arbitraires 0, 0,, 0,. Voyons maintenant comment on réduit ces trois forces, à deux. Soit OL {/ig. 142) la droite d'intersection du plan mené par le point 0 et r la -force B,, et du plan mené par le point Oet la force B,. Prenons un point 0' arbitrairement sur cette droite. La force R,, située dans le premier plan, peut être décomposée en deux forces, dirigées suivant les droites 00„0'0„ à l'aide d'un parallélogramme; noustransporteronsees d'euxeomposantes, l'une au point 0, l'autre au point O'.Do même, la force R,, située dans le second plan, peut être décomposée en deux forces, dirigées suivant les droites 00,, O'O^etnous transporterons ces deux composantes, l'une en 0, l'autre en 0'. Nous avons maintenant trois forces appliquées au point 0, et deux appliquées en 0'; les trois premières ont une résultante R, les deux autres une résultante R'. De cette manière, le système des trais forces R,, R„ R 5 , et par conséquent le système des forces proposées, est remplacé par le système des deux forces R, IV. Si les deux forces R,, R 3 élaii-nl situas dans un même plan avec le point 0, on mènerait par le point 0 une droite quelconque OL dans ce plan.
180. Il y a une infinité de manières de réduire le système ries forces proposées à deux résultantes. Nous remarquons d'abord que, sans déplacer les joints d'application Oet 0' des deux résultantes, on peut faire varier ces deux résultantes. Concevons, en effet, que l'on appliqneaux deux
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extrémités de la droite 00' \/ig. 145) doux forces égales et Fis-(«. ■ opposées/et— //iesdeuxforcesR et /, appliquées en 0, donnent 'une ' résultante S ; les deux l'ornes R' et — /, appliquées eu 0', donnent une résultante S' ; la système des deux forces R, R' est ainsi remplacé par système équivalent des deux forces 8, S'. La résultante S' est située dans un plan déterminé, ie plan mené par le point 0 et la force R'.
Le point d'application 0 de la première résultante est un point arbitraire du corps solide; laissant ce poiutOlixe, on peut déplacer le point 0' à volonté sur la droiteO'S', et par conséquent daus le plan OO'R'. ■
181 . Eu général, les deux résultantes R et R\ auxquelles on ramène toutes les forces proposées, ne sont pas situées dans un même plan; dans ce cas, comme nous l'avons vu n° 11C, ces deux forces n'admettent pas de résultante unique ; en d'autres termes, il est impossible de tenir en équilibre, avec uue seule force, ces deux résultanteson (e système des forces proposées. Ainsi, de quelque manière qu'on s'y prenne pour opérer la réduction des forces, on n'arrivera jamais à une résultante unique. m*. 144. Examinons le cas où les deux résultantes R et R', auxquelles on ramène les forces j proposées, sont situées dans un même plan. Si ces deux forces ne sont pas parallèles, elles se rencontrent eu un point i (fiij. 144),et donnent une résultante unique S appliquée au point 1.
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SI les deux résultantes sont parallèles, sans être égales et de sens contraires, elles admettent aussi une résultante unique, Lorsque les deux résultantes sont parallèles, égales et de sens contraires, elles n'admettent pas de résultante unique et elles ferment un couple. Enfin, quand les deux résultantes sont égales et directement opposées, elles se font équilibre.
Telles sont les diverses circonstances qui se présentent dans la composition des forces appliquées à un corps solide.
Condition» d'f-quilibro d'un earpt mnlito.
182. A l'aide de ce qui précède, il nous est facile de trouver les conditions d'équilibre d'un système de forces appliquées à un corps solide.
Supposons d'abord le corps solide libre dans l'espace. Si l'on ramène les farces proposées à tleux résultantes, comme nous l'avons expliqué, ta condition nécessaire et suffisante pour que les forces proposées ii fissent équilibre: sut- le corps solide libre, c'est que les deux résultantes soivnf êqaks et opposée* (n° 175).
Supposons main tenant le corps solide assujetti à tourner autour d'un point fixe. Si l'on prend ce point fixe pour point d'application de l'une des résultantes R, cette force R étant détruite par la résistance du point fixe, il est nécessaire et il suffit, pour l'équilibre, que l'autre résultante R'passo aussi par ce point (11° 172(. Les deuv résultantes étant appliquées au point fixe admettent une résuitaute unique passant eu ce point. Ainsi, la 'condition nécessaire et suffisante pour que des forces se fassent équilibre sur un corps solide ayant un point fixe, c'est que ces forces se réduisent à. une résultante unique passant en ce point. Cette
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résiliante unique est la pression que supporte le point Use.
Euliu , lorsque le corps solide est assujetti à tourner autour d'un axe fixe, on peut prendre un point de l'aie pour point d'application de l'une des résultantes. Cette première résultante étant détruite par la résultante du point fixe, il est nécessaire et il suffit pour l'équilibre que l'autre résultante soit située dans un même plan avec l'axe (n° 172). Ainsi, la condition nécessaire et su/fixante pour que des forces se fassent équilibre sur an corps ayant jgi axe fi.ee, c'est quelles m- réduisent à deux ri su! tantes, l'une appliquée en un point de l'axe, t autre située dans tm même plan avec taxe.
183. Les conditions d'équilibre, que nous venons de donner, nécessitent la détermination des deux résultantes ; on pourrait y arriver par une construction synthétique ; mais, en général, il est plus commode de traduire ces constructions géométriques par des équations analytiques. Quelques notions nouvelles nous sont ^nécessaires pour cela.
Lorsque plusieurs forces sont situées dans un même plan, on appelle moment de chacune des forces par rapport à un point du plan le produit de cette force par la perpendiculaire abaissée du point sur la force. Ainsi, le moment de la force F par rapport au point 0 est le produit de cette force par la perpendiculaire OD abaissée du point 0 sur la direction de la force (fiq. -145). Le moment est égal au double de l'aire du triangle OMA, lequel a pour sommet le point 0 et pour base la droite MA qui représente la force. Si l'on prend OM pour base, le double dé
cohpositiqn pEs.Fo«e£S.Ai>PUQUÉEs a us corps a l'aire île ce triangle a aussi pour. me- nu sure le produit de la base OM par la v hauteur du triangle, qui «si égale à la .
projection MA'du la droite MAsuruna droite MX perpendiculaire à OM. Ainsi, on peut dire que le moment de la force F appliquée en H, par rapport au point 0, est le produit de la distance OM par la projection MA' de la force sur une droite perpendiculaire à OM.
Lftrsque plusieurs forces appliquées au point M sont situées dans le même plan, il convient de donner des signes aux moments. Si l'on regarde le point 0 comme un point fixe, chacune des forces tendra à faire tourner le plan autour du point 0 dans un sens ou dansl'autre. Menons par le point M une droite X'X perpendiculaire à OM et projetons les forces sur celte droite, il est clair que les forces qui se projettent dans la direction M X font tourner dans un sens, et que celles qui se projettent dans la direction MX' lbnt tourner en sens contraire. Si l'on regarde les premières projections comme positives, les autres comme négatives, on conviendra de donner au moment de chaque force le signe de sa projection. D'après cela, le moment de chaque force est égal, en grandeur et en signe, au produit de sa projection par la distance OM.
184. Celaposé, considérons deux forces F et F' appliquées à un même point matériel Mjjïy. 146) ; leur résultante R est représentée par la diagonale MG du parallélogramme construit sur les longueurs MA et MB qui représentent les deux forces proposées. Le moment do chacune de ces forces par rapport à un point quelconque 0,
pris dans lo plan du : parallélogramme, estégal, comme dous l'avons vu, au produit de la projection de la force sur la -roheX'X perpendiculaire il OH par In distance OM. Mais on sait que la projection de la résultante R est Égale à la somme algébrique des projections des ileux forces F et F' ; on en cnndlill que le moment de In résultante est égal à la somme algébrique des moments des deux composantes.
Lorsque le poiul 0 est situé sur la résultante, la «Huilante ayant son moment nul, les moments des deux forces F et F' sont égaux et de signeï contraires.
185. On appelle moment d'une force par rapport à une droite ou axe quelcompie lo produit de la projection de la force sur un plan perpendiculaire à l'axe par la plus courte dislance entre la force et l'axe. Soit F une force appliquée an point H ; OZ, un axe quelconque {fiy> 147) : par le point M menons un plan P perpendiculaire à l'axe; projetons la force F sur le plan P, et du point 0, où le plan P coupe l'axe, abaissous une perpendiculaire OC sur ta force F,, projection 1 de la force F; cette droite OC est
égale et parallèle à la perpendiculaire commune AI) entre la force F ei t'aie 02, et mesure la plus courte distance dé ces deux droites. Le moment de la force F par rapport à t'axe OZ est lo produit do sa projection ¥ l sur le plan P par ta plus courte distance OC ; on voit que le moment est îe mémequeccïuidela projeelionF.parrapporî au prdfitO.
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Il convient du donner en Bigne au moment. Imaginons que l'axe OZ et Jo point d'application M de la force tassent partie d'un corps solide assujetti à tourner autour de l'axo: on regardera comme positives les forces qui tendent à faire tourner le corps dans un sens s comme négatives, celles i|ui tondent à le faire tourner en sens contraire. Si l'on décompose la force F en deux forces, l'une F, perpendiculaire à l'axe, l'autre F, parallèle à l'axe, cette dernière tendant simplement a faire glisser le corps le long de l'axe, cl étant détruite par la résistance de l'axe, on n'aura à tenir compte i|ue de la force F, ; ainsi la force F produit la même rotation autour de l'axe OZ que sa projection F, sur un plan perpendiculaire. D'après cela, nous pourrons affecter les moments des forces autour de l'axe OZ de* mêmes signes que les moments de lours projections par rapport au point 0.
Nous remarquons que le moment de la force F par rapport à l'axe OZ ne peut Être nul que de deux mani& res, soit que la projection F) soit nulle, ce qui a lieu quand la force est parallèle à l'axe, soit que la plus courte dîstsnoe. sait nulle, ce qui a lieu quand la force rencontre l'axe ; on un mol, le moment d'une force par rapporta un axe est nul, quand la force est dans un même plan avec l'axe.
1 86. Considérons deux (orces F et F' agissant sur un poiiil matériel M, et appelons 11 leur résultante. La projection H, de la résultante sur le pian P perpendiculaire a l'axe OZ est la résultante des projections F, et F', des deux forces proposées. Mais nous avons démontré (n u 184) que, dans le plan P, et par rapport au point 0, le moment de la résultante 11, est égal à la somme algébrique des mo-
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mente des deux forces F, et F',; on eu conclut que, par rapport à l'axe OZ, le moment Je la résultante R est égal à la' somme algébrique des moments des deux forces proposées F et F'.
Ce théorème peut être étendu à un nombre quelconque de forces appliquées à un même point matériel, et nous dirons que le moment de la résultante, par rapport à un axe quelconque, est êijal à la somme aii/élirique des moments des composantes.
187. Considérons maintenant un système de forces F. F', F", ... appliquées en différents points d'un corps solide. Nous avons expliqué (n" i78) comment oo ramène d'abord toutes ces forces à trois résultantes R,, R,, R,. appliquées en trois points arbitraires 0, 0,, 0, du corps. Pour cela, nous avons décomposé la force F, .appliquée en A, en trois forces dirigées suivant les droites OAjO.A.O.A. Nous remarquons que la projection de la force F sur un axe quelconque est égale à la somme algébrique des projections de ses trois composantes, et que le moment de celle force, par rapport au même axe, est égal à la somme algébrique des moments de ses trois composantes. Nous avons transporté ces composantes sur leurs directions, l'une en 0, l'autre en 0,, la troisième en 0, ; il esl clair que, quand ou déplace le poinl d'application d'uDe forée sur sa direction, sa projection, ou son moment par rapport à un aie quelconque, ne changent pas. Nous avons ensuite cherché la résultante R, des forces appliquées en 0, la résultante R, des forces appliquées en 0,. et la résultante R, des forces appliquées en 0, ; la projection de chacune de ces résultantes sur un axe quelconque est égale à la somme des projections de ses composantes, et de môme
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le moment de chacune ilo ces résultâmes, par rapport au même axe, est égal à somme îles moments de ses composantes. Il résulte de là, 1° que la somme des projections des trois résultantes R,, B„ R 3 sur un axe quelconque est égale à k somme 'les projections <] lV forces proposées ; 2° que la somme des moments des trois résultai! les, par rapport au même axe, est égale à la somme des moments des forées proposées.
Nous avons ramené ensuite ( n° 179) les trois forces R,, R l5 R, à deux résultantes R, R'. Pour cela, nous avons décomposé chacune des forces R, et R, en doux composantes, dans le plan passant par cette force el le point 0, déplacé ces doux composantes sur leurs directions pour les amener, l'une en 0, l'autre en 0', puis composé les trois forces appliquées en 0 el les deux forces appliquées en 0', ce qui donne les deux résultantes R et R'. Or, ces opérations, comme nous l'avons vu, ne changent, ni la somme des projections, ni la somme des moments. De là, ou conclut les deux théorèmes suivants :
Théorème 1. Quand un système de forces appliquées à un corps solitli: u été réduit, à d.eur. résultantes, la somme des projections des de.u.r résultantes s/a- un axe quelconque est égale à la somme, des projections des forces proposées.
Théorème II. La. somme des moments de ces deux résultantes, par rapport à un axe quelconque, est égale à la somme des moments des forées proposées.
188. Voyons ce que deviennent ces théorèmes, quand les forces proposées se font équilibre sur le corps solide (n° 182). Si le corps solide est libre, les deux résultantes étant égales et opposées, leurs projections sur un axe
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quelconque sont égales et de signes contraires; leurs momenis, par rapport au même axe, sont aussi égaux et de signes contraires. Ainsi:
Corollaire I. Lorsque dus forces se font équilibre sur un corps solide libre dans [espace, \° la somme de leurs projections sur un uxc quelconque es/ nulle; 2" la somme de leurs moments, par rapport à mt axe quelconque, est nulle.
Lorsque le corps solide a un point fixe, les forces admettent une résultante unique passant en ce point; le moment de cette résultante, par rapport à un axe quelconque mené par ce point, est nul, car la plus courte distance de la force à l'axe est nulle. Il en résulte :
Corollaire H. Lorsque des forces se font équilibre sur un corps solide ayant un point fixe, la somme des moments des forces, par rapport à un axe quelconque passant pille point fixe, est nulle.
Lorsque le corps solide a un axe fixe, les forces se réduisent à deux résultantes, l'une appliquée en un point de l'axe, l'autre située dam; un même plan avec l'axe. Le moment de la première résultante, par rapport à l'axe fixe, est nul ; le moment de la seconde résultante est nul aussi. Cela est évident, quand elle rencontre l'axe ; lorsqu'elle est parallèle à l'axe, sa projection sur un plan perpendiculaire à l'axe étant mille, son moment est encore nul. Ainsi :
Corollaire DI. Quand des forces se font équilibre sur un corps solide ayant un axe fixe, la somme de leurs moments, par rapport à -tissu fixe, est nulk.
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189. Nous pouvons maintenant, à l'aide de ce qui précède, établir par des cquiiiions les conditions nécessaires et suffisantes pour l'équilibre des tarera appliquées à un corps solide. Supposons d'abord le corps solide libre dans l'espace. Par un pomlarbilraireOde l'es|>ace, menons trois axes rectangulaires Ox, Qy, Os (/iy. 148). Appelons a, b, c les angles que la force F fait avec Hg. us.
les nses,.*', y, z lescoordonnéesdeson *| point d'application, p, q, r les plus !
courtes distances de cette force aux | axes. Appelons de même a', />', c' les y s angles que la force F' fait avec les / axes, etc. Si les forces se font équili- " bre, la somme des projections sur chacun des axes élant nulle, ainsi que la somme des moments par rapport à chacun d'eux, on a les six équations
IS(Fcosffl)=o, / 2(FsinaX/>)=o,
S(FeoaÈ)=o, (2) J s(Fsin * x g) = °, S(Fcosc)=o, ( S(FsincXr)=-o.
en donnant à chaque moment le signe convenable.
La réciproque est vraie : quand des forces, agissant sutun corps solide libre, vérifient ces six équations, il y a équilibre. En effet, on peut réduire toutes ces forces à deux résultantes II et R', dont l'une soit appliquée au point 0. Appelons A, D, C les angles que fait la première résultante avec les axes, A', B', C ceux que lait la seconde résultante. La somme des projections des deux résultantes sur chacun des trois axe-test égalti à la somme des projections
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des forces proposées. Ces dernières sommes étant nulles par hypothèse, on a
R cos A + R' cos À'= t> ,
RcosR + R'cosB'^o,
RcosC-r-R'eosC'=o;
on en déduit
cos A nos B cosC R'
cobA' - cosB'~~ eosC'^~ R"
Le nouveau rapport
/cos* A -f- cos 5 B + cos- C _ ^ ^ ± l/"i;o= A '+ cos ; U'4- cos" C '
forme avec les trois première, est ■égal à chacun d'eux: on prendra — i, puisque le quatrième rapport — ^ osl négatif. On a ainsi
R'=R, cosA'=— cos A, cosB'=— cosB,cosC'= — cosC,
ce qui apprend que les deux résultantes sonl égales et de sens contraires.
La somme des moments des deux résultantes, par rapport à chacun des axes, est égale aussi à la somme des moments des forces proposées; ces dernières sommes étant nulles par liypollièse, les premières le sont également. La résultante R passant par le point 0, son moment par rapport à chacun des axes es! nul ; il en résulte que le moment de la seconde résultante R', par rapport à chacun des axes, est nul. Mais on sait que, lorsque le moment d'une force par rapport à un axe est nul, celte force rencontre l'axe ou lui est parallèle ; il peut arriver que la force R' soit pa-
coOToamoN des forces appliquées a on coups solide. 241 rallèle à l'un des trois axes; mais alors elle rencontrera les deux autres, et passera par leur point d'intersection 0. Les deux résultantes R et R\ qui sont égales et de sens contraires, étant appliquées au même point 0, se font équilibre. Ainsi, quand des forces, agissant sur un corps solide libre, vérifient les six équations (i), ces forces se font équilibre.
190. Supposons actuellement que le corps solide ait un point fixe 0. Menons par ce point trois axes rectangulaires Ox, Oy, Qz. Si les forces proposées se font équilibre, la somme de leurs moments, par rapport à chacun des axes, est nulle, et l'on a les trois équations
IS(FsinoX^)=0, S{FsiniX?) = 0, l(¥siacxr)=0.
La réciproque est vraie : quand des forces, agissant sur un corps solide ayant un point fixe 0, vériûent les trois équations (2), il y a équilibre. En effet, on peut réduire ces forces à deux résultantes, dont l'une R soit appliquée au point 0. En vertu des équations (2), le moment de la seconde résultante R', par rapporta chacun des trois axes, étaDt nul, cette force R' passe par le point 0 ; les deux forces R et R' se réduisent ainsi à une résultante unique appliquée au point fixe 0, et il y a équilibre.
191. Considéronseufinlecasoùle corps solide a un axe fixe. Prenons un point quelconque 0 de cet axe pour origine des coordonnées, et cet axe lui-même pour axe des s. Si les forces proposées se font équilibre, la somme de
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leurs moments, par rapport à l'axe fixe, est nulle, el l'on a l'équation
(3) S(Fsincx»-)=0-
Réciproquement, quand l'équation fô) est vérifiée, il y a équilibre ; car si l'on réduit les forces proposées à deux résultantes, dont l'une II soit appliquée au point 0 de l'axe fixe , en vertu de l'équation (3), le moment de l'autre résultante II', par rapport à l'axe Os, étant nul , cette force sera située dans un même plan avec l'axe, et par conséquent il y aura équilibre.
En résumé, les conditions nécessaires et suffisantes pour l'équilibre des forces appliquées à un corps solide, s'expriment par six équations, quand le corps solide est libre; par trois équations, quand le corps solide a un point fixe; et enfin par une seule équation, quand le corps solide a un axe fixe.
Les équations
) des moments renferment les plus courtes distances des forces à chacun des trois axes ; mais il est clair que chaque force est définie complètement par les coordonnées x, y, % de son point d'application M(/fy.l 49), 8a grandeur F, el les angles a, b, c qu'elle fait avec les axes; on doit donc pouvoir exprimer les moments de chaque force à l'aide dea quantités que nous venons d'énumérer.
Il est nécessaire de faire une convention sur les signes à donner aux moments. Par rapport à l'axe Gz t nous re-
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garderons comme positifs les moments îles forces qui tendent à faire tourner le corps autour de cet axe de Oy vers Oz; comme négatifs, les moments des forces qui tendent à faire tourner en sens contraire. Par rapport à l'axe Oy, nous regarderons comme positifs les moments des forces qui tendent à faire tourner le corps autour de cet axe de Ôa vers 6t. Par rapport à l'axe Os, nous regarderons comme positifs les moments des forces qui tendent à faire tourner le corps autour de cet axe de Oa- vers Oy.
Construisons le |i;indlt-]i|ii|inln nviun;jl>' dont la diagonale est OM ; tes trois arêtes OA, OB, OC de ce parallélipipède, affectas des signes ciiuvenablrs, sont les coordonnées du point M. Décomposons la force F en trois composantes F, = Fcos«, F, = Fcosi J F,=Fcose, parallèles aux axes; le moment de la force F, par rapport à chacun des axes, est égal à la somme des moments de ses trois composantes. Évaluons les moments par rapport à l'axe Oa\LaforeeF 1 étant parallèle à l'axe, son moment est nul. La force F s est perpendiculaire à l'axe Ox; la perpendiculaire commune entre celte force et l'axo est la droite AL, qui, affectée d'un signe emivenuldfi, est la coordonnée y; la valeur absolue du moment est donc celle du produit Fj X y- Si la force F i et la coordonnée y sont positives, comme l'indique la ligure, on voit que la force tend à faire tourner le corns autour de l'axe Qs, de Oy vers Os; le moment est positif, et égal à V t X y ouFycosc. Il est clair que, si la force F. change de signe, elle tend à l'aire tourner le coqis en sens coulruire, et que par conséquent le signe du moment changu également. De même, si la coordonnée y change de signe, la furee tendant à faire tourner le corps autour de l'axe en sens contraire, le mohient change de signe. On en conclut que le moment de
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la force F„ par rapport à l'axe Or, est exprimé' dans tous les cas par Fy cos c, avec le signe convenable. La force F, esi perpendiculaire à l'axe Ox; sa plus courte distance est AK ou 2. Quand la force F, et la coordonnée s sont positives, on voit que la force tend à faire tourner le corps autour de l'axe (te de Oz vers Oy; le moment est négatif; il a pour valeur, dans tous les cas, — Fs cos b. Ainsi, le moment de la force F, par rapport à l'axe Or, a pour expression F (y cos e — zca&b). On verrait de' même que le moment, par rapport à l'axe Oy, est F {z cos a — xcosc), et par rapport à l'axe Oa, ¥{xcosb — ycosfl). De cette manière, les trois équations (2) s'écrivent sous la forme
il F (y cos c — s cos b) — 0, SF(s cosu — rcosc) = 0, ïF(rcosi — ycosa) = 0.
193. Nous avons démontré directement (n° 187) que, lorsqu'on réduit à deux résultantes un système de forces appliquées à un corps solide, la somme des projections des forces proposées sur un axe quelconque est égale à la somme des projections des deux résultantes, et que' de même la somme des moments des forces proposées, par rapport au même axe, est égale à la somme des moments des deux résultantes. Ceci est pour ainsi dire évident, et c'est à l'aide de ces deux théorèmes ton dam en taux que nous avons établi les équations d'équilibre. On a coutume de déduire ces deux théorèmes de la considération du mouvement virtuel, et du travail correspondant des forces.
Lorsque les points d'un système sont liés entre eux d'une certaine manière, ou appelle mouvement virtuel tout dé-
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placement^possible, c'est-à-dire compatible avec les liaisons du système. Considérons, par exemple, un seul point matériel ; si ce point est libre, tout déplacement dans une direction quelconque est un moment virtuel. Si le rtoint matériel est assujetti à re'sier sur une surface ou sur une courbe donnée, tout déplacement sur la surface ou sur la courbe est un moment virtuel.
194. Dans ce qui suit, nous supposerons les déplacements ou les mouvements virtuels très-petits, et nous prendrons les travaux élémentaires des forces pour ces déplacements très-petits. Reprenons la définition du travail dans le cas général (n° 125), c'est-à-dire lorsque la force est variable et que le point d'application décrit une courbe AB (fig. 150). Nous avons inscrit dans la courbe une ligne polygonale d'un très-grand nombre de côtés très-petits : soit MM' l'un des côtés, F la valeur de la force au point M, a l'angle qu'elle l'ait avec la tangente MT, a, l'angle qu'elle fait Avec la direction du côté MM'; nous avons appelé travail élémentaire de la force F, pour le déplacement très-petit
FX HM'X cosa,,
et travail dé la fore 'pour le- déplacement AB, la limite de la somme des iravMfc èlrîmèntaires.
Afin dé donnerai 1 ! théorèmes un sens plus précis, il convient de modifier la définition du travail élémentaire: en désignant par M le temps que le mobile met à parcourir l'arc MM ', et par v la vitesse du mobile au point H,
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vitesse dirigée suivant la tangente MT, nous appellerons travail élémentaire de la force F, pendant le temps trèspetit Ai, le produit
Fwcosa.Ai.
C'est le travail qui aurait lieu si, pendant la temps Al, la force était constante et le mouvement recliligne et uniforme ; car, si le mobile se mouvait d'un mouvement rectiligne et uniforme avec la vitesse v qu'il a au point M, il décrirait sur la tangente MT une longueur MM', égale à tiAi : à ce déplacement correspond un travail FuAi cos a, la force étant supposée constante. Celle modification dans la définition du travail élémentaire n'apporte aucun changement dans lu définition du travail total; ou peut dire encore que le travail de la force F, pour le déplacement AB, est égal à la limite de la somme des travaux élémentaires.
195. Pour le faire voir, nous nous servirons d'un théorème qui est d'un usage fréquent en mathématiques, c'est
quantités très-petites, dont chacune tend vers zéro et dont le nombre augmente indéfiniment, ne change pas quand on remplace chacune de ces quantités par une autre dont le rapport à la première a pour limite l'unité. Soient
deux suites de quantités positives qui se correspondent deux à deux. On sait que la valeur de la fraction
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est une moyenne entre les valeurs des fractions
c'est-à-dire est comprise entre la pluspetite el la plus grande de ces tractions. Nous supposons que, lorsque les quantités «, a', a", ... b,b', à" tendent vers zéro, tandis que ieur nombre augmente à l'infini, chacun des rapports (2) tend vers l'unité; il est clair quo le rapport (l),qui est compris entre le plus grand el le plus petit des précédents, tend aussi vers l'unité. Si donc l'une des doux sommes
«-ha'-t-«M-..., b+b'+& i +...
a une limite, l'autre aura la même limite.
Sous avons défini le travail de la force F, pour le déplacement AB du point d'application, !a iimitedela somme
Considérons la somme
£(F«cosa.A().
Le rapport d'un terme de la première s correspondant de la seconde est
quand bf. tend vers zéro, ce rapport a pour limite l'unité. Les deux sommes ont donc la même limite.
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mons à un système de points matériels ud déplacement virtuel très-polît pendant le temps àt; soit MM' le déplacement du point matériel M {fig. 151 ). La limite du rap-
t -51 , quand M tend vers zéro, est la
vitesse virtuelle v du point M, vitesse dirigée -* T suivant ia tangente MT ; (e travail élémentaire FvcosaAî, te! que nous venons de le définir, est ce que nous appellerons le travail virtuel de la force F agissant sur le point H ; c'est le travail de la force F supposée constante pour un déplacement MM', égal à vM, suivant la tangente.
Nous avons démontré (d° 128) que, pour un déplacement recliligne quelconque, le travail de la résultante de plusieurs forces appliquées à un même point matériel est égal à la somme des travaux des composantes. Ce théorème s'applique évidemment aux travaux virtuels. .
197. Nous avons démontré ensuite (n° 136) que l'on peut déplacer le point d'application d'une force sur sa direction. Nous allons faire voir que ceci ne change pas le travail élémentaire de la force. Soit AB Jfig. 152) une Fis. droite de longueur invariable, à la-
quelle on fait éprouver un déplace- |" V X>. >B . ment quelconque, et que l'on trans-
TfO s 'v P orte ^ e ' a P 03 ^' 011 a * a portion t t_ / V" voisine A'B' pendant le temps àt.
Menons par le point A' une droite A'B,, égalée! parallèle à AB; on peut concevoir que la droite aélé d'abord transportée parallèlement à elle-même, d'un mouvement de translation, de ia position AB à la position parallèle A'B,. et qu'ensuite elle a tourné autour d'un axe mené: par le
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point A' perpendiculairement au plan B.Alï', pour venir dans la position 1 A'B'. Sur la droite BB, prolongée prenons
une longueur BD, égale au rapport ou ^ , e'est-
à-dire à la vitesse moyenne AC, du point A ; à partir du point D,, sur une parallèle à la corde B,B', prenons la
longueur D,E, égale au rapport et .joignons BE,.
A cause de la similitude des deux triangles BB,B', BD,E,, la droite BE, sera sur le prolongement de BB', et
l'on aura BE ( = 5jj , c'est-à-dire que la droite BE, représentera la vitesse moyenne du point B. Faisons maintenant tendre A; vers zéro : les droites AC, et BD,, égales el parallèles, ont pour limite des droites AC et BD égales et parallèles {ftg. 155); l'angle A'B.B' devenant droit, la droite D,E, a pour limite une droite DE n e . .53. perpendiculaire à AB. Les droites AC elBE représentent les vitesses v et v' des points A r V""--, et B; la projection de la droite BE sur la V"""k droite BA est égale à la projection de fa *\ droite 1 BD, plus la projection de la droite DE. Cette dernière projection étant nulle, F * <■ puisque la droite DE est perpendiculaire à BA, il en résulte que la projection de la droite BE est égale à celle de BD, el par conséquent à celle de la droite AC. On conclut de là que, lorsqu'une droite se meut dune mu- 7tière quekonqiui dans l'e-ipaee, /es projections des vitesses de deux points quelconques A et B de lu droite sur ta droite elle-même sont égales .
Supposons qu'une force F, agissant suivant la droite BA, soit appliquée en A ou eu B ; appelons 3 et « les angles
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que font avec la droite BA les vitesses AC%t BE des pointa A et B, les projections de ces vitesses sur la droite BA.éUnt égaies, on a
uC0Sa=u'C0Sa'; si l'on multiplie ces deux quantités égales par Fàl, on a les deux produits égaux
Fi>cosct.A(=Fc'cpsa'.Ai.
Ainsi, le travail élémentaire de la force F resle le'même, que la force soit appliquée en A ou en B.
198. Pour réduire à deux résultantes un système de forces appliquées à un corps solide, nous avons décomposé chacune des forces proposées en trois autres, dirigées suivant les droites qui joignent le point d'application k trois points 0,0,, 0, pris à volonté dans le corps solide, puis déplacé le point d'application de chacune des composantes sur sa direction, et réuni les composantes appliquées en ch'acun dos points 0, 0,, 0,; nous avons ensuite réduit ces trois résultantes à deux par des opérations analogues. Imaginons que l'ou imprime au corps solide un déplacoroentquelconquedaus l'espace: les opérations précédentes n'allèrent pas la somme des travaux élémentaires; on en conclu! :
Théorème 111. Lorsqu'on réduit à deux résultantes un système de forées appliquées à vn corps solide, la somme des travaux élémentaires de ces deux résultantes est égale à la somme des travaux élémentaires des forées proposées, que! que soi/ le déplacement du corps solide dans F espace.
199. Ce théorème comprend, comme cas particuliers, les deui théorèmes 1 et 11 (n° 187). On ce von s d'abord qne
COMPOSITION DES ÏCJBCBS APPLIQUÉES A UN COBP8 SOLIDK. 251
l'on donne, au corps solide ou mouvement de translation rectiiiguG et uniforme, parallèlement à une droit* ou axe quelconque ; tous les points du corps auront la même vitesse v parallèle à cette. droite ; si l'on appelle a, d, df ... les angles que font avec l'axe les forces proposées F, F', F* A et A' ceux que font les résultantes Ret R' avec cette même droite, et si l'on écrit que la somme des travaux élémentaires des deux résultantes est égale à la somme des travaux élémentaires des forces proposées, on aura
R cos A . u Ai + R' cos A', v Ar= sFcosa. r Ai, ou, en divisant tous les termes par uA/,
R eos A -t- R' cos A '— S Fcos a.
Ainsi, la somme des projections des deux résultantes sur une droite quelconque, est égale à la somme des projections des forces proposées.
yOU. Concevons maintenant que l'on lasse tourner le corps solide autour d'un axeli\eOZ(/îff.!54), d'un mouvement uniforme, avec la vitesse an- pju |M gulaire m. Le point d'application M de la force F décrivant un cercle de rayon OMdans le plan I 1 perpendiculaire à l'axe, sa vitesse est perpendiculaire à OH dans ce plan P.
Décomposons la force F en deux forces, l'une F, parallèle à l'axe, l'autre F, perpendiculaire; le travail élémentaire de la force F est égal à la somme, des travaux élémentaires de ses deux composantes; la force. F, étant perpendiculaire à la vitesse, sou travail est nul : il resteàévaluer le travail de la force F,- Abaissons du point 0 une perpendiculaire OC
352 u\m m èquiluihe et mouysmeiii dks srstÊsita. sur k force F,, et supposons celte force appliquée en C ; la vitesse du point C étant dirigés .suivant CF, et égale à (uXOC.Ietravail élémentaire de la force F,est F^xOCXAl oitF,xOCXuAi- Ainsi, le travail élé m en la ire de la force F pendant le temps ài, est égal à l'angle de rotation &>Af, multiplié par le moment de la force par rapport à l'axe.
On regarde la vitesse angulaire de relation u comme positive on négative, suivant que le corps tourne autour de l'axe dans un sens ou dans l'autre; pour que la relation précédente entre le travail élémentaire et le moment subsiste' dans tous les cas, on adoptera la même convention pour le signe du moment.
Si l'on écrit maintenant que lasomme des travaux élémentaires des deux résultantes est égale à la somme des travaux élémenlaircs des forces proposées, et si l'on supprime le facteur commun uAf, ou en conclut que ta somme des moments des deux résultantes est égale à la somme des moments des forces proposées.
201 . La coiisidëraliou des mouvements virtuels permet de comprendre dans un seul énoncé les conditions d'équilibre d'un corps solide, que ca corps soit libre, ou qu'il soit assujetti à tourner autour d'un point lise ou d'un axe fi m?. Lorsque le corps solide est libre dans l'espace, s'il y a équilibre, les deux résultantes sont égales et opposées ; on peut les supposer appliquées au même point; alors il est évident que leurs travaux élémentaires sont égaux et de signes contraires, quelque soil le- déplacement du corps solide; doue la somme des travaux élémentaires des forces proposées est nulle. Lorsque le corps solide est assujetti à tourner autour d'un point fixe, les forces proposées, pour se faire équilibre, doivent se réduire à une résultante
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unique appliquée an 'point fixe; le travail de cette résultante étant nul pour "tout déplacement du corps autour du point fixe, on en conclut que la somme dos travaux élémentaires des forces proposées est nulle. Enfin, lorsque le corps solide est assujetti àtourner autour d'un aie fixe, les forces doivent se réduire à deux résultantes, l'une appliquée en un point de l'axe, l'autre située dans un même plan avec l'axe. Le seul mouvement virtuel ou possible est une rotation autour de l'axe, dans un sens ou dans l'autre : la première résultante, appliquée à un point fixe, a un travail nul ; la seconde, rencontrant l'axe ou étant parallèle à l'axe, a aussi un travail nul ; donc la somme des travaux élémentaires des forces proposées est nulle. Ainsi, on peut énoncer dans tous les cas le théorème suivant.: . . ...
Théobèhe IV. Lorsque des forces se font équilibre sur un corps solide ,libre,ouassujettiâtourner autour d'unpointent d'un axe fixe, la somme des travaux élémentaires des forces est nulle pour tout mouvement virtuel d'un corps solide.
202. La réciproque est vraie : lorsque la somme des travaux élémentaires est nulle pour tout mouvement virtuel, les forces se font équilibre sur le corps solide. Considérons d'abord le cas où le corps solide est assujetti a tourner autour d'un axe fixe : il n'y a qu'un mouvement virtuel, la rotation du c or |> s solide autour de l'axe fixe, dans un sens ou dans l'autre; si l'on réduit les Forces proposées à deux résultantes, dont l'une soit appliquée en un pointO pris à volonté sur l'axe, la somme des travaux élémentaires de ces deux résultantes étant nulle, ainsi que le travail dë la résultante R épliquée au point fixe 0, le travail de la seconde résultante R' est nul aussi. Pour
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cela, il faut que la force R' soit perpendiculaire k la vitesse virtuelle de son point d'application 0', et par conséquent soïl située dans le plan normal au cercle que décrit le point 0'. Ce plan normal passant par l'axe fisc, on voit que la résultante R' est dans un même plan avec l'axe; ainsi, il y a équilibre.
Supposons maintenant que le corps soiide ait un point fixe 0 ; réduisons les forces proposées à deux résuîtantes dont l'une il soit appliquée au point 0, le travail élémentaire de l'autre résultante R' sera nul pour tout déplacement du corps solide autour du point 0. Le point d'application 0' de cette seconde force se meut sur la sphère décrite du point 0 comme centre avec 00' pour rayon, mais dans une direction quelconque, et il y a une înlinité de mouvements virtuels. La force R', ayant un travail Élémentaire nul, est normale à toutes les courbes (racées par le point 0' sur la sphère ; elle est donc normale à celle sphère et par conséquent dirigée suivant le rayon 00'; ainsi il y a équilibre.
Lorsque le corps solide est libre dans l'espace, tous les déplacements sont possibles. Après avoir réduit les forces à deui résultantes R et R', imaginons que l'on fasse tourner le corps autour du point d'application 0 de la prémière résultante d'une manière quelconque, nous en conclurons, comme précédemment, que la seconde résultanleR' passe aussi par le point 0. Je dis maintenant que ces deux résultantes sont égales et opposées; autrement, elles admettraient une résultante unique et, en déplaçant le point 0 sur cette résultante, on aurait un travail différent de zéro. Ainsi ,
TaÉoaÈME V. Lorsque des forces /iijmmt sur un corj,s so-
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lide, libre, ou assujetti à tourner autour a"un point ou d'un me fixe, et que la somme de leurs travaux élémentaires est nulle pour tout mouvement virtuel du corps solide, U y a équilibre.
Équilibre d'un corps BOlido l'appuyant contre un plan uto.
205. Lorsqu'un corps solide, sollicité par différentes forces F, F', s'appuie par un point k contre un plan très-résistant et parfaitement poli, le plan exerce contre le corps urne réaction normale appliquée au point A ; si celle réaction normale, que nous désignerons par N, tient eu équilibre les forces F, F', ces forces admettront une résultante unique R, égale et opposée à la force N. Quand celte condition est remplie, la résultante R est détruite par la résistance du plan, et il y a équilibre. Ainsi, la condition ■nécessaire et suffisante pour que des fiirr.es se fassent équilibre su?' un corps solide ipii. s'appuir. pur un point contre «n pkin rigide et parfaitement poli, c'est que ces força se réduisent à une résultante unique, passant par le point d'appui, normale au plan, et appuyant le corps contre le plan.
Considérons, par exemple, un corps pesant reposant par un point A sur un plan horizontal (fit/. 155). Ce corps est sollicité par son poids P appliqué eu sou centre de gravité; la condition d'équilibre, c'est que la verticale abaissée du centre de gravité G passe par le point d'appui A. Quand celte condition est remplie, la force P, passant par le — point A et normale au plan, est détruite par la résistance du plan. U est clair que le corps exerce sur le pian une pression égale à son poids P.
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204. Ceci nous donne l'occasion de distinguer deux sortes d'équilibre, l'équilibre stable et l'équilibre instable. On dit que l'équilibre est stable, lorsque le corps, dérangé très-peu de sa position d'équilibre, tend à y revenir. Dans ie cas contraire, on dit que l'équilibre est instable. Pour en montrer un exemple, considérons un cylindre elliptique homogène, reposant par une arête latérale sur un plan horizontal. Le centre de gravité G du cylindre, coïncide avec le centre de l'ellipse qu'on obtient en coupant le cylindre en deux parties égales par un plan perpendiculaire aux arêtes. On peut se borner à considérer cette ellipse reposant par un point A sur une droite horizontale. Le rayon GA devant être vertical et par conséquent perpendiculaire à la tangente en A qui est horizontale, le point de contact A est l'un des quatre sommets de l'ellipse. Nous ferons voir que, lorsque le point de contact est l'un des sommets du petit axe AA' \fig. 155}, l'équilibre est stable ; mais que, si, au contraire, le point de contact est l'un des sommets du grand axe, l'équilibre est instable.
Supposons d'abord que l'ellipse repose sur le plan par uu des sommets du petit axe. Quand on dérange l'ellipse de sa position d'équilibre, laperpendiculaireGH(yîy. 156), Fin m. abaissée du centre de gravité sur le plan horizontal, étaniplus grande que le rayon GM, qui est lui-même plus grand que la moitié GA du petit aie, le centre de gravité G s'élève. Si l'on abandonne ensuite le corps à luimême, le centre de gravite tend à redescendre, et le corps revient à sa position primitive, qu'il dépasse en vertu de la vitesse acquise, et de part et d'autre de laquelle il oscille. Donc l'équilibre est stable.
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9 maintenant que l' ellipse Tepose sût le pian horizontal par une des extrémités B de son grand axe [fig. 157). Quand on dérange le corps dfi sa position d'équilibre, la perpendiculaire GH pi 6 . i s j. étant plus petite que le rayon GM qui -va du centre au point de contact, et ce rayon étant !
plus petit que la moitié GB du grand axe, le centre de gravité G s'abaisse. Si l'on abandonne ensuite le corps à luimême, le centre de gravité tendant à descendre, le corps ne reviendra pas ii sa première position; il s'éloignera eneore davantage, et se rapprochera d'une position d'équilibre stable. Ainsi, quand l'ellipse repose par le sommet B, il y a équilibre instable.
' 205. Lorsqu'un corps solide s'appuie par deux points A et B contre un plan {fit/. 158), le pian exerce sur le corps deux réactions normales N.N', appli- rit- 'sa-
quées en A et en B; ces deux réactions parallèles ont une résultante N +N' appliquée en un point I de la droiteAB.
SilaforceN-hN'tientenéquilibreles " ' autres forces qui agissent sur le corps V solide, ces dernières forces ad jettrout une résultante unique, égale et opposée à la force N +N'. Par exemple, un corps pesant, qui repose par deux points A et B sur un plan horizontal, sera en équilibre, si la verticale abaissée du centre de gravité G rencontre la droite AB en un point I situé entre les deux points A et B. Il est lacile de calculer les pressions partielles que le corps exerce contra lë plan en A et B; il suffit de décomposer le poids P du corjis en
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deux forces parallèles appliquées, l'une en A, l'autre eu B. Ou a
K_N'_ P_ 1B IA AB
■ 206. Lorsqu'un corps solide s'appuie par trois points A, B, C contre un plan {fig. 1.59), le plan exerce sur le Fie i5p corpslroisréactionsnormalesN,rî,N" ,c appliquées en ces trois points; ces ré- /'/ \ actions ont une résultante égale à leur / >J r -''\ sommeN+M'+ N" appliquée en un *é.^'—.~-~?ïï.g poiiitl situé à l'intérieur du triangle * ABC. Pour l'équilibre, il faut donc
que les autres forces qui agissent sur le corps solide aient une résultante unique, normale au plan, passant par un poïullintérieurautriangle ABC, elappuyantlc corps contre le plan. Par exemple, un corps pesant, reposant par trois points A, B, C sur un plan horizontal, sera en équilibre, si la verticale abaissée du centre de gravité tombe à l'intérieur du triangle ABC. Toyons comment se répartit la pression aux trois points d'appui. Prolongeons la droite AI j usqu'à sa rencontre en K avec le côlé BG ; décomposons la pression totale P appliquée en I en deux forcer parallèles, l'une N appliquée en A, l'autre N, appliquée en K , à l'aide des relations
H P BIC BAC
Il en résulte que, si l'on représente In pression totale par l'aire du triangle ABC, les pressions partielles supportées par les points A, B, G sont proportionnelles aux aires des triangles BIC, CIA, AID.
207. Quand le nombre des points d'appui surpasse trois, si l'on forme un polygone convexe, ayant pour sommets certains points d'appui, et comprenant tous les autres, pour que le corps soit en équilibre, il faut que les forces proposées admettent une résultante unique, normale au plan, passant à l'intérieur de ce polygone convexe, el de plus appuyant le corps contre le plan. On trouve dans ce cas que la répartition des pressions est indéterminée.
Supposons, par exemple, qu'il y ait quatre points d'appui A, B, C, D, formant un quadrilatère convexe (/?;/. 1G0). Soit Ile poiut où la résulhiiiie pen.'t; leplanijoignonslepointAaupointl et prolongeons cette droite jusqu'en un point E, situé à l'intérieur du triangle BCD; nous pouvons décomposer la pression totale P en deux B „ forces parallèles, l'une N appliquée en A, l'autre N, appliquée en E ; cetle dernière, à son tour, se décomposera en trois autres appliquées aux trois points B, C, D. On voit qu'en faisant varier la position du point E, on peut effectuer la décomposition d'une infinité de
manières. Cette indétermination tient à l'hypothèse de la solidité parfaite; dans la nature, les corps ne sont pas parfaitement solides, et la répartition des pressions se fait * d'une manière déterminée qui résulte de leur constitution moléculaire.
208. Nous avons dit que, lorsqu'un corps pesant repose sur un plan horizontal par plusieurs points A, B, C, D, la condition d'équilibre, c'est que la verticale du centre de gravité perce le plan horizontal .eu un point I situé à l'intérieur du polygone convexe ABCD. L'équilibre est stable ; mais on conçoit que l'équilibre ait un degré plus ou moins grand de stabilité. Voici comment ou évalue le degré de stabilité. Supposons qu'on veuille faire tourner le corps autour du coté BG ; le moment du poids P du corps solide, par rapport h l'axe BC, est égal au produit de ce poids par la perpendiculaire 1H abaissée du point I sur le côté BC ; pour qu'une force puisse faire tourner le corps autour de BC, il faut que son moment, par rapport à BC, soit de sens contraire et au moins égal à celui du poids P; c'est pourquoi le produit P X IH est appelé moment de stabilité par rapport au côté BC. Il en est de même par rapport à chacun des autres côtés. Le degré de stabilité générale du corps solide sera indiqué par le plus petit moment, c'est-à-dire par le moment relatif au côté le plus rapproché du point I ; c'est autour de ce coté qu'il est le plus facile de faire tourner le corps.
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209. On se représente les corps comme composés de molécules ou de points matériels agissant les uns sur les autres; l'action qui s'eierce entre deux molécules consiste en deux forces égales et opposées, appliquées, l'une à la première molécule, l'autre à la seconde molécule; c'est une loi générale de la nature que l'on énonce souvent en disant que l'action esL égale à la réaction. Lorsque cette double force tend à rapprocher les molécules, on dit qu'il y a attraction; lorsqu'elle tend, au contraire, à les éloigner, on dit qu'il y a répulsion. Outre ces forces intérieures qui s'exercent entre les diverses molécules composant le système considéré, des forces extérieures peuvent encore être appliquées à différents points de ce système. Une force extérieure appliquée à un point du système provient des actions qui s'exercent entre celle molécule et celles d'un autre système placé à une certaine distance du premier.
Nous appellerons m la masse d'un point matériel quelconque du système, x, y, s ses coordonnées par rapport à trois axes rectangulaires lixes. Il est clair que le mouvement de chaque point matériel est produit par l'ensemble des forces, tant extérieures qu'intérieures, qui agissent sur ce point ; si donc on dé- , signe par F l'une quelconque de ces
forces, et par a, b, c les angles qu'elle fait avec les aies, on a les trois équations (n° 102)
!mD, î «=îFcosa, mD»y=ïFw)s6, '■ '
mD, 1 a=sFcosc, le signe S s'éleadant à toutes les forces qui agissent sur le point considéré. On aura trois équations de même forme pour chacun des points matériels du système proposé.
On peut faire entre ces équations diverses combinaisons qui fassent disparaître les forces intérieures.
Si fou ajoute membre à membre les équations de la forme
mD,*a:=2FcOSfl, qui se rapportent au mouvement de la projection do chaque point sur l'axe ox; si l'on ajoute de même celles qui se rapportent à l'axe oy, puis celles qui se rapportent à l'axe oz, on obtient les trois équations suivantes :
SmD, ! y=^Fcosô,
ÏtoD^sz YFcos e.
Le signe S dans le premier membre s'étend à toutes les molécules du systèmo ; le signe dans lo second membre, à toutes les forces qui agissent sur les diverses molécules. Les actions mutuelles que les molécules du système exercent les unes sur les autres étant des forées deux à deux égales et opposées, leurs projections sont égales et désignes
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contraires, et, par conséquent, se détruisent dans les seconds membres des équations (2). Ainsi, les trois équations (2) sont indépendantes des forces intérieures ; elles ne dépendent que des forces extérieures. Ces forces extérieures, comme nous l'avons dit, provieimeut des actions qui s'exercent entre certaines molécules du système proposé et les molécules des corps extérieurs.
211. On peut énoncer ces équations de plusieurs manières. On appelle tpunitilé ih rnouMiiirnt d'un point matériel le produit de la vitesse u par la masse m de ce point. Il convient de considérer ce produit mv comme une nouvelle quantité géométriqae portée sur la tangente à la trajectoire, dans le même sens que la vitesse. Cette quan tité :1e mouvement a pour projection sur les trois axes des coordonnées, (2) miD^e, mUty, mû, s.
Les équations (2) peuvent s'écrire sous la forme
D,(ïmD,y) = ^Fcosi, D, (S mD,!) = 2Fcos c.
Elles signifient que
THÉORÈME I
La dérivée de la somme des projections sur un axe quelconque des quantités de mouvement des différents points du système est égale à la nomme des projections des forces extérieures sur ce mène axe.
212. Lorsque les points du système ne sont sollicités par aucune force extérieure, et, par conséquent, ne sont soumis qu'à leurs actions mutuelles, les seconds membres
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des équations (3} sont nuis; les sommes des projections des quantités de mouvement, ayant leurs dérivées nulles, sont constantes, et l'on a les trois équations . •■ ^ ■ .
(4) J 2«iD,y^=B,
dans lesquelles les lettres A, B, C désignent des quantités conslautes. Ainsi, .
Corollaire. Lorsque les points du .système, ne sont soumis qu'à leurs //étions mutiad/es, I// somme, des projections des quantités de mouvement sur un axe quelconque est constante.
213. Le théorème précédent acquiert une signification très-simple à l'aide du centre de gravité. Si l'on considère le centre de gravité du système dans la position qu'il occupe à chaque instant, on obtient un point géométrique G, qui ne coïncide pas avec un point physique déterminé du système, à cause de la déformation de ce système, mais qui occupe successivement diverses positions dans l'espace. On conçoit très- nette ment le mouvement de ce point G; nous lui supposerons une masse M égale à la somme des masses des différente points du système, et nous appellerons X, Y, Z ses coordonnées.
Eu appliquant aux masses des diverses molécules du système le théorème des moments des forces parallèles par rapporta chacun des plans des coordonnées (n° 147), on a 1ns trois équations
i MX^Smx,
(5) ■ MY=S my , ( MZ = ïmz,
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qui déterminent les coordonnées du centre de gravité. Si l'on prend les dérivées par rapport au temps, on en déduit les équations
(6) î m,Y = SmD&, f MD,Z=£mD,3,
qui donnent à chaque instant la vitesse du centre de gravité, en grandeur et en direction. En prenant une seconde fois les dérivées, on obtient de nouvelles équations I MD,*X=SmD, , a:,
(7) ] MD, i Y=SniD,V,
qui donnent l'accélération du ceotre de gravité.
En vertu des équations (7), les équations (2) se mettent sous la l'orme
MD,'Y=2 Fcosô > MD,'Z = ]?Fcosc.
Ces équations déterminent le mouvement d'un point matériel de masse M, place au centre de gravité du système. D'après la remarque faite précédemment, les seconds membres sont indépendants des forces intérieures ; on en déduit :
THÉORÈME M
Le mouvement du centre de gravite d'an système est le même que si toute la masxe y était c.oii.œntrêe, et que si toutes les forces extérieures y étaient, transportées parallèlement à elles-mêmes.
214. II résulte de là que les actions des points du sy* stème les unes sur les autres n'ont pas d'influence sur le mouvement du centre de gravité. Lorsque les points du système ne sont soumis qu'à leurs actions mutuelles, ie mouvement du centre de gravité est rectiligne et uniforme ; si la vitesse initiale est nulle, il reste en repos.
Cette loi s'étend aux êtres vivants. La volonté fait naître des actions mutuelles cuire les diverses parties de l'organisme, elle met en jeu les forces musculaires ; mais ces forces, comme toutes les forces de la nature, sont deux à deux égales cl opposées, et par conséquent n'ont pas d'influence sur le mouvement du centre de gravité. Aussi, n'est-ce qu'en réagissant sur les corps extérieurs qu'un être vivant peut modiiierle mouvement de son centre de gravité.
215. Dans !e chapitre u du livre II, nous avons étudié le mouvement d'un point matériel soumis à l'action de la pesanteur, et nous avons vu que, si l'on néglige la résistance de l'air, le point décrit une parabole. Tout ce que nous avons dit à cet égard s'applique au mouvement du centre de gravité d'un corps soumis à l'action de la pesanteur! car les forces qui sollicitent les molécules, c'est-àdire les poids des molécules, transportées parallèlement à elles-mêmes au centre de gravité, donnent le poids total P du corps. Ainsi, Je mouvement du centre de gravité est le même que celui d'un point matériel de masse M sollicité par une force verticale P égale à My. Considérons, par exemple, le mouvement d'une bombe lancée avec une certaine vitesse initiale : le centre de gravité décrit une parabole; ai, à un certain instant, la bomba éclate, les forces intérieures qui produisent l'explosion n'ayant pas d'influence sur le mouvement du centre de gravité, ce
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point géométrique continuera son mouvement parabolique, comme si rien n'était survenu, tandis que les fragmente iront de différents côtés.
216. On peut expliquer de la même manière le recul des canons, et, en généra!, des armes à feu. Afin de simplifier le raisonnement, supposons le canon placé sur un plan de glace parfaitement poli. Soit M le poids du canon et de sou affût, »i celui du boulet, la m g . in, masse totale est M + »*; lu centre de M e m gravité G de tout Je système est immobile. Quand on enflamme la poudre, le boulet est lancé vers la droite avec une vitesse horizontale v; le centre de gravité 6 de tout le système devant continuer à rester immobile, il i'aut que le canon et son affût parcourent en sens inverse une longueur proportionnelle. Si x est le chemin Gw* décrit par le boulot pendant un certain temps, x' le chemin GM décrit en sons inverse par lo centre de gravité du canon et de son affût, on doit avoir
mx — M.r' = o; d'où x' =.^x. Do même, si v' est la vitesse du canon après l'explosion, on aura mv — MV=o; d'où u' =s ^ v. La vitesse de recul du canon est très-petite par rapport à la vitesse du boulet, parce que la masse du canon est très-grande par rapport à celle du boulet.
217. Quand un homme marche sur un plan horizontal, le sol exerce sur la plante des pieds une réaction normale N, et, en outre, un frottement horizontal F dans le sens de la marche; c'est cette force horizontale F qui, transportée au centre de gravité, produit le mouvement de
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translation horizontal. Si l'homme était placé sur un plan de glace parfaitement poli, la force horizontale de frottement F étant nulle, et le centre de gravité n'étant plus sollicité que par les deux forces verticales P et N de sens contraires, il pourrait bien abaisser ou élever son centre de gravité, maisil lui serait impossible de le déplacer horizontalement; s'il avançait une partie de son corps d'un côté, une autre partie reculerait de l'autre côté, de manière que le centre de gravité restât toujours sur la même verticale.
218. Reprenons les équations (1) qui déterminent le mouvement d'un point quelconque du système,
Si l'on multiplie la première par y, la seconde para:, el qu'on retranche la première de la seconde, on a l'équation
m (xM'y — yH?x) =S F (x cos b — y cos a),
que l'on peut écrire sous la forme
T>,[m(xX>,y — jD^r)] = E F (x cos b — y cos a) .
En ajoutant les équations de cette sorte, qui se rapportent aux différents points du système, on obtient l'équation
D,[Sm(a:D,y — yD^)] =^ F (x cos b— y cos a).
En combinant de la même manière la seconde des équa-
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lions (1) avec la troisième. In troisième avec la première, et ajoutant, on ohtienl les trois équations
ÎD,[ï m(xD,y— yD,a:)]=2 F (a; cosi— y cos a), D,[Sm(yD,t — jtDff)] =^ F <f cos c_ 2 cog ô >' Dt[Sm(3D,x— ïD^ll^^Ftscosa—xcosc).
Le signe dans le second membre, s'étend à louteslos forces qui agissent sur les différents points du système.
La quantité F (icos li — y cos a) représente le moment, par rapport à l'axe o=, do la force F appliquée à la molécule m, dont les coordonnées sonlj-, //, : (n° 192). Il est clair que les moments par rapport à une mémo droilo de deux forces égales et opposées sont égaux ct,de signes contraires ; les forces intérieures, qui sont deux à deux égales et opposées, disparaissent donedes seconds membres des équations précédentes. De même, la quantité m(xD,ij— yù/c) représente le moment, par rapport à l'axe os, de la quantité de mouvement de la molécule m. Ainsi :
théorème ni.
La dérivée de la somme des moments, par rapport à. un axe quelconque, des quantités de mouvement des différents points du système est égale à la somme des moments des forces extérieures, par rapport au même axe.
219. Il résuitc des théorèmes I et III que les actions des points du système les unes sur les autres ne peuvent modifier, ni la somme des projections des quantités de mouvement sur un axe quelconque , ni la somme des moments de ces quantités de mouvement par rapport au même axe. Lorsque les points du système ne sont sol-
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licites par aucune force extérieure, les seconds membre? <ies équations (9) sont nuls; les sommes des moments des quantités de mouvement, ayant leurs dérivées nulles, sont consentes, el l'on a les trois équations . ; :
[ Sm(xl>,y — yD^)=L, (iQ) Sw^-aD.y)^!.
( 2m(zD,x— xV,z) = K, Uaus lesquelles les lettres 1, K, L désignent trois quantités conslautes. Ainsi,
ConOLT.*iHE I. Lorsque /es points du système ne sont soumis qu'à leurs actions nmtmlles, la somme des moments des quantités de mouvement, pair rapport à un axe qvclmnqvc, est constante 1 .
2'20. Pour montrer une application de ces principes, considérons un corps solide tournant autour d'un axe fixe avec la vitesse angulaire w. La vitesse de chaque molécule est égale a w, r désignant la perpendiculaire abaissée de la molécule sur l'axe; elle est perpendiculaire à l'axe et à une distance r de l'axe ; le moment de la quantité de mouvement de celte molécule, par rapport à l'axe de rotation, est égale au produit de cette quantité de mouvement mar par sa dislance r à l'axe, ce qui donne mur 1 . Si l'on fait la somme des moments des quantités de mouvement de toutes les molécules du corps solide, comme la vitesse angulaire w est facteur constant dans tous les termes, on aura l'expression t« X^ww 1 . La quantité S mt a , c'est-à-dire la somme des produits que l'on obtient en multipliant la masse de chaque molécule par le carré de sa distance à l'axe, s'appelle n/imient d'inertie du corps solide par rapport à t'axe. Ainsi, quand un corps solide tourne
1 Heiiu [iropriiilÈ <??i aussi l'immu' sons 1,' nom ili; lliforimc lies nire*.
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autour d'un axe fixe, la somme des moments des quantités de mouvement, par rapport à cet axe, est égale à la vitesse angulaire de rotation, multipliée par le moment d'inertie du corps solide relatif à l'axe de rotation.
Supposons qu'aucune force extérieure n'agisse sur le corps solide, ou, s'il y a des forces extérieures, que ces forces se fassent équilibre autour de l'axe, c'est-à-dire que la somme de leurs moments par rapport à l'axe soit nulle (n° 191). Les réactions que les différents points de l'axe fixe exercent sur le corps étant des forces appliquées à l'axe et ayant par conséquent leurs moments nuis, il résulte du théorème précédent que la somme des moments de3 quantités de mouvement par rapport à l'axe est constante. Cette somme ayant pour expression u X S»»*, et le moment d'inertie S mr* du corps solide étant invariable, on en conclut que la vitesse angulaire de rotation «o reste constante. Ainsi ,
CoroixaihE II. Quand un corps solide tourne autour d'un axe fixe, si les forces extérieures se font équilibre, le 'mouvement de rotation est uniforme.
Si, par suite d'actions intérieures, le corps solide se contractait, chaque molécule se rapprochant de i'ase, le moment d'inertie diminuerait; la somme des moments des quantités de mouvement aX Imr* devant rester constante, la vitesse angulaire a augmenterait. C'est ce qui arriverait, par exemple, si, par le refroidisse meut, le volume de la terre diminuait; sa vitesse de rotation autour de l'axe augmenterait et par conséquent la durée du jour, ou le temps qu'elle met à faire un tour entier, diminuerait.
Ces propriétés s'appliquent aux êtres vivants, ainsi que nous l'avonsdéjà taît remarquer, à propos du mouvement
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du centre Je gravilé^Sli^Un être vivant, en repos et isolé daus l'espace, ne peut, pu ses aetions intérieures, imprimer à tout son corps un mouvement de rotation autour d'une droite ; s'il t'ait tourner une partie de son corps autour d'uaaxe dans un sens, il faudra qu'une autre partie tourne en même temps en sens inverse, afin que la somme des moments des quantités de mouvement reste nulle.
Théorème de. piluus» liw. -, I
221 . En étudiant le mouvement d'un point matériel (n° 130), nous avons démontré que la variation de la puissance vive d'un point matériel, pendant un temps quelconque, est égale à la somme des travaux des forces qui agissent sur ce point pendant ie même temps ; on a ainsi, pour chaque point d'un système,
le signe S s' étendant à toutes les forces qui agissent sur ce point. Si l'on ajoute membre à membre les équations qui se rapportent aux différents points du système, on a l'équation
le signe dans le second membre, s 'étendant à toutes les forces, tant intérieures qu'extérieures, qui agissent sur les différents points du système. On en. conclut :
théorème rr.
La variation de la somme des puissances vices de tous les points ffunsystème matériel pendant un temps quelconque,
est égale à la somme des travaux de toutes les forces, tant inférieures qu'extérieures, qui agissent sur les différents points pendant, le même temps. ■ ' ' '
222. Il est un cas où le travail des forces intérieures est nul, c'est lorsque les points du système restent à des distancée invariables les unes des autres, c'est-à-dire forment un système solide. Dans ce cas, les forces intérieures étant deux à deux appliquées aux extrémités d'une droite de longueur invariable, et d'ailleurs étant égales el opposées, ont des travaux élémentaires égaux et de signes contraires (n° 197). On en conclut :
Corollaire. Dans le mouvement d'un corps solide, la variation de la somme des puissances vives de tous les points du corps, pendant un certain temps, est égale à la somme des travaux des forces extérieures qui agissent sur le corps pendant le même temps.
Le théorème général des puissances vives a une grande importance : c'est sur cette loi que repose la mécanique industrielle ; elle permet aussi d'établir une corrélation entre les diverses branches de la physique qui étaient restées séparées jusqu'à ce jour. Mais pour que ce théorème ait toute sa généralité, il faut avoir soin, dans l'évaluation du travail , de tenir compte du travail des forces intérieures. Si deux molécules se repoussent et que leur distance diminue, il en résulte un travail négatif qui diminue Je second membre de l'équation (H), et par conséquent diminue la somme des puissances vives; si, au contraire, les molécules s'éloignent, la force répulsive produit un. travail positif qui augmente la somme des puissances vives: c'est comme un Tessort que l'on comprime ou qui se
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ciéteud. De même, dans ['évaluation des puissances vives, il faut avoir égard, non-seulement aux mouvements visibles des molécules, mais encore à leurs mouvements vibratoires extrêmement petits; à ces mouvements vibratoires correspond une certaine quantité de puissance vive, qui diminue d'autant la somme des puissances vives dues aux grands mouvements.
CHAPITRE ï
NOTIONS GÉNÉBALE5 SUH LES MACHINES.
223. Les machines ont pour but de vaincre certaines résistances, par exemple d'élever des Fardeaux, de scier des billes de bois pour en faire des planches, de broyer des grains de blé pour en l'aire de la farine, elc. La résistance à vaincre est, dans le premier cas, la pesanteur ; dans les autres cas, la cohésion moléculaire.
Pour vaincre une résistance, une Force motrice est nécessaire. Si l'on considère d'une manière générale toutes les forces qui agissent sur une machine en mouvement, on les distinguera en forces motrices et en forces résistantes. Comme nous l'avons expliqué (n 08 119 et 120), on appelle Force motrice une force qui se projette sur le déplacement du point d'application dans le sens même de oe déplacement; force résistante, une force qui se projette an sens inverse. Le travail des premières est positif, celui des secondes est négatif. Si l'on désigne par T m la somme des travaux des forces motrices, ou le travail moteur, et par T, la somme des valeurs absolues des travaux des forces résistantes, ou le travail résistant, la somme des travaux de toutes les forces qui agissent sur la machine sera représentée par T m — TV, et l'on aura, en vertu du théorème
général des puissances vives, démontré dans le chapitre précédent (n° 211),
La variation de la somme des puissances vives de. toutes les parties de la machine, pendant un temps quelconque, est égale à Fexcès du travail moteur sur le travail résistant.
224. Lorsque la machine marche d'un mouvement uniforme, la variation de la puissance vive est nulle el, par conséquent, le travail moteur est égal au travail résistant.
Dans un grand nombre de machines, par exemple dans les machines à vapeur, lo mouvement n'est pas précisément uniforme , mais périodique, c'est-à-dire, qu'après certains temps égaux, la vitesse redevient la même ; il est clair que, pendant un nombre entier de périodes, le travail moteur est égal au travail résistant.
Si, pendant uu certain temps, le travail moteur est plus grand que le travail résistant, la puissance vive augmente et la vitesse s'accroît; on peut dire que l'excès du travail moteur sur le travail résistant s'est transformé en puissance vive.
Si, au contraire, le travail moteur est moindre que le travail résistant, il y a diminution de puissance vive et, par suite, de vitesse. Le travail résistant est égal au travail moteur, plus la puissance vive perdue par la machine; on peut dire, dans ce cas, qu'une partie de la puissance vive que possédait la machine s'est transformée en travail moteur. C'est ce qui a lieu dans le mouvement périodique ; dans la première moitié de la période, jesuppose, le travail
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moteur est plus grand que le travail résistant, l'excédant se change en puissance vive et la vitesse augmente; pendant la seconde moitié , au contraire , le travail moteur est plus petit que le travail résistant; une partie de la puissance vive se change en travail et vient en aide au travail moteur pour accomplir le travail résistant; alors la vitesse diminue ql reprend sa valeur primilive.
Des circonstances analogues se présentent, lorsqu'une machine part du repos, marche pendant un certain temps d'une manière normale, et ensuite se ralentit pour revenir au repos. Pendant la première partie du mouvement, il faut dépenser une quantité de travail moteur égaie au travail résistant, plus la quantité de puissance vive que l'on veut communiquer à la machine. Pendant la période de marche normale, le travail moteur égale le travail résistant. Enfin, dans la dernière période, il n'est plus nécessaire de communiquer à la machine un nouveau travail moteur; la puissance vive que possède la machine se transformera en travail moteur et fera encore marcher la machine pendant un certain temps, jusqu'à ce que, la puissance vive étant entièrement épuisée, la machine s'arrête. Si l'on considère lo mouvement dans son ensemble, depuis le commencement jusqu'à la fin, on voit que le travail moteur est égal au travail résistant.
225. Les considérations précédentes nous conduisent à regarder les machines comme ayant pour but de transformer le travail moteur en travail résistant. Mais il convient de distinguer deux sortes de résistances : il y a d'abord la résistance que l'on veut vaincre et en vue de laquelle est construite la machine; c'est la résistance utile; il y a ensuite les résistances que l'on nomme passives, telles que
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les frottements Qui s'exercent entre les différentes pièces de la machine, la résistance de l'air, etc. De celle manière, le travail résistant est composé do deux parties, l'une due à ln résistance utile et que l'on nomme, pour celte raison, travail utile; l'autre due aux résistances passives, et mie l'on nomme travail passif. Nous désignerons le travail utile par T„, le travail passif par T,, et nous po- 'gérons
Nous avons vu que, pendant la marche normale de la machine, le travail moteur est égal au travail résistant. On a donc
Si liieu construite et bien entretenue que soit une machine, il est impossible d'éviter complètement le travail passif; de sorte que le travail utile n'est qu'une partie du travail moteur. Ainsi, une machine ne rend jamais tout le T
travail moteur qu'elle reçoit ; c'est par le rapport ^ du travail utile au travail moteur que l'on juge de la qualité ou du reudemeut de la machine.
226. Considérons Te cas très-simple où deux forces seulement agissent sur la machine, une force motrice F et la résistance F' que Pon veut vaincre ; supposons ces deux forces constantes, et admettons, en outre, que l'on puisse sans inconvénient négliger les résistances passives. Appelons x et x' les déplacements des points d'application projetés sur la direction des forces. Pendant que la machine marche d'un mouvement uniforme, le travail moteur étant égal au travail résistant, on a F X a: = F' X Les forces
sont en raison inversa des chemins parcourus par leurs points à" application. Si, par exemple, la résistance est cent fois plus grande que la puissance, le chemin parcouru par son point d'application sera cent fois plus petit. On a coutume dénoncer ce résultai, en disant que ce qu'on gagne en puissance, on le perd en chemin parcouru. Au contraire, si la résistance est cent l'ois plus petite que la puissance, le chemin parcouru sera cent fois plus grand.
227. Dans les machines que nous avons considérées jusqu'à présent, c'est la résistance à vaincre, ou le travail utile à accomplir, qui est l'objet principal de la machine. Il y a d'autres machines où l'objet principal que l'on a en
les horloges et les chronomètres, ou une combinaison ingénieuse et délicale de mouvements, comme dans les machines à broder ; mais là encore il y a des résistances passives et transformation du travail moteur en travail résistant. On comprend bien par là l'impossibilité du mouvement perpétuel ; supposons qu'une force motrice imprime au mécanisme une certaine vitesse et qu'ensuite elle cesse d'agir, la puissance vive communiquée à l'appareil sera absorbée peu à peu par les résistances passives; la vitesse ira en diminuant, et, après un temps plus ou moins long, la machine s'arrêtera, à moins que la force motrice n'intervienne de nouveau. De même, si on emmagasine dans l'appareil une certaine quantité de travail moteur au moyen d'un ressort tendu, ou d'un poids élevé à une certaine hauteur, quand toute cette quantité de travail moteur aura été absorbée par les résistances passives, la machine s'arrêtera.
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du travail en puissance vive et la transformation de la puissance vive en travail, nous dirons quelques mots d'un appareil nommé volant, dont sont munies presque toutes les machines de quelque importance, et qui est destiné à régulariser le mouvement. Le volant est un anneau defonte d'un grandrayon, auquella machine communique un mouvement de rotation et qui est placé aussi près que possible dupoint d'applicationde In résistance. AppelonsM (amasse du volant que nous réduirons par la pensée à une circonférence de rayon R ; son moment d'inertie (n" 220) sera
Mit* et sa puissance vive M X ^ R . Le moment d'inertie
étant très-grand, une petite variation dans la vitesse angulaire de rotation entraîne une grande variation dans la puissance vive du volant. Supposons qu'a un certain moment le travail moteur soit plus grand que le travail résistant, l'excédant s'emmagasinera dans le volant sous formede puissance vive, et il n'en résultera pas une grande augmentation de vitesse. Si plus tard le travail moteur est moindre que le travail résistant, une partie de la puissance vive emmagasinée dans le volant se transformera en travail, et viendra en aide au travail moteur insuffisant ; il en résultera une petite diminution de vitesse. On voit par là que le volant remplit un rôle très-utile; il régularise le mouvement do la machine et empêche les trop grandes variations de vitesse; en même temps, il reçoit l'excédant du travail moteur quand il y en a, et le tient en réserve pour le rendre quand il en est besoin: ■
LOIS DU FROTTEMENT
229. Lorsqu'un corps reposa sur un plan horizontal, il comprime uu peu la partie du plan sur laquelle il repose, el, pour l'aire glisser le corps sur le plan, il làut le tirer avec une force horizontale suffisamment grande. La force horizontale capable de déterminer le mouvement mesure ce qu'on appelle le frottement au départ. Une fois que le mouvement a commencé, et que le corps possède une certaine vitesse, pour entretenir le mouvement et maintenir la vitesse constante, il faut tirer le corps avec une force horizontale convenable; celte force mesure ce qu'on appelle le frottement pendant le mouvement. On distingue ces deux sortes de frottements, parce que le premier est en général plus grand que le second.
230. Les lois du frottement ont été trouvées par Coulomb dans le siècle dernier. Sur deux madriers en bois placés l'un à côté de l'autre, Coulomb posait une caisse rectangulaire, qu'il remplis- «g. «s-
sait de boulets ffig. i63). A la caissectaitattachéeune corde passant sur unepoulie placée à l'extrémité des madriers et portant à son extrémité in-
férieure un plateau dans lequel il mettait des poids gra-
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dues. Sur les madriers et sous la caisse étaient fixées des plaques des substances dont il voulait mesurer le frottement.
Appelons P la charge de la caisse, en y comprenant le poids de la caisse elle-même; dans le plateau, mettons des poids gradués peu à peu jusqu'à ce que le mouvement commence; soient p ces poids gradués, y compris le poids du plateau; il est clair que le frottement au départ est mesuré par la force p. Faisons varier la charge, en mettant de nouveaux boulets dans la caisse, et recommençons l'expérience ; soil P' une nouvelle charge et p' les poids gradués qu'il faut mettre dans le plateau pour déterminer le mouyeraeut ; de même P" une troisième charge,' et p" les poids gradués, etc. A la pression normale P, que la caisse exerce sur les madriers, correspond le frottement/); à la pression 1" ie frottement;)'; à la pression P" le frottement y, etc. Eu comparant ces différents nombres, on reconnaît que les rapports
sont égaux entre eux. Ainsi,
Première loi. Le frottement au départ est proportionnel à la pression normale.
231. Faisons varier maintenant l'étendue des surfaces frottantes; il suffit pour cela de mettre sous la caisse des plaques de la même substance, mais d'une étendue différer! te ; si l'on conserve la même charge P, on reconnaît qu'il faut leméme poids /< pour déterminer le mouvement. Ou eu conclut ; . .....-,„,.;... ..
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Deuxième loi. Le frottement mi dépari est indépendant de l'étendue des surfaces frottantes.
Il résulte de là que, pour deux substances déterminées, le rapport p est constant; co rapport constant est ce qu'on appelle le coefficient de frottement relatif 1 à ces deux substances ; nous le désignerons par la lettre f,. Mais la valeur de ce rapport varie avec la nature des substances, ou avec le degré de poli des surfaces.
Loi! da ttollcmenl pendant le monTSinml.
252. Revenons à la première expérience; mettons dans la caisse une charge P, et dans le plateau un poids p capable de déterminer le mouvement ; une fois le mouvement commencé, il continue et va en s'accélérant. Si l'on observe les espaces parcourus par le plateau pendant la première seconde, pendant les deux premières secondes, etc., on reconnaît que les espaces sont proportionneis aux carrés des temps. On en conclut que le mouvement est uniformément accéléré ; en désignant par y l'accélération de ce mouvement, et pacr l'espace parcouru dans le temps t,
on aurax=Z^, d'où l'on déduit y=y\ on déterminera l'accélération en observant le temps que la caisse met a parcourir toute la longueur des madriers.
Appelons T la tension de la corde pendant le mouvement, F le frottement éprouvé par la caisse et dirigé en sens contraire dn mouvement. Le plateau, avec les poids gradués, est sollicité par deux forces verticales, son poids p et la tension T de la corde qui le sollicite en sens inverse; il est donc tiré de haut en bas par la force motrice/)— T;
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la force étant égale au produit de la masse ^ ou corps par
l'accélération, on a ; _ :i
La caisse, avec les poids qu'elle contient, est sollicitée par deux forces horizontales, la tension T de fa corde et la force de frottement F qui la sollicite en sens inverse ; en transportant ces forces parallèlement àelles-mêmesaucentrede
gravité (n° 213), et supposant la masse - de la caisse concentrée en ce point, on voit que le mouvement de la caisse est produit par la force T— F, et l'on a la relation
Si l'on ajoute les deus relations (i) et (2) membre à membre, on élimine la tension T, et l'on obtient la relation
d'où l'on déduit la force de frottement ,3,
Puisque l'accélération y est constante, cette formule donne pour F une force constante pendant toute la durée du mouvement; on en conclut cette première loi trèsremarquable :
Première mi. Le frottement \pmdant h mouvement est indépendant de la vitesse du corps frottant.
Supposonsque l'on ait mis dans l&plateau esacte
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ment les poids-nécessaires pour déterminer le mouvement; le poids p mesure alors le frottement au départ ; l'équation (3) fait voir que le frottement pendant le mouvement est moindre que le frottement au départ. Avant que le mouvement commence, la tension de la corde est égale hp; car, le plateau étant en équilibre, les deux forces qui le sollicitent sont égales et opposées; mais, dès que le mouvement commence, la tension diminue brusquement pour conserver ensuite, pendant toute la durée du mouvement, la valeur constante donnée par l'équation (1).
254. 'Recommençons l'expérience en faisant varier la charge de la caisse; à la charge P correspond un frottement F, à la charge P' un frottement F', etc. En comparant ces nombres, ou reconnaît que les rapports
sont égaux entre eux. Ainsi,
Deux it me loi. Le frottement pendant le mouvement est proportionnel à lapression normale.
En faisant varier l'étendue des surfaces frottantes, comme nous l'avons expliqué plus haut, on reconnaît ensuite que,
Troisième loi. Le frottement pendant le mouvement est indépendant de l'étendue des surfaces frottantes.
11 résulte des trois lois précédentes que, pour deux substances déterminées, le rapport ^ est constant ; ce rapport constant est ce qu'on appelle le coefficient de frottement
pendanlle mouvement; noue le désignerons par Mettre/. Ce coefficient varie avec Ja nature et l'état des surfaces frottantes, leur degré de poli, la graisse dont on les^n-
235. Nous donnons ici dans un tableau les coefficients de frottement des principales substances que l'on emploie dans l'industrie, tels qu'ils ont été déterminés par M. Mo-
INDICATION DES SURFACES
cotmnerc de rionum
irbois, turftecs h sec. .......
— moui] [«o s il'iiaii . . ,
— enduiles de savon sec.
— enduili^ ilis suif . . .
irmelaux.surfacbsàsec.
- — mouillées d'eau. .
— tn [lui les de suifoi
de saindoux.
- ^ - — d'huile d'olives
rin sur bols, {mouillées d'eau. . . , lie en cuir, sur bois à sec
— sur mêlai à sec
— sur mêlai et onctueuses. .
— nnclucusps i?l munillt'-es. .
i mr métaux, à sec. ........
— avec salDdnui
— avec huilo d élivra. . .
On remarque que pour les corps durs, métaux sur métaux, le frottement est à peu près le même au départ, et pendant le mouvement. Mais, pour les bois, le frottement au départ est beaucoup plus grand que le frottement pendant le mouvement.
Dans les machines en mouvement, pour diminuer le
frottement, et empêcher les surfaces frottantes de s'user rapidement, on tes graisse avec soin; pour les métaux graissés, lo coefficient do flottement diffère peu de 0,1 ; c'est le coefficient que l'on aura le plus souvent à employer dans lea applications.
236: Lorsqu'un corps glisse sur un ;tlaa, le plan exerce deux réactions sur le corps, une réaction normale égale et contraire à la pression que le corps exerce sur le plan, et un frottement parallèle au plan et en sens inverse de la vitesse ; si l'on désigne par N la réaction normale et par / le coefficient de frottement, le frottement sera égal à /"N. Ces deux forces, appliquées en uu point M de la surface frottante, ont une résultante R' représentée par la diagonale du rectangle construit sur les deux forces H et fS [ftg. 164), Si l'on appelle y l'angle que fait la résultante R' avec Ja normale, on a
tangç=^=/,-
cet angle ç, qui est constant, et dont la tangente est égale au coefficient de frottement, se nomme angle du frottement. Ainsi, quand un corps glisse sur un pUin, la réaction du plan est une force ohlique qui fuit avec lanormaie au plan, et en sens contraire, du mouvement, un angle égal à f angle de frottement.
Dans ce qui précède, nous avons supposé le corps mobile animé d'un mouvement de translation, de manière que tous les points aient au môme instant des vitesses égales et parallèles; les réaelions obliques éprouvées par
les différents points de la surface frottante faisant le même angle <j avec la normale sont parallèles ; elles admettent une résultanteR' égale à leur somme, et appliquée en un certain point M de la surface frottante. C'est celle résultante R' qui constitue la réaction du plan sur le corps frottant.
237; Pour qu'un corps glisse sur un plan d'un mouvement uniforme, il faut que la réaction oblique R' du plan fasse équilibre aui autres forces qui agissent sur le corps; ces autres forces doivent donc admettre une résultante unique R égaie et opposée à la réaction R'; la résultante R doit rencontrer la surface frottante, appuyer le corps contre le pian, et faire avec la normale, du côté du mouvement, un angle égal à l'angle de frotlement.
Lorsque le corps s'appuie contre le plan sans vitesse, si les forces qui agissent sur le corps ont une résultante R qui rencontre la surface d'appui et qui fasse avec la normale, d'un coté quelconque, un angle moindre que l'angle ç„ dont la tangente est égale au coefficient /", de frottement au départ, il est clair que cette résultante sera détruite par la réaction oblique du plan et que le corps restera en repos. Mais l'équilibre ne sera stable que si l'angle de la résultante avec la normale est moindre que l'angle qui se rapporte au frotlement pendant le mouvement. Si l'angle était compris entre 9 et y,, la moindre secousse, une simple vibration, changeant la nature du frottement et remplaçant y t par 9, suffirait pour détruire l'équilibre. Aussi, dans les questions relatives à la stabilité des édiiiees, des voûtes, et des murs de soutènement,
se sert-on toujours du coefficient de frottement pendant le mouvement.
Ce que nous venons do diro de deux surfaces planes qui se touchent peut être étendu il deux surfaces courbes quelconques. Les deux surfaces se déforment et s'aplatissent un peu dans le voisinage du point de contact; il en résulte que les deux surfaces se touchent suivant un petit élément pian ; le frottement sera le même que si l'on remplaçait les deux surfaces par leurs plans tangents au point de contact. La réaction totale exercée par la surface fixe surlasurface mobile est une force R', qui fait avec la normale commune aux deux surfaces, et en sens contraire du mouvement, un angle égal à ç.
PLAN INCLINÉ
238. Le plan incliné est destiné principalement à I élévation des fardeaux. Considérons un corps placé sur le piai| n a . ico. incliné, et désignons par a l'angle
que fait avec l'horizon la ligne de plus grande pente AB ifig. 166). .
Décomposons le poidsPdu corps, qui est appliqué au centre degravité G.elqui est dirigé suivant la verticale GD, en deux forces, l'une GE normale au plan, l'autre GH parallèle à la ligne de plus grande pente BA; les angles DGE et BAC étant égaux entre eux, comme ayant leurs côtés respectivement perpendiculaires, les deux composantes GE cl GH sont égales à Pcos a et à Psin a. La force normale produit une pression du corps sur le plan ; elle est détruite par la résistance du plan; la force parallèle GH tend à faire descendre le corps le long du plan incliné. Nous négligeons d'abord le frottement. On voit que, si le corps est tiré par une force FparallélcàAB et égale à la force Psin a, il y aura équilibre; par conséquent, si le corps est en repos, il restera en repos; s'il a une vilessc parallèle à la ligne de plus grande pente, il montera ou descendra d'un mouvement uniforme. Ainsi, dans ce cas. la force motrice nécessaire pour faire monter le corps sur le plan incliné d'un mouvement uniforme est égale à Psina; elle est d'autant plus petite que l'angle a est plus petit.
PLAN INCLINÉ
239. Supposons que l'on place le corps au sommet du plan incliné et qu'on l'abandonne à lui-même: la force constante GH, qui le sollicite dans le sens I1A, le fera descendre d'un mouvement rectiligne uniformément accéléré, suivant la ligne de plus grande pente BA. L'accélération y du mouvement étant égale an quotient de la force p
motrice Psiua par la masse -, on aura
240. Proposons-nous d'abord de faire monter le corps d'un mouvement uniforme suivant la ligne de plus grande pente, à l'aide d'une force F parallèle à celle ligue [fi'j. 160); Nous avons décomposé le poids P en deux forces, l'une Pcos a normale, l'autre Psin * parallèle au plan; la première est la pression que le corps exerce contre le plan ; cette pression détermine un frottement égal à /Pcos 2, cl dirigé en sens contraire du mouvement, c'est-à-dire dans la direction BA. On a donc ici deux forces résistantes, savoir : la composante parai du poids et le frottement. Si l'on suppose la masse nmcenlnV au centre de gravité G, et les forces transportées en ce point parallèlement à ellesmêmes, les deux forces résistantes s'ajoutent; pour l'équilibre, c'esl-à-dire pour le mouvement uniforme, il faudra que )a force motrice F soit égale à la somme des deux forces résistantes, ce qui donne l'équation
F=P stoa-h/P eosa.
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' En remplaçant le coefficienl dû frottement /'par langy, ' on écrira celle équation sous la forme
241 . Appelons / la longueur AB du plan incliné, et h sa hauteur BC. Si l'on fait parcourir au corps toute la longueur du plan incliné, le centre de gravité s'élevant de la hauteur h, le travail utile est Ph; d'autre part, le travail moteur est F/. Quand on néglige le frottement, on a
F = Psina; d'où F/=P£sm a=PA;
le travail utile est égal au travail moteur.
Mais, quand ou lient compte du frottement, le travail résistant se compose de deux parties, le travail utile et le travail absorbé par le frottement, do telle sorte que le travail utile est plus petit que le travail moteur. On a, en elTet,
F=Psin* + /P cosa:
d'où
F/=P/sin a+ fPlco»a=Ph + /"P/cos a, T W =T U + T f .
On évtilue, comme nous l'avons dit, le rendement d'une machine, en prenant le rapport du travail utile au travail moteur; on a, en vertu de l'équation (2),
T, PA siiiacoso i
1 ' T m ~~ Fi ~ iE^+ç) — i +/cot *'
Ce rapport est d'autant plus petit que t'angle a lui-même est plus petit. On emploie surtout le plan inciiué pour l'é-
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iévation des grands fardeaux; les routes qui gravissent les pentes ne s'ont autre chose que des plans inclinés. Aiin de pouvoir, avec une force motrice peu considérable, élever un fardeau très-grand, on donne au plan incliné nue pente très-faible; mais alors il y a une grande quantité de travail perdu, etle travail uliie n'est qu'une Ires-petite partie du travail moteur. A ce point de vue, le plan incliné est une machine très-défectueuse.
242. Nous avons supposé jusqu'à présent !a force motrice F parallèle à la ligne de plus grande pente AB ; considérons le cas plus général où elle est située dans le plan vertical même par cette ligne et fait avec elle, audessus du plan, un angle (3 \fig. 167). Décomposons celle force , comme le poids , en deux forces : l'une GK, égale à F cos (3, parallèle au plan ; l'autre GL, égale à Fsin (3, normale. Les deux forces normales se retranchent; la pression du corps contre le plan est diminuée et devient Pensa— Fsin (3; 1 cette pression détermine un frottement f(V cosa — Fsin (3) parallèle au plan. Pour que le corps monte uniformément, il faut que la force motrice GK soit égale à la somme des deux résistances parallèles au plan, ce qui donne l'équation
F cos j3=P sin « -t- f[P cos a — F sin (3).
On en déduit
sina+/cosa _ siu( a + y)
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La grandeur de la force F varie avec l'angle (3; l'équalion (4) montre que cette force est minimum quand l'angle (5 est égal à ç. Ainsi, la force motrice F, capable de faire monter le corps sur le plan incliné, est la plus petite possible, quand elle fait avec le plan, et au-dessus, un angle égal à l'angle de frottement.
Le travail mok'ur est ici 17 eus /3, et l'on a
î-_ sjp« cos(p— y) T„ sro cos(3 '
ï r .■ cos [3 — q>) ,, . . sin w
La traction — , ayant pour dérivée -^pj^ par rapport à (3, croît avec f); ainsi le travail absorbé par le frottement est d'autant moindre que l'angle (3 est plus grand.
245. On peut traiter la question précédente par une méthode synthétique. Le corps montant sur le plan incliné, la réaction totale exercée par le plan sur le corps est, comme nous l'avons vu au numéro 236, une force oblique R', qui fait avec la normale GE' et du côté opposé au mouvement un angle égal à l'angle de frottement \firj. 168). Pour l'équilibre, c'est-à-dire pour le mouve-
au plan; par le point D menons DU parallèle à AB, la droite DH représentera ia force V. Du point D menons la droite &L perpendiculaire à GH ; les deux angles EGH,
PUB INCLINÉ
LDH, ayant leurs côtw perpendiculaires chacun fi chacun, sont égaux; l'angle DHL, complémentaire do l'angle LDH, est égala — — 9; d'ailleurs, l'angle DGH estégal à a+f. Dans le triangle DGH, oc a
F ^ DU = Bin
P GD cosç '
d'où F = P M " t ' -rv ' .
cosy
C'est la relation (2) trouvée précédemment.
Supposons maintenant que ta force motrice F Fasse un angle 0 avec la ligne do plus grande pente. Une parallèle DK à cette direction représentera Ja force. L'angle KDH est égal à 0, l'angle KDL à j3 — y, et l'angle DKH complémentaire de ce dernier ; dans le triangle GDK, on a
F^DK^ sin( g + ? )
P GD cos{(3 — 9)'
cos((3— f)
Puisque la force motrice est représentée par une droite DK, allant du point D à la droite GH, on voit que la force est minimum, quand elle est dirigée suivant la perpendiculaire DL, c'est-à-dire quand elle fait avec la direction DH du plan un angle égal à 9. Plus la force s'écarte de la direction DL, plus elle est grande.
Corp! detcfindnnl lur un plao Icolïûé-
244. Supposons qu'un corps descende sur un plan incliné, sans être sollicité par aucune autre force que son poids et la réaction du plan. Décomposons encore le poids P eh deux forces, l'une normale Peos 2, l'autre Psin*
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parallèle à la ligne de plus grande pente BA (fig. 16B). La pression normale P cos a détermine on frottement fP cos a dirigé en sens contraire du mouvement, c'est-à-dire dans le sens AB ; la composante parallèle du poids et le frottement, étant dirigés en sens contraires, se retranchent. Il y a plusieurs cas à distinguer, suivant que l'angle a est égal, supérieur, ou inférieur à l'angle de frottement 9.
\ ° Lorsque l'angle a est égal à <p, les deux forces parallèles au plan P sin a et /P cos a sont égales et se font équilibre ; le corps, animé d'une certaine vitesse initiale dans le sens BA, et abandonné à lui-même, descendra d'un mouvement uniforme.
2' Lorsque l'angle a est supérieur à 9, la force P sin a ' est plus grande que le frottement; la résultante de ces
deux forces Psin a — /P cos a, ou P S *" ■■ - — — , est dirigée ' ' cos? a
dans le sens BA. Si l'on place le corps sur le plan incliné, avec une vitesse initiale dans le sens BA, et qu'on l'abandonne à lui-même, il descendra d'un mouvement uniformément accéléré, avec l'accélération
' sin (a— 9)
7 ^ COS f
On empêchera le mouvement de s'accélérer, en retenant le corps avec une force parallèle au plan et égale à
û° Lorsque l'angle a est plus petit que 9, ia force de frottement est plus grande que la composante parallèle du
poids, et ^résultante /Pcosa— Psina, ou P si " c ^ — ,
de ces deux forces est dirigée dans le sens AB. Si le corps
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est place sur le plan incliné avec une vitesse initiale, dirigée dans le sens BA, ii descendra d'un mouvement uniformément retardé, avec une accélération négative égale à
sinQs-y) J cosy
Après un certain temps, la vitesse deviendra nulle; le corps s'arrêtera, et restera en repos sur le plan incliné. On ferait descendre le corps d'un mouvement uniforme, en le
tirant dans le sens BA avec une force égale à P — - - .
245. Lorsque l'inclinaison a du plan est plus grande que l'angle nous avons vu que le corps descend d'un mouvement uniforme, s'il est retenu par une force parallèle au plan et égale à — Supposous que
la force F qui retient le corps soi! située dans le plan vertical passant par la ligne de plus grande pente, et fasse avec cette ligne, au-dessous du plan, un angle égal à |5 {fi'j. 169). Décomposons la force F, comme le poids, en deux forces, l'une normale Fsîn p, l'autre Fcos (3 parallèle au plau; les deux forces normales s'ajoutent et produisent une pression égale à Pcosa + Fsinfî; cette pression donne naissance à un frottement
/•{Pc03*+Fsiu/3), dirigé en sens
contraire du mouvement, c'est-ù- A c dire dans le sens AB. Pour le mouvement uniforme, il faut que la force Pan «, qui fait descendre le corps, soit ■
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égale à la somme des deux forées qui le retiennent, ci; qui donne lequalion
P sin a=F cas ,3 + flP cos a + F siu 0] ;
d'où l'on déduit
cos/3+/"sin/3 eos(/3— f)'
La force F est minimum quand £=9.
Une construction synthétique, analogue à celle du numéro 243, conduit au mfime résultat. La réaction totale R' que le plan exerce sur le corps fait avec la uonnale GE' un angle égal à ç, du coté opposé au mouvement ; pour l'équilibre, la résultante R des deux forces P et F doit être dirigée en sens contraire. Une droite DK, menée par le. point D parallèlement à la force F, représentera la grandeur de cette force; l'angle DGK est égal à a-— 9, l'angle DKG est complémentaire de l'angle KDL qui est égal à (3 — 9 ; dans le triangle GDK, on a
F_DK_ sin (« — y) P GU cos(|3- T )'
On voit aussi que la force F est minimum quand elle est perpendiculaire ùGK, c'est-à-dire quand elle fait avec le plan, cl en dessous, uu angle égal à <f>.
246. Il importe de remarquer que le sens du frottement change quand le sens du mouvement change. Lorsque le corps monte sur le plan incliné, le lrojtemenl est dirigé de haut en bas, cl s'ajoute à la composante du poids. Supposons qu'on lance le corps sur le plan iucliué ifig. 170), avec * une vitesse initiale v„ dirigée de hasen haut, suivant k li-
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gne île plus grande pente, puis qu'on J'abandonne à lai-même; la résultante
P (sin et + /co3 a) , ou P — , des
deux forces qui le sollicitent dans 1 sens BA, produira une accélération ' négative — y ^jjj^i le mouvement sera uniformément relardé, et l'on aura
COSÇ '
La vitesse deviendra nulle au temps ( — — "o LOh 9 — . le corps ayant parcouru sur le plan la longueur
AI
Arrivé au point I, le corps y restera en repos, si a est plus petit que y; mais si « est plus grand que 9, le corps redescendra d'un mouvement uniformément accéléré, avec
une accélération égale à y En comptant le
temps ù partir de l'instant où le mobile arrive en I, et les distances à partir de ce point I, ou a, pour cette seconde partie du mouvement,
r /„ ff 5 " 1 '"— <?) ,, cosy ' T ,_ ysiu( a —
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Le mobile revient au point A, après ie temps
' V g sin (a— f) g Yii a ( a _ ç ) s [ n ( 3 + 7 ) ' et avec la vitesse
.. = , I / Ti"{*— f) ' T sin
On en déduit les relations
t, \ / sinjg— y)
Iï„ r SÎn(a + if)'
On voit que le mobile revient au point A avec une vitesse v\ moindre que la vitesse initiale r„; et, en effet, il y a eu une quantité de puissance vive perdue égale à la quantité de travail absorbée par le frottement. La durée de la descente est plus grande que celle de la montée.
LEVIER
247. On appelle levier, d'une manière générale, un corps solide assujetti à tourner autour d'un point fixe. Pour que des forces se fassent équilibre sur le levier, il est nécessaire et il suffit que ces forces admettent une résultante unique passant par le point fixe (n" 182) ; celle résultante est la pression supportée par le point fixe. On traduit analytiquement cette condition d'équilibre par trois équations; si par le point fixe on mène trois axes rectangulaires, on écrira que la somme des moments des forces, par rapport à chacun des axes, est nulle (n° 190).
248. Considérons, en particulier, le cas où le levier n'est sollicité que par deux forces, une puissance P et une résistance Q (fit]. 171). Pour que ces deux forces admettent une résultante, il faut qu'elles soient dans un même plan (n° 1 76); cette résultante devant passer par le point 0, il faut, en outre, que ce plan contienne )e point 0. Ainsi, une. première condition d'équilibre, c'est . que la puissance et la résistance soient dans un même plan avec le point fixe.
Supposons cette condition remplie; du point 0 abaissons des perpendiculaires OC et OD sur les forces, et désignons par a et b les longueurs de ces perpendiculaires; les moments des forces par rapport au point 0, dans le plan de
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ces forces, ont pour valeurs absolues P« et Q//; on sait qui: le moment de la résultante est égal à la somme algébrique des moments îles deux forces proposées (n° 184); si la résultante passe par le point 0, son moment est nul, et, par conséquent, les moments des deux forces sont égaux et de signes contraires. Réciproquement, ([«and celte condition estrernplie, la résultante, ayant son moment nul, passe par ln point 0. Ainsi, une seconde condition d'équilibre, c'est que. lu pi/iu/tnee et la résistance aient, par rapport an point fixe, îles moments égaux et de signes
Les perpendiculaires OC et OD, abaissées du point 0 sur les forces, s'appellent les bras du levier. De la relation
Pa=Qb, .
on déduit Q = a'
La puissance et la résistance sont entre elles en raison inverse des bras du levier.
249. Il est aisé de vérifier ici le ibéorème du travail. Supposons que le levier tourne autour du point 0 d'un angle très-petit et dans le sens de la puissance. Imaginons l'angle COD rigide et lié invariablement au levier, et concevons que les deux farces soient appliquées, l'une en C. l'autre en D; le levier coudé COD a tourné d'un angle très-petit, pour venir dans la position COD'. Appelons A/ l'intervalle de temps pendant lequel s'accomplit le mouvement, et a fa vitesse angulaire de rotation; les vitesses des points C et D sont m et wi; ia première est dirigée dans la direction de la force P, la seconde en sens contraire de la force Q ; en portant dans ces directions les dé-
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placements w<f Al et n/iàt, ou a les travaux élémentaires PùvïA/ et—QJ'M (u e 194). Puisque Pu— Q/>=o, on a
Poy/i/— Qal>M=<>.
Ainsi, !a somme algébrique des travaux élémentaires est nulle ; en d'autres termes, le travail moteur est égal au travail résistant.
Ce que nous venons dédire peut être appliqué au cas où toutes les forces qui agissent sur le levier sont si tuées dans un même plan awtc le point 0. Pour que la résultante de ces forces passe par le point 0, il est nécessaire et il suffit que la somme algébrique des moments des forces, par rapport au point 0, soit nulle, et on verra de la même manière que la somme algébrique des travaux élémentaires est nulle.
25U. On dislingue ordinairement trois espèces de levier : dans le levier V de première espèce {fig. 112), la puissance et la résistance sont si tuées de part "[ et d'autre du point Iixe ; dans les deux autres espèces de levier, la puissance ' et larcsistaiice sont placées d'un même " coté du point fixe; on dit qtic le levier estdc seconde espèce \fig.\ 73), lorsque la résistance est plus près du point iixe • quela puissauce; de troisième espèce (fiy. 174), quand au contraire la puissance est plus près du point fixe quela résistance. Dans les deux premiers le- ».
viers, la résistance est plus grande que
la puissance ; elle est. au contraire, plus petite dans; le
troisième. * ■ * <r<
251. Jusqu'à présent nous avons néglige le poids du levier; on l'introduira comme une nouvelle force appliquée au centre de gravité. Considérons en particulier le levier de seconde espèce, dans lequel nous supposerons la puissance et la résistance verticales; le poids p du levier est appliqué au centre de gravité G, à une n ( . m. distance r du point 0 Iftg. 175). Les
♦ p trois forces qui agissent sur. le le-
t-A K vier sont dans un môme plan avec le
p point fixe 0; en prenant les moments
o par rapport au point 0, on a l'équation
d'équilibre
J-où P= 2*±H.
Quand on néglige le poids du levier, la puissance capable de faire équilibre à la résistance Q est d'autant plus faible que son bras de levier a est plus long. Il n'en est plus de même quand on tient compte du poids du levier ; son moment jk augmente avec la longueur du levier, il en résulte une augmentation de la puissance P. On peut se demander quelle longueur il faut donner au levier pour que la puissance ait la plus petite valeur possible. Supposons le levier formé avec une barre homogène ; désignons par p x le poids de l'unité. Nous aurons p=p,a,
et l'équation des moments devient
Digitizod ùyfcoogle
On en déduit
= P±VP*-*Qp,l> P<
Le minimum de la puissance est P=|/aQp,o", et la longueur correspondau te du levier a=^/
252. La balance est un levier de première espèce. Le levier AB[/Sff. 17ft), que Ton nomme fléau de la balance, tourne autour de son milieu. A cet effet, un prisme triangulaire, appelé couteau, implanté perpendiculaire ment au fléau, repose par son arête inférieure, de chaque côté, sur un plan d'acier poli ou de pierre dure. Cette arête du prisme détermine l'axe de rotation. Le fléau porte à ses extrémités deux autres prismes plus petits A el B, placés en sens inverse du précédent ; sur les arêtes supérieures de ces prismes s'appuient les crochets auxquels sont attachées les cordes ou les tiges qui portent les deux plateaux Cet Dde la balance. Dans l'un des plateaux, on met le corps que l'on veut peser, dans l'autre des poids gradués.
Fi*, lit.
LIÎRE IV. DES MACHINES
Les conditions que doit remplir une bonne balance sont: 1° que les trois points A, 0. B soient en ligne il roite, c'est-à-dire qui! lus deux jiuints du suspension ÂetBsoient en ligne droite avec le centre de rotation 0: 2' que les deux hrns du levier OA et OB soient égaux entre eux ; 5° que le centre de gravité G du fléau soit sur une droite 0(1 perpendiculaire à AB, et aune distance très-petite OG au-dessousdu centre de rotation [fi>j. 177).
Appelons P et Q les poids placés dans les plateaux C et [), en y comprenant les poids des plateaux, des cordes, et des crochets qui les supportent ; ces forces peuvent être considérées comme appliquées en A et on B. Supposons le fléau horizontal : la droile OG sera verticale; le poids p du fléau, appliqué au point G, pouvant être transporté en 0, sera détruit par la résistance du plan fixes si les deux bras du levier, OA et OB, sont égaux entre eux, il y aura équilibre, quand les deux forces parallèles P et Q seront égales. Mais, dans la pratique, quand il a'agit de peséas délicates, on n'admet pas cette égalité rigoureuse des deux bras du levier qu'il est très-difficile d'obtenir; on applique la méthode des doubles peséos. Ou met lecorpsque l'on veut peser dans un des plateaux ;. on lui lait équilibre avec de la grenaille de plomb placée dans l'autre plateau ; on enlève ensuite le corps et on le remplace par dus poids gradués, de manière à rétablir l'équilibre. Les poids gradués, étant placés dans les mêmes conditions que le corps, indiquent exactement sou poids, quelles que soient les longueurs des bras du levier.
255. Nous avons dit que le centre de gravité G du fléau doit être placé sur une droite OG perpendiculaire à AB , au-dessous et à une très-petite distance du poiniO (/îy. i 77) .
DD LEVIER
Pour bien faire comprendre l'importance de cette disposition dans la construction de la balance, nous supposerons les deux bras du levier, OA et OB, parfaitement égaux entre eux. H résuite de ce qui précède nue le fléau .est en équilibre dans la position horizon l'aie AB, lorsque tes deux forces P et Q sont égales. Mais on n'arrive pas immédiatement à celte égalité des ïorces ; il faut, pour que la balance soit bonne, que le fléau s'inclinoducôtédelaplusgrande „, ' force P, pour arriver à une posi- — „ tiond'équilibre oblique A'B'.qui J ■ fasse avec l'horizontale un angle . ffî
d'autant plus grand que la différence des forces est plus grande.
Décomposons la force P en deux , l'une Q, l'autre P — Q : les deux forces Q ayant leur résultante appliquée en 0 et détruite par la résislance du plan fixe, on peut en faire abstraction ; il reste à considérer la force P — Q appliquée en A', et le poùïs/i du fléau appliqué au centre de gravité G'. Ces deux forces tendent à faire tourner le fléau en sens contraires. Appelons 2/ la longueur du fléau AB, a la distance OG, 9 l'angle variable AOA'. La perpendiculaire OE, abaissée du centre de rotation 0 sur la force P, a pour valeur /cosâ, et diminue à mesure que l'angle 6 augmente. Le centre do gravité G' décrit un arc de cercle GG'; la perpendiculaire OK, abaissée du point 0 sur la force p, a pour valeur «sinû et augmente avec l'angle 0. Il résulte de là que, lorsque l'angle S augmente de zéro à 90 degrés, le momenLde la force P — Q diminue jusqu'à zéro, tandis que le moment de la force p augmente à partir de zéro ; il y a donc une position pour laquelle les deux moments sont égaux et da signes contraires, et
alors les forces se font éqmlibre sur le levier. Celte position d'équilibre est donnée par l'équation '
d'on (1)
Il est aisé de reconnaître que la position d'équilibre que nous venons de déterminer est stable; car si l'angle est plus petit que celui qui convient à l'équilibre, la force P — Q, ayant son moment supérieur à celui de la force p, l'emporte sur celle-ci, et fait marcher- lé fléau vers la position d'équilibre A'B'; si, au contraire, l'angle est plus grand, la force p, ayant son moment plus grand que celui de la force P — Q, ramène le fléau à la position d'équilibre A'B'.
L'angle 6, donné par la formule (1), est d'autaut plus grande que la différence P — Q des poids est plus grande. On dit qu'une balance est wnsiMe, lorsqu'elle s'incline d'un angle @ appréciable pour une différence de poids trèspetite. Afin d'augmenter la sensibilité de la balance, on construit le fléau de manière que son centre de gravité G soit très-près du poiut d'appui 0; on voit, en effet, que, pour une différence de poids donnée, l'angle 6 serad'autant plus grand que la distance OG ou a sera plus petite. On augmente aussi la sensibilité d'une balance en rendant / très-grand, c'est-à-dire en faisant le fléau très-long ; mais, pour que le poids p du fléau n'augmente pas dans le même rapport, et afin de lui laisser une rigidité suffisante, on a soin de 1 evider.
Tout ce que nous venons de dire suppose que le centre
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■zXvl «Ml^wwi :>\ 7i.î ;'.!.fi"'i j'wl «vu,*; a: a de gravité G du fléau est situe au-dessous du point d appui 0. S'il était piacé au-dessus, les deux forces P — Q et tendraient à faire tourner ie fléau autour du point 0 dans le même sens, et, si petite que soit la ditlérence des poids, le fléau s'éloignerait de plus en plus de la position horizontale et chavirerait complètement; on dit que la balance scva.il/ollc. Il en serait de même, ai le eentre de gravité coïncidait avec le point 0.
S54. Nous avons supposé jusqu'à présent les trois points. A, 0, B en ligne droite. Voyous ce qui arriverait si ces trois points n'étaient pas eu ligne droite {fia. 178). Supposons que la droite AB, dans ^ ^ la position horizontale, passe au-dessous du point d'appui, à ^C^*^--^ une distance 01, que nous dé- S signerons par A, les deux bras 6 »-j ^"^V du levier ÏA et IB élani toujours égaux eutre eux. La position horizontale est encore une position d'équilibre, quand les deux forces P et Q sont égales. Si la force P est plus grande que la force Q, la balance s'inclinera du côté de la plus grande force, et arrivera à une position d'équilibre oblique A'B' ; mais la sensibilité de la balance sera altérée. En effet, décomposons comme précédemment la force P en deux, l'une Q, l'autre P — Q; les deux forces Q ont leur résultante 2Q appliquée au point Y, milieu de A'B' ; cette résultante, dont le moment est 2Q6sinÛ, agit dans le même sens que la force p appliquée en G'. Cherchons le moment dé la force P— Q appliquée en A' : son bras de levier est la projection de la droite OA' sur l'horizontale, ou la projection de la ligne brisée 01' A', c'est-à-dire—A sin S+/eos0; le
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moment de In force P—Q est donc (P— Q)(£cos 9— osin 0). La position dequilibre sera donnée par l'équation
(P— Q) (/ cos 9— b sin 0) = pasïn 6+2QS sin 9 ;
d'où l'on déduit
On voit que l'angle 0, et par suite la sensibilité de la balance, est diminué d'autant plus que le poids que l'on veut évaluer est plus considérable.
255. La balance dite romaine se compose d'un levier de première espèce, assujetti à tourner mitourd'un point fixe 0 {fiy. 179 ). Au point B, par !e moyen d'un crochet, est attaché le fardeau Q que l'on veut peser; on lui fait équilibre par un poids constant P, que l'on fait glisser le long du bras AC. Appelons à la distance constante OB, c la distance OG du point 0 au centre de gravité G du levier, p le poids du levier. On a l'équation d'équilibre
(1) PxOil=(ib+pc.
Soit A le point où il faut placer le poids mobile P pour
l'équilibre, quand aucun fardeau n'eat suspendu en B: l'équation (1 } se réduit à
P x OA=j3C.
En retranchant celle équation de l'équation (i), membre à membre, on a
P X ÀM = Q>;
d'où
(2) AM = Qx|.
Ainsi, la dislance AM est proportionnelle au poids Q que l'on veul évaluer. Il est très- facile, d'après cela, de graduer l'instrument. Ou lait deux expériences : la première détermine le point A, comme nous l'avons dit : dans la seconde, ou suspend en B un poids connu, par exemple un poids de 100 kilogrammes ; soit D le point où il faut amener le poids constant P pour l'équilibre : on divise la longueur AD en 100 parlies égales ; on marque zéro au point A, 100 au point D, et on prolonge les divisions au delà du point D. Quand on veut ensuite peser un corps, on fait glisser le poids P jusqu'à ce qu'il y ait équilibre ; lisant ensuite sur la droite AC le uuméro correspondant, on aie poids cherché eu kilogrammes.
Celte balance n'est pas susceptible d'une précision aussi grande que ia balance ordinaire; niais elle est très-commode, parce qu'elle dispense de poids gradués : c'est pourquoi on l'employait fréquemment dans le commerce pour peser les ballots. On lui préfère aujourd'hui une nouvelle balance qu'un appelle bascule, et que nous décrirons en peu de mots.
, Kl
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256. Celte balance se compose de trois leviers (^.180) i : le premier CD tournant autour, du pointC, le aei w 'LiJ' condOB tournant autour A du point fixe 0, le troisième B'E tournant autour du point fixe 0'. Le levierCD porte un tablier en bois, sur lequel on place le corps que l'on veut peser. Le point C est le sommet d'une courte tige CÀ, fixée perpendiculairement au levier OB. Deux tiges verticales DA', BB', articulées à charnière b leurs extrémités, unissent les deux premiers leviers au troisième B'E. En E est attaché on plateau, dans lequel on met des poids gradués P pdur 1 l'équilibre.
Soit Q le poids du corps, M le point où la verticale, menée par son centre de gravité, rencontre la droite CD; on peut décomposer la force Q, appliquée en M, eu deux forces parallèles, appliquées en D et en C. La eompo- )XCM CD
porte eu A' par le moyen, de la tige verticale DA'. La composante appliquée en C, que nous appellerons Q', est
égale à Q î on P eut l a considérer comme appli-
quée en A au premier levier. On décomposera la force Q', appliquée eu A. eu deux forces parallèles, appliquées en 0 et en B. La composante, appliquée en 0, est détruite par la résistance du point fixe 0; la composante, appliquée en
B, est égale è ~^ p A - ; on la transportera . en B.' R»t,|e, .
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moyen de la lige verticale BB'. Deux forces sont ainsi appliquées eu A' etB' au levier EB'; pour que les poids gradués P leur fassent équilibre, il faut que l'on ait
CHAPITRE V
257. La. poulie est un di^pir éin'ulaire pouvant tourner autour d'un axe mené par son centre per- v^. u>. pendiculairemenl à son plan {fig. 181 ). A cel effet, une petite ouverture circulaire est percée au cenlre de la poulie; par celte ouverture passe l'axe, dont les deux extrémités sont portées par la chape de la poulie.
Celte chape se compose d'une pièce de fer dont les deux tranches embrassent la poulie; elle s
-, « •■ipiini-fii|Vii'-ur'\ [',it un ■■$ ■ ,
crochet que l'on peut assujettir à uu point fixe. Une gorge est creusée sur la circonférence de la poulie, et dans cette gorge passe une corde aux extrémités de laquelle agissent deux forces, la puissauce P appliquée en A , la résistance Q en B
{fis- m-
Les moments de ces deux forces, par rapport à l'axe de rotation, ou, ce qui est la même chose, par rapport au point 0, sonl PxOC et QXOD; d'ailleurs, les forces tendent à faire tourner la poulie en sens contraires. Il y aura équilibre, si la somme algébrique des moments est nulle. Les deux perpendiculaires OC et OD étant égales, il faut pour cela que la puissance P soit égale à la résistance Q. Quand celte condition est remplie, la poulie reste en repos
POULIE
si elle est en repos ; si elle est en mouvement, elle tourne autour de son axe d'un mouvement uniforme (n° 220).
Ordinairement, la poulie tourne dans le sens de la puissance. Supposons que le point d'application A. de la puissance parcoure sur la droite CA, et dans la direction CA prolongée, une certaine longueur AA', le point d'applieatiou B de la résistance décrira sur la droite BD une longueur égale BB'. Le travail moteur est P X AA', le travail résistant Q X BB' ; on voit que le travail moteur est égal au travail résistant. La poulie lixe, que nous venons de décrire, a simplement pour but de changer la direction de la force P sans changer sa grandeur : lu travail n'est pas modiiié.
258. Cherchons la pression que supporte l'axe de la poulie ; prolongeons les deux droites ACet Bl) jusqu'à leur rencontre en I ; supposons ce point I hé invariablement au système, et transportons eu ce point les deux forces P et Q. Ces deux forces égales auront une résultante R dirigée suivant la bissectrice 10 de l'angle COD; on transportera
par l'axe. Soient 1H et 1K les longueurs qui représentent les deux forces l' et Q appliquées en I, la diagonale IL du losange formé sur ces deux droites égales représentera la résultante R. Appelons sa l'angle CID des deux cordons : les diagonales du losange se coupant à angle droit, on a
lL = aIE=iIH eos«,
c'est-à-dire
(1) R=*Pcos a .
On peut énoncer ce résultat d'une autre manière : les
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deux triangles COD, IHL sont somblables, comme ayant, leurs côtés respectivement perpendiculaires, et : J'p%a.j _,-„;,
' IL_CD 'i 90 '
Quand les deux cordons sont parallèles, l'angle a « devient nul, et la droite CD égale au diamètre ; on a, dans
259. Considérons une poulie sur laquelle est enroulée une corde BDCA {fig. 183), dont l'extrémité B est attachée à un point fixe, et l'autre ex- flj tn trémilé A tirée par une force P ; la ^ poulie sera soulevée, et l'on comprend que l'on pourra vaincre ainsi une cerlaine résistance Q appliquée à la chape de la poulie, et par c séquent en son centre 0. Le point fixe B exerce sur le cordon BD une certaine réaction T dirigée suivant le prolongement de ce cordon ; cette réaction T se transmet tout le long du cordon, et l'on peut supprimer le point .fixe B en introduisant cette force T qui prévient de la résistance de ce point. Trois forces agissent sur la poulie : la puissance P, que l'ou peut supposer appliquée en C; la tension du cordon DB, que l'on peut supposer appliquée en D, et la résjs-, tance Q, appliquée en 0. Pour que ces trois forces se fassent
. POULIE. 7A.7 équilibre, il faut, comme nous l'avons ditau numéro 174, qu'elles soient dans un môme plan, qu'elles concourent, et qu'elles se fassent équilibre au point de contours/ Le plan de la poulie doit donc contenir la résistance Q. Les deux forces P et T devant concourir en un point I de la force Q,et cette force Q passant par le centre, les deux cordons CA et DB font des angles égauxavec la direction de |a résistance Q. La résultante des deux forces P et T appliquées en I, devant être égale et opposée à la force Q, est dirigée suivant la droite 10; oommt celte droite 10 est la bissectrice de l'angle MB, on en conclut que les deux forces P et T sont égales entre elles ; ainsi la tension est h même tout le long de la corde. Si Ton appelle a« l'angle AIB des deux cordons, on trouve, comme précédemment, (3) Q=iPcos«,
acosa
La poulie s'élevant, l'angle -xa. varie, et la puissance P change sans cesse de valeur pendant la durée du mouvement. ' ' ■ \. '
Quand l'angle m est voisin de 180°, la n t . m. puissance P capable de faire équilibre a la résistance Qest très-grande. Quand les deux cordons sont parallèles, on a Q=3p, ou
P=— . Il est facile, dans ce cas, de vérifier
le théorème du travail. Supposons que le centre 0 de la poulie se soit élevé de la quantité 00' {fig. 184). La corde occupait d'abord la position BDCA; la longueur comprise entre le point B et le point A a été diminuée des
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ileux portions CC'et DD'; la corde conservant la même longueur, il est évident que son extrémité A a marché d'une longueur A A' égale à CC'+DD'. c'est-à-dire: égale à aOO'. Le travail moteur est donc P X aOO', le travail résistant QxOO't puis-que Q=2P, ces deux travaux sont égaux entre eux.
260. On appelle moufles de= combinaisons de poulies qui permetlenld'auginenlerlK puissance autan tqu on veut. Voici une première combinaison : à une forte traverse en bois ffig. 185) sont (ixés des crochets B, B',B', un f^. m, cordon, attaché au crochet B,
s'enroulesurla poulie 0, ets'atlache par son autre extrémité à la chape de la poulie 0'; un second cordon, attaché au crochet B', s'enroulesurla poulie 0', et s'attache par son autre extrémité à la chape de la poulie OV et ainsi de suite ; ie dernier cordon passe sur une poulie de renvoi C. La résistance Q est appliquée à la chape de la pree, la puissance P au dernier cordon eu A. Les t parallèles.
Ap[ielousT,T"T,... les tensions des différents cordons. Lo tension T du premier cordon joue le rôle de puissance par rapport à la poulie 0, et l'on a Q=aT.
Cette tension T, prise en sens inverse, esl la résistance ap-
pliquée au centre 0' île la seconde poulie ; la -tension T' du second cordon joue Se rôle rie puissance par rapport à cette poulie, et l'on a '
On a de même T'=aT",
et ainsi de suite. La tension du dernier cordon est égale à la puissance P. Dans la figure il n'y ris. ., 6 .
.lu
.-■aie
sance P. En multipliant les égal ités précédentes membre à membre, on a
Q=PX
En généra! , si n est le nombre des cordons, on a
On vérilie encore aisément le théorème du travail : si la poulie 0 .s'élève de la quantité//, la poulie 0' s'élève de |a poulie 0" de2Vi, .. . ; enlia le point d'application A de la l>uissauce décrit le chemin h X 2\
261 . Voici une autre combinaisou qui est plus fréquemment employée que la précédente [fig. 186).
Un certain nombre de poulies sont montées sur une même chape, un nombre égal sur nue autre chape.
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La première chape est fiie,; à huseccrode est appliquée' ta résistance Q. Un cordon attaché au crochet i, qui termine
la première chape, passe d'abord sur la poulie r", puis sur la poulie o" , et ensuite successivement sur les poulies c', o ', c, o, La puissance P est appliquée en A à l'extrémité du cordou. Nous n'avons ici qu'un seul cordon ; il est clair que la tension est la même, et égale à P, tout le long rlrt cordon. Chacune des poulies c, c', c", est sollicitée par deux cordons sensiblement parallèles ; les tensions égales *ta.">- de ces deux cordons donnent
une résultante aP appliquée au cenlre de la poulie; si donc n désigne le nombre des poulies montées sur la chape mobile, cette chape sera sollicilée par une force égale nfoisap, c'està-dire égale à anp, et l'on anr:t l'équation d'équilibre (5) Q= a »P. m •* m
Si le poids Q s'élève de -la hauteur h , chacun des an cordons parallèles étant diminué de la quantité h, il en résulte que le point A de la puissance a marché de la quantité i«A, ce qui montre que le travail moteur est égal au travail résistant.
Au lieu de mettre les poulies les unes à la suite des autres sur une même chape, ce qui donne à l'appareil une trop
ar, on les ifispuse souvent sur un mêmeaxe, comme le montre ta ligure 187. ' - ■ - -
. » ,\ K'ilu.' ' ■ FntMaonl t*M I. ,t.,Mli,. Hi,.
262..,Jusqu'à présent nous avons négligé le frottement: voici comment on en tient compte dans In poulie frxe. Considérons d'abord le cas où les deux forces P et Q sont parallèles; (mur préciser, nous les supposerons -verticales et dirigées de haut en bas. Nous ayons dit qu'au centre de k poolie est pratiquée une petite ouverture circulaire appelée œil de la poulie ; au travers passe l'axe fixe ; cet axe rigide en fer a un rayon un peu plus petit que celui de l'œil. Quand le frottement est nul, l'ave rigide exerce contre la poulie une réaction normale aux deux surfaces tangentes ; celte réaction li, devaiit, faire équilibre aux deux forces verticales P et Q, doit être verticale ellemême, et dirigée tie bas eu haut ; le contact a donc lieu en a, extrémité du rayon vertical mené par le centre o' de l'axe rigide t,fiy. 188). Le cenlre o de l'œil est sur le même rayon ; la poulie tournant dans M( , te sens indiqué par la flèche, le cou- ti tact a toujours lieu eu a, et par conséquent le point o, centre de l'œil, reste-immobile; la droite menée parle point», perpendiculairement au plan de la ponfie, reste Axe; c'est l'ave géométrique idéal autour duquel semble tourner la poulie. La résultante des deux forci s P et Q doit passer par le point a; ce point a étant également distant des deux forces, on en conclut que les forces sont égales entre .«Me». iy:,.,.'- », - -, :,y -,
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Quand il y a frottement, la réaction lî exercée par l'axe rigide sur la poulie b est plus normale aux deux surfaces ; mais elle l'ait avec la normale mn un angle égal à y, en sens contraire du mouvement (fit/. 188) ; cette réaction R devant être verticale, pour faire équilibre aux deux forces verticales P et 0- on en conclut que le point de contact qui était primitivement en a, à l'extrémité du rayon vertical o'fl, s'est déplacé du côté du mouvement, et a décrit sur l'axe rigide l'arc wn qui correspond à un angle au centre ao'm égal à 9; on voit en effet que, dans celte position, la réaction R fait avec la normale mn, et dans le sens convenable, l'angle 9. Le contact reste au même point m pendant toute la durée du mouvement ; le point o, centre de l'œil, ne bouge pas, et on obtient ainsi une droite ou axe idéal ûxe autour duquel semble tourner la poulie. Appelons r le rayon oA do la poulie, p le rayon om de l'œil; abaissons du point m une perpendiculaire mli sur le diamètre borizontal AB ; la résiliante des deux forces parallèles P et Q devant passer parle point m, on a
PXôA=QxéB, ou P (r— p sin 9)=Q(''-t- psin
On en déduit
i + -sioip
i-tsiny
Ainsi, la puissance P est plus grande que la résistance Q.
On arrive à la même équalioil en prenant les moments des trois forces P, Q, H, quj agissent sur la poulie, par rapport à l'a» idéal aulour duquel elle. tourne, c'est-à-dire par rapport au point a, et exprimant que la somme algébrique est nulle. Le moment de la force R étant R X ob, ou Rpsintp, en valeur absolue, on a l'équation
(7) \>r— Qr— Rpsin9="; en vertu de la relation
cette équation devient
Pr-Qr — (P+OJpsin <f=o et reproduit l'équation (6).
Le frottement exige doue une augmentation dans la puissance. La différence
a^sillf
• . - - . i— --sintj»
esl d'autant plus petite que le rapport * du rayon de l'œil
au rayon de la poulie est plus petit, et que l'angle y est
plus petit. Pour diminuer le rapport £ , ou fait la poulie
très-grande, en l'évidanl pour diminuer sou poids, et on fabrique l'a» rigide en excellent fer. afin qu'il puisse supporter la charge sous un petit diamètre. On diminue l'angle yen graissant avec soin l'axe intérieur.
. Bvalupns le travail :, il y a ici doux résistances,
la résistance utile Q ef- .U r^sistance-,pa3M,VE,^^Lï8 -.idiemins 4wrttg,4)aïiite6i4J(âiJtË.*i'appticationide8 .forées; J*i<*t Q: étant rég»uK.;on mat» nf^ m; i-v^m v.-. saiol ssia-j
i+*-siny
Ainsi, le travail utile n'est qu'une partie du travail moteur; le travail absorbé par la résistance passive est la différence entre ces deux travaux, et l'on a
T f = T„— ']'„_ T - T - ~,+Ç s in T '
Proposons-nous d'évaluer directement ce travail perdu; pour cela nous décomposerons la réaction oblique R en deux forces, l'une Reos f dirigée suivant la normale mn, l'autre R sin 9 suivant la tangente mf. La première est la réaction normale que l'axe rigide exerce contre la poulie ; comme elle passe par le point fixe o, son travail est nul. La seconde est le frottement; si l'on appelle w làvitesse angulaire de rotation, le point m de la poulie a une vitessn w p; le frottement étant appliquées poiol>R et dirigé en sens contraire, son travail élémentaire est — Rsin yXupAe. Le travail moteur .élémentaire est Pcwàï, le travail utile — Qwii; si l'on écrit qun le. travaït'moleur est égal à la somme des travaux résistants, ùwn-trouve l'équation (7}, Ilt ^, l ., ; r v„„« Vl n «■ awnrtoi. ..;..„ ,i,ui«>> .i .iv ,1'h-lhtA iifiviuhrt-.unil.
Nous n'avons-pas tenu oomptojjusçu r à présent, du
poids de la poulie. Ce poids, que nous désignons par p, est appliqué au centre de gravité o de la poulie. Le moment de celte force par rapport au point o étant nul, l 'équation {!) des moments n'est pas changée ; mais on a R= P + Q +p, et l'équation (7) devient ' ■ T
Pr~Qr—(V + Q+p) psinç -o,
d'où
. 1 (aQ+ P )ËBinç
265. Considérons maintenant le cas général (fit/. 190|, en négligeant toutefois le poids de la poulie., et supposons toujours que la poulie tourne d'un mouvement uniforme du côté de la puissance. Soit I 11 1 point de rencontr Jeu deux cordons prolongés; la ré- j sultautedes deux forces P et Q passe par le point !,- la réaction exercée par l'axê rigide sur la poulie, dé^ " " vant faire équilibre à ces deux forces, passera aussi par le point 1. Si te frottement était nul, cette réaction, étant normale et par conséquent passant par le' centre, serait dirigée suivant la droite ol; le point de contact serait en a. Hais, quand il y a frottement , la réaction R doit faire
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l'angle <p avec la normale ma, du c6lé opposé au mouve; menl, el le point de coalacl se transporte de a en m. Appelons aa l'angle AIB ; la réaction R élant égale el opposée, à la résultante des deux forées P et Q, on a
(10) R^VP' + Q' + aPQcosaa. .
Décomposons maintenant la force R en deux forces, l'une Rcostfi dirigée suivant la normale ma, l'autre Rsin <p dirigée suivant la tangente mf; eu exprimant que la somme algébrique des moments des forces, par rapport au centre » de la poulie, est nulle, nous retrouverons l'équation
(7) Pr— Qr— Rp 5109=0,
à laquelle nous sommes arrivés précédemment. En divisant par r el remplaçant K par sa valeur, on oblieul la relation
( i 1) P— Q — £ s in f ^P+^+ÎRJcmm,
entre la puissance et la résistance.
Proposons-nous de déterminer In puissance, connaissant la résistance. L'équalion (H), par l'élévation au carré, donne une équation du second degré
î-r-ÉLsin'ç COSaat
dont les deux racines sont réelles el positives ; le produit étant égal à Q', l'une d'elles est plus grande que Q, l'autre pluspetite: on prendra la première. Maïs il est plus simple
poulie. 321 de la calculer approximativement. On a, en vertu de l'équation (H), i «....-.« ;.,niiv.;j '■ 4 ..
(12) 1 P= Q + £ sin 9l/P*-f Q'+ aPQ eosaa.
Le lacteur^sin ç étant très-petit, si l'on néglige d'abord
le second terme, on a la valeur approchée P=Q ; si l'on remplace ensuite dans ce ternie P par sa valeur approchée Q, ou commet une erreur du second ordre, et l'on a une valeur beaucoup plus approchée
(12) P^Q^i-HaÊsinçcosa).
La détermination du point de contact m revient à la construction du triangle mol, dans lequel on connaît les deux côtés ol et om, et l'angle obtus ««il opposé au premier côlé.
CHAPITRE Vfc) .irl^asnri
26b\ Du point de vue le plus général, ie Ireuil est un eorps solide assujetti à tourner autour d'un axe fixe. La condition d'équilibre est que la somme algébrique des moments des forces qui agissent sur le treuil, par rapporta l'axe du treuil, SQÏlnuJle (n° 188). Quand celle condition est remplie, le treuil Teste en repos, ou se ment d'un mouvement uniforme (a" 220).
Le treuil se compose eu générât d'un cylindre en bois {fig. 191), sur lequel est enroulée une corde à laquelle est -.. Vlt m appliquée la résistance
Q , par exemple un poids que l'on veut soulever. Le cylindre se termine à ses d eux extrém ités par deux cylindres fer d'un rayon plus petit, placés sur le prolongement de l'axe intérieur ; ces deux cylindres en fer, que l'on nomme tourillons ,-. reposent sur deux supports concaves appetéB coussinets. Le cylindre en bois porte une roue en bois d'un rayon beaucoup plus grand ; en un point A de cette roue, et tangentielleraent, est appliquée la puissance P. On petit supposer la résistance Q appliquée en B au point où la corde quitte le cylindre. Si l'on appellen le rayon OAde la roue.ir* Je -rayon
CB du cylindre, le moment de larésistance estP x»', celui rie la résistance Q X r', l'équation (d'équilibre est
d'où
La puissance est à lu ri-sislunM comme le rayon du cylindre est nu rayon de la roue.
Le théorème du travail se vérifie aisément. Si l'on appelle S l'angle décrit par le treuil, le travail moteur est P8r, le travail résistant QÛr'; on voit que ces deux travaux sont égaux entre eux.
267. Proposons-uousd'évaluerles pressions supportées par les deux coussinets. Considérons d'abord le cas où la puissance est verticale comme la résistance; les rayons OD et CB, qui aboutissent aux points d'application D et B de ces deux forces, sont horizontaux; ils sont par conséquent parallèles et situés clans un même plan avec l'axe. Soit E le' point où'la droite "DB rencontre l'axe; à cause des triangles semblables DOE, BCE, on a
. u . : ...- '■ ; ■ . T ......,EB_CB_P
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décomposée eu deux forces, l'une P appliquée enO, l'autre Q appliquée en C. Ainsi, on peut supposer que les deux forces P et Q sont appliquées à l'axe, l'une en 0, l'autre en C. On décomposera ensuite la force P, appliquée en 0, en deux forces parallèles, appliquées aux tourillons I et K, et de même la force Q appliquée en C, et l'on obtiendra ainsi la charge des deux tourillons. Si l'oit voulait tenir compte du poids du treuil, on décomposerait . aussi le poids p, appliqué au centre de gravité G, en deux forces parallèles, appliquées aux tourillons.
Considérons maintenant le cas où la puissance est appliquée en un point quelconque A de la roue et n'est pas parallèle à la résistance. Au point 1), extrémité du rayon horizontal OD, appliquons deux forces verticales P et F, égales a P et de sens contraires, ce qui ne change pas l'équilibre. Les ileux tangentes en A etD se rencontrent en H ; on peut amener en H la force P appliquée en A et la force P' appliquée en D; ces deux forces égales appliquées en I) ont leur résultante HL dirigée suivant la bissectrice, c'est-à-dire suivant le prolongement de la droite OH ; on pourra transporter celle résultante en 0, et là, au moyen d'un losange égal au précédent, la décomposer en deux forces, l'une parallèle à AH cl égale à P, l'autre verticale et égale àP'. D'un autre côté, d'après ce que nous avons dit précédemment, la puissance verticale P appliquée eu î>, et la résistance Q appliquée en 1), peuvent être transportées parallèlement à elles-mêmes, l'une au pointO, l'autre au point C. Nous avons ainsi trois forces au point U; les deux forces verticales P et P', égales et opposées, se détruisent; il resie la force P parallèle à AH. Ainsi, quand on veut évaluer les pressions supportées par l'axe, on peul supposer que la puissance et la résistance sont Lraiispor-
rtisAtL.
téés parallèlement à elles-mêmes, l'une au centre 0 de la roue, l'autre au point C. ' ' ■
268. Jusqu'à présent nrms n'avons pas lerui compte du frottement que les tourillons éprouvent sur les coussinets. Nous traiterons cette question dans le cas particulier où la puissance et la résistance sont verticales. Les deux tourillons appartiennent à un même cylindre géométrique ; ils s'appuient sur les eoiiïiiriels suivant une même arête de cecylindre; les normales soûl parai- fi b .is5. lèlus et les réactions R, et R, des deux coussinets sur les tourillons, faisant avec les normales le même angle y, sont parallèles {Jig. 192). La résultante R, et R, de ces deux réactions parallèles devant l'aire équilibre à la somme P+Q+p des forces qui sol- ■ licilent le treuil, ces réactions sont verticales, et l'on a
Quand le frottement est nul, le contact a lieu au poinl le plus bas '/du coussinet, alin que la réaction soit verticale. Mais, quand il y a frottement, le contact se déplace du coté de la puissance et vient en m, où la normale imi fait avec la verticale l'angle tp ; l'axe géométrique o reste immobile pendant toute la durée du mouvement, et c'est autour de cette droite fixe que tourne le treuil. L'équation des moments autour de l'àïc du treuil devient
' Vr— Qr'— (R, +R,)psin ? =fl, ou Pr-Qï-' — 'P-f-0+/>}.osin?=o.
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On eu déduit .. . , . . „. -.
i — '-sitiif
(3) p=iQL+_ L .
i — ^sinç
Le second terme exprime l'augmentation de ta puissance résultant du frottement. .
269. Nous avons supposé jusqu'à présent que les farces qui agissent sur le treuil se font équilibre, c'esl-à-dire que la somme algébrique des moments des forces, par rapport à l'axe, est nulle; alors le mouvement de rotation
Supposons maintenant que la somme dés moments des forées ne soit pas nulle, et désignons celte somme par G. Nous avons démontré (n° 218) que la dérivée relative au , temps de la somme des moments des quantités de mouvement des diverses molécules qui composent le corps est égale à la somme des moments des forces. Mais la somme des moments de quantités de mouvement est é,a;ale, à chaque instant, à la vitesse angulaire de rotation, « (n B 220) multipliée par le moment d'inertie du corps, sût ■ lide relatif à l'aie de rotation; on a donc l'équation
ïfiEim.. ■ ôô"
Ainsi, quand"}/ i-.nrps hulule est assujetti ') tourner autour d'un axe fixe, la dérivée de lu vitesse angulaire de rotation est égale à la somme des moments des forées, divisée par le moment d'inertie du corps soliik.
Comme application, cherchons le mouvement d'un treuil soumis à l'action d'un poids P attaché à l'extrémité de la corde enroulée sur le treuil, et abandonné à lui-même sans vitesse initiale. Quand le mouvement est uniforme, la tension de la corde est égale au poids P; mais ceci n'a plus !ieu quand le mouvement est varié (n B 89(. Appelons T cette tension, r le. rayon du cylindre, MA* le moment d'inertie du cylindre par rapport à l'axe, M étant la masse du cylindre. Le corps P est sollicité par deux forces : son poids P, et la tension T de la corde qui le tire en sens inverse; le mouvement vertical de ce corps est donné par l'équation - .;. , , .
Le treuil lui-même n'étant sollicité que par la tension T de la corde, ou a d'autre païl , ...
On eu déduit .... , i, , .... • ...
La vitesse angulaire, ayant sa dérivée constante, croît proportionnellement au temps, et le mouvement est uniformément accéléré; : ' '>•■•"■■ •■•* <■''<•
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1° Un plan incliné parfaitement poli passe par un point donné ; en quel point du plan faut-il placer un corps sans vitesse initiale pour qu'il arrive au point donné dans un temps donné, et quel est le lieu de ce point quand ou lait varier l'inclinaison du plan?
2° Même question, quand on lient compte du frottement.
3° Quelle position faut-il donner à un plan parfaitement poli, passant par un point donné, pour qu'un corps placé en ce point, sans vitesse initiale, arrive à un plan donné dans le temps le plus court» .. .
4° Même question, quand on lient compte du frottement.
5" Deux plans inclinés sont placés en regard l'un de l'autre, et réunis à leur partie inférieure par une petite courbe de raccordement. Trouver le mouvement d'un corps placé sur l'un d'eux sans vitesse initiale.
6° Deux plans inclinés sont appuyés l'un contre l'autre, dos à dos; deux corps sont placés sur ces plans sans vitesse initiale, et réunis par une corde qui passe sur une poulie fixe placée au sommet des plans inclinés. Trouver le mouvement de ees deux corps. On négligera la masse do la poulie cl le l'rotlcmcnt de son axe.
7° Trouver la position d'équilibre d'une droite pesante homogène tloul les extrémités reposent sur deux plans inclinés parfaitement polis.
8° Trouver la position extrême d'équilibre d'une écbel le, dont l'extrémité inférieure repose sur un plan horizontal et l'extrémité supérieure s'appuie contre un plan vertical. ■ 9° Mouvement de la machine d'Atwood, eu tenant compte de la masse de la poulie.
MOUVEMENT DES PLANÈTES
270. Kepler a découvert par l'observation les lois suivant lesqueUess'effectuele mouvement des planètes aulour du soleil. Ces lois sont au uombre de trois :
1° Les orbites des planètes sont planes, et le rayon qui va du centre du soleil au ceutre d'une planète décrit des aire? proportionnelles au temps. * '
2° Les orbites des plancif* Kcmt >irs ellipses, dont le soleil occupe l'un des Foyers.
5° Les carrés des temps des révolutions sont proportionnels aux cubes des grands axes des ellipses décrites par les planètes.
Les ellipses décrites par les planètes ont leurs excentricités très-petites; nous avons cherché (u° 105) la force qui produit le mouvement des planètes, en supposant les orbites circulaires et le mouvement, uniforme. C'est de celle manière simple que Newton a trouvé pour la première fois la loi de l'attraction. Il est arrivé ensuite au infime résultat dans l'hypothèse plus exacte du mouvement elliptique. Nous traiterons cette question par une méthode élémentaire. Nous ferons voir comment, des lois de Kepler, lois données par l'observation , on peut remonter à la
cause du phénomène, c'est-à-dire à la Ibrcc qui [iroiiuii le mouvement.
271. Soit 0 [fig. 193) le centre dusoleil, OX une droite rig- m. lise à partir de laquelle nous comp-
tons l'aire décrite par le rayon vecteur OH, qui va du centre du soleil au centre d'une plauète. Si l'on représente par A l'aire décrite dans
\ ï le temps;, par -l'aire décrite dans
l'unité de temps, la loi des aires consiste en ce que l'aire A décrite par le rayon vecteur est proportionnelle au (emps ; on a donc
Cette loi peut être transformée de diverses manières. Soit M la position de la planète au temps /, M' sa position au temps i ' + àt; ou peut supposer l'intervalle de temps Ai assez petit pour que, dans cet intervalle, le rayon vecteur OM aille constamment en croissant, ou constamment en décroissant. Du point Cl comme centre, avec les rayons OM et OM', décrivons les arcs de cercle ME, M'E'; le secteur MOM', décrit par le rayon vecteur pendant le temps A(, et le triangle MOM' sont compris entre les deux secleurs circulaires MOE, M'OE' ; le rapport de deux quelconques de ces quatre quantités est donc compris entre les
MOE M'OE
deux rapports inverses j^r,. -jjjQjjr-: le rapport des aires
des deux secteurs circulaires étant égal à |gjpJ* t ,o.uà
(l5M~) ' su ' vanl 1 u ' on prend le rapport dans un sens ou dans l'autre, la limite est égale à l'unité qunnd M tend vers zéro. Ainsi, le rapport de deux quelconques des quatre aires considérées précédemment a pour limite t'u- ■ nite. Il en résulte que les quatre rapports
sectMOE tri MOM' sectMOM' sectM'OE'
ont même limite. Le secteur MOM' est l'aire AA décrite par le rayon vecteur dans l'intervalle de temps 4f ; ainsi la limite de chacuu de ces rapports est égale à lim — ,
c'est-à-dire à D,A, dérivée de l'aire par rapport au temps.
Le triangle MOM' a pour mesure la moitié du produit de sa base MM' par la perpendiculaire OQ, abaissée du point 0 sur la sécante MM' ; on a donc
Le rapport ~- ayant pour limite là vitesse v au point M,
et la perpendiculaire OQ la perpendiculaire q abaissée du point 0 sur ia tangente en M, on obtient la relation
i2) ru a. v ; .
Quand la loi des aires a lieu, en vertu de l'équation (1), on a D,A=*, et par suite
(S) vq=k.
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On peut donc énoncer la loi des aires en disant que le triangle, ayant pour sommet le rentre du soleil et pow- base la longueur gui sur la tangente représente la vitesse, a une aire constante.
On peut dire encore que la vitesse varie en raison inverse île la pvr(,eadividairc uhaim-e du centre du soleil sur la tangente à la trajectoire.
272. Après avoir transformé ainsi la loi des aires, nous montrerons la conséquence qui en résulte, quantàla force qui produit le mouvement. A partir du point de rencontre I de deux tangentes voisines, portons sur ces tangentes les longueurs. IA et IB qui représentent les vitesses en M et AB
en M' (fi'j. ii!4) ; le rapport — est ce que nous avous ap-
riç. i94. pelé l'accélération moyenne pendant lé
temps A( (n° 37). D'après ce que nous venons de d ire, jes deu\ triangles OIA, OIB sont équivalents; il en résulte que la droite AB est parallèle au coté commun 10. Faisons maintenant décroître àt jusqu'à zéro, le point M' se rapproche imlélinïment du point M, ainsi que le point I ; la droite 10, direction de l'accélération moyenne, a pour limite MO. On en conclut que l'accélération au point M est dirigée suivant le rayon MO. Ainsi, la force gui sollicite h planète est constamment dirigée vers le centre du soleil.
Digitizod b/tlooglc
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Cont*quenc« in II deuiLfcm- loi.
273. La planète décrit Une ellipse dont le soleil occupe l'un des foyers F {fig. 195}. Appelons (j et q' les perpendiculaires abaissées dos deux foyers F et F' sur une tangente, on sait que le produit qq' de ces de\ix perpendiculaires et égal à 6\ c'est-à-dire ail carré du demi petit axe de l'ellipse.
La relation (n n 271 ) se transforme et devient
ainsi, la vitesse est proportionnelle à la perpendiculaire abaissée du second foyer F' sur la tangente..
Revenons à la figure précédente : par le point d'intersection des deux tangentes voisines, portons sur ces tangentes les longueurs IA et LB qui représentent les vitesses en M et en M', et joignons AB.Du second loyer F' abaissons les perpendiculaires F'C et F'D sur ces tangentes, on a
les deux triangles IAB, F'CD sont semblables et ont leurs côtés perpendiculaires ; on en déduit
LITRE V, COMPLÉMENT
Prolongeons chacune des perpendiculaires F'C, F'D d'une longueur égale à elle-même ; nous aurons
et pur suite
AB k GH
M lé* ' 4f *
On obtiendra donc l'accélérai ion au point M, en cherchant
la limite du rapport ^j.
Les deux rayons vecteurs FM, FM', prolongés, passent par les points G et H, et les deux longueurs FG et FH sont égales au grand axe ia de l'ellipse. Du point F comme centre, avec les rayons FM et FG, décrivons les arcs de cercle ME et GH, le rapport de la corde GH à l'arc GH
étant égal à l'unité, la limite du rapport — jj— - est la même que celle du rapport ar ^ H ; le secteur GFH a pour mesure alcG ^ xF ^ c'est-à-dire arcGHx«>" on en déduit
are GH= — -■ — .
Les deux secteurs semblables GFH, MFE étant proportionnels aux carrés des rayons, on a
sectGFH _4g' sectMFE H ;
d- ou .ectCFH= ^*y MFE ,
Di j i Lv
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mC11 4aXSBelHFE
arcGH ja sectMr'E AI ~~ ? Al ■
D'après la loi des aires , le rapport sect ^ FE a pour limite ^; on a donc
.. GH ,ak
et par suite
,. AB rf'„ >
Si l'on pose, pour abréger, alé
on a enfin
Ainsi, la force varie en raison inverse du carré de la distance au centre du soleil.
Le calcul précédent s'applique aux trois courbes du second degré. Car, dans l'hyperbole, le produit des perpendiculaires abaissées des deux foyers sur une tangente quelconque est aussi constant ; si l'on représenle parp le
paramètre - de l'ellipse ou de l'hyperbole, on a en général
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Ce résultat convient aussi à U parabole qui est la limite, d'une ellipse.
274. Retenons anx planètes dont les orbites sont elliptiques. Nous avons représenté par -- l'aire décrite par le
rayon vecteur dans l'unité de temps. Si l'on considère l'aire entière de l'ellipse imb décrite dans le temps T, on a
k wab
d'où
D'après la troisième loi de Kepler, le rapport ^ t est constant ; il en résulte que la constante ^ est la même pour toutes les planètes, c'est-à-dire que le soleil attirerait également l'unité de masse de toutes les planètes à la même distance.
Si l 'on appelle m la masse d'une planète, F la force qui la sollicite yers le centre du soleil, on a
Tout se passe dont comme si. /<• soleil attirait les planètes proportionnellement à leurs massas et eu raison inverse du carré des distances. Telle est la conclusion remarquable à laquelle es! arrivé Newton en suivant une marche analogue à la précédente.
»UlUU.HtMl llKS PLANÈTES.
275. Occupons-nous maintenanlde la question inverse: étant donné l'étal initial d'un astre sollicité par une force dirigée -vers un point fixe 0, et variant en raison inverse du carré de la distance, trouver [e mouvement de cet astre.
Cherchons d'abord la projection de l'accélération sur une perpendiculaire au rayoi d'intersection I des deux tan ces tangentes les longueurs I.
représentait les vitesses r et <• W[fig. 196); appelons g et pendicu [aires OQ, OQ' abaissé 0 sur les tangentes; prolongeons !a droite Ol.et menons la droite 1H perpendiculaire à 01. Si l'on projette sur IH la droite AB et la ligne irisée ÂIB, on a
proj.de AB=i>' sinBIL — v sin A1L= W q| ~ ^ ;
i"'°i' de ^m xîil ir î -
Quand A/ tend vers zéro, la droite 01 tend vers le rayon vecteur OM, et l'on a
proj. dey— -D,{«§).
Si la force qui sollicite le mobile est dirigée suivant le rayon vecteur MO, sa projection sur une perpendiculaire au rayon vecteur est nulle, et l'on a
et par suite
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k désignant une constante. En vertu de l'équation { L l\ du numéro 271 .■ on en déduit la loi des aires D,A = -.
A=^(. Ainsi, quand la force est dirigée vers un point fixe, r aire décrite par le rayon cectei/r est proportionnelle mi
Soit M la position initiale de l'astre, MA sa vitesse iui- Fis. m. tiale {fit/. 197); nous désignerons
, ■ par r B [a dislance initiale FM, par
*^T"-— '^L^" ■' la vitesse înitialeMA, et par ç 0
f ,-*''*/ la perpendiculaire FQ abaissée du
\ ) point F sur la droite MA, perpen-
/ diculaire qui détermine la direclion de la vitesse initiale. La valeur delà constante 4 est donnée par la formule ft=v t q B .
276. La force pouvant être représentée par la formule F— l'accélération y est égale étant une con-
stante donnée. Déterminons là section conique qui admette pour l'un de se* foyers F, le centre du soleil, qui passe par le point M, qui soit tangente à la droite MA el
dont le paramètre p satisfasse à la relation fi=— , d'où p= — =^?-ïî-. Sur le rayon vecteurMF prenons une longueur MP égale au paramètre p, el par le point P menons une droite PN perpendiculaire au rayon vecteur MF; li! point N où celte droite rencontre la normale MN à la vourbe, c'est-à-dire la perpendiculaire à la tangente MA. appartient au premier axe de la courbe; car on sait que.
dans une section conique, la projection sur le rayon vecteur MF de la portion de normale MN comprise enlrç la courbe et le premier axe est égale au paramètre p. La direction FN du premier axe est donc connue. Prolongeons ^perpendiculaire FQ, abaissée du foyer F sur la tangente MA, d'une longueur QH égale â FQ, et joignons MH ; li> point F' où cette droite MH rencontre l'axe FN est le second foyer. Quand les deux foyers sont d'un même coté de la tangente MA, la courbe est une ellipse (/îy. 197), et la gomme des rayons vecteurs MF + MF' donne la longueur -xa du grand axe ; cette ellipse est donc complètement déterminée. Quand les deux foyers sont situés de part et d'autre de la tangente MA [fig. 198). la courbe est une branche d'unebyperbolc, dont on connaît la longueur m de l'axe iransverse. Enfui, quand la droite MU est parallèle â FN {fiH- 199), le second foyer F' étant à l'infini, la courbe est une parabole.
Il est aisé de voir que l'astre décrira la section conique ainsi obtenue ; car. si l'on imagine un mobile décrivant cette courbe, avec la vitesse initiale MA, cl d'après la loi des aires, la force qui produira ie mouvement de ce second mobile sera, comme nous l'avons démontré, dirigée vers
le point F et égale à — £ ; or, quand deux mobiles oui le
même état initial et sont sollicilés par la même force, ils coïncident évidemment dans tout leur mouvement.
Voyons à quel caiaclérc on iiTommilra, d'apre
nitiales, l'espèce de la courbe. Appelons >i la longueur de la normale MîN ; dans les triangles semblables MNP, MFQ (/ïî/197 et 198), on a
Les triangles semblables MF'N, rlF'F donnent aussi
et, si l'on remplace n et p par les valeurs,
as a îo * af» '
Quand le rayon vecteur MF' est plus petit i|ue a«, la courbe est une ellipse; c'est au contraire une hyperbole, quand MF' est plus grand que aa. Ainsi, la courbe est une ellipse
ou une hyperbole, suivant que l'on a v a <^/~^- ou Dans la parabole {fig. 199), la ligure MNFfl
ranime, on = ay„, et par suite
Ou voit par là que
la courbe ne dépend
que de la distance initiale la grandeur v a do la vitesse initiale; mais qu'elle est indépendante de q B , c'est-à-dire de la direction de la vitesse iniiiale.
CHAP1TBE II.
MOUVEMENTS RELATIFS
Cu at l« un moliilim gui un moummont de twulaOon.
278. Nous avons démontré dans le livre II, chantre it, que l'accélération est égale, en grandeur et en direction, à la résultante des forces qui sollicitent le mobile, divisée par la masse ; mais ceci suppose que le mouvement est rapporté à trois axes de coordonnées fixes dans l'espace. Le théorème doit être modilii' quand les axes sont mobiles.
Soient Ox, Oy, Oz trois axes lixra dans l'espace (Jig. 200); O'x', O'g', Q'z' trois axes mobiles, parallèles ans premiers; le système
vemenl de translation. Tout point lié à ces axes sera emporté avec eux et aura le même mouvement que l'origine mobile 0'. Le mouvement d'un mobile par rapport aux axes fixes peut être considéré comme le mouvement résultant de deux mouvements, savoir : le mouvement du point matériel par rapport aux axes mobiles, et le mouvement de translation de ces axes mobiles. Nous avons vu que, dans ce cas, la vitesse du mouvement relatif aux axes mobiles est la résultante de la vitesse du mouvement relatif aux axes fixes, et d'une vitesse égale et contraire à celle de l'origine mobile (n° 23), et que, de même, l'accélération -/ du mouvement relatif aux axes mobiles est la résultante de l'accélération y du mouvement relatif aux axes fixes
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et li'unc accélération éu;alc et contraire à l'accélération y, de l'origine mobile (n» 53) .
Lorsque le mouvement de translation des axes mobiles est rectiligne et uniforme, l'accélération y t de ce mouvement étant nulle, on en conclut que l'accélération / relative aux axes mobiles est la même que l'accélération -/ relative aux axes fixes.
279. Dans l'étude que nous avons faite du mouvement des planètes autour du soleil, nous avons supposé fixe le centre du soleil ; mais il n'en est pas ainsi, elles formules que nous avons trouvées doivent Être modifiées un peu. Considérons un système formé de deux astres, le soleil S de masse M, cl une planète P de masse m (/%. 201). Prenons trois axes Oj-, Oi/, Os fixes dans l'espace, et par le centre du soleil menons trois axes Sx!, Sy', Sz' parallèles aux premiers, Les deux astres s'attirent mutuellement suivant la droite qui les joint; si l'on appelle r leur distance SP, cette attraction a
pour ex pression ^pr;c' est une double
force, agissant, d'une part sur la planète dans la direction PS, d'autre part sur le soleil dans la direction SP. Les mouvements étant rapportés aux axes fixes, il en résulte
pour la planète une accélération y égale à dirigée suivant PS, et pour lesoleil une accélération y, égale à et dirigée suivant SP. D'après ce qui a été dit précédemment, I'accéléralion y du mouvement de la planète par rapport
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aui axes mobiles menés par le centre du soleil est la résultante de l'accéléra lion y et d'une amélioration égale et contraire ày, ; l'accélération y,, prise en sens contraire, devient
il viendra L'accélération du mouvement relatif de
la planète autour du soleil est dirigée vers le centre du .soleil et varie eu raisou inverse du carré de la distance. Les raisonnements du chapitre précédent s'appliquent donc à ce mouvement relatif : la loi des aires a lieu, et la planète décrit une section conique dont le soleil occupe l'un des foyers ; on retrouve ainsi les deux premières lois deKépIer; mais la troisième doit être un peu modifiée.
Nous avons trouvé la relation ft=l^ ; ici la constante ^
estégaleà /(M + m)ouà/'M|i+^J; les planètes ayant
des masses différentes, cette quantité p n'est pas la même
pour toutes les planètes, et par conséquent le rapport ^
n'est pas constant. Mais, comme les masses des planètes sont très-petites comparées à celle du soleil, la quautité fi
diffère peu de ta quantité constante /M, et le rapport
est à peu près constant.
280. Les lois du mouvement elliptique ne représentent qu'imparfaitement le mouvement des planètes. Si l'on considère l'ensemble de notre système planétaire, chaque planète est attirée, non-seulement par le soleil, maïs en-
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coré par chacune des autres planètes, de sorte que le vrai mouvement d'une planète est extrêmement compliqué. Mais, l'attraction du soleil étant prédominante, vu la grandeur de sa masse, le mouvement diffère peu du mouvement elliptique; on peut le regarder comme un mouvement elliptique légèrement troublé ou modifié par l'action des autres planètes ; c'est là ce qu'on appelle les perturbations du mouvement elliptique. Nous n'entreprendrons pas ici le calcul de ces perturbations ; cette question sort du cadre de nos études. Nous dirons seulement, avant de quitter ce sujet important, commeiiton détermine le rapport des masses des planètes à celle du soleil.
281. Considérons une planète accompagnée d'un ou de plusieurs satelliles. En désignant par M la masse du soleil, par m celle de la planète, par a le demi grand axé de l'ellipse décrite par la planète autour du soleil, et par T la durée de fa révolution, nous avons trouvé la relation
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ou, en divisant les deux termes du rapport par M,
Si l'on néglige le rapport très-petit c'est-à-dire lerar
port de la masse du satellite à celle du soleil, bn à 1 relation
de laquelle on déduit le rapport ^ île la masse de la planète
à celle du soleil. En elïecluaul le calcul pour Jupiter, ou
troirve~=— '—.
Ou pourrait suivre le même procédé pour la terre, en considérant le mouvement de son satellite, la lune. Mais on y arrive plus facilement par un autre moyen : si l'on appelle r le rayon de la terre, l'attraction que le globe terrestre exerce sur l'unité de masse placée à sa sUrlace
gst exprimée par ^ ; mais cette attraction est connue,
c'est le poids g de cette unité de masse ; on a donc
n déduit
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on trouve ainsi à peu près
■ mil- i ■■■■■■^ i* 1 ..11 : - '1 -
282. Jusqu'à prêtent nous Avoue supposé que les axes mobiles ont uu mouvement de translation par rapport aux premiers. Lorsque le mouvement des axes morales n'est i ûa? i de : translation, la question, est plus compliquée | nous.npus bornerons pour ,1e moment à un cas particulier qui a de nombreuses applications: c'est celui où le mouvement des axes mobiles est une rotation uniforme autour d'un axe fixe. ., . . ..
Soient tiï.'Oy, Os les axes fixes [fig. 202), Ox', Oy' deux axes rectangulaires perpendiculaires al' axe fixe Oz, et tournant autour de eet axe d'un mouvement uniforme, avec la vitesse angulaire w, dette vers Oy. Appelons a:, y, a les coordonnées - s d'un point mobile M: par rtfppûrt'auS!
axes fixes, y', s' M côordonùéâs de ce même point par Tapport au Système . des axes mobiles fcflWrtfPfcftlR»
posons que l'axe mobile Ox' coïncide avec l'axe fixe Ope au temps t=o; l'angle tfOs', décrit dans le temps,!/, .ffit éfral à ml ; d'après les formules de transformation des cor ordonnées, on a
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On doil considérer a 1 , y, s, y' comme des t'ont lion s du temps. Si l'on prend les dérivées premières, on a
. cos al + D,y . sin at ■+- ta (— .c sin wl + y cos D,y '= — D,z . sin w( + D,y . cosuï— m (2 cos w/+ y sin w/}, ou, en remplaçant les parenthèses par leurs valeurs y'et x',
!D,ar'= D^c . cos »rf + U,y. sin w/+ «y', D^'— ~DpC.sint^+D,y. cosW — <*c' r D^'=D,ï.
Telles sont les projections de la vitesse relative. Pour obtenir l'accélération, prenons une seconde fois les dérivées ; nous aurons
D,V=D, î .i\cos W + D, ! y. sinorf a, ( — M,x . sin D,y . cos w/) -+- <ù\)&\
D ( ty'=a — D r r . Sin 1,1/ + D,'y . COS w/
.- <o (D,V . cos t.W + D,y . si n ri) — «D^r '. Remplaçons les parenthèses par leurs valeurs D,'/ + r^r', Djï'— *»y' tirées des équations (2); il vient
[ D,V={D/x. cos «H- 0,'y. sin ut)+< 0 \t'+ a&ib.y'. (3) ! D,y«=(— D,V.sin«(+D,y,eos«/)+"Y— ao»V, ■■■•( Bita'ml»
Les premiers membres h'x\Q,')/', Di'^'rte ces équations sont les projections de l'accélération relative / sur les axes Ox', Ot/', 0^'. Les dérivées secondes D'j:, D,'y, D,'=, étanL'les'prqjections de l'accélération j- relative aux axes lixes Oa-, Oy, Oï sur ces axes, les quantités D*z . cosuï-t-U/y . sin »(, — IVjc . siu D,*y • cos &>/ , mises entre parenthèses, sont les projections de relie arcefération y sur lus axes Q>', \)t/'.
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Du point M, position du mobile au temps /, abaissons sur l'axe Oi une perpendiculaire MI dont nous désignerons la longueur par r; sur lu prolougemént de la droite 1M, prenons une grandeur géométrique MB égàle'a 1 o>V; cette grandeur aura pour projection sur les ases Oie*; Oy'. Oa les seconds termes
des seconds membres des équalions (3).
Soit !to la droite qui représeata la vitesse relative v; par le point M menons une parallèle ML a l'axe de Td talion Oz, et désignons par % l'angle LMA, que tait cette vitesse relative avec ML ; sur une perpendiculaire au plan LMA, et dans un sens convenable, portons une grandeur géométrique MC égale à im sin a ; nous allons l'aire voir que les projections de celle grandeur MC sur les trois aies (te', Cy', 0; sont les troisièmes termes
des seconds membres des équaliuns (5). En effet, la projection M'A' de la vitesse relative MA sur le plan xdy a pour valeur usina; la droite MC, étant p^rpepdjçukire au plan LMA, est parallèle au .plan xQy; sa projection M'C sur ce plan est égale cl parallèle à SIC, et perpendiculaire à M'A'; les projections de la grandeur géométrique M G ou M'C sur Qx et 0;/' sont
M'C'.cos(M'A'.Otf'). — MT/.oo>(II'A'.Oflf>; ,: mais on a
mon: °>')=fff ■ ™«(»'a'.o^-st"
on irouve ainsi, pour les projeelions cherchées, îùiDjî/', — J'.d) r r';
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d'ailleurs la projection sur 0; est qulle. Il reste à déterminer dans quel sens on doit porter la grandeur MC sur la perpendiculaire au plan LMA. Imaginons que l'on lasse tourner ce plan autour de lu parallèle ML à l'axe de rotation 0;, et dans le même sens : ' elle rotation entraînera In
perpendiculaire MC du côté opposé.
Il résulte des équations (3) que la projection de l'accélération y', relative aux axes mobiles* sur chacun des trois axes rectangulaires O.tf', 0;/, 0-, est la somme algébrique ■des projections de trois grandeurs géométriques, l'accélération y du mouvement, rapporté aux axes fixes, et les deux grandeurs géométriques MU eL MC. On eu conclut que l'accélération y', relative aux axes mobiles, est la résultante de l'accélération y, relative aux axes fixes, et des accélérations nouvelles MB et MC.
285. Désignons par y, et y, ces deux accélérations MB .et MC, que l'on introduit de la sorte pour' avoir l'accélération y i du mouvement relatif uu\ axes mobiles. Si le point M était lié invariablement aux axes mobiles , ce point décrirait' autour de l'axe 0; un cercle de rayon MI, d'un mouvement uniforme; l'accélération de ce mouvement circulaire est dirigée suivant Ml et égale à &>'/■; l'accélération y, est égale et contraire à cette accélération centripète ; on lui a donné pour cela le nom d'accélération centrifuge. Par analogie, on a donné'à l'autre accélération y„ qui est égale à sunsicec, et dirigée suivant MC, le nom d'accélération centrifuge composée.
Pour la commodité du langage, rien n'empêche de coucevoir deux forces l\=imy,, F, = wy,, capables de produire les accélérations y, et y,. Ou donnera à la première
ie iim aé'Se yuùpue ,"» ■■»■ MoiiatasiiiMS/AW
lent le mobile oh joint ces fa» IbrceS'Ilciivea, empWrftt dire que l'MoélôradOn fM rittttÉ nHW**!»!
en .-candeur el en direction, n larésûWnlc'u-e tblileé'cés! force, divisée par I. masse. En' d'noire» lermSbh'petit faire abstraction M mouvement Iles utt mobiles; el les' regarder comme «les, en imagilianl mie le mobile «bit sollicite , non-seulement par les forces physiques q'uiagisseutsur lui effectivement, mais encore for les deira forces* lielives !■', ri F, quel'on a appelées Ibrco 'centritïigei el' foire centrifuge composée'.
: V -m-'l -,!- ' ■ ;! '■: -I- liijl.V. «t\ f,'.*Mf»«r 284: LbrSquélé'monVoment relatif aux' axes mobiles est reclïliene et' uniforme. MM* / dé ■«mouvement relatif Étant Bulle* la résultant» des forces physiques ,■1 dc< don* forées Actives t, el F, «al huiki.tesystèincde ces forces satisfera donc aux MM» d'équilibre des BrïesïBiftbl sur un même potnl matériel lh->9*). " mi le cas-particulier où le point matériel rat en «pus par rapport aux axes mobiles, la vitesse relative « étant nulle, la force centrifuge composée F, estnulle, et la résultante' dés fortes physiques «dé î« force cetitrifugerfest noue Béoiproqùement,lorSqUdlepoint màieriete* pisé* en un pnint M sans vitesse relative, et que la résultante des forces physiques qui Sblticile.it le mobile et de I» force centrifuge est nulle, le point matériel reste en repos relatif. """ ''j ' ijnh "(Hh» AK
285. Nous avons déjà 1 irailé'diréclenitiul{liï. U.ehapi ni) plusieurs questions qui se rattachent à'cetwdre'd'idéeK,: Considérons l'équilibre relatif du peodnle conique régula-
Dlgfâzfld
leur des machines à vijiiîur (11 109); Uuux forces sollirltBnVçffecli.yetneiil lu jikissp M. }>l..ae.é.t; à 1' 1 ré na i té ( 1 ^ e ( la ligeji saypir le poids MA deeelle ma-se, et la tension MB de.Ja.tisp \fig, 2(10).. 'En imaginurit ,|n point M sollicité ai^si par la. force cent ri l'agi 1 , c'est-à-dire Hp . *>j. pju-, u^ftfor.io, iicii ve MU <?g.il <• • wr,"X\H . ft (u iiitl| '. til on peut faire abstraction du mouvement.. JV _ -,
de. rotation du piau COM autour de.. l'axe L]V,,', yerticailOs.eicliccfjLie les tniis forces VA-, . ( r: L, j, \ibi»- ■ MB, MD' se font équilibre- La tension MR. : ""'S, ~~f\~"T~ de la tige devant faire équilibre au* deux j< t ! -fkiMi'^ forces MA et MD'.il faut que. la résultante ; <■, 1* ,,,^^ MB' de ces deux Ioit,r^ riiit dirigée suivant If proie librement de la tige. On déduit de là la valeur de l'angle 3. Ceci est bien d'accord avec le résultat auquel nqiiSjSOomies arrivés directement; le mouvemeut du point M étant eirculaire.Qt uniforme, la résultante MU îles deux forces MA et MB, quisolli citent effectivement le mobile, doit être çlj : rigée suivant le rayon MC et égale à w 4 x MC; or, si.çetle condition. est. remplie, il est clair qu'il y aura équilibre enlre les .deux forées MA, MB, et la force MD', égale, et contraire à leur résultante., .... ,. n ,„,, , :i . u ., :
. 28Ç. Les mêmes remarques s'ap|diqueut à la question du numéro HO; il y aura équilibre entre le poids MA du. point matériel, la réaction uor- ,, i= . M1 .
maie MB de la courbe, et la force fie- n, . '■
la résultante MB' des deux fot'ces MA et MU' doit donc être normale à la courbe, .ce qui. détermine la formede la courbe.. :„ ,„,,,, i h , ....
JT, COSin.ÈMhiW.
La lèvre .tourne iiiiilbnnéroenl aiilom de sou axe: considérons on point m ait rit;] .M .-it^peudu à un lit altacliéàun point lise I (fig. 203) ; il y aura équilibre entré l'altrao p| 1M lion MA que le globe exerce sur le
P ,' 1 ' point M, la tension MB du fil/et la
force Botive MC égalo à d*X MD | iultante Jus deux forces MAel MC doit donc être égale et opposée à la tension du fil ; celte résultan le MB' est ce qu'on appelle ie poids (Ju corps; sa direction est celle du fil à plomb ; c'est la verticale au point M(nMH).
Nous donnerons maintenant quelques exemples de môu- \eiuoiU relatif.
287. Première question. Trouver le mouvement relatif d'un poinl pesant M assujetti à glisser sans frottement sur une droite horizontale qui tourne uniformément autour d'un axe vertical Qz, tl avec une vitesse angulaire ''• donnée m\jig. 20%,^ -J.. „,,-
Supposons que le mouvement de rotation s'accomplisse de Ox vers Oy ; soit M la position du mobile au temps ï, a: la distance variable OM, v lit vitesse relative, comptée positivement dans le sens Ox, négativement en sens contraire. Le mobile est sollicité effort ivemeut par deux forces, son poids MG et la réaction normale N de la droite O, réaction qui fait avec la verticale ML un certain angle (3. On
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pourra faire abstraction du mouvement rte la droite O.e, en introduisant les deux l'unis liclives dont nous avons parlé, savoir : la force centrifuge MB égale à mv?x, et la force centrifuge composée MG, perpendiculaire au plan zox, et égale à imuv; cette force es! dirigée dans le sens opposé à Oy, ou dans le sens 0;/, suivant que la vitesse v est positive ou négative. La question est donc ramenée à la suivante : trouver le mouvement sur une droite fisc Qx d'un point mobile sollicité par les quatre forces MB, MG, MG, SIM; les trois dernières forces sont normales, et se font équilibre ; la première MB produit l'accélération relative; ou a donc l'équation
Il s'agit de trouver une l'onction qui se reproduise ellemême, avec le l'acteur constant o<' ; cette Ibuetion est une exponentielle. Posons
on eu déduit par la dérivation
D^u-tAe-'-Be--).
D, î ï=£o , (Ae-'4-Be- J "):
ta fonction (2) satisfait donc à l'équation (\), quelles que soienl les deux constantes A et B. On détermine ces deux constantes par l'étal initial du mobile ; supposons que, pouri=o, on ait v=v 0 ; on aura les deux rela-
tions
if+— a — — d'où , A=— - — . B=—
Le mouvement esldouu représenté parles ■lo.rmiiles.ii.r.;
Supposons d'abord le .mobile placé au point A , avec «ne vitesse initiale mille ou positive ; l'accélération 1 étant constamment pos il ive, la vilesse va en augmentant, et 1 îetHôbilo s'éloigne indéfiniment dti point G. .''litiom ni- -.t>"'',
Supposons maintenant la vitesse initiale négative, 1 '^, pour mettre le signe en évidence, posons ' » 0 e^-^»Vi'ïe mobile se rapprochera d'abord du point 0. et la vitesse diminuera. Il y a plusieurs cas à distinguer : 1" si l'on a 0 o '< ou, la. vitesse devient nulle-pour lavaleUr dé"* vérifiant l'équation ■ 1 »v>iiom al wiO'h'fyiu/ niietr
ment change, et le mobile s'éloigne indéfiniment dans la direction VLx. comme dans le cas précédent ; tt°^uabdl6n a w' 0 >C(oi.la vitesse v ne change pas de direction" et' e14e reste constamment négative; Le mobile, dé passe le poinliO, pour s'éloigner indéfiniment dans la direction Ox''l 5° quand on a v' t =au>, ; le mobile tend vers le point Oavec une vitesse décroissante, .mais sansjomaisVatteindrc;
Dans ce calcul du mouvement relatif; la force centrifuge composée n'a joué aucun rôle.; mais il est. nécessaire d'en tenir compte, si j'gp veut .dét^naineï. la i-éaction N queia droite exerce sur le. mobilfl. En effet, la mouvement
HVWulgiiiitotfltell
étaiikirottrigdevile»^obi«^ii«¥îtla1eB'IWl>lB , «?'H» se
La L'.ÉaclionlScliaflgedegniiidoiirjit (le direction pèirfani le coui's dii mouvement. Quand le mobile est placé 'en A sausvitesseinitiale, la réaction, d'abord ■verticaleetégalenu poids du mobile, augmente indéfiniment, cl s'itteniie de plus en plus, tendant vers la. direction horizontale. La .force HD est la pression que le mobile exerce contre lit droite sur laquelle il so meut. ■ •■,>.•■ ■. ->' r '<.!t"
.288;. Deuxième QUfisqtGW. généralisons In rjunstinn précédente . Ciierchons le mouvement relatil' d'uïr point ^pesant assujetti àglisser sans IVoffement sur une droite quelconque x'x, qui tourne nuil'orniémenlaulour de l'axe vertical Oz. Supposons d'abord que la droite rencontre l'axe en 0
droite, thi'poiirrafaim nbstrmv ' \ >-*"* '"
tion'duwiouvemenute Indroile, ^ ~ ■ f!( ' 1,:ri ''"' "• enii*ln«lui6autdeux fovceslielives, la force centrifuge MB, égaie à »k** x JiP ou à hWX'^slii <*', et la force centrifuge eom posée, perpendiculaire ait plan zOx et égale à iftiwwsioo!. Noos supposons que la rotation aulôur de 0: s-'affectuedcdi-oiteàgaucliO'ei] avant', pour un observateur
{fa. 207); appelons a l'angle quelle l'ait ayee Taxe, et désignons par x la distance variable QMi Le mubilfis'M -est sollicité pfc.deux forces t son poids MG et lu réaction' normale M» dé ht
Kig,»l.
placé sur cet axe, les pieds en 0, la lâto en celle rolalion entraîne la vitesse relative positive en arrière du lableau, dans la position actuelle «le la %ni'e; il faut mener la force centriiïige composée iJC de l'autre côté, c'est-àdire en avant du tableau. Décomposons lu force centrifuge MB en deux forces, l'une MB' = ï«a>',ï sin' « , suivant la droite ftc, l'autre MB" = ma l x sin eteos a, perpendiculaire à celte droite. Décomposons de même le poids MG en deux forces, l'une MG ces a suivant la droite Ox, l'autre
MG"=wijsins! perpendiculaire. Les (rois forces normales MG"+MB", MC, MN se foui équibre ; la résultante miù*x s\a' a— mt/tosa des deux forces MB' et MG' produit l'accéléra lion relative. On a donc l'équation
(1) rj,'x=u*isin*a — ijCOSet.
Il existe sur la droite une position 0, d'équilibre relatif, déterminée par la valeur
qui annule le second membre de l'équation. Si le mobile était placé en 0,, sans vitesse initiale, les deux forces MB' otMG'se faisant équilibre, il resterait en repos relatif. Appelons x' la distance variable 0,M, et posons x=z t +x'; l'équation (1} devient
(2) D,V=M 1 sin , aXar'-
Gette équalion a même forme que l'équation (1) du numéro précédent; il suffit de remplacer a par usina; si l'on désigne par a la distance 0,A du point 0, à !a posî-
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tion initiale A du mobile, el par v 0 la vitesse initiale, on
Lu mouvement présente des circonstances analogues à celles du problème précédent. Supposons-, pour préciser, que le point A, position initiale dit mobile, soit situé audessus du point 0,. Si In vitesse inilialo est nulle ou positive, le mobile montera indéfiniment sur la droite avec une vitesse croissante. Quand la vitesse initiale est négative et moindre que awsin a on valeur absolue, le mobile descend du point A jusqu'à un certain point compris entre AelO,, puis il remonte indéfiniment. Quand la vitesse initiale est négative et plus jrrande que saisie, a en valeur absolue, le mobile dépasse ie point 0, et s'abaisse indéfiniment. Enfin, quand la vitesse initiale est négative et égale à nui sin a. en valeur absolue, le mobile tend vers la position d'équilibre 0,.
L'équilibre des forces normales permet de déterminer la réaction normale MN que la droite exerce sur le. mobile. Cette réaction étant égale et opposée à la résultante des deux forces MC-f- MB" et MC, si l'on appelle (3 l'angle qu'elle fait avec la normale ME située dans le plan zQx, on a
H= m sin + u'j cosa)*-|- 4»V.
tangp= = .
Considérons enfin le cas où la droite mobile O.i ne
reuwnlre pus l'axe dy^Hdif&î . 308). Soit 00' la plus n,. M ,_ courte dislance des deux droites.
'■"■:<■' " '. -i "'Par le point 0' menons une droite (i-iO'ji'spnfdHèle à Os; ' appelons '''il ïfe u-rattgic^O'*', et-cfadisiariceila'viable OM. Du point M abaissons une- perpendiculaire MPsùr l'axe' lJ fe( : fiïenons MM'parallèlé à 00'- La force centrifuge MB est finale â x/o'yPM, ël'dïrfgéesuivant le prolongement dePM; ch'èrchoiis sa projeclïoiï sur la droite.Os on sur la droite parallèle 0'*' : cette prd- ; jection est égale au produit de m»* par la projection de PM ; mais la projection de PM est égale à celle dè la ligné' brisée PM'M: la droite MM 'étant perpendiculaire aOV, sa projection est nulle, et la projection de PM est' 'Égale à celle de PM', c'est-à-dire à tfshi'a; la projëctib'ù de la force centrifuge MB Sur Oj- a donc pour expression m»*2=flin*a, comme danS' le cas précédent. D'ailleurs, (a projection du poids MGëst toujours — cosa; on arrive donc à la même équation (1). On en conclut que le mouvement du mobile M sur la droite Qx est le' même que celui du point M ' sur la droite parallèle OV. Maïs là'réaclioh normale de la droite n'est pas la même, elle calcul en' est un peu plus eompliqué, parce que tes deux composantes normales MU" et M G" [fi;,. 207) n'Ont pins la même' direction.
290. Tboisièkk question — Dèviàtimi vèï-s test daih la chute des corps. La terre tourne autour de son axe
avec une 'vitesse' angulaire 6>=g^^(la,dur&;deiW
révolution ou le jour sidéral étant de 86400 secondes); '
aÛUVEIIESTS HEL1TIFS.
celle vitesse angulaire est tnojudre que elle est
très-flfilite. Quand un étutiie lu mouvement des corps à In surface ^e. la : terre, on rapporte un général le mouvement à des. axes liés à la terre, efpar conséquent mobiles avec elle ; 011. pourra l'aire abstraction île lu rotation de la terre, eu introduisant les deux accélérations, ou les deux forces, fictives (kmt/uous avons parlé ; niais je fais remarquer qu'on a déjà tenucoraple de la force centrifuge; car celte force centrifuge, combinée avec l'attraction que te globe exerce sur le mobile, constitue le poids du mobile {n° 281));
il reste donc
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r compte de l'ai
:céléi'alioii eenH'il'iigc
composée, C<
sina, est en général
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-Supposons
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, sans vilei.se initiale,
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LIVRE ï, COKH.ÉKSHT
pour axes des coordonnées la verticale Cb dirigée de liant en bas, la méridienne 0;/ dirigée vers le nord, et iMié perpendiculaire O-rau; plan méridien du coté de l'est. L'angle POy que fait .avec la méridienne une parallèle OP à l'axe de ia terre est la latitude A du lieu-; la vitesse relative étant
à peu près verticale, on a sensiblement «=|'4i'X;Tacc'é-
lération centrifuge composée a pour expression.auiignsX, et elle est perpendiculaire au plan . méridien, POs. ; Qnand on lait tourner ce plau autour de OP dans. Je sens de la rotation de la terré, la droite Q- est entraînée vers l'ouest; l'accélération centrifuge composée est donc dirigée vers l'est ; elle est parallèle à Ox. Le mouvement, du .mobile s'effectue, ainsi dans ie plan .?Os, et l'on a. au degré d'approximation auquel nous nous arrêtons, ,\ ,).-. ■■, • D, s s^ ? , ■ D^= iuv cos A = vagi cos A.
On en déduit
_ - , , «or 1 cos X ■ ■ ut ' D,a:= wjPcos X, x =-^-3 . ;=~ ;
la trajectoire a pour équation
291. Quatrième question. Cherchons le mouvement d'un corps lancé sur un plan horizontal parfaitement polir avec une vitesse initiale v 0 . en tenant compte de la force eenlri-
Le corps daussa chute dévie vers l'est; la formule précédente donne la déviation x pour une hauteur de chute s.
fuge composée." Prenons pour axes des coordonnées la verticale Oa [fifj. 210), la méridienne Oy dirigée vers le nord, et !a perpendiculaire Ox au plan Hg, îl0 .
méridien vers l'est. SoilOA la grandeur géométrique qui représente la vitesse»
du mobile dans le plan horizontal au ,« N temps i, 6 l'angle qu'elle lait avec Oy, _ angle compté de Oy vers Os ; l'accélé- v ' " ration centrifuge composée OC es) égale à auvsinABP; elle est perpendiculaire an plan AOP, du côté indiqué sur la figure. Dceomposons-la en deux accélérations, l'une ÛD horizontale, l'autre OË verticale. La droite OA, étant perpendiculaire aux deux droites 0; et OC, est perpendiculaire à la droite OD qui est située dans ce plan ; ainsi, la composante horizontale 00 de l'accélération centrifuge composée est perpendiculaire à la vitesse relative OA, et elle est dirigée vers la droite pour un observateur regardant dans la direction OA de cette vitesse. Evaluons cette composante : on a
OD = OC. ces COD =aati ân AOP <sos COD. 1 Considérons le triédre OPA;, dont la l'ace AOs est égale à un angle droit ; les droites OC et OD étant perpendiculaires respectivement aux plans AOP, AO;, l'angle COD de ces deux droites mesure l'angle dièdre OA desdeux plans; on a, dans ce trièdre,
sin 1= cos POi = sin AOP cosCOD ; d'où l'on déduit
(1) . ODs=a»usiQÏ.
Evaluons aussi la composante verticale OE— swrsiuAOPsinCOD,
'.'■m LIVHtV. COHPI.IlikNt.
Dans le même IrièJre,' on n ' ' ! ' ' ■>
-, t -i ■■• --icQ .le »b rlpi-.-no F-i ».
, . t „ .mCQU^ ..Sifcftp g, rt sua»
«ton n.
U'O^., , ,-,( ^, :„ ( ii-t .llUUli.
La composante verticale dimiuue uu augmente la pesanteur," suivant que lu vitesse esl dirigée vers IVsi ou., vers, l'ouest, par rapporta la méridienne, t-j-i* 3< • .-u'I xus'
Dans noire hémisphère, la composante horizon ta lait dévier le corps vers la droite; cette accélération. .01* étant perpendiculaire à la vitesse OA et par .cpnséijij^u.t normale à la trajectoire, ia vitesse a une grandeur constante, ainsi que l ; accé lé ration ; le mobile décrite Tlîino sur le plan horizontal un arc de ccrc|e dln^ifèjffgjuftt. rayon, Ce rayou.est donné par ^a%x 1)Éjuoshod Mast
«' 1 ; • HH -111...' .'|0V| HWK| I
Dans l'hémisphère austral, la composante horizontale Curai l au contraire dévier le corps vers la gauche.
mène par l'expérience, à cause des causes nombreuses qui le troublent, telles que la résistance de l'air, le frottement, etc.
'i'.Yl. CiNuuiEMEouEsrjos. M, Foucault a.iniae^éyidtuije^. par des expériences ti'i'S-ingénieuses.riiitlueiice de l'accélération centril'uge composée sur le mouvement du ■pendule. Considérons uni' lentille pesnnl^''suspeïu!uP 'it^tltf'
31 très-fin d'une grande longueur .afin qu'on néjêuH ger la torsion du fil. Dans le cas des petites oscillations, le centre de la lentille, que nous réduisons par la pensée à un point matériel, se inéutà peu près dans un plan horizontal ; nous regarderons doue la vitesse relative comme sensiblement horizontale. En conservant les mêmes nolfO lions que dans le problème précédent,» l'accélération g produite 'par là pesanteur, nous aurons a joindre 'l'accelérâtion centrifuge composée, que nous décomposerons en deux, l'une OE verticale, l'autre OD horizontale f/îy. 210). Si l'on décompose l'accélération verticale j- W cosisin 6 e^éui^'ï'taii^o^r^'liUrVihvle prolongemerit'd.ï'fif; l'autre perpendiculaire (n u 114), on aura mie accélération -nu» iut>t>(iiri^ aiiUj.* îmç ■ » , -i... ...» ., i-l i n...;»»n
{g — awc cosÀsin 9)q dirigée, vera Je po^l et, pntuoi;-.
tionnellè à la distance r du mobile à ce point! La compo-îante horizontale 01), étanl perpendiculaire â' la' vitesse, a pour projections sur les axes Qx et Oy,
-Mwsin i. D,y, — KBsinX.D r T.
On a donc les deux équations (n" H5j
D?3tm±ty- aW CosX sin 8) - { + w sin \. D,y . lVyi=— (y— awticosAsin 9)^— îwsini D*r.
Le second terme du second membre est très-petii par
rapport àù troisième, à cause du facteur très-petit^ ou ^
nous .négligerons ce : second terme et nous écrirons (efe équations sous la forme. .
ti
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D*i = — ^ -+■' m sin î. . D,y, D,«y — sinX.D^.
Au pôle boréal, les équations ilu mouvement rapportées à deux axes Ox et Oy, liés à la terre et tournant avec elle autour de son axe Os, sont
•Dr,
Mais, au pôle, le mouvement du pendule est connu; car le point I, où est attachée l'extrémité supérieure du fil, étant sur le prolongement de l'axe de la terre, est un point fixe.
Dans le plan horizontal [fig. 211) prenons deux ases rectangulaires Os:,, 0?/, qui ne participent pas au mouvement de ia terre; les équations du mouvement par rapport au système des axes fixes Ox, , Oj/,
nt celles d'un point attiré vers le pointO, proportionnent à la distance. Nous avons traité cette question uméro 115. Appelons a l'écart initial OAdu pendule: id la lentille est placée en A sans vitesse initiale rebelle possède, par rapport aux axes fixes, la vitesse wa
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île la lerre en A, vitesse perpendiculaire ;'i OA ; en supposaut l'axe (ixe Or, mené par 'la position initiale A du mobile, on a donc
Le mobile décrit une ellipse fres-aplalie dans le sens indiqué par la ilèclic, c'est-à-dire dans le sens du mouvement de la terre; négligeant le petit axe de l'ellipse, nous dirons que le pendule exécute ses oscillations dans le plan fixe sOj:,. Supposons maintenant qu'un observateur soit placé sur la terre à une certaine distance du pôle, par exemple sur l'axe Or; cet observateur sera emporté par la rotation de la terre : comme il n'a pas conscience de son mouvement, le plan d'oscillation zO-t, lui paraîtra tourner autour de 0- en sens contraire avec la vitesse a. Si l'on appelle-:.? l'angle xOx„ on a <f==f t +ai.
Les équations (2) no diffèrent des équations (3) qu'en ce que « est remplacé par wsinX. A la latitude 1, le phénomène est donc le même que si la terre tournait autour de la verticale 0: avec la vitf*st! angulaire «sin 1. L'ellipse
décrite par le pendule aura pour axes a et (ïwsinl
le mouvement apparent du plan d'oscillation aura lieu en sens inverse du mouvement de la terre, avec la vitesse angulaire usinî,.
MOUVEMENT GÉOMÉTRIQUE D'UN CORPS SOubé/'' ""
Dans le livre I, nous avons étudié le mouvement d'un point matériel d'une manière purement géométrique, et abstraction faite des causes qui le produisent ou . le modifient; pour compléter cette branche de la mécanique, à laquelle on a donné le nom de cinématique, nous indiquerons les lois principales du mouvement géométrique d'un corps solide. Nous étudierons d'abord le mouvement d'une figure plane dans son plan ; nous étudierons ensuite le mouvement d'un corps solide assujetti à tourner autour d'un point fixe, et enlin le mouvement d'un corps solide libre dans l'espace.
295. Tuéohèbk I. Tout déplacement d'une figure plane dam .sa» plan peu! fore produit par une rotation autour d'un point fixe.
Supposons que sur un plan fixe glisse un plan mobile parfaitement solide ; toute figure tracée dans le plan mobile sera emportée avec lui dans sou mouvement. lt est clair que la position du plan mobile sur le plan fixe fit. xi* sera parfaitement déterminée, si
v fou ooDnait.ies positions de deux
. 7\ « de ses points. Considérons deux positions du plan mobile ; soient.
* A. et B (As- 212) deux points du plan mobile dans sa première po-
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silion; A' et B' les mômes points dans la seconde position du plan mobile; la droite. AB, invariable de longueur, s'est transportée en A'B'. Joignons AA' et BB'; sur les milieux de ces droites élevons des perpendiculaires, qui se couperont en un certain point 0. Les deux, triangles AOB, A'OB' sont égaux, comme ayant les trois côtés égaux chacun a chacun, savoir : le coté AB égal à A'B', le côlé OA égal à OA', puisque le point 0 appartient à la perpendiculaire élevée snr le milieu de AA', cl de même le colé OB égal à OB'. Les angles AOB, A'OB' de ces deux triangles sont donc égaux; si l'on retranche la partie commune A'OB, il reste les angles égaux AOA\ BOB'. Imaginons maintenant que l'ou fasse tourner le plan mobile autour du point fneO de l'angle AOA'; le point A décrira un aro de cercle et viendra en A'; le point B décrira de mêmn un arc de cercle et viendra en B'. La rotation autour du point 0 amène donc la figure mobile de sa première position AB à la seconde A'B'.
294. Théorème II. Lorsqu'une figure pitaie se meut a" une manière quelconque dans son plan, les vitesses de tous les points de la figure, à chaque instant, sont les mêmes que si la figure tournait autour d'un certain point, avec mm vitesse, angulaire déterminée.
Considérons les positions du plan mobile u ti< au temps t et au temps t + àt; soit M ifig. 213) un point quelconque du plan mobile dans sa première position, M' la nouvelle position de ce même point; le pointM. a éprouvé le déplacement MM' pendant le temps A(; sa vitesse moyenne que nous représenterons par la droite MA,, est dirigée
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suivant MM' al égale à — . Eu vertu, du théorème précèdent, on peut amener le plan mobile de sa première position a la seconde, en le faisant tourner autour d'un certain point 6, d'un angle MO,M'. que nous désignerons par 6. Dans ce mouvement, le point M décrit l'arc de cercle MM' et vient en M'. Faisons maintenant diminuer .jusqu'à zéro l'intervalle de temps M; le point 0, tend vers un point limite 0. auquel on a donné le nom de centre, instantané de rotation. La sécante MM' devient tangente au cercle, et par conséquent perpendiculaire au rayun OM ; ainsi, la vitesse MA au temps / est perpendiculaire au rayon OM. On a d'ailleurs
corde MM' __ corde MM' arc M M 1 0 <— \T~~ arcMM' * Ai ' " l'arc MM' otautégal à l'angle MO,M\ c'est-à-direà l'angle 0, multiplié par le rayon 0,M, U vient
1 arc MM' At *
Quand M tend vers zéro, le rapport ^.tend vers une limite détermiuée ; celte limite, que nous dé signerons par .o, est ce qu'on appelle la vitesse angulaire de rotation au temps/; on a de la sorte
-• .. .ir=a>'XOH.' ' ■'
Ainsi, la vitesse MA d'un point quelconque M du plan mobile est perpendiculaire au rayon OM et proportionnelle à ce rayon. Si donc on imagine que le pian mobile tourne autour du point 0 avec la ïilesse angulaire u>, cette rotalion donnera à chaque point la vitesse qu'il a effectivement au temps t.
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A chaque instant, il y a dans le plan mobile un point dont la vitesse est nulle ; ce point est le centre instantané de rotation. , . ,
295. Remarques, Les différents points de la figure mobile étant liés les uns au: autres par des droites de longueur invariable, on comprend que les vitesses de ces différents points ne sont pas indépendantes les unes des autres ; les relations qui existent entre ces différentes vitesses sont contenues dans le théorème précédent. Si l'on donne les directions dos vitesses de deux points à un même instant, on connaîtra la position du centre instantané de rotation 0 à cet instant ; il suffira de mener les normales en ces deux, points etde prendre leurpoiuld'iutnrsection. Si l'on donne en outre la grandeur de l'une des vitesses, on connaîtra la vitesse angulaire de rotation o>. Le centre instantané de rotation étant déterminé, ainsi que la vitesse angulaire, on en déduit très -facile ment la vitesse de chacun des points du plan mobile.
Quand on connaît les tr;tjei:kniv.S'léi.Tiles par deux points A et B du plan mobile, le mouvement du plan est défini géométriquement; on peut construire les positions successives de la figure mobile et par conséquent tracer la courbe que décrit l'un quelconque M de ses points. Ou peut eu outre construire la tangente à celte courbe ; car les normales aux point» correspondants des trajectoires décrites par les deux points A et B donnent par leur intersection le centre instantané de rotation 0 ; la droite OM est normale à la trajectoire décrite par le point M; une perpendiculaire à cette normale sera la tangente. Celte méthode est d'une application fréquente dans l'élude des courbes.
296. fittoamïïhVMipewsB npnff&ae* k^ioimn^tt d'une figwe plant- dans' sou plan ert fuhanVroûteftHte courbe mobile sur une courbe fixe saitsgUssementi '■• ■ ,îi '-'"
Parlageons.le temps eu iiitervalles'égauxiàl.iid; la-d»i>plucemeut éprouvé par la figure mobile pendant chacun de ces intervalles de temps peut être produit par une i-otalion autour d'un point déterminé ; soient 0; PyQ, B;... les positions dans le plan lise des contres do rotation qui uorrespoDdeutàeesintervallesdetempssucceasifHf/îy.ât*): . 0. p. q, »s - les mômes .points .dans le plan mobile; lea sommets du polygone mobile Opqr; ...
s viennent coïncider successivement avec les. -sommets correspondant?
du polygone .fixe OPQR. ; m Le polygone mobile Qpqr... a été figuré dans la position qu'il occupe au temps 4; le déplacement qu'éprouve la figure mobile du temps t au temps i-f- Ai peut être produit par une rotation autour du point 0; si donc on. l'ait tourner le polygone mobile autour' du -point' 0 d'un angle égal à PO/j, le sommet^ viendra en ■PÇttU le polygone mobile sera amené dans la position iflP^'K'.; ! qu'il occupe au temps t+M. De même, si i'onfeit tourner le polygone mobile autour du point P d'unangfe-égatà QP.?', le . sommet i/' viendra eu Q, et le polygone mobile sera amené dans la position qu'il occupe hu temps; ï-f- &,t; et ainsi de suite. On remarque que des côtés du polygone mobile sont respectivement égaus^aus cotés corpeapon 1 dants du polygone fixe, et que. dans chacune.' des positions du polygone mobile, les rdeUt polygones 1 - on* côté commun; par enemple, au temps A/ les detfK
d'un coups solide. 371 polygon.es.onl le. c6Ui. commun OB« Uwihnmeitt du'pulygpnc momie sur le polygone ihef ivseitf^inwidéelrfenetfe et facile à saisir.
Supposons maintenant que les intervalles de temps A/ soient de-plus on plu3 : petits, le point O'tendtfa' Vers : 'u1ic position limite. -qui on le centre instantané de rotation ail temps f (yîyj 2l5): les H en \ polygrmes deviendront; Tuii ie lieu du centre instantané dé rotation ' 11 " ''Hi.'H»-. dans. le. plan fise, l'autre le lieu dé'Ce* 1 *e^3'ioimiM| ^ ménie point dans' le plan mobile; Ap- • 1 •p^m^i • pelonsSIatonrboiise.S'Iapositioti de s la courbe mobile au temps r; ces deux courbes, étant le? limites de deux polygones qui ont un côté commun OP {fi!/. 214), sont tangentes en 0; ce point de coutael 0 est le centre instantané de rotation au temps (.11 résulte de ce qui' précède que la courbe S' roule sur la courbe S. sans glisser; un arc de la première courbe s'applique sur un arc égal de la seconde courbe.
297. Pour montrer une application dé oefte< miiuière d'envisager lo mouvement, considérons le cas où deu* pointsA etBiluplau mobile giisseutsurdeuxdroitestixes CX, CY (/ïj.216). Les perpen- f^. îf6 .
diculaires AO et BO, menées par les ■ points A et B aux droites CX,- C¥, décritespar ces points.douneut par.leurintérseotion le centre instantané de rotation. 0. La droite mobile AB ayant une -longueur constante, et l'angle AOB étant constant, et supplémentaire ou égal à l'angle C, le lieu du
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point 0 dans le plan mobilo est le segment capable île l'angle AOB construit sur la droite AB; c'est la circonférence de cercle décrite sur CO comme diamètre- Ce diamètre GO ayant une longueur constante, le lieu du point 0 dans le plan lise est la circonférence de cercle décrite du point C comme centre, avec uii rayon égal à CO. On peut se représenter le mouvement du plan mobile, en laisant rouler le petit cercle sur le cercle double, à l'intérieur, sans glissement. On sait qu'un point quelconque M du plan mobile décrit une ellipse; la droite OM est normale à cette ellipse an point M ; une perpendiculaire à la droileOM est la tangente à l'ellipse.
La cycloïde est la courbe décrite par un point M d'un cercle mobile roulant sur une droite flxe X'X [f>y. 217). Le point de contact 0 r\g, an.
du cercle mobile et de la droite fixeX'X étant lecentreinstantaiiéde rotation, la droite OM ' esi normale à la cycloïde au point M.
298. Théorème IV. Si l'on considère [enveloppe (tune ligne située dans le plan mobile, la normale commune à. fenve/opjx! et à la liijne mobile passe par le centre instantané de mtalwm.
Une ligne A située dans le plan mobile ifig. 218) reste tangente, dans ses positions successives, à une ligne B située dans le plan Gxe ; cette ligne B est ce qu'on appelle {'enveloppe de la ligne mobile A. Considérons les deux positions A et A' de la ligne mobile aux temps/ elt+àl; les deux lignes A et A' se coupent en un point m'; soit m
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le point de la ligne A qui vient en wi' au femps/-|- AI. On peut amener là ligne A de su pre- ng.au.
niière position à la seconde, en la faisant autour d'un certain pointO, ^ d'un angle égal à l'angle mO,m', ' ^ Quand A/ tend vers zéro, le point d'intersection m' tend vers le point M où i'envcloppcB touche la ligneA; '\ 0 en même temps le point 0, tend vers le centre instantané de rotation 0. Puisque les deux points met m' se confondent, la sécante mm' devient tangente eu M ;'i la ligne A, et au cercle décrit du point 0 comme centre avec OM pour rayon ; on eu conclut que le rayon OM est perpendiculaire à la tangente et par conséquent normal à la ligne A. Ainsi, la normale commune à la ligne mobile A et à l'enveloppe B, au point de contact M, passe parle centre instantané de rotation.
Le point de contact M de la ligne mobile A a une vitesse tangente à la ligne fisc B et égale à l> X OM ; il y a donc en même temps roulement el gli-sement de la ligne A sur la ligne B. La ligne S (fig. 2)5}, lieu du centre iuslantané de rotation dans le plan fixe, est l'enveloppe de la ligne S', lieu de ce point dans le plan mobile ; mais, comme ie point do contact est le centre iustaniané de rotation, la vitesse de ce point est nulle ; voila pourquoi la ligne S' roule sans glisser sur la ligne fixe S.
2'J9. Remarques. Le mouvement du plan mobile est défini géométriquement quand on connaît, soit les trajectoires de deux points, soit la trajectoire d'un point et l'enveloppe d'une ligne, soif les enveloppes de deux lignes. A l'aide decesdeux condilionson pourra déterminer le centre
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instantané de rotation pour chaque position duplap mobile, et par suitc.condti uire la tangente à la trajectoire décrite par un point quelconqueduplan. Si .l'on cherche l'enveloppe d'une ligne quelconque située dans le plan mobile, en menant du centre instantané de rotation une uormalOià celle ligne, on aura le point où elle est touchée par l'enveloppe, ïif. su».,, La conchoïde est la courte décrite par B .[ I un point M d'une droite qui tourne autour d'un point fixe I . et dont un .point A décrit une droite BC [fiy. 219). Le. point I peut être regardé comme l'enveloppe deladroile mobile ; si l'on mène par le point I une normale à la droite IA et par le point A uninormale à la trajectoire BC, le point d'intersection 0 de ces deux normales est le centre instantané de rotation; ladroiteOM est normale à la conchoïde.
300. Théorème V. Tout ittplun-munt 'l'un corps solide autour d'un point fixe peut être produit par une rotation autour tCwt axe fixe. ,k,.-.
Lorsqu'un corps solide a un point fixe 0 {fig. 'i^O), il Hg. nu. est clair que la position du corps sera
parfaitement déterminée, si l'on connaît les positions dedeux de sespoinls.
Si Ton décrit une sphère du point 0 comme, centre , avec un rayon, arbi- , traire, toute figure située sur fa sphère restera sur cette sphère dans Je mouvement du corps spjide
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autour du point 0. Soient A et B deux points de la surface de la sphère dans la première position du corps solide, A' êl B' les mêmes points dans la seconde position ; t'nrc de 1 grand cercle AB, invariable de longueur, s'est transporté en A'B'. Menons des arcs de grands cercles perpendiculaires^' les milieux des arcs de grands cercles AA', BB', ces deux arcs *e couperont en un point I. Les deux triangles sphériques IAB, 1A*B' sont égaux comme ayant les trois cûléségaux chacun à chacun ; si des deux angles égaux Alii, A'IB' qu retranche la partie commune A'IB, il reste les deux angles égaux AIA', BIB'. imaginons que l'on lasse tourner le corps solide autour de la droite 01, d'un angle égal à AIA', le point A viendra en A', le point B en B', et par suite le corps solide sera amené de sa première position à la seconde.
301. Théorème VI. Lorsqu'un corps solide sèment d'une manière quelconque autour d'un point fixe, les vitesses des différents points du corps solide, à chaque instant, sont les mêmes que si h corps solide loununt autour d'un certain axe, avec une vitesse angulaire déterminée.
Considérons les positions du corps solide au temps l et au temps ( + it. Soit M un point quelconque du corps dans sa première position, M' le même point dans sa seconde position (fig. 221}. Sa vitesse moyenne »„ que nous représenterons par MA,, est dirigée suivant MM' et
égîjlftài™. En vertu, du théorème précédent, on peut amener le corps solide de la première position à la seconde, en le faisant tourner autour d'une certaine droite OL, d'un angle 9; dans ce mouvement, le point M décrit un
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arc de cercle MM' ayant pour rayon ia perpendiculaire MC, abaissée du point M sur l'axe de- rotation OL,. Si l'on fait Fi „ diminuer Ai jusqu'à zéro, l'axe de ro-
' lationOL, tend versune position limite % ^ OL, qui est ce qu'on appelle IWe >«- , tjjg' ' slanUtné de rotation au temps /; la perpendiculaire MC, devient la perpendiculaire MC abaissée du point. M sur . °| l'axe instantané' OL; la sécante MM'
devient, tangente au cercle et par conséquent perpendiculaire au rayon CM, dans le plan du cercle qui est perpendiculaire à OL; la vitesse MA est donc perpendiculaire au plaît mené par le point M et l'axe instantané OL. Ou a d'ailleurs
corde MM' corde MM' 8 „ u ' _ = arcMM , X S XL,M,
et par suite f =bXCM.
Ainsi, la vitesse du point M est la même que si le' corps solide tournait autour de l'axe instantané OL avec la vitesse angulaire u>.
A chaque instant , il y a daus le corps solide une iuiinité de points dont la vitesse est nulle; le lieu de ces points est l'axe instantané de rotation'.
Si l'on considère le lieu de l'axe instantané de rotation dans l'espace, et le lieu de ce même axe dans le corps solide, ou aura deux cônes, l'un iixe, l'autre mobile, ell'on verra, comme précédemment, que l'on peut se représenter le mouvement du corps solide eu Taisant rouler le cime mobile sur le cône fixe, sans 'glissement. '' '
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302. Théorème VII. Tout dèp/ttmneii.t d'un corps solide peut être produit put mit Itamlalion et une rotation.
Considérons deux positions d'un corps solide libre dans l'espace. Prenons un point arbitraire dans le corps solide el soient 0 et 0' les deux positions de ce point [fuj. 222) ; imaginons que l'on donne à tous les points du n f . -kl corps un déplacement égal et parallèle à 00'; ce sera un mouvement de translation; il suffira ensuite, pour amener le corps dans la posi- J 0 . lion qu'il doit occuper, de regarder le point 0' S comme fixe et de faire tourner le corps autour de ce point fixe; mais on sait que ce second déplacement peut cire produit par une rotation autour d'un axe fixeO'L. Ainsi, on amène le corps solide de sa première position à la seconde, par une translation égale au déplacement 00' de l'un de ses points, et par une rotation autour d'un axe passant par ce point.
303. Remarque!. On peut l'aire en sorte que la rotation s'accomplisse autour d'un axe parai- h*, m.
lèle à la translation. Par les points 0 el 0' menons des plans P et P' perpendiculaires h l'axe de rotation O'L {fiff. 225). Décomposons le déplacement 00' en deux déplacements, l'un 00, parallèle à t'axe O'L, l'autre 0,0' perpendiculaire à l'axe el par conséquent situé dans le plan P'. Nous amènerons le corps solide de sa première position à sa seconde position en
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lui donnant d'abord la translation 00,, nuis la translation 0,0', et le faisant tourner ensuite autour de O'L. La première translation amène le plan P sur le plan parallèle P' ; la seconde translation 0,0' fait glisser le plan P sur lui-même, de même que la rotation autour de l'axe perpendiculaire O'L. Ces deux derniers mouvements ne font que déplacer le plan P'dans sou propre plan; mais on sait qu'on pareil déplacement peut être produit par , une rotation autour d'un point liie I' du plan, ou, ce .qui est la même chose, autour d'un axe l'K perpendiculaire au plan. De cette manière on a une translation 00, et une rotation autour d'un axe IK parallèle à la translation.
La droite IK glisse sur elle-même, et, eu même temps, le corps tourne autour de cette droite. Ce double mouvement est analogue à celui d'une vis dans son écrou. Toute autre droite, telle que 00,, parallèle à l'axe IK, glisse sur elle-même de la quantité 00, égale à II', et en même temps se déplace parallèlement à elle-même, de manière à venir occuper la posilion.O'L. Si cette droite glissait simplement sur elle-même, comme la droite IK, le mouvement général du corps solide serait un mouvement de translation, sans rotation. Ainsi la droite IK, que nous appellerons axe central, est une droite parfaitement déterminée, appartenant au corps solide, ou liée invariablement à ce corps.
304. HuBAHauE IL Pour effectuer le déplacement du uorps solide par uue translation et une rotation, nous avons pris un point arbitraire 0 dans le corps ; la translation 00' est le déplacement même de ce point; la rotation s'accomplit autour d'un axe O'L passant parle point O'.Il est à remarquer que, quel que soit le point du corps que l'on ait choisi. I\i\r de rotation a une direction constante,
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et l'angle de rotation mie valeur eoDStaDtc. On voit déjà que l'axe de rotation O'L, qui correspond au point 0, est parallèle à l'aie centrai 1K. Il suffit de montrer que l'angle de rotation est le même autour do O'L et autour de IK. Quand'on donne nu corps lu translation II', le point 0 vient en 0,, après avoir éprouvé le/léptacement 00,,. égal et parallèle à II'; la rotation autour do l'axe IK l'amène ensuite on 0'. dans la position qu'il doit occuper; l'angle de rotation autour de IK est donc 0,1'0'. D'autre part, quand on donne au corps la translation 00', le point I vient en I„ après avoir éprouvé un déplacement II, , égal et parallèle à 00'; la rotation antourde l'axe O'L l'amène ensuite dans la position I' qu'il doit occuper ; l'angle de rotation autour de O'L est donc 1,01'. Les deux droites I'0„ I,Ô\ élanl égales et parallèles à 10, sont parallèles entre elles, et par conséquent les deux angles alternes- in ternes 0,1 0',, IJ3T sont égaux. Ainsi, l'axe de rotation a une direction constante et l'angle de rotation est constant. La translation est variable avec la position du point 0 ; elle esL mipimtim pour les points de l'axe central IK.
305. Théorème VIII. Dans le mouvement (f uit corps solide, la vitesse rT un point qwh/mqi/t-, à r./mquc instant, es' la même que si le corps avait une vitesse de translation égale et parallèle à celle d'un point choisi nrhi Irai rement dans le corps, et tournait autour d'un axe passant par ce point avec une. vitesse angulaire déterminée.
Considérons les positions du corps solide au temps t et au temps l -+- Ai. Prenons un point arbitraire 0 dans le corps solide, et soient 0 et 0' les deux positions de ce point; uous avons vu qu'on peut amener le corps de sa première position à la seconde, en lui donnant une translation égale 9»
à 00' \Jiy- 224) et lu faisant tourner ensuite. „ d'un certain angle Oautourd'uuedroiteO'L, passanlpar !e point 0'; la vitesse moyenne d'un point quelconque M du torpE solide pendant le temps À/ est donc la résultante d'une
vitesse parallèle à 00' et égale h et de la
vitesse moyenne (mi correspond au déplacement provenant de la rotation 6 autour de O'L. Si l'on l'ail diminuer
Ai jusqu'à zéro, la vitesse moyenne de translation ~ a
pour limite une vitesse égale ut parallèle à celle du point Q au temps /. L'axe de rotation O'L, tend vers une position limite OL, que nous appellerons l'ase instantané de rotation au temps t ; et le rapport g tend vers une valeur a;
la seconde vitesse a doue pour limite la vitesse qui aurait lieu si le corps tournait autour de OL avec la vitesse angulaire tu. La vitesse du point M est la résultante de ces deux vitesses. Ainsi, on obtient les vitesses de . tous les points du corps solide au temps t, en imaginant que le corps ail une vitesse de translation v&ak: à la vitesse d'un de ses points 0, et une vitesse angulaire de rotation w autour de Taxe instantané OL passant par le point 0.
Il résulte de ce qui précède que l'on peut choisir le point 0 de manière que l'aie instantané de rotation soit parallèle à la vitesse de translation ; dans ce cas, la vitesse de translation est minimum. Quel que soit le point 0, l'axe instantané OL a une direction constante et la vitesse angulaire ûi une valeur constante.
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306. Nous pouvous mainteuaiH compléter ce que nous avons dit dans le chapitre iv du livre I, sur la composition des accélérations. Un mobile est en mouvement dans un système A, ce système A est en mouvement dans !e système B ; le mouvement du mohiie par rapport nu système lî est le iDouvemeul résultant des deux première ; ii s'agit de trouver l'accélération du mouvement résultant. Nous avons traité la question dans le cas particulier où le système A a nu mouvement île translation dans le système tl |n" 33) ; nous avons vu que. dans ce cas, l'accélération du mouvement résultant est, a choque instant, la somme géométrique de l'accélération du mouvement du mobile dans je système A, et de l'acélération du mouvement de translation du système A dans le système B. Lorsque le mouvement du système A n'est pas un' mouvement de translation. In question est plus compliquée. On doit se représenter le système A comme un système solide se mouvant dans lesystèmesolideB.que l'on regarde comme lise.
Soit M {fig. 225) le point du système A où se trouve le mobile au temps /, MA In droite qui représente à cet instant la vitesse du mobile dans le système A, AB une droite égale et parallèle à celle qui représente la vitesse du point M du systèmeAaumêmeinatnnt; |a droite MB représentera la vitesse du mouvement résultant au temps (. Soit W le pojnl du système A où se trouve le mobile nu temps
I-HUi et-- système 1 A étant supposé immobile ; MM ' est le déplacement apparent du mobile dans le système^ ; la direction de la -vitesse apparente ou relative MA est la direction limite de MM', et la valeur de cette vitesse est la limiw
du rapport ^j^ . Pendant l'intervalle de temps àt, je sv-
slème solide Aéprouve un certain déplacement et le poinlM vient en M, ; on peut opérer ce déplacement en donnant au système une translation égale et parallèle au déplacement MM, du point M, et faisant tourner le système d'un certain angle 6 autour d'un axe M,L, passant par le point M, (n° 283); la translation entraine la droite MA parallèlement à elle-même en M, A, ; la rotation autour de l'axe M,L, change sa direction et l'amène en M,A t ; telle est, dans la seconde position du système A, la droite qui représente la vitesse relative du mobile au temps t. En même Uunps, le point M' où se trouve le mobile au temps (+Af, vient eu M',. Soit M', A', la droite qui, dans la seconde position du système A, représente la vitesse relative du mobile au tiîinps (4- A/. Par le point M, menons une droite MA' égale et parallèle à M',A',, et par le point A' une rlroite A'B' égaie et parallèle à la vitesse du point M", ou M' du système A au temps / + A(, la droite MB' représentera la vitesse du mouvement résultant au temps / -+- àf.
La droite BB' représente la variation géométrique delà vitesse dans le mouvement résultant pendant le temps A(. Dans la seconde posilion du système A; la droite MG, égale ot parallèle à M, A,, représente la vitesse relative au temps ï; la droite MA' représente cette vitesse relative au temps / la droite CA' est donc la variation géométrique
de cette vitesse relative pendant le temps Aî. La droite AB isl h vitesse du point M au temps (, A'B' lavilessedu
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point M' au temps ï + Aï- .Cberehons la vitesse du point M' au temps t ; ou obtient la vitesse de, tous les points du système solide A, eu donnant s, ce systèrae une vitesse de Irai relut ion égale à la vitesse du point M el le faisant tourner autour de l'axe instantané ML aveu la vitesse angulaire m; uellé rotation imprime au point H' une, vitesse M'D perpendiculaireauplanM'MLet égaleàuxMM'siiiM'ML: ta vitesse du point M' au temps t est la résultante de la vitesse ABet de la vitesse M'D. Si donc par !e point- A' ou mène une droite A'E égale et parallèle à AB, et pur le point E une droite EG égale et parallèle a M'D, In droite A'G sera la vitesse du point M' au temps I. Comme la droite A'B' est la vitesse du même point au temps Ï-+- Aï, la droite GB' représentera la variation géométrique de la vitesse du point M' pendant le temps M. Par le point B menons une droite BH égale et parallèle AC : les deux droites A'E et CH étant égales et parallèles i à AB et par conséquent égales et parallèles entre elles; les deux droites HE etCA'sont aussi égales et parallèles.
Cela posé, on peut regarder la longueur BB' tomme la somme géométrique des quatre longueurs BH, HE, EG, GB', En divisant par A/, on voit que l'accélération moyenne
— du mouvement résultant est la somme géométrique
des quatre accélérations
M. BH HE EG GIT
Le rapport ou a^t l'accélération moyenne du mouvement du mobile daus le système A ; sa limite est
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l'accélération du mouvement réttltif au temps t; nous, ta désignerons par/.
Le rapport ^ est l'accélération moyenne du mouvement du point M' du système A dans le système B; sa limite est l'accélération au temps t du mouvement de ce point M' ; mais, puisque les deut points M et M' se confondent quand A* tend vers zéro, cette limite est l'accélération au temps/du mouvement du point M du système A où se trouve le mobile au temps i ; Coriolis donnait h celte accélération le nom à' accéléra/ ion (f entraînement ; nous la désignerons par y,.
EG BHi .
Il nous reste à évaluer les deux rapports —.La vitesse M'D étant perpendiculaire au plan M'ML, sa direction limite est perpendiculaire au plan AML, du côté où la rotation ai autour de l'axe instantané OL entraîne la vitesse relative MA. Ou a d'ailleurs
EG M'D 6>.MM'.sin M'ML
le rapport ayant pour limite la vitesse relative MÀ, que nous appellerons i>, ou a
lim^^sinLMA.
La droite BH est égale et parallèle a AC ou à A,A, ; la droite A,A, devient perpendiculaire à M,A„ dans le plan tangent au cûne que décrit la droite M,A, eu tournant autour de M,L, ; l'axe M,L, ayant puur limite l'axe instantané ML la direction A,A a devient perpendiculaire au plan
AML, du côté où la rotation autour île ML ru traîne ta vitesse relative MA. Les deux quantilés géométriques §j,
ont donc même direction limite. On a il'ailleuvs
lïH_ A.A., _ corde A,A, arc A, A, A/™ Si ~~ arcA.A, X " Ai ;
quand le système solide tourne de l'angle S autour de l'axe M,L,, le point A, décrit un arc de cercle A,A, égal à 6 X M,A, xsùiA,M,L, ; ai l'on remplace est arc par sa valeur, il vient
BB corde A, A 8 „ , . . - .
Le rapport ~ ayant pour limite la vitesse angulaire de rotation «, on en déduit
lim sïnLMA.
...... , , , eg'bh
Ainsi les limites des deux rapports — , — sont des quantités géométriques féales eu grandeur et en direction : leur somme, que nous désignerons pur ■/„ est égale à a(jt'sin(w,r). Sur l'axe instantané portons une longueur égale à là vitesse angulaire de rotation ù : construisons un parallélogramme sur celte longueur et la vitesse relative MA; la quantité a»tj sin («, a) est égale au double de l'aire de ce parallélogramme.
L'accélération •/ du nioineuienl résultai! I est la somme géométrique, ou la résultante, des trois accélérations ■/, y„ Ainsi, Facfiéïêrnthn du mmûiemèpt. résUiliinf, au
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temps, (.csija xai/rw >/t : .ii>ii< : fr/ip.i?, 1° de S 'accélération du mouvement relatif : i de i'aer.élèrat-mrt entraînement d\t point où se trouve lr mo/ii/f 'in temps t; 3° d'une, uccé^ /ération Jgttfe.jtit douhk défaire du parallélogramme conilru/t,Sur la l'i'tosc angulaire de rotation et, la vitesse relative, perpendiculaire an plan de ce pai/duilogramme, du côté où la rota/ion. entra/ne la ritew. relative.
307. Pour lixer les idées, nous nous re présenterons le système B comme formé de trois axes de coordonnées fixes, et le système A comme formé de trois axes mobiles, dont on connaît le mouvement par rapport aux premiers. La résultante des forces physiques qui agissent sur le mobile, divisée par la masse, donne l'accélération y du mobile par rapport aux axeslixes; il s'agitdo trou Ter l'accélération y du mouvement relatif aux axes mobiles. Le mouvement du mobile par rapport aux axes (ixes peut être oousidéré comme le mouvement résultant du mouvement relatif aux axes mobiles et du mouvement de ees axes. En vertu du théorème précédent, l'accélération y du mouvement résultant est la somme géométrique des trois accélérations/,)',, y t ; il en résulte que l'aceé 1 ération y du mouvement relatif est la somme géométrique de l'accélération y du mobile par rapport aux axes fixes et des deux accératïons y, et y, prises eu sens contraires. Ainsi, TaccèUralian d'un point matériel par rapport aux axes mobiles est ht nomme (jèotnétrique, 1° de £accélér<tfi.onpar rapport ait? uxes fixes; 2° d'une accélération égale et contraire à l 'accélération d'entraînement du point où se trouve le mobile au temps t, ce point étant supposé lié aux axes mobiles ; 3° d'une accélération égale au double de F aire du parallélogramme construit sur la vitesse angulaire de rotation et
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fa-vitesse 'relative, perpendiculaire au planttè àfi parallélogramme, e! dit côté opposé ô cehti wra leipiel la rotation enfraîne la vitesse relative 1 ': Av ,,,( '>' ,l S"' t ' 1 , -'
SBel est bien d'accord avec ce que nblis avons trouvé pur l'analyse dans In cas particulier où les axes mobiles touraenl uniformément autour d'un axe lixe (n° 282) ; tout point lié invariablement aux axes mobiles décrit un cercle d'un mouvement uniforme ; l'accélération d'entraînement y, est dirigée vers le centre et égale à 10V, r étant le rayon ; prise en sens contraire, elle devient l'accélératrou centrifoge. L'accélération y t , prise eu •«■ns coô traite, .■si l' accélération eenlrlfùge composée
ERRATA
Page li, ligne 9 i n descendant, au lieu de l'angle qui fait, liiez : l'angle
que Mu
Page», ligne I on remontant, nu lieu de pendant la diagonale. Uni : suivant 1> diagonale.
Pago ie, ligue 11 en descendant, au lieu de lu point M' se rapproche du 11' lissi : le point M' se rapproche indéfiniment de AI.
OU' conjugué de OST.
faite 166, ligne 1 en descendant, au lieu de tes unes sur les autres, lijrs :
les unssiir les autres.
Page Î76, ligne S en descendant, ou lien de (u- SU), fine .- \a' 111).
CHAPITRE (l. — GOMMMIIM de* titesseb
Composition de deu\ moammiinls rcclilignes el uniformes suivant
la mémo il roi le U
Composition de deux mouvements redi lignes variés sitivanl la même
Composition de dem mauveinenu reciilinnus ci uniforniesdausdeui
directions quelconques 11
Corn position de dem mou venions quelconques 35
Composition d'irn nombre quelciiri.]iif- dp murj v. : SS
CQAPITBE 111. — Définition de L'AtofetHUTIIM.
rit'DolIioo de l'accckotion dans un muuvement rfrtt iIirop unifer-
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