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LEÇONS
DE
INTRODUCTION
i. Les corps sont formés de particules très-petites, que J'on appelle molécules. Si l'on réduit par la pensée ces molécules à de simples points, on leur donne le nom de points matériels. Dans un grand nombre de questions, quand les dimensions des corps sont très-petites par rapport aux distances qui les séparent, on peut aussi faire abstraction des dimensions des corps, et réduire par la pensée ces corps à de simples points matériels. C'est ce que Ton fait, par exemple, en astronomie, quand on étudie les résolutions des planètes autour du soleil; on fait abstraction des dimensions du soleil et des planètes, et l'on considère chacun de ces astres comme un point matériel.
2. Lorsque les points matériels qui forment un système sont à des distances invariables les uns des autres, on dit que ces points sont en repos les uns par rapport aux autres, ou que chacun d'eux est en repos dans le sy- . : . stème dont il fait partie. Mais, lorsque les distances des
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points eatre eux varient, on dit que ces points sont en mouvement les uns par rapport aux autres.
Considérons un système de points matériels : si les distances de ces points deux à deux sont invariables, on dit que ces points sont en repos les uns par rapport aux autres. Supposons maintenant que les distances d'un point m aux autres points du système varient, on dira que ce point m est emnouvement dans le système.
Le point matériel m, dont on considère le mouvement, s'appelle le mobile. La ligne qu'il décrit, ou la suite des positions successives qu'il occupe dans le système dont il fait partie, s'appelle la trajectoire du mobile. On aura une idée très-nette du mouvement du point m en considérant la ligne décrite par le mobile, et disant en quel point de cette ligne le mobile se trouve à chaque instant.
3. Le mouvement d'un point matériel est un phéno^ mène relatif; il dépend des points que l'on choisit comme points de repère, et auxquels on rapporte la position du point. Le point mobile m fait partie d'un premier système de points dont nous désignerons l'ensemble par Â^ et il a dans ce système un certain mouvement. A son tour, le système k fait partie d'un système plus vaste B^ dans lequel il est en mouvement. Si l'on rapporte la position du mobile m aux points du système B, on aura le mouvement de ce mobile dans le système B. Ce mouvement n'est pas le même que le mouvement du mobile dans le système A; il dépend des deux précédents, c'est-à-dire du mouvement du point m dans le système A et du mouvement du système A dans le système B. On Tappelle pour ' cette raison mouvement résultant des deux premiers.
Concevons de la même manière que le système B fasse
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pertie d'un système encore plus vaille C, dans lequel il soit en mouvement. Le mouvement du point m dans le système C sera le mouvement résultant du mouvement du point m dans le système B, et du mouvement du système B daûs le système G. On peut dire aussi que ce mouvement résulte de la combinaison des trois premiers mouvements, savoir : le mouvement du point m dans le système A, le mouvement du système A dans le système B, et le mouvement du système B dans le système C, On peut continuer de cette manière indéfiniment et combiner autant de mouvements simultanés que Ton veut.
C'est ainsi que les choses se passent dans la nature. Considérons un bateau en mouvement sur un lac; une bille roule sur le pont du bateau, elle a un certain mouvement par rapport aux diverses parties du bateau : c'est celui que voit un observateur placé sur le pont. Mais le bateau s'avance sur le lac, il a un certain mouvement par rapport aux arbres du rivage; la bille participe à ce mouvement ; si Ton rapporte sa position à des points fixes pris sur la rive, on aura un mouvement complexe résultant des deux précédents. Ce n'est pas tout encore : la terre fait partie d'un système de planètes dont le soleil est le centre; elle tourne sur elle-même et se mejat autour du soleil, entraînant dans son mouvement les corps placés à sa surface ; ce mouvement s'ajoute aux précédents. Le soleil lui-même est Tune des étoiles qui composent notre nébuleuse; il se meut dans cette nébuleuse, emportant avec lui son cortège de planètes et de comètes ; et ainsi de suite.
Après avoir donné une idée générale du mouvement et expliqué comment les mouvements s'ajoutent les uns aux autres, nous étudierons en détail le mouvement d'un point* matériel.
mTRODUGTION,
4. La mécanique est la science du mouvement. Elle se divise en deux parties principales : l"" la cinéinatique ou l'étude des lois du mouvement au point de vue purement géométrique, abstraction faite des causes qui le produisent ou le modifient; 2® la dynamique ou l'étude des lois du mouvement, en tenant compte des causes qui le produisent ou le modifient.
DÉFINITION DE LA VITESSE
Déflnition de U TltMMe daiui le inonTemeat reotillgiie et mdfbrme.
5. Considérons un point matériel se mouvant dansun système ; nous avons appelé trajectoire la ligne décrite par le point mobile^ c'est-à-dire le lieu des positions successives du point mobile dans le système. Quand la ligne décrite par le mobile est droite^ on dit que le mouvement est rectiligne. Quand les longueurs parcourues par le mobile en temps égaux sont égales, on dit que le mouvement est uniforme. Le mouvement rectiligne et uniforme est le plus simple de tous les mouvements. Dans un pareil mouvement, on appelle vitesse la longueur parcourue par le mobile dans Tunité du temps.
6. En mécanique, on prend ordinairement le mètre pour unité de longueur, la seconde pour unité d" .emps, de sorte que la vitesse d'un mouvement rectiligtb et uniforme est le nombre de mètres parcourus par L mobile en une seconde.
Soit X'X (fig.i) ta ligne droite décrite par le mobile, A la position du mobile au Fig.i.
moment à partir duquel on compte le temps, M sa posi- x' a m x
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tion au temps ^ c'est-à-dire après un nombre de secondes marqué par t. Si nous représentons part) la vitesse ou la longueur parcourue en une seconde, et par x la longueur AM parcourue dans le temps i, nous aurons
x = vL
On détermine ordinairement la position d'un mobile sur une droite par la distance ou il se trouve d'un point
fixe pris sur la droite ^ ' {fig, 2). Désignons par a la
^' "^^ ^ * ^ distance OA et par x la di-
stance OM, mw aurons la formule
7. Cette formule est générale et convient h tous les cas de la question, si Ton affecte chaque quantité d'un signe convenable. Nous regarderons comme positives les longueurs portées sur la droite, dans un sens convenu, par exemple de gauche à droite, et comme négatives celles qui sont portées en sens contraire, La vitesse v sera ellemême positive ou négative, suivant que le mobile marche de gauche à droite, ou en sens contraire. Au temps l::^0, le mobile est en A, à la distance a du point ; il parcourt ensuite dans le temps t une longueur exprimée» avec le signe convenable, parrt; on a donc x^^a^vt,q\xe\ que soit le sens dans lequel marche le mobile.
Nous venons de déterminer la position du mobile sur la droite, t secondes après qu'il a passé au point A; la même formule donne aussi la position du mobile à un moment quelconque avant qu'il passe au point A ; il suffit de considérer le temps comme positif dans le premier cas, comme négatif dans le second.
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8. Dans le mouvement rectiligne et uniforme, nous avons appelé vitesse la longueur parcourue par le mobile dan^Tuaité de temps* On regardera la vitesse comme une grandeur géométrique, c'est-à-dire comme une longueur portée sur la droite que décrit le mobile, et dans le sens du mouvement.
Il est clair que, dans le mouvement uniforme, les Ion-» gueurs parcourues par le mobile sont proportionnelles aux temps employés à les parcourir, et l'on voit que la vitesse est égale au quotient de la longueur parcourue par le temps employé à la parcourir. Si Ton appelle x la longueur parcourue par le mobile dans le temps t, on a
Définition 4e la ▼ite^M da»n le mpuyemenl reofil&gne varié.
9. Supposons toujours que la trajectoire décrite par le mobile soit rectiligne , mais que les espaces parcourus en temps égaux ne soient plus égaux ; on dit alors que le mouvement est rectiligne varié. Soit M {fig. 3) la position du mobile au temps f , a? sa . pj^ 3
distance à l'origine 0, M' sa ,
A MM
position au temps t + At ,
a?H-Aa: sa distance à l'origine ; le quotient — est ce qu'on
appelle la vitesse moyenm pendant l'intervalle de temps A^; c'est la vitesse que devrait avoir le mobile, se mouvant d'un mouvement uniforme, pour parcourir dans le temps Af la même iongweur MM 'que le mobile proposé. Imaginons maiotônaat qm. l'intervalle de temps àt .diminue de plus en plu$ ^ tende vers ^ro, la iongue^r parcourue iu
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tendra aussi vers zéro , et le rapport -ry, ou la vitesse
moyenne pendant le temps A^ tendra vers une limite finie et déterminée ; cette limite est ce qu'on appelle la vitesse du mobile au temps t,
La distance x du mobile à l'origine est une fonction du temps ; on voit que la vitesse v du mobile, à chaque instant, est la dérivée de la fonction x par rapport au temps i. On a donc
Par exemple, si l'espace parcouru par le mobile est proportionnel au carré du temps, si Ton a, par conséquent, a? = at*, on obtiendra la vitesse en prenant la dérivée de cette fonction, ce qui donne v=at. Ainsi, dans un pareil mouvement, la vitesse croît proportionnellement au temps.
IMfiikiUoii de la vïteëne dans le mouTemeikt ourrlllgne.
10. Considérons maintenant un mouvement curviligne quelconque (fig . 4). Soit M la position du mobile au temps Kg- *• ^, M' sa position au temps
^ ^ + Ai. La droite MM S qui A, joint le premier point au second, est ce qu'on, appelle le
MM'
déplacement du mobile après le temps At. Le rapport—-
de ce déplacement MM' à l'intervalle de temps At est ce qu'on peut appeler la vitesse moyenne pendant le temps Ai; c'est la vitesse que devrait avoir le mobile, se
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mouvant d'un mouvement rectiligne et unifonne suivant la droite MM', pour éprouver dans le temps Ai le déplacement observé MM'. Cette vitesse moyenne est une grandeur géométrique MÂi, portée sur la droite MM' dans le sens du mouvement. Imaginons que l'intervalle de temps At tende vers zéro, le point M' se rapprochera du point M, et la vitesse moyenne MA, tendra vers une valeur limite MA ; cette limite MA est ce qu'on appelle la vitesse au temps t. La tangente à la courbe étant la direction limite de la sécante, on voit que la vitesse au temps t est une grandeur géométrique MA portée sur la tangente à la trajectoire, dans un sens déterminé.
11. Si Ton prend un point fixe sur la trajectoire, on peut déterminer la position du mobile à chaque instant sur cette courbe par la longueur de l'arc OM. Désignons par $ la longueur de l'arc OM, et par As celui de l'arc MM' décrit pendant le temps Af . La vitesse moyenne pendant le temps àt a pour expression
corde MM' li '
corde MM' , As
ou 7 X x;-
As Ai
Mais on sait que le rapport -r , c'est-à-dire le rapport de la corde MM' à l'arc de courbe MM', a pour limite l'unité quand le point M' se rapproche indéfiniment du point M. La limite de la vitesse moyenne est donc égale
As à la limite du rapport —. Ainsi, dans le mouvement cur- .' .V ^*
^iKlifflie, la vitesse à chaque instant est égale à la dérivée
iO UVai 1. GlMÉIfATlOl».
de l'arc déorit par le mobile sur la trajectoire, considéré i^omme um fonction du tempa.
Supposons » par exemple , que le mobile décrive un cercle en parcourant des arcs égaux en temps égaux. On a, dans ce cas, s:sn:at et par suite vmtia; la vitesse a une valeur numérique constante, mais, sa direction change sans cesse. Une grandeur géométrique est une longueur portée dans une certaine direction; dans le mouvement circulaire uniforme, la vitesse, quoique ayant une longueur constante, doit être regardée comme une grandeur géométrique variable, à cause du changement de sa di^ rection.
Frojeetton d« monTement inr nne droite.
12, Supposons d'abord qu'un point mobile M décrive une droite CD d'un mouvement uniforme (fig. 5). Pro- F'8- 5. jetons ce mobile sur une droite
quelconque X'X; si Ton mène par le point M un plan parallèle à un plan donné , le point P où ce plan coupe la droite X'X est la projection du point M. Tandis que le point M décrit la droite CD, le point P décrit la droite XOC ; des longueurs égales prises sur la droite CD ayant pour projections des longueurs égales, il est clair que le mouvemenl; du point P sera uniforme comme celui du point M; la vitesse MA du point M, ou l'espace parcouru par ce point dans l'unité de temps, aura donc pour projection la vitesse PB du point P, ou l'espace parcouru par le aeeond mobile dans Tuiûté de temps.
DÉPiamOM DB U tlTESSE.
iS. Supposons maintenant que le point M déorive une trajectoins quelconque {fig. 6). La projeotidn P se mouvra sur la droite X'X d'un ïtg. e.
mouvement varié. Soient M et M' les positions du mobile aux temps t et 1+ A^ P et P' ses projections; le déplacement PF du second mobile est la pro* jectiou du déplacement MM'du
MM'
premier mobile. La vitesse moyenne -j— an prçmii^ mobile est figurée par une longueur JIA, portée sur la droite MM'. Soit PB, la projection de MA,; à cause des plans parallèles, on a les rapports égaux
puisque et par suite on en déduit d'où
MA, "MM
MM'
PB=P^' ^^* Ai-
Ainsi la droite PB,, projection de la vitesse moyenne MA, du premier mobile pendant le temps Ai, est la vitesse moyenne du second mobile pendant le même temps.
Concevons maintenant que l'intervalle de temps At diminue et tende vers zéro ; la vitesse moyenne MA, aura pour limite Ja vit^sgeJWA du premier /npl>il.e au temps. <;
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la vitesse moyenne PB^ aura pour limite la vitesse PB du second mobile au temps t, La vitesse moyenne PB^ étant la projection de MA,, il en résulte que la vitesse PB est la projection de MA. Ainsi, quand on projette un point mobile sur une droite quelconque^ la vitesse de la projection est^ à chaque instant, la projection de la vitesse du mobile proposé. Ce théorème est vrai, que les projections soient orthogonales ou obliques. Dans le premier cas, si l'on appelle» la vitesse du mobile M au temps t, a l'angle qui fait sa direction avec la droite XrX, et v' la vitesse de la projection P au même instant on a
t>' = t?cosa.
14. Pour montrer une application de ce théorème, supposons que le mobile M se meuve sur un cercle d'un mouvement uniforme ; projetons-le sur un diamètre AB (fi9 7). Quand le .point M décrit la demi-circonférence AGB, le point P parcourt le diamètre, de A en B; le point M décrivant ensuite la seconde demi- circonférence BDA, le point P décrit eur core le diamètre, mais de B en A; et ainsi de suite indéfiniment. Le mouvement du point P est donc un mouvement oscillatoire suivant la droite AB. Désignons par a la vitesse du point M sur le cercle^ et par r le rayon du cercle. Si Ton compte le temps à partir du moment où le mobile passe au point A, Tare AM décrit par le mobile pendant le temps t sera af , et Tangle AOM aura pour mesure le rapport de Tare AM au rayon, c'està-dire —, Si donc on représente par x la distance variable
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OP, prise avec le signe + ou le signe — , suivant qu'elle est portée dans le sens OA ou dans le sens opposé OB, on aui;a
(1) a?=rcos— •
La dérivée de la distance x^ considérée comme une fonction de <, donne la vitesse du point P,
(2) »= — asm—.
Les formules (1) et (2) montrent que le mouvement du
point P est périodique; car lorsque Tangle — augmente
de 27r, le sinus et le cosinus reprenant les mêmes valeurs, le point P revient au même point avec la même vitesse ;
la durée de la période est T= — , c'est le temps que met
le mobile M pour décrire la circonférence. La vitesse est négative de Â en B; elle s'annule en B, change de signe et devient positive de B en A; elle s'annule en A pour devenir de nouveau négative, et elle acquiert sa plus grande valeur quand le mobile passe par le centre 0.
On obtient immédiatement la vitesse du point P en projetant sur le diamètre BA la vitesse a du point M, laquelle est dirigée suivant la tangente ME. Cette tangente
faisant avec la droite OA l'angle — +^, on a
(a( . 7r\ . ai
~ + ^j=— asra^,
ce qui reproduit la formule (2).
UTBK I. cnriiuanoini*
#roJ«Qttoa dn monrement ■«» tm plan.
Au lieu de projeter le mobile sur une droite, on
peut le projeter sur un plan GH (fig. 8.) Si l'on mène par
le poijâtM une parallèle à une droite donnée, le point P où
Fig. 8. cette parallèle perce le plan est
la projection du point M sut le
plan* Il est clair d'abord que,
si le mouvement du point M est
rectiligne et uniforme, celui
du point P sera aussirrectiligne
et uniforme, et que la vitesse
du point P sera la projection
de celle du point M.
Si le point M décrit une trajectoire quelconque CD dani^
Fespacci, le point P décrira dans le plan de projection une
ligne courbe EF. Le déplacement MM' du premier mobile
pendant le temps Ai a pour projection le déplacement PP'
du second mobile pendant le même temps; représentons
par MA, la vitesse moyenne -r— du premier mobile et
projetons cette droite en PBi; à cause des parallèles^ on a
d'où
Ainsi la droite PB,, projection de MA,, est la vitesse moyenne du second mobile. Quand l'intervalle de tempâ At tend vers zéro, les vitesses moyennes MA^, PB, ont pour limites les vitesses MA, PB des deux mobiles au temps t. On en conclut que la vitesse du mobile projection est, à chaque instant, la projection de la vitesse du mobile proposé.
CHAPITRE IL
46. Nous avons déjà dit quelques mots de la compo-^ sition des mouvements simultanés. Un mobile est en mouvement dans un système A, ce système A est en mou-
l . vement dans un système B; composer ces deux mouve-
ments, c'est trouver le mouvement du mobile dans le système B. Pour concevoir nettement ces deux mouve*
^ ments simultanés, on suppose que les points qui forment
^ le système À sont à des distances invariables les uns des
autres ; le mobile se meut dans ce système, la suite des positions successive? qu'il occupe constitue sa trajectoire. Les points qui forment le système B sont aussi à des
f distances invariables les uns des autres, et le système A,
analogue à un corps solide, se meut en bloc dans le sy* stème B.
Lorsque tous les points du système A éprouvent dans le même temps des déplacements égaux et parallèles, on dit que le mouvement du système A est un mouvement de translation. Il est clair que les vitesses moyennes de tous les points du système, pendant le même temps, sont égales et parallèles. Il en résulte que les limites de ces vitesses moyennes, c'est-à-dire les vitesses des dififérents points du système, au même instant, sont égales et parallèles. On dit, d'après cela, que tous les points du système A
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possèdent au même instant la même vitesse. Soient a^b, c ... {fig. 9), les positions des points du système A au temps t; a\ b\ c'... les positions de ces mêmes points au temps
t+^i; le mouvement sera de translation si les déplacements aa'y bb'y ce', . . ., de ces diflBérents points sont égaux et parallèles.
Les droites aa' et 66' étant égales et parallèles, la figure aa' b'b est un parallélogramme et les deux droites ab et a'b' sont aussi égales et parallèles. De même, les droites ac et a'c', bc et b'c\ ...j'sont égales et parallèles. Ainsi, lorsque le mouvement du système A est de translation, la figure formée par les points du système se transporte en quelque sorte parallèlement à ellemême. Ce mouvement peut d'ailleurs être rectiligne ou curviligne.
Mais, lorsque les points du système A n'éprouvent pas pendant le même temps des déplacements égaux et parallèles, le mouvement du système n'est pas «de translation. Par exemple, lorsqu'un corps solide tourne autour d'un axe fixe, les points matériels qui forment ce corps solide éprouvent dans le même temps des déplacenaents trèsdifférents, et le mouvement du corps n'est plus un mouvement de translation ; c'est un mouvement de rotation. Voici la question que nous nous proposons de résoudre : Dn mobile est en mouvement dans un système A ; ce système A est lui-même en mouvement dans un système B ; il s'agit de déterminer quelle esta chaque instant la vitesse du mouvement résultant, c'est-à-dire la vitesse du mobile par rapport aux points du système B.
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Composition de deux mouTemento rectUIgnes et nnlformes «nlvant la mfime droite.
17c Considérons d'abord le cas très-simple où les deux mouvements proposés sont rectilignes et uniformes, et s'exécutent suivant la même droite et dans la même direction. Nous pouvons nous représenter ces deux mouvements en imaginant qu'un mobile se meuve sur une droite X'X {fig. 10) d'un mouvement uniforme avec la vitesse v dans le sens XTC, pig.,ç,
tandis que la droite supposée m y it
solide glisse sur elle-même ^ ^
uniformément et dans le même sens, avec la vitesse t>'. Soit M la position du mobile sur la droite, à un instant quelconque; pendant le temps t^ le mobile parcourt sur la droite une longueur MM' égale à vt; mais, pendant ce temps, la droite s'est avancée dans le même sens d'une quantité WW égale à v'ty de sorte que le point M' de la droite où se trouve maintenant le mobile est venu en M'', emportant avec lui le mobile ; le déplacement résultant du mobile est donc MM", et Ton a
Ce déplacement étant proportionnel au temps, le mouvement résultant est aussi uniforme, et, si l'on désigne par V sa vitesse, on a
V=:tJ+t)'.
La vitesse du mouvement résultant est la somme des vilesses des deux mouvements proposés.
Nous avons supposé dans ce qui précède que les
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deux mouvements proposés s'efiFectueut daijs le même sens. Supposous mainteaaut qu'ils s'efifectuent eu sens contraires ; le mobile se meut sur la droite dans le sens X'X avec la vitesse v, tandis que la droite marche en sens contraire avec la vitesse v'. Il y a deux cas à distinguer, suivant que la vitesse v est plus grande ou plus petite que v'. Pendant le temps f, le mobile parcourt sur la droite la longueur MM' égale à re; pendant ce même temps, la droite rétro- Fig. 11. grade de la quantité M'M'^ égale
M y M' à v't. Dans le premier cas, le *' * premier déplacement étant plus
grand que le second (fig. 11), on a
MM'^=MM'-M'M"=(v-t?') t.
Le mouvement résultant est uniforme, dans le sens X'X, et Ton a .
Dans le second cas (fig. 12), le second déplacement étant plus grand que le premier,
MM"=M'M"«.MM' = (t)'-^t?) .
Le mouvement résultant est dirigé dans le sensXX', et Ton a
Ainsi, quand les deux mouvements sont de sens contraires, le mouvement résultant s'exécute dans le sens de celui qui a la vitesse la plus grande, et la vitesse de ce mouvement résultant est égale à la différence des vitesses des deux mouvements proposés.
On peut comprendre ces différents cas dans un même
FW< iS.
on a
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énoncé* Si l'on regarde comme positivée les vitesseg des mouvements qui s'exécutent dans un certain sens, dans le sens X'X, par exemple ; comme négatives celles des mouvements qui s'exécutent en sens contraire, on peut dire que la vitesse du mouvement résultant est égale à la somme algébrique des vitesses des mouvements proposés, et l'on a la formule générale
Il est un cas particulier qu'il est bon de remarquer, c'est celui oii les deux mouvements proposés sont de sens con*traires et ont des vitesses égales ; dans ce cas, les deux déplacements MM% M'M'^ étant égaux et de sens contraires, le point M'^ coïncide avec le point M; le déplacement résultant est nul, et le mobile reste immobile au même point du système B.
19. On a des exemples fréquents de semblables compositions de mouvements. Un bateau descend un fleuve ; désignons par v' la vitesse du courant, et par t? la vitesse que les rames impriment au bateau, c'est-à-dire la vitesse que posséderait le bateau s'il était dans une eau immobile, comme celle d'un lac. Le bateau descend donc le fleuve avec une vitesse propre t ; eu même temps, il est emporté par le courant avec la vitesse t?'; ces deux mouvements s'ajoutent, et le bateau parcourt dans le temps t l'espace {v + v')L Le mouvement résultant, dont la vitesse est V •+v\ est celui que voit un observateur placé sur la rive.
Pour que le bateau puisse remonter le fleuve, il faut que sa vitesse propre v soit plus grande que celle du courant w', et alors il s'avance avec la vitesse v — 1>', Si la vi-
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tesse du bateau était moindre que celle du fleuve, il serait entraîné par le courant avec la vitesse v'— r. Enfin, si les deux vitesses étaient égales, le bateau resterait immobile au milieu du fleuve, sans avancer ni reculer.
Conpoiittoii de deoz moaTenMota reetUIgnet ▼arlé* •nWant la même droite.
20. Nous avons composé deux mouvements rectilignes s'eflFectuant suivant la même droite, quand ces mouvements sont uniformes. Supposons maintenant les mouvements variés. Soit M la position du mobile sur la droite X'X Fig. 13. au temps t, MM' le déplace-
M m; m; ment qu'éprouve ce mobile
sur la droite pendant l'intervalle de temps At, M'M'' le déplacement de la droite pendant le même temps ; on a, si les deux mouvements s'effectuent dans le même sens,
MM" = MM'-hM'M^
en divisant par Ar, on en déduit
MM^^^MM' M'W\ At ~ Af Ae '
ce qui montre que la vitesse moyenne du mouvement résultant est la somme des vitesses moyennes des deux mouvements proposés. Si Ton fait décroître Tintervalle de temps At jusqu'à zéro, les vitesses moyennes ayant pour limites les vitesses au temps I, on en conclut que la vitesse du mouvement résultant est égale, à chaque instant, à la somme des vitesses des deux mouvements proposés au même instant.
Quand les deux mouvements sont de sens contraires, on démontre de la même manière que la vitesse du mouvement résultant est la dififérence des vitesses des deux premiers mouvements. En attribuant des signes aux vitesses, comme nous l'avons expliqué, on peut dire que la vitesse du mouvement résultant est égale, à chaque instant, à la somme algébrique des vitesses des mouvements proposés.
Cette loi peut être étendue à la composition d'un nombre quelconque de mouvements rectilignes s'effectuant suivant la même droite, dans un sens ou dans l'autre. Si Ton regarde comme positives les vitesses dirigées dans un sens, comme négatives celles qui sont dirigées en sens contraire, on dira que la vitesse du mouvement résultant est égale, à chaque instant, à la somme algébrique des vitesses des mouvements proposés.
Composition de deux mouTements rectUisnes et nniformea dans deux direotions qneloonquet.
21. Après avoir composé les mouvements rectilignes s'effectuant suivant la même droite, occupons-nous de la composition de mouvements quelconques, et d^abord considérons deux mouvements rectilignes et uniformes dans des directions différentes. Voici comment on peut se représenter ces deux mouvements simultanés : Imaginons qu'un mobile se meuve uniformément sur la droite OX (/îff. 14) avec la vitesse t?, tandis que la droite OX se déplace parallèlement à elle-même , de manière que son point se meuve uniformément sur la droite OY avec la vitesse v';le mouvement de la droite OX est un mouvement de translation rectiligne et uniforme. Soit OX la position de la droite mobile au temps t=0, c'est-à-dire à
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Tinstant à partir duquel on compte le temps, et suppo- Fig. u. ^^^^ 9^'^ ^^ moment le mobile soit au
f point 0. Après t secondes, le mobile aura parcouru sur la droite OX une longueur OP égale à vl ; pendant ce temps la droite OX se déplace parallèlement à elle-même; son point décrit sur OY la longueur OQ égale à v't et la droite occupe la position QX^ ; le point P de cette droite, où se trouve alors le mobile, vient en M, après avoir éprouvé un déplacement FM égal et parallèle à OQ. Ainsi, par la composition des deux mouvements, (e mobile, au temps ^, se trouve en M.
On déterminera de cette manière la position du mobile à un moment quelconque. Après t' secondes, le mobile a parcouru sur la droite OX la longueur OP' égale à vt'; pendant ce temps le point de cettç droite décrit sur OY la longueur OQ' égale à v't\ et la droite se transporte en Q'XV» le point P' de cette droite, où se trouve alors le mobile, vient en M', après avoir éprouvé un déplacement VW égal et parallèle à OQ'. Ainsi, au temps ^', le mobile est en M', Nous avons, d'une part,
OP«:t?<, OQ«:PM=«t)'l;
d'autre part,
OV'—vt', OQ'=P'M'=t)'r.
On en déduit les rapports égaux
OP _ PM t
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Menons les droites OMet OM'; le triangle OP'M' est semblable au triangle OPM, comme ayant Tangle P' égal à Tangle P et compris entre deux côtés proportionnels; l'angle P'OM' est dope égal à l'angle POM et la droite OM' coïncide avec OM. On en conclut que les positions successives M, M^ ...^ du mobile appartiennent à une même droite OM; ainsi, le mouvement résultant est rectiîigne.
Les mêmes triangles semblables donnent
OM_OP_£ OSr~OP~<''
Les longueurs OM, OM', parcourues par le mobile dans les temps >« et i\ étant proportionnelles aux temps, on en conclut que le mouvement résultant est uniforme.
Cherchons enfin la vitesse V du mouvement résultant. Si Ton suppose que le temps t soit égal à l'unité de temps, c'est-à-dire à une seconde, les longueurs OP et OQ représenteront les vitesses v. et v' des deux mouvements proposés; la droite OM est la longueur parcourue par le mobile dans le mouvement résultant, c'est-à-dire la vitesse V de ce mouvement résultant. Âhisi, le mouvement résultant de deux mouvements reclilignes et uniformes est un mouvement rectiîigne et uniforme^ et la vitesse de ce mouvement résultant est représentée en grandeur et en direction par la diagonale OM du parallélogramme construit sur les vitesses OP et OQ des deux mouvements proposés.
22. Revenons à l'exemple du bateau : supposons que le bateau s'avance sur le fleuve d'un mouvement rectiîigne et uniforme avec la vitesse OA, tandis que le courant l'entraîne avec la vitesse OB {fig. 15); le mouvement résultant s'accomplira pendant la diagonale OC et avec
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Fig. 15.
Fig« 16.
la vitesse OC ; le bateau^ parti du point de l'une des rives du fleuve, atteindra l'autre rive en D. Les personnes qui sont placées dans le, bateau croient que le bateau marche dans la direction OA ; mais un observateur placé sur la rive voit le bateau s'avancer dans la direction OC. L'axe du bateau, qui est dirigé suivant OA, se transporte parallèlement à lui-même.
On peut se demander quelle direction il faut donner au bateau pour traverser le fleuve dans une direction donnée, par exemple à angle droit suivant la droite OD {fig, 16). Supposons le problème résolu et soit OA la direction du bateau ; il faut que la résultante OG de la vitesse OA du bateau et de la vitesse OB du courant soit dirigée suivant OD.
Pour trouver la direction OA, du point B comme centre, avec un rayon égal à la vitesse du bateau , on décrira un arc de cercle qui coupera la droite OD en un point G; il faudra donner à Taxe du bateau la direction OA parallèle à BG. Quelquefois le problème admet deux solutions. Supposons qu'on veuille traverser le fleuve dans la direction oblique OD {fig. 17). Si l'arc de cercle, décrit du point B comme centre, avec un rayon égal à la vitesse v du bateau, coupe la droite OD en deux points G et G', on pourra traverser le fleuve suivant la droite OD, en orientant le bateau, soit dans la direction OA, soit dans la direction 0A^ Mais, dans
Fig. 17.
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le premier cas, on emploiera moins de temps pour atteindre l'autre rive, puisque la vitesse résultante OC est plus grande que OC.
Composition de deux monvometitf quelconques.
23. Considérons maintenant deux mouvements simultanés quelconques. La question est la suivante : Un mobile se meut dans un système A, ce système A se meut dans un système B, le mouvement du mobile par rapport aux points du système B est le mouvement résultant; nous cherchons la vitesse de ce Mouvement résultant à un moment quelconque. Soit M {fig. 18) la position du mobile au temps t dans le s^^stème A' et dans le système B; M' sa posi- ri^is.
tion dans le système A au temps < + A« , quand on suppose le système A fixe; la droite MM' est le déplacement relatif du mobile dans le système A pendant Tintervalle de temps Ht. Maift pendant cet intervalle de tempJlAi, le système A se déplace dans le système B, emportant avec lui le mobile, et le point M', où se trouve alors le mobile, vient en M'' ; c'est là la position du mobile dans le système B au temps t + àt; le déplacement résultant est MM". On peut ainsi déterminer la position M'^ du mobile à chaque instant dans le système B, et par conséquent construire la trajectoire du mouvement résultant. Sur la droite MM' pro-
MM
longée prenons une longueur MG, égale à —— ; par le
point G, menons un^ droite G.H, parallèle à M'M'' et
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prenons sur cette parallèle une longueur 6,H^ égale à
— — ; la longueur MG, représentera la vitesse moyenne
du mouvement du mobile dans le système A pendant le temps /itj la longueur G^H, la vitesse moyenne du mouvement du point M' du système A dans le système B pendant le même temps A^ Des relations
AAA * MG'*' G.H
on déduit |§fe=sïyF=ïë-
Si l'on joi(|t MH,, on formera un triangle MG^H, semblable au tmangle MM'M'\ comme ayant un angle G, égal à Taiple M' et compris entre deux côtés proportionnels. lJb droites MH, et MM" coïncident, et, on a y
^ MH, MG, 1
comme
d'où MH
MM'' MM' Af MM"
la longpeur
on en conclut que la longpeur MH, représente la vitesse moyenne du mouvement résultant.
Maintenant faisons diminuer jusqu'à zéro l'intervalle de temps Al, la première vitesse moyenne MG^ tendra vers une limite MG, qui est la vitesse du mobile dans le système A au temps I ; la seconde vitesse moyenne G^H, tendra vers une limite GH qui est la vitesse du point M' du système A dans le système B ; mais, puisque le déplacement MM' devient nul, le point M' a pour limite le point M et par suite la limite GH de G^H, n'est autre chose que la vitesse du point M du système A dans le système B. Le trian-
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gte MGH est la limite du triangle M6,H,, et par suite le troisième cAté MH est la limite du troisième côté MH, x il en résulte que ce troisième côté MH représente la vitesse dti moutement résultant au temps t.
Nous avons dit que la vitesse doit être considérée comme une grandeur géométrique, c'est-à-dire comme une Ion* gueur portée dans une direction déterminée ; pour former le triangle MGH, on a porté Tune à la suite de l'autre les deux grandeurs géométriques MG et GH qui représentent, l'une la vitesse du mobile dans le système A au temps t, l'autre la vitesse du point M du système A oii se trouve le mobile à cet instant; la grandeur géométrique MH est dite la résultante ou la somme géométrique des deux grandeurs géométriques MG et GH. Ainsi, à chaque instant y la vitesse du mouvement résultant est la somme géométrique^ ou la résultante, de la vitesse du mobile dans le système A et de la vitesse du point du système k où se trouve le mobile à cet instant.
Cette règle est la même que celle du parallélogramme. Si par le point M on mène une droite MK égale et parallèle à GH (fig. 49), on voit que la vitesse ^^^ ^^ MH du mouvement résultant est la diagonale du parallélogramme construit sur les longueurs MG et MK qui représentent, l'une la vitesse du mobile dans le système A au temps t, Ynutte la vitesse du point de ce système où se trouve le mobile à cet instant.
Dans la démonstration du tbéorème précédent, nous n'avons pas supposé que le mouvement du système A fût de translation ,• les différents points de ce système ont donc en général au même instant des vitesses différentes {
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Yoilà pourquoi, dans Ténoncé du théorème, il est néces* saire de dire que la vitesse GH se rapporte à un point particulier du système Â, au point M oii se trouve le mobile au temps t. Si le système Â avait un mouvement de translation, tous les points ayant au même instant la mâme vitesse, il serait inutile d'attribuer la vitesse GH à un point particulier ; on pourrait dire que la vitesse du mouvement résultant est à chaque instant la somme géométrique de la vitesse du mobile dans le système Â, et de la vitesse de ce système au même instant.
CoMposition d'an nonbre quelconque de mouvemiAti.
24. Ce théorème peut être étendu à la composition d'un nombre quelconque de mouvements. Combinons, par exemple, quatre mouvements; un mobile se meut dans un système A ; le système A ^e meut dans un système B, le système B dans un système G, et. ce dernier dans un système D. Soient OA {fig. 20) la vitesse du mobile dans le Fig. 30. système A au temps t (la droite OA
est menée par un point arbitraire 0), AB celle du point du système A où se trouve actuellement le mobile, vitesse prise dans le système B; la somme géométrique OB sera la vitesse du mobile dans le système B. Portons à la suite la grandeur géométrique BC qui représente la vitesse du point du système B, où se trouve actuellement le mobile, vitesse prise dans le système G; la somme géométrique des deux vitesses OB et BG sera la vitesse du mobile dans le système G. Portons encore à la suite la grandeur géométrique GD, qui représente la vitesse du pQji^t du système G, où se trouve
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actuellement le mobile, vitesse prise, dans le système D; la somme géométrique OD des deux vitesses OC et OD sera la vitesse du mobile dans le système D.
La grandeur géométrique OD est dite la résultante, ou la somme géométrique, des quatre grandeurs géométriques Oky AB, BG, CD. Celles-ci sont dites les vitesses composantes^ et la vitesse OD la vitesse résultante.
Calonl de la Titesse résaltente.
25. Nous avons vu que, lorsqu'on compose deux mouvements, la vitesse OB du mouvement résultant est la diagonale du parallélogramme construit sur les deux vitesses composantes OA et AB {fig. 21). Appelons v et v' les vitesses composantes, V la vitesse résultante; on a
V2=t?« + tj'« + 2w'cos(t), v%
en désignant par (t?, «') l'angle AOC des deux vitesses i; et v'.
Lorsqu'on compose trois mouvements, la vitesse OC du mouvement résultant est la diagonale ir^g, ^^
du parallélipipède construit sur les . ^ y.
trois vitesses composantes OA, AB, / \ — /\c BC (fig. 22). Si les vitesses compo- / J-^'^/^'^/ santés «, t?', t/' sont perpendiculaires ^ \/ \ /
entre elles deux à deux, le paralléli- ^ X
pipède étant rectangle, on a
Revenons au cas général. Si l'on projette sur une
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droite quelconque la ligne brisée OÂBGD (/Ijf.âS), on sait Fig. 33. que la projection de la résultante OD
est égale à la somme algébrique des projections des diflEérents côtés de la ^B ligne brisée. Ainsi, la projeeUon de la vitesse résultante sur une droite quelconque est égale à la somme algébrique des projections des vitesses composantes.
Ce théorème est vrai> que les projections soient obliques
ou orthogonales.
On peut, à l'aide de ce théorème, déterminer par le cat-
cul la vitesse résultante. Menons trois axes rectangulaires
ox, oy, oz (fig. 24). Désignons par v la première vitesse, et par a, b, c les angles qu'elle fait avec les axes; par v' la seconde vitesse, et par a\ b\ c' les angles qu'elle fait avec les axes, etc. ; appelons V la vitesse résultante et A, B, C les angles qu'elle fait avec les axes. En projetant orthogonalement sur chacun des trois
Fig. 2i,
axeS; on a
!V cos A = V cos a + v' cos a'+ v'^ cos a'^ + . • . V cos B = r cos 6 + v' cos b'+ v'' cos 6'^ + ... V cos C = V cos c + v' cos c'+ v" cos ç'^ + ...
En joignant à ces trois équations la relation connue
(2) cos* A + cos» B + cos» C= 1 ,
on a quatre équations pour déterminer les quatre inconnues V, A,B , C. Si l'on élève au carré les deux membres <]es trois premières équatiws et qu'on les ajoute mem-
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bre à membre, où a, en tenant compte de la quatrième,
(3) V*=(v cosa+v' cosa'+...)*+(v cosft+t?' cos 6'+...)* + («cosc + v'cosc'h- ...)*.
iUne fois que Ton connaît la grandeur \ de la vitesse résultante, les trois équations (1) donnent les angles A, B, G et, par conséquent, déterminent sa direction.
27. Il est clair que la grandeur de la résultante ne dépend que de la grandeur des vitesses composantes et des angles qu'elles forment deux à deux ; le second membre de 1 équation (3) doit donc être indépendant delà position deg axes choisis pour effectuer le calcul» C'est ce qu'il est facile de reconnaître : si Ton efiectue les carrés et que l'on groupe convenablement les termes, il vient
V*=^t;* (cos* a+ cos* 6+ cos* c)+v '*(cos* a'+ cos* 6'+ cos* c') * + ... 4- 2t5t)^(cosa cosa'+ cos6 cos 6'+ cosc cos c')+... ,
ou» plus simplement,
V*==tJ*+!?'2+t>''«+...+2tW'COS(t),t?')+...
Le carr^ de la résultante est égal à la somme des carrés des composantes^ plm deuss fois la somme des produits que Ton obtient en multipliant ces composantes deux à deux et par le cosinus de l'angle qu'elles forment entre elles.
Pour deux vitesses, on a la relation
V«=:t)^ + t)'« + 2w'cos(r, v% que nous avons déjà trouvée. Pour trois vitesses, on a, Y»«=i>« + v'*-^«"* + 2t?t)'co8(t), c') + 2vVcos(t)', x^)
•+^aiî"!>COBK, V). . • « *
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■ottTemwito apparents.
S8. On connaît le mouvement d*un mobile dans le système B et celui du système A dans le système B ; on demande quel est le mouvement du mobile par rapport aux points du système À ; c'est ce mouvement que verra un observateur placé dans le système À ; voilà pourquoi on rappelle momement apparent. U est clair que le mouvement du mobile par rapport au système B est le mouvement résultant du mouvement du mobile par rapport au système À et du mouvement du système A dans le système B. C'est la question inverse de celle que nous avons traitée précédemment. Soit M la position du mobile au temps t dans le système A et dans le système B, M*^ le point du système B, où se trouve le mobile au temps c+ Af ; M'ia position ^' au temps t du point du système A
qui au temps t+Ht vient en M^; d'après ce qui a été dit, MM' sera le déplacement apparent ou relatif du mobile dans le système A. Si le système A a un mouvement de translation dans le système B» on peut dire que M'M' est le déplacement du système A dans le système B, pendant le t^mps Af ; le déplacement apparent MM' du mobile dans le système A peut être considéré conune la somme géométrique du déplacement MM'^ du mobile dans le système B et d'un déplacement M'^M' ^al et contraire au déplacement M'M'^ du système A dans le système B. On obtiendra donc le mouvement apparent du mobile dans le système A, en regardant le système A comme fixe et imaginant que le système B ait, par rapport au système A,
un mouvement de translation égal et contraire à celui du système A dans le système B.
29. Si MA {fig. 26) est la vitesse apparente du mobile dans le système A au temps t, AB la pig. j^.
vitesse du point du système A où se trouve le mobile à cet instant, la somme géométrique MB sera la vitesse du mobile dans le système B. Réciproquement, la vitesse apparente MA au ^
temps t est la somme géométrique de la vitesse MB du mobile dans le système B et d'une vitesse BA égale et contraire à la vitesse AB du point du système A où se trouve le mobile au temps t.
30. Considérons, par exemple, deux bateaux se mouvant sur un lac tranquille. Chacun d'eux a un mouvement rectiligne et uniforme ; on demande le mouvement du second par rapport au premier. Soit M la position du premier bateau au temps t {fig. 27), MA sa vitesse, M' la position du second bateau au même pj^, ,7.
instant, M'A' sa vitesse; si à la vitesse M'A' du second bateau on ajoute une vitesse A'B' égale et contraire à la vitesse MA du premier bateau, la somme géométrique M'B' sera la vitesse relative du second bateau par rapport au premier. Les personnes placées sur le
premier bateau croient que le second marche dans la direction M'B'.
De même, si à la vitesse MA du premier bateau on ajoute une vitesse AB égale et contraire à celle du second,
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CD a la vitesse relative MB du premier bateau par rapport au second. Les personnes placées sur le second bateau voient le premier marcher dans la direction MB. A cause des triangles égaux MAB, M'A'B', nous remarquons que les deux vitesses relatives M'B\ MB sont égales, parallèles et de sens contraires.
Si les deux bateaux se mouvaient sur des droites parallèles avec la même vitesse, la vitesse relative serait nulle; les personnes placées sur l'un d'eux verraient l'autre immobile. C'est ce qu'on observe sur les chemins de fer ; quand deux trains marchent sur deux voies parallèles, avec la même vitesse et dans le même sens, les personnes qui sont dans Tun des trains et qui regardent l'autre ne s'aperçoivent pas du mouvement général de translation de tout le système.
31, A cette question se rattache la suivante: un premier bateau est en M et marche dans la direction MA {fig. 28), avec la vitesse v représentée par la longueur MA ; , Fig. 28. un second bateau placé en
M'est animé d'une vitesses' que lui impriment les rames ou la vapeur. Quelle direction faut-il donner à ce second bateau pour qu'il atteigne le premier, par un mouvement rectiligne et uniforme ? Si l'on cherche la vitesse relative du second bateau par rapport au premier, il faut évidemment que cette vitesse relative soit dirigée suivant la droite M'M. Prenons la droite MTB égale et contraire à MA ; du point B comme centre, avec ^ un rayon égal à v', décrivons un arc de cefrcle qui coupera la droite M'M en un point C, et ache-
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Tons lepargrllélogràœme M'BCA'; on dirigera le second bateau suivant la droite M'A'. En effet, M'C est la vitesse relative du second bateau par rapport au premier; tout se passera donc comme si, le premier bateau restant immobile en M, le second le poursuivait avec la vitesse M'C;
il l'atteindra donc après uû temps marqué par Tr7Tr..En
réalité, le premier bateau marchant dans la diteotion MA, Je second dans la direction M'A' avec la vitesse M'A'» la rencontre aura lieu au point D^ après le temps indiquée
CHAPITRE III
DÉHNITION DE L^AGCÉLÉEATION.
Déllaltt*ii àm l*Aooél«ralioB éuam na fli<Miv«m«it t««ttllgB« nallbrmémcnt raie.
33. On dit qu'un mouvement rectiligne est uniformément varii, lorsque la vitesse éprouve des variations égales en temps égaux. Dans un pareil mouvement, on appelle accilération la variation de la vitesse dans Tunité de temps. L'accélération est positive si la vitesse augmente, négative si elle diminue.
Si Ton désigne par % la vitesse initiale du mobile, c'està-dire sa vitesse au temps t = 0, part) sa vitesse au temps tj et si l'on représente Taocélération par la lettre y, on a
ou(l) »=VoH-y^
35. Appelons x la distance d'un point fixe pris arbitrairement sur la droite à la position M du mobile au temps t (fig. 29). Nous savons que la vitesse v est la déri- Fjf. ». vée de la distance x par rapport
^ . ^ au temps; réciproquement la
^' ^ ^ ^ ^ distance x est la fonction pri-
mitive de la vitesse v considérée comme une fonction du temps. Si l'on prend la fonction primitive de la fonction f + y^f 6t si l'on ajoute une constante x^^ on aura
La constante Xo désigne la distance OA de l'origine à
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la position initiale A du mobile, c'est-à-dire à sa position au temps t=0.
Supposons que la vitesse initiale Vq soit nulle et que l'origine coïncide avec la position initiale du mobile, on aura la formule simple
Ainsi, dans le mouvement rectiligne uniformément acei^ liréf quand la vitesse initiale est nulle, V espace parcouru est proportionnel au carré du temps.
U est bon de remarquer que l'espace parcouru par le
mobile pendant la première seconde est égal à |, c'est-à^ dire à la moitié de l'accélération.
34. Réciproquement^ lorsqu'un mouvement est rectiligne, et que l'espace parcouru est proportionnel au carré du temps, le mouvement est uniformément accéléré. En e£Pet, dans ce cas, l'espace parcouru x est représenté par la formule
x=at\,
dans laquelle la lettre a désigne une constante. Si Ton prend la dérivée de l'espace x par rapport au temps, on a la vitesse
Ainsi la vitesse croit proportionnellement au temps, et par conséquent le mouvement est uniformément accéléré. L'accélération est égale à âa.
C'est ce qui a lieu dans la cbute des corps. Quand on observe la chute des corps dans le vide, on reconnaît que l'espace parcouru croît proportionnellement au carré du temps. Il en résulte, comme nous l'avons dit, que le mou-
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v^mtiut ^t uoifQrméipent accéléré, On a coutume de r«r présenter l'accélération dans la chute des oQrpi par la let-
Ire ff, ce qui donne f>=gt, x=^. La constante g a pour
valeur 9,8088. Dans l'air, le mouYçmewt n'est pas tout à fait un mouvement uniformément accéléré ; la résistance de l'air modifie un peu cq mouvement.
35. La vitesse à chaque instant étant considérée comme une grandeur géométrique portée sur la droite X'X dans le sens du mouvement, on devra considérer Taccélérafion elle-même comme une grandeur géométrique portée sur eéiXê droite, dfuis un sens ou daag Tautre, suivant que la vitesse augmente ou dimi^^a•
La variation de la vitesse étant proportionnelle au tamps, on voit que l'acoélératiou est ^ule au quotient de la variation de la vitesse par la tempe eorNtapondant.
Déenlllon de l'acoélératton daim on aoaTement reotUl^e qoeloonq^a.
36. Soit V la vitesse au temps ^ v + Av la vitesse au temps 1+ A^; ta vitesse a éprouvé pendant Tintervalle de
temps àt la variation At? ; le quotient -^ est ce qu'on appelle l'accélération moyenne pendant le «temps A^ Si le mobile, dont la vitesse au temps t est p, marchait d'un mouvemeul uaiformétaent varié, aveo. une accélération
égale à l'accélération moyenne -r- , sa vitesse éprouverait,
après rintervalle de temps A^ la variation observée Ao et deviendrait v+Ai>« Imaginons maintenant que l'intervalle de temps à$^
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minue de plus en plus et tende vers zéro, le rapport-v^, ou
l'accélération moyenne, tendra vers une limite finie et déterminée. Cette limite est ce qu'on appelle l'accélération du mobile au temps t.
La vitesse v étant une fonction du temps, on voit que l'accélération y du mobile à chaque instant est égale à la dérivée de la vitesse v par rapport au temps t. La vitesse étant elle-même la dérivée première de l'espace x par rapport au temps, l'accélération est la dérivée seconde de l'espace. On a donc
Par exemple, si, dans un mouvement rectiligne, Tes*pace parcouru est proportionnel au cube du temps, on a
y = 6al.
La vitesse est proportionnelle au carré du temps, et l'accélération proportionnelle au temps*
DéBidtiDi» âm l*«eoèltoifloii dami un monTement ovrrlligAe.
37. Considérons maintenant un mouvement curviligne quelconque. Soit M la position du mobile au temps t, MA sa vitesse; M' la position du mobile au temps t+àtj M'A' sa vitesse (fig. 50). Par le point M menons une droite MB égale et parallèle à M'A', et joignons AB; la vitesse l^du mobile au tomps t + ùkt étant la résultante des deux vitesses MA et AB, on peut dine^que AB est la variation qu'éprouve pendant le temps Af la vitesse considérée
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oommB une grandeur géométrique. Nous donnerons à cette quantité ÂB le nom de variation giomé^ trique de la vitesse, pour bien la distinguer de la variation purement numé-
AB rique; Le rapport — est ce qu'on appelle l'accélération
moyenne pendant le temps A( ; on la représente par une grandeur géométrique ÂG, portée dans la direction AB. Yoict l'id^ qu'on peut se faire de l'accélération moyenne : imaginons un système de points ayant un mouvement de translation rectiligne et uniforme, suivant la droite MA, avec la vitesse MA, et supposons que, dans ce système, un mobile ait un mouvement rectiligne uniformément accéléré dans la direction AB, avec une accélération égale à
AB
—, sans vitesse initiale; après le temps A^, le mobile
aura dans le système la vitesse AB, et la vitesse du mouvement résultant sera MB.
Concevons maintenant que Tlntervalle de temps At tende vers zéro, Taccélération moyenne AG, tendra vers une limite AG. Cette quantité géométrique AG, Kmite de raccélération moyenne, est ce qu'on appelle VaccélératUm du mobile] au temps t. On peut, si Ton veut, représenter Vaccélération au temps t par une droite MK, égale et parallèle à AG, menée par le point M*
58. On ramène facilement la définition de raccélération à celle de la vitesse. Par un point arbitraire {fig. &i), menons une droite Oa^ égale et pairsdièle à la vitasseMA
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du mobile proposée au temps t, une droite Oa' égale et
parallèle à la vitesse M'A' au temps pig. si.
t + A/, et ainsi de suite. La droite
Oa , tournant autour du point 0«
engendrera une surface conique »
et le point a décrira une certaine
courbe sur cette surface conique.
Le triangle aOa' ayant ses côtés
égaux et parallèles à ceux du triangle AMB, la droite aa'
AB
est égale et parallèle à AB; l'accélération moyenne -^
ou A6^ du premier mobile devient ainsi la vitesse moyenne
-r— OU ajf, du second mobile. Or, quand àt tend vers zéro,
la vitesse moyenne du second mobile tend vers une limite ag^ qui est la* vitesse de ce mobile au temps t; l'accélération moyenne AG. du premier mobile tendra donc vers une limite A6, égale et parallèle à ag. Ainsi l'accélération du premier mobile correspond à la vitesse du second.
39. Pour donner une application de cette manière de figurer TaccélératioD, nouscbercheronsi'accélération dans le mouvement circulaire uniforme. Désignons par r le rayon OM du cercle ifig. 32) et par v la vitesse ; il faut bien comprendre d'abord que la vitesse, quoique ayant une valeur numérique eonstante, est une quantité géométrique variable, parce qu'elle change sans cesse de direction ; c'est pour cela qu'il y a une accélération dans le mouve* ment circulaire uniforme. Menons par le ceutre du cerole me droite Oa égaie
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et parallèle à la vitesse MA du mobile proposé ; le point a décrira aussi un cercle d'un mouiremeat uniforme. Les deux cercles étant décrits dans le même temps, les vitesses des deux mobiles sont proportionnelles aux circonférences ou aux rayons ; on a donc
v~OJA~~r'
d'où
Ainsi la vitesse du second mobile est égale à -. Cette
vitesse ag est perpendiculaire à Oa et par conséquent parallèle à MO ; pour avoir l'accélération du mobile proposé au point M, on prendra sur le rayon MO une longueur MG
égale à — . On en conclut que, dans le mouisement circulaire uniforme, Taccélération est constamment dirigée vers le centre et égale à —, c'est-à-dire au carré de la vitesse divisé par le rayon.
40. Considérons un mobile décrivant une courbe quelconque dans l'espace; soit MA (fig. 33) la vitesse du mo*
bile au temps ^ MB sa vitesse au temps ( + Ht. Projetons le nlobile sur une droite XX' ; aous savons (n'' 13) que les vitesses PA' et PB' du mobile projection, aux temps i et t + At, sont les projectioa9
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des "vitesses MA et MB du mobile proposé ; il en résulte que la variation de vitesse A 'B' qu'approuvée le mobile projec* tion peDdant le temps Ai est la projection de la quantité géométrique AB qui représente la variation géométrique de la vitesse du mobile proposé pendant le même temps.
AB
L'accélération moyenne — est représentée par une longueur AG portée sur AB; soit A'G' la projection de cette longueur, on a
A^G^„.AG 1 A'B'~AB~Ar
et par suite A 'G' = -r—-.
Ainsi Taccélération moyenne du mobile projection est la projection de l'accélération moyenne du mobile proposé. Si l'on fait tendre vers zéro Fintervalle de temps A^ on en conclut que f accélération du mobile projection est^ à cha^ que instant, laprojection de ^accélération du mobile proposé.
AG = -x^ du premier mobile
A\. he même théorème a lieu quand on projette sur
xm plan. La variation géométrique AB de la vitesse du
premier mobile pendant le
tomjps AS( a pour projection la
variatioa géométrique A'B'
dusecoudmobile; ilenrésuhe
que raooélération moyenne
AB
Ae
a pour projection Taceéléra*
A'B' tion moyenne A'G'=---rj- du second mobile. On en con-
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dut que l'accélération du mobile projection est, à chaque instant, la projection de l'accélération du mobile proposé.
42. On peut ramener l'étude d'un mouvement curvirig. 85. ligne dans l'espace à celle de trois
mouvements rectilignes. Menons trois axes rectangulaires Oop, Oy, Oz (/ijf. 35) y et projetons le mobile orthogonalement sur chacun de ces trois axes. Chacune des projections P,QyR aura un mou»
^^ vement rectiligne sur l'un des
axes. Les trois distances OP, OQ, OR, que l'on désigne par a;, y, z, en les affectant des signes convenables^ sont des fonctions du temps
Si Ton connaît ces trois fonctions, on connaîtra à un moment quelconque .e les trois coordonnées x, y^ % du point H et par conséquent la position du mobile dans l'espace au temps ^ Les dérivées premières de ces trois fonctions par rapport au temps donnent lès vitesses des trois projections ; mais on sait (n^ 13) que la vitesse de chaque projection est la projection de la vitesse du mobile proposé. Si donc on désigne par \> la vitesse MA du mobile au temps I, et par a, 6, o les angles qu'elle fait avec les axes, on aura
t>cosa=:D|a?,
(2) { t)cos&=D,y,
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En joignant à ces trois équations la relation habituelle
co8«a+cos«ft + cos* c=l,
on aura quati*e équations qui détermineront la grandeur et la direction de la vitesse MA.
De même, les dérivés secondes des trois fonctions x.y^ z par rapport au temps donnent les accélérations des trois projections; mais on sait (n® 40) que l'accélération de chaque projection est la projection de Taccélération MG du mobile proposé. Si donc on appelle y cette accélération M6, et a', if, c' les angles qu'elle fait avec les axes« on a les trois équations
Iycosa'=D|*a?, ycosi'=D;y, yCOSc'=D,'«,
qui, jointes à l'équation
cos« a' H- cos* b' -+■ cos* c' = 1 ,
déterminent l'accélération MG en grandeur et en direo tion.
Nous avons déterminé l'accélération par ses projections sur trois droites rectangulaires ipielconques. On l'obtient d'une manière plus simple en la projetant sur certaines droites liées intimement à la courbe que décrit le mobile, ainsi que nous allons le faire voir. Mais quelques explications préliminaires sur les propriétés des courbes nous sont nécessaires.
LITRC I. GUIÉIlATtOnE.
[Plan osonlatour. B
Fig. 36.
43. Considérons une courbe gauche dans l'espace, c'est-à-dire une courbe non plane; les tangentes MA, M'A' (fig. 36) en deux points, même très^voisins M et M', ne se rencontrent pas et ne sont pas situées dans un même
plan ; par le point M menons une parallèle MB à la tangente voisine M'A', les deux droites MA et MB déterminent un plan; imar ginons maintenant que le point M' se rapproche indéfiniment du point M% la droite MB tournera autour du point M et se rapprochera de MA; pendant ce temps, le plan AMB tournera autour de la tangente MA et tendra vers une position limite ; cette position limite est ce qu'on appelle le plan oseulateur à la courbe au point M.
Il est facile de faire voir que 1© plan AMB tend effectivement vers une position limite déterminée. Si, par un point arbitraire Oifig^ 37), comme noua l'avons fait déjà, on mène des parallèles Oa , Oa' , à ces diverses tangentes MA, MA' à la cduAe proposée, la droite Oa engendrera une surface conique ; le plan aOa' est parallèle au plan AMB ; or le plan aOa' tend vers une position limite qui est le plan tangent à la surface conique le long àé l'arête Oa; le plan parallèle AMB tend donc vers une position limite parallèle à ce plan tangent.
Fig. 37
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L'accélération moyenne AG, étant située dans le plan AMB« il en résulte que Taccélération A6 ou MK au point M est située dans le plan osculateur à la courbe en ce point.
Quand la courbe est plane, le plan AMB est fixe^ le plan osculateur en chaque point coïncide avec le plan de la courbe. Dans ce cas, Taccélération est constamment située dans le plan de la courbe.
44. Par le point M d'une courbe, on peut mener une infinité de perpendiculaires à la tangente MA ; chacune d'elles est une normale à la courbe; l'ensemble constitue le plan normal. Celle des normales qui est située dans le plan osculateur s'appelle normale principale; c'est l'intersection du plan normal et du plan osculateur. Quand la courbe est plane, la normale principale est la normale située dans le plan de la courbe.
Covrbnre.
45. Occupons-nous maintenant de la courbure. Considérons d'abord un cercle et supposons qu'un mobile décrive le cercle dans un certain sens; menons les tangentes en deux points M et M' ; l'angle AÏA'(/îgi, 58) de ces deux tangentes, prises dans le sens de la vitesse, est ce qu'on appelle Vangle de contingence relatif à l'arc MM'; cet angle est égal à l'angle au centre MCM' formé par les rayons qui aboutissent aux deux extrémités de l'arc. Il est clair que, dans un même cercle,
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à des arcs égaux correspondent des angles de contingenoe égaux entre eux; on appelle courbure de la circonférence Tangle de contingence qui correspond à l'unité d'arc, ou, ce qui est la même chose, le rapport de Tangle de contingence à la longueur de l'arc. Désignons par r le rayon du cercle; l'angle de contingence a est mesuré par la longueur de l'arc aa' dans le cercle dont le rayon est égal à l'unité; on a donc
Ainsi la courbure d'un cercle est mesurée par l'inverse du rayon. Quand le rayon devient deux, trois ... fois plus grand, la courbure devient deux, trois .*• fois plus petite.
Considérons une courbe plane quelconque; l'angle de
contingence a relatif à Tare MM' est Fangle AIA' {/ig. 39)
Fig.39. formé par les tangentes aux deux
M 1 A extrémités de cet arc; le rapport
jr|r77 est ce qu on appelle la courbure moyenne de l'arc MM'; c'est la courbure du cercle sur lequel un arc égal à MM' présente le même angle de contingence. Si l'on fait
tendre l'arc MM ' vers zéro, le rapport rj^, ou la courbure
moyenne de l'arc MM', tend vers une limite déterminée; cette limite est ce qu'on appelle la courbure de la courbe au point M. Posons
r^'^'^MSr'
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le payoD r se nomme le rayon de courbure au point M, on. le figure par une longueur MC portée sur la normale principale MN, du côté de la concavité. Le point G est le centre de courbure.
Si la courbe est gauche, c'est-à-dire n'est pas plane, comme les tangentes aux deux extrémités de l'arc MM' ne se rencontrent pas, on mènera par le point M une parallèle MB ifig. 36) à la tangente WM, Fangle AMB est l'angle de
contingence a relatif à l'arc MM/, le rapport jtîtjt est la
courbure moyenne de cet arc et la limite de ce rapport est la courbure au point M ; si Ton pose toujours
on a le rayon de la courbure r que Ton figure par une longueur MC portée sur la normale principale.
DétMranlnatlon d« raeoélération.
47. Nous avons vu que l'accélération est située dans le plan osculateur kla trajectoire; on détermine ordinairement cette quantité géométrique en cherchant ses projections sur la tangente et sur la normale principale. Soit MA {fig. 40) la vitesse v au temps t, MB une droite égale et parallèle à la p,g^^^
vitesse «'en M 'au temps . ^ »
t + A^ Le rapport -r- , ^^^^^^^^^^^^^ i 1
jfîguré par la longueur vNTi
AG, , est raccéléralion N^^
moyenne pendant le
temps A^ Du point 6, abaissons une perpendiculaire G^H,
AO LIf Afi I. ËHIÉMâflOtffc.
8ttr 1b taD{f|[«ate MA( AH^ seM la projection de Taôcélération moyeûne AQ, %m' la tangente; H, G. sur Uûe per* pendictiiaire à cette tangente datid le plan AMB, du côté de la concavité. Du point B abaissons de tnéme une perpendiculaire BD sur la tangetite MA i à cauâe des triangles seiïibl&blesOi^AHi, BAD, on a
Afi, H,G. ÀG, i
et par sdiie ^H, = — , H.G, = ^ .
Ainsi, nous avons à calculer les deux rapports — et — .
Commençons par ce dernier. Si Ton désigne par a l'angle de contingence AMB, on a, dans le triangle rectangle DMB,
DB âx£ MB é sin (X t:=i v' siâ <z )
DB ,sin(x et par suite --- = v' -- — , àî Af
Nous écfîrotii ôe râppdtt mm la forme stiivànle
lulfôduiéètit au dUmémtêtir et au dériomluateur les facteurs a et MM', ce qui ne change pââ la Valeur du rapport. Faisons maintenant tendre A< vers ïîéro, la Vitesse tj' de*
vietit v; le rapport -: — tend vers l* unité; la limite du rapport rrrp est la courbure de la trajectoire au point Mj courbure que nous représenterons par -, r désignant le
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MM' rayon de courbure ; enfin , lé rapport — — a pour limite la vitesse i?. On a donc
Le plan AMB ayant pour limite le plan osculateur, la normale H,<î^, située dans ce plan, devient parallèle à la normale principale au point M. On a ainsi la projection de Taccélération sur la normale principale ; cette projec-
tion a pour expression - »
AD
Occupons-nous maintenant du rapport — . On a
AD ï=:s MD — MA «t?' cos a — t ; si l'on rempiaoe oosa par 1 — 3 sin^^, il vient
AD ^v'/l — a sin' ij— »«= t?'— » — 2t?' sin* |,
àt A( àt
Le numérateur t)^— v du premier terme est la variation qu'éprouve la 'grandeur numérique de la vitesse pendant le temps Af, abstraction faite de la direction; le premier terme "7 a donc pour limite la dérivée D^v de la
vitesse considérée comme fonction du temps. Pour trouver la limite du second terme, nous récrirons sous la forme
, . « '^i ,. « ''"L « ^MM'
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Le* premier facteur v' sin ^ ayant pour limite zéro, et les
autres les quantités finies 1, -, o, le produit a pour limite zéro. On a donc
lim AH, = lim -t-7'= D|r.
Telle est la projection de l'accélération sur la tangente;
elle est égale à la dérivée de la vitesse considérée comme
fonction du temps.
Ainsi, soit M (/Ig. 41], la position du mobile au temps ^ Fig. 41. MA la tangente k la trajectoire, MN
la normale principale menée du côté de la concavité, MG Faccélération qui est située dans le plan osculateur AMN ; nous avons trouvé les projections MP et MQ de cette
accélération sur la tangente et sur la normale principale;
la projection de Faccêléraiion $ur la tangente est égale à la
dérivée de la vitesse considérée comme fonction du temps ;
la projection sur la normale principale est égale au carré
de la vitesse, divisé par le rayon de courbure. Les deux
projections
MP=D,r, MQ=-, r
étant connues, l'accélération sera représentée par la diagonale du rectangle construit sur ces deux longueurs. Lorsque le mouvement curviligne est uniforme, la grandeur numérique de la vitesse étant constante, sa dérivée est nulle, et par suite la projection de Taccolération sur la tangente est nulle. Dans ce cas, l'accélération en
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chaque point est dirigée suivant la normale principale MN, et elle est égale à - ; elle change à chaque instant de direction et varie en raison inverse du rayon de courbure.
Si le mouvement uniforme s'accomplit sur un cercle, Taccélération est dirigée suivant le rayon vers le centre,
et est égale à la quantité constante — ; c'est ce que nous
avons déjà trouvé en étudiant le mouvement circulaire uniforme (n^ 39).
Exemples.
48. Pour montrer une autre application de ces principes^ considérons le mouvement uniforme sur une hélice tracée sur un cylindre circulaire droit. Soit M la position du mobile au temps t sur l'hélice (fig. 42), MA sa vitesse ; par le point M menons des parallèles aux diverses tangentes à Fhélice, et prenons sur chacune d'elles une longueur égale à la vitesse v. On sait que les tangentes à Thélice font un angle constant ^ avec les génératrices du cylindre; les parallèles menées par le point M formeront donc un cône de révolution autour de Taréte MC du cylindre , et le point A décrira sur ce c6ne un cerqle d'un mouvement uniforme; la vitesse AB de ce second mobile donnera l'accélération du premier. Le plan osculateur à l'hélice au point M n'est autre chose que le plan tangent au cône suivant l'arête MA; c'est le plan mené par la tangente MA perpendiculairement au plan AMC tangent au cylindre ; la droite AB,
Fig. 42.
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qui est Âtuée àmn le plan osculateur et qui est pêrpen*^ diculaire à la tangente MA, est parallèle à la normale principale MG; la droite AB étant perpendiculaire au plaD ÂMG, la normale principale MG est elle-mèm^ perpeQdiculaire au plan tangent au cylindre au point M ; elle rencontre eu un point I l'axe du cylindre et est perpendi^ culaire à cet axe. Pendant que le mobile proposé décrit
une spire entière dont la longueur est -^— ^, a désignant
le rayon du cylindre, le second mobile A décrit la oiroonférence du cercle dont le rayon est AC, circonférence dont la longueur est ^tti; sin |3, puisque le rayon AC est égal à t)sin /3j les mouvements étant uniformes, les vitesses sont proportionnelles anx longueurs parcourues; on a donc
AB_ airpsing _ ^ain^ff ^ V a^g ~ a *
sin/3
d'où MG:-AB=?iïï2iê.
Telle est l'accélération dans le mouvement uniforme sur Thélice ; elle est dirigée suivant la normale principale.
On peut déduire de là le rayon de courbure r de Thélice. Puisque le mouvement sur l'hélice est uniforme, on sait que raccélératioii est dirigée suivant la normale principale
et égale à - ; en comparant cette expression à la précédente, on ar=^-^ sm'
49. Considérons encore l'exemple suivant : supposons qu un mobile décrive un cercle d'un mouvement uniforme avec une vitesse v, et projetons ce mobile sur un plan pas-
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as
sapt paT 1q centre du cercle; la projection déoriiia una el? lipse. Pour faire la figure, rabattons le plan du o^irole autour du diamètre ÂA' (fig. 43) situé dans le plan de projeotiûiL» c'estràrdire aur . »rfs.o.
tour du grand axe de TeU lipse. La vitesae M^G^ du mo-» bile M' sur l'ellipse est la projection de la yitesse MC du mobile M sur le cercle ; elle est parallèle au diamètre OD' conjugué de OM ; et les deux diamètres conjugués OM', OD' de l'ellipse sont les projections des deux diamètres rectangulaires 0M> OD du cercle. Si l'on représentait la vitesse du mobile sur le cercle par le rayon OD du cercle, la vitesse sur Tellipse serait représentée par OD'; ainsi la vitesse sur V ellipse est proportionnelle au rayon paralUle à la tangente, ^n désignant part)' la vitesse sur l'ellipse, et par 2a le grand axe de rellipse, on a donc
r'_OD; « '^ OD '
d'où
t?'=^XOD',
L'accélération y du ^mouvement circulaire uniforme est une quantité géométrique MG dirigée vers le centre et
v^ égale à -. Sa projection M'G' sera l'accélération y' sur
l'ellipse.
Mais
on a
V OM
u uu
-a»XUM
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Ainsi Vaccélération sur r ellipse est dirigée vers le centre de V ellipse et proportionnelle au rayon 0M^
On peut déduire de là une expression du rayon de courbure r de Tellipse. Soit M'N la normale à Tellipse au point W, a l'angle qu'elle fait avec le rayon M'O ; la projection de Taccélération sur la normale a pour valeur
y' cosa= -5 . OM' cos a ;
mais on sait que cette projection est égale à — ; on a donc
= -ï .OM'cosa:
d'où
*^~t^OM'.cos«~OM'.cos«~OD'.OM'.cosa*
Le dénominateur OD'.OM'. cos a, mesurant Taire du quart du parallélogramme construit sur deux diamètres conjugués, est égal kab; on di donc
COMPOSITION DES ACCÉLÉRATIONS
Nous nous sommes déjà occupés de la composition des mouvements et nous avons vu comment on obtient la vi-* tesse du mouvement résultant ; nous chercherons maintenant l'accélération du mouvement résultant.
Composition de deux mouvemonto reotilignes uniformément ▼eriée enivant la mdme droite*
50. Imaginons qu'un mobile se meuve sur la droite X'X {fig. 44) d'un mouvement uniformément varié, tandis que la droite glisse sur elle-même
° ^ Fig. 14.
d'un mouvement uniformément
varié. La vitesse du mobile sur ^' T
la droite au temps t est
v—Vo + yt,
celle de la droite au même instant est
or, on sait (n® 20) que la vitesse V du mouvement résultant est la somme de ces deux vitesses, ce qui donne
Ainsi le mouvement résultant est un mouvement uniformément varié, et son accélération est la somme algébrique des accélérations des deux mouvements proposés.
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Coiaposltiim é» deoz moaTementai reotilignes qaeloonqnas
51. ImagiQOQi toujours un mobile sa mouvant sur la droite X'X, tandis que la droite glisse sur elle-même. Soit V la vitesse du mobile sur h droite au temps U v' celle de la droite au mâme instaut, la vitesse du mouvement résultant sera
soit maintenant t?+ A w la vitesse du mobile sur la droite au temps t + A«, «' + Av' celle de la droite au même instant, la vitesse du mouvement résultant sera
V + AV= (t) + At)) ^- (t)'+ AdO ; d'où AV=At)-HAtj',
av ^v . A»'
et par suite, ^^ «._+_,
Ainsi raccélération moyenne du mouvement résultant pendant le temps Ae est égale à la somme algébrique des accélérations moyennes des deux mouvements proposés pendant le même temps. Si Ton fait tendre A^ vers zéro , on en conclut que raccélération du mouvement résultant^ à un instant quelconque^ est égale à la somme algébrique des accélérations des mouvements proposés au même instant.
Ce théorème s'étend à la composition d*un nombre quelconque de mouvements rectilignes s'effectuant suivant Fa même droite. L'accélération du mouvement résultant est égalé, à chaque instant, à la somme algébrique des accélérations des mouvements proposés au même instant.
COMPOfllfimSI DB8 ACCtLfoATIOKS.
•anii Tito0«e« Initiale».
52. Imaginons qu'un mobile, partant du point sans vitesse initiale, se meuve sur la droite OX (fig. 45) d'un mouvement uniformément accé- rfg. 45.
1ère avec raccélération 7, tandis qk- \ ^ ?» ï
que la droite OX se transporte VN. \ \ \ parallèlemeut à elle-même, gQp \ ^s\„\ \ point décrivant la droite OY jT v^' \ d'un mouvement uniformément V ^ \ vHg accéléré, sans vitesse initiale, aveo ^\ \ \i»^
raccélératioû/. Après un temps ^ ** I, le mobile aura parcouru sur la droite OX une longueur
OP égale à ^ 7«* ; pendant ce temps, la droite se déplace
parallèlement à elle-même, son point décrivant sur OT la
longueur OQ égale à ^ y'<', et vient dans la position QX^ ;
le point P, oii se trouve alors le mobile, vient en M, après avoir éprouvé un déplacement PM égal et parallèle à OQ. Toile est la position du mobile au temps t, et Ton a
OP=^|y^ OQ=PM=^yT.
On déterminera de même la position M' du mobile au temps t\ en prenant
OP'=|y«'*, OQ'=FM'=|y'ï^.
De ces relations on déduit
0P_ PM _fi
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Les triangles OPM, OP'M' sont semblables et les droites OM, OM' coïncident. Donc le mouvement résultant est rectiligne.
Les mêmes triangles semblables donnent
OM _0P_
Les longueurs OM, OMS parcourues par le mobile dans le mouvement résultant étant proportionnelle^ aux carrés des temps, le mouvement résultant est uniformément accéléré.
Cherchons enfin Taccélération 7, du mouvement résultant. Si Ton suppose que le temps t soit égal à l'unité
de temps, les longueurs OP et OQ sont égales à |- et à
|- ; la longueur OM , parcourue par le mobile dans le
jOQOUvement résultant pendant la première unité de temps,
sera égale à ^. En doublant les longueurs OP et OQ, on
formera uu parallélogramme OGKH semblable au parallélogramme OPMQ, et dans lequel la diagonale OK, double de OM, représentera l'accélération y, du mouvement résultant. Ainsi, le mouvement résultant de deux mouvements rectilignes uniformément accélérés, sans vitesses initiales^ est un mouvement rectiligne uniformément accéléré^ dont l'accélération est représentée en grandeur et en direction par la diagonale du parallélogramme construit sur les accélérations des deux mouvements proposés.
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Compofition de deux mouvements quelooBq«ei.
53, Supposons qu'un mobile se meuve dans un système A, tandis que le système A a un mouvement de translation dans le système B ; nous cherchons Taccélération du mouvement résultant. Soit MA (fig. 46) la vitesse du mobile dans le système A au temps t, AB celle du système A dans le système B au même instant ^ la droite MB représente la vitesse du mouvement résultant (n® 23). Soit de même MA' la vitesse du mobile dans le système A au temps t •+• A^ A'B' celle du système A dans le système B au même instant, MB' sera la vitesse du mouvement résultant au temps t+At. Par le point A' menons une droite A 'G égale et parallèle à AB; la figure AA'CB étant un parallélogramme , les deux droites AA' et BC seront égales et parallèles. La droite AA' représente la variation géométrique de la vitesse du mobile dans le système A pendant l'intervalle de temps AX; les droites A'C et A'B' étant les vitesses du système A au temps i et au temps t + Af , la droite CB' représente la variation géométrique de cette vitesse; de môme la droite BB' représente la variation géométrique de la vitesse du mouvement résultant. Si l'on remplace la droite AA' par la droite égale et parallèle BC, on voit que la variation de vitesse BB' dans le mouvement résultant est la somme géométrique ou la résultante des variations de vitesse BC et CB' des deux mouvements proposés. Sur la droite BC portons une longueur
BC
BG« égale au rapport —, et par le point G, menons une
02 U1M I. oifilttA»iQiri.
droite 6,H^ parallèle à GB' et égale au rapport -^ ; ces deux
droites ]l^„ 6,11^ représenteront, la première, Taccélération moyenne du mouvement du mobile dans le système A pendant le temps Àt, la second», l'accélération moyenne du mouvement du système A pendant le même temps. Des relations
CE
Af
BC
les triangles B6|H,, BGfi' sont semblables, et les droites BH,, BB* coïncident; et, comme on A
BH,_BGj_J_ BB'~"Sc'^A«'
d»t)ù fiH.^^'
ôtt en conclut que la droite BH. représente l'accélération moyenne du mouvement résultant. Ainsi l'accélération moyenne BH, du mouvement résultant est là somme âéométrique ou la résultante des accélérations moyennes B(j, et G,H, des deui mouvements proposés.
Faisons maintenant diminuer jusqu'à zéro rinterVâllé du temps A t. Le triangle BG,H, tendra vers un triangle limite BGâ, dont les trois côtés représentent les tfois accélératiobs au temps è; savoir : le côté BG, ^accélération du mobile dans le système À, le côté GH, l'accélération du système A, le côté BH, Tâccélération du mouvement ré** sultant. Ainsi^ quand un mobile ie inmit dans un $tstéà^e
GOMPdumiiiiïi AOËfunuTioNs; dS
qui a un mmi^èmem de tranêtaum ûtm un mtfî^ ii/itëme, rûceilératiM du moûHiement tèàultûnt est la sèfnfnè géomiiriqué deê dccél&tùîions de^ deux ntoMBfnentê propoiéi.
64. Dans lâ- démonstration du théorème précédent^ nous atond supposé essentiellement que le mouvement du système A est u6 mouvement de translation. Pout bien comprendre la nécessité de Cette hypothèse, imaginons danâ le système À troiâ àied rectangulaires liés au système ; la position du mobile dans le système A sera déterminée à chaque instant par ses trois coordonnées relatives à ces axes ; de même la droite MA, qui représente la iritésse du mobile danâ ce système au temps t, sera déterminée paillé» angles qu'elle fait avet les aies. Si le mou^ vement du système A est un mouvement de translation, les aies se transporteront parallèlement à eut^mêmes, et là droite MA^ liée à ces éiH, eonservet^a la même direc* tion dans TéSpaôe ; niais, si le mouvement du système n'étairpÂS de translation, les aies né restant pas parallèles à eui-mémeê^ la droite MA ne conserverait plus la même direction dans l'espace; au temps t+Al, elle aurait, par exemple, la direction MA, (fig. 47). Soit MA' la droite qui représente à cet instant la Vitesse du pig. 47.
mobile dans le système $ la variation géométrique de là vitesse apparente du mobile serait, non pas AA^, mais A,A' } et, en effet, à cetinttant i+At, la droite qui représente la vitesse du mobile au temps t a la direction MA, ; t'est à la quantité géométrique MA. " qu'un observateur placé dans le système compare la vitesse nouvelle MA', ce qui lui donne la variation appaf«lit& A,A'.
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Il y a encore un autre endroit dans la démonstration où l'on suppose que le mouvement du système A est de translation. Soit M le point du système A où se trouve le mobile au temps t, W le point de ce même système où il se trouve au temps (+ Al (lig. 46); la vitesse ABserapporteau pointM, la vitesse A'B' au point M' ; si le mouvement du système A est de translation, tous les points ayant au même instant la même vitesse, on peut dire que A'Get A'B' sont les vitesses aux temps t et t+^t d'un même point quelconque du système, de sorte que CE' est la variation de vitesse de ce point. Mais, si le mouvement du système A n'était pas de translation , les vitesses A'G et AB' se rapportant à deux points différents à des instants différents, CB' ne serait plus la variation de vitesse d'un point du système.
Ainsi, le théorème, tel que nous l'avons énoncé, n'est vrai que si le mouvement du système A est de translation. Lorsque le mouvement du système n'est pas de translation, la détermination de l'accélération du mouvement résultant est plus compliquée. Cette question, qui sort des limites du cours, sera traitée dans le supplément, à la fin du volume.
55. La théorie précédente pei^t être étendue à un nombre quelconque de mouvements. Un mobile se meut dans un système A, le système A a un mouvement de translation dans un système B, le système B a un mouvement de translation dans le système G, et ainsi de suite. On portera les unes à la suite des autres les quantités géométriques qui représentent les accélérations des mouvements proposés, la somme géométrique sera l'accélération du mouvement résultant.
Li\ règle de la composition des accélérations est la même
COMPOSITION DES ACCÉLÉRATIONS
que celle des vitesses. On déterminera de la même manière Faccélération résultante par ses projections sur trois axes rectangulaires.
56. Il est facile de résoudre la question inverse d^ la précédente. On connaît le mouvement d'un mobile dans le système B et le mouvement de translation du système A dans le système B, on demande quel est le mouvement du mobile par rapport au système A. Nous avons dit (n® 28) que Ton obtient ce mouvement relatif en regardant le système A comme fixe, et supposant que le système B a dans le système A un mouvement de translation égal et contraire à ^elui du système Â dans le système B; il en résulte, comme nous l'avons déjà remarqué, que l'on obtient la vitesse du mouvement relatif en composant avec la vitesse du mobile dans le système B une vitesse égale et contraire à celle du système A dans le système B. La même règle a lieu pour l'accélération. Si M6 {fig. 48) est l'accélération du mouveiUent du mobile dans le système p. ^^
A, GH celle du mouvement de translation du système A dans le système B^ MH représente l'accélération du mouvement du mobile dans le système B.
Réciproquement, on obtient Faccélération MG du mouvement du mobile dans le système A, en composant avec Faccélération MH du mouvement du mobile dans le système B une accélération HG égale et contraire à celle du mouvement de translation du système A dans le système B.
CHAPITRE L
57. Dans les leçons précédentes, nous avons étudié le mouvement d'un point de vue purement géométrique, sans nous occuper des causes qui le produisent ou le modiflefit. Cette première partie repose tout entière sur les deux seul^ idées d'espace et de temps.
L'expérience dé chaque jour nous révèle une troisième idée, celle de force. Quand nous tenons un corps dans la main, l'effort que nous exerçons pour le soutenir et Tempécher de tomber est une force. Les efforts que nous exerçons pour déplacer les corps, les briser, les modifier d'une manière quelconque, sont des forces.
Il y a trois choses à considérer dans une force : !• le point d'application ; 2® la direction; 3** l'intensité. Quand nous tirons un fil attaché à un point d'un corps, le point où est attaché le fil est le point d'application de la force; la droite suivant laquelle se dispose le fil tendu est la direction de la ferce ; enfin l'effort plus ou moins grand que nous exerçons est l'intensité de la force.
58. Lorsque plusieurs forces, appliquées à un même point matériel en repos, laissent le corps en repos, on dit qu'elles se font équilibre. On dit que deux forces sont égalée lorsque, appliquées à un même point matériel, dans
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des directions opposées, elles se foDt équilibre. Une force est double d'une autre lorsqu'elle fait équilibre à deux forces égales à celle-ci et agissant en sens contraire ; de même une force est triple d'une autre lorsqu'elle fait équilibre à trois forces égales à celle-ci, et ainsi de suite. On comprend par là que l'on puisse trouver le rapport de deux forces quelconques. Pour'mesurer les forces, on prendra Tune d'elles pour unité et l'on cherchera le rapport des autres forces à celle qui a été prise pour unité. De cette manière les intensités des forces seront représentées par des nombres. Soit M le point d'application d'une force, MX la direction de la force [fig. 49) ; si sur Pj^ ^^ la droite MX on prend une lon-
^ > gueur MA proportionnelle à l'in-
tensité de la force, c'est-à-dire qui soit mesurée par le même nombre au moyen de Tunité de longueur, on voit que la quantité géométrique MA représentera complètement la force, son point d'application M, sa direction et son intensité. Nous sommes amenés ainsi à regarder les forces comme des quantités géométriques.
59. Les forces sont de diverses sortes. Nous avons d'abord le sentiment de notre propre force musculaire, par Faction que nous exerçons sur les corps qui nous environnent ; par analogie, nous connaissons la force musculaire des animaux. L'observation nous apprend que tous les corps placés à la surface de la terre sont sollicités par une force particulière, que Ton nomme la pesanteur; quand nous tenons un corps dans la main, nous sentons très-bien la force qui sollicite le corps et que l'on appelle \e poids du corps. Si l'on suspend un corps à un fil, la direction
du fil nous indique la direction de la pesanteur; l'effort que nous exerçons pour soutenir le corps est une force égale et contraire au poids du corps. Outre ces forces, il y a encore la pression du vent, la force élastique de la vapeur, etc.
60. On a pris pour unité de force le kilogramme; c'est le poids d'un litre d'eau distillée au maximum de densité, c'est-àrdire à 4 degrés centigrades au-dessus de zéro , et dans le vide. On a pris le poids dans le vide, parce que dans Tair, d'après le principe d'Archimède, les corps perdent une partie de leur poids égale au poids de l'air déplacé, et que cette différence est variable avec l'état de l'atmosphère. En outre, l'intensité de la pesanteur n'est pas la mêiûe à toutes les latitudes ; elle éprouve une petite diminution quand on va du pôle vers l'équateur ; elle dépend aussi de l'élévation du lieu au-dessus du niveau de la mer. Pour préciser complètement la définition de l'unité de force , on dira que le kilogramme est le poids d'un litre d'eau au maximum de densité, dans le vide, à Paris. Mais, dans les applications de la méca^ nique, on néglige ces variations de la pesanteur, qui sont très-petites.
Ayant ainsi choisi l'unité de force, on évalue les poids des corps en kilogrammes au moyen de la balance. Quant aux autres forces, on les mesure à l'aide d'instruments appelés dynamomètres. Un dynamomètre est formé en général d'un ressort élastique, qui se déforme plus ou moins, quand on le soumet à l'action de différentes forces. C'est par la déformation du ressort que l'on évalue la grandeur de la force. Pour graduer l'instrument, on suspend au dynamomètre des poids de 1,2, 3, kilo-*
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grammes et on marque sur rinstrumeat les déformations oorrespondantes. Si une force de nature quelconque» par eiemple Ja force musculaire d'un ht)mme agissant sur le dynamomètre» produit la même déformation qu'un poids de 20 kilogrammes, on dira que la force est égale à 20 kilogrammes.
61. Parmi les nombreuses dispositions adoptées dans la construction des dynamomètres, je me bornerai à en citer deux : celle du peson à ressort, et celle du dynamomètre de Régnier. Le peson à ressort se compose d'un ressort mnp courbé en forme deY {fig. 50) ; un arc de cercle BD est fixé en B à la bran-
Pig. 50.
che p du ressort et passe librement à travers une outerture pratiquée dans l'autre branche m*; un second arc Is est fixé au contraire à la branche nm et passe librement à travers une ouverture pratiquée dans la branche np. Pour graduer le dynamomètre, on rattache par l*annéau D à un crochet fixe A , et l'on suspend à Tanneau s des poids connus ; Textrémité p de la branche inférieure du ressort reste fixe; le poids P tire en / la branche supérieure et comprime le ressort ; on marque sur Tare DB, par un trait ^ à la lime, la compression observée, c'est-à-dire Tendroil où s'arrête la branche nm du ressort* En suspendant
au dynamomètre des poids de 1, 2, 3, kilogrammes»
on marque sur l'arc DB les numéros 1, 2, 3... Afin d'empêcher la compresssion de dépasser une certaine limite, oe qui abîmerait le ressort, on dispose sur laro BD un
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petit taloQ G contre lequel viant buter la branche supé^ rieurs du ressort. Une fois le peson gradué, si Tçu veut mesurer une force quelconque, on attache Tanneau D à un point fixe, et on fait agir la force en « ; le ressort se com« prime et on lit la* grandeur de la force sur Tare DC.
62. Le dynamomètre Régnier est formé de deux ressorts en acier ab, cd, réunis à leurs extrémités par des piècea courbes A et B \fiq. 51), On attache Iç dyn«^momètre à un point fixe, pfir ^ ^^
I une des extrémités A, ^t on fait agir I^ force à Tau-»
U'e extrémité 3; la distance AB augmente, et led (jiQuy; branchies ^e papproi^xxU o'est par le rapprooheroeat des deux branches en Leur milieu que
l'on éy&lue la.fûroe. La branche ah porte un secteur gra^ dné| autour du centre o de oe secteur tourne une aiguille; autour d'un point t\ voisin du point o, tourne un levier coudé fig^ auquel est articulé la petite tige tf. Quand les deux branches du ressort se rapprochent, une petite pièce de métaU fi^ée au milieu de la branche ee/, presse l'extrép mité e de la tige ef et fait tourner le levier autour du point %; Textrémité g du levier pousse Taiguille» qui par^ eourt ainsi Tare divisé.
63. Dans oa qui précédai nous nous sommes borné à CQBmdérer les forces comme se faisant équilibre \ d'un poiiSit de vue plus général, on peut considérer les fbrties m^'m produisant ou modifiant \% mouvement. L'étoda
des forces, de ce point de vue, repose sur des principes ou lois fondamentales, auxquelles on a été conduit par l'observation. Ces lois sont au nombre de deux : la première est connue sous le nom de loi de f inertie; la seconde sous celui de loi des mouvements relatifs. r
Loi de rinertie.
64. La loi de l'inertie comprend deux parties : 1® Quand un point matériel est en repos dans ^espace, si aucune action extérieure ne s'exerce sur lui, il reste en repos ; ^ Quand un point matériel est en mouvement dans Fespaccy si aucune action extérieure ne s'exerce sur lui, son mouvement est rectiligne et uniforme.
La première partie de cette loi a été connue de toute antiquité. Les premières observations nous apprennent, en effet, que les corps en repos restent en repos, à moins qu'une force extérieure , comme notre effort musculaire, ne s'exerce sur eux pour les mettre en mouvement. Mais la seconde partie n'est connue que depuis une époque récente. C'est Kepler qui, dans le commencement du dixseptième siècle, paraît en avoir eu le premier l'idée. Voici par quelles considérations il y a été conduit : quand on lance une bille sur une surface plane horizontale, on voit la bille se mouvoir en ligne droite ; mais on remarque que sa vitesse diminue de plus en plus et que la bille finit par s'arrêter. Cette diminution de la vitesse provient du. frottement que la bille éprouve contre le plan et aussi de la résistance de l'air. Si on lance la bille sur un plan horizontal bien poli, qui n'exerce qu'un frottement très*faible, par exemple sur un pian de glace, on voit le mouvement se prolonger très-longtemps et la vitesse di-
minuer très-lentement. On en conclut, par induction» que, si Ton pouvait supprimer toutes les résistances, le mouvement se prolongerait indéfiniment, et, par conséquent, serait rectiligne et uniforme.
. Les forces ont donc pour effet de modifier l'état de repos ou de mouvement des corps. Quand un point matériel est en repos, il faut qu'une force agisse sur lui pour le mettre en mouvement. De même, quand un point matériel est en mouvement , si le mouvement n'est pas rectiligne et uniforme, c'est qu'une force agit sur lui, mo(ttfiant la vitesse, soit en grandeur, soit en direction. Quand le mouvement est rectiligne et que la vitesse augmente, une force sollicite le mobile dans le sens du mouvement; quand la vitesse diminue, la force agit en sens inverse ; quand le mouvement est curviligne, une force agit pbliquement pour écarter le mobile de la ligne droite. Dès que la force cesse d'agir, le mouvement redevient rectiligne et uniforme.
Loi d«« mouTOiiMBto relalifii.
65. On peut énoncer cette loi de la manière suivante : Quand tm système de points matériels ont un mouvement commun de translation dans t espace , si une force agit sur fvn des points enpçrticulier, le mouvement relatif que la force imprime à ce point dans le système est indépendant .du mouvement général de translation du système, c'est-^-^ dire est le même que si le système était en rephs.
On vérifie aisément cette loi par l'expérience, dans le cas où le mouvement de translation du systàne est rectiligne et uniforme. Lorsque nous sommes placés sur un navire animé d'un mouvement de translation rectiligne et
uniforme, et que nous exerçons des efforts pour déplacer des corps appartenant au navire et les mettre en mouvement, nous reconnaissons que les mouvements relatifs que nous produisons sont les mêmes que si le navire était en repos; mais il est difficile de vérifier directement ce principe par l'expérience quand le mouvement de translation du système n'fist pas rectiligne et uniforme ; cependant» nous l'admettrons par induction» comme la loi de Tinertie. La dynamique repose sur ces deux lois; les conséquences qu'on en déduit sont vérifiées par l'expérience : ceci prouve la vérité des deux lois fondamentales que nous avons énoncées.
THÉORÈME I
66. Une force constante en grandeur et en direction^ agissant sur un point mcUériel partant du repos, lui imprime un mouvement rectiligne uniformément ojccéléré.
Il est évident qu'un point matériel placé en repos au
point et sollicité par une force F, agissant constamment
dans la même direction OX (fig. 52), se meut $ur cette
, Fig. 5î>. droite OX. Nouft suppoeons, en
o f '^ outre, la force F constante en
y ■ ^ . . ^' ■ ^ " . intensité. Après un premier in-
• * tervalle de temps ô, le mobile
a parcouru un espace OA et possède une certaine vitesse que nous flésignerons par a; si la force cessait d'agir, le mouvement deviendrait uniforme et se continuerait indéfiniment, à partir du point A, avec la vitesse constante a. Concevons plusieurs points matériels égaux au fsfmmf «tlpUeéa «a repos en 0% œ, ...{ supposons que
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tous ces points soierit soQîcités pendant le temps 9 par la môme force F, c'est-à-dire par des forces égales et parallèles à la force F; il est clair que ces points parcourront des droites égales et parallèles OA, O'A', O'^A'^, ... et que, après le temps 6, il« posséderont tous la même vitesse a. Si, à ce moment, la force cesse d'agir, le système des point» matériels aura un mouvement de translation rectiligne et uniforme. Supposons 'maintenant que la force agisse sur le premier point matériel seulement, pendant un second intervalle de temps B égal au premier ; elle imprimera à ce point dans le système un mouvement relatif, qui est le même que si le mouvement du système n'existait pas, c'est-à-dire que si le point matériel partait du repos; après le second intervalle de temps 0, la vitesse du mouvement relatif sera donc a, et, par suite, la vitesse du mouvement résultant sera a-^-aùM %i. Ain^i, après un temps double, la vitesse devient double.
Imaginons de même que la force F agisse sur tous les points du système pendant le temps 29 ; ils auront, après ce temps, uh mouvement commun de translation recti-r ligne et uniforme, avec la vitesse 2a. Convenons maintenant que la force agisse sur le premier point, pendant un troisième intervalle de temps 9, elle lui imprimera une vitesse relative a et la vitesse du mouvement résultant sera 2« -f- « ou 3a, et ainsi de suite.
En général, soit v la vitesse du mobile au temps t\ imaginons que ce mobile fasse d'un système de points matériels animés tous de la môme vitesse t;, de manière que le système ait un mouvement de translation rectiligne et uniforme, et supposons que la force agisse sur le premier point matériel pendant un intervalle de temps égal à 9. Li caoitvtBm«cit relatif que ta forée impriïiiera ail me-
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bile dans le système étant le même que si le système était en repos, la vitesse relative au temps t + sera a, et, par conséquent, la vitesse résultante sera v + a. Ainsi, la vitesse éprouve, dans des intervalles de temps égaux, des accroissements égaux.
On voit par là que la vitesse croît proportionnellement au temps et, par conséquent, que le mouvement est uniformément accéléré. Si Ton appeUe y la vitesse après l'unité du temps, v la vitesse au temps ^ et 2: Tespace parcouru, on aura
■ yfi
v = yt, ^ = ^«
67. Réciproquement, tout mouvement rectiligne uni-formément accéléré est produit par une force constante en grandeur et en direction.
Puisque le mouvement n'est pas uniforme et que la vitesse va sans cesse en croissant , il est certain qu'une force sollicite le mobile dans le sens du mouvement. Appelons F cette force inconnue ; je dis qu^elle est constante pendant toute la dusée du mouvement ; en effet» on peut imaginer une force constante F, qui produise le mouvement observé. Si la force F n'était pas constamment égale à la force F, ; si, pendant un certain intervalle de temps, elle était, par exemple, plus grande que la force F,, l'accroissement de vitesse qu'elle produit pendant cet intervalle de temps serait plus grand que Taccroissement de vitesse produit par la force F., et, par conséquent, plus grand que l'accroissement de vitesse observé. Ainsi, la force F qui produit le mouvement est constante.
AppuanoK a là PESAirrEUR. — Quand ou observe la
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chute des corps dans le vide, oa reconnaît que le mouvement est rectiligne et uniformément accéléré. L'accélération de ce mouvement, que Ton représente par la lettre g, est la même pour tous les corps (à Paris, on a y =9,8088). Il résulte du théorème précédent que la force qui produit le mouvement d'un corps est constante pendant toute la durée du mouvement : cette force est celle qui sollicite le corps au départ, c'est-à-dire quand le corps est encore en repos ; c'est le poids P du corps.
LEHME.
69. Lorsque deux forces constantes, de même direction, agissent simultanément sur un même point matériel partant du repos, elles lui impriment un mouvement rectiligne uniformément accéléré , dont taecélération est la somme des accélérations des mouvements dus aux forces agissant séparément sur le mobile.
Appelons F et F' les deux forces ; soit y raccélération du mouvement rectiligne uniformément accéléré produit par la première force agissant seule sur le mobile, y' Taccélération du mouvement produit par la seconde force agissant seule sur le mobile. Imaginons plusieurs points matériels égaux au point matériel proposé et concevons que là même force F agisse sur chacun d'eux, le système prendra un mouvement commun de translation rectiligne et uniformément accéléré, dont l'accélération sera y. Supposons maintenant que la force F' agisse aussi sur le premier point matériel seulement, le mouvement relatif qu'elle lui imprimera dans le système sera le même que si le système était en repos, et, par conséquent, que si la
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force F' agissait seule sur le point matériel partant du repos ; ce mouYement reli^tif sera donc un mouyetneai rectiligne uniformément accéléré, ayant pour accélération y\ On a donc à composer deux mouvements rectilignes uniformément accélérés, de même direction; on sait (n^.50) que le mouvement résultant est \m mouvement rectiligne uniformément accéléré, ayant pour accélération la somme 7 + y' des accélérations des deux mouvements composants.
Il est clair que cette proposition s'étend à un nombre quelconque de forces. L'accélération produite par plusieurs forces constantes de même direction, agissant simultanément sur un point matériel, est égale k la somme des accélérations dues aux diverses forces agissant séparément sur le même point matériel.
THÉORÈME m.
70. Les accélérations produites par deux forces cmstantes agissant sur un même point matériel sont propor^ tionnelles aux forces.
Appelons F et F' les deux forces, y et y' les accélérations des mouvements rectilignes uniformément accélérés qu elles produisent en agissant séparément sur un même point matériel au repos. Supposons d'abord que les deux forces aient une commune mesure F'^, et soit
Désignons par / Taccélération produite par la force F laissant sur le même point matériel. La force F étant la
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rtunion de n forces égales à F', là force F' la réunion dcw' forces égales à f\ on a, d'après le lemme précédent,
Oa en déduit
F n jf^ n
et par suite
Ainsi, le rapport des accélérations est égal au rapport des forces.
Examinons maintenant le cas où les forces n'ont pas de commune mesure ^ partageons la force F en n parties égales; appelons F Tune des parties et / raccélération qu'elle produit ; on a
F=nr, y=nf.
La force F' contiendra n' foie l'une des parties et ne la contiendra pas n'+\ fois. La force F' étant plus grande que n'F'' et plus petite que (n'+l) F", l'accélération y' qu'elle produit sera plus grande que n'/, et plus petite que (n'-^l)/. On aura donc les inégalités
wy </<K+i)/-
En divisant les premières quantités par F, les secondes par y y on en déduit
n' F' nVhi
F' y' Les deux rapports -rr > ^ sont donc compris entre les
deux nombres — , ^^-^, qui diffèrent entre eux de la
quantité - , que Ton peut rendre aussi petite que Ton
veut, si Ton prend n suffisamment grand. On en conclut que les deux rapports sont égaux entre eux.
Définition de la ommo.
71. Soient F, F', F\ ... différentes forces constantes; y, 7% y",.- les accélérations qu'elles produisent en agissant séparément sur un même point matériel. D'après le théorème précédent, on a les rapports égaux
On en déduit -= -7= ^== ...
Ainsi, quand différentes forces agissent sur un même point matériel, le rapport de chaque force à l'accélération correspondante est constant. Ce rapport est constant pour un même point inatériel ; mais il varie d'un point matériel à un autre; ce rapport constant est ce qui caractérise chaque point matériel ; c'est par la valeur de ce rapport qu'un point matériel entre dans les problèmes de mécanique; on l'appelle masse du point matériel. Si donc on désigne par m la masse d'un point matériel, on a, par définition,
D'après cette définition, la masse d*un corps est le rapport des deux nombres qui représentent la force et l'accélération correspondante. Le premier nombre dépend de Tunité de force ; le second, de l'unité de longueur et de l'unité de temps. On a choisi, comme nous l'avons dit, le kilogramme pour unité de force, le mètre pour unité de longueur, la seconde pour unité de temps. L'évaluation de la masse dépend de ces trois unités.
72. Pour préciser davantage la définition de la masse, prenons le rapport du poids P d'un corps à l'accélération g produite par cette force, nous aurons
On voit par là que la masse d'un corps est proportionnelle à son poids. Il est aisé de se représenter l'unité de masse; tout corps pesant g kilogrammes a une masse
égale à l'unité; car si P=j', on a m=^=l.
De la relation (1) on déduit
(3) F=my,
ou (4) y=-^-
Si Ton appelle v la vitesse acquise après le temps ty comme on a v=^yt, d'où y==7> la relation (3) devient
Cette- rdation nous fait voir que, pour imprimer à diffé-
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reiits corps la même vitesse aprèà le même temps, il faut des forces propôftionûelles aux masses. C'est même de 11 que nous vient la notion de masse. Les premières expériences nous apprennent, en effet, que nous devons exercer des efforts très-différents pour imprimer aux divers corps le même mouvement^ et ceci ne tient pas à une différence de volume. Prenons deux sphères du même diamètre, Tune en bois, l'autre en fer, et, afin que ricû ne nous permette de les distinguer à l'œil l'une de Vautre, recouvrons-les d^une couche de la même couleur ; si nous poussons ces deux billes pour leur imprimer le même mouvement, nous reconnaîtrons que la Seconde exige un effort dix fois plus grand que la première ; d'après cela, nous dirons que la bille de fer a une masse dix fois plus grande que la bille de bois.
La relâtioù (5) nous montre aussi que, si dès forces impriment à un même corps la même vitesse, les forces sont en raison inverse des temps. Ainsi, un temps moitié moindre suffit à une force double pour imprimer à un même corps la même vitesse.
Bsemplen.
1® Quelle force faut-il âppUqujer à un boulet pesant 10 kilogrammes pour lui imprimer, après un dixième de seconde, une vitesse égale à 500 mètres par seconde?
Le poids du boulet étant 40, sa masse est m = — =;rs.
D'après la formule (5), on a donc
pX500 5000
2<> Pendant combien de temps doit agir une force de 100 kilogrammes pour imprimer à un corps pesant 2000 kilogrammes une yitesse égale à 5 mètres par seconde?
De la formule (5) on déduit
'"T-^^iogr-^ o^sxioo ^^Q^^'
3° Quelle vitesse une force de 100 kilogrammes imprimera-t-elle à un corps pesant 2000 kilogrammes, en agissant sur lui pendant 10%2 ?
De la formule (5) on déduit
^,_FXi_ 100 X 10,2 _ 100 X 10,8 X 9,8 _ ^ . ~ w ~ 2000 ~ 2000 ~
CHAPITRE IL
MOUYBBIBNT DES PROJECTILES.
75. Un projectile est un corps lancé dans une certaine direction, avec une vitesse initiale donnée, et souinis à l'action de la pesanteur. Faisant abstraction des dimensions du corps, nous considérerons le mobile comme un simple point matériel; nous négligerons aussi la résistance à Tair. La question revient donc à trouver le mouvement d*un point matériel, animé d'une vitesse initiale donnée et sollicité par une force constante en grandeur et en direction*
Cm o* 1* vlt«M« IttItUto «ft noll*.
74. Lorsque la vitesse initiale est nulle, le mouvement est celui de la chute des corps; si Ton désigne par v la vitesse au temps ^, par x l'espace parcouru , on a
(2) v=gt.
L'élimination de t donne la relation
(3) v^i^'igx;
d'où Ton déduit la vitesse en fonction de l'espace parcouru.
Ga« où U TitMM InltlaU Mt dirigée snlTant U vertioale •t de haut en bue.
75. Supposons que le point matériel soit lancé de haut en bas avec une vitesse initiale v^. Imaginons que le mobile fasse partie d'un système de points matériels animés
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de la vitesse v©, et qui ne soient sollicités par aucune force; ce système aura un mouvement de translation rectiligne et uniforme. La pesanteur, agissant sur le mobile en particulier, lui imprimera dans le système un mouvement relatif qui sera le même que si le mouvement de translation n'existait pas, c'est-à-dire que si la vitesse initiale était nulle. Les déplacements s'ajoutent, ainsi que les vitesses ; on a donc
(5) v = Vo'^gt.
Cm» où le oorps Mit lane^ de bas en liant.
76. Supposons maintenant que le corps soit lancé , à partir du point (fig. 53), de bas en haut, suivant la verticale, avec la vitesse initiale Vq- Désignons par a;pig.5j. la distance du point à la position du mobile au temps ts distance comptée de bas en haut. Imaginons, comme précédemment, un système de points matériels animés d'un mouvement de translation rectiligne et uniforme de bas en haut, avec la vitesse Vof et la pesanteur agissant sur le mobile. Le mouvement du mobile pourra être considéré comme résultant de la composition de deux mouvements rectiii- ^es, l'un uniforme de bas en haut, Tautre uniformément accéléré de haut en bas; les deux mouvements étant de sens contraires, les déplacements se retranchent, ainsi que les vitesses; on a donc
(7) v:=Vo—gt.
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Ces formules sont générales, si Ton regarde la distance X comme positive, quand elle est comptée à partir du point de bas en haut, comme négative, quand elle est comptée en sens contraire; et de même la vitesse v comme positive ou négative, suivant qu'elle est dirigée de bas en haut ou de haut en bas.
L'élimination de t entre les deux équations (6) et (7) donne la relation
(8) v^=^v^ — igx.
Le corps monte d'abord; mais la vitesse décroît; elle devient nulle quand
alors on a a: = -2-,
Telle est la hauteur OH à laquelle s'élève le corps. Arrivé au point H sans vitesse, le corps redescend d'un mouvement uniformément accéléré.
Le mobile passe deux fois au point M, une fois en montant, une fois en descendant. Il est à remarquer xjue le mobile, quand il repasse en M, reprend la même vitesse, mais dirigée en sens contraire, et qu'il met, pour descendre de H en M, un temps égal à celui qu'il a mis pour monter de M en H. En effet, x désignant la distance OM, l'équatioQ (8) donne pour la vitesse v deux valeurs égales et de signes contraires. D'autre part, de Téquation Ç7) on déduit
le premier membre est le temps compté à partir de Tinstant où le mobile atteint k point ie plus haut H ; la n-
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tesse ayant en M deux valeuri égales et de signes con<trair^l^» on obtîept deux iuteryaUes de tepaps égaux et de sign^ coijtrairefi. En particulier, ie mobile revient au poiflit de départ avec la vitegsç v^ , et il met pour descendre un temps égal à celui qu'il a mis pour monter.
Cas résultats s'appliquent évidemment au mouvement produit par une force eonstante quelconque, quand la vitesse initiale a la même direction que la force ou une di^ rectinn contraire. Si Ton appelle F la force, m la masse
du mobile, et si l'on pose y= —, il suffira de remplacer,
dans les équations précédentes, g par y.
a une direction Qneloon(|ue.
77. Cherchons maintenant le mouvement produit par une force constante F eu graodeur et en direction, agissant sur un point matériel de masse m animé d'une vitewf initiale v^ daus uoe direction autre que celle de la force. SgientOX la direction de la vitesse initiale, ÛY celle de la fprce, gi la vitesse fig. s*,
initiale était nulle, la force imprimerait au mobite un mouvement rectiligne uniforme-m«nt accéléré dans la direction OY, et l'on ««rait, en posant
y=— et désignant par y l'espace parcouru, y =^. Imaginons, comme précédem-
iMiU, \m système de points matériel mmé» d'un mou- Tement dû ir^alîou reetiliguê ^t uniforoie daos la
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direction OX, avec la vitesse v^,. La force F, agissant sur le premier point matériel en particulier, lui imprimera dans le système un mouvement relatif qui est le même que si le mouvement de translation du système n'existait pas, c'est-à-dire que si la vitesse initiale était nulle. On a donc à composer deux mouvements rectilignes, Tun uniforme suivant OX, l'autre uniformément accéléré suivant OY. Prenons pour axes des coordonnées les deux droites OX et OY. Pendant le temps t, le mobile parcourt sur la droite OY une longueur
y=OP=Ç;
mais, pendant ce temps, la droite OY se transporte parallèlement à elle-même en NY', le point de cette droite décrivant mr OX la longueur
prenons sur la droite NY' la longueur NM égale à OP; le point M sera la position du mobile au temps t.
Si, entre ces deux relations, ou élimine t, qn obtient Téquation de la trajectoire
Cette trajectoire est une parabole ayant pour diamètre la direction OY de la force , et pour tangente au point la direction OX de la vitesse initiale.
78. On sait que la vitesse du mouvement résultant est la résultante des vitesses des deux mouvements composants. Si donc on prend MÂ=t;o, MB=7^> la diagonale
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MC du parallélogramme représentera en grandeur et en direction la vitesse du mouvement curviligne en IR.
On sait, aussi que l'accélération du mouvement résultant est la résultante des deux accélérations. L'accéléiati^L du mouvement uniforme étant nulle, il en résulte que Taccélération du mouvement curviligne est constatée en grandeur et e» direction; elle est représentée par une lengueur MG égale à y et portée dans la direction MY'.
79. Remarque. Dans la démonstration précédente, nous avons considéré^la force F agissant sur le point matériel proposé, dans un système en repos ou en mouvement de translation. Nous disons qu'une force est la même dans les deux cas, lorsqu'elle est représentée par deux grandeurs géométriques égales et parallèles, c'est-à-dire lorsqu'elle a même valeur numérique et même direction.
Afin de préciser davantage , prenons pour axes des coordonnées trois droites rectangulaires liées au système; ces droites, si le système est en Vepos, seront fixes; â'il est en mouvement de translation, elles se déplaceront parallèlement à elles-mêmes. Un observateur, placé dans le système , déterminera la direction d'une force par les angles qu'elle fait avec les trois axes; si la force F a même yaleur numérique; si, de plus, les angles qu'elle fait avec les axes sont les mêmes de part et d'autre , il est clair qu'elle sera représentée dans les deux cas par deux grandeurs géométriques égales et parallèles; on dira que c'est la même force.
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Fig. 55.
/ Projectile lancé dani une direotioa quelconque.
Un mobile est lancé dans la direction OA (fig
avec la vitesse initiale v^; il est soumis à l'action de la pesanteur : trouver son mouvement. La force qui sollicite le mobile étant constante en grandeur et en direction, cette question rentre dans celle que nous venons de traiter.
Imaginons, comme précédemment, un système de points matériels animés d'un mouvement commun de translation rectiligne et uniforme, avec la vitesse v^^ dans la direction OA ; la droite verticale OY', après le temps t^ se sera transportée parallèlement à elle-même en NY', le point ayant décrit, sur OA la longueyr ON égale à V; pendant ce temps, la pesanteur fait descendre le mobile sur cette
droite de la quantité NM égala à ^« Si l'on prend pour
axes des coordonnées la direction OA de la vitesse initiale et la verticale OY' dirigée de haut en bas, on aura
et la parabole décrite par le mobile aura pour équation
Mais, pour étudier les diverses circonstances du mouvement, il est préférable de rapporter la trajectoire à des
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axes de coordonnées rectangulaires, savoir l'horizontale OX menée par la position initiale du mobile, et la verti- Qftle OY dirigée de bas en haut. Si l'on désigne par a 1 angle que fait la direction OA de la vitesse initiale avec rhoriiontale OX, on a
a: = OP=ONcosa=Vcosa,
gt'
y=MP=NP— NM=ONsina-NM = î^o^sina-^,
81. On peut obtenir directement les équations précédentes. Décomposons la vitesse initiale en deux vitesses, Time horizontale t?oCOsa, l'autre verticale i^osina. Imaginons un système de points matériels animés d'un mouvement horizontal rectiligne et uniforme, avec la.vitesse Vq ces 0Cy et supposons que dans Je système le mobile ait une vitesse initiale relative verticale v^ sin a et soit sollicité par la pesanteur. Le mouvement relatif du mobile dans le système sera le même que si le mobile était lancé verticalement de bas en haut avec la vitesse initiale t^osin a et sollicité par la pesanteur ; c'est le mouvement que nous avons étudié au numéro 76; il suffit de remplacer dans les formules v^ par t;«sin a. Le mouvement cherché sera le mouvement qui résulte de la composition de ce mouvement vertical uniformément varié avec le mouvement horizontal uniforme. On aura donc
(10) a: = T?oCOSa. f,
(11) y = VoSina./— 2-.
L'élimination de ^ donne l'équation de la trajectoire
(12) y=^tang«-^^;^^.
La vitesse en un point quelconque M de la trajec
toire est la résultant des vitessses des deux mouvements
rectilignes. La vitesse horizontale MD est constante M
Fig. 56. " égale à v^ cos a, la vitesse
^ verticale ME est égale à
Vosina— y^;la diagonale M A du rectangle construit X sur ces deux vitesses repré* sente en grandeur et en direction la vitesse du mouvement curviligne. Si Ton appelle V cette vitesse et 6 l'angle qu'elle fait avec l'horizontale, on a, en tenant compte de la formule (8),
(13) t?.cos 6 =MD= Vo cos a,
(14) V sin e=^ ME = Vq sin a — gt^=^^v^ sin*a — ayy*
On en déduit
(15) ^?« = MD + MÈ = V — lyy-
Au sommet Bde la parabole, la vitesse est horizontale et égale à i^ocosa, la vitesse verticale étant nulle. Le
t^o sin g
obtient les coordonnées de ce point en remplaçant t par sa valeur dans les équations (10) et (11),
mobile arrive en ce point au temps t
on
a;=OK=
v^ sin CL cos «
y = BK =
t>o' sin' « ^9
L'élévation du sommet B est égale à la hauteur OH qu'atteint un mobile lancé verticalement, suivant OY, avec la vitesse initiale v, sin a-. U est évident, en effet, que, lorsque
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le \xiQbile atteint ^sa plus gr^de hauteur dans son mouvement veWical relatif, il passe au sommet de la parabole ; Taxe BK de la parabole divise la courbe en deux parties symétriques.
La formule (15) montre que la vitesse v du mobile va en diminuant à mesure que le mobile s'élève; elle acquiert sa valeur minimum au sommet B ; puis elle repasse par les mêmes valeurs dans la branche descendante BC. Considérons deux points symétriques M et M' de la parabole; nous avons construit la vitesse au point M , en la regardant comme la résultante d'une vitesse horizontale MD et d'une ;dtesse verticale ME. Appliquons la même construction au point M'; la vitesse horizontale M'D' est constante, la vitesse verticale M 'E ' a changé de sens; car, lorsque le mobile, dans son mouvement vertical relatif, passe au point Q, c'est-à-dire revient à la même hauteur, en montant et en descendant, la vitesse est la même, mais de direction contraire. Les deux rectangles sont égaux; les diagonales MA et M'A' sont égales et font des angles égaux avec l'horizontale, mais Tune en dessus, l'autre en dessous.
83. Cherchons le point C où le projectile frappe le sol; la distance OC est ce qu'on appelle V amplitude du jet; nous la désignerons par /. Les distances OK et KC étant égales à cause de la symétrie, on a
On obtient directement cette longueur en faisant y=0 dans Féquation (12) de la parabole. Le mobile arrive en C avec une vitesse égale à la vitesse initiale v©? et faisant avec l'horizontale Tangle «.
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L'amplitude du jet est proportionnelle au carré de k vitesse initiale Vo; elle dépend aussi de l'angle oê, C*è9|r à->dire de la direction de la vitesse initiale. Supposons qu'on lance le projectile dans diverses directions avec une même vitesse initiale; la formule (18) montre que la valeur de / sera maximum quand on aura aas=90^, ou «==45®. Ainà, ^ur lancer le boulet le plus loin possible, il faut tirer sous Tangle de 45 ç(egrés. L'amplitude maxi-
mum est égale.à— ; elle est égale au double de la hauteur
à laquelle s'élèverait le boulet si on le lançait verticalement avec la même vitesse initiale v^, La formule (18) montre aussi que l'amplitude du jet est la même pour des valeurs supplémentaires de aa, c'est-^-dire pour des valeurs de a égalemenl distantes de 45 degrés.
84. Proposons maintenant de déterminer dans quelle direction il faut lancer un boulet avec une vitesse initiale donnée Vq^ pour atteindre un point donné H (/ig. 57),
Fig. 57.
dont nous désignerons les coordonnées pdr x^ et jr^. Les coordonnées du point M devant vérifier Inéquation (12) de la trajectoire, on a l'équation
av«* cos" «*
y, = a:,tanga-
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qui détèrminem l'inconnue «. Si l'on remplace cos^a par
i ^ tang^ ^ ^^ arrive a Téquation du second degré *
(19)' . tang'« _ î^ tang « + ^ + 1 =0,
dans laquelle tang a est l'inconnue.
Pour que le problème soit possible, il faut que cette équation ait ses racines réelles, ce qui exige que la condition
soit remplie ; on en déduit
(20) y'^li-9^, .
Consid^roQS la courbe qui a pour équation
cette courbe est une parabole LGL', dont le sommet G est sur l'axe OYà une distance OG égale à -^, le foyer en
Vf? ^^
et le paramètre OL égal à — . La condition (20) signifie
y que le point M doit être situé au*de80ouà de cette parabole* Quand cette condition est remplie, on a deux trajectoires passant par le point M.
Lorsque le point M est situé sur la parabole limite LGL\ par exemple en S, les deux racines de l'équation (19) étant é^ies, on n'a qu'une valeur de a donnée par la formule
tanga=-^,
et, par ôonséqueut, une seule trajectoire passant par le point S,
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85. Il est aisé de voir que toutes les trajectoires que Ton obtient avec une vitesse initiale Vq, en faisant varier Taligle a de toutes les mai^ières possibles, sont tangentes à la parabole limite. En effet, par tout point S de la parabole limite passe une ^ajectoire caractérisée par une valeur de « vérifiant la relation
De cette relation, on déduit la suivante :
^*~ytan5«'
q^ui détemiine un point S de la parabole limite par lequel passe une trajectoire donnée. La trajectoire, étant tout 'entière située au-dessous de. la paratiole liçûite, est évidemment tangente à cette parabole au point S. En d'autres termes, la ()arabole limite est Tenveloppe des trajectoires.
Quand a est plus grand que 45 degrés, le point de contact est sur l'arc GL ; mais, quand « est plus petit que 45 degrés , lé point de contact est sur le prolongement. La trajectoire, qui correspond à la valeur «=90®, touche la parabole limite au point G; celle qui correspond à la valeur «=^45**, et qui donne l'amplitude maximum du jet, la touche au point L.
86. Nous avons dit que, lorsque le point M est situé au-dessous de la parabole limite LGL', deux trajectoires passent par ie point M; chacune des trajectoires peut rencontrer le point M, soit en montant, soit en descendant. Pour reconnaître laquelle de ces deux circonstances a lieu,
MOUVEMENT DES PROJECTILES
nous remarquons que le sommet d'une trajectoire, d'après Téquation (16), a pour abscisse
yo'sin«cosoe
si la valeur de x^ est plus petite que x^ , la trajectoire rencontre le point M en descendant ; c'est le contraire qui a lieu quand la valeur de x^ est plus grande que x^. En remplaçant sina et cosdc par leurs valeurs en fonction de tang(x, on a
v^ tangg
*~^(1 -h tangua)'
De l'équation (19) on déduit
,+tang««=^^*(lang«-.|;);
si l'on remplace 1+ tangua par sa valeur dans l'expression de x^ , il vient
^ tanffa — ^
Ainsi, la condition pour qu'une trajectoire rencontre le point M en descendant, c'est que la condition
. f, tang» ^^^
^ tanffa — ^ ^ ^.
soit remplie. Comme on a évidemment tanga > ^ , cette
condition se simplifie et devient
22) tanga>a^.
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La demi4K>mm6 des racines de Téquatioa (19) étant
égale à -^y la plus grande racine est plus grande que
cette quantité; mais, puisque le point M est situé au-dessous de la parabole limite, on a
et par suite -^>^*.
Donc la plus grande racine vérifie la condition (22), et la trajectoire correspondante rencontre toujours le point M en descendant.
La plus petite racine sera aussi supérieure à ^*, si cette
quantité, mise à la place de tanga dans Téquation (19), donne un résultat positif, ce qui conduit à la condition
La courbe, qui a pour équation
est une ellipse ayant pour petit axe OG, et son grand axe TT' double de OG. La condition (23) signifie que le point M est situé à l'extérieur de l'ellipse. Ainsi, la seconde trajectoire rencontre le point M en descendant ou en montant, suivant que ce point est situé à l'extérieur ou à Tintérieur de l'ellipse. Quand le point M appartient à l'M-* lipse, ce point est le sommet de la seconde trajectoire. L'ellipse dont nous venons de parler est le lieu des sotti-
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mets des trajectoires. On obtiendrait directement ce lieu en éliminant « entre les deux équations (16) et (17)^
t?o*'sin CL cos a v * sin* a
87. Nous rappellerons, en terminant, que, dans ce qui précède, nous avons négligé la résistance de l'air. Cette résistance modifie les résultats que nous avons trouvés, surtout quand la vitesse initiale est très-grande, parce que la résistance de Tair est proportionnelle au carré de la vitesse. Elle déforme la trajectoire parabolique et diminue son amplitude d'une manière notable. Aussi, dans toutes les questions qui se rattachent à Tartillerie et aux armes de précision, est-il nécessaire de tenir compte de la résistance de Tair.
CHAPITRE m
COMPOSITION DES FORCES APPLIQUÉES A US WÈWK POIirr MATÉaiEL.
88. Lorsque plusieurs forces agissent simultanément sur un même point matériel , on peut les remplacer par une force unique qu'on appelle leur résultante.
Pour concevoir ceci d'une manière très-nette, considérons deux forces constantes F et F' {/ig. 58) agissant Fig. s«. simultanément sur un même point matériel M au repos ; elles tendent à faire mouvoir ce point matériel dans une certaine direction ; il est clair qu'en appliquant dans la direction opposée une force convenable R\ on empêchera le mouvement et l'on maintiendra le corps en repos. Une force R ^;ale et contraire à la force R' est la résultante des deux forces F et F^ car cette force R fait équilibre à la force R', comme les deux forces simultanées F et F.
Composition dos fbrooo ofUiMmt saivant lo mêno dvollo.
89. Lorsque deux forces F et ¥\ appliquées à un mtoie point matériel, agissent dans la même direction, la résultante est égale à la somme F+F' de ces deux forces.
Mais lorsque les deux forces agissent en sens cotitraires, si F est la plus grande , la résultante est égale à la dif-
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féroDce F — F' des deux forces et dans le sens 'de la plus grande.
En général, si plusieurs forces appliquées à un même point matériel agissent suivant la même droite, on fera la somme des forces qui agissent dans un sens, la somme des forces qui agissent en sens contraire, et Ton prendra la différence de ces deux sommes.
En convenant de regarder comme positives les forces qui agissent dans un sens, comme négatives celles qui agissent en sens contraire, on peut dire que la résultante est égale à la somme algébrique des forces proposées.
Gomme application de ce qui précède, considérons un point pesant sans vitesse initiale et attaché à Textrémité d'un fil que Ton tire verticalement avec une force constante. Le point matériel est sollicité par deux forces, son poids P dirigé de haut en bas, et la tension F du fil dirigée de bas en haut. Lorsque la tension du fil est égale au poids P, les deux forces se font équilibre et le point matériel reste en repos. Mais, quand les deux forces ne sont pas égales, elles admettent une résultante égale à la plus grande et dirigée dans le sens de la plus grande. Si la tension du fil est plus grande que le poids, la résultante F — P est dirigée de bas en haut, et le corps monte d'un mouvement uniformément accéléré avec l'accélération
Si la tension du fii est moindre que le poids, la résultante P -x-F est dirigée de haut en bas , et le corps descend d'un mouvement uniformément accéléré avec l'accélération
Fig. 59.
* Compoiltlon é» detuc fioromi «i^smaI dans de« direetîoiui diMmitM.
90. Supposons que deux forces P et F', constantes en grandeur et en direction, sollicitent un même point matériel de masse m, placé en sans vitesse initiale, Tune dans la direction OX, l'autre dans la direction OY {fig. 59).
Si la première force agissait seule, elle imprimerait au mobile, suivant la droite OX, un mouvement rectiligne uniformément accéléré
ayant pour accélératioû y=~.
De môme, si la seconde force
agissait seule,'elle imprimerait au
mobile, dans la directio;i OY, un
mouvement rectiligne uniformément accéléré ayant pour
pi accélération y=— . Représentons ces deux accélérations
y et y' par les longueurs OG et OH.
Pour concevoir l'action simultanée des deux forces ^ imaginons un système de points matériels égaux au point matériel proposé, sans vitesse initiale et sollicités tous par la même force F ; le système prendra un mouvement de , translation rectiligne uniformément accéléré dans la direction OX, avec l'accélération y. Supposons maintenant que la force F' agisse sur le point matériel proposé en particulier, le mouvement relatif que cette force lui imprinvera dans le système sera le même que si le système était en repos, c'est-à-dire que si la force F' agissait seule sur le point matériel ; le point matériel aura donc dans le système un mouvement rectiligne uniformément accéléré
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dAns la direction OY, avec ràccélération y\ On a ainsi à conapôser deux mouvements rectilignes uniformément accélérés, sans vitesse initiale ; nous avons vu (n<* 52) que le mouvement résultant est aussi un mouvement rectiligne uniformément accéléré, suivant la droite OZ, diagonale du parallélogramme construit sur les accélérations OG et OH dôB deux mouvements composants, et nous avons démontré que l'accélération / de ce mouvement est représentée par la longueur même OK de cette diagonale. Mais nous savons qu'un pareil mouvement peut être produit par une force constante R, déterminée par la relation R = m/ et agissant dans la direction OZ. Cette force R qui, agissant seule sur le point matériel, lui imprime le même mouvement que les deux forces F et F^ agissant ensemble» est U résultante de ces deux forces.
ReprésMitons les deux forces F et F' par les longueurs OÂet OB portées dans les directions OX et OY, et construisons ie parallélogramme AOBG sur ces deux longueurs. Des relations
F F' on déduit - = —.=5: m ,
OA AC
Les deux triangles AOC, GOK, ayant les angles A et 6 égaux et compris entre deux côtés proportionnels, sont semblables. Il en résulte que les angles AOC, GOK sont égaux et, par conséquent, que les droites OC et OK coïncident ; on a aussi, à cause de la similitude,
OC OA et par suite 0C= m x 0K== m/stat R.
Pig. eo.
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Ainsi, la résultante de deux forées agissant sur un même point matériel dans des directions différentes, est représentée en grandeur et en direction par la diagonale dupa-rallélogramme construit sur ces deux forces.
91. Nous avons déiermiiié la résultante R des deux forces F et F', en la considérant comme la force qui produit, à elle seule, le même mouvement que les deiu forces proposées agissant simultanément; ceci est bien d'accord avec la notion que nous avons donnée de la résultante par l'équilibre (n^ 88). Appliquons, en effet, au point matériel ime force R' {/ig. 60) égale et contraire à la force R ; il est évident que cette force R' produira un mouvement égal et contraire à celui que produit la force R, ou les deux forces F et F' ; ainsi, le point M, sollicité par les trois forces F, F', R', restera en repos et, par coïiséquent, les trois forces se font équilibre.
à*hn aonbM ^ iMlçottfiie àm feroef.
82. Nous avons dit {n^ 58) que les forces sont représentées par des grandeurs géométriques, c'est-ànltre par des longueurs portées dans des directions déterminées. Dans le triangle OAC {fig. 59), les côtés OA et AC représentent les deux forces F et F' ; le côté OC, qui est la somme géométrique des deux précédents, représente la résultante R. Ainsi, on peut dire que la résultante de deux forces est la somme géométrique de ces deux forces.
Cette règle s'étend à un nombre quelconque de forces appliquées à un même point matériel. Supposons le point matériel sollicité par quatoe forces F, F',F,P'; à la suite
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de la grandeur géométrique OÂ. qui représente la première f&tceF {fig. 61), portons la grandeur géométrique AB qui représente la seconde force F'; la rig, ei.
somme géométrique OB représentera la résultante de ces deux premières forces. A iasuite, portons la grandeur géométrique BG qui représente latroi* sième force F^; la somme géométrique OG représentera la résultante des deux forces OB et P, o'est-à-dire la résultante des trois premières forces F, F', F^. A la suite, port<ms encore la grandeur géométrique CD qui représente la quatrième force F'^; la somme géométrique OD représentera larésullante des deux forces OC et F", e'est-à-dire des quatre forces proposées F, F', F, F''. Ainsi, en considérant les forces comme des grandeurs géométriques, on peut dire que la résultante R de plusieurs forces, €^liguées à un même point matériel, est égale à la somme géométrique de ces forces.
Lorsque la ligne brisée, formée avec les forces portées les unes à la suite des autres, chacune dans sa direction, est fermée, c'est-à-dire lorsque les deux extrémités se re*ji0^nent,la résultante est nulle et, par suite^ les forces proposées se font équilibre.
9^. Nous pouTons appliquer à la compositi<»i des forces les principes que nous avons établis, dans le livre I, n^^*S5, 26 et 27, pour la composition des vitesses et pour la compc^ition des accélérations, principes qui s'appliquent, en générai» à Taddition des grandeurs géométriques.
La résultante R des deux forces F et F' étant représentée par la diagonale du parallélogramme construit sur ces deux forces, on a, dans le triangle OAB (fig. 62),
LlfRB n. DÎHAMIQVI!.
B R« = F* 4- F'* + 2FF' cos (F, FO,
en désignant par (F, F') l'ângto AOC
des, deux forces.
Lorsqu'on compose trois forcés F, F^ P, la résultante Fig. 63. ^ ^^^ ^^ diagonale OC. du parallélipi*
pède construit sur les trois forces OA»
vc AB, BG {fig. 63). Si les forces sont perpendiculaires entre elles deux à deux, leparallélipipèdeestrectaDgle^etrona
Considérons maintenant le cas général {fig. 64). It est Fig. «4. évident que la projection de la résul-
tante OD sur une droite quelconque est égalera la somme algébrique des projections des forces proposées. On peut, à Taide de ce théorème, déterminer la grandeur et la direction de la résultante.
Menons trois axes rectangulaires Ox^ Oy, Oz. Désignons par F la première force et par a, b, c les angles qu'elle fait avec les axes. Désignons de même par F' la seconde force et jar a\ b', c^ les angles qu'elle fait avec les axes, etc. Appelons R la résultante, et A, B, C les angles qu'elle fait avec les axes. En projetant orthogonalement sur chacun des axes, on a
RcosA==Fcos« + P'cosa'-h .•.
(1) { RcosB = FcosA + P'cos*'-h...
RôosC =^Fcosc «H- F'cosc^' + ...
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En joigDâDt à ces trois équations là relation
(2) cos2A + cos2B+cos2C=l,
on a aînri quatre équations pour déterminer les quatre inconnues 11, A, B, C.
Si Ton élève au carré les deux membres des trois premières équations et qu'on les ajoute membre à membre, on a, en tenant compte de l'équation (2),
(3) R^Htt(Fcos« + F'cosrt'-f....)«-f.
(Fc(»è+F'cos6'+...)* + (Fcosc + F'cosc'+...)«.
Dès que Ton connaît la grandeur de la résultante, les équations (1) donnent les angles A, B, C et, par conséquent, déterminent sa direction.
Il est clair que la grandeur dé la résultante ne dépend que des grandeurs des forces proposées et des angles qu'elles forment deux à deux ; le second membre de l'équation (S) doit donc être indépendant de. la position des axes choisis pour efifectuer le calcul. C'est ce qu'il est facile de reconnaître ; si Ton effectue les carrés et que Ton groupe convenablement les termes, il vient
R«=F*(cos* «+ cos' è+ cos*c) + F'*(cos* a'+ cos* *'+ cos* c') + ... + 2FF'(cosacosa'+cos6cos6'+cosccosc')+...,
ou, plus simplement,
(4) R'=F^+F'* + ...+2FF'cos(F,F0+...
Le carré de la résultante est égal à la somme des carrés des forces proposées, plus deux fois la somme desj^oduits que ton obtient en multipliant ces forces deux à detcxet par le cosinus de t angle ^v^ elles fonrment entre elles.
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94. Pour que des forces F, F', F^, appliquées à un m4me point matériel, se fassent équilibre, il eA nécessaire et il suffit que leur résultante soit nulle.
Si la résultante est nulle, le polygone des forces étant fermé, il est clair que la somme des projections des forces sur un axe quelconque est nulle ; en projetant sur tr^is axes rectangulaires, on a les trois équations
F cos a+ F' cosa'+ . .. =0, Fcosô + F'cos6'+...=0, F cos c + F' cos c'-t- ... =0.
Réciproquement, quand ces trois équations sont vérifiées, il y a équilibre. En effet, supposons que les forces proposées admettent une résultante R; cette résultante serait déterminée par les équations (1); mais, par hypothèse, les seconds membres sont nuls, on aurait donc
R cos A=0, R cos R=0, R cos C = 0;
les trois cosinus ne pouvant être nuls à la fois, puisque la somme de leurs carrés est égale à Tunité, il est nécessanre que la résultante R soit nulle ; donc il y a équilibre. Ainsi les trois équations (5) sont nécessaires et suffisantes pour l'équilibre.
95. Après avoir donné les conditions générales d'équi** libre, examinons quelques cas particuliers. Lorsque deux forces F et F' seulement agissent sur le point matériel, pour que ces forces se fassent équilibre, il estnéoessaîreél
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il suffit que ces deux forces soient Fig. es.
égaleset opposées ; sans quoi elles r , g
admettraient une résultante diffé- ^
r4^te de 2éro (fig* 65).
Supposons maintenant que trois forces F, ^*8« es. F', F' agissent sur le même point matériel ^
(fig. 66)5 remplaçons les deux forces F et F' parr leur résultante R ; pour Téquilibrei il est nécessaire et il suffît que la troisième force F'^ soit égale et opposée à la résultante R des deux premières. On voit par là que les trois b forces proposées sont situées dans un même plan; en outre, elles vérifient les relations
. : sin.(FVF'0'^^ûi(F"»*'')""siû(F,FO'
que l'on obtient par la considération du triangle MAC.
Eia général, lorsque plusieurs forces se font équilibre sur un point matériel, l'une quelconque d'entre elles e^t égale et opposée à la résultante de toutes les autres.
96. Remarqués. Nous avons cherché la résultante de plusîeiir» forces, en supposant les forces constantes en grandeur et m direction. Si les forces étaient variables, il fMidrait considérer les grandeurs géométriquesqui représentent ces forces à un certain moment et les supposer constantes dans cet état ; l'application des règles précédentes donnerait la valeur de la résultante à cet instant. Eu considérant les grandeurs géométriques qui représentent les forces à xm autre moment, on obtiendrait la valeur de la résultante à ce second instant, valeur qui serait, en général, dtférente de la première, etainsi de suite.
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Nous avons dit que des forcer se font équilibre sur un point matériel en repos, lorsque le point matériel sollicité par ces forces reste en repos. On dit. de même que des forces se font équilibre sur un point matériel en mouvement, lorsqu'elles ne modifient pas le mouvement du point matériel, c'est-è-dire lorsque le mouvement du point ma* tériel est le môme que si les forces que Ion considère n'agissaient pas. Il est aisé de voir que, lorsque des forces se font équilibre sur un point matériel en repos, elles se font aussi équilibre sur ce point en mouvement. Imaginons, en effet, que ce point fasse partie d'un système de points matériels animés d'un mouvement commun de transla**tion et que les forces dont nous avons parlé agissent sur lui. Le mouvement relatif qu'elles lui impriment dans le système est le même que si le système était en repos; mais, dans ce ca«, les forces ne produisent pas de mouvement; donc le mouvement relatif est nul et, par suite, le mouvement du point matériel n'est pas modifié par l'action des forces considérées.
CHAPITRE IV
NouçavoDS étudié, dans les chapitreg précédents, le mouvement produit par une force constante en grandeur et eil direction. Lorsque la vitesse initiale est dirigée suivant la \a^mi^ droite que la torcei le mouvement est rectiligne et uniformément varié ; lorsque la vitesse initiale a une direction différente, le mouvement est parabolique. Dans l^s deux cas, racoélération est égale à la force divisée par la m^^ du mobile. Nous verrons que cette loi est gênéral9^ Qt que, lorsque la force est variable, l'accélération, à chaque instant, est égale au quotient de la force par la msiU&* Nous icammdnceroas par examiner le cas où le mouvement est rectiligne.
THÊORiaiK I.
97. Dans un mouvement rectiligne. varié, iaocétération, à chaque instant, est égale à la force divisée par la masse du mobile.
Supposons qu'un mobile, animé d'une vitesse initiale dans la direction XTC, soit sollicité par une force variable F dirigée suivant la même droite X'X. Nous regarderons la force comme positive quand elle sera dirigée dans le sens X'X, et comme négative quand elle sera dirigée en sens contraire, et de même la vitesse. Il est clair que le mouvement du mobile sera un mouvement rectiligne, et que la vitesse augmentera ou diminuera suivant que la force sera
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positive ou négaftve. Désignons par m la masse du mobile.
Soit V la vitesse du mobile au temps t, v+Lv sa vitëssse
au temps t+tkt. Appelons F' la plus petite valeur de
la force variable F pendant l'intervalle de temps Lt, V
sa plus grande valeur. Si la force était constante et égale
à F', elle produirait dans le temps A^ une variation de
F'Af vitesse égale à [n^ 72) ; de même, si la force était
constante et égale àF\ elle produirait dans le même temps
une variation de vitesse égale à . La force F étant
plus grande que F', la variation de vitesse Lv produite
par la force F dans le temps A/ est plus grande que celle
produite par la force F' dans le même temps; de même,
la force F étant moindre que F'^ la variation de vitesse
produite par la force F est moindre que celle produite
par la force F'^. On a donc
-— •<At)<-— , m m
ou, en divisant par A/,
r At; r m ^t rn
Imaginons maintenant que l'intervalle de temps M tende
vers zéro, le rapport —, ou l'accélération moyenne, tend
vers une limite qui est Taccélération y au temps t; les deux forces F' et F" tendent vers une même limite qui est la valeur F de la force variable au temps t; Taccélération
moyenne ^ étant comprise entre les deux quotients —
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®^ —f 9^i tendent vers une même limite —, sa limite y
est égale à — ; on a donc, à chaque instant,
LEMBIE.
98. Dartë tout mouvement curviligne, ^accélération de la projection du mobile sur une droite quelconque est, à chaque instant, égale à la projection de la force qui sollicite le mobile divisée par la masse du mobile.
Considérons un mobile de masse m sollicité par une force variable F et décrivant une trajectoire AB dans l'espace {fig. 67). Par le point M, position du mobile au temps t, menons un plan P parai- Fig. e?.
ièle à un plan donné, le point M' Ir^.---^
où ce plan rencontre l'axe X'X uy^^'^^^R
est la projection du point M ; ima- /^/i\\ ginons un second mobile placé au a/ / ^* ^
point M' et marchant comme la I
projection du premier. Décompo- *' ^ ^
sons la force F, qui sollicite le premier mobile, en deux forces, Tune F, parallèle à Taxe, l'autre F,, située dans le plan projetant; il suffit, pour opérer cette décomposition, de mener un plan par les droites F et F^, de prendre l'intersection F, de ce plan avec le plan projetant, puis de former le parallélogramme. Décomposons de naéme la vitesse v du premier mobile au temps t en deux vitesses, Tune v^ parallèle àl'axe, Tautre v^ située dans
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le plan projetant. Concevons un système da points matériels égaux au point matériel proposé, animés tous de là vitesse v, au temps t et sollicités par la même force F^; ce système prendra un mouvement de translation rectiligne, parallèlement à la droite X'X; en vertu du théorème précédent, Taccélération de ce mouvement rectiligne est
égale à chaque instant à -' ; le plan P, considéré comme
faisant partie du système, se déplacera parallèlement à lui-même. Imaginons maintenant que le point matériel proposé soit animé dans le système de la vitesse relative Djj au temps / et soit sollicité par la force F, qui est toujours contenue dans le plan P. Le mouvement relatif du mobile dans le système est le même que si le système était en repos ; mais alors le mobile, ayant sa vitesse initiale v^ dans un plan fixe P, et étant sollicité par une force F, contenue dans ce plan, resterait dans ce plan ; le mouvement relatif déplace donc simplement le mobile dans le plan P, et par conséquent n'a pas d'influence sur le mouvement de la projection. Il en résulte que le mouvement de la projection est le même que le mouvement de translation du système, mouvement rectiligne et parallèle à X'X; l'accélération du mouvement de la projection est donc égale à
—, c'est-à-dire à la projection de la force F qui sollicite le
mobile, divisée par la masse.
Cette proposition est vraie, que les projections soient obliques ou orthogonales.
99. Remarque. Ici quelques explications sont nécessaires pour bien faire comprendre ]^ rigueur de cette démonstration. La force F qui sollicite le mobile proposé est une
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force variable ; ordinairement la variation d'une force provient du changement de position du mobile ; en d'autres termes, la force est une fonction des coordonnées x, y, z du mobile. Mais, le mouvement étant supposé connu, les coordonnées sont des fonctions de t, et Ton peut regarder la force F comme une fonction du temps t; les deux composantes F, et Fj, seront aussi regardées comme des fonctions du temps. On conçoit très-bien, d'après cela, que le mouvement proposé puisse être considéré comme le mouvement résultant de deux mouvements, l'un rectiligne et parallèle à X'X produit par la force F,, l'autre situé dans le plan P et produit par la fqrce F^^. Le premier mouvement est celui de la projection.
THÉORÈME n.
100. Bans un mouvement curviligne quelconque, t accélération est, à chaque instant, égale en grandeur et en direction à la force qui sollicite le mobile divisée par la masse du mobile.
Appelons F la force qui sollicite ^»8. «»•
le mobile, a, i, c les angles qu'elle ^
fait avec trois axes rectangulaires fixes OX, OY, OZ (fig. 68). Désignons par y l'accélération du mobile proposé nu temp$ t, et par a% b', c' les angles qu*elle fait avec les axes.
Nous venons de démontret que l'accélération de la projection du mobile sur chacun des axes est égale à la projection de la force qui sollicite le mobile divisée par la masse. Mais nous savons (n^ 40) que l'accélération de la
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projection du mobile sur chacun des axes est égale à la projection de Taccélération du mobile lui-même dans l'espace. On a donc les trois équations
- Fcosa ycosa'= ,
/M\ § L/ FcosA (1) < ycos*'= ,
Fcosc
ycosc'=
On en déduit
cosfl^ CQS^^ cos^' m
cos« cosô cosc y"*
Si Ton combine les trois premiers rapports d'une façon convenable, on obtient le rapport égal
l^cos^ a'+ cos* b'-h cos^ c' .
J^ cos* a -+- cos* b + cos* c
Les quantités ^ et y étant essentiellement positives, on
prendra le signe + . On a ainsi
cos«' cosô' cosc'
cosa cosô cosc
II en résulte
On voit par là que TaccélératioD y au temps t a même direction que la force F, et que sa valeur numérique est égale à la valeur numérique de la force divisée par la masse du mobile. En un mot, la grandeur géométrique MG, qui représente l'accélération, est égale à la grandeur géométrique MF qui représente la force, divisée par le nombre abstrait m» que Ton appelle masse du mobile.
101 • Corollaire I. Ce théorème est très-important ; il établit une relation très-simple entre la force et le mouvement qu'elle produit. C'est à l'aide de ce théorème que Ton parvient à résoudre les deux questioos principales qui se présentent en dynamique : 1® un mouvement étant observé, trouver la force qui le produit ; 2® étant donnés la force qui agit sur le mobile et l'état initial du mobile, c'est-à-dire sa position initiale et sa vitesse initiale, trouver le mouvement.
Si l'on rapporte le mobile à trois axes rectangulaires fixes, et si l'on appelle x, y, z les coordonnées du mobile, noua savons que les projections de la vitesse sur les axes sont exprimées par les dérivées premières DtX, D^y, D,z, et les projections de l'accélération par les dérivées secondes Dt^Xy Di^y, D|*^. L'accélération y étant égale en grandeur
et en direction au quotient — on a les trois équations
rHr»
(*) i I>^V=^cosé,
D,'z=— cosc, m
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Quand on connaît le mouvement, x, y, z étant des fonctions connues de t, ainsi que leurs dérivées, ces trois équations donnent les trois projections de la force inconnue qui produit le mouvement, et par conséquent déter*minent cette force en grandeur et en direction.
Quand on donne la force et qu'on cherche le mouvement, il faut à ces équations joindre celles qui se rapportent à l'état initial du mobile. Soient x^, yoy z^ les coordonnées du mobile au temps ^==;o, î?„ sa vitesse initiale, d'oy b'o, c\ les angles qu'elle fait avec les axes, on doit avoir, pour ^=o,
ia:=aro, l D|a?=5t?oCOSa'o)
y = yo, (3) j D,y=î;oCOSÔ^o,
^=2o; ( D|5? = t)oCOSC'o.
La question revient à trouver trois fonctions x, y, z de t, satisfaisant aux équations (1), et vérifiant les conditions (2) et (3).
On peut aussi procéder d'une autre manière : l'accélération , et par conséquent la force, sont situées dans le plan osculateur ; nous avons démontré (n** 47) que les projections de l'accélération sur la tangente et sur la normale prin-
cipale ont pour expressions D,v et —, r étant le rayon de
courbure. On a donc, en désignant par a l'angle que fait la force avec la tangente, les deux équations
D|t?«» — cosa, m
CoROLumE IL Nous avons isiipposé, dans ce qui pré
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cède, qu'une seule force agit sur le mobile. Lorsque plusieurs forces agissent sur le mobile, comme on peut le$ remplacer par leur résultante, on dira que raccélération est égale en gr^indeur et en direction à la résultante des forces divisée par la masse. Mais, quand on se sert des équations (1), il n'est pas nécessaire de chercher préalablejtnent la résultante ; on sait, en effet, que la projection de la résultante sur un axe quelconque est égale à la somme de projection des forces. On a ainsi les trois équations
mDtV=P*cos« + F'cos<^'- > mD,*>s=Fcosc+F'cosc'-
Si Ton projette sur la tangente, sur la normale principale, et sur la perpendiculaire au plan osculaleur, on écrira que là somme des projections des forces sur la tangente est égale à mBtVj qu£ la somme des projections des forces
sur la normale principale est égale à — , et enfin que
la somme des projections des forces sur la perpetïdiculaire au plan osculateur est égale à zéro. Cette dernière équation exprime que la résultante des forces est située dans le plan osculateur.
On arrive au même résultat, en décomposant chaque force en deux forces, Tune dirigée suivant la tangente, l'autre située dans le plan normal. Il suffit, pour cela, de mener un plan par la tangente et la force, et de prendre rintersection de ce plan avec le plan normal. La somme des composantes tangentielles est égale à mù^v; la résultante des composantes normales est dirigée suivant la normale
principale et égale a — .
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103. Corollaire III. Lorsque la résultante des forcés qui sollicitent le mobile est constamment normale à la trajectoire, en d'autres termes, lorsque la somme des composantes tangentielles des forces est nulle,* on a mD,v=o, et par suite v= t?o ; la vitesse est constante. C'est ce qui a lieu quand un mobile se meut sur une courbe fixe parfaitement polie, sans être sollicité par aucune autre force que la réaction normale N de la courbe {fig. 69 ) ; la vi-
.Fi«. 6P, tesse du mobile, quoique changeant sans
cesse de direction, reste constante. La réaction normale N,que la courbe exerce sur le mobile, est dirigée suivant la normale
principale et est égale à ; elle varie
en raison inverse du rayon de courbure.
Le mobile exerce contre la courbe fixe une pression — N, égale et contraire à cette réaction normale.
Lorsque le mobile se meut sur une surface parfaitement polie, sans être sollicité par aucune autre force que la réaction normale de la surface , la vitesse est aussi constante ; la trajectoire décrite par le mobile sur la surface a sa normale principale en chaque point normale à la surface ; c'est une propriété de la ligne minimum tracée' sur la surface d'un pointa un autre.
104. Corollaire IV. Nous savons (n^ 39) que, dans le mouvement circulaire uniforme, l'accélération est sans
cesse dirigée vers le centre et égale a — ; on en conclut que la force nécessaire pour un pareil mouvement est dirigée vers le centre et égale à — . Cette force ccn-
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tripète est proportionnelle au carré de la vitesse et en raison inverse du rayon.
Lorsqu'un corps, placé dans une fronde, tourne d'un mouvement uniforme, la force qui produit ce mouvement circulaire est la tension du fil ; elle provient de Teffort exercé par la main qui tient l'extrémité de la corde. Si le corps pèse un kilogramme, et décrit un cercle de 1 mètre de r^yon avec une vitesse de 10 mètres pat? seconde, la
force centripète est égale à — -=^^-^ = 10,2 kilo-
grammes.
On donne encore à la force centripète, capable de produire le mouvement circulaire uniforme, une autre expression. Le rayon OM, qui va du centre au mobile M {fiff. 70), décrit des angles proportionnels au temps. .On appelle vitesse angulaire l'angle M OM ' Fig. to.
décrit par le rayon dans l'unité de temps. Cet angle est mesuré par l'arc ab compris entre ses côtés dans le cercle dont le rayon est égal à l'unité. Si, par exemple, le mobile décrit la circonférence en 40 secpndes, la circonférence de rayon 1 étant égale à 2?:, Tare ab décrit par le point a en une seconde, ou la vitesse an*
gulaire, est égal à 7^. Nous désignerons par o) la vitesse
angulaire ab; la vitesse v du point M, ou l'arc MM' décrit
*en 1 seconde, est égale à gjt, et la force centripète a pour
mwV , , . j. ,
expression , c est-a-dire mwV.
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Il est bon d^appliquer à quelques exemples les principes que nous venons d'exposer. Considérons, en premier lieu, le mouvement des planètes.
105. Première question. — Mouvement des planètes. Les planètes décrivent autour du soleil des orbites à peu près circulaires et d un mouvement à peu près uniforme. Nous bornant pour le moment à une première approxi-^ mation, nous supposerons les orbites rigoureusement circulaires et le mouvement uniforme. Il en résulte que chaque planète est sollicitée sans cesse par une force dirigée vers le centre du soleil. Le soleil attire en quelque sorte les planètes, comme une corde tire la pierre qu'elle fait tourner en cercle : cherchons la loi de cette attraction.
Soit m la masse d'une planète, r le rayon du cercle qu elle décrit autour du soleil, T la durée de la révolution, F la force qui sollicite la planète vers le soleil, on a
aîrr mv* ^it^mr
On aura de même, pour une seconde planète,
On en déduit
Kepler a reconnu par l'observation que les carrés des
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temps des révolutions sont proportionnels aux cubes des rayons ; on a donc
on en déduit
ou
Ce rapport est le même pour toutes les planètes ; en désignant par fx la valeur de ce rapport constant, on a
d'où F=^.
Ainsi, ^attraction que le soleil exerce sur les planètes est proportionnelle aux masses des planètes et inversement proportionnelle au carré de leurs distances au centre du soleil. C'est la loi célèbre de Newton. Nous traiterons plus tard (liv. V, chap. i) la même question dans Thypothèse plus exacte du mouvement elliptique.
106. Autour de certaines planètes^ de Jupiter, par exemple, se meuvent des satellites, suivant les mêmes lois que les planète^ autour du soleil; on en conclut que la planète attire les satellites, proportionnellement aux
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masses des satellites, et en raison inverse du carré de leurs distances au centre de la planète.
L'attraction des planètes s'exerce aussi sur les corps placés à leur surface, et alors elle prend le nom de pesanteur. Ainsi, c'est l'attraction de la terre sur les corps placés à sa surface qui les fait tomber vers le centre ; c'est l'attraction de la terre sur la lune qui fait tourner celle-ci autour de la terre.
Le mouvement de la lune a fourni à Nev^ton une vérification très-simple de sa loi d'attraction. Calculons la force centripète capable de faire décrire à la lune son cercle autour de la terre. La lune parcourt 1020 mètres par seconde; sa distance au centre de la terre est 60 fois le rayon de la terre, ou 6360000 x 60 mètres ; on trouve
1020^ ainsi, pour l'accélération, 6560000 X 60 "^ 0,00272.
Telle est l'attraction que la terre exerce sur chaque unité de la masse de la lune. D'autre part, les expériences sur la chute des corps, ou les oscillations du pendule, donnent pour l'intensité de la pesanteur à la surface de la terre le nombre 9,8; c'est l'attraction de la terre sur Tunité de masse à une distance du centre égale au rayon de la terre. En comparant les deux nombres 0,00272 et 9,8, on voit que le premier est 3600 fois plus petit que le second. On en conclut que l'attraction de la terre à la distance de la lune est 3600 fois plus petite que l'attraction à sa surface ; or, la distance de la lune au centre de la terre égale 60 rayons terrestres, et 3600 est le carré de 60 ; on retrouve ainsi la loi du carré des distances. .
107. Le soleil attire les planètes, les planètes attirent les satellites; tous les astres, sans exception, attirent les
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corps placés à leur surface. La loi de rattraction régit, QOD'SeuIement notre système planétaire, mais encore les autres systèmes; car, dans les mouvements des étoiles doubles, on retrouve les lois de Kepler. L'attraction paraît donc être une loi générale de la nature ; on Ténonce ainsi : Deiujc molécules matérielles qicelconques s'attirent proportionnellement à leurs masses et en raison inverse du carré de leurs distances. Soient m et m' les masses de deux molécules, r leur distance ; l'attraction de ces deux molécules sera représentée par la formule
fmm'
dans laquelle la lettre /désigne une constante, savoir l'attraction mutuelle de deux unités de masse à l'unité de distance.
L'attraction s'exerce entre les plus petites particules matérielles : en vertu de l'attraction de ses molécules les unes sur les autres, une masse fluide doit prendre nécessairement la forme sphérique. Ainsi, c'est l'attraction qui préside. à la formation des astres.
La pesanteur à la surface de la terre est la résultante des attractions de toutes les molécules qui composent le globe terrestre sur un corps placé à sa surface. Cette résultante est dirigée vers le centre de la terre. On démontre, en effet, que la résultante des attractions de toutes les molécules d'un globe sphérique composé de couches homogènes est exactement la même que si toute la masse du globe était concentrée en son centre. Ainsi, si la masse d'un globe est m, son rayon r, l'intensité de la pesanteur à sa surface, c'est-à-dire l'attraction exercée par le globe
121 UTIB. II« ftniAKKgJB.
sur chaque unité de masse placée à sa surface, sera '—.
On démontre aussi que la résultante des attractions des moléaules d'un globe sptiérique sur les molécules d'ua autre globe sphérique est la même que si les masses des deux globes étaient concentrées en leurs centre^. Gettô propriété est importante. Ainsi, dans le mouvement des as^ très les uns autour des autres, tout se passe comme si les centres s'attiraient directement, et Ton peut supposer, pour simplifier, les astres réduits à leurs centres, c'est-àdire les considérer comme de simples points matériels.
108. Deuxième question. — Considérons un point pesant se mouvant sur un cercle horizontal. Le point matériel de masse m est sollicité par deux forces, son poids ^ représenté par la droite verticale MA {/ig, 71), et la réac- Fig. 71. tion normale N de la courbe. Cette
y réaction, que nous représenterons par
^^ *V^ ^^ droite MB , est située dans le plan
\ 4^^ ) liormal et fait avec le rayon horizontal
^'-'^ ^ A ^^^ MO un certain angle a. Ces deux forces
étant normales, la vitesse est constante
^ (n® 103) ; en outre, leur résultante MC
doit être dirigée suivant la normale principale qui est le
rayon MO du cercle, et égale à . On peut, d'après
cela, déterminer la réaction N en grandeur et en direction ; car, dans le triangle rectangle MCB, les deux côtés de Tangle droit étant connus, on a
« V* ^ gr
9'+jv tang«=|^.
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Plus la vitesse est grande, plus l'angle « est petit. Le mobile exerce contre le cercle fixe une pression égale et contraire à la réaction normale N que la courbe exerce sur le mobile.
iOd. Troisième qtjestios. — -Le pendule conique, qui sert de régulateur pour les machines à vapeur, est formé d'une tige rigide OM, de longueur /, articulée à charnière par son extrémité supérieure à Taxe de rotation vertical OZ, et portant à son extrémité inférieure une masse m (fig. 72). Le plan ZOM tourne d'un mouvement uniforme autour de Taxe vertical OZ, avec une vitesse pjg. 72. angulaire donnée o) (nous appelons vitesse angulaire l'angle dièdre décrit par ce plan en une seconde, angle mesuré par un angle plan, c'est-à-dire par un arc de cercle); la tige OM s'écarte plus ou moins de l'axe de rotation OZ^ en touroant autour de la charnière ; nous cherchons l'angle 6 que doit faire la tige OM avec Taxe vertical OZ pour se maintenir constant pendant toute la durée du mouvement. Afin' de simplifier, nous négligerons la masse de la tige OM, comparativement à la masse m de la boule placée en M. Si l'angle Q reste constant, le point M décrit un cercle horizontal de rayon MC égal à/sin 9, avec une vitesse égale à « X MC. Le point M est sollicité par deux forces^ son poids mg représenté parla droite verticale MA, et la tension N de la tige représentée par la droite MB; pour que ce point décrive un cercle d'un mouvement uniforme, il faut que la résultante MD de ces deux forces soit
dirigée suivant le rayon MC du cercle et égale à^^, c'est'
à-dire à ma>* X MG ou à mvfl sin 0. Dans le triangle rectangle MBD, on a
ou
MD=pDXtange, mo^/ sin 9s=mg tang 9 ;
on en déduit cos = -^|.
Cette formule donne l'angle fi, qui correspond à une vitesse angulaire de rotation &>. Pour que le pendule s'écarte de la verticale, il faut que le second membre ait une valeur
moindre que Tunité, ce qui exige que l'on ait &>> L/ j.
Plus la vitesse angulaire w de rotation est grande, à partir de cette limite, plus l'angle fi est grand ; quand la vitesse w est très-grande, Tangle est voisin d'un angle droit.
110. Quatrième question. — Une courbe plane tourne d'un mouvement uniforme autour d'un axe vertical OZ situé dans son plan ; quelle doit être la forme de celte courbe pour qu'un point pesant, placé en un point quelconque M de cette courbe, sans vitesse initiale relative, reste en repos relatif?
Le mobile est sollicité pîir deux forces, son poids mg représenté par la droite MA,;et la réaction normale MB delà courbe (fig. 73) ; si le mobile reste en repos relatif sur la courbe, il décrit d'un mouveipent uniforme le cercle ayant
Fig, 78.
pour rayon la perpeadiculaire MC abaissée du point M sur l'axe de rotation; la résultante MD des deux forces MA et MB, doit être dirigée suivant le rayon MC et égale à mu? X MC. Les deux triangles semblables MCP, MDB donnent la proportion
CP_DB_ mg MC~MD~ma)'XMC'
d'où Ton déduit
CP
Ainsi la sous^normale CP est constante. Or on sait que la parabole jouit de cette propriété. Une parabole ayant pour axe OZ satisfera donc à la question.
111. Cinquième question. — Pesanteur sensible. La terre tourne autour de son axe d'un mouvement uniforme ; la durée de la révolution , ou le jour sidéral, contenant
86400 secondes, la vitesse angulaire w est égale à -^r — ,
soit environ 0,00007; c'est une quantité très-petite. Si la terre, que Ton suppose avoir été une masse fluide au commencement, ne tournait pas sur elle-même, en vertu de l'attraction de ses parties les unes sur les autres, elle aurait pris la forme sphérique; la résultante des attractions exercées par les différentes parties du globe sphérique sur un corps placé à sa surfate serait dirigée vers le centre, et constituerait le poids du corps; mais la rotation de la terre modifie ces résultats.
Considérons d'abord un point matériel, de masse m, placé à réquateur et suspendu par un fil attaché à un point fixe. Ce point matériel est sollicité par deux forces, l'attrac-
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tion À du globe terrestre, laquelle est ici dirigée vers le centre, et la tension N du fil, dirigée en sens contraire. Ce point décrivant un cercle, de rayon R, avec la vitesse angulaire u, la résultante Â-^N des deux forces qui le sollicitent doit être dirigée vers le centre et égale à mwV; on a donc
d'où
Le poids du corps est une force égale et contraire à la tension du fil ; on voit par là que le poids d'un corps à Téquateur est égal à l'attraction du globe diminuée de la force nécessaire pour produire le mouvement circulaire du corps. Cette force est égale à m X 0,033 ; c'est à peu
près le ôsq de la pesanteur.
Considérons maintenant un point matériel placé à une latitude quelconque et suspendu par un fil attaché à un point fixe ; ce point matériel est sollicité par deux forces, l'attraction MA du globe et la tensioA MB du fil {fig. 74); Fig. 74. le point décrivant en un jour
le parallèle MM' sur lequel il est situé, la résultante MG de ces deux forces doit être dirigée vers le centre D de ce parallèle et égale à mw* x MD.
Il est nécessaire pour cela que le prolongement MK du il fasse un certain angle KM A avec l'attraction MA. Le poids du corps est une force égale et contraire à la tensiion N du fil ; cette force est dirigée suivant le prok^gemeut MK du
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fil $ on a ainâi la direction du fil à plomb ou la verticale du lieu M ; Tangle MKE qu'elle fait avec l'équateur est la latitude h La verticale ne paiâse donc plus par le centre 0, et comme le plan horizontal HHS ou la surface des eaux tranquilles, doit être en chaque point perpendiculaire à la verticale MK, on conçoit que la forme sphérique ne convient plus à Téquilibre et que la terre a dû prendre la forme d'un ellipsoïde de révolution aplati.
La force MC capable de produire le mouvement circulaire du point M est égale à mw* X MD^; elle est très-petite. Dans le triangle MAC, on a
iO^=CaVmG— 2.ÇA.MC.C0SMCA, c'est-à-dire
A««=N*-+. MC+2N.MC .cos X.
On peut écrire cette équation sous la forme
A'«=:(N+MC.cosX)»-hMC^ sin^ X.
Le terme MCXsin'X egt une quantité très-petite du second ordre, MG étant regardée comme une quantité petite du premier ordre ; on peut la négliger sans erreur sensible, oe qw réil^it l'équation à
A=N+MC.cosi, d'où N=A— MC.cosA.
Le rayon MD du parallèle que décrift le point M est égal à OM X sin POM ; l'ellipsoïde terrestre différant ^eu d'une sphère, PaitractioD MA fait un très-petit angle avec le rayon MO, de même que la verticale ME; l'angle POM est à peu près complémentaire de l'angle A, le rayon OM dif-
fère peu du rayon r de l'équaleur, et l'on a approximativement
MD==OMcosX=:rcosX,
MC=m(k)VcosX; et par suite (2) N=A— mwVcos'X.
L'attraction A elle-même varie avec la latitude.
Cherchons maintenant Tangle très-petit ÀMK que fait la verticale avec la direction de Tattraction, angle que nous désignons par a. Dans le triangle AMG, on a
sin a MG
sinX""MA'
le sinus de l'angle très-petit a différant très-peu de Tangle lui-même, on en déduit approximativement
MCsinX mw'rsinXcosX mcaVsinîX
MA
aA
L'angle a est nul à Téquateur et au pôle, maximum à la latitude de 45 degrés.
112. Sixième QUEsnoM. Cherchons le mouvement d'un Fig. 75. point pesant assujetti à glisser sur une hélice tracée sur un cylindre droit vertical (/îy .75). Si Ton appelle a Tangle constant que font les tangentes à Thélice avec les génératrices du cylindre et a le rayon de la base, on sait que la normale principale à Thélice au point M, est le rayon MG du cercle horizontal passant par le point M, et que le
rayon de courbure r a pour valeur . ^ (a® 48). Soit
M une position quelconque du mobile ; le mobile est sollicité par deux forces, son poids mg représenté par la verticale MA et la réaction normale N de la courbe, réaction que nous représentons par une droite MB, située dans le plan normal à Thelice et faisant avec la normale principale MCun certain angle j3. Décomposons la force MA en deux forces, Tune MD = my cos a dirigée suivant la tangente, l'autre ME= mj' sin a dirigée suivant une normale. La force tangentielle MD fait varier la vitesse, et Ton a
mD/t? = mycosa, ou plus simplement
Dt?; = ^cosa; d'où • u = ycosaX^
en supposant nulle la vitesse initiale. Le mouvement sur l'hélice est uniformément accéléré. Les deux forces normales ME et MB ont une résultante MK dirigée suivant
la normale principale MC et égale à ou à
Le rayon horizontal MC est perpendiculaire au plan tangent au cylindre en M et, par conséquent, à la droite ME située dans ce plan ; le triangle MKB est rectangle en K, et Ton a dans ce triangle
iw I / % % . î;*sin*a I / 2 . ^*sin*a:
N=mJ/^ y sm'«H ^—^msmay/ g'-i ^— ,
tangA=.^.
A mesure que le mobile descend, la réaction normale N augmente, tandis que langle |3 diminue.
Septième queshon. Trouver le mouvement d'un point
matériel placé au point A sans vitesse initiale et sollicité
p. ^g par une force dirigée vers un
^, ^ ^ point fixe et proporti<Minelle
'^ ' ' *"" à la distance [jig. 76).
Soit M une position quelconqiie du mobile ; désignons par X la distance OM, affectée du âgne + ou du signe —, suivant qu'elle est comptée dans le sens OA ou en sens contraire. La vitesse v et l'accélération y seront de même positives ou négatives, suivant qu'elles seront dirigées dans le sens OA ou en sens contraire. Si m est la masse du mobile, la force qui le sollicite vers le point peut être exprimée par — m/utx, \l désignant une certaine constante ; l'accélération est égaie à — ^; on a donc
(1) D,*a: = — fxar.
A cette équation il faut joindre les conditions initiales ; en appelant a la distance initiale OA, on doit avoir pour
(2) a?=fl, i;=D|a:=o.
La question revient donc à trouver une fonction x de i satisfaisant à l'équation (1) et vérifiant les conditions (2). D'après l'équation (1), la fonction x doit se reproduire en signe contraire et au facteur constant \k près par deux dérivations ; nous savons que le sinus et le cosinus jouissent de cette propriété. Posons
(3) a: == A cos t^\t. + B sin t^^ ; 011 en déduit
(4) Dia: = — A»/^ sin ^j/^ + B/> oos ^j/^, D/a; = — A/x cos tV^\ji — B/x sin tV~\ii = — jua:.
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Ainsi la fonction (3) satisfait à l'équation (1), quelles que soient les deux constantes A et B. On déterminera les valeurs de ces deux constantes par les conditions initiales (2). Si dans les expressions (3) et (4) on fait ^=o, on doit avoir
Ainsi la fonction
(5) a: = acos^j/~/ji,
d'où
(6) v = — a\/^iisint^^,
satisfait à toutes les conditions du problème et, par conséquenjt, représente le mouvement cherché.
On voit que le mouvement est périodique ; le mobile oscille de part et d'autre du point 0; la période est égale
à -p^ ; elle se compose de deux oscillations AA', A 'A égales
entre elles. Cette période est indépendante de V amplitude a^ elle ne dépend que de la constante ^ ; on dit que les oscillations sont isochrones.
114. HumÈHE QUESTION. Mouvcmeut d'un pendule simple écarté très-peu de la verticale CO et abandonné à lui-même sans vitesse initiale.
Appelons / la longueur GA du pendule (/îg'. 77); a l'écart initial OA; x l'arc variable OM , et © Tangle varia-
ble OCM, lequel a pour mesure -t.
Nous regardons la vitesse v]àM point M comme positive ou négative, suivant qu'elle est dirigée dans le sens OA ou
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en sens inverse. Le point matériel M est sollicité par deux forces, son poids mg représenté par la droite MB et la tension MD de la tige. Décomposons la force MB eadeuxforces, Tune ME=m5'sin0 dirigée suivant la tangente, l'autre MH =my cos e dirigée suivant le prolongement dé la tige/ La composante «tangentielle fait varier la vitesse, et Ton a
T^ ma sin
ou D,*a:=— ^sin-j.
L'arc B étant très-petit, on peut approximativement remplacer le sinus par l'arc, et l'équation se réduit à
La question est ramenée ainsi à la question précédente ; tout se passe comme si Tare OA était rectifié, et le mobile . sollicité par une force dirigée vers le point et proportionnelle à la distance. Il suffit, dans la formule (5) du
numéro précédent, de remplacer la constante p par ?»
ce qui donne
(8) x=acost\/^ ^.
La durée de l'oscillation est T=7rl/ -. Les oscillations sont isochrones, c'est-à-dire indépendantes de Tamplitude.
115. Neuvième question. Trouver le mouvement d'un point matériel animé d'une vitesse initiale donnée et solli cité' par une force dirigée vers un point fixe et proportionnelle à la distance.
Il est évident que le mobile restera dans le plan mené par le point fixe et la vitesse Fig. 78.
initiale ; prenons dans ce plan deux axes rectangulaires OX, OY, passant par le point fixe.
Soit M la position du mobile au temps t; la force qui sollicite le mobile et qui est dirigée suivant le rayon MO peut être représentée par mi^jtr, m désignant la masse du mobile, r la distance OM, et ^ une constante donnée. L'accélération, dirigée aussi suivant MO, est ^; ses projections sur les deux axes OX et OY sont — i^r cos MOX et — /ijltcos MOY, ou plus simplement — /uur et — ^y. On a donc les deux équations
pour déterminer le mouvement des projections du mobile sur les deux axes.
D'après ce que nous avons dit précédemment, les fonctions X eiy sont de la forme
( a:=Acos/^^ + Bsin^j/^, \ y=A'cos^|/7tH-B'sin^j/^,
A, B, A^ B' étant quatre constantes arbitraires que l'on déterminera par l'état initial du mobile. On obtiendra l'équation de la trajectoire en éliminant t entre les équations (2); de ces équations on tire
cos ty^(jL=
B'x—hy
■ .,/- ky—k'x
AB'— B'A' k'x BA'
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en portant ces valeurs dans la relation
cos* /l/'lùi + sin* ^>/^ = 1,
on a réquation
(3) (B'x^Byy + (Ay^k'xY = {AB'—hkY;
ainsi la trajectoire est une ellipse dont le point est le centre.
Pour simplifier les formules, supposons le mobile placé au point A, à la distance OÂ égale à a, avec une vitesse initiale Vo perpendiculaire à OA; on devra avoir, pour t=o,
x—a^ y=o, Drr=o, Dry=Vo, ce qui donne
A = «, A'==o, B=o, B'i/7*=^o; les équations (2) deviennent
Ia? = « cos t [T^^
et la trajectoire a pour équation (5) J+^=..
Les domposantes de la vitesse sont données par les formules
i D^ca=— a^/7^sin<^/>, ^ ' ( D,ysPiï>,cos^|/>.
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Il est évident que le point M', qui a pour coordonnées a:^=-7^= — asin^^^,
appartient à l'ellipse; d'ailleurs le rayon êW est parallèle à la tangente en M, c'est-à-dire à la vitesse; on a donc t;=OM' X V^. Ainsi la vitesse au point M est proportionnelle au rayon OM' conjugué de OM.
116. Dixième question. Mouvement dans un milieu résistant. Lorsqu'un point matériel se meut dans un milieu résistant, par exemple» dans l'air atmosphérique, il éprouve de la part du milieu une résistance dirigée en sens contraire de la vitesse du mcJbile, et dont la grandeur dépend de cette vitesse. Nous supposerons que cette résistance est une {ftiissanoe de la vitesse, et dous la représenterons par mav'^y n étant un exposant positif, m la masse du mobile et a un coefficient qui dépend de la nature et de la densité du milieu. Nous supposerons, en outre, que le corps, lancé avec une vitesse initiale t?o, à partir du point 0, n'est sollicité par aucune autre force que la résistance du milieu. La force qui sollicite le mobile étant dirigée en sens cootraire de la vitesse, il est clair que le mouvement sera rectiligne et retardé ; Taccélération étant négative et égale à — av*^ on a l'équation
(1) D,t;== — at;*.
Cette équation peut être mise sous la forme
en prenant les fonctions primitives des deux membres, on ,en déduit
On déterminera la constante C par la condition que, pour t =0, on ait v = v^, ce qui donne
On obtient ainsi l'équation
(2) v'--==Vo''-^-^(i—n)at,
qui détermine la vitesse à chaque instant.
Cherchons maintenant l'espace parcouru. De l'équation (2), on déduit •
et, en prenant les fonctions primitives,
On déterminera la constante G par la condition que, pour ^=0, on ait a: = o; on arrive ainsi à Téquation
(3) ^_ v,^'-^\v,^'--(i-n)atf-
En examinant l'équation (2), on voit qu'il y a plusieurs cas à distinguer, suivant que l'exposant n est inférieur, égal ou supérieur à lunité.
I. Lorsque l'exposant n est inférieur k l'unité, la vitesse, qui va en diminuant, s'annule pour
alors le corps s'arrête et reste en repos indéfiniment, après avoir parcouru l'espace
II. L'équation (2) ne s'applique pas au cas où l'exposant n est égal à Tunité. Dans ce cas, l'équation (1) devient
on en déduit,
en prenant la fonction primitive,
Lv=>—at + C,
et par suite
ou
v=sVoe~^.
En prenant une seconde fois la fonction primitive, on déduit de cette équation
et par suite
L'équation (4) montre que la vitesse ne devient jamais
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nulle ; elle tend vers zéro quand le temps augmenta indéfiniment; ainsi le corps marche toujours, mais l'espace parcouru n'augmente pas indéfiniment ; il tend vers udc
limite égale à — . Le mobile tend vers un point déterminé, w
sans jamais l'atteindre.
III. Lorsque Texposant n est plus grand que 1 , Téqua* tion (2) se met sous la forme
^. = :^. + {n-i)at.
La vitesse ne s'annule pas ; elle tend vers zéro, quaod t augmente indéfiniment. En examinant l'équation (3), on voit que ce cas se subdivise en plusieurs autres, suivant que l'exposant n est inférieur, égal ou supérieur à 2.
1° Quand n est plus petit que 2, Téquation (3) s'écrit
Le temps t augmentant indéfiniment, l'espace parcouru augmente et tend vers une limite égale à
2° L'équation (3) ne s'applique pas au cas où 71=^=2; dans ce cas, l'équation (2) donne
Vo
et, en prenant les fonctions primitives, (6) ^=îlU±Mf).
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Quand t augmente indéfiniment, x augmente aussi indéfiniment.
3^ Enfin, lorsque l'exposant w est plus grand que 2, l'équation (3) s'écrit
X augmente indéfiniment avec t.
En résumé, lorsque l'exposant n est inférieur à l'unité, le corps s'arrête après avoir parcouru un certain espace dans le milieu résistant; lorsque l'exposant est égal ou supérieur à l'unité, mais plus petit que 2, le mobile tend vers un point déterminé; lorsque l'exposant est égal ou supérieur à 2, l'espace parcouru augmente indéfiniment.
On a reconnu par l'expérience que, pour les grandes vitesses, la résistance est à peu près proportionnelle au carré de la vitesse, c'est-à-dire que n = 2; mais que, pour les très-petites vitesses, la résistance est à peu près proportionnelle à la vitesse.
117. Onzième question. '— Chute des corps dans Fair. Nous supposerons la résistance proportionnelle au carré
de la vitesse, et nous la représenterons par -m^> ^ étant
une constante donnée par l'expérience; c'est la vitesse que devrait avoir le mobile pour que la résistance de l'air fût égale au poids du corps. Si on lançait le corps verticalement, et de haut en bas, avec une vitesse initiale égale à ky les deux forces qui sollicitent le corps, savoir le poids du corps et la résistance de l'air, étant égales et opposées,
le mouvement serait uniforme. Mais, quand on abandonne le corps à lui-même, sans vitesse initiale, le poids étant plus grand que la résistance, la vitesse augmente ; la résistance augmentant avec la vitesse, Taccélération diminue de plus en plus, et la vitesse tend vers une limite égale k k :le mouvement tend ainsi à devenir uniforme On a l'équation
DtV g
ou y. a =M-
En vertu de l'égalité
k^—v^~I+v'^Tr^'
cette équation devient
k+v k — V k* On en déduit, en prenant les fonctions primitives,
Si la vitesse initiale est nulle, la constante C est nulle, et Ton a
k+v ngt
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et par suite,
v=kX
On voit que, lorsque t augmente indéfiniment, v augmente et tend vers une limite égale à k.
L'équation précédente peut s'écrire :
On en déduit (3)
Fig. 79.
118. Douzième question. — Mouvement des projectiles dans tair. Nous avons étudié le mouvement des projectiles (liv. Il, chap. Il), en négligeant la résistance de l'air. Pour donner une idée des modifications qui en résultent, il nous suffira de traiter le cas très-simple où la résistance est proportionnelle à la vitesse.
Prenonspouraxes des coordonnées, comme au numéro 80, rhorizontale OX menée par la position initiale du mobile, et la verticale OY dirigée de bas en haut {p.g. 79). Si Ton appelle 9 l'angle que fait la vitesse avec l'horizon, la résistance, qui est dirigée en sens
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contraire de la vitesse, a pour projections «— maocosO, -^rnav sin 6, c'est-à-dire — inaDiX, — mdùiy. On a ainsi les deux équations
Si Ton pose D,a:=x\ D,y =y', les deux équations précédentes deviennent
La première de ces équations montre que la fonction x' se reproduit elle-même, à un facteur constant près, par la dérivation. On a donc
a:'=Ac— ' ou D,x=Atf-^.
En prenant la fonction primitive, on en déduit
On détermine les deux constantes A et B par la condition que, pour / = o, on ait x=o et D^r=t?. cos a, ce qui donne
(4) Drr=roCOSaXc'^.
Là seconde des équations (2 ) peut s'écrire
îA Ton potse y'+^=js, elle devient
et prend la même forme que la première. On a donc et par suite
on en déduit
y= — ^ hB'.
On délermitiera les deux constantes A' et B' par la condition que, pour t=Oy on ait y=^o, et D,y = i)oSin a, ce qui donne a + v^ sin a, et par suite
(5) y=-L^-£li^(,_e-«),
(6) Ddr=-2f+^M^fl±£^'.
En vertu de l'équation (5), l'abscisse x tend vers une valeur égale à -^ ^, quand t augmente indéfiniment ; on
en conclut que la courbe décrite par le mobile est asymptote à une droite verticale AB menée à une distance
de Torigioe égale à ^ -. La composante horizontale de
la vitesse, donnée par l'équation (4), tend vers zéro, tandis que la composante verticale, donnée par l'équation (6),
tend vers une limite égale à — ^^ Cette limite est la vi-
tesse pour laquelle la résistance de l'air serait égale au poids du corps. Ainsi, le mouvement tend à devenir rectiîigne et uniforme. Dans la figure, la ligne ponctuée représente la parabole que décrirait le projectile dans le vide; la ligne pleine, la trajectoire qu'il décrit dans l'air.
CHAPITRE V
TfiAVAIL ET FUISSANCX VIVE.
Krmwmîî,
Les forces sont employées dans rindustrie poar vaincre certaines résistances, déplacer les corps, en un mot, pour effectuer certains travaux. Une idée nouvelle s'introduit ainsi dans la science, celle du travail mécmiique des forces. Il importe de définir cette nouvelle espèce de grandeur d'une manière précise. Nous commencerons par les cas les plus simples.
Cm 9k la fiiMe «al oonatopta «t to
d» la fonie.
119. Considérons d*abord le cas où la force est constante en grandeur et en direction, et où le déplacement du mobile a lieu dans la direction de la force. Pour prendre un exemple très-simple, supposons qu'il s'agisse d'élever des poids à différentes hauteurs verticalement, luér^ que la hauteur est la même, il est clair que le travail est proportionnel au poids ; si le poids est de 2 kilogrammes, on peut imaginer le corps divisé en deux parties, égales chacune à 1 kilogramme ; que l'on élève d'abord le premier kilogramme à la hauteur H, on effectuera un certain travail ; que l'on élève ensuite le second kilogranmie à la même hauteur H, on répétera le même travail. Ainsi,
quand le poids devient double, le travail devient double ; en général, le travail est proportionnel au poids.
Supposons maintenant que l'on veuille élever un même poids P à diverses hauteurs. Si la hauteur est de 2 mètres, on peut la diviser eu deux parties, égales chacune à 1 mètre ; en faisant parcourir au poids le premier mètre, on effectuera un certain travail ; en lui faisant parcourir le second mètre, on répétera le même travail; ainsi, quand la hauteur devient double, le travail devient double ; en général, le travail est proportionnel à la hauteur.
Soit T le travail^nécessaire pour élever le poids P à la hauteur H ; T' le travail nécessaire pour élever le poids P' à la hauteur H'. Appelons T, le travail nécessaire pour élever le poids P' à la hauteur H. Si Ton compare les travaux T et T,, la hauteur étant la même, on a
Si Ton compare les travaux T, et T', le poids étant le même, on a
En multipliant ces égalités membre a membre^ on obtient l'égalité
T _ PH r"^P'H'*
Ainsi, les travaux iiécessaires pour élever des poids à des hauteurs différentes sont proportionnels aux produits des poids par les hauteurs.
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On est convenu de prendre pour unité de travail le travail nécessaire pour élever un kilogramme à un mètre de hauteur, et on lui a donné le nom de kilogrammètre. Supposons cfne le poids P' soit un kilogramme, la hauteur H' un mètre, le travail T' sera l'unité du travail, et Tégalité précédente deviendra
T=:=PH
De cette manière , le travail nécessaire pour élever un poids à une certaine hauteur est égal au produit du poids par la hauteur.
En général, lorsque la force est constante et le déplacement du mobile dans la direction de la force, on appelle travail de la force, pour un certain déplacement, le produit de la force par le déplacement. Il faut bien se rappeler que la force est estimée en kilogramme», le déplacement en mètres, et le travail en kilogrammètres.
Soit AX la direction de la force F, ÀB le déplacement du point d'application. Il y a deux cas à distinguer, suivant que le déplacement a lieu dans la direction même de la force {fig. 80), ou en sens inverse {/ig. 81), Dans le Fig. 80. premier cas, on dit que la
F force est ihouvante, et Ton
^ * ^ donne au travail le nom de
Fig- 81. travail moteur ; dans le se-
-1^ . 1 — j. cond cas, on dit que la force
est résistante, et l'on donne au travail le nom de travail résistant. A&n de distinguer ces deujt cas, on est convenu de donner un signe au déplacement AB du point d'application; on l'affecte du signet, quand il a lieu dans la direction même de la force F; du
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stgm-«^) quand il a lieu en sens inverse. Le travail est alors positif dans le premier cas, négatif dans le second ; on r^arde ainsi un travail moteur comme un travail positîi^ un travail résistant comme un travail négatif; de sorte que, A Ton désigne par x le déplacement affecté du signe convenable, on a^ dans les deux cas, T = F X ^. Au lieu de faire porter le signe sur le déplacement, on pourrait le Éadre porter sur la force ; ce qui revient à regarder la force comme positive ou négative, suivant qu'elle agit dans le sens du déplacement ou en sens inverse.
Dans l'exemple que nous avons choisi plus haut, afin de donner une première idée du travail, deux forces agissent sur te corps, son poids qui le sollicite de haut en bas^ et une force F qui le tire de bas en haut ; la première est une force résistante, la seconde une force motrice. Le travail de la force F est un travail moteur, représenté par F K H; le travail du poids P est un travail résistant,' représenté par — P X H, Supposons qu après avoir donné au corps une certaine vitesse initiale, dirigée de bas en haut, on veuille l'élever à la hauteur H d'un mouvement uniforme, il faudra que la force motrice F soit égale au poids P; le travail moteur et le travail résistant seront égaux et de signes contraires.
Gaa dû 1* ft»roe est oonsteiito et le déplacement reotiligne , mais dany une direction différente de celle de la fbroe.
120. Supposons qu'un mobile solliciter, par différentes forces décrive la droite AB {fig ^ 82) . Parmi les forces qui sollicitent le mobile se trouve une force constante F, dont la
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direction faitavec ledéplaceméntÂB un angle a. Rien ne sera changé dans le phénomène, si nous assojeilissons le mobile à se mouvoir sur une droite rigide ÂB, parfaitement polie. Décomposons la force F en deux forces. Tune A6 égale en valeur absolue à Fcosa, dirigée suivant la droite AB ; Tautre ÂH égale à F sin a, perpendiculaire à cette droite. Cette seconde composante, ne faisant qu'ap» puyer le mobile contre la droite rigide AB, est détruite par la résistance de cette droite. Elle ne produit aucun travail ; on peut donc la négliger et remplacer la force proposée F par la force AG. On est ainsi ramené au cas précédent ; le travail de la force AG est égal au produit de cette force par le déplacement ABdu point d'application, affecté du signe + ou du signe — , suivant que la force AG agit dans le sens du déplacement ou en sens inverse. Lorsque l'angle a est aigu {fig. 82), la composante AG est dirigée dans le sens du déplacement, et la force F est dite motrice comme la force AG. Lorsque l'angle a est obtus {fig. 83), la composante AG est dirigée en sens contraire «t Fig. 83. la force F est dite résistante.
B Le produit Fcos a donne cette composante avec le signe convenable, et l'on a, dans tous les cas, pour expression du travail, Fcos a X AB. Ainsi, on dira que le travail de la force F, pour le déplacement AB du point d'application, est égal au produit du déplacement par la projection de la force sur la direction du déplacement.
- On peut écrire aussi le travail sous la forme F x AB cos «, ce qui revient à considérer le travail comme étant égal au
Ta
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Fig. 84.
produit de la force F par la projection du déplacement sur là direction de la force.
Afin d^éclairer ceci par un exemple, supposons que Ton veuille élever un corps entre deux montants verticaux parfaitement polis, en le tirant avec une force F qui fait avec la verticale un angle a [fig. 84). Décomposons cette force en d^ux forces, l'une verticale F cos a, Tautre horizontale F sin a ; la force horizontale est détruite parla résistance du montant contre lequel elle appuie le corps ; pour que la force verticale puisse faire monter le corps uniformément, il faut qu'elle soit égale au poids P du corps ; ainsi tout se passe comme si le corps était sollicité directement de bas en haut par la force verticale F cos a ; le travail moteur est F cos a X AA', et est au travail résistant P X AA'.
121 . Nous avons dit que le travail est positif ou négatif, c'est-à-dirè moteur ou résistant, suivant que l'angle a est aigu ou obtus. Quand la force est perpendiculaire au déplacement, l'angle a est droit, et le travail, tel que nous l'avons défini, devient nul.
Dans le transport horizontal des fardeaux, le poids étant vertical et le déplacement horizontal, il résulte de la définition précédente que le travail dû au poids du corps est nul. Ceci semble en contradiction avec l'expérience, mais il est facile d'expliquer cette contradiction apparente. Supposons que l'on fasse glisser un corps sur un plan horizontal en le tirant avec une force horizontale F; la force motrice F doit être égale, non pas au poids du corps, mais .au frottement que ce corps exerce contre le plan. Ce frot-
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tement est la résistance à vaincre ; c^est elle qui nécessite un travail moteur. Pour évaluer le travail, on multipliera la force horizontale F par le déplacement. Ce travail dépend de Tétat du plan : quand le plan est bien poli, le frottement étant très^faible, le travail nécessaire pour transporter horizontalement le corps à une distance donnée devient très-petit.
Cas Qù la force e«t Tariable et le dépUoement reolUigne et amWalkt la même droite qne la forée.
122. Supposons que le point d'application M se meuve sur la droite X'X, et que la force variable F agisse suivant cette même droite {fig. 85). Nous voulons évaluer lê tra- Fig. «5. vail de cette force pour le dépla-
cement âB du point d'application. Partageons la longueur ÂB en un grand nombre de parties, et désignons par h Tune des parties MM' ; soit F la valeur de la force au point M ; considérons le produit F X MM' qui se rapporte- à rélément MM% et faisons la somme des produits qui se rapportent aux divers éléments de la ligne ÂB, somme que nous désignons par l'expression
S(FXA).
Si Ton augmente indéfiniment le nombre des divisions, de manière que chacune des parties tende vers zéro, cette somme tendra vers une limite déterminée ; c'est cette limite que nous appellerons travail de la force variable F pour k déplacement ÂB.
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Il est aisé de voir que la somme tend efifectivement vers une limite déterminée. Au point M, élevons une perpendiculaire MN égale à la valeur F de la force au point M. Si Ton considère le chemin parcouru AM comme une abscisse variable Xy et la force F ou l'ordonnée MN comme une fonction de x^ le lieu du point N est une certaine courbe CD. Par le point N, menons une parallèle NE à la droite AB, jusqu'à la rencontre de l'ordonnée voisine MTNf'; le produit F X A sera représenté par l'aire du rectangle MNEM', et la somme des produits par la somme des rectangles. Or, quand on augmente indéfiniment le nombre des divisions de Ib droite AB, il est clair que la somme des rectangles tend vers une limite déterminée qui est l'aire comprise entre la droite AB, la courbe CD et les deux ordonnées extrêmes AG, BD.
On a vu, en géométrie analytique, que Taire comprise entre une courbe, Taxe des x, une ordonnée fixe AC et une ordonnée mobile MN, est une fonction primitive de Tordonnée MN, considérée comme une fonction de l'abscisse AM. Il en résulte que le travail relatif au déplacement AM est une fonction primitive de la force, considérée comme une fonction du chemin parcouru.
Nous avons défini le travail T de la force variable F pour le déplacement AB. On appelle effort moyen la force constante qui produirait le même travail pour le même dé-
placement. Cet effort moyen a pour valeur le quotient ^b.
Exemples.
135. Pour montrer une application de ce qui précède, cherchons le travail nécessaire pour. comprimer un ressort d'une quantité donnée. On sait que la force élastique d'un
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ressort est sensiblement proportionnelle à la compression. Supposons qu'il s'agisse d'un ressort à boudin dont Textrétnité A soit fixe, et que Ton comprime par une force verticale appliqué^ à l'extrémité supérieure {fig. 86). Fig. 86. Soit AB (a longueur du ressort, quand aucune force ne s'exerce sur lui ; pour abaisser graduellement l'extrémité supérieure de B en C, il faudra appliquer au ressort une force verticale croissante. Si l'on désigne par a la compression exercée par une force de un kilogramme, et par x le déplacement BM, la force au
point M sera -• La fonction — , ayant pour dérivée
- et s' annulant pour x = o, représente le travail relatif au déplacement BM. Pour le déplacement BC, le travail
BC
est — . Par exemple , si a est égal à 1 millimètre, le travail nécessaire pour comprimer.le ressort de 4 centimètres est de 0,8 kilogrammètre.
124. Proposons-nous encore d'évaluer le travail développé par la vapeur dans les machines à détente. La vapeur agit à pleine pression pendant que le piston parcourt Fig. 87. une partie AC du corps de pompe {fig. 87).
B B A ce moment, la communication entre la
chaudière et lé cylindre est interrompue, et la vapeur agit par sa détente pendant que le piston parcourt la seconde partie GB de sa course. Appelons a la course entière du piston , b la première partie kC, x le déplacement CM, S la surface du piston, P la
pression atmosphérique par mètre carré, n le nombre d'atmosphères par lequel on évalue la tension de la vapeur dans la chaudière. La pression que la vapeur exerce contre le piston pendant la première partie de sa course est une force constante nPS ; le travail correspondant est rîPSb. Ensuite la force diminue ; quand le piston est en MM, la vapeur, qui occupait le volume AC, occupe alors le volume AM, et, d'après la loi de Mariotte, la force devient
nPS X 1 . Cette fonction de x admet comme fonction
primitive
nPSbh{b + x) + C;
il faut déterminer la constante G, de manière que la fonction soit nulle pour x=o, ce qui donne C=— wPSôLd,
et, par suite, le travail pour le déplacement CM a pour expression
nVSbh^.
Le travail relatif à la détente CB est •
nPSiL|,
et le travail total pour chaque coup de piston
wPSi[l+L|J.
Nous avons négligé la tension de la vapeur dans le condenseur.
Cas général.
125. Proposons-nous maintenant de chercher le travail d'une force quelconque, quand le point d'application dé-
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critune trajectoire curviligne AB {fig. 88). Ittscrivôns dans la courbe une ligne polygonafed'un *** ' très-grand nombre de côtés très-
petits : soit MM' l*un dès côtés.
Appelons F la valeur de la force proposée au point M, a l'angle qu'elle fait avec la tangente MT, a, l'angle qu'elle fait avec la direction du côté MM'. Considérons
le produit
FxMM'Xcosa,;
ce produit est le travail de la force F supposée ooQ'*stante , pour le déplacement rectiiigne MM' ; formons un produit analogue pour chacun des éléments de la ligne polygonale, et faisons la somme de ces produits , somme que nous désignerons par
S(FxMM'XcosaJ.
Si Ton augmente indéfiniment le nombre des côtés de la ligne brisée inscrite dans la courbe AB, de manière que chacun d'eux tende vers aéro, la somme précédente tendra vers une limite déterminée ; c'est cette limite qu'on appelle travail de la force F pour le déplacement AB.
Pour abréger le discours , on appelle travail élémentaire le produit F X MM' cos a, , de sorte que le travail de la force F, pour le déplacement AB, est la limite de la somme des travaux élémentaires.
126. Il est aisé de voir que la somme considérée précédemment tend biiBn^iV^rs une limite déterminée^ Sur une droite, ^ partir d'un point iixe A ^ pistons» les mis à la
TRAVAIL trr 1^tllSiAl«6B VIVE.
Fig. 89.
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suite des autres, lés divers éléments de la ligne bridée ; Télément MM' prendra la. position M,M',, et la ligne brisée, développée, deviendra AB, {fig. 89 ). Au point M, élevons une perpendiculaire M,N, égale à Fcosa, ; le produit F X MM' X cos a. sera représenté par Taire du rectangle NiMiM'iEi, et la somme des produits par une somme de rectangles. Quand on augmente indéfiniment le nombre des divisions, la longueur AB^ augmente un peu, et tend vers tine Hmîte AB, qui est la longueur de la courbe AB ; de même, si le point M est un point déterminé de la courbe, la longueur AM, tend vers une limite AM, qui est la longueur de l'arc de courbe AM; en même temps, la direction du côté MM' ayant pour limite la tangente en M, l'angle a, a pour limite a, et la quantité F cos a, devient Fcosrt; l'ordonnée M,N, tend donc vers l'ordonnée MN égale à F cos a; le lieu du point N est la courbe CD, qui a pour abscisse AM, Parc de trajectoire AM rectifié, et pour ordonnée F cos a, c'est-à-dire la projection de la force sur la tangente MT. La somme des rectangles a évidemment pour limite Taire comprise entre la courbe CD, la droite AB et les ordonnées extrêmes AG et 6D.
L'aire comprise entre Pordonnée fixe AC et Fordonnée mobile MN étant une fonction primitive de l'ordonnée MN considérée comme une fonction de Tabscisse AM, on peut dire que le travail de la force F, relatif au déplacement curviligne AM, est une fonction primitive de la composante tangentielle F cos a de la force, considérée comme une fonction de l'arc parcouru AM.
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Lorsqu'une force est coostarament normale à la trajectoire, sa composante tangentielle ou sa projection sur la tangente étant nulle, le travail est nul.
^^^ ^' 127. Considérons, en particulier, le
travail d'une force F, constante en grandeur et en direction, pour un dé- \- placement quelconque AB (fig. 90).
|\ ^ Soit AX la direction de la force ; le tra-
I ^v-^^j ^ail élémentaire pour rélémeutMM' "] est égal à la force F multipliée par la
projection MP de l'élément MM' sur la direction de la force ; la force étant un facteur constant dans tous les termes, la somme des travaux élémentaires est égale à la force multipliée par la somme des projections des divers éléments de la ligne brisée inscrite dans la courbe AB, c'est-à-dire par la projection AD de cette courbe elle-même sur la direction de la force.
U faut bien remarquer que, lorsque nous cherchons le travail d'une force pour un certain déplacement du point d'application, nous n'entendons pas que le mouvement soit produit par la force considérée ; si plusieurs forces agissent en même temps sur le mobile, on évalue séparément le travail relatif à chaque force.
THÉORÈUE.
128. Le travail de la résultante de pltcsieurs forces, pour un déplacement quelconque du point (F application, est égal à la somme des travaux des forces proposées.
Supposons d'abord les forcesF, F', F'', . . . constantes, elle déplacement MM' rectiligne (fig. 91) ; appelons oL^mWol*^.,,
les angles que font les forces propo- rig. 91.
sées avec la droite MM^ A Tangie que fait la résultante R avec cette même droite. La projection de la résultante R sur la droite MM' étant égale à la somme des projections des forces proposées, on a
RcosA=Fcos«+F'cosa'+F"cosoi"+....
Si Ton multiplie chacun des termes de cette équation par MM', il vient
R.MM'.cosA=F.MM'.cosa+F'.MM'.cosa'+...
Ainsiy le travail de la résultante est égal à la somme des travaux des forces proposées.
Lorsque les forces sont variables et le déplacement curviligne, on décomposera en éléments la courbe décrite par le point d'application ; le travail élémentaire de la résultante étant égal à la somme des travaux élémentaires des forces proposées, on en conclut le théorème énoncé.
Quand des forces se font équilibre sur un point matériel, la somme de leurs travaux est nulle.
129. On appelle puissance vive d'un corps en mouvement la moitié du produit de la masse par le carré de la vitesse. Si l'on appelle m la masse du mobile, ^ sa vitesse,
, . . , mv*
la puissance vive est — .
Il existe une relation remarquable entre la puissance vive et le travail. Pour mettre cette propriété en évidence, nous commencerons par quelques questions très-simples.
Cherchons d'abord le trava^il nécessaire pour iwprimer
à un mobile de masse m une vitesse v. Supposons Iq mo-
Fig. n. t>np placé au point sans vitesse
_, , ipitj^le, ^t sollicité par uQe force
constante F ^a^s la (iir^cUoa OX (fig, 92). Le mouvement est rec^iligRp et uniformément
accéléré ; l'accélération y de ce mouvement est égale à — .
Si Ton appelle v la vitesse au temps ^ et a: l'espace parcouru, on a
v=yt^ a:='— ;
d'où l'op déduit r)*= aya:,
et par suite x= — = — ët-
Après le temps t, quand le mobile possède la vitesse v, la force cesse d'agir; le mouvement devient alors uniforme et le mobile conserve la vitesse v. Pour avoir le travail produit par la force, il faut multiplier la force par le chemin décrit par le mobile pendant que Ig^ force agit sur lui. On a, en désignant par T ce travail positif,
T=Fxa:=^.
Ainsi, pour mettre un corps en mouvement, il faut dépenser une quantité de truvail moteur égaie à la puissance vive que F on veut communiquer au corps.
Inversement, un corps est en mouvement, cherchons le travail nécessaire pour amener cç cçfps^ au repos. Supposons que le mobile p^sse au point 0, au temps f=o, airec
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une vitesse initiale v^ dans le sens OX; à partir de cet instant, une force constante le sollicite en sens inverse; le mouvement est uniformément retardé, et Ton a
Va
Après le temps ^ = — , la vitesse devient nulle, la force
cesse d'agir et le mobile reste e^ reppsaij point A. L'espace OA parcouru par le mobile est
mvo'
OA
et le travail dû à la force est
T=— FxOA = -
mVo
Ainsi, pour arrêter vn corps en mouvement^ il faut une quantité de travail résistant égale à la puissance vive du corps.
On voit par là comment des quantités égales de travail et de puissance vive se transforment l'une dans l'autre. Dans le premier exemple, une certaine quantité de travail moteur se transforme en une quantité égale de puissance vive ; dans le second exemple, une certaine quantité de puissance vive accomplit une quantité égale de travail résistant ^ Nous allons maintenant démontrer le théorème général.
^ Ou appelle oommiiiiémeQt force vive la quantité mv^^ o^esU-à-dire le produit de la masse par le carré de la vitesse. Mais cette locution est trèsdéfectueuse; elle a d^abord IMnconvénient de rappeler ridée de force ^ tandis qu'il n'y a aucune analogie entre la quantité mv^ et la force; en-
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THÉORÈME
130. La variation de la puissance vive dun mobile, pendant un certain temps, est égale à la somme des travaux des forces qui agissent sur le mobile pendant le même temps.
La somme des travaux des forces est égale au travail de leur résultante R (n<> 128). Nous avons vu (n^ 126) que, si l'on considère le travail T de la force R comine une fonction de Tare s décrit par le mobile sur la trajectaire pendant le temps ^«^ cet te fonction admet pour dérivée la projection de la force sur la tangente, c'est-à-dire R cos Â ; on a donc
DJ=RcosA.
La résultante R des forces qui agissent sur le mobile étant égale au produit de laccélération y par la masse m du mobile (n® 100), on a D,T=W7 cos A; d'autre part, la projection y cos A de l'accélération sur la tangente ayant pour expression H^v (}à? 47), il vient
D,T=mD|V.
Cherchons la dérivée du travail par rapport au temps. On a
AT_AT A5 ^t~ ^s^ àt'
suite ce n'est pas la quantité mv* qui se présente dans les théorèmes de mécanique, mais sa moitié ^^; c'est pourquoi nous avons adopté fexpression puissance vive^ proposée par M. Bélanger, professeur à l'École pôlyteobnique, pour désigner la quantité ^.
et par suite
,. AT ,. AT^,. A5 lim^ = lim-xlim-,
ou D J = vhj: = mvDtV.
Si l'on remarque que
mvDtV=Dtl 1,
on a finalement D|T=Dj — J.
Ainsi le travail et la puissance vive sont des fonctions du temps qui ont leurs dérivées égales. Hlais on sait que deux fonctions qui admettent la môme dérivée ne diffèrent que par une constante ; on a donc
Si Ton compte le travail à partir du temps t=o^ et que Ton appelle Vq la vitesse du mobile à cet instant, on devra avoir
0= ht,
dou C=5= ,
et par suite T=
Ainsi, la variation de la puissance vive, pendant un certain temps, est égale à la somme des travaux des forces qui agissent sur le mobile pendant ce temps.
Corollaire I. Quand Vo=o, on a
Ainsi, de quelque manière qu'on s'y prenne, pour imprimer à un corps en repos une vitesse v^ ii faut une quantité de travail moteur égale à la puissance vive.
Inversement, quand v=o, on a
Ainsi, de quelque manière qu'on s'y prenne, pour arrêter un corps en mouvement, il faut une quantité de travail résistant égale à la puissance vive.
Pour faire bien comprendre cette transformation du travail en puissance vive et réciproquement, imaginons deux ressorts à boudin A et B, placés en regard Tun de l'autre; le premier est comprimé, le second ne l'est pas. Une bille est placée contre le premier ressort; on lâche la détente ; le ressort A pousse la bille et lui imprime une vitesse v; la quantité de travail moteur, développée par le ressort,
est égale à la puissance vive communiquée à la bille.
La bille vient frapper le second ressort et le comprime peu à peu jusqu'à ce que sa vitesse devienne null^; la quan-
tité de puissance vive — que possédait la bille est ^ale
au travail résistant développé par le ressort B pendant sa compression. Ce ressort B se détend à son tour et imprime à la bille la vitesse v, et ainsi de suite indéfiniment. Dans le premier cas, le travail se change en puissance vive ; dans le second cas, la puissance vive se change en travail, etc. Ces deux quantités, travail et puissance vive, son^donc équivalentes l'une à l'autre/
132. CoROLLAiEE II. Uu coFps pcsaut, placé au point A, avec une vitesse initiale v^, se meut sur une courbe fixe
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AB \fig. 9B). Le coi*ps est sollicité par deux forces, son poids mg et la réaction normale N de Fig. »3.
la tourbe. La réaction normale N ne développe pa* de travail ; Le poîdfe étant une flMw coâstttttté en grandeur et en direction; sdn travail (n^ 127) est égal à la ftrciB mg multipliée par là projîectioii sur là verticale dé la Courbe AË décrite par lé mobile; ai Ton appelle i cette projection AC, JJrise avec le signe + ou avec le signe — , suivant qu'elle tombé dé haut éri bas oU de bas en haut, le travail dû au poids dii corpfe est représétité parm^jg. En désignant par t) la vitesse au point B, on tt, d'après le théorème précédent,
mgz,
Lorsque la vitesse initiale r?o ©st nulle, cette équation se réduit à
La vitesse au point B est la même que si le corps était tombé de la hauteur AC, en chute libre, c'est-à-dire suivant la verticale. Si Ton itnàginequé le dorps, partant du poiiit A , avec la même vltesàe initiale , suive diverses èbUrbeè AB, AB^ AB^, ..i il aura là même vitesse aux points B, B',B^, ... situés dans un même plan horizontal. Quand le corps descend, lé travail du poids étant positif, la vitesse augmente ; niais quand le corps monte, le travail étant négatif, là vitesse diminue. Supposons, par etemple, le mobile placé ati point A {fig.^9i), sans Vitesse initiale, dur une courbé fermée, située dans un plan ver-
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134. Deuxième question. Considérons un petldule simple placé dans la position verticale OA, et le point matériel animé d'une vitessd initiale Vq ; désignons par l'angle variable AOM, et par z la hauteur AP(/?y. 96); si Ton pose VQ=igh, od à
(1) v'=v^^—igz=ig[h'
N — m^cos0= = — ^ i,
img[h'-'z) mg{r^z)
Quand h est tnoindf é qile le diaraètfe ar, le pendule oscillé de paft et d'autre de la Vêfticalé. Quand h est plus grand que ar, le pendule tourne iùdéfinitiielit.
L'équation (il) donne la tôtision N de là tige t tiettë tension est positive ou négative suivant qu'elle est dirigée vers le centre ou en sens inverse. Lorsque la tige du pendille est rigide, elle peut exercer sur le point M une actiott dans l'un et l'autre sens ; mais quand c'est Un fil flexible» elle lie peut que tirer le point M vers le centre. Dans ce cas* pour que le mobile tourne indôfliliment sur le cercle, il ne suffit pas que h soit plus grand que ar, il faut encore que la tension N reste positive ; comme au point A', pour
2=ar, on a N== ^ — -, la condition est A> — .
Quand la hauteur h est moindre que r, il e^t clair que la tension est toujours positive. Mais quand h est comprise
entre r et —, la tension change de signe au point C pour lequel z= — —; cettç valeur de z étant moindre que A,
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le mobile possède encore au point C une certaine vitesse
v, donnée par la foi*mtile V= ^^ 3~ ^^ ^^ ^^'^ ^^ P^^'^* C la tension devient négative. Si le fil est flexible, le mobile quitte le cercle au point C et se comporte comme un point pesant lancé, à partir du point C, avec la vitesse initiale v^ suivant la tangente au cercle ; il décrit donc un arc de parabole CDE tangent au cercle au point C. On peut remarquer, en outre, que le rayon de courbure de la parabole au point C est égal au rayon r du cercle ; car la tension N étant nulle au point C sur le cercle, on a pour
les deux courbes — = — ocosO.
Quand on fait tourner en cercle un vase contenant de Teau , pour que Teau ne quitte pas le vase à la partie supérieure du cercle, il faut que la vitesse, au point le plus bas, soit plus grande que VSgr.
Voici une autre application de la même question : imaginons que des rails de chemin de fer soient placés sui* ut) plan incliné I (fig. O^ï) et que, à la suite, des rails courbes soient disposés ^\g.9i.
suivant un cercle vertical ; un wagon est placé au point 1 sans vitesse initiale; arrivé en E, il s'engage dans le chemin circulaire. Si Ton appelle h la hauteur AH du point dedépart I au-dessus du point le plus bas A, la vitesse en A sera égale à ^^gh; il est clair que le chemin circulaire ne peut exercer sur le rayon qu'une réaction normale dirigée vers le centre ; pour que le wagon ne quitte pas le cercle,
il faut donc que la hauteur h soit plus grande que — .
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1<^ Un point pesant tombe d'un pdnt donné sans vitesse initiale; au moment où le corps est abandonné à luimême, un second mobile, placé au-dessous du premier sur la même verticale, est lancé de bas en haut avec une vitesse donnée, trouver le point de rencontre des deux mobiles.
2® Un point pesant tombe d'un point donné A sans vitesse initiale ; dans quelle direction faut-il lancer un second mobile, à partir d'un point donné et avec une vitesse donnée, pour qu'il rencontre le premier dans sa chute, et trouver le point de rencontre?
3® Même question, quand le premier mobile est lancé dans une direction quelconque.
¥ Quand une droite coupe en deux points la parabole décrite par un projectile pesant dans le vide, les projections des vitesses aux points d'intersection sur la droite 3ont égales et de sens contraires.
5^ Trouver le mouvement d'un point matériel animé d'une' vitesse verticale donnée, et repoussé par un point fixe proportionnellement à la distance.
6® Trouver le mouvement d'un point attiré par une droite fixe proportionnellement à la distance, et animé d'une vitesse initiale parallèle à cette droite.
7® Un point matériel décrit une ellipse sous l'action d'une force perpendiculaire au grand axe, trouver la loi de cette force.
8® Un point pesant repose sur un cercle vertical et glisse sur un cercle sans frottement, trouver le point où il quitte le cercle.
9^ Trouver le mouvement d'un point matériel sollicité par la pesanteur et par une force dirigée vers un point fixe et proportionnelle à la distance.
COMPOSITION DES FOEGES PARALLÈLES
135. Nous avons dit que les corps sont formés de particules très-petites, que Ton appelle molécules ; ces molécules, que l'on peut réduire par la pensée à de simples points matériels, sont séparées les unes des autres, et Ton se représente l'ensemble des phénomènes physiques en imaginant qu'elles agissent les unes sur les autres par at« traction ou répulsion. L'action mutuelle de deux molécules consiste en deux forces égales et contraires, appliquées, l'une à la première molécule, l'autre à la seconde ; cette double force est dirigée suivant la droite qui joint les deux molécules, et son énergie varie avec la distance.
On dit qu'un corps est solide, lorsque les distances des molécules deux à deux ne varient pas d'une manière sensible sous l'influence des forces extérieures appliquées au corps, pourvu que ces forces ne dépassent pas certaines limites de grandeur. Négligeant ces variations extrêmement petites, on arrive à l'idée d'un corps parfaitement solide, c'est-à-dire d'un système de molécules formant une figure géométrique invariable. Il est clair que, dans la nature, il n'existe pas de corps parfaitement solide ; si petites que soient les forces extérieures qui agis-
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sent sur un corps pour le comprimer ou le dilater, elles modifient les distancp^ de^ molécules, jusqu'à ce qu'un nouvel état d'équilibre s'établisse. Mais, dans la construction des machines, ot) [emploie des matériaux tels que chacune des pièces de la machine n'éprouve pas de déformation sensible et puisse être regardée, par conséquent, comme parfaitement solide. L'état parfaitement solide est en quelque sorte Tétat idéal dont doivent se rapprocher le plus possible les corps dont on fait usage en mécanique. On comprend par là de quelle importance est Tétude des conditions d'équilibre et du mouvement des corps solides. Nous nous occuperons d'abord de la composition des forces appliquées à un corps solide,
136. Nous commepcerons p^r établir un prioeipa dont nous nous servirons fréquemment par la sqit« ; c'i^st qu'on peut déplacer le point ^application d'ttm forçfi n$r la droite suivant laquelle elle agit, pourvu q%£on supgfkose. les deux points <t application réunie po»" une droite rigide et inextensible^ c'est-à-dire parfait^jaaçpt solide. Il est évident d'abord que deu3^ fprçes égales et qpposéea F et — F, appUquéei^ aux deux extrémit4^ d'une barre rigide et rig. ?p. ifiextensible AB [fig* 98), se
1 A font équilibre \ car il n'y a pas
"^ da raison pour que la droite
se meuve dans un sens plat6t qua dans l'c^utre. Celappsé, Suit A (fig. 99) le point d'application d'une force F agis- Fig.^ft. sant suivant la droite indér^
^ } ». , ^ y > finie BA , Nous voulons transporter le point d'application de A en B sur cette droite. Appliquons au point B deux fc^rcQs F et r— F égalea et opposées. Ces deux forces» se
faisant équilibre, ne chaqgent. ri^n à l*état des ahoses ; le^ deux forces F et — F, appliquée^ aux deu^L e^trémité^ A çt B da 1^ droite rigic)^ et inextensible, se faisant équilibre, on peut supprimer ces deux forces; i| ne reste plu^ alors que (a force F appliquée en 6. Ainsi, la fprpe F fippliquée ^n A est remplacée par |a ipême force appliquée en p. C^ déplaperpant du point d'application peut êixe effectué d'un côfé q\x de l.'autre sur la droite suiy^nt laquelle £^git la fprpe.
Composition de forces conoonrenteg appliquées à un oorps solide.
137. ÇQpsi4érQns différentes forces F, F', F... appliquées à de$ pjûifltP A, B, C... d'un corps solide {fig. 100), et supposons que les droites suivant lesquelles agissent ces forces passent par un même point du corps y^^ \
solide. Le corps étant supposé par- / o^ --ê-J|\
faitement solide, les droites OA, OB, / / V^ y^ OC... ont dQs longueurs, invari^r v V^^^-^Vv blés ; c'est comme si ie point était f/^ \ lié à chadun des points A, fi, G... ^ V
pqr une (imite rigide et iuexten- \
sible* D'après ^e que noue avons dit précédemment, on peut transporter le point d'applieatiôi^ d^ h force F de A eu 0, celui de la force F' de B au 0, et ainsi dç çuit^. P# cette manière les forces sont appliquées ^ UQ pème pojut matériel 0; elles admettent une résuH^ute R, que l'pu déterminera comme il a été expliqué précédemment (n^ 92). Soit I le point où la droite suivant Uquelle agit ae^te résuUaote R perce to surface
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du corps; on pourra transporter le point d'application de la force R de en I, et ainsi le système des forces proposées est remplacé par la force unique R, appliquée en un point I du corps solide.
Il peut arriver que le point de concours des droites suivant lesquelles agissent les forces proposées soit situé en dehors du corps solide. Dans ce cas, on imaginera le point réuni invariablement au corps solide; puis, comme précédemment, on transportera au point les points d'application des forces proposées, et Ton prendra leur résultante R. Si la droite suivant laquelle agit cette résultante rencontre le corps en un point I, on .pourra rappliquer en ce point. Mais si la droite ne rencontre pas le corps, il faudra concevoir la résultante R comme appliquée en un point extérieur, uni invariablement au corps solide.
ComposItlMt de deux f6ro«« parallèlM de même sent.
Considérons deux forces parallèles F et F', agis
Fig. 101.
sant dans la même direction et appliquées aux deux extrémités d'une droite ^olide AB (fig. 101). Aux deux extrémités de cette droite appliquons deux forces égales et opposées AG et 6D ; ces deux forces» se faisant équilibre, ne changent rien à l'état du système. Les deux forces F et AG , appliquées au même point A, se composent en une
COMPOSITION Di2S FORGES PARALLÈLES. 177
seule AK, au moyen du parallélogramme CAGK; de même, les deux forces F' et BD, appliquées au point B, se composent en une seule BL, au moyen du parallélogramme DBHL. Les droites AK et BL, étant situées dans le même plan et n'étant pas parallèles, se coupent en un point 0. Transportons en ce point les deux forces AK et BL ; elles seront alors représentées par les droites OK' et OL', égales respectivement à AK et àBL. Décompoisons maintenant la force OK' en deux forces, Tune OG' parallèle à AG, l'autre OC' parallèle à AC; les parallélogrammes C'OG'K', GAGK étant égaux, la force OG' est égale à la force F, et fa force OC' à la force AC. Décomposons de même la force OL' en deux forces, Tune OH' parallèle à BH, l'autre OD' parallèle à BD;. les parallélogrammes D'OH'L', DBHL étant égaux, la force OH' est égale à la force F', et la force OD' à la force BD. Nous avons actuellement quatre forces appliquées au poinVO; les deux forces égales et opposées OC et OD', se faisant équilibre, peuvent être supprimées; il reste les deux forces OG' et OH', qui s'ajoutent et donnent une résultante R égale à leur somme F + F'. Nous pouvons enfin transporter le point d'application de cette résultante au point I, où la droite suivant laquelle elle agit rencontre la droite AB.
On conclut de là que deux forces F et Y' parallèles et de même sens admettent une résultante égale à leur somme y parallèle aux forces proposées et agissant dans la même direction.
Déterminons le point d'application I de cette résultante^ Les triangles semblables AOI, ACK donnent les rapports égaux
IA_IB_ AB F'~T""F+F
Si la droite AB représente la grandeur de la résultante F + F-, les deux parties lA et IB représenteront celles des deux forces F' et F.
Composition de deux forces parallèles de sens contraires.
139. Soient les deux forces F et ¥\ par^llèle^ et de sens coïitraires, appliquées aux deux points A et B [fig, 102). Nous supposons la force F plus grapd^ quQ la. Fig. 102. force F'. Nous pouyons décom-
poser la force F en deux forces parallèles et de m$me seQs,' Tune BC appliquée m point B et égale à F', Tautre éga,lei à F— F' et appliquée en un certain point I situé sur le pro-
lQiîgéii&€a^t de 1^ droite BA> et détermioé par la relation ÏA F^
Ep efatt d'après^ 6^ qw PQUft avons dit, la résultant^ des deux forces BC ^t F ^ F', parallèle^s .et de inêmei seDS, étant égale à leur somme F, et son point d'applicatiûQ dWisapt la droite BU §n dfî.ux parties iaver§çment PTOpor-tionoeil^s au^^ fqrçes, cette, résultante, est 1^ force>, proposée F appliquée ^d A- Ayant aim repiplao^ la force F par los deux forcej 8Ç et f ^¥\ qqu& avons k ûonsidérej Irpis forcer, savoir : les deu?, forqe^ F' e% BC appliquera en B, et la forq^F -^F' appliquée en I. Les dûu^preînièr^^» Qtant égales et oppçiçées, se font équilibre ; QU ptnt h^ «upprinfieri il PW§ re?te seulement la troi- ^ème. Ainiiii les (iem fç^m^ T^ etY\ parallèles et de sens contvçiffs^ §(}if^it^nt tin^ résnltmt^ égah à leur différence ¥ — Y\ parallèle aux forces proposées^ et agissant
dans k mm ik h plu$ gr<mk*
Le point d'application I de la résultante est situé sur le prolongement de la droite RA, dn oOté de la plus grande force, et à une distance t§lle que Vçn ait
lA F^ d'où lAr^ABx ^'
On peut écrire ces rapports sous la forme suivante
lA AB IA4^AB IB F' F^F' F "F'
,, . . lA IB
dOU . g,==:-.
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' Ceci permet de comprendre dans un même énoncé la loi qui détermine le point d'application de deux forces parallèles, de même sens, ou de sens contraires. Dans les deui cas, les distances du point d'application I de la résultante aux points d'application des deux forcées proposées sont inversement proportionnelles aux forces.
Nous avons supposé dans ce qui précède que les deux forces F et F', parallèles et de sens contraires, sont différentes. Lorsque les deux forces deviennent égales, la résultante F — F' devient nulle et son point d'application s éloigne indéfiniment. Nous déniontrerons plus tard que Fig. 103. deux forces égales et parallèles de sens
contraires, mais.non directement opposées, n'admettent pas de résultante.
On a donné à ce système de deux forces le nom de couple {fig. 103).
Composition d'un nombre queloonqve de foreee pà^Uèlee.
140. Considérons différentes forces parallèles et de même sens F, F', F"... appliquées à des points A, A% A'^... d'un corps solide (fig. 104). On cherchera d'abord la résul- ' |,ig. 104. tante des deux premières forces F
et F'; cette résultante R, est égale à leur somme F + F', et l'on déterminera son point d'application I^ en divisant la droite AA^ en deux parties inversement proportionnelles aux forces. On cherchera ensuite la résultante des deux forces R, et F'^; cette résultante Rj, est égale à leur somme
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R, +F'ouF + F' + F'', et l'on déterminera son point d'application I^^ en divisant la droite I^A" en deux parties inversement proportionnelles aux forces R, et F^ En continuant de cette manière, on obtiendra la résultante R de toutes les forces proposées ; on voit que cette résultante est égale à la somme des forces proposées.
141. Nous avons supposé que les forces parallèles sont toutes dirigées dans le même sens. Si les unes agissent dans un sens, les autres dans le sens opposé, on cherchera la résultante R' des premières, la résultante R" des secondes, et la question sera ainsi ramenée à la composition de deux forces parallèles R' et R'' de sens contraires. Quand ces deux forces diffèrent, elles admettent une résultante R égale à leur différence. Quand elles sont égales et non directement opposées, elles n'admettent pas de résultante, et elles forment ce qu'on appelle un couple. Quand elles sont égales et directement opposées, elles se font équilibre.
142. Revenons au cas oii les forces parallèles sont toutes dirigées dans le même sens, et appelons I le point d'application de leur résultante R.
11 résulte de la construction indiquée que la position de ce point est indépendante de la direction commune des forces parallèles, pourvu que l'on ne déplace aucun des points d'application ; car on a obtenu le point I en divisant la droite AA' en deux parties inversement proportionnelles aux forces F et F' ; si l'on change la direction des forces, la position du point I, ne changera pas. On a obtenu ensuite le point I^^ en divisant la droite l.A'' en deux parties inversement proportionnelles aux forces R, et F^ ; la position de ce point est indépendante de la
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diféfction des fol'ces, et Aitisi de s\iitB. Ainsi, quelle tjoe Èiiii la direction des forces pâmllèlès, bn Arrivent loû^ jours au même point d'application 1 de la résultante R. Ce point d'application de Ut résultante ded forces paraiiêtèis, qui est indépendant de la direction commune de ces forèi^, s'appelle le centré des forôè^ pdréUèles.
On peut étendre cette définition du centre des forces parallèles au cas où lés forcés parallèles ne sont pas 1t)utes dirigées dans le mêtofe sens, pourvu qu'elles admetteût uim résultante.
On détermine par l'analyte là position de ce point, à Taide d'un théorème que ûous allons démontrer.
¥lUorème dM moments ^fe« foroeè paraUèles.
On appelle mommt d'une foroe> par rsq^porl à un
plan qui lui est parallèle, le produit de la force par la di-
slàiKce A^ la force au pt^.
OoDsidéro^is d'abord deux forces parallèles ei de Éoéme
sens F et F', et leur résulVânt» R {fig. 105). Des points i>ig. 165. d'applittation de ceé fot^ses abais-
sons de» perpendiculainssfiur an plan MN parallèle aUi[ forces; les modl^ntd dôs deux fondes F et F' par mppori au ^n Mit ^nt iàs produits F K AAS P X BB' i *e moittent de là ^ultaniè «^ RX II'. Nous allons démontrer
qvie fo moment de la résultante ^st égal à la somme des
moments des deux forces proposées.
OOMPOSIflO» DES tfOnCES ^AAaUiÊIiËS. 1 S5
Par le point I menons une droite CD parallèle à la droite à'B', projection de la droite AB sur le plan. Les deux triangles semblables lAG, IBÛ donnent les rapports égaux
AC ÏA Bd"!B-
Le point I étant le point d'application de la résultante, on a
ÏB =
AC
BD
PXAG^P'X
on en déduit
et par suite
Si dans cetti égalité on remplace 'les longueurs AC et BD par les quantités égales
ÀC=CA'— AA'=n'— AA', BD=BB'-DB'=BB'-ir,
il vient
Px(ÎI'-ÂAO=F'x(BB'-ir);
d'où Poti déduit
(1) (F+F')xHWFxAA'+P'XBB'.
Ainsi, le moment de la résultante des deU* forcds parallèles F et F' est égal à la somme des moments de ces deyi forces*
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Pig. ,o«. 144. SupposoDS maintenant
que les deux forces parallèles F et F' agissent en sens contraires, et soit F la plus grande des deux forces [fig. 106). En faisant la même construction que précédemment, on a toujours
AC_IA_P BD~IB~F
et par suite, FxAC=F'xBD.
Si dan& cette égalité on remplace les longueurs AC et BD par les quantités égales
AC— AA'- CA'= AA'- ir, BD = BB'-DB'=BB'-ir, il vient
FX(AA'— ir) = F'X(BB'-ir); d'où Ton déduit
(F— F')Xir=FxAA'-F'xBB'.
Le moment de la résultante est égal à la différence des moments des deux forces proposées.
Mais on peut comprendre ces deux énoncés en un seul. Si Ton regarde comme positives les forces qui agissent dans un sens, comme négatives celles qui agissent en sens contraire , on voit que la résultante R est égale à la somme algébrique des forces proposées, et que le moment de la résultante est égal à la somme algébrique des moments de ces forces.
Ce théorème peut être étendu à un nombre quel
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conque de forces parallèles. Désignons par F, F', P... les forces proposées, affectées chacune du signe + ou du signe — , suivant qu'elle est dirigée dans un sens ou dans l'autre . Leur résultante R est égale à la somme algébrique des forces proposées, ot^ron a
Menons un plan MN parallèle aux forces et tel que les points d'application de toutes les forces et de la résultante soient situés d'un même côté du plan. Si Ton appelle Rj la résultante des deux forces F et F', on a, d'après ce qui a été démontré,
m' de R,==m' de P+ mf de F'.
Si Ton appelle R, la résultante des deux forces R, et F'^ on a de même
m' de R,= m^ de R. + m' de F", et par suite
m^e R;= m* de F -h wï' de F'-t- m' de F'\
En continuant de cette manière, on voit que le moment de la résultante R de toutes les forces proposées est égal à la somme algébrique des moments de ces forces.
146. Nous avons supposé dans ce qui précède que le plan par rapport auquel on prend les moments laisse tous les points d'application d'un même côté. On fera disparaître celte restriction, en convenant de regarder comme positives les perpendiculaires AA', BB',... situées d'un côté du plan MN, comme négatives les perpendiculaires CC%... situées de l'autre côté [jig. 107).
Appelons jz, z-, z'',,.. lés perpendiculaires abaissées des
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fC
points d'application des fonceâ proposées sur le plan HN, perpendiculaires affectées chacune du signe convenable, appelons de même 2 la perpendiculaire abaissée du point d'application I de la résultante, et affectée du signe convenable. Menons un plan M'N' parallèle à MN fi' et à une distance telle que ce plan ■" ^ laisse tous les points d'application
d'un même côté, et désignons par h la distance des deux plans MN, M'N'. Si l'on prend les moments par rapport au plan M^% on a
(1) RX IF==^FX AA"4- F' X B»'-h F" xCC''+...
Mais on a aussi
Si l'on multiplie par h tous les termes de cette égalité, il vient
RxAî=Fx^-f-F'xA-|-F'xA+...
En retranchant Tégalité (2) de l'égalité (1) membre â membre, on obtient l'égalité
RX(n"— A)=FX(AA''— A)-hF'x(BB''-A) +F"X(CC''-A)-h..*
La différence des longueurs qui forme chaque parenthèse est égale à la perpendiculaire abaissée sur le plan MN et affectée du signe -f- ou du signe — , suivant qu'elle est située d'un côté du plan ou de l'autre côté. On a ainsi
RZ=F« + FV-h FV'4-..
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44T. Voici aomment on se sert de ce théorème pour déterminer le centre des force» parallèles. Par un point menons trois plans perpendiculaires entre eux (fig. 108). Appelons x, y, .2 les ùoôrdoùûées du Fig. los.
point d'application A de ia fbrcéï*; x', y', z' celles du point d'application B de la forbe F', etc.; et enfin X, t, 2 celles du point d'application I de la résultante R. Le centre des forces parallèles étant indépendant de la direction des forces parallèle», on supposera que ces forces deviennent parallèles successivement à chacun des plans des coordonnées, et on prendra les naoments par rapport à ce plan. Si Ton rend les forces parallèles successivement à chacun des plans yoz^ zox^ xoy^ et qu'on prenne les moments par rapport à chacun d'eux, on obtient les trois équations
RY=fV+Fy+...
VÏlX:^P^+FV+...,
qiii déterminent les troil coordonnées X, Y, Z du centre d(es foroes parallèles.
La grandeur de la insultante e^ (oonnue et donnée par la relation .
148. Etant dontté tin système de fot^ces parallèles, si la somme algébrique des forces n'est pas nulle, elles admettent une résultante R égale à cette somme. Pour déterminer la position de la droite suivant laquelle agit la résultante, il suffit de prendre les aaotoents des forces par
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rapport à deux plans zoy^ zox parallèles à leurdireclion; ce qui donne les deux équations
... ( RX=Far+FV+...
^ ^ • ( RY=Fy + Fy+...
Les valeurs de X et de Y qu'on en. déduit déterminent une droite parallèle à oz ; c'est suivant cette droite qu'agit la résultante; on peut supposer la force appliquée à un point quelconque de cette droite.
Lorsque les forces proposées ont une somme algébrique nulle, elles n'admettent pas de fésultante; elles se réduisent à un couple ou se font équilibre. Si Ton appelle R' la résultante des forces qui agissent dans un sens, — R' la résultante des forces qui agissent en sens contraire; X' et Y', X" et Y" les coordonnées des points d'application V et F de ces deux résultantes, et qu'on prenne les moments par rapport aux deux plans zoy^ zoxj on a
i R'(X'— X'')=Fa;+F'a:'+...
<^' j R'(Y'— Y'0=Fy+Fy+-...
Quand les deux résultantes R' et — R' sont directement opposées, elles agissent suivant une même droite parallèle à l'axe oz, et l'on a X'=X'', Y'= Y". Les équations (4) se réduisent alors à
Réciproquement, quand ces deux conditions sont remplies, on a
COMPOSITION DES FORCES PARALLÈLES
Les droites, suivant lesquelles agissent les deux résultantes partielles R', — fi', coïncident ; ces deux résultantes sont opposées et se font équilibre. Ainsi, pour que des forces parallèles se fassent équilibre, il est nécessaire et il suffît que la somme algébrique des forces soit nulle, ainsi que la somme de leurs moments par rapport à deux plans parallèles aux forces.
Mais, lor3que l'une au moins des deux sommes de mor ments est différente de zéro, les droites suivant lesquelles agissent les résultantes partielles R', — R' ne coïncident pas, et ces deux résultantes forment un couple.
CENTRES DE GRAVITÉ
449. Les poids des diverses molécules qui eomposent un corps solide sont des forces parallèles et de même sens ; leur résultante, qui est égale à leur swnme, s'appelle ïe poids du i^orps. Le point A application de cette réaul tante, ou le centre de? for<5e& parallèles, porte spécialement le nom de centra de gmvité^
D'après ce que nous avons dit précédemment, il est clair que la-position du centre de gravité dans le corps ne change pas, quand od donne au corps solide diverses positions ; d'ailleurs, on peut remarquer que faire tourner le corps solide, sans changer la direction des forces, revient à changer la direction des forces parallèles par rapport au corps solide supposé immobile. Le centre de gravité d'un corps solide doit donc être regardé comme un point parfaitement déterminé, situé à l'intérieur du corps et indépendant de la position du corps.
150. Nous avons défini la masse d'un point matériel ou d'une molécule. La masse d'un corps est la somme des masses des différentes molécules qui le composent. Lorsque des parties de même volume dans le corps ont des masses égales, on dit que le corps est homogène, et Ton appelle densité du corps la masse renfôinée sous Tunité de volume, c'est-à-dire la masse d'un mètre cube. Ainsi, le poids d'un mètre cube d'eau étant 1000 kilogrammes,
• la densité de l'eau est égale à . Si l'on appelle V le
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volume d'un corps homogène, d sa deqsité, M sa maaseï P son poids, on a
M=rfV, f=mg=^gdy.
Quand un corps est homogène, on peut concevoir sa mass^ cQBime répartie uniformément ot d'une manière centiiiiiç danp tout le \olume occupé par le corps. On a^imile ain^, par la pensée, le corps à un volume continu, ©t on rg^mène la recherche du centre de gravité à une questiop purement géométrique.
liorsqu'un corps a une épaisseur très-petite, si Ton (ait abstraction de cette épf^isseur, o^ assimile le ôorps à une sufface; telle est, par exemple, une feuille de tôle très-mipce. Quand des aires égales ont des ma§3es égales, on dit que la surface §st homogène-
Pe même, lorsqu'un qorps a une épaisseur et une largeur très-petites, gi Ton fait abstraction de ces deux dimensions, on l'assimile à une ligne; tel est, par exemple, uo ûl de fer trèa^mince. Quand de§ longueurs égales ont des masses égales, on dit que la ligne est homogène, Dana ce qui va suivre, uQusi ne considérerons que des corps homogènes, lignes, surfaces ou volumes,
151 . Lorsqu'un corps homogène a un centre de figure 0, il est clair que le centre de gravité coïneide avec le centre géométrique. On peut concevoir, en effet, que le corps soit con^po^ de moléçulea ou de pointa ma- f^* \^'
térielfi égaux m et m', placés deux à deux symétriquement par rapport au Cûnt]:eO (^^. 109). La résultante des poids dcBdeux points matériels m et m!
eât appliquée au milieu de la drpsite mm^^ c'est-à-dire au
Fig. 110.
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centre du corps. Ed opérant de même pour chaque couple de points symétriques, on aura un certain nombre de forces appliquées au point : la résultante totale est donc appliquée en ce point.
De même, lorsqu'un corps homogène a un plan de symétrie P {fig. 110), il est clair que le centre de gravité est situé dans ce plan. On peut, en effet, regarder le corps comme composé de points matériels égaux m et m', symétriquement placés deux à deux par rapport au plan P ; la résultante des poids des deux points matériels m et w'est appliquée au point e, milieu de la droite mm' et situé dans le plan P. On aura ainsi un certain nombre de forces parallèles ayant leurs points d'application dans le plan P ; le point d'application de leur résultante sera aussi situé dans le plan P.
Il résulte de là que le centre de gravité d'une ligne droite homogène est au centre, ou au milieu de la droite ; que le centre de gravité d'un cercle homogène coïncide avec le centre du cercle, et que de même le centre de gravité d'une sphère homogène coïncide avec le centre de la sphère.
Centar* de gravité d'un triangle.
152. Nous ferons remarquer d'abord que le centre de Fig. ai. gravité d'un parallélogramme ho-
mogène coïncide avec le centre du parallélogramme, qui est le point d'intersection des diagonales {fig. 111); on peut dire encore
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que le centre est le milieu de la drc milieui[ de deux côtés parallèles.
^ . , , , ^ d'un triangto.
CoDSiderons maintenant un trian
{fia. 112); joignons le sommet A a . , „ .
.«r. . 1 . *x. n triande formé avec
oppose BC ; partageons la droite AD , , • j ■. ^^ .1 . (. Les poids des trois
en un certain nombre de parties p.
égales; par les points de division D', D'', ... menons des parallèles au côté BC, et par les points B', C, B", C", ... où ces droites rencontrent les deux côtés AB et AG du triangle, menons des parallèles à la droite AD , nous formerons ainsi un certain nombre de parallélogrammes. Le centre de gravité du premier parallélogramme est situé au milieu de la droite DD% qui joint les milieux de deux côtés parallèles; le centre de gravité du second parallélogTamme est situé de même au milieu de la droite D'D", et ainsi de suite. Les poids des divers parallélogrammes étant appliqués en des points de la droite AD, le centre de gravité de leur somme, ou le point d'application de la résultante, est situé aussi sur la droite AD. Supposons maintenant que Ton augmente indéfiniment le nombre des divisions de la droite AD, il est clair que la somme des parallélogrammes a pour limite Taire du triangle ; on en conclut que le centre de gravité du triangle est situé sur la droite AD, qui joint le sommet A au milieu du côté opposé.
De même, le centre de gravité du triangle est situé sur la droite BE, qui joint le sommet B au milieu E du côté opposé AC {fig. 113) ; il se trouve donc au point d'intersection G des deux droites AD et BE. Le centre de gravité devant aussi être situé sur la troisième médiane CF, on en
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centre d u coi'psT En oi conclut que les trois médianes d'un points symétriques, < triangle passent par le centre de appliquées au point gravité. La droite DE, qui divise en pliquée en ce point, ^jeux parties égales les deux côtés De même, lorsqu'u CB et CA du triangle, est parallèle métrie P [fig. 110), ^^ troisième côté AB et en est la
Fjy nn Si moitié; les deux triangles DGE,
AGB sont semWables et donnent les rapports ^aux
GD_DE_1 AG~AB
Ainsi» la distance GD est la moitié de AG, ou bien est le tiers de AD.
On dira donc que le centre de gravité dun triangle est sur une médiane y au tiers à partir de la base.
153. On' peut remarquer que le centre de gravité du triangle coïncide avec celui de trois masses égales placées aux trois sonmaets du triangle. En effet, la résultante des deux forces égales appliquées en B et G est une force double appliquée au milieu Dde la droite BG^/îj^. 114^, Pour Fig. 114. avoir le point d'application de la ré-
, . A sultante de la force simple appliquée
y 4 \ ^^ ^ ^^ ^^ ^^ ^^^^^ douWe appliquée '"' / ^^ , en hy il faut diviser la droite AB, en
/ \ deux parties inversement proportion-
^ ^ ^ neUes aux forces, et paî ooaséqment dans le rapport de 2 à 1 ; le centre de grmté des trois masses égales coïncide donc avec celui du trian^eABG.
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Centre de gravité du pérlniètre d'an triangle.
154. Considérons le périmètre d'un triangle formé avec un fil matériel homogène [fig. 115). Les poids des trois côtés du triangle sont des forces Fig. us.
parallèles appliquées en leurs milieux D^ E, F, et proportionnelles aux longueurs des côtés; il faut trouver le point d'application de la résultante de ces trois forces. Le point d'application H de la résultante des forces appliquées en E et F divise la droite EF en deux parties inverse-* ment proportionnelles aux forças, et par conséquent proportionnelles aux longueurs des côtés AB et AC, ou à leurs moitiés DE et DF; on a donc
HË AB IDE HF'^AC^Dr
Dans le triangle DEF, la droite DH, qtri divise le cdté ÈF tn deux parties proportionnelles atïx côtés DE et W, est bidseètméde l'angle EDP. 11 fatit ensuite composer la force appliquée éfi H et la force appJiqtiée en D; le point d'applic»tiofi delà résultante, ou le centre de gravité cherché, est situ* sur la droite DH. Dé même, le centre de gravité est sittté sfur chactine des bissectrices du triangle DEP, et par conséquent à leur point d'intersection, c'est-â-dire au eentré du éefcle inscrit dans ce triangle. Ainsi, le centre de fftMiié du périmètre dun triangle ùoîndde atee le centre du cercle inscrit dans le triangle qui a pour sommets les miiieuâc des côtés du triangle proposé.
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155. Nous remarquons d*abord que le centre de gravité de l'aire d'un trapèze homogène ABGD [fig. 116) est si- Fig. 116. tué sur la droite EF qui joint les
milieux des côtés parallèles. En effet, prolongeons les côtés non parallèles jusqu'à leur point d'intersection H ; la droite HE, qui va du sommet H au milieu du côté opposé :^ AB, passe par le milieu de la droite parallèle DG. Le triangle HÂB étant la réunion du trapèze ABGD et du triangle HDG, le poids de ce triangle est la résultante du poids du trapèze et du poids du triangle supérieur ; les points d'application des poids des deux triangles étant situés sur la droite HE, on en conclut que le point d'application du poids du trapèze, ou le centre de gravité du trapèze, est aussi situé sur cette même droite EF.
Partageons maintenant le trapèze en deux triangles par la diagonale BD : le centre de gravité 6' du triangle DAB est situé sur la médiane DE, au tiers à partir du point E ; le centre de gravité G'' du triangle BGD est situé sur la médiane BF, au tiers à partir du point F. Si l'on regarde les poids des triangles comme des forces parallèles appliquées en ces points G' et G", le point d'application de leur résultante sera le centre de gravité du trapèze ; on en conclut que le centre de gravité G du trapèze est situé sur la droite G'G", au point où cette droite coupe la droite EF.
On peut déterminer le centre de gravité du trapèze
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d'une manière plus simple, et ceci nous donnera Toccasion d'appliquer le théorème des moments des forces parallèles (n® 143). Appelons a^ib les deux côtés parallèles AB et CD du trapèze, h sa hauteur . Le centre degravitéG' du triangle
DâB est à une distance — du côté ÂB, et à une distance -^
du côté CD ; de même, le centre de gravité G" du triangle
BCD est à une distance- du côté CD, et à. une distance —
du côté AB. Nou3 désignerons par x^iy les distances du centre de gra:vité G du trapèze à ces deui côtés AB et CD. Par le côté AB, menons un plan perpendiculaire au plan du trapèze, et prenons les moments des forces parallèles par rapport à ce plan. Si Ton appelle j9 le poids de l'unité de sarface, les poids des triangles DAB, BCD sont égaux à
^— , ^— , et celui du trapèze à ^^ — .— ^. Les moments
des deux premières forces par rapport à la droite AB, c'està*dire par rapport au plan mené .par cette droite, perpendiculairement au plan du trapèze, sont ^ — X \% - — X-^i
celui du poids du trapèze est ^ L X x; on a donc
Téquation
p(a+b)h ^pah ^^ h ^ pbh ^^ :xh a a 3 a 3 '
OU plus simplement Si l'on prend les moments par rapport à la droite CD,
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c*esi-à<lire par rapport à un plan mené par cette droite perpendiculairement au plan du trapèze, on a de même
(2) ia + 6)y='-^+^^.
Ces deux équations déterminent a; et y« En divisant membre à membre, on obtient la relation
' ' y ô + aa b
Tel est le rapport des distances 6P, GQ du point G aui
deux côtés parallèles du trapèze (fig. H7 ). A cause des
Fig. ai. triangles semblables
DOP c GEP,GFQ, le rapport
Y \ GE _
^y^^ Jg \ gp est ^al au précd-
/, .,., J i ^„ . — A^lV-^--,. dent. On en déduit la construction suivante:
prolongez k noté AB d^une longtieur RK égaie à CD, le eôté CD (fune longueur DL égale à AB, et Joignez KL ; le point G où la droite KL rencontre la droite EF est le centre de gravité du trapèze. Les triangles semblables GEK, GFL donnent en effet
GE EK a "^^
W~ FL
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Centre lie gravité en «{nadrilalère.
157. Soit le quadrilatère homogène ÀBCD {fig. 118). PartageoDs-le en deux triangles par une diagonale BD, et joignons les sommets A et G de ceâ trian* gteB au milieu £ de la base commune BD. Les centres de gravité C^ et G'' de ces deux triangles ABD, GBD sont sur les médianes AE, CE, au tiers de chacune d'elles à partir de la base BD. En ces deux points sont appliquées des forces égales aux poids des triangles et, par conséquent, proportionnelles à leurs surfaces ou à leurs hauteurs, puisque la base BD est commune. Pour avoir le centre de gravité G du quadrilatère, il faudra donc diviser la droite G' G'' en raison inverse des hauteurs ; ces hauteurs étant proportionnelles aux deux parties AP, CF de rauti*e diagonale AC, on doit avoir
GG^_AH CF GG"~CH"*AF
Il en résulte la construction suivante \ Menez les deuxdiaffonales BD, AC du quadrilatère ; joigfnez au milieu E de fune (belles BD les deux sommets oppoàé^ k et G du quch drilatère^ et divisez chacune des droites AE, CE e7i trois
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parties égales ; joignez les premiers points de division G', G'^ à partir du point E ; sur l'autre diagonale AC prenez une longueur AH égale à CF et joignez EH ; le point d intersection G âss droites G 'G", EH esi le cenêre de gravité du quadrilaière.
On suivrait la même marche pour trouver le ceatre de gravité d'un polygone homogène quelconque. A{»è& avoir décomposé le polygone en triangles par des diagoxiales» <m chercherait le centre de gravité de chaque triangle ei on supposerait appliquée en ce point une force proportionnelle à Taire dû triangle ; la question serait ramenée ainsi à la détermination de la résultante d'autant de £Drces parallèles qu'il y a de triangles.
Centre de gravité d'an «re de oerole.
158. Il est évident qu'une circonférence homogène a son centre de gravité au centre du cercle.
Considérons un are homogène ACB {fig. 119). Soit G le Fig. 119. milieu de cet arc ; le diamètre
OG coupant Tare en deux par- ■*f^ ties symétriques, il est clair
^/^ i\ 9"® '® centre de gravité G de ^"i T [\ l'arc de cercle est situé sur ,. 1 '. !, 'Ip ce diamètre. Il s'agit de trou- \ j ver la distance OG. Nous ap-
\ / pellerons / la longueur de
\^^ ^y^ l'arc ACB, p le poids de l'unité de longueur, et nous désignerons par X la distance cherchée OG. Imaginons l'arc ACB divisé en un certain nombre de parties égales , et
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inscrivons dans i'arc une ligne brisée régulière homogène; par le diamètre DE, parallèle à la corde AB qui sous- tend Tare AGB , menons un plan perpendiculaire au plan du cercle et {»*enons les moments par rapport à ce plan; nous dirons plus simplement que nous prenons les mtoments par rapport à la droite DE. Le poids d'un côté quelconque HN de la ligne brisée est appliqué au milieu I de ce côté ; le moment de cette forcot par rapport au diamètre DE, est le produit de la force j» X MN par la perpendiculaire II'; le centre de gravité de la ligne entière estsilué sur le diamètre OC; en appelant /' la longueur de celte ligne, x la distance de son centre de gravité au point 0, et écrivant que le moment de la résultante est égal à la somme des moments des composantes, on a
;>/V=S(;îXMNxnO, ou plus simplement (1) /V=S(MNxir).
Nous transformerons le produit MN X U\ Du point N abaissons une perpendiculaire NN' sur le diamètre DE, et parle point M menons une parallèle MF à ce diamètre. Les triangles OU', MNF sont semblables, comme ayant les côtés perpendiculaires chacun à chacun, savoir : 01 perpendiculaire à MN, ir perpendiculaire à MF et OF perpendiculaire à NF ; ces triangles semblables donnent les rapports égaux
MN_MF 01 ~ U
d'oùj'on déduit
MNxïr^ÔIXMF=OIxM'N', en remarquant que la longueur MF^stégaleàla longueur
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M'NS projection du cAté MN sur le diamètre DE. Si Ton remplace le produit MN X H' par le produit égal 01 X M'N', Téqpation (1) devient
(2) l'x'^% (OIXM'NO.
Le facteur 01, rayon du cercle inscrit dans la ligne brisée régulière, étant commun à tous les termes , le second membre est égal au produit de ce facteur par la somme A'B' des projections des différents côtés de la ligne brisée sur le diamètre DE; mais la projection A'B' de la ligne brisée est égale à la corde AB qui sous-tend l'arc ACB, corde dont nous désignerons la longueur par a. On a ainsi
(3) l'x'=Ol X A^B'«=OI X a.
Supposons maintenant que le nombre des côtés de la ligne brisée augmente indéfiniment ; la ligne brisée & pour li* mite l'arc ACB; le rayon 01 du cercle inscrit dans la ligne brisée tend vers le rayon r du cercle proposé ; on en conclut
(4) lx=rXa,
doù -==T-
Ainsi, le centre de gravité dun arc de cercle est situé sur le rayon qui divise tare en deux parties égales et sa distance au centre est au rayon comme la corde qui sous-tend l'arc est à la longueur de tare.
Cherchons, par exemple, le centre de gravité ^e la demi-circonférence DCJE; on a ici a:ssz^r^ l=nr, d'où ar
OUmUDS DB GiUTRf .
SOS
Centre de gravité d'un leetear.
159. A cause de la symétrie, le centre de gravité d'un secteur homogène OAGB {fig, 120) |est situé sur le dia-
Fig. 120.
mètre OC qui coupe Tare AGB en deux parties égales. Divisons Tare ACB en un certain nombre de parties égales ; par le milieu de chacun des arcs menons une tangente, de manière à former une ligne brisée régulière A'C'B' circonscrite à l'arc ACB. Le secteur polygonal OA'C'B' se compose d'un certain nombre de triangles isocèles égaux, tels que OMN; le rayon OD, qui va du centre au point de contact D, est la médiane de ce triangle; le centre de gravité m, du triangle est situé sur la médiane OD, aux deux tiers à partir du centre. Du point comme centre, avec un rayon OA, égal aux deux tiers du rayon OA, décrivons un arc de cercle A.C^B, compris entre les rayops OA et OB qui limitent le secteur; les rayons OA, OM, ON, OC,... qui divisent l'arc ACB en parties égales, diviseront aussi Tare A^C^B, en un mêipe nombre de parties égales ; le point m,, centre de gravité du triangle OMN, est situé au milieu de la division correspondante. On peut supposer la masse de chacun des triangles concentrée en son centre de gravité ;
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c'est comme si l'on avait des molécules égales m, m,, m^, m„ m^, aWg, distribuées uniformément sur l'arc A.C^B,. Supposons maintenant que l'on augmente indéfiniment le nombre des divisions de l'arc ACB, le secteur polygonal OA'C'B' aura pour limite le secteur OACB ; les molécules égales, distribuées uniformément sur l'arc A^C^B^» et dont le nombre augmente indéfiniment, formeront une ligne matérielle homogène. On en conclut que le centre de gravité G du secteur OACB coïncide avec celui de l'arc de cercle A^CjB^.
Si Ton appelle r le rayon OA, / la longueur de l'arc ACB, a celle de la corde AB et x la distance OG, le rayon
OA, étant égal à -j» l'arc A,C,B, est égal à —, la corde A,B, à -^, et l'on a, d'après la formule démontrée précé-
&« U», VB 1J.W&V0 «U. *«^AA*««»
demment,
d'où x=^.
On demande, par exemple, le centre de gravité d'un
demi-cercle. On fera a=^^r,l=^Tvr ; d'où x=^.
On obtiendrait le centre de gravité d'un segment, en considérant le segment comme la difTérence entre un secteur et un triangle.
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Centre de gr«¥lté d'an prieme triangulaire.
160. Il est évident que le centre de gravité d'un parailélipipède homogène coïncide avec le centre du parai I élipipède.
Soit un prisme triangulaire homogène ABCA'B'C (fig. 131 ). Menons la médiane ÂD du triangle ÂBC ; divisons-la en un cer- Fig. lai.
tain nombre de parties égales; par les points de division , menons des plans c^ parallèles à la face latérale BCC'B' du prisme, et» par les points où ces plans rencontrent les arêtes AB, AC, conduisons des plans parallèles au plan DAA^ nous inscrirons ainsi dans le prisme triangulaire un certain nombre de parallélipipèdes.
Le centre de chacun de ces parallélipipèdes est situé dans le plan DAA% et aussi dans le plan A^B^G, qui divise les arêtes latérales du prisme en deux parties égales ; il est situé par conséquent sur la médiane A^D^ du triangle A,B,C,. Le centre de gravité de la somme des parallélipipèdes est donc situé sur la médiane A^D,, Si l'on augmente indéfiniment le nombre des divisions de la médiane AD, la somnie des parallélipipèdes a pour limites le prisme triangulaire ; on en conclut que le centre de gra- ^ vite du prisme trian-i gulaire est situé sur
Fig. 132.
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la médiane A^D,. Etant situé de même sur ehacune des autres médianes, il coïncide avec le centre de gravité du triangle A,B,C, {fig. 122). On peut dire aussi que le cetrtre de gravité du prisme est au milieu de la droite G'CK qui joint les centres de gravité des bases parallèles du prisme.
CentM de gniTlté d'an prisme qneloo«q«e.
161. Considérons maintenant un prisme q^dconque homogène (fig. 123). A l'aide de plans diamétraui, ou Fig. 138. ^^ divisera en un certain nombre df
prismes triangulaires* Par le point A,, milieu d'une arête latérale AAS menons un plan parallèle aux plans des bases; ce plan coupera le prisme suivant un polygone A.B.C.D., égal aux bases du prisme. D'ajvès ce que nous venons de dire, les centres de gravité des prismes triangulaires ABEA'B'E', BCEB'CEr, CBEC'D'E' coïncident avec les centres de gravitéG,, G,4 G, des triangles A,B,E„ B,C,E„ C.D^E,. 11 faut en ces points appliquer des forces égales am poids des prismes triangulaires; mais ces poids sont proportionnels aux volumes, et par suite aux surfaces des bases A,BjE,, B^C.E, , C,D,E, , puisque lahaateur est la même. Aux centres de gravitéG^,^},, 6, des triangles sont donc appliquées des forces proportionnelles aux aires de ces triangles ; on en conclut que le centre de gravité du prisme coïncidé aveu le centre de gravité G du polygone A.B^C.D,.
Il est évident que les centres de graviié dtB s^^OM pa*
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rallèles sont situés sur une même droite parallèle aux arêtes latérales du prisme. On voit par là que le centre de gravité G du prisme est au miliett de la droite qui joint les centres de gravité G', G*' des deux bases.
Ce théorème peut être étendu à un cylindre homogène quelconque ; car le volume du cylindre est la limite du volume d'un prisme inscrit dans le cylindre, quand on augmente indéfiniment le nombre des côtés de la base, de manière que chacun d'eux tende vers zéro. Les centres de gravité G', G'' des bases du prisme tendent vers les centres de gravité des bases du cylindre, et le centre de gravité du prisme vers celui àa cylindre.
. Ctottlw de ip«^t« d'na tétraèdM.
162. Soit ÂBCD{fig. 124) un tétraèdre homogène. Joignons le sommet A au centre de pjg. ^24.
gravité E de fa face opposée BCD ; divisons la droite AE en un certain nombre de parties égales, et, par les points de division E', E'^ E^\ ..., menons des plans parallèles ftu pian BGD ; ces plans couperont le tétraèdre suivant des triangles FOiy, WOiy', ..., semblables an triangle BCD. Il est évident , à cause de la similitade , qtie les eemires de gravité de ces triangles se^ôt situés en E', E^ , E", . . . , sur la droite AE qui joint le scHfttmet A au centre de gravité E de la base BCD. Par le« points B, C, D' menons des droites parallèles à la
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droite AE jusqu'à leur rencoutre avec le pian BCD, de manière à former un premier prisme triangulaire, ayant pour base supérieure B'C'D'. Par les points B", C'\ D" menons de même des droites parallèles à AE jusqu'à leur rencontre avec le plan B'C'D', de manière à former un second prisme triangulaire, et ainsi de suite. Le centre de gravité du premier prismie est au milieu de la droite E'E, qui joint les centres de gravité des deux bases ; celui du second prisme est de même au milieu de la droite E'^E', et ainsi de suite. Il en résulte que le centre de gravité de la somme des prismes est sur la droite AE. Si maintenant on augmente indéfiniment h nombre des divisions de la droite AE, il est clair que la somme des prismes a pour limite le volume du tétraèdre proposé. On en conclut que le centre de gravité du tétraèdre est situé sur la droite AE qui joint le sommet A au centre de gravité de la face opposée.
De même, le centre de gravité du tétraèdre est situé sur la droite BF, qui joint le sommet B au centre de gravité F de la face opposée ACD (fiff. 125) ; il est donc à Tintersection des deux droites AE, BF.
Soit I le milieu du côté CD ; le point E est sur la droite BI, au tiers à partir du point I; de même le point F est sur la droite AI, au tiers à partir du point I ; les deux droites AE, BF, situées dans un même plan AIB, se rencontrent en un point G. Dans le triangle AIB, la droite EF, qui divise les deux côtés lA et IB dans le même rapport, est parallèle au troisième côté AB et en est le tiers;
Fig. 125.
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l66 deux tiiaogles EGF» ÂGB sont semblables et douDent les r9j)ports égaux
GE_EF_£ AG""AB
la distancé GE est le tiers de AG, ou le quart de AE.
163. On peut remarquer que le centre de gravité d'un tétraèdre coïncide avec celui de quatre masses égales placées aux quatre sommets. En effet, nous avons vu déjà que le centre de gravité de trois masses égales placées aux trois sommets du triangle BCD coïncide avec le centre de gravité E de ce triangle. Pour trouver le point d'application de la force simple appliquée en A et de la force triple appliquée en E, il faut diviser la droite AE dans le rapport de 3 à 1, ce qui donne bien le point G, centre de gravité du tétraèdre.
Genlro de gravité d'one pyvudde.
Une pyramide quelconque peut être décomposée
en pyramides triangulaires par des plans diagonaux. Divisons Taréte SA {fig. 126) en quatre parties égales, et par le premier point de division A^, à partir de la base, menons un plan parallèle au plan de la base; ce plan coupera la pyramide suivant un polygone AtB,C,D,E,, semblable au polygone de base ABCDE. Le centre de gravité de la pyramide triangulaire SABË est situé sur la droite qui joint
Fig. 128.
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le sommet S au ceoite de gi'dtilé de la bdèe ABE, et ûii quart à partir de la base ; il coïncide dO&C avec le centre de gravité G, du triangle semblable A,B,E,. De même, les centres de gravité des pyramides triangulaires SBGE, SCDE coïncident avec les centres de gravité G,, G^ des triangles B.C.E,, C,D,E,. Il faut, en ces points G,, G„ G„ appliquer des forces égales aux poids des pyramides triangulaires ; mais ces poids sont proportionnels aui volumes et par suite aux surfaces des bases, puisque la hauteur est la même, ou encore aux surfaces des triangles Â/B(E„ B,C,E,, C,D,E,. On en conclut que le centre de gravité de la pyramide proposée coïncide avec le centre de gravitié€ du polygone A,B.C,D,E,.
Soit G' le centre de gravité du polygone ABCDE. En vertu de la similitude, le centre de gwvité G du polygone A,B,C,D,E, est stir la droite 66'. au quart à partir de la base. On dira donc, d'une manière générale, que le centre de gravité (f une pyramide homogène quelconqtxe est situé sur la droite qui Joint le ^Olnmef on eenitre de gramti de la base, et au quart à partir de la base.
Ce théorème s'étend évidemment à un cAne.
Il est facile maintenant de trouver le centre de gravité d'un solide homogène quelconque. On décoilaposera le solide en pyramides; on déterminera le centre de gravité de chacune d'elles, et on y supposera appliquée une force égale au poids de la pyramide. Il suffirist ensuite de troa-* ver le point d'application de la résultante d'autant de forces parallèles qu'il y a de pyramides.
Centre de gteTité d'un trono de pjTCtnadie.
165. Si Ton coupe une pyramide par un plan parallèle à la base, on obtient un tronc de pyramide {fig. 127).
Mmftfift*
La droite qui joint le sommet S au oentre de gravité G' de la base supérieure, passe par le centre de gravité G'^ de la base supérieure. Le centre de gravité G, de la pyramide totale est situé sur cette droite, ainsi que le centre de gravité G, de la pyramide supériwre ; le poids de la pyi»mide totale étant la résultante du poids de la pyramide supérieure et du poids du tronc de pyramide, le centre de gravité G du tronc devra être situé sur la droite G.Ggi ou G'G^ On voit par là que le centre de gravité G du tronc de pyramide est situé sur la droite G'G'' qui joint les centres de gravité des deux basée p<iraU6)ed«
Pour déterminer dans qtiel rapport le point G divisera droite G'G*, nous appliquerons le théorème des moments des forces parallèles* Appelons S la surface de la base supérieure, S' cetld de lu hase mfériôttre, xeiy leftdiitoDces du centre de gravité G aux deux bases ; nous désigneron», en outre, par H ta hauteur de la pyramide totale, et par H' celle de la pyramide supérieure* Les volumes des deux pyran^dM élut proportiûmidsàH^ et H'^ et leê poids étant proportionnels aux volumes, on peut représenter les poids des deux pyramides par H^ et H''. Prenons les moments par rapport au plan de la base, et écrivons que le moment du poids de la pyramide totale q)pliqué en G« est égal à la somme des nraments dupoidsi du trcme et du ]^s de la pyramide supérieure appliqués en G et Gj^, nous aurons
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d'où
(1) 4(IP— H>=H*-4Hfl'»+3H^
Prenons maintenant les moments par rapport au plan de la base supérieure ; les deux points d'application G et G^ sont situes d'un côté de, ce plan, le point G, de l'autre côté ; pour appliquer le théorème, nous regarderons les distances des deux premiers points au plan comme positives, celle du troisième point comme négative, ce qui nous donnera TéquatioD
fffH-H'-9j=(ir-H")y-H''Xp
d'où
(2) 4(IP-H'*)y=:H'*-4H'ff + 3ÏP.
Le second membre de l'équation (1) est divisible une première fois par H — H', et l'on a
H*-4HH''-4-3H'*=(H-ff)(ff+ffff+HH'*-3H'*);
le quotient étant divisible une seconde fois par H— H% il vient
H*-4HH'»+3H'*=(H-HT{ir+aHH'+3H'*)»
Si l'on remarque que le second membre de l'équation (2) se déduit du premier membre de l'équation (1) par la permutation des lettres H et H', on écrira de suite
H'*~4H'ir+3H*= (H'— H)'(fl''+2H'H-h3BP).
Les deux équations (1) et (2) deviennent ainsi
4(H^^H'V= (H- HO* (ff -4- 2HH'+3H'*), • 4(H'-H'»)y==(H-H0'(H'»-H2HH'+3tf),
GfiirrfiËS D£ GUAvrrÉ.
On en déduit (3)
X H'+?HH'-h3H'»
y H'*+aHH-|-3ff'
Les surfaces S et S' des bases étant proportionnelles à H* et à H", et par suite les longueurs H et H' étant proportionnelles à /S et à ^^S^ la formule précédente s'écrira
a:^ S + 3^^SS'+3S'
y S'+a|/SS^+3S*
On déterminera, par exemple, le centre de gravité d'un tronc de cône à base circulaire, à Taide de la formule
r*+2rr'+3r*
V*-4-arr'-f-3r" dans laquelle r et r' désignent les rayons des bases.
Ffg. 128.
Centre de gniTité d'une sone.
166. Considérons la zone engendrée par l'arc AB tournant autour du diamètre OD (fig. 128). La portion CD du diamètre comprise entre les plans des circonférences décrites par les extrémités de Tare AB est la hauteur de la zone. Si par le diamètre OD on mène deux plans quelconques , ces plans étant des plans de symétrie, le centre de gravité de la zone sera _ . situé dans chacun d'eux, et par conséquent sur le diamètre OD, qui est leur intersection. Il tombe, en outre, entre les points G et D ; car il est évident que, lorsqu'un corps est placé tout entier d'un même côté d'un
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plan, son centre de gravité est placé aussi de ce cftté du plan ; la zone étant comprise entre les deux plans GA, DB, son centre de gratité sera compris entre les points G et D. Je dis qu'il est au milieu de la droite CD. En effet » divisons la droite CD an un certain nombre de parties égales, et par les points de division E, ES E?,... menons des plans perpendiculaires à CD, ces plans diviseront la zone en un même nombre de parties égales. Le centre de gravité de la zone engendrée par l'arc ÂF est situé sur la droite CE, entre les points G et E ; de même, le centre de gravité de la zone FF' est en un point de la droite EES et ainsi de suite.
Il faut regarder les poids des zones partielles comme des forces égales appliquées, une à chaque division de la droite CD. Il est clair que, si Ton déplace tous les points d'application sur la droite CD, dans un même senfi, on déplacera aussi le point d'application de la résultante dans le même sens. Amenons en G le point d'application qui est entre G et E, en E celui qui est entre E et E', en E' celui qui est entre E' et E^, et enfin en E* celui qui est entre E*' et D; après ce déplacement, le point d'application de la résultante sera en t , au milieu de la droite CE*; il en résulte que le centre de gravité cherché est à droite du point i. Amenons de même en E le point d'application qui est entre G et E, en E' celui qui est entre E et E', en E" celui qui est entre E' et E', et enfin en D celui qui est entre B'' et D ; après ce second déplacement/ le point d'application sera en t\ au milieu de la droite DE; il en résulte que le centre de gravité eÉt à gauche du point i*. Le centre de gravité est donc antre les deux points i et t S qui sont situés de part et d'autre du milieu de ladroiteGD et dont la distance ii' est égale i une division. Si main-^
GfiHlEES DK OBATITÉ. SIS
tçaaat l'on augmente indéfinimeat le nombre des divisionSy l'intervalle ii' se resserrant de plus en plus, on en conclut que le centre de la zone coïncide avec le milieu de sahçmteur CD.
. Par exemple, le centre de gravité de la surface d'un hémisphère est ^u milieu du rayon.
Centre de graTité d*im «eotenr tphérique.
167, Comme dernier exemple, cherchons le centre de gravité du volume engendré par le secteur AOC taurnant autour d'un diamètre OC {fig. 129); il est éyident d abord que le diamètre OC , étant un axe pjg ^^
d^ symétrie, ou Tintersection de ^,
deux plane de symétrie, contient le ^^ l^7^'\. centra de gravité . Du point comme V-rr^t^lrr^-y/^ centre, avec un raypi^ égal aux trois nT j ^» '/^ '
quarts du rayon OA, décrivons une \j/^
sphère; le cône AOB détaphera sur , <>
celte sphère une zone A,C,B,. Décomposons la zone ACB en. un grand nombre de parties équivalentes; les surfaces coniques, ayant pour sommet ie centre de la sphère et pour bases ces portions équivalentes de la zone, diviseront aussi la zone A,C,B. en parties équivalentes, et décomposeront le secteur sphérique en petits volumeséquivalents.
Afin de préciser le raisonnement, nous désignerons par a l'un des éléments de la zone ACB, par <z. I élément correspondant de la zone A^C^B, et par v le petit volume qui a pour base a. Menons un plan tangent çn un point de la petite surface oc, et«ur Je contour de^cetta sui^face prenons XtxÀA points tels, que te pian passant par ces trois points
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laisse toute la surface a à rextérieur ; si l'on remplace la surface a par le premier plan» on augmente le vohune 9 et on éloigne son centre de gravité du centre de la sphère; si on la remplace, au contraire, par le second plan, on diminue le volume v et on rapproche son centre de gravité du centre de la sphère ; on a ainsi deux petits cônes à base plane comprenant le volume v,; les centres de gravité de ces deux cônes sont situés très-près de la surface âc^^ l'un à l'extérieur, l'autre à Vintérieur. Et quand on augmente indéfiniment le nombre des divisions de la zone ACB, les centres de gravité des deux cônes tendent vers un même point limite situé sur la zone A,CiB,. En concentrant la masse de chacun des volumes v en son centre de gravité, on a autant de molécules égales distribuées uniformément sur la surface de la zone A,C,B, ; on en conclut que le centre de gravité du secteur sph^rique coïncide avec celui de la zone A|C,B„ et par conséquent est situé au milieu de la hauteur C,D« de la zone.
Théorèmes de Ovl^n.
Fif. 110.
168. Proposons-nous d'évaluer la surface déente pur une ligne plane AB tournant autour d'une droite XI , située dans son plan {fig^ 130). Inscrivons une ligne brisée dans la ligne courbe. Soit BIN l'un des éléments de la ligne brisée ; la droite MN engendre la surface latérale d'un tronc de cône ; cette swêface a pour mesure la circonférenoe engendrée par le milieu I de MN, T multipliée par le côté MN du trône.
La jBiBrface eagendrée par la iigàe brisée a donc pour «ixpresanMi
!»7rS(MNxIK),
le signe S s'étendant à tous les éléments de la ligi^ brisée. Imaginons que la courbe ÂB et la ligne brisée soient des lignes matérielles homogènes, dont le poids de l'unité de longueur est égal à l'unité ; désignons par / et /, les longueurs de ces lignes, et par y et y^ les distances de leurs centres de gravité à Taxe XTC. Le centre de gravité de la droite MN coïncidant avec son milieu I^ le produit MN X IK est le moment de cette droite par rapport à Taxe X'X ; la somme des moments des divers éléments étant égale au moment du poids total de cette ligne appliquée en son centre de gravité , on a
S(MNxIK)=/.y.,
et par suite la surface engendrée par la ligne brisée a pour expression air /.y, ou /, X '^Tty^^ Concevons maintenant que l'on augmente indéfiniment le nombre des côtés de la ligne brisée, de manière que chacun d'eux tende vers zéro, l'expression précédente aura pour limite / X 37ry. Ainsi, la syrface engendrée par une ligne plane tûumant autofur ^tm a±entué dam son plan est égale à la longueur de cette ligne multipliée par la circonférence que décrit son centre de gravité.
Comme application, cherchons la surface du tore engiendré par un cercle de rayon r tournant autour d'un ax^ situé dans son plan, à une distance a du centre du cercle plus grande que le rayon. D'après (e théorème précédent, la surface de ce isolide a pour mesure la circonfé-
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Feoce %itr du cercle mobile, multipliée par laciroonférence ara décrite par soq centre, c'est-à-dire 47A»*.
169. Proposons^ous maintenant d'évaluer le volurae engendré par une aire plane tournant autour d'un axe X'X situé dans son plan {/îff. 131). L'aire plane est comprise P«- '3ï- entre deux ordonnées AB et CD
perpendiculaires à Taxe; divisons la (droite BD en un certain nombre de parties égales, et par les points de division menons des ordonnées perpendiculaires. Par v~B pit iTT les points M et N, oii l'une deg ordonnées rencontre le contour de Taire, menons des droites MM', NN', jusqu'à l'ordonnée suivante ; le volume engendré par le rectangle MNN'M', étant égal à la dififérence des cylindres engendrés par les deux rectangles MPP'M', NPP'N', a pour mesure
^(MP-NP')XPPS
ou 7r(MP-NP)(MP+NP)xPP'.
La distance IK du centre de gravité J du rectangte
MNN'M' à Faxe XTC est égale à ^^"^^^ ; la quantité
précédente devient donc
aTtMN.IK.PP', ou 27rMNN'M'xIK,
çt Je volume engendré par la somme de^ rectangles a pour expression
37tS{MM'M'XlK). ;
Appelons S l'aire plane proposée, y la distance de son centre de granté à l'axe. S, la somme des rectangles, y, la distance du centre de gravité de cette somme à Taxe, OB a, d'après le théorème des moments, S,y, = S(MNN'M'XlK),
et le volume engendré par la somme des rectangles a pour mesure ^ttS^^^ ou S, X a^iy,. Si l'on augmente indéfiniment le nombre des divisions de la droite BD, la somme S, des rectangles a pour limite Taire proposée S, et le volume engendré a pour limite S X ^Try. Ainsi, le volume engendré par une aire plane tournant autour dun axe situé dans son plan est égal à taire multipliée par la circonférence que décrit son centre de gravité.
Le volume du tore a pour mesure ttt' X aira ou ii^r^a.
Centre de gravité des masses fluides.
170. Nous avons défini le centre de gravité . d'un corps solide : c'est le point d'application de la résultante des poids des divers points matériels qui composent le corps ; afin de trouver cette résultante, il est nécessaire de supposer les points matériels liés invariablement les uns aux antres, c'est-à-dire le corps solide; le centre de gravite est un point parfaitement déterminé du corps solide et indépendant de la position du corps. Considérons maintenant une masse fluide, liquide ou gazeuse ; concevons la masse solidifiée dans la forme qu'elle occupe à un certain moment et cherchons le centre de gravité du corps solide ainsi obtenu, nous aurons ce qu'on peut appeler le centre de gravité de la masse fluide à ce moment. Si la masse fluide change d&forme^ le centre de gravité se déplace lui*^ même à rintérieur.
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171. Proposons-nous d'évaluer le travail de ta pesanteur, quand un corps vient d*une positicMi A k une posilion A' {fig. 152). Appelons p le poids d'une molécule Fig. iVL quekonque m, z sa distance à
un plan horizontal fixe MN, P le poids total du corps, et Z la distance de son centre de gravité à ce plan. En appliquant le théorème des moments des forces parallèles, nous aurons
(1) PZ=Sjt>z,
le signe 1 s*étendaut à toutes les molécules du corps. Après le déplacement du corps, la molécule m vient en m'; soit G' le centre de gravité du corps dans sa nouvelle position ; appelons z' la distance du point m' au plan MN, Z' celle du centre de gravité G', nous aurons de même
(2) PZ'=S/)z'.
Si Ton retranche, membre à membre, l'équation (2) de l'équation (1), en étant de chaque produit ;?z le produit;)^' qui correspond à la même molécule, il vient
(3) P(Z-Z')=Sj»(z-z').
La longueur j2—;2' étant l'abaissement de la molécule m, le produit/? (z — z') est le travail du poids de cette molécule; le second membre est la somme des travaux des poids de toutes les molécules; c'est le travail total développé par la pesanteur. On voit donc que, dans le déplacemeni
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(Tun corps quelconque, la somme des travaux dus aux poids des différentes molécules qui composent le corps est égale au poids total multiplié par le déplacement vertical du centre de gravité.
Le travail total est positif «ou négatif , suivant que le ceatre de gravité s'abaisse ou s'élève; certaines molécules peuvent s'abaisser, d'autres s'élever; le travail de la pesanteur est positif pour les premières, négatif pour les dernièires. Lorsque le ceutre de gravité reste dans le même plan horizontal, le travail total est nul ; il y a, en quelque sorte,, compensation entre les travaux positifs et les travaux négatifs des diverses molécules.
COMPOSITION DES FORCES QUELCONQUES APPLIQUÉES A UN CORPS SOLIDE
172. Dans le premier châpUro de ce livre ^ dom mm sommes occupés de la composition des forées coûcottrÉtités et des forces parallèles; bous nous oceuperons maiatefiattt de la composition d'un système quelconque de forces b^ pliquées à un corps solide et des ecDditâoBS d'équilière. Mais auparavant nous établinms quelques {tfindpes qui nous seront utiles.
Nous dirons qu'un corps solide est libre, lorsqu'on peut le déplacer d'une manière quelconque dans l'espace. Il est évident que, si une seule force agit sur un corps solide libre en repos, elle le fera mouvoir d'une certaine manière. Lorsqu'on fixe un point d'un corps solide (fig. 133), Ftg. 133. ^^ corps ne peut que tourner autour
de ce point. Supposons qu'une seule force F agisse sur le corps en repos.
Si la droite suivant laquelle agit la force passe par le point 0, on pourra transporter la force au point ; alors elle sera détruite par la résistance du point fixe, et le corps restera en repos. Mais, si la direction de la force ne passe pas par le point 0, la force fera tourner le corps autour de ce point d'une certaine manière. Lorsqu'on fixe deux points et 0' d'un corps solide {fig. 134), on fixe par là même la.,droite 00% et le corps n^ peut que tourner autour de cette droite, dans un sens ou dans l'autre. Supposons qu'une seule force F agisse sur
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Ftg. 134.
le corps en repos» Si la direction de la force rencontre f axe en un point I, la force, transportée au point!, sera détruite par la résis* tance de ce point Rxe^ et le corps restera en repos. Si la force F est f &raHèl6À l 'axe 00', comme il n'y a pas de raison pour que le corps tourne dans un sens plutôt que dans l'autre, le corps restera encore en repos ; la force tend simplement à faire glisser le corps le long de Taxe, mouvement qui est empêché par la Tésistance de l^axe.ltens les deux cas précédents, la force est dans un même plan avec Taxe; mais, si la force F n*estpas dans un même plan avec Taxe, c*est*à-dire n'est pas située dans le plan mené par son point d'application A et Taxe 00', il est clair qu'elle fefa tourner le corps autour de l'axe, du côté vers lequel elle est dirigée.
' 1 75. Cherchons les conditions d'équilibre de deux forces F et F' appliquée^ en deux points Â et B d'un corps solide {/îg. 135)» Nous supposerons le corps en repos; dire que les forces se font équilibre, c'est dire pig. 135. qm le corps restera en tepos. Le corps étant en repos, si Ton fixe un ou plUsieufs de ses points, il est clair que le repos ne sera pas troublé et que, par conséquent, Téquilibre subsistera. Fixons le point A, la force F sera détruite par la résistance de ce point fixe ; nous avons maintenant un corps solide ''r ayant un point fixe A et sollicité par une seule force F' ; d'après ce que nous avons dit, pour que le corps reste en repos, il est nécessaire que cette force F' passe par
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le point A. Les deux forces F et F', étant appliquées au même point A, ont une résultante R ; si Ton rend de nouveau le corps libre, cette force unique R, qui remplace les deux forces proposées, fera mouvoir Ip corps et il n'y aura pas équilibre. Il est donc nécessaire, pour Téquilibre, que cette résultante soit nulle, c'est-à-dire ^e les deux forces F et F' soient égales et opposées* Ainsi, ^pour que deux forces se fassent équilibre sur un corps solide libre, il faut que ces deux forces soient égales et opposées.
Cherchons maintenant les conditions d'équilibre
de trois forces F, F', F" appliquées, en trois points A, B, G
d'un corps solide libre [/ig. 156). Le corps étant sup-
Fig. 138. posé en repos, il restera en repos.
p- y^ ^ L'équilibre ne sera pas troublé, si
\/^ g -'--^""N^ ^'^° ^^^ ^^"^ points quelconques / c ^:^~ -pNàF' du corps. Fixons le point C et un l / / point quelconque D de la droite F';
Ny_...^x^ la force F" est détruite par la ré-
^ sistance du point fixe G ; de même,
la force F', que l'on peut supposer appliquée en D, est détruite par la résistance de ce point. Nous ayons actuellement un corps ayant un axe fix^e CD, et sollicité par la seule force F; pour l'équilibre, comme nous l'avons vu, il est nécessaire que la force F rencontre l'axe GD eu un point E, ou lui soit parallèle. En fixant le point G et un autre point D' de la droite F, nous verrons de même que la force F rencontre la droite GD' w un point £' ou lui est parallèle. Ainsi, la force F rencontre les deux droites CD, CD', ou bien rencontre l'une et est parallèle à l'autre. On en conclut que cette force est située dans le plan CDD', et par conséquent que les deux forces F et F sont
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dans un même plan, passant par le point d'application C de la troisième force T\ Mais comme ce point C est nn point quelconque de la droite F*, il en résulte que les trois forées sont dans un même plan. Ainsi, une première condition pour que trois forces se fassent équilibre sur un corps solide libre, c*est que les trois forces soient situées dans un même plan.
Si les trois forces situées dans le même plan ne sont pas parallèles, deux au moins, par exemple F et F (fig. 137), se coupent en un point et admet- ^.^ j,^
tent une résultante R appliquée au point 0. Pour l'équilibre, la force F" doit être égale et opposée à cette résultante R ; elle passera donc aussi par le point 0, et Y on est ramené au cas de y^^^^^K^ trois forces appliquées à un même J/^ ^^^
point matériel (n<* 95).
Si les trois forces sont parallèles, deux au moins, par exemple F et F, seront de même sens et admettront une résultante égale à leur somme ; la troisième force F' doit être égale et opposée à cette résultante.
175. On démontre par des considérations analogues que, lOTsque quatre forces F, F, F*, F" (flg. 138), appliquées à un corps solide, se font équilibre, ces quatre forces sont situées sur une surface réglée du second ordre. Menons une droite MN qui rencontre les trois premières forces, et fixons cette droite. Les trois premières forces étant détruites par la résistance de la droite, il faut, pour l'équi-
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libre, que la force P' rencontra l'axe en un point fi ott ini soit parallMe. Si l'on fait glisser la droite MN sur les trois forces F, F, F', cette droite engendre une surface du seh eond ordre ; la force P\ rencontrant la droite mobile dans chacune de ses positions, est située sur la même surftkoe. La surface du secopd ordre est^ en général, un fayperboloïde à une nappe; les quatre forces P, F» F", F* appartiepinent à un même sjrstènie de génératrices. Si les trois première^ forces sont parallèles à un mèmt plan, la sur*face est un paraboloifde hyperi>olif ue, et k tfaatrièœeferee est aussi parallèle à ce màmeplan*
176. On déduit de ce qui précède plusieurs conséquences importantes. Et d'abord, deux fnrces F et F {fif. ISfk), appliquées à un cwps soKde lil»i) et non situées dans le même pUt», n'admettent pas de résultante unique ; car, si les deux forces F et F admettaient une résultante R, elles seraient tenues M équilibre par la force *^R égale et opposée à R, ce qui egt impossible, puisque les deux forces F et F ne sont pas dans un même plan (nt 474^.
177. Deux forces F et — P, égales, {narallèl^ et de sens Fig. 140. contraires, mais non opposées, ô-^ad-
^g/ mettent pas non plus de résultante
unique. En effet, si les deux forces F et — P étaient tenues en équilibre par une force •— R {fig. 14(^, ces trois forces seraient situées daniS un même plan. Supposons que la force — R ne
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soit pas parallèle aux deux autres forces, les deux forces F et — R se coupant en D, admettent unerésuitante S qui fait un certain angle avec la force F. Cette résultante S rencontre la force — F en un point E, et donne avec elle une résultante S' qui n'est pas nulle; donc if n'y a pas équilibre. Supposons maintenant que la force — R ^it parallèle aux forces proposées; combinée avec la force parallèle de même sens, par exemple avec — F, elle donnera une résultante égale à — (R+F) ; cette résultante, combinée avec la force parallèle F, de sens contraire, mais différente , donnera une résultante — R qui n^est pas nulle; il n*y aurait donc paâ équilibre. Ainsi, deux forces ^ates, pa;raUèles et de sens contraires, mais non directenaent opposées, ne peuvent être tenues en équilibre par uûe seule force; en d'autres termes, elles n admettent pas de résultante unique. On a appelé couple Tensemble de eei^ deux forces (n® 139).
GomposHlMi d'an «ystémcr ^elooimite de ferceii.
178. Après avoir établi ces préliminaires, considérons un système quelconqoe tig. tu.
de forces F, F*, P, P', ... appliquées en différents points A, R, G, D, ... d'un coi^ solide {/Ig. 141). Nous ferons Toit-que l'on peut réduire ces forces, d'abord à trois, puis à rfeui.
Prenons dans le corps trois points arbitraires, non en ligne droite, 0, 0,, 0^, que nous joindrons à chacun des points A, By Ct ... par des lignes droites. Décomposons la
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force F en trois forces, dirigées respectivement suivant les droites OA, O^Â, 0,A. Il suffît pour cela de construire un parallélipipède ayant la force F pour diagonale et ses arêtes dans les directions indiquées ; puis, déplaçant le point d'application de chaque force sur sa direction, transportons ces composantes, la première au point 0, la deuxième au point 0,, la troisième au point 0^. Décomposons de même la force F en trois forces, dirigées suivant les droites OB, 0,B, OJB, et transportons ces forces en 0, 0,, 0,, et ainsi de suite. Nous obtiendrons ainsi trois faisceaux de forces appliquées, les premières au point 0, les deuxièmes en 0,, les troisièmes en 0.. Les forces appliquées en ont une résultante B^ , les forces appliquées en 0, ont une résultante B,, et de même les forces appliquées en 0, ont une résultante B,. Le système des forces proposées est ainsi remplacé par le système des trois forces B,, B,, B,, appliquées en trois points arbitraires 0, 0,, 0, du corps solide.
Nous avons décomposé la force F en trois forces, dirigées suivant les droites OA, O^A, 0,A; cette décomposition est possible toutes les fois que le point A n'est pas situé dans le plan des trois points 0, 0^, 0,; car alors les trois droites forment un trièdre, et Ton peut construire le parallélipipède dont la diagonale est F. Si le point A était situé dans le plan 00,0,, sans que la force F y fût elle-même, on déplacerait le point d'application de la force F sur sa direction, de manière à l'amener hors du plan. Si la force F était située dans le plan, on la décomposerait en deux fnrces dirigées suivant les droites OA, O^A, à l'aide d'un parallélogramme.
COMPOSITION DES FORGES APPLIQUÉES A UN CORPS SOLIDE
forces R„ R„ R„ appliquées en trois points arbitraires 0, 0^, 0,. Voyons maintenant comment on réduit ces trois forces à deux. Soit OL (fig. 142) la droite d'intersection dti plan mené par le point ^ ^^^ et la force R,, et du plan mené ^ par le point et la force R,. Pre- / nons un point 0' arbitrairement sur cette droite. La force R., située dans le premier plan, peut être . décomposée en deux forces, dirigées suivant les droites 00^ ,0'0., à Taide d'un parallélogramme ; nous transporteronsces deux composantes, Tune au point 0, l'autre au point 0'. De même, la force R,, située dans le second plan, peut être décomposée en deux forces, dirigées suivant les droites 00^, O'O,, et nous transporterons ces deux composantes, Tune en 0, l'autre en 0'. Nous avons maintenant trois forces appliquées au point 0, et deux appliquées en 0'; les trois premières ont une résultante R, les deux autres une résultante R'. De cette manière, le système des trois forces R^, R,, R,, et par conséquent le système des forces proposées, est remplacé par le système des deux forces R, R'. Si les deux forces R,, R, étaient situées dans un même plan avec le point 0, on mènerait par le point une droite quelconque ÔL dans ce plan.
180. Il y a une infinité de manières de réduire le système des forces proposées à deux résultantes. Nous remarquons d'abord que, sans déplacer les points d'application et 0' des deux résultantes, on peut faire varier ces deux résultantes. Concevons, en effet, que l'on appliqueaux deux
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extrémités de la droite 00' {fig. 143) deux forces %ales et
Fig. la. opposées /et— /"/ les deux forces R
j:^^ et /, appliquées en 0, donnent une
->*' réjBultante S j le« deux forces R' et
— f^ appliquées en 0', donnent une
résultante S' ; le système des deux
forces R, R' est ainsi remplacé par
le système équivalent des deux
forces S, S'. La résultante S' est
située dans un plan déterminé, le plan mené par le point
et la force R'.
Le point d'application de la première résultante est un poiiit arbitraire du corps solide; laissant ce point fixe, on peut déplacer le point 0' à volonté sur la droite O'S', et par conséquent danp le plan OO'R'.
'^81. En général, les deux résultantes R et R', auxquelles on ramène toutes les forces proposées, ne sont pas situées dans un même plan ; dans ce cas, comme nous l'avons vu n** 176, ces deux forces n'admettent pas de résultante unique ; en d'autres termes, îl est impossible de tenif en équilibre, avec une seule force, ces deux résultantes ou le système des forces proposées. Ainsi, de quelque manière qu'on s'y prenne pour opérer la réduction des Iforces, on n'arrivera jamais à une résultatifte unique. Examinons le cas oii les deux résultantes R et R', auxquelles on ramène les forces proposées, $ont situées dans un même plan. Si ces deux forces ne sont pas parallèles, elles se rencontrent en un point I {fig. 144), et donnent une résultanteunique S appliquée au point L
Fig. 144.
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Si ld6 deux ré»Ut«nte9 soBt parallèle, mm étt» égaies et de âe»s contraires, elks admetteal aussi une résultatite unique. Lorsque les deux r^sultaates sont parallèles, éga« las et de sens contraires, elles n'admettent pas de résul* tante unique et elles forment un couple* Eafin,^quand les deui^ résultantes sont égales et directement opposées, ell^ se font équilibre.
Telles sont les diverses ciroonstanœs qui se présentent dans la composition des forces appliquées à un torps so*^ tide.
182. Â Taide de ce qui précède, il nous est facile de trouver les conditions d'équilibre d'uû système de forces appliquées à un corps solide.
Supposons d'abord le corps solide libre dans l'espace. Si fon r&mètw lés forées proposées à deux résultantes, eomfnô nous l'avons expUqué, la condition nécessaire et suffisante pmxr que tes forces proposées se fassent équi-^ UAré sur le corps solide libre, if est que ks deux réml-- Êontes êoient émules et opposées (n^ 1 75).
Supposons maintenant le corps solide assujetti à tourner autour d'un point flxe« Si Ton prend ce point fixe pour point d'application de l'une des résultantes R, cette force R étant détruite par la résistance du point fixe, il est né« eesstireet ilsuffit^ pour l'équilibre, que l'autre résultante R'.pfissé ausdi par ce point {n^ 172). Les deux résultantes étant appliquées au point fixe admettent une résultante unique passant en ce point. Ainsi, la condition nécessaire et suffisante pour que des forces se fassent équilibre sur un corps solide ayant un point fixe^ c'est que ces forces se réduiseM à une résultante unique passant en ce point. Cette
252 LIYSE m. ÉQUILIBRE ET MOOTEMimT DES STSRÈBfiS.
résultante unique est la pression que supporte le point fixe. Enfin, lorsque le corps solide est assujetti à tourner autour d'un axe fixe, on peut prendre un point de Taxe pour point d'application de Tune des résultantes. Cette pre^ mière résultante étant détruite par la résultante du point fixe, il est nécessaire et il suffit pour l'équilibre que l'autre résultante soit située dans un même plan avec l'axe (n® 172). Ainsi, la condition nécessaire et suçante pour que des forces se fassent équilibre sur un corps ayant un axe fixe, c'est qit elles se réduisent à deux résultantes, tum appliquée en un point de taxe, fanUre située dans un même plan avec taxe.
Komeat d*nne fotoe par rapport à nu «la.
183. Les conditions d'équilibre, que nous venons de donner, nécessitent la détermination deà deux résultantes; on pourrait y arriver par une construction synthétique ; mais, en général, il pst plus commode de traduire ces constructions géométriques par des équatioos analyti-^ ques. Quelques notions nouvelles nous sont nécessaires pour cela.
Lorsque plusieurs forces sont situées dans un même plan, on appelle mormnt de chacune.des forces par uapport à un point du plan le produit de cette force par la perpendiculaire abaissée du point sur la force. Ainsi, le moment de la force F par rapport au point est le pro-r duit de cette force par la perpepdiculfiire OD,abftispée du point sur la direction de la force (fig. 145)* Le ipomeal est égal au double de l'aire du triangle OMA, lequel a pour sommet le point et pour base la droite MA qui représente la force. Si l'on prend OM pour base, le double.de
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l'aire de ce triangle a aussi pour me^ Pig. us.
sure le produit de la bsuse OM par la hauteur du triangle, qui est égale à la projection MA' de la droite MA sur une droite MX perpendiculaire à OM. Ainsi, on peut dire que le moment de la force F appliquée en M, par rapport au point 0, est le produit de la distance OM par la projection MA' de la force sur une droite perpendiculaire à OM.
Lorsque plusieurs forces appliquées au point M sont situées dans le même plan, il convient de donner des signes aux moments. Si l'on regarde le point comme un point fixe» chacune <ies forces tendra à faire tourner le plan autour du point dans un sens ou dans l'autre. Menons par le point M une droite X'X perpendiculaire à OM et projetons les forces sur cette droite, il est clair que les forces qui se projettent dans la direction MX font tourner dans un sens, et que celles qui se projettent dans la direction MX' font tourner en sens contraire. Si l'on regarde les premières projections comme positives, les autres comme négatives, on conviendra de donner au moment de chaque force le signe de sa projection. D'après cela, le moment de chaque force est égal, en grandeur et en signe, au produit de sa projection par la distance OM.
184. Cela posé, considérons deux forces F et F' appliquées à un même point matériel M (/?y. 146) ; leur résultante R est représentée par la diagonale MG du parallélogramme construit sur les longueurs MA et MB qui représentent les deux forces proposées. Le moment de chacune de ces forces par rapport à un point quelconque 0,
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Fig. 146. pp jg j^2is Id plan du pai^allélçgraoame» est égal,^ cpmme noue {'jalons vu, au produit dô la projection de la force mr 4e droite X'Xperpendi6Ulair« à OM parla distance OM. Mais on sait que kt projeo^ lion de la résultante R est égale à la Somme algébrique des protections des deux forces F et F' ; on en conclut que k moment de la résultante est égal à la somme algébrique iks mopnents des deux composantes.
Lorsque le point est situé sur la résultante, la résultante ayant son moment nul, les moments des deux forces F et F' sont égau^t et de signes contraires.
185. On appelle moment d'une force par rempart à une droite ou axe quelconque le produit de la projection de la force sur un plan perpendiculaire à Taxe par la plus courte distance entre la force et l'axe. Soit F uqe force appliquée au point M; OZ, un axe quelconque {fig. 147) :
par le point M menons un plan P perpendiculaire à Taxe; projetons la force F sur le plan P, et du point 0, où le plan P coupe Taxe, abaissons une perpendiculaire OC sur la force F, , projection de la force F ; cette droite OC est qgale et parallèle à la perpendiculaire cpmmune KB entre la force F et Taxe 0Z> et mesure la plus courte distance de ces deux droites. Le moment de la force F par rapport à Taxe OZ est le produit et sa projection F, sur le plan P par la plus courte distance OC ; on voit que le moment est le lûèmeque celui delà projectionF.par rapport au point 0.
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Il convient de donner uneigne^au moment. Imaginons que Taxe OZ et le point d application M de la force fassent partie d'un corps solide assujetti à tourner autour de l'axe: on regardera comme positives les forces, qui tendent à faire tourner le corps dans un sens ; coipme ni^a- ItveSy celles qui. tendent à le faire tourner en sens contraire* Si Ton décompose la force F en deux forces^ Tune F, perpeadiculaire à l'axe, l'autre F^ parallèle à l'axe, cette dernière tendant simplement à faire glisser le corps le long de l'axe, et étant détruite par la résistance de Taxe, on n'aura à tenir compte que de la force F» ; ainsi la force F produit la même rotation autour de l'axe OZ que sa projection F, sur un plaii perpendiculaire. D'après cela, nous pourrons affecter les moments des forces autour de l'axe OZ des mêmes signes que les moments de leurs projections par rapport.au point 0.
Nous reniarquons que le moment de la force F par rapport à Taxe OZ ne peut être nul que de deux manié* res, soit que la projection F, soit nulle, ce qui a lieu quand la force est {)arallèle à l'axe» soit que la plus courte distance soit nulle, ce qui a lieu quanti la force rencontre Taxe ; en un mot, le moment d*ûne force par rapport à un axe est nul, quand la force est dans un même plan avec Tax^.
1 86. Considérons deux forces F et t' agissant sur un point matériel M, et appelons R leur résultante. La projection R, de la résultante sur le plan P perpendiculaire à l'axe OZ est la résultante des projections F, et F\ des deux forces proposées. Mais nous avons démontré (n® 184) que^ dans le pian P, et par rapport au point 0, le motnent de la résultante R, çst égal à la somme algébrique des mo-
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ments des deux forces F. et V\; on en conclut que, par rapport à Taxe OZ, le moment de la résultante R est ^al à la somme algébrique des moments des deux forces proposées F et F'.
Ce théorème peut être étendu à un n(»nbre quelconque de forces appliquées à un même point matériel, et nous dirons que le moment de la résidante, par rapport à un axe quelconque, est égal à la somme algébrique des moments des composantes.
187. Considérons maintenant un système de forces F, F', F", ... appliquées en différents points d'un corps solide. Nou$ avons expliqué (n^ 178) comment on ramène dV bord toutes ces forces à trois résultantes R,, R^^, R„ appliquées en trois points arbitraires 0, 0^ 0» du corps. Pour cela, nous aTons décom^posé la force F, appliquée en A, en trois forces dirigées suivant les droites OA, O^A,0,A. Nous remarquons que la projection de la force F sur un axe quelconque est égale à la somme algébrique des projections de ses trois composantes, et que le moment de cette force, par rapport au même axe, est égal à la somme algébrique des moments de ses trois composantes. Nous avons transporté ces composantes sur leurs directions. Tune en 0, l'autre en 0,, la troisième en 0,; il est clair que, quand on 'déplace le point d'application d'utie force sur sa direction, sa projection, ou son moment par rapport à un axe quelconque, ne changent pas. Nous avons ensuite cherché la résultante R^ des forces appliquées en 0, la résultante Rj. des forces appliquées en 0,, et la résultante R, des forces appliquées en 0, ; la projection de chacune de ces résultantes sur un axe quelconque est égale à la somme des prajections de ses composantes, et de même
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le moment de chacune de ces résultantes, par rapport au même aie, est égal à somme des moments de ses composantes. U résulte de là, !• que la somme des projections des trois résultantes R,, R^, R^ sur un axe quelconque est égale à la somme des projections des forces proposées ; 2^ que la somme des moments des trois résultantes, par rapport au m^e axe^ est égale à la somme des moments des forces proposées.
Nous avons ramené ensuite (n** 179^) les trois forces R,, Rj, R, à deux résultantes R, R'. Pour cela, nous avons décomposé chacune des forces R, et R^ en deux composantes, dans le plan passant par cette force et le point 0, déplacé ces deux composantes sur leurs directions pour les amener, l'une en 0, l'autre en 0', puis composé les trois foifces appliquées en et les deux forcés appliquées en 0', ce qui donne les deux résultantes R et R'. Or, ces opératicms, oomme nous l'avons vu, ne changent, ni la somme des projections, ni la somme d^ moments. De là, on coi^clut les deux théorèmes suivants :
Théorème I. Quand un sy^ème de forces appliquées à un corps solide a été réduit à deux résultantes, la somme des projections des deux résultantes sur un axe quelconque est égale à la somme des projections des forces proposées.
THÉ(»tiiE II. La somme des moments de ces deux résultantes, par rapport à un axe quelconque, est égale à la somme des mmnents des forces proposées.
188. Voyons ce queileviennent ces théorèmes, quand les forces proposées se font équilibre sur le corps solide (n« 182). Si le corps solide est libre, les deux résultantes étant égales et opposées, leurs projections sur un axe
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qoelcoïKiue sont égales et de signes contraires; leurs moments, par rapport au même axe, sont aussi égaux et de signes contraires. Ainsi :
GoRoujjRi; I. Lorsque cks forces se, fat^t équilibra, m un corps solide libre dans f espace, 1® la somrm de lew^ projections sur un aa^e gMelco^ue est 'mile; ^'^ la somm de leurs moments, par rapport à un ax^ qmlçQnqw, iM
Lorsque le corps solide a nn point fixe, les forées admettent une résultante uni(|ue passant en ce point; te moment de cette résultante, par rapport à un axe quelconque mené par ce point, est nul, car la plus courle distance de la force à Taxe est nulle. Il en résulte :
GoB<>i>LAiilt U* Léorsiqu^, des forces se fotd éfuiHbfe ^tr tmQ(Mrps9aHd/^a$f(mtunpoiH$^e,hsom^ d4s force^^pw rappoTl à un axe quokonfue passtmipm le point fixe, e»t nuU»*
Loraque le corpa solide a od axe fixa, tes fonee» m réduisent À deux résultan tea, l'iliie appliquée m un point de l'axe, l'autre située dant un même plan aveo l'uxe^ Le momoDt de la première résultante, par rapport à Taxe fixe^ est nul ; le moment de la seconde résultante est oui aussi. Cela est évident, quand elle rencontre Taxe ; lorsqu'elle est parallèle à Taxe, sa projection sur un plan perpendiculaire à Faxe étant nulle, son moment est encore nul. Ainsi :
GoRoUiàiRE ni. Quand des forces se font équîHbre sur un eeirps solide ayantun axe fixe, la somme de leurs moment», par rapport è Faxe fixe, est mdk.
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189. Nous pouvons maintenant, à l'aide de ce qui précède, établir par des équations les conditions nécessaires et suffisantes pour l'équilibre des forces appliquées à un corps solide. Supposons d'abord le corps solide libre dans respàce.Par lin point arbitraire de l'espace, menons trois axes rectangulaires Oœ, Oy, Oz (fi>g. 148). Appelons «, h, c les angles que la force F fait avec Fig. m.
les axes, x, y y z les coordonnées de son ' point d'application, p, q, r les plus courtes distances de cette fjprce aux axes. Appelons de même a', b\ c' les angles que la fbrce F' fait avee les axei^ etc. Si les forces se font équilibre, la somme des projections sur chacun des axes étant nulle, ainsi que la somme des moments^ par rapport à chacun d'eux, on a les six équations
!2;(Fcosa)=o, ( S(FsinflX/>) = o,
S(Fcosô)=o, (2) j s(Fsin*X5^i=o, S(Fcosc)=o, ( 2(FsincXr)=o,
en dennant à chaque mmoentle signe convenable.
La réciproque est vraie : quand des forces, agissant sur un eorpB solide libre, vérifient ces six équations, il y a équilibre . En «ffèl, on peut réduire toute» ces forces à deux résultantes R et R\ dont l'une soit appliquée au point 0. Appelons A, B, C les angles que fait la première résultante avee lei^axes, A', B^ Coeux que fait la seconde résultante. La sémme des projeotions des deux résultantes sur chacun des trois axes est égale à la somme des projections
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des forces proposées. Ces dernières sommes étant nulles par hypothèse, on a
R cos A + R' cos A'= o , RcosB + R'cosB'=o, RcosC + R'cosC'=o;
on en déduit
cosA cosB cosC R^
cosA' cosB' cosC ""ï*
Le nouveau rapport
J^cos* A H- cos* É -h cos* C
±|/^cos* A'+ cos'B'+cos*C'
formé avec les trois premiers, est égal à chacun d'eux;
•Dr
on prendra — 1 , puisque le quatrième rapport — ^ est
négatif. On a ainsi
R'=R, cosA'=— cosA, cosB'=— cosB, cosC'= — cosC,
ce qui apprend que les deux résultantes sont égaies et de sens contraires.
La somme des moments des deux résultantes, par rapport à chacun des axes, est égaie aussi à la somme des moments des forces proposées ; ces dernières sommes étant nulles par hypothèse, les premières le sont également. La résultante R passant par le point 0, son moment par rapport à chacun des axes est nul ; il en résulte que le moment de la seconde résultante R', par rapport à chacun des axes, est nul. Mais on sait que, lorsque le moment d'une force par rapport à un axe est nul, cette force rencontre Taxe ou lui est parallèle ; il peut arriver que la force R' soit pa-
GOMPOSmOll DES FORCES APPLIQUEES A ON CORPS SOUDE. '241
ralièle à l'un des trois axes ; mais alors elle rencontrera les deux autres, et passera par leur point d'intersection 0. Les deux résultantes R et R', qui sont égales et de sens contraires, étant appliquées au même point 0, se font équilibre. Ainsi, quand des forces, agissant sur un corps solide libre, vérifient les six équations (1), ces forces se font équilibre.
190. Supposons actuellement que le corps solide ait un point fixe 0. Menons par ce point trois axes rectangulaires Ox, Oy, Oz. Si les forces proposées se font équilibre, la somme de leurs moments, par rapport à chacun des axes, est nulle, et Ton a les trois équations
S(Fsin«X/>) = 0,
(2) S(FsinôXy) = 0,
. S(FsincX/') = 0.
La réciproque est vraie : quand des forces, agissant sur un corps solide ayant un point fixe 0, vérifient les trois équations (2), il y a équilibre. En effet, on peut réduire ces forces à deux résultantes, dont Tune R soit appliquée au point 0. En vertu des équations (2), le moment de la seconde résultante R% par rapport à chacun des trois axes, étant nul, cette force R' passe par le point ; les deux forces R et R' se réduisent ainsi à une résultante unique appliquée au point fixe 0, et il y a équilibre.
191 . Considérons enfin le cas où le corps solide a un axe fixe. Prenons un point quelconque de cet ?Lxe pour origine des coordonnées, et cet<axe lui-même pour axe des z. Si les forces proposées se font équilibre , la somme de
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leurs moments, par rapport à Taxe fixe, est nulle, et roii A réquatioD
(3) S(FsincXr)=0.
Réciproquement, quand l'équation (5) est Vérifiée, il y a équilibre ; car si Ton téduit les forces proposées â deux résultantes, dont l'une R soit appliquée au point de Taxe fixe , en vertu de l'équation (3), le moment de l'autre résultante R', par rapport à Taxe O2, étant nul , cette force sera située dans uti même plan avec Taxe, et par conséquent il y aura équilibre.
En résumé, les conditions nécessaires et suffisantes pour l'équilibre des forces appliquées à un corps solide, s'expriment par six équations, quand le corps solide est libre; par trois équations, quand le corps solide a un point fixe; et enfin par une seule équation, quand le corps solide fit un axe fixe.
19â< Les équations (9) des moméms tmfBrïnéûi les plus courtes distances des forces à chacun des trois axes ; inftis il est clair que chaque force est définie complètement par les coordonnées X, y, z de sou point d'application M(figA 49), sagrandeurF, et les angles a, b, t qu'elle fait avec les axes; on doit donc pouvoir exprimer les moments de chaque force à Taidedes quantités que nous venotis d'énumérer.
Il est nécessaire de faire une convention sur les signes à donner aux moments. Par rapport à Faxe Qx^ neus re-
Pig. 149.
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garderons comme positifs les moments des forces qui tendent à faire tourner le corps autour de cet axe de Oy vers Oz; cottime négatifs, les moments des forces qui tendent à faire tourner en sens contraire. Par rapport à l'axe Oy, notls regarderons comme positifs les moments des forces qui tendent à faiï*e tournet* le corps autour de cet axe de 0^ vers Ox. Par rapport à Taxe Oz^ nous regarderons conime positifs les moments des forces qui tendent à faire tourner le corps autour de cet axe de Ox vers Oy.
Construisons le parailélipipède rectangle dont la diagonale est OM; les trois arêtes OA, OB, OC de ce parailélipipède, affectées des sigties convenables,, sont les coordonnées du point M. Décomposons la force F en trois composantes F^ =Fcosû, Fa=Fcosô, F3=Fcosc, parallèles aux axes; le moment de la force F, par rapport à cbacun des axes, est égal à la somme des moments de ses trois composantes. Évaluons les moments par rapport à Taxe Ox, Laforce F, étant parallèle à Taxe, son moment est nul. La fbi'ce F^ est perpendiculaire à l'axe Ox; la perpendiculaire commune entre celte force et Taxe est la droite AL, qui, afffectée d'un signe convenable, est la coordonnée y; la valeur absolue du moment est donc celle du produit F, X y. Bi la force F^ et la coordonnée y sont positives, comme Tindique la ligure, on voit que la force tend à faire tourner le corps autour de Taxe Ox de Oy vers Oz; le moment est positif, et égal à F< Xy ou Fycosc. Il est clair que, si la force F, change de signe, elle tend à tare tourner le corps en sens contraire, et que par conséquent le signe du moment change également. De même, si la coordonnée y change de signe, la force tendant à faire tourner le dorps autour de Taxe en sens contraire, le moment change de signe. On en conclut que le moment de
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la force F„ par rapport à Taxe Ox, est exprimé dans tous les cas parFy cos c, avec le signe convenable. La force F, est perpendiculaire à l'axe Ox; sa plus courte distance est âK ou z. Quand la force F, et la coordonnée z sont positives, on voit que la force tend à faire tourner le corps autour de Taxe Ox de Oz vers Oy; le moment est n%atif ; il a pour valeur, dans tous les cas, — Fz cos b. Ainsi, le moment de la force F, par rapport à Taxe Ox, a pour expression F (y cos c—z cos 6). On verrait de même que le moment, par rapport à Taxe Oy, est F {z cos a — x cos c), et par rapport à Taxe Oz , F ( a: cos 6 — y cos a ), De cette manière, les trois équations (2) s'écrivent sous. la forme
/ SF(ycosc — zcosôy=:0,
(4) I sF(zcos« — a:cosc)=0,
( lF(xcosb — ycosa)=0.
TravaU vlrtael.
193. Nous avons démontré directement (n® 187) que, lorsqu'on réduit à deux résultantes un système de forces appliquées à un corps solide^ la somme des projections des forces proposées sur un axe quelconque est égale à la somme des projections des deux résultantes, et que de même la somme des moments des forces proposées, par rapport au même axe, est égale à la somme des moments des deux résultantes. Ceci est pour ainsi dire évident, et c'est à Taide de ces deux théorèmes fondamentaux que nous avons établi les équations d'équilibre. On a coutume de déduire ces deux théorèmes de la considération du mouvement virtuel, et du travail correspondant des forces.
Lorsque les points d'un système sont liés entre eux d'une certaine manière, on appelle mouvement virtuel tout dé-
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placement possible, c'est-à-dire compatible avec les liaisons du système. Considérons, par exemple, un seul point matériel ; si ce point est libre, tout déplacement dans une direction quelconque est un moment virtuel. Si le point matériel est assujetti à rester sur une surface ou sur une courbe donnée, tout déplacement sur la surface ou sur la ôourbe est un moment virtuel.
194. Dans ce qui suit, nous supposerons les déplacements ou les mouvements virtuels très-petits, et nous prendrons les travaux élémentaires des forces pour ces déplacements très-petits. Reprenons la définition du travail dans le cas général (n® 125), c'est-à-dire lorsque la force est variable et que le point d'application décrit une courbe AB (fig. 150). Nous avons inscrit dans la courbe une ligne polygonale d'un très-grand nom- rig. no.
bre de côtés très-petits : soit MM' l'un des côtés, F la valeur de la force au point M, a l'angle qu'elle fait avec la tangente MT, a, l'angle qu'elle fait avec la direction du côté MM' ; nous avons appelé travail élémentaire de la force F, pour le déplacement très-petit MM', le produit
FxMM'Xcosa,,
et travail de la force , pour le déplacement AB, la limite de la somme des travaux élémentaires.
Afin de donner aux théorèmes un sens plus précis, il convient de modifier la définition du travail élémentaire : en désignant par A^ le temps, que le mobile met à parcourir l'arc MM ', et par v la vitesse du mobile au point M,
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vitesse dirigée suivant la tangente MT, nous appellerons travail élémentaire de la force F, pendant le temps trèspetit A^^ le produit
Fvcosa.A^.
C'est le travail qui aurait lieu si^ pendant la temps àh la force était constante et le mouvement rectiligne et uni^^ forme ; car, si le mobile se mouvait d'un mouvement rectiligne et uniforme avec la vitesse v qu'il a au point M* il décrirait sur la tangente MT une longueur MM\ égale à vHt : à ce déplacement correspond un travail FvAt cos a, la force étant supposée constante. Cette modification dans la définition du travail élémentaire n'apporte aucun changement dans la définition du travail total ; on peut dire encore que le travail de la force F, pour le déplacement AB, est égal à la limite de la somme des travaux élémentaires.
195. Pour le faire voir, nous nous serviroiis d'un théorème qui est d'un usage fréquent en mathématiques, c'est que la limite de la somme d'un nombre très-grand de quantités très-petites, dont chacune tend vers zéro et dont le nombre augmente indéfiniment, ne change pas quand on remplace chacune de ces quantités par une a«tre dont le rapport à la première a pour limit0 l'unité. Soient
deux suites de quantités positives qui se Qorresponilent deux à deux. On sait que la valeur de la fraction
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e8t uae moyenne entre les valeurs des fractions a a' cf
c'est-à-dire est comprise entre la plus petite et la plus grande de ces fractions. Nous supposons que, lorsque les quantités a, a', é y... b. II, W tendent vers zéro, tandis que leur nombre augmente à l'infini, chacun des rapports (2) tend vers Tunilé; il est clair quale rapport (1), qui est compris entre le plus grand et le plus petit des préeédentp, t^nd aussi vers l'unité. Si dona l'une de» deux sommes
a une limite, l'autre aura la même limite.
Nous avons déflqi le travail de la force F, pour le déplacement âB du point d'application, la limite de la somme
S(F.MM'cosa,).
Considérons la somme
S(Fwcosa.A#).
l»e rapport d'un terma de la première somme au terme correspondant de la seconde eet
i^ MM^ cos«, ^ V ' A/ ' eosa '
quand bkt tend yers aéro, pe rapport a pour limite l'unité. Les deux gommçs ont dope la même limite.
Revenons aux raouveipents virtuels. Nous impri
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mons à un système de points matériels un dépiaceipent virtuel très^petit pendant le temps A/; soit MM' le dépia* cernent du point matériel M (fig. 151 ). La limite du rap-
'**• '**• port — T— , quand A^ tend vers zéro, est la r/ "^ A^
vitesse virtuelle v du point M, vitesse dirigée ^ suivant la tangente MT ; le travail élémen- ^ taire ¥v cos a/it, tel que nous venons de le
définir, est ce que nous appellerons le travail virtuel de la force F agissant sur le point M ; c'est le travail de la force F supposée constante pour un déplacement MM\ égal à vA/, suivant la tangente.
Nous avons démontré (n^ 128) que, pour on déplacement rectiligne quelconque, le travail de la résultante de plusieurs forces appliquées à un même point matériel est égal à la somme des travaux des composantes. Ge théorème s'applique évidemment aux travaux virtuels.
197. Nous avons démontré ensuite (n^ 136) que Ton peut déplacer le point d'application d'une force sur sa direction. Nous allons faire voir que ceci ne change pas le travail élémentaire de la force. Soit AB (fig. 152) une Pic. iw. droite de longueur invariable, à la-
quelle on fait éprouver un déplacement quelconque, et que Ton transporte de la position AB à la portion *» voisine A'B' pendant le temps A^.
Menons par le point A' une droite A'B. , égale et parallèle à AB; on peut concevoir que la droite a été d'abord transportée parallèlement à elle-même, d'un mouvement de translation, de la position AB à la position parallèle A'B«, et qu'ensuite elle a tourné autour d'un axe mené par le
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point A' perpendiculairement au plan B,A^B', pour venir dans la position A'B'. Sur la droite BB, prolongée prenons
une longueur BD, égale au rapport -^ ou -— , c'està-dire à la vitesse moyenne AC, du point A; à partir du point D„ sur une parallèle à la corde B,B', prenons la
B B' longueur D,E^ égale au rapport -j-j, et joignons BE,.
A cause de la similitude des deux triangles BB,B', BD,E,, la droite BE, sera sur le prolongement de BB', et
BB
Ton aura BE, = -r- , c'est-à-dire que la droite BE, représentera la vitesse moyenne du point B. Faisons maintenanl tendre At vers zéro : les droites AC, et BD,, égales et parallèles, ont pour limite des droites AC et BD égales et parallèles {/tç. 153); l'angle A'B^B' devenwt droit, la droite D^E^ a pour limite une droite DE Fig. isa.
perpendiculaire à AB. Les droites AC etBE b^ représentent les vitesses v et v' des points A etB; la projection de la droite BE sur la droite BA est égale à la projection de la ^k^ droite BD, plus la projection de la droite j \ DE. Cette dernière projection étant nulle, ^^ ^ puisque la droite DE est perpendiculaire à BA, Il en résulte que la projection de la droite BE est égale à celle de BD, et par conséquent à celle de la droite AC. On conclut de là que, lorsqu'une droite se meut d'une manière quelconque dans FespacCy les prçjections des vitesses de deux points quelconques A etB de la droite sur la droite elle^-même sont égales.
Supposons qu'une force F, agissantsuivant la droite BA, soit appliquée en A ou en B ; appelons a et « le3 angles
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que font avec la droite BA les vitesses AC et BE des points A et B, les projêctiong de ees vitesses sur la droite BA étant égales, op a
t7cosa=t;'cosa'; si Ton multiplie ces deux quantités égales par FAl^ on a les deux produits égaux
Fucosûç . A/=:Ft^'cos«'. A^.
Aiofd, le tmvail élémentaire de la force F reste le même, que la force soit appliquée en A ou en B^
198. Pour réduire à deux résultantes un système de forces appliquées à un corps solide, nous avons décomposé chacune des forces proposées ei^ trois autres, dirigées suivant les droite^ qui joigaent le point d'application à trois points 0, 0,, 0, pris à volonté dans le corps solide, puis déplacé le point d'appficatioQ dp chacune des composantes sur sa direction, et réuni les composâtes appliquées en chacun des points 0, 0,, 0,; nous avons ensuite réduit ces trois résultantes à deux par des opérations analogues. Imaginons que Ton imprime au corps solide un déplace* ment quelconque dans l'espace ; les opérations précédentes n altèrept pas la somme des travaux élémentaires; on ei^ conclut :
Thé5rème m. Lorsquon réduit à deux résidantes un système de forces appliquées à un corps soHde, la somme des travaux élémentaires de ces deux résultantes est égaie à la somme des trmaax élémentaires des forces proposéesy quel que soit le déplacement du corps solide dans tespaœ.
199* Ce théorème comprend, comme cas particuliers, les deux théorèmes let II {n^ 187). Godcevons d'abord que
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Top doûue au corps solide un mouvement de translation rectiligne et uniforme, parallèlement à une droite ou axe quelconque; tous les points du corps auront la même vitesse V parallèle à cette droite; si l'on appelle a, d, é ..* les angles que font avec Taxe les forces proposées F, F', F'^ ..., A et A' ceux que font les résultantes R et R' avec cette même droite, et si Ton écrit que la somme des travaux élémentaires des deux résultantes est égale à la somme des travaux élémentaires, des forces proposées,. on aura
RcosA.uA^+R'cosA'.t;A^=SFcos<ï.t)A^,
ou, en divisant tous les termes par vbi^
Rcos A + R' cos ^'s=SFcos a.
Ainsi, la gomme des projections des deux résultantes sur une droite quelconque, est égale à la somme des projections des forces proposées.
200. Concevons maintenant que Ton fasse tourner le corps solide autour d'un axe fixe OZ [fig . 1 54) , d'un mouvement uniforme, avec la vitesse an- ^^^ gulaire w. Le point d'application M de la force F décrivant un cercle de rayon OM dans le plan P perpendiculaire à Taxe, sa vitesse est per- / pendipulairç à OM dans cjb plan P. y j '^'' ./ Décomposons la force F en deux Ij forces , Tune F, parallèle à Taxe, l'autre JF, perpendiculaire.; le travail élémentaire de la fopceF0çtégi^l à la somme des travaux élémentaires de ses deux composantes ; la force F, étant perpendiculaire à la vitesse, sop travail egt nul : il reste à évaluer le travail, de la force F,. Abaissons du point une perpendiculaire OC
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sur la force F,, et supposons celte force appliquée en (î ; la vitesse du point G étant dirigée suivant GF, et égale à ®X OC, le travail élémentaire de la force F.est F.wXOCx A^ ou F,xOCX«A^ Ainsi, le travail élémentaire de la force F pendant le temps A^ est égal à Tangle de rotation toA^, multiplié par le moment de la force par rapport à Taxe.
On regarde la vitesse angulaire de rotation « comme positive ou négative, suivant que le corps tourne autour de Taxe dans un sens ou dans l'autre ; pour que la relation précédente entre le travail élémentaire et le moment subsiste dans tous les cas, on adoptera la même convention pour le signe du moment.
Si Ton écrit maintenant que la somme des travaux élémentaires des deux résultantes est égaie à la somme des travaux élémentaires des forces proposées, et si l'on supprime le facteur commun <a^t, on en conclut que la somme des moments des deux résultantes est égale à la somme des moments des forces proposées.
201 . La considération des mouvements virtuels permet de comprendre dans un seul énoncé les conditions d'équilibre d'un corps solide, que ce corps soit libre, ou qu'il soit assujetti à tourner autour d'un point tixe ou d'iin axe fixe. Lorsque le corps solide est libre dans l'espace, s'il y a équilibre, les deux résultantes sont égales et opposées; on peut les supposer appliquées au même point ; alors il est évident tjue leurs travaux élémentaires sont égaux et de signes contraires, quel que soit le déplacemaitdu corps solide; donc la somme des travaux élémentaires des forces proposées est nulle. Lorsque le corps solide est assujetti à tourner autour d'un point fixe, les forces proposées^ pour se faire équilibre* doivent se réduire à une résultaate
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unique appliquée au point fixe; le travail de cette réâul-tante ^étant nul pour tout déplacement du corps autour du point fixe, on en conclut que la somme des travaux élémentaires des forces proposées est. nulle. Enfin, lorsque le corps solide est assujetti à tourner autour d'un axe fixe, les forces doivent se réduire à deux résultantes, Tune appliquée en un point de l'axe, l'autre située dans un même plan avec l'axe. Le seul mouvementvirtuel ou possible est une rotatioa autour de Taxe, dans un sens ou dans l'autre : la premièrerésultante, appliquée à un point fixe, a un travail nul ; la seconde, rencontrant Taxe ou étant parallèle à Taxe, a aussi un travail nul ; donc la somme des travaux élémentaires des forces proposées est nulle. Ainsi, on peut énonoer dans tous les cas le théorème suivant :
Théorème IY. Lorsque des forces se font équilibre sur un corps solide^ librCy ou assujetti à tourner autour dunpointou dun axe fixe y la somme des travaux élémentaires des forces est nulle pour tout mouvement virtuel dun corps solide.
â02. La réciproque est vraie : lorsque la somme des travaux élémentaires est nulle pour tout mouvement.vir^ tuai, les forces se font équilibre sur \% corps solide. Considérons d'abord le cas où le corps solide est assujetti à tourner autour d'un axe fixe : il n'y a qu'un mouvement Tirtuel, la rotation du cor|)6 solide autour de l'axe fixe, dans un sens ou dans l'autre; si l'on réduit les forces proposées à deux résultantes, dont l'une soit appliquée en * un point pris à volonté sur l'axe, la somme des travaux élémentaires de ces deux résultantes étant nulle, ainsi que le travail de la résultante R appliquée au point fixe 0, le travail de la seconde résultante R' e$t nul aussi. Pour
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cela, il faut que la force R' soit perpendiculaire à là vitesse virtuelle de Son point d'application 0\ et par conséquent soit située dans le plan normal au ôercle que décrit le point 0'. Ce plan normal passant par Taxe fixe, on voit que la résultante R' est dans un même plan avec Taxe; ainsi, il y a équilibre. ,
Supposons maintenant que le corps solide ait uti Çoifll file ; réduisons les forces proposées à deux résultantes dont Tune R soit appliquée au point 0, le tratVail élémetltaire de TàTître résultante R' sera nul pour tout déplacement du corps solide autour du point 0. Le point d'àppiitîation 0' de cette seconde force se meut feur la sphère décrite du point comme Centre avec 00' pour rêiyon, mais dans une direction quelconque, et il y a utié iilflmté de mouvements virtuels. La force R', ayant un travail élémentaire tiul, est normale à toutes les courbes tVacées par le point 0' sur la sphère; elle est donc nôrtîiàlé à celte sphère et pat consé(iuent dirigée suivant le râyôri 00' ; ainsi il y a équilibre.
Lorsque le corps solide est libre dans l'espace, tous les déplacements sont possibles. Après avoir réduit leë fdfces à deux résultantes R et R^ imaginons que Ton fasse tourner le corps autoiif du point d'application de h première résultante d'une manière quelconque, norus en conclurons, comme précédemment, que la seconde réâttltanle R' passe aussi par le point 0/ Je dis maintenant que ces deux résultantes sont égales et opposées ; autremfèût, elles admettraient une résultante unique ety ^ dépla^nt le point sur cette résultante, on aurait un triiVail diffirent de zéro. Ainsi,
Théorème V . Lorsque des forces agissent sur un cèrps so-
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Ude, libre^ ou assujetti à tourner autour d'un point ou atim axe fixe y et que la somme de leurs travauoù élémentaires est nulle pour tout mouvement birtuel du torps solide^ il y a équilibre.
Équilibra d'an corps solide «'appuyant contre un plan fixe.
203. Lors(ju'im corps fiolide* eoUicité par différentes forces F, F', ..i, s'appUie par tiû point A qôntré ufl plaû très-résistant et parfaitement poli, le plan exercé contre le corps une réaction normale appliquée feu point A ; si cette réaction normale, que nous déiignferons par N,, tient en équilibre les forces F^ F', * ^ *, <5es forcée admettroât une résultante unique R, égale el opposèa à la force N. Quand - dette Condition est remplie, la réeultantô R est détmite par la résistance du plan, et il y à équilibre. Ainsi) la condition nécessaire et suffi^smte poi^ que deê forées se fttômit équilibre iurun eorpM solide qui s'appuie pair un point contre tm plan rigide et parfaitement poli, e'est que ces forces ne déduisent à urie tésultante unique^ passant pur le point d appui ^ normak aùplari^ et appuyant le corps contre le plan.
GonsidéVons, par eiëmple, un corpspesant reposant par un point A sur un plan horizontal (fiq. 155)* Ce corps est sollicité par son poids P appliqué» en ^^ ^^^ .
sap centre de gravité; la condition d'é- j,
, quilibre, o'est que la terticale abaissée ^,_|^
du centre de gravité G passe par le /^ ^1 >.
-pcdnt d'appui A. Quand cette condition vT ] y^
est Templie^ la force P, passant par le — — ^^ ]j^
point A et normale au plan, est dé- ^^
truite par la résistance du plan. Il est clair que le corps exerce sur le plan une pression égale à son poids P.
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204. Ceci nous doDDe l'occasion de distinguer deux sortes d'équilibre, l'équilibre stable et l'équilibre instable. On dit que l'équilibre est stable, lorsque le corps, dérangé très-peu de sa position d'équilibre, tend à y revenir. Dans le cas contraire, on dit que l'équilibre est instable. Pour en montrer un exemple, considérons un cylindre elliptique homogène, reposant par une arête latérale sur un plan 'horizontal. Le centre de gravité G du cylindre coïncide avec le centre de l'ellipse qu'on obtient en coupant le cylindre en deux parties égales par un pian perpendiculaire aux arêtes. On peut se borner à considérer cette eUipse reposant par un point A sur une droite horizontale. Le rayon GA devant être vertical et par conséquent perpendiculaire à la tangente en A qui est horizontale^ le point de contact A est l'un des quatre sommets de Tellipse. Nous ferons voir que, lorsque le point de contact est l'un des sommets du petit axe AA' [fig. 155), l'équilibre est stable ; mais que, si, au contraire, le point de contact est l'un des sommets du grand axe, l'équilibre est instable. Supposons d'abord que l'ellipse repose sur le plan par un des sommets du petit axe. Quand on dérange l'ellipse de sa position d'équilibre, la perpendiculaire GH {fig. 156)^ Fig. 156. abaissée du centre de gravité sur le
pian horizontal, étant plus grande que le fayon GM, qui est lui-même plus grand que la moitié GA du petit axe, le centre de gravité G s'élève. Si Ton abandonne ensuite le corps à luimême, le centre de gravité tend à redescendre, et le corps revient à sa position primitive, qu'il dépasse en vertu de la vitesse acquise, et de part et d'autre de laquelle il oscille. Donc l'équilibre est^stable.
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SuppQSOQS maintenant que Tellipse repose sur le plan horizontal par une des extrémités B de son grand axe {fig. 157), Quand on dérange le corps de sa position d'équilibre, la perpendiculaire GH Fig. is?.
étant plus petite que le rayon 6M qui va du centre au point de cont£^ct, et ce rayon étant plus petit que la moitié GB du graad axe, le centre de gravité 6 s'abaisse. Si Ton abandonne ensuite le corps à luimême, le centre de gravité tendant à descendre, le corps ne reviendra pas à sa première position ; il s'éloignera encore davantage, et se rapprochera d'une position d'équilibre stable. Ainsi, quand l'ellipse repose par le sommet Bt il y a équilibre instable.
. 205. Lorsqu'un corps solide s'appuie par deux points A et B contre un plan [fig. 158), le plan exerce sur le corps deux réactions normales JN,N', appli- Fig. i58.
quées en A et en B; ces deux réactions parallèles ont une résultante N +N' appliquée en.un point I de la droite AB.
Si la force N+N' tient en éqpiiUbre les autres forces qui agissent sur le corps solide, ces dernières forces admettront une résultante unique, égale et opposée à la force N + N'. Par exemple , un corps pesant, qui repose par deux points A et B sur un plan horizontal, sera en équilibre, si la verticale abaissée du centre de gravité G rencontre la droite AB en un point I situé entre les deux points A et B. Il est facile de calculer les pressions partielles que le corps exerce contre le plan, en A et B; il suffit de décomposer le poids P du corps en
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deux forces parallèles appliquées, l'une en A, l'autre en B. On a
ib"^ia"ab-
206. Lorsqu'un corps solide s*appuie par trois poinU A, Bf G contre un plan (fig^ 159). le plan exerce sur le Fig. 1S9. ^^''P^ ^^^^ réactions xiormales N, K , N"
^c appliquées en ces trois points; ces réy'7 \ actions ont une résultante égale à leur /'' ^l/^""^\ somme N + N' + N" a(^liquée en un ^£'rjr-I-----IV::4i po^^* ^ situé à Tintérieur du triangle ^ ABC. Pour Téquilibre, il faut donc
que les autres forces qui agissent sur le corps selido aient une résultante unique, normale au plan, passant par un poin tlintérieurau triangle ABC, et appuyant le corps contre le plan. Par exemple, un corps pesant, reposant par trois points A, B, G sur un plan horizontal, sera en équilibre, si la verticale abaissée du centre de gravité tombe à l'inté* rieur du triangle ABC. Voyons comment ae réparti! Im pression aux trois points d'appui. Prolongeons la droite AI jusqu'à sa rencontre en K avec le côté BC ; décomposons la pression totale P appliquée en I en deux forces parallèles, 1 une N appliquée eo A, l'antre N, appliquée enK , à Taide des relationa
IK~Al'^AK"
Nous décomposerons ensuite la force N^ en deux forces parallèles W etW appliquées en B et G. Nous remarquons
COHPOSntON DES fORCCS APPLIQUÉES A UR CORPS SOLIDE. 259
quer les deux longueurs IK et AK Èoni proportionnelles aux aires des triangles BIC, BAC/ce qui donne
Ji P^
BIC~BAC
Il en résulte que^ si Ton représente la pression totale par l'aire du triangle ABC, les pressions partielles supportées par les points A, B, C sont proportionnelles aux aires des trianglesBIC, CIA, AIB.
207. Quand le nombre des points d'appui surpasse irois, si l'on forme un polygone convexe, ayant pour sommets certains points d'appui, et comprenant tous les autres, pour que le corps soit en équilibre, il faut que les forces proposées admettent une résultante unique, normale au plan, passant à l'intérieur de ce polygone convexe, et de plus appuyant le corps contre le plan. On trouve dans ce cas q^e la répartition des pressions est indéterminée.
Supposons, par exemple^ qu'il y ait quatre points d'appui A, B, C, D, formant un quadrilatère convexe {fig. 160). Soit I le poinVoù la résultante perce p,^ ^^
leplan;joignonslepointAaupointI et prolongeons cette droite jusqu'en un point E, situé à l'intérieur du triangle BCD ; nous pouvons décomposer la pression totale P en deux forces parallèles, l'une N appliquée en A, l'autre N, appliquée en E ; cette dernière, à son tour, se décomposera en trois autres appliquées aux trois points B, C, D. On voit qu'en faisant varier la position du point E, on peut effectuer la décomposition d'une infinité de
200 LIVRE m. ÉQUIUBIIE ET MOUVENENT DES SYSTÈMES.
manières. Celte indéterminalion tient à l'hypothèse de la solidité parfaite; dans la nature» les corps ne sont pas parfaitement solides, et la répartition des pressions se fait d'une manière déterminée qui résulte de leur constitution moléculaire.
208. Nous avons dit que, lorsqu'un corps pesant repose sur un plan horizontal par plusieurs points A, B, C, D, la condition d'équilibre, c'est que la verticale du centre de gravité perce le plan horizontal en un point I situé à l'intérieur du polygone convexe A^GD. L'équilibre est stable ; mais on conçoit que l'équilibre ait un degré plus ou moins grand de stabilité. Voici comment on évalue le degré de stabilité. Supposons qu'on veuille faire tourner le corps autour du côté BG ; le moment du poids P du corps solide, par rapport à l'axe BG, est égal au produit de ce poids par la perpendiculaire IH abaissée du point I sur le côté BG; pour qu'une force puisse faire tourner le corps autour de BG, il faut que son moment, par rapport à BG, soit de sens contraire et au ippins égal à celui du poids P; c'est pourquoi le produit P X IH est appelé moment de stabilité ^BiT rapport au côté BG. Il en est de mêipe par rapport à chacun des autres côtés. Le degré de stabilité générale du corps solide sera indiqué par le plus petit moment, c'esl-à-dire par le moment relatif au côté le plus rapproché du point I ; c'est autour de ce côlé qu'il est le plus facile de faire tourner le corps.
CHAPITRE IV
PROPRIÉTÉS GÉNÉRALES DU MOUVEUENT DBS SYSTÊUES.
209. On se représente les corps comme composés de molécules ou de points matériels agissant les uns sur les autres; l'action qui s'exerce entre deux molécules consiste en deux forces égales et opposées, appliquées, l'une à la première molécule, l'autre à la seconde molécule; c'est une loi générale de la nature que Ton énonce souvent en disant que l'action est égale à la réaction. Lorsque cette double force tend à rapprocher les molécules, on dit qu'il y a attraction ; lorsqu'elle tend, au contraire, à les éloigner, on dit qu'il y a répulsion. Outre ces forces intérieures qui s'exercent entre les diverses molécules composant le système considéré, des forces extérieures peuvent encore être appliquées à différents points de ce système. Une force extérieure appliquée à un point du système provient des actions qui s'exercent entre cette molécule et celles d'un autre système placé à une certaine distance du premier.
Nous appellerons m la masse d'un point matériel quelconque du système, x^ y, z ses coor- p. ^^^ données par rapport à trois axes rectangulaires fixes. Il est clair que le mouvement de chaque point matériel est produit par l'ensemble des forces, tant extérieures qu'intérieures, qui agissent sur ce point ; si donc on désigne par F l'une quelconque de ces
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forces, et par a, b^ c les angles qu'elle fait ayec les axes, on a les trois équations (n^ 102)
/ mD,*a:=SPcosa, (1) j mD,«y=2iFco8*,
( mD|*j5=:I!Fcosc,
le signe 2 s'étendant à toutes les forces qui agissent sur le point considéré. On aura trois é(|uations de même forme pour chacun des points matériels du système proposé.
On peut faire entre ces équations diverses combinaisons qui fassent disparaître les forces intérieures*
MoaT«mMit da centre de grwwM.
Si Ton ajoute membre à membre les équations de la forme
mDr'a:3=rSFcosa,
qui se rapportent au mouvement de la projection de chaque point sur Taxe ox; si Ton ajoute de même celles qui se rapportent à Taie oy, puis celles qui se rapportent à Tais oz, on obtient les trois équations suivantes :
!S mD,*a:=î ^ F oos a, SmD,*jB=]^Fcosc.
Le signe S dans le premier membre s'étend à toutes les molécules du système ; le signe 2» ^^^^ ^^ second membre, à toutes les forces qui agissent sur les diverses molécules. Les actions mutuelles que les molécules du système exercent les unes sur les autres étant des forces deux à deui égales et opposées, leurs projections sont égales et de signts
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contraires, et, par conséquent, se détruisent dans les seconds membres des équations (2). Ainsi, les trois équations (2) sont indépendantes des forces intérieures ; elles ne dépendent que des forces extérieures. Ces forces extérieures, comme nous Tayous dit, proviennent des actions qui s'exercent entre certaines molécules du système proposé et les molécules des corps extérieurs.
211. On peut énoncer ces équations de plusieurs manières. On appelle quantité de mouvement d'un point matériel le produit de la vitesse v par la masse w de ce point. Il convient de considérer ce produit mv comme une nouvelle quantité géométrique portée sur la tangente à la traj ectoire, dans le même sens que la vitesse. Cette quantité de mouvement a pour projection sur les trois axes des coordonnées, (3) mDtûs^ ^D'i^9 mDfZ.
Les équations (2) peuvent s'écrire sous la forme
D|(2;mD^) = yFcosâ5,
D,(SmD|J5) = 2'^^^*^- Elles signifient que
THÉORÈME I
La dérivée de la somme des projections sur un axe queliO^nque des qt4(mtités de mouvement des différents points du système est égale à la somme des projections des forces extérieures sur ce même axe.
212. Lorsque les points du système ne sont sollicités par aucune force extérieure, et, par conséquent, ne sont soumis qu'à leurs actions mutuelles, les seconds membres
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des équations (3) sont nuls; les sommes des projections des quantités de mouvement, ayant leurs dérivées nulles, sont constantes, et Ton a les trois équations
dans lesquelles les lettres A, B, G désignent des quantités constantes. Ainsi,
Corollaire. Lorsque les points du système ne sont soumis qu'à leurs actions mutuelles, la somme des projections des quantités de mouvement sur un axe quelconque est constante.
213. Le théorème précédent acquiert une signification très-simple à Taide du centre de gravité. Si Ton considère le centre de gravité du système dans la position qu'il occupe à chaque instant, on obtient un point géométrique G, qui ne coïncide pas avec un point physique déterminé du système, à cause de la déformation de ce système, mais qui occupe successivement diverses positions dans Tespace. On conçoit très-nettement le mouvement de ce point G; nous lui supposerons une masse M égale à la somme des masses des différents points du système, et nous appellerons X, T, Z ses coordonnées.
En appliquant aux masses des diverses molécules du système le théorème des moments des forces parallèles par rapporta chacun des plans des coordonnées (n® 147), on a les trois équations
yDL=^J,mx,
(5) MY=Smy,
l MZ=S»iz,
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qui déterminent les coordonnées du centre de gravité. Si Ton prend les dérivées par rapport au temps, on en déduit les équations
MD|Z=SmD,2,
qui donnent à chaque instant la vitesse du centre de gravité, en grandeur et en direction. En prenant une seconde fois les dérivées, on obtient de nouvelles équations
(7) j md;y=swiD,v.
f MD/Z=SmD;^,
qui donnent l'accélération du centre de gravité.
En vertu des équations (7), les équations (2) se mettent sous la forme
MD;X=2Fcosa, (g) / MD,*Y=2Fcosô,
MD|'Z = 2Fcosc.
Ces équations déterminent le mouvement d'un point matériel de masse M, placé au centre de gravité du système. D'après la remarque faite précédemment, les seconds membres sont indépendants des forces intérieures ; on en déduit :
THÉORÈME n.
Le nwtwement du centre de gravité dun système est le même qu/e si toute la masse y était concentrée, et que si toutes les forces extérieures y étaient transportées parallèlement à elles-mêmes.
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314. Il résulte de là que les actions des points du système les unes sur les autres n'ôirt pas d'influence sur le mouvement du centre de gravité. Loi^sque les points du système ne sont soumis qu'à leurs actions mutuelles, le mouvement du centre de gravité est rectiligne et uniforme ; si la vitesse initiale est nulle, il resrte en repos.
Cette loi s'étend aux êtres vivants. La volonté fait nali tre des actions mutuelles entre les diverses parties de Torganisme, elle met enjeu les forces musculaires; mais ces forces, comme toutes les forces de la nature, sont deux à deux égales et opposées, et par conséquent n'ont pas d'influence sur le mouvement du centre de gravité. Aussi, n'esirce qu'en réagissant sur les corps extérieurs qu'un être vivant peut modifier le mouvement de son centre de gravité.
215. Dans le chapitre d du livre II, nous avons étudié te mouvement d'un point matériel soumis à l'action de la pesanteur, et nous avons vu que, si l'on néglige la résistance de Tair, le point décrit une parabole. Tout ce que nous avons dit à cet égard s'applique au mouvement du centre de gravité d*un corps soumis à l'action de ja pesanteur ; car les forces qui sollicitent les molécules, c'est-àdite les poids des molécules, transportées parallèlement à elles-mêmes au centre de gravité, donnent le poids total P du corps. Ainsi, le mouvement du centre de gravité est le même que celui d'un point matériel de masse M sollicité par une force verticale P égale à iig. Considérons, par exemple, le mouvement d'une bombe lancée avec une certaine vitesse initiale ; le centre de gravité décrit une parabole; ai, à un cettoîn instant, la bomba éclate, les forces iptérieures qui produisent Texplosion n'ayant pas d'influence sur le mouvement du centtft àê gr»viléy c«
point géométrique continuera son mouvement parabolique, comme si rien n'était survenut tandis que les fragments iront de différents côtés.
316. On peut expliquer de la même manière le recul des canons, et, en général, des armes à feu. Âûn de sim* plifier le raisonnement, supposons le canon placé sur un plan de glace parfaitement poli. Spit M le poids du canon et de son affût, m celui du boulet, la Pig. m.
masse totale est M + m; le centre de m ^ w
gravité G de tout le système est immo* bile. Quand on enflamme la poudre, le boulet est lancé vers la droite avec une vitesse horizontale v; le centre de gravité G de tout le système devant continuer à rester immobile, il faut que le canon et son affût parcourent en sens inverse une longueur proportionnelle. Si x est le chemin Gm décrit par le boulet pendant un certain temps, x' le chemin GM décrit en sens inverse par le centre de gravité du canon et de son affût, on doit avoir
mx — Wx' = o; A'oxi x' :=r^x. De même, si v' est la vitesse du canon après l'explosion, on aura mv — Uv'=Oy A*o\i t>' = jr|-t;. La vitesse de recul du canon est très-petite par rapport à là vitesse du boulet, parce que la masse du canon est très-grande par rapport à celle du boulet.
217. Quand un homme marche sur un plan horizontal, le sol exerce sur la plante des pieds une réaction normale rïf et| en outre, un frottement horijsontal F dans le sens de la marche; c'est cette force horizontale F qui, transportée au eentre de gravité, produit le mouvement de
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translation horizontal. SiThomme était placé sur un plan de glace parfaitement poli, la force horizontale de frottement F étant nulle, et le centre de grayité n'étant plus sollicité que par les deux forces verticales P et N de sens contraires, il pourrait bien abaisser ou élever son centre de gravité, mais il lui serait impossible de le déplacer horizon* talement; s'il avançait une partie de son corps d'un c6té, une autre partie reculerait de l'autre côté, de manière que le centre de gravité restât toujours sur la même verticale.
Théorteoia des ]
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218. Reprenons les équations (1) qui déterminent le mouvement d'un point quelconque du système,
imD|'a:=SFcosa, mD,'y=sFcos6, ^ mD,'^ = SFcosc.
Si l'on multiplie la première par y, la seconde par x, et qu'on retranche la première de la seconde, on a l'équation
m(arD|'y— yD,'a;)=sF(a;cos6— ycosa),
que Ton peut écrire sous la forme
D| [w(a;D,y — yD^^)] = S F (a: cos è — y cos a) .
En ajoutant les équations de cette sorte, qui se rapportent aux différents points du système, on obtient l'équation
D,[Sm(a;D,y— yD|a?)]=2F(a;cosô — ycosa).
En combinant de la même manière la seconde des équa-
PROPRIÉTÉS GÊHrâlALES DU HOUVEUENT DES SYSTÈ&IES. 269
lions {\) avec la troisième, la troisième avec la première, et ajoutant^ on obtient les trois équations
iD,[S*m {xD^ — yDiX)] ==^ F {x cos b— y cos a), lit[Sm(yDtZ — zD^y)] =^ F{y cos c— z cos 6), D,[Sm(zD|a;— a;D|Z)]=2F(j5C0sa— arcosc)*
Le signe V, dans le second membre, s'étend à toutes les
forces qui agissent sur les différents points du système.
La quantité F (â: cos 6 — y cos a) représente le moment, par rapport à Taxe oz, de la force F appliquée à la molécule m, dont lescoordonnées sont or^ y, z (n^ 192). Il est clair que les moments par rapport à une même droite de deux forces égales et opposées sont égaux et de signes contraires ; les forces intérieures, qui sont deux à deux égales et opposées,disparaissent donc des seconds membresdeséquatioQS précédentes. De même, la quantité m(xDty — yDtx) représente le moment, par rapport à l'axe oz, de la quantité de imouvement de la molécule m. Ainsi :
THÉORÈME m.
La dérivée de la somme des moments y par rapport à un axe quelconque y des quantités de motcvement des différents points du système, est égale à la somme des moments des forces extérieures, par rapport au mèrm Qxe.
219. 11 résulte des théorèmes I et III ique les actions des points du système les unes sqr les autres ne peuvent modifier^ ni la somme des projections des quantités de mouvement sur un axe quelconque , ni la somme des moments de ces quantités de mouvement par rapport au même axe. Lorsque les points du système ne sont sol-
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licites par aucune force extérieure, les seconds membres des équations (9) sont nuls ; les sommes' des moments des quantités de mouvement, ayant leurs dérivées nulles, sont constantes, et Ton a les trois équations
I ïm(xD,y — yDia:)=L, (iO) Sm(yD^-zD,y) = I,
dans lesquelles les lettres I, K, L désignent trois quantités constantes. Ainsi,
Corollaire I. Lorsque les points dustfstème ne sont smimis qu'à leurs actions mutuelles, la somme des moments des quantités de mouvetnent, par rapport à tm axe qmlconque, est constante ^
320. Pour montrer une application de ces principes, considérons on corps solide tournant autour d'an aie fixe avec la vitesse angulaire ». La vitesse de chaque molécule est égale à oût, r désignant la perpendiculaire abaissée de la molécule sur Taxe; elle est perpendiculaire à Taxe et à une distance r de Taxe ; le moment de la quantité de mouvementde cette molécule, par rapporta l'axe de rotation, est égale au produit de cette quantité de mouvement muir par sa distance r à Taxe^ ce qui donne mvti^. Si Ym fait la somme des mommUs des quantités de mouTemei^ de toutes le$ molécules du corps solide, conmie la vitesse angulaire ei est facteur constant dans tous les termes, on aura Texpression &> X£mi^* La quantité Smr*, c*est<À-dire la somme des produits que Ton obtient en multipliant la masse de chaque molécule par le carré de sa distance à Taxe, s'appelle moment dinertie du corps solide par rapport à Taxe. Âinsr» quand un corps solide tourne
> Cette ptopriélé Qsl aussi coaDve soasIenooidetkéortoedesMres.
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autour d'un axe fixe» la somme des moments des quantités de mouvement, par rapport à cet axe^ est égale à la vitesse angulaire de rotation, multipliée par le moment d'inertie du corps solide relatif à Taxe de rotation.
Supposons qu'aucune force extérieure n'agisse sur le corps solide, ou, s'il y a des forces extérieures, que ces forces se fassent équilibre autour de Taxe, c'est-à-dire que la somme de leurs moments par rapport à Taxe soit nulle (n® 191). Les réactions que les diflFérents points de l'axe fixe exercent sur le corps étant des forces appliquées à l'axe et ayant par conséquent leurs moments nuls, il résulte du théorème précédent que la somme des moments desi quantités de mouvement par rapport à l'axe est constante. Cette somme ayant pour expression o) X Smr*, et le moment d'inertie Hmr^ du corps solide étant invariable, on en conclut que la vitesse angulaire de rotation &> reste constante. Ainsi,
Corollaire II. Quand un corps solide tourne autour if un axe Jixe^ si les forces extérieures se font équilibre^ le mouvement de rotation est uniforme.
Si, par suite d'actions intérieures, le corps solide se contractait, chaque molécule se rapprochant de Taxe, le moment d'inertie diminuerait; la somme des moments des quantités de mouvement wX Smr^ devant rester constante, la vitesse angulaire w augmenterait. C'est ce qui arriverait, par exemple, si, par le refroidissement, le volumede Id terre diminuait ; sa vitesse de rotation autour de l'axe augmenterait et par conséquent la durée du jour, ou le temps qu'elle met à faire un tour entier, diminuerait.
Ces propriétés s'appliquent aux êtres vivants, ainsi que nous l'avons déjà fait remarquer^ à propos du mouvement
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du centre de gravité (n® 214). Un être vivant, en repos et isolé dans l'espace, ne peut, par ses actions intérieures, imprimer à tout son corps un mouvement de rotation autour d'une droite ; s'il fait tourner une partie de son corps autour d'un aie dans un sens, il faudra qu'une autre partie tourne en même temps en sens inverse, afin que la somme des moments des quantités de mouvement reste nulle.
Théorème des pidsMnees Tivee.
221 . En étudiant le mouvement d'un point matériel (n^ 130), nous avons démontré que la variation de la puissance vive d'un point matériel, pendant un temps quelconque, est égale à la somme des travaux des forces qui agissent sur ce point pendant le même temps ; on a ainsi, pour chaque point d'un système,
le signe S s'étendant à toutes les forces qui agissent sur ce point. Si l'on ajoute membre à membre les équations qui se rapportent aux différents points du système, on a l'équation
le éigne V , dans le second membre, s'étendant à toutes les forces, tant intérieures qu'extérieures, qui agissent sur les différents points du système. On en conclut :
THÉORÈBIE IV.
La variation de la somme des puissances vives de tous les points dunsystème matériel pendant un temps quelconque,
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est égale à la somme des travaux de toutes les forces^ tant intérieures qu'extérieures, qui agissent sur les différents points pendant le même temps.
222. Il est un cas où le travail des forces intérieures est nul, c'est lorsque les points du système restent k des distances invariables les unes des autres, c'est-à-dire forment un système solide. Dans ce cas, les forces intérieures étant deux à deux appliquées aux extrémités d'une droite de longueur invariable, et d'ailleurs étant égales et opposées, ont des travaux élémentaires égaux et de signes contraires (n® 197). On en conclut :
Corollaire. Dans le mouvement d'un corps solide^ la variation de la somme des puissances vives de tous les points du corps, pendant un certain temps, est égale à la somme des travaux des forces extérieures qui agissent sur le corps pendant le même temps.
Le théorème général des puissances vives a une grande importance : c'est sur cette loi que repose la riiécanique industrielle ; elle permet aussi d'établir une corrélation entre les diverses branches de la physique qui étaient restées séparées jusqu'à ce jour. Mais pour que ce théorème ait toute sa généralité, il faut avoir soin, dans révaluation du travail , de tenir compte du travail des forcéfe intérieures. Si deux molécules se repoussent et que leur distance diminue, il en résulte un travail négatif qui diminue le second membre de l'équation (H), et par conséquent diminue la somme des puissances vives ; si, au contraire, les molécules s'éloignent, la force répulsive produit un travail positif qui augmente la somme des puissances vives : c'est comme un ressort que l'on comprime ou qui se
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détend. De même, dans l'évaluation des puissances yiyes, il faut avoir égard, non-seulement aux mouvements visiMes des molécules, mais encore à leurs mouvements vibratoires extrêmement petits; à ces mouvements vibratoires correspond une certaine quantité de puissance vive, qui diminue d'autant la somme des puissances vives dues aux grands mouvements.
NOTIONS GÉNÉRALES SUR LES MACHINES
223. Les machines ont pour but de vaincre certaines résistances, par exemple d'élever des fardeaux, de scier des billes de bois pour en faire des planches, de broyer des grains de blé pour en faire de la farine, etc. La résistance à vaincre est, dans le premier cas, la pesanteur ; dans les autres cas, la cohésion moléculaire.
Pour vaincre une résistance, une force motrice est nécessaire. Si Ton considère d'une manière générale toutes les forces qui a^ssent sur une machine en mouvement, on les distinguera en forces motrices et en forces résistantes. Comme nous l'avons expliqué [n^^ 119 et 120), on appelle force motrice une force qui se projette sur le déplacement du point d'application dans le sens même de ce déplacement ; force résistante, une force qui se projette en sens inverse. Le travail des premières est positif, celui des secondes est négatif. Si Ton désigne par T„, la somme des travaux des forces motrices, ou le travail moteur, et par Tr la somme des valeurs absolues des travaux des forces résistantes, ou le travail résistant, la somme des travaux de toutes les forces qui agissent sur la machine sera représentée par T,» — Tr, et Ton aura, en vertu du théorème
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général des puissances vives, démontré dans le chapitre précédent (n<> 211),
La variation de la somme des puissances vives de toutes les parties de la nmchine, pendant un temps quelconque, est égale à F excès du travail moteur sur le travail résistant,
224. Lorsque là machine marche d'un mouvement uniforme, la variation de la puissance vive est nulle et, par conséquent, le travail moteur est égal au travail résistant.
Dans un grand nombre de machines, par exemple dans les machines à vapeur, le mouvement n'est pas précisément uniforme , mais périodique, c'est-à-dire, qu'après certains temps égaux, la vitesse redevient la même ; il est clair que, pendant un nombre entier de périodes, le travail moteur est égal au travail résistant.
Si, pendant un certain temps, le travail moteur est plus grand que le travail résistant, la puissance vive augmente et la vitesse s'accroît ; on peut dire que l'excès du travail moteur sur le travail résistant s'est transformé en puissance vive.
Si, au contraire, le travail moteur est moindre que le travail résistant, il y a diminution de puissance vive et, par suite, de vitesse. Le travail résistant est égal au travail moteur, plus la puissance vive perdue par la machine ; on peut dire, dans ce cas, qu'une partie de la puissance vive que possédait la machine s'est transformée en travaU moteur. C'est ce qui a lieiu dans le mouvement périodique; dans la première moitié de la période, je suppose, le travail
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moteur est plus grand que le travail résistant, l'excédant se change en puissance vive et la vitesse augmente; pendant la seconde moitié, au contraire, le travail moteur est plus petit que le travail résistant; une partie de la puissance vive se change en travail et vient en aide au travail moteur pour accomplir le travail résistant^ alors la vitesse diminue et reprend sa valeur primitive. Des circonstances analogues se présentent, lorsqu'une machine part du repos, marche pendant un certain temps d'une manière normale, et ensuite se ralentit pour revenir au repos. Pendant la première partie du mouvement, il faut dépenser une quantité de travail moteur égale au travail résistant, plus la quantité de puissance vive que l'on veut communiquer à la machine. Pendant la période de marche normale, le travail moteur égale le travail résistant. Enfin, dans la dernière période, il n'est plus nécessaire de communiquer à la machine un nouveau travail moteur ; la puissance vive que possède la machine se transformera en travail moteur et fera encore marcher la machine pendant un certain temps, jusqu'à ce que, la puissance vive étant entièrement épuisée, la machine s'arrête. Si Ton considère le mouvement dans son ensemble, depuis le commencement jusqu'à la fin, on voit que le travail moteur est égal au travail résistant.
225. Les considérations précédentes nous conduisent à regarder les machines comme ayant pour but de transformer le travail moteur en travail résistant. Mais il convient de distinguer deux sortes de résistances : il y a d'abord la résistance que l'on veut vaincre et en vue de laquelle est construite la machine; c'est la résistance utile; il y a ensuite les résistances que l'on nomme passives, telles que
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les frottements qui s'exercent entre les différentes pièces de la machine, la résistance de l'air, etc. De cette ma*? nière, le travail résistant est composé de deux parties, Tune due à !a résistance utile et que l!on nomme, pour celte raison, travail utile; l'autre due aux résistances passives, et que Ton nomme travail passif . Nous désignerons le travail utile par T„, le travail passif par T/^, et nous poserons
Nous avons vu que, pendant la marche normale de la machine, le travail moteur est égal au travail résistant. On a donc
T« => Ttt -f- T^
Si bien construite et bien entretenue que soit une machine, il est impossible d'éviter complètement le travail passif; de sorte que le travail utile n'est qu'une partie du travail moteur. Ainsi, une machine ne rend jamais tout le
travail moteur qu elle reçoit ; c'est par le rapport ^r- du
travail utile au travail moteur que l'on juge de la qualité ou du rendement de la machine.
226. Considérons le cas très-simple où deux forces seulement agissent sur la machine, une force motrice F et la résistance F' que Ton veut vaincre ; supposons ces deux forces constantes, et admettons, en outre, que Ton puisse sans inconvénient négliger les résistances passives. Appelons X et x^ les déplacements des points d^application pro* jetés sur la direction des forces. Pendant que la machine marche d'un mouvement uniforme, le travail moteur étant égal au travail résistant, on a F X ^î==F' X ^'.Les forces
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flOOft en taisoâ inversé des chemins parcourus par leurs points d'application. Si, par exemple, la résistance est cent Sois plus grande que la puissance, le chemin parcourn par son point d'application sera cent fois plus petit. On a ccyatume d'énoncer ce résultat, en disant que ce qu'on gagne en puissance, on le perd en chemin parcouru. Au contraire, si la résistance est cent fois plus petite que la puissance, le chemin parcouru sera cent fois plus grand.
2â7. Dans les machines que nous avons considérées jnsqu^à présent, c'est la résistance à vaincre, ou le travail litile à accomplir, qui est l'objet principal de la machine. Il y a d'autres machines où l'objet principal que l'on a en vue est la marche régulière du mécanisme, comme dans les horloges et les chronomètres, ou une combinaison ingénieuse et déUcate de mouvements, comme dans les machines à broder ; mais là encore il y a des résistances passives et transformation du travail moteur en travail résistant. On comprend bien par là l'impossibilité du mouvement perpétuel ; supposons qu'une force motrice imprime au mécanisme une certaine vitesse et qu'ensuite elle cesse d'agir^ la puissance vive communiquée à l'appareil sera absorbée peu à peu par les résistances passives; la vitesse ira en diminuant, et, après un temps plus ou moins long, la machine s'arrêtera, à moins que la force motrice n'intervienne de nouveau. De même, si on emmagasine dans l'appareil une certaine quantité de travail moteur au moyen d'un ressort tendu, ou d'un poids élevé à une certaine hauteur, quand toute cette quantité de travail moteur aura été absorbée par les résistances passives, la machine s'arrêtera.
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du travail en puissance vive et la transformation de la puissance vive en travail, nous dirons quelques mots d'un appareil nommé volant^ dont sont munies presque toutes les machines de quelque importance, et qui est destiné à régulariser le mouvement. Le volant est un anneau defonte d'un grandrayon, auquellamachine commmkique un mouvement de rotation et qui lest placé aussi près que possible du point d'applicationdelarési$tance. Appelons M la masse du volant que nous réduirons par la pensée à une circonférence de rayon R ; son moment d'inertie (n® 220) sera
MR* et sa puissance vive ^ . Le moment d'inertie
étant très-grand, une petite variation dans la vitesse angulaire de rotation entraîne une grande variation dans la puissance vive du volant. Supposons qu'à un certain moment le travail moteur soit plus grand que le travail résistant, l'excédant s'emmagasinera dans le volant sous forme de puissance vive, et il n'en résultera pas une grande augmentation de vitesse. Si plus tard le travail moteur est moindre que le travail résistant, une partie de la puissance vive emmagasinée dans le volant se transformera en travail, et viendra en aide au travail moteur insuffisant ; il en résultera une petite diminution de vitesse. On voit par là que le volant remplit un rôle très^utile; il régularise le mouvement de la machine et empêche les trop grandes variations de vitesse ; en même temps, il reçoit l'excédant du travail moteur quand il y en a, et le tient en réserve pour le rendre quand il en est besoin.
LOIS DU FROTTEMENT
229. Lorsqu'un corps repose sur un pian horizontal, il comprime un peu la partie du plan sur laquelle il repose, et, pour faire glisser le corps sur le plan, il faut le tirer avec une force horizontale suffisamment grande. La force horizontale capable de déterminer le mouvement mesure ce qu'on appelle le frottement au départ. Une fois que le mouvement a commencé, et que le corps possède une certaine vitesse, pour entretenir le mouvement et maintenir la vitesse constante, il faut tirer le corps avec une force horizontale convenable ; cette force mesure ce qu'on appelle le frottement pendant le mouvement. On distingue ces deux sortes de frottements, parce que le premier est en général plus grand que le second.
Lois da flrottem«nt «a départ.
230. Les lois du frottement ont été trouvées par Coulomb dans le siècle dernier. Sur deux madriers en bois placés l'un à côté de l'autre, Coulomb posait une caisse rectangulaire, qu^il remplis- Fig. m,
sait de boulets {fig. 163). À la caisseétaitattachéeunecorde ^ passant sur unepoulie placée à Textrémité des madriers et portant à son extrémité inférieure un plateau dans lequel il mettait des poids gra-
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dues. Sur les madriers et sous la caisse étaient fixées des plaques des substances dont il voulait mesurer le frottement.
Appelons P la charge de la caisse, en y comprenant le poids de la caisse elle-même ; dans le plateau, mettons des poids gradués peu à peu jusqu'à ce que le mouvement commence ; soient p ces poids gradués, y compris le poids du plateau ; il est clair que le frottement au départ est mesuré par la force p. Faisons varier la charge, en mettant 4e nouveaux boulets dans la caisse, et recommençons l'ex* périence ; soit P' une nouvelle charge et p' les poids gradués qu'il faut mettre dans le plateau pour déterminer le mouvement; de même P'^ une troisième charge; et/^' les poids gradués» etc. À la pression normale P, que la caisse exerce sur les madriers, correspond le frottement/^/ à la pression P' le frottement jo'; à la pression P" le frottement y\ etc. En comparant ces différents nombres^ on reconnaît que les rapports
p I pr J pî? J •'•
sont égaux entre eux. Ainsi,
Première loi. Le frottement au départ est propartiôrmei à la pression normale.
231 . Faisons varier maintenant l'étendue des surfaces frottantes; il suffit pour cela de mettre sous la caisse des plaques de la même substance, mais d'une éteoàue diffé* rente ; si Ton conserve la même chargé P, on reconnaît qu'il faut le même poids /? pour déterminer le mouvement* On en oonclufc :
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Deuxième loi. Le frottement au départ est indépendant de détendue des surfaces frottantes.
Il résulte de là que, pour deux substances déterminées,
le rapport ^ est constant ; ce rapport constant est ce qu'on
appelle le coefficient de frottement relatif à ces deux substances ; nous le désignerons par la lettre /i. Mais la valeur de ce rapport varie avec la nature des substances, ou avec le degré de poli des surfaces.
Lois du frottement pendant le monvement.
232. Revenons à la première expérience ; mettons dané fa caisse une charge P, et dans le plateau un poids/? capable de déterminer le mouvement ; une fois le mouvement commencé, il continue et va en s'accélérant. Si Ton observe les espaces parcourus par le plateau pendant la première seconde, pendant les deux premières secondes, etc., on reconnaît que les espaces sont proportionnels aux carrés des temps. On en conclut que le mouvement est uniformément accéléré ; en désignant par y l'acoélération de ce mouvement, et par a; l'espace parcouru dans le temps t,
wt "X'JC
on aura x=i-^^ d'où Ton déduit y =-j ; on déterminera
Taccélératiôn en observant le temps que la caisse met k parcourir toute la longueur des madriers.
Appelons T la tension de la corde pendant le mouvement, F le frottement éprouvé par la caisse et dirigé en sens contraire dtt mouvement. Le plateau, avec les poids gradués, est sollicité par deux forces verticales, sou poids p et la tension T de la corde qui le sollicite en sens inverse ; il est donc tiré de haut eu bas par la force motrice ^^^T ;
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la force étant égale au produit de la masse -^ du corps par l'accéiératioD, on a
La caisse, avec les poids qu'elle contient, est sollleitée par deux forces horizontales, la tension T de la corde et la forée de frottement F qui la sollicite en sens inverse ; en transportant ces forces parallèlement à elles-mêmes au centre de
gravité (n^ 213), et supposant la masse -de la caisse con-
centrée en ce point, on voit que le mouvement de la caisse est produit par la force T— F, et Ton a la relation
Si Ton ajoute les deux relations (1) et (2) membre à mem^ bre, on élimine la tension T, et Ton obtient la relation
d'où l'on déduit la force de frottement
JPuisque l'accélération y est constante, cette formule donne pour F une force constante pendant toute la durée du mouvement ; on en conclut cette première loi trèsremarquable :
FREmàRE LOI» Le frottemmt\pendant le mouvemeni est indépendant de la vitesse du corps frottant.
Supposons que Ton ait mis dans le plateau exacte
LOIS DIT FROTTEHEIIT. '
ment les pdds nécessaires pour déterminer le mouvement; le poids p mesure alors le frottement au départ ; l'équation (5) fait voir que le frottement pendant le mouvement est moindre que le frottement au départ. Avant que le mouvement commence, la tension de la corde est égale à j9; car, le plateau étant en équilibre, les deux forces qui le sollicitent sont égales et opposées; mais, dès que le mouvement commence, la tension diminue brusquement pour conserver ensuite, pendant toute la durée du mouvement, la valeur constante donnée par Téquation (1).
234. Recommençons i* expérience en faisant varier la charge de la caisse; à la charge P correspond un frottement F, à la charge P' un frottement F', etc. En comparant ces nombres^ on reconnaît que les rapports
sont égaux entre eux. Ainsi,
Deuxième loi. Le frottement pendant le mouvement est proportionnel à la pression normale.
En faisant varier l'étendue des surfaces frottantes, comme nous l'avons exphqué plus haut, on reconnaît ensuite que,
Tr(»»èiie loi. Le frottement pendant le mouvement est indépendant de détendue des surfaees frottantes, ,
Il résulte des trois lois précédentes que, pour deux sub-
stances déterminées, le rapport r^ est constant ; ce rapport
constant est ce qu'on appelle le coefficient de frottement
SM
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pendant le mouvement ; nous le déBÎgnerons par kiéttre /. Ge coefficient varie avec la nature et Pétat des surfaces frottantes, leur degré de poli, la graiaee dont on les en-* duit.
S35. Nous donnons ici dans un tableau lescoefScients de frottement des principales substances que Ton emploie dans rindostrie, tels qu'ils ont été déterminés par H. M orin.
O.BO
— — mouillées d'eau . . .
— — enduites de savon sec.
— — enduitesdesuif . . .
Bois sur métaux, surfaces à sec. ......
— ' — mouillées d'eau. .
— — enduiiesdesuifou
de saindoux.
0«lt'
-. — — d'huiled'olives.
Cordes ou chanvre t à sec
en brio sur bois, 1 mouillées d*eau. . .
Courroie en cuir, sur bois à sec
— sur métal à sec
— sur métal et onctueuses. .
— onctueuses et mouillées. .
Itfétitax sur métaux, à sec
O.IS
On remarque que pour les corps durs, métaux sur métaux, le frottement est à peu près le même au dépari, et pendant le mouvement. Hais, pour les bois, le frottement au départ est beaucoup plus grand que le frottement pendant le mouvement.
Dans les machines en mouvement, pour diminuer le
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frottement, et empêcher les surfaces frottantes de s'user rapidement, on les graisse avec soin; pour les métaux graissés, ie coefficient de frottement diffère peu de 0,1 ; c'est le coefficient que Ton aura le plus souvent à employer dans les applications.
S36« Lorsqu'un corps glisse sur un plan, le plan exerce deux réactions sur le corps, une réaction normale égale et contraire à la pression que le corps exerce sur le plan, et un frottement parallèle au plan et en sens inverse de la vitesse ; si l'on désigne par N la réaction normale et par / le coefficient de frottement, le frottement sera égal à /N. Ces deux forces, appliquées en un Pig. i64.
point M de la surface frottante, ont une résultante R' représentée par la V
diagonale du rectangle construit sur 1 \
les deux forces N et /W (/îy. 164). Si _ ji
l'on appelle <p l'angle que fait la ré- ^ ^
sultante R' avec la normale, on a
tang9=^=/;
cet angle 9, qui est constant, et dont la tangente est égale au coefficient de frottement, se nomme angle du frottement. Ainsi, quand un corps glisse sur un plan, la réaction du plat), est une force oblique qui fait avec la normale au plan, et en sens contraire du mouvement, un angle égal à t angle de frottement.
Dans ce qui précède, nous avons supposé le corps mo* bile animé d'un mouvement de translation, de manière que tous les points aient au même instant des vitesses égales et parallèles; les réactions obliques éprouvées par
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les différents points de la surface frottante faisant le même angle 9 avec la normale sont parallèles ; ellesadmettent une résultanteR' égale à leur somme, et appliquée en un certain point M de la surface frottante. C'est cette résultante R' qui constitue la réaction du plan sur le corps frottant.
237. Pour qu'un corps glisse sur un plan d*un mouvement uniforme, il faut que la réaction oblique R' du pig. 165. P'^û f^se équilibre aux autres forces
qui agissent sur le corps ; ces autres forces doivent donc admettre une résultante unique R égale et opposée à la réaction R'; la résultante R doit rencontrer la surface frottante, appuyer le corps contre le plan, et faire avec la normale, du côté du mouvement, un angle égal à l'angle de frottement.
Lorsque le corps s'appuie contre le plan sans vitesse, si les forces qui agissent sur le corps ont une résultante R qui rencontre la surface d'appui et qui fasse avec la normale, d'un côté quelconque, un angle moindre que l'angle 9,, dont la tangente est égale au coefficient /, de frottement au départ, il est clair que cette résultante sera détruite par la réaction oblique du -plan et que le corps restera en repos. Mais l'équilibre ne sera stable que si l'angle de la résultante avec la normale est moindre que l'angle qui se rapporte au frottement pendant le mouvement. Si l'angle éjait compris entre 9 et 9,, la moindre secousse^ une simple vibration, changeant la nature du frottement et remplaçant 9, par 9, suffirait pour d,étruire l'équilibre. Aussi, dans les questions relatives à la stabilité des édifices, des voûtes, et des murs de soutènement.
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se sermon toujours du coefficient de frottement pendant le mouvement.
Ce que nous venons de dire de deux surfaces planes qui se touchent peut être étendu à deux surfaces courbes quelconques. Les deux surfaces se déforment et s'aplatissent un peu dans le voisinage du point de contact; il en résulte que les deux surfaces se touchent suivant un petit élément plan ; le frottement sera le même que si l'on remplaçait les deux surfaces par leurs plans tangents au point de contact. La réaction totale exercée par la surface fixe surlasurface mobile est une force R', qui fait avec la normale commune aux deux surfaces, et en sens contraire du mouvement, un angle égal à f .
CHAPITRE III
FLAN INCUIIÉ/ Cmm oè ron négttge U frôUMBént.
238. Le plan incliné est destiné principalement à 1 élévation des fardeaux. Considérons un corps placé sur le plan Fig. 166. incliné, et désignons par a Tangle
que fait avec Thorizon la ligne de plus grande pente AB {fiç. 166).
Décomposons le poids P du corpd, qui est appliqué au centre de gravité G, et qui est dirigé suivant la verticale GD, en deux forces, Tune GE normale au plan, Tautre* GH parallèle à la ligne de plus grande pente BA ; les angles DGE et BAC étant égaux entre eux, comnje ayant leurs côtés respectivement perpendiculaires, les deux composantes GE et GH sont égales à Pcos a et à Psin a. La force normale produit une pression du corps sur le plan ; elle est détruite par la résistance du plan ; la force parallèle GH tend à faire descendre le corps le long du plan incliné. Nous négligeons d'abord le frottement. On voit quB, si le corps est tiré par une force F parallèle àABet égale à laforce P sin a, il y aura équilibre; par conséquent, si le corps est en repos, il restera en repos ; s'il a une vitesse parallèle à la ligne déplus grande pente, il montera ou descendra d'un mouvement uniforme. Ainsi, dans ce cas, laforce motrice nécessaire pour faire monter le corps sur le plan incliné d'un mouvement uniforme est égale a Psin a; elle est d'autant plus petite que l'angle « est plus petit.
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239. Supposons que Ton place le corps au sommet du plan incliné et qu'on l'abandonne à lui-même; la force constante GH, qui le sollicite dans le sens BA, le fera descendre d'un mouvement rectiligne uniformément accéléré, suivant la ligne de plus grande pente BA. L'accélération y du mouvement étant égale au quotient de la force
motrice Psina par la tnasse -, on aura
y=^sina.
Corp« montant ««r un plan Inûliné, avec frottement.
240. Proposons-nous d'abord de faire monter le corps d'un mouvement uniforme suivant la ligne de plus grande pente, à l'aide d'une force F parallèle à cette ligne {fig. 166)- Nous avons décomposé le poids P en deux forces, Tune Pcos a normale, l'autre P sin et parallèle au plan ; la première est la pression que le corps exerce contre le plan ; cette pression détermine un frottement égal à /P cos a, et dirigé en sens contraire du mouvement, c'est-à-dire dans la direction BA. On a donc ici deux forces résistantes, savoir : la composante parallèle du poids et le frottement. Si Ton suppose la masse concentrée au centre de gravité G, et les forces transportées en ce point parallèlement à ellesmêmes, les deux forces résistantes s'ajoutent; pour l'équilibre, c'est-à-dire pour le mouvement uniforme, il faudra que la force motrice F soit égale à la somme des deux forces résistantes, ce qui donne l'équation
(1) F = Psina-f-/P cosa.
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Ed remplaçant le coefficient de frottement /'par tang f, on écrira cette équation sous la forme • i j
(2) F_p!iSLktil.. ; \
241 . Appelons / la longueur AB du plan incliné, et i^ sa hauteur BG. Si l'on fait parcourir au corps toute J^ longueur du plan incliné, le centre de gravité s'élevant de la hauteur A, le travail utile est PA; d'autre part, le travail moteur est F/. Quand on néglige le frottement, on a
F = Psina;
d'où F/=P/sina=PA; ''
le travail utile est égal au travail moteur.
Mais, quand on tient compte du frottement, le travail résistant se compose de deux parties, le travail utile et le travail absorbé par le frottement» de telle sorte que le travail utile est plus petit que le travail moteur. On a« en effet,
F==:P sin a + ZP-COS a; d où .
F/=P/sin a+/P/cos a=PA + /"P/cos a, T^=T«+T^. [' ' ' ,\
On évalue, comme nous Tavons dit, le renSemeot tj'une machine, en prenant le rapport du travail utile au travail moteur; on a, en vertu de l'équation (2),
Tu P^ sin a cos y
^ ' T„ F/ sin (a4- 9) i + /cot a
Ce rapport est d'autant plus petit que l'angle a lui-même est plus petit. On emploie surtout le plan incliné pour Té-
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lévation des grands fardeaux; les, routes qui grayiseent les pentes ne sont autre chose qvie des pians inclinés. Afin de pouvoir, avec uneforce motrice peu considérable, éle^ ver un fardeau très-grand, on donne au plan incliné une pente très-faible; mais alors il y a une grande quantité de travail perdu, et le travail utile n'est qu'une très-petite partie du travail moteur. A ce point de vue, le plan incliné est une machine très-défectueuse.
Fig. 167.'
242. Nous avons supposé jusqu'à présent la force motrice F parallèle à. la ligne de plus grande pente AB; considérons le cas plus général oii elle est située dans le plan vertical même par cette ligne et fait avec elle, audessus du plan, un angle ^ {fig. 467), Décomposons cette force ; comme le poids , en d^ux forces : Tune GK, égale à F çôs /3, parallèle au plan ; l'autre GL, égale à Fsin j3, normale. Les deux forces normales se retranchent; la pres^ sion du corps contre le plan est diminuée et devient P cos a — F sin /3 ; ^ cette pression détermine un frottement /(P cosa — Fsin j3) parallèle au plan. Pour que le corps monte uniformément, il &itt :qiie la feurce molrioe 6S soit égale à la somme des deux réastances parallèles au plan j ce qui donne l'équation
F cos 13= P sin a + /(P cos a^F sin |3).
On en déduit
^ ' cos/3-f-/sm/3 cos(|3— 9)'
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La grandeur de la force F varie avec l'angle |3; l'équation (4) montre que celte force est minimum quand t*angle j3 est égal à f . Ainsi, la force motrice F, capable de faire monter le corps sur le plan incliné, est la plus petite possible, quand elle fait avec le plan, et au-dessus, un angle égal à Tangle de frottement.
Le travail moteur est ici F/cos/B, et Ton a
1\, sing cos(/3 — y)
sin(aH-9)^ cos/3
La fraction — ^^ ^ ^ ', ayant pour dérivée — Xvsr rapcos/3 ' -^ ^ cos'^^ ^
port à p, croît avec /3; ainsi le travail absorbé par le frottement est d'autant moindre que l'angle ^ est plus grand.
243. On peut traiter la question précédente par une méthode synthétique. Le corps montant sur le plan incliné, la réaction totale exercée par le plan sur le corps . est, comme nous l'avons vu au numéro 236, une force oblique R^ qui fait avec la normale 6E' et du côté opposé au mouvement un angle égal à l'angle de frottement {/ig. 168). Pour l'équilibre, c'est-à-dire pour le mouvement uniforme, il faut que le« deux forces P et F aient une résultante R égale et contraire à la réaction R', et, par conséquent, dirigée suivant la droite GH qui fait avec la normalç GJE, du côté du mouvement, l'angle 9. Supposons d'abord la force F parallèle au plan; par le point D menons DH parallèle à AB, la droite DH représentera la force F. Du point D menons la droite DL perpendiculaire à GH; les deux angles EGH,
Fig. 168.
PLAN IHGLINÉ. 395
LDH, ayant leurs côlés perpendiculaires chacun à chacun, sont égaux; l'angle DHL, complémentaire de l'angle LDH,
est égal à — -- 9 ; d'ailleurs, l'angle DGH est égal à a+ 9.
Dans le triangle DGH, on a
F_DH_ sin(«-hy) P~GD~ C0S9 '
d'où ' E„pïï!lifi±i).
C'est la relation (2) trouvée précédemment. *
Supposons maintenant que la force motrice F fasse un angle /3 avec la ligne de plus grande pente. Une parallèle DK à cette direction représentera la force. L'angle KDH est égal à /3, l'angle KDL à /3 — 9, et l'angle DKH complémentaÏTe de ce dernier ; dans le triangle GDK, on a
F DK sin(g4-9)
P~5D~cos(^ — 9)'
d'où F = p^^^^t9l,
cos(p — 9)
Puisque la force motrice est représentée par une droite DK, allant du point D à la droite GH, on voit que la force est minimum, quand elle est dirigée suivant la perpendiculaire DL, c'est-à-dire quand elle fait avec la direction DH du plan un angle égal à 9. Plus la force s'écarte de la direction DL, plus elle est grande.
Corps defOQttda^t ênr on plan inclina*
244. Supposons qu'un corps descende sur un plan incliné, sans être sollicité par aucune autre force que son poids et la réaction du plan. Décomposons encore le poids P en deux forces, Tune normale P cos a, l'autre Psin a
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parallèle à la ligne de plus grande pente BA {fig. i&i).. La pression normale P cos a 'détermine un frottement /P cos « dirigé en spns contraire du mouvement, c'est-à-dire dans le sens AB ; la composante parallèle du poids et le frottement, étant dirigés en sens contraires, se retranchent. Il y a plusieurs cas à distinguer, suivant que Tangle a est égal, supérieur, ou inférieur à Tangle de frottement 9.
1^ Lorsque Tangle oc est ^al à 9, les deux' forces parallèles au plan P sin a et /P cos a sont égales et se font équilibre ; le corps, animé d'une certaine vitesse initiale dans le sens BA» et abandonné à lui-même, descendra d'un mouvement uniforme.
2<> Lorsque l'angle a est supérieur à 9, la force P sin a est plus grande que le frottement; la résultante de ces
deux forces P sin « — /P cos a, ou P — if^ZIIi^ est dirigée
dans le sens BA; Si l'on place le corps sur le plan incliné, avec une vitesse initiale dans le sens BA, et qu'on l'abandonne à lui-même, il descendra d'un mouvement uniformément accéléré, avec l'accélération
'sin(« — 9) '^ ^ COS9
On empêchera le mouvement de s'accélérer» en retenant le corps avec une force parallèle au plan et égalé à p sin (g— 9) COS9 3® Lorsque l'angle a est plus petit que 9, la force de frottement est plus grande que la composante parallèle du
poids, et la résultante /Pcosa— Psina, ou P — ^- — -,
de ces deux fprces est dirigée dans le sens AB. Si le corps
PLAN IMGUEIÉ.
est placé sur le pian 'incliné avec une vitesse initiale, dirigée dans lé sens BA, il desèendra d'un mouvement unifoi'mément relardé, avec Une accélération négative égale à
sin(a — ( cosç
Après un certain temps, la vitesse deviendra nulle ; le corps s'arrêtera, et restera en repos sur le plan incliné. On ferait descendre le corps d'un mouvement uniforme, en le
tirant dans le sens BÀ avec une force égale à P j~^\
245. Lorsque l'inclinaison -a du plan est plus grande que l'angle ç, nous avons vu que le corps descend d'un mouvement uniforme, s'il est retenu par une force parallèle au plan et égale à P — ^-. Supposons que
la force F qui retient le corps soit située dans le plan vertical passant par la ligue de plus grande pente, et fasse avec cette ligne, au-dessous du plan, un angle égal à /3 {fig. 169), Décomposons la force F, comme le poids, en deux forces, Tune normale Fsin /3, l'autre Fcos^jS parallèle au plan; les deux forces normales s'ajoutent et produisent une pression égale à Pcosa-+-Fsin/3; cette pression donne naissance à un frottement /(Pcosa+Fsin/3), dirigé en sens contraire du mouvement, c'est-à- ^ dire dans le sens AB. Pour le mouvement uniforme, il faut que la force Psin a, qui fait descendre le corps, soit
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égale a la somme des deux forces qui le retiêDoent, ce qui donne l'équation
P sin a=¥ cos 13+ /[P cos a+F sin /3);
d'où l'on déduit
(a\ p_n Si^«— /'<^QSa p Sin(«— 9)
^^^ ^~^cos^+/einf3~*^cos(/3— f)'
La force F est minimum quand /3=9.
Une construction synthétique, analogue à celle du numéro 343, conduit au même résultat. La réaction totale R' que le plan exerce sur le corps fait avec la normale GE' un angle égal à 9, du côté opposé au mouvement; pour l'équilibre, la résultante R des deux forces P et F doit être dirigée en sens contraire. Une droite DK, menée par le point D parallèlement à la force F, représentera la gi'andeur de cette force; l'angle D6K est égal à a — 9, l'angle DKG est compléqientaire de l'angle KDL qui est égal à |3 — 9 ; dans le triangle GDK, on a
. P GD cos(/3— 9)'
On voit aussi que la force F eêt minimum quand elle est perpendiculaire à GK, c'est-à-dire quand elle fait avec le plan, et en dessous, un angle égal à 9.
246. Il importe de remarquer que le sens du frottement change quand le sens du mouvement change. Lorsque le corps monte sur le plan inclifié, le frottement est dirigé de haut en bas, et s'ajoute à la composante du poids. Supposons qu'on lance le corps suc le plan incliné {fig, 170), avec une vitesse initiale v^ dirigée de bas en haut, suivant la li-
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gne de plus grande pente» puis qu'on v\g, no.
l'abandonne à lui-même; la résultante
P(sin<.+/oo««),ouP?i^^±^\ des
deux forces qui le sollicitent dans le sens BA, produira une accélération ^
néffative — a — HilîJ; le mouvement sera uniformément
retardé, et l'on aura
' eosç
|i CÛS Q^
La vitesse deviendra nulle au temps ^= — t^ — a-~,
le corps ayant parcouru sur le plan la longueur
^j__Vços9_ a^sin(a+ç)'
Arrivé au point I, le corps y restera en repos, si a est pluspetit que 9; mais si a est plus grand que 9, le corps redjescendra d'un mouvement uniformément accéléré, avec
une accélération égale à g — \^ ?/ , En comptant le
temps à partir de l'instant où le mobile arrive en I, et les distances à partir de ce point I, on a, pour cette seconde partie du mouvement,
LIVRE IV. DES MAGHDIES
Le mobile revient au point Â, après le temps . ^ I y a.Ai.cosy rp cos 9
ysin(a— ç) yKsin(a— 9)sin(«+(p)' et aveolft vitesse
I X $in(gcr-T) .
'V sin(a4^«r
sin.(«+^^)' On en déduit les re:latiob6
Vo ^\ y sili(a-h?)\
On voit que le mobile revient au point A avec une vitesse v\ moindre que la vitesse initiale t?©; et, en effet, il y a eu une quantité de puissance vive perdue égale 4 la quantité de travail absorbée par le frottement. La durée de la descente est plus grande que celle de la montée.
QiAPiTRE ly.:
LEVIER
247. On appelle levier^ d'une manière générale, un corps solide assujetti à tourner autour d'un point fixe. Pour que des forces se fassent équilibre sur le levier, il est nécessaire et il suffît que ces forces admettent une résultante unique passant par le point fixe (n^.l82); cette résultante est la pression supportée par le point fixe. On traduit analytiquement cette condition d'équilibre par trois équations; si par le point fixe on mène trois axes rectangulaires, on écrira que la somme des moments des forces, par rapport à chacun des axes, est nulle (n^ 190).
248. Considérons, en particulier, le cas oii le levier n'est sollicité que par deux forces» une puissance P et une résistance Q {fig. 171). Pour que ces deux forces admettent une résultante, il faut qu'elles soient ^. ^^^
dans un même plan (n* 1 76); cette résultante devant passer par le point 0, il faut, en outre, que ce plan contienne le point 0. Ainsi, une première condition (féquilibre, c'est qrze la puissance et la résistance soient dans un même plan avec le point fixe.
Supposons cette condition remplie; du point abaissons des perpendiculaires OC et OD sur les forces, et désignons par a et d les longueurs de ces perpendiculaires; les moments des forces par rapport au point 0, dans le plan de
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ces forces, cmt poui: valeurs absolues Va et Qb ; on sait que le moment de la résultante est égal à la somme algébrique des moments des deux forces proposées (n« 184); si la résultante passe par le point O, son moment est nul, et, par conséquent, les moments des deux forces sont égaux et de signes contraires. Réciproquement, Quand cette condition est remplie, la résultante, ayant son mo^ ment nul, passe par le point 0. Ainsi, une tecùnde condition d équilibre, ^eBt que ia puissance et la résistance aient ^ par rapport au point fixe^ des moments égaux et de signes contraignes.
Les perpendiculaires OC et OD, abaissées du point sur les forces, i^'appetlent les bras du letier. De U relation
on déduit ?:=-•
La puissance et la résistance sont entre elles en raison inverse des bras dui levier^
249. U est aisé de vérifier ici le. théorème du travail Supposons que le levier tourne autour du point d*ua ai^le très^petit et dans le sens de la puissance. Imaginons l'angle CGD rigide et lié invariablement au levier, ^t concevons que les deux forces soiept appliquées, l'une en G, l'autre en D ; le levier coudé COD a tourpé d'ua angl« très-petit, pour venir dans la position C'OD\ Appelons A^ l'intervalle de temps pendant lequel s'accomplit le mouvement, et (ù la vitesse angulaire de rotation; les vitesses des points C et D sont wa et wè; la première est dirigée dans la direction de la force P, la seconde en sens cpntraire de la force Q ; en portant dans ces directions les dé-
unin.
plàcemMU cû<&A^ et cùbàt^ on a les travaux ^émfiiUaires FoiaAt et — Q(«)6 A^ (n« 194). Puisque Pa— Q6=»^, on a
Pa)éiAl*^QM6A^»=€f.
Âkisi, la sofi(un€i algébrique de^ travaux éltoieetaire^ «st nuUd ; eu df autres termes, Je travail moteur egt ^at a» traTiui rési&taut.
Ge^ue U0U8 veuous de dire peut être appliqué au €a8 rà lotttes leâ forces qui agissent dur le levier sontsituées daos un même plan avec le point 0. Pour que la résultante de ces forces passe psr le point 0^ il est nécessaire et il suffit que la «somme algébrique des tnosaents des ibrces» par rapport au point 0, soit nulle, et on verra de la môme manière que la somme algébrique des travaux élémentaires est nulle.
SÎ50. On distingue ei*dinalr«Baônt trois espèces de levier : dans le levier de première espèce {fig. 172), la purssanee et larésistance sont situées de part ^ et d'autre du point fixe î dans les deux autres espèces de levier, la puissance et la résistance sont placées d'un même côté du point fixe ; on dit que le levier est de seconde espèce (yï^,173), torsque .
la résistance est plus près du point fixe que là puissance; de troisième espèce (/?^. 174), quand au contraire la puissance est plus près du point fixe que la ' résistance. Dans les deu3^ premiers leviers, la résistance cfst plus grande que
Fîg. 172.
Fig. 17l
Fig. 114.
ir^
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la puissance ; elle .est, au contraire, plus petite dans le troisième.
251. Jusqu'à présent nous avons négligé le poids du levier; on Tiotroduira comme une nouvelle forçe^ ap* pliquée au centre de gravité. Considérons en particulier le levier de seconde eapèoe, dans? lequel .Bdus^^roppii^ serons la puissance et la résistance verticales; le poids /? du levier est appliqué au ceatre de gravité G, à une pig. 17». distance c du point {/ig. 175). Les
trois forces qiii agissent sur le levier sont dans un même plan avec le point fixe 0; en prenant les moments par rapport au point Ô, on a l'équation d'équilibre
d-où p=^Q*±£f.
Q^And on néglige le poids do levier, la puissanae ca"^ pable de faire équilibre à la résistance Q est d'autant phi& faible que son bns de levier tf est plus long. Il n'en est plus de même quand on tient eompte du poids du levier ;^ son moment J9C augmente aveo la longueur du levier, il en résulte une augmentation de la puissance P. On peut se demander quelle longueur il faut donner au levier pour que la puissance ait la plus petite valeur possible. Supposons le levier formé avec une barre homogène; désignons par p^ le poids de l'unité. Nous auronfs p=pfi,
c=-, et réquation des moments devient
DU LEYIER.
On en déduit
P±/P^~aQjP,6
Le minimum de la puissance est P=j/2Qjo,6, et la longueur correspondante du levier a^=\X -^.
atUanoM.
252. hà balance est un levier de première espèce. Le levier AB (fig. 176 ), que Ton nomme fléau de la. balance, tourne autour de son milieu. A cet effet, un prisme triangulaire, appelé couteau, implanté perpendiculairement au jQéau, repose par son arête inférieure, de chaque côté, sur un plan d'acier poli ou de pierre dure. Cette arête du prisme détermine Taxe de rotation. Le fléau porte à ses extrémités deux autres prismes plus petits A et B, placés en sens inverse du précédent ; sur les arêtes supérieures de €^s prismes s'appuient les crochets auxquels sont attaohées les cordes ou les tiges qui portent les deux plateaux Ce( D de labalance. D^ns 1 un des pkteaux, on met le corps que Ton veut peser, dans l'autre des poids gradués.
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Les conditions que doit remplir une bonne bAkoèe sont : 1^ que les trois points A, 0, B soient en ligne droite, c'est-à-dire que les deux points de suspension A et B soient en ligne droite avec le centre de rotation 0; 2* que les deux bras du levier OA et OB soient égaux entne eut ; 3^ que le centre de gravité G du fléau soit sur une droite OG perpendiculaire à AB, et aune distance très-petite OG au-dessous du centre de rotation (/îy. 177).
Appelons P et Q les poids placés dans les plateaux G ^t D, en y comprenant les poids des plateaux, des cordes, et des crochets qui les supportent ; ces forces peuvent être considérées comme appliquées en À et en B. Suppeso&s le fléau horizontal : la droite OG sera vertii^ale ;, le poids J9 du fléau, appliqué au point G, pouvant être transpcMrté en 0, sera détruit par la résistance du plan fixe; si les deux bras du levier, OA et OB, sont égaus entre eux, il y aura équilibre, quand les deux forces parallèles P et Q seront égales. Mais, dans la pratique. « quand il s'agit de pesées délicates, on n'admet pas cette égalité rigoureuse des 4eux bras du levier qu'il est trèsnlifûcile d obtenir ; on applique la méthode des doubler pesées. Oa. met le corps que Ion veut peser dans un des plqiteaux; on lui fait équilibre avec de la grenaille de plomb placée dans Tautre plateau ; on enlève ensuite le corps et on le remplace par des poids gradués, de manière à rétablir Téquilibre. Les poids gradués, étant placés dans les mêmes conditions que le corps, indiquent exactement son poids, quelles que soient les longueurs des bras du levier,
253. Nous avons dit que le centre de gravité G du fléau doit être placé sur une droite OG perpendiculaire à AB , au-dessousetà une très-petitedistance du pointO {figAll)-
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Rwir bien fidre compreiMire l'importance d« cette disposition dans la Goastruetion de la balance, ilous supposerons les deux bras du levier, OA et OB, parfaitement égsu% entre eux. Il résulte de ce qui précède que le fléau «st en équilibre dans- la position horizontale AB, lorsque lesr deux forces P et sont égales. Mais on n'arrive pas immédiatement à cette égalité des forées ; il faut, pour que la balance soit bonne, que lefléau ^ s'incline du côté delà plus grande force P, pour arrivei* ^ une posilioD d'équilibre oblique A'B', qui fasse ayecTborizontale un angle d'autant plus graïkl que la diffé* retiee des forces est plus grande, Décomposoas la force P en deux, Tune Q, l'autre P — Q : l^sdeux foroe^Q 6tyant leijr résultante appliquée en et détruite par la résistance du plan fixe, on peut m faire fibitractito ; il reste à considérer' la force P ~(J appliquée en A', et )e poids/? du Qéau appliqué au centre de gravité G'. Ces deux forces tendent à faire tourner le fléau en sens contraires. Appelons S/ la longueur du fléau AB, a h distance OG, 9 l'angle variable AOA'. La perpendiculaire OE, abaissée du centre de rotation sur la force P, a pour Tâleuf /cos 9, et diminue à mesure que Tangle 6 augmente. L^ centre de gravité G' décrit un arc de cercle GG'; la perpendiculaiife OK, abaissée du point sur la forcé p,^ pour valeur aainô et augmente avec l'angle Q, Il résulte de là que , lorsque l'angle S augmente de zéro à 90 degrés, le moment de la force P — Q diminue jusqu'à zéro, tandis que le moment de la force je? augmente à partir de zéro ; il y a donc une position pour laquelle lies deux moments sont égaux et de signes contraires, et
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alors les foixes se font équilibre sur le levier. Cette posi* lion d'équilibre est donnée par Téquatioft
(P— Q)/cose=/wsine; d'où
Il est aisé de reconnaître que la position d'équilibre que nous venons de déterminer est stable; car si Tangle est plus petit que celui qui convient à l'équilibre, la force P — Q, ayant son moment supérieur à celui de la force p, remporte sur celle-ci, et fait marcher le fléau vers la position d'équilibre Â'B'; si, au contraire, l'angle est plus grand, la force jd^ ayant son moment plus grand que celui de la force P — Q, ramène le fléau à la position d'équilibre A'B'.
L'angle 9, donné par la formule (1), est d'autant pkis grande que la diÉfêre^ce P— <} dés poids est pkis grande. On dit qu^une balance est sensible, lorsqu'elle s^incliïre d*un angle 9 appréciable pour une dîflerence de poids trèspetite. Afin d'augmenter la sensibilité de la balance, on construit te fléau de manière que boû centre dé gravité G soit très-près du point d'appui 0; on voit, en effets que, pour une différence de poids donnée, l'angle serad'tfutant plus grand que la distance OG ou « sera plus petite. On augmente aussi la sensibilité d'une balance eu rendant / très-grand, e'test-à*dire en faitontle fléau très^long ; tnais, pour que le poidsp du fiéatf n'augmente pas dans le même rapport, et afin de lui laisi^r une rigidité suffîêantie, on a soin de révider. : • . •
Tout ce que nous venons de dire suppose que le centre
d^ graTÎté G du fléau est situié au-desaous du point d'appui 0. S'il était placé au-dessus, tes deux ip^oesP—Q et/? tendraient à faire tourner le fléau autour du point dans le même sens, et, si petite que soit la différence des poids, le fléau s'éloignerait de plus en plus de la position bori* zontaleel chavirerait complètement ; on dit que la balance serait /o//e. Il en serait de môme, si le centre de gravité coïncidait avec le point 0.
254.. INous avons supposé jusqu'à, présent les trois points A, Q, B en ligne droite. Voy.pqs ce qui arriverait si ces \xQi\^ points n'étaient pas en ligne droite (/îy. 178 ). Supposons que la droite .AB, dans la position horizontale, passe s^UTdiesspus du point d'Pippui, à une distance 01, que nous désignerons par 6, les deux bras du leyier là Qt 13 étant to^ui- . .
joufis égaux. entre eux. Là position horizontale est €inc(H*e une position d'équilibre, qua»d les dtox forcçs P et Q sont égal^s.Si la force P est plus grande .que la force Q, I^ balance s'inclinera du? côté de la plus grande force, et arrivera à une position d'équilibre oblique A'B' ; mais la sensibilité de la balance sera altérée. En effet, décomposons comme préeéd«mn!i$nt la fo^ ce P en deux. Tune Q, l'autre P— ^Q; les deux farce§ Q ont leur résultante SQ appliquée au point r, milieu de k'^'\ cett^ résultante, dont le n)ûment.est aQfeginô, agit dans le même sens que la force /> appliquée en 6'. Cherchons le moment dte la force P—Q appliquée en A' : son bms de levier est la projection de la droite OA' sur l'horizontale, ou la projeclionn^de la lignabrisée Ol'A', c'estrà-dire ^b sin /Ô+Aîos &\ le
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moment de la force P—Q est donc (P— Q) (/cos 9— isifi^* La position d'équilibre sera donnée par l'équation
(P— Q) (/ cos e— 6 sin 6) —pa sin 6+ 2Q* sin fl ;
d'dù l'on déduit
On voit que Tangle 9, et par suite la sensibilité de la balance, est diminué d'autant plus que le poids que l'on veut évaluer est plus considérable,
Momalne.
255. La balance dite romaine se compose d'un levier dô première espèce, assujetti à tourner autour d'un point fixe (fig, 179 ). Au poiiit B, par le moyen d'un crochet, eèt attaché le fardeau Q que l'on veut peser; on lui feit équîhbre par un poids constant P, que Ton fait glisser le long du bras AC. Appelons b la distance constante OB, c la di^ tance OG du point au centre de gravité G du levier, p le poids du levier. On a Téquation d'équilibre
PX0M=Q
jT^;
Soit A le point où il faut placer le poids mobile P pour
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l'équiMbre, ^uand aucun fardeau n'est suspendu en B ; i'équatioa ( t ) se réduit à
P X OX'=pc.
En retranchant cette équation de l'équation (1), membre à membre, on a
PXAM=QÔ;
d'où
AM=Qx|.
Âiosi, la distance ÀM est proportionnelle au poids Q que l'on veut évaluer. Il est très-facile, d'après cela, de graduer rinatrupient. Ou fait deux expériences : la première détermine le point A, comme nous l'avons dit ; dans la sepopde, oq suspend en B un poids connu, par exemple UQ poids de 100 Kilogrammes; soit D le point où il faut amener le poidp constant P pour l'équilibre : on divise la longueur ÂD en 100 parties égales ; on marque zéro au point A, 100 au point D, et on prolonge les divisions au delà du point D. Quand on veut ensuite peser un corps, on fait glisser le poids P jusqu'à ce qu'il y ait équilibre; lisant ensuite sur la droite AG le numéro correspondant, on a le poids cherché en kilogrammes.
Celte balance n'est pas susceptible d'une précision aussi grande que la balance ordinaire; mais elle est très-comiDode, parce qu'elle dispense de poids gradués : c'est pourquoi on l'employait fréquemment dans le commerce pour peser les ballots. On lui préfèrq aujourd'hui une nouvelle balance qu'on appelle bascule, et que nous décrirons en peu de mots.
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256. Cette balance se compose dé trois leviers {figr 18Ô) :.-
le premier CD tournant
Flg.l»0. ^ , . ^ ,
autour du pomt G, le se-
^Jr^ S condOB tournant autour
A du point fiie 0, le troisième B'E towiiantauT-
-^ ** tour du point fixe O'-Le
levier CD porte un tablier en bois, sur lequel on place le corps que Ton veut peser. Le point C est lé sommet d'une courte tige CA, fixée perpendiculairement au levier OB. Deux tiges verticales DA', BB', artioalées à charnière à leurs extreàiitês» uuisëetftles deux première leviers au troisième B'E: EnE est attaché un plateau, dans lequel on mêt'des poids grïdûfe "P pblir^ réquilibre.
Soit Q le poids du corps, M le point où la verticale, menée par son centre de gravité, rencontre la droite CD; on peut décomposer la force Q, appliquée en M, en deux forces parallèles, appliquées en D et en C. La compo-
y CM'
santé, appliquée en D, est égale à ^^ — ; on la trans-
porte en A' par le moyen de k tige verticale DA\' La composante appliquée en C, que nous appellerons Q', est
X CM
égale à Q ^ ; on peut la considérer comme appliquée en A au premier levier. On déccweaposera la force Q', appliquée en A, en deux forces parallèles, appljî()iu|e.8^f n ^ et en B. La composante, appliquée en 0, est détruite par la résistance du point tixeO; la composante, appliquée en
B, est égale à — tth — ; on la transportera e^^Bf par le
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moyen de la tige verticale BB'. Deux forces sont ainsi appliqi^ées en A' et B' au levier EB' ; pour que les poids gradues P leur lassent équilibre, il faut que Ton ait
POULIE
Pig. 182.
257. LdL poulie est un disque circulaire pouvant tourner autour d'un axe mené par son centre per- Fig. m, pendiculairement à son plan (fi^. 181 ). A cet effet, une petite ouverture circulaire est percée au centre de la poulie; par celte ouverture passe Taxe, dont les deux extrémités sont portées par la ohape de la poulie.
Cette chape se compose d'une pièce de fer dont les deux t)ranches embrassent la poulie; ellp se ^r* mine, à sa partie supérieure, par un crochet que l'on peut assujettir à un point fixe. Une gorge est creusée sur la circonférence de la poulie, et dans cette gorge passe une cwde aux extrémités de laquelle agissent deux forces, la puissaqce P appliquée en A, la résistance Q eq» B
{/iç- 182).
Les moments de ces deux forces, par rapport à Taxe de rotation, ou, ce qui est la même chose, par rapport au point 0, sont P X OC et Q X QD ; d'ailleurs, les forces tendent à faire tourner la poulie en sens contraires. Il y aura équilibre, si la somme algébrique des moments est nulle. Les deux perpendiculaires QC et OD étant égales, il faut pour cela que la puissance P soit égale à la résistance Q. Ouasd od^e eo»âkiô|| êSt f eQ^pli^y 1» poulie V9ste ^n repos
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si elle est en repos ; si elle esf eo mbavement, elle tourne autour de son axe d'un mouvement uniforme (n® 220).
Ordinairement, la poulie tourne dans le sens de la puissance. Supposons que le point d'application A de la puissance parcoure sur la droite CA, et dans la direction CA prolongée, une certaine longueur AA', le point d application B de la résistance décrira sur la droite BD une longueur égale BB'. Le travail moteur est P X AA', le travail résistant Q X BB' ; on voit que le travail moteur est égal au travail résistant. La poulie fixe , que nous venons de décrire, a simplement pour but de changer la direction de la tarée P sans changer sa grandeur : le travail n'est pas modifié.
258. Cherchons la pression que supporte l'axe de la poulie ; prolongeons les deux droites AC et BD jusqu'à leur rencontre en I; supposonscepointl lié invariablement au système, et transportons en ce point les deux forces P et Q. Ces deux forces égales auront une résultante R dirigée suivant la bissectrice IQ de Tangle COD ; on transportera cette résultante en 0, et Von aura la pression supportée par Taxe- Soient IH et IK les longueurs qui représentent les deux forces P et Q appliquées on I, la diagonale IL du losange formé sur ces deux droites égales représentera la résultante R. Appelons a« l'angle CID des deux cordons : les diagonales du losange se coupant à angle droit, on a
iL = alE=2iIHcos«.
c'est-à-dire
(1) H=2Pcosa.
' On peut énoncer ce résultat d'une autre manière : 1^
R CD F^OC
Quandies deux cordons sont parallèiesp l'angle a» ie^ vient nul» et la droite CD égale au diamètre.; on a^ daua ce cas, R^aP.
Fonlie ttufblle.l
Fig. 188.
259. Gonsidéfoiis une poulie sur laquelle est enroulée une corde BDCA (fig. 183), dont l'extrémité B est atta» chée à un point fixe, et l'autre extrémité A tirée par une force P ; la poulie sera soulevée, et Ton comprend que Ton pourra vaincre ainsi une cerlaîne résistance Q appliquée à la chape de la poulie, et par conséquent en son centre 0. Le point fixe B exerce sur le cordon BD une certaine réaction T dirigée suivant le prolongement de ce cordon; cette réaction T se transmet tout le long du cordon, et Ton peut supprimer lé point fixe B en introduisant cette force T qui provient de la résistance de ce point. Trois forces agissent sur la poulie : la puissance P, que l'on peut supposer appliquée en C; la tension du cordon DB, que l'on peut supposer appliquée en D, et la résistance Q, appliquée en 0. Pour queces trois forces se fassent
90IIUG.
é|(2ui|ibreril&ut, comme nous l'avons dit au numéro 134> qu'elles soient daos ua même piaii» qu'elles coucouxeut, et qu'elles se fassent équilibre au point de concours. Le plan de la poulie doit donc contenir la résistance Q. Les deux forces P et T devant concourir en un point I de la force Q, et cette force Q passant par le centre, les deux cordons CA et DB font des angles égaux avec la direction de la résistance Q. La résultante des deux forces P et T appliquées «a I, devant être égale et opposée à k' force Q, est (ki^igée suivant la droite 10; comme cette droite 10 est la» bissectrice de Tangle AIB, on en conclut que tes deux forces P et T sont égales entre elles ; ainsi la tension est la même tout le long de la corde. Si Ton appelle aaTangle Alfi de^ deux cordons, on trouve, comme précédemment,
(3)' '^' ■■'• (J=«îiPcos«,
ou
Pl-
aces a
Fig. 184.
La {>otilie s'élevant, l'angle 'ioc varie, et la puissance P change sans cesse de valeur pendant la durée du mouvement.
Quand l'angle aa est voisin de 180*^, la puissance P capable de faire équilibre à la résistance Q est très-grande. Quand les deux cordons sont parallèles, on a Q=aP, ou
Pssaî^. Il est facile, dans ce cas, de vérifier
le théorème du travail. Supposons que le centre de la poulie se soit élevé de la quantité 00' (fig. 184). La corde occupait d'abord la position BDCA; la longueur com^Hri^e eatre le ppint B etle poiat A a été diminuée des
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deux <portiaaâ GG' et DD' ; la corde eDonrmDl la même longueur, il est évident que sou extrémité A a marché d'une longueur A A' égale à CG' + DD\ c'est^à^ire égale à aOO'. Le travail moteur est donc P X aOO', le travail résistant QxOO' ; puisque Q:;=i %?, ces deux travaux soDt égaux entre eux.
26(>. On appelle moufles des combinaisons de.poulips qui permettentd*augmenter lapuissance autantqu'onveut. Voici une première combinaison : à une forte traverse en bois {fig. 185) sont fixés des crochets B, B', B'^^ ...; uo
cordon, attaché au crochet B, s'enroule sur la poulie 0, ets'at< tache par son aulre extrémité à la chape de la poulie O^ ; no second cordon, attaché au ero* chet B', s'enroule sur la poulie 0', ets'attache par son autre extrémilé à la chape de la poulie 0'', et ainsi de suite ; le dernier cordon passe sur une poulie de renvoi G. La résistance Q est appliquée à la chape de la première poulie, la puissance P au*demier cordon en A. Les cordons sont parallèles.
A^^pelonsT, T'T',... les tensions des différents cordons. La tension T du premier cordon joue le rôle de puissance par rapport à la poulie 0, et Ton a
Cette tension T, prise en sens inverse ^ est 4a résistance ap-
PMME.
pliquée au centre 0' de la seconde poulie ; la ten^ioii T' du seeoad cordon joue le rôle de puissance par Rapport à cette poulie, et Ton a
On a de môme
Fig. 196.
et ainsi de suite. La teiisioû xiu dernier cordon est égale à la puissance P. Dans la figure il n'y a que trois cordons; la tension T'^ du dernier cordon égale la puissance P. En multipliant les égalités précédentes membre à membre , on a
Q=PX
On vérifie encore aisément le théorème du travail : si la poulie s.elève de la quantité A, la poulie 0' s élève de 2A, la poulie O' de 2'A, . . . ; enfin le point d'application À de la puifis^nce décrit le chemin h x 2**.
261 . Voici une autre combinaison qui est plus fréquemment employée que la précédente {fig. 186).
Un certain nombre de pouUes sont montées sur une môme chape, un noH^bre égal sur une autre. ohape. j lour
sao
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Pig* lir;
La première chape est fixe; à: la seconde est a!|»|ptiqué^^ résistance Q. Un cordon attai^bé^crocket r^' qtii lennlfie la première chape, passe d'abord sur la poulie c^, puis sur la poulie o^^ et ensmitesuccçssi¥em^e&t suivies poulies c\ o\ c, 0. La puissance P est appliquée en A à Textrémité du cordon^ Noue n'avons ici qu'un feèul cordon ; il est clair que la tension est la m^ey et égiate à P, fout lel long du cordon. Chacune des poulies <?,«?', (J*^, est sollicitée par deux cordons s^isiblement paraltètes i les ténisÎGns ^alés
dé ces dëut cordefns d^iiieût une résultante iP appKquéé ^ centre de la poulie; si donc n désigne le nombre tles pouHeé môtïtêes sur la diape ndbbile, cette chape sera sollicitée par une force égale nfoi^at^, c*ésfà-dire égale à anP, et Ton kura Inéquation d*équilibre
(5) ,^Q=^î.nP. ;,
Si 'le: pdidSiQ s*élÀ^ dirte.
hauteujf'A^^ ohqcun;dJ9&!mToerr dons pairftllèkiâ éteai^idiimnxié dé la quantité h^i^&i fésu^^ qi«e ib >pôiBl A^ de ilé tpfiîsaome ' a marché de 14 ipwmûté^ anft^ •ce qui montre' ^pie- lie Icavail' mcHeoir est égal ati travail D^ sistant^^'-' ♦ ^ "'•*■• " -' ^ Au lieu: d0 DQiettre les poi^lies les unes "^ lu suite deis àQ^E^ sur une même chape, ce qui donne à rappafttf^iifte^tf^"
grsMÉidfi tof0)guoor, on Jfig-dis[»sé^ $wm\ mêràe axe,
^e^mme lejinonlKè la flgiire 1^7.
j 262- Jf^qi^'à pré3cnt iiQusj^vûns négJigé lefrotlemênt; voici içpiqmept. oa eu tieat çoaQ^pte dans la poulie fiiîe. Copsidéroas d abord leças ou ks deux forces P et Q soHt paralièle^; pour préciser, nous los supposerons Tertiéales ejt dirigées de haut eq bas* Nous avons dit qu'au centre de la poulie est pratiquée iine petite ouverture circulaire app^ll^e (mi de la pçulie ; au travers passe Taxe fixe ; cet axe rigide en fer a un rayon un peu plus petit que celui de l'œil. Quand le frottement est nul, Taxe rigide exerce contrôla poulie une réaction liormale aux deux surfaces tangentes ; cette réaction R> devant faire équilibre aux deux forces verticales P et Q, doit être verticale ellemême, et dirigée de bas en haut; le contact a donc lieu en a, extrémité du rayon vertical mené par le centre o' de l'axe rigide (fig. 188). Le centré o de l'œil est sur le oièmô rayén; h poulie tournant dans le senS'indiqtié par la flèche, le cdntaet a tdujcMJirs lieu en â» etparconsé^^at le poûït ^, ^centre de 1%!, redte^iiiimobile ^ ladvoite menée parle point o, perp^dicûlairement au plan de ia^^ poulie^ reste fixe ;> c'est Vâf&e géométrique idéal autour daqoéi sem ble tourner la poulie. La résultaatiB des deux forces P et Q doitfaâsar par le point a/ ce point a étant également di6tei»t des deiaforctôy on en conclut que les forces sont égij^^réj^es^ 3: .. _
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Quand il y a frottemeDt, la réactbu R e;xercée par Faxe rigide sur la poulie n'est plus normale aux dçux surfaces ; mais elle fait avec la normale mn un angle égal à ?, en sens contraire du mouvement (fig. iB9); cette réaction R devant être verticale, pour faire équilibre aux deux forces verticales P et Q, on en conclut que le point de contact qui était primitivement ena, à l'extrémité du rayon vertical o'a^ s'est déplacé du côté du mouvement, et a décrit sur Taxe rigide Tare am qui correspond à un angle au centre ao'm égal à 9; on voit en effet que, dans cette position, la réaction R fait avec la normale mn^ et dans le sens convenable, l'angle y. Le contact reste au même point m pendant toute la durée du mouvement; le point o, centre de l'œil, ne bouge pas, et on obtient ainsi une droite ou axe idéal fixe autour duquel semble tourner la poulie. Appelons r le rayon ok de la poulie, p le rayon om de l'œil ; abaissons du point m une perpendiculaire mb sur le diamètre horizontal AB; la résultante des deux forces parallèles P et Q devant passer par le point m, on a
PxAAa^exéB,
ou P(r— p6inç)=Q(r+psinf).
On en déduit
i + î-siûç
smf
Ainsi, la puissance P est plus grande que la césistaim Q*
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Oïl arrite à la iwêitte équatioti eh prenant les moments dès trois forcés P; Q, H, qui agissent sur la poulie, par rapporta Taxe idéal autour duquel ell0 tourne, c'est-à-dire par rapport au point o, et exprimant que la somme algébrique est nulle. Le moment de la force R étant R X ob, où Bjosin (fy en valeur absolue, on a Téquation
(7) Pr— Qr — Rpsin9=o;
i»;k vcictu^^de la rplation
cette équation devient
p,* ^ Qr — (P + Q) p sin 9=0
et reproduit l'équation (6).
Le frottement exigé donc une augmentation dans la puissance. La différence
p . ^ 2^sm9
I— ^sm'9
est d'autant plus petite que le rapport ^ du rayon de l'œil
au rayon de la poulie est plus petit, et que l'angle 9 est
plus petit. Pour dixriinuer le rapport ^ , on fait la poulie
très-grande, en l'évidant pour diminuer son poids, et on fabrique Taxe rigide en excellent fer, afin qu'il puisse supporter la charge sous un petit diamètre. On diminue Fangle 9 en graissant avec soin l'axe intérieur.
26&.' Evaluons le travail : il y a ici deux résistances,
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la résistance utile Q et U résÎBtance passive R, Le$-chemios décrits par les point)? d'application des forces Pet Q étant égaux» on a .
Ainsi, le travail utile n'est qu'une partie du travail moteur ; le travail absorbé par la résistance passive est la différence entre ces deux travaux, et Ton a
JX_J--T;
P • ai-Sinç
i+^sinQ
Proposon^'jQiûiUs d'évaluer direçten[^ent^; travail f^u; pour cela nous déconoposei^ous la réaf^our ohligMe R^n deux forces, Tune Rco^ 9 dirigée suiyant la pormft^ w», TautreR sin <f suivant Içi tangente w/, La première e§t la réaction normale que l'axe rigide exerce contre l^jpyi^ie; comme eHe jii^sse par le ppint fix^. 0, spe, travail est nul. LaS'écondô est le frottement; si Ton appelle «Ja vitesse angulaire de rotation» le point m de la poulie a une vitesse up; le frottement étant appliqué au point m et dirigé en sens contraire, son travail elémentairse est — Rsin 9><(i)pA^ Le travail n^otenr élémentaire e^ Pca?'A^ le travail. utile — Qtùr^t ; si l'on écrit que le^ travail moteur est égal à la somme d^s travaux résistants^ o^gi, retrouvé Téquation (7) • - '^ .
Mi<>
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poids de la poulie. Ce poids, que nous désignons par p, est appliqué at centre dé gravité o àe la poulie. Le toomeùt de cette îorce par rapport au ipointo éfaiit ndl, t'équation (7) des moments n'est pas changée ; mais ori à Ri=iP -h Q-+-/>. et l'équation (7) devient
Pr— Qr — (P -h Q+i») p siii ?=o.
d'où
Q4-(Q+/>)^sin9
On en déduit (10)
(^Q-+-iP)^sinç
•2W. Considérons maintenant le cas générai {fig. 190), ^1 négligeant toutefois le poid^ de ng. ,90.
}a potiiie, et supposons toujours que la poulie tourne d'un mouVement uniforme du côté de là puis^ sancé. Sôit ï le point de rencontre des deux cordons prolongés; la ré- *^sùltkntedes deuxforces P et Q passe parle point I; la réaction exercée par l'axe rigide sur la poulie, devant fafre équilibre à ces deux forces, passera aussi par le point 1. Si le frottement était nul, cette réaction, étant normale et par conséquent passant par le centre, serait dirigée suivant la droite ol ; le point de contact serait en a. Mais, quand il y a frottement, la réaction R doit faire
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1 angle <f avec la normale mn, du côté opposé au mouvement, et le point de contact se transporte de a ^en m, Appelons aa Tangle AIB ; la réaction R étant égale et opposée à la résultante des deux forces P et Q, on a
(10) R=KP« + Q»H.aPQco8aa,
Décomposons maintenant la force R en deux forces, Tune* Rcosç dirigée suivant la normale ww, l'autre Rsin xf dirigée suivant la tangente m^• en exprimant que la somme algébrique des moments des forces, par rapport au centre o de la poulie, est nulle, nous retrouverons Téquation
(7) Pr— Qr— Rpsin9=o,
à laquelle nous sommes arri^s précédemment. En divisant par r et remplaçant R par sa valeur, on obtient la relation
(H) p_Q — esin(pJ/^P*-hO"+3PQcosîi«,
entre la puissance et la résistance.
Proposons-nous de déterminer la puissance, connaissant la résistance. L'équaUon(ll),par Télévation au carré, donne une équation du second degré
i-|-^sm*9cosaa
P*-^PO — ; +Q*=^o,
I— ^sin*9
dont les deux racines sont réelles et positives ; le produit étant égal à Q', Tune d'elles est plus grande que Q, l'autre plus petite ; on prendra la première. Mais il est plus simple
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de la calculer approximativement, On a, en vertu de l'équatiofl (11),
(12) P= Q + 1 sin ç |/P'+ Q«+ aPQ cos ia.
Le facteur -sin (pétant très-petit, si l'on néglige d'abord
le second terme, on a la valeur approchée P=Q; si l'on remplace ensuite dans ce terme P par sa valeur approchée Q, on commet une erreur du second ordre, et Ton a une valeur beaucoup plus approchée
(12) P=Q/i4-a-sinçcosaj.
La déterminaj^on du point de contact m revient à la construction du triangle mol, dans lequel on connaît les deux côtés ol et om, et l'angle obtus oml opposé au premier côté.
CHAMTRE VI.
TREUIL
fig,t9t4
266. Du point de vue le plus général, le treuil est un corps solide assujetti ^ tourner autour d'un axe fixe. La condition d'équilibre est que la comme algébrique des moments des forces qui agissent sur le treuil, par rapport à Taxe du treuil, soil nulle (n*^ 188). Quand cette ccùiditioa est remplie, le treuil rçs|e en repps, pu se meut d'un mouvement uniforme (n® 220). ^
Le treuil se compose eu général d'un cylindre en bois {fiff, 191), sur leqviel est eiwulée une corte à laquelle est
, appliquée la résistance Q, par exemple un ppids que Ton. veut soulever. Le cylindre se termine à ses deux extrémités car deux cyliï^di*es en fer d'un raypfl j^us petit, placés sur le proibàgement de l'axe intérieur ; ces deux cylindçeg enfer, qiiie Vo^ nomi^ ta^rfUms,^ reppspa^ ,^t deuxj supports concaves «ppdqs.cpw^î??^/*. 4^ çy^içdie^ en bois porte une roue en bois d'un tsi^y^ H^^^WVB^ grand; en un point A de cette roue» et tangentiellement, est appliquée la puissaueerp. On peut supposer la résistance Q appliquée en B au point où la corde quitte le cyliadre. Si Ton appeHe?' lerayon OAde 4a roue^f^ lerayoB^
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CB du cylindre, le moment de la résistance est P X ^, celui de la résistance Q X r\Xê^nf(ûm^ éf équilibre est
Pr=Or' ; d'où
Là puissance est à là résùtatice comme le ràt/on du cy- ItTiareestaumyohjîeHarouéi , - ' '
tie tliéôrëme du travail se vérifie aisénîient. Si Ton appelle'^ Sangle décrit par le treuil, le travail moteur est Pflr, le travail résistant Qftr'; on voit que ces deux travaux sont égaux entre eux.
' 2i67. PrôpOson^nbus d'évaluer les pressions supportées par les deux coussinets. Considérons d'abord le cas où la piiiàsânce est verïicate comme la résistance ; les rayons OD ei CB, qui aboutissent aux points d'application D et B de ces deux forces, sont Horizontaux; ils sont par conséquent parallèles et situés dans un même plan avec raxc. Soit E le point où la droite BB rencontre Taxe; à cause des triangles semblables DOE, BCE, on a
EC CB P
par conséqueoi la force P+Q appliquée en E peut être
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décomposée ea deux forces^ 1*ud8 P appliquée en 0, l'autre Q appliquée en G. Ainsi, on peut supposer que les deux forces P et Q sont appliquées à l'axe, Tune en 0, l'autre en C. On décomposera ensuite la force P, appliquée en 0, en deux forces parallèles, appliquées aux tourillons I et K, et de même la force Q appliquée en C, et ToD obtiendra ainsi la charge des deux tourillons. Si l'on voulait tenir compte du poids du treuil, on décomposerait aussi le poids jo, appliqué au centre de gravité G, en deux forces parallèles, appliquées aux tourillons.
Considérons maintenant le cas où la puissance est appliquée en. un point quelconque A de la roue et n'est pas parallèle à la résistance. Au point D, extrémité du rayon horizontal OD, appliquons deux forces verticales P et F, égales à P et de sens contraires, ce qui ne change pas l'équilibre. Les deux tangentes en A et D se rencontrent en H ; on peut amener en H la force P appliquée en A et la force P' appliquée en D; ces deux forces égales appliquées en H ont leur résultante HL dirigée suivant la bissectrice, c'est-à-dire suivant le prolongement de la droite OH ; on pourra transporter cette résultante en 0, et là, au moyen d'un losange égal an précédent, la décomposer en deux forces, l'une parallèle à AH et égale à P, l'antre verticale et égale àP'. D'un autre côté, d'après ce que nous avons dit précédemment, la* puissance verticale P appliquée efi D, et la résistance Q appliquée en B, peuvent être transportées parallèlement à elleB-mêmes* Tune au point 0, l'autre au point C. Nouis avons ainsi trois forces au point ; les deux forces verticales P et P% égales et opposées, se détruisent; il reste la force P paraHèle à AH. Ainsi, quand on veut évaluer les pressions supportées par l'axe, on peut supposer que la puissance et la résistance sont transpor-
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tées paraUèlement à elles-mêmes, l'une au cenfcre de la roue, l'autre au point C. •
FroMemeni dans !♦ treuil.
268. Jusqu'à présent nous n'avons pas tenu compte du frottement que les tourillons éprouvent sur les coussinets. Nous traiterons cette question dans le cas particulier où Ja puissance et la résistance sont verticales. Les deux tourillons appartiennent à un même cylindre géométrique ; ils s'appuient sur les coussinets suivant une même arête de ce cylindre; les normales sont parai- Pig. m.
lèles et les réactions R, et R^ des deux coussinets sur les tourillons, faisant avec les normales le même angle <p , sont parallèles {fig. 192). La résultante R, et R, de ces deux réactions parallèles devant faire équilibre à la somme P-hQ+jo des forces qui sollicitent le treuil, ces réactions sont verticales, et Ton a
R. + R,=P+Q+jt?.
Quand le frottement est nul, le contact a lieu au point le plus bas a du coussinet, afin que la réaction soit verticale. Mâis^ quand il y a frottement, le contact se déplace du côté de la puissance et vient en m, où la normale mn tait avec, la verticale l'angle 9 ; Taxe géométrique reste immobile pédant toute la durée du mouvement, et c'est autour de cette droite fixe que tourne le treuil. L'équation des moments autour de l'axe du treuil devient
Pr_Qr'— (R,+R,)psin9=o, ou Pr— Q^'— (P + QH-ji>)ps!n?=o.
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On en déduit
OU
(5) ' P««QÎ^4--*^ ^ ^ .
Le gaconi leivae esiprifme Taugaientatiân delà pui^nqe résultant du frottement. 1 /* . '..ff/,
MhlIHritnitit «(ftrli.
269. Nous avons supposé jusqu'à présent queifi§ fpf^ qui agissent sur le treuil se font équilibre, c'est-à-dire que la somme algébrique des moments des forces, par rapport à Taxe, est nulle; alors le mouvement de rotation êstimiftjrme* . : .li . :.».i- ^^i
Supposons maintenant que la sdiimDe de&mimieaftd dés
forces ne soit pas nulle, et désignons cette somme par G.
Nous avons démontré (n® 218) que la dérivée relative au
temps de la somme des moments des quantité^ d^ 'ôiGiu^
vement des diverses molécules qui composent le corps-est
égale à la somme des moments des forces. Mais la somme
desmoments de quantité^ de mouvement est égale, à
chaque instant, à la vitesse angulaire de rotation 6> ■ ;T^-.-. ..-•',.-. .^-^r» ••- -, . .. ..- ,. -q ■rr-.jTi'>rT^^!ff«-.irion."»'ïi;
(n° 220) multipliée par le moment d'inerde dji corj)é sî^lide relatif à Taxe de rotation ; on a donc Téquation
D,wX Smr*=G.
TREUIL
Ainsi, quand un corps solide est assujetti à tourner autour (fun axe /ioce», Ut dérivée ijk la vitesse angulaire de rotation est égale à ta somme des. moments des forces^ divisée par le moment ^inertie du corps solide.
Comme application, cherchons le mouvement d'un treuil soumis à l'action d'un poids P attaché à l'extrémité de la corde^^nroàlée«uy \sb topil, et abandonné à lui-même sans vitesse iakiale. -Quand le^ moûVfefiaéat est uniforrtiéf la tension de la c<»de est égale au poids P; mais ceci n'a plus lieii quand le mouvement est varié (n® 89). Appelons T' cette tettsion, r le râyoB du cyliiidre, M^ îe inoment d'inertie du cylindre par rapport à l'axe, M ètiant lamasse du cylindre. Le corps P est sollicité par deux forces : son poids P, et la tension f de Ifioepde qui le tire en sens inverse; le mouvement vertical de ce corps est donné par 'PéquiatkkF- - •■■::^^^-, :\.-: -- \ . - . •• ■• ■ .. :;. .•; ..•;-
Le treuil lui-même n'étant sollicité que par la .tensiDn T ëè' ta iCdràe, on a d!9ii>ir^ ^avi . > ..
Z T'Z,Z y s ' "M^^^Tr!..\;;';
La vitesse angulaire, ayant sa dérivée constiantè, croît proportionnellement au teriips, et le mouvement est uniformément accéléré.
LIVRE IV. DES MAGHINIS
BxerolMs.
1^ Un plan incliné parfaitement poli passe par un point donné ; en quel point du plan faut-il placer un corps sans vitesse initiale pour qu'il arrive au point donné dans un temps donné, et quel est le lieu de ce point quand on fait varier l'inclinaison du plan?
2<*Méme question, quand on tient compte du frottement.
3® Quelle position faut-il donner à un plan parfaitement poli, passant par un point donné, pour qu'un corps placé en ce point, «ans vitesse initiale, arrive à un plan donné dans le temps le plus court?
4^ Même question, quand on lient compte du firottement.
5^ Deux plans inclinés sont placés en regard- l'un de l'autre, et réunis à leur partie inférieure par une petite courbe de raccordement. Trouver le mouvement d'un cc»*ps placé sur l'un d'eux sans vitesse initiale.
6® Deux plans inclinés sont appuyés Tun contre l'autre, dos à dos ; deux corps sont placés sur ces plans sans vitesse initiale, et réunis par une corde qui passe sur une poaik fixe placée au sommet des plans inclinés. Trouver le mou* vement de ces deux corps. On négligera la masse de la poulie et le frottement de son axe.
V Trouver la position d'équilibre d'une droite pesante homogène dont les extrémités reposent sur deux plans indinés parfaitement polis^
8^ Trouver laposition extrême d'équilibre d'une échelle, dont l'extrémité inférieure repose sur un plan horizontal et Textrémité supérieure s'appuie contre un plan vertical.
9<> Mouvement de la machine d'Atwood, en tenant compte de la masse de la pouUe.
CHAPITRE I
JMOUVPBIRNT DE^ PLAKÈTfS.
270. Kepler a découvert par robservation les lois suivant lesquelles s'effectue le monvement des planètes autour du soleil* Ces lois sont au oombre de trois :
1^ Les orbites des planètes sontplanes, et le ra^ron <}ui va -du centre du soleil au centre d'une planète décrit des aires proportionnelles au temps.
2^ Les orbites des planètes ^ont des ellipses, dont le soleil occupe Tun des foyers.
^ 3* Les carrés des temps dies révolutions sont proportionnels aux cubes des grands axes des ellipses décrites par les planètes.
Les ellipses décrites par les planètes ont leurs excentricités très-petites; nous avons cherché (n° 106) la force qui produit le mouvement des planètes, en supposant tes orbites circulaires et le mouvement uniforme. C'est de cette manière simple que Newton a trouvé pour la première fois la loi de l'attraction. Il est arrivé ensuite au même résultat dans l'hypothèse plus exacte du mouvement elliptique. Notas traiterons cette question par une méthode élémentaire. Nous ferons voir comment, des lois de Kepler, lois données par TobservatioB, on peut remonter à la
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cause dn phénomène, c'est-à-dire à la force qui produit le mouvement.
Gonsé^n«noe de U loi é— aivM. ^
271 . Soit {fiff. 193) le centre du soleil, OX une droite Fig. i»j. fixe à partir de laquelle nous comp-
tons Faire décrite par le rayon vec- ^. t6ur OM, qui 'va du canUpedu soleil
au centre d'une planète. Si Ton représente par Â l'aire décrite dans
k' le temps i» par - Taire décrite dans
l'unité de tea^ps^ iaioi d^aîr^s oMsîsto eo ee queraiite A décrite par le rayon vecteur est proportionpelle au temps ; on a donc
Cette loi peut être trftfisforméQ id^ diverses manières. Soit M la position de la planète au temps t, W sa position au temps t + ^t; on peut supposer l'intervalle de temps ht assez petit' pour que, dans cet intervallf , le myon vecteur OjH aille cons.ta,iwwent ep croissant, ou constanaippnt en décroissant. D,u.p9in.tO comme centre, avec les payons OM et OM ', décrivons les arcs de cercle ME, M'E' ; le secteur MOM', décrit par le r.ayog vecteur pendant le teiçps A^, et le triangle MOM' sont compris entre les deux secteurs oipculaires MOE^ M^OE' ; le rapport det deux quelconques de ces quatre quantités est donc compris entre les
MOE M'OE
deux rapports mverses jjpTTpv» ISTïf"' '® rapport des aires
MOUVEftlENT.DES PUPiiyTRS.
des deux' secteurs circulaheK étant égal Ti Ir^rp) ,'olîà
jrrr] , suivant qu'on prend le rapport dans un sens ou
dans l'autre, la limite est égale à l'unité quand At tend yers zéro.. Ainsi, le rapport de deux ^quelconques des quatre aires considérées préçédeaiment a pour limite l'unité, lï en résulte que les quatre rapports
sèctMOE trJMQM^ sèctMOM^ sectlM^OE^
At • ' ■' ^-At -■'' ' .' At' ' At
ont même limite^ Le secteur MOM' est l'aire AA décrite pfiirlerayoHvecteUT dans l'intervalle de temps Aif; ainsi
AA
fei iKikiitç de^ Ghaoae -de ces ^ rapports eijt égale à Ijm — ,
c'est-à-ilire à D<A, dérivée de Faire par rapport au temps. Le triangle MOM' a pour mesure la moitif^ du produit de sa base MM' par la perpendiculaire OQ, abaissée du point sur la sécante MM^ ; on a donc
'-^---' ^ --Mri'MiM'^r'MM'^;-^-''
L«i»Pf#rtr^:ftyMtpQMriiiwite,|^ vi^^s^e v au,}>ointM,
el fà' perpendicalàirê OQ Ik péi*pëndte^ àhaïssi^e dn
poifit sur la tangente en M, oh ôbtielit lii fêtàfîon
' QvL^tÀ tài ldi<ie8iairefe a liieti^ en Vetmi d« i^éqiialioo (4), on a D<Â=-, et par suite
(3) ■ vq^V: ^
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On peut donc énoucer la loi des aires en disant que le triangle, ayant pour sommet le centre du soleil et pour base la longueur qui sur la tangente représente la vitesse, a une aire constante.
On peut dire encore que la vitesse varie en raison inverse de la perpendicnlaire abaissée du centre du soleil sur ta taîigente à la trajectoire.
272. Après avoir transformé ainsi la loi des. aires, nous montrerx)ns la conséquence qui en résulte, quant à la force qui produit le mouvement, A partir du point de rencontre I de deux tangentes voisines, portons sur ces tangentes les longueurs lA et IB qui représentent les vitesses en M et
en M' {fig. 194) ; le rapport — est ce que nous avons ap-
Fig. 194. pelé l'accélération moyenne pendant lé
temps A^ (n® 37). D'après ce que nous venons de dire, les deux triangles OIA, OIB sont équivalents ; il en résulte que la dtoite ABest parallèle au côté commun 10. Faisons maintenant décroître Ar jusqu'à zéro, le point M' se rapproche indéfiniment du point M, ainsi que le point I ; la droite 10^ direction de Taccéiération moyenne, a pour^limite MO. On en conclut que l'accélération au point M est dirigée suivant le rayon MO. Ainsi, la force qui sollicite la planète est constamment dirigée vers le centre du soleil.
HoiiTEillsNf bËS pLanIti'ês.
Qoh0é«|betio6 dé là dett^ème loi.
273. La planète décrit tine ellipse dont le soleil occupe l'un des foyers F {fig. 195). Appe- Fig. 195.
Ions q çX q' les perpendiculaires abaissées des deux foyers F et F' sur une tangente, on sait que le .
produit \jq' de ces deux perpendiculaires et égal à **, c'est-à-dire au cairé du demi petit axe de Tellipse.
k -(n«^271)setrans-
La i^elatioB v forme et deviëtil
ainsi, la vitesse est ptoportiormelU à la perpendiculairt abaissée du second foyer W sur la tangente.
Revenoûâ à la figure précédente : pat' le point d'intei^section des deux tangentes voisines, portons sur ces tangentes les. longueurs lAet IB qui représentent les vitesses en M et en M', rt joignons AB. Du second foyer F' abaissons les perpendiculaires F'C et F'D sur ces tangentes, on a
AB_J^ GH
On obtiendra donc laccélérafion au point M, en cherchant
GH
la limite du rapport -— .
Les deux rayons vecteurs FM, ^M', prolongés, passent par les points G et H, et les deux longueurs FG et FH sont égales au grand axe ia de Tellipse. Du point F comme centre, avec les rayons FM et FG, décrivons les arcs <ie cercle ME et GH, le rapport de la corde GH à l'arc GH
étant égal à Tunité, la limite du rapport — est la
arcGH
même que celle du rapport ; le secteur GFH a pour
arcGHxFG . . ,. ^„ ,,
mesure -: — , c est-a-dire arc GH X a ; on en déduit ., , . . . , . ,^
arcGH= •
Les deux secteurs semblables GFH, MFE étant proportionnels aux carrés des rayons, on a
sectGFH^ 4g\
sectMFE r» '
,. . ,r.t,u 4^ X sectMFE A ou secl GFH= ^—^ — ; ,
arcGH 4g seclMFE.
*v, , , , . , . , , sectMFE ,.
D après la loi des aires , le ni[)|)oit — — — u (lour li-
k mile - ; ou a donc
GH aaA
li»^=^-,.
et par suite
,. AB '■ af^- I
Si l'en posç^
pour
abréger,
on a enfin
Ainsi, /a force varie en raison inverse du carré de* la distance au centre du soleil.
Le calcul précédeot ^'applique aux trois courbes du second degré. Car, dans i'hyperboïe, le produit des perpendiculaires abais^ççj^ 4?^ d^ux foyers sur une taugente quelconque est aussi constant; si Ton représente par/? le
paramètre — de Tellipse ou de l'hyperbole, on a en générai
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Ce résultai convient aussi à U parabole qui est la limite d'une ellipse.
Goniéqufnoe de l« IroItlAmQ loi.
Revenons aiix4)laoèt6S dont les drbites sont ellip
k tiques. Nous avons représenté par - Taire décrite par le
rayon vecteur dans Tunité de temps. Si Ton considèref Taire entière de Tellipse itab décrite dans le temps T, on a
k T:ab
d'où . .
D'après la troisième loi de Kepler, le rapport =^ est constant i il en résulte que la con§tante /x est la même pour toutes les planètes, c'est-à-dire que le soleil attirerait également Tunité de masse de toutes les planètes à la même distance.
Si Ton appelle m la masse d'une planè];ey F 1^ force qui la sollicite vers le centre du soleil, on a
Tout se passe donc comme si le soleil attirait les planètes proportionnellement à leurs masses et en raison inverse du carré des distances. Telle est la conclusion remarquable à laquelle est arrivé Newton en suivant une marche analogue à la précédente.
MOQv^iKsp ft^ fumms.
Aéelproque. '
275. Occupons-nous mainlenanl de la question inverse : étant donné l'état initial d'un astre sollicité par une force dirigée vers un point fixe 0, et variant en raison inverse du carré de h distance, trouver le mouvement de eet astre.
Cherchons 4*&bord la projection de raccélérs^tion sur une perpendiculaire au rayon vecteur. A partir du point dlnterseetioa I des deux tangentes voisines, portons sur ces tangeqtep les longueurs lA et IB qui représentent les vitesses «; et t;' en M et en W {fig. 196); appelons y et q' les perpendiculaires OQ, OQ' abaissées du point sur les te^ngentes ; prolongeons la droite 01, et menops la droite IH perpendiculaire à 01. Si l'on projette sur IH la droite AB et la ligne brisée AIB, on a
pr(y.deAB=«'sinBIL — wsin ^ . , AB I ^v'q' — va
AIL=^^-p2;
Quand U tend vers jséro, U droite 01 tend vers le rayen vecteur OM, et l'on a
proj.dey=^D,(t;y).
Si la force qui sollicite le mobile est dirigée suivant le rayon vecteur MO, sa projection ^ar une perpendiculaire au rayon vecteur est nulle, et Ion a
et par suite
l>iN)=^0,
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k désignant une coostoote. Ko veirtuderéqualioB (S)4tt
numéro 271, on en déduit la loi des aires Ï)|A = -,
As»-^. Ainsi, qtictnd lu force est dirigée vers un point fixe ^
Paire décrite par le rayon, vecteur est proportionne/k au temps.
Soit M la position initiaie de Fastre, MA sa Vitesse inî^
tiale (/%. 197); nolis désignerotis
par Ta la dtstmce^ initiale FM, par
Vq la vitesse initiale MA, et par^^ .
la perpendiculaire FQ abai£(sée du -.
point ¥ sur la drohe MA, perpen^^
diculaire qui déterminé la direo^ -
tion de la vitesse initiale. La mr
leur de la constante k est donnée par la fomauLe k^^rf»^^,
276. La force pouvant être représentée par laforamie F=--^, l'accélération y est égale à ^, [i étant une constante donnée. Déterminons la section conique, qui aé^' mette pour lua de ses foyers F^ le œntpe du soleitrqAi passe par le poiint M, qui soit tangènite à la drcâtetHA^al
dont le paramètre/? satisfasse à là relation fjL=-, d'où
jD= — =~^-^ . Sur le rayon vecteur MF prenons une longueur MP égale au paramètre/), et par le point P ménonfe * une droite PN perpendiculaire au rayom vecteur: MF^ le point N où catte 4roitei reiu^ouitre laiatormale MN à h courbe, c'est-à-dire la perpendiculaire à la tangente MA, appartient auipremi^r ajfe d^ la.oQurbe; -car-onvsait qne,
daile une seetioa conique, la projection sur le rayon vec- . leur MF. de la portion de normale MN comprise entre la courbe et le premier axe est égale au paramètre p, La direction FN du premier axe est donc connue. Pi;olongeons la-perpendiculaire FQ, abaissée du foyer F sur la tangente MA, d'uîlë longueur QH égalé àFQ, et joignons MH; le point F' où cette droite MH rencontre l'axe FN est le second foyer. Quand les deux foyerâ sont d'un même cAté de k tangente MA, là courbe est une ellipse \fign 197), et la somaie des rayons vecteurs MF+,MF' donne la longueur aâsdû grand axe ; cette ellipse est donc complètement déterminéci Quand les dquï foyers sont situés de part et d'aûlfe de la tangente pj- ^yg
MA {fig. 198)i la courbe est une branche d'tinehyperbole, dont .
on Qonnatt Id longueur aa de l'axe irans verse. Enfin, quand la droite MH est parallèle à FN {fig. 199), le second foyer F; étant à Tinfini, la courbe est une parabole.
il est aisé de voir que l'astre décrira la section conique ainsi -dbteiicie ; car, fii Ton imagine uA mobile décrivant cette.courbe, avec la vitesse initiale MA, et d'après la loi des aires, la force qui produira le mouvement de ce second mobile sera» comme nous l'avons démontré, dirigée vers
le point 1^ ot ég^le à --^.; or, qpand deux n^obilesont le
mômèf'étât initial et sont solîicités par la même force, ils coînctden!KévideiiiQ£ient dans to^ttt leur mowemetit.
217* Vi>yons à quel cattictèrc on reconnaîtra, d"après
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les données initiales, l'espèce de la courbe. Appelons n la longueur delà normale MN ; dans les triangles semblables MNP, MFQ (fi9.\i91 et 198), on a
-=^: dou n=C-^.
Les triangles semblables MF'N, HF'F donnent aus$i MF'
et, si l'on remplace net p par les valeurs,
ia
Quand le rayon vecteur MF' est plus petit que aa, la courbe est une ellipse ; c'est au contraire une hyperbole, quand MF' est plus grand que a«. Ainsi, la courbe est une ellipse
ou une hyperbole, suivant que Ton a Vq<z\X ^ ou
Vo>\/^. Dans la parabole {/ig. 199), la figure MNFH
étant un parallélogramme, on a w = FH = a5'o, et par suite
Vo= \X -^. On voit par là que
Tespèce de la courbe ne dépend que de la distance initiale ro et de la grandeur Vq de la vitesse initiale ; mais qu'elle est indép^a-^ dante de q^^ c'est-à-dire de la direction de la vitesse initiale.
Fig. 199.
CHAPITRE H
Cim ol| les azev mobilM ont nn moavemeiit de tranftlation.
278. Nous avons démontré dans le livre II, chapitre iv, que l'accélération est égale, en grandeur et en direction, à la résultante des forces qui sollicitent le mobile, divisée par la masse ; mais ceci suppose que le mouvement est rapporté à trois axes de coordonnées fixes dans l'espace. Le théorème doit être modifié quand les axes sont mobiles.
Soient Ox, Oy, Oz trois axes fixes dans l'espace (fig, 200); 0'x% O'y', 0'^' trois axes mobiles, ng. 200.
parallèles aux premiers; le système des axes mobiles aura ainsi un mouvement de translation. Tout point lié à ces axes sera emporté avec eux et aura 1^ même inouveçient que Torigine mobile 0'. Le mouvement d'un mo- / bile par rapport aux axes fixes peut être considéré comme le mouvement résultant de deux mouvements, savoir : le mouvement du point matériel par rapport aux axes mobiles, et le mouvament de translation de ces axes mobiles. Nous avons vu que, dans ce cas, la vitesse du mouvement relatif aux axes mobiles est la résultante de la vitesse du mouvement relatif aux axes fixes, et d'une vitesse égale et contraire à celle de l'origine mobile (n® 23), et que, de même, l'accélération 7' du mouvement relatif aux axes mobiles est la résultante de Taccélération y. du mouvement relatif aux axes fixes
et. d'une accélération é^ale.et €ontr;jiir6ià^rfic|oâlfeaUoiii74 de Twigine n¥>bile.(a* 53).
LorsqueJe mouvemeat de translation d€is %xes mobiles estrectiLigneatuniforme, 1 acçélénaiion y, deoe^momB'ment étant nulle, on en conclut que l'accélération y' relative aux axes mobiles est la même que raccéïération 7 relative aux axes fixes.
279. Dans Tétude que nous avons faite da mouvement des ptanètaft atitoui^du âoleil, nous avon^ supposé fii^ile centre d|i soleil ; inais il n'en est pas ainsi, et les fermulegi que nous avons trouvées doivent étt>e modifiées un pe«i. Considérons un système formé de deux astres, le soleil S de masse M, et une planàte P de masse m {/tff. 201). Previg. )of. noi^^ troisaxes Oâr, 0^^ Oz fixes dans
l'espace , et par le centre c|u soleil menons trois axes Sx\ Sy', Sz' parallèles aux premiers. Les deux astres s'attirent mutuellement suivant la droite qui les joint; sîron appelle** leur distance SP, cette attr^tion a
film , ^ , ,, pourexprçsisjon^— ;c estvipedpvWe
force, agissant, d'une part sur la planète datts la dii'ectïbû' PS, d'autre pa,rt syr le soleil dans 1?l direction SP. ï^ mouvements étant rapportés aux axes fixes, il* en résulte
pour la planète une accélération y égale à ^-, dirigée suivant PS, et pot(^ le soleil une accélération y, égale à ^ et
dirigée suivant SP. D'après, ce qui a été dit précédemmeat, l'accélération y dû mpuvement de la planète par rapport
aax^aîfié^ iftobiles m^iés par Fe centre du ^leii est la réèuh tante de Taccélération y et d^uae amélioration égale eicoii'tïaifreày, ; l- accélération 7, vfyri^ ènsen^ contraire, devient denûême seûfe que 7 et s'afoute à y, de sorte que i'oïi a
y'=y:j^y^=l^ ^ ' . Si dçnc on pose fi=^(M-hm),
il viendray'=4' L'accélération du mouvement relatif de
I^: planète autour du soleil est dirige vers' le rcentre du sqleU ' et^âfie en raisou inverse du earpé âe^ 1% dislimaea IfdSi , imiaonnements du ehapitr^ précédent s^appUqfseiU; do^Q à ide inou^emeott irektiF :■ la loi des aipe&a> lieu,; ettlo* plaiirèite décrit une section conique dont le soleil oeaiipe Tuo des foyers; on retrouve ainsi Jes deux prefiàières lois de Kepler 3 tfiaisla troisième doit étire un peu modifiée.
Nous avons trouvé la relation p= ^ ; ici la constante f*
est égiâlé à /(M+m) ou à /M 1 1 4-^ ; les planètes ayant
des i^çLSses dif^.entes, cette quaatilé,fc n'est pas la même
plbiif toutes les planètes, et par conséquent le rapport 7*5
n'est pas constant. Wâië; cotïittle lès inasses des planètes spiittrès^pdtitesçQïppaFéeB àjoelle du 8olml,/la qi^eiptiié (^
diffère peu de la quantité constante /îif, et le rapport =
est à peu près constant.
. 280. Les lpis.4H rflouyeineDt ,el| jptique \}e, rppréseqatent qu'imparfaitement le mouvement des planètes. Si Ton considère rérisenàblëdfe notre système planétaire, chaque planète eât attîréfe^iiyn-seùlemeiit' par If*^ soleiK^mnis èin-
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core par chacune des autres planètes, de sorte que le vrai mouvement d'une planète est extrêmement compliqué. Mais, l'attraction du soleil étatit prédominante, vu la grandeur de sa masse, le mouvement diffère peu du mouvement elliptique; on peut le regarder comme un mouvement elliptique légèrement troublé ou modifié par l'action des autres planètes ; c'est là ce qu'on appelle les perturbations du mouvement elliptique. Nous n'entreprendrons pas ici le calcul de ces perturbations ; cette question sort du cadre de nos études. Nous dirons seulement, avant de quitter ce sujet important, commenton détermine le rapport des masses des planètes à celle du soleil.
Mame des planètes.
281 . Considérons une planète accompagnée d'un ou de plusieurs satellites. En désignant par M la masse du soleil, par m celle de la planète, par a le demi grand axe de l'ellipse décrite par la planète autour du soleil, et par T la durée de la révolution, nous avons trouvé la relation
En appelant m' la masse d'un satellite, a' le demi grand axe de l'ellipse qu'il décrit autour de la planète, et f ' la durée de la révolution, on a de même
On déduit de là
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OU, ea divisaat les deux termes du rapport par M,
mm'
m^ Si Ton néglige le rapport très-petit -jrp, c'est-à-dire le rapport de la masse du satellite à celle du soleil^ on a la relation
de laquelle on déduit le rapport -^ ;de la masse de la planète
à celle du soleil. En eflectuant le calcul pour Jupiter, on
trouve tr=^ — tm io5o
On pourrait suivre le même procédé pour la terre, en
considérant le mouvenient de son satellite, la lune. Mais
on y arrive plus facilement par un autre moyen : si l'on
appelle r le rayon de la terre, l'attraction que le globe
terrestre exerce sur l'unité de masse placée à sa surface
est exprimée par ^ ; mais cette attraction est connue,
c'est le poids g de cette unité de masse ; on a -donc
d'où Ton déduit
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oD Imuve ainsi ù peu près . .;, ^^^
\i M^ 355ooo' . -_ ^ ^
Cas o^ laa axes mobU«« onf un mouTe^i^nf de roU(tt4|.p. . _
282. Jiisqu*à^^résfent nous avons supposé ^ue les axes mobiles ont un moufemeiit ée translation ]^ar rapport aux premiers. Lorsque le mouvement des aies mobiles n'est pas de translaUon, la quesAkon est f4os compMi)!ittè ; uo^4^ou(» borncirong pour le momeai à un fs& pactiotlier qui a de nombreuses applications: c'est oeloi jièiie mouvement des axea Qiobiles e^t une rotation uniforme autour d'un a^e fixe, , . , , ,.-.?-
Soient Ox, Oy, Oi^ leç a^fis fixes (yfi^* 20JÎ), Ox\ Oy' Pig. aéî. ^^^^ ^^^' l'^ctapgulaires perpendicu-
laires à Taxe fixe 0^, et tournant autour V de cet' axé d*un mouvement uniforme, ^;„,^^ g avec iâ vitesse angulaire w, de Ôar vers ^ Jx-^l^'' Oy. Appfeloi» 45, vs iS'Ies-cobïdonnées ^ d'on tx)iirt mobile M pay-rnppoh taix axes fixes, x\ y\ :î'4(3S coordonnées de ce même point .pg^r rapjpor^j^iSjfgJème .des ^es. mobiles Oj^V 0^7» ûç- «Supposons que Taxe. n)obile 0^'^ qoïo^ide ^ayec Fax^.fiibajga: au temps ^.= o,; l'aqgle arÇM^/, décrit (J$^n$ je tem^sr^^^^^i^t égal à w^; d aprè&,k$^f(U'jpu.leA.dfi traaiigÇprm^tjQ», de^^oordonnées, on a
â?'tT=ir cos*)^ +y sin tjd, (1) \ ^'— — •^,sinw/+yc9?fr*/. ,. , ....
tlÛiÙVËMËNts RELATIFS. âo5
On doit considérer ar, y, z, x\ y cotorfae des fonctions cl u temps. Si l'on prend les dérivées premières, on a
D|ar'= Dio: . cos o^ + Dgj^ . sin w^ -H &> (— ar sin orf + y cos «/), Diy'=: — D|2:.siB &)^+Dfy.cos&)^ — ck>(a:cosw^4-ysina>^),
ou, en reinplàçant les parenthèses par leurs valeurs y ' et a:' ,
i. D^'=r=D«»: ,,ço$«^ + p,y , m^t-^p^\ D«y'=^-*-ï)|a5 - si© w^r^D^, Qo^ e^ :-- f^'.,
T^jfbs $ont les frcjections de ta vitesse retel&vé. PoUr obiNKœ VaocéléraÛQiL, prenons une seconde fois lês^ dérivées ; -Brans aurons :
+ »( — D|ar.sinû)/+Diy.coi^a)/)4-wD,y%''
D,*y ':x=: — D,ap . siti 0)? + D,'y . cos w/
•— (0 (Dt*a* • cos w^-h %y . feîn (*d) — «B^a:'. '
Remplaçons les parenthèses |>ai; teups valeurs D,y + caar', D|ar' — ûtjy ' tirées des équations (2) ; il vient
' ' l1Brp^èItiîet^^trietnbrt^D;V,D;V^D|•zMeceséq^^ ^ôrft lèfe pWyectîons de Taccélératiôn relative y' sur les axes (!)ar'',Oy', Oz^ Les dérivéei^ secondes D;'a:,D,*2/; D|*2, iStant liBS^pirdjetftîotisi de l'accéïéràtidn yrelatîvefàùi'aTces ftxesOj^, Oy, Oiï^tfr ces axes, les quantités
HtX . cos ûï/ +D,*y . sin a>^ — I>«'jï'/sm«d^4-'Dr^y . cos (ùt,
noises entre parenthèses, sont les projections de celte accélération y sur les axes Oa*', Oy'.
Du ^ftiqt PI, poiUiQT) d^ mobile au tmqis. i, ibswcAs^ sur Taxe 0^ uQe ptirpendiodaire Ml deat naus désignai^ rons la longueur par t; sur-ie proloqgenient de 1^ ib^|tf IM^ prenons une grandeur géom^tricjuq MB ^aie à c^V^* cetle grandeur aura pour projection sur les axes Ox', Oy', Qz les seconds termes
des seconds membres des équations (3).
Soit MA la droite qui représente la vitesse relative vpar le point M menons une parallèle ML à Taxe de rotation Oz, et désignons par a Tangle LMA, que fait cette vitesse relative avec ML ; sur une perpendiculaire au plan LMA» et dans un sens convenable^ portons une grandeur géométriqpe MC égale à acuDsinœ; nous allons faire voir que les projections de cette grandeur MQ sur les trois axes Qx\ Oy', Oz sont les troisièmes termes
des seconds membres des équations (3). En effet; la projectiqn M'A' de la vitesse relative MA su^ |e plan à^ a poi^r valeur t^sin^i la droite MG, étaqt perpei^diàulairè au plan LMA, est parallèle au [plan arOy; sa prpjection M'C sur ce plan est ég^j^ e( parallèle "à MÇ, et perpendiqulaîre à M'A'; les projections de lagrapdeur géométrique MC ou M'C sqr Oo?' et Qy' sont
.M'C'.cos(M'A'.Oy<), — M'C'.cos(M'V. Oa:'); mais on a
cos(M'A', Oy')=g^, cos(M'A',OxO=^M
on trouve ainsi, pour les projections cherchées.
d'jjilfeoi^sla prcjeiStiaQ sur 0;^ est nulle. Ureetç k déterminer! ^ras quel seos ou doit fo^iev la grandeur MG sur ta {lerf eii^dicidajre au plan IMk. Imaginom qw Ton fasse touiaierce^plau autour de k parallèle S|L kA\xe de rotBtiojiQ^yet d&uaie mémeâens; celte rptailien esiineitnera If^ vitesse relative d'un certain côté; il fendra lïfener U perpendiculaire MC du côtç opposé^
Il résulte des équations (3) que la projection de l'accélération y', relative aux axes mobiles sur chacun des troiç aies rectangulaires Oaj^ Oy\ Oz, est la sompîe algébrique des projections de trois grapdeurs géométriques, raccéléralion 7 du mouvement rapporté au)^ axes fixes, et les deux grandeurs géométriques MB et MC. On en conclût qiae Taccélération y', relative aux axes moliiles, est ia résultante de l'accélération y, relative aux axes fixes, et des accélérations nouvelles MB et MC.
283. Désignons par y, et y^ ces ^ux accélérations MÇ et MÇ^ q\ie l'on introduit 4^ 1;^ sorte pour^avoir T^céléra- ÙQR y* dû paojiyem^nt relatif ftux^xes ippbiles. 8i le point |||I 'était lié invariablement aii:îiL,ax^^ mpbiles, ce poiût 4çi?ritait, autour de Ts^xe 0^^ uq c<?î'cle d^, rayoja Mt, 4'uû ippijiYQ^^e^nt uniforinç; rapqéléf9.tiQp d^i ce raoqyenîçnt cwcult9dr§ çst dirigée suivait Ml çt çg^Je à wV ; J'^célération y^ est égale et contr^irç ^ c^tte ^pcélératiijn^ ceijtripète ; on lui a donné pour cela le nopa d'accélération centrifuge. Par analogie, on a donné à l'autre accélération y,, qui est égale à aw^sina, et dirigée suivant MC, le nom d'accélération centrifuge composée, •
Pour la commodité du langage, rien n'empêche de eoncevoir deuxfar<^s F,:i;=awy,^ F^sasmy^, capables de prch 4iLîire le^ accélérations y, et y,. On donnera à la première
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le upm de force çentrifiye , > la secqnjie celui, A^Jojrce c^r^trifyi^ç ,coi(npos€e.S\ aux forceg |physi(][ueç (|ui sollicitent la niQjbije on joint ces deux forpes4pîive^,^onj|o^^ dire que l'accélération y' du moi^Yeijfient r^aUteçl ^çjp^^ en grandeur et en (|jrection^ à,lar4^vJtan|ade toples/çe§, forces divisée par Ici raaçse. ^ Ei^ ^*,???fT?? î?i^°?^f ? PPr P®!^f faire abstraction du ipoqvjempnt d^ ^xe^ m9biles^ Ç.^ ^^ regarder comme fixçs» en jmaginant que Je mobile j^it sollicité, Bou««eu)jQçnent par les forces physiques q^i amusent sur lui effectivement, m^i^ encore jpar les deux tordes ficVives F, et F, que Von a appelées force centrifuge et force centrifuge composée.
284. Lorsque le niouvemeiit relatif aux. axes mobiles est rectiliffqe et unifprme, Taccélération y^ de ce mouveme;[it relatif étant pulîp^ la résultante des forces pliysiqij^es et des.dqvi:x,forpes fictives F, et y, çgt pulWliesjrstèrûQde ces forces satisfera dooc aux conditions d'^équilibre" des forcée, agissant sur, un mêm^è poii|t mia,tériel {pP^J.
Dfids le fi^sj^articuiipr. oiX]p^poiflt matériel ept en, repos par rapport aux axes mobiles, lai vitesse relative i étaiil nulle, la force centrifuge composée F, est nulle, et la réstiltante des forçe^^ physiques et fj^ Jja. ^()r^c^,ç.^ni^pïvif^e ^^^^st mJjle. jRéciprpqvpmen^,; lqv^(jue^},^^p^oipy,n|^éTi^^^^^ glac?, en un point M sans vit_e3^^ ^p^l^t^vp^ ^(^tql^^;lA^^fé^^^^^ des forces physiques qn^ j5o|lic^tef^t lQ^mobijle^eJ^,)jl^ ja forcé centrifuge est nujl^^ jl^ Pff.^l '^^M^/^.l.^^f? ?îi repos relatif ... ; »./ /\t
, • " -'' ''J^'nr, .n <i']]') -)ii..h jj/*h MU/ *r^ f 'i
285. Noq» avons déjà traité dire^c^enaentjliv. 11^ chap. pi) plusieurs questions qui se rattachent à cpt ordrp d'idées. Considérons l'équilibre relatif du pendule conique régula-
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leur des machines à vapeur (w^ 109). Deux forces sollicileni'^ffectïviBilriént' 'la ïâasse M; (itàeeé'a l' extrémité ' dé' \i lige,' savoir le' poi^éiilÂ'à'è' celle maèscV èt^'fa 'tensiôti iMB de fa tige m^. 203). En imaginanl le point M soincile
on'^ût faire ^^^^^ niouVèrûeïit'^ '^ V""'
de rotation du pfànCÔW autour lle'l*ake * "' verficat Oz, et dire que les trois forces St A^ '" , , MBTMÏi' se Tôat' équilibre .ta teAsion ïllB "^ ^D^r^Tv j**"' de la tige devant mi^re équilibre aux deux _^ j \| \j forces Ma et MD', il faut que la résultante * ' * ^ • fe^ MB' de ces deux forces soit .dirigée suivant le prolongem^Dt de la tige. On déduit de là la valeur de l'angle Q. Ceci est bien d'accord avec le résultat iâuqueliibus sommes arrives directement j le mouvement du point M "étant circulaire et uniforme, la rêsultainie IMlD dés deux Ibrces MA
rigee î
condition est reiupiie, U est clair qu il v ^
entre les deux forces MA, MB, et la force MD^, égale et
ji^s^v ^-n.îu^^ -^r^^ij' V' ♦-^'i '••ii' ^"«/ij /'î»; vum^i-ïto. contraire a leur résultante. - 1 -
'^91^. ^fces' iîi&tiés iJéln^4^^ s^apîi^tiM^'fà! ifiiès^it^b' dij nûra^i^ ïi^r^f '^liiVa^^PHlb^^^
diî^tftiîMmstféi^iètvtaTeyM m^'' ''-'' ;igi]ir'^ ^'^' "^
tivè i^'^^\i^>^m(/î^. 5^^ii'
la résultante MB' des deux forces
MA et MD' doit donc être normale
à la cQurb'e ,' 'ce qui détermine U ' ' ' ' " ' ^' ^ ' ' ' ^ *'
forme de la courbe.
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rig. 305.
La terre tourne uniiÎMiiiéaiettt auiaor de son aM ; ooi)udérons an point matériel M âaspendu àun fil^&ltaohé à«) ^ôiDt fixe I (/îy. 205) ; il y aura équilibre entre raitrtic-
tioo MA que le globe eterde sur le point M, la tension MB eu fit, «tt la force fictive M€' égale à Vx MB ; ta résultante des deux fol-dés MA fet MC doit dôilc être égale et opposée à la tension du fil ; celte réHiultante MB' est ce qu'on a^^ellé'lé poidb du corps ; sa direction est celle du fil à plomb ; c'est la verticale au point M (ri^ 111). Nous donnerons maintenant quelques exemples de oftfiiuvèment relatif.
Fig. 206.
287. PasmÈRE question. Trouver le mouvement relatif d'un point pesant M assujetti à glisser sans frottement sur une droite horizontale qui tourne uniformément autour d'un axe vertical 0>3, avec une vitesse angulfiire donnée m (fiff, 206)* : . ,* .
Supposons que io mouvement de rotation s'-accomplisse de Ox vers Oy ; soit M la position du mobile au temps ^> X la distance variable OM, v la vitesse relative, comptée positivement dans le sens Ox, négativement en sens contraire. Le mobile est sollicité effectivement par deux forces, son poids MG et la réaction normale N de la droite Ox^ réaction qui fait avec la verticale ML un certain angle j3. On
pourrsbfoire abatira^tioa du moUTement^de la droite Ox, en iiBtfodiiisaiit les deux fc^rces fictives dont nous ayons parlé, savoir : la forée centrifuge MB égale à m^Xj et la force centrifuge composée MC, perpendiculaire au plan zoo:, et égalé à %3nm>; cette force «st dirigée dans le sens opposé à 0^» ou dans le sens Oy» suivant que la vitesse v est posiiisB ^ négative^. La question ^st donc ranienéè à I& suivante t trouver le mouvenaeniicur une droite fiieO^ d'un point mobile sollicité par les quatre ibrces MB, M6, NG, .MM; les trois dernières forces sont normales, et se font équilibr.6 ; la première MB produit l'accélération relative; 09 a donc l'équation
Il s'agit de trouver une fonction qui se reproduise ellemême, avec le facteur constant u' ; cette fonction est une exponentielle. Posons
on en déduit par la dérivation
D;^=«û>*(Ae~'H-Bé?-«^);
là réaction (2) satisfait donc à l'équation (1), quelles (juè éblkïii les dèiii constantes A et B. On déterminé céè deux cônstâtltés par Tétàt initial du mobile ; supposons que, poul" ^=i=i:6, on ait x^r^ù, v=±Vo ,* on aura les dent relatidns
aé^k + H, t)o=w(A-^B);
d'où . . A= , B=
Le infi^voMeoli^sidoiit^i^epeésentèparielfoinaeNil^i î>if'
1 3û) aw '
slaau!ikei)tpotttAtev4i^vici98i&vâéû>aiigtaéblàht'^ ^îi^titi^ bUjes'élcÂgQeiadéÉ&imeflârtidu pbiûCO; ' ^''' ' ^<
'.SupfioâOiis maintenant' !lla litesder hfiîfttële n^àivé^^ è¥; p(Mir -motÉre JesigKé'én évidéttd«, 'pbï5ïï*a *î=i=ii-iy^<,;'fé* mobile se rapprochera d'abord '<ltl poiùsl); et la Vltesiàë diminuera. Il y a plusieurs cas à distinguer : 1^ si l'on a Vo^<i atù^ la vitesse devient imlle fjoin' ïa Tafeur de /^ vérifiait Téquation ' ' •
. -. .,,. . .,: . .,. : r, !.. ... M .Mt . - • ..-.;-j ; ■■i-»ii.
. , ttû) -4- ^^
le mobile arrive en un certaiii -poiiit fcîSails' Vitesse,' après avoir parcouru la longueur A'K rpois lésiBÈ&'dii^doû^ment change,/et le mobile s'éld^ûie-ifiiâéâaibehil Aifiis^lÉf' ' direction^ Kx, <Somme dans ldna6i|^d6deift;'i)^lqiibâdoë^ a v'^^ aw>;f^ vitesse :w ne chimgeipwidB'dirdi^ttiii ^«Wô^' reste conjst^ipix^eat négative, lid itn«dUledx^afise lia>ttefn«@i pour s'ébigûer iûdéànimeni.. diiks 'ien idirBcdon'O:»^; 3^ quand on a v'o=aiù^ le loobil^ tdnd ivera^lsi point ^0^ av^ (yiAe.N^^i^^4é^f^g^]?J^/0iaist^itôjii^
P^psi pQ .qMcmI du jcao»vei»eùlsi:etattf, là/t^ce«eiitri^ fuge fl9mpp§é<jii)^'a,jpM(BiWcwi»tûle6.m*i»ii ^tHépiswd*^^ d*eM IçpiriQPWptfîs.^i l'<^n iv<^ui déten^unerim^éacttoii^^ que iH.dvpilÇjpiXçriQ^gur lQia)ubile«<Ea(effeivi&iiKMb^fiB«i«éfi^
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étant v^ê^ïigm\ le^tr0i9>faFe63«iiQ>rmalje^MGv MC, MN se font équilibre; la force MN est donc égale et opposée à la résultante MD des^^teuxr^tr^g, el l'on a - >
imo
L^,f*^aj6,tîpn iNie^g<î> (J^gmçitfkiiitietidmdhsoiiDn pendant le.pQi^i^.4^ g>ou>^fAi^i9(t.! Qoaoïd'lo moinilieiestlçtacé ea A sap^^p^se im^ebîlaferm«H«ia, d abord veftkri^ttégâ^ poids du mobile, augjraaat^ indéftnrmeaUet^a'ifieltfie de pli|;f ejjL plusv tef^î#t v<ei;a^ia diinîcèiiii ibamaoœtote- La fojçpe MO.esLJa p^î^ion qii^.ik mobile -exerde contre la dcpjt^sprJaqueJlej.U^i^ ç(Jieqt^«. îi. . t •: • • ■,
JS^Ç^. JPBfflf^Hf (WiB^iQif.v0énéralisoa6'la qoesflion précédente. Cherchons le mouvement relatif d'un point pesant assujetti à glisser sans frottement sur une droite quelconque x'x, qui tourne uniformément autour de l'axe vertical O2. Supposons d'abord que la droite ren contre l'axe en {Jig^, ^7^; appelons /tz . l'augle i
quJeU^,|tftit.?^v^e taxbr'aM^^ '"' ''^f gnfp^.pap: ^ k^disliiifo^: v^taible
OiVïi;>ï^e,ropWe M. B$t 180^ licite 1 pai;i4^il,^ foÀeaa^ isQil poifls'JMfi ' et l({»néaiotjo«l aeriliaieiMMdie ià droiteOOû leurra faide abslraé^J tioa dnmouvèraern de Itl dmite, en iai^crduiîâÉitKieuiaQ fon2^dftrà\^^^^ la h>bù^ bétitt*}fag'e MB, éga|Qîà.w«^><iMP m'hmi^^%i^&fwec,ét la force centrifuge resasupoEëe^ parpondidulait^'^^ pliâii'^^ et égale à ^rm)nmn:».iiQiassuppomtii ^ne- la rotation autour de 0-3 s*eff(M«e^d««dToile^àgauche eu avant, pour un obsérv ateùr
LIVIIB V. OOmJttMT.
placé sur cet aie, les pieds en 0, la tète eBz; œtte rotation entraîne la vitesse relative positive en arrière du tableau, dans la position actuelle de la figure; il faut mener la force centrifuge composée MC de l'autre côté, c'est-àdire en avant du tableau. Décomposons la force centrifuge MB en deux forces, Tune MB' = ma>*â; sin' a , suivant la droite Oar, Tautre MB" = mta^x sin « cos a, perpendiculaire à cette droite. Décomposons de même le poids M6 en deux forces, Tune MG'=mff cos a suivant la di*oite Oir, Tauli^é MG^s^mgsinût perpendiculaire. Les trois force* nôt"males MG''+MB'^ MG, MN se font équibre ; la résultante mtû'o: sin* rt—m^ cos a des deux forces MB' et MG' produit Taccélération relative. On a donc Pécjuatiod
{i) ï)*xo3s aflx «in* a — jr cosk«
Il existe sur la droite une position 0, d équilibre i^latif, déterminée par la valeur
gcosa w'sm'a
qui annule le second membre de Téquatiôn. Si lé moEilè était placé en 0„ sans vitesse initiale, les deux forces MB' et MG' se faisant équilibre, il resterait en repos relatif. Appelons j:' la distance variable 0,M, et posons x^x^-i-x'; Téquation (1) devient
(8) D,V=w«sin'<iXa?'.
Cette équation a même forme que l'équation (1) du numéro précédent; il suffit de remplacer « par «sin à; si VùA désigne par a la distance O.A du point 0, à fà pôsi-
■oorciiiins KEuaff$, S6S
tion ÎDilialé A du mobile, et |^r «oin vlteese inittatë^ on aura
at^Ûû a+ Vq ,^,, atù sin cc—Vq ,„,
^ _ ^ gm «+ 1), ^.;,.n,' g<^ sin g -- t)o ^,, ,^,,^
Le mouvement présente des circonstances analogues à cellesf du problème précédent. Supposons, pour préciser, que le point A, position initiale du mobile, soit situé audessus du point Oj. Si la vitesse initiale est null^/ou. positive, le mobile montera indéfiniment sur la. droite" avec une vitesse croissante. Quand la vitesse initiale est négative et moindre que awsin a en valeur absolue^ le mobile descend du point A jusqu'à un certain point compris eotre AetO,, puis il remonte indéfiniment. Quand la vitesse initiale est négative et plus grande que a(è^in a en "valeur absolue, le mobile dépasse le point 0, et s'abaisse indéfiniment. Enfin, quand la vitesse initiale est négative et égale à «» sin a en valeur absolue, le mobile tend vers la position d'équilibre 0^.
L'équilibre des forces normales permet de déterminer la réaction normale MN que la droite exerce sur le mobile, dette réaction étant égale et opposée à la résultaute des deuxforcesMè'^+M6^ etMG, si l'on appelle j5 Tangle qu^'ellc fait avec la normale MÈ située dans le plan zOa:, on a
N= m sin «>^^ Tt*û)'a:ooôa)'4-4wV,
tangâ= ; .
^"^ .g+j^ secoua
2i89i Cowidéarona enfin je .cas où la droite niofeile Ox tié'
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rencontre pas l'axe de rotation (yz (/ify . 208). Soit 00' la plus Kig.20s. ^ ' > ' leourte-distMièeii^ècleoirai'oftléèV
G . ..fin^pjexpefldipttlairec]^
et,mepai?6.MM'.pe«alJèlê àOO'i:
La force centrit'qge MH est égai.e »»*«' XRMi;«t dirigéq* suivant le prolongeo^ni dç^PM; çtorclv)ns.«ei:|)iwj6clioo! surJa.(Jroile O^ousui; ia liroili^ parallèfcO'fP' vO€*lo'|3ro^ jectioa.est égaI^.4M produit da ;/î*w* par te tprojacticiBr «le PM ; ma^la projection, de PM[,^$t égî^le à cerlki de.k^làgiie^ brisée PM'M ; la (jlvpite. MM'ét^pt pevpenrfiç^ylaire.iû-jrîy sa projection est i)ii|le, et ^a projectiOH.de PMest^égalo' à celle de PM', .cç$t-àTdire à a?$i#'a;.la projectiionr.dôi la force centrxfi^gp, JMB^sur 0^ a doiPC pow espreBàHO»' mcù^x sin- a, copin>e dans le .cas précédant,. D*adUwrsv*âprojection du pojds MG est toujours, W,M^.eos«;Toaviurci?eL donc à la même eqi^atioj;! (1)|. Ouau<^npiv(x{UQl(a'aij(iiuLf«ement du oipj^ile Ifl i?uf ^If dfpitje p^çtj^t le iBQme.^ueicoiioijL du point M' sur la droite paral/àle Q'it,V Mais l« ma^falan^^ normale'de la droite, n'jç^t pfi$,|a mêuifi» ^}^ Qalcuil^lûjest un peu plus conipUqué^.Pjaf'pç fiuelef 4^i»^îWfl^f^ normales MB" et MG^,(^y^,^,'^Q7) j^pqhpl**«^,lf* i»êBaft.di-. reclion. _^ . . i -i. -, , .. ^.--m • ■ .■ . ■ ^t-t -"■'*•
290. TuoisiÈHE QUESTION. — ^ péviçifif^ ,per^^<f^i:émm^ la chute des corps, La terre t^ouniQ iap.tOiMr de 9W'aa(Ei;
avec «ifte î^itess^îaoimlldfe foi^ ' - ^^' t -'(la durée Se fa ^
révolu tibii ^ te jour sidéral étant d^i^jS«4P0.isa€Mhto
cal}fl..¥HQ6$e! aBguJAir& est moindre que ^^^ -- , elle est
târfe-^lW.'Qtïâiïdôn éttildie lé aioave«ieut des corps à la surftttfe'dëla lérrfe, bù Wpporte en général le mouvement à^dei^ axeâ iiéd à la 'Xévtè; etpkr conséquent ^mobiles avec ellëycfft'^ùrHftféiirè'àbkractibnde latotation de la terre, eiiKitAt<)idiii!^n'€ Ibs dfeUïiàiccétéHitions, ou les deux forces, fi6tîvfeSidbûl'Éë>iis''îi^oî^ 'pfeiriéî mais je fais remarquer qu'oniÀ déjèJ^yon ccittipfte'de-l^ fdi*cè' cenïr5ïuge;'car cette f«rDé->eçistïiftig8i' ébtûfei^éé'àvôc l^'ëtttalsiibiiqiie le ^ globe exerpe^i" te m6bi^i iôdÉll^ilfite lié poi^k dîii' mobile' tpfi 286); illifeBtaitiqpept'^eûit! cdtt}pt^'(ïë' i'^ÉtèdélétalSon centrifuge con^hsèei'Cipeté «tcééj^àtiofclr 3«it)^tl ac, e^ 'en général trèsAfàifclei et! féM êlf è'BléêUéiSe yns^^èWè'ùr sensible, if^ôur lule^tlisseïai l^ dlêti^ès(pap séécbd©. cjill est céîié^dês ctieminsidéferrêll'elest i^iûdre qUé 0^002- pour une viteasaèejQOô mètres {là^^eëoâde, qur ^ c^elie'dé^ boulets aiî settiritobimâby^dle Mmoindrê qtië'o^ll'Ce li'eèt que par dOTiexipérieaee&trè^délicfclès qii'bn péuf 'la màlriitester.
fiupposclnst^ti^^'tft^r^'éôft ^ladéV'sàiis' Vïtèisse initiale, aui^i»ia(/Ï9i'a09j, fr l'oûVerttirë d^uii puitàtreè-pfofon
aw^ h^m.\M\(ià' éé f M^ péèkiiïëtii'' (^'ùaiiri' ^ ^ ' '' A^ leièof^^'-^e fippf^bëlië'tfà b'etitrè'de Tâ^ r~^ terre, ainsi que la résistance de Tair, on \
a suivant la verticale Oz un mouvement \
unito-iliMelM^'àcè^lël^S;^ ^'-^ ^
fiJ^econîiï)ôfeée ttoafflê'ùti p^^^ Pour éva-
lu(^r,c^tte (ç.iîçe^jOp jéol^uj^^ oeJte qui
aurait lieu dans lef iti6iiveraent recliligne, ce qui rçv^ent à né^l%ef4ey(i|[iïà'ûtfe^ ordre. iPrenons
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pourâxeô des coordonDées la verticale Oz dirigée de Iratil en bas, ia ipéridienne Oy dirigée vers le nord, et une perpendiculaire Oa: au plan méridien dutjftté de l'est. L'angle POy que feit avec la lùéridienne tine parallèle OP S i'axe de la terre est la latitude X du lieu ; la vitesse relative Pliant
à peu près verticale, on i sensiblço^çn^ ç«=^--Hi; |'ftÇ<îÇ-
iération centrifuge composée a pour expression iwvcodh et isUe est perpendiculaire au pian méridieu^ fOis. Quand oo fait tourper ce plan autour de 01^ dans le sens de la notatioQ de ia terre, la droite Oz est <entva}flée Vers l'ouest, l-^ooéléi'atioik centrifugé composée est doue dirigée vers r^Bt!; elle est parallèle àOo;. Le mouvement du Mobile s'.Qft'^ctue ainsi dans le plan 3sOii, et Ton a, au degré d-appr&xiipatioii auquel nous nous arnétons,
Ou en déduit
D,a:=û)9^*cosX, a;=-2l-j-— r, z:^^^ ; la trajectoire a pour équation
MycoBXAig \^
Le corps dans sa chute dévie vers Test; la formule précédente donne la déviation x pour une hauteur de chute z.
29t. Quatrième question. Cherchons le mouvement d'un corps lancé sur un plan horizontal parfaitement poli, avec une vitesse initiale r©, en tenant compta» de la force centri-
fuge composée. Prenons pour we» des coosdonnées la verticale Oz (/î^. 210), la méridienne Oy dirigée vers le nord, etlaperpendiciflaire Ox au plan méridieûTers Test. Soit OA la grandeur gépoiétrique qui représente la vitesse v du mobile dans le plan horizontal au temps f , l'angle qu'elle fait avec Oy, angle, compté de 0^ ver;^ Qx; Taocplémûon centrifuge composée QC est égM^ ^ ^6»^ &in AQP ; olje est perpendiculaire au plan AOp, ^u pôté indiqué îur la figui'e, Décomn^QSons-la en deux accélératipqsy l'une QQ horizontale, Tautre OE vertic^e, î^a drpi^e OA, éta^jt perpendiculaire aux deux droites 0^ et «OC, est perpendiculaire à la droite OD qui est située dans ce plan ; ainpi, la composante horizontale OD de ^'accélération centrifuge composée est perpendiculaire à la vitesse relative QA, çt elle est dirigée vers la droite pour un observateur regardant dans la direction P4 de cette vitesse. Evaluons cette composante : on a
OD = OC. cosCOp == îjwr sin AOP cos COD.
Considérons le trièdre OPAz, flont la face AOz e^t égs^le à un angle droit ; les droites OC et OD étapt perpendiculaires respectivement aux plans AOP, AO^, Tanglç CQD de ces deux droites mesure l'angle dièdre OA des deux plans ; on a, dans ce trièdre,
sin X= cos P0:2 = sin AOP cos COD ; d'oii Ton déduit
(f) 0D = 3(«)vsin>.
ÇvalfiQns îtiis^i U cppposaptç yertica|^ , QE=^a«»t^sinAOfîsinCOI>.
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Dans le lûéo^ trièdre, on a
d'où '
La composante Verticale diminue ou augmente la pesanteur, suiTant que la vitesse est dirigée vers T'est ou Vers Fouest, par rapport à la méridienne.
Dans notre hémisphère, la composante horizontale ÔD fait dévier le corps vers ïa droite;' celte accélération OÙ étant pèrpendibùlài^e à la vitesse OÀ et par conséquent normale à la tlujectbire, la vitesse a une grandeur constante^ ainsi que Taccéilération ; le mobile décria dooc sur le plan horizontal un arc de cercle d'un très-^rand rayon.' Ce rayon est donné par Téquation
— î=i<wsiiiX, "• ••'
d'où
Dans l'hémisphère austral, la composante horizontale ferait au contraire dévier le corps vers la gauche.
Il est impossible de reconnaître directement ce phénomène par l'expérience, à cause des causes nombreuses qui le troublent, telles que la résistance de Tair, lie frottement, etc.
292. Cinquième QUESTION. M. Foucault a mis en évidence, par deaexpériences très-ingénieuses, rïnfluence de ÎVccëlération «centrifuge composée sur le iadQu«efi»$ûtdu fmr* dule. Considérons une lentille pesftiH6,.duapeDdii»à uH
fil très-fin d'une grande longueur, afin qtt'onpïri'sse flégKger la torsion du fil. Dans le cas, 4^s petites oscillations, le centre de la lentilleijjqye.nottsrr^rsons par la pensée » un point matériel, se meut à peu près dans un plan horizontal ; nous regarderons donc la vitesse relative comme sensiblement horizontale.' Bne^nserVânt les mêmes notations quje dans ,1e problèqie pr^^cçjieo^,^ J'ft^él^^îipej?' produite par j^ {^sauteur, uous aurons à j qig^^ Tacûillération centrifuge composée, que^noï^^dé^pmgoseraqfk en deux, l'une OjÇ yertic^le. lautre OU lior^Ufi^ntale {/ig, 210). Si ron déci^mçps^ raccél^atioc^ v^rti/Dale p— a w^ ççs A sin G en deux, l'une, dirigée suivant le , pj-olongemeAt d^i fiL, l'autre perpendiculaire (n® 114), qç aar^t .ifjie agoçiéra^ipii
(j' •♦- 2.0)© €«b}&fiîjà-«)^j dirigée V^ et prôpoi*^-
tionnellé à là distance r iju mobile à ce point*, l^a^, compulsante horizontale ÔD, étant perpendiculaire à la vitesse, a pour projections sur les a^e$ Ox et Oy,
H-acasin X.D^, — nwsinX.D^ar.
On a donc les deux équatipns (n** 115)
(ïfl ' • '■"*'.■ ■ ^- ^ ■ .'. ■
i OfV =T n- te--;»"*^ cos X sin e} ^ — ;i w siq A , p,a?.
Le second terme du second membre est très-petit par rapport au troisieniôj, àc£^usç dufectei,ir.,tre^^ j;
mm 'iiégt%èt^)tidi^ seô^nd te^tt1ë< et tifèféé êétivm^'le^
LITRE T. CMOiifMEVr.
D,'^=: — ^ -H iw sin A . Uft/, D,*y =— ^ — 2w sin X . D|jr.
Au pôle boréal, les équations du mouvement rapportées à deux axes Ox et Oy, liés à la terre et tournant avec elle autour de son axe 0^, sont
/ ox
Mais, au pôle, le mouvement du pendule est connu ; car le point I, oii est attachée Fextrémité supéneute du fil, étanl sur le prolongement de l'axe de la terre, est un point fixe. Dans le plan horizontal {/îg. 2H) prenons deux axes rectangulaires Ox^, Oy, qui ne participent pas au mouvement de la terre ; les équations du mouvement par rapport au système des axes fixes Oa:,, Oy,
sont
ce sont celles d'un point attiré vers le point O,pr0pontioD^ nellement à la distance. Nous avons traité cette question au numéro 145. Appelons a l'écart initial OA du pendule ; quand la lentille est placée en A sans vitesse initiale relative, elle possède, par rapport aux axes fixes, la vitesse omt
de la terre en A,, vitesse perpendiculaire à OA ; en supposant Taxe fixe 0^* mené par la position initiale A du mobile, on a donc '
Le mobile décrit une ellipse très-apiatie dans le sens indiqué par la flèche, c'est-à-dire dans le sens du mouve»ment de la terre ; négligeant lepetit axe de l'ellipse, nous dirons que le pendule exécute ses oscillations dans le plan Qxe zOxt. Supposoû^î aaaintepant qu'un observateur soit placé sur la terre ^ une certaine distance -du pôle, par exemple sur Taxe Oos;cei observateur sera emporté par la rotation de la terre ; comme il n'a pas conscience de son mouvement, le plan d'oscillation zOa;, lui paraîtra tourner autour de Oz en sens contraire avec la vitesse w. Si Ton ^.ppelle (f l'angle xOa?,, on a y==<Po -H w^-
J^e^ éqjji^tioçs (2) ne diffèrent çjes équations (3) qu'en ce que 0) est remplacé par wsinX.. A la latitude X, le phénomène est donc le même que si la terre tournait autour de la verticale Oz avec la vitesse angulaii'e w sin X. L'ellipse
décrite par le pendule aura pour axes a et «wsini j>/^ 1;
le mouvement apparent du plaû d'oscillation aura lieu en sens inverse du mouvement de la terre, avec la vitesse anfifulaire «sin>.
CHAPITRE II
MOliYEMENT Ql^OiytÉTHlQ^Ji D'DNCC^PS S0LU>6.
Dans le livre I, nous avons étudié le mouvement d'à» point matériel d'une matiîère purement géométïiiftii, et abstraction taité d(S causes qui le ptbdûisent ou fe modifient; pour compléter cette branche de làmécanicfùeî à laquelle on a donné le nom de dnéniatique^ noris îddiM querons les lois principales du mouveiaàent gêoflketrique d'un corps solide. Nous étudierons d*aborfl ïemouvemèttt d'une figure plane dans son plan ; nous étudierons enstiilè le mouvement d|un corps solide assujetti à tourner autour d*un point fixe, et enfin Je mouvement d^un cotps solide libre dans Tespace.
Mouy^mmit û*wè% tfure plAii* datai 9im pUm*
293. Théorème L Tout déplacement dune fi^e plane dans son pfan petit Hre produit par une rotùêiori autour d^un point jfix(^.
Supposons que sur un plan fixe glisse un plan mobile
parfaitement solide ; toute figure tracée dans le plan
mobile §era emportée avec lui dans son mouveinênt.
Il est clair que la position du plan mobile sur le plan fixe
Wu. an. sera parfaitement déterminée, si
^V^^ Ton connaît les poBitîbnsde deto
jt ^ \ r^ ^> de ses points. Considérons deui
X positions du plan mbbile ; soient ^:i /v^v ''' "^ A et B {/iff. H% deux points dta ' ^' plan mobile dans sa prendfare po-
MOOVEMEMT G tOM ETRIQUE d'uIS CORPS SOLIDE. o75
sition ; A', et B' les mêmes points dans la seconde position du plan mobile'; la àMitë iHB, invariable de longueur, s'est transportée en A'B'. Joignons AA' et BB'; sur les miHeûx de ces droites élevdosdesperptndiculaires, qui se couperont en un certain point 0. Les deux triangles^ AiQÇlr A/OB', sont égaux, comme ayapt les trois côtés égjiux, cb^un a pfeaçun, savoir : le côté AB égal à A'B% Ifi çôtéiOA égalÀ OA,S puisqye le point appartient à i^ gçi:pjEïadiç,\ilaire élevée sur Je milieu de AA', et de njéi^eje Qôté QB ég^ à QB\ Les angles AOB, A'OB' de (îe^;deux triangles. sont donc égaux; si Ton retranche la partie cammun^A-^OB, Ur^^ste lés angles égaux AOA^', B03'. Imaginons maintenant que Ton fasse tourner le pl^npiobile ai^jlour du point fixe Ô de l'angle AOA'; le point A décrira un arc de cercle et vien^raen A' ; le point B décrira de méçae un àrc de cercle et viendra en B'. La rotation autour du point amène donc la figure mobile de sa première position AQ k.,U Sâconda AfB^
S1914*, T^RÊpc II. Lo^sqt^imi^fig^ms plane ?e, pf eut dune manière quelconques d(ms son ptan^ les mfes^çs^ de tous les points de la figure , à chaque instant, sont Içs mêmes que si la figure tournait autour d'un certain point, avec une vitesse angulaire déterminée ^ ' ' " !' >
, ÇQHsidérpns les positions du plan mobile a^itpmps^ et jBfu temps t-i-àty soit M ,(^^f 2i3)^n point q;uelcoi:^quç du plan mobile, çjpns.s^jireniière ppsitiop,;M' la nouvelle ppsiUoa de 45e m^épe point; le point M f^.^^pjou,yé;lç déplacement^ pendant le
;teipp?s4j^;^ vi^te^se ijotoywnp v^, que nous rcjpréspaterpns par la droite MA», est dirigée
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suivaot MM'.el égale à -jj—» Ea vertu du théorème gré-
cèdent, on peut amener le plan mobile de sa première position à la seconde, en le faisant tourner autour d'un certain point 0, d'un angle MO,M', que nous désignerons par 9. Dans ce mouvement, le point M décrit Tare dé cercle MM^ et vient en M'. Faisons maintetiant diminuer jusqu'à zéro l'intervalle de temps A^; le point 0^ tend vers un point limite 0, auquel on a donné le nom dô centre instantané de rotation. La sécÈitile MM' devient tangente au cercle, et par conséquent pei*pendiculaireau rayon OM; ainsi, la vitesse MA au temps / est perpendiculaire au rayon OM.. On a d'ailleiirs
corde MM' corde MM' arc MM'
''•'^ A^ arcMM' ^ A^ '^
l'arc MM' étant égal à l'angle MO^M', c'est-à-dire à Tangle ô, multiplié par le rayon 0,M, il vient
cordeMM'^^ ^ wam
Quand A/ tend vers zéro, le rapport ~ tend vers une limite déterminée ; cette limite, que nous désignerons par Cl), est ce qu'on appelle la vitesse angulaire de rotation au temps t;onhèe la sorte
t;t^6jXÔM.
Ainsi, la vitesse MA d*un point quelconque M dû plan mobile est perpendiculaire au rayon ÔM et proportioiinelle à ce rayon. Si donc on imagitiig que le plan mobile tourne autour du point avec la vitesse angulaire co, cette rotation donnera à chaque point la vitesse qu'il a effectivement au temps t.
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A chaque instant, il y a dans, le plan mobile un point dont la vitesse est nulle ; ce point est le centre instantané de rotation.
295. Remarques. Les différents points de la figure mobile étant liés les uns aux autres par des droites de longueur invariable, on comprend que lels vitesses de ces différents points ne sont pas indépendantes les unes des autres ; les relations qui existent entre ces différentes vitesses sont contenues dans le théorème précédent. Si Ton donne les directions des vitesses de d^ux points à un même instant, on connaîtra la position du centre instantané de rotation à cet instant ; il suffira de mener le$ normales en ces deux points et de prendre leur point d'intersection. Si l'on donne en outre la grandeur de l'une des vitesses, on connaîtra la vitesse angulaire de rotation o). Le centre instantané de rotation étant déterminé, ainsi que la vitesse angulaire» on en déduit très-facilement la vitesse de chacun des points du plan mobile.
Quand on connaît les trajectoires décrites par deux points A et B du plan mobile, le mouvement du plan est défini géométriquement 5 on peut construire les positions successires de la figure mobile et par conséquent tracer la courbe que décrit Tun quelconque M de ses points. On peut en outre construire la tangente à cette courbe ; car les normales aux points correspondants des trajectoires décrites par les deux points A et B donnent par leur intersection le centre instantané de rotation ; la droite OM est normale à la trajectoire décrite par le point M; une perpendiculaire à cette normale sera la tangente. Cette méthode est d'une application fréquente dans l'étude des courbes.
courbe mobile stir une courbe fixe sans çiissemeMv « ■' -^-^'♦■^
pl^ftewept «éprouva, Pftr, la.%ur« .«npbik .pçnàaoAicliftotift'i (le jqçsi i^ij^çrT«^l*«94eifW6^pept/#rp pr4)4ttit paij^MOfôqiiHDi tation autour .d'un pQint.dé^eir|»iné5.ôowntôv»P>%ft-*i^-^les positions dans le pLai^ tiJie .daç ^^WitrQs ,de iiolBftipBi(|ai^t< correspoodentà ces iatevvaljfifidft JefRp^siijccô««ife^jj4<244)9ffi
., r. ,,4ws .levp|f^ift.,CTpJ>i|ei^ .tes.râMb-Hi %^^ ,.,. ... ,9/ . ,,flietedu.palyg<mei.ï^oJi»ta>Q(pg'ï»v'UiiJi' *^V^^Ji^L ^^^. ;vieinnaBt.coïaqideri6UCees6iTèiUèii1>v\; ^^JP'^T^^^cr . , ! avciÇ t liô8 1 aooimetfii 1 cinrrê8ponda»t8 • . „ ^ idu pQlygweAjde OPQBv-.." te poli, -i'.'' *\v..iygone«MHbUe€/ï5»f--..a«trâgaïé^' dans la position qu'il occupetitt^ieinfMsl/'lei àéplaâémèlfitl " qu'éprouve la figure mobile du leraps t au temps t-j-àt peu t éVF^ iproduit pjrir .u.ue * x.<>fi94tk)a' > autonn do ^poi ût'^O ^ M dooQ an fait. |ouj:pei?'l<a poLygone^mofrilefarutoufr én<}pf^ifàK' ' d'^un Aïigte.^»l[à;P0j»v»t8 ^aialetpiTie|Ddlra> en^''W'i le polygone njQbilft sera amenétdapslia^posididà 0^'foJ.J qu'il occupe au temps ^+ A^ D6fûéiDe^^>rtofàft tdOtdél^'i' le polygone mobile autour du /.point* Pid'ufn alngtei ^1 à" QPy', le çpmmôt 5'' viendra en.<3v»«trl6{iolygc<ûe ^nbbite^^ sera amené dans la^position qu'iioûeupeiaut^t0p&|}9^*âfi/'' « et aiiisi dçsuite. Ou remarque ji^ei.lôs. côtés idu polygt^riè' *' mobile sont respectivemeot égaux aux: •c6té&Vk)nr^pdii^'-' dants du polygone fixe^ et quçi<.dan& chacuÈ«t4^<^si*î' " lions du polygone mobile, lefeidftuip p.oIygQnbfeiOilii**fti'''' côté cop^p^n ;, pai; jÇTj^wkj.fiu ■ tempai ^fiMteB.idê^w^*
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po)yg^as^<oat le ^Jé <îQi]^iiini^.. €e roulei»eiit du polygW^^^obil&3urie pi^lygwe &ike présente tmeidée trèBnette et facile^à^iair.' ,.\ .. . -^
Supposons maintenant que les intervalles de temps A^ soient de pl«« en plus f etrts, lig point'O tendra vers une poflitiwBiliiliilè^îqfui eëtUe*èenti*einsîatttàiiéde rotation au iewps:4\{figi ^\m tes dfetirx polygonete <leviertdront, Yim le lieuidjdiiQêfilreinsttoltfrié'iaèWtalifc^w = '' "pife. *iii" daojBrle'jilmi^fixô', l^aWre le'Ueu'de c^ ^>. mêmé^p^tot daiiS' te-pliati rriofbife. 'Ap- ' petoasÉi la courtbe-flîe. S' la position de * ' la eoufbe molflle au teinps t; ces* deux courbes, étant les limites v4a dent 'p{)lygoiiefS'è[ui' ont Tin côté commun OP {/lgfv,'Ui)iSmiiieLùg^ni^B en'©'j de point de contact est le 43wlreviqslatitané'de notatioh au temps t. Il résulte de ce qiwi ^irécède «juê k oowbe Sf foule sur la courbe S, san^.glissér; un arc de la premièi!*e tx)urbé s'applique sur un. *ïe. égal 4e la seconde ea»rbe. ' '
397* Pour inw>otrer mieî appticatioîfi d^ cettti tnanièrti d'epmi^^gei: te. mouvement, considérons le» cas où deux points^.^tBt)u|]^lan^obiie^i98eut ëui'dèU): drcrities fixes ex, G¥^^. "M&y^Us i^erpdn^ • (Hcit\l|kim« AOet fiO,. Jinéné^ par ■^ç^^ ^m\» Ai eV B^ sxk^ drcâteBjCX,GY^déoratôspaj* ces poiQtSTil^ni^QQt parrleucintei;sectîpii, ;lu (Cûi>lre;<in8tanta«flié de XQt^i^rO. Jba droite mobilei >AJP najjaat i wne j lengueur consjliiaote» et Tangte AOB étanl coq£A^&t,^supplém6ntaite ou égala ?*arigfe G, le lieu dû
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point dans le plan mobile est le segment capable de l'angle AOB construit sur la droite AB ; c'est la circonférence de cercle décrite sur CÔ comme diamètre. Ce diamètre CO ayant une longueur constante, le lieu du point dans le plan fixe est la circonférence de cercle décrite du point C comme centre, avec un rayon égal à CO. On peut se représenter le mouvement du plan mobile, eti faisant rouler le petit cercle sur le cercle double, à l'intérieur, sans glissement. On sait qu'un point quelconque M du plan mobile décrit une ellipse; la droite OM est normale à cette ellipse au point M ; une perpendiculaire à la droite OM est la tangente à Tellipse.
La cycloïde est la courbe décrite par un point M d'un cercle mobile roulant sur une droite fixe X'X{^y. 217). Le point de contact pig. 217.
du cercle mobile et de la droite fixe X'X étant le centre instantané de rotation, la droite OM est normale à la cycloïde au point M.
298. Théorème IV. Si ïon considère F enveloppe dune ligne située dans le plan mobile y la normale com,mujie à t enveloppe et à la ligne mobile passe par le centre instantané de rotation.
Une ligne À située dans le plan mobile {fig. 218) reste tangente, dans ses positions successives, à une ligne B située dans le plan fixe ; cette ligne B est ce qu'on appelle Y enveloppe de la ligne mobile A. Considérons les deux positions A et A' de la ligne mobile aux temps t et t + Ht; les deux lignes A et A^ se coupent en un point m'; soit m
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lé point de la ligne A qui vient en m' au temps t peut amener la ligne A de sa première position à la seconde, en la faisant autour d'un certain point 0, d'un angle égal à l'angle mO,m\ Quand A^ tend vers zéro» le point d'intersection m' tend vers le ptoint M où Tenveloppefi touche la ligne A; en même temps la point 0^ tend vers le centre instantané de rotation 0. Puisque, les deux points m et m' se confondent, la sécante mm' devient tangente en M à la ligne A, et au cercle décrit du point comme centre avec OM pour rayon; on en conclut que le rayon OM est perpendiculaire à la tangente et par conséquent normal à la ligne A. Ainsi, la normale commune à la ligne mobile A et à Tenveloppe B, au point de contact M, passe par le centre instantané de rotation.
Le point de contact M de la ligne mobile A a une vitesse tangente à la ligne fixe B et égale à co X OM ; il y' a donc en même temps roulement et glissement de la ligne A sur la ligne B. La ligne S {fig. 215), lieu du centre instantané de rotation dans le plan fixe, est l'enveloppe de la ligne S', lieu de ce point dans le plan mobile ; mais, comme le point de contact est le centre instantané de rotation, la vitesse de ce point est nulle ; voilà pourquoi la ligne S ' roule sans glisser sur la ligne fixe S.
299. Remarques. Le mouvement du plan mobile est défini géométriquement quand on connaît, soit les trajectoires de deux points, soit la trajectoire d'un point et l'enveloppe d'une ligne, soit les enveloppes de deux lignes. A Taide de cesdeux conditionson pourra déterminer le centre
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iustautané dé rolatïoâ pouf chaque pôsitioù (lù p&h moiiile^'' et par suite conslruire la tangente à là (rajectoirëllébl'rte par un point qneloortqùe du plan'. Si Ton èherche renv^lôppé d*ùneligiié quelconque l^ituée dans lé plan mobile; ë'à 'menant du centre inslaritané de rotation une normale a c4M ligne, on aura'le poirit où elle est touchléé fJàr TeiiVeloppe. La conchotde est la courbe àééÛle par un lïoînt'Md'iiné droite qui tourne auioù^ d'un point fixe ï et dont im point A' àécvïi une droite BC (/?y. 2l9). Le'poiiit l'^èâï être regardé comme Tenveloppe de la droite mobile ; si Ton mène par le point 1 ùiie normale à la droite lA et par le point À uuç normale à la trajectoire BC, le point d'intersection de ces deux normales est te centre instantané de rotation ; la droite OM est normale à la conchoïde.
Mouvement d*un corps «olide autour d'un point fixe.
300. Tbéorème V^ Tout déplaceront d^un corps èoîide autour dun point fixe peut être produit par une rotaJLion autour dt un axe fixe.
' Lorsqiuian catps' sMide a un point fl\e {/ê^^^2W]:il * Hg. 2^(/. -^ éfet daipiiuelapoBitidnduccA'pS'^era ' fkrfaitement diétèi^ttilitieev^îTtottÔti- .nftJMqsfpQsitiQzi&dje 4^x éè besppfjatg.
Si l'on décrit une sphère ttu point coihme cëritre, avec uii raf (Si B^fbiti aifei toute figure silùW^fï*î"spiiëfe restera sur celte sphère dans le mouvement du cotj^é éàWàe
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autour 4u poiatp. Soient A e\l B 4^ux points de I4 .$Vij*-: tacjBde la sph^rç dan^ la çreo^ière position dt^ ççrps sol^de^ A'^ et.B;.Ji6s mêmçS;poipts:dan^ la s^çondje go^j.Uo,9 j rare de gr^d cercle^ ^B, iavaria,blei , de Jppg^e>t\r9, > s'e^t; f'V,^}^p^Ofté eu A'B'. MenopS; desarcs.4Q,gr^]^#^çiqrçl?^fçivpendic^la^re^ai^ç les,njiÙeux.dç^ arc34p.g;'afld?.p^r9l^ AA'» BB'» qes. d^PjX arcS}Sç,pq^{)ei;pnt jçp i|ï;i,,p^qintjl. Les à^^x .triangjes, . .^pbé^rique^^IAB , Ifi'^y [SCfpt. , ^Sf^wi comme ayant ^çs.,tl]oi^ Ç!^tésé^au?.,Çib^çtMa à:cl?/E^q^p^,,$ijdes deux angles çg^iix, Â1.B, A'IB' pi^relrapcl^ela.paiîtie çpmmune A'IB, il reste, les (^eux angles pgaux AIA', BIB',^ Imaginons que l'on fi^^se tourper le corps solide aii^ovir de la dfoite 01, d'un^afigle égal à AIA^ le point A viendrjç en A'^ le pl>int B eif Ç', et pfir.smte le corps solide; sera amépé de sa première position à la seconde.
Théorème VI. Lorsqu un corps solide semèut (fune
, manière quelconque autour âfun point fixe^ les vitesses
des différents points du corps solide, à chaque instant,
sont les mêmes que si le corps solide tournait autour dun
eertairi Q^e,^p.vçc^rt^/pi^(^^<^ angié{mr^ d^terr^if^e. , ^
Considérons les positions du corps solide àù temps i et au temps ^ + A^. Soit M un pomt quelconque du corp6^-dapS;Sa prapaièr^ position j.iW' tejmênjpîpoi^t dans sjBtsepOiftdo positipï3i,(^jf{. 85^t)!.3a vitesse moyenniev,, que r)OUS.F,eprése«tieroiji& çaTiMA»,' fif^^ ;dfrigée suivant MM' et
égale à' ^^-ï^. Eu verlttdtt' théorème précédent,:on peut
aRiener le qorps $ol)de de |a première position à la seconde, en Je fs^i^^^nt tçnri^^r Wtour, d'v^pe, certaine droite OL, d'un ande 0; dans ce mouvement, le, point M décrit un
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arc de cercle MM' ayant pour rayon la perpendiculaire MC, abaissée du point M sur l'axe de rotation OL,. Si l'on fait diminuer A^jusqu à zéro, l'axe de rotation OL. tend vers une position limite OL, qui est ce qu'on appelle Vaxe in-^ Uantané de rotation au temps ty la p^rpei^dioulaire MC, deviôut la perpendi-r ciàlaire MC abaissée du point M sujp Taxe instantané OL; ia' sécante MM' devient tangente au cercle, et par conséquent perpendiw^ laire au rayon CM, dansle plan du cercle qui. est perpendiculaire à OL; la vitesse MA est donc perpendiculaire uu plan mené par le point M et Taxe instantané OL^ On a d'ailleurs
cordeMM' corde MM' Q ..r^m,
et par suite v »= « x CM-
Ainsi, la vitesse du point M est la même que si le corps solide tournait autour de Taxe instantané OL avec la vitesse angulaire w.
A chaque instant, il y a dans le corps solide une infinité de points dont la vitesse est nulle ; le lieu de ces points est l'axe instantané de rotation.
Si Ton' considère le lieu de Taxe, instantané de rotation dans l'espace, et le lieu de ce même axe dans le corps solide, on aura deux cônes, Tun fixe, l'autre mobile, et Ton verra, comme précédemment, que Ton peut se représenter le mouvement du corps solide en faisant rouler le cône mobile sur le cône fixe, sans glissement.
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VoiiTcnieal d'un eor|p« foUde libra.
302. Tqéorèhe VII, Tout déplacement dun corps solide peut être produit par une translation et une rotation.
Considérons deux positions d'un corps solide libre dans rtespa«e. Prenons un point arbitraire dans le corps solide et soient et 0' les deux positions de ce point \fig. 222) ; imaginone que Ton donne à tous les points du pig. 22^. corps un déplacement égal et parallèle à 00'; ce sera un mouvement de translation; il suffira ensuite, pour amener le corps dans la position qu'il doit occuper, de regarder le point 0' comme fixe et de faire tourner le corps autour de ce point fixe; mais on sait que ce second déplacepaent peut être produit par une rotation autoyr d'un axe fixeÔ'L. Ainsi, on amène le corps soliije de sa première position à la seconde, par une translation égale au déplacement 00' de l'un de ses points,, et par une rotation autour d'un axe passant par ce point.
303. Remarque L On peut faire en sorte que la rotation s'accomplisse autour d'un axe parai- Fig. 223.
lèle à la translation. Par les points «
et 0' menons des plans P et P' perpendiculaires à Taxe de rotation O'L {fig. 223). Décomposons le déplacement 00' eii deux déplacements, l'un 00, parallèle à Taxe O'L, l'autre 0,0' perpendiculaire à l'axe et par consé- ' '
quent situé dans le plan P'. Nous amènerons le corps solide de sa première position à sa seconde position en
584 LIVRE V. GOXPLÉIfBNT.
lui donnant d'abord la translation 00,, puis la translation 0,0', et le faisant tourner ensuite autour de OTL- La première translation amène le plan P sur le plan parallèle P' ; la seconde translation 0,0' fait glisser le plan P sur lui-même, de même que la rotation autour de Taxe i
perpendiculaire O'L. Ces deux derniers mouvements ne font que déplacer le plan P'dans son propre plan; mais |
on sait qu'un pareil déplacement peut être produit par i une rotation autour d'un point fixe I' du plan, ou, ce qui I est la même chose, autour d'un axe l'K perpendiculaire au plan. De cette manière on a une translation 00, et une rotation autour d'un axe lE parallèle à la translation.
La droite IK glisse sur elle-même, et, en même temps, le corps tourne autour de cette droite. Ce double mouvement est analogue à celui d'une visdansson écrou. Toute autre droite, telle que 00,, parallèle à Taxe IK» glisse sur elle-même de la quantité 00, égale à II', et en même temps se déplace parallèlement à elle-même, de manière à» venir occuper la position O'L. Si cette droite glissait simplement sur elle-même, comme la droite IK, le mouvement général du corps solide serait un mouvement de translation» sans rotation. Ainsi la droite IK, que nous appellerons arc central, est une droite parfaitement déterminée, appartenant au corps solide, ou liée invariablement à ce corps.
304. Remarque II. Pour effectuer le déplacement du corps solide par une translation et une rotation, nous avons pris un point arbitraire dans le corps ; la translation 00' est le déplacement même de ce point; la rotation s'accomplit autour d'un axe O'L passant par le point 0'. Il est à remarquer que, quel que soit le point du corps «pe Ton ait choisi. Taxe de rotation a une direction constaole,
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etil!aj3glç.(ieTptatio|ii, jiflei \^Mpw: QO^sta^te^ Op ya^jf déjà gipe Va^e,-dç,^rQta,ti9P Q'J^ jijv^.co.wspQpd att^oiat O^^est pi^jallèle^à^ r^Xje.çe^tç^JK, Il ^ppit^defliRQtr^gue, l'angle de,ro^aîfQï?..ç8t le mêine, £^vitqyir,.de, p%. .et, autour de ]^ Q^É|n4iO^,dQ^^a au. çp^ps.la tr^d^t^Qj;! ly, le gpiat vient SP O^r ^3cç$. ^mvrèj^mmé J[^|4éplAçeia^t ,Q0^ > é§jal et,pa-
,^ 0.',4W3 1^ jp.o^iURo qtt'M4ftit. iOecifp^r.; Ta^le de rp^ta: tiûn^i:\tqur de IK; est dope 0,rOM}'au trie .part, quaod oj;i 4pj^ne au çoyps ]^ tr^psl^» 00;^ le ppi^jt Lyi.eat en;l,_, §pyè^,ayQir,épi;9^iv4i^A <J4P^^^ ég^l et çar^lèle à
00' ; li^, rot^tipp.^ijttoui; de ï^iud 0/L l^'^mèfi^j^n^uite daji3 l^pp^tiûii r, qu'il 4oit Q^a^pçr; l'^^ngl^de Eptation autour 4ç,Q,'l« fist doue. l^OUV Les deux 'droite^_ l'O,? IiO%<jétaut 4g84es et^p^rallèle^àiPySPQt par?^llèl^s^eatre çUes^etp^r .conséquent les de^i^ su^gie^ aftewes-j^ï^teiiues 0^1 '0', }J)'l SQUt, égaux* AiAsi, ra^e,4^ï*atfttL0û 4. u»e ilirection con- ^t^ç et l'angle de rotatiojp. est copstwt. La trau^f^tion .e^t yftrjiaWe avepla po&itiw. ç|u point P;.e^lç est n^ipi- .n^uj» ppur le§ pçpts d^ Taxe ceptirsil IK., , .,j , .
.505. Théoi^ème VIQ; Dans le, mouvement ^un corps solide^ ta vitesse ^un poifit qicèïconque^ à çhagiœ instant, est lamême que si te corps avait une vitess^ de translation égale et parallèle à celle ^ un point choisi arbitrairement dans le corpS;, et tournait autour^ dy^ ojxe posant par ce point avçc une vitesse angulaire déterminée. , ,
-r : Gcwaiidérow les .poMÛoDs 4ti qppp^ ^Mf^ ^|i lieflip^ i . et f^ii: tempg;^ +iàti Pxmm^ ^ un» p^int , ajjbitrfiif e • dans : le ^iDotjps ^lJ4e> eV$pieiQt Q.^t O' le^ deux positions de ]Ç^ point; îaoM^^a^lKftn^M^qi^'çnrPffAt awnqf te.qçiifps 4e §ii/pi:<?.iBiè^^e
p$>$^n> \^»w>n^e^ m iui d<W3i wa^uw traaid«tioiv ^le
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Fig. 224. à 00' (fiy. 224) et le faisant tourner ensuite d'un certain angle autour d'une droite O'L, passant par le point 0'; la vitesse moywne d'un point quelconque M du co^ps solide pendant le temps M est donc la résultante d'unç
vitesse parallèle à 00 'et égale à -^, et de ïa
vitesse moyenne qui Correspond au déplacement prave*nant de la rotation 6 autour de O'L* Si l'on feit diminuar
A^ jusqu'à zéro, la vitesse moyenne de translation --— a
pour limite une vitesse égale et parallèle à celle du point au temps t. L'axé de rotation O'L^ tend vers une position limite OL, que nous appellerons l'axe instantané de rôta-
lion au temps t; et le rapport — tend vers une valeur ©;
la seconde vitesse a donc pour limite la vitesse qui aurait lieu si le corps tournait autour de OL avec la vitesse angulaire 0). La vitesse du point M est la résultante de ceci deux vitesses. Ainsi, on obtient les vitesses de tous les points du corps solide au temps tj en imaginant que le corps ait une vitesse de translation égale à la vitesse d'un de ses points 0, et une vitesse angulaire de rotation &> au* tour de l'axe instantané OL passant par le point 0.
Il résulte de ce qui précède que Ton peut choisir le point de manière que l'axe instantané de rotation soit parallèle à la vitesse de translation ; dans ce cas, la vitesse de translation est minimum. Quel que soit le point 0, l'axe instantané OL a une direction constante et la vitesse angulaire (ù une valeur constante.
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Théorème de Coriolii.
306. Nous pouvons maintenant compléter ce que nous avons dit dans le chapitre iv du livre I, sur la composition des accélérations. Un mobile est en mouvement dans un système A, ce système A est en mouvement dans le système B ; le mouvement du mobile par rapport au système B est le mouvement résultant des deux premiers ; il s'agit de trouver l'accélération du mouvement résultant. Nous livons trs^ité la question dans le cas particulier où le système A a un mouvement de translation dans le système B (n* 53) ; nous avons vu que, dans ce cas, l'accélération du tnouvement résultant est, à chaque instant, la somme géométrique de l'accélération du mouvement du mobile d»m le système A, et de l'acélét^ation du mouvement de translation du système A dans le système B. Lorsque le mouvement du système A n'est pas un mouvement de translation, la question est plus compliquée. On doit se représenter le système A comme un système solide se mouvant dans le système solide B, que Ion regarde comme fixe/
Soit M {fig. 225) le point du système A oii se trouve le mobile au temps ty MA la droite qui représente à cet instant la vitesse du mobile dans le système A, AB une droite égale et parallèle à celle qui représente la vitesse du point M du système A au même instant ; la droite MB représentera la vitesse du mouvement résultant au temps t. Soit M' le point du système A oii se trouve le mobile au temps
Pig. 225.
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/ -i- A/, ce système A étant supposé immobile ; MM' esVle déplacement appareht du mobile dans le système A ; la direction de la vitesse apparente ou relative MA est la direction limite de MM % et la valeur de cette vitesse est la limite
MM' ' ' • " '
du rapport-—. Pendaut Tâûtervalle de teiï}|^A4, le sy-
stème sol ide A éprouve un certain déplacement el te'pôiïitM vient en M,; on peut opérer ce déplacement en donnant au système une translation égale et parallèle au déptacementr MM, du point M, et faisant tourner le système d'un certain angle autour d'un axe M,L, passant par lepoirit M, (n® 282)^; la translation entraîne la droite MA parallèlement à elle-même en M^A, ; la rotation autour de Taxe MjL, change sa direction et l'amène en M, A,; telle est, dans la seconde position du système A, la droite qui représente la vitesse relative du mobile au temps i. En même temps, le point M^ où se trouve le mobile au temps t-^Ht, vient en M\. Soit M\k\ la droite qui, dans la seconde position du système A, représente la vitesse relative du mobile au temps t+/it. Par le point M, menons une droite MA' égale et parallèle à M', A',, et par le point A' une droite A'B' égale et parallèle à la vitesse du point M', ou M' du système A au temps t + dt, la droite MB' représentera la vitesse du mouvement résultant au temps t + l^t. La droite BB' représente la variation géométrique de la vitesse dans le mouvement résultant pendant le temps A^ Dans la seconde position du système A, la droite MC, égale et parallèle à M, A,, représente la vitesse relative au temps t; la droite MA' représente cette vitesse relative au temps t + lt; la droite CA' est donc la variation géométrique de cette vitesse relative pendant h temps M, La droite AB est la vitesse du point M au temps t, A'B' la vitesse du
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point IkJ' .au temps 1 4- A^. Cherchons la vitesse du point M' au temps t ; ou obtient la vitesse de tous les points du système solidj^ A, en. donnant à ce système une vitesse de trapsiation égaie à la vitesse du point M et.le faisant tourner autour de l'axe instantané ML avec la vi tesse angulaire 06 î cette rotation imprime au point- M' une vitesse M'D perpendiculaireauplan M'MJj et égale à w xMM 'sin M'ML; Ja viteîjse du poipt M' au temps t est la résultante de la vitesse AB etde |a vitesse M'D. Si donc par le point A' on même une droite A'E égale et parallèle à AB, et par le point E une droite EG égale et parallèle à M'D, la droite A'Gsefa la vite^sse du point M' au temps ^. Comme la droite A'B' est la vitesse du même point au temps ^-f- A^ la droite GB' représentera la variation géométrique de la vitesse du point M' pendant le temps A^ Par le point B meq^oqs une, droite BH égale et parallèle AC ; les deux droites A'E et QB étant égales et parallèles à AB et par conséquent égales et parallèles entre elles, les deux droites HE et CA' sont aussi égales et parallèles.
, Cela posé,, pn peut regarder la longueur BB' comme la somme géométrique des quatre longueurs BH, HE, EG, GB'éEa divisant parA^ on voit que l'accélération moyenne
PB
Le rapport -— est Taccélération moyenne du mouve-
ment du point M' du système A dans le système fi ; sa lir mite est l'accélération au temps / du mouyement de ce point M' ; mais, puisque les deux points M et M' se con- Tondent quand M tend vers zéro, cette limite est Taccélération au temps / du mouvement du point M du système A où se trouve le mobile au temps /; Coriolis donaaii à cette accélération le nom d'accélération d entraînement ; nous la désignerons par y,.
Il nous reste à évaluer les deux rapports -— , —r- La vi-
a* Lt
tesse xM'D étant perpendiculaire au plan M'ML, sa direction
limite est perpendiculaire au plan AML, du côté où la.ro-
tatiou co autour de Taxe instantané OL entraîne la vitesse
relative MA. On a d'ailleurs
EG^M^D^ a).MM^sinM^ML
le rapport -— ayant pour limite la vitesse relative MA, que nous appellerons «, on a
lira ---=:6)D sin LMA.
La droite BH est égale et parallèle à AC ou à A,A, ; la droite A.A, devient perpendiculaire à M^A^, dans le plan tangent au cône que décrit la droite M,A, en tournant autour de M.L, ; Taxe M^L, ayant pour limite Taxe instantané ML, la direction A^A, devient perpendiculaire au plan
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AML5 du côté ôà là rotation autour de ML entraîne la vi* tesse relative MA. Les deux quantités géométriques —,
BH
-rr ont donc même direction limite. On a d'ailleurs
BH A A. corde A . A. ^ arc A, A.
A^ A^ ^ arc A, A. ^ M '
qua&d le systèo^e solide tourne de langle ^ autour de l'axe M^L,, le point A, .décrit }in are de cercle A,A, égal à 9xM«A, XsinA,M,L, ; si Ton remplace cet arc par sa valeur, il vient
BH corde AjA^ '0 .. ^ • 4 m. r
Le rapport -— ayant pour limite la vitesse angulaire de rotation «, on en déduit
lim -77==^»^ sin LMA .
ai
Ainsi les limites des deux rapports — , — -- sont des quan-
tités géométriques égales en grandeur et en direction ;
leur somme, que nous désignerons par y„ est égale à
awt;sin(û),t^). Sur Taxe instantané portons une longueur
égale à la vitesse angulaire de rotation &>; construisons iin
parallélogramme sur cette longueur et la vitesse relative
MA; la quantité awv sin (w, v) est égale au double de Taire
de ce parallélogramme.
L'accélération y du mouvement résultant est la somme
géométrique^ ou la résultante, des trois accélérations y\
yi, y^. Ainsi, l'accélération du mouvement résultant, au
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temps t^ est la somme géométriqiœ^ V de raccélératian du mouvement relatif; 2" de F accélération (fentrcânement du point où se trouve le mobile au temps t; Z^'cFune aecé-lération égale au double de faire du parallélogramme construit sur la vitesse angulaire de rotation et la vitesse relative, perpendiculaire au plan de ce parallélogramme, du côté ofi la rotation entraîne la vitesse relative.
307. Pour fixer les idées, nous nous représenterons le système B comme formé de trois, axes de coordonnées fixes, et le système A comme formé de trois axes mobiles, dont on connaît le mouvement par rapport aux premiers. La résultante des forces physiques qui agissent sur le mobile, divisée par la masse, donne l'accélération y du mobile par rapport aux axes fixes ; il s'agit de trouver l'accélération y du mouvement relatif aux axes mobiles. Le mouvement du mobile par rapport aux axes fixes peut être considéré comme le mouvement résultant du mouvement relatif aux axes mobiles et du mouvement de ces axes. En verta du» théorème précédent, l'accélération y du mouvement résultant est la somme géométrique des trois accélérations /,yp y^ ; il en résulte que l'accélération/ dumouvement relatif est la somme géométrique de l'accélération y du mobile par rapport aux axes fixes et des deux accérations y, et y, prises en sens contraires. Ainsi, tajccéUration dun point matériel par rapport aux axes mobiles est la somme géométrique, \.^de t accélération par rapport aux axes fixes; 2® dune accélération égale et contraire à F accélération d entraînement du point où se trouve le rnobile au temps t, ce point étant supposé lié aux axes mobiles ; 3® d'une accélération égale au double de Faire du parallélogramme construit sur la vitesse angulaire de rotation et
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ta vitesse relative^ perpendiculaire au plan de ceparallélogramme, et du côté opposé à celui vers lequel la rotation entraine la vitesse relative.
Ceci est bien d'accord avec ce que nous avons trouvé par l'analyse dans le cas particulier où les axes mobiles tournent uniformément autour d un axe ^xe (n^ 282) ; tout point lié invariablement aux axes mobiles décrit un cercle d'un mouvement uniforme ; l'accélération d'entraînement y, est dirigée vers le centre et égale à coV, r étant le rayon; prise en sens contraire, elle devient l'accélération centrifuge. L'accélération y„ prise en sens contraire, est Taccélération centrifuge composée.
ERRATA
Page 11, ligne 9 en deKepdam, an lim de Pangle qui fait, lisez : Tangle que fait.
Page 23, ligne 1 en remontant, au lieu de pendant la diagonale, lises: suivant la diagonale.
Page 46, ligue 12 en descendant, au lieu de le point M' se rapproché de M^, Usez : le point M' se rapproche indéfiniment de M.
Page 55, ligne 11 en descendant, au lieu de OD' conjugé de OM, lisez : OD' coDjugué de OM'.
•Page 866, ligne 2 en descendant, au lieu de les unes sur les aiitres, lisez : les uns sur les autres.
Page 876, ligne 8 en descendant, au lieu de (u« 211), lisez : (no 821).
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