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AVERTISSEMENT DE L'ÉDITEUR
Ce Volume contient trois fois autant de matière que le Calcul graphique de l'édition italienne. Il se compose de Chapitres et d'Appendices.
Les Chapitres correspondent au texte italien primitif, dont quelques parties ont été augmentées, quelques autres refondues, par TÂuteur lui-même ou avec son concours.
Les Appendices et les Notes finales ont été consacrés, par le Traducteur, tantôt à un plus grand développement des sujets traités dans le corps de l'Ouvrage, tantôt à l'exposé de recherches récentes, disséminées dans un grand nombre de publications périodiques françaises et étrangères. Ces additions portent principalement sur les procédés en usage pour la représentation graphique des phénomènes naturels et des relevés de statistique ; sur les applications de la Géométrie anamorphique à la construction et à la transformation des abaques; sur la résolution graphique des équations numériques de tous les degrés; sur la construction des Tables graphiques pour la détermination des aires de profils en travers et des largeurs d'emprises; sur le calcul graphique des mouvements de terres; sur les diverses méthodes d'intégration graphique; sur la construction des courbes paraboliques et hyperboliques de tous ordres; sur quelques applications du système des coordonnées tangentielles et sur un certain nombre de pro-
VI AVEBTISSEMBNT DE l'ÉDITEUB.
blêmes g;raphiques dont la connaissance peut être utile aux Ingénieurs»
Dans les parties des Appendices dont la substance a été empruntée à divers auteurs, on ne s'est assujetti ni au respect trop absolu des méthodes très variées, tantôt géométriques, tantôt analytiques, que ces auteurs avaient adoptées, ni à la condition, quelquefois didficile à remplir, de conformer trop systématiquement tous les sujets à un seul et même moule. Mais on a eu soin de rattacher, par une chaîne continue, toute la suite des démonstrations aux propriétés précédemment établies de la Géométrie de position et du Calcul graphique. On a pu ainsi, tout en abrégeant le discours, créer, pour le fond comme pour la forme, une parenté plus directe entre les Appendices et le texte primitif.
Les occupations professionnelles de M. P. Terrier, et les recherches qu'il a dû faire pour la préparation des Appendices, ne lui ont pas permis, à son grand regret, de mener l'impression aussi rapidement qu'il l'aurait désiré. Par suite, les citations bibliographiques, poussées jusqu'en i885 dans les dernières feuilles, se trouvent arrêtées, dans les premières, à des dates un peu moins récentes.
Les Notices hors texte n'ont pas été^ d'ailleurs, exclusivement consacrées à la bibliographie. Elles contiennent aussi un résumé historique des principales questions.
III. Abaques pour le calcul des poutres 148 3i
IV. Abaques à circonférences pour les fourneaux de mines 149 3i3
V. Abaque des piles. Graduations d'axes parallèles 150-151 3i6
VI. Abaque des lentilles. Transformation perspective d'une anamor-
phose 152-153 319
Vil. Application de l'anamorphose à des lois dont l'expression mathématique n'est pas connue 154 333
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CHAPITRE PREMIER
LES aUATRE PREHIÉRES OPÉRATIOHS
CocsiJiKiiT, Le Calcul peur le trait, etc. ; Paris, 1840, p. 9-34. — Egceks, Grundtûge, einer graphischen Arithmetih ; Schaffhausen, i865, p. 8-16. — Cclmash, Die gra^ phische Statik; Zurich, 1866, p. 3- 12. — Jâgdi, Das graphische Rechnen ; Speyer, 1867, p. 5-1 8. — ScnLE8i5GER, Vortràgc ûher grafisches Rechnen und Grafa-Statik ; Wien, 1868-Gg, SS 4-33. — Recleadx, Der Constructeur; Rraunschweig, 1869, JJ 22- 25. — Vo!f Ott, Die GrundxUge des graphischen Rechnens und der graphischen StO" tik; Prag, 1879, Vierte Auflage, §§ 1-7. — Fayaro, Sulle prime operazioni del Cal^ colo grajico; Vcneziaf 1873, p. 5-38. — Bellatitis, Considerazioni sulla Matematica pura; Venezia, 1873, Nota 29. — Levt, La S tiUique graphique, etc.; Paris, 1874* §S 3-14. — Ceemoma, Elementi di Calcolo grajico; Torino, 1874, $$ I-III. — CuL- HA!i!i, Die graphische Statik; Zurich, 1875, $$ 1-2. — Jeep, Die Baumechanik ; Leip» xlg, 1876, a. Heft, I. Th., p. 4-i3.
I. — Règle des signes. Cionyentions
1. La ligne droite s*élend indéfiniment dans les deux directions opposées suivant lesquelles un mobile peut la parcourir.
(') Les citations qui se rapportent aux numéros de la Géométrie de position sont distinguées par un G placé en avant du numéro cité.
C'esl à ce point de vue général qu'on la considère, en Géométrie, quand on s'occupe des relations purement descriptives des figures (G. 1 ,34), sans avoir égard aux rapports de grandeur.
Mais l'étude des propriétés métriques conduit à considérer des portions finies de lignes droites, qu'il n'est possible de distinguer, sur les droites indéfinies qui les contiennent, qu'à la condition de leur assigner deux limites. Toute portion de droite ainsi limitée est une grandeur déterminée : constante quand les points qui la terminent restent fixes, variable quand ce^ points subissent un écartement ou un rapprochement relatif.
Mais, pour qu'une portion de droite soit complètement donnée, il ne suffit pas que sa grandeur absolue et sa position soient déterminées par ses points extrêmes. La droite présente en effet deux directions opposées, qui diffèrent entre elles de 180°; il est donc nécessaire d'indiquer, en conformité d'une convention préalable, les directions effectives des segments de droites sur lesquels on doit opérer.
2. Un segment de droite étant compris entre deux points A et B, on convient de le désigner par AB ou par BA selon qu'il a son origine en A ou en B. On convient, en outre, de considérer comme positifs tous les segments d'une droite qui sont dirigés dans un certain sens, à partir de leurs origines, et comme négatifs (') tous ceux qui sont dirigés en sens contraire. Dans le calcul, on affecte les premiers du signe -4- et les seconds du signe — .
Si l'on admet, par exemple, que le segment compris entre Aet B est positif quand on le représente par AB, le même segment sera négatif quand on le représentera par BA, en sorte qu'on aura
AB -f- BA =r o,
AB =r — BA, BA := — AB.
Trois points A, B, G, situés dans un ordre quelconque sur une droite, donnent toujours lieu à la relation
(1) AB H- BC -f CA i:^ o.
(') Voir, dans la première Partie, Géométrie de position, la note de la page 37.
RÈGLE DES SIGNES. CONVENTIONS
Si Ton suppose, en effet, que les deux points A et B restent fixes, Tordre des trois points dépendra de la position qu'on attribuera au troisième point C. Ce point peut être à l'extérieur du segment AB et à droite, ou à l'extérieur et à gauche, ou sur le segment même. De là trois cas, correspondant aux trois séries (A, B, C) , (C, A, B), (A, C, B). On passe d'une série à l'autre par la permutation de deux lettres, et cette permutation n'altère pas Téqualion (i).
Il suit de là que le théorème, vérifié pour l'un des trois cas, s'étend aux deux autres.
Prenons les trois points dans Tordre A, B, C de la première série ; les trois segments AB, BC, AC ont même signe et la somme des deux premiers est égale au troisième, c'est-à-dire qu'on a
AB -f- BG = AC.
Mais
AC = — CA
donc
AB 4- BC ^- CA = o.
Des points A, B, C, D. . . . , F, situés en nombre quelconque et dans un ordre quelconque sur une droite ^ donnent toujours lieu à la relation
AB -h BC 4-CD H- . . . -4- FA ~ o.
Supposons, en effet, que la proposition soit vraie pour fi points A, B, C, . . . , Ë, c'est-à-dire qu'on ait la relation
AB -f- BC -h . . . -h DE -+- EA = o,
et considérons un point de plus F. Les trois points A, E, F fournissent la relation
AE-+-EF4-FA=o.
Ajoutons les deux équations membre à membre, en observant que EA = — AE ; nous aurons
AB H- BC -i- . . . -h DE -f- EF -f- FA z= o.
Donc, si la proposition est vraie pour n points, elle Test aussi pour n-+- I, et la démonstration que nous avons donnée pour trois
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points peut être successivement étendue à un nombre quelconque de points.
La convention des signes, établie pour les segments, peut être étendue aux angles.
On prend pour origine d*un angle Tun ou Tautre de ses côtés
a et bj et Ton convient de désigner l'angle par ab ou par ba selon qu'il a pour origine a ou b.
Un angle peut être construit à droite ou à gauche de Tun de ses côtés a pris pour origine, c'est-à-dire à droite ou à gauche d'un observateur qui placerait son œil au sommet de l'angle et qui donnerait à son rayon visuel la direction du côté a.
On convient de considérer comme positifs tous les angles qui s'étendent, à partir de leurs origines respectives, de gauche à droite, c'est-à-dire dans le sens de rotation déterminé par le mouvement des aiguilles d'une montre ; les angles qui s'étendent dans le sens opposé sont alors considérés comme négatifs (*).
II. — Propositions préliminaires
3. On indique ordinairement la direction d'un segment de pj , droite en plaçant un petit cercle à l'ex-
ç^ trémité prise pour origine {fig* i) ; mais
l'emploi de ce signe n'est pas possible dans le cas d'une droite indéfinie, et l'indication d'origine ne sufBt pas pour déterminer la direction quand on considère plusieurs segments d'une même droite. On indique alors les directions par des flèches. Dans le
p. ^ cas de la fig, 2, par exemple,
i^ i^ les flèches désignent les direc-
tions opposées des segments
égaux /| et /,.
(' ) Pour plus de déreloppemcnls sur la règle des signes, on pourra consulter, outre los Ouvrages cités dans le sommaire du présent Chapitre, le Traité de Géométrie supérieure de Chasles, Chap. 1(3* édilion, conforme à la i*^*, 1880; Paris, Gauthier- Villars).
PROPOSITIONS PRELIMINAIRES
Deux segments égaux, parallèles et dirigés dans le même sens sont dits équipollents ( * ).
(') Bellavitis, à qui l'on doit cette expression, a proposé de représenter par le siipae A Tensemble des conditions qu'elle définit. Les premièrei recherches de Bel- LATiTis sur la méthode des équipollences ont été publiées dans les Annali délie Scienze del regno Lombtxrdo-F'eneeo, t. II, p. 35o-353 ; Padova, i833. L'auteur y présente la nouTelle méthode comme une sorte de dérivation conduisant des propriétés des points d'une même droite à celles des points d'un même plan. Du théorème très général qui constitue cette dérivation il déduit, comme corollaires, le théorème de Ptthàgore sur le triangle rectangle et diverses autres propositions sur le quadrilatère inscrit au cercle, sur le quadrilatère dont deux angles opposés sont complémentaires, sur le point d'où les côtés d'un triangle sont vus sous des angles supérieurs de 60** à ceux du triangle lui-même, sur les quadrilatères harmoniques et sur le centre harmonique d'un nombre quelconque de points par rapport à un point fixe; il généralise les pro* priétés de l'hexagone déterminé par les involutions positives dans le quadrilatère complet; il établit enfin la relation entre les foyers et les diamètres conjugués de l'ellipse, et quelques propriétés de l'espace.
D'autres applications, relatives aux courbes et aux propriétés du point de concours des hauteurs d'un triangle, figurent dans un second Mémoire, présenté par Bbllavrris à l'Athénée de Venise en i833. Un extrait de ce Mémoire a été publié sous ce titre : Sopra alcune applicazioni di un nuovo metodo di Geometria analitica^ esiratto di un a Memoria presentata aW jiteneo di Venezia da Giusto Bellavitis di Btusano, dans le Poligrafo, giornale di Scienze, Lettere ed Ârti, t. XIII, p. 53«6i; Yerona, i833.
Dans un troisième Mémoire, Saggio di applicazioni di un nuovo metodo di Geomc" tria anaiitica, Calcolo délie equipollenze {Annali délie Scienze del regno Lomhardo^ Fèneto, t. V, i835, p. 3/|4-a59), Bkllàvitis indique les avantages de sa nouvelle méthode, compare les solutions qu'elle fournit immédiatement à celles qu'on obtient par d'autres voies et propose de substituer l'expression d* équipollences à celle d'équations géométriques.
Dans une quatrième publication, faite en x837 (Metodo délie equipollenze, dans les Annali délie Scienze del regno Lombardo^Veneto, t. VII, 1837, p. a43"^64}i 1© •*vant géomètre expose les principes fondamentaux et les règles essentielles de sa méthode.
Un nouveau Mémoire, publié en i843 {Soluzioni grafiche di problemi geometrici del primo e del secondo grado^ trovate col metodo délie equipollenze, dans les Memorie deir I. R, Istituto Veneto di Scienze^ Lettere ed Jrti, t. I, p. 295-267 ; Venezia, i8/|3), contient l'application des équipollences à la solution graphique d'un grand nombre de problèmes de Géométrie. Toutes ces solutions reposent sur là construction d'une équipollence trinôme et permettent une application facile du calcul trigonométrique.
L'exposé le plus complet que Bellavitis ait fait de sa méthode a été publié en i855 (dans les Memorie di Matematica e di Fisica délia Società Italiana délie Scienze, re^ sidente in Modena, t. XXV, !!• Partie, p. aaS-Sog; Modena, i855), sous le titre de Sposizione del metodo délie equipollenze, Memoria del Socio attuale Prof. Giusto Bellavitis. M. C.-A. Laisart a donné une traduction française de ce Mémoire dans les Nouvelles Annales de Mathématiques, 7* série, t. XII et XIII; Paris, 1873 et 1874; tirage k part chez Gauthier-Villars ; Paris, 1874. Le D' C. Zahradnik en a publié une
III. — Somme et différence de droites
4. Les opérations les plus simples, parmi celles qu'on peul eflccluer graphiquement, sont Taddition et la soustraction.
traduction en langue ichèquo {Ikfeehoda equipoUenci cili rovnic Geometrickijch, sepsal Giusto BeUavitis^ etc. Ciske Vydani Usporodal D' Kàbel Zabradrir, F. Praze eisAem <irti £d. Grégra-Nakladem Jednotjr Ceskjrch Mathematiki, 1874)'
Voir le résumé que Bellavitis à donné de ses nombreux trayaux sur les équipe!lences dans la Quarta Parte délia Duodecima Rivista di giornali {Aui del Etale Isti~ tufo Feneto di Scienze, Lettere ed Arti, 5* série, t. I, p. ii47'i3o3; Venezia, 1874 et 1875). Voir aussi la Notice historique du même auteur, SuUe origini del metodo délie t^uiftolleme {Memorie del Reale Istituto Veneto di Scienze, Lettere ed Arti, t. XIX, p. 449*491 ) Vcnetia, 1876), et l'étude de M. J. HoCel, Sur le calcul des équipollences, nouvelle méthode d*ana{jrse géométrique de Af, Bellavitis; Paris, Gauthier-Villars, 1869.
Nous avons parlé ailleurs des travaux de MObics. A côté de ce savant et de Bellavitis, il convient de citer Herhaji!! Grassma!!!*, dont les recherches sur la même question ont une trt^s haute importance. Le premier Ouvrage de GràssmàH!! a pour titre : Die H' issenschaft der extensiven Grasse oder die Ausdehnungslehre, eine tteue mtttkematische Disciplin dargestelU und durch Anwendungen erlaùtert. Erster Tbeil : Die lineale ÀusdehHungslehre enthaltend; Leipzig, 1844* La Préface de la premi^ Partie contenait le plan de la seconde, qui n'a jamais été publiée séparément. Grass- HA!t!i, en effet, attribuant le peu de succès de la première aux difficultés que préaeo* tait Tétude d'un Traité plus philosophique que mathématique, refondit complètement son travail. Ses recherches antérieures, publiées dans les volumes XXIV, XXY, XXXI, XLII, XLIV, XLVIII, LU du Journal fur die reine itnd angevvandte Malkematik de A. Cruxr (184 '>• 1846) et dans un Mémoire séparé {Geometrïsche Anafyse^geknSpft om die >Hwi Leiènits erfmndene Charakteristik^ gekrOnte Preisschrift; Leipxig, 1847), loi fournirent des matériaux pour un nouvel Ouvrage très remarquable, qu'A publia en 186a, avec ce titre : Die Ausdeknungslekre, GraSRma!!!! a donné plus récemment, dons les Mmtkemmtitcke Annmlen (VU Bd, 1874 ; XII Bd, 1877), trob Mémoires parmi leaqneb nous signalerons, comme se rapportant plus particulièrement à notre sujet, ceini qui a pour titre Die Meckanik nack den Principien der Amsdehnungslekre. Un dernier ^IcMoire, non moins întéresamt, a été publié, après la mort de Grassbasm, dans le Jomrmmi de CreUe (84 Bd). Ce savant émérite a trouvé un interprète di^ne de Ini en la personne dn professeur Vicron Scblickl, dont les Ouvrages ont pniaaunment aidé A la Tnlgartsation de la nouvelle doctrine ( UntersmckuMgem mker eine Flâeite dritur Ordmmmg smitteist der Grmstmanm *sekem Amsdekmsmgslekre und mis EinieiaoÊgiméieselke; «ans date. — ^vrtrw der Rmamlekre nmck den Principien der Grmssmmnm'sekem Ams" deknmngsMkrr mnd ats Einleîtmi^ in dieseUe dmrgestelit. Erster Tbeil : Géométrie, Die t^e^^e des Pmnktes^ der Ge rmd e n ^ der Ekeme; Leipng, 187a. Zvreiter Thtâï : Die Eitmente der atodermen G e&metrie rnsêd Alge^rm; L^pxi;, 187S}. Srinrwi n pnbiié, eu ontrf« «n grand ncoabve de Kotes et de Mémoires su- le HRème snjet dans le ZeîfpekHft fur mmtk. m, mmtmr. Vnterriekt (Il Jobrg., 1871, et X Jakrg., 1879), dans la Jir«r4ri»4i.*ùrW jImnOtn (VI Bd., i$73\ dans le Zeitsckrift fir MmtkemmtU a.Ptrai ,X\I Jabif^ i$7«; XXni Jabrç.. 187S; XXIV Jakrf., 1879).
.Vprès Hiaai&X!( GnASsnA3i?i lui'ièwf et Scsldckl, on doit citer, ponr lenrs travau
SOMME ET DIFFÉRENCE DE DROITES
Ces opérations portent en général sur des lignes droites. Aussi devra-t-on, quand il s'agira d'aires, de volumes, de forces ou d'autres grandeurs quelconques, représenter ces grandeurs par des lignes droites ou les réduire préalablement à des lignes droites.
Le calcul graphique enseigne les moyens d'opérer ces réductions, en sorte que les règles relatives à l'addition et à la soustraction des droites peuvent être généralisées et appliquées à toutes les quantités susceptibles d'être représentées par des droites (M.
sur VAusdehnungslehre : MÔBics ( Die Grassmann*sche Lehre i>on Punhtgrôssen und den davon abhàngcnden Grôssenformen dargestelU; Leipzig, 1847); Haskel (f'or/^xfi/i*^» ûber die complexen Zahten und ihre Funktionen ; Théorie der complexen Zahlen système ; Leipzig, 1867, p. 16-17 et i4o)> et Robert GRASSMAiiNf frère d'HERMAii!! {Die Forment lehre der Mathematik; Stettio, 1873).
GRAS8iiA!fN a appliqué V Ausdehnungslehre, non seulement aux Mathématiques proprement dites, mais aussi à l'ÉIectrodynamique et à la théorie de Ncwtoh sur.Ie mélange des couleurs. M. Pretek Ta appliquée récemment à la théorie des sensations {Eiemente der reinen Empjîndungslehre ; Leipzig, 1877).
La théorie de V Ausdehntwgsïehre (en français, théorie des quantités extensives)ne peut pas être clairement exposée en peu de mots, et nous doutons même qu'on en puisse acquérir une notion complète par le résumé qu'en a donné Grassmarn dans VArchiv der Mathematik und Ph/sih do Gruxert (Sechster Theil. Greifswald, i845, p. 337- 33o). On peut s'en faire une idée générale par les Cle/s algébriques de Caucbt, avec lesquelles la méthode de Grassmanr a beaucoup d'analogie (Voir Comptes rendus des séances de l'Académie des Sciences, t. XXXVI, p. 70-75, 1 29-1 36, 161-169; *• XXXVII, p. 38-45, 57-64, 109. Exercices d' Analyse et de Physique mathématique, t. IV; Paris, i847i p> 356-4oi). Cette analogie a du reste donné lieu, de la part de Grassmann, à une contestation de priorité (Comptes rendus des séances de V Académie des Sciences, t. XXXVIII, p. 744).
Une seconde édition de VAiudehnungslehre a été publiée tout récemment sous ce titre : Die Ausdehnungslehre i^on 184 4 oder die lineale Ausdehnungslehre, ein neuer Ztifeig der Mathematik, dargestellt und durch Anwendungen auf die ûbrigen Ztveige der Mathematik, wie auch auf die Statik, Mechanik, die Lehre von Magnetismus und die Krystallonomie erlaùtert, Leipzig, Verlag von Otto Wigand, 1878.
Voir, pour plus de détails, Délia vita e degli scritti fisico-matematici di Ermanno Grassmann, per Antonio Favaro, etc., dans le Bullettino di biblittgrafia e di storia délie Scienze matematiche e fisiche, pubblicato da B. Boncompacni, t. XI; Roma,
(*) Dans son Mémoire sur les Tables graphiques et sur la Géométrie anamorphique {Annales des Ponts et Chaussées, 3* série, i8/|6), M. Lalanne a mentionné l'Ouvrage publié par Pocchkt à la fin du siècle dernier. Cet Ouvrage, dont nous avons donné le titre et l'analyse dans notre Préface, traite des poids, des mesures et de leur conversion, et contient sous forme d'appendice une Arithmétique linéaire, qui enseigne « l'usage de la fi[;ure pour les quatre règles élémentaires, pour l'élévation au carré et pour l'extraction de la racine ».
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5. Considérons un nombre quelconque de segments /(, /„ /^, . . . (Jig. 3) donnés en grandeur et en direction et distribués d^one
manière quelconque dans un plan.
Construisons, à partir d^un point jk^,^ — ^* — "^ quelconque, an contour polygonal
,' x^yA V» composé de segments respective-
ment équipoUents aux segments donnés, et disposés de telle façon » que Torigine de chacun d*eux coïncide avec Textrémité du précédent.
•1^ j .,• ]^';^ '**^ ^y^ Nous appellerons somme géomé-
\y v.x^^^^^^' ^ri^ue (*) ou résultante des s^-
ments proposés le segment qui a pour origine et pour extrémité Torigine et l'extrémité de ce contour polygonal.
La figure qui détermine la somme géométrique de tous les segments proposés donne aussi la somme partielle d'un nombre quelconque de ces segments, pourvu qu'ils soient consécutifs. Cette somme est représentée par la droite qui va de l'origine a l'extrémité du contour partiel correspondant aux segments considérés. Par exemple, la droite 2-5 représente la somme des segments /j, /^ et /,.
6. Si les segments à additionner sont tous parallèles, on porte,
(') Dans 11 no do nos précédentes publications {la Statica grafica nell insegna^^ mento tecnico super iore)^ nous avons cité comme remontant à 1828 un Mémoire de Warbbn qui traite de la somme géométrique des droites. Bellavitis {y^tei del Reale Istituto f^enetoj t. III, s. IV, p. a/|6) a contesté la date de i8a8 et affirmé que la publication de lYABREif est « postérieure à la découverte de la méthode des éqnipol- Icncos ». Nous regrettons d'avoir à confirmer l'exactitude de notre première assertion. Le Mémoire dont nous nous sommes autorisé a pour titre ^ Treatise ofehe geometriral représentation of the square roots of négative quantities, by the Rev. Johh Warrrn, follow and tutor of Jésus Collège; Cambridge, 1828, in-8<* de i54 pages. La définition do la somme géométrique et la figure qui s'y rapporte se trouvent au n* 3 du Chnp. 1. Nous avions vu cet Ouvrage, il y a quelques années, dans une bibliothèque étrangère. Nous devons à l'obligeance de M. de Sàint-Venart, membre de l'Institut do Franco, la communication plus récente qui nous a permis de vérifier le passage précité. Le Mémoire de Wakren est d'ailleurs cité par Chasles avec la date do i8a8 {Rapport sur les progrès de la Géométrie; Paris, 1870, p. 62). Nous nous étions trompé, k la vérité, en donnant ce Mémoire, imprimé à Cambridge, comme extrait du Cambridge Journal ; mais ceci n'altère en rien V exactitude de notre assertion.
SOMME ET DIFFÉRENCE DE DROITES
comme dans le cas précédent, les segments équipollents bout à bout à partir d'un point quelconque et en ayant égard aux signes. Ces nouveaux segments appartiennent évidemment à une même droite, et la portion de cette droite comprise entre Torigine du premier d'entre eux et l'extrémité du dernier représente la somme géométrique cherchée. Cette somme ou résultante des segments proposés n'est autre, en pareil cas, que leur somme algébrique.
Nous devons dire ici quelques mots des notations au moyen desquelles on indique sur une droite les limites et le sens des segments à additionner.
On peut considérer une droite, soit comme une forme de points op ponctuelle, soit comme le lieu d'une suite de segments.
Dans le premier c^s {Jig. 4)9 ^ î^^îcation conventionnelle ne présente aucune ambiguïté si chacun des points à considérer est affecté '^* ^'
d'un indice d'ordre ; mais, dans le ^ ? î T ^
second cas, il devient nécessaire
d'indiquer avec précision les points de séparation des segments
consécutifs.
Si tous les segments sont de même sens, on pourra placer simplement au-dessus de chacun d'eux le numéro d'ordre qui le distingue (/i^'. 5).
Si l'on a à considérer une série ^^* *^*
continue de segments dirigés dans i « « ? a ?» y
un même sens, immédiatement suivie d'une autre série de segments dirigés en sens contraire, c'està-dire si le changement de direction n'a lieu qu'une seule fois, on aura recours au même moyen, en ayant soin, toutefois, de placer les indices d'ordre au-dessus ou au- ^. ^
Fig. G.
dessous de la droite, selon qu'ils
se rapporteront à des segments de ♦ i.......^ e y.... .s ,
Tune ou de l'autre série. Tel est >.-s,wg -Je g... ...i.... 5....I...»...J
le cas de IsiJig.G, dans laquelle, le
changement de sens étant au point séparatif des segments 3 et 4) 1^
somme des six segments est indiquée par S1-.6.
Enfin, si les segments de directions opposées, au lieu d'être en deux séries continues, se présentent dans un ordre de succession quelconque, il sera nécessaire d'affecter du même indice les deux
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extrémités de chaque segment, en ayant toujours soin d'ailleurs de placer les indices de part ou d^autre de la droite, selon qu^ils se rapportent à des segments de Tune ou de l'autre direction
{.fig- 7)'
7. Un contour polygonal fermé, plan ou gauche, se projette sur
un plan quelconque suivant un autre contour fermé ; en d'autres termes,
®"J — J — f— ' J ' ^ la somme de ses projections est
nulle comme la somme de ses côtés.
On voit immédiatement que, si le contour polygonal proposé n'est pas fermé, la résultante de ses côtés se projette sur le plan suivant la résultante de leurs projections.
Gela posé, pour effectuer graphiquement Taddition des segments qui ont des directions quelconques dans l'espace, on devra se donner les projections de ces segments sur deux plans coordonnés. Les résultantes de ces projections seront les projections de la somme géométrique des segments proposés. On pourra donc déterminer graphiquement cette somme.
8. La somme d'un nombre quelconque de segments est indépendante de l'ordre dans lequel on les additionne.
Nous voyons d'abord que cette somme ne change pas quand on substitue l'un à l'autre deux segments consécutifs quelconques, par exemple /» et /e [Jig» 3); car les nouveaux segments, l\ et l\, équipoUents aux premiers, forment avec ceux-ci un parallélogramme et aboutissent par conséquent au même point 6. On pourra d'ailleurs opérer successivement la substitution entre If et /s, puis entre /| et l^y puis entre 1% et /s; on aura ainsi finalement remplacé l'un par l'autre deux segments non consécutifs quelconques, 1% et /s, sans que la somme des segments proposés ait subi aucune altération.
9. Si la ligne polygonale se ferme exactement et si les flèches de tous les segments qui la composent sont dirigées dans le même sens du contour, la somme ou résultante de ces segments est nulle.
Si les segments qui forment un contour polygonal fermé sont
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dirigés, les uns dans un sens, les autres dans le sens opposé, la somme des premiers est égale à ceUe des seconds.
Pour établir ce résultat graphiquement, on construit, à partir de Torigine du contour total proposé, deux contours distincts, respectivement formés de segments
équipollents aux segments de Tun ^ « y
des systèmes et à ceux du système ^^"'^'^^^ i * \^
opposé. Ces deux nouveaux con- / 7- \ \
tours aboutissent à une extrémité *•/ .-'^^ ) /Î"'""T7
commune, et les sommes eéomé- /.-'' /A ti'4, /,
triques partielles des segments qui \ "" " -^- ..;^^':^ •• /
les composent sont représentées par ^/X , \^»*^»j/f
un seul et même segment. Tel est, --»— — ..^y^
par exemple , le cas du contour
1-2-3-4-5-6-7-8 {Jig* 8), dans lequel les segments A, /,, U et 1%
ont même somme que les segments U, /s, U et /g.
10. La soustraction est l'opération inverse de l'addition. Dès lors, si d'un segment ou de la somme de plusieurs segments on veut soustraire d'autres segments, il suffira de renverser les flèches de ceux-ci et de les additionner ensuite avec les premiers. On retranchera, par exemple {fig* 3), les segments /2 et l^ de la somme /i 4- 4 -4- /a -h /4 -H 4 -h /e en formant la somme
dans laquelle l"^ = l^y T^ = Iq.
L'ordre de composition étant sans influence sur le résultat (8), cette somme est identique à la suivante,
mais les sommes partielles 4-/2 4- ( — /J) et -H /c -t- ( — /g) sont nulles. Le résultat de la soustraction est donc représenté par la somme géométrique des segments /|, /s, Ij^ et 4.
11. Tout ce que nous avons exposé relativement à l'addition et à la soustraction des segments qui ont même position et même direction s'applique aux opérations analogues eflectuées, sur un arc
circulaire, entre des portions d'arcs circulaires de même rayon. La même application peut, par conséquent, être faite aux angles dans le plan.
Mais ce qui a été dit de l'addition dans Tespace ou dans le plan n'est applicable ni à Taddition des grands cercles sur la sphère, ni par conséquent aux rotations dans Tespace.
En effet, la sphère ne contenant pas de grands cercles parallèles, on ne peut pas effectuer sur elle les déplacements parallèles au moyen desquels les additions de lignes sont exécutées.
IV. — Rédaction d'an rapport à an dénominatear donné
12. Avant de passer de Taddition et de la soustraction des droites aux opérations de même nature sur les rapports, il est nécessaire
de voir comment un rapport - peut être réduit à un dénominateur
quelconque N.
Appelons y le numérateur inconnu qui correspond au dénominateur N. Nous aurons la relation
dans laquelle j^, quatrième proportionnelle entre a, i, N, peut être construit de diverses manières au moyen de triangles semblables. On peut ainsi réduire à un dénominateur déterminé N un nombre quelconque de rapports donnés
6i 6, b^ bn
quels que soient d^ailleurs les signes de ces rapports.
On peut aussi transformer les rapports donnés en de nouveaux rapports ayant le même numérateur.
OPÉRATIONS SUR LES RAPPORTS
Supposons ces rapports réduits à un dénominateur commun quelconque N, et soientj^i,j^2> J^3 les numérateurs inconnus correspondants ; on a
«I . «î ^^ y\ -+-r«— Ta
On prend un système d'axes orthogonaux {fig. 9) ; on porte, à partir de l'origine O, les numérateurs positifs ai et ^2 dans la direction supérieure de l'axe des y^ et le numérateur négatif £73 dans la direction inférieure du même axe. On porte sur Taxe des x, à partir de la même origine, les dénominateurs b^, b^, b^ Qt\e déno- *k n^inateur commun N. On joint les extrémités de ai, ^2, ^3, respectivement, aux extrémités de ij, ^2» ^z-, et de l'extrémité de N on mène des parallèles aux droites de jonction. Ces parallèles déterminent sur l'axe des j^ les extrémités des numérateurs cherchés, j\, j-^. y^y qui ont leur origine commune au point O et qui correspondent au dénominateur commun N.
On obtient ensuite très facilement la somme z =j\ 4-^2 — Jt des nouveaux numérateurs.
Le résultat de la construction sera exprimé en fractions décimales, si l'on a eu soin de prendre comme dénominateur commun, en se réglant sur l'échelle du dessin, une fraction égale au dixième ou au centième de l'unité linéaire.
14. Les considérations qui précèdent se prêtent à une solution très simple du problème suivant :
Etant donné un nombre quelconque de droites
Xli Xt^ Xzi • • • » Xn^
en construire d^ autres en pareil nombre,
^ii ^i> ^ji • . • » ^/i, (fui soient directement ou inversement proportionnelles aux pre-
mieres.
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Ou encore :
Etxint donné un nombre quelconque de rapports
construire des droites
qui soient entre elles comme les rapports donnés, de telle sorte
qu'on ait
a* fl* a-» a,,
Les constructions qui permettent de résoudre les questions proposées fournissent aussi des solutions simples et élégantes pour de nombreux problèmes de Géométrie plane.
VI. — Multiplication des droites par des rapports
15. 11 est nécessaire de distinguer tout d'abord les multiplications et les divisions graphiques effectuées entre des droites et des rapports de celles qu'on opère entre des droites et d'autres droites, entre des droites et des surfaces, etc.
Dans le premier cas, on a toujours pour résultat une droite.
Dans le second cas, au contraire, le nombre des dimensions est modifié. La multiplication d'une droite par une droite donne en effet une surface, et celle d'une surface par une droite donne un volume. Vice versa, la division d'un volume par une droite donne une surface, et ainsi de suite.
Nous nous occuperons à peu près exclusivement du premier cas, c'est-à-dire de la multiplication et de la division entre droites et rapports ou entre rapports et rapports. Ce n'est que très exceptionnellement, et dans certaines conditions données, que nous traiterons des mêmes opérations entre droites.
16. Le mode le plus simple pour effectuer la multiplication consiste à ajouter un nombre convenable de fois l'un des facteurs à lui-même. Cette opération n'est qu'une addition multiple, dans
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laquelle interviennent deux termes et une condition : le premier terme est la grandeur quelconque qu'il s'agit de répéter plusieurs ibis ; la condition exprime le nombre de fois que cette grandeur doit être répétée; enfin, le second terme ou produit exprime le résultat de l'opération.
Mais ce procédé, tout simple qu'il soit, ne répondrait pas à la condition essentielle du calcul graphique, laquelle consiste à considérer les droites à l'exclusion des nombres abstraits. Aussi admettrons-nous constamment que le rapport t» pris comme facteur, est donné par les deux droites a et b,
17. Les relations qui existent entre les côtés de deux triangles semblables offrent en général le moyen le plus commode pour effectuer graphiquement la multiplication d'une droite / par un
rapport t» c'est-à-dire pour obtenir une nouvelle droite x = lj'
La disposition des trois droites /, a, b, dans la figure devra évidemment être telle que les deux premières, l et a, à multiplier l'une par l'autre, n'appartiennent pas à un même triangle, et (|u*elles ne forment pas non plus des côtés homologues dans les deux triangles à construire.
Si la figure ne suggère pas de disposition plus convenable, on formera les deux triangles semblables ^.
en coupant un même angle par deux y<^lf
transversales parallèles. Telle est la disposition de Idi Jig. lOai dans la- (luelle les longueurs b eil sont comptées sur l'un des côtés de l'angle primitif et à partir de l'origine O. ^^ Dans ^^fig' 105, les longueurs comptées à partir de l'origine sont a et A, et les transversales parallèles
sont elles-mêmes dans le rapport t •
Nous aurons occasion d'exposer incidemment, dans la suite, diverses autres constructions particulières du même produit. Nous nous bornons, quant à présent, à ce qui précède, afin d'éviter d'inutiles répétitions.
-^'If
18. L'application d'un procédé analo^e à celai que nous venons éU: fuirre permet de molliplier* sans plus de difficulté. ploÂeors
sesments d'une même <lroite /
par le rapport ^« La droite résultante X et la droite donnée fourniront en effet deux ponctuelles projectives semblables (G. 57 ) , et Ton pourra faire la constructioo de deux manières différentes :
Si Ton considère les deux ponctuelles x et / (Jig^ n) comme
sections d*un faisceau ayant son centre à rinfiniy a et 6 seront des segments coirespondants des deux ponctuelles ;
Si Ton place le centre du faisceau à distance finie {Jig- ta), les droites x et / étant parallèles, a et 6 seront les parties d'un rayon projetant comprises entre le centre du faisceau et les lieux des ponctuelles.
fie- ('
W, La parabole offre encore un moyen pour déterminer x = / t •
Fiff. 13. Cette application repose sur ce
que, la parabole étant engendrée par deux ponctuelles projectives semblables, deux de ses tangentes sont divisées par toutes les autres en segments proportionnels (G. 139).
Considérons en effet {Jig' i3)
deux tangentes à une parabole,
»*i v'V A^i uui *<* coupent en un point C, et une troisième droite AB,
KUv viwv^ <•« »**'^ pnijetéc par AB sur i| dans le rapport alb. La
•KU>à)t^vvK^ «vvrt thUorininée si Ton prend les extrémités A et B de
VJti « ssiMUàV" luùuU il« ronlact des tangentes ai et i|. Dès lors, le
A>%K\ V,A\ N|và joiul lo point C au milieu D de AB, est parallèle à
^vv v ïik's^^^^^^^^^ *^^ **' Irouve coupé par la courbe en son point
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milieu E. La tangente au point E est d'ailleurs parallèle à A£ {G. 138).
On voit aisément que la parabole ainsi construite peut servir à la multiplication d'une droite
III CB
quelconque l par le rapport — -
Il sufGt, en effet, de porter la longueur /, à partir du point Ci sur la droite qui représente le dénominateur du rapport, par exemple sur CF, et de mener
par l'extrémité F une tangente FF, à la courbe. Le segment compris entre le point de contact A et l'intersection F| représente le
produit cherché x=:l-:-
20. Nous ferons remarquer qu'il n'est pas absolument nécessaire de tracer la parabole, et qu'on peut même éviter le tracé de droites parallèles. Il suffit, en effet, de se donner deux tangentes à la parabole, c'est-à-dire deux droites
sur lesquelles soient marquées deux ponctuelles projectives semblables ou égales.
On obtiendra un nombre aussi grand qu'on voudra de ces ponctuelles projeclives semblables au moyen de la construction ci-après.
Soient u (ABGD. . .) {Jig- i4) un*' ponctuelle quelconque, cl S [abcd. . .) un faisceau de rayons situé d'une manière quelconque par rapport à la ponctuelle.
On décrit une suite de circonférences ayant leurs centres aux points A, B, C, D, . . . et passant toutes par le centre S du faisceau. Ces circonférences divisent tous les rayons du faisceau en segments
|8 C4LCCL GaAPBIQVE. — CHAPITEE I.
proportionnels et fournissent ainsi autant de ponctuelles projectives semblables à la proposée.
21. Le procédé suivant, pour la détermination de j: = / t » se
recommande par sa simplicité pratique.
De l'extrémité du segment h ï^'C- *^- comme centre {fig^ i5), avec le
^^-^ segment a pour rayon, on décrit un
y/^ arc de cercle auquel on mène une
>J^...^ tangente à partir de l'origine de i.
^\ Le point situé sur cette tangente à
■/t K \ la distance / de la même origine esl
-^P^ ' ' — % 1, à la distance x du segment h. Cette
distance peut être prise directement avec le compas, sans qu'il soit nécessaire de la tracer.
L'application de ce procédé est particulièrement avantageuse
quand on a plusieurs longueurs / à multiplier par le rapport -r •
On prend alors des ouvertures de compas égales aux diverses valeurs de /, on les porte sur la tangente à partir de l'origine, et l'on mesure directement les valeurs correspondantes de x.
Cette construction suppose qu'on a i ^ a. S'il en est autrement, on procède suivant l'une des deux méthodes ci-après.
Quand on n'a pas de motif pour obtenir x plutôt d'un côté que (le l'autre, on opère simplement la substitution réciproque entre a et h et entre x et /. A cet effet, l'angle à l'origine étant construit
de telle façon que son sinus soit égal à -> on détermine, avec une
ouverture de compas égale à /, le point de l'un des côtés qui est à la distance / de l'autre. La longueur cherchée x est donnée par la distance de ce point au sommet de l'angle.
Lorsque les conditions de la figure ne permettent pas d'obtenir x indifféremment de l'un ou de l'autre côté, on procède de la manière suivante :
Soit à déterminer le produit X| = / -î^, a, étant plus grand que h.
On retranche h de «i un certain nombre entier de fois, de façon à obtenir un reste a plus petit que i, mais positif. On a dès lors
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a = «1 — bj et par suite
A la longueur ~ /, déterminée comme il a été indiqué plus haut,
on ajoute A* fois la longueur /. On obtient ainsi la longueur cherchée X\ .
Cette opération est effectuée [Jig- i5) pour A = i, auquel cas
22. Déterminer les produits l\ -t^^ h-r^ h-r^" * ^^ '^"'' somme
' bi e»j ^3
ai bi bj
de telle sorte que les multiplications et l'addition soient effectuées en ayant égard aux signes des grandeurs données et que le ré~ sultat final puisse être mesuré sur une ligne droite.
Ce problème fournit un cas intéressant d'application et de vérification de la règle des signes.
Nous supposons, pour plus de simplicité, l'opération limitée aux trois termes indiqués plus haut. La construction {fig» i6) comporte deux figures distinctes, Tune contenant les grandeurs b et /, l'autre les grandeurs a et le résultat cherché.
On trace sur la première figure deux axes, BB et LL, qui se coupent au point 0| sous un angle quelconque, et sur la seconde figure deux autres axes, AA et XX, respectivement parallèles à ceux de la première. On porte les valeurs de b sur BB à partir de l'origine 0| et en ayant égard aux signes, c'est-à-dire en plaçant les grandeurs positives à gauche, par exemple, et les grandeurs négatives à droite. On porte de la même manière les valeurs de a sur AA à partir de l'origine Oj. Dans le cas de la figure, ai, a^, b iCt b^ sont positifs, a^ et b^ sont négatifs.
On porte enfin les longueurs / sur l'axe LL , non plus à partir d'une origine commune, mais bout à bout , en prenant pour point de départ un point quelconque i de LL cl en tenant compte des
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j»igncs. Toute longueur / aura donc son origine à l*exlrémiié de la longueur précédente et se dirigera vers la partie inférieure de Taxe ou vers la partie supérieure , selon qu'elle sera positive ou négative. Nous convenons d'appeler 2/ la portion de droite qu'on obtient en faisant ainsi la somme algébrique des longueurs / proposées. Dans le cas de la figure, /| et 1% sont positifs, l^ est négatif. L'origine et l'cxtrémiléde chaque longueur / portent d'ailleurs, adroite ou à gauche de l'axe LL, l'indice de la longueur considérée ; d'où il
Fig. i6.
r~-V,tti
Oi
suit que l'origine et l'extrémité de la somme 2/ sont respectivement indiquées par les indices de la première et de la dernière grandeur /, et que tout point intermédiaire porte les indices des deux segments auxquels il appartient.
Pour compléter le canevas nécessaire à la construction, on mène par les extrémités des divers segments a et 6 des parallèles aux axes XX et LL.
Cela fait| on projette, dans la première figure, les extrémités de la droite /«, & partir du point i|, au moyen des rayons £{ i et &i (i>a). Du point a^ dans la seconde figure, on mène parallèlement à CCS rayons deux autres rayons qui coupent l'axe XX en deux points désignés par les mêmes indices que les points correspondants de l'axe LL, savoir : Je point i , dont le rayon de projection est parallèle à iii, cl le point (i, a), dont le rayon est parallèle à i|(i,a). On a soin de prolonger ces rayons, en vue des donstructions ultérieures. On désigne parx, la portion de l'axe XX
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comprise entre les deux rayons qui partent du point Oi; Xt correspond à la portion /| de Taxe LL.
Cette construction fournit deux triangles semblableS, dans lesquels deux droites homologues, telles que les parallèles 0| i| = i| et Oo^i = ai , sont entre elles dans le même rapport que les côtés. On a donc
d'où
Xi , premier terme de la somme cherchée, apparaît comme positif, puisqu^il est porté dans la même direction que /| ; il n'en pouvait être autrement, à raison des signes de ses trois facteurs.
Pour construire le second produit /a t^j on détermine d'abord
les points d'intersection b'^ et a, des rayons i| (i, 2) et a^ (1, a), respectivement avec les droites bib'^ et 02 a^ parallèles aux axes LL et XX, et l'on mène le rayon i'j^(2,3). La droite /a se trouve ainsi projetée du point b'^ par ce nouveau rayon et par i^ (i , 2) ou b'^bt . Pour déterminer sur XX le segment qui correspond à/o, on a déjà la droite a'j (1,2), partie de ai (1, 2), et l'on mène a'^ (2,3) parallèle à i'j, (2, 3). On obtient ainsi les triangles semblables i'^ (i> 2) (2,3) et a'j (1,2) (2,3). On mène parallèlement à AA les droites homologues AjM = ^2 et a'jMi = a2; on représente par Xj la portion de XX limitée par les points (1,2) et (2,3), et l'on a
ai
L'extrémité de x^ étant en même temps l'origine de Xi, on a immédiatement X2 à la suite de Xt et dans la direction inférieure de l'axe, c'est-à-dire dans la direction positive que comportent les signes de ses trois facteurs.
La construction du troisième terme nécessite d'abord la détermination des points d'intersection, b'^ et a,, des rayons déjà tracés b'^ (2,3), a2(2,3) et des parallèles à l'axe LL passant par b^ et par as. Pour projeter le segment l^ à partir du premier point b'^ et
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pour trouver ensuite le segment correspondant X3 sur XX, il suffît de tracer V^ 3 et de mener d^ 3 parallèle à cette dernière droite. Dans le troisième couple de triangles semblables ainsi obtenus, les droites ijP et aaPi, menées parallèlement à BB et à AA jusqu'à leurs rencontres respectives avec XX et LL, représentent b^ et «j, et Ton a
D'après l'hypothèse adoptée, le segment Xj doit être négatif; il est porté, en effet, dans la direction supérieure de l'axe, c'est-àdire dans la direction négative, et, de même que les longueurs /sur Taxe LL, les segments x sont additionnés sur l'axe XX en ayant égard à leurs signes. Le segment de ce dernier axe compris entre l'origine i et l'extrémité 3 représente donc bien la somme algébrique cherchée.
On obtiendrait d'une manière analogue la somme
VIL — Polygone de multiplication.
23. Considérons maintenant le cas où, dans le problème précédent, les dénominateurs £|, b^jb^^ . . . sont égaux. Ce cas peut s'énoncer ainsi :
Réduire à la base constante b une somme de produits donnés
Voici l'une des solutions que comporte le problème ainsi posé.
On porte, en ayant égard aux signes, les segments ^i , ao, . . . , a,, sur un axe aa {Jig* 17) de part et d'autre d'une commune origine O. Sur un second axe //, non parallèle à aa, on porte les segments /i, /o,. . . , Ift bouta bout, en ayant aussi égard à leurs sens. Le segment compris entre l'origine de /| et l'extrémité de /„ est alors égal à 2/. On projette la ponctuelle / ainsi obtenue d'un point Oo dont la distance à la droite /, mesurée parallèlement à l'axe aa^ doit être égale à b. On projette ensuite la première ponctuelle ob-
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tenue sur aa au moyen de rayons parallèles à Taxe //, et Ton relie ces rayons deux à deux par un contour polygonal formé de segments de droites respectivement parallèles aux rayons du faisceau 0| dont les extrémités portent les mêmes indices. Les côtés de ce con-
tour polygonal, convenablement prolongés, déterminent sur la droite Oxj parallèle à //, les segments cherchés Xi, X2,. . . ; ces segments sont disposés bout à bout et eu égard à leurs sens, en
Fig. 18.
Ir
sorte que le segment compris entre Torigine de Xi et Textrémité de Xn est égal à 2a:, et que la somme des produits cherchés est représentée par i2x.
Soit en effet {fig* 18) R le sommet du contour polygonal qui
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tombe sur le rayon projetant Textrémîté du segment a^; les deux côtés du contour passant par R sont respectivement parallèles aux rayons du faisceau 0| qui projettent les extrémités du segment Z,.. Menons par R une parallèle à aa ; nous aurons, autour des centres R et 0|, trois couples de rayons parallèles, déterminant, sur les transversales parallèles Ox, //, trois couples de points correspondants de deux ponctuelles projectives semblables (G. 57). 11 existe dès lors entre les segments correspondants la relation de proportionnalité
:r,. : /^ =: €1;. : ^, d'où x,. = ~^ •
En outre, les côtés du contour polygonal, et par conséquent les segments x, se succèdent dans le même ordre que les segments /;
d'où il suit que les produits -y- s'ajoutent dans le même ordre que
les segments /.
Il résulte encore de cette identité dans Tordre de succession qu'un côté quelconque du contour polygonal, par exemple celui qui se trouve compris entre les sommets R — i et R, est parallèle au rayon du faisceau 0| qui sépare les segments correspondants de /, c'est-à-dire les segments /,-_i et /r. U est d'ailleurs facile de reconnaître : 1® que la somme des x est effectuée en ayant égard aux sens des a et des b ; 2^ que le signe du produit change si l'on change le signe d'un seul facteur et qu'il reste constant si l'on change simultanément les signes de deux facteurs; 3° enfin que la somme des x n'est pas modifiée quand on change l'ordre de succession des /, pourvu qu'on change de la même manière l'ordre de succession des a.
On donne au contour polygonal que nous venons de construire le nom de polygone de multiplication.
VIII. — Multiplication des rapports
24. Les triangles semblables, qui nous ont permis d'effectuer la multiplication d'une droite par un rapport, se prêtent aussi à la détermination du produit de deux ou plusieurs rapports.
S'il s'agit, par exemple, de former le produit de deux rapports
MULTIPLICATION DBS RAPPOETS.
nS
donnés, T'^^t-j on porte, à partir d'une origine quelconque O
Fig. 19.
[fie* '9)> l^s dénominateurs £i , ^2 en abscisses ; aux extrémités de ces abscisses, on porte les numérateurs «i, «2 en ordonnées. On joint l'origine aux extrémités de a^ et de aa par les droites L| et L^ ; on élève ensuite à l'extrémité d'une abscisse quelconque Oxi l'ordonnée j^i, que l'on prolonge jusqu'à sa rencontre avec L| ; on prend la longueur de cette ordonnée y i comme seconde abscisse Oxa et l'on élève à l'extrémité de x^ l'ordonnée r2» que l'on prolonge jusqu'à sa rencontre avec la droite L2. On a ainsi construit deux couplés de triangles semblables, Oa^h^ et Oj'|X|, Oa2^2 et Oj^2'^27 qui donnent les proportions
multipliant membre à membre et considérant que, d'après la construction, X2 = j^« , on a
'Il ^ = ^.
bi b^ ^1
25. On obtient d'une manière analogue le produit d'un nombre quelconque de rapports
«I «1 ^3 bi b^ b^
Et
On commence par tracer à cet effet, comme dans le cas précédent, les droites L| , L^, L3, . . . , L;, qui correspondent aux rapports donnés. On choisit une abscisse initiale quelconque x^ ; on détermine l'ordonnée correspondante y^ relative à L|, on prend une nouvelle abscisse x^ égale à j^i et l'on détermine l'ordonnée correspondante j^2 relative à Lo ; on prend ensuite X:^ =^2» et l'on construit l'ordonnée correspondante j^ relative à Ls ; et ainsi de
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suite, jusqu'à la droite L^, qui aura pour correspondante la dernière ordonnée jn*
On a ainsi les équations
ri
Jt
Xn
fi.
en faisant les produits et en réduisant, on a
^1 ffi ^l ^n Xn
d'où résulte ce théorème :
Le produit d'une suite de rapports est représenté par le rapport entre la dernière ordonnée et l'abscisse initiale.
Quand la première abscisse est égale à l'unité [fig^ 20), le produit des rapports est égal à j „.
Fig. ao.
'-Vv,
Si, en effectuant les produits, on voulait tenir compte du signe de chaque facteur, il faudrait ajouter à l'énoncé du théorème que le
MULTIPLICATION DES RAPPORTS
signe du produit est déterminé par celui de la dernière ordonnée. Pour tenir compte des signes qui affectent les divers facteurs, il suffît de prendre un système quelconque d'axes coordonnés et de tracer les diverses droites L, à partir de Torigine, en ayant soin de placer dans la première et dans la troisième région du système celles de ces droites qui correspondent aux rapports positifs, dans la seconde et dans la quatrième région celles qui correspondent aux rapports négatifs. En exécutant la construction d'après cette règle, on retombe précisément sur le théorème précédent, complété en ce qui concerne les signes.
On reconnaît que tel doit bien être en effet le résultat final en vérifiant que, dans la construction effectuée, le signe d'aucun rapport particulier ne peut être changé. On prend à cet effet un rapport positif ou négatif dz yj on trace la droite L correspondante;
on prend l'abscisse initiale x d'abord positive, ensuite négative;
l'ordonnée correspondante^ aura toujours une position telle, que
y le nouveau rapport - concordera non seulement comme valeur
absolue, mais encore comme signe, avec le rapport donné-- On
vérifie par là que l'abscisse initiale peut être indifféremment positive ou négative sans que, dans aucun cas, le signe du rapport soit changé ; conséquemment, si l'on commence par une abscisse positive, l'ordonnée correspondante devra toujours représenter le signe du rapport.
Le procédé de multiplication indiqué n'ayant jamais pour effet de changer le signe d'un rapport particulier, il en résulte que le signe du produit doit aussi rester le même ; et, puisque toutes les abscisses intermédiaires disparaissent dans la multiplication, on doit conclure d'une manière générale que le signe du produit est bien déterminé par celui de la dernière ordonnée.
Ici, comme en Arithmétique, l'ordre de succession des /acteurs est sans influence sur le résultat final, et, de même qu'en Arithmétique l'interversion des facteurs permet de vérifier l'exactitude du calcul effectué, de même, dans notre cas, on peut, par le changement des indices, modifier l'ordre arbitraire des facteurs et vérifier ainsi l'exactitude du dessin.
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Soit à déterminer
ttbcd
Fig. 31.
On porte sur une droite, à partir d'une origine commune (/ï^. 21),
les longueurs OH| = A, OHj = /, OH, = /, OB'=i, OW=c, OV"= d. On porte OA = a sur une seconde droite, qui passe par le point O et qui est coupée respectivement en P, Q, X par la droite B'P parallèle à H| A, par la droite B"Q parallèle à HaPet par la droite B'^'X parallèle à H,Q.
On détermine ainsi (G. 260) les
couples de triangles homothétiques OB'P et OH, A, OB"Q et
OH2P, OB'X et OH3Q, et Ton a
abc
_ ^ abcd , , ,
IX. — Produits de segments
27. Considérons encore le cas de la multiplication où il s'agit d'obtenir le produit de plusieurs segments a,, aj, «3. Si Ton désigne ce produit parj^a, on a identiquement
/7, a^ /îj
et la construction s'effectue suivant le procédé précédemment indiqué. On prend {fig* ao) Oxx = 1; on élève à l'extrémité Ti. une perpendiculaire sur laquelle on porte les segments a,, a^^ as; on mène ensuite, de l'origine aux extrémités de ces segments, les rayons L,, L2, L3 ; on prend a, comme ordonnée de L| correspondant à Tahscisse Ox, =1; on fait j:2=j^o et l'on détermine sur Xa l'ordonnée j^o correspondant au rayon L2 ; enfin on fait x^ =J>'2
(') Au sujet de celte construction et do quelques autres analogues, voir Klûgel, MathematiscUes fVorterbuch, crster Theil ; Leipzig, i8o3, p. 55a-553.
PRODUITS DE SEGMENTS
et on élève à rextrémité de Xa Tordonnée J3 correspondant à L3. Cette ordonnée est le produit des trois segments proposés.
On obtiendrait de la même manière le produit d'un nombre quelconque de segments
^1» ^21 ^31 • • • » ^if
On peut encore recourir à cet autre procédé.
Soit à construire d'abord le produit
X zrz OiU^,
Fig. 32.
On porte {fig* 22) les grandeurs données a,, ^2 sur deux axes,
et Ton transforme le triangle a, Oaa
en un autre lOa: ayant même aire,
mais dont un côté soit égal à l'unité.
La parallèle «iX à a^i détermine
l'extrémité du segment x, qui doit
être mesuré à partir de l'origine O.
On a ainsi :
nj :x= ilfl,,
d'où
Pour former ensuite le produit
on prend successivement, comme côtés du triangle, chaque résultat partiel et le facteur qui suit immédiatement ce résultat ; une réduction analogue à celle qui vient d'être indiquée donne le produit suivant, et l'on parvient au produit total par une suite d'opérations consécutives semblables.
X. — Division
28. Nous avons dit que la multiplication graphique peut être considérée comme une addition multiple. On peut dire pareillement que la division est une soustraction à indice multiple. A ce point de vue, la division se présente sous deux formes distinctes. On
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peut se proposer, en effet, soit de chercher combien de fois une grandeur linéaire est contenue dans une autre, soit de partager une ligne en un certain nombre de parties égales.
Dans le premier cas, les deux termes sont donnés et l'on cherche rindice ; Topération se réduit alors au problème bien connu qui consiste à mesurer une droite au moyen d'une autre droite.
Dans le second cas, au contraire, Tindice et le terme total étant donnés, il s'agit de déterminer le terme à soustraire.
L'opération du second cas, c'est-à-dire la division d'une droite a en
n parties égales, équivaut à la multiplication de a par un rapport 79
dans lequel c est un segment arbitraire et b un segment égal à /ifois c. On sait, du reste, que cette opération peut être facilement effectuée en projetant sur la grandeur donnée les n divisions égales obtenues, sur une droite auxiliaire, par l'addition multiple d'une unité arbitraire. Cette droite auxiliaire doit être parallèle à la droite donnée ou passer par son origine. Dans le premier cas, on doit mener par chaque division intermédiaire de la droite auxiliaire une parallèle à la transversale qui passe par les extrémités de la droite auxiliaire et de la droite donnée. Dans le second cas, la projection de la droite auxiliaire sur la droite donnée s'effectue à partir du point d'intersection des deux côtés obliques du trapèze déterminé par les extrémités des deux parallèles à projeter, et ces parallèles sont les seules dont la construction nécessite le tracé.
On peut encore parvenir au résultat, sans avoir recours à aucun tracé de parallèles, en se fondant sur une propriété connue de la parabole. On sait en effet (G. 99) que, si l'on divise une tangente quelconque à la parabole en n parties égales, à partir du point de contact, chacune des n tangentes menées à la courbe par les points Je division est elle-même divisée en parties égales par toutes les autres. On sait de plus que toute autre tangente à la parabole est aussi divisée en parties égales par les précédentes, avec cette seule différence que le point de contact de la nouvelle tangente n'est plus un point d'égale division.
29. Quand on a à diviser une droite / par un rapport j^ on écrit
et Ton en déduit
DIVISION
La division d'une droite par un rapport revient donc à la multiplication de la droite par Tinverse du rapport.
On appelle encore division l'opération par laquelle une droite de longueur donnée est divisée en parties proportionnelles aux segments d'une autre droite donnée.
Les longueurs totales des deux droites données font alors l'ofldce des termes a et b au rapport précédemment considéré, et la transversale extrême est déterminée par les extrémités de ces deux longueurs, portées à partir d'une commune origine. Si les deux droites sont parallèles, on joint leurs extrémités deux à deux par deux autres droites dont le point de concours est le centre de projection des premières.
Lorsqu'il s'agit de diviser la longueur / seulement en deux
segments qui soient entre eux comme — ^ou comme -j-j on porte
les droites — a ou ai et A sur deux parallèles menées par les extrémités de l{Jig' a3). La droite de jonction des extrémités de ces segments détermine sur / le point cherché.
L'exactitude de la construction est d'autant plus grande que la droite joignant les extrémités de a^ et de b coupe la droite / sous un angle moins aigu. La plus grande ouverture possible de cet angle correspond au cas où les segments parallèles ai et & sont perpendiculaires à la droite qui joint leurs extrémités. Si l'angle était encore trop aigu, il conviendrait d'augmenter son ouverture en portant deux ou plusieurs fois les segments ai et b sur les parallèles.
30. Pour former le quotient de deux rapports r^ > t^' c'est-à-dire
pour exprimer ce quotient par le rapport de deux droites, on réduit les rapports donnés au m^me dénominateur suivant la mé-
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ihode indiquée (12), et Ton a
^» . ^* — li . 2j ~ L» .
Oi' à^ N * N j,
On peut, de la même manière, déterminer un numérateur commun. On a, dans ce cas,
Le choix d^un numérateur ou d*un dénominateur commun n^ayaat aucune influence sur le résultat, on pourra déterminer Tun ou l'autre, après s'être donné arbitrairement Tune des grandeurs du rapport final.
On pourra encore renverser l'un des rapports et effectuer la multiplication suivant la méthode précédemment indiquée (^)*
31. Pour exprimer par une seule droite le quotient de deux droites a et i, c'est-à-dire pour déterminer j^ = ~, on observe que cette relation peut être mise sous la forme
Pour résoudre graphiquement cette proportion, on prend deux axes coordonnés quelconques, on porte sur l'un d'eux, à partir de Torigine O, le dénominateur donné b et l'unité; on porte sur l'autre le numérateur a, on joint les extrémités de a et de & par une droite, et l'on mène à celle-ci, par l'extrémité de la droite qui représente l'unité, une parallèle qui détermine sur l'axe des numérateurs la droite cherchée j^.
32. Une méthode analogue à celle que nous avons exposée (18) pour la multiplication de plusieurs segments d'une même droite /
par un même rapport j fournira le moyen de diviser plusieurs
droites /|, /a, /a, . . , ou plusieurs segments d'une même droite /
XI. -' Calcul des formules rationnelles
33. Une expression rationnelle quelconque peut être calculée au moyen d'additions, de soustractions, de multiplications et dr divisions. Il convient cependant de savoir construire par des procédés plus expéditifs certaines formules qui se présentent fréquemment.
L'expression
fin -f- hq 41 -H h
par exemple, pourrait être construite en ajoutant Tune à l'autre
les deux quatrièmes proportionnelles
np
— —j et a -\- h a
• Mais, si l'on
place bout à ho\xl[Jig. 24) les segments AO et OB, respectivement équipoUents aux segments « et i, et si , des points A et B on mène les droites parallèles AQ =^ (fy BP = /?, le quatrième côté PQ du trapèze ABPQ coupera la droite OX, parallèle aux droites AQ et BP, en un point X, tel que OX = X. La construction s'applique au cas où L Tune des quantités contenues dans la formule proposée est négative. On peut d'ailleurs Tétendrc à Texpression
ftp -h b/f -h cr
CHAPITRE II
ÉliVAnON AUX PIJI8S1XGE8 ET EZTRACnON DES RACOIES.
(^oisiNbRY, Le Calcul par le trait, etc.; Paris, i84o, p. 24"47« — Ecgebs, Grutiihûge einer graphischen jérithmetik ; Schaflliauscn, i865, p. 3-i5. — Culmann, Die graykische Statik ; Zxxrxch, i8C6, p. i2-ao. — Schlesi!IGER, Potenzcurven i^Zeitschrift des aest. Ing. u, Arch, Vereins, XVIII Jahrg., VI et Vil Heft); Wien, i8C6. — Jàger, Dos graphische Rechnen ; Speyer, 1867, p. i8-23. -- Scdlesincer, Vortràge ùber gra^ fisc/tes Rechnen itnd Gra/o-Statik ; yV'ietit 1868-69, p. 7-16. — Recleaux, Der Construeteur ; Braunschweig, 1869, p. 81-87. — Favaro, Salle prime operazioni del ('alcolo grajtco ; Venezin, 1872, p. 28-71. — Von Ott, Die Grundzûge des graphischen Hechnens und der graphischen Statik; Prag, 1879, §§ 8-9. — Bellavitis, Considérazioni sulla Matematica para ; Veaczia, 1873, Nota (29). — Levy, La Statique graphique,, de ; Paris, 1874, § 14. — Crbmona, Elementi di Calcolo grajtco; Toriiio, 1875, (2ap. IV et V. — CLLMANif, Die graphische Statik; Zurich, 1875, n** 3-4.
I. — Ëlévation aux puissances
Fij;. 2.V
3o. On délcrmine la //'«^™<' puissance d'un rapport j en multipliant ce rapport n fois par lui-même. Pour effectuer cette opération conformcnienl aux règles graphiques déjà données (24), on fait passer par l'origine O d'un système d'axes [fig* a5) une droite L dont l'inclinaison satisfasse au rapport 75 on prend arbitrairement une abscisse initiale x^^ et l'on détermine Tordonnée y^ (lu point de L qui correspond à cette abscisse ; on prend ensuite
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^2 =J)'i> et l'on détermine rortionnée j^'2 correspondant à x^', on prend comme nouvelle abscisse X3 = yj, et Ton détermine la nouvelle ordonnée correspondante j'3. Cette opération, répétée n fois, donne successivement
Multipliant toutes ces équations membre à membre, il vient
Mais on a vu que le produit d'un nombre quelconque de rapport est représenté par le rapport qui existe entre la dernière ordonner et Tabscisse initiale (25). On aura donc
expression dans laquelle le signe de la puissance cherchée estdrlerminé par celui de la dernière ordonnée. Si Ton avait pris pour
abscisse initiale Tunité, on aurait
On peut avoir j = i, et la distinction de ces trois cas donne
lieu à des remarques utiles au point de vue de Texécution du dessin.
Quand on a y ^ 1 , les ordonnées sont toujours plus grandes
que les abscisses, et les deux coordonnées croissent d'autant plus rapidement que a est plus grand par rapport à b, 11 peut arriver en ce cas que, par suite de la grandeur du rapport et du degré élevé d»* la puissance, la construction dépasse les limites assignées àTépurr. On échappe à celte difficulté en renversant le rapport donné. La
ÉLÉVATION AUX PUISSANCES. 87
construction se dirige alors vers Torigine des coordonnées, et Ton obtient comme résultat la /i'^"*^ puissance du rapport -• Ce résultat doit être renversé à son tour; c'est-à-dire que, si Ton a
Xn
on aura ainsi
W "Xn
Si T = 1 , chaque ordonnée est égale à Tabscisse qui lui correspond, et toutes les puissances du rapport ont même valeur que le i'a|)port lui-même.
Enfin, quand on a -<; i, la construction converge vers Tori-
gine O, et il faut donner à Tabscisse initiale Xi une longueur suffisante pour que l'ordonnée j„ puisse être facilement distinguée et mesurée.
Si le rapport donné - est négatif, la droite L est située au-dessous
de la partie positive et au-dessus de la partie négative de Taxe des X,
Les abscisses successives sont alors portées alternativement à droite et à gauche de Taxe des j, et la construction va se rapprochant ou s'éloignant de l'origine selon que 7 est plus petit ou plus grand que l'unité.
36. Parmi les différents cas que présente Télévation aux puissances, nous distinguerons celui qui est relatif à la multiplication
plusieurs fois répétée d'une droite / par un rapport y s c'est-à-dire
à la construction des produits
Ces produits peuvent être considérés comme résultant d'une suite
do (|iialriènies proporlionnelles. On a, par exemple.
On effectue ces construclions en déterminant dans un angle AOli (y*©* ^•^)' ^^* inovende deux arcs de cercle décrits du centre 0. Ic>
LHa^
deuxdirections dites antiparallèles qui projettent réciproquement, dans le rapport-? les segments de OA sur OB et ceux de OB sur
OA. On porte la longueur / sur OA, et par l'extrémité de / on mène à la première des deux directions une parallèle qui détermine sur OB Texlrémilé du segment /y Une antiparallcle, c'est-àdire une parallèle à la seconde direction, menée par rextréniilé de /y» fournil / lj\ sur OA, cl ainsi de suite.
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Les longueurs déterminées ainsi sur OA el sur OB, et toujours comptées à partir du point O, forment deux progressions géométriques dont la raison est (-) y savoir:
et
ïï' '(i)'
Les transversales consécutives forment pareillement une pro grcssion géométrique
« .. /rt\ .. la^^
dont la raison est y
Si entre deux droites antiparallèles consécutives, par exemple
entre les deux premières qui se coupent en 0|, on continue la pro-
j^^ression /', /' j? ... au moyen de transversales alternativement parallèles à OB et à OA,on obtient une figure C0| D analogue à AOB, el dont les côtés forment les progressions
Les transversales antiparallèles forment en même temps la progression
Donc les segments de OA et de OB compris eiilrc la première cl la deuxième transversale, entre la deuxième el la troisième, etc., constituent aussi une progression géométrique; c'est là d'ailleurs une conséquence immédiate de la similitude des Irianglcs formés
sqr^ô
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rliacun par Tun de ces segments et par deux transversales anlîparallèles successives.
Si Ton fait, dans le calcul précédeni
az=: i et ù z=i i f
on obtient, par la même méthode, les puissances successives de /.
Ces puissances peuvent encore èlre '* construites très simplement de la
^- manière suivante.
On prend un système d'axes orihogonaux (Z*^. 27), on faitOXo = i t* '\ et OXj = /, on joint XoX, , on élève
en Xj la perpendiculaire XiXj sur •-L- XqXi, on élève en X2 la perpendicu-
laire X2X3 surXjXj, et ainsi de suite. On obtient ainsi
I : / rr: / : ox
ou
ox, — /* .
Lasimililude des triangles OXiXo , OX2X3 conduit pareillement à reconnaître que 0X3 = /'; la similitude des triangles OX2X3, 0X3X1 donne 0X4 =L= /* , et ainsi de suite.
Il convient d'ajouter ici quelques remarques au sujet des valeurs de / par rapport à Tunité.
Pour l<^ï, les puissances successives deviennent de plus en plus petites et la construction s'approche de plus en plus de Torigine.
Pour /^ I , surtout quand on o[)crc sur des puissances élevées, la construction atteint bientôt la limite du papier. On peut alors
ELEVATION AUX PUISSANCES
construire les puissances de j» c'est-à-dire déterminer graphiquement rinverse du résultat, qu'il suffira d'intervertir ensuite.
38. On formera de la même manière les puissances des fonctions trigonométriques.
Pour élever, par exemple, à une puissance quelconque le sinus
et le cosinus d'un angle donné ÉOA = cf [fi g- 28), on prend
Fie. 28.
rr^
0E= I , on abaisse EA perpendiculaire sur OA, on mène les perpendiculaires et contre-perpendiculaires A2, 2-3, 3-4,
E( — 0» (~~ 0( — 2), et l'on a
Fig. 29.
-iii:
Ai^-4-
0(- l)m-!-, 0(--2):zz '
cos
cos* f
-lu.
Traçant les perpendiculaires et les contre-perpendiculaires Ali, II-III,
IlIrlV,. .,0( — !),( — I)(-1I)...,
on a
AE = sin^, All^sin*'^,
II-IIIr:rsiri»<ï), III-IVr::^sin
^ ' siny sm*3»
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Pour déterniiner les puissances successives de la tangente et d la cotangente, on fait OE = i (Jig» 219)9 et, en se conformant à la construction déjà indiquée (34), on a
OA -tang^.
O2 r-T tang' y , 03 =1 tang' ^ ;
O^ — I :-cot-^, 0( — r»)-:c<il*y.
n. — Extraction des racinM. Spirale éqniangle. 39. Extraire la racine /i*'"* du rapport entre deux segmenl-
Fig. 3o.
on
donnés, Â et/, c\»st déterniiner un nouveau rapport j? tel qu' nil
n est d'ailleurs supposé entier et positif.
En dehors do certains cas particuliers, dircclonieiit soluhlcs par la rc«;lc et le compas, on doit, pour clfectuer graphiquement celU* opération, recourir à des courbes auxiliaires.
Sur les cotés OL et OM (/z^'. 3o) d'un anj;le pris arbitrairemenl. on construit h»s puissances successives d'une droitt», au moven de la ligne brisée ABCI) . . . KLM, composée de transNcrsalo-^
OA — OA
ainsi déterminés forment une progression géométrique dont la raison OB
est TT— •
OA
A côté du triangle AOB on construit le triangle BOC| = BOC, il coté de BOC| le triangle C|OD|r=COD, puis le triangle D,OE| = DOE,et ainsi de suite. Les côtés AB, BC|, CiD|, D|Ë| y ..., respectivement égaux aux transversales parallèles el antiparallèles AB , BC, CD , DE , . . . , forment une ligne polygonale ouverte ABC|D|E| . . . , dont un côté LM coïncide avec Tune des transversales de l'angle LOM lorsque le rapport de cet angle à quatre angles droits est un nombre pair.
Tous les triangles qui ont le point O pour sommet et un côté de la ligne polygonale pour base sont semblables.. Les figures que l'on obtient en réunissant un certain nombre de ces triangles consécutifs sont aussi semblables, comme composées de triangles semblables et semblablemenl placés. Donc , tous les angles LMO, K.iLO, ïjKiO, ..., FjGjO, ... sont égaux; les angles K^MO, fjLO, H|KiO, ..., ÉiGiO, ... sont aussi égaux ; et il en esl
(le même des angles liM O, HiLO, GjKj O, . . . , DjGiO, En
{général, tous les triangles ayant pour sommet commun le point O el pour bases les cordes qui sous-tendent un même nombre de côtés du contour polygonal sont semblables, et les angles au centre sous-lendus par les mêmes cordes sont égaux.
Ces propriétés sont indépendantes de la grandeur arbitrairement assignée à l'angle LOM dans la construction du premier triangle élémentaire. Elles ne cessent donc pas d'exister si l'on suppose
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Tangle LOM infiniment petit. La ligne polygonale se transforme alors en une courbe spirale continue, dont les tangentes successives sont les bases infiniliient petites des triangles élémentaires. Mais ces triangles restent semblables entre eu\ et leurs angles homologues à la base restent par conséquent égaux. Donc :
Toutes les tangentes à la courbe spirale limite de la ligne polygonale rencontrent sous des angles égaux les rayons i*ecteurs menés du pôle aux points de contact.
Cette propriété a fait donner à la courbe le nom de spirale équiangle. On la nomme aussi spirale logarithmique, à raison d'une jiulre propriété dont il sera question plus loin (*).
Si Ton mène, dans une spirale équiangle, les rayons vecteurs
OA , OB , OCi , ODj qui se succèdent avec un même écarlc-
ment angulaire quelconque, les Irîanglcs OAB, OBCi, OCiDi, . .. seront semblables; conséqucmment, les rayons vecteurs OA, OB, OC| , ODi , . . . formeront une progression géométrique, ce qui revient à dire que le contour polygonal ABC|D, . . . , inscrit dans
(*) On trouve les premières notions sur cette courbe dans la Mécmtique de Dcs- CARTES et dans une Lettre de ce savant, écrite en i638 (t. I, n* 73). Dcscaktes remarque, h propos des plans inclinés, que les directions des grares concourent toutes en un point situé à distance finie; que, par suite, si le plan incliné e^t un planTéritable, les angles qu'il forme avec ces directions concourantes n'étant pas égaux entre eux, les charges ou actions relatives aux divers points du plan ne seront pas non plus égales entre elles. 11 faudrait alors, suivant l'expression de Descartes, qu'on imaginât, au lieu d'un plan, une portion de spirale ayant son pôle au centre de la Terre. Le P. Mersex:<e ayant demandé des explications sur la nature de cette courbe, Descartes lui répondit (Lettre 74) qu'une de ses propriités caractéristiques était que les tangentes en tous ses points formassent des angles égaux avec les droites menées de son centre aux points de contact. (Voir Mostccla,. /f/5fo«>r des Mat/iémaeiqttes. •j* édit., t. 11, p. 'h-'|(); Paris, 1799.) ^^ spirale équiangle a été plus lard l'objet d'une étude toute spéciale de la part du jésuite Nicolas. (Voir ses deux Mémoires intitulés De noi'is sptralibus exercitatio geometrica ; Tolosœ, 169^, ut De lineis spiral ibus logarithmicis; Tolosa?, 1693.)
On trouve aussi des matériaux pour l'étude de cette courbe dans Wallis {Opéra mathematica, t. I, p. j6o) et dans Barruw {Lect. geoinetricee^ p. la.'i). Voir KlCoel, Mat hf mari se/tes If'orterbuch, t. IV, p. /jSg. Mais c'est à Jacques Bernovlli que revient le mérite d'avoir fait connaître les principales propriétés de la spirale. {\o'\t jicta Eruditoruffiy 169 î, 1^93.) Confi)rniéniciit au désir exprimé par Hernoilli mourant {Jeta Eruditorunij l'iya, p. 21a), la spirale fut tracée sur son tombeau avec cette épitapho : Eadem numéro nnitata resiirget. (Voir Cantor, AUt^emeine dcutsche Uiographie, t. Il, p. '172. -- Klùgel, Mathematisches li'orterbuchy t. IV, p. 41*^0
PROPRIÉTÉS DE LA SPIRALE
la spirale, sera précisément celui que Ton construirait, d'après la règle sus-indiquée, en partant du triangle élémentaire OAB. Il s'ensuit que, si deux points, A et B, sont pris arbitrairement sur une spirale équiangle dont le pôle estcn O , le contour polygonal ABCiDi . . . , construit en partant de ces points, aura tous SCS sommets sur la même spirale. Donc :
La spirale équiangle est déterminée quand on connaît son pôle et deux quelconques de ses points.
III. — Propriétés de la spirale
40. Désignons, dans le système des coordonnées polaires, par /• le rayon vecteur qui joint le pôle O à un point de la spirale, et par w l'angle compris entre ce rayon et l'axe polaire. On sait (36) qu'à des valeurs de w croissant en progression arithmétique correspondent des valeurs de /'croissant en progression géométrique. L'équation de la spirale en coordonnées polaires est donc
M rr: logr OU
si l'on désigne la base du système logarithmique par i.
Attribuons à co des valeurs successives telles que chacune diflfèn' de la précédente d'un angle constant «, et représentons par c Ir ravon vecteur qui fait avec l'axe polaire un premier angle égal à a. Nous aurons:
Pour w := o r^-z\
n r,t zjz. Oi . . r Tz.- c
u w z= 3 « /• rr. <•■'*
On voit par là que l'axe polaire est rencontré par la courbe à Tunilé de distance du pôle, et que la progression géométrique formée par les rayons vecteurs qui se succèdent avec le même écartcmenl angulaire a a pour raison le rayon vecteur c, qui fait avecl'axe polaire un angle égal à a.
En atlribuanl à co une suite de valeurs négatives, dont deux consécutives différent aussi entre elles de Tanglea, on détermine des rayons vecteurs plus petits que Tunité et décroissant suivant la même progression géométrique, qui a pour exj>ression générale
Les propriétés de la spirale équianglc sont indépendantes non seulement de l'angle «, mais encore du rayon c, qui est la seconde des deux quantités servant à construire le contour polygonal dont les côtés sous-tendent des angles égaux à «. Pour chaque nouvelle valeur attribuée à c on obtiendra une nouvelle spirale équianglc. caractérisée par une autre constante. On déterminera cette courbe, soit au moyen d'une construction, en se fondant sur ce que sa développée est une autre spirale équianglc, soit par le calcul. On obtiendra, par exemple, au moyen des logarithmes de Briggs, une spirale de progression rapide, dans laquelle on aura :
Pour oi z= — 45" /• - o, i63c)
>. w r_r — 5" /-ir^ o,8i8o
'» w — : o" /• _^ I , GOGO
» w zr: -+- 45" /• z= 6, 0090
IV. — Constmction de la spirale
il. Les divers procédés de construction purement graphique de la spirale équianglc reposent sur quelques propriétés de celte courbe, que nous devons d'abord établir.
La développée d'une spirale cquiangle est une autre spirale cquiangle de même progression.
Soient F,, , Gji , . . . {fig> 3i ) les centres de courbure qui correspondent respectivement aux points Fj , Gj, ... de la spirale. Toutes les parties de la courbe étant, comme on Ta vu précédeminenl, semblables entre elles, les triangles tels que FiOF,i,
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OiOGji, . . . , formés par le pôle O, par les points Ft, G,, ... delà courbe, elpar les centres decourbure correspondants Fi,, G,,,..., sont «*u\-ménies semblables. 11 s'ensuit que les droites OF,i , OGu , . . . sont proportionnelles aux rayons vecteurs OFi , OGi , . . . et comprennent entre elles les mêmes angles que ces rayons; en d'autres
Fig. 3i.
bénies, les droites OF^ , OGu , . . . sont les rayons vecteurs d'une nouvelle spirale équiangle F^Gu .... semblable à la spirale donnée, avec laquelle elle coïnciderait si on la faisait pivoter d'untî (juantité convenable autour du point O.
r.etle nouvelle spirale est dite la dé%^eloppée(^ * ) de la première.
i2. Deux points quelconques Fi , G, d'une spirale équiangle, le pôle O de la courbe, V intersection N des tangentes aux deux points considérés et l'intersection Ni des normales aux mêmes
(') La ihcorie des développées se trouve en germe dans le cinquième Livre des Sections coniques d' Apollonius. C'est ce même Livre qui a donné lieu à la célèbre restitution de Vincei^zo Viviani. Voir De maximis et minimis geometrica divinatio iti quiittum conicorum JpoUonii Pergaei adhuc desideratum; Floreutisc, MDCLIX. — ApoUonii Pergaei conicorum lib. V, VI, VII paraphraste Abalphato jisphahanensi nuttc primum editi, etc.; Florentiœ, MDCLXI.
points, sont cinq points situés sur une même circonférence, dont NNi est un diamètre.
En eflet, d'une pari, les angles 5iF,i\i et NGiNi étant droits, la circonférence circonscrite au triangle FiNGi a pour diamètre NN,:
d'autre part, la spirale étant équiangle et les angles t)F,N, OGi.N étant par conséquent supplémentaires, le point O appartient aussi
à la circonférence F,NGi. L'angle NON, est donc droit.
Celte propriété ne cesse pas d'exister lorsque le point Gj , se déplaçant sur la courbe, amve à ne plus être séparé du point F, . supposé (ixe, que par une dislance infiniment petite. Le point ^ est alors lui-même infiniment voisin de G,, et le point N, d'intersection de la normale F,N| et d'une normale infiniment voisina est à une dislance infiniment petite du point F,, , centre de courbure relatif à Fj . Donc le rajon de courbure F,Fj, , limite de NN, , est le diamètre d'une circonférence passant par le point O, el, en général :
Les rayons de courbure d'une spirale équiangle sont projetés du centre de la courbe sous des angles droits.
Celte propriété permet de construire la développée d'une sj)irale donnée. On voit, en effet, que le point G,, de la développer, correspondant à un point quelconque Gj de la courbe, est à l'ii:tersection du rayon OGi,, perpendiculaire à OG, , et de la normale GiG,, , qui fait avec OG, un angle complémentaire de l'angle
constant OG,N[, sous lequel les tangentes à la spirale rcnconlrenl les rayons vecteurs des points de contact.
43. On donne souvent, au lieu de la tangente et de son point (le contact, deux points F, , G, de la spirale, assez rapprochés l'un de l'autre pour que l'arc FjG, puisse être remplacé par un arc de cercle. Cet arc de cercle a pour centre le point Nj , situé (42) sur la circonférence 0,0 F,, à l'extrémité du diamètre |)erpendiculaire à la corde F,Gi . Le centre P, d'un second are Gillj sera déterminé de la même manière par l'intersection de la circonférence HjOGi et du diamètre perpendiculaire à la corde G,IIi. Les points P|, G,, N, seront alors en ligne droite si les
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portions de spirale FiGi et GiHi peuvent être remplacées par les arcs de cercle.
Un premier centre Nj ayant été exactement déterminé par la construclion précédente, on obtiendra très simplement un centre voisin Pj, soit en construisant le triangle GiOP, semblable au triangle FjONi, soit en coupant GiNi par la perpendiculaire élevée au milieu de GiHi . On déterminera de la même manière toute la suite des points analogues à Ni, Pi, . . . , et de ces points comme
centres on décrira les arcs de cercles FiGi , GiHi , La spirale
se trouvera ainsi tracée.
44. Il est plus facile encore de construire la spirale équiangle cjui coïncide avec sa propre développée.
Ayant d'abord construit la portion de spirale qui correspond à
l^angle — -f on la considère comme développée de la portion suivante, et l'on trace cette seconde portion, d'après la méthode indiquée plus haut, au moyen d'arcs de cercles dont les centres sont pris sur la première portion déjà construite; et ainsi de suite. I^a normale et les rayons de courbure sont en même temps tangents à la courbe qui coupe les rayons vecteurs sous un angle de 74°79'i8'^j3. La tangente de cet angle, c'est-à-dire le rapport (les rayons vecteurs, est
3,644*734- Ce nombre a pour valeurs approchées
59 io4 267
On peut décrire la courbe sans autre donnée que ce rapport. On peut aussi calculer autant de rayons vecteurs qu'on voudra au moyen de la formule
log - = o, oooo3466o6o3 e' = o, 0020799962 e** ,
dans laquelle ©'et 0® représentent, le premier en minutes, le second en degrés, l'angle formé par les rayons vecteurs r et c.
45. Lorsque, dans une spirale qui est sa propre développée cl qui a pour angle de rotation (3 = 2A7:, on donne l'angle constant a compris entre la courbe et le rayon vecteur, on peut obtenir autant de points qu'on veut de la courbe et raccorder ensuite ces points par des arcs de cercle.
On divise l'espace angulaire autour du point O {Jig- 3a) en un certain nombre de parties égales 6 , assez petites pour que l'arc de spirale correspondant à chacune d'elles puisse être remplacé par un arc de cercle. Par un point Gi , pris sur l'un des rayons divi-
Fig. 32.
seurSy on mène la droite GiN, faisant avec ce rayon l'angle ÔGiN,
égal à l'angle donné a. On considère le point Fi, non encore construit, comme situé sur le rayon qui précède OGi et qui fait avec
OGi l'angle 6. L'angle NONj étant droit (42 ), on construit le point Ni comme intersection du rayon perpendiculaire à la bissectrice ON
de l'angle FjOGj et de la perpendiculaire élevée en Gi sur la droite GiN. Du centre Ni, avec NiGi pour rayon, on décrit l'arc GiFj, qui détermine le point Fi. Le centre Pi du second arc de cercle GiHi est ensuite obtenu comme intersection de la droite GiNi et du rayon perpendiculaire à la
bissectrice de l'angle GiOHi = ô, qui vient immédiatement après
l'angle FiOGi. Du centre Pi, avec PiGi pour rayon, on décrit ce second arc de cercle, qui détermine le point Hi. Le centre Qi du troisième arc est pareillement à l'intersection de la droite HjPj et du rayon perpendiculaire à la bissectrice du troisième angle ô, et ainsi de suite.
Si Ton divisait l'espace angulaire autour du point O en 2"+* parties égales et si l'on faisait l'angle 9 égal à 36o^ : 2", les rayons diviseurs fourniraient non seulement lous les rayons vecteurs qui
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interviennent dans la construction, mais encore les bissectrices des angles successifs et les droites, perpendiculaires à ces bissectrices, sur lesquelles sont situés les centres des arcs cherchés.
46. Les précédentes solutions exigent qu'on sache diviser un angle donné en un certain nombre de parties égales ou de parties proportionnelles à des segments de droites donnés. Cette question, qui se rattache directement au calcul graphique, peut être résolue au moyen d'une progression arithmétique mise sous forme de spirale. On peut, à la vérité, effectuer les divisions dont il s'agit sur l'arc de cercle, qui est la grandeur linéaire servant de mesure aux angles plans ; mais les divisions de l'arc de cercle ne sont pas toujours possibles par la règle et le compas. Aussi sera-t-ilplus simple et plus général de se servir de la spirale, au moyen de laquelle on ramène la mesure des mêmes angles à celle de la grandeur linéaire qui constitue la différence des rayons vecteurs comprenant entre eux l'angle donné.
Transformons la progression arithmétique par un procédé analogue à celui qui nous a amenés de la progression géométrique à la spirale précédemment considérée. Nous obtiendrons ainsi un second contour polygonal tel, que les rayons vecteurs aboutissant à ses sommets successifs, ou comprenant entre eux un même nombre de ses côtés, excéderont chacun le rayon précédent d'une quantité constante. A la limite, le contour polygonal deviendra une seconde spirale, dans laquelle une suite quelconque de rayons vecteurs, séparés par des intervalles angulaires égaux, présenteront des longueurs relatives procédant entre elles par équidifférences. On donne à la courbe ainsi obtenue le nom de spirale d'^rchi^ mède.
Au moyen de cette courbe, tous les problèmes dans lesquels il s'agit de ipodifier un angle par voie d'addition ou de soustraction n'exigeront plus que des additions ou des soustractions linéaires.
Soit à diviser un angle donné en n parties proportionnelles à des droites données. On tracera deux rayons vecteurs de la spirale par différence, faisant entre eux l'angle donné ; on divisera l'excès du grand rayon sur le petit en n parties proportionnelles aux mêmes grandeurs. Les distances mesurées sur le plus grand rayon, entre l'origine et les n — i points de division, seront les longueurs des
n — I rayons vecteurs à insérer entre les deux premiers pour obtenir la division cherchée.
La spirale d'Archimède devient ainsi le complément de la spirale équiangle, et, si l'on trace ces deux courbes de même pôle de telle façon que le zéro de Tune corresponde à Tunité de Tautre, elles formeront un ensemble au moyen duquel les opérations foodamen taies du calcul graphique seront ramenées, savoir : la multiplication à une addition , la division à une soustraction, rélévation aux puissances aune multiplication (addition multiple) 'et Teitractiondes racines à une division (soustraction multiple) ('}.
y. — Applications.
47. La spirale équiangle sert à résoudre le problème de Textraction des racines. Il résulte en effet de sa construction que les
( ' } F'oir, au sujet de la spirale d'ABCBiMÉDB et d*un instrument imaginé pour U construire, deux Notes de M. le professeur Satho, dans les Rendiconti del ÂetUe Isii' tuto Lombardo di Scienze e Lettere, t. VII, 1874» p. i63-i68 et 499*^o4. C'est d'ailleurs à tort qu'on a souvent attribué l'inTention de cette courbe au savant dont elle a gardé le nom. Aicbimédb a laissé d'importants travaux sur la spirale, mais Platos, dans nn passage du Timée, en avait déjà fait l'application aux orbites planétaires, et, pour en trouver les premières origines, il faut remonter jusqu'à la Géométrie des Hindous. Vers la fin du m* siècle avant Jésns^hrist, la spirale fut attribuée à GoRO!<, contemporain d'AaauiitDB. ydr Klûgbl, Mathematisehes WSrterbuek^ t. lY, p. 4ii~ 4 13. — Lebman!!, Die Arehimedische Spirale mit Rûcksicht anfihre Gesehichie; Freibnrg, 1862. — L.-Am. Sedillot, Sur l'origine de la semaine planétaire et de la spirate de Platon; Rome, 1878, p. lo-ii. — Chaslbs, Aperçu historique^ etc., Note I, p. 272, sur h confusion établie par db Challbs, Vossics et Hbilbbohubb entre les spiriques de Pbisscs et les spirales d'ABCHiMÊDE, et Note VIII, p. Q97, sur la description des spirales et des quadratrices au mojren d'une surface hélicoîde rampante^ et sur Vanalogie de ces courbes avec celles qui portent le mime nom dans le sjrsthme des coordonnées de Des* cartes.
Parmi les mathématiciens qui ont particulièrement étudié la spirale d'ÀBCinvisc avant l'invention du Calcul infinitésimal, il convient de citer Viêtb (MoHTFBmBiEB, Dictionnaire des Sciences mathématiques, 3* édition, t. II, p. Sia), Walus {Arithme» eica infinitorum, sive nova methodus inquirendi in curpilinearum quadraturarum^ etc. ; Oxonise, i655, prop. V-XLV); Bocillac {De lineis spiralibus demonstrationes novœ; Parisiis, i65;, feuillet aiij).
Nous signalerons enfin comme remontant à une époque très ancienne l'emploi de la spirale pour diviser géométriquement dans un rapport donné les angles et les arcs de cercle. Voir, en effet, Mathematicœ Collectiones Pappi Alexandrini a Fede- Hico CoMMA?iDi!<o in latinum conversa et commentariis illuttratœ ; Bononiae, 1660, t. IV, prop. XXXV.
SI
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cordes sous-tendant un même nombre de triangles élémentaires consécutifs sont vues du centre O sous des angles égaux , que tous les triangles ayant le point O pour sommet et ces cordes pour bases sont semblables, et que les rayons vecteurs se succédant à intervalles angulaires égaux forment une progression géométrique, c'est-à-dire que les côtés d'un angle constant sont entre eux dans un rapport constant. Dès lors, si l'on mène les rayons vecteurs respectivement égaux à deux longueurs données / et / ( - j 9 et
Ton divise l'angle compris entre ces rayons en n parties égales, les rayons vecteurs qui limitent l'une des /i**"" parties de cet angle
sont entre eux dans le rapport yi qui est la racine /i'*"' du rapport
des deux longueurs proposées (39).
Supposons, par exemple, qu'il s'agisse de calculer la quantité
X = '^abc . Le problème revient à déterminer le côté x du cube ayant même volume que le parallélépipède dont les trois hauteurs sont a, by c. Posons
Fig. 33.
/représentant le rayon de l'origine pris pour unité. Déterminons les rayons qui correspondent aux longueurs a, &, c,
et faisons la somme des trois
x^ /\ /^ angles al y blj cl, en ayant
égard à leurs sens. La quantité x cherchée est représentée par le rayon qui forme avec / un angle égal au tiers (le cette somme.
La construction se simplifie quand on prend pour valeur de / l'une des trois hauteurs données. On a, dans ce cas,
.rr 3 /« c
Supposons c ^ A ]> a, et soient OA, OB, OC {Jig» 33 ) les rayons vecteurs de la spirale dont les longueurs sont respectivement a,
bj c. Les rapports t> 7 seront déterminés par les angles AOB,
60c, et le rapport ^ : - = — par la différence AOB — bOC, soit,
en faisant DOC = AOB , par Tangle DOB . Si donc on forme
l'angle XOB = i 6ob; on aura OX = x.
On voit que les angles de la spirale équiangle ou logarithmique remplissent dans le calcul graphique le même oilGce que les logarithmes dans le calcul ordinaire.
On ajoute les angles ou on les retranche, selon qu'il s'agit de multiplier ou de diviser les rapports de leurs côtés. On multiplie un angle par n ou on le divise en n parties égales selon qu'on veut avoir la /i'*°® puissance ou la racine /i'*"" du rapport de ses côtés.
VI. ~ Substitution de la spirale aux Tables de logarithmes
48. Nous avons vu (40) que, dans la spirale logarithmique, l'angle compris entre un rayon vecteur quelconque et l'axe fixe a une valeur égale au logarithme du rayon considéré. Cette courbe peut donc remplacer les Tables de logarithmes et servir non seulement pour l'élévation aux puissances et pour l'extraction des racines, mais encore pour la multiplication et pour la division graphiques.
Soient r^, r2, /'a, . . . , r« des grandeurs à multiplier ou à diviser, a)i,cii)2, 01)3 , . . . , ci>;2 les angles qui correspondent à ces grandeurs considérées comme rayons vecteurs d'une spirale logarithmique, R le résultat cherché, produit ou quotient, Q, l'angle compris entre la grandeur R considérée comme rayon vecteur de la même courbe et l'axe fixe.
On a, s'il s'agit d'une multiplication,
et
l«g(^i'*2'"3 • • • r„) = &>! -4- wj -h W3 -h ... -h w„ = n.
SUBSTITUTION DE LA SPIRALE AUX TABLES DE LOGARITHMES
L'angle îl est le logarithme du produit cherché et correspond au rayon R qui représente ce produit.
S'il s'agit de déterminer le quotient
on a
logri — log/-, = wj — W2 = n,
et le rayon R correspondant à l'angle îl représente le quotient.
Avant de fixer sur la figure la position de l'angle û, on vérifie si
le résultat cherché R doit être plus grand ou plus petit que la
grandeur prise pour unité. Selon que l'un ou l'autre cas se réalise,
on porte l'angle £2, à partir de l'axe fixe, dans le sens des rayons
croissants de la spirale ou dans le sens opposé.
»• S'il s'agit de trouver le produit R d'une suite de rapports — i
. • > on détermine les angles fli, ÎL, Û3, . . . , qui correspondent respectivement aux rapports simples, et le rayon vecteur correspondant à la somme de ces angles donne la valeur du produit cherché.
L'expression
— 1 — > '•i '•fi
dans laquelle met n sont des valeurs quelconques, positives ou négatives, comprend dans sa généralité l'ensemble des questions qui peuvent être résolues au moyen de la spirale. Toutes les valeurs r étant portées comme rayons vecteurs de la courbe et les valeurs des angles correspondants ci> étant respectivement affectées des mêmes indices, l'angle £2 qui correspond à R sera déterminé par l'équation
n = — wi H wj -\ W3 -h ....
En résumé, la spirale logarithmique permet d'efiectuer très simplement et par voie graphique la multiplication, la division, l'élévation aux puissances, l'extraction des racines, et le rôle de cette courbe dans le calcul graphique peut être comparé à celui des Tables de logarithmes dans les calculs numériques ordinaires.
YII. — Courbes logarithmiques.
49. On porte sur une droite OX [Jig, 34 ) des longueurs OX© , OX, , 0X2, . . . , 0X„ représentant, à une échelle quelconque, une suite de nombres; aux points X©, X|, X j, . . . , X„, on élève des perpendiculaires représentant, à la même échelle, les logarithmes de ces
Fig. 34.
nombres ; on raccorde ensuite les extémités des perpendiculaires par une courbe continue. Cette courbe peut faire Toffice d^une Table de logarithmes, dont elle est la traduction graphique.
Pour obtenir le produit de n segments X|,X2, x^, . . . , x,/, il suffira de les porter sur OX à partir du point O, d'additionner les ordonnées correspondantes j^i,j'2,j^3, ..,^y„ et de chercher la longueur d'abscisse OX qui correspond à l'ordonnée
S'il s'agit d'élever X| à la /i**"*' puissance, on portera sur OX une longueur égale àX|, on prendra l'ordonnée correspondante^! et l'on cherchera l'abscisse relative à l'ordonnée njx .
S'il s'agit, au contraire, d'extraire la racine n**™** de X|, on cher-
chera l'abscisse qui correspond à l'ordonnée — ( ' )•
(*) M. J. DE LA GocR!(ERiB a indiqué, dans son Traité de Géométrie descriptif (Paris, 1860, p. ig'J^/rg' 4^0> ^^^ courbe propre à remplacer la table des logarithmes vulgaires, pour les nombres compris entre i et 10. Les abscisses sont les logarithmes des nombres représentés par les ordonnées. Ces longueurs sont respectivement mesurées aux échelles de o", o5 et de 0", oo5 pour i". Quand un nombre est dans les limites des ordonnées, la courbe fournit immédiatement son logarithme. Quand le nombre donné est plus grand que 10 ou plus petit que 1, on le divise ou on le multiplie par la puissance de 10 qui permet d'obtenir, à la caractéristique prés, son logarithme à l'aide de la courbe.
COURBES POTENTIELLES.
FîjT. 35.
VIII. — Conrbes potentielles
50. On arrive au même résultat par l^emplol de courbes spécialesy que nous appellerons potentielles. Ces courbes, faciles à construire, fournissent, par de simples arcs de cercles, toute grandeur radicale de la forme V^"S dans laquelle m et /i représentent des nombres entiers, positifs ou négatifs.
Construisons en effet {fig» 35) un demi-cercle sur la longueur OA = X, prise pour unité.
Élevons au point A, sur X,
la perpendiculaire AI, et 1
menons du point O, sous un angle quelconque a , une sécante OS. Le segment OC de cette droite compris dans le demi-cercle représente la valeur réciproque du segment OB compris entre l'origine O et l'intersection de OS et de AI; OB représente de même la valeur réciproque de OC. Les triangles semblables OAB, OCA fournissent en effet les relations
OB OC
et, puisque X = i ,
(S) OB.OC=i,
en sorte que, si l'on avait, par exemple, OB = 2, on aurait en même temps OC = - •
Ainsi, pour obtenir la valeur réciproque d'une longueur donnée OB, que nous supposerons d'abord plus grande que l'unité, il suffira de décrire un demi-cercle sur le diamètre OA = i , d'élever une perpendiculaire à l'extrémité A de ce diamètre, de couper cette perpendiculaire par un arc de cercle décrit du point O comme centre avec un rayon égal à OB, et de joindre le point O à
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l'intersecttoD par une droite. La partie de cette droite comprise dans le demi-cercle sera la valeur réciproque cherchée.
On modifie légèrement la construction lorsque le segment donné OB est plus petit que l'unité. On trace, dans ce cas, du point O comme centre , avec la longueur donnée pour rayon, un arc de cercle qui coupe le demi-cercle OA en un point G; on joint OC, et l'on prolonge cette droite jusqu'à sa rencontre en U avec la perpendiculaire élevée à l'extrémité A de OA. Le sèment OB est la valeur réciproque cherchée.
Représentons OBpar / et proposons-nous de déterminer, d'après ce qui vient d'être dit, les puissances /",/', /',/*, ■ - -. lr*,t~*, l~>,t->
D'un point M quelconque, pris sur OS, on abaisse la perpendiculaire MM, sur X. On a
d'où l'on déduit
OM =OM,i
OM, = OMV-
L'équation {■/) sert à trouver la puissance Z"^' quand on con nait la puissance /"*. Par exemple, si OM, est la puissance m'*° 'le /, celte équation donne
quation (S) donnera
re, OB = /, c'est-à-dire la première puissance
de /. Si donc on pose OM| = /,
.. on aura OM ^l"; si l'on pose
OM, = /», on aura OM = /», et
ainsi de suite.
L'équation (S) sert au contraire à déterminer /""' quand on connaît Z™.
Si l'on prend, en effet, OM ""° puissance de /, l'é-
OB, = P, OB, = /', 0B_,=/-*, 0B_
Od donoe aaz points . . . , B^2, B_i, Bg, B,, Bj, ... le nom de points potentiels, et l'on a coutume de les représenter simplement par les chiffres ..., — a, — i,o, i,a,3, ..■. de façon qu'ils apparaissent comme fonctions du point potentiel i.
Cela posé, si la droite OS pivote d'un mouvement continu sur le point O, le point B| cheminera sur celte droite, en se rapprochant ou en s'éloignant de O, selon que OS se rapprochera ou s'éloignera de OA. Les autres points potentiels se déplaceront en même temps sur OS et décriront respectivement des courbes qu'on nomme courbes potentielles.
III
(Jig- 37} les conrbes que Fig. 37.
Représentons par I décrivent les points i, a, 3, ...
et par 1, 3, 3, ... celles que décrivent les points — i, — a, — 3, .... Il est aisé de reconoaitre que les premières sont ouvertes et s'étendent à l'infini, tandis que les autres sont fermées et sous-tendues par l'unité X. La courbe I est une droite, la courbe 0, décrite par ie point o, est le quart de cercle de rayon OA = i, et la courbe 1 est le demi-cercle de diamètre OA.
On peut d'ailleurs, au moyen d'un angle proportionnel^ déterminer les divers points potentiels sans qu'il soit nécessaire de tracer toutes les perpendiculaires correspondantes.
On construit à cet effet un angle tel, que le rayon d'un cercle, tracé de son sommet comme centre, soit à la corde de l'arc compris entre ses côtés dans le rapport de i à/. On décrit ensuite, du même sommet comme centre, un cercle de rayon l" ; on mesure la corde s qui sous-tend l'arc de ce nouveau cercle compris entre les côtés de l'angle, et l'on a
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Mais cette dernière forme est moins commode que l'équation (î) pour les applications que nous aurons à faire. En diflférentiant Téquation (e), on obtient
dp =: n séc*^^^ a .d séca = /iséc"~'a.sécataiiga «^a = n sec" ce . tanga . dx = np tang ada, d'où
(Q) -£ = np.Uingu,
Elevant OR perpendiculaire sur OB et projetant sur OR la normale MR à la courbe, on a pour équation de la sous-normale
dû (i) OR := -r- =: ZIP. langa.
^ ' dx
Élevant ensuite MQ perpendiculaire sur OB, on a
MQ = OMtangee = p. tinga.
Introduisant celte valeur dans Téquation (c), on a
La similitude des triangles NOR, NQM donne d'ailleurs
NO = n. ISQ, d'où
(x) OQr:.(/i-.)NQ.
En menant CD parallèle à la normale MN , on détermine le triangle OCD, semblable au triangle OMN. La corde CA étant d'ailleurs parallèle à MQ, on a, par la similitude des triangles, une équation analogue à (ic), savoir
OA — (w — I )AD,
d^Oli
(a) ADzn— ^OA,
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équation qui permet de construire la tangente au point M, puisque CD est parallèle à la normale en ce point.
On trace, à partir du point O, un rayon quelconque OS, et l'on obtient le point M en portant sur ce rayon la /i*'^'"*' puissance OM de OB. On porte ensuite la (/i— i)»^"*' partie de OA de A en D, on joint CD, et du point M on abaisse sur cette droite une perpendiculaire MT qui est la tangente cherchée.
On donne le nom de point normal 2lu point D, qui sert à déterminer la direction de la normale. Pour les courbes I, II, III,
IV, . . . , qui s'étendent à l'infini, l'équation AD = OA et la
génération même des courbes indiquent que le point normal est à l'extérieur du segment OA. Pour les courbes potentielles i, 2, 3, . . . , qui ne s'étendent pas à l'infini, n et AD deviennent négatifs, et par le point D, situé sur le diamètre OA, on ne peut pas mener de tangente au demi-cercle OCA. On peut, au contraire, en mener une lorsque le point normal est sur le prolongement de OA. Mais on sait que la normale en un point M de la courbe potentielle est perpendiculaire à la sécante DC, qui joint le point normal correspondant à l'intersection du rayon OM et du demi-cercle OCA. On en conclut que les tangentes à une courbe potentielle qui s'étend à l'infini sont parallèles deux à deux. Il arrive en effet, généralement, que la droite DC coupe le demi-cercle en un second point Cl et qu'on a sur les rayons OC, OCi respectivement deux points M, Mj, appartenant à une même courbe potentielle. La tangente au point M est perpendiculaire à DC; la tangente au point Mj est perpendiculaire à DCi . Mais DC et DCi coïncident : les deux tangentes sont donc parallèles.
Si les points C et Ci viennent à coïncider, c'est-à-dire si la droite DC touche le demi-cercle, les deux tangentes coïncident aussi et la courbe passe de la concavité à la convexité ; en d'autres termes, le point de contact M est un point d'inflexion.
On peut d'ailleurs, à raison de leur faible courbure, considérer les courbes potentielles comme composées d'une suite de petits segments rectilignes. En ce cas, le rapport des racines n**"" de deux longueurs p etjOj est fourni par l'équation (i^, ). On a en effet
^fâ" " ?=(')"
d'où
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Nous avons, dans ^^ fig* Sy,
Oi — /, OM = p, Oii = /i, OM, — Pi,
Oi:Oii=î/OM: J/OMi.
Si OM est l'unité de longueur adoptée et si l'on mène par le. point M une parallèle MN à AI, on a la proportion
OM:ON=rv^OM : v'OM,
ou bien
c'est-à-dire
I : ON = I : v70Mi
ON = v^OMj.
Fij. 39.
52. L'extraction des racines au moyen des courbes potentielles ne nécessite pas absolument la construction de ces courbes. On peut, comme nous l'avons déjà indiqué, se borner à construire leurs tangentes.
Cette observation sera mise en évidence par un exemple.
Soît / la longueur dont on veut extraire la racine, et supposons qu'il s'agisse de la racine cubique.
Du centre O {fig' 89), avec la longueur / comme rayon, on décrit un cercle k ; on mène arbitrairement un rayon OS, et l'on détermine la troisième puissance de Oi . Le point potentiel 3 ainsi obtenu appartient à la courbe potentielle IIL On mène par ce point la droite 3T, perpendiculaire à la direction CD des normales et par conséquent tangente à la courbe potentielle III au point 3.
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Le point D est donné par Téquation (X) :
AD = ^^^— OA = i OA.
A raison de sa faible courbure, la courbe diffère peu de sa tangente dans le voisinage du point de contact. Elle coupe donc le cercle A' en un point très rapproché du point M, où ce cercle esl coupé par 3T, et la droite OM diffère très peu du rayon qui
donnerait la mesure exacte de y /. Si donc on élève OB à la troisième puissance, on obtiendra un nouveau point potentiel 3, qui sera en général très voisin de M et qui pourra même coïncider avec M.
Si cependant cette première opération ne donnait pas un résultat assez ap(Troché, on construirait la tangente passant par le nouveau point potentiel ; Tintersection de cette tangente avec le cercle k fournirait un autre point M qui pourrait, plus exactement que celui de la première tangente 3T, être considéré comme point d'intersection de la courbe potentielle et du cercle k. La construction de la seconde tangente suffira, dans tous les cas, à un opérateur quelque peu exercé, pour obtenir, avec une approximation suffisante, le point d'intersection du cercle et de la courbe.
Dans la /t'g^. 39, OB représente y'- Si la longueur / était plus petite que Tunité, on déterminerait d'abord la longueur réciproque
/, = y et on extrairait la racine cubique de /j ; la valeur réciproque
(le cette racine serait la racine cherchée.
53. Nous compléterons l'étude des courbes potentielles par la recherche de l'aire du triangle mixtiligne compris entre la base OA, le rayon OS et la courbe. Cette aire, déduite du calcul, est représentée par l'expression
do,
ces* "a
Mais l'aire d'un triangle mixtiligne peut aussi être déterminée par la méthode graphique.
SoilOEEj {Jig' 4o) la différentielle de la surface OAE. L'aire d un triangle est égale au demi-produit de deux côtés par le sinus
de l'angle qu'ils comprennent. Nous admettons que l'angle compris entre OE et OEj est infiniment petit, c'est-à-dire égal à doc, et
Fig. ^Q.
qu'on peut, sans erreur appréciable, considérer sin^a comme égal à da. On a donc, en représentant par d\ l'aire différentielle.
£fA=-OE.OEt.«/a
-OE(OE-f-^OE)rfa
-OE </a + -OE.^OE.rfa
Kn négligeant le second terme du second membre comme infiniment petit du second ordre, on a
</A = - OE da.
Mais, d'autre part,
OE=OB"=séc'»a=- '
cos^a'
conséqucmmcnt.
IX. — Courbe pour reztractioii de la racine cubique
54. Le calcul graphique fournit le moyen de construire une courbe spéciale pour l'extraction de la racine cubique.
COURBE POUR l'extraction DE LA RACINE CUBIQUE. G7
Sur un segment OA, égal à Tunilé {fig» 40> ^^ décrit un demicerde. On élève la perpendiculaire AI sur OA au point A ; on mène un rayon quelconque OB ; on prend ODi= OC; on mène D,D parallèle a AI; du point O comme centre, avec OB pour rayon, on décrit un arc de cercle qui coupe DjD en D. Le point D appartient ©i à la courbe cherchée.
Pour le démontrer, on mène DE, perpendiculaire à OD, jusqu'à sa rencontre avec OA au point E. On a
OD =ODi.OE.
On sait (50) que OC.OB= i. On a donc
ODi.OD=i ou 00,=
OD
et par suite
ou bien
ou
enfin
D* = — OE, OD
OD r=OE.
OD rr^ ^OE.
On déterminera de la même manière autant de points de la courbe qu'on voudra.
Pour extraire la racine cubique d'une longueur donnée /, ou porte cette longueur sur OA à partir du point O. Sur OE = /, comme diamètre, on décrit un demi-cercle qui coupe la courbe en un point D. On a
OD = J/ÔË = i/V.
Quand /est plus petit que l'unité, on détermine x = i/- et 1'
déduit v/ = --
JC
on
X. — Extraction des racines par la détermination de moyennes proportionnelles.
Soit à déterminer la racine carrée x d'un produit ah
On peut effectuer cette opë- ^*^* ^^* ration au moyen de la spirale;
mais il est plus simple de recourir au cercle, comme pour la détermination des moyennes proportionnelles.
On prend sur une droite {f^S'4'^) AB=i, puis
AD = BC=:û.
Des points G et D comme centres, avec a pour rayon, on trace deux arcs de cercle qui se coupent au point E. On a ainsi
AEi=BE=r-r.
En efTet, les triangles ABE, ADE, BCE, équiangles et par conséquent semblables, donnent la proportion
AB AE b _^x
AE AD X a
d^où
X zn sjab.
En faisant i = i , on aurait x = \Ja,
On arrive au même résultat par d'autres constructions du même genre.
S'il s'agit de construire une expression de la forme
X =. \jah -h cd^
on pourra déterminer successivement m = — » /i = — et la moyenne
proportionnelle
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Mais il vaudra mieux déterminery de la manière qui vient d^étre indiquée, les deux moyennes proportionnelles
p=\f^, q — ^cdy
et trouver x = s^p'^ -t- q^ comme hypoténuse d'un triangle rectangle ayant p et q pour côtés de Tangle droit.
57. Supposons enfin qu'on ait à construire une expression de la forme
dans laquelle tous les termes placés sous le radical sont du second
degré :
On posera d'abord
ahc hc ,
— ou a-=y\,
— ou '>-=y\,
- ou h-h-=y\.
On déterminera graphiquement, par les procédés connus, hc ef , h . i
-=p„ -=p„ hj=p„ h-=p„
et l'on aura
On déterminera ensuite et finalement
(*) Nous ne croyons pas devoir multiplier davantage les exemples de ces sortes de constructions, qui étaient en grande faveur il y a un demi-siècle. On pourra consulter, pour plus de détails : Lehrbuch der Géométrie zum Gebrauche in gelehrten Schulen und Biltiungs-Anstalten, von J.-F. Ahre:(8. Nûrnbcrg, i83i. — Sammlung •von Aufgaben aus der Elementar-'^Iaehematih, von G.-W. Temier. Leipzig, i833. — Geometrische Construction algebraischer Ausdrûcke, von D' H. Glasseb. Erlangen, i85i. — Etc.
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CHAPITRE III
nrSTBUMERS ÂUXILIAIBE8 POUB U8 OPÉBATIOn DE CALCUL.
FcLLER, Télégraphie Computer. New-York (sans Jate). — Eterett, Universal proportion Table, London (sans date), published by Longmans, Green and Dyer. — La- LA!f!(E, Description et usage de l'abaque ou compteur universel. Paris, i845. — Li- LAMNE, Mémoire sur les Tables graphiques, etc. {Annales des Ponts et Chiuusées, a* série, i846). — Q. Sella, Teoria e pratica del regolo caicolaturio, Torino, SUmperia reale, iSSg, traduction française par G. Mu!(tefiore LiLvt. Paris, 1869. — Bel- LA VIT», Macchina da calcolare {Atti dell' J. R. Jstituto ifeneto, t. VI, s. lU, p. 376- 377). Vencïia, 1861. — Cclman?!, Die graphische Statik, Zurich, 1875, n** 6-12. — Tetiiater, Théorie und Gebrauch des logarithmischen Rechenschiebers, etc. Zurich, 1870. — Herrma!17i, Das graphische Einmaleins, Braunschweig, 1876. — Stbixei, Eine praktische Form des Curven-Lineals {Wochenschrift des Oest. Ing. u. Arek, Vereins, Mârz 1876. Wien, p. i32-i33). — Pe a icellier, i\^ortf jrur l'emploi des sj sternes articulés à liaison complète, en Géométrie, en Mécanique et dans les sciences appii^ quées {Mémorial de V Officier du génie , n* 25. Paris, 1876, p. 369-389),
I. — Généralités
58. Les opérations graphiques sur les logarithmes ont une très grande importance dans la pratique. Parmi les instruments imaginés pour les faciliter, le plus en usage est la règle logarithmique ou règle à calcul ( ' ).
(') Certains auteurs ont voulu voir la première idée de la règle ii calcul proprement dite, et même des machines à calculer en général, dans les bâtons imaginés par Neper (i55o-iGi7) et décrits en détail dans sa Rabdologia {Rabdologi^ seu numero' tionis per xHrgulas, etc. Edimburgi, 1617. Traduction italienne de Locatello avec additions; Verona, i623). Voir aussi : Rabdologia or the art of numbring, eXc,^ first invented by the /or</ Napier, baron of Marchiston, etc., by Seth Partridge. London, i6/^8. — The art of numbring , etc., by W. L., sans doute W. Leydourne. London, 1667. — Scheffelt, Nepperianische Rechenstàblein. Ulm, 1699. ^®^ bâtons de NsPEt {Nepeirs BonrSy lames népériennes, i^ergellcs numératrices) ne sont en réalité qu'un perfectionnement apporté aux procédés de multiplication précédemment enseignés par Pierre Apiaîj (l'iQ/i-iSja) [Ein ne^ve und wolgegrundte^ etc. Durch Petri'm Apiaxci. 2* édition de Francfort, i537\ et par d'autres arithméticiens du moyen âge et du
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A la vérité, les opérations qu'on effectue à Taide de la règle ne sont pas graphiques dans le sens strict du mot, car elles ont pour
\. VI* siècle (Pbllos, Cowpendion de lo abaco. — Obo!<ce Fixée, ylrithmetica practiea.
— Pevero!(e, Arithmetica practiea, — Ramiis, Seholœ mathematicof. — Voir Cbasles, Apercn historique^ etc. Paris, 1875, p. 53/(, et Rudolf Wolf, Geschichte der Astrono^ mie. Mûnchen, 1877, p. 353). On en retrouve le principe dans le suanpan des Chinois, qui remonte à l'antiquité la plus reculée ( Dcbalde, Ausfûhrliche Beschreibungen des chinesischen Reiches, etc., ûbersetzt von Mosbeiii. Rostock, 1747» t. III, p. 35o. — LiBRi, Hist. des Se. math, en Italie^ t. I, p. 34 1. — Velser, Rerum augustanarum, etc. Venezia, 1093, p. q68. — La LocetRE, Du royaume de Siam, Paris, 1691. — Do Mo- Li!iET, Cabinet de la Biblioth. de Sainte'Genevihe. Paris, 169a, p. 23. — Hacer, An explanation of the elementary characters of the Chinese, London, 1801.)
Sa?(tiki {^Atti delV I, R. Ist, lenetOy etc., t. II. Venezia, 1 856-57, p. i33) assure que Neper ne s'en tint pas à ses vergettes et que, aussitôt après avoir découvert les logarithmes, il imagina d'effectuer les opérations arithmétiques au moyen d'échelles graduées. Mais le mérite de cetle invention revient à Ggrter (i 58 1-1626) (HE;<RiO!f, Logocanon ou règle proportionnelle, etc. Paris, i6a6. — W. Leybourhe, The worhs of Rd, Gunter, etc. London. 1673. — Mo:(tccla, Hist, des Math., t. II. Paris, an VII, p. 23. — KlCgbi., Mathem, fFôrterbuch; Die reine Mathem. Leipzig, 1808, p. 587. — Seblaczek, Ueber Visir- und Recheninstrumente. Wien, i856, p. 2. — Rous, Instruments et machines à calculer, Paris, 1868, p. 74. — Benoit, La règle à calcul expliquée, Paris, i853, p. v-vi. — Heatbbr, A Treatise on mathem, instruments, London, 1869, p. 25.
— RcDOLF Wolf, Op, cit,, p. 354. — Ticht, Logarithmisch-trigonometrische Tafeln, etc. Wien, 1878). L'échelle de Gci^teb {Gunter* s Une, Common Gunter, Navigation tcale) exigeait l'emploi du compas, qui introduisait des chances d'erreur et ralentissait les opérations. Wixgate (i593-i656), à qui la France doit ses premières Tables de logarithmes, supprima le compas et distribua les divisions logarithmiques sur deux règles mobiles juxtaposées (Construction, description et usage de la règle de pro~ portion; Paris, 1624. Arithmétique logarithmique; Paris, 1626. Of natural and arti^ ficial Arithmetie; London, i63o. — Voir aussi Heilbronxer, Historia Matheseos^ etc., a mundo condito ad sa^c, P. G. N. XVI. Lipsiœ, 1743, p. 810). Vers la même époque, Ocgbtreo (1574-1 660) traça les divisions logarithmiques sur deux cercles concentriques munis de deux indices mobiles (Circle of proportion, etc. London, i632 ; Oxford, 16C0.
— Description and use of the double horizontal dial, London, i636; Oxford, i652.) En i65o, MiLBCBNE remplaça les formes rectiligne et circulaire par une courbe que nous croyons être Thélice, bien que certains auteurs la désignent sous le nom de spirale [Historj of logarithms, en tète des Hcttom's mathematicul Tables, 181 1, p. 36. — KlOcel, op, cit,, p. 587. — Benoit, op, cit., p. vu. — Sedlaczek, op, cit., p. 3^. — FoRSTER et Letbourne ne disent rien de celte disposition, qui n'eut sans doute pas plus de succès que les tiges articulées d'HoRNER (R. Wolf, op. cit., p. 354)* En 1657, Setr Pabtbidge fit construire par Hatnes des échelles logarithmiques à trois règles, dont l'une glissait entre les deux autres, liées entre elles à leurs extrémités. C'était déjà le type de la règle à coulisse moderne {The description and use of an instrument called the double scale of proportion. London, 1671). G'est à partir de ce moment que l'usage du nouvel instrument se répandit en Angleterre. Fabrique d'abord àSoho, il prit le nom de soho-scale ou de soho-rule, et plus tard celui de slidingrtt/«, qu'il a conservé (Karl von Ott, Der logarithmische Rechenschieber, etc. Prag,
point de départ des données analytiques et aboutissent pareillement à des résultats analytiques. Nous croyons cependant utile de
i874f P* 0* ^^^ ^^1^» Tallemand Bilee sapprima les indices d'OccHTiED et rendit le disque intérieur mobile autour de son centre (Ledpold, Sehauplatz der Rechen^umd Mess-Kunsty etc. Lipsise, 1727, p. 77). Bientôt après, \% pes mechatticus, qni nécessitait encore l'emploi du compas, fut proposé par Scbefpelt (Pes mechanietu ariifida'' lis, etc. Ulm, 1699), puis perfectionné par Lecpold (op. cit.),
V Histoire de l'Académie des Sciences (Paris, 17)9, p. \^^) contient la description d'un disque en carton, imaginé en 1737 par Clairact pour prendre les angles, faire les calculs arithmétiques et résoudre les triangles rectangles. Le même Recueil (1740^ p. 59) signale une modification des bAtons de Neper, proposée en 1730 par Rocssa». En 174 If Camcs proposa un instrument propre à jauger les tonneaux et autres vais' seauXf etc. Cet instrument consistait en un bâton à rainures dans lequel glissait une règle {Mémoires de l'yicad. des Sciences, Paris, i744t P* 385 à ^02), M. Rocs affirme (op. cit., p. 76), sans toutefois s'appuyer sur aucun document, que le sliding-rule proprement dit fut inventé en 1760 par Leadbstteb, et, d'autre part, M. Brmoit {op. cit., p. yiu) estime que Lbadbetter ne fit qu'expliquer {rojral gauger) la jauge de Camcs, dans laquelle il faudrait voir le point de départ d'un grand nombre de règles spéciales et mémo le type primitif de la règle à tiroir actuelle. Nous ne pouvons que maintenir, à l'encontre de ces opinions, ce que nous avons dit plus haut touchant les inventions de Wingate et de Setr Partridce.
En 176 1, Lambert {Beschreibung und Gebrauch der logarithmischen Reehenstàbe, etc. Augsburg, 1761, 1773) fit construire deux règles jumelles de 4 pieds, avec graduations en regard, glissant l'une contre l'autre et fournissant des résultats approches au demimillièmc {Encyclopédie méthodique, article de Jea!< Berxoulli. Mapport de FtiAncaECM^ dans le Bulletin de la Société d'encouragement, 30* année, p. 77).
La plupart des instruments logarithmiques que nous venons d'indiquer ont été décrits d'une manière plus ou moins complète, el quelquefois avec des variantes, par Bouguer {Traité de navigation; Paris, 1698), Savérien {Dictionn. universel, etc., 1. 1: Paris, 1753, p. 3o5), Lemo.inier {Abrégé du pilotage; Paris, 1766), Pézenas {Noupeatit essais pour déterminer les longitudes, etc.; Paris, 1768), Robertsgm {Treatise on ma^ them, instruments ; London, 17/5), Fortin {Atlas céleste de Flamsteeo, 1776), et Lalande {Encj-clop. méth., au mot Échelle anglaise).
Mous avons dit ailleurs {Géom. de position, p. xx) que la loi du 18 germinal an III prescrivit l'établissement d'échelles métriques pour la réduction sans calcul des mesures anciennes en mesures nouvelles. L'article XIX de cette loi est ainsi conçu : « An lieu des tables de rapports entre les anciennes et les nouvelles mesures, qui avaient été ordonnés par le décret du 8 mai 1790, il sera fait des échelles graphiques pour estimer ces rapports sans avoir besoin d'aucun calcul. L'agence est chargée de leur donner la forme la plus avantageuse, d'en indiquer la méthode et de la répandre autant qu'il sora nécessaire ». On doit à cette disposition V Arithmétique linéaire de PouciiET et sans doute aussi le cadran logarithmique proposé en 1795 par Leblond {Cadrans logarithmiques appliqués aux poids et mesures; Paris, 1799). Ce cadran, reproduit eu 1798 par Gattey sous Io nom d'arithmographe {Instruct. sur l'usage des cadrans logarithm.; Paris, 1799. — Explication de la jauge logarithm.; Paris, 1806. — Explication et usage de l'arithmographe ; Paris, 1810. — Usage du calculateur, etc.; Paris, 1819. — Société d'encouragement, i5' année, p. 49)» ne difiiérait
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donner ici, à l'exemple de Culmann, quelques notions essentielles sur la théorie de la règle et sur son emploi. Nous voudrions pouvoir contribuer ainsi à la vulgarisation d'un instrument qui est appelé à rendre de grands services. Sans doute, les calculs par la règle ne comportent pas l'exactitude presque absolue à laquelle on peut atteindre par l'emploi des logarithmes ; mais ils fournissent en beaucoup moins de temps des résultats approchés à ^ ou à âoôf ^^ V^^ ^s^ presque toujours suflisant dans la pratique industrielle (*).
n. — Échelles mobiles.
59. Avant d'entrer dans les détails relatifs à la règle à calcul et à son usage, nous expliquerons comment on peut effectuer l'addition et la soustraction au moyen de deux échelles graduées glissant Tune contre l'autre.
par aucune disposition essentielle des cercles d'OccBTRED, modifiés par Biler. Moins complet que le carton de Clairact, il était, d'après M. Rocs {op. cic, p. 70), l'exacte reproduction d'une roue arithmétique ima(rince par Glover. A cotte calogorie d'instruments circulaires se rattachent les boites à calculer d'HoTAU, divisées logarithmiquement sur leur périphérie cylindrique {Bulletin de la Société d'encouragement, 1816, p. i5o). Toutes ces dispositions eurent peu de succès, et la règle à tiroir ne tarda pas à entrer définitivement dans la pratique française. Jomard contribua beaucoup à ce résultat. Ayant importé d'Angleterre, en 181 5, la règle que les frères Jones y construisaient, il fil (1821) exécuter par Le?(oir, d'après ce type, des instruments précis, à la vulgarisation desquels il sut intéresser la Société d'encouragement {Bulletin de la Société d* encouragement, i4* année, p. 179; 20* année, p. l\ et 77; 23* année, p. 129). Les instruments de calcul ont revêtu depuis des formes d'autant plus variées qu'on s'est attaché à répondre, par des dispositions spéciales, aux besoins particuliers des diverses industries. Nous décrirons plus loin quelques-uns de ces instruments et nous fournirons une nomenclature aussi complète que possible des autres. Qu'il nous suflîse d'ajouter ici que la règle à calcul fut adoptée en Autriche vers 1840, par les soins des professeurs Adam Burg et Scbulz von Strassnicki (Sedlaczek, op. cit., p. 4)f et qu'on doit à Qcintino Sella {op. cit.) d'en avoir introduit l'usage en Italie quelques années plus tard.
(*) La règle logarithmique est surtout répandue en Angleterre. Les commerçants, *es industriels, les hommes techniques, l'ont adoptée pour les opérations de calcul plus ordinaires, bien que son emploi soit forcément exclu d'un grand nombre d'applications dans un pays où le système décimal n'a pas encore été introduit. Nous citerons, à ce propos, le passage suivant d'une Lettre qui nous a été écrite par M. le professeur J.-D. Everett, de Belfast : f Slide ruies will be much more usefui in France and Italy than in England on accounl of the grealer prevalence of décimal Systems. »
Supposons d'abord que ces deux échelles portent des dl^-isions égales, graduées dans le même sens, et que le déplacement relatif des divisions correspondantes ait été opéré dans les conditions de la fig. 43. Les nombres inscrits sur les divisions qui se trouvent
Fig. 43.
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en regard l'une de l'autre présentent alors une différence constante qui, dans notre cas particulier, est égale à *j.
Si Ton désigne par fi, i, c, . . . les nombres inscrits sur les divisions de l'échelle supérieure et par «i, i|, Ci, ... les nombres marqués sur les divisions en regard de l'échelle inférieure, on a évidemment
a — a^r=. b — b^^=i c — Ci=r ... nr 00| = const.
Si l'on considère l'une de ces grandeurs, b par exemple, comme inconnue, on a
par où l'on voit que les échelles permettent de retrancher d'un nombre a un autre nombre a^ et d'ajouter un troisième nombre £| à la différence.
Posons, par exemple, comme l'indique ^^^fîff' 43,
On retranche le segment 0A| du segment OA, en mettant, parle déplacement relatif des échelles, les divisions A et A| en face l'une de l'autre; on obtient ainsi la différences — a^ =7, et, comme 0|B| = &, = i3, ona b = OB = ig.
La posilion des échelles ne doit donc subir aucun changement tant que les deux premiers termes a et rZ| de l'équation (a) ne sont pas modifiés, et on lit immédiatement la somme b correspondant à une valeur quelconque de ij .
GO. Supposons maintenant que, l'une des échelles restant fixe,
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l'autre soit renversée. On voit, par laijlg. 44» 9^^ la somme de deux nombres placés en regard est alors constante (17 dans le cas
Fig. 44.
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de la figure), et l'on a
a -{- ai=: b -{- bi=z c -j- Ci=z OOj = consl.
Si Ton prend une de ces grandeurs, b par exemple, comme
inconnue, on a
b = a -^ ai — ^|.
On peut donc, en déplaçant deux échelles renversées de divisions égales, ajouter à un nombre quelconque a un autre nombre at et retrancher un troisième nombre A| de la somme des deux premiers.
La position des échelles reste invariable tant que a et Aj ne changent pas, et l'on peut lire directement la somme i correspondant à une valeur quelconque de 6|.
61. On peut aussi accoupler dans le même sens ou en sens inverses des échelles de graduations différentes. Le plus souvent, en ce cas, les divisions sont dans le rapport de 1 à 2 ou de i à 3.
Dans lajig. 45, l'échelle inférieure est double de la supérieure ;
Fî(j. iri.
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il faudra donc multiplier les nombres de la première par deux, avant de les composer avec les nombres de la seconde. Si les nombres appartenant aux deux échelles sont respectivement affectés des indices a et 1 , on aura pour deux échelles de même sens les différences constantes
et, considérant b^ comme inconnue,
S*il s'agit de déterminer &2) on aura
Quand les deux échelles sont inversement placées , on a les sommes constantes
et par suite
h^ = a, H- 2a| — ibf^
En général, si les divisions des échelles, au lieu d'être dans le rapport ^, sont dans le rapport — > on a respectivement, pour les échelles de même sens et pour celles de sens inverses,
mn^ — /la, :^=2 mbx — nb^ z= mc^ — nc^ rr: . . . r= const., ma^ -H na^ --r. mb^ -H nb^ =z mci 4- /icj ~- . . . = const..
d'où l'on déduit
bi=nx û, H ^„
Si les segments 0(ABC . . . et 0«)A|B|C| ... des deux échelles, au lieu d'être proportionnels aux nombres a, &, c, • • . et rt|, b^y Co ..., étaient proportionnels aux logarithmes de ces nombres, les valeurs log^, logi, loge, ... de l'une des échelles correspondraient respectivement, sur l'autre, aux valeurs loga^ i,, loge,,
III. — Description de la règle logarithmique
62. La règle logarithmique, dans sa forme la plus usitée, présente les dispositions suivantes ( ' ).
Une règle en bois, de o", 26,. porte sur toute sa longueur une
(*) On pourra suivre ces explications sur la rèjlc construite par Taver?(Ier~Gratct.
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rainure dans laquelle glisse à frottement doux une languette appelée tiroir. Sur le flanc supérieur de la règle, ordinairement en biseau, est une échelle de o"*, ^5 de longueur, divisée en centimètres et millimètres, graduée de zéro à aS, et dont chaque extrémité est séparée du bout voisin de la règle par un intervalle non divisé de o", oo5. Le flanc inférieur vertical porte une seconde échelle divisée de la même manière, mais graduée de zéro à 26 sur toute la longueur de la règle. Au fond de la rainure est une troisième échelle divisée comme la précédente, mais graduée de 26 à Sa.
La face de la règle porte en outre, sur les rives de la rainure, deux échelles dites inférieure et supérieure.
Les divisions de Téchelle inférieure marquent des intervalles qui vont en décroissant de la gauche vers la droite, suivant une loi que nous allons d'abord indiquer.
On sait que, si deux nombres décimaux ne différent que par la position de la virgule, leurs logarithmes, dans le système vulgaire, ont la même partie décimale ou mantisse et ne diffèrent que par la caractéristique. Ayant pris comme unité, et par suite comme expression linéaire du logarithme de 10, la longueur totale de Féchellc inférieure, soit o", aSo, on obtient les divisions de cette échelle en portant de gauche à droite, à partir de son origine, des longueurs proportionnelles aux logarithmes des nombres compris entre 1 et 10, c'est-à-dire proportionnelles aux mantisses logarithmiques en général. Les divisions principales, correspondant aux logarithmes des nombres entiers i, 2, 3, . . ., 9, 10, sont marquées I, 2, 3, . . ., 9, 10 sur l'échelle. La division marquée 1 est évidemment à l'origine. Les intervalles entre deux divisions principales consécutives, entre 3 et 4 par exemple, sont subdivisés en dix intervalles secondaires , qui correspondent aux logarithmes des nombres 3 , i o, 3 , 20, 3 , 3o, . . . 3 , 90, et qui décroissen t par conséquent suivant la même loi que les intervalles principaux. Les intervalles secondaires devraient être eux-mêmes subdivisés en dix Intervalles de troisième ordre; mais, pour éviter toute confusion, on se borne à les subdiviser en dix entre les divisions principales 1 et 2, en cinq entre les divisions 2 et 3, 3 et 4> et en deux entre les divisions 5 et 10. Il en résulte que les subdivisions effectivement tracées sur l'échelle sont au nombre de cent entre les divisions principales i et 2, de cinquante entre les divisions 2 et 3, 3 et 4»
et de vingt entre deux divisions consécutives quelconques au delà de 4* L<^s divisions ainsi disposées correspondent aux nombres
1, i,oi, i,o2, ...., i,io, 1,11, 1,13) ...., 1,98, 1)999
La distance entre l'origine de l'échelle et la division qui correspond à l'un quelconque A de ces nombres, c'est-à-dire la mantisse graphique commune au logarithme de A et aux logarithmes des produits de A par toutes les puissances de 10, est égale au produit qu'on obtient en multipliant le logarithme de A par la longueur totale de l'échelle. Ainsi, la distance entre l'origine i et la division ^fi^ étant de o", 1669, ^^ longueur de l'échelle étant de o",25o et le logarithme de 4t65 étant 0,6674, on vérifie que
o™, 1669 = G'", 25o.log 4, 65 = o"», 25o X 0,6674.
On lit exactement sur l'échelle les nombres qui correspondent aux divisions tracées, et par suite aussi les multiples et sous-multiples décimaux de ces nombres. Quant aux nombres qui correspondent à des points compris entre deux divisions consécutives de l'échelle, on en fait l'estimation approximativement et à simple vue.
L'échelle dite supérieure, tracée sur l'autre rive de la rainure, se compose en réalité de deux échelles identiques situées à la suite Tune de l'autre et ne diflTérant de l'échelle inférieure qu'en ce que leur longueur, prise comme unité et comme expression linéaire du logarithme de 10, est de o'",i25 au lieu de o",25o. L'origine de la première échelle supérieure et l'extrémité de la seconde correspondent respectivement à l'origine et à l'extrémité de l'échelle inférieure. Chacune des échelles supérieures est partagée en neuf intervalles, limités par dix divisions principales qui sont numérotées de I à 10, de la gauche vers la droite. Ces intervalles sont subdivisés en dix parties, et la loi de décroissance des divisions principales et secondaires est exactement celle qui a servi de base a la construction de l'échelle inférieure. Quant aux subdivisions de troisième ordre, elles devraient être aussi au nombre de dix; mais, pour ne pas surcharger la règle, on les a réduites à cinq
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entre les divisions principales i et a, à deux entre les divisions 2 et 3, 3 et 4» 4 ^^ 5, et on les a supprimées entre les divisions 5 et lo. A cette différence près dans le nombre des divisions de troisième ordre effectivement tracées, les échelles supérieures sont
semblables à l'échelle inférieure et le rapport de similitude est--
La distance entre deux divisions quelconques, tracées ou non tracées, de chacune des échelles supérieures, est donc égale à la moitié de la distance comprise entre les divisions homologues de Téchelle inférieure, et les logarithmes des mêmes nombres sont représentés sur celle-ci par des longueurs doubles de celles qui les représentent sur chacune des deux autres. Ainsi, la distance entre la division i et la division a est o"*,o75a sur Téchelle inférieure et o"",o376 sur les échelles supérieures.
On vient de voir que le défaut d'espace ne permet pas d'insérer sur les échelles supérieures autant de subdivisions que sur Téchelle inférieure. La première échelle supérieure à gauche ne porte, en effet, que les divisions correspondant aux nombres
I, i,o2, i,o4i •••• iiio, 1,12, ...., 19989 2,00,
Les divisions de la seconde échelle supérieure, à droite, correspondent aux nombres
ÏI9
On peut donc lire sur l'échelle supérieure, considérée dans son ensemble, tous les nombres compris entre 1 et 100. Les nombres de I à 10 se lisent sur la première moitié de l'échelle, les nombres de 10 à 100 sur la seconde moitié.
Le tiroir est gradué sur la^aceet sur le revers, La face, située dans le même plan que celle de la règle, porte sur chacune de ses arêtes des divisions identiques, qui sont l'exacte répétition de l'échelle supérieure de la règle. Le revers porte diverses graduations que nous allons successivement indiquer.
8o CALCUL GRAPHIQUE. — CHAPITâB III.
L'échelle inférieure, dite des parties égales, a la même longueur que Téchelle inférieure de la règle, soito"»,25o,et est divisée en cinq cents parties égales, d'un demi-millimètre chacune. Mais elle est graduée de zéro à looo, comme si elle portait un nombre double de divisions. La graduation est dirigée de droite à gauche, et la disposition est telle que, si Ton fait coïncider l'origine de l'échelle de face du tiroir avec l'origine commune aux échelles de face de la règle, l'extrémité droite de celle-ci marque exactement, sur le revers du tiroir, l'origine de l'échelle des parties égales. Si l'on déplace ensuite le tiroir jusqu'à ce que l'origine de son échelle de face coïncide avec une division quelconque de l'échelle inférieure de la règle, la quantité de ce déplacement sera lue exactement sur la dernière division à découvert de l'échelle des parties égales. Le nombre fourni par celte lecture sera le logarithme du nombre marqué sur l'échelle inférieure de la règle par l'origine de l'échelle de face du tiroir.
Le tiroir présente, à la partie supérieure de son revers, une seconde graduation, dite échelle logarithmique des sinus j qu'on obtient en portant, à partir de son origine, des longueurs proportionnelles aux logarithmes des sinus des arcs ajant pour rayon cent fois l'unité.
Celte échelle a son origine et son extrémité respectivement en regard de rextrémité et de l'origine de l'échelle des parties égales; sa chilTraison va donc croissant de gauche à droite. L'origine correspond naturellement à l'arc dont le sinus a pour logarithme zéro. Ce sinus, égal à l'unité, c'est-à-dire au centième du rayon, est donné par Tare de 34' 33'', 7. L'extrémité de Téchelle corresponde l'arc do 90°, dont le sinus, égal au rayon, soit à 100 unités, a pour logarithme 2. Ce logarithme étant graphiquement représenté par la longueur totale de réchcUc, soit o"*, 25o, le logarithme i lésera par o,i25; d'où il suit que la même unité linéaire détermine les longueurs des logarithmes sur l'échelle supérieure delà règle et sur l'échelle des sinus et que, si l'on met ces deux échelles en regard, le sinus d'un angle quelconque a pour valeur la centième partie du nombre de réchclle supérieure qui correspond à la graduation du même angle sur l'échelle des sinus. Les divisions effectivement tracées sur cette dernière échelle procèdent de 10' en lo' depuis 40' jusqu'à 10°, de 20' en 20' entre 10° et 20**, de 3o' en
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3o 'entre ao® et 3o**, de degré en degré entre 3o** et 60", de 2° en 2^ entre 60® et 70°; au delà de 70*^, trois divisions sans intercalaires correspondent à jS**, à 80° et à 90". Mais ces divisions ne sont chiffrées que de degré en degré jusqu'à lo'*, de 5° en 5®, entre 10'* et 20°, et de 10° en 10° entre 20° et 90°.
Le tiroir présente enfin, sur Taxe longitudinal de son revers, une troisième échelle, dite des tangentes, construite de la même manière que Téchelle des sinus et avec la même unité linéaire. Son extrémité correspond en effet à Tare de 4^*^, dont la tangente, égale au rayon 100, a pour logarithme le nombre 2, représenté ici, comme dans l'échelle des sinus, par la longueur totale o"*, 2 5o. L'échelle des tangentes porte quarante-cinq divisions principales correspondant aux arcs de 1°, 2°, 3", . . ., 43^. Les divisions intermédiaires procèdent de 10' en 10' depuis 4^' (division voisine de Torigine) jusqu'à 10**, de 20' en 20' jusqu'à 20'*, de 3o' en 3o' jusqu'à 45", c'est-à-dire jusqu'à l'extrémité de l'échelle.
Sur ces échelles trigonométriques, comme sur les échelles des nombres, on doit apprécier à vue la position des points intermédiaires, qui correspondent à des angles compris entre deux divisions consécutives.
Nous avons admis jusqu'ici que le tiroir restait en position directe, c'est-à-dire que les divisions de son échelle de face et les divisions des échelles de la règle procédaient dans le même sens. Mais on peut retirer le tiroir de sa rainure et l'y introduire de nouveau, après l'avoir retourné, de telle sorte que, sa face restant toujours visible, les deux séries de divisions considérées soient en sens contraire. On dit alors que le tiroir est en position inv^erse. Tous les instruments ne sont pas disposés de façon à permettre ce renversement, qui n'a d'ailleurs d'utilité que pour certaines opérations effectuées ^u moyen de l'échelle des sinus.
IV. — Théorie et usage de la règle
63. Nous supposerons d'abord le tiroir en position directe et ouvert dans une mesure quelconque. Soient alors a, &, ... les nombres qui marquent une suite de divisions sur l'échelle supérieure de la règle et ^i, &|, ... les nombres qui marquent les divisions en regard sur l'échelle du tiroir. Les deux échelles sont dans la
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position indiquée par Ia Jig. 43, et Ton a (59)
\ogb = logtf — logrtj -+- l<)g/-»i, d'où
La diflférence entre les logarithmes de deux nombres en regard reste constante, et, par suite, le rapport de ces nombres reste constant quand on maintient invariable la position relative des deux échelles. On lit donc immédiatement sur Téchelle supérieure le
produit b de — par un nombre quelconque &|. Sachant d'ailleurs
que o est le logarithme de i, on pourra poser «i = i ou i| = i et
obtenir le produit b = abi ou le quotient b =
Soit, par exemple, à déterminer i = |3. On fera coïncider la division 4 du tiroir avec la division 6 de Téchelle supérieure. Deux nombres quelconques, placés en regard sur les deux échelles, seront alors dans le rapport j = i , 5 , et, en particulier, le nombre marquant la division de l'échelle supérieure qui coïncide avec la division 3 du tiroir sera le produit cherché A = 4>5o. De même, les produits de i , 5o par 8, par 9, etc., se liront sur l'échelle supérieun' en regard des divisions marquées 8, 9, . . . sur le tiroir. Les divisions des deux échelles coïncideront deux à deux dans Tordre suivant :
Échelle supérieure. .. . i i,f)o 4'^*^^ ^ ^^ '^ i3,5o Tiroir 1 3 4 ^ 9
64. Supposons maintenant que le tiroir soit en position inverse. L'échelle supérieure et l'échelle du tiroir sont alors graduées en sens opposés, ce qui est le cas précédemment considéré de la fig^ 44 > et nous avons (60)
log/; =:i loga H- loga, — log^t, d'où
La somme des logarithmes de deux nombres en regard reste con-
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stante et par conséquent le produit de ces nombres reste constant, si Ton maintient le tiroir fixe dans sa position. On lit donc immt^ diatement surréchelle supérieure le quotient de aa^ |>ar un nomkn^ quelconque &i, et, selon que Ton fait 6| ou a^ égal à Tunité, on
détermine A = aa, ou A = — •
Soity par exemple* à calculer &=:| 3. On fera coïncider la di\ision 3 du tiroir avec la di\ision 9 de Téchelle supérieure* et on lir«i sur cette même échelle, en regard de la dixision 4 ^^^ tiroir* le résultat i=6, j5. Si Ton veut ensuite calculer A=r|3, on maintiendra le tiroir dans sa position et on lira le résultat i3»5o sur Féchelle supérieure, en regard de la division a du tiroir. Les deux échelles sont, dans ce cas, disposées de la manièi*e sui\anle :
Échelle su|)érieure i 6,75 9 10 i3«5o
Tiroir 4 ^ ^ *
(>D. Nous n'avons fait usage jusqu'ici que de réchelle supériouiv et du tiroir. Nous allons maintenant rétablir ce dernier dans lu position directe et faire intervenir réchelle inférieure, en convenant de désigner para^, b^^ ... les nombres qui marquent les divisions de celle échelle placées respectivement en regard des divisions a et /Zi, & et 6|, ... des deux échelles précédemment considérées.
L'échelle supérieure et celle du tiroir étant l'une et l'autre à réchelle inférieure dans le rapport de i à a, ce qui est le cas indiqu{* par la^^. 45, on a (61 )
ÎOgr/ — logfl, = 2l<>gr/j — logrt,r= log^ — l<»g^l = '^- l<>g^s — l*>g^l ^= •••
d'où
cl par suite
(Il "■ /;, ~" r/, "" 6| '
En faisant dans ces expressions Tune des trois. longueurs égale
à Tunité, ou deux longueurs simultanément égales à runlté, ou deux longueurs égales entre elles, on obtiendra des expressions nouvelles permettant d'effectuer, au moven delà règle à calcul, rélévation des nombres au carré et au cube, la division des nombres simples, des carrés et des cubes par des nombres simples et par des carrés, Textraction de la racine carrée des nombres simples et des nombres élevés au cube, et par conséquent la formation de la puissance |, la division des puissances par une racine carrée et la détermination des moyennes proportionnelles.
66. Les divisions des échelles correspondent, comme on Fa vu, aux mantisses des logarithmes, et sont indépendantes des caractéristiques, qu'il est dès lors nécessaire de calculer séparément. On fait ordinairement ce calcul de tétc.
Il arrive souvent que l'opération nécessite un ensemble d'additions et de soustractions de mantisses, conduisant à une somme algébrique plus grande que l'unité. L'extrémité de la mantisse linéaire qui correspond à cette somme tombe alors sur la seconde échelle supérieure, au delà de la division lo, et le logarithme du résultat cherché doit avoir à sa caractéristique une unité de plus que le nombre calculé d'après la seule considération des caractéristiques partielles. La caractéristique du résultat devrait être, au contraire, diminuée d'une unité, si l'expression numérique à calculer avait à son dénominateur un nombre assez élevé pour que l'extrémité de la dernière mantisse tombât en un point de la première échelle supi^rieure.
Soit, par exemple, à calculer i =^ j au moyen des échelles ainsi disposées :
Échelle supérieure i c) lo iS^^S
Tiroir i 4 7
La somme des caractéristiques est évidemment nulle dans ce cas; mais les mantisses linéaires qui entrent dans le calcul, et qui doivent être portées sur l'échelle supérieure, à partir de l'origine, aboutissent en un point de la seconde échelle et déterminent finalement une mantisse plus grande que l'unité. On ajoutera donc i à la caractéristique o et l'on composera de deux chiffres la partie
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entière du résultat, c'est-à-dire qu'on lira 15,^5 sur Téchelle supérieure.
La même position des échelles permet de calculer i = J^^oo.
La somme des caractéristiques étant i — 9-4- 2-hi = 5, on a pour résultat iSjSoo;
Soit maintenant à calculer b =|3,D. Les échelles doivent être ainsi disposées:
Échelle supérieure. ... i n8 10 2 10
Tiroir i 35 9 10
La mantisse du résultat ayant, dans ce cas, son extrémité en un point de la première échelle supérieure, la somme nulle des caractéristiques partielles doit être diminuée d'une unité. La caractéristique du résultat est donc — i , et ce résultat doit être lu 0,78.
La même position des échelles permet de calculer b = ^èl-^»^^^* Le résultat ne diffère du précédent que par la position de la virgule, et cette position est déterminée par la caractéristique
On lira donc 0,0000078.
Si, dans la détermination des caractéristiques, il intervient des
nombres au carré, on double les caractéristiques des logarithmes
tle ces nombres et Ton opère d'ailleurs comme il vient d'être dit,
Soit à calculer i, =^2,6. L'opération comporte l'usage des
trois échelles ainsi disposées :
Échelle supérieure. .
Tiroir
Échelle inférieure. . .
On détermine cette position en plaçant la division 4 du tiroir sous la division g de l'échelle supérieure, et on lit le résultat 3 sur le liroir en regard de la division 2,6 de l'échelle inférieure. La somme des caractéristiques étant nulle, on aura, d'après la règle précédemment indiquée, i| = 3,oo. (Un calcul numérique rigoureux aurait donné 3.oo44*)
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La même position des échelles permet de calculer b^ =^$2. I^e résultat est fourni, sauf la position de la virgule, par la division 1,2 du tiroir, située au-dessus de la division 5,2 de Téchelle inférieure. Dans ce cas, la somme des caractéristiques devant élre augmentée d^une unité, on a pour caractéristique du résultai
I — 9H-2Xi-f-i = J, et par suite i| = 1 20000. Le résultat exact ost 120178.
On calculera encore, sans déplacer les échelles, l'expression
^1 = Vt3.
La caractéristique étant o, on lit le résultat 2,6 sur l'échelle inférieure, en regard de la division 3 du tiroir. Le calcul rigoureux aurait donné &2 = 2,598.
La somme des caractéristiques relatives aux. nombres placés sous le radical doit être divisée par 2. Lorsque cette somme est un nombre pair, la caractéristique entière du résultat est exactement fournie par la division. Lorsque la somme est un nombre impair, le quotient de la division par 2 doit être diminué d'une demi-unité.
Si, dans ce cas, on prend pour échelle logarithmique l'échelle inférieure de la règle, les longueurs prises sur les deux autres
échelles \\Jn, y/r/,, \Jb\) doivent être considérées comme des demilogarithmes, et la fraction ^ représente la longueur de l'échelle supérieure ou de l'échelle du tiroir qui doit être ajoutée au résultat logarithmique fourni par l'échelle inférieure.
Soit, par exemple, à calculer b^ = sj\ 3o. La caractéristique est (o — o -f- j ) = ^, et, en se conformant à la règle que nous venons (i indiquer, on lira le résultat 8,9.2 sur Téchelle inférieure, en regard de la division 3 du tiroir.
Si les données de Topération conduisaient à dépasser les limites de l'échelle inférieure, on pourrait encore lire le résultat sur cette échelle, à la condition d'ajouter l'unité à la somme des caractéristiques, c'est-à-dire de former i — j à la place de ^.
Soit, par exemple, à calculer ^2 = vf^o* On disposera ainsi les échelles :
Echelle supérieure 1 10 10
Tiroir i 8 10 10
Éclielle inférieure 1 i342 10 10
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La caractéristique étant i, on lira le résultat i3,4^-
L'échelle inférieure étant simple, il n'est pas toujours possible
d'arriver au résultat par une seule lecture. Si, par exemple, l'échelle
supérieure et l'échelle du tiroir marquent le rapport j, on ne peut
pas lire en même temps, sur le tiroir et sur l'échelle inférieure, les
rapports compris entre — p et .^ '» entre ^ et — ^ •
On peut déterminer le cube d'un nombre A en plaçant le tiroir, soit en position directe, soit en position inverse.
Dans le premier cas, on amène l'origine du tiroir au-dessus du nombre A de l'échelle inférieure et on lit le résultat sur l'échelle supérieure, au-dessus de la division A du tiroir.
Dans le second cas, on place en regard l'une de l'autre les divisions A de l'échelle inférieure et du tiroir et on lit le cube sur l'échelle supérieure, en regard de l'origine de l'échelle du tiroir.
Lorsque A est plus petit que y lo = 2, i54y le résultat est lu sur la première échelle supérieure et la caractéristique est égale au triple
du nombre. Lorsque A est compris entre 2,i54 et Vioo = 4>64^i le résultat est lu sur la seconde échelle supérieure et la caractéristique est égale au triple du nombre -h i . Pour des nombres plus grands que 4>642, la lecture se ferait sur la troisième échelle et la caractéristique serait égale au triple du nombre + a.
On extrait les racines cubiques en opérant à l'inverse de ce qui vient d'être dit pour l'élévation à la troisième puissance.
Soit à calculer i2 = V^-^i =v^ï«^i' Le tiroir étant placé en position inverse, on fait coïncider son origine, son milieu ou sou extrémité, avec la division de l'échelle supérieure qui correspond au nombre dont on cherche la racine cubique. Cette racine a pour valeur celle des nombres égaux entre eux qui se trouvent en regard sur le tiroir et sur l'échelle inférieure. On devra chercher ces nombres en regard entre zéro et 2, 1 5 si la caractéristique ne conlient pas de fraction, entre 2,1 5 et 4>^4i ^^ I^ caractéristique résulte d'un nombre entier augmenté de-jou diminué de |, et entre 4.64 et 10, si la caractéristique résulte d'un nombre entier augmenté de I ou diminué de ^.
Soit à calculer, par exemple.
Les échelles seront ainsi disposées :
Échelle supérieure. . i
Tiroir renversé. . .
Échelle inférieure. . . i
et Ton aura
y/3,b= I .'iS!?, a caracléristique écant o,
On doit, dansTévaluation des dernières décimales, tenir compte de ce que les petites différences numériques égales correspondent à des différences de longueurs qui sont, sur l'échelle inférieure, doubles de ce qu'elles sont sur Téchclle du tiroir. Si donc on lit, tout près d'un point où deux nombres égaux doivent coïncider, deux nombres un peu différents en regard l'un de l'autre, la différence entre ces deux nombres et celui d'exacte coïncidence varie du simple au double, selon qu'on la relève sur l'échelle inférieure ou sur le tiroir. Si Ton fait coïncider, par exemple, les nombres 9, on a
Tiroir 9.1 9 8,9
Echellii inlifricure ^'9^ 9 9»^^
ol Ton observe que le nombre 9 est placé : d'une pari, au tiers de la distance entre 9,o5 et 8,9, à partir de 9,o5; d'autre part, au tiers d(» la dislance entre 8,90 et 9, i , à partir de 8,9?).
67. Nous avons vu plus haut, en décrivant les échelles trigonométriqucs du tiroir, la relation qui existe entre les sinus des angles marqués sur réchclle dite des sinus et les nombres correspondants <lc l'échello supérieure delà règle, lorsque, le tiroir étant retourné, on fait coïnciderles origines et les extrémités de ces deux échelles. Mais il n'est pas nécessaire de retourner le tiroir pour obtenir le sinus d'un angle.
Soit (X l'angle donné. On fera glisser le tiroir vers la droite jus- <|u'à ce que la division de réclielle des sinus correspondant à cet .mgle vienne coïncider avec l'extrémité de la règle. L'extrémité
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de Tcchelle supérieure de la règle marquera alors, sur Féchelle de face du tiroir, un nombre a dont la centième partie sera égale à sina. Cela résulte immédiatement de ce que la partie de Téchelle des sinus qui reste dans la rainure est égale à la partie de Téchelle de face du tiroir qui est comprise entre son origine et la division a. Les nombres a, c, i de Téchelle de face du tiroir correspondant respectivement aux nombres loo, A, m de l'échelle supérieure de la règle, on a
suia €1 V 1
et par conséquent coséca = m.
On déterminera le sinus d'un angle plus grand que 90® en prenant le sinus de son supplément et le cosinus d'un angle quelconque en prenant le sinus de son complément. On déterminera aussi la sécante d'un angle en considérant qu'elle est l'inverse du cosinus.
On procède d'uue manière analogue avec réclielle des tangentes, construite, ainsi qu'on Ta vu, d'après le même principe que celle des sinus. C'est ainsi que, pour déterminer tanga on amène la division a de l'échelle des tangentes à coïncider avec l'extrémité de la règle; l'extrémité de l'échelle supérieure de la règle marque alors sur l'échelle de face du tiroir la division a, telle que
tanga =
luo On a par suite
colanga =. = r=i — =z m,
Uiiiga fi I
Pour trouver Tangle dont le sinus est égal à y, on placera la division 5 de l'échelle de face du tiroir sous la division 7 de l'échelle supérieure de la règle, et l'exlrémilé de la règle marquera, sur l'échelle des sinus, l'angle cherché qui est de 45°35'.
Pour trouver l'angle qui a pour tangente ^, on placera l'origine de l'échelle de face du tiroir sous la division 9. de l'échelle supérieure et on lira l'angle de 20*^35' au point de l'échelle des tangentes marqué par Texlrémilé de la règle.
Si l'angle cherché est plus grand que 45**, c'csl-à-dire si la tan-
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gente donnée est plus grande que i, et, par exemple, égale à jf, on remarque que
cotangx =: tang(90"— x ^ ^= jt-
et de Tangle 90® — x = aS® on déduit x = 6y^.
Les développements dans lesquels nous sommes entrés permettront d'eflectuer les opérations plus complexes dans lesquelles les lignes trigonométriques interviennent.
On déterminera, par exemple, le produit x = 3 ,47 X sîn4o*^3i/ en faisant venir la division 40** 3o' de Téchelle des sinus à l'extrémité de la règle et en lisant, sur Téchelle de face du tiroir, le nombre 2,26 placé sous le nombre 3,4? ^^ l'échelle supérieure.
On déterminera le quotient x= / ^ , en lisant, dans la même
position des échelles, le nombre de l'échelle supérieure placé au dessus de la division 3,47 ^^ tiroir.
r\ M 1 45.5xsin?.o" , . ^ ,
Un calculera x= r— ;; en retournant le tiroir, pla-
sm37'' ^
(;ant 37° de l'échelle des sinus en face de 4^,5 de l'échelle supérieure et lisant le résultat 25,8 sur l'échelle supérieure au-dessus de la division marquée 20".
/-k . I iTr • t;inL'37®X 16,8 « •.
Un résoudra 1 équation langx = 7 — -j: en amenant 07
de l'échelle des tangentes sous 4'>7 et lisant sur la même échelle le résultat x = 17° au-dessous du nombre 16,8 de l'échelle supérieure.
Ces exemples, que nous croyons inutile de multiplier, conduisent immédiatement à l'emploi de la règle logarithmique pour la résohition des triangles.
68. On a aussi étendu l'usage de la règle à la résolution numérique des équations.
Considérons d'abord Téqualion du second degré
dont les racines sont Tune positive et l'autre négative. On placera Torigine du tiroir en position inverse au-dessous du nombre ç de l'éclielle supérieure de la règle, cl l'on cherchera sur cette échelle
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et sur celle du tiroir deux nombres correspondants dont la différence soit p. Le plus grand de ces nombres sera la valeur positive (lex, et le plus petit, affecté du signe — , en sera la valeur négative.
L'équation x[x -\'p)=z q se résout comme la précédente, mais la racine qui est positive dans Tune est négative dans l'autre et vice versa.
En appliquant ce qui précède à Téquation j:(a: — 8) = i4, on trouve les racines a/=c),48 et x^' =. — 1,48. Pour Téquation x[x -\- 7)= 42, on trouve j^^= 3,87 et a:'':= — 10,87.
Considérons maintenant Téquation du troisième degré
X^ — /?J*' — (j = o ou Jr*(j- — p)=zq.
Son unique racine, positive et plus grande que p, sera déterminée en plaçant l'origine du tiroir en position inverse au-dessous (lu nombre i/ de Téchelle supérieure et en lisant sur l'échelle inférieure le nombre qui surpasse de la quantité p celui qui lui correspond sur le tiroir.
S'il s'agit de l'équation x^ -f- px^ -+- ir/ = o, qui n'a pas de racines positives, on changera a: en — z et on aura la nouvelle équation
Z^ — pz* — ^ :r= o,
(|ui est de la première forme.
Si l'équation donnée est x^ -+- px -j- tf = o, on pose x = -^
on divise par r/, et l'on obtient la nouvelle formej^'^(j^ — /^)^= ^'i qu'on résout comme il vient d'être expliqué. Les racines de l'équa-
lion donnée sont les valeurs de — - correspondant aux valeurs j de Téquation transformée ( *).
(') Voir pour plus de détails sur celle question : Buck, Résolution des équations numériques du troisième degré au moyen de la règle à calcul, dans les Comptes rendus fies séances de l'Académie des Sciences de Paris, t. XLIV, 18J7, p. 22-23; A. Labosnk, Instruction sur la règle n calcul, etc.; Paris, 1872, p. 20-3i. On se trouve assez rarement dans le cas d'avoir à résoudre des équations du troisième degré, et, lorsque ce cas se présente, on ne peut pas, le plus souvent, se contenter du petit nombre de décimales que la règle fournit. Le procédé indiqué par Bour a cependant Tavantage de procurer sans calcul une première approximation. Après cette recherche, qui exigo ordinairement un assez grand nombre de tc*ntatives, on a recours aux procédés algébriques, s'il y a Heu.
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V. - Modifications apportées à la règle logarithmique
69. On trouve dans le commerce des règles de o",52, dans lesquelles certaines échelles s^écartent de la disposition que nous avons précédemment décrite. La face du tiroir, au lieu de présenter, sur chacun de ses bords, une reproduction de Téchelle supérieure de la règle, porte deux échelles différentes, respectivement pareilles aux échelles de la règle qui leur font vis-à-vis. Sur le revers du tiroir, Féchelle des parties égales est placée entre les deux autres, et la graduation de l'échelle des sinus est renversée par rapport à la graduation de Téchelle des tangentes.
Ces grandes règles sont toujours munies d'un indicateur. Elles comportent un plus grand nombre de divisions et permettent, dès lors, de calculer avec plus d'exactitude. Le degré d^approximation. en ce qui touche la multiplication, la division et les proportions, est notablement accru par l'adjonction sur la face du tiroir d'une échelle égale à l'échelle inférieure de la règle. On arrive en effel. j^ràce à celte modification, au même degré d'approximation qu'avec une règle du Ivpc ordinaire, mais dont la longueur serait qua- (Irupléc.
70. Une modification apportée à la règle logarithmique par \1. Mannhcim ( ' ) permet d'obtenir, non seulement pour la multiplication et pour la division, mais encore pour les proportions, les tarrés, les cubes, les racines carrées et cubiques, etc., des résultats «icux fois plus approchés qu'avec une règle ordinaire de même longueur. Dans la nouvelle règle, dite à échelles repliées, la règle [)ropremenl dite porte deux échelles égales, dont les divisions s'étendent de i à lo. La face du tiroir porte également deux échelles. L'inférieure est divisée en parties égales, de i à 5oo. La
(•) A'oir IIÂSKLER, Jmveisiing fiir die von M. Mannhehn lyerbesserten Rechenstàbe (sans date); A. iMANMiEisi, Kèfjile à calcul à échrllfs repliées; instruction abrégée (i85i)- I,c principe <io la règle à échcllos roplicos a élé appliqué sur une règle cylindrique donl le modèle est expo^c dans les galeries dii Conservatoire des Arts et Métiers. Ce modèle, de G",! 35 de longueur, permet d'obtenir le produit de deux nombres avec l'approximation que donnerait une ancienne règle ordinaire de a". {Xotice sur les travaux niathé' matiques de M. Mamnueim, etc., Paris, 1873, p. 33).
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supérieure reproduit les divisions des échelles de la règle, à cellt* différence près que, au lieu de porter le nombre i à Torigine et Iv nombre lo à l'extrémité, elle porte le nombre i en son milieu. La disposition est celle qu'on obtiendrait en supprimant les deux quarts extrêmes d'une échelle double, étendue de i à loo, et en conservant la moitié intermédiaire, formée de deux parties symétriques par rapport à la division lo. Les points où l'échelle double
se trouverait ainsi coupée correspondent à yrio et à 10^/10, cai*
log ^Tô = - et logi o ^/To = I H — •
Les nombres doivent être lus sur la moitié du tiroir à droite ou sur la moitié à gauche, selon que leurs premiers chiffres significatifs sont inférieurs ou supérieurs aux premiers chiffres de ^Tô. Le revers du tiroir est disposé comme si une échelle simple, graduée de 1 à 10, mais deux fois plus longue que les précédentes, avait été divisée en deux parties égales, dont on aurait placé la première au bord supérieur du revers et la seconde au bord inféjieur (* ).
(') Nous empruntons à Tinstruction rédigée par M. Manuhcini quelques brèves indications sur l'emploi de cet instrument.
Afultiplication. — Amener le 1 milieu du tiroir en regard de l'un des nombres et lire le produit sur le tiroir en regard de l'autre nombre. Le 1 milieu étant amené sous 3. on trouve au-dessus de 3 le produit 6 = -i X 3. S'il s'agit de multiplier /| par 3, le 1 milieu amené sous ^ ne permet pas de lire le produit au-dessous de 3; on ramènt> alors au-dessous de 3, et le produit u est lu en regard du 4 du tiroir.
Division. — Amener le dividende lu sur le tiroir en regard du diviseur; lire le quotient en regard de l'un des i de la règle. Pour divii>er 9 par 2, on amène 9 sous 2, et U* quotient ^,5 est lu en regard du 1 gauche de la règle. Pour diviser 9 par /|, on amène 9 sous 4f et le quotient 2,!i5 est lu en regard du 1 droite de la règle.
Proportions, — Mettre en regard les termes du rapport connu et lire la valeur do l'inconnue en face du terme connu du second rapport. Les numérateurs doivent être lus sur la même ligne et les dénominateurs pareillement. Il est quelquefois nécessaire
de transformer la proportion donnée. Dans la proportion j = — 9 par exemple, on
ne peut pas lire x sur le tiroir après avoir lu s sur la règle. On place alors 1 du tiroir en regard de 4 de la règle, et l'on trouve sur la règle x = a4 en regard de is. On peut toujours donner à une proportion la forme qui permet d'obtenir lo résultat par un seul mouvement du tiroir.
Carrés et racines carrées. — Retourner le tiroir pour faire usage de l'échelle repliée. et faire coïncider les divisions 1 de cette échelle avec les divisions 1 de la règle. Los nombres lus sur la règle sont alors les carrés des nombres lus en regard sur le tiroir, elww 'versa.
Cubes et racines cubiques, — Renverser l'échella repliée. Pour déterminer le cube de
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La régir est munie d\in curseur, dont on fait usage quand le résultat ne peut être fourni que par une suite d^opéralions.
La règle à échelles repliées permet d'obtenir, à dimensions égales, des résultats plus approchés. Ses inconvénients tiennent à Tabscnce des échelles trigonométriqucs et à la réduction du nombre des opérations qu'on peut mener à (in sans déplacer le tiroir.
71. M. L. Lalanne a fait construire des règles en carton, comprises entre deux lames de verre. I^ table supérieure contient quatre échelles, qui sont comme Téchelle des sinus, Féchelle des tangentes, Téchelle supérieure et l'échelle inférieure de la règle ordinaire, et qui se succèdent, de haut en bas, dans Tordre où nous venons de les énumérer. Deux coupures pratiquées dans le carton. Tune entre les deux premières échelles, Tautre entre les deux dernières, laissent voir, sur la face d'un tiroir glissant audessous du carton fixe, deux nouvelles échelles, qui ne diffèrent en rien de réchelle placée sur la face du tiroir dans la règle ordinaire. Les revers de la règle et du tiroir portent des échelles pareilles à Téchelle inférieure de la règle ordinaire.
La règle en carton est très utile, à raison surtout de ce qu'on peut faciliter un grand nombre de calculs pratiques en inscrivant divers facteurs constants sur ses échelles. Son principal inconvénient consiste dans la fragilité de l'enveloppe ( * ).
.\f par i>xcmp1c, amoiicr 3 du tiroir en regard do 3 do la règle ot lire le résultat }; sur la règle cti regard do i du tiroir. Inversement, pour déterminer la racine cubique de 37, amener i du tiroir en regard de ce nombre et chercher lea deux division! eu regard, réelles ou fictives, qui sont affectées du même nombre 3.
Logarithmffs, — Lire les nombres sur l'échelle repliée, retournée, mais non renversée, et les logarithmes au revers du tiroir, en regard du trait marqué dans nno encoche derrière la règle. 3 du tiroir étant amené au-dessous de 1 gauche de la règle, on lit derrière celle-ci log3 = o,3oi. Lorsque le nombre est lu sur le tiroir eu face du I de l'échello inférieure de la règle, on ajoute 3 au premier chiffre de la partie décimale du logarithme. Si l'on a amoné, par exemple, le 4 du tiroir en regard du 1 gauche de la règle, on lit o,ioa au revers, et Ton écrit log/| =0,609.
(') M. Lalamnf. a rapporté, dans une publication réconte, les circonstances qni Tout amené à adopter cette disposition : • L'usago de la règle ii calcul venait, dit-il, d'être introduit dans renseignement secondaire et figurait dans les programmes des connaissances exigées pour l'admission à l'École Polytechnique et à TÉcole militaire; mais les instruments de ce genre manquaient, et la plate-forme qu'un habile constructeur (M. Gravet, successeur de Lenoir) montait à grands frais exigeait encort; un long travail. C'est dans ces circonstances que la règle ii enveloppe de verre fut
[Rg M)
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UNIVERSAL PROPORTION TABLE. qS
VI. — Universal proportion Table
72. Nous devons mentionner tout particulièrement, parmi les instruments auxiliaires de calcul, Vuniversal proportion Table du professeur Everelt.
Cette Table se compose [PL I) de deux cartons A et B, contenant chacun une double suite continue de nombres. Les chiffres employés à la graduation sont de deux sortes. Les uns, en gros caractères, accouplés deux à deux, représentent les deux premiers chiffres des nombres et sont placés en regard des divisions principales. Les autres, en caractères plus petits et isolés, représentent le troisième chiffre des mêmes nombres et sont placés en regard dès divisions de second ordre. Les nombres ainsi représentés peuvent être entiers ou fractionnaires, aucune différence n'existant, quant aux chiffres significatifs, entre un nombre quelconque et son produit ou son quotient par lo.
La première division principale de la première colonne à gauche du carton B est marquée 10 et peut représenter, selon les cas, looo, loo, lo, I, o,i, 0,0 1, ... La division de second ordre immédiatement inférieure est marquée i et peut représenter 10 10, loi, 10,1, 1,01, ... Viennent ensuite les divisions de second ordre marquées 2 , 3 , ... ,9 et aboutissant à la division principale 1 1 . Les distances entre les divisions secondaires marquées i , 2 , ... ,9 sont à leur tour subdivisées par neuf traits de troisième ordre, non chiffrés, en dix intervalles égaux.
A partir de la division principale H et jusqu'à la division principale 21, les intervalles de troisième ordre sont réduits de dix à
imagiuée. Au moyen d'une gravure exécutéo avec précision, M. Lalaii:«e put fain* livrer en quelques semaines, aux établissements d'instruction publique, des centaines de règles glissantes, d'une précision généralement égale à celle de la rè^le en bois, d'une lecture plus facile, donnant plus de résultats, et dont le prix ne surpassait pas le tiers du prix de celle-ci • (Notice sur If s travaux et titres scientifiques de M. Léon LALA!i!fE, etc.; Paris, 1876, p. 3.^). M. Lalanne a expliqué l'usage de sa règle dans une brochure intitulée Instruction sur les relies à calcul et particulièrement sur la nou~ velle règle à enveloppe de 'verre (i85i, i85'| et j86)). Cette brochure a été traduite en anglais {A Treatise on the slide rule with description of Lalanne^ s glass rulc^ l»y the ReT. W. Elliot, London, i85i), en allemand {^Gebrauchs-Anweisung fur RecheU" stèhe, etc., Paris, i85a) et en espagnol {Instruccion sobre las reglas de calcolo, etc., Paris, i^5q).
cinq, d'où il suit que, si 11 représente le nombre i loo, les quatre traits diviseurs compris entre 11 et H|, par exemple, ne représentent pas I loi, 1 102, I io3 et i io4, mais bien i loa, iio4y i io6 et I io8. Les divisions comprises entre 11 et le pied de la première colonne représentent dès lors tous les nombres pairs, depuis i loo jusqu'à 1 260 ; les divisions de la seconde colonne représentent les nombres pairs depuis i358 jusqu'à i586; celles de la troisième colonne représentent les nombres pairs depuis i584 jusqu'ài996. La quatrième colonne commence à 1994 6t donne tous les nombres pairs jusqu'à 2100. Au delà de ce nombre, les intervalles de troisième ordre, qui avaient décru par degrés imperceptibles depuis 11 , augmentent subitement en étendue, et leur nombre entre deux divisions successives de second ordre se trouve réduit à deux. Par suite, les divisions comprises entre 21 et le pied de la colonne marquent 2100, 2i()5, 21 10, 21 15, .... Les divisions de la cinquième colonne représentent les nombres de cinq en cinq, depuis 20 10 jusqu'à 3i6.). De même, celles de la sixième colonne, depuis3i6ojusqu'à3985,e( celles de la septième depuis 3g8o jusqu'à 4800. A partir de 4800. les divisions de troisième ordre disparaissent; les petits caractères qui représentaient jusque-là les troisièmes chiffres des nombres disparaissent aussi; les neuf divisions intermédiaires de second ordre sont maintenues, bien qu'elles cessent d'être chiffrées, et les nombres croissent de dizaine en dizaine jusqu'à la fin de la septième colonne, c'est-à-dire jusqu'à 5o2o, ou, ce qui revient au même, d'unité en unité depuis 480 jusqu'à ooa. Ce système de division et de graduation se poursuit jusqu'à la fin de la dixième colonne, c'est-à-dire jusqu'au nombre 1000.
Les divisions et chiffralsons des dix autres colonnes de B répètent les dispositions que nous venons de décrire. Chaque nombre figure donc deux fois sur le carton, et un nombre quelconque, pris dans l'une des dix premières colonnes, se trouve répété, à la même hauteur, dans la dixième colonne à droite de celle que l'on considère.
Les colonnes du carton B alternent avec des lumières rectangulaires, à travers lesquelles on peut faire apparaître les colonnes divisées et chiffrées du carton A.
Les nombres figurent aussi deux fois sur ce carton, mais avec une disposition différente. La moitié inférieure de chaque colonne est exactement reproduite dans la première moitié de la colonne
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suivante. Cette disposition s^applique même à la vingtième et dernière colonne, considérée comme précédant immédiatement la première.
Indépendamment des divisions que nous venons d^indiquer, chaque carton porte une série de droites tracées dans toute son étendue et seulement interrompues, dans le carton B, par les vides à travers lesquels doivent apparaître les chiffres du carton A. Ces droites ont pour objet de faciliter l'adaptation des cartons lorsque A est recouvert par B. Le désir d'éviter toute confusion nous a conduit à ne pas les représenter sur la figure.
On superpose les cartons de telle sorte que les colonnes de divisions et les chiffres de A soient visibles à travers les vides de B; on établit ensuite une correspondance parfaite entre les divisions, en faisant coïncider les droites dont nous venons de parler. Tous les nombres de Tun des cartons sont alors proportionnels à ceux qui leur font face sur l'autre. Par exemple, si 16 sur A a été mis en face de 48 sur B, ce qui est le cas de la fig, 46, chacun des nombres
de A sera les -^ ou le ^ du nombre correspondant de B. On dispose ainsi d'une Table qui comprend tous les nombres possibles et qui fournit tous les rapports possibles entre ces nombres.
On ne peut effectuer directement que des règles de trois au moyen des cartons. Pour obtenir la quatrième proportionnelle entre trois nombres donnés, il faut placer le second terme de B en face du premier terme de A : le nombre cherché se trouve sur B, en face du troisième terme de A.
La Table d'Everelt permet de résoudre très simplement les problèmes suivants : multiplication, division, réduction d'échelles ou de valeurs, formation de Tables de correspondance entre deux quantités variant dans un rapport constant, mesure des aires et des volumes, élévation aux puissances, recherche de la valeur des
expressions de la forme «/•" ou — > extraction des racines, déler-
mination du logarithme d'un nombre quelconque, etc.
VIL — Fuller*8 Computing telegraph.
73. Bien que les divers systèmes précédemment décrits réalisent de grands avantages, on doit reconnaître que la forme circulaire
convient mieux à une règle logarithmique. Un instrument de cette forme, proposé en Amérique par John FuUer (*)» a acquis en Angleterre un succès mérité. On peut adopter, dans sa construction, diverses dispositions, parmi lesquelles nous signalerons la suivante.
Deux disques superposés, de o™, i de rayon, tournent autour de leur axe commun. Le limbe de chacun d'eux porte une échelle logarithmique disposée de telle sorte que la circonférence entière représente le logarithme de lo. Les petits arcs marqués par les divisions du limbe correspondent aux mantisses des logarithmes des nombres loo, loi, loa, jusqu'au nombre looo, qui coïncide avec loo. Pour un rayon de o™,ioo, le développement de la circonférence est de o"*,6ii8, et les 2"", 7 qui séparent 100 de 101 peuvent être, à vue d'oeil, divisés au moins en trois parties. Au delà de 3oo, la graduation est faite de deux en deux unités et porte les nombres 3o2, 3o4, 3o6, . . ., jusqu'à 5oo (différence o™,ooi). De 5oo à 1000, la graduation est faite de cinq en cinq unités et donne 5o5, 5io, . . ., 995, 1000 (différence i"",7).
Si l'on veut, par exemple, diviser 100 par 1,4^9 on fera tourner l'un des disques jusqu'à ce que sa division i45 corresponde à la division 100 de Tautre disque : la division 100 du premier disque correspondra alors au nombre 689,75 ou 68,973 du second, c'està-dire au quotient de 100 par i,4«^* On lira de la même manière le quotient correspondant à tout autre nombre. L'erreur ne dépasse
pas TTJô-
L'instrument de Fuller a été construit à un point de vue purement commercial et en dehors de toute préoccupation scientifique. Sa vulgarisation rendrait accessibles à tous des opérations qui ne peuvent être effectuées que par un petit nombre de personnes.
VIU. — Arithmographe circnlaire.
74. Sur trois échelles circulaires concentriques {Jîg* 47)» deux
(') Télégraphie computer j a most wonderful and extraordinary instrument ^ h) which business questions, of every possible variety, are instantly performed : a saje and speedy chech to avoid 'vexations errors, affording at the same time a greater amount of practical business Knowledge^ than can be obtained for ten time s the cost of the work. Sold only by subscription, J0B21 E. Fuller, proprietor, New- York.
Fig. 47.
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sont supposées fixes et présentenl, à partir d*an même rayon, des graduations respectivement semblables à celles des échelles inférieure et supérieure de la règle logarithmique ordinaire. La troisième échelle circulaire, comprise entre les deux autres et formant tiroir, est graduée comme Téchelle supérieure de la règle et tourne autour du centre commun.
Soient My N, P et M, , N| , P| deux séries de nombres correspondant à des divisions qui coïncident dans une certaine position de Téchelle mobile. On aura
SI
Ni
Pi
— ^i =^p — » =pi ^ ''i.
Fie. 48.
jyi et mi étant les nombres de chiffres de M et de M| ou ces nombres diminués d'une unité selon qii*on lit M et M| sur la première ou sur la seconde partie du cercle extérieur; p et /;< étant les nombres de chiffres de P et de P< ; enfin n et /ij étant les nombres de chiffres de N et de N| lorsque N et N| sont lus en dehors de Tintervalle compris entre l'origine des échelles fixes et l'origine de
l'échelle mobile. Si au contraire l'un de ces
nombres, N| par exemple, se trouve placé dans
cet intervalle {voir \difig, 48, où le sens de la
graduation est indiqué par une flèche), 71 1 est
supérieur d'une unité au nombre de chiffres
deN,.
L'arithmographe circulaire fournit les produits, les quotients et 'cs quatrièmes termes des proportions avec la même approximation ^u^une règle ordinaire dont la longueur serait égale au double de '^ circonférence de contact de l'échelle intérieure et de l'échelle ^'^termédiaire.
*75. Parmi les diverses dispositions qu'on peut donner aux ^^Helles circulaires, nous citerons encore celle qui consiste à les
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tracer sur un cjlindre. La partie de la surface cylindrique qui porte l'échelle iatermédiaire tourne alors autour de l'axe.
IX. — Spiral ilid* mie de Foller
70. Le professeur Georges Fuller, de Belfast, a récemment imaginé sous ce nom V hélice à calcul que nous allons décrire {'). rin f.« Un cylindre rf {Jîg- 49). monté sur un manchon
concentrique /, est susceptible d'un mouvement de rotation autour de son axe et d'un mouvement de translation suivant le même axe. Une échelle logarithmique ordinaire est enroulée en spirale autour du cylindre. Un indice b est fixé par une tige à la poignée c du manchon y. Une seconde tige rattache deux autres indices a el c à l'arbre g, qui glisse à frottement doux dans le nianchony. La distance ac est égale au segment de génératrice cylindrique compris entre l'origine de la spirale et son extrémité. Les mouvements relatifs des trois pièces concentriques permettent de placer les indices n et c en regard de tous les points du cylindre [-l^^-Lj tl. Deux arrêts o et p sont respectivement fixés k d el \ f ày, de telle sorte que, si on les fait buter l'un contre / \ l'autre, l'indice b marque l'origine de l'échelle loga- ( ' j rithmique. L'appareil porte encore deux échelles : l'une
^-^ rectiligne, n, tracée sur la tige ac des indices mobiles; l'autre circulaire, m, placée à la base supérieure du cylindre d.
Cette disposition permet d'avoir une échelle logarithmique très développée sur un appareil de dimensions restreintes. L'échelle spirale étant d'ailleurs unique, chacune de ses unités de longueur correspond à deux unités de l'éclielle rectiligne pratiquée sur la règle ordinaire. La spirale, dont la longueur totale estdeSoo pouces soit de ia",70, équivaut donc à une règle droite de 25"',4oouà un appareil circulaire de 4'")038 de diamètre. Elle fournit des résultats approchés au dix-miltième et présente des intervalles
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de o",ooo55a entre deux nombres consécutifs de quatre chiffres.
Son développement permet d'imprimer en regard des divisions les trois premiers chiffres des nombres, alors que le premier chiffre seulement peut trouver place sur la règle ordinaire. Enfin, les opérations effectuées au moyen des indices deviennent purement mécaniques et n'exigent aucun effort d'esprit.
Les intervalles entre deux divisions principales consécutives de Téchelle sont subdivisés en dix parties depuis l'origine jusqu'au nombre 65o et en cinq parties seulement depuis 65o jusqu'à looo; d'où il suit que les nombres de quatre chiffres sont tantôt marqués directement sur l'échelle, tantôt complétés, quant au quatrième chiffre, par le point de l'échelle qui occupe le milieu entre deux divisions consécutives. C'est ainsi que le nombre 5285, par exemple, correspond exactement à une division tracée, tandis que le nombre 8853 doit être lu au milieu de l'intervalle qui sépare 8852 de 8854.
Les intervalles de second ordre ont d'ailleurs, dans la plus grande partie de l'échelle, une amplitude suffisante pour qu'on puisse facilement apprécier à l'œil de nouvelles subdivisions et lire des nombres de cinq chiffres. Comme dans tous les instruments à division logarithmique, les nombres marqués sont, à volonté, entiers ou fractionnaires, les résultats absolus étant les mêmes pour un nombre donné et pour le produit ou le quotient de ce nombre par une puissance quelconque de lo.
Pour effectuer une multiplication au moyen de l'hélice calculatrice, on place l'indice fixe b en regard de loo et l'un des indices mobiles [a ou c) en regard du multiplicande. On fait ensuite mouvoir le cylindre rf jusqu'à ce que le multiplicateur soit marqué par l'indice fixe, et on lit le produit sous l'un des indices mobiles (c ou a).
S'il s'agit d'une division, on place l'indice fixe sur le diviseur, et Ton amène en regard du dividende l'indice mobile supérieur c ou Tindice inférieur a, selon que le premier chiffre du diviseur est plus grand ou plus petit que le premier du dividende. On déplace ensuite le cylindre d de façon à ramener l'indice b à l'origine de l'hélice, c'est-à-dire à lOO, et on lit le quotient en face de l'un des deux indices mobiles.
Pour effectuer simultanément une multiplication et une divi-
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sîoii, oVsl-à-dîre pour trouver le qualrième terme j:= - d^une
proportion y on amène Tindicc fixe en regard du dénominateur, puis l'un des indices mobiles en regard de Tun des facteurs da nuniéraleury et Ton déplace le cUindre jusqu*à ce que le second facteur soit marqué par Tindice fixe. Le quatrième terme de la proportion est alors fourni par le point de Téchelle en regard duquel se trouve Tun des deux indices mobiles.
Pour obtenir directement le produit mnp de trois nombres, on amène Tindice fixe à loo et Tindicc mobile à m; on met le cylindre en mouvement jusqu'à ce que Tindice mobile marque Texlrémité de Téclielle; on place ensuite l'indice mobile en regard de n et on fait de nouveau mouvoir le cylindre jusqu'à ce que rindice fixe se trouve en face de p. On lit alors le produit mnp en regard de Tindice mobile.
Pour Télévation aux puissances et pour l'extraction des racines, on place Tindice mobile supérieur c en regard du nombre donné; on détermine, au moven des échelles auxiliaires m et /i, la maatisse du logarithme de ce nombre; on ajoute la caractéristique, et, selon le cas, on multiplie par Tindice de la puissance ou Ton divise par Tindice de la racine. On amène ensuite le cylindre dk la position qui permet de lire sur les échelles m et /t la partie décimale du produit ou du quotient ainsi obtenu. La puissance ou la racine est alors marquée par Tindicc c sur Thélice.
Lorsque ces dernières opérations doivent porter sur des fractioi décimales, on évite l'emploi des caractéristiques négatives et erreurs qui pourraient en être la conséquence en eflectuantj transformation des fractions décimales en fractions ordinaires.
L'hélice, comme tous les instruments analogues, se prête à grand nombre d'opérations, telles que les calculs d'intc simples ou composés, les déterminations d'aires, etc.
X. — Abaqne de M. L. Lalanne
77. {^abaque ou compteur universel de M. Lalanne est Table extrêmement ingénieuse, fondée sur le môme principe la règle logarithmi(|ue ('). Elle consiste (//g". 5o, Planche) en
(') Voir L. LALA?i?fE, Description et usage de l'ahatiue, etc. (i8/|5; 2* éclit., i85l
Ccian^ N|^ K&yj
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carré de o", ao de côté, dont la base et le côté gauche vertical sont divisés en 90 parties, proportionnelles aux logarithmes des 90 nombres compris entre 10 et 100, ou plutôt aux excès de ces logarithmes sur Tunité. Le nombre i est à Torigine, le nombre 2 à la dixième division, 3 à la vingtième, 4 à la trentième, et ainsi de suite jusqu'à la quatre-vingt-dixième division, en regard de laquelle se trouve le nombre 10. Par les points de division sont tracées des droites horizontales et verticales, parallèles aux côtés du carré, et des droites parallèles à Tune des diagonales.
Toutes les propriétés dont jouit Tabaque se déduisent du principe fondamental en vertu duquel le produit de deux nombres se trouve, comme dans la Table de Pjlhagorc, à la rencontre de deux droites, Tune horizontale, Tautre verticale, correspondant aux deux facteurs ( * ). La valeur de ce produit est indiquée par le chiflre de Toblique qui passe par le point de rencontre. Ainsi, Thorizontaie 3 et la verticale 2 se coupent sur Toblique 6 ; Thorizontale 3, 6 et la verticale 4^7 se coupent à peu près sur Toblique 16,9, et, comme le dernier chiffre à droite du produit est un 2, ce produit est exactement 16,92.
La division s'opère à l'inverse de la multiplication. Pour diviser 6 par 2, on suivra l'horizontale 2 jusqu'à la rencontre de Toblique 6, et le quotient 3 sera indiqué par le rang de la verticale sur laquelle on tombe. Pour diviser i5,4 par 4>4> on suivra Thorizon-
3* édit., i863). Traduction anglaise : Explanation and use ofihe abacus or french universtd reckoner ; London, 1846. Traduction allemande : Beschreibung und Gebrauchs" awveisung des jibacus oder iier allgemeinen Rechnungstafel ; Leipzig, 18.^6. Voir aussi Soa£TÉ d'encocragbmext pocr l'industrie matiohale, Rapport fait par M. Tbéod. Olivier, au nom. du Comité des arts mécaniques, sur un abaque ou compteur universely par M. Léon Lalanne, Paris, i** avril i8'|6; Jules dr la Gourmerie, Traité de Géomé" trie descriptive, Paris, 1860, p. 196-203.
(*) Nous avons tenu à placer dans ce Chapitre même, tout entier consacré aux inftniments de calcul, la partie du Mémoire précité de i843 qui se rapporte à la description et à l'usage de V abaque. On verra plus loin que V abaque est une application spéciale du principe général de transformation proposé par M. Lalanne sous le nom ^anamorphose géométrique, La simple traduction graphique de la Table de Pythagore, c'est-à-dire de Téquation xj = z, aurait fourni, dans l'espèce, un Tableau composé des hyperboles équilatéres xjr ^^ a, xy z= b, .... La graduation des coordonnées, non plus suivant les valeurs de x et de^, mais suivant les valeurs de x^=^ logo: et de/, = log^r^ a permis de remplacer, dans le Tableau, les hyperboles xjr^ z par les droites parallèles ;r, -h j', = z,.
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taie 4^^ jusqu'à Toblique i5,4; le point de rencontre est sur la verticale 3,5, ce qui donne le quotient cherché.
Pour élever un nombre au carré, on opère plus simplement que s'il s'agissait d'une multiplication ordinaire, en observant qu'une horizontale et une verticale qui portent le même numéro se coupent toujours sur la diagonale du carré de la figure. Ainsi, pour avoir le carré de 25, il faut suivre la verticale 2,5 jusqu'à la rencontre de cette diagonale, qui porte l'inscription de carrés; on y tombe
sur l'oblique 6, î>-5 : donc 25 = 025.
Réciproquement, on obtient la racine carrée d'un nombre en cherchant sur la ligne des carrés ce nombre (ou son produit par une puissance positive ou négative de loo) et en lisant le numéro de la verticale correspondante. Ainsi, les racines carrées des nombres 4; 9^ i^i ^-5, . . ., pris sur la ligne des carrés, sont a, 3, 4, 5, • . ., numéros des verticales correspondantes. Si l'on voulait
avoir y/36241, on prendrait le nombre 8,62 sur la ligne des carrés, et Ton verrait qu'il correspond à la verticale 1,90, d'où
( approximativement).
Le logarithme d'un cube se compose du logarithme de la racine et du double de ce même logarithme. C'est pour ce motif que la ligne des cubes, qui part de l'origine, est inclinée à 2 de hauteur pour I de base. Cette ligne sortirait du cadre à sa partie supérieure ; mais, en vertu de la symétrie de la figure, on a rapporté dans le bas la portion qui serait sortie dans le haut, de sorte qu'une seconde ligne des cubes, inférieure à la première, sert dans le cas où celle-ci vient à manquer.
La lecture sur ces lignes, tant pour l'élévation au cube que pour l'extraction de la racine, se fait comme sur la ligne des carrés. Toutefois, dans l'extraction de la racine cubique, il faut n'opérer que sur des nombres compris entre i et 100. On ramène tout nombre à ces limites en le multipliant ou en le divisant par une puissance convenable de 1000. Ainsi, pour trouver la racine
cubique de 1708 248, on divisera par 1000 et on lira 1,71 sur la
première ligne des cubes. Ce nombre correspond à la verticale
1, 195; on posera donc y 1708248 = 1 19,5.
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EIn suivant Tanalogie, il sera facile de tracer sur la Table les lignes qui servent à élever aux puissances ou à extraire les racines d'un deg^ré quelconque. Ainsi, la quatrième puissance doit se trouver sur l'une des trois transversales que Ton peut tracer sur la figure, à 1 de base pour 3 de hauteur; la cinquième puissance est sur l*urie des quatre transversales inclinées à i de base pour 4 de hauteur, et ainsi de suite.
Pour une puissance de certain degré, la première de ces transversales partira toujours de l'angle du cadre qui est en bas et à gsiuche ; la deuxième commencera au pied de la verticale en haut de laquelle se termine la première ; la troisième commencera au pied de la verticale en haut de laquelle se termine la deuxième, et. ainsi de suite.
li'élévation aux puissances fractionnaires plus grandes que l'unité se ferait à l'aide de transversales tracées sur Tabaque d'après les
i^émes principes. Ainsi, pour la puissance -i l'inclinaison de la
nsversale serait de i de base pour i ou - de hauteur.
Cria première ligne des cubes est inclinée sur le bord à gauche,
pï^ccisément comme devrait Têtre la ligne des puissances - sur le
^Ord inférieur du cadre. On se servira donc de cette ligne des
^^bes pour trouver les puissances-»
On demande, par exemple, la puissance - de 5. Parlons du
^C)mbre 5, pris sur le bord à gauche du cadre, et suivons l'horizontale correspondante jusqu'au point de rencontre de la première ^Çne des cubes. L'oblique que l'on peut imaginer par ce point por-
^^rait le nombre 1 1 , 2 à ses extrémités. On posera donc 5* = 1 1 , 2. La détermination du terme inconnu dans une proportion n'exige Qu'une multiplication et une division. L'abaque est donc essen- Mellement applicable au calcul de ce terme. Seulement, l'ordre ^ans lequel ces opérations sont effectuées pourra varier. La méthode la plus commode est fondée sur ce qu'une proportion doit ^tre considérée comme l'assemblage de deux rapports égaux. Si ^ODc on lit les deux antécédents sur les obliques et les deux con-
séquents sur les horizontales de la figure, les points de rencontre de chaque oblique avec Thorizontale correspondante sont sur une même verticale.
La règle dite de trois, les règles de société, d'intérêt simple et d'escompte se réduisent à des multiplications et à des divisions successives, que la Table permet d'eflcctuer. Les calculs d* intérêt composé, d\imortissenient, etc., se font au moyen des racines et des puissances que la Table fournit.
La Table se prête aussi à la conversion des poids et des mesures. Une quantité quelconque étant numériquement exprimée en fonction d'une certaine mesure prise pour unité, on la rapporte à une autre mesure en multipliant le nombre qui la représente par le rapport de la première unité de mesure à la seconde. Il suffit de marquer ce rapport constant par un trait sur Tun des côtes du cadre pour effectuer toutes les conversions relatives aux mesures considérées. On lit au bord du cadre, du côté gauche, en regard d'un certain nombre de traits, des notations abrégées qui se rapportent à divers cas usuels de conversion. On opère les conversions inverses en employant comme diviseurs les nombres qui servent de multiplicateurs dans les opérations directes.
Pour faciliter les opérations où le nombre air entre comme multiplicateur ou comme diviseur, on a tracé dans l'intérieur du cadre une horizontale qui passe par le point 6, 28 de la graduation du bord à gauche. On obtiendra donc à vue, très-promptement, la circonférence dont on connaît le rayon ou le rayon d'une circonférence de longueur donnée.
Les transversales marquées nr^ sont tracées parallèlement à la ligne des carrés. Elles servent à trouver immédiatement l'aire d'un cercle dont on donne le rayon ou le rayon d'un cercle dont on connaît l'aire.
Les trois transversales tracées parallèlement aux lignes des cubes
et désignées par - ttH servent à résoudre les problèmes relatifs au
volume de la sphère.
D'autres traits, marqués sur les bords du cadre ou qu'on peut y ajouter, permettent de lire immédiatement un grand nombre de résultats utiles, tels que Taire d'un polygone régulier dont on connaît le côté, le poids d'un corps dont on connaît la densité et le
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volume, les proportions de divers corps entrant dans une combinaison chimique, les éléments de calcul des formules relatives à la chute des corps, à Técoulement des liquides, aux oscillations pendulaires, etc., dans lesquelles les quantités g^ 9.gf y/gj* . . entrent comme facteurs.
Les deux échelles quintuples placées Tune au-dessus, Vautre audessous du Tableau, servent à mettre les lignes Irigonométriques dont elles portent les noms en correspondance avec les nombres marqués sur le bord inférieur de Tabaque. Ces nombres et leurs divisions sont reproduits dans la bande qui sépare les divisions Irigonométriques sur chacune des deux échelles. Grâce à cette disposition, on peut effectuer avec Tabaque tous les calculs dans lesquels les lignes trigonométriques n'entrent que comme multiplicateurs ou comme diviseurs, ce qui est le cas ordinaire.
L'abaque, fixé sur un carton et accompagné d'un style qui permet d'en suivre les diverses lignes, donne les résultats des opérations avec autant d'exactitude qu'une règle logarithmique qui aurait une longueur égale à deux fois le côté du cadre (').
78. Le professeur Herrmann a récemment proposé, sous le titre de Graphisches Einnialeiris, une Table réputée nouvelle, mais qui est, en réalité, la reproduction fidèle de l'abaque Lalanne (^), ainsi qu'on en peut juger par le seul exposé du principe.
(*) Voir, an Rapport précité (I'Olivibr, p. /|-6, une intéressante étoile comparative des résultats fournis par la règle logarithmique et par l'abaque.
(*) Une seule différence, purement matérielle, consiste en co que M. Herrxati;! a
divisé sa table en deux parties, pour en faciliter le pliage et le déplacement {^Das
graphische Einmaleins, Braunschweig, iS^S, p. i3, note). Il est permis do trouver
surprenant que, dans les vingt-deux pages qui composent son Instruction, M. Herrmanx,
professeur à l'École polytechnique d'Aix-la-Chapelle, n'aitpasuneseulcfois laissé tomber
de sa plumo le nom de M. Lalax.'ie. Cet oubli paraît d'autant moins excusable que,
dés l'année i8{G, ainsi que nous l'avons indiqué, une publication allemande de
L'abaque Lalanne a été faite à Lei psi g. Par un contraste d'ailleurs remarquable, tandis
^ue M. LALA!i:nE se montrait prodigue de son invention et favorisait ou autorisait
toutes les reproductions propres à la vulgariser, M. Hbbbman.n déclarait, dans son
GraphUches Einmaleins, que les contrefacteurs seraient poursuivis {Nachdruck wird
t^r/olgt),
L'aèaque de M. Lalam?ir a été reproduit aussi par Vogler dans les Sechs graphische Tafein zum ScfmeUrechnen und zum Schneïlquotiren, etc., nebst Gebrauchsanweisung, Berlin, 1877. — Voir l'importante publication de Vocler ayant pour titre Anleitung
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Soit A [Og- 5i) un poinLquelcooque donné par ses coordoDDée> irthogoDales AB et AC. On mène par ce puiat une droite DAE.*
Fig. 5..
dite diagonale, qui fait avec chacun des deux axes un angle de^S'- Ona
OD = OE = CA + BA = OC -4- OB; cl par suile
OCz^OE — OB; 0B = OD — OC;
c'est-à-dire que l'une (les coordonnées d'un point quelconque est égale à ia dilTérence entre le segment déterminé sur les axes par la diagonale de ce point et la seconde coordonnée du même point. Imaginons que les axes portent des divisions logarithmiques, de telle sorte qu'on ait
OC=loga et OB=Iog6.
11 est clair que la diagonale DE déterminera sur les axes des segments OD, OE égaux à la somme des logarithmes de a et de b, égaux par conséquent au logarithme du produit ab. La règle pour la multiplication de deux nombres peut donc être ainsi formulée : on cherche les facteurs sur les axes, et la diagonale qui passe parle point correspondant à ces facteurs coupe sur les mêmes axes le produit cherché.
u dtron Gcbrauch btim
ichatllrechntn, elc.
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La règle de la division est tout aussi simple. Pour diviser un nombre d par un autre c, on cherche le dividende d sur Tun des axes et Ton mène la diagonale correspondante. On cherche pareillement le diviseur c sur l'un des axes, celui des Y par exemple, et par le point correspondant on mène à Taxe des X une parallèle que l'on prolonge jusqu'à son point de rencontre avec la diagonale précédemment tracée. L'abscisse de ce point est le quotient demandé.
On peut donc prendre le diviseur sur Tun quelconque des axes et Ton trouve le quotient sur l'autre. Il est d'ailleurs évident que tous les points d'une même diagonale DE correspondent au même produit et à la même somme de coordonnées OC -t- OB = OD.
De là résulte la possibilité de combiner une multiplication avec une division. Supposons, par exemple, qu'il s'agisse d'obtenir la valeur de — • On prend a sur l'un des axes, b sur l'autre; on mène la
diagonale du point A ainsi déterminé; on porte ensuite sur l'un des axes, celui des Y par exemple, l'ordonnée OF =y. La parallèle FH à l'axe des X coupe la diagonale au point H, dont l'abscisse OG
est la valeur g = —-•
Si l'on avait encore à multiplier ce quotient par un nombre i, le point d'inlersectîon A" de HG et de la parallèle aux X menée par 1 donnerait, par sa diagonale, le point L, extrémité du segment
/ = / -^ • Et ainsi de suite.
On effectue très simplement de la même manière l'élévation aux puissances et l'extraction des racines.
Menons par l'origine O une droite OR, telle que YR = - OY.
Le coefficient d'inclinaison de cette droite ou la tangente de son angle d'inclinaison sur l'axe OX est 2. Si par un point quelconque N de cette transversale on mène trois droites NM, NP, QNX respectivement parallèles à Taxe des X, à l'axe des Y et aux diagonales, on a
(i) 0M = 20P ou OP = -OM.
S'il s'agit d'élever un nombre p au carré, on cherche ce nombre sur l'axe des X, et du point P qui lui correspond on mène aux Y
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une parallèle qu'on prolonge jusqu'à sa rencontre avec la transversale en N. On mène par ce point une parallèle aux X jusqu'à la rencontre des Y au point M qui détermine le carré cherché. On trouve d'une manière analogue la racine carrée d'un nombre m.
(a) 0Q=::0X = 30P ou OP = ^OQ = jOX.
Pour élever un nombre /? à la troisième puissance, on mène par le point correspondant P de Taxe des X une parallèle à Taxe des Y; par le point N, où cette parallèle rencontre la transversale OR, on mène la diagonale qui détermine, soit le point Q- sur les Y, soit le point X sur les X. Ces points correspondent au cube cherché. L'opération inverse fournit la racine cubique d'un nombre proposé :
(3) OQ==0X==-0M ou OM = ÎOQ = ^OX.
On obtiendra d*une manière analogue les valeurs de (^m)',
licstd'ailieursaisé de voir qu'on pourra déterminer les puissanceset les racines d'un degré quelconque en traçant des transversale»* convenablement inclinées par rapport aux axes ( • ).
(') Sedlaczek ( t/ipft^r Visir itnd Rechen instrumente, Wîcn, i856, p. 3-4) comptait, en dehors de la règle ordinaire et de la Gunter's lùte, seize sortes d'instruments à dÎTÎsion logarithmique, savoir :
1. Slidingrule. — 2. Règle d'.^tlsTKRLE. — 3. Règle à calcul de Lbnoir. — 4. Règle de Scnwi:<D. — 5. Engineers sliding rule, — 6. Règle de L.-C. ScocLZ. — 7. Inverted sliàe rulc. — 8. Règle de Higgiso:*. — 9. Jmproved calculating rule. — 10. For mill i\'rights. — 11. For marine use. — VI. For timher mensuring. — 13. Dn. RoGET sliding rule for involution and et'ofution. — 14. Sliding rule pDur le calcul des prix. — 15. Règle chimique [sans doute l'instrument proposé par Wollastox dans son Mémoire .4 synoptic scale of chemical équivalents ; Philosophical Transactions de la S. R. de Londres, iSi'j, et Journal des Mines (t. XXWII, p. loi, i8i5)]. — 16. Règle de Sedlaczek pour les calculs d'interpolation.
Cette nomenclature, qui parait viser les règles proprement dites, à l'exclusion des autres formes, devrait être augmentée aujourd'hui d'un très grand nombre d'autres instruinenls, parmi lesquels nous nous bornerons à signaler les suivants :
17. Rè{;lc de Huarb ( The sîide-rule and how ta use it, etc., by Charles Hoabb, London, iS;.')). — 18. Palmer's Computing scaie {f^aw-York, iSjB). — 19. Fcllsi'x Computing teîegraph. — 20. Disque logarithmique de Sos.'IE (yinn. du génie civile !.%">; Instruments et macli. à calculer, Paris, i838, p. 70). — 21. Arithmoplanimètre
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XI. — Système Peaucellier
79. Nous ne terminerons pas ce Chapitre, consacré aux instruments de calcul, sans parler du Système de pièces rigides articulées à liaison complète^ appelé système Peaucellier j du nom de son inventeur (*).
de Lalannb {Comptes rendus des séances de t Académie des Sciences, avril et mai iS^O, et Annales des Ponts et Chaussées^ i84o). — 22. Règle à enveloppe de verre de Lala:«?(e. — 23. Abaque de Lalaiimk. — 24. Règle à échelle repliée de Mankueim.
— 25. Rechenknecht d'HERBMANx (Herrma?in's Rechenknecht von Wiesenthal und C'* ÎD Aachen, 1878). — 26. Règle de Soldati (Regolo hgaritmico per calco/i di celerimensura, etc. Voir Atti délia Società degli ingegneri e degli indus triait di Torino, Torino, 1872, p. 3a). — 27. Arithmographe polychrome de Dubois (Comptes rendus des séances de fAeadéfnùe des Sciences, août 1860, p. 273. — Atti delV Imp, Meg. Istituto 'veneto, etc., Venezia, 1860-1 861, p. 376). — 28. Arithmographe circulaire ( Teoria e pratica del regolo calcolatore, per Quintino Sella, Torino, 1859, P* ''2).
— 29. Arithmographe cylindrique [La Tachéométrie, etc., par J. Porro, Turin, i85o, p. 7^, et QoirmNO Sella, op, cit., p. ii4)* — 30. Stéréomèlre de Poscaric {Das Ste^ reometer. Privilegirtes KÔrper^ Mess instrument, von Johann Ritter von Puscario. Budapest, 1877). — 31 . Univeraal proportion Table d'EvERETT(London, publithed by Longmans, GreenandDyer). ~ 32. Cereleà calcul de Boucher (Note de J. Bertillox dansi^ ?fature, 8 juin 1878, n* 26a, p. 3i-3a]. — 33. Roctledge'i Slide rule. — 34. HAvrruoRN'f Slide rule, — 35. Boildbr x Calculating slide rule ( Catalogue of instruments manU" factured, by W.-F. Stajilbt, London, 1877, p. 3o). — 36. Règle à calcul Tavernier ViiUT et Tatbrxibr Gravbt (Die graphische Statik von C. CcLMAKif, Zurich, 1875, p. 58).
— 37. CoGGEniALL'f Sliding rule (London, i8.{4)* — 38. BradfordV Sliding rule (London, i845). — 39. Échelles logarithmiques centésimales de Porro (J. Porro, op, cit,, p. 7$). — 40. Règle anglaise à deux languettes (Culmatin, op, cit., p. 78). — 41. Règle à calcul à deux réglettes de E. Peraux (Instruction de l'inventeur, Nancy, avril 1866, et Annales du Génie ci fil, juin 1874). — 42. Rechenstab de Dexnert et Pape {Deutsche Bauzeitung, Bd. 8, 1^1 ^<, p. i36). — 43. Rechenstab de Kschmaïin, perfectionné par WiLD {Der topographische Distanzmesser mit Rechenschieber von J. Stam- BACB, Aarau, 187a). — 44. Règle logarithmique pour la tachéométrie, de Moixot (Levée de plans à la stadia, par I. Moimot, Paris, 1877, p. 4i''67). — 45. Arithmographe de Casticliamo {Descrizione ed uso di un nuovo aritmografo, etc. Voir L'Jngegneria civile e le Arti industriali, vol. VII, p. 71. Torino, 1881).
C) On a vu d'abord dans la découverte du colonel Peaucellier une propriété cinématique permettant de produire un mouvement parfaitement rectiligne, au moyen d'an système de tiges rigides articulées et de contres fixes, sans le secours de rainures, rouages ou guides quelconques. On sait que, dans le système du balancier et du parallélogramme de Watt, généralement adopté pour la transformation du mouvement rectiligne alternatif en mouvement circulaire continu, l'articulation de la tige oscillante ne décrit pas exactement une droite, mais un arc de courbe presque rectiligne. Bien que cette solution approximative ne présente dans la pratique aucun inconvénient sérieux, les géomètres ont fréquemment cherché à réduire encore la déviation de la tige oscillante. Tciiedicueff ( Mémoires des Savants étrangers de l'Aca-
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Ce système se prête en effet à de nombreuses et importantes applications, relatives au tracé des courbes et- aux procédés mécaniques de Calcul ( * ). C'est à ce dernier point de vue seulement que nous nous proposons de le considérer.
L^apparcil {fig» 52 et 53) consiste essentiellement en un losang formé de quatre tiges égales, articulées entre elles à leurs extré
demie de Saint-Pétersbourg, i85^, et Bulletin de la même Académie, i86a) conclut à l'impossibilité d'obtenir une solution rigoureuse du problème par un système articulé de cinq pièces. Diverses combinaisons de tiges articulées ont permis à M. Peaccellier de réaliser mathématiquement la transfarmation de mouvement dont il s'agit (.Voaveîles Annahs de Mathématiques, a* série, t. III, 1864, p. 4i4)* Après avoir donné matière à deux Communications de M. Man^heim {Société phiiomathiçue de Paris, 1867), cette découverte a été développée par l'auteur lui-même {Nouvelles Annales de3fatkématiques, i* série, t. XII, p. 71-78, et note citée au sommaire bibliographique du présent Chapitre). M. Peaucellier a d'ailleurs établi (voir Revue scientifique^ 3o avril 1875, p. 9S1-953) que la prétendue démonstration de Tcbebicdbff repose sur une base erronée. On trouve aussi d'utiles renseignements sur ce sujet dans les publications de X Association française pour V avancement des Sciences, Congrès de Lille (voir Revue scientifique, 1 janvier 1871, p. 6/|0-6}i). Il semble établi, toutefois, que M. Liguine, élève de Tchebiciiepf, a donné du problème une solution indépendante de celle du colonel Peai'CELlier. M. Ligcine a exposé ses recherches dans le Bulletin de Saint- Pétersbourg de 18; i et dans les Nouvelles Annales de Mathématiques {1* série, t. XIV, Paris, 1875. p. 539-560). La Communication adressée à ce dernier Recueil a été reproduite en substance dans le Repertorium der literarischen Arbeiten ans dem Gebiete der reinen und angewandten Mathematik {Enier Band, Leipzig, 1877, p. gS-ioi).
(') Voir : Des systèmes articulés simples et multiples et de leurs applications, par M. Saiîit-Lol'P, dans les Mémoires de la Société d'émulation du Doubs, 1875. — Cher stangenstelsels meer in het byzonder over het zesstangenstelsels of de mit van Peaucel" lier, door J.-D.-C.-M. de Roos, dans le Tijdschrift van het konijnklijk Istituted vMi Ingénieurs, i8;5-i876, Te's Gravenhage, 1876, traduit en français par M. Alb. Kaptet!< et inséré dans la Revue universelle des Mines (1877) sous le titre suivant : Aperçu cinématique de différents systèmes de tringles articulées, et en particulier du dispositif de M. le colonel Peaucellier. — Einige mededcelingen en Opnerknigen over stangenS" telsels door J.-D.-C.-M. de Roos, dans le Tijdschrift, etc., 1876-1877, Te's Gravenbage,
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ailés A, B, A', C. Les sommels opposés A et A' sont en outre liés à riiculation aux extrémités de deux tirants d'égale longueur, qui »nt leur commune origine sur le pivot de rotation O. Les tirants •euvent être plus longs {Jig- 52) ou plus courts {flg- 53) que les ig-es et, selon que Tune ou Tautre condition se trouve réalisée, le ►oînt O est intérieur ou extérieur au losange. Les segments OB, )B' sont de même sens dans le premier cas et de sens opposés laos le second.
Abaissons du sommet A la perpendiculaire AEsurBC, désignons par m la longueur des tirants, par n celle des tiges et posons, dans le cas de ^^J'g- 52, OB =. -+- a, OC = -+- i^. Nous aurons
BE = -BC = -(t'— w),
w*=ÂE 4- «-+--(«'— w)
d'où
Faisons, dans le cas de ^^ fig» 53, 0B = — u, OG = -|- i». Nous aurons alors
et par suite
On voit parles équations (i) et (a) que le produit des segments OB et OC est constant, quel que soit le mouvement du système. La différence m^ — /i* est appelée moJa/e. Elle est positive ou négative et le système lui-même est positif ou négati/, selon que le point O est intérieur ou extérieur au losange.
On trouve souveut commode de multiplier Téquation (2) par — i
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et de considérer le module comme une différence toujours positive, exprimée par rrî^ — n^ ou par n? — m^, selon que ni est plus grand ou plus petit que /z. La différence enlre les deux systèmes positif et négatif consiste donc uniquement dans la communauté ou Topposition de sens des segments OB et OC. Si Ton représente le module parjjx', on aura, pour l'un et Tajutre cas,
Fig. 5',.
Avant de passer aux applications de ces deux systèmes, nous donnerons quelques indications touchant l'appareil modifié que M. Sylvester a nommé extracteur binôme quadratique. Cet appareil permet de simplifier notablement l'exécution mécanique d'une partie des opérations de calcul dont nous aurons à nous occuper plus loin.
Supposons que, dans la ^gf. 5q, on transporte les côtés AC et A'C du losange parallèlement à eux-mêmes, jusqu'à ce que leur point d'intersection vienne occuper une nouvelle position quelconque E' [Jig* 54) sur la droite BC. Si l'on accouple alors les quatre tiges en F et en F', comme l'indique la figure, on obtient un nouveau losange dans
lequel BF = BF'= w', 0E'= p, BE'= y,
et l'on a
d'où
BF BA
ou —
fl
pz= u -{- q z^ u -^ (t^ — m),
p-\-q = u-{-7,-~lu — tt),
MX ^^ \ I
et par suite
p^ — /y* = II* I I — 2 — j + 2 — tfP = II' ( I — 2 — j -t- 2 — fx*.
Si le point E' vient à coïncider avec le point d'intersection Edes
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diagonales du losange [fig* 55), on a
I I Jr
et
Si l'on opère la même modification surlayî^. 53, pour passer à Isijîg. 56, il faut remplacer p- — (/^ par e/^ — p^, à moins qu'on ne veuille attribuer à /x^ une valeur négative.
Fîç 55.
Fiff. 56.
L'une des plus simples applications du système articulé, positif ou négatif, est celle qui consiste à déterminer le rapport inverse d'un rapport donné. Supposons qu'on adapte à la droite OC une échelle dont le zéro soit au point O et dont l'unité de longueur soit égale à (jl. Le point C marquera la longueur inverse de OB. L'équation (3 ) donne en effet
OC I OBxOC = a» ou — = — ,
Ui
d'où il suit que le nombre — ' est l'inverse de —
Le système disposé en vue de cette application prend le nom de réciprocateur.
Le système négatif comporterait que l'échelle (ùi prolongée de droite à gauche au delà de zéro.
Si Ton adoptait une nouvelle unité de longueur X, la valeui*
de OC représenterait f ^ ) fois la valeur inverse de OB.
Il6 CALCUL GRAPHIQUE. — CHAPITRE III.
En se fondant sur réqualîon (4) transformée, soit
OE
et en faisant usage de Tappareil indiqué par la Jig. 55, on effectuera d'une manière analogue l'extraction de la racine carrée d'un binôme quadratique à une variable. Dans ce cas, toutefois, le point E doit coïncider avec le zéro de l'échelle, et les tirants doivent être disposés de telle façon que la valeur de OC puisse varier avec leur longueur. On peut prendre d'ailleurs pour unité de l'échelle une grandeur quelconque. Il suffit que [â soit exprime en fonction de cette unité.
L'élévation au carré et l'extraction de la racine carrée exigent
Fi0. 57.
une combinaison assez complexe, dans laquelle entrent quatre éléments simples de Peaucellier et trois éléments modiGés de Svlvester. Nous ne croyons pas utile d'entrer dans les détails de cette disposition, qui présente un intérêt purement théorique (').
L'extraction de la racine cubique peut être faite au moyen d'urx SNslème beaucoup plus simple, composé de trois éléments (Jig- 5^'^ , Ces éléments ayant le même module fx^, si l'on fait OA = x, on
(') Voir Uci'ue scienti/ifjiie, 4" année, 2* série, 3i novembre 187^, p. 490-498.
GABARIT DE STEINBR.
i successivement
AB — -j
./•* — a* OR OA AR
XII. — Gabarit de Steiner
80. Nous signalerons enfin un instrument simple et commode, imaginé par M. le professeur Fried. Steiner pour faciliter la construction de la spirale logarithmique et l'application de cette courbe au calcul graphique. La Jig. 58 représente cet instrument
Fig. 58.
réduit à l'échelle de \. Le centre de la courbe peut être marqué sur le papier au moyen d'une pointe qu'on fait passer à travers une petite lumière pratiquée au point O. Au centre de gravité K est un bouton de prise. L'appareil sert à divers usages :
1° La courbe présente une série de courbures dont les rayons croissent avec continuité, et elle se prête mieux que toute autre
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forme aux raccordements qu'on peut avoir à effectuer entre des courbes quelconques.
2*^ Une portion de courbe étant donnée, on en peut trouver rapidement le centre de courbure sans se servir du compas. Si, par exemple, la courbe du dessin est couverte en A par celle de l'inslrumenl, on mènera du point A la tangente AC au plus prochain contour du gabarit et le point de contact G sera le centre de courbure cherché. On déterminera le point G avec une eitactitude complète, soit en élevant sur AC la perpendiculaire CD, tangente au plus prochain contour de Tinstrument, soit en considérant que OC est, par construction, perpendiculaire sur AO.
3® On peut construire rapidement la développée d'une courbe donnée, sans faire usage du compas et de la règle.
4^ On peut utiliser le gabarit comme instrument de calcul.
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CHAPITRE IV
TBAHSFOBKATION DES AIRES A CONTOUR RECnUftHE.
CocsiXERT. Le Calcul par le trait. Paris, i84o, p. 64*82. — Cclma^in. Die graphische Statik.ZMTXch^ i856 el 1S75, n*> 5-7. — Scble8I.'*icer. Vortràge ûber grafisches Rech' nen utid Grafostatik, Wien, i8()8-i86i), n®* 59-83. — Recleai'X. Der Constructeur, Braunschweig, 1S69, § 25-27. — V. Ott. Die Grundzûge des graphischen Rechnens und der graphischen Statih, etc. Vicrte Auflage, Prag, 1879, % 10. — Lévy. La Statique graphique, etc. Paris, 187^1. § 15. — Cremo?(a. Elementi di Calcolo grajico, Torino, 187^, % 12-22 et § 92-100. — Wexck. Die graphische Arithmetik und ihre Anwendungen auf die Géométrie. Berlin, 1S7;), VI.
I. — Principe des signes appliqué aux aires (i
81. Un point qui se meut d'un mouvement continu dans un plan décrit un circuit ou périmètre fermé lorsque sa dernière position vient coïncider avec sa position initiale.
(') La règle des signes appliquée aux aires a été établie pour la première fois, dans toute sa généralité, par Môeics {Der barycentrische Calcul, etc., Leipzig, 1827, J 17, \%t\passim. — Lehrbuch der Statifc, Leipzig, 1837, J 34). On troure, toutefuis, d'intéreisants matériaux pour l'étude de cette question dans un Mémoire de Mo:iGB (XV* Cahier du Journal de l'École Polytechnique, p. 68). Les premières notions sur les signes des aires, spécialement dans les figures à périmètres croisés, on été données |4r Meister {Generalia de genesi figurarum planarum et independentihus earum affecthnibus , dans les Novi Commentarii Societatis regiœ Scientiarum Gottingensis, t. 1, ad n. MDCCLXix et mdcclxi, p. i5o). — Lexell (Solutio problematis geometrici ex doctrina sphœricorum, dans les Acta Académies Scientiarum imper i dis Petropoli^ tan€ef\'fi\^ 1, p. 126 et suiv. ) et L'Hdillier {De relatione mutua capae tatis et termi' mrum figurarum Geometriœ considerata,\aino\\œ, 17B2, p. 23) ont aussi jeté quelque lumière sur ce sujet.
C'est ici le cas de rappsier la célèbre formule de Gauss, au rnoyen de laquelle, connaissant les coordonnées des sommets a*, y ; jr', y' j a**, y? •.•»^~*»y~S o" peut calculer Taire do tous les polygones déterminés par l'équation
Cette formule a été publiée pour la première fois dans la traduction allemande do la
Lo circuit est polygonal ou rectiligne quand il est formé de segments de droites ayant chacun son origine à l'extrémité du segment qui le précède et son extrémité à l'origine du segment qui le suit.
Le circuit peut être tel que le point mobile qui le décrit n'occupe jamais deux fois une même position quelconque. Mais il peut arriver aussi que le circuit se coupe lui-même. Il prend alors le nom de circuit croisé ou entrelacé et les points d'intersection sont appelés nœuds.
Si le mobile, partant d'un certain point A, passe successivement par les points B, C, D du circuit avant de revenir à son point initial, on désigne le chemin parcouru par ABCD. Si le mobile rencontre les mêmes points dans l'ordre D, G, B, on désigne par ADCB le chemin parcouru en sens opposé sur le même circuit.
Tout point du plan, constamment situé à la droite de l'obser\'ateur qui parcourt un segment déterminé de l'un des deux chemins, est constamment à la gauche de l'observateur qui parcourt le même segment dans le sens de l'autre chemin.
L'origine du mouvement étant arbitraire, les expressions ABCD, BCDA, . . . désignent un seul et même chemin, opposé de sens à celui qu'on peut désigner indifféremment par ADCB, DCBA, ....
Un périmètre fermé et sans nœuds circonscrit une portion finie du plan, qui lui est intérieure, et la sépare de toute la partie extérieure, qui s'étend à l'infini. La mesure de la partie intérieure constitue Vaire du circuit.
Lorsqu'une droite pivote dans un plan sur un de ses points supposé fixe et lorsque, par suite, un autre point A de la droite
Géométrie de position de Carsot (Géométrie der Stellung oder ûber die Anwendungder Anal) sis auf Geometricy deutsch v. SciiCHMAcnER, 3. Theil, Altona, 1810, p. 36a). Mais c'est encore dans les travanx de Môdics qu'il faut chercher la première étude complètc sur les signes des aires dans les fi^rures à contours croisés (voir, outre les deux Ouvrages cités plus haut, Théorie der elemcntaren Ferwandtschaft, dans les Berichte iiber die Verhandlungen der Sàchsischen Gesellschaft der Wissenschaften, t. 15, p. 4> et suiv. et Ueber die Destimmung des Inhalts eines Polyéders, dans le même Recueil, t. 17). Consulter sur la môme question : Die Elemente der Mathematih^ von D"" KicHARD Raltzer, 11. Hd., dritte verbessertc AnllaRe, Leipzig, i870, p. ()5-68, et Vermischte Untersuchungen fiir Geschichtc der mathcmatischen Wissenschaften^ von D' SiEOMUND GcNTiiER, Leipzig, 187G, p. 1-9^!.
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mobile décrit une circonférence, on convient de considérer comme positifs ou comme négatifs, d'une part l'arc circulaire décrit par le point A, d'autre part l'aire décrite par la droite OA, selon qu'un observateur placé au-dessus du plan verra cette droite se mouvoir dans le même sens que les aiguilles d'une montre ou dans le sens opposé. Le premier des deux mouvements détermine, par convention, le sens positif du plan, l'autre le sens négatif.
82. Soient A, B, C les sommets d'un triangle, placés de telle façon qu'un obser\*ateur, parcourant le périmètre dans le sens positif et à partir de A, passe par B avant d'arriver à C. L'observateur aura constamment à sa droite l'aire ABC, que l'on convient de considérer comme positive. Si le mouvement avait lieu dans le <ens négatif du plan, robser\'ateur aurait à sa gauche l'aire négative AGB, égale et opposée à la première.
L'aire positive ABC peut être considérée comme engendrée par la droite AB, de longueur variable, pivotant sur le sommet A et dans le sens positif du plan, pendant que le jioint B parcourt le chemin recliligne BC. L'aire égale et opposée ACB s^rra pardilement décrite par la droite AC, pivotant dans le sens négatif sur le même point A, pendant que le point C parcourt le chemin CB.
83. Soit O an point quelconque, pris dans le plan do triangle .\BG. On a identiquement, en observant les règles qae nou% >eooii5de poser,
OAB — OBC — QC\ = XBC
Cefle propriété apparaît immédîati^ment lor^ue le fpf/tni O est pris à rintériear du triangle ABC. car le^ trian^ie^ yartu-U OAB« OBC OCA sont de même sîzne et leur ifptnmf: e^t f-fcah*. i \Wl,
Si le point O e^ dans Tan^le BAC maî-^ en d^br>r% dn trîi§n^H ^:iaoné et dans la partie da plan ««^p^rée du «^>mmet A ^t \i§ àroiU', teC les aire* de* tnande* OAB. OCA v>nt de m/:rn^, vtm H fj'AUr da ijîan^ OBC e*t de sens contraire, ^n wrîe t\utni a, t\ A\ffk% Li rè^le des âgne*.
OAB — OBC ->- OCA = OAB — OCB — 0C4 = ABC.
Eafia. si le ytÀrnSL O est ^Lm» TaA^ie opp^i^ pc»r k ^rnitu^-t s B \C,
on a
OAB -h OBC -h OC A = — OBA -4- OBC — OAC = ABC.
11 suit de là qu'on peut considérer Taire du triangle ABC comme engendrée par le mouvement d'un rayon de longueur variable, dont un point O reste fixe, tandis que son extrémité décrit le périmètre du triangle d'un mouvement continu et dans le sens donné.
La propriété qui précède s'étend aux cas où des arcs de courbe seraient substitués à un ou à plusieurs des côtés rectilignes.
84. Soit ABC . . . MNA un circuit polygonal quelconque, plan et fermé. Les aires des triangles déterminés par ses divers côtés et par un point O du plan forment une somme constante, quel que soit O.
En effet, P étant un autre point du plan, on a (82)
PAB = OAB -h OBP -+- OPA, PBC = OBC -h OCP -4- OPB,
PMN = OMN -+- ONP -h OPM, PNA =: ONA + OAP H- OPiN.
Si Ton additionne ces égalités, en supprimant dans le second membre les termes égaux et de sens opposés, il vient
PAB -4- PBC -^ . . . -+- PMN -4- PNA = OAB H- OBC -}-...-+- OMN -h ONA = 2.
On peut considérer Taire constante £ comme engendrée par le mouvement d'un rayon de longueur variable, pivotant sur le point O, pendant que son extrémité décrit le contour donné dans le sens donné.
8o. Tout circuit fermé et croisé divise le plan en un certain nombre de parties finies et contiguës, Çi, cp2, cpj, ..., limitées chacune par un circuit partiel, fermé et non croisé. La totalité du plan de la figure se compose de ces parties et d'un résidu illimité cpo, qui leur est extérieur.
Soient O un point du plan pris comme pivot, A un point mobile
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décrivant le circuit, 0A| et OAj les côtés de Tangle infiniment petit formé par les deux positions de la droite mobile OA qui embrassent un élément &) du plan, inGniment petit dans toutes les directions et situé entre O et A|. Le sens du mouvement étant supposé tel que le point A occupe la position A| avant d^occuper la position A2, on dit que Tinterseclion Aj du circuit et du rayon Ow prolongé est positive ou négative selon que Taire du triangle A| OA2 est décrite dans le sens positif ou dans le sens négatif du plan. Si la description complète du circuit par le point A donne lieu à m intersections positives et à /i intersections négatives, Télément w appartient à m -f- w triangles ou secteurs élémentaires, tels que A| O A2, dont m ont des aires positives et n des aires négatives. L'élément w entre donc avec le coefficient m — n dans la somme S des m-^-n triangles. On vérifie aisément que le coefficient m — 72 de 0) est indépendant de la position du point O.
86. Soient co et co' deux éléments infiniment petits, appartenant à un même circuit partiel non croisé f , et tels qu'aucune partie du circuit total ne soit coupée par le segment de droite qui les joint. Si le point de pivotement O est pris sur Tun des prolongexnents de ce segment, il est évident que le rayon OA ne pourra pas décrire &> sans décrire en même temps Gt)^ Les deux éléments c») et w' entrent donc dans S avec le même coefficient. Ce coefficient est commun à tous les éléments du circuit partiel cp et constitue conséquemment le coefficient particulier à ce circuit.
Soient maintenant &) et co'' deux éléments infiniment petits, situés dans deux circuits partiels contigus, c'est-à-dire tels que le circuit total donné passe une seule fois entre co et (ù". Nous admettons qu'un observateur parcourant le circuit dans le sens donné aurait eo à sa droite et co'' à sa gauche au moment où il rencontrerait la droite ww"', après avoir quitté une certaine position F, mais avant d'avoir atteint une autre position G. Si l'on prend le point de pivotement O sur le prolongement de w^co, c'est-à-dire au delà de co par rapport à w", le rayon OA ne pourra pas décrire une seule fois tù" sans décrire en même temps co; mais, lorsque A parcourra la partie FG du circuit, et dans ce cas seulement, OA décrira &> sans décrire w". Le coefficient de w, c'est-à-dire du circuit partiel qui contient cet élément, dépassera donc d'une unité le
coefficient de w'' et du circuit dont w" fait partie. Mais les circuits partiels de w et de w" sont respectivement à la droite et à la gauche de Tobservateur qui parcourt le circuit dans le sens convenu FG. Donc, si Tun passe d'une aire partielle à une aire contiguë en traversant le circuit de droite à gauche, le coefficient de Taire d'où l'on sort est supérieur d'une unité au coefficient de l'aire dans laquelle on entre.
87. La région infinie ço a pour coefficient zéro, car on peut toujours attribuer au point O une position telle que le segment mobile OA ne rencontre pas un élément w© de cette région.
Si, partant de cpo, on pénètre successivement dans les circuits partiels, on formera le coefficient de chacun d'eux en augmentant ou en diminuant d'une unité le coefficient du circuit précédent, selon que, pour passer de celui-ci dans l'autre, on aura dû quitter la droite du périmètre pour en occuper la gauche, ou ^nce versa.
En général, si un point de la région ^o ^st joint à un point d'un circuit partiel (f par une droite qui traverse le circuit total m fois de droite à gauche et n fois de gauche à droite, le coefficient de cp est m — /i.
Si Cl, C2t ••• sont les coefficients respectifs des circuits [)artiels, non croisés, dont les aires sont fi, q)2y • • •? on a
'i?i-Hc,y,-f-
Lorsque le périmètre ne présente aucun croisement, il ne donne lieu qu'à un seul circuit limité 91, dont le coefficient est l'unité positive ou négative, selon que le chemin est de sens positif ou négatif. On a dans ce cas S = db cp,, c'est-à-dire que, le périmètre n'ayant aucun croisement, la somme 2 exprime l'aire que ce périmètre circonscrit.
On a été nalurelloment conduit par cette propriété à prendre la quantité Z comme définition de l'aire d'un circuit croisé quelconque.
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II. — Représentation des aires par des droites. Rédaction d'un triangle
à une base donnée (*).
88. Une aire pouvant être considérée comme le produit de deux longueurs, les règles de la Géométrie plane et celles que nous avons précédemment exposées permettront de déterminer par une simple multiplication graphique l'aire d'une figure donnée quelconque.
L'aire considérée, résultant du produit de deux droites, peut en effet être divisée par une longueur arbitraire, mais constante, i, que nous appellerons base de réduction et que, pour simplifier, nous prendrons le plus souvent égale à l'unité. La question revient dès lors à effectuer le produit d'une droite par un rapport, et nous savons comment on procède en pareil cas.
Par exemple, l'aire d'un triangle OAB, de base a et de hauteur /i, a pour expression
A =- ah.
Divisant cette aire par la base i, nous obtenons comme quotient une droite y, telle que
11 s'agit donc de multiplier a par le rapport —r ou h par le rap-
Dans le premier cas {Jig- Sg) on prend OC = nbj on joint BC et on mène AD parallèle à BC.
Dans le second cas {fig. 60) on détermine sur OB le point D, situé à la distance ai de OA, on joint AD et on mène BC parallèle à DA.
(') La résolution de ce problème remonte à l'École de Pttdac.ore. Ha^cell renonce ainsi : • Einen gegcbencn FJâchcnraum an ciner {jegebcncn Strccke zu entwerfen {"XnpoL^ÀÀtt'Jt applicare)^ d. h. in eiii Rcclitcck zu verwandcin, dcssen eine Scite jene gpgebeoe Strecke ist. ■ (Voir Zur Geschichte der Mathematik im AUerthum und Mittelatter, Leipzig, 187/1, p. 98-99). L'auteur de cette assertion, que Ham&kl ne désigne pas, est EcDÈXE. Voir à ce sujet : De ^U elementi d'Euclide libri quindhL /«^— *»••• ^- Fedebico Comma!«di!«o, Urbino. MDLXXV, c. 28.
La conslniclion donne, dans chacun des deux cas, deux triangles semblables ADO, CBO, dont les hauteurs sont entre elles comme les bases. On a donc
f\hz=za\ib.
On peut vérifier, par des considérations géométriques directes, que les multiplications ainsi efTectuées conduisent à déterminer
Fig. 59.
Fig. 60.
exactement l'aire du triangle AOB. Menons en effet la droite CD. Les droites AD et BG étant parallèles, les triangles OAB, OCD sont équivalents, et, dans chacune des constructions, l'aire du triangle OAB est
d'où
L'aire A est donc proportionnelle à la hauteur /d'un rectangle de base h. Nous avons obtenu /aussi bien par la transformation graphique du triangle que par une multiplication graphique, et les deux procédés concordent parfaitement.
Une telle concordance est difficile à établir quand il s'agit de figures compliquées. On évite alors d'opérer par voie de sommation des triangles partiels dont la figure se compose, et l'on procède directement à la transformation de l'aire proposée.
L*airc d'une figure quelconque, dont on veut avoir la mesure, peut être transformée soit en un rectangle de base A, soit en un triangle ayant pour base ou pour hauteur ih. On obtient par ces transformations des segments de droites proportionnels aux aires
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proposées, et ces segments peuvent être assujettis à toutes les opérations graphiques que nous avons précédemment indiquées. On voit par là que la réduction d'une figure à une base donnée équivaut à la détermination de Taire de cette figure.
89. On est quelquefois tenu d'adopter comme base une droite AB {fis- ^0 ™cnée de l'un des sommets A du triangle donné à un point B| du côté opposé BC. On doit, en ce cas, prendre pour hauteury*la projection orthogonale CD du côté BG sur une droite perpendiculaire à ABi.
Menons, en effet, AA| parallèle à CB, et remplaçons ABC parie triangle équivalent Al BG, dans lequel le côté A|B est égal et parallèle à AB». Le triangle A| BG a pour hauteur la corde GD du demi-cercle BDG.
La plus grande valeur possible de GD est GB. Elle correspond à la plus petite valeur de AB| , c'est-à-dire à la hauteur du triangle ABG. Si Ton fait pivoter AB| sur le sommet A, la longueur de ce segment varie depuis le minimum que nous venons d'indiquer jusqu'à l'infini. En même temps, le point D décrit le demi-cercle BDG et la oorde GD varie depuis GB jusqu'à zéro. On peut donc prendre arbitrairement comme base de réduction toute longueur plus grande cjue la hauteur du triangle donné et comme hauteur relative à cette base toute longueur plus petite que la base BG.
Si l'on assigne à l'une des droites GD, AB| une longueur ai, égale au double de la base, l'autre droite représentera la valeur f proportionnelle à l'aire.
Pour distinguer les projections de BG sur GD et sur AB|, on donne à la première le nom A^ antiprojection.
89. Nous indiquerons encore quelques constructions auxquelles il est souvent commode de recourir dans la transformation des aires.
Soit à transformer un triangle rectangle OAB {Jig> 62) en un i^tangle de même aire et de base donnée b.
Menons parallèlement à OA le segment PM=26 et parallè-
lement à AB la droite indéfinie MY. La parallèle à AM passant par le point B rencontre MY en N, et la parallèle à PN passant par le point O rencontre AB en C ; AC est la hauteur du rectangle cherché.
Fig. 6a.
En effet, les triangles semblables MNP, OAG donnent
d'où
et, comme MN = AB,
^.h _0A ÎÛN~"ÂC
2^.AC = 0A.Mi\,
AC=:|OA.AB
On simplifie la construction en plaçant PM = 2 J sur le prolongement de OA.
Ce procédé est surtout commode quand il s'agit de transformer plusieurs triangles rectangles en autant de rectangles ayant une même base.
Soit maintenant à transformer un rectangle MNPQ {ftg> 63) en un autre, de base donnée.
Fig. G3.
On mène la diagonale NQ,et, au moyen du triangle auxiliaire OAB, on transforme le triangle MNQ, moitié du rectangle proposé, en un autre de base AO. Le point d'intersection R de la droite MQ
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prolongée et de la parallèle à OB passant par N, détermine la hauteur MR du nouveau rectangle cherché.
Ce procédé permet de réduire plusieurs rectangles à une même base par une application très simple du polygone de multiplication (23) («).
Soit à réduire à la base b un quadrangle ABCD {fig
On mène BBi parallèle à la diagonale CA. Le quadrangle étant
ainsi transformé en un triangle équivalent Bj CD, on trace CF = 2 i,
et Ton détermine Tantiprojection (88) correspondante B|E du
Fig. 6j. Fig. 65.
côté BjD. Cette antiprojection donne la mesure y du quadrangle.
On peut opérer la réduction directement de la manière suivante.
Du point C comme centre {fig- 65), avec CF = ai pour rayon, on décrit un arc de cercle, et l'on mène du point A la tangente ÂF à cet arc. Les parallèles à la diagonale CA qui passent par les sommets B et D rencontrent AF aux points Bi et Dj. Aux triangles ABC, ACD on peut substituer les triangles équivalents
(') On peut opérer la transformation des aires par un grand nombre d'autres conitructions que nous croyons inutile d'exposer ici. Ces constructions se déduisent aisément des règles ordinaires de planimétrie et de la méthode générale précédemment défeloppée.
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AB|C, ACDi, qui ont respectivement BiA, AD| pour bases correspondantes à la hauteur commune CF.
L'aire du quadrangle est dès lors représentée par BjD|.
Cette construction ^n'est plus possible lorsque CF dépasse la plus grande dimension du quadrangle ABCD. Dans ce cas {fig» 66) on mène BBi parallèle à CA, et du point D comme centre, avec ib pour rayon, on décrit un arc de cercle qui coupe BBj en Bj. L'aire est alors mesurée par l' a nti projection CF de la diagonale AC.
Si le quadrilatère est croisé {fig* 67), la construction ne donne
Fîg. 67.
plus la somme, mais la différence des triangles ABC, ACD, qui ont la diagonale AC commune. Les bases ABi, AD| se superposent du même côté du sommet A, et la plus grande, AD|, correspond au triangle ACD, qui a la plus grande aire.
Si les sommets B et D sont sur une parallèle à AC, les extrémités B,, D| des deux bases coïncident elf=o. Dans ce cas, en effet, Taire du quadrangle est égale à la somme des aires triangulaires MAB, MCD, lesquelles sont égales, mais de signes contraires.
IV. — RédDCtion d'un polygone quelconque à une base donnée
91. Pour déterminer Taire d'un polygone quelconque, à circuit croisé ou non croisé, ou pour réduire ce polygone à une base
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donnée, on le transforme d'abord en un quadrangle équivalent (*). Soit 012345 le polygone proposé {fig. 68). On mène par le sommet i, parallèlement à la diagonale oa, la droite 12', que Ton prolonge jusqu'à sa rencontre au point 2' avec le côté 23. Les triangles 012, 02'2 sont équivalents, et il en est de même des polygones 01 2345, o 2^3 4 5. Le sommet i est ainsi éliminé et le nou-
Fig. 68.
^"eau polygone a un sommet de moins que le précédent. On éli-
'ï^ine de la même manière le nouveau sommet 2' en menant 2' 3'
parallèle à la diagonale o3. On arrive ainsi à transformer un
polygone d'un nombre quelconque de côtés en un quadrangle,
^^i est o3'45 dans le cas de la figure. Appliquant à ce quadrangle
^cs constructions précédemment indiquées, on détermine le seg-
^enty tel que le produit/^i soit égal à l'aire du polygone proposé.
92. Dans la construction précédente, les nouveaux côtés des polygones, résultant des réductions successives, sont des rayons Usus d'un même centre ou sommet fixe o. Mais on peut remplacer
l€ sommet fixe où convergent les nouveaux côtés par un côté fixe
sur lequel s'alignent les nouveaux sommets.
(') Cette question est traitée avec beaucoup de détail dans le Mémoire déjà cité de ^utTci. Elle fait le sujet d*nn Chapitre entier portant ce titre : Figurœ rectilineœ ^'^jut perimeter exhibetur, atquale triangulum construere, cujus vertex et latus opposi- 'tt» dantur potitione in piano figurœ, ita tamen, ut vertex non sit in trium vei plu» rium Ituerum rectis. On en trouve une étude encore plus détaillée, et peut-être même iiQ peo prolixe, dans un Mémoire de D. Leo!icio Ubillos, intitulé Explanacion de un ^'^ino. Procedûnientos graficos para la cubicacion, reparto en la linea de las pioduo»
^^de Uu excavaciones, y calculo de las distancias médias de trasportes, Madrid, 1873, P.S-Î,.
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Considérons, par exemple, le cireuît ACO 12345 {fig' 69) et menons
II' parallèle à 20
33' ^ 4^' } jusqu'à la rencontre de OC.
Nous avons ainsi déterminé une droite AD, qui peut être sub-
Fiç. 69.
stituée à la partie inférieure A5432iO du profil. On substitue d^ la même manière la droite CB| à la partie supérieure, et le proEI polygonal tout entier se trouve transformé en un quadrilatère équivalent ABi CD. On réduit celui-ci à la base 2,b pour déterminer le segment y, dont le produit par b donne l'aire de la figure proposée.
93. La méthode précédente est la plus commode à appliquer quand les aires à déterminer se rapportent à des contours polygonaux très accidentés. Elle s'applique aux circuits entrelacés aussi bien qu'aux autres, elle permet d'avoir égard aux signes des aires partielles, et il suffit d'un peu d'exercice pour effectuer les transformations d'une manière en quelque sorte mécanique.
Soit, par exemple, à réduire par cette méthode le périmètre croisé ABC01234 {fig- 70), qui peut être censé représenter un profil de terrassement, partie en déblai, partie en remblai. On
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mène
1 1' parallèle à 20
\ jusqu'à la rencontre du côté Ce
Le polygone donné est transformé en un quadrilatère équivalent ABCD, qui donne la différence entre les aires de signes con-
Fip. 70.
traires ABCI4f loi 23, représentant, Tune la section en remblai, Tautre la section en déblai.
Le circuit ABCD est de même sens que ABCI4 ou de même sens que loi 23, selon que l'aire du remblai l'emporte sur celle du déblai, ou vice versa.
94. Le même problème est susceptible d'une solution différente.
Soit en effet {fig* 71) une aire quelconque, limitée par un contour polygonal OABCDE et par une droite OX. On la décompose, au moyen de perpendiculaires abaissées des sommets du contour surOX, en une suite de triangles et de trapèzes transformables, par voie de réduction, à la base b d'un rectangle. A ces figures partielles on substitue des rectangles équivalents en prenant les milieux i, 2, 3, 4, 5 des côtés du contour polygonal. On projette ces points sur une droite MY, parallèlement à la droite fondamentale OX. La suite de la construction est suffisamment indiquée par la figure. La transformation des rectangles équivalents aux triangles et aux trapèzes partiels est effectuée au moyen du polygone de multipli-
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cation OAaBtCaDaE, (23), et Taire de la figure proposée est égale au produit de la base b par le segment EEa. La partie de cette aire qui est située au-dessous de la droite OX est affectée du signe contraire à celui de l'autre partie. La mesure de l'aire partielle comprise
Fig. 71.
entre les ordonnées de deux sommets du contour proposé est égale au produit de la base constante b par la différence des ordonnées correspondantes du polygone de multiplication. Par exemple.
et ainsi de suite.
aire AiABBi= ^(B,B, — AsAt], aireAiABCCj=^(C,Ci— A,Ai),
RBPRBSBMTATION GRAPHIQUE DES FONCTIONS A DEUX VAEUBLES. l35
CHAPITRE V
BEPBÉSERAnOn URAPIIftUES.
CorstNBBT. Le calcul par le trait, Paris, 1839. III* Partie. — Culmamn. Die graphische Statik. Zurich, 1875, n** 13-14. — Helheet. Zur Herstellung graphischer Tabeilen mit ztvei Eingàngen, Stnttçard, 1876. — Lâlasme. Mémoire sur les Tables graphiques et sur la Géométrie anamorphique, etc. {Annales des Ponts et Chaussées, a* série, 1846, i*'sem.,p. i). — Méthodes graphiques pour F express ion des lois empiriques ou mat hé' matiquesà trois variables, etc., Paris, Imp. nat., 1878 et 1880. — Schlesingee. F'or^ trâge ûber grafisches Rechnen u. Grafo^Statih, Wien, 1868-1869, D** 57-58. — Ma- BlT. La méthode graphique dans les sciences expérimentales, et principalement eh Physiologie et en Médecine, Paris, 1878.
I. — Représentation graphique des fonctions à deux variables (0-
95. La position d'un point sur un plan est déterminée par deux quantités que Ton nomme coordonnées du point. Il y a une infinité
(*) Les anciens géomètres connaissaient, à titre de cas particuliers, les équations de certaines courbes. Mais Descâetes est le Téritable créateur de la Géométrie analytique. il a montré, d'une manière générale, comment une courbe peut être caractérisée par son équation, c'est-à-dire par la relation qui existe entre les coordonnées de chacun de ses points, et comment toute équation donnée peut être représentée par une courbe. On doit aussi à Descâetes des solutions graphiques pour la détermination des racines des équations du troisième et du quatrième degré. La sublime iuTention cartésienne marque l'origine des méthodes qui permettent de représenter graphiquement les Tariations d'une quantité en fonction d'une autre quantité variable.
Febmat s'est occupé, en même temps que Descâetes, du moyen de représenter les lieux géométriques par des équations algébriques ( Ad locos pianos et solidos Isagoge, Introduction, p. 3. Foir Bobdas-Dehooum, Le cartésianisme, Paris, 187^1 p. 383; HoBFER, Histoire des Mathématiques, Paris, 18741 p> 39$).
Limité d'abord à l'expression graphique des fonctions mathématiquement définies, l'usage des courbes a été ensuite étendu à la traduction des données numériques résultant de l'obsenration. 11 est difficile de dire à quelle époque et par qui cette nou* velle application a été faite pour la première fois. On en trouTO déjà de fréquents exemples dans les écrits publiés Ters le milieu du siècle dernier.
de syttèmes de coordonnées; mais on fait le [Jos somcntosi^
du svstème rectiligne ou du sTstèine polaire.
Dans le STStèine rectiligne, la positioo d'an point P {fig. 71]
est détemiioée par rïatersection de deox droites. PM. P\. paial-
liles i deax axes fixes concoumits, XX'. W. Les positions de VU et de PN sont eUes-mémes respectÏTeiBail ^' ''■ définies par les distances OM, OS, mesorécs
sur les axes à partir du point d'origine 0.
Les segments OM [aiscùses) sont, par convention, considérés comme positifs on coame négatifs selon qu'ils s'étendent, 1 partir de l'origine, dans la direction OX 00 dans la direction OX'. Pareillement, les segments ON (ordonnées) sont positifs dans le sens 0¥
et négatifs dans le sens OV. Cette convention permet de distia-
IMi 1769. Fiixcuco Lciso «niïl indiqoé le moTCD d'cUblir frvpbiqaeacal tVèat MJeDUBqna de chaque «tcle el en particulier da inn* ■ {Ciormale Ji Brrrm, i^ I. III, p. 161. Lxttrrr icriile da più parti tTEuropa a Jïrmi amiei imoi mrl lySlgCtt^ PaTÏa, 1785, p. 90-6S). — Bihlioieea matrntaiica italùma di Ricuui, 1. Il, MntM i , 1873, ool, 37).
En 178g, PLÀTun doDiull im TaUtmmi tAritkmèti^me Umiairr A eiimmutf. Jet fitoKcti tt dm la délit aatiotuile iAiigleierre (tndneUoB Gruitaiae, P>m, mir* 1789, Bibliolb. diIIod., n* iS3), daDi lesqueli on tronr» Botamnent dtal diagrammai mcltaol en relief l'accroinement de la dette pabliqne en ABglcteTTe, dr puil leSSjuaqa'k 178J, et la balance de l'i m parution et de l'eiporUlion du» le néa* (taya.
En 1791. CiMixi publiait nn Tableau graphique de la direelioH de fmigmiBe «l'uaarrr fri 4t "1 M '' ^S ^^ '^"^Hf "toit, ri de sa marche obiervèe k roiierraloirr njal A Parit depuù le 4 nui' 17B3 jmqu'au 16 décembre 1788 (ile la déelùiaàoii et da -aari»lioai de ^aiguille aimantée obiervéei à rObiervaloire rojal de Paru depiût FaiL 1GG7 juiqu'à i79>, «le-, par M. C*uiii, Pari», L.-P. Conret, 1791 ).
Au cammenceroent de ce siècle, Faui:taD conatmiuît en France dea Tableaai fifaratiff du court dea^asBienals et du coura de la renie pour lei périodea compriaca entra 1789 el 1807. >ont cilerona encore parmi les initiateura de la méthode : I.ITT0:) Coou ( 1800); G1111D (1816); PruFFEa ( Ti^leaax graphiques peignant direri rêtallmu dtitervation, 1810)1 Escbei oa ll Lmsi (1B31); T:tME (i83J, courbe du choléra de iS3i]; MiTiARD ( Tableaux graphiques relatif j à la consommation des pai/ages de Paris, dantia Projet de canal et de chemin de fer pour le trantpart dei patéa de Paria, 1636. — Du Tableaui graphiques et des Cartel figuratives. P»ri»,i6ei); Klosk (^'i^*- :ur Correctiw fur die Temperalaren der freiea Luft, lam Gebrauch des militâriich-lopographilckt» Biireau'i rnfHw/M, Carlirube. iS3o); VuM-xt.i.1 {Charte/ Biography, ^iK.); Poccu- Boan {Lebeaslinien lur Geschichte der exacten Wistenschaften, etc.)- Voir QueteUT, Histoire des Sciences mathématifues chez les Belges, e(C.
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gner les points, tels que P, P|, Pj, P3, dont les coordonnées ont mêmes valeurs absolues, et d'attribuer chaque couple de coordonnées à un point du plan et à un seul. On obtient tous les points du plan en faisant varier les coordonnées depuis zéro jusqu'à Tinfini dans les directions positives et négatives des deux axes.
Les coordonnées d'un point P sont les projections de la droite OP sur chacun des axes à partir du point à l'infini de l'autre axe. Lorsque les axes sont rectangulaires, les deux projections sont orthogonales et les coor- F«ff- 73.
données d'un point sont les distances de ce point aux deux axes.
Dans le système des coordonnées polaires, la position d'un point P {fig' 73) est déterminée parla longueur du segment OP [rajon vecteur) compris entre ce point et un pôle fixe O, et par l'angle 9 que fait le segment OP avec un axe fixe OB. Le système des coordonnées polaires permet aussi d'obtenir tous les points du plan.
96. Au lieu de connaître une abscisse et une ordonnée, c'està-dire les deux conditions qui déterminent un seul point, on peut ne connaître qu'une certaine relation constante existant entre deux séries de grandeurs linéaires variables, susceptibles d'être prises successivement comme coordonnées relativement à deux axes. Cette relation constitue une première condition qui pourra être satisfaite psur une infinité de points, mais non par des points quelconques pris au hasard dans le plan; à chaque valeur de l'une des variables correspondent en effet des valeurs en nombre fini de l'autre variable. La suite continue des points dont les coordonnées satisfont à la relation ou équation donnée forme une ligne plane AB, qui est la représentation géométrique ou le lieu de cette équation.
Réciproquement, si un point P est assujetti à parcourir d'un mouvement continu une ligne AB située dans le plan des axes OX, OY, les coordonnées de ce point varient quand il se déplace, et toute valeur arbitrairement attribuée à l'abscisse OM = x, ou à l'ordonnée MP = y^ détermine une valeur correspondante de l'ordonnée ou de l'abscisse. Ainsi les deux coordonnées sont fonctions l'une de l'autre, et, si la ligne AB est géométriquement définie, on pourra déduire de sa définition même la relation qui existe entre
les deux coordonnées de Tun quelconque de ses points. Cette relation constitue l'équation en x et en y de la ligne AB.
On peut donc se proposer de tracer une courbe qui soit Timage d'une relation donnée entre deux variables ou de trouver une équation qui soit l'expression algébrique d'une courbe définie par une propriété géométrique. Le même raisonnement s'applique à tous les systèmes de coordonnées, et notamment au système polaire, dans lequel l'abscisse x et l'ordonnée j^ sont remplacées par le rayon vecteur p et par l'angle fl.
On voit, par ce qui précède, qu'une courbe et son équation sont deux expressions différentes d'une seule et même loi. On comprend dès lors que les problèmes d'application puissent être résolus soit par des constructions graphiques, soit par des calculs. Il est généralement facile de reconnaître, d'après la nature de la question, quel est celui des deux modes de solution qui doit être préféré.
97. Nous avons supposé jusqu'ici que la relation entre le&variables x qV y est soumise à une loi mathématique déterminée^ La même loi préside alors à la génération de la courbe corrélative^ et cette courbe est dite géométrique. Mais on peut aussi tracer, ecM la rapportant à nn système d'axes coordonnés, la courbe repré — sentative des relations qu'une suite d'observations a permis d'établir entre deux catégories de valeurs dont la dépendance mutuelle n'est exprimée par aucune loi préalablement connue. Les courbes de cette provenance sont souvent la traduction de Tables numériques à simple entrée, composées de deux colonnes dont les nombres se correspondent un à un. Ces courbes, appelées graphiques par quelques auteurs, n'existent en général que dans les limites où elles sont effectivement tracées et ne peuvent être prolongées au delà que si des observations plus étendues fournissent de nouveaux résultats à enregistrer.
98. Les courbes planes, géométriques ou graphiques, ont l'avantage de parler aux yeux et de faire saisir les lois de variation des fonctions mathématiques ou des relations empiriques beaucoup mieux qu'on ne le pourrait par la discussion des équations ou par rexamen laborieux des documents statistiques et des Tables numériques. Le tracé de plusieurs courbes, rapportées aux mêmes
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axes, permet de comparer facilement les allures de plusieurs fonctions d'une même variable (*), de trouver immédiatement, par exemple, les valeurs de ces fonctions qui correspondent à une même valeur de la variable commune ou les valeurs de la variable elle-même qui correspondent, soit aux plus grandes valeurs, soit aux plus petites valeurs, soit aux valeurs égales de la fonction.
Un autre avantage à retirer de la représentation graphique
des fonctions consiste dans la possibilité de parvenir, soit par le
procédé peu approximatif, mais relativement simple, de la pesée,
soit par la sommation des trapèzes, soit au moyen d'instruments
planimétriques, à la quadrature des courbes, sur laquelle repose
la détermination d'un si grand nombre de résultats utiles.
Quand une courbe est géométrique et qu'on en connaît la nature, il sulYit, pour la tracer tout entière, de calculer un petit nombre de ses ordonnées. On obtient ensuite graphiquement, avec une grande x^apidité, les valeurs des ordonnées comprises entre les premières. L'interpolation graphique peut d'ailleurs être pratiquée, même C|uand on ne connaît pas la nature de la courbe à tracer, par le raccordement d'un certain nombre de ses points (2). Le problème
(*) BBLCRA5D [Étude des lois qui régissent les crues des cours d'eau {Annales de la Société météorologique, t. I, p. 4o; Annales des Ponts et Chaussées, septembre et octobre 1846, janvier et février i85q); — Notice sur le régime de la pluie dans le bassin de la Seine {Annales des Ponts et Cliamsées, /|« série. i865, q* semestre)] 3 dégagé ou vérifié ainsi plusieurs lois relatives au régime comparatif des pluies et des cours d'eau en diverses saisons. Voir Marié-Davy, Météorologie générale; les mouvements de l'atmosphère et les 'Variations du temps, Paris, 1877, p. 824 et suiv. Elias Loomis {Journal de Physique, 1874, p. loi) et Balfoir Stewart {La Nature^ 1877, p. 107, i4o, i63. — Marbt, La méthode graphique, etc., Paris, 1878, p. 87) ont mis en relief et commenté, par le rapprochement de trois courbes, la coïncidence des variations périodiques de trois phénomènes qu'on aurait pu croire indépendants les uns des autres, savoir : les changements diurnes de la déclinaison magnétique, la fréquence des aurores boréales et Tintensité des taches du Soleil. Voir aussi la relation établie par G. Davtso!! entre les deux courbes qui représentent les variations annuelles des taches solaires et du niveau du lac Erié (la Nature, 1874). Dans les graphiques de la marche des trains sur un chemin de fer, dressés d'après la méthode d'IoRV, l'heure et le lieu do croisement de deux trains, ou de dépassement d'un train par un autre, sont donnés immédiatement par l'intersection des lignes qui représentent le mouvement des deux trains considérés.
(') Coc8i?iERT {Le calcul par le trait, III* Partie) a fait de cette question une étude très étendue.
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coDsisto alors à rapporter à une certaine fonction (*), et par suite à la courbe que cette fonction définit, la relation qui existe entre des variables dont un certain nombre de valeurs sont données par l'observation.
99. Les représentations graphiques de résultats d'expériences conduisent aussi quelquefois à remplacer certaines formules empiriques, usitées dans la pratique des ingénieurs, par d'autres formules également empiriques, mais dont l'expression figurée côtoie de plus près le diagramme des faits observés (*). Ces représenta-
(*) La fonction est ordinairement réquation 'd'une courbe du genre parabolique, c'est-à-dire de la forme
Il suffit, pour déterminer les constantes de cette équation, de pouToir emprunter à Tobsertation une suite de valeurs particulières des variables, dont le nombre soit au moins égal à l'indice du degré de l'équation augmenté d'une unité. Laplaûk ( Traité de Mécanique céleste, t. 1, liv. II, art. 29) a donné une méthode pour trouTer ces constantes par la comparaison de deux séries. Michal (Notes à l'Académie des Sciences des II octobre 1847 et i** août i85)| et Mémoire inséré dans \<ig Annales des Ponts et Chaussées, 4^ série, t. X, i865, sous ce titre : Méthode d'interpolation au moyen des courbes du genre parabolique) a substitué aux démonstrations de Laplacb d'autres démonstrations basées sur les procédés ordinaires de l'élimination. Il a donné des régies pratiques pour atténuer les causes d'erreur en déterminant d'une manière approchée le degré de la parabole d'interpolation qui doit être substituée de préférence à toute autre parabole d'un degré plus élevé ou d'un degré moindre. Michal a interpolé par des équations paraboliques les résultats de diverses expériences faites par Regxavlt pour déterminer les principales lois physiques et les données numériques qui entrent dans le calcul des machines à vapeur. Il a déterminé par la même méthode les constantes de l'équation relative à Técoulement de l'eau dans les conduites. Voir dans un Mémoire de Caccut, lithographie à Prague en 1887 et réimprimé dans le Journal de LiovviLLB, une méthode d'interpolation que M. Yvo?( Villarcbao a développée dans les Additions à la Connaissance des Temps pour 1802.
(") Voir Tables hydrauliques et méthodes graphiques déduites de formules nouvelles pour les problèmes sur les eaux courantes, etc., parM.DESAi!iT-V£:iA!rr (Paris, i85a). Le Tableau graphique de la Pi. I. contient, tant pour les canaux découverts que pour les tuyaux de conduite, les courbes comparatives fournies par les formules de Pnonv, par celles d'E\TELWEi!f, par des résultats d'expériences et par une nouvelle formule qui s'écarte moins que les autres du diagramme expérimental. Les Tableaux de la PI, Il du mëmeiMémoire servent à déterminer graphiquement : i** les largeurs et profondeurs qui peuvent être données à un canal trapèze pour transporter une quantité d'eau donnée, sur une ponte donnée; a^ les remous produits dans un cours d'eau, en amont d'un barrage qui relève ses eaux d'une hauteur connue en un point déterminé.
REPRÉSENTATION GRAPHIQUE DES FONCTIONS A DEUX VARIABLES. lit
lions peuvent, de la sorte, ouvrir la voie à la détermination de certaines lois ou corrélations encore inconnues. Tel est le but final qu'on se propose d'atteindre, et dont on s'approche plus ou moins, quand on traduit graphiquement les relevés statistiques établis d'après l'observation des faits économiques ( * ) ou des phénomènes naturels.
Nous signalerons, parmi les diagrammes statistiques importants qui ont figuré à l'Exposition de 1878, ceux qui se rapportent au trafic annuel du canal de Suez, à l'histoire financière de la ville de Paris, au développement agricole et industriel et au mouvement de la population en Algérie, à la variation des prix et des salaires en Italie, au commerce de la Russie, de la Hongrie, de l'Amérique, etc.
Il était naturel d'exprimer par des diagrammes de même sorte les variations de cours des valeurs publiques et des principales denrées. Cette application, indiquée par Frissard dès le commencement de ce siècle, tend aujourd'hui à se généraliser. On en trouve de nombreux exemples dans les publications périodiques faites par les Bourses de divers pays, par les journaux financiers et par certaines maisons de commerce. Ces représentations synthétiques permettent de saisir à première vue tous les mouvements du marché. Elles donnent des faits une idée beaucoup plus exacte et beaucoup plus complète qu'on ne pourrait se la procurer par un amas de chiffres disposés en Tableaux (*).
(') Nous rappellerons à ce propos les beaux travaux de Quetelet sur la Physique sociale et sur rAnthropomctrie ( ^/iMro/7om«Vri>y ou mesure des différentes facultés de f homme, 1871). Les premiers travaux de Qdetelet sur ce sujet remontent à i835. Voir aussi : Boccardo, DelC applicazione dei metodi quantitativi aile scieiize economiche, statistiche e sociali, Torino, 1870, p. xxxiv. — J. Rcssel Soweay, Ckronological, hU" torical and statistical diagram from the year 1600 to the présent tinte, 1860). — RowDiTCB, The growth of children, Boston, 1877, ^''^na ihe Eighth annual Report of the State Board of health of Massachusetts. — H. Th. Kch.me, Graphisch-statistischer Atlas. — Atlas de Bergdacs. — A!IZIA!II, Relazione al Ministro d'agricoltura, industria e commercio intorno ai lavori eseguiti nella ultima adunanza del Congresso di Statistica deir Aja. — Élys£b Reclus. Géographie universelle, avec de nombreux diagrammes représentatifs des conditions économiques et naturelles des diverses contrées. — Favabo, Saggio di cronograjia dei matematici delV antichità, Padova. 1875; Sulla rappresentazione grajica dei prezzi délie derrate. Padova, 1875, etc.
(') On traduit assez souvent les faits do Statistique en coordonnées polaires. La Compagnie des chemins de fer de l'Ouest a publié, dans ce système, des diagrammes
100. Les sciences physiques mettent fréquemment à profit les avantages de la représentation graphique ; mais c^est surtout dans l'expression des phénomènes météorologiques que l'usage des diagrammes tend à se généraliser. Yi^ Annuaire de V Observatoire de Montsouris pour l'an 1878 en contient notamment un grand nombre, qui permettent de saisir et de comparer les variations accusées par les instruments indicateurs de la pression atmosphérique, de la température, de la quantité de pluie tombée, de Tévaporation, de Tintensilé lumineuse, de la direction des vents et de leur force, des quantités d'humidité, d'ozone, de microbes ou de divers gaz contenues dans l'atmosphère, de l'inclinaison et de la déclinaison magnétiques, etc. Dans ces diagrammes, le temps, exprimé en heures, en jours ou en mois, est généralement pris comme variable indépendante et porté en abscisses. Les quantités correspondantes, accusées par l'observation des phénomènes, $ont aussi exprimées en grandeurs linéaires et portées en ordonnées. On réunit souvent dans un même Tableau, en les faisant dépendre de la même variable, les résultats fournis par divers ordres de phénomènes dont le rapprochement peut conduire à d'utiles déductions.
de SCS recettes. Des rayons issus du polo divisent le plan en cinquante-deux angles égaux correspondant aux cinquante-deux semaines de l'année. Les lon(;ueurs portées sur ces rayons à partir du pôle représentent les recettes hebdomadaires, à raison de o"*,ooi pour 2000^''.
La Belgique a adopté le système polaire pour la statistique comparatiredeses provinces. Chaque province occupe un secteur, et des couleurs diverses permettent de distinguer, dans chaque secteur, les diagrammes représentatifs des différents laits.
Il arrive quelquefois que, au lieu de porter sur des rayons équidistants des longueurs proportionnelles à la mesure des faits représentés, on opère la division proportionnelle sur une circonférence décrite du pôle comme centre. L'importance relative des faits est alors exprimée par l'ouverture relative des secteurs concentriques. Tel est le principe du diagramme dressé par la Chambre de commerce de Marseille pour mettre en évidence le tonnage comparatif des diverses puissances maritimes du monde. Voir, dans la Relazionc générale sut cenni monografîcl dci siugoli servizi dipendenti dal Mi' nisicro dei Itivori pabblit-i^ compilât i in ocras io/ie délia Esposizione unix'ersale di Parigi dcir anno 1878 (Roma, 1878), les diagrammes indiquant, pour chacune des provinces itali(MHU's, les rapports de la viabilité à la supcrlicie et à la population. Voir aussi G. LtBON, La mcthode graphique et les instruments enregistreurSf etc., dans les Rapports sur r Exposition uniicrsclle de i8;8. Paris. 1879, p. 3 18
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La^g, 74) pai* exemple, présente les diagrammes de la pluie, ta pression atmosphérique, de la température et des degrés inoroétrîques, d'après les observations quotidiennes faites à tntsouris pendant le mois de septembre 1876. L'axe des ab-
sses est gradué de 1 à 3o, et chaque interligne de o^iOO'^ Tcspond à un jour.
La hauteur do pluie tombée chaque jour est comptée à partirde orizontalc et ;V raison d'un interligne i»ar millimètre d'eau. Dans la courbe du baromètre, qui donne la hauteur à midi, ique interbgne correspond à i"" de mercure. L'horizontale
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qui sert de limile à la partie hachurée correspond k la pression moyenne normale de ^SS"".
Les courbes de température sont au nombre de quatre. La première, en trait plein, correspond aux températures moyennes déduites, pour chaque jour du mois, de soixante années d'observations faites à l'Observatoire de Paris. La seconde, également en trait plein, est donnée par les températures moyennes diurnes de l'année 1876-^7. La partie hachurée fait ressortir les périodes pendant lesquelles la température moyenne a été inférieure à la normale. Les deux lignes pointillées figurent, l'une ta marche des températures maxïma, l'autre la marche des températures minima.
La courbe inférieure marque les degrés actinométriques moyens de chaque jour, rapportés à la constante solaire 100. Chaque intervalle correspond alors à 5".
L'emploi des diagrammes à coordonnées polaires est indiqué quand il s'agit d'exprimer les variations d'un phénomène qui peut s'accomplir dans toutes les directions ou d'un autre phénomène ayant avec le premier une relation d'effet à cause.
Les roses figuratives de la direction ou de l'intensité des venu
Fia- 7S.
sont des applications bien connues de ce mode de représentation. La Jlg. 75 exprime, dans le même système, d'après les observations de Montsouris en 1877, la relation qui existe entre la direction des vents et les quantités d'oïone ou d'ammoniaque contenues
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dans l'air. La courbe pleine est déterminée par des rayons vecteurs proportionnels aux quantités d'ozone. La courbe pointlUée se rapporte à l'ammoniaque. On vérifie immédiatement que les quantités d'ozone, très petites quand le vent souffle dans les directions comprises entre le nord-ouest et le sud-est en passant par le nord, deviennent abondantes sous rinfluence des vents de l'ouest, du sudouest et du sud (*).
IL — Représentation graphique des fonctions à trois variables.
Fig. 76.
101. La position d'un point M dans l'espace est déterminée par trois coordonnées. Ces coordonnées sont, dans le système rectillgne rectangulaire, les distances positives ou négatives OA, OB, OC {jig. 76) d'un point fixe O, pris pour origine, à trois plans rectangulaires passant par le point considéré. Un autre point quelconque de l'espace étant déterminé par la commune intersection de trois autres plans respectivement parallèles aux précédents, ses coordonnées seront mesurées, à [)artlr du point O, sur les mômes axes que les premières.
On obtient les extrémités A, B, C des cooixlonnées d'un point M en projetant ce point sur chacun des trois axes fixes, au moyen d un plan parallèle à la direction des deux autres axes.
102. On peut ne pas connaître les trois coordonnées qui déter-
(') Nous no pouvons pas entrer ici dans le détail des innombrables applications qni ont été faites de la méthode graphique aux diverses sciences d'observation et principalement aux sciences médicales. On pourra consulter à ce sujet les Ouvrages •uiranto: Jaccocd, Leçons de Chimie médicale^ etc. Paris, 1867. — Ublb e Wagner, Trattato di Patologia générale. Venezia, i865. — Dohrx, Die geburtshUlflichen Opera^ tionen in Kurhessen wàhrend der Jahre 1 852-1 856. Cassel, 1862. — Lorain, Iai méthode graphique appliquée à t étude clinifjue des maladies {Revue des Cours scientifiques,
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minent un point dans Tespace, mais avoir une certaine relation
entre trois séries de grandeurs linéaires variables x^y^ Zj susceptibles d'être prises comme coordonnées relativement à trois axes que nous supposons rectangulaires. Par un point C, situé sur l'axe OZ, à une dislance quelconque c de l'origine, menons un plan parallèle à XOY. Les points de ce plan qui satisfont à la relation générale (i) sont liés entre eux par la relation plus particulière y(j:,j^, c)= o. Or, on sait (96) que cette relation entre les deux variables x et j^ représente une courbe située dans le plan considéré. Si l'on attribue à Z une nouvelle valeur très peu différente de c, on a dans un second plan, parallèle au précédent, une seconde courbe qui diffère très peu de la première. En général, si l'on fait varier Z d'une manière continue, on obtient une suite continue de courbes dont l'ensemble forme une surface. Cette surface est la représentation géométrique ou le lieu de la relation donnée entre les trois variables.
103. Réciproquement, si un point M est assujetti à se mouvoir sur une surface S, les coordonnées de ce point varient quand il se déplace, et à chacune de ses positions correspond une valeur
Paris, 1870). — LuRAiif, La Médecine scientifique {Het'tte des Cours scientifiques, Paris, 1870). — RuDORFP, Grumdriss der C hernie f Or den Unterricht ttn hokeren Lehrtinstalteny zwcite Auflajrc. Berlin, 1870. — Mandelblih, Tabellen zur Berechnung der Boden" erschôpfung und des Bodenkraft'Ersatzes.Graphische in Farben ausgefuhrte Darstellung der M ineralbestandtheile und des Stickstoff's landwirthschaftlicher Culturpfianzen uni Derschiedener Dungemittel. Leipzig;, 1870. — Maret, Du mouvement dans les fonctions de la vie. Paris, 1867. — Marey, La machine animale, locomotion terrestre et aérienne. Paris, 1873. — Maret, La méthode graphique dans les sciences expérimentales, et en particulier en Physiologie et en Médecine. Paris, 1878. — Lenoble do Teil, Locomotion quadrupède étudiée sur le cheval^ dans le Journal des Haras, 1877. — G. Lebok, Recherches anatomiques et mathématiques sur les lois de variation du volume du eer^ veau et sur leurs relations avec f intelligence, Paris. — Le Bon, La méthode graphique et les instruments enregistreurs, etc. Paris, 1879.
Pour les applications de la méthode graphique à l'Astronomie, a la Navigation et à la Météorologie, voir Baille et Hatt, Notes sur la détermination des éclipses, dans les Comptes rendus de VAcadémie des Sciences. Paris, juin 1878. — Yvos Villarcead et AvED de Magxac, Nouvelle navigation astronomique, Paris, 1877. — Marié-Davt, Météorologie générale, etc. Paris, 1877.
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déterminée de l'ordonnée PM ou z. Mais la projection P de M sur le plan XOY se déplace d'une manière arbitraire dans ce plan. L'ordonnée PM = z d'un point quelconque M de S est, par conséquent, une fonction des coordonnées x gI y de P, considérées comme variables indépendantes. Si la surface S est géométriquement définie, on pourra déduire de sa définition même la relation qui existe entre les coordonnées de l'un quelconque de ses points. Cette relation constitue l'équation en x, j^ et z de S.
On peut donc se proposer de construire une surface qui soit l'expression géométrique d'une relation donnée entre trois variables OU de trouver une équation entre trois variables qui soit l'expression algébrique d'une surface géométriquement définie.
On peut d'ailleurs étendre ce qui vient d'être dit des fonctions mathématiques aux lois naturelles ou empiriques et aux relations que l'observation a permis d'établir entre trois catégories d'éléments variables.
104. Toute surface courbe, pour être réellement représentée avec des reliefs, exigerait les trois dimensions de l'espace qui correspondent aux trois variables dont elles figurent la relation. Mais on peut, au moyen d'une notation aussi simple qu'expressive, remplacer les constructions dans l'espace par des tracés entièrement contenus dans un plan, qui est ordinairement le plan horizontal des xy. Imaginons, en effet, que l'on coupe la surface par une suite d'autres plans horizontaux équidistants et que l'on projette orthogonale ment les courbes d'intersection ou lignes de niveau sur le plan des xy. Les projections seront l'exacte reproduction des courbes elles-mêmes. Le plan de projection ne conservant que les grandeurs des coordonnées x et y, et la troisième coordonnée z d'un point quelconque n'étant représentée que par la projection de ce point, on détermine la position de chaque courbe par un chiffre ou cote qui indique la valeur de z commune à tous les points de son plan. On possède ainsi, sur le plan coté^ tous les éléments nécessaires pour rétablir au besoin la surface courbe avec son relief.
Ce procédé est analogue à celui qu'on emploie en Géodésie pour figurer au moyen de courbes d'égal niveau les reliefs du sol
sur les plans topographiques cotés.
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105. Supposons qu'il s'agisse de représenter graphiquement la loi mathématique à trois variables exprimée par l'équation
dans laquelle x ei y sont les variables indépendantes, c'est-à-dlrc les arguments de la table numérique à double entrée qui servirait à déterminer les valeurs de z.
Attribuons à z les valeurs successives o, z^^ 2^1, 3^1, ...et rapportons à un même système d'axes les courbes planes représentées par les équations
/(^, /, o)— o, /(x, y, 5,)— o, /•(j7, 7, 25i) — o, /{Xy yyZzi) — o,
Ces courbes sont les projections orthogonales des sections horizontales équidistantes pratiquées dans la surface représentée par l'équation (i); on les affecte respectivement des cotes 0, ^o 2<Z|, 0^1, ....
^Si l'équation donnée est du premier degré en x et en/, les lignes de niveau et leurs projections sont des droites.
Si l'équation est de la forme
z z= ax -H by -h c,
le plan qu'elle détermine est coupé suivant des lignes de niveau qui sont des droites parallèles.
Si, dans la même équation, on fait a == t, les droites parallèles ont pour coefficient angulaire l'unité et font des angles égaux avec les axes des a: et desj^.
Ces angles sont de 45 degrés lorsque les axes sont rectangulaires.
L'équation i; r= -, ou, plus généralement,
est représentée par un faisceau de rayons cotés dont le centre a pour coordonnées a et h.
Lorsque l'équation à trois variables est du second degré, les courbes de niveau sont en général des coniques.
<( CII4PHIQDB DES FONCTIONS A TROia VAIIABLBS. IJQ
Soit, par exemple, à construire la suite des courbes de niveau constituant une table graphique propre à remplacer la table de Pj'thagore; x et ;y étaut deux facteurs quelconques, leur produit est fourni par l'équation
dont l'expression géométrique est un paraboloïde hyperbolique. En donnant successivement ù z différentes valeurs, on a les courbes horizontales de la surface. Ces courbes (G. 137, 2S9) sont des hyperboles équilatères homolhétiqucs rapportées à leurs asymptotes. L'ensemble de leurs projections cotées constitue la table à double entrée de Pouchet, dont la fig. yj présente une réduc-
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lion. Pour déterminer le produit de deux nombres, on chercne le point du plan qui a pour coordonnées les valeurs linéaires repré- KDtatives de ces nombres. Ce point est sur une hyperbole dont la coie donne le produit cherché.
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I. — Surfaces topographiques
106. On nomme surfaces topographiques non seulement les surfaces de terrain considérées en Géodésie, mais encore, par extension, les surfaces dont la loi de génération n'est pas définie et dont les lignes de niveau, projetées sur le pLin horizontal des xj, ne se rencontrent pas. Ces surfaces n'ont qu'un point sur chaque verticale.
On peut étendre aux surfaces topographiques, et spécialement aux surfaces représentatives des Tables numériques à double entrée, les diverses constructions auxquelles donne lieu la méthode dite des projections cotées. On trouve ces constructions dans les Traités de Géométrie descriptive ( * ) ,
Nous nous bornerons à rappeler celles qu'il importe le plus de connaîti-e quand on se propose d'établir ou d'interpréter des Tables graphiques.
107. Une droite est déterminée par sa projection sur le plan horizontal de comparaison et par les cotes de deux de ses points.
Une droite est dite graduée lorsqu'on indique ceux de ses points qui correspondent à des ordonnées numériques exprimées par des nombres entiers.
On nomme intervalle la projection du segment de droite compris entre deux points dont les cotes diffèrent d'une unité.
On détermine, au moyen d'une simple proportion, la cote d'un point donné sur une droite ou la projection sur une droite d'un point dont la cote est donnée.
(*) Voir notamment ^Lerot, Traité de Géométrie descriptive, suivi de la méthode des plans cotés, 5* édit., Paris, iSjg, p. 325-336. — De la Gournerie, Traité de Géométrie descriptive, 2* édit., Impartie, Paris, 1873, liv. Ill, p. 1 10-1 19, et III* Partie, i86'|, liv. X, p. 180-196. — Ma?inheim, Cours de Géométrie descriptive de tÉcole Polytechnique^ comprenant les éléments de la Géométrie cinématique, Paris, 1880, p. i5-23 et 446-460.
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On appelle pf/)W d'une droite la tangeoie trigonométrique de l'angle que cette droite fait avec le plan de comparaison. Le produit de la pente par l'intervalle est égal k l'unité.
Les lignes de plus grande pente d'un plan sont perpendiculaires aux horizontales de ce plan. La projection cotée de l'une quelconque de ces lignes constitue {'échelle de pente Aa plan et suffit à le déterminer.
108. Tous les points d'une horizontale ayant même cote, an détermine la cote d'un point donné sur un plan en abaissant de la projection de ce point une perpendiculaire sur l'échelle de pente du plan.
Trois points M, N, P étant donnés par leurs projections cotées, on construit l'échelle de pente de leur plan en joignant MN, déterminant le point Q de cette droite qui a même cote que P, et menant une droite perpendiculaire It l'horizontale PQ. Cette horizontale et une autre quelconque, celle du point M par exemple, coupent l'échelle A en deux points dont on connaît les cotes.
Deux droites sont dans un même plan lorsque le point d'intersection de lenrs projections a même cote sur chacune d'elles.
La droite commune à deux plans donnes est déterminée par les points d'intersection des horizontales menées par deux couples de points ayant même cote sur les échelles de pentes des deux plans.
Pour déterminer le point d'intersection d'un plan donné par son échelle
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et d'une droite donnée par sa projection cotée, on fait passer par la droite un plan auxiliaire, et l'on détermine comme il vient d'être dit la droite
Soit à «wOrnire ^fig. 78 l'inlenKtiaa d'ane sarbre l
phîqae dotmëe par ics ctwrbcs de airean et d'an plan donné par»
depeole.
Les bocïaonuW dn |^aa qoi oal ■ (■» cotes qoe les courbes donnéd
Hot mpecÛTeis^ dans les |itans de ces courbes et les reocoatrent en do
poïnls de la lîgae d'ïnlcfiectîoa chefchc' e.
Lronqnele plan Mcanl ay est vertical Jig. 7^', on le bit lonmeranI<»r de ïaae de tes borinotales. celle qui est 1 b ente 5 par excMpte, juu}n*à ce qu'il devienK lai-M^ae borânaial. Le point de reacoatre decepbnetde la courbe loest à rinqninlti an-denus de la cbamière; on obtient donc MO rabattencBl en mesurant à réchelle i»
desân 5 nnïtés à putïr du point m sur la ftf pendïculaire deréc en oc pmnt à mp.
De même, le point de rencontre du pUo sécant et de U courbe 9 est rabattu à j unità au-dessus du point a sur b perjiendiculÛR Ctt ce dernier point 1 la driHte mp. La courfe qui joint b suite drs pninti rabattus de ceM nauière est h pr^jectioo du rabattement, snr
le pbn de b courbe 5, de l'intersection <lu plan TertiiaJ et de la sutCmc
lopographiqnc.
Cette surface n'étant donnée qa'a|^>mximativen>eol p3r se« murbea de
DtTeau, les problèmes aniquek elle donne lieu ne comportent que des W'
Intions approaima tires.
deux coordiinnées rariablcs semntd'tf* mpris entre deux courbes de niveaii M*
It arrive souvent qu'ai juments correspond un point
■écntÎTes. La cote de ce point est alors roumîe par une îoterpobtioo i *■! on par dm construction.
Soîl à déterminer, par exemple, h cote d'un point r, pnjctjaB, les courbes ^ et 8. On (instruit, tximme fHéccdemmcBt, b. "
e U secdoD bile dans U surCice par an pbn Tertical mp passani par r, t l'im ajoute à h cote 5 de l'horâi>atalr du point r la Inogueur de Torooaêt TTf.
n nlBt en généni de joindre par une droite les rabattements îles points pli « projettent en 7 et 8. L'ordonnée rr, est alors mesurée entre celte IroilE et le plan horûontal dn point r.
111. Soit à déterminer inTcrsemenl. sur une droite mp, U position fin point r, de la sur&ce, dont on connaît la cote. Les cotes de r, et de mp étant respectiTement 7". 4*^ ^ 5*, on mène parallèlement i mp H lia dûitance de 3~,4o nne droite qni rencontre en r, la projection du nbiRemeot de la courbe soivaDl laquelle la surface est ctiu|>ce par le plan tolkal mp.
En projetant le point r, sur mp, on obtient le point r, qui est cote ^", ^o. Bus ce cas encore, on oblige le plus souvent la courbure de la section nrticale entre tes points projetés en 7 et en 8.
Od peut répéter U construction précédente pour un ceri.-iin nombre de pUo) Tcrticanx et déterminer le point coté 7", 4"* sur la projection de channdeces pUns. La reunion par un Irait continu de tous les pHnts qui npoodeni à celte condition donne la courbe de niveau intercalaire col«;",4o.
112. On construit l'intersection de deux surfuces topographtques loiiBéM par leurs courbes de niveau en raccordant par un ti'ait continu les pwnis d'Interjection des couples de courbes qui ont même ciilo.
Pour construire rinlcrsection d'une surface topogrj|ibi(jue cl d'une droite, on détermine l'iatersecEion de ia surface et d'un plan |ussant par la Mte. La ligne ainsi obtenue et la droite donnée se cutipent au {Hiint (krdié.
113. La pente d'une ligne en un point est b ]>ente de m tangente au ■fiiM point. La ligne est d'égale pente quand toutes ses t^ingcntes smléga- Wnt inclinées à l'horizon.
Soit à tracer, sur une surface top<^rapliique donnée par des courbes de (iKu dont l'équidistance est prise |iour unité, une ligne (laosiint par un PM donné de l'une des courbes et dont la pente uniforme mal '-ffAi: a m.
IDi point donné A comme centre, avec un rjyon i^^l i — - on d<-tril oti
■c de cercle <| ai coupe la courbe voisine en u
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arc qui rencontre la courbe suivante en G. La solution est approximatiTcmeiit fournie par la ligne qui joint la suite des points A, B, C, . • • .
Le problème présente deux solutions, ou une seule, ou n'en comporte aucune, selon que le cercle de rayon constant dont le centre est sur une courbe coupe la courbe suivante, la touche ou ne la rencontre pas.
On résout par tâtonnement le problème qui consiste à tracer sur une surface topographique une ligne d'égale pente entre deux points donnés»
114. Toute ligne qui coupe à angle droit les courbes de niveau d'une surface est une ligne de plus grande pente de la surface. Il peut arriver qu'une infmitc de ces trajectoires orthogonales passent par un point donné : tel est, par exemple, le cas du point où une surface de révolution est rencontrée par son axe. Mais, en général, une seule ligne de plus grande pente passe par un point déterminé d'une surface, car on ne peut mener qu'une normale à une courbe en un de ses points.
115. Le plan tangent eu un point A d'une surface topographique est déterminé par deux tangentes à la surface en ce point : la tangente / à la courbe de niveau du point A, et la t;mgente t' à la section faite dans la surface par le plan vcrticiil perpendiculaire à / en A. La droite t! est une ligne de plus grande pente du plan tangent.
La surface est à courbures opposées quand elle est coupée par le plan tangent en un de ses points. La sui'face présente un col lorsque le plan tangent qui la coupe est horizontal.
IL — Applications des surfaces topographiques à la représentation
des phénomènes naturels (0.
116. M. Léon Lalanne est Tauteur d'une première application devenue classique.
(*) C'est encore à Descartes qu'il faut rapporter rintcrprctation (géométrique des fondions à trois variables. Mais la première application des courbes de rtheau parait remonter à une époque plus ancienne. Bassantim en faisait usa{je au xvi* siècle pour ses études sur le mouvement des astres ( Astronomique discours de Jacques Bru~ santin, Écossais. Lion, chez Ja?; de Tovrnes, i557). Les Hollandais du siècle sui\ant indiquaient, sur leurs Cartes de dessèchement, les pentes du terrain par des lignes d'égal niveau (le P. Jeas François, L'art du fontainiery i* édit., itiGJ, p. 25). Philippe BuACUL a gi'iK'ralisé par la suite l'idée féconde de représenter les reliefs du globe au moyen des projections cotées des lignes de niveau. Buache a exposé sa méthode dans V Essai de Géographie physique {Mémoire de F Académie des Sciences pour i^Sa). Une
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A la suite d'observations nombreuses, dont les résultats étaient complétés par des interpolations, le météorologiste Kaemtz avait dressé une Tcible numérique à double entrée, dont la première colonne verticale portait les chiffres correspondants aux vingt-quatre heures d'une journée et dont les
Carte, jointe au Mémoire, sur laquelle sont tracées les lignes d'égale profondeur de la mer de lo en lo brasses, arait même été présentée à l'Académie dès 1737.
L'idée de BcAcni a été, en 1780, reprise, étendue et simplifiée, quant à la notation, par DocAKLA, professeur français établi k Genève (Sixième cahier de Ducarla et Mémoire intitulé Expression des nivellements ou méthode nouvelle pour marquer sur les Cartes terrestres et marines les hauteurs et les conjîgurations du terrain, Paris, 178a, p. 81). Mais cette méthode a été tout d'abord si peu répandue qu'en 1804 Dupaiic- Tkill l'a représentée comme une invention nouvelle {Méthode nouvelle de nivellement présentant des moyens exacts et pratiques d'exprimer ensemble sur les Plans et les Cartes Mes dimensions horizontales et verticales des objets, avec une Carte comme spécimen, an XII).
L'application des plans cotés à la traduction graphique des Tables numériques à double entrée n'a été proposée qu'en 1796 par Pouchet. Encore convient-il de reniar- «)uer que Pouchet faisait usage des lignes d*égal élément sans voir dans ces lignes les |>rojections sur un plan des sections faites dans une surface par d'autres plans parallèles au premier (voir Première Partie, Géométrie de position, Préface, p. xx).
D'OB»HBia (Balistique, Strasbourg. 181 'i; Mémoire contenant la théorie, la deS" ^ription et Tusage de la planchette du canonnier, Strasbourg, 18 18) a don né des échelles pour la résolution des problèmes de Balistique et fait implicitement usage des courbes ^l'égale cote, sans toutefois les considérer comme résultant de coupes faites dans une surface.
En i8a5, Piobkit a fait usage des surfaces topographiques pour traduire graphiquement des résultats d'expériences. Il a été conduit à cette application par la Yérification des Tables de tir à ricochet que le colonel Liadtby venait de calculer ( Mémorial de r Artillerie, t. I, i8a6).
C'est dans le troisième Volume du même Recueil (i83o) que Terqubm, à propos d'une construction graphique des Tables de Lombard proposée par Bellencotitrb, a dogmatiquement établi la relation qui existe entre une Table numérique à double entrée et la représentation d'une surface par des courbes d'égale cote. Le même Volume contient un beau Mémoire do Terqcem sur les planchettes ou Tables à double entrée de d'Obembeim.
latins ton Explication d'un nouveau système de tari/s, ou nouvelle méthode pour trouver tn mesures métriques, sans aucun calcul, les poids des métaux, le cube des bois, etc. (Paris, 1840), Allix a donné des Tableaux graphiques à double entrée, représentant les MHirbes de niveau déterminées par les équations de la forme x^y = const. Il ne s'est point préoccupé de rattacher ces hyperboles du troisième ordre aux surfaces dont ^les sont les projections.
En i84a ( Collection de Tables pour abréger les calculs relatifs à la rédaction des f^jets de routes et de chemins de toute largeur, formant l'Appendice n« f\ au t. I, 4*êdit., du Cours de construction de feu M. J. SoiNZi^i), M. Lala!<?ie a montré que la '^ace d'an demi-profil de terrassement, en fonction de la cote sur l'axe et de la ^^Tité du terrain, est donnée par l'équation d'un hyperboloide dont les sections koritontalet paraboliques, projetées sur un plan également horizontal et cotéei.
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douze autres colonnes se rapportaient aux douze mois de l'année. Chacun des nombres inscrits dans cette Table correspondait ainsi à deux arguments et donnait pour la ville de Halle, lieu des observations, la moyenne des températures relevées à la même heure tous les jours d'un même mois.
forment un Tableau graphique propre à remplacer les Tables numériques dressées pour calculer les mêmes surfaces de profils. Le même savant, généralisant le principe de cette méthode, en a proposé l'application à diverses lois naturelles, notamment à Teipression des variations mensuelle et horaire de la température, et à la statistique figurée de la population, dans une région déterminée, au moyen des courbes d'égale population spécifique {Mémoire sur la représentation graphique des Tableaux météo» rologiques et des lois naturelles en général, présenté à l'Académie des Sciences le 39 mai 1843 et servant d'Appendice à la traduction française du Cours complet de Mé» téorologie de L.-F. Kaemtz. Paris, 18 {3 et i858. — Rapport de MM. Elis de BEAcaoïrr, Lamé et Caccht, 11 septembre i8^(3, dans \&i Comptes rendus des séeuices de V Académie des Sciences, t. XVII, p. ^^2, — Comptes rendus des séances de l* Académie des Sciences, t. XX, 1845, p. 438).
FÊvsEa donné en i^\^{Traité du mouvement de translation des locomotives. Pi. X) un plan topographique qui fait connaître la vitesse d'une locomotive, étant donnés le poids du convoi et l'inclinaison de la rampe sur laquelle on le remorque.
DiDi0!< (XXVII* Cahier du Journal de V École Polytechnique) a appliqué la notation de BuACHE à la représentation graphique des résultats comparatifs d'expériences faites sur la justesse du tir à balles plates et à balles longues.
On peut encore citer, parmi les applications relativement anciennes se rattachant plus ou moins directement au mode de représentation qui nous occupe : les lignes d'égale déclinaison de l'aiguille aimantée, construites par Hallei sur une Mappemonde, au commencement du xvii* siècle; le tracé du méridien magnétique parEcLBS; la figuration des lignes isothermes, par de Homboldt (i8i3); les lignes d'égale déclinaison, d'égale inclinaison et d'égale intensité magnétique, par DcPBaaEv; les lignes d'égale intensité lumineuse, par Maso!< ( i843); le dromographc planétaire de Lévt et Lewamdowski (1849).
Parmi les applications récentes des surfaces topographiques, sans déformation des lignes, nous indiquerons : les courbes figuratives des variations de la température, de la pression atmosphérique, de l'humidité, de la vitesse du vent, exposées au Congru géographique de Paris, en 1875, par l'Observatoire de l'Infant D. Lciz, de Lisbonne; les diagrammes des variations horaires de la pression atmosphérique, de la température, du degré hygrométrique, de la déclinaison, publiés par V Annuaire de VObserva» toire de Montsouris pour Van 1878 ( p. 873, 384, k^l ®' 4^8); les abaques rectilignes de Plassiard pour exprimer les relations qui existent entre le son rendu par une corde vibrante, le poids de l'unité de-longueur de cette corde et la tension à laquelle on la soumet {Congrès de Lille, p. 193 et PL II); les abaques du commandant Guillemot et des capitaines RicoiR et Delambre pour mesurer les effets des fourneaux de mines {Mémorial de l'OfJicier du Génie, n" 21, Paris, 1873); les Tables graphiques annexées aux Tables numériques de Pereire pour le calcul des intérêts composés, annuités, rentes viagères, etc. (Paris, 1873); les abaques de M. Tbotot pour la détermination du nombre minimum de freins qu'il convient d'appliquer à un train, étant donnés le nombre des wagons et la vitesse {Annales des Ponts et Chaussées, a* sem. i874f p. l\^o)\ la Carte des courbes iï égale population spécifique de Paris, dressée par
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La _fig. 80 est la traduction graphique des résultats fournis par la Table 0iamérique de KkidIz. On a adopté des grandeurs arbitraires pour représenter les mois, les heures et les degrés de température. Les mois et les
•'^m, pris comme variables indépendantes, sont respectivement portés si K> lies rectangulaires des x et des j- ; les degrés sont portés sur l'axe des
"' Vicmn <n 187], aulvant le tTilème ■oumii par M. L«l>n»e * l'Académie dn ^■WDManiS^â {Compta rendui dei lèaiicfi de tAcoàrmie de! Scitnca, t. LXXVIII, P-iSj); |g diaerunmi des marée» au porl de bretl, donné par M. F«xdi:i, d'aprèi '* eoarbc* in«eritei par le marégrapbc de Cb>hi.los ( Annales det Ponts et CAaaiiées, '*9i 5" leiD., p. 170) î l'épure représentative du mouiement des marées au Havre pMiUatlemoiideieptembrc 1877, dressée par M. Qcixette de RicUKiiaiiT; enliiiditcri '^*V dreués par le commandant Cbëkt, pour résoudre graphiquement ica prin- «■pal»» fermalet de la réiiitance des malérioui {Pratique de la rèiiilaact des maiè- ''■■f^uii Ut eoatlruclioiii, Paris, ■877)>
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perpendiculaire au plan des xy^ qui est le plan de comparaison. Chacune des tranches horizontales de la Table numérique donne pour une même heure les températures moyennes des différents mois. Elle constitue donc une Table à simple entrée qu^on traduit par une courbe plane, rapportée aux axes Âx et Az.
Cette courbe est une section plane pratiquée perpendiculairement à Taxe des heures dans la surface topographique qui doit remplacer la Table numérique de Kaemtz.
La partie supérieure de la figure représente huit des vingt-quatre courbes qu'on détermine en opérant de la même manière pour chacune des heures. Ces courbes horaires ont pour projection sur le plan des xy vingt-quatre droites horaires équidistantes, parallèles à Taxe des x. Une droite horizontale dont le z exprime, à l'échelle adoptée, un nombre déterminé de degrés du thermomètrct, rencontre les courbes horaires en des points dont les projections sur les droites horaires correspondantes appartiennent à la ligne à* égale température qui doit avoir pour cote la valeur de z considérée. Les intersections des courbes horaires par une suit^ d'horizontales, dont le z varie de degré en degré, déterminent des lignes d'^ale température, ou lignes de niveau de la surface, dont les cotes varient de la même manière. On trace assez exactement chacune de ces lignes en reliant par un trait continu les points des droites horaires qui lui appartiennent. Le tracé ne devient incertain que dans le voisinage des points où les tangentes aux lignes de niveau sont parallèles à l'axe des mois. Ces points s'écartant peu de Tordonaée du mois de juillet, on fait disparaître toute incertitude en déterminant, au moyen de la colonne numérique de juillet, la section plane, perpendiculaire à l'axe des mois, qui se projette suivant la même ordonnée. On opère ensuite sur le profil de cette section, qui est une courbe de variation diurne, comme on a précédemment opéré sur les courbes horaires.
Les ondulations de la surface figurées par les lignes de niveau donnent l'image fidèle de la variation des températures moyennes aux différentes heures du jour et aux différentes périodes mensuelles de Tannée. Les variations observées suivant une trajectoire orthogonale donnée sont d'autant plus grandes qu'on mesure, sur la même trajectoire, des intervalles plus petits entre les lignes de niveau consécutives.
Le point culminant de la surface, autoiu* duquel se ferment des courbes à cotes croissantes, est aux environs du mois de juillet et de 3** après-midi; c'est un maximum absolu. Entre i** et 2** de l'après-midi, en janvier, est un co/ qui indique un minimum pour les mois et un maximum pour les heures. Un nouveau col est entre juillet et août, vers S*" du matin.
Si l'on unit par un trait continu la suite des points de contact des courbes
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de niveau avec leurs tanyeotes perpendiculaires à l'axe des moU, on obtient les lignes des points les plus hauts et des points les plus bas des sections perpendiculaires au même axe. Ces lignes, figurées en pointillé, indiquent, suivant la saison, les heures du maximum ou du minimum diurne. Les jioints de contact des tangentes perpendiculaires a l'axe des heures déter-
mineat pareillement les lignes qui marquent les époques du maximum et du minimum pour chaque heure.
117. V Jnnuaire de Monlsouris pour 1878 contient une application plus Kcenle des mêmes principes à la représentation des variations horaires du baramètre.
On calcule, d'après les observations, la pression moyenne totale pour
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chacun des mois tle l'année et la mojCDne des pressions à chaque ï jour pour tous les jours de chaque mois, Les dilTérences positives c tives entre les vingt-quaire moyennes horaires d'un mois et la moyenne du même mois constituent des écarts moyens qu'on porte donnéet d'une courbe dont les lieures sont les abscisses.
La fig. 8i reprcsenie les douze courbes distinctes qui corresponc douze mois. Les nombres inscrits sur les douze horizontales pris aies des abscisses indiquent les pressions moyennes des mois cor dants.
Les douze courbes de lu fig. 8 1 peuvent être considérées comme fils en travers équidîstiints, relevés sur une surface topngraphiijue. rani comme dans le cas qui précède, on reconstitue, au moyen de < fila, lu surface elle-même dans les conditions rcjirésentées par la .
Chacune des courbes de niveau de ce diii^runimc raccorde la suite d( déterminés par les heures des divers mois auxquelles corres|:
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même écart ro^iyen. Les courbes sont en traits pleins ou pointillés, selon que les écarts horaires moyens sont positifs ou négatifs.
La courbe MN est une ligne de faîte déterminée par les écarts maxima qui se produisent aux environs de 9^ du matin . La courbe mn est un thalweg déterminé par la suite des écarts minima qui se produisent entre 3^ et 5^ du soir. Deux autres lignes pointillées hh et h' h' passent par les heures du lever et du coucher du Soleil .
Les quatre lignes ainsi tracées forment une Ggure à peu près symétrique et montrent bien que l'oscillation barométrique diurne est liée à la marche duSoleU.
ni. — Diagrammes à colonnes et cartogrammes.
118. Il convient de signaler encore, à raison de l'emploi fréquent que
certains auteurs en ont fait, deux modes particuliers de figuration plane,
^nnus sous les noms de diagrammes à colonnes et de diagrammes caries.
Les premiers se composent en général de rectangles juxtaposés, ayant
pour bases des segments consécutifs, égaux ou inégaux, de Taxe des abscisses,
^^ pour hauteurs des quantités proportionnelles à la mesure des faits qu'on
^'^t comparer. Pour exprimer, par exemple, l'importance du commerce
intime de divers pays, on attribue à chacun d'eux un rectangle de base
instante et de hauteur proportionnelle h son tonnage. On peut même di-
^^^r chaque colonne en rectangles superposés, donnant chacun des résul-
^^ fKirtiels aussi intéressants à comparer que les ensembles. Dans le cas
^*>Qsidéré, les rectangles des tonnages totalisés pourront être décomposés
^^ deux autres, respectivement proportionnels au tonnage des navires
* ^'apeur et au tonnage des navires à voiles.
Les rectangles totaux juxtaposés ont quelquefois même basp et même hau- ^^^r. Chacun d'eux exprime alors 100 parties, par exemple, d'une même ^hose dont les éléments constitutifs, contenus en proportions différentes dans ■^ divers cas à comparer, sont représentés par les rectangles partiels que ^^ proportions déterminent. On trouve dans l'Ouvrage si remarquable de ^^. Elisée Reclus {*) beaucoup de diagrammes de cette sorte, dont un, no- ^ïtiment ('), exprime le tant pour cent de terres labourées, de prairies, de '^^rêts, de terres incultes et d'eaux en Suède, en Norvège et en Danemark. ^î l'on avait remplacé les bases égales par des bases proportionnelles aux Superficies territoriales de ces trois pays, le diagramme aurait fourni non
(») y ouvelle Géographie universelle. La Terre et les hommes, Paii», 1 876-1 881. {•)T.V, p. 204.
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seulement les pourcentages, mais encore les yakurs absolues des élérooits partiels de chaque pays.
On construit de la même mani^ les diagrammes figuratifs des prix de revient par kilomètre de diverses lignes ferrées ( * )• Le rectangle total rdadf à chaque ligne est alors formé de rectangles superposés, dont les hauteurs sont respectivement proportionnelles aux dépenses kilométriques pour acquiai* tion des terrains, terrassements, ouvrages d'art, voies, matériel roulant, frais généraux, etc. Il en résulte que les colonnes totales ont en général des hauteurs différentes. Si, d'autre part, on donne à ces colonnes des largeurs proportionnelles aux nombres de kilomètres des lignes correspondantes, le Tableau fournira, en même temps que les valeurs comparatives des éléments de dépense réduits au kilomètre, les valeurs absolues de ces éléments pour Fensemble de chaque ligne.
Dans les Tableaux à colonnes dressés par Minard pour l'étude comparative du trafic de divers tronçons d'une même ligne ferrée, chaque tronçon est doté d'une base proportionnelle à sa longueur. Le rectangle élevé sur cette base pour représenter le trafic total d'un tronçon est divisé en deux rectangles partiels par une horizontale. Le rectangle supérieur représente le trafic local entre les deux stations extrêmes du tronçon; le rectangle inférieur représente le trafic de transit commun à tous les tronçons de la ligne entière. Ce dernier rectangle a même hauteur sur tout le développement du Tableau, et les rectangles supérieurs varient seuls à raison de l'importance commerciale des stations qui les limitent. Le rectangle total de chaque tronçon est quelquefois décom{>osé en plusieurs rectangles dont les hauteurs sont proportionnelles aux subdivisions du trafic, d'après les diverses espèces de marchandises. Ce mode de représentation a été appliqué aux canaux par Comoy (*) (i845).
119. Les diagrammes-cartes ou cartogrammes sont des cartes ordinaires sur lesquelles on exprime par des teintes ou par d'autres marques conventionnelles, par des bandes proportionnelles, par des suites de petits diagrammes locaux ou par des courbes d'égal élément, le lieu géographique et l'importance relative de certains faits.
( ' ) Voir Ruelle, Note relative aux chemins de fer à bon marché et d^intérét local, dans les Annales des Ponts et Chaussées, 18G8, 3* semestre, p. 66, et PL CLXIX.
(') Parmi les diagrammes à colonnes qui ont figuré à TExposition de 1878, nous raontionnerons, dans la Section hongroise, les Tableaux analytiques du trafic des chemins de fer, de la production des forêts, des mines, des usines, etc., et beaucoup d'autres représentations de faits techniques ou économiques.
Le ly Bertillo!! a fait un usage fréquent des Tableaux en colonnes, ainsi qu'on a pu «n juger par son exposition spéciale de démographie.
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La disposition la plus simple et la plus usitée jusqu'ici est celle des cartogrammcs à teintes ou à hachures dégradées. Pour traduire en cette forme des résultats statistiques relatifs à la distribution des populations, au degré d'instruction, à la criminalité, à la mortalité, à la longévité, au paupérisme, à la production en blé, en vins, etc., c'est-à-dire à l'intensité variable d'un phénomène physique ou social dans les diverses régions d'un même pays, on recouvre, sur la Carte, la superficie occupée par chaque circonscription géographique ou par chacune des divisions qu'on juge à propos d'établir, d'une teinte d'autant plus foncée qu'il s'agit de représenter des résultats numériques plus importants. Chaque teinte porte, sur la Carte elle-même ou sur une légende séparée, les indications chiffrées propres à déterminer sa valeur relative dans l'échelle de coloration des di* ▼erses régions. On peut éviter cette graduation numérique et donner aux diagrammes un caractère plus purement graphique en couvrant les surfaces partielles d'un réseau quadrillé à mailles d'autant plus serrées que le phénomène décrit présente une intensité plus grande. La valeur de l'interligne donne alors, à une échelle convenue, l'indication qui était précédemment fournie par un chiffre.
Ce mode de figuration ne doit pas être étendu à des faits qui se présentent avec des degrés d'intensité très variés. On ne peut, en effet, sous peine d'arriver à la confusion, multiplier au delà d'une mesure restreinte les teintes ou les hachures sur un même Tableau. Aussi doit-on, après avoir établi les moyennes du fuit considéré pour chacune des divisions territoriales, classer ces moyennes en un petit nombre de groupes et consacrer une même teinte ou un même module de quadrillé aux diverses moyennes comprises dans l'amplitude relativement restreinte d'un même groupe (*).
(*) On trouve de nombreux spécimens de ces Cartes dans la Géographie ufiiverselle de E. Reclus. Voir aussi :Bertillon, Démographie figurée de la France ^ sect. B, 3* sér. — BtocA, Recherches sur l'ethnologie de la France, dans le» Mém. de la Société d'j4nt hropoîogie, 1 860-1 863. — LaG!<ieau, Répartition géographique de certaines infirmités en France. — BocDlic, Traité de géographie et de statistique médicales, t. II, p. 43 1, 55i, 589.— Macitot, Bulletin de la Société d'Anthropologie, 2* série, t. Il, p. 71. — Sistacii, Gazette médicale de Paris, i863, p. 725. — Bergeron, Répartition des teignes, etc. Paris, i865. — Lcnier, Production et consommation des boissons alcooliques en France. Paris, 1877. — Gcibert, Ethnologie armoricaine, dans les Mémoires du Con^ grh celtique international, — Gouîiot, Étude statistique sur la métallurgie du fer en France, dans la Revue scientifique de la France et de l'Étranger, t. XXVlll, octobre 1881. Parmi les cartogrammcs de cette première espèce qui figuraient à l'Exposition <ie 1878, nous citerons ceux : du D' Lixier, sur la production et la consommation des boissons alcooliques en Franco; de M. Helxé, sur la statistique agricole; de M. Vessclowski, sur la libération du territoire entre les mains des serfs russes émancipés; de M. Nkumaxx Spallart, sur la statistique industrielle et agricole de TAutriche.
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120. Belpaire ( * ) et Mînard (* ) ont imaginé une autre disposition qui est surtout propre à représenter les variations de traCc sur les voies de communication d'un pays et sur les diverses sections de ces voies. Cette disposition consiste k figurer sur la Carte, au-dessus du tracé de chaque voie ( route, chemin de fer, canal ou rivière j, une bande colorée dont la largeur en chaque point est proportionnelle soit au tonnage des marchandises, soit au nombre des voyageurs, soit à la valeur argent des transports effectués. C'est, en somme, le diagramme à colonnes géographiquement distribué. La Section russe, à l'Exposition de 1878, présentait un grand nombre de cartogrammes à bandes, dressés d'après ce principe, h* Album de Statistique graphique publié en 1879 par le Ministère des Travaux publics (') en contient quatre qui se rapportent respectivement au tonnage des rivières, canaux et ports de la France en 1877, au tonnage des routes nationales en 18769 au tonnage et à la recette des chemins de fer français en 1877.
Le même Ministère a publié, en 1880, un second Album qui contient douze airtogrammes à bandes. Ceux des planches V et VI figurent les tonnages des chemins de fer, des rivières, des canaux et des ports en 1878. Les bandes proportionnelles passées en couleurs sur le parcours de ces diverses voies représentent, à la même échelle sur les deux cartes, les courants de circulation. Elles permettent, non seulement de mesurer les services rendus par les voies exploitées, mais encore de préjuger les services qu'on doit attendre des voies à ouvrir. Les planches IX et X représentent, d'après le même principe, Tune les recettes brutes, l'autre les bénéfices nets des chemins de fer français en 1878. Ces résultats, ramenés au kilomètre, sont figurés à la même échelle ; en sorte que la différence de largeur des bandes qui se correspondent géographiquement dans les deux cartes est proportionnelle aux frais d'exploitation. Les planches III et IV figurent
(*) Notice sur les Cartes du mouvement du trcmsport en Belgique, Bruxelles, 1841.
(•) Sur la circulation des chemins de fer et des canaux de la Belgique, 1847. — ^^' Tableaux graphiques et des Cartes fiauratives, 1861. Voir aussi Boris, Renseignem^its comparatifs sur la fréquentation et les dépenses d*entretien des routes et chemins vici" nnux du département du Jura, dans les yinnales des Ponts et Chaussées, 1869, 1" semestre, p. l\ibf et PL CLXLI.
(') Paris, Imprimerie nationale. 1879. Cet Album contient, outre les figurations cartoçrapiiiques dont nous Tenons de parler, six Tableaux en coordonnées rectangulaires, représentant l'histoire financière dos six grandes Compagnies françaises de chemins de Ter depuis l'origine de ces Compagnies jusqu'à la fin de 1878. Trois courbes principales indiquent, dans chaque Tableau, la Tariation des cours les plus hauts., des cours les plus bas et des revenus. Seize autres diagrammes traduisent les mouvements d'importation et d'exportation des ports de commerce français depuis i\ jusqu'en 187H. Un dernier Tableau résume le mouvement du commerce français depu^^^ i8q8 jusqu'en 1878.
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les frais de premier établissement des chemins de fer et des voies navigables, avec distinction, pour les clicmins de fer, des subventiiins de l'Ébit et des dépenses laissées à la charge des Compagnies. La planche II se ra|>- |>orte aux conditions techniques d'établissement des voies ferrées. Elle jut'sente, pour chaque ligne nu section de ligne, deux bandes juxtaimsees, l'une directement ]iro|M>rtionnel]e au rayon minimum des courhes, l'autrt: inTersement proportionnelle k la déclivité maxima du proGl. La lurgcui' totale des deux bandes étant dès lors d'autant plus grande que les lignes sont mieux tracées, elle peut, en quelque s<irte, servir de mesure h la qualité technique de ces lignes; elle peut môme fuurnir des indications utiles pour l'étude du tracé d'une nouvelle ligne à insérer dans un réseau de lignes exploitées. Quand on rapproche les trois diagrammes du tonnage, des recettes et des frais de premier établissement, on remarque, entre leui-s bandes proportionnelles respectives, des conditions de similiiude qui rendent presque super]iosables les traductions graphiques des trois lois étudiées sé|>arément. On est ainsi amené ù reconnaître que les lignes les plus fréijuentées et les jilus'productives sont en niéme temps les plus coûteuses et les mieux établies. La planche XIV figure les conditions de navigabilité des diverses catégories des voies navigables. Les planches XI, XII et XIII complètent la série des cartugrammes k bandes Gguratit^cs [' j. Elles expriment l'importance de la circulation dans Paris, en 1878, d'après los recettes kilométriques des omnibus, des tramways, du chemin de fur du ceinture et des bateaux à vapeur.
121. On désigne sous le nom de cartngrammes à foyers iliaffmpfii-jties une troisième catégorie de diagrammes-cartes, dans laquelle h centre de chacune des divbions géographiques considérées est pris comme foyer d'un petit diagramme spécial. Ce diagramme figure, d'après certaines convenlioDS, la valeur moyenne d'un ou plusieurs phénomènes observes dans la r^on correspondante; l'ensemble des diagrammes locaux, établis suivant une rrgle uniforme, représente, d'une façon très expressive et très analytique à la fuis, les lois générales de variation des mêmes phénomènes dans la tut;ilité du pays.
Les cartogramraes diagraphiqucs sont dits à cercles proporlionuds lor»qu'on se borne à figurer, sur chaque foyer régional, un cercle dont la
('] HixiiD a dreaaé un cartoerBrnmii ■ bondei proportionaellei reprvtenUnt liu P>n«) Hiuféopar l'armée fraufaiu pendant la campagne de Ruuio (1811). Lu targa nbiaqui marque l'eOeclifau départie trouve ruduit, au retour, k une baudt li'vi luiDcc. Il etiil déjà réduit à moini d'un quartde M largeur primitive au moment où ]a relmili'
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surface est proportionnelle à la valeur moyenne d*un fait observé. UAlbam de Statistique graphique de 1880, cité plus haut, contient [PL YIII) un diagramme à cercles proportionnels figurant les recettes des stations des chemins de fer français en 1878. Une teinte spéciale est affectée à chaque réseau. Quand une station n'appartient qu'à un seul réseau, les recettes annuelles sont exprimées par la surface d*un cercle qui a son centre à la position géographique de la station considérée. La recette de Soc 000'' est représentée par un cercle de a"*" de rayon. La surface d'un cercle de rayon r, figurant une recette R, est donc
oooooo
d*où il suit qu'à un rayon r, mesuré sur la carte et exprimé en millimètres, correspond une recette
R=z Sooooo > •
On obtient facilement les rayons des cercles à U*acer sur la carte en faisant usage de V abaque de M. Lalanne, ou d'un petit diagramme parabolique auxiliaire qui dispense de tout calcul.
Quand deux réseaux aboutissent à une même station, leurs recettes respectives sont représentées par deux demi-cercles juxtaposés, affectés des teintes correspondantes. Dans le cas d'un nombre de réseaux supérieur à deux, chaque réseau est figuré par un secteur dont la surface est propor* tionnelle à sa recette.
Les diagrammes locaux sont disposés quelquefois de façon à grouper un grand nombre de résultats statistiques indépendants. Dans la planche I de Y Album de Statistique de 1880, la position géographique de chaque chef-lieu est un foyer autour duquel rayonnent, en forme de diagramme polaire, des secteurs concentriques et contigus dont les surfaces représentent, à une échelle de convention, l'importance de divers faits relatifs au développement des voies de communication à la fin de 1878. Sept secteurs de même rayon, dcmt l'ensemble complète le demi-cercle situé audessus de l'horizontale, représentent respectivement (rotation de gauche à droite) les longueurs des routes nationales, des routes départementales, des voies navigables^ des chemins de fer et des trois classes des chemins vicinaux. Le secteur relatif à chacune de ces données figure avec sa teinte caractéristique dans toute la suite des diagrammes départementaux. Le demi-cercle, somme des secteurs, varie, d'un diagramme à l'autre, en raison directe de la longueur totale des voies de toutes sortes dans les diverses circonscriptions. Le quart de cercle inférieur, vers l'ouest, exprime, dans chaque département, le rapport entre le développement total des voies de
Fig. 83.
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commanication et la superficie territoriale. Le quart de cercle inférieur, vers l'est, exprime le rapport entre le même développement de voies et la population. LoLj^g' 83 repr^nte le diagramme local relatif au département de l'Ain. Dans le cartc^^ramme à foyers de la planche XV, chaque diagramme local pr^nte, au-dessus de l'horizontale, six secteurs concentriques d'où- -vertore constante {3o*) et de rayons variables, dont les surlaces figurent respectivement, en allant de gauche à droite, la qualité moyenne des matériaux d'empierrement des routes nationales, la fréquentation de ces routes, exprimée en colliers, la consommation de matériaux d'empierrement, le prix d'achat des matériaux par mètre cube,
leur prix d'emploi et leur prix total, achat et emploi, ramenés à la qualité 10. Les échelles et unités adoptées pour figurer ces divers résultats sont telles, que la surfuce d'un secteur de o*,o2 de rayon correspond à des matériaux de qualité 20, à une fréquentation de 5oo colliers, à une consommation de 20*^ de matériaux, ramenés à la qualité 10, par kilomètre et par 100 colliers, et à 20'' par mètre cube de matériaux : i* fournis, 2? employés, 3® fournis et employés. Dans le diagramme particulier au département de la Loire, par exemple [Jfg» 84 ), la qualité moyenne des matériaux étant i4t30, le prix de fourniture étant 10^', o5 et le prix d'emploi 5^', 36, ensemble i5^',4i> le prix total par mètre cube, ramené à la qualité lo, sera
Fig. 84.
i5,4ix
Quant aux rayons du premier et du sixième secteur, ils seront respectivement
017 et 0,02
/io,86^
o",oi5.
Le denfi-cerclè tracé au-dessous de l'horizontale de la fig, 84 exprime le rapport entre le cube des aménagements de matériaux et le cube total de la consommation. Le rayon de ce demi -cercle est égal ào'^yOi lorsque la consommation absorbe exactement les quantités aménagées. Il s'ensuit que
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si le rapport des aménagements à la consommation est o, 79, comme dans la Loire, ce résultat est exprimé par un deini-cercle de rayon
r = o,oiy^79= o"", 0089.
Le cartogramme de la planche XVI offre encore quelques dispositions intéressantes à signaler. Il exprime le développement des chemins de fer dans les principaux États, de i83o à 1878. La position géographique de la capitale de chaque État est le centre d'une circonférence divisée en six arcs égaux. Les six points de division sont les centres d'autant de circonférences teintées, dont les surfaces sont respectivement proportionnelles au dévelop- ])ement absolu des voies ferrées, dans l'État considéré, en i83o, i84o, i85o, 1860, 1870 et 1878. Le rayon de Tun quelconque de ces cercles est donné par la formule
r = o"\oii/— ^^, y 3l 000
dans laquelle n représente le nombre de kilomètres du réseau, dans TÉtat correspondant et à la date considért''e, et o"",oi le rayon du cercle dont la surface exprime un développement de Soooo*^".
Au-dessous de l'horizontale qui passe par le centre de chaque Etat sont deux quarts de cercle adjacents, décrits de ce centre, et qui expriment respectivement le rapport de la longueur du réseau en 1878 à la population et à la superficie du territoire. Le diagramme particulier à la France est représenté par la fig. 85 ( * ).
122. Les cartogra m me s à foyers diagraphiques permettent de mener d'j front, sur une seule carte, les figurations d'un assez grand nombre de iaits distincts; mais ils ne font pas toujours ressortir, avec une clarté suffisante, la valeur relative de chacun de ces faits dans les divers lieux d'ob-
(*) Nous citerons encore, parmi les représentations du même système qui ont figuré à TExposition de 1878 : une Carte du Ministère des Travaux publics, relative à la production de l'industrie minérale t-n France; trois Cartes du D' E?(gel sur la distribution des forces motrices (eau, vent, vopeur) on Prusse, et sur la répartition des populations rurales et industrielles dans le même pays; une Carte de la mortalité cholérique dans le Brabant, dressée par le D' Janssens, avec seize expressions distinctes pour graduer l'intensité des faits; une Carte de M. Loua, représentant la répartition des étronjjers en France, par départements, avec distinction des nationalités. On trouvera eiilin des applications variées des mêmes principes dans les vingt et une cartes qui composent Vyiibitm de Statistique graphique publié en 1881. La dernière de ces caries, figurant l'invaGion phylloiérique, l'étendue des' vignobles et la production vinicole de la France, de i8J6 à i8tio, est une application combinée du cartogramme à teintes dégradées et du cartogramme à foyers diagraphiques.
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servation. Les cartogrammes à teintes dégradées satisfont en quelque mesure à cette condition, lorsque les résultats numériques à Ggurer se réduisent à un assez petit nombre de moyennes et n'exigent pas Temploi d'une gamme trop complète de nuances ou de quadrillés; mais ce mode de représentation perd toute clarté lorsque, voulant entrer plus avant dans ranal3rse d'un fait statistique, on est conduit à figurer un trop grand nombre de moyennes. On a recours, en ce cas, aun cartogrammes à courbes d'égal élément ou isoplèt/ies , sortes de tableaux graphiques à double entrée (104 et 116), dans lesquels les variables jt et ^ sont les coordonnées géographiques des localités sur lesquelles a porté l'observation du fait à représenter. La troisième coordonnée z varie proportionnellement à l'intensité du même fuit, et les courbes Ggurées, raccordant sur la carte tous
Fi g. 8').
les points d'égale intensité, sont les projections dés sections horizontales équidistantes pratiquées dans la surface continue qui passerait par les extrc> mités de toutes les ordonnées z. Chaque courbe est affectée d'un indice numérique correspondant h l'intensité du phénomène dans toute la suite des points géographiques qu'elle raccorde.
La principale difGcullé pratique que l'on rencontre dans le dressement des cartogrammes statistiques, à courbes d'égal élément, tient à ce que les relevés numériques ne fournissent pas des valeurs de z pour chacun des points de la carte, mais seulement des valeurs moyennes correspondant à des circonscriptions territoriales plus ou moins étendues. Lu surface théorique continue se trouve ainsi remplacée par un relief h gradins horizontaux formant la Hmite supérieure de prismes juxtaposés, qui ont chacun
pour base une circonscription et |K)ur hauteur sa moyenne statîsticpie. Il s'agit de reconstituer, avec ce relief à facettes, un relief continu, s'appro* chant autant que possible de la surface réelle. L'une des conditions essentielles de cette transformation est que la nouvelle surface partielle, substi* tuée au plan supérieur de chaque prisme régional, serve de limite à un solide de même volume que ce prisme. On réalise cette condition en remplaçant, dans un assez grand nombre de sections transversales du relief, le profil à échelons des sommets de prismes par une courbe compensatricecontinue. La compensation peut être fournie par une infinité de courbes ; mais, si les circonscriptions ont été convenablement multipliées, on est^ guidé vers une solution assez approchée par le mouvement général que les> profils à échelons n'ont pas cessé d'accuser, malgré la déformation produite par les moyennes. Les profils en travers à courbes continues étant ainsi, détermines, on rentre, pour la construction des courbes de niveau, dans \m. règle générale commune à toutes les surfaces topographiques [* ].
Les cartogrammes à courbes isoplèthes sont fréquemment employés ecft Météorologie. Leur usage s*est même vulgarisé à tel point qu'un certain nombre de feuilles périodiques joiguent à leur bulletin météorologique une carte figurative des courbes d'égale pression et de divers phénomènes ea connexion avec les irrégularités de distribution accusées par le baromètre. LsL^g, 86 représente, d'après ce système, les isobares et les directions des vents dans le nord-ouest de l'Europe le 2g novembre 1874, à 8^ du matin. Le nombre marqué sur chaque isobare est la cote de hauteur barométrique commune à tous les points de son trajet. Dans le cas particulier de la figure, les courbes se ferment autour d'espaces où les lectures barométriques sont plus basses que dans les régions voisines extérieures, ce qui est la condition caractéristique d'une aire cjrclonique ou de dépression. Les vents très faibles sont indiqués par de petits cercles; les vents plus forts
(*) M. Vai;thier a dressé, dans ce système, plusieurs cartes statistiques qui 6gurent la répartition de la population de Paris et de la France; le mouTement de la population, de 1873 à 1876; la natalité générale de la France, de i856 à i865; la matrimonialité dans la même période; la mortalité des enfants, de zéro à 1 ao et de i à ') ans; l'état de l'instruction en France; la France électorale au ao férrier 1876. C'est (Ml 1873 que M. Vauthieb a fait sa première application des courbes de niveau au carlogramnie figuratif de la population parisienne. On sait (note de la page 157) que, dans »a Communication de février i8/|5 à l'Académie des Sciences, M. Lalanics avait déjà décrit ce procédé graphique avec précision. (Voir, pour plus de détails sur la construction, la coloration et l'emploi des cartogrammes statistiques à courbes d'^al élément : Vauthier, Cartes statistiques à relie/s. Notice explicatii^e. Paris, mai 1878, — Voir aussi, Cueysson, les Méthodes de statistique graphique à V Exposition univers srlie de 1878, dans les Conférences internationales de statistique tenues à Paris les 32. 33 et 2!\ juillet 1878. Paris, 1880.)
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par des flèches plae^ suivant leur direction et marquées d'un nombre de pennes d'autant plus grand que le mouvement «I plus rapide. Il est aiaé de voir que le vent soufHe autour du centre de dépression à l'inverse du sens de rotation des aiguilles d'une montre, et suivant des directions à pcD près parallèles à celles des isobares, mais avec une tendance à se rapprocher du centre des plus basses pressions ( ' ).
I^es mouvements de l'atmosphère tiennent essentielle m eut aux ruptures Fig. 86.
d'^oilibre accusées par les variations de la colonne barométrique. Ils sont d'autant plus violenta et rapides que In dilTéreiicc de pression est plus
{') Si tel cote* de bauleur btrométriqne allaient ea croioant Ter* l'itobire intérimre, la aurface GguratÎTe des presiioD* prétentErait un tommct ilillaDl, au lien d*an tntire, et la perlurbalîoD *eniil antlcxclonique. Lei Déchea acciiicraieni alor* un BOBTement eircnlaire en «en* iniene du précédent, arec tendance ■ l'éloicner de la courbe culmiaaaie. Ainii *e trouve mia en relier le principe farmulé par ltDTt-B*LLOT. i aaioir que li, dan* l'hémiiphère DOrd, un obierfatenr tourne le do* au tcdI, le baromèlre est plua ba* h aa gauche qu'ï la droite. Daoi l'bémiaphère *ud, le* aen* de rolalioD UDt inTanea, et la propa*itioD doit être reotenéc. (Voir, pour plu* de
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grande entre deux stations données. Le rapport de cette différence à la distance des deux stations constitue ce qu*on pourrait appeler la pente bai métrique, entre les mêmes stations, de la surface topngraphiqoe définies par les isobares. On a donne à ce rapport le nom de gradient. Les gradientiB sont exprimés en millimètres de la colonne barométrique, rapportés ai^ degré de 60 milles nautiques, pris pour unité de distance. On voit sur laE^ figure un faisceau de droites rayonnant de Holyhead versValentia, Aberdeen.^ Skudesnaes, le Helder et Brest. Ces droites, affectées d'un indice numé — rique, sont les projections des gradients déterminés entre la station centrale et chacune des autres. On voit immédiatement que les vents soufHent dans des directions à |>eu près perpendiculaires à celles de ces droites, et avec d'autant plus de force que les gradients ont une plus grande valeur. Pour déterminer le point où un gradient est coupé par une isobare, dont la cote barométrique est comprise entre les lectures aux deux stations extrêmes, on opère comme s'il s'agissait de construire, sur une surface topographiqoe proprement dite, l'intersection d'une courbe de niveau et d'un profil.
IV. — Stéréogrammes
123. On nomme stéréogramme (*) la figure en relief qui représente effectivement dans l'espace une foncli(m à trois variables ou une table à double entrée. Zeuner, le premier, a pro|K)sé de tradfiire les phénomènes démographiques par des représentations à trois axes ( ' ).
délails et puur uu grand nombre d'autres applications des isoplètbes aux cartes météorographiques, Robert H. Scott, Cartes du temps et avertissements de tempêtes, traduction de Zcrciier et Margollé, Paris, 1879; Marié-Davt, Météorologie gêné" raie, etc. Paris, 1877 ; Poixcaré, Distribution et marche des pluies dans le département de la Meuse, etc., dans les Annales des Ponts et Chaussées, 1873, 2* semestre, p. 227, et VL XXII, XXUI.)
(*) Cette dénomination a été proposée par le professeur Messedagua.
(' ) Le stcréogramme théorique proposé par Zeutier diffère de celui que nous allons expliquer en ce qu'il e^t rapporté à trois axes rectangulaires. (Voir Ahhandlungea ans der malhematischen Statistik, von D' Gustav Zeuner; Leipzig, 1869).
La traduction graphique des faits démographiques a donné naissance à divers systèmes de représentations planes rapportées à deux axes. ?)ous citerons notamment le système de Knapp v. Ueber die Ermittlung der Sterblichkeil ans den Aufzeichnungea der BevÔlkerungs-Statistih, Leipzig, 1868, et Théorie des Bevolkerungs-Wechsels. Abhandlungen zur angtwandten Mathematik, Rraunschweig, 1874); celui de Becker {Zur Derechnung von Sterbetafeln an die Bex-olkerungsstatistik zu stellende Anfor-^ derungen, Berlin, 187/1); celui dcLhXis {Einleitnng in die Théorie der Bei'ôlkerungssta" tistik, Strassburg, 1875), et celui do Le>yin {Bapport sur la détermination et le recueil des données relatives aux tables de mortalité. Programme de la neuvième session du Congrès international de Statistique à Budapest y Budapest, 1876). On trouve un expoksé sommaire de ces divers systèmes dans les Mémoires cités plus loin de M . Perozzo.
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Soient (fig* 87 ) OY, OZ deux axes rectangulaires situés dans le plan du tableau, OX un troisième axe faisant avec OY, dans le plan horizontal YOX, un angle de 6o<*.
L*axe OY est celui des époques de naissance des diverses classes de sujets dont on étudie la collectivité; Taxe OZ, celui du nombre de ces sujets d'après la statistique. En d'autres termes, si YjMi est une ordonnée pro* portionnelle au nombre des naissances constatées pendant une certaine année, Yi, OYi sera une abscisse proportionnelle au nombre d'années corn-
Fig. 87.
prises entre Tj et une année antérieure, prise comme date d'origine des observations à figurer.
L*axe OX est celui des âges ; en sorte que, si le segment OXf est proportionnel à la durée comprise entre la date d*origine O et une certaine année Xi, l'ordonnée du relief au point Xj sera proportionnelle au nombre des indi* ridus qui, nés à l'époque 0, sont vivants à l'époque X| et, par conséquent, âgés de 0X1 années. Pareillement, Tordonnce Ri Pi, telle que YjRi soit égal et parallèle à OXi est proportionnelle au nombre des individus qui, nés en Tannée Yi, sont vivants et âgés de OXi années, OYj -4- OXi années après la date prise pour origine de la figure.
£d général, toute ordonnée, telle que R^ Pf, située xlans une section plane MfYiRiPi parallèle au plan des j:z, représente la fraction survivante à Tâge OXf des YiMj individus nés à Tépoque Yf Le relief du stéréogramme est donc coupé par toute section parallèle au plan des xz suivant une courbe MiPiV, dite ligne des surphants. Cette courbe représente, en effet, la loi de survivance ( et, par différence, la loi de mortalité ) des individus nés en Tan Yj. Elle rencontre le plan des xf lorsque le dernier survivant de la classe Yi a disparu, c'est-à-dire en un point V, tel que YfV représente environ cent années à Téchelle de la figure. Le lieu des traces Y s'écarte peu de la parallèle X,V à Taxe OY.
On voit immédiatement que les plans parallèles à celui des jrz coupent la surface suivant une seconde série de courbes, telles que Pi Pi, dont les ordonnées Ri Pi, RiPs, ••• sont respectivement proportionnelles aux nombres d'individus des classes Yi, Y,, . . ., qui étaient vivants OXi années après leur naissance. Les courbes PiP^ sont dites lignes des individus du même âge, La courbe M] M,, dite ligne des naissances, n'en est qu'un cas particulier correspondant à l'âge zéro.
Les plans parallèles à celui de xy coupent la même surface suivant une troisième espèce de courbes, qu'on nomme isodémiques, parce que tous les points de Tune quelconque d'entre elles, TjTi, ont même ordonnée OZi, et correspondent à un même nombre d'individus. Ces courbes permettent de relever, par exemple, que les classes Yi, Y3, . . . avaient OZi survivants, respectivement S/fi et S3T3 années après leur naissance, ou respectivement Zj Si -H SiTj et Zi Sj -f- S5T3 années après la date d'origine O. Les courbes isodémiques seraient, dans la disposition de la figure, les isoplè thés du Tableau graphique à double entrée, dressé d'après la méthode Lalanne pour être substitué au relief démographique.
Considérons maintenant une section plane M^YsY pratiquée dans la surface, non plus, comme précédemment, suivant Tune des trois directions parallèles aux plans coordonnés, mais perpendiculairement à la bissectrice intérieure de l'angle XOY. On détermine ainsi une quatrième espèce de courbes, M,P,V, dont il est aisé de trouver la signification. Soit P, un point de l'une quelconque de ces courbes. L'ordonnée RiPj représente, ainsi qu'on l'a vu, le nombre des survivants de la classe Y3 qui ont atteint l'âge de Y3Rj années. Ce nombre sera donné par le recensement de la population à une époque postérieure de OYj-h YjRj années à la date d'origine de la figure. Mais le triangle R,Y3Y2 étant équilatéral par construction, on a
OYj+YjR^r^OY,,
ce qui revient à dire que les survivants R2P1 de la classe Yj seront recensés
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k Tige OXf et en Tannée Y^ ; car on a eu soin de mesurer le temps i\ la même échelle sur les axes OX, OT. On voit par là que les ordonnées do la courbe M^Pi V figurent la suite complète des individus de tout Age rc'censes en Tannée Y^, depuis les survivants des MiY^ enfants nés pendant la mémo année jusqu'au dernier survivant V delà classe Yj, qui étaiit né envinui cent ans avant. Les courbes de Tes{)ècc M|V sont dites lignes des recensés. La surface démographique présente donc quatre espèces intéressiintos d(> courbes planes. On y distingue aussi des lignes à double courbure dont il sera question plus loin.
12&. Appliquons les considérations théoriques qui précèdent à la traduction en relief d'une suite de faits démographiques réellement observés.
La Suède possède, depuis plus d'un siècle, des recensements par péri(Klcs quinquennales et par âges. M. Berg en a d'abord figuré les résultats, depui» 1750 jusqu'en 1875, sur un diagramme plan dans lequel le temps est porté en abscisses et le nombre d'individus en ordonnées. Sur l'ordonnée relative au recensement de 18259 P^i* exemple, on porte successivement, et toujours à partir de Taxe des abscisses, des hmgucurs proportionnelles : [a) au nombre total des sujets nés vivante dans la précédente période quinquennale (1820- 1825]; (3) au nombre des mêmes sujets qui, n*ayant pas succombé, étaient âgés de o à 5 ans au recensement de i825; [c] au nombn* de sujets qui avaient de 5 à lo ans au même moment, et ainsi de suite. Chacun des segments décroissants de la même ordonnée représente donc une classe de vivants ayant pour caractère commun que la date de leur naissance est comprise dans une même période quinquennale antérieure. Si l'on opère de même pour chaque recensement quinquennal, il suffira de raccorder entre eux, par des traits rectilignes, les sommets des f»rdonn(*cH (a), puis les sommets des ordonnées [b], . . ., pour avoir une s<:rie de lignes brisées, dont la première figure la loi de dévelop|>emenl des naisH;inces, chacune des autres figurant le mouvement d'une catégorie de sujets âgffs de « il /t -f- 5 années. On a ainsi toute la suite des lignes des individus de mémv «îff*(123).
On remarquera, d'autre part, que les sujets âgés de 5 à lo ans et figurés par l'ordonnée (c) au recensement de iSiS, par exemple, s^mt les sarvivants des sujets âgés de o à 5 ans et figurés par l'ordonn^fc [b^ au recensement de 1820. H suit de là que, si Tfm raca>rde, en «'écartant de l'origine, le sommet [b") d'une ordonnée au sommet [c] de la suivante, celui-ci au sommet (//] de la suivante, et ainsi de suite, on obtient une ligne brisée de nouvelle espèce, qui figure le nKiovement décroissant d'une génération dont toutes les naissances sont comprises dans une même fiériofie quinquennale. En opérant de même jKiur chacune des périrides, on obtient
la série des lignes de survivants. Quant aux lignes des recensés, que n <
avons aussi distinguées dans le relief théorique, elles se confondent ici a\=^^ les verticales sur lesquelles se superposent les ordonnées de chaque rece sèment.
Cela posé, il est aisé de passer du diagramme plan à un stéréogramcn figurant les mêmes phénomènes d*une manière plus saisissante et perro^^ tant d'ailleurs diverses constructions et déductions qu*un tableau à de^j axes ne comporte pas. L«i fig. 88 est une perspective, réduite à ses ligatie
JbLJI «So-oo*
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principales, du stéréogramme démographique de la population mâle suédoise depuis 1750 jusqu'en 1875, construit par M. Perozzo, d'après les données qui avaient déjà servi à dresser le Tableau de M. Berg. Les axes sont disposes comme nous Tavons indiqué plus haut (123); il en résulte
STÉRÊOGRAMMES. I77
4|ue les deux séries de sections planes verticales, donnant les lignes des survivants et les lignes des recenses, sont inclinées symétriquement à 6o* sur le plan des jz. Les li^^nes des recensés sont en traits de force pleins, celles des survivants en traits pleins })lus légers, les lignes d*dge en petits traits interrompus, et les isodéniiques en pointillés. On distingue sur le relief chacune de ces catégories de lignes par une teinte spéciale.
On adopte les lignes des recensés comme profils en travers générateurs (le la surface à construire. A cet effet, sur une planchette en forme d'équerre, ad'ectée à cha(|ue recensement, on trace, d'après les échelles adoptées pour les âges et pour les nombres de sujets, la ligne des recensés fournie par lobservation quinquennale correspondante. Après avoir découpé cette ligne sur Téquerre, dont elle remplace l'hypoténuse, on place la planchette ^iins la position MjYjV de h^g» 87, le sommet de l'angle droit étant au point Yj qui marque sur l'axe des j-^ à l'échelle adoptée, la date du recensement. On Gxe de même à leurs positions équidistantes, dans le dièdre formé par les plans coordonnés XOY, YOZ, les équerres relatives à la suite (les recensements. On a ainsi, dans l'espace, toutes les lignes de recensés, et l'on construit consécutivement, au moyen de petites réglettes ou de fils diversement colorés, les lignes planes de même âge, d'égale population et <le survivance.
Le stéréograrame se prête à la construction de diverses autres lignes dont la vue fournit immédiatement d'utiles renseignements sur la manière d'être ilu gruu[>e démographique considéré.
On peut se demander, par exemple, à quel âge limite il faudra s'arrêter dans les relevés d'un certain recensement pour que l'ensemble des sujets de
cet âge et au-dessous soit une fraction déterminée - de la population totale
.lu même moment. Cet âge limite sera OXi [^g. 87) si l'ordonnée R,P, ferme le périmètre d'une aire trapézoïdale MjYjRjPj, égale à la w»ème p^^. cie de l'aire totale M^Y^V qui figure toute la population recensée à la date
Yj. A la même fraction - correspond un point tel que Pj sur chacune des
courbes telles que Mj V. En raccordant tous ces points sur le relief, on obtient une ligne à double courbure qui est la ligne isotomique des recensements relative à la fraction - • A chaciue valeur de n correspond une isoto-
m ique différente. Pour /i = 2, l'ordonnée RjPj divise l'aire totale M,Y,V
en deux parties égales; l'âge OXi ^^ YjRj est alors Vdge moyen de toute la
population recensée à la date Y^. La suite des points P,, déterminés jiar
la condition nz=. ?., donne V isotomique des âges moyens relatifs aux divers
recensements.
On peut encore considérer, non plus les sections M,V, relatives aux censements, mais les sections de survivance M,V, et déterminer, par des considérations analogues aux précédentes, des lignes d'une nouvelle espèce, dites isotomiques des générations ( * ) .
125. M. Perozzo ('] a fait une ingénieuse application du stéréogramme à trois axes orthogonaux aux relevés de nuptialité fournis par la statistique italienne pendant les cinq années comprises entre 1872 et 1876. Les sujets de chacun des deux sexes étant groupés par classes quinquennales d'âges, on forme une tible numérique à double entrée, dont le premier argument, composant la première colonne de gauche, est donné par les mariés hommes de 100 ans et au-dessus (limite théorique extrême], de 95 ans et au-dessus, et ainsi de suite, en retranchant cinq années d'une ligne à la suivante, jusqu'à Textréme limite opposée de i5 ansel au-dessus. Le second argument, composant la prenûère ligne horizontale de la table, est donné par les mariées femmes groupées de la même manière, à cette différence près que la seconde limite est, en ce cas, de 10 ans et audessus. Chaque case de la table reçoit le nombre qui correspond à ses deux arguments particuliers. Par exemple, la ligne horizontale marquée 40—» (4o ans et au-dessus) dans la première colonne de droite et la colonne verticale marquée 3o — 0» sur la première ligne supérieure déterminent par leur intersection une case dans laquelle fîgure le nombre 77 168; ce qui exprime que , pendant toute la période quinquennale considérée, 77 168 hommes âgés de 4p ^ns et plus ont épousé pareil nombre de femmes âgées de 3o ans et plus. La case correspondant aux deux limites i5 — •» pour les hommes, 10 — « pour les femmes, comprend évidemment tous
(*) Pour les diverses déductions et évaluations anticipées à tirer du dia^amm^ de Ber[^ et du stéréo{>ramme correspondant, voir J. Bertillon, Mode de prévision àe la statistique des naissances, dans la Nature, Paris, 1878, n** 282. — J. BebullO'* Note sur le diagramme de Berg et Elis Sidemdladh, Relation entre le nombre d^^ nés^vivants et celui de leurs survivants en Suède, dans les jénnales de Démographie internationale, Paris, 1879, n* U. — A. Ciiervin, Rapport sur la cartographie démo" graphique à la section des Sciences anthropologiques à l'Exposition universelle de 187B» dans les Comptes rendus du Congrès international de démographie, annexe 6, p. 261» Paris, Imprimerie nationale, 1879. — L. PEHOziOy Statistique graphique. Sur la repré^ sentation graphique d'une collectivité d'individus dans la succession du temps, et cH particulier sur les diagrammes à trois coordonnées, Rome, 1880.
(*) Luici Perozzo,' Stereogrammi demograjici, seconda Memoria, Roma, 1881. "" Voir aussi, dans une brocliure plus récente du même auteur [Stereogramma deU^ tariffa spéciale n" 3 — Derrate alimentari — a grande velocità délie Ferrovie dei* yilta Italia), la description dun stéréogramme dont les trois éléments sont le prl* d'expédition r, la distance de transport x et le poids^-, el dont la surface, z z=krf'f est un parabolojJe liyperboliq'.ie.
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les mariages de la période et porte, en effet, le nombre i 08 1 2o3, fourni par Tétat civil.
Cela pose, on prend trois axes recUingulaires. Sur celui des x on porte
la notiition 100 — w à l'orij^ine et successivement, aux points equidistants
donnés par une c'chelle de convention, les notations 96 — «, . . . , i5 — w,
correspondant aux diverses classes totales quinquennales d'hommes. On
|>orte |>areillement et à la même échelle sur Taxe des y les notations depuis
100 — 6> jusqu'il 10 — «, relatives aux classes de femmes. Enfin, au point
fies jcy déterminé par l'intersection des coordonnées horizontales relatives à
une clasî»e totale d'hommes, // — w, et à une -classe totale de femmes,
y — w, on élève une ordonnée verticale z proportionnelle au nombre de
mariages contractés entre des hommes âgés de plus de // annifes et des
femmes âgées de plus de /années. Les sommets de toutes les ordonnées z
constituent le relief continu de la surface démographique de nuptialité.
Une section plane parallèle aux yz et passant par un point tel que 3o — &>
de Taxe des .r donne la courbe figurative des mariages entre les hommes
âgés de plus de 3o ans et les femmes de tous âges; de même la section
25 — ûï parallèle aux xz figure les mariages des différentes classes d'hommes
avec les femmes de 25 ans et au-dessus.
Dans chacun de ces deux systèmes de sections, l'aire comprise entre la courbe et le plan des xy est évidemment très petite ou nulle au voisinage de l'origine 100 — &>. Par suite du mode de cumulation adopté, cette aire va croissant à mesure qu'on s'éloigne de Torigine, en sorte que, sur le profil extrême i5 — « relatif aux hommes, on peut figurer les projections en ▼raie grandeur de toutes les autres courbes masculines et sur le profil extrême 10 — w relatif aux femmes les projections de toutes les courbes féminines. Ces projections permettent de déterminer, au moyen de constructir)ns graphiques très simples, certains résultats utiles que le stéréogramme ne donne pas directement.
Soit à rechercher, par exemple, combien d'hommes de 25 à 3o ans ont épousé, dans la |)ériode pour laquelle le relief a été construit, (les femmes de 20 à 25 ans. Les courbes AB, CD [fia' ^9) ^^^^ 1^^ projections des courbes masculines ^5 — w, 3o — w, sur le plan i5 — w de II dernière de ces courbes; les droites AP, BQ sont les projecticms sur le même plan des courbes féminines ?.5 — «,20 — w. Le segment AP, projection en vraie grandeur de l'ordonnée du point A, est propor-
Fig. 89.
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tionnel an nombre de femmes de 25 ans et plus qui ont épousé des homni do 25 ans et plus ; BQ est pro[>orti(>nncl au nombre de femmes de 20 a et plus qui ont épousé des hommes de 25 ans et plus ; par suite, BE := BQ— représente le nombre de femmes de 20 à 25 ans qui ont éjwusé des homnxcï de 25 ans et plus.
De même, DF — DQ — CP représente le nombi*e de femmes de 20 i 25 ans qui ont épousé des hommes de 3o ans et plus, et finalement k serment BG ■- BE — DF, qu'on obtient en menant par le point A la parallèle h CD, représente le nombre de femmes de 20 à 25 ans qui ont épou»des hommes de 25 à 3o ans.
On serait arrivé au même re'sultat et par des constructions analogues si Von avait considéré, sur la section féminine extrême 10 — w, le trapèze compris entre les ordonnées masculines 25 — «, 3o — w, et les courbes ft'minines 25 — 'u, 20 — w.
Ce trapèze et le précédent ne sont, du reste, que les projections de Ia figure formée sur le stéréogramme par les deux courbes masculines et les deux courbes féminines considérées.
Des lignes d'une troisième espèce marquent sur le relief les traces de sections horizontales équidistantes. Chacune d'elles est affectée de sa cote, qui est le nombre z de mariages compris entre la section considérée et le plan des xf. Si c, représente la plus grande valeur de z, c'est-à-dire la
totalité des mariages figurés, la section —9 qui divise la hauteur du solide
en deux parties égales, indiquera à quels âges des deux séries de conjoints correspond la moitié des mariages. Dans le cas considéré, cette sectioo 4 st comprise entre les extrémités supérieures des courbes féminines 20 — « t.'t 25 — «u, mais plus près de cette dernière courbe que de la précédente.
L*âge moyen des c^pouses est donc compris entre 20 et 25 ans et, plus approximativement, entre 28 et 24 ans, ainsi qu'on le vérifie par une simple interpolation à vue.
La même section eét comprise entre les courbes masculines 25 — w et 3o — w, d'où Ton déduit que l'âge moyen des époux est compris entre ^5 et 3o ans. L'interpolation donne à peu près 28 ans.
126. M. Perozzo a construit aussi des stéréogrammes démographiques il coordonnées polaires.
Pour déterminer, dans ce système, Taire et la courbe d'un recensement, on trace, dans un plan vertical, à partir d'un point pris pour pôle et d» même coté de la verticale passant par ce point, les dix-neuf rayons nécessaires pour diviser 180° en vingt ouvertures angulaires égales, correspondant aux vingt classes quinquennales d'âges comprises entre o et 100 ans.
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Le plus grand de ces rayons, correspondant à la classe de o à 5 ans, (ait tan angle de g* avec la partie supe'rieure de la verticale. L'angle est de 18" |30ur le rayon de 5 à 10 ans, et ainsi de suite jusqu'au rayon de 95 à 100 ans, qui se confond en direction avec la partie inférieure de la verticale. On porte, sur chaque rayon, ;i partir du centre commun, une longueur proportionnelle au nombre d'individus recenses de la classe quinquennale correspondante. Les rayons vont en décroissant à mesure que récartement angulaire augmente; celui de la classe c)5 à 100 ans est nul ou très petit. En raccordant les extrémité^s de tous ces rayons, on obtient, en coordonnées polaires, la courbe ou, plus exactement, la ligne brisée des recensés.
On opère de même pour chaque recensement quinquennal, et l'on dispose la suite des aires planes ainsi obtenues de telle manière que leurs pôles et les verlicides passant par ces pôles coïncident. Les plans méridiens des aires sont, d'ailleurs, régulièrement distribués autour de leur axe commun, en sorte que, si le relief doit figurer // recensements quinquennaux, les plans
de deux recensements consécutifs se couperont sous un angle de •
Les diagrammes polaires des recensements étant ainsi placés et découpés, on tracera les lignes des survivants en remarquant q»ic, [)our suivre une même génération, il faut descendre d'une classe d'âge quand on passe d'un recensement quinquennal au suivant. On joindra, par exemple, l'extrémité du rayon o-5 du profil de 175© u l'extrémité du rayon 5-io du profil de 1 755, et ainsi de suite.
Les surfaces isodémiques sont des sphères ayant pour centre commun le p61e de tous les profils et les lignes isodémiques sont les intersecticms du siéréogramme par ces sphères.
Les lignes des recensés étant planes, on construit aussi aisément les lignes isotomi(jues des recensements dans le système polaire que dans le système à trois axes (12^}.
On obtient des stéréogrammcs d'une lecture plus facile en réduisimt de moitié, sur le diagramme des recensements, les ouvertures angulaires égales qui correspondent à chaque classe d'âge. L'amplitude totale du diagranipue est ainsi réduite de 180° à 90**, et le rayon do 9") à 100 ans, qui coïncidait précédemment avec la verticale du pôle, devient horizonUil dans la nouvelle disposition.
On trouve d'ailleurs commode, pour l'exécution matéiielle du solide, de ne pas faire coïncider les verticales passant par les pôles des divers diagrammes, et de les distribuer suivant les génératrices équidistantes d'un cylindre à base circulaire de quelques centiuiélres de diamètre.
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Les Sphères isodémiques sont alors remplacées par des tores à section cir culaire (*).
V. — Appareils inscriptenrs
127. La traduction graphique des résultats d'observations devait naturellement conduire à leur enregistrement automatique (*]. Un phénomène
(*) M. le professeur Thurstox a récemment proposé un système de stéréogmmroes propres à figurer les variations d'un phénomène qui est lui-même fonction de trois' variables. On sait que si, d'un point quelconque, pris dans l'intérieur d'un triangle équilatéral, on abaisse des perpendiculaires sur les trois côtés, la somme de ces perpendiculaires est égale à la hauteur du triangle. Si cette hauteur, divisée on cent parlies égales, représente, par exemple, cent parties d'un alliage formé de trois métaux, chacune des perpendiculaires pourra être considérée comme représentant le nombre de parties de chacun des trois métaux dans la constitution de l'alliage. Ithaque point derinlérieur du triangle correspondra donc à un de ces alliages et ii un seul; et si l'on élève en chacun de ces points, perpendiculairement au plan du triangle, une ordonnée proportionnelle, soit à la limite d'élasticité, soit à la charge de rupture, soit à toute autre propriété de l'alliage correspondant, la surface topographique formée par les extrémités de toutes les ordonnées représentera la loi de variation de la propriété qu'on aura considérée. On pourra d'ailleurs remplacer le stéréograrame construit d'après ce principe par un plan à courbes de niveau cotées. (Voir le Génie civil, revue générale des industries françaises et étrangères, t. III, p. 36, i5 novembrc 1882.)
( ' ) Il faut remonter assez loin dans le passe pour trouver la première application de l'idée qui consiste à fixer sur une surface mobile la trace des variations auxquelles les phénomènes physiques sont soumis. Le marquis d'Ons en Brat a décrit, dans les Mémoires de Tancienne Académie des Sciences (i/S-J), un anémographe qui donnait la vitesse et la direction du veut et qui traçait automatiquement ces résultats sur une feuille enroulée autour d'un cylindre mobile. Un de ces instruments figure dans les galeries du Conservatoire des Arts et Métiers. Eu 176'J, Cummings construisait, d'après le système discontinu proposé par Coamgei'x {Journal de Physique, Chimie et Histoire naturelle, t. XVI, p. 335), un baromètre traçant les hauteurs du mercure sur un cadran conduit par une horloge. En 1783, Magellan faisait connaître les dispositions d'un métcorographe perpétuel destiné à inscrire, en un Jieu quelconque du globe, toutes les variations atmosphériques. Cet appareil comprenait un barographe, un thermographe, un anémographe, un hygroscope, un pluvioscopc et un atmidomètre. En 179^, Ri'TiiERFORD publiait, dans les Transactions d" Edimbourg, la description d'un ihcrmométrographe qui traçait sa courbe, au moyen d'une pointe mobile, sur une bande de papier noirci, animée d'un mouvement de translation. Un autre appareil du même genre est décrit dans les Annales de Gilbert. En 1806, V\'att imaginait son tube indicateur, dont le diagramme fait connaître, par une simple quadrature, le travail de la machine à vapeur. Chazalon a fait construire, vers i85o, un raaréograpbe propre à enregistrer les variations de régime des cours d'eau aussi bien que les oscillations des marées. Blondat a proposé, vers la même époque, un barographe, un thermograplie, un hydrographe et un anémographe (voir le Rapport au Minist4^re
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^^ttirel est en gënëral soumis à des variations incessantes et les observations ^^r^cles, quelque fréquentes qu'on les suppose, ne déterminent que des l^^ints isolés de la courbe continue qui devrait en être l'expression . On rac-
^^* TniTauz publics, par une Commission composée do MM. Bommart, Cayalier et "■ ^ssGos, sur Futilité des instruments destinés à conserver la trace de certains phéno" "^f^es physiques et sur quelques instruments de cette espèce, présentés par M, Blondat, ^^Hs les Annales des Ponts et Chaussées, 3* série, i85i, i* semestre, p. 354). ^" 1857, *^<G3iARD a résolu, au moyen do rouages auxiliaires, la difficulté qui tenait à l'insuffisance de la force développée par certains phénomènes assujettis à effectuer leur P«t>pre enregistrement.
L'emploi des appareils enregistreurs a été successivement étendu à un très grand' *)oii||>re de recherches. En Mécanique, nous citerons : la classe nombreuse des dyna- '^Oinétres graphiques, qui dériveut plus ou moins directement de la conception de ^Att; les appareils, tels que l'odognipho de Maret, propres à écrire un grand ^OQibre de mouvements, et en particulier les variations de vitesse d'un train de chemin ^Q fer ou de tout autre véhicule; les divers instruments imaginés par Poncelet et Construits par le général Moaix; les appareils employés dans les expériences de Ba- 'ûiique, notamment les chronographes de Le Boulangé, de Scbultz et do Moisson; le ^HroDographe, le vélocimètre et le projectile inscripteur du colonel Slbert; rnccélé- ''o^raphe proposé par Deprez pour tracer la courbe des vitesses imprimées par la Poudre à projectile; le séismographe de Carlile, appareil enregistreur des mouve- 'neots relatifs des véhicules en marche et le wagon dynamomètre de la Compagnie ^^ chemins de' fer de l'Est.
Parmi les appareils automatiques employés en Météorologie et en Physique, nous ■Odiquerous : le baromètre et l'udomètre inscriptcurs de Brêguet; les anémomètres ^t girouettes à indications graphiques du même inventeur; les baromètres, anémo- 'nèirea et girouettes à double enregistrement automatique do Gibbons; le baromètre ^t l'anémomètre d'EccARo; l'enregistreur anémométrique de Jacquemier; les baro- ■Hêtres de Goicbard, avec indicateurs électriques; le thermomètre de Ricuard frères; Iq baromètre à balance, le thermoniètie, le thermographe, le dcclinomètro, rinclino- ^ètre, le bifilaire, l'auémographe, Télectrographc, ractinomètre et le psychromètre de Salleron; le thermographe de Pictet et Cellerier; l'anémomètre et le pfuviomètre ^'Hebté Mangon ; le baromètre et le manomètre de Boi:rdon ; le baromètre, le thermo- ■uèire, le psychromètre, l'hygromètre, Tévaporomètre, l'électromèlre de Kldier; l'éva- |K»rométre de Ragona; l'atmographe de TObservatoire de Montsouris; le limnomètre Oe Forkl; Tappareil de Noël pour les variations de niveau des liquides; le métcoro- |»raphe du P. Secchi; le météorographo de Theorell; le météorographo do van ilTSSBLBERGnE et Scul'bart; la série des instruments météorologiques enregistreurs Ue Hâsler et de Hipp; le niaréographc de Thomson; les maréographcs à cylindre hori- «ootal ou vertical de Collin; les fluviographes du même inventeur, dont un à cadran, «vec diagramme polaire, l'autre à trois crayons, inscrivant les variations de niveau ^ans une écluse et dans les deux biefs qu'elle raccorde; les fluviomèlres électriques <le Grivolas, de Mocqlery, de Scuaefkler et de Hipp; l'appareil do Bonneai: pour Tonregistrement de la direction et de la vitesse des courants sous-marins à toutes profondeurs; la sonde sous-marine do Rousset; les indicateurs électriques des niveaux d'eau et des pressions de gaz de Giillemard; l'appareil pour enrejistrer automatiquement la déclinaison, l'inclinaison et les variations diurnes de Gloesener; l'électromèlre de Lipphann; le phonautographe de Scott et Koenig; le phonographe d'EoisoN;
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corde ordinairement ces points par des droites ou par des segments de courbes que les procédés d'interpolation permettent de déterminer. Mais cet artifice est inefiirace (piand les observations sont faites à longs inter-
Ics appareils de Lissajous, d'Hr.LBinoLTZ, de Villari, pour figurer la modalifc desonde^ sonores; rharmoni(;raphe de Tislet et Spiller ; l'appareil de CoR?fC pour cnrejp'strcr la TÎlesse de la liimiiTC; Tappareil de M. Napoli donnant le diagramme des attractions d*un aimant; les séismographes de Pai.mieri, Cavalleri, de Rossi. Rertelu, Cecchi, Galli; le panséismograplie de Guliami; les microséismographes ou tromométrographrs de Bertelli et de Ro.^si. pour l'observation des tremblements de terre; le chronographe astronomique de Fuess, etc.
L*emp1oi des appareils inscripteurs s*est aussi généralisé en Physiologie. On trouve les premières applications de ce genre dans le Kymographion de Litdwig, sorte d«* manomètre inscripteur pour l'étude de la pression sanguine, dans le Federkymogra phion de FiK {Untersuch. a. d. Zùrcher. phvsiol.Laborat., I, p. i ), dans les appareils de VoLKMASN, de Hklhholtz et de Vikrordt [ Vierordt et Ludwig, Beitràge zur Lrhrtvon dcn Athembc^^egungen {Arch. fur physiologhchc Heilkund^^ i855, t. XIV, p. 2.58 J pour figurer les phases de la circulation, de la respiration et de l'action musculaire. Les sphygmographes d'OzAXAH et de Mnsso {Fort eiiiigcn n^uen Eigenschaften der Gefàsswatidy Leipzig, iS^'i, et Mot'imentf dei ifasi sanguigni nelCuoino, Acad. scicnz. di Torino, 1875), le sphygmographe. le cardiographe, le pnenmographe, le myographe, le réographe, le dynamographe, le thermographe, le polygraphe de Maret, l'appareil construit par Franck, d'après Rnssox, pour écrire les variations de volume de l:i main, l'hémodomographe de Chauveav, l'anapmographe de Bergeroti, les appareils à explorations successives de Desprez et de Bloch, le périmètre de Meteb pour tracer la courbe des variations du champ visuel suivant les couleurs, les nombreux appareils inscripteurs appliqués par Maret au passage des ondes liquides, au passage des ondes musculaires, à la rumination, aux différentes allures de l'homme çt des animaux, à la locomotion aérienne des oiseaux et des insectes, les appareils de Rosapellt pour enregistrer le mouvement des lèvres, d'ARLOiiG et de Carlet pour inscrire les. mouvements de déglutition; le polygraphc électrochimique de Ragosine, donnant les courbes de pulsation, de respiration, etc.; telles sont les principales dispositions imaginées pour traduire graphiquement des phénomènes qui, par leur complexité, leur amplitude très restreinte ou leur dur(*c à peine saisissable, semblaient plus que tous autres devoir échapper à ce mode d'investigation. On trouvera la description de ces appareils, l'indication des expériences auxquelles ils se prêtent et Tintcrprétalion des résultats graphiques auxquels ils conduisent dans V Annuaire de rOhservatoire de Moutsouris (1878 et 1879); dans les Annales indttstrielies (7 juillet 1878, 3o novembre 1879, 23 octobre et 20 novembre 1881); dans les Annales des travaux publics (octobre 1881); dans les Annales des Ponts et Chaussées (décembre 1876, p. 606, et février 1881, p. 3.?5); dans la Nature (numéros des 5 et 19 novembre 1881); dans quelques-uns des écrits déjà cités (p. 100) et surtout dans le remarquable Ouvrage du D' Marey {La méthode graphique y etc.). Voir aussi : J! électricité et ses applications, exposé sommaire et Notices sur les différentes classes de l'Exposition internationale d'électricité, p. 10G-170, Instruments de précision^ par Marcel Deprez et Skdert. Paris, 1881. — Dollettino del Fulcanismo italiano de M. S. de Rossi. Roma, 187^- 1881. — La Meteornlogia endogena de M. S. i>E Rossi, Milano, 1879-1882. — Bericht aher die i^^issenschaft lichen Instrumente auf der lierliner Gev^'erheaussteUung im Jahrf^ 1879. Herausgegeben von D' L. Loewenherz. Berlin, 1880, p. 35-38.
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valles ou quand elles portent sur des faits susceptibles de brusques oscillations.
D'autre part, il est souvent utile de comparer des résultats fournis au même moment par divers instruments placés en divers lieux, et il ne suffît ]>as de multiplier les observateurs pour être assuré que cette condition do synchronisme est exactement remplie. Enfin l'observation directe, et la tra doction graphique des résultats numériques qu'elle fournil, portent avec elles les nombreuses chances d'erreur qui tiennent à l'imperfection de uns sens. Les appareils inscripteurs parent à ces inconvénients. Ils rendent l'expérimentation plus facile et plus simple; ils accusent par des tracés continus les vraies courbes figuratives des variations infinies auxquelles les phénomènes sont soumis; ils saisissent et exprimont simultanément un grand nombre de faits; ils mesurent les petites fractions de la durée qui échapperaient à l'observation directe et détaillent les phases de tous les mouvements, quelle qu'en soit la lenteur ou la rapidité; ils accumulent les données d'une infinité d'expériences avec une irrécusable fidélité et sous une forme claire et concise, très propre à faciliter la comparaison des faits et la déduction des lois qui les régissent.
Les manifestations statiques des forces sont constatées au moyen d'instruments plus ou moins précis, mais leur immutabilité même exclut toute idée d'enregistrement. Les manifestations dynamiques, au contraire, sont caractérisées par des mouvements dont la transmission, à l'aide d'organes appropriés, permet de conserver les traces écrites des phénomènes.
128. Qu'il s\')gisse, par exemple, d'enregistrer les variations de niveau d'un fleuve. Un flotteur transmet ces variations à un style guidé verticalement. Une bande de papier, maintenue dans un plan vertical, se déplace en regard du style, de telle sorte que, si celui-ci restait immobile, sa trace sur le papier serait une droite horizontale. Mais, h raison même des variations qu'on se propose d'enregistrer, le style monte ou descend et décrit un diagramme rapporté à deux axes rectangulaires : l'un horizontal, qui est celui des abscisses proportionnelles au temps pris comme variable; l'autre vertical, qui est celui des ordonnées égales ou proportionnelles aux changements de niveau.
L'horizontale parcourue par un point quelconque de la bande mobile est une circonférence décrite du point à Tinfini de la verticale qui sert de guid:^ au style. Si IVm prend le centre à distance finie sur cette verticale, les horizontales deviennent des circonférences concentriques, la bande mobile devient un cadran et le style décrit le diagramme en coordonnées polaires des variations de niveau.
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Tels sont tes principes communs a l.t plupiirt des ajipiireils inscripteurs. Toutefois, dans le système rectangulaire, la bande mobile est le plus souvent enroulée autour d'un cylindre qui pivote d'un mouvement uniforme snr sun axe et qui présente successivement ses génératrices à la pointe du style.
Dans l'uppareil bien connu de Poncelet et florin, le style est porte par un corps pesant qui tombe vcrlicalcment sous l'action de la pcsiioteur. La
pur^ibole tracée sur le cylindre pendant la chute caractérise le mouvenieni des graves et en déiei'mine lu loi.
L'indicateur de Wutt, qui constitue l'une des plus anciennes et des ])lus importantes iipplicatious de h méthode graphique, est un ap|tareil inscripteur du travail des machines à vapeur. Le style traceur, actionne par un tube ninnomélrique, décrit un diagramme dont les ordonnées sont proporlionnulles à la |ii'i'ssioti de la va|)Gur dans le cylindre de la machine; le cy-
mile de l'un des lirus D d'une biihmcc et maintenue en équilibi-e, duns un certaiui^LiC niovcn de l.i j)i'essii)n u[miis|iii(!ri(iiie, par un conlrc-poîds E fUco il luxlrt-iiiilc du secimd br.is. Suivant ([uc lu picssimi niigmenlc nu diminue, et que par suite une petite <]uanlitè de mei^-ure passe de U cuvette dins le tube baniinélrique ou du tube diins la cuvette, celle- <le9ceDd et les osnillutiona du fléau uux(]udles ces mouvements donnent lieu WDt lixiianiises à l'iii^tuille A qui les inscrit sur le cylindre mobile K.. Une pniate d'acier, ùxén ù l'urmature d'un électni-aimant, trace sur l'une des botes du cylindre une ligne de repère eiroulnire ijui devient, après le développemeiil du |M|iier, l'axe des abscisses de la cnui-bc. A chaque cunlact électrique dc'icr miné [uir une b'irloge, la poinlc s'euirte un instant de sa
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position pour marquer une division du temps sur la ligne de repère. La même horloge agit sur les clectro-aimants de tous les cylindres inscripteurs et permet de comparer les résultats fournis aux mêmes moments par un grand nombre d'appareils.
La fig. 91 fait connaître la disposition adoptée à Montsouris pour enre* gistrer simultanément l'état hygrométrique de Tair, la température à la surface du sol et les variations de l'actinomètre (*). AB représente, à droite de la ligure, un tube de Bourdon, sorte de ruban creux à section elliptique, tordu autour de son axe en forme de spire très allongée. Ce tube, rempli d'alcool, est fixé à Tune de ses extrémités; l'autre extrémité, restée libre, porte une aiguille dont les mouvements angulaires accusent les divers étals de torsion du tube sous l'action de Talcool plus ou moins dilaté.
Un tube sec de cette espèce transmet par la tringle /, à travers les parois du kiosque, ses variations à Taiguille n® 2. Un second tube semblable, mais enveloppé de mousseline mouillée, agit sur l'aiguille n" 3. L'ensemble des aiguilles 'x et 3 constitue donc un psychromètre inscriptcur.
L'aiguille 5 est fixée à un troisième tube torse, couché dans un bain de glycérine FE et mis en communication, par un conduit capillaire, avec un réservoir tubulaire en méUil noirci, placé a la surface du sol. Les indications de Taiguille 5 sont le résultat complexe des effets produits par l'ensemble de ces tubes exactement remplis d'alcool. Pour défalquer l'action du tube torse et du conduit capillaire, et isoler celle du réservoir couché sur le sol, on fait agir sur Taiguille 4 un autre tube torse, couché aussi dans le bassin FE et prolongé, comme le précédent, par un conduit capillaire qui n'est pas en communication avec le réservoir. L'aiguille 4 donne ainsi directement les corrections \\ faire aux indications de Taiguille 5, et la variation de température du réservoir est j)roportionnelle à la différence des ordonnées des courbes tracées par ces deux aiguilles.
Les aiguilles 6 et 7 correspondent, l'une à un thermomètre blanc, l'autre à un thermomètre noir, placés tous deux dans le vide sec et mis en communication par des conduits capillaires avec les deux derniers tubes torses du bassin EF. Le degré actinomctrique est en rapport avec l'écartement variable (les courbes tracées |)ar les deux aiguilles.
L'aiguille i, commandée par l'élcctro-aimant, trace la ligne de repère
(*) Cet appareil, construit, comme le précé'lent, par M. Salleron, a fonctionné au Champ de Mars, dans le kiosque de l'Observatoire de Montsouris, pendant toute la durée de l'Exposition de 1878.
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commune à toutes les courbes et pointe les heures données par l'horloge commune (*).
(*) Nous devons montiotincr ici spécialement, à raison des applications {;raphiques auxquelles il donne lieu, le thermographe récemment ima{;iné par MM. Raoul Pictet «t G. Cellkrier (voir Méthode générale iV intégration continue dune fonction numé^ rique quelconque^ à propos de quelques théorèmes fournis par F Analyse mathématique appliquée au calcul des courbes d'un nouveau thermographe. Genève et Paris, Gauthier- Villars, 1879). Cet appareil présente un cas intéressant d'«i/ia/7io/y^/iojr^ géométrique^ mécaniquement réalisée au cours même de l'enregistration. Les inventeurs, se fondant sur les théories récentes de la Thermodynamique et sur un grand nombre d'observations, ont établi une relation générale entre la pression P de la vapeur d'un liquide et la température correspondante t. Les variations de P, accusées par le changement de niveau du mercure dans un tube manométrique, sont transmises par un flotteur et par un système de fils, poulies et contre-poids, au crayon chargé de les inscrire sur un papier animé d'un mouvement continu. Si la transmission avait lieu selon les procédés ordinairement adoptés, la courbe tracée donnerait des ordonnées é{;ales ou proportionnelles aux variations de P, et l'intervention du calcul ou des Tables numériques serait indispensable pour déterminer les valeurs correspondantes de t qui sont l'objet final de la recherche. Pour substituer à la courbe des pressions P la courbe directement tracée des températures t, il a suflî de placer entre le flotteur et le crayon, et sur l'axe même du tambour qui obéit aux mouvements du flotteur, une fusée de forme hélicoïdale, d'un pas très petit, sur laquelle s'enroule un second fil, directement attelé au crayon. La spire a pour projection, sur le plan du tambour qui lui est accolé, une courbe de réduction déterminée par la relation r = p (P). Il eu résulte que le second fil s'enroule ou se déroulesur la fusée, et que, |)ar suite, le crayon avance ou recule sur le plan du diagramme, de quantités égales pour des variations égales de t, La courbe transformatrice du mouvement est tracée par tangentes au moyen d'un procédé graphique très simple.
CHAPITRE VI
6É01IÊTBIE AHAMORPHiaUE ET SOLUTIOHS 6BAPmaU£8.
Lalanne. Mémoire sur hs Tables graphiques et sur la Géométrie anamorphique, etc. {Annales des Ponts et Chaussées, a* seni., t. XI, 1846). — Lalamxe, Méthodes graphiques pour l'expression des lois empiriques ou mathématiques à trois 'variables, etc.^ Paris, 1878. — CiLSlANif, Die graphische Statik, Zurich, ^^^d, n'» 13-14. — De Là GoLRNERiR, Traité de Géométrie descriptive, Paris, 187}, lll* Partie, n*» 1090-1094.
— Manmieim, Cours de Géométrie descriptive de l'Ecole Polytechnique, Paris, 1882, p. 4«J8. — Dll, Résolution graphique des équations numériques d'un tlegré quelconqtœ à une inconnue, {JVoufelles Annales des Mathématiques, 2* série, t. VI, Paris, 1867, p. 359, et t. Vil, 1868, p. 363367). — Comptes rendus, etc., t. LXV, p. 854-807.
— Bellui'itis, IV Partie de la XII* Bivista di giornali, n»» 6i2, § 2, 3, 6. — V. Ott. Graphische Darstellung der Funktionen, Prag, i86â. — Solin, Ueber die graphische Intégration. [Abhandlungen der K. Bàhm Gesellschaft der Wissenschaften, VI, F. 5. B. Praç, 1872. — Stamm, Essai sur l'automatique pure, Milao, i863. — Stamh, Sul calcolo grafico e sullo studio dei polinomi interi e razionali délia forma ar««4-rtjc'"-'-f- . . . -h ex -h /, coir ajuto d'un nuovo sistema di cooréUnate (Meadiconti del R. Istituto lombardo, V. 1, Fasc. VI, p. aoS-aog).
I. — Principes de Géométrie anamorphiqne
130. Les tableaux graphiques à courbes d'égal élément (104) ne peuvent être dressés avec une exactitude relative que si l'on détermine chaque courbe au moyen d'un assez grand nombre de points. On n'obtient donc que par des constructions longues et minutieuses des figures dont la lecture présente d'ailleurs quelque difficulté, par suite de la confusion possible entre des courbes souvent très rapprochées. Aussi est-il permis de penser que l'usage des tableaux ne se serait jamais beaucoup propagé sans les procédés de transformation et de simplification que nous allons faire connaître.
L'usage d'un tableau graphique ne comporte pas nécessairement que la graduation des coordonnées x et >', situées dans le plan de
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*a figure, soit faite suivant une loi déterminée. Considérons, par ^'î^enople, lajig, 77 (105). Les horizontales et les verticales qui. correspondent à la suite des nombres naturels sont équidislantes ^t les coordonnées sont par conséquent proportionnelles à leurs valeurs numériques. Mais cette proportionnalité n'est pas nécessaire, et Ton peut imaginer que, les notations numériques restant les mêmes, les divisions équidislantes soient remplacées par des ^"Visions espacées suivant une autre loi quelconque. Le point A ^e riiyperbole xy = 10 qui, dans la figure originaire, était à Tinl^rsection de l'horizontale 5 et de la verticale 2, avait efiective- ''^ent des coordonnées de la valeur linéaire représentée par ces Dotations. Le point Aj de la figure transformée, situé à Tinterscciion de la nouvelle horizontale 5 et de la nouvelle verticale 2, ^ aura plus les mêmes coordonnées linéaires, mais il sera déter- '»iî né par d'autres coordonnées avant les mêmes notations numériques que les premières et pourra, dès lors, être coté 10 comme représentant le point A. En général, Thyperbole 10, courbe géo- 11 étriqué formée par la suite continue des points A, sera remplacée par une courbe, en quelque sorte arithmétique, cotée 10 et formée par la suite des points A|. Cette courbe permettra de relever sur la nouvelle figure tous les résultats que les hyperboles Totimissaient sur le tableau primitif.
La transformation sera évidemment avantageuse si les nouvelles courbes sont plus faciles à construire et à lire que les précédentes, ^l surtout si Ton parvient à remplacer les courbes par des lignes ^■"oites que deux points suffisent à déterminer. On atteindra ce **^sultat en faisant varier suivant une loi convenable les valeurs **néaires des coordonnées de la nouvelle figure.
M. Lalanne a été conduit à ces considérations fécondes en cherchant à convertir une table logarithmique à double entrée en un ^^bleau graphique à courbes d'égale cote. La somme des coordonnées de tous les points d'une droite également inclinée sur les *^es étant constante, il suffit de porter sur ces axes des longueurs Proportionnelles, non plus aux valeurs numériques des coordonnées, mais aux logarithmes de ces valeurs, pour que la droite soit le lieu géométrique de tous les points du plan dont ^^s distances aux axes forment un produit constant. Avec des ^xes gradués en parties égales, c'est-à-dire suivant la 1»*
alion numérique qui correspond exactement à la lui
i de variation linéaire, on avait la suite des hyperboles équiiatères de la Jig. -7. En renqjlaçant les divisions égales par une graduation togarillimique , les courbes d'égal produit cotées 1, a, . . . , 10, ... , deviennent des droites inclinées à 4^° s»'' '^^ axes. Les coordonnées de l'origine étant nulles, l'origine devra porter comme cote l'unité dont le logarithme est o. Celte transformation donne naissance à la /(^. 92 qui n'est autre que la réduction ù ses données les plus simples de Yabai/ue précédemment décrit (7G).
KiC- .)■..
Pour exprimer les mêmes considéi'ations en langage algébrique, cvenons au paraholoïde hyperbolique (lOo)
-i"e-r. y-- i"sr.
\»iz = ^- + y.
Quand on considère J.-',^»-', = comme trois coordonnées variables, cette nouvelle équation représente un cylindre horizontal, dont les lignes de niveau sont des droites parallèles, inclinées à 4^° sur les axes.
Ces droites, que la transformation a permis de substituer aux hyperboles de la iigure primitive, pourraient, à leur tour, être
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""^■^ placées par des circonférences concentriques. Il suffirait, en ^"^t, déposer
POvir que l'équation proposée devînt
La graduation des coordonnées se ferait dans ce cas suivant les **^oînes carrées des logarithmes des nombres.
'131. Soit, en généralisant,
* écjuation d'une surface.
Supposons qu'on ait pu faire subir à cette équation une transformation qui la mette sous la forme
Posons
L'équation (2) devient
Faisons la traduction géométrique de ces transformations en graduant les trois axes suivant les lois exprimées par les relations ( -^ ). 11 suffit, pour cela, d'attribuer à j:, à j^ et à s des valeurs successives, de calculer les valeurs correspondantes de x\ j\ z\ et de porter à l'échelle ces valeurs sur les axes de coordonnées qu'on a ^oin de coter d'après les valeurs des variables primitives x, y^ z, »-*cs sections planes faites dans la surface représentée par Téqua- ^lon (4), au moyen de plans parallèles a celui des x' y' ^ donneront comme lignes de niveau des droites, si l'équation (4) est du premier degré en od et r; des sections coniques, si cette équation ^sldu second degré, et ainsi de suite. En général, si les deux axes L placi's dans le j)lan horizontal ont été gradués suivant les lois in- I Piquées par les relations (3), la nature des courbes de niveau sera l ^^terininée par le degré en x* et r' de l'équation (4). Or ce degré 1 peut être très inférieur au degré de l'équation (i) en x et j'.
M. Lalannc a donné à celte méthode de transformation le nom à^ anamorphose géométrique ( * ).
132. Le mode d'anamorphose précédemment appliqué (130) à la fonction z = xj s'étend à la classe tout entière des fonctions comprises dans la formule
car, en prenant les logarithmes des deux membres, on a
logZ = lf)g^(x)-f-log;;»(j),
de sorte qu'en graduant les axes du plan horizontal suivant les lois exprimées respectivement par 3rf=. log(j)(x) et par ^ ' = ^o^^{j')^ on transformera les lignes de niveau de la surface topographique représentée par la fonction proposée en autant de droites parallèles entre elles et inclinées à 45" sur les axes.
A plus forte raison sera-t-il possible d'anamorphoser en une surface réglée celle qui est représentée par l'équation
Il suffira, pour cela, de graduer les axes suivant les lois x'=r^[x) etj>'='|.;j).
L'anamorphose est donc facile lorsque, dans l'équation primitive, les variables indépendantes x el j sont séparables, ou lorsqu'elles peuvent le devenir par quelques transformations simples.^ Mais on ne peut pas donner une règle générale pour effectuer ces=^ transformations.
133. Quand l'équation primitive ne permet pas la séparalio des variables moyennant la seule substitution des valeurs a/= ?(«ï' ^ , y=^{^y) dans celte équation convenablement préparée, la sép^^^. ration devient quelquefois possible par la substitution des valeui. ^-j
(') Celle expression est empruntée aux physiciens, qui Tont employée pour ^^. sijjncr les dfforniations produites par la réflexion des figures sur des miroirs courbes de forinos et de positions déterminées.
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Oonsidérons, par exemple, Téquation
On ne peut pas la simplifier en prenant de nouvelles variables qwi soient des fonctions distinctes des anciennes, car ces dernières sont réunies dans le dénominateur. Si, cependant, on veut avoir des droites pour les lignes de niveau, on posera
^l l'on construira sur les formules
deux tableaux graphiques à double entrée, le premier composé d obliques à 45°, le second consistant en un faisceau de rajons qui ^ son centre à Torigine. Le premier tableau fait connaître l'ordonnée auxiliaire j'; le second donne ensuite Tinconnue z'.
On peut éviter la construction du second tableau en mettant ' équation (i) sous la forme
y—nx^ . - H-.r ir^o, ^^y en posant z' -= -» sous la forme
y — [ax^)z' -h .r = o.
^^ a ainsi une équation du premier degré entre i el z- . I34. Soit encore la relation
^^sons *' Vient
Zizr
"ïroîs tables graphiques à double entrée sont nécessaires, dans ^^ cas, pour trouver la valeur numérique de z correspondant à ^^s valeurs données de x etdej'. Mais ces tables seront toutes
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composées de lignes droites, si Ton a soin de graduer les axes des coordonnées en posant, pour la première table,
pour la deuxième,
et pour la troisième,
-." — -1 v" vî
z^^z', y"=::azr
Il est facile de comprendre qu'en soumettant la fonction primitive à des transformations successives de ce genre, on arrivera toujours à calculer les valeurs numériques d'une fonction à deux variables, au moyen d'une suite de tableaux graphiques à double entrée, qui ne renfermeront que des lignes droites. Mais la méthode perdrait ses avantages pratiques si Ton avait à opérer avec un trop gi'and nombre de tableaux.
135. Rien, dans ce qui précède, n'indique que les fonctions ^{x) et '^(j ), suivant lesquelles on gradue les axes des coordonnées, doivent aller toujours en croissant ou toujours en décroissant. Ces fonctions peuvent avoir des niaxiina ou des ininima, auquel cas les valeurs linéaires de la graduation des axes, après avoir été en croissant dans un certain sens, iront en décroissant, et devront être comptées en sens contraire.
Considérons, par exemple, riiyperboloïde représenté j)ar l'équation
yz -f- -c* — 20.A- -\- io4 = o.
Les courbes horizontales sont des paraboles.
Mais, si nous posons
x' =z ar^ — 20 X -h Io4,
nous aurons
yz 4-.r'=o,
et les lignes de niveau seront des droites.
A la valeur 4 de jf' correspond, pour j:, une grandeur minimci^j égale à lo. La cote lo sera, par conséquent, au point dont rsift:^. scisse est 4» ^t, les cotes 1 1, 12, i3, . . . , 9, 8, 7, ... seront sxjr la partie de l'axe qui s'étend au delà de ce point. Les valeurs m3e X sont imaginaires pour les abscisses inférieures à 4? ^^ P^i* sui Le
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les droites transformées des paraboles sont parasites au delà de la parallèle à Taxe des ordonnées dont Tabscisse est 4*
136. Après avoir obtenu la transformation d'une figure au moyen d'une graduation particulière des coordonnées, on peut en déduire une infinité d'autres figures analogues, sans recourir à de nouvelles transformations des équations, par de simples projections orthogonales ou polaires, sur des plans, sur dos surfaces développables, ou même sur des surfaces quelconques.
L'anamorphose géométrique par voie de graduation des coordonnées peut, d'ailleurs, être appliquée à un système quelconque de coordonnées.
Par exemple, pour anamorphoser en une spirale d'Archimède û'=(»/ une spirale hyperbolique représentée par Féquation en coordonnées polaires pro = n^, il suffira de poser
p'r=_: logo, ûj'rrz — logw
et de graduer respectivement suivant les lois représentées par ces deux équations le rayon vecteur et la circonférence sur laquelle on mesure les écartements angulaires.
II. — Résolation graphique des équations ( ^ ). Méthode de LiU.
Soit
tine équation de degré m, dont les coefficients A, B, C, . . ., M,
(* ) EucLiDR est considéré, à juste titre, comme représentant la somme des connaissances géométriques acquises jusqu'à son temps. Aussi, laissant de côté les recherches relatives aux époques antérieures, nous bornerons-nous à rappeler que les l'oii(]^in(>n(g de l'Analyse des équations du second degré sont contenus, sous forme Créoitiétrique. dans les quatrième et cinquième propositions du Livre II des Èlé" "^^nts^ et que la sixième proposition du même Livre présente l'importante construction qui conduit, dans la résolution des équations quadratiques, à ajouter aux deux 'v^erabres le carré du demi-coefficient de l'inconnue. Il faut citer aussi les propositions vingt-septième et vingt-huitième du Livre VI, et les Données LVIll, LIX, I-XXXIV, LXXXV, dans lesquelles on retrouve au complet la résolution par voie «: géométrique des équations du second degré avec des applications qui, de nos jours *'Qcore, n'ont rien perdu de leur intérêt. Clclide est même allé beaucoup plus loin,
N sont des nombres donnés. Soumettons-la à une série de divî-
car, dans les Données LXXXVI etLXXXVII, il enseigne à résoudre géométriquement les équations du quatrième degré de la forme
a* 1: yx' — n =■- o.
Des recherches récentes, soumises à l'épreuve de la plus sévère critique, ont mis hors de doute que les Grecs savaient construire les équations du troisième degré. Les auteurs de ces recherches ont trouvé de précieux éléments d'instruction dans le développement historique de quelques problèmes célèbres, tels que ceux de la dupli* cation du cube et de la trisection de l'angle, et dans les autres nombreux documents que l'école grecque noUs a laissés pour l'histoire de la construction graphique des problèmes du troisième degré. Il sufOra de citer les diverses constructions de cet ordre qui figurent dans les commentaires d'EiTocius sur le Traité de la sphère et du cylindre^ d'ARcuiMÉDE, la doctrine des maxima et des minima d'ApoLLOKics et les questions pour la solution desquelles Diopuamte eut recours à des considérations géométriques.
Dans les règles données par Braiimecupta, pour la construction du triangle rectangle en nombres rationnels et pour la construction des quadrangles, on trouve tous les éléments nécessaires pour résoudre les équations indéterminées du second
deirré et l'équation
en termes rationnels. ?ious devons signaler aussi les deux constructions graphiques de l'équation indéterminée
proposées par RuASCARA/ct les problèmes du même géomètre consistant à trouver, on nombres rationnels, les c<)tés du triangle rectangle dont l'aire est exprimée par le même nombre que l'hypoténuse, ou dont l'aire est numériquement égale au produit des trois côtés.
On trouve de très importantes recherches sur la construction graphique des équations dans les écrits mathématiques des Arabes. Mohammed bkn Mocsa s'est expressément occupé des équations quadratiques; Aboll Wëfa a laissé tout un Recueil de constructions géométriques. Parmi les nombreux écrits des autres géomètres arabes, nous nous bornerons à citer ceux d'ALKARRUi et d'ÛMAR Alkuahami. La question qui nous occupe y est traitée avec beaucoup de détails. Nous devons signaler aussi, dans ce trop rapide aperçu, le procédé connu sous le nom de plateaux de balance.
Léonard de Pise eut le mérite de faire connaître à l'Occident les travaux des Arabes, auxquels il ajouta le fruit de ses propres recherches. Lcca Pacioli écrivit Aussi sur la construction des équations, mais sans originalité et en imitateur fidèle de Mohammed ben Mocsa. Tartaclia et Carda!«o donnèrent ensuite les très intéressantes constructions géométriques qui se trouvent dans leurs Œuvres.
ViÊTE, Descartes et plus tard Newton firent entrer la construction graphique des équations dans une phase nouvelle, plus féconde en ressources et en applications. Il serait malaisé d'exposer en peu do lignes toute la suite de ces développements nouveaux. Nous pi*éférons renvoyer le lecteur aux deux publications suivantes, dans lesquelles nous avons coordonné tous les renseignements qu'il nous a été ilonné de recueillir : Notizie storico-critiche sulla costruzione délie equazioni. Modena, 1878. — Appendice aile notizie storico-critiche sulla costruzione délie equazioni. Mode n a, t88o.
RÉSOLUTION GRAPUIQUE DES ÉQUATIONS. — MÉTHODE DE LILL
siotis successives par Xj et posons
JC
— ( A a * -i- Bx ) = )',„.j = - J„,_3 4- C,
JC
— A = -Xm-l'
Chacune des équations Anales, telles que
JC
peut être considérée, dans un système de coordonnées orthogonales, comme l'équation d'une droite ayant pour ordonnée j,, pour abscisse N, pour tangente trigonométrique de son inclinaison
^^r l'axe des x, - et pour ordonnée à l'origine M.
Les équations (i) donnent lieu aux observations suivantes :
I** Toutes les droites qu'elles représentent ont la même incli-
'^^îson ( arc lang - j sur Taxe des x ;
a** La tangente, prise négativement, donne
^ _ A _ B — rm-t _ C — T//.-^ — ■ ■ .^ ^" ^ ^^ ~ ^1 — Xi .
^ Xm—\ J'm-t Xm—Z Ji ^
3" Le numérateur et le dénominateur de chacune de ces frac- *^*Ons peuvent être considérés comme les deux côtés d'un triangle ''^ctangle, et tous les triangles ainsi formés sont semblables.
Cela posé, imaginons que Ton décrive [fig- 93) un contour po- ■ygonal rectangulaire dont les côtés successifs oi, 12, aS, . . . , 78, ^*ent respectivement des longueurs proportionnelles aux coeffi- ^•ents A, B, C, D, . . . , M, N. Si l'on connaissait l'angle o A, 1 = a»,
dont la tangente Ingonométrique est égale à {x étant une des
racines de l'équation), on pourrait former le second contour polygonal oAïAaAj.-.Ax qui délimite, dans l'inlérieur du premier, les triangles rectangles oiA|, A,2A2, AaSAj, ..., dont nous avons parlé plus haut. Ce nouveau contour aboutirait exactement au point 8, extrémité du premier, et la longueur iA| (oi étant pris pour unité) serait une racine de Téquation proposée.
La résolution graphique de cette équation se réduit donc à chercher, sur le côté la du contour primitif, un point A|, tel que le nouveau contour rectangulaire, dont le premier côté est oA|, et dont les sommets consécutifs s'appuient consécutivement sur les
Fig. 93,
autres côtés 23, 34^ •••* du contour oi!23...8, ait pour dernier côté une droite passant par Tcxtrémité 8. Le nombre des racines réelles de Téquation proposée est égal au nombre de points, satisfaisant -à. celte condition, qu'on peut trouver sur le côté 12 ou sur ses prolongements.
138. Lill a imaginé un instrument très simple, qui permet de déterminer ces racines avec rapidité. Sur un disque circulaire en bois, parfaitement dressé, sont tracés deux systèmes rectangulaires de cordes parallèles, distantes l'une de l'autre d'un millimètre. Le
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disque est gradué dans le sens opposé à celui du niouveraent des aiguilles d'une montre. Il tourne autour de son centre, sur une tablette fixe, munie d'un vernier, et au-dessous d'un autre disque en verre transparent, usé à l'émeri, sur lequel on peut tracer des traits au crayon.
Pour résoudre une équation donnée, on commence par établir la coïncidence entre le zéro du limbe mobile et celui du vernier. Le rayon oY, qui marque la direction de l'une des deux séries de cordes parallèles, passe alors par le zéro commun, et le rayon oX passe par le point du limbe qui correspond à 2^0°. On marque, sur le verre, de la manière que nous venons d'indiquer, les points 0, I, Q, 3, .... 8, et l'on trace au crayon le contour ia3 ... 8. Le quadrillé du disque inférieur permet d'effectuer très rapidement cette opération. On fait ensuite tourner le cercle mobile gradué, jusqu'à ce qu'il parvienne à une position telle qu'un contour polygonal rectangulaire, appuyant consécutivement ses sommets sur les droites 01, 12, 23, .... vienne aboutir au point 8. Tout contour de ce genre fournit une longueur oA| qui représente une racine de l'équation. Les tâtonnements que cette recherche comporte sont rendus faciles et prompts par le quadrillé du cercle mobile. La graduation du cercle, dont le vernier permet d'évaluer un liers de degré, sert à déterminer les racines avec une plus grande exactitude. Chacune des longueurs, telles que oA|, n'est autre, en effet, que la tangente trigonométrique de l'angle dont il a fallu faire tourner le cercle mobile pour amener Taxe oX de sa direction primitive 01 à la nouvelle position oA| qu'il occupe lorsque le contour rectangulaire oA| A2 . . . A7 passe parle point 8. On pourra donc, au moyen de tables numériques, qui pourront être elles-mêmes transformées en tableaux graphiques, obtenir la longueur de ces tangentes avec plus de précision que n'en comporte la simple lecture du quadrillé.
Le sens dans lequel on doit tracer les côtés du contour primitif dépend du signe du coefficient que chacun de ces côtés représente. On peut suivre, à cet égard, la règle suivante : Supposons qu'on ait adopté, pour représenter les deux premiers coefficients, les directions des quatre côtés d'un carré 01 23. Les côtés correspondant aux coefficients qui occupent dans l'équation les rangs 4«H-i, 4'*"*" 2, 4'*"*-3, 4^2, suivront respectivement les direc-
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lions oi, 12, 23, 3o, si ces coefficienls sont positifs, et les direcr^ lions opposées s'ils sont négalifs. Si un coefficient est nul, le raiw ^ des termes el, par suile, le sens des cotés ne subissent aucun ^ altération.
Il résulle de ces conventions, qui n'ont rien d'arbitraire, qif -^^
tout contour ainsi construit ne correspond qu'une seule équa
tion, et réciproquement. On peut donc dire qu'un tel contou '^^^ rectangulaire représenle graphiquement une équation déter — — minée.
Revenons à la recherche de la valeur iA|. Supposons qu'au lieL — i (l'avoir donné à ce côté la longueur convenable pour que le seconczzil
contour se ferme exactement au point 8, on l'ait pris d'une Ion
gueur telle que le dernier cùlé du second contour passe par un cei ^-
tain point 9 du côté 78. La distance 89 représentera l'erreim r finale Q à laquelle conduit Thypothèse. Proposons-nous de che^z^cher l'expression analytique de cette erreur.
Les triangles rectangles semblables oiA|, A12A2, AjSAa, .. <lonnent les séries de rapports égaux
lAj 2Aj 3 A3 78
Faisant iA|;=:X et représentant les longueurs 01, 12, 23, .. - • respectivement par A, B, C, . . . , on a
Kl)-©'
X\'"-' /xv "'
"(ï)-Hï)'— (1) -"(i)""**©
«l'où l'on déduit
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Si l'on fait ( — -— ) = Xi , on aura finalement
La valeur de Q est donc précisément celle que prend le polynôme
donné quand on y remplace par x la valeur — -- ou — — ^-^ Si
donc Q n= o, c'est-à-dire si le second conlour vient aboutir au point final 8 du premier, la quantité -—- sera une racine de
l équation proposée.
L'exactitude de la précédenle construction se trouve ainsi déniontrée; on reconnaît d'ailleurs que la racine obtenue est négative quand la longueur trouvée iA| tombe sur la partie positive de I !%, et vice versa.
Quand on est arrivé à connaître /• racines de l'équation proposée ^t qu'on ne peut plus obtenir, par la construction, aucun résultat nouveau, on en doit conclure que les m — r autres racines sont
•niaginaires. On peut appliquer à la détermination de celles-ci une niéihode analogue à celle qui vient d'être indiquée; toutefois, les ^^oniours rectangulaires auxquels on aura recours n'appuieront plus leurs sommets sur les côtés du contour primitif, comme il arrivait ^»iis le cas des racines réelles. Nous n'insistons pas davantage, et nous concluons en disant que cette méthode graphique peut être très utile pour trouver promptement une première approximation ^es valeurs des racines d'une équation numérique d'un degré quelconque.
139. Si l'équation est du second degré, la même méthode four- "'^ la solution suivante qui, dans ce cas, est rigoureuse. Soit 'équation
On construit [Jig' 94) le contour oiaJ, dont les côtés oi, I:^,
^^ expriment les coefficients A, B, C, et sur o3 comme diamètre
^^ décrit une demi-circonférence. Soient X|, X2 les deux points
^^ Cette demi-circonférence coupe le côté 12. Les longueurs iX|,
*-^5 sont les deux racines de l'équation, 01 étant pris pour unité.
'jt(>i
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m. — Détermination graphique des racines d*ane équation.
Méthode de Bellavitis.
Soil à déterminer les racines de Téqualion
/î.r' -+- b.7^ -h ex -f- r/ = o.
V, m et h {Jig' 95) sont trois axes parallèles. Portons sur j', à partir d'un point quelconque O pris pour origine, les segmenïs OD, DC, CB, BA, respectivement équipollents (3) à rf, c, 6, a. Élevons aux points O et A de y les perpendiculaires à cet axe jusqu'à leur rencontre avec h aux points H et A|. Joignons A|B qui coupe m au point K. Si les droites // et m sont respeclivement aux distances i et x de j', le point K sera à la distance ax -f- i de la perpendiculaire abaissée du point C sur h. Abaissons du point K
Fie. 9^.
la perpendiculaire KL sur //, et joignons LC. Cette droite coupe m en un second point K|, situé à la distance {ax -f- b)x -h c de la perpendiculaire abaissée du point D sur //. Projetons K| sur// en L|, et menons L|D qui coupe ni au point M. En déterminant autant de points M qu'on voudra, nous obtiendrons une courbe parabolique, et tout point X d'intersection de cette courbe et de la droite OH fournira une racine
r = OX : OH.
SOMMATION GRAPIIIQL'E DKS SÉRIES. ao5
Ce procédé très simple peut être étendu à une courbe de degré elconque.
£n limitant la construction à Tintervalle compris entre les ■:*oites y et /i, on obtiendra seulement les racines positives plus ^^ lites que l'unité.
Pour construire les racines négatives, on changera x en — x. ^uant aux racines comprises entre i et -f- c» , entre o et — i , entre — I et — 00 , on les obtiendra facilement par les transformées de * équation proposée.
IV. — Sommation graphique des séries
m. Soit, en général, à sommer grapliiquement la série
Posons \f=z—i et construisons d'abord {f!g- 96) la droite /« déterminée par ce rapport. Portons sur OX, à partir de l'origine O,
Fig. (f).
longueur Uo, sur OY, à partir de la même origine, les longueurs ^ » «2î ^if . • • Par les extrémités des segments «i, /'/j, «a, . . . , ^^tions les parallèles /|, /j, /a, ... à /q. A l'extrémité de l'abscisse ^9 élevons l'ordonnée j'^ limitée à la droite /| ; à l'extrémité d'une ^*^Scisse égale à j i, élevons l'ordonnée j 2 limitée à la droite Z^; à ^Xlrémilé d'une abscisse égale À j 2y Tordonnée Vj limitée à /a, et *^si de suite. Les parallèles /|, /j, 4. . . ., /«.i, /« donnent respec-
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llvemcnt les équations suivantes :
Multipliant ces équations respectivement par
et remplaçant les quantités j-,, 72, J>5» ••• P^^ leurs valeurs duites des équations précédentes, il vient
„rt— 1 —
== lîo*'" -^ «i»*""* -f ^j«'"~* -f- ^ji
d'où il suit que Tordonnée j „ correspondant à la parallèle l„
fie- 97-
"^ ^ i/, yz
présente la somme des n -f- i termes de la série proposée.
1 i2. Appliquons cette méthode générale à la sommati série géométrique.
Xn = rt -+- ^«' 4- av -h m»' -+-...-+- ««•"—» -4- lîf'»,
SOMMATION GRAPHIQUE DES SÉRIES
t le rapport constant est v. On arrivera au résultat cherché en "sii ^ant dans la série (i)
et en posant — = -• Toules les parallèles de la construction précédente coïncideront dès lors avec /j, comme l'indique \dijig, 97, e^L l'on aura
pour j* = o, Xq r= a.
» X = j'i , Ji r:=: a -h m- -f- rtr^,
?* _1_ _L_ rrtjW — 1 _l_ •?*»'''
1. jT = j^„_, , v« 1= ^/ -r- rtt' 4- ^«- 4- ... -h av"-^ -h ^r" .
S'il s'agissait d'une progression arithmétique, dont les termes consécutifs diffèrent entre eux d'une quantité constante, la suite de ces termes serait exprimée graphiquement par les ordonnées (l'une droite. Pour représenter graphiquement, par exemple, le /'''■** terme de cette progression, il suffirait de porter en abscisse, à partir du pied de la première ordonnée, un segment égal à p — i unités de longueur, et d'élever à l'extrémité de ce segment une nouvelle ordonnée jusqu'à la rencontre de la droite /.
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A. — APPLICATIONS DE GÉOMÉTRIE AXAMORPHIQUE
I. - Abaques pour les problèmes sur réconlement des liquides. ih3. CoQsidérons la relation
clans laquelle on représente par R le rayon moyen d'un canal à pente et à section constantes, c'est-à-dire le rapport de la section mouillée au périmètre mouillé, par I la pente, par u la vitesse moyenne du liquide dans une section quelconque, par « et ]3 des constantes déduites de l'exiiérience.
On peut avoir à déterminer l'une quelccmque des trois quantités R, !,« en Fonction des deux autres. Le rayon et la vitesse étant considérés comme variables, si Ton attribue au paramètre R une série de valeurs constantes successives, on arrive à déterminer un tableau de paraboles dont chacune a pour cote la valeur correspondante de 11.
En prenant comme coordonnées, non plus les valeurs de I et de m, mais les log^arithmes de ces variables, M. CoHi^Ufm (*) a dressé un Tableau gra-
( • ) Cours de Mécanique appliquée aux constructions ; II* Purlie : Hydraulique. Par*»*» i88u, p. 298 cl PL II. D'uutres tableaux graphiques pour l'élude du mouvement de Tcau dans les canaux découverUi oui été dressés par M. Ed. Pkllis (Buli^^tln de la Société imudoise des ingénieurs et architectes , juin 1878); par MM. diA^' i^uiLLET cl Ki:tteu {Journal de la Société des ingénient s et architectes de Vi^^^n^» iS6(j); par M. llhniNG, dans les Transactions de la Société américaine des iu{^éni«3urs civils, janvier 1879.
CoL'si.MiRY avait déjà publié, en iSj'), dans le t. Il de son Recueil de Ta^/^^ ^ l'usage lies ingénieurs^ un Tableau (graphique à coordonnées (graduées, dressé d'dp'** la formule de Piiony, pour la solution des problèmes relatifs au mouvement de IVau dans les tuyaux de conduite. Ce tableau et un autre du même Recueil, relatif au produit de diMix nombres, dont l'un doit être élevé au carré, constituent deux ^P' pliculioris di*ja anciennes <le Géornclrie unamorjd>iqne, suivant la méthode inia^;'"^'''
*Ji.
ABAQUES POUR LES PROBLEMES SUR L ECOULEMENT DES LIQUIDES. aOQ
phique dans lequel les paraboles sont remplacées par des droites parallèles. L'angle des axes de coordonnées et les échelles de graduation ont été choisis de telle sorte que les droites correspondant aux pentes, aux vitesses et aux rayons sont respectivement verticales, obliques et horizontales. Les coefficients a et |3 variant d'ailleurs avec la nature des parois, l'axe vertical du Tableau présente quatre échelles de graduation distinctes, correspondant à quatre couples de valeurs de ces coefficients.
iki. La formule ( i ] représentera la loi d'écoulement dans les tuyaux do conduite, si l'on désigne par R le rayon du tuyau, par a et ]3 les coefficients particuliers à ce cas. On aura donc encore un Tableau de paraboles, transformable en un Tableau de droites, disposé comme il vient d'être dit. Dans les canaux découverts, la connaissance du rayon moyen R ne suffit pas pour déterminer la section et par conséquent le débit. Dans le cas des tuyaux,
par M. Lalakne. Cette méthode était, ea effet, connue par Vabaque et par le rapport de Caocht à l'Académie des Sciences (ii septembre iSlJS). CorsiNERY si(;nalait dans le même Ouvrage (p. 269) l'analogie qui existe entre l'anamorphose rcctiligne des courbes et le problème de Mercator et de Wright, consistant à allonger les degrés de latitude de façon à remplacer, sur les cartes plates, la loxodromie par un tracé rectiligne. Cette analogie est incontestable, dit M. Lalanne {Méthodes graphiques, etc., p. 4^6), mais a-t-elle joué quelque rôle dans l'invention de Tanamorphose? Les savants chargés d'en rendre compte à l'Académie ne l'ont pas pensé. Dans une Lettre du i5 août 1843, Lamé, résumant Topinion de Calxby, disait: « On peut contester à M. Lalamne la priorité d'invention relativement à l'emploi du tracé graphique en général, mais l'idée des coupes linéaires est neuve, ingénieuse et lui appartient exclusivement ». En dehors des cas d'anamorphose qui sont traités dans les Mémoires déjà cités de l'inventeur, nous signalerons, parmi les applications intéressantes do la méthode, l'abaque d'AtCAN pour la transformation des anciens titrages de fils en titrages métriques {Traité des matières textiles) \ les abaques de M. Loivel pour le calcul de la résistance à la rupture des fers ài double T et pour le calcul des intérêts composés à divers taux {Portefeuille ties conducteurs des Ponts et Chaussées, 4* sério, n" 6 et 7); quelques-uns des Tableaux de M. Eue. Pereire sur les questions (f intérêt et d'assurances ; l'abaque logarithmique proposé par le capitaine Goiîlier pour la correction des erreurs commises dans la mesure approximative des distances au moyea d'un in9«U*uiiient spécial {Mémorial de Vofficier du Génie, n® 18, 1868); les abaques de M. A. de Kaptetm, pour les calculs des soupapes de sûreté, des machines a vapeur, des épaisseurs de tôles pour chaudières {Revue universelle des mines, de la métallurgie, etc., t. XL, 1876, 2* sem.); les Tableaux graphiques de M. Lêvy-Lam- BUT pour les calculs des ressorts, traduction des formules de M. Phillips en abaques de lignes droites {Ann, des Ponts et Chaussées, 1880, 2* sem., p. 69); enfin les abaques de MM. RicooR, Gariel, Chery, cités dans le texte.
Les publications faites à l'étranger sur le même sujet par MM. Hermanm {Dos graphUche Einmaleins, etc. Braunschweig, 1875), Voglër {Sechs graphische Tafeln zum Schnellreehnen und zum Schnellquotiren, etc., Berlin, 1877), Kapteys {loc. cit.) et n I Helmert (Ze/WcAr. /ar f^ermesstingswesen, Stuttgart, 1878, Heft I) ont provoqué de ^ I la part de M: Lalan!IB des réclamations de priorité {Méthodes graphiques, etc., p. 398) ,
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nu contraire, le débit est dooné par la relation Q =irR'ti; et comme le r.iyon, la pente et la vitesse GOat déterminés en chaque point du plan, la dc|)enseQ l'est aussi. On pourra donc tracer sur le même tableau les courbes 'd'égal débit. Ces courbes sont sensiblement droites dans le tableau anamnrphrisé que M. CoUignon a établi (') pour le cas de l'écoulement dans des tuyaux k parois lisses. Ce tableau permet de résoudre les six cat^ories (le questions qui consistent à déterminer deux des quatre quantités R, I, s et Q en fonctinn des deux autres.
II. — Déformation snirant un lenl axe. Uaqne des soupapes di^ssreté.
1 1»5. On opère quelquefois l'anamorphose d'une figure plane en la déformant dans la direction d'un seul des axes de coordonnées ('). On [leut, par exemple, se donner comme condition que tout point D [fig. 98) d'une
droite OM, obtenue par la transformation d'une courbe OAH, ait mèak. ^ ordonnée que le point A qui lui correspond sur cette courbe. Considérons l'équation
dans laquelle q prend successivement des valeurs constantes différentess i chacune de ces valeurs cori-es|)nnd une parabole, et la suite des parabitle^
(') Cauri dt Mécaaiqu.
{•) Voir Al», de Kattï
courbes par des lignes dro vaux publics, etc. Liège, 1
uns méthode d« graduation représentant da niferseUe des mines, de la métallurgie, des tr
DBPOEIIATION SUIVANT UN SEUL AXE. ABAQUE DES SOUPAPES DE SURETE
c*est-à-dire la suite des courbes de niveau fournies par la surface ( i j, constitue un Tableau graphique qu'il s'agit de transformer. Soient
deux de ces paraboles ayant même axe et même sommet à l'origine des coordonnées; soient A, D deux points correspondants situés respectivement sur la première courbe et sbr la droite cotée OM, qui représente cette courbe après la transformation et qui la coupe une seconde fois au i>oint H . L'ordonnée du point H prolongée rencontre la seconde parabole, x^ ^=P^\% en un point I.
iVous nous proposons de démontrer que cette seconde courbe est représentée, après l'anamorphose, par la droite 01.
Soient B le point de la seconde courbe ayant même ordonnée que le point A de la première, C et K les points d'intersection de la droite 01, respectivement avec l'horizontale du })oint B et avec la verticale du point D. L'abscisse des points H et I étant représentée par a, nous avons
GH =y^ = aq et QX =y\=ap\
a posant OE = -» il vient
1 nq î an
AE =-^ et BE =
Oq a donc
AE_ FD
bê""Fk.*
AE étant d'ailleurs égal à FD, il s'ensuit que BE est égal à FK et que les points C et K coïncident. En d'autres termes, le point C de ON a la même graduation que le point D de OM et le faisceau de paraboles considéré est anamorphose en un faisceau de rayons qui a son centre à l'origine.
U6. La construction qui précède peut être simplifiée par l'emploi d'une courbe auxiliaire.
Marquons sur l'ordonnée de graduation FD le point L, tel que FL = OE.
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Soient x et / les coordonnées du point A de la parabole considérée OB,
Xi et Xi l<^s coordonnées du point D de la droite correspondante OM, c le
coeflîcient angulaire de cette droite, X et T les coordonnées du pobt L.
On a
J- =r Y, ^, =: X, Xi = y
et, par suite.
d'où, en éliminant /,
X'_iY.
Le lieu géométrft]ue des points L est donc une seconde parabole qui a j)our sommet l'origine et pour grand axe celui des T. Cette courbe étant construite, on déterminera Tordonnée de graduation FD, correspondant à une ordonnée primitive quelconque EA, en menant par le point P, situé sur
Taxe des Y, à la disUmee OP = OE, une horizontale qui coupera la parabole auxiliaire en un |K)int L de l'ordonnée cherchée.
1^7. Considérons, à titre d'exemple pratique, la formule
qui sert à d<*terminer en centimètres le diamètre d des soupajies de sûreté en fonction de la surface de chauffe a% exprimée en mètres carrés, et de la pression effective p dans la chaudière.
En attribuant au paramètre p des valeurs const^intes successives, on obtient un tal)leau de paraboles analogue a celui que nous venons de œnsidi'rer et Tune des deux constructions précédentes donne l'anamorphose en un faisceau de rayons ayant son centre à l'origine.
III. — Abaques pour le calcul des poutres. l^i'S. Soit la relation
dans laquelle R est la charge permanente par unité de surface qu'une pièce peut supporter, I le moment d'inertie d'une section perpendiculaire à l'aie
ABAQUES A CIRCONFÉRENCES POUR LES FOURNEAUX DE MINES. 1x3
i pièce, pris par rapport à une droite coupant cet axe à angle droit, distance de Taxe à la fibre la plus éloignée de la pièce, z la distance des ts d'appui 9 p le poids par mètre courant, uniformément réparti sur Li
. Le rapport - est connu pour une pièce de section donnée. Posons
r —^' Tt — ^'
relation ( i ) devient C j = p.
>rtons en abscisses les valeurs de p^ en ordonnées les valeurs de^'. eu est une droite passant par l'origine. Si Ton donne à C des va-
successivcs, on obtient autant de droites remplissant la même condi-
rsqu'au lieu d'un poids/?, uniformément réparti, on a un poids P au
u de la pièce de longueur z, le moment fléchissant maximum est -j
n peut encore se servir des Tableaux de droites concourantes dressés le cas des poids uniformément répartis, à la seule condition de poser
-5- = -7-> dou P = '— .
y. — Abaques à circonférences pour les foorneanx de mines.
9. Nous exposerons encore un cas intéressant de transformation anabique qui trouve son application dans la construction des abaques la solution des problèmes relatifs aux fourneaux de mines, nsidérons l'équation
pour X etx variables, est celle d'une ellipse ayant son centre sur l'axe (']. Poiîr que cette équation représentlt un cercle, il faudrait que les
M. le chef de bataillon Cbért a construit, d'après ce principe, quinse abaques l^nes, applicables aux pièces de bois, aux madriers, aux fers à planchers des pales usines {Pratique de la résistance des matériaux dans les constructions, 1877. p. 16, planches 7 à 34).
Désignons {fig. 99) par C la charge de poudre placée en O dans un fourneau ne, par x le rayon à la base de l'entonnoir d'explosion AOB, par j la ligne »indre résistance, c'est-à-dire la profondeur de la charge au-dessous de la 9 horizontale du sol, par g un coefficient qui varie avec la nature du terrain qualité de la poudre, par a un nombre constant (égal à o,4i)« Une aiuàly^e
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coefRcients de x* et de jr* fussent égaux. Une graduation convenable des axes permettra de remplacer l'équation (i) par une autre qui satisfisse i cette condition.- Il suffira de poser
remplaçant Xi ^^^ ( O* P^^ ^ valeur tirée de ( a ], il vient
hx' — /i" = o.
fondée sur les résultats d'expériences établit, entre ces quantités, la relation
On nomme fourneau ordinaire celai pour lequel le rayon de base de rentonooir
Fîg. 99-
est égal à la profondeur des poudres. On a, dans ce cas particulier,
d'où
«=j = A et C= ffh*f
^x*-hjr* — ajr = h.
Faisant disparaître le radical et réduisant, on est conduit à Téquation (i) du text**' Cette équation est celle de la courbe des bords de Tentonnoir, c'est-à-dire du lieu des points tels que A et B, A, et R,, . . ., qui limitent les bords des entonnoirs succès»'' obtenus avec une charge constante C,' mais ayec des profondeurs de charge tarisble^* Voir RicovR, Extrait d'un Mémoire sur les mines militaires, dans le Mémoriûl et l'officier du Génie, n« 21, 1873, p. 323 à 329. Le même Tolume contient toute a"*' série de tableaux dressés par le capitaine Ricour, par le commandant Gcilluot ^^ par le capitaine Delambre. Tous ces tableaux ont pour objet la résolution graphi<I*"' du problème des mines.
ABAQUES A CIRCONFÉRENCES POUR LES FOURNEAUX DE MINES
Cette équation, qui n*a pas de terme en x, est celle d'un cercle dont le centre est sur Taxe des y^ à la distance
yi — a' de l'origine, et dont le rayon est
Si, dans les expressions (a) et (4), on remplace a par sa valeur numérique, qui est 0,4 <f on a
y =0,91 j-, cl=-^^h.
En inscrivant sur l'axe des f non plus les valeurs de^ , mais les valeurs correspondantes de y^ nous aurons pour coordonnées numériques d'un point quelconque du cercle des valeurs de j: et de 7- qui satisferont à Téquation ( i ] proposée.
Ainsi se trouve opérée la transformation anamorphique de l'ellipse primitive en un cercle.
La valeur 91 de j' correspondant à la valeur 100 de y^ on effectuera la graduation en portant sur Taxe des y la longueur 91 mesurée sur l'échelle des x. Cette longueur, divisée en 100 parties égales, donnera les divisions pour j^.
En attribuant à h des valeurs constantes successives, on a pour chacune de ces valeurs un cercle différent. On vient de voir que l'un quelconque
de ces cercles a son centre sur l'axe des y^ à la distance absolue — ^ h de
l'origine; mais, d'autre part, l'unité de longueur du même axe est Le centre de chacun des cercles est donc sur la division marquée de la valeur numérique - qui le caractérise.
Si Ton fait, dans l'équation ( i ), j^ =: o, on trouve x = ^ ; d'où il suit que Tun quelconque des cercles passe par la division de l'axe des x numériquement égale à la valeur correspondante de h. Les axes étant ainsi gradua on obtiendra l'un quelconque des cercles du tableau graphique (^. 100), par exemple, celui qui correspond à la valeur 6 de //, en prenant pour centre le point marqué 3 sur l'axe des y et pour rayon la droite qui joint ce point au point marqué 6 sur l'axe de x. Ce cercle sera coté 6.
La formule des mines n'ayant plus d'application lorsque x dépasse 3 j,
ai6 cam:ul graphique. — appendice du TBADCCTEtB ad chapitu ti. ou pourra Arrêter tous les cercles à leurs points d'inlersection avec bdmit oA (lélerminee par l'équalioD x = 3x- Les distances de ces points d'ïniersection à l'origine sont proportiotinelles aux cotes des cercles marquées sur l'axe des X. Il résulte, en effet, de I<1 consiructîon, que dans les triangla tels que Moi, M' 06, semblables et semblableuient placés, les c6tés, leb que M 2, M'6, constituent un faisceau de rayons parallèles qui coupent les
Fis
transversales oA, oX, suivant deux jwnctuelles semblables (G. 57}. voit aussi par lu que l'origine est un centre de similitude cflromuD a tous 1^ cercles.
T. — Abaqtie des piles. Qradnationt d'azos parallëlei.
130. Suient C l'intensité du courant produit par l'acconplement en a*A-" sion de « élémcnls •'gaiix, orientés dans un même sens, R la résistance tfc circuit interpoliiire, r la résistance d'un seul élément, c l'intensité du co^ rant avec un seul élément et pour le même circuit. Si l'on pose
ABAQUE DES PILES. GRADUATIONS d'AXES PARALLÈLES. ai 7
qui sert à dëterininer l'une des trois quantités x^y^n^ quand on connaît les deux autres.
L£| nature du problème ne permet de considérer que les valeurs posicives de ces quantités, c'est-à-dire des coordonnées de Thyperboloîde représenté par la relation (i); n ne peut d'ailleurs désigner qu'un nombi'e entier d'éléments.
Si, le plan des xy étant suppose horizontal, on attribue à n des valeurs constantes successives, on obtient, comme lignes d'égal élément, des hyperboles dont les principaux caractères résultent de ce que, pour les valeurs
attribuées à Tune ou à l'autre variable, on a respectivement
j = i, jr^— ï, j^ = /î, j: = — /i.
Conséquemment [fig* loi], toutes les hyperboles coupent l'axe des y au point I , l'axe des x au point — i , et chacune d'elles a pour asymptotes les parallèles aux axes dont les coordonnées sont j = /i, j: = — n. Dans
Fiç. loi.
le cas où /i = I , l'hyperbole se réduit aux deux droites xz=. — i , j = i . Enfin, la bissectrice de l'angle des axes de coordonnées est un axe commun à toutes les courbes.
Un tableau de ces hyperboles cotées permettrait de résoudre par simple lecture l'un quelconque des trois problèmes auxquels l'équation (i) donne lieu. Mais on peut substituer à ce tableau de courbes un abaque de droites, soit par l'un des moyens déjà indiqués, soit par la disposition suivante (').
(*) C.-M. Gariel, Discussion graphique de Informulé des piles, dans Y Électricien, revue générale d'électricité, t. I, p. 30, Paris, avril 1881.
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151. Soient [fig, loa) deux axes parallèles, PN, QX, coupés par une transversale PQ, et supposons que, n eXx étant donnés, on veuille déterminer X' Prenons, sur PN, PA = /i et, sur QX, QB = x, QC = or -f- 1 . Joignons QA, PB, PC; menons par le point d'intersection D de QA et de PB la parallèle EF aux axes et par le point P la parallèle PL à QA. Le faisceau
Fig. loa.
P(CBQL), coupé par les transversales parallèles CL, FR, donne immédiatement ( G. 57 )
EF n
JT -f- H
d'où
ce qui est bien la valeur de 7* donnée par l'équation (i).
On pourra donc aisément, au moyen de deux axes, qu'il sera commode de choisir per{)endiculaires à PQ et de compléter par un quadrillé à divisions entières équidistantes, tracer et coter les deux faisceaux de rajons P, Q, qui complètent l'abaque rectiligne de Téquation proposée ('].
(^) On pourra, d'ailleurs, tirer directement de cet abaque les mêmes déductions
ABAQUE DES LENTILLES. — TRANSFORMATION PERSPECTIVE, ETC. aiQ
Si les n éléments considérés, au lieu d'être accouplés en tension, étaient montés en dérivation (^), la relation entre les nouvelles quantités C, c, R, r, n serait encore donnée par Téquation (i), à la seule condition de
poser X = -^ • Le même abaque pourrait donc servir, pourvu qu'on eût
soin de lire sur Taxe QX les valeurs j: = - au lieu des valeurs jrz= —•
YI. — Abaque des lentilles. — Transformation perspective d'une
anamorphose.
L'équation
est la relation qu*on établit, dans les miroirs et dans les lentilles sphériques, entre les distances x et j du miroir ou de la lentille à deux fojers conjugués et la distance focale principale /?, déterminée par la position que prend Tun des foyers quand son conjugué est à l'infini.
Si l'on gradue deux axes rectangulaires en prenant pour coordonnées
a=-9 f'zzr-yon obtient [fig* io3) un abaque de lignes droites, dans X y
lequel les valeurs de ~ doivent être lues sur les obliques à 45®- M^is cette
disposition présente deux inconvénients : d'une part, en effet, les valeurs
théoriques que de l'équation ello-mème et de sa traduction géométrique donnée par UySJf. 101.
Supposons, par exemple, que, la droite QA restant immobile, les rayons PB, PC pÎTotent autour du point P, sous la condition que le segment CB soit toujours égal à l'unité. Lorque PB coïncidera arec PQ, EF et BC coïncideront tous deux, en direction et en grandeur, avec Qi, d'où il suit que, pour x = o, ^ = i. Si le mouvement continue jusqu'à ce que PC coïncide avec PQ, EF et BC coïncideront avec Q( — i);* donc, pour j = o, x =r ^i. Si B devient le point à l'infini de QX, le point E se confondra avec P, le point F avec A, ce qui revient à dire que, pour xp = oo , j = n. Si PB, continuant à pivotor, vient prendre la direction parallèle à QA, EF devient la droite à l'infini du plan et, pour ^^ = 00, on a x = QL = — n. Enfin, quand /i = 1 , on a toujours QC = LB et, par suite, j^ = /i = i .
Notons en passant que la valeur de y est donnée (33) par le segment OX de la Jig* 34t quand on fait
AO = AQ = x, OB = /i, BD = i.
(*) Voir Maicel Dbpbiz, Théorie graphique des machines dynamoélectriques, dans la Lumière électrique. Journal unh^rsel tt électricité, n* 71, Paria, décembre 1881.
olio r.kirxv graphiook. — appendice du thaductecr au CBAPITU VI. croîssnntcs de j et de j' (nurnissaot des valeurs décroissantes de u et de i>_ les divisions deviennent de plus en plus petites, à mesure qu'on se nip~
Fij. «J.
fl
proche de IWigine; d'uutre part, h position des valeurs comprises entre doux lignes consécmives ne [inuvnnt p^s être fixée par une interpolation proportionnelle, le tableau serait d'une lecture diflicile dans la plupart des cas. On siippiimc ces inconvénients en construisant {fig. io4) un second tablenii, qui est «ne anamorphose pors|icctlve du premier (').
(M Voi
u/f dn
fiilïllei, dans le Compte rendu dr la 5* leition âe V
nur Va.-a
ncrmsnt des Siirncei, Congrès de Ciermonl-Ferrand.
ABAQUE DBS LENTILLES. — TRANSFORMATION PERSPECTIVE, ETC
Imaginons que Tune des obliques de la fi^, io3, Toblique cotée 1 1, par exemple, soit la trace, sur le plan horizontal de cette figure, d'un plan vertical qui est représenté par la droite PQ dans la coupe verticale suivant OP [fig, io4, « gauche) de la^^. io3. Si, d'un point S, pris arbitrairement sur la verticale élevée à l'origine O, on projette \^ fig* io3 sur le plan PQ, on obtient, comme projection de l'abaque primitif, un nouvel abaque repi*ésenté à droite de PQ dans la fig. 104. La charnière 11 et le point P se projettent sur eux-mêmes. Le point à l'infini de l'axe des p, centre du faisceau de rayons parallèles à cet axe, se projette à Pinteràection V de la ligne d'horizon UV et de la verticale au point coté 1 sur l'axe des w \jà point V devient, par conséquent, le centre du faisceau de rayons concentriques V (1234* ...)> suivant lequel se projettent les parallèles à l'axe des V. Le point U est pareillement le centre du faisceau, symétrique au précédent, suivant lequel se projettent les droites qui étaient parallèles à Taxe des u dans la figure primitive. Quant aux obliques à 4^"> elles se projettent évidemment suivant des parallèles à la charnière; mais leurs écartements varient proportionnellement à n au lieu de suivre la loi de décroissance inverse dont nous avons signalé le double désavantage. Les triangles semblables SOM|, MQS donnent, en effet,
OMj.QM =r OS.OP = const.
QM varie donc en raison inverse de OMi, c'est-à-dire en raison directe de n. On vérifie sur la figure que les écartements décroissants des obliques, ayant pour cotes deux nombres entiers consécutifs, sont remplacées par des écartements égaux entre eux et dont la mesure est donnée par l'élévation (lu centre S au-dessus du point O. Dans ces conditions, si l'on cherche, par exemple, la valeur EF de /î, donnée par deux rayons U3, V2 dont l'intersection est comprise entre deux parallèles consécutives, 1 1 , 22, on aura la fraction qui doit être ajoutée au nombre i, lu sur la parallèle supérieure, en effectuant, à vue ou graphiquement, le partage proportionnel de la distance qui sépare les parallèles 11, 22.
L'équation [ij, qui peut être mise sous la forme
(2) /i(x-f.j) z=.rj,
représente une hyperbole équilatère rapportée à deux axes rectangulaires ptissant par un des sommets. Les asymptotes, parallèles aux axes, se coupent au point dont les coordonnées sont .r = j = /z. Le second sommet a pour coordonnées jc = j == 2/1.
f^uand on suppose n variable, les sections planes pratiquées dans la surface (2), parallèlement au plan des x/, et projetées normalement sur ce
aaa calcul graphique. — appendice du traducteur ai;
plan, donnent un abaque d'hjperboles ëquilatères ayant un sommet commun et le même axe principal.
Si Ton pose
ce qui revient à prendre pour variables les distances des foyers conjugués au foyer principal, Téquation ( i ) devient
Toutes les hy|)erboles sont alors rapportées à leurs asymptotes communes et forment un abaque analogue à celui de la Table de Pytbagore ( 105 ). Cet abaque peut à son tour être anamorphose en un autre rectiligne par le procédé de graduation logarithmique précédemment indiqué (130). L*écartement des parallèles relatives aux valeurs de n varie alors, non plus en raison inverse ou directe de /t, comme dans les deux figures précédentes, mais en raison directe de ^logn.
On peut enfin, par un procédé analogue à celui du n^ 151, constmire Tabaque rectiligne de la ^^. io4 sans passer par \sLjlg. io3. On prend à cet effet (^g, io4) UN = x, VM =x ®t> P^r ^^ point d'intersection F de DM et de VN, on mène, parallèlement à UN, le segment FE, qui est la valeur correspondante de /i. Si Ton prolonge, en effet, FE et UN jusqu'à leurs points d'intersection K, L, avec la parallèle menée par le point Y à
UM, on a
FE NU
FK "" NL'
c'est-à-dire, d'après les données de la construction,
FE = — — = n.
On peut rattacher directement cette construction à l'équation (i j, considérée dans sa forme primitive, en prolongeant VU et EF jusqu'à leurs points dMntersection R et H avec MN. Chacune des diagonales du quadrilatère UM VNR 00 étant divisée harmoniquement par les deux autres ( G. 32 ), on a, d'une part (G. 35),
EH=i2EF
et, d'autre part (G. 39),
ÛR"^ VR""ÊK'
divisant tous les termes par tangVRM et faisant UN = x, VM =:/, il
vient
APPUCATION DE L ANAMORPHOSE A DES LOIS, ETC
m. — Application de l'anamorphasB & doi lois dont l'expression matbématlqne n'est pas connue.
lU. Certaines lois naturelles peuvent être exprimées mathématiquement en fonction d'éléments vuriables, qui <iéj)endent eux-mêmes d'autres variables déterminées par de simples relevés numériques dont la loi générale est inconnue. L'anamorpfaose est encore applicable dans c« cas, |M>nrvu que les termes numériques soient suffisamment rupprocbés.
Supposons, par exemple, qu'une table numérique, se rapportant à une |H>pulatioQ déterminée, donne le nombre des individus dont l'âge esc inférieur, ou tout au plus égal à i , 2, 3, . . ., x années. Il s'agit de con-
Ktniire, sans autres données, un tableau graphique qui fasse connaître le «lombre « d'individus compris entre deux âges quelconques, j, et x,.
Soit j-i le nombre d'individus dont l'âge est compris entre o et x„ 7, le nombre de ceux dont l'âge est compris entre o et i,. On ne connaît j>aa lu forme des fonctions j-,=/[a;,).rï=/{-ri), mais on a, entre l'inconnue j «t les données /t, j-, de la statistique, la relation
c'est-i-dire l'équation d'un plan dont les lignes de niveau sont des droites parallèles.
La Jlg. io5, construite d'après ces considérations, emprunte ses élé-
ments numériques au tableau dressé par Démon tferrand pour la répartition de la population française mâle en i833. On a porté sur les axes, a raison de 4*"™ p^^ million de sujets mâles, des longueurs proportionnelles aux nombres x ^^ ces sujets, dont l'âge est compris entre o et x années. On a inscrit comme cotes sur les mêmes axes, non les valeurs 7* des coordonnées réellesy mais les valeurs correspondantes de :r, relevées sur la table numérique. Pour obtenir le nombre d'individus compris entre deux âges déterminés, il faut suivre Thorizontale correspondant au plus petit âge jusqu'à la rencontre de la verticale correspondant au plus grand. Lfi cote de l'oblique sur laquelle on est ainsi conduit exprime en millions le nombre cherché (*).
B. - RÉSOLUTION GRAPHIQUE DES ÉQUATIONS
VIII. — Résolution de n équations du premier degré à n incoimues
par les méthodes de fausse position.
155. Deux points, U, V (y?^. 106), se déplacent respectivement sur deux droites /#, v^ sous la condition que la distance jc du premier a une
(') Lalanne, Méthodes graphiques, etc., dans les Notices réunies par les soins du Ministère des Travaux publics pour l'Exposition de Melbourne, Paris, 1880, p. 37'|. On trouve dans ce Recueil (p. 37G-379) trois abaques du même auteur sur les probabilités de vie, avec anamorphoses successives. Ces constructions avaient dtga été indiquées dans le Mémoire sur les Tables graphiques^ etc., publié en 1846. Los Notices précitées contiennent aussi (p. t\20'\'ïZ) deux intéressants abaques do M. Edouard Collig:<0!< pour les formules
tanyXtaiigD= — cosH et sinD = cosX cosfo.
Le premier de ces abaques donne, en fonction de la latitude X et de la déclinaison D, les heures du lever et du coucher du Soleil pour un point quelconque du globe terrestre et pour une époque quelconque de l'année. Le second donne les an[r|es azimutaux du lever et du coucher du Soleil; étendu et complété, il pourrait servir à résoudre h vue u» triangle sphérique rectangle. La théorie de ces diagrammes avait déjà été donnée par l'auteur dans une Note sur la résolution^ au moren de Tableaux graphiques ^ de certains problèmes de Cosmographie et de Trigonométrie sphérique {Noui'ciles Annales de Mathématiques, 2* série, t. Wllt, Paris, 1879). Dans une seconde Note sur la résolution, au moyen de tableaux graphiques, de certains problèmes de Cosmographie {Nouv. Ann.de Mathématiques, 3* série, t. 1, 1882), M. Col— • LiG!co!f indique remploi du même tableau pour déterminer l'heure du passage dut Soleil dans le plan vertical Est-Ouest. U montre aussi comment le diagramme peut otre complété de manière à t^nir compte de la durée du crépuscule.
(^j Voir CiivsLËS, Traité de Géométrie supérieure, 2* édil. Paris, 18S0, p. 20 j-
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rigine iixe O, prise sur //, et la distance y du second une origine P, prise sur p, soient toujours liées par la relation
Gmsidérons deux positions du point U, situées aux distances jt, et x^ de
Fiç. io«>.
l'origine 0, et les deux positions correspondanles du point V, situées aux distances ji et j, de P. Nous aurons
).j:j 4- fjt ) , 4- V r= o, >j-, 4- u.)"j -h V = o;
9i3. — G. FouRET, Comptes rendus de t* Académie des Seienres, t. LXXX, p. 55o, cl Bulletin de l'Association française pour l'avancement des Sciences ^ Congrès de Nantes, i8;5. — Briot et Bouquet, Leçons nouvelles de Géométrie analytique^ a* cdit., p. iZ'\' 24 '|. -- Desroves, Questions de (iéométrie, Paris, 1870, p. ^9.^-299, et Questions fie Trigonométrie. Paris, 187», p. 71-78. — De Roos, Aperçu cinématique sur les différents systèmes de tiges articulées^ etc., traduit par Alb. Kapteyx, dans la Revue universelle des Mines^ etc., 1877, 2' sem., p. 11- 17. — LAL\!t:<E, Géométrie arithmographique. Exposé d'une nouvelle méthode pour la résolution des équations numé' riques de tous les degrés {Comptes rendus de l'Académie des Sciences, t. LXXXl, 187.1, p. n86-ii88 et i2'|3-i240; t. LXXXII, 187^, p. 1/187- i'(i)o). — •^"'" ^^ méthode géométrique pour la solution des équations numériques de tous les degrés {Comptes rendus de l'Académie des Sciences, t. LXXXVII, 1S78, p. 157-159). — Méthodes gra^ phiqnes pour l'expression des lois empiriques ou mathématiques, etc., dans les Notices réunies par le Ministère des Travaux publics pour l'Exposition tic Melbourne, Paris, »88o, p. 386-3r,2.
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OU
et
(s>.) - — - — V -- const.
Xi — Jt >•
Les points U et V ilécrivcnt donc, sur les droites u et p, des ponctuelles semblables (G. 57).
Lorsque u et v sont parallèles, ce qui est le cas de la figure, les deux ponctuelles ont, comme élément uni, le point à Tinfini de ces droites; elles sont par conséquent (G. 45) des sections d*un même faisceau de rayons,
dont le centre S jKirtage dans le rapport — ^^ la distance MN, comprise
entre les deux ]>arallèles.
Le rapport
est d'aillcui's égal à la limite vers laquelle tend le rapport - lorsque, le
rayon mobile UV s'approchant de plus en plus de la position 5, les deux variables .r et ^ grandissent indéfiniment sans cesser de vérifier la relation (i). Pour trouver la position de la droite 5 qui contient le point S, il suffira donc de supposer x et y infinis et de chercher la limite de leur rapport.
IsSL distance MN étant quelconque, on pourra toujours assujettir le centre S du faisceau projetant à se trouver sur une droite donnée 5, parallèle à u et à v. Il suffira que la droite p, par exemple, étant supposée fixe, la droite u soit déplacée parallèlement à elle-même de la quantité nécessaire pour que les distances de u et de (^ à j soient dans le rap{)ort
156. Dans le cas particulier où MN = o, les trois droites .f, i/, v coïncident {fis» Ï07), et les deux ponctuelles sont superposées (G, 42). Elles
Ti M A II2
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157. On peut superposer les droites u tt v i\e telle manière que les origines O et P se confondent. Les points correspondants A et B, qui ëtaicnt, avant le déplacement, sur le rayon du faisceau S parallèle à la droite OP, coïncident après le déplacement et constituent un clément uni AB des deux |)onctuellcs. On construira cet élément, si l'on connaît deux points correspondants quelconques Ui, Vf, en divisant la distance UiVi dans le rapport de similitude. La distance m du point AB à l'origine OP, exprimée en fonction des distances des points correspondants Ui et V| a la même origine, est d'ailleurs donnée par la relation
qu'on obtient en faisant
dans la relation (2] du n^ 155.
158. Nous pouvons exposer maintenant les méthodes dites de fausse position géométrique, proposées pour résoudre un système d'équations du premier d(^ré à plusieurs inconnues.
Considérons d'abord un système de n équations du premier degré de la forme
Supposons que x soit remplacé par x' dans la dernière équation, et attribuons à Xy dans la première, une valeur arbitraire Xf, à laquelle correspondront des valeurs déterminées des variables ^,2, . . . , f , j:'. Pour que ^' fût une racine des équations proposées, il faudrait que cette valeur rendit la dernière équation identique, c'est-à-dire qu'on eût x' = or, .
Cela posé, considérons les variables x^ y-yZ, ...,«', x' comme représentant respectivement les distances d'une suite de points X,y, Z, . . . , V,X', mobiles sur une droite, à un point fixe de cette droite. La première équation assujettit les points X et Y à décrire deux ponctuelles superposées semblables (156); la deuxième établit la même condition [)our les points mobiles Y et Z, . . . , et ainsi de suite jus^|u'à la dernière, qui exprime que les points V et X' décrivent aussi sur la droite considérée deux ponctuelles semblables. La première et la dernière ponctuelle de cette suite, décrites respectivement par les points X et X', sont évidemment semblables, et l'on voit immédiatement que leur point uni, satisfaisant à
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la condition x'=r X|, fournira la racine x des équations proposées. Il ny aura qu'un seul point uni à distance finie, le second étant, par suite de la similitude, le point à l'infini de la droite.
La résolution des équations proposées se réduit donc à construire le point uni de deux ponctuelles semblables superposées.
Soient a et b' les valeurs de .r qu'on déduit de la dernière équation, quand on attribue successivement à x les valeurs a ei h dans la première. On porte sur une droite [fig» 108), à partir d'un point O pris pour origine, et en tenant compte des signes, des segments OA, OB, 0A% OB',
Fig. 108.
respectivement égaux à «, b^ a\ b\ Le point uni M à déterminer devant satisfaire à la condition générale de similitude, on a
AM MB
A'M MB' """^^•'
d'où l'on tire
OM — OA' OB — OM
ou
ab' — a'b
et, identiquement, en écrivant deux fois au numérateur le produit ah avec des signes contraires et réduisant,
La différence a — a =z x entre la valeur de x, déduite de la dernière équation, et la valeur correspondante arbitrairement attribuée à x dans la première, peut être considérée comme Terreur commise en adoptant la valeur d'essai a. Pareillement, b' — b ^:^p est l'erreur relative à 1* valeur d'essai ^. On a donc la relation
rt 5 — bu.
qui est la formule connue de li règle de fausse position.
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I.a méthode est a])plicable à n équations quelconques du premier degré à n inconnues, alors même que chacune de ces équations contient plus de deux inconnues; il est, en effet, toujours possible de ramener, par voie d'addition, ces équations à la forme de celles que nous venons de considérer.
159. La construction qui va suivre, indiquée par M. Fouret, présente l'avantage de déterminer du même coup, et non plus isolément, les valeurs de toutes les inconnues.
Considérons le système de n équations à n inconnues
2 («1 -f- «,) X, -h ^/,.rî ==/?!,
Ajoutons à la dernière équation le terme ^/n-iX^+i, produit du coefficient rt„4.t par une [n + i)»*»» inconnue.
Cette équation devient
et elle constitue, avec les n — i précédentes, un nouveau système que nous désignerons par [h].
Si Ton attribue à x^ une valeur arbitraire, dans la première équation du système (A), celte équation permet de déterminer une valeur correspondante de .r,. Les valeurs de .r, et de x^^ substituées dans la deuxième équation, déterminent une valeur de ^3, et ainsi de suite, jusqu'à ce qu^enGn les valeurs de x„..j et de x,„ déterminées de la même manière et substituées dans la dernière équation (^), conduisent à une certaine valeur de r-^,^,. Cette valeur serait nulle, si la valeur arbitrairement attribuée à x^ était précisément celle qui doit satisfaire au système proposé [a). Ce serait là un fait de hasard; mais la méthode consiste à déduire graphiquement les vraies valeurs des inconnues des valeurs qu'on leur a d'abord faussement attribuées.
Soient {Jlg. \oc)) u^^u^^ • • •» ''/»-+-i» /* 4- 1 droites parallèles, coupées urthogonalement par un axe 00. Portons sur Mj, à partir de l'origine Oi, un segment Oj U| égal à la valeur arbitrairement attribuée à Xy^ et, respectivement, suri/ji, ttj, . ., //„+!, les segments OjUj, O^Uj, ..., O^+iU^^i, égaux aux valeurs de ^^1,^3, . . ., ^n-\-\y déterminées par x, == 0|Ui. Nous obtenons ainsi les sommets d'une ligne polygonale de fausse position, U| Uj . . . Ij/i^i.
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On reconnaîtrait immédiatement, en éliminant entre les équations [b] toutes les inconnues moins deux quelconques consécutives, a-p, x^+j, que celles-ci sont liées entre elles par une relation linéaire de la forme
'k.Fp -{- llXp^^ -I- V := G ;
d'où il suit (155) qu'en portant sur «j, à partir de l'axe 00, une suite de
Fip. 109.
II.I.I
Cjm-i
Ma-4-i
On V
valeurs arbitraires de x,, et sur les autres parallèles, à partir du même '^
axe, les suites correspondantes de valeurs respectivement déterminées pour ^*
les autres inconnues, on marquerait sur ces droites les points correspon- - — dants de /i + I ponctuelles semblables, dont les couples successifs
sont reliés respectivement par les faisceaux de rajons Si, S,, . . ., S„. U système de points correspondants, donné par une valeur quelconqu de X,, autre que OiUj, fera connaître les sommets d'une seconde ligne po — lygonale telle que UjU, ... U;,+i, et les deux lignes se couperont au«r^ -"^ centres Sj, S,, . . ., S„ des faisceaux. Parmi les lignes polygonales passan^^*"^/ par les centres ainsi déterminés, il en est une qui limite, sur les parallèleste^— ^> des segments égaux aux valeurs des inconnues qui satisfont aux équation^^*^ proposées : c'est celle qui, aboutissant à l'origine 0;,^.t, annule Tinconnv^K e auxiliaire x^^^ introduite dans la dernière équation. H suffira, pour '^^^ construire, de tracer successivement les rayons 0;,+i S„ coupant U,» .*» " point M;,, M;, S„_,, coupant «w-i »" point M„_,, ..., M, Sf» coupa«i^
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Ui au point M|. Les valeurs des Inconnues sont alors représentées, à réchelle de la figure, par les segments OiM,, 0,Mj, . . ., O^M;».
160. On peut déterminer les centres des faisceaux au moyen d'une seule ligne polygonale de fausse position en remarquant (155) que les distances de l'un quelconque de ces centres, S^ par exemple, aux parallèles Wp, «p^j qui le de'terminent, sont entre elles dans le rapport particulier
— Ç = lim.
relatif à Téquation de forme (c) qui lie entre elles les inconnues Xp, j^^+i. On divise, en conséquence, les deux membres des équations [b] respectivement par X|, jpj, . . . , j:-„; on fait tendre toutes ces variables vers Tinfini;
on change les signes des rapports r, = lim — , . . , r^ = lim -^-^ , . . , , et
les équations ( b ) deviennent, à la limite,
— 2(«j-h a,) -+-<7jr, = o,
- — 2(rt,4-fl3) -h a^r^=o,
fin I \
<roù Ton tire successivement les rapports suivant lesquels les segments
OiO„ 0,0„ .... 0„0;,^i
de l'axe sont divisés aux points P,, Pj, . . ., P^ par les parallèles au système de droites w, menées par les centres Sj, Sj, . . , S;,. On a, en effet,
Les j)oints P étant ainsi déterminés, on mènera les parallèles P|S,, P,S„ ..., qui rencontreront la ligne polygonale MiM^ . . . M„+, aux centres cherchés.
On a vu (15.H) que la distance rntie deux quelconques des droites u
•1^1 <:\i.ci:l gummuoi-k. — appk.ndick ni Tn\nicTErn au chaimthk vi.
étant inJotcrinince, il suffit, pour assujctiir un centre quelconque, tel que S^, il se trouver sur une droite doiuK'e s, parallèle aux droites i/, d'assigner à lip^xj que Ton trac<* après «^, une position telle que le rap|M)rt des distances de w,, et de Hp+i à la droite s soit égal à r^. On pourra donc, en satisfaisant à cette condition pour toutes les droites «, assujettir les centres de tous les faisceaux projetants à s'aligner sur la droite * (').
IX. — Résolution des équations du second degré. Méthode de Chasles. 161. Soient [fig. i lo) OX, OY deux droites fixes, coupées en X et en Y
Kip. 110.
par le rayon mobile SY d'un faisceau S. Si l'on désigne par «, 6, d lessinus» constants des angles SOX, XOY, SOY, par c, m, n les segments con — stants OS, OM, ON, par .r, y les segments variables MX, NY, on exprimera que la surface du triangle SOY est égale à la somme des surfaces dee=^ triangles SOX, XOY, au moyen de la relation
ac[m -h .A') -f- h[m -{- .r) [n H- j) — cd[n 4- j) = o,
soit, après réduction,
(i) 9.xy-\-^x-\- yr -]'â = O.
(') La inéthodo s'applique évidemmenl à dos équalioiis moins simplifiées et, notamment, au système do // équations contenant chacune les n inconnues, système qm* M. FoiKBT a considéré dans sa Communication précitée au Congrès de Nantes. >'ojjs avons choisi le système des équations («), parce qu'on y est conduit dans là st>Iulion d'un important problème de Statique appliquée. Voir Fobrkt, Détermination graphique des moments lîe flexion d'une poutre à plusieurs travées solidaires, dans les .'lunules des Ponts et Chaussées, 1876, 1" sem., p. /j^l. — Sachkri, Determinarione ^ra/ira dei montenti inflettenti su^li appo'^f^i di un ponte a piii travate, Toriiio, 18-'). — (^^OLLIGXON, Cours de Mécanique appliquée aux constructions. Résistance des inatéi iaiLi\ p. 307.
BCCOIXTIOX DES ÉQUATIONS DV SKatND Uh'iiHK, MkCIMOlir, SWH (MV»U4 '4 U
X et Tétant (G. iO] les points roiTt^>iM)niliUiU df \U^\\\ \\s\\w\\\s\W^ \^\\ 5|)eGtiveSy si Ton fait coluciilor imi nu^iiio tcnip^ h% liniN \U\ \v% yuws lurllt « elles points dWî^ine M et N, on obtient «Umix |Hiiirhiolltf>« pMijrt livi^ 4U|m i posées dont les couples de pointH eor^(^H|)ondiHlt)l, rii|i|iMilrii îi rtill^lMi commune MN, ne cessent pas «rentre lirn par riMpialinii |i). (!r.« |iMMt tuelles onty en général, deux éh'nieiitH unin (0. M\) <l(î|i<iMiiiMt« pMi l'i mhi dition x=^-, L*équation (i) d(-vient alorn
On obtient donc les racini,'» d*iim; é/pialiofi d#ï l« for^Mi ^4; ^m /j^^aImiI sant les points unis de^i pfnwAuM^ projV/:liv/'« ti/u^f wihh:* fMi I /^jM'i tion (i) et en mesurant les âinUwjrt d/; /:^ f^#iiiU ;> Vfff^^^m (* j-
Soient auisOtauA ks deux ^|riJif
1* UUfTviMfYiMM *» iMac tWl^Mli l>Ci < J« ^*»»êif K •i*0>»^^'^C^^ <«v <««.*^ A^,. «-^
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On peut supposer que les trois variables x, j, x^ représentent les distances de trois points X, Y, Xi, mobiles sur une droite, à une origine fixe prise sur cette droite. La première équation exprime alors (161) que X et Y sont les points correspondants de deux ponctuelles projectives superposées et la troisième que les points Xi et Y sont liés entre eux par la même condition. Il s'ensuit (G. 4-1) que les ponctuelles décrites par les points X et X, sont aussi projectives entre elles, et, comme le système proposé ne peut être satisfait que pour .r z= j:,, les valeurs cherchées de x seront données par les distances des deux points unis XX| à Torigine commune.
Les valeurs de x s'ensuivront naturellement.
163. La même méthode peut être étendue à un nombre quelconque d'équations de la forme précédente
xjr -h 'kx -h i^x -f- V = o, Xz -f- lijr -4- pjZ -f- vj = g, zt -f- X,2 -4- fx,f 4-v, = 0,
-f->/ï»^ -hfi„a:-hv„— o.
Si Ton considère les variables x, j, 3, . . . comme représentant des segments portes sur une même droite, à partir d'une origine commune, chacune des n équations détermine deux ponctuelles projectives. Toutes ces ponctuelles sont projectives deux à deux; en particulier, celles qu'on déterminera en attribuant à x une iuite de valeurs arbitraires dans la pre-
mière équation et en déduisant la suite des valeurs correspondantes de dans la dernière, donneront, par leurs points unis, les valeurs de x satis^ faisant au système proposé.
En combinant les équations de ce système par voie d'addition, on pour^ rait les remplacer, en tout ou en partie, par d'autres équations équivalente dans chacune desquelles figurerait un nombre quelconque des n variabl La méthode s'appliquerait encore à ces nouvelles équations et, en généraF à tout système susceptible d'être ramené à la forme proposée, par vor" ^^^ d'addition et de multiplication par des coefficients numériques.
X. — Résolution des équations du second degré. Solutions géométriqn es
diverses.
164.. L'équation ( 2 ) du n** 161 est ramenée à la forme x*-^- px-^q =: quand on divise tous ses termes par a. On peut construire un segment de
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droite a^ équivalent à />, et un carré U^^ équivalent à 7. LVquatinn pivml alors l'une des quatre formes suivantes, qui ne difTèn^nt que» par 1rs
signes (') :
x'-h ax 4- ^*= o, X* — fljr-4-/>'=o.
Les deux équations de gauche ayant, au signe près, mémos rarinrn (pio celles de droite, il suffit de considérer celles-ci, qu'on peut (railleurs
écrire
Le problème revient donc \\ construire un rectangle qui soit éfpiivnlont 11 Un carré 6* et dont la somme ou la différence des c6tés soit égale \\ uti segment donné a.
Le même procédé peut être appliqué à Téquation bicarrée, dont il n*j
(*) MoHAHBKD %TS MosA donne daot ton Alf^bre de* ex^mplM namériqn^n t\^% troin
derniers cas. mais il ne considère que les racines potitifcs : il ne parle pas du pre-
xnier cas, qui ne donne que des racines négatives. Dann le iroitième ca», p/>rir lequel
I«s racines sont positives, étant donné qn'elles soient réelles, MoiiAMMRf» dit qiir,
^préa SToir calculé ces deoz racines, on essaye d'abord celle qui est frifirnie \mf
l*addition de deu termes positifs. Si elle ne convient pas, la seconde, dont le np^ontt
^«rme est précédé do signe — , conviendra certainement. I^es lndien«, dont le<i
«nétbodes ont été adoptées par les Arabes (Casibi, Bibliothera arahirt>'hi*pnnn, f . f,
S^. ^36-438, et t. Il, p. 333;, admettaient aossi les déni racines qnand elf^ c//nv^n;»i^nt
^^ates deux, et en rejetaient nne comme absorde dans d'antr«^ cas; s/Mivent tni-mf
mis omettaient les racines négatives sans j faire la moindre aflnsion ' Àl^^hra i^^Hh
^rithimetie mmd wêemsmratiom from lAé^ tanscrit of Brahmeffupta anf{ Bha9rara,\r.*r\%\»\^t\
\ij H. T. Coixanooss. London, i%i7. p. >, fr, >>, 6.^. fff^). I^cà »f fk»»^^» for**ifl*-r^
%rois cas, c o mme Moajimn». Il donne la soiotion de cbacnn et la jnstifi^ pstr d^«t ^ott-
midératkwm géométrignes. Quand les étnii racines sont positive, il r^ffritMin qiiVll^s
y i en t conscaîr Tnne et l'antre dans certains ca^, maïs qœ d'aotf^s ^«4 nVn *d
^Mtteat qa'aae scnle. Ces rapports mani lestes entre les travani de M^yfr «««»<>, d'*4
Indican et de lacs as Boko montrent bi^n Votifpn^ d«> nMff. Algèbre ^t VtniS***'^^^
«lirccte des Onvrafes arabes snr le eatr^e^^xpi fit l^s progrès de^ Sfiith^ mat iqn^^ a Sn
■ne lettre à Fta^onso 1mv9Zurv% ' Ù^v^rtamm t^ttiJati^^nm mét/hé^m^/f^ftfnm *tpkysiemrmm lAer.la&rimi, MDLXW^. p. .>V^., I.-R. ItftriMrrri donn^ h /'/^nstni*'tien de In racine positive de re«{natîon x^-*-ar ~ b-. f^U ^qr«sti<>n ^tprim^, *n Hfet, imaaediatmMSt la qnesti on qn'il ppsont, «ar^îr : ff/»ft' tion^*^* /lé»Mf Hroff^-. o h
Armie FsVinn, X^tiisûf tt^vrito-^riti^h^ inU/t er,^'.rmi^tt^ /l^*l^ ^^j'iAzt^tf*» ^fA*':^'%, 187*; CMaaus, Âftrrrm kittnruimi»^ *U., Y #dit., P*rH, i ■'';;, p. iff. V,a V^», . f* Dovroa. Digreuiut hûe^ri^me atr kr; ^m/n9fif^i ***if«/'Wr, -»!#• , dsn* I*»* V/vwv /#*»/)- //^ Jfarirm^ !• «eriii. t im. Paris, i-^n. p. VW.,
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a Jieu de considérer que les trois types transformés
jr^ -h r/^.r* — c^d^=z o,
x^ — aù.tr — r*r/* == o, car la quatrième forme
jt'^ -f- ab .r* -h r'^' 1= o
ne donne que des racines imaginaires.
Si Ton pose x^ = cz^ ces trois équations deviennent
ab
On détermine les racines z de ces équations par la construction précéda •^^" ment indiquée^ puis on trouve x par une moyenne proportionelle entre ^
et z.
Considérons encore l'équation
qu'on peut écrire, en posant
sin>- .r =: ta ne r = — ^ »
cos/
a lixn^j 4- --^ P = o,
Ung/
ou
asin*7 ■+■ ycos^y -+- f si 117 cos^ = o.
Multipliant tous les termes par 1 et remarquant que
2 sin' / = I — ces 2 j^, 2 cos' j = i -f cos 2 j, 2 sin/ cos j^ = sin 2/ ♦
on a
( 2) p sin 2 j -f- (a — 7 ) cos 2j = a H- 7.
Prenons deux inconnues auxiliaires, m et /i, telles que
sin 2 j =: — 9 cos 2 J*
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Ces valeurs, substituées dans l'équation (2), donnent
(3) pm-h(a-7)/i=r(aH-7)v^p*-f-(a-7)«î
d oii l'on déduit la construction suivante :
ABC {/Ig. m) étant un triangle rectangle dont les côtés CB, CÂ sont respectivement égaux à p et à (a — 7), et dont l'hypoténuse est par suite égale
à y^p*-+- (a — 7)*, on trace, du sommet C comme centre, avec (a 4- 7) pour rayon, un arc de cercle qui coupe en deux points, D, E, la circonérence circonscrite au triangle ABC. Le quadrilatère inscrit, déterminé par Tun quelconque D de ces deux points et par les sommets de ABC, donne, en vertu d'une propriété bien connue,
p.ADH-(a-.7).BD= (a4-7)v^p-4- (a— 7)».
Par suite, AD et BD, AE et BR, sont deux systèmes de valeurs de m et de n qui satisfont à l'équation (3) et qui déterminent les valeurs de l'angle 2/ satisfaisant à l'équation (2). Ces dernières sont d'ailleurs fournies directement par la ligure, car on a, par exemple, dans le triangle rectangle ABD,
ou sin2/v p"-^{a — 7J*= sinABDv/|i*4- (a -7)^
d*oii
ou
2j = ABD.
Quant à la valeur de j:, correspondant a cette valeur dej^,on l'obtiendra en élevant sur BD, à l'unité de distance du point B, la perpendiculaire FG cjui rencontre en G la bissectrice de l'angle ABD. On voit immédiatem ent cfue FG = tangj = jc.
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166. On aurait pu varier la construction en prenant le sommet A comme centre d'une circonférence de rayon a + y, qui aurait coupé aux points II et K la circonférence circonscrite à ABC. Menons, en effets BH qui est la tangente à l'extrémité du raycm Ail, et abaissons CL perpendiculaire sur ce rayon; on a immédiatement
donc
LU -f AL = a-+-7=:psinCAHH-(a — vjcosCAU.-
CAH = iy.
On peut enfin poser, dans
P cosy
a — 7 sin ^
L'équation devient alors
sin iy cosç -f- cos2^ sin^ = sin ( 2j H- 9») = -^ -^ sin^,
d'où
sin(2 7" -f- ç) — sin y cos(j -f- ç>) sinj tangj 7
— i ■ - ■ ■ I ■ I- y_ m II »■ II» m ■!■■ ». ■» ' "1 • ' ■ ■ ^^^Z ^ •
sin(27-f- <p) -f- sinç» sin ( j 4- y ) cosj^ lang(j -f- 7) a Conséquemraent, on porte sur une droite MQ Ifig. 112) MN^y,
V'iQ. 113.
MP =1: a, KQ = p, et sur la perpendiculaire à MQ, au point Q, QR = a — y.
RÉSOLUTION DES ÉQi: AXIONS DU SK<:oND DKtiUl':. SOLUTIONS, KTi:. 'l'U)
On a
QNR — f.
IjC segment capable de cet angle, décrit sur NP, coupe généralement la peri>endiculaire élevée au point M sur MQ, en deux points, S, T, sominels des angles NSM, NTM, qui sont les deux valeurs de j.
168. Construisons [fig, 1 13), sur les côtés a, b^ c d'un triangle ABC,
Fig. II 3.
'ir
et à l'extérieur, trois triangles équilatéraux dont A,, B,, Cj sont les troisièmes sommets. Il est aisé de vérifier que les droites égales AA,, BB|, CC, concourent en un point 0, d'où les trois côtés du triangle donné sont vus sous des angles de l'io*^.
Désignons respectivement par x^ y^ z les distances du point O aux sommets A, B, C. On a, d'après une propriété connue, et en remarquant que 1 cos 1 20° =1- — i ,
3* + .r* -t- ex = 6'.
les segments OA, OB, OC donnent donc les valeurs de x, j, z qui satisfont au système des trois équations (1). Ces valeurs, changées de signes, satisfont au même système.
Les triangles équilatéraux tels que AjBC, construits sur les côtés de ABC dans des positions symétriques de celles que nous venons de considérer, donneraient, en vertu des mêmes pro]>riélés, deux autres solutions du système ( i ) .
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169. L'('Iiminalion de j entre deux étiiialions du second degré en xel/ conduit à une équation finale du quatrième degré en jt, dont les racines ne peuvent pas, en général, être obtenues |)ar la règle et le corapas. Certiiins cas particuliers font cependant exception.
Soit proposé, par exemple Ifig, i i4)i àt mener par un pointP une normaleàla parabole
Les coordonnées du point Q, commun à la normale et à la courbe, étant j: et /, celles q/ du point P étant Xj et /,, on a
Fig. 114.
ri — r =
où
xjrz=[x^'-p)y — pjr^.
Multipliant par / et remplaçant j' par ipx^ on a
ri
relation qui, additionnée avec (i), donne le cercle
.r*H-j« = (x,4-/?)xH- -^ j, dont l'intersection avec la parabole détermine le point Q.
XI. — Résolution de Téquation du troisième et du quatrième deg"^^
à une inconnue.
170. L'élimination de^ entre l'équation de la parabole y z=z x' et du cercle
conduit, en posant
à l'équation biquadratique
lie
j* -|-/;x' H- ryx -h r =: o,
donl les racines réelles sont données par les abscisses des points d'interscr^^ lion (le la parabole et du cercle.
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Pour avoir les racines de l*ëqiiation cubique
il sufBt d'annuler r dans (i), ce qui revient à introduire dans (2) une racine ëgale à zéro, et de faire passer le cercle par le sommet de la parabole.
La même parabole peut servir à résoudre toutes les équations du troisième et du quatrième degré; il sufHt donc de décrire, dans chaque cas particulier, le cercle qui correspond à ce c<'is.
Par exemple, pour/? =: — 2, 7 = — 5, on dwrit le cercle passant par l'origine dont le centre a pour coordonnées a=:-J, P = f <^t, la racine étrangère x=i o étant écartée, on obtient la seule racine réelle^de l'équation, X -=. 2,09, en mesurant à l'échelle de la figure l'abscisse du sectmd point d*intersection de la parabole et du cercle.
Pour [1-= — .'), // z= I et, par suite, a = — J, ^ =: 3, on a trois intersections utiles, correspond«int à trois racines réelles de Téquation (*).
XII. — Constmction des équations du troisième et du quatrième degré.
Méthode de Chasles (>).
171. La construction de l'équation du troisième dogré, proposée par Chasles, repose sur quelques propriétés dont nous allons d'abord rappeler les énoncés :
[a] Lorsque quatre couples de points en ligne droite^ M et N, W et N', . . ., sont en inpolution^ les conjugués harmoniques il* un point A de la
( * j Quand on fait /; = — ^, ^ = — * cos3p, les racines do 1 équation cubique sonl co«p, cos ( 5? -h I ît ), cos(p — J-îr). On peut ninsi opérer latrise<'tion do rnn{;leau moyen d'une parabole fixe. (Voir à ce sujet R. Hoppr, Construction der reellen Wurzeln einer Glcichung ifierten oder dritten Grades mittetst einer festen ParabeU dans les Archiv fier Mathematik und Phjrsik, Leipzif;, 187^, p. 110-113. Pour la résolution des équations numériques du troisième degré par la construction des normales à la parabole, Yoir Gkbgo?iiie, yÉnnales de Mathématiques pures et appliquées, I. IX., Nimos, 181 S
^*) Voir Comptes rendtis îles séances de l'Académie des Srie/wrs, t. XLI, iSjj, p. 677^5.
t>itCABTES, Slczb, Newto!*, Hallet, Lbopital, ctc, ODt appliqué les constructions géométriques à la résolution des équations du troisième et du quatrième degré; mais ^^urs méthodes reposent sur des combinaisons algébriques d'équations et tiennent plus encore de l'Analyse que de la pure Géométrie. La solution de Ciiaslks, affranchie ^^s procédés de calcul, est, au contraire, du domaine exclusif do la (Géométrie ra- *"o»inellc.
On a vu que les Arabes savaient construire les racines de IVquaiion du troisième ^^Qré; leur méthode, toutefois, ne difTèrc pas au fond de celle de Descartbs. Les pro-
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(IroitCj relatifs a ces quatre couples de points, ont leur rapport rrrr^fi- m ar^ moni que constant y quel que soit le point A [Traité des sections coniqu^^^s^ttes nM36).
(b) Les quatre couples de droites qui joignent un point fixe d'une » nii§ue atLc ertrémités des quatre segments MN, M' N', . . . , intercepi iùins la courbe quatre cordes concourantes, dont le rapport an/iai nique est égal a celui des quatre segments ( Traité des sections coniqi nM38).
[c] Si, dans l'équation du troisième degré
,r^az-i- b]-\' .r'^a'z-h b') -h [n^z-h b") = o,
les varia b las représentent des segments mesurés sur une droite^ à parti d'un point fixe pris pour origine, de maniêfe que chaque r^alcur de z drtermine un point P et les deux rmleurs correspondantes de x deux poinf M, N, les segments MN sont vn involution et quatre quelconques d'enl eux ont même rapport anharmonique que les quatre points qui leur carres pomleat».
Proposons nous maintenant de construii-e les racines de l'ëquation di^^ ^ trtiifiièuie degré
et considérons d*abord l'équation à deux variables
(») (A3 -f- B)x«4- Cz -*- D=r o,
qui devient la proposée quand on fait z=ix. Une infinité de système -^Enes de valeurs conjuguées de x et de z satisfcmt à Téquation (si] et trtja^^^'OW
prfétés' des coniques, dont ils faUaient usage, n'étaient, en eflct, que des cas par-^^ ^rti* ciiliers de la proposition relatÎTe au rapport constant du rectangle des ordonnëee^^B^s • c«*Tu{ àf^ abscisses, proposition qui conduit à l'équation des courbes en Géomél^^ ^Irlt analytique. Les reclierclies des Arabes marquent un progrès important en Géométri .^^ieet en Algèbre, et constituent un acheminement rers Talliance plus intime de ces d^.^Heoz sciences. Ce point de l'histoire mathématique des Arabes, déjà mis en lumière pv
VMgèbre de Mohammed bb:« Musa, a été définitirement établi par L.-Am. Sédu.c:i — Jjot, dans l'anaTyse d'un fragment d'Algèbre (manuscrit arabe, n* 1104, de la Bibli- -^th, nat.), qui contient la résolution géométrique de Téquation du troisième degré. ( ^olf Notices et Extraits des Manuscrits, etc., t. XUI). Woepcre a trouTé depuis, dao^^* oa iminnscrit de la bibliothèque de Leydc, un exemplaire plus complet du même Tr^^té. n en a publié le texte et la tiaduction avec d'autres extraits de manuscrits in^^diti sous ce titre : Vy4lgrbre d'Omar Âlkhayyami, etc., Paris, i85i. Voir Cbaslbs, A^^rcn historique, etc., a" édil., Paris, ïS^.j, p. /igS, et Rapport sur les progrès de la Géofnétrie, Paris, 1870, p. 226.
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d'entre ces systèmes donnent les racines de l'équation (i) : ce sont ceux dans chacun desquels les deux variables sont égales. Pour déterminer oes trois systèmes particuliers, il sufiBt d'en connaître trois autres queloonques.
Soient, en effet, P,, Pj, Pj trois points situés sur une droite OX, aux distances 0Pi = 3i', OPj^wj, OV^^z z^ d'une origine fixe O, et soient MiNif MsNs, MjNj trois segments correspondants tels que, par exemple, les distances 0M| et 0N| sont les deux valeurs x, dex, égales et de signes contraires, conjuguées à la valeur Zi de z. Les rayons AMi, ANj, qui joignent un point A d'une conique quelconque C aux extrémités du segment M, Ni, interceptent sur la conique une corde EiF, qui est coupée au point Ci par le rayon APi. Les systèmes de points P,, M,, N, elPj, M3,N3 déterminent pareillement deux autres cordes EjF,, EjFj, et, sur ces cordes, deux autres points, G^, G3. Les trois segments MN étant en involution (c), les trois cordes EF concourent en un même point H (^) et les cinq points A, II, Gi, Gj» G3 déterminent une conique K. Tout autre ]K>int G4, construit, comme les précédents, au moyen d'un quatrième système de valeurs de x et de z, appartient à cette conique, car les points P correspondent anharmoniquement aux segments MN (c] et, par suite, aux cordes £F [b). Les coniques C et K ont trois points communs, autres que A, et chacun de ces trois points est un point G qui coïncide avec l'une des extrémités de la corde EF correspondante. Conséquemment, le rayon AG détermine sur OX un point P qui coïncide avec l'une des extrémités du segment correspondant MN; en sorte que, pour le |>oint considéré, commun aux deux coniques, les variables jc et z sont ^ales entre elles et égales au segment OP, qui est une racine de l'équation. Ainsi, les rayons du faisceau A qui passent ])ar les trois autres points des deux coniques déterminent les trois racines de l'équation proposée (*).
172. La construction des racines de l'équation du quatrième degré repose sur une autre propriété dont voici l'énoncé :
Id) Si, dans l'équation du quatrième degré à deux variables
x*(a»*-4-^s-f-c)-+-x(éi'«»-f- b'z-hc') -4- {a"z^-h b^z-h c'') =z o,
(*) Cakdah {jirs magna) donne de nombreux exemples d'application des règles de la Géométrie à la tliéorie des équations, et notamment à la construction de l'équation do troisième degré. Son Traité De Aliza régula, Chap. Xll {De modo demonttrandi geometriee œstimationem cubi\ contient une construction de l'équation x^-H^sivx'au moyen de la parabole et de l'hyperbole. (Fataro, Noiizie sioricocriiiche, etc., p. 1.^7 et suif.). Voir aussi, pour les recherches des Arabes sur la eoostmction des équations du troisième degré, Favaro, loc, cii,, p. 70 et sulv.
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le déterminant des neuf coefficients est mil, ce qu 'on exprime par la relation
a[b' c' ^ b" c') -\- a' [b" c -h U'"] -^ a'' (bc' ^ b'c) = o,
les racines conjuguées île l'équation sont doubles, c'est-à-dire que les deux valeurs de x qui correspondent à une valeur donnée de z correspondent aussi simultanément h une autre valeur de z. Et, si ces couples de racines conjuguées représentent respectivement des segments MN et PQ sur une même droite : i" les segments MN sont en involution; i'^ les segments PQ sont en inpolution; 3" les •segments MN correspondent anharmoniqHemeni aux segments PQ.
Soit à construire les racines de Téquation
X* -h Ax' -4- Bx* -4- Cx H- D = o,
et considérons l'équation u deux variables
(x'-4- A.r)c*-i- Bj:'-4- Cx -4- D = o,
qui devient la proposée quand on fait z=z x.
Si Ton attribue à .r une valeur .r', on aura pour z deux valeurs, z!^ z^, égales et de signes contraires, et a ces deux valeurs correspondra une même seconde valeur w" de x. On a ainsi un système de deux couples de racines conjuguées. On peut former une infinité de tels systèmes et trois suffisent pour déterminer tous les autres.
On porte sur une droite OX, à partir d'un point fixe 0, les diverses valeurs des variables x et z. Les valeurs x'^ .r" déterminent deux points M|, Ni, extrémités d*un segment M^Ni, et les valeurs correspondantes z , 3", deux points Pt, Qi, extrémités d'un segment PiQi. Pour un autre système de deux couples de racines conjuguées de l'équation, on a deux autres segments correspondants M^N,, PtQi- Trois couples de segments suffisent pour déterminer tous les autres [d] et par conséquent tous les couples de racines conjuguées x', x" et z\ z''. Ils suffisent, notamment, pour déterminer, au mr)yen d'une construction géométrique, les quatre couples dans chacun desquels les deux segments ont une extrémité commune, auquel cas les deux variables x et z sont égales et constituent les racines de l'équation proposée.
Par un point fixe A, pris sur une conique quelconque C, on mène des droites aux quatre points M|, N|, Pj, Q^. Les deux premières interceptent sur la conique une corde BiDi et les deux autres une corde E| Ff. Un second couple de segments, M^Nj, PiQs, donnera pareillement deux cordes BjD,, EsFs, et un troisième couple, M3N3, PsQj, deux nouvelles cordes B3D3, E, F,. Les trois segments MN étant en involution [d)^ les trois cordes
COKSTBUCTION DES ÉQUATIONS DU TROISIÈME ET DU QUATRlàllE DEGRÉ. 24^
BD passent par un ménie point H (b) et, pour la même raison, les trois cordes EF passent par un même point L. D'autre part, les trois premières rencontrent respectivement les trois autres en trois points Gi, G,, G3, qui, avec les points H et L, déterminent une deuxième conique R. Les coniques C et K ont quatre points communs et les droites menées du point A à ces lK)ints déterminent sur la droite OX quatre segments qui sont les racines de réquation proposée.
173. Supposons que, dans Téquation du quatrième degré, le terme D soit nul, et appliquons la construction qui précède à l'équation
x* H- Xx^ -f- D.r* -+- C^ = G,
en ayant recours à IVquation a deux variables
Les trois segments MN ont alors leur commune origine au point et les trois cordes BD se coupent en un point de la conique C. La conique K passe par ce point, auquel correspond, sur Taxe OX, une racine nulle. Les trois autres points d'intersection des deux coniques donnent les trois racines de l'équation du troisième degré. On a ainsi, pour cette dernière équation, une construction qui diffère de la méthode directe précédemment ex|30sée.
On peut d'ailleurs, dans les divers cas considérés, se servir, pour déterminer les racines, non plus des points d*intersection des deux coniques, mais des tangentes communes à ces deux courbes, ce qui donne une seconde solution géométrique de chaque question ( * ).
C) Pour les iraTaux des Arabes sur la construction des équations du quatrième degré, Toir F. Woepgk.e, VAlffAre d*Omar Alkhajyâmi, publiée, traduite et accom,' pagnée d'extraits de manuscrits inédits, Paris, MDCCCLI, p. ii4'ii6; — Woepcke, Sur la construction de inéquation du quatrième degré par les géomètres arabes, dans le Journal de Mathématiques pures et appliquées, 2* série, t. "VllI, i863, p. 57-70; — Fataro, loc. cit,, p. 86.
Alehatyahi rapporte, dans son Algèbre, qu'ALHAZEJi aurait construit l'équation binôme du cinquième degré. Il est à présumer qu'ALBAZEM est arrivé à ce résultat, soit au moyen des courbes supérieures que les Arabes connaissaient par les travaux des Grecs, soit par un procédé mécanique. La construction d'ALBAZEN devait probablement se trouver dans son Mémoire sur la détermination de quatre lignes {moyenneB proportionnelles) entre deux lignes données. On a, en effet, x, y, z, t étant les moyennes proportionnelles cherchées, i et a les lignes données
X Y z t a d'où
Voir Favaro, loc, cit., p. ii3.
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XIII. — Résolution des équations numériques de tous les degrés.
Méthode de M. Lalanne.
ilk. L'équation du troisième degré ramenée, par révanouissement du second terme, à la forme
qui ne renferme que deux coefficients, représente une surface, quand on considère l'inconnue .r et les coefficients p^ q comme des coordonnées variables. Cette surface est un conoîdc dont toutes les génératrices rectilignes sont parallèles au plan des pq\ car, pour chacune des valeurs successivement attribuées à x, on a une équation linéaire en /? et en q, I^a construction du conolde permettrait de trouver immédiatement les valeurs de toutes les racines réelles de l'équation. II suffirait, en effet, d'élever une perpendiculaire au plan des pq par le point dont les coordonnées sont les valeurs numéri(jues de /? et de 7 relatives au cas particulier que l'on considère. Les segments de cette perpendiculaire, compris entre le plan des pq et les différents points de rencontre avec le conolde, représenteraient les valeurs des racines cherchées.
Mais la nature même du conolde permet de substituer à ce procédé peu pratique de simples constructions planes linéaires. Il suffit pour cela de tracer sur le plan des pq les projections des lignes de niveau que Ton obtiendrait en coupant le conolde par une suite de plans parallèles à ce même plan; ces lignes de niveau sont évidemment les droites représentées par rct(uation proposée, quand on attribue successivement à x les valeurs représentées par les ordonnées des sections planes. Si Ton construit celles de ces droites qui ont respectivement pour équations
q ^^ — 0,1/? — 0,001, </ = o,i/>-Ho,ooi,
q -^ — O^ip — 0,008, 7 =1 0,2/? -4- 0,008, </ = — 0>3/> — 0,027, </ := 0,3/> -4- 0,02";,
jusqu'à x = lii I ,3, on obtient l'abaque de V^fig, 1 15. Cet abaque permet de résoudre, avec une approximation suffisante, une équation quelconque du troisième degré, car on peut toujours faire disparaître le second terme d'une équation ordonnée suivant les puissances décroissantes de l'inconnue.
Les valeurs variables p et q sont rapportées, dans la figure, à deux axes rectangulaires, qui divisent le carré total eu quatre carrés égaux. Si Ton
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prend pour abscisse /t = 0,8 et poiiror<loiiné<f 7 =. — o,g, on dcterutine, dans le carré partiel des p positifs et des q négatifs, un point très voisin de la ligne de niveau qui correspond a x ^n,-j. Aucune autre obU(|ue de
Fie. "■>■
'if
la figure ne passant par ce potnl, on en conclut (|iie l'oijualion
n'admet qu'une seule racine réelle qui est appnitiinaliveraent 0,7. Si r^quation proposée est
les valeurs numériques — o,8}5 et + u,i65 des coefficients ilétenniDent. (Ud3 le carré partiel des p négatifs et des r/ positifs, un point par lequel pisseattroîs lignes de niveau rcspeciivemeiil cotées -ho,8, — 1 ,0, +0,2; et il est aisé de vérifier que ces trois valeurs de x satisfoDt à l'équation proposée avec des approximations qui sont genéralemcn t sufQsantcs. Lorsque 1( point pq ne tombe i>a3 siir l'une des droites cotées de la Gguie, on es-
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tiiui'y par une interpolation à vue, la cote de la droite non tracée qui passerait par ce point.
Les droites déterminées par les divei*ses valeurs attribuées au paramètre .r dans ré(|uation (i) forment par leurs intersections successives un polygone dont les côiés sont d'autant plus petits que les valeurs de x scmt plus rapprochi-es. Ce polygone devient une courbe lorsque, le paramètre variant d'une manière continue, la droite qui en est fonction ne meut elle-même d*un mouvement continu sur le plan de la figure. Cette courbe est l'enveloppe de la droite mobile. On obtient son équation en éliminant x entre l'équation proposée et sii dérivée
par rapport à x. On trouve ainsi la relation
qui est indépendante de x et qui convient par conséquent à toutes les intersections déterminées par ce paramètre. La courbe enveloppe représente par cette relation est une parabole cubique, développée de la |>araboie
Suivant que le ))oint de la figure, déterminé par un système de valeu particulières de p et de 7, est situé à l'intérieur de Tentonnoir formé p les branches symétriques de Tenveloppe, ou sur cette courbe, ou dans région externe du plan, ce point est la projection de trois points distin. du conolde, ou de trois points, dont deux réunis en un seul, ou d*un s point. L'équation |K)ssède trois racines réelles inégales dans le premier trois racines réelles, dont deux égales dans le second cas, et une seule se — -^ cine réelle dans le troisième cas.
Ces trois cas correspondent d'ailleurs respectivement aux valeurs ng|f^*tives, nulles et positives du binôme 4^^*^" 277*« ^^ ^^it ainsi que la c^ci^osidération du tableau graphique conduit aux résultats qui se dédiiLs^:^''^ ordinairement de la disc<ission de Téquation du troisième degré.
On remarque, par exemple, que le cas J^p^-h 2']q'=o compreoW le cas plus particulier des trois racines égales. Ces trois racines sont nu/i puisque leur triple produit est nul, Téquation n'ayant pas de second Le point // 7 est alors le point de rebroussement de l'enveloppe, plac^S^ l'origine des coordonnées.
175. ('onsidérons maintenant une équation algébrique du /!*•»• une seule inconnue
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et 2iup|>osoDS que deux quelconques des coefficients numériques^ les deux ciei*iiiers par exemple, soient variables; nous pouvons ëcrire l'équation sous Li furme
7 = — j:/>— (/-x'-h ...-+- ^».i;"-*-h tta:"-^'hx"].
dette équation, du premier degré en p et q, représente, pour chaque v«âleur déterminée du paramètre x, une droite qui est une ligne de nive«'iu <lu conoide représenté par l'équation à trois variables en x^p et g.
On pourra donc, comme dans le cas précédemment exposé, construire un «ibaque de droites cotées, qui fera connaître approximativement les valeurs de X correspondant à chaque point pq du plan, et par conséquent les ^valeurs des racines de l'équation |)roposée. Ici encore les droites cotées ^'^V'c-loppent une courbe dont on obtiendra l'équation et que l'on pourra coriscquemment construire par points en éliminant le |>aramétre variable x ^nti*« l'équation proposée y (^, 7, x] et la dérivée de cette équation par "^J^l^ort à X. L'équation de la courbe enveloppe résultant de cette élimina-
Fig. 116.
^n est du même degré que la proposée. Cette a)urbe sépare toujVmrs les ^^^onsde la figure qui correspimdent aux divers nombres de racine» réelles. ^àr exemple, les droites que représente IVquation
q =. p r -r- o, l5^* — O^ij^fJ^ -h •/-*,
^^land on y fait varier x de dixième en dixièmrr d'nnit^f, d'fpiiis -i 1 jus*
qu'à — i, enveloppent une courbe dont les caractères principaux sont accusés par \sLjig. i r6. Dans la rrgion centrale DiRsDjDsy les cours de droites qui s'entrecroisent sont toujours au nombre de cinq. Ils sont au nombre de trois dans Tintérieur du triangle curviligne RjO^Dj et dans la région à gauche du contour ARiD, A'; enfin il n*y a qu'un cours de droites dans la région de la figure située h droite du même contour.
Siy dans l'équation considérée, on fait ^ = 0,234 ^' ^ = ^9^1* ^^ point pq est situé dans la région centrale à cinq cours de droites, et l'équation
a cinq racines réelles. On vérifie, en effet, sur l'abaque dressé à une échelle suffisante, que par le point considéré passent cinq droites dont les cotes respectives 0,4, o,5, 0,6, — 0,7 et — 0,8 sont les racines de l'équation (*).
(') Pour la résolution mécanique des équations d'un degré quelconque au moyen des losanges articulés du général Pealcellier, voir le Mémoire dt^à cité de Roos^ dans la Revue universelle do Cu\per, 1877, 2* seni , p. 11-17. BoRCîtis ( Traité complet de Mécanique appliquée aux arts, etc. Des machines imitatives et des machines théâtrales, Paris, i8ao, p. 326-229) décrit un appareil imaginé par Clairaut pour tracer sur un carton une courbe au moyen do laquelle on détermine graphiquement la valeur des racines d'une équation quelconque.
LAi.RA!<GE {Leçons élémentaires sur les Mathématiques données à r Ecole Normale en 1795, dans le t. VU des OEuvres de La^range, publiées par M. J.-A. Serret, Paris^ MDCCCLXXVII, p. 269-287) montre comment une équation à une inconnue, de degré quelconque, peut être résolue au moyen d'une courbe dont les abscisses repré^ sentent l'inconnue et les ordonnées la valeur du premier membre de l'équation pour toute valeur donnée à l'inconnue. II indique ensuite les dispositions d'un instrument qui, au moyen de règles mobiles et de charnières, permettrait de décrire la courte d'un mouvement continu. Cet instrument, dit-il, pourrait ainsi servir à résoudre toutes les équations, ou tout au moins à trouver les premières valeurs approchées des racines, par lesquelles on en trouverait ensuite de plus exactes. Pour le principe de cet appareil, voir Favaro, Appendice aile Notizie storico-critiche sulla costruziohe délie equazioni, Modcna, 1880, p. 11.
Sur l'application de la théorie de la pesanteur à la résolution des équations et sur la Balance à résoudre les équations numériques^ imaginée par Béaard et réalisée par M. Lalanne , voir Ed. Colligmon, Traité de Mécanique^ 'i* Partie, Statique, à* édil., Paris, 1881, p. 3Î7-352 et /|0i-'|0'^.
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Lauîiîie. Appendice /<• 4 au tome I dit Cours de construction île SganztNf Paris, 18} 2. — Lalakïce, Mémoire sur les Tables graphiques, etc. ( Annales des Ponts et Chaussées, 2* série, 1846, a* sem.) — Cilmann, Die graphische Statik, Zurich, 1866, n'» S-U, cl 1875, n** 18-20. — ScHLESiXGER, Vortràge aber graphisches Rechnen und Grafostatih, Wien, 1868-69, 11**» 84-93. — Wixkler, Vortràge ùber Eisenbahnbau, V Hefl, Prag, 1870, p. 17.
176. Les demi-profils en travers des roules et des chemins de fer sont en général des quadrangles dont trois côtés (l'axe vertical, la demi plate-forme et le talus) déterminent par eux-mêmes, ou par leurs prolongements, un triangle rectangle invariable. Le quatrième côté varie en position et en direction selon les accidents du terrain. Il est réduit à un segment rectiligne lorsque le sol présente une déclivité sensiblement uniforme entre Taxe et le lalus (*).
Les demi-profils quadrangulaircs peuvent être croisés dans les sections situées partie en déblai et partie en remblai.
La rédaction des projets reposant sur la détermination des aires
d'un grand nombre de profils transversaux, on a eu d'abord la
pen.sée de coordonner, dans des Tables numériques à double entrée,
les valeurs des aires qui, pour des largeurs de plate-forme et des
inclinaisons de talus une fois données, correspondent à diverses
positions et directions de la ligne du terrain. Mais on a bientôt
(') Lorsque cette hypothèse s'éloigne trop de la vérité, le demi-profil quadrangulaire ne peut résulter que de la transformation d'un contour polygonal plus accidenté en un quadrangle équivalent.
trouvé plus avantageux, de recourir à des Tables graphiques, dans lesquelles l'aire de chaque demi-profil est immédiatement relevée (*).
Nous allons indiquer le principe, la construction et l'usage de ces Tables.
Soit ABCD {Jig' 117) un demi-profil en déblai ou en remblai, limité par la plate-forme AB, par la verticale AD sur Taxe, par le talus BC et par la section CD du terrain naturel. Cette dernière ligne varie seule, d'un profil à l'autre, en fonction de deux élé-
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ments, savoir : la cote sur l'axe et l'inclinaison du terrain. Si l'on admet tout d'abord que ce dernier élément reste constant^ les diverses positions CD, C|D|, CaD2, ... de la ligne de terrain seront parallèles entre elles.
On considère l'aire du demi-profil ABCD comme différence des aires des triangles OCD, OBA, el l'on réduit les triangles OCD, OC|D|, OC2D2..., à une base commune OD, de telle sorte que les sommets des triangles réduits soient situés sur les horizontales des points D, D|, Dj, ....
(*) Tenner a proposé, en i8a8, une Table satisfaisant à ces conditions {Kurte Beschreibung eines Planimeters. Darmstadt, 1828). Cette Table a été récemment reproduite par KocH ( Beschreibung einiger Uulfsmiltel fur geometrische Arheiten, vornâmlich zur erleichterten Anwendung des Meternuuuses, dans le Culturel ngénieur, fil, Band. II Hcft. Braunschwcig, 1871, p. tJ3, i53.)
On projette, à cet effet, par des rayons verticaux, les points C, C, , C2, . . . , en E, El , Eo, . • . , sur rhorizontale du point D. On projette ensuite les points E,E|,E2, . . . , par des rayons issus du point O, sur les horizontales des points D, D|, D2, . • . , en E, S|, S2, • • •. Les triangles primitifs OCD, OC1D4, OG2D21 ••• sont respectivement équivalents aux triangles OED,OE|D|, OE2D,, . . ., lesquels sont équivalents aux triangles OED, OS|D, OS2D, . . ., qui ont pour base commune OD. On obtiendra donc la valeur des aires des triangles primitifs en multipliant par la demi-base de réduction ^OD les hauteurs DE, D^Si, D2S2, ... des derniers triangles.
Considérons maintenant les faisceaux formés :
[a] Par les rayons parallèles DE, D,Si, D,S,. . . . ,
[b] Par les rayons parallèles DC, D|C|, D,C,, . . . ,
(c) Par les rayons parallèles CE, C,E,, CjEj
(d) Par les rayons convergents OE, OEj, OEj, ....
Les faisceaux (a) et (ù) sont perspectifs à la ponctuelle Dr>,D2, •••» et par conséquent projectifs. Les faisceaux (&) cl (c) sont perspectifs à la ponctuelle CC|C2, ..., et par conséquent projectifs. Enfin, les faisceaux (c) et (rf), perspectifs à la ponctuelle EE1E2, ..., sont aussi projectifs. Il s^ensuit que les faisceaux(rt) et (rf) sont projectifs (G. 47) et que le lieu ES| S2, . . . des points d'intersection de leurs rayons correspondants est une courbe du second ordre passant par les centres des deux faisceaux (G. 62-64), c'est-à-dire par le poinl O et par le point à Tinfini de la direction AB.
Le rayon commun O^c , considéré comme élément du faisceau (rf), a pour correspondant le rayon à Tinfini du faisceau (a), c'està-dire la droite à l'infini du plan ; la courbe engendrée, tangente à cette droite au point oo , est donc une parabole (G. gS) dont It» rayon O^o est un diamètre (G. ia5).
D'autre part, au rayon commun O^o , considéré comme élément du faisceau (a), correspond le rayon OD du faisceau (d). Ce rayon est donc tangent à la courbe au point O. Il est d'ailleurs perpendiculaire à la direction de son conjugué, qui est le diamètre O^ . Ce diamètre est donc l'axe de la parabole (G. i34-i35).
On peut y dès lors, construire la parabole qui correspond à la série des triangles semblables dont le sommet commun est au point O et dont les côtés successifs, opposés à ce sommet, sont les parallèles DC, D| C|, D2C2, .... L'aire de l'un quelconque de ces triangles, 0D{ Ci, égale au produit de la demi-base constante
par D| S|, est déterminée par l'abscisse du point S{ de la para-
bole qui a pour ordonnée la base réelle ODi du triangle considéré. Pour avoir les mesures des quadrangles ABC|D|, ABCaD,, . . ., c'est-à-dire la suite des profils qui ont même talus et même inclinaison de terrain, il suffira de diminuer les abscisses D|S|, D2S2, ... de l'abscisse constante/, qui donne la mesure du triangle OAB, réduit à la base OD. On pourra relever directement ces différences sur l'épure en traçant la verticale située à la dislance /de OD, dans la direction AB.
177. A chaque nouvelle inclinaison, soit du talus OC, soit de la ligne du terrain CD, correspond une nouvelle parabole. Mais la
courbe reste invariable lorsque les inclinaisons de OC et de CD varient simultanément, de telle façon que, dans les triangles OCD, ()C|D|, . . ., le rapport de la base ù la hauteur reste constant. Dans c^ cas, en clfet, les ordonnées bases OD, OD| j OD2, . . . correspondent toujours respectivement aux mémesabscisses-hauteurs DE,
Ona(/-.ii8)
OD 1=1 OP — DP
. „ , . DP
et par suite, si l on représente respectivement par a= — et par
Fig. 118.
CP
T = — les déclivités du terrain et du talus.
OD CP
li étant la longueur du segment limité par CO et par CD suri verticale située à l'unité de distance du sommet C.
La base de réduction étant fixée, chacune des paraboles est caractérisée par une valeur particulière du segment /?, qui peut être considéré comme Tindice de la courbe.
Si Ton attribue successivement diverses valeurs à /i, les paraboles correspondantes constituent une Table graphique des aires, sur laquelle on peut relever la mesure d'un triangle quelconque réduit à la base fixe qu'on a adoptée.
On détermine, à cet effet, Tindice n du triangle proposé et Ton cherche, sur la Table, la parabole de même indice. La mesure cherchée est fournie parFabscisse du point de cette parabole qui a pour ordonnée la base du triangle proposé.
178. On facilite la construction et la lecture de la Table, en se donnant pour condition que les paraboles divisent en parties égales les rayons du faisceau O. Il suffit pour cela de faire varier rindice en progression arithmétique.
Soit, en effet, OC {fig* 119) un rayon quelconque qui coupe au
Fig. 119.
point G l'horizontale menée par l'extrémité D de la double baseOD, ^t soit T la déclivité par mètre de OC, c'est-à-dire la tangente tri- Sonométrique de l'angle OCD. Le triangle OCD ne comporte pas ^e réduction, puisque sa base est précisément OD, et Ton a
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a = o, /? = T. Le point G appartient donc à la parabole d'indice t.
Considérons maintenant un autre triangle, OD|C, et soit o la tangente de l'angle D| CD que le côté D| C fait avec l'horizontale. Menons D{C| parallèle à DC. La réduction à la base donnée a pour effet de substituer au triangle ODfC le triangle équivalent ODC|.LepointC« appartient donc à la parabole d'indice t — o, sur laquelle on devra lire l'aire du triangle 0D| C.
On a d'ailleurs
OC _ Op^ _ CD.T _ T C^ "" DJD ~" CD.o " V
Si l'on considère enfin un troisième triangle OD2C, tel que tangD2CD = ao, on a, pour un troisième point Cj de OC, situé sur la parabole d'indice t — !î8, la relation
OC T
C,C -iS qui, rapprochée de la précédente, conduit à
Conséquemment, deux paraboles dont les indices diffèrent d'une quantité constante interceptent un segment constant sur un ra^ou quelconque du faisceau O.
179. Pour obtenir les points où l'une quelconque des paraboles, par exemple celle d'indice t, rencontre d'autres ravons OB, OE, ... du faisceau O, on projette sur OC, parallèlement à la tangente au sommet 0D|, commune aux paraboles, les points H, L, • . . , où les rayons OB, OE, . . . rencontrent l'horizontale du point C, commun au rayon OC et à la parabole t. On projette ensuite, sur les rayons OH, OL, et parallèlement à DC, les points G et I obtenus par la première projection. On détermine ainsi les points cherchés B et E. En effet, les faisceaux de rayons 00 (OGCI, ... et O) DIICL, . . ., tous deux projectifs à la ponctuelle OGCF, ..., sont projectifs entre eux et engendrent une courbe du second ordre. Cette courbe est d'ailleurs une parabole dont la verticale OD est la tangente au sommet O, car au rayon Ooo , commun aux deux faisceaux, correspond la droite à l'infini dans le premier faisceau et la droite OD dans le second. Enfin, la
courbe passe par le point C; elle se confond donc avec la parabole T.
On déterminerait de la même manière les points d'intersections B, , Eo ... des rayons OB, OE, ... et de la parabole t — 5.
180. Il résulte de la construction précédente que tous les rayons issus du point O sont coupés par des paraboles en des points correspondants des ponctuelles semblables O B,B, . • . , 0C| C, . . . , OE|E, .... On vérifie cette propriété directement, en observant que toutes les paraboles ont même sommet et même tangente au sommet; qu'elles constituent par conséquent des courbes semblables et semblablement placées, dont le point O est le centre de similitude (G, a6o, 261).
Il suit de là que, si deux rayons du faisceau O rencontrent l'une des paraboles en B et C, l'autre en Bj et C^, les cordes correspondanles BG et B| G« sont parallèles, de même que les tangentes correspondantes en B etB^ ou en G et G|. En d'autres termes, les paraboles coupent tout rayon du faisceau O sous un angle constant.
On a d'ailleurs, puisque les droites BG, Bf G| sont parallèles,
BiB OB
CiC "^ oc'
et par suite, en projetant sur O^, parallèlement à Ox, B| B en K,K, G,G enD.D,
II. — Construction des Tables paraboliques
181. Soient 0(^^. 120) l'origine des coordonnées, OX l'axe des abscisses, qui est aussi l'axe commun des paraboles, OY l'axe des ordonnées, qui est la tangente commune au sommet O. Sur la bissectrice OG de l'angle droit XOY, on marque les points équidistants par lesquels doivent passer les paraboles successives. On peut, par exemple, donner à l'intervalle constant, compris entre deux points consécutifs quelconques, une longueur telle que les horizontales et les verticales de ces points divisent le papier en carrés d'un centimètre de côté.
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Soit OH un rayon quelconque coupant en un certain point H l'horizontale menée par l'extrémité D de la base de réduction OD. On a DC = OD et par suite (180)
DII=i.DC = /.OD,
A- étant le rapport qui existe entre la dilTérence des ordonnées de deu\ points quelconques de OH et la différence connue A des ordonnées des points de OC respectivement situés sur les mêmes
paraboles que les premiers. On construit les points des paraboles situés sur OH, soit par la méthode de projection précédemment indiquée (179), soit en déterminant (Jlg- 119) le point B par la double projection HG, GB et en divisant le segment OB en autant de parties égales que OC.
Les résultats de cette construction pourraient ne plus être sufTisamment précis quand les rayons font des angles très aigus avec les horizontales. Soient OE un de ces rayons et h le rapport qui doit exister entre la différence de ses ordonnées et la différence S des ordonnées correspondantes de OC. On prend une ordonnée OD, égale à A d ou à un multiple de h Â. Le rayon OE coupe DC en
un point L, tel que DL = A.OD, et l'on obtient les points des paraboles situés sur OE en divisant OL en — parties égaies.
182. Une parabole étant déterminée quand on connaît son axe, son sommet et un autre de ses points, il est aisé de voir que la table des paraboles ne change pas quand on substitue une nouvelle base de réduction à celle qu'on avait d'abord adoptée. En d'autres termes, une table construite sur une base de réduction déterminée peut servir pour une autre base quelconque, à la seule condition de changer en conséquence les indices des paraboles.
L'indice de l'une quelconque de ces paraboles étant égal à la différence t — a des tangentes des angles que fait l'horizontale avec le talus et avec la ligne du terrain, on affectera dans chaque cas de l'indice i la parabole passant par le point C, dont l'abscisse DC et l'ordonnée OD sont toutes deux égales à la double base adoptée 26. On a en effet pour le triangle ODG, qui ne comporte pas de réduction, t = i et a = o.
Quant aux indices des autres paraboles, ils sont déterminés, comme on l'a vu, par les numéros d'ordre des divisions proportionnelles marquées sur les rajons du faisceau O.
La relation entre la double base OD = aô et l'indice n se déduit de la considération des triangles équivalents (176) OSiD, OC<D| (Jig' iï7)« On a en effet
OD.SiPinzODi.CiPi.
Mais (177)
On a donc, en posant ODi =^ et D| Si = ^ ;
j^' = 2 bn.r ,
équation de la parabole d'indice n qui correspond à la double base 2 6.
On voit par cette équation que, pour une parabole donnée, la base de réduction et Pindice sont inversement proportionnels.
m. — Usage des Tables paraboliques.
183. Soient oi23Q... {fig' 121) Je contour poljrgonal cor mun à une suite de demi -profils en remblai, PQ la ligne variab du terrain et U le point où la droite Q3 prolongée rencont l'axe vertical Po. L'aire de chacun des demi-profils proposés e égale à la différence entre l'aire du triangle UPQ, limitée dai chaque cas par une position de PQ, et l'aire constante 01 231 Pour réduire cette aire à la base donnée hj on détermine si QU le point A, situé à la distance b de Po et l'on mène I< droites ii|, 221, 3B, respectivement parallèles aux droites 2< 3 1 4, A 2 1. Le polygone oi23U se trouve ainsi transformé en u
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triangle équivalent AUB, qui a pour hauteur la base d< et pour base UB le double du segment /, mesure de Ta trancher.
L'indice t — a de la parabole étant donné, pour chaque de PQ, par le triangle UPQ(177), on prend sur les
table (yî^. 120) les longueurs OR = OD = 26, et Ton porte sur la verticale du point R la longueur RS égale à 26(7 — a), c'està-dire au segment MN {^fig> 121) limité par les droites QP et QU sur la verticale située à la distance 26 du sommet Q. On mène la droite OS qui coupe l'horizontale DC en H. Le point H appartient à la parabole cherchée.
En effet, les triangles semblables ORS, HDO donnent
wn. _ix3 OD=:RS.DH.
DH OD
OD et DH sont donc respectivement l'ordonnée et l'abscisse d'un point de la parabole j^^ =: RS.o:, oùj'^= ih{jz — a)x.
La mesure du triangle UPQ sera donc fournie par Tabscisse de la parabole t — a qui correspond à l'ordonnée OT = UP. Si l'on diminue cette abscisse de la quantité/, c'est-à-dire si on la compte à partir de la verticale qui est à la distance /de OY, on a directement la mesure /a du profil proposé o PQ32 1 .
On obtient de la même manière la mesure des autres profils, qui ne diffèrent du premier que par la position de la droite PQ.
On peut, à titre de vérification, déterminer directement sur la fig, 121 la mesure f% fournie par la réduction du quadrangle ABPQ. On procéderait exactement de la même manière si les profils en remblai précédemment considérés étaient remplacés par des profils en déblai, limités à leur partie inférieure pour le contour polygonal invariable oi2345Qi. On prolongerait la droite Qi 5 jusqu'à sa rencontre en Ui avec la verticale du point o. L'aire constante à retrancher Uf 5432 10 serait immédiatement transformée en un triangle A|B|U|, de hauteur 26 et de base Ui 61 = 2/1. La ligne du terrain étant PiQi pour l'un quelconque des nouveaux profils considérés, on opérerait sur le triangle U| P| Qi comme on a opéré précédemment sur le triangle UPQ.
IV. — Tables simplifiées
18i. Les tables paraboliques dont nous venons d'indiquer la construction peuvent, à raison de leur généralité, être employées avec quelque avantage pour la détermination des aires de déblai et de remblai circonscrites par des profils de types variés.
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Mais, quand le projet comporte un proGI constant, dont le t\7)e va se répétant, on a recours à des Tables d^une construction plus simple.
Considérons des profils qui ne diffèrent entre eux que par la cote de déblai ou de remblai sur raxeetparTinclinaisondu terrain. Soient, comme précédemment, a (/î^. 1 18) la tangente trigonométrique de l'angle compris entre Thorizontale et la ligne du terrain, T la tangente de Tangle compris entre Thorizontale et la ligne du talus ; soient, en outre, h la cote sur Taxe, c la hauteur constante qu'il faut ajouter à h pour avoir le segment intercepté sur Taxe par la ligne du terrain et par celle du talus, x la distance horizontale du point d'intersection de ces deux lignes à Taxe, c'està-dire la largeur d'emprise correspondant au demi-profil considéré. On a
Si l'on désigne par C l'aire complémentaire constante, tantôt positive, tantôt négative, qui est limitée par l'axe, par la plateforme et par la ligne du talus prolongée, on a, comme expression de l'aire du profil,
(a) A=- (/iH-c)x-C,
ou
(3) A=ili±ll^-C.
Si l'on prend comme abscisse variable A + c et comme ordonnée la grandeur A, réduite à une base quelconque, le lieu des extrémités de cette ordonnée sera une parabole ayant pour axe celui des A + c et pour paramètre une fonction de t — a. On obtiendra donc des paraboles différentes, pour différentes valeurs de t ou de a, à la condition toutefois que t et a ne varient pas simultanément de telle sorte que leur différence soit constante.
On retranche une fois pour toutes l'aire constante C en déplaçant de la quantité convenable l'axe des abscisses parallèlement à luimême. Cette disposition est loin de présenter le caractère de généralité des Tables que nous avons décrites plus haut.
FORMULES GENERALES POUR LE CALCUL DES EMPRISES, ETC
Formules générales pour le calcul des emprises et des aires
de déblai et de remblai.
Désignons par a, t, h et x les mêmes quantités que précédemment, demi-largeur de la plate- forme, et remplaçons, dans la relation (i)
Ficf. 122.
jrrrtr-Jc
B^, c par sa valeur ar. Il vient, comme expression de la largeur se,
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Le demi-profil présentera l'une des six dispositions suivantes :
Dp. Del>Ui et terrain en pente vers le talus ijîg, 127).
D r. Déblai avec rampe.
DRr. Déblai au talus , remblai à l'axe, avec rampe.
Rr. Remblai et terrain en rampe vers le talus.
Kp. Remblai avec pente [fig* 1 18].
RDp. Remblai aux talus, déblai à Taxe, avec pente [fig* i23].
En appliquant la régie des signes aux segments et aux angles, on voit qu'il suffit de changer le signe de a pour passer de Dp à Dr ou de Rr à B/^, et le signe de h pour passer de Dr à DRr ou de R/7 à KDp. Le passage de
Fig. 123.
chacun des cas de gauche au cas correspondant de droite s'effectue par 1^^ changement simultané des signes de r, de a et de h^ ce qui revient à m^ ciianger aucun de ces trois signes. Les six cas se trouvent donc compridans l'expression générale
On a le plus souvent, dans la pratique, t = i en déblai et t blai. L'équation [1] devient alors :
Pour le déblai,
Pour le remblai,
I en rem- ^
idza I±:a'
2 zh 3a idz 3a
TABLEAUX GRAPHIQUES DE M. ROUIT
186. Si, dans la relation (a] du n^ iSk, on remplace c et C par leurs valeurs respectives azei — j on a, comme expression de Taire du demiprofil,
Cette formule s'applique non seulement aux quatre types de profils non croisés Ifig, 1 18 et 12a), mais encore aux quadrilatères croises ABCD des types DR/ et RDp {Jig, i23), pourvu qu'on tienne compte des conventions relatives aux signes des grandeurs rectilignes, angulaires et superficielles (81). Le circuit ABCD, considéré, par exemple, comme parcouru en sens positif dans les types Dp et Dr en déblai, limite des aires positives, déterminées dans l'équation (4) par des valeurs positives de h et de r. Le même circuit ABCD, parcouru en sens opposé dans les types Rr et Rp en remblai, limite des aires négatives, déterminées par des valeurs négatives de /i et de t. Enfin, dans les deux types mixtes, le circuit et l'aire sont positifs en déblai, négatifs en remblai, ce qui est vérifié par r positif et /i négatif dans DRr, par r négatif et h positif dans RD/c?. Dans chacun de ces deux cas, la valeur de A est positive ou négative, selon que la plus grande surface partielle est en déblai ou en remblai.
On étend donc la formule (4) ^ t^^s les cas en écrivant
(5) A = dz^/i± — ix-a).
n. — Tableaux graphiques de M. Rouit (M*
187. Les formules (9.) et (3) du n** 185 servent à construire des tableaux graphiques sur lesquels on détermine directement les largeurs d'emprises.
Prenons pour axes de coordonnées OX, OY (fig, 124) deux droites rectangulaires d'un réseau quadrillé dont l'interligne représente i*°,oo à l'échelle. Chacune des divisions déterminées par le quadrillé sur les axes porte un nombre qui exprime la distance en mètres ( réduite à l'échelle ] comprise entre la division correspondante et l'origine.
Si l'on pose dans la relation ( 2 j
(') Nouveaux Tableaux graphiques donnant les largeurs d'emprise et les surfaces de déblai et de remblai des profils en travers, par M. Rouit. Âutographie, Bordeaux, 1877.
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ces ëquations détercnînent, pour chaque valeur particulière assignée à a, une niÊme droite passant par l'origine et fournissent, pour lu valeur de a considérée, les abscisses m, n qui coirespondent respectivement aux ordonnées variables a et /i, La largeur d'emprise :r est égale à la somme ou > la difTérencc de ces abscisses.
On convient que les ordonnées, toutes dirigées dans un sens positif, représentent les valeurs de a ou de /i, selon qu'elles sont mesurées i droite ou à gauche de l'axe des ^. On construit en conséquence, pour chaque valeur de a, deux droites, OU et ON, qui sont symétriques dans le cas jorticulier considéré, mais qui cessent de l'être lorsque t n'est plus égal à l'unité. On mesure les abscisses m entre OT et CM et les abscisses n entre OT et ON.
Pour construire le double faisceau de droites OM, ON, on fuit a ^ A = i o, et l'on attribue à « des valeurs variant de cinq en cinq centimètres. Pour ce ^ + 30, on a, dans la formule [3), appliquée au cas Dpàehi^g. 122,
^•Ji.^.\- ^ ' 7/ ^
■■ï'isK ' .V /,/ y'
^NïE ' ^'2?C
^SS"" t&
IMMIJJ!lirW1MU.-llli II L
n = /i = 8'*,333. Pour la même déclivité prise en sens inverse (cas Dr), >n«m = » = 12", 5o.
Si a prend successivement les valeurs 00 , + i, o et — 1, c'est-à-dire si la ligne du terrain coupe celle du talus sous des angles de iBS", 90°, 4^" et o", les droites OM et ON prennent des positions inriinées respectivement de 90', 63' 26', 45° et o" sur T horizon taie.
On déterminera, par exemple, la largeur d'emprise x ^ 16™, i5 d'un demi-proGl D/>, dans lequel rtr=8'",oo, A^5",oo, tt^ — o",!», en mesurant sur Tborizintale 8, à droite, le segment de lo" compris entre OYet OM^,,g, et sur l'hoiizonule 5, à gauche, le segment de 6*", 25 corn* |»ris enii'e OT et ON- 0.1».
les valeurs de m:= -
(formule 3] sont entre
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Duns le cas des proGli en rembluî {fig. tnS) le Tuisceau ne présente
plus deux parties symétriques; car, pour des valeurs égales de a et de A,
—5- et de n = - . -
viles dans le rapport | .
Aux valeurs ao, -♦- 1, -t-o,5o, o et — 0,666 de «, correspondent re»- {lectivement, sur l'horiion taie 10, les valeurs o, 4", 5".5i4i lo™!» de m, «I les valeurs 0,6, 8*. 571, iS™,!» de n.
t88. L'un des avantiges des tableaux ëtinl de rendre inutile le dessin des profils, il faut pouvoir, à l'aide des seules données (a et A) particulières i chaque demi-prolil, déterminer celui des six cas {Kissibles dans lequel on se trouve. La distinction résulterait des signes de a et de fi, si elle ne devait porter que sur les quatre cas de demi-proGIs entièrement
hic. '^>-
3A Yl ^«
^ sif. ^ i/i z"
"■^^i ^ jïiz
en déblai 011 en remblai. Mais la déclivité et la cote rouge ont mêmes signes dans les types Dp et BD^, et mêmes si(,'nes, contraires aux précédents, dans les types Bret DRr. Aussi faut-il, pour rendre la distinctiim immé" diatement posable entre tous les types, pouvoir vérifier à vue si la distance «, = - de l'axe à l'intersection de ta plate-forme et du talus (^^. laî)
est plus grande que a, ce qui a lieu dans les cas Dp, Rr, ou plus pelite que a, ce qui répond aux cas BD/), DR r.
On construit à cet effet un tableau auxiliaire dans lequel les ordonnées et les abscisses représentent respectivement les valeurs de A et de a. L'origine des coordonnées est alors le centre d'un faisceau de droites dont les inclinaisons correspondent aux diverses valeurs de a. On lit sur le tableau ainsi disposé les valeurs de ii,^a qui correspondent, pour chaque demi-
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qui correspondent aux valeurs de a^^ rayons en traits pleins pour r = i et en traits pointillés pour t = 0,666.
Les divers tibleaux que nous venons d'étudier s'appliquent à toutes les largeurs de plates- formes, à toutes les cotes sur l'axe, et à toutes les déclivités de terrains. On peut évidemment en tracer de pareils pour toutes autres inclinaisons de talus.
190. Le même auteur a pniposé, pour la détermination graphique des largeurs d'emprises et des aires transversiiles, d'autres tableaux construits d'après les mêmes principes, mais qu'un choix différent de coordonnées a permis de disposer autrement.
Si dans la formule ( i ) on fait
T dz a il vient
si l'on pose
//l = flT/-, // = ///•
et qu'on porte, pour une valeur constante de r, les valeurs de X* en ordonnées, les valeurs de m en abscisses à droite et les valeurs de n en abscisses à gauche, on a, pour chaque valeur de a ou de A, l'équation d'une droite passant par l'origine. Sur chacune des droites ainsi déterminées est écrite la valeur de a ou de h qui lui correspond. Les horizontaies du tableau portent, comme graduations, non les valeurs A- de leurs ordonnées, mais les valeurs correspondantes de a. On dresse deux tableaux distincts, l'un pour t = i, l'autre pour t =: 0,666.
Ces tableaux des largeurs d'emprises nous paraissent mieux disposés que les précédents. Leur lecture est plus facile, et ils ont aussi l'avantage de substituer une seule série d'ordonnëea X à la double série des ordonnées a et //•
Les tableaux pour les aires comportent des modifications analogues. pose, comme précédemment dans (5),
p ^^±- hf nz=± — (or— /î).
Ayant assigné à r une valeur constante, on porte les valeurs de x en or données, les valeurs àep en abscisses à gauche, les valeurs de q en absci à droite. Ou a, pour chaque valeur de /<, Tcquation d'une droite passa par l'origine, et pour chaque valeur de a une équation de la forme
qui est celle d'une droite ne passant plus par l'origine.
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poÏDrïlIées correspondant aux mêmes valeurs de j; — n coupent l'horizontale 10 i des distances du même axe qui sont les { des prérédenles.
Le tableau s'applique k tous les cas, pourvu qu'on tienne compte des signes. Toutefois, dans les demi-proGls mixtes DR r «t ttDp, il ne fournit que les aires excédantes de déblai ou de remblai. Ces aires, seules utiles pour établir le mouvement des terres, ne suffiraient pas pour déterminer le cube total de la fouille. C'est pourquoi un dernier tableau est destiné à fournir les aires effectives de déblai et de remblai dans les demi-profils mixtes.
On remarque, à cet effet, que la valeur de A (équation 5) peut être mise BOUS la forme
A:=±-JAh
qui ressort du simple examen de la fig. I23, et qu'on déduit d'ailleurs de la formule (5) en retranchant de chacun des deux termes du second
membre l'aire commune -î- (.r — a).
Sous la nouvelle forme (6) les quantités
FiR. 137.
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Sont, dans chacun des cas DRr, RD/>, les aires mêmes de déblai et de remtilai dont la somme algébrique est égale îi A.
Dans le tableau {fig- laj), qui sert à déterminer séparément ces quantités, le côté gauche est réservé aux ordonnées A, aux abscisses px et aux rayons issus de l'origine qui correspondent aux valeurs de o,. On lit, au contraire, du côté droit, les ordonnées x — a, les abscisses y, et les rayons
ou
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haut, montre que les largeurs d*emprises x seront données par les mêmes
droites que les aires, si les ordonnées à Torigine sont les mêmes dans les
a' deux cas, c'est-à-dire si à la relation a'^= — on ajoute cette autre condition
- loga ( A H I zzr log .r
Si Ton préfère ne pas lire les aires et les emprises sur le même système de droites, on pourra, par exemple, dresser Tabaque de telle sorte que les aires soient lues sur les droites à a de base pour i de hauteur, représentées par l'équation (m) et les largeurs sur les droites à 4^** représentées par réquation (n). C'est le cas d'un tableau dressé par M. Lalanne en i85o(»).
192. On peut aussi, selon la disposition plus récemment adoptée par le même auteur ('], faire que, les déclivités a étant lues sur les horizontales du tableau et les cotes h sur des obliques à 4 S** (pente de gauche à droite], les aires soient données par les verticales du tableau et les largeurs d'emprises par des obliques à /{5^ (pente de droite à gauche].
Ces mêmes obliques donnent en outre, au moyen d'une seconde échelle, accolée à celle des emprises, les longueurs t des talus, exprimées par la relation
[x — a] ^n-T«=: -^r VI -h T*.
Un premier tableau à quatre systèmes de droites cotées, disposé comme il vient d'être dit, se rapporte aux deux cas de \>p et Dr (185] d'un demiprofil en déblai avec pente ou avec rampe. Un second tableau, analogue au précédent, permet de résoudre les cas Rr et R77.
Quand le demi-profil est mixte (RD/> ou DRr], il n'y a pas lieu de chercher l'anamorphose des tables qui doivent donner simultanément les deux
(') Voir Lalanne, Mémoire sur les Tables graphiques, etc., Paris, 1846, et Examen critique d'un Tableau graphique publié par M, Davaine et nouvelles applications de Géométrie anamorphique. Paris, i85o.
(") Instruction pratique sur V usage des Tableaux graphiques, suivie de la Collection de huit Tableaux graphiques pour la détermination des superficies de déblai et de remblai des profils en travers, des largeurs d* emprises et des longueurs de talus. Paris, juin. 1879.
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aires partielles, car la graduation des axes de coordonnées qui conviendrait pour Tune ne conviendrait pas pour Tautre. On a dressé pour ces derniers cas, beaucoup moins fréquents que les quatre autres, des tableaux spéciaux, avec graduations en parties égales et courbes de niveau non déformées. Deux tableaux triangulaires de cette sorte fournissent les aires de déblai et de remblai du demi-profil, Tun dans le cas DR r, l'autre dans le cas RDp. Chacun de ces tableaux présente deux systèmes de courbes paraboliques. Celles du premier système, tracées en traits pleins, portent à c(^té de leur cote la lettre D (déblai). Celles du second système, tracées en traits interrompus, sont marquées R (remblai). Le point de rencontre de rhorizontale qui correspond à une cote donnée h et de la verticale qui correspond à une déclivité donnée a, se trouve compris entre deux courbes D consécutives et entre deux courbes R consécutives. Les cotes des deux premières courbes donnent, par une interpolation à vue, Tiiire partielle en déblai; les cotes des deux autres donnent Taire en remblai.
Dans deux autres tableaux triangulaires, disposés aussi respectivement pour les cas RD/?, DRr, le point commun à l'horizontale de la cote sur l'axe et à la verticale de la déclivité est compris entre deux droites cotées appartenant au faisceau de droites concourantes déterminées par l'équation des emprises. La cote de ce point, évaluée à vue, donne la largeur d'emprise cherchée. Une double échelle, placée à la base de chaque tableau^ permet de lire immédiatement la longueur du talus i = [x — 0)^1 -f- t* qui correspond à l'emprise x.
Fig. ia8.
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193. Les six tableaux dont nous venons de parler ne sont évidemment que les parties découpées et transformées de Tabaque complet auquel on a été conduit par la traduction graphique de la formule générale (191) qui comprend tous les cas. lAfig. 128 représente le cadre de Tabaque primitif et des six parties qui le composent (')•
(') L'idée de ce diagramme de répartition a été énoncée par M. Lalankb dans les
Tables (numériques) nouvelles pour abréger divers calculs relatifs aux projets de
routes, etc. Paris, iSSg. (Voir jinnales des Ponts et Chaussées, lois et ordonnemces,
1840, p. 289). Mais c'est seulement dans V Appendice n" A au Cours de construction
de Sgonzin, 1842» que l'auteur a considéré le plan di| diagramme comme plan de
projection des courbes paraboliques de nlTean situées sur la surface des aires. Eu
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Les rampes (+ «) sont |>ortées en abscisses dans le sens positif, jusqu^i la limite OA qu'on a jugée suffisante; les pentes ( — a] sont portées dans
i8|3, après riiiveiiliuii de Vahaque reclilijiu*, M. Lalas.xe a fait une première application du principe de l'anamorphose géométrique à la construction de Tableaui graphiques relatifs aux calculs des terrassements dans les chemini de fer à deux toIm < Circulaire miniHtérielle du 3 septembre i843, et instruction à la suite, dam lei Annales des Ponts et Chaussées^ lois et ordonnances, i843, p. 676). Ces Tableaux, et d'autres analogues dressés de i8|4 à 1846 {Mémoire sur les Tahles graphiques, etc., 1846), ne comprenaient encore, comme Vabaque lui-même, que trois cours de droites (horizontales, Terticales et obliques à ^5% avec pente de gauche à droite).
L'ingénieur Davai!IB arait publié, en i84.>, dans les Mémoires de la Société iet Sciences de Lille, un tableau graphique qui mérite d'être analysé, tant à raison de ton originalité propre que pour les conséquences utiles de la polémique à laquelle cette publication donna lieu. Davai:<e avait remarqué que le triangle CDO (Jig. i3i)i somme de l'aire à déterminer et du triangle constant ABO, est la moitié du patallélogramme CODQ. Se fondant sur cette propriété connue (G. 140), que les parallèles aux asymptotes d'une hyperbole, menées par un point quelconque de la coorbe, forment avec les asymptotes un parallélogramme d'aire constante, Datai» avait considéré les droites CO, CQ, qui se coupent sous l'angle constant du talus et de li verticale, comme les asymptotes communes à une suite d'hyperboles homothétiques. Ces courbes étaient tracées sur une même table, et chacune d'elles portait une cote égale à la différence entre la moitié de Taire constante du parallélogramme correspondant et l'aire constante du trianglq ABO. En d'autres termes, l'hyperbole panant
CO X CO par le point D avait pour cote l'aire A =^ — j=r du demi-profil ABCD. Le point U
était déterminé, dans chaque cas, par la droite CD, menée de l'origine avec l'incli' naison a, et par la droite QD menée du point Q, tel que CQ=b OD,avec l'inclioaison r. On entrait donc dans cette Table, comme dans les précédentes, par la cote sur l'axe
CO
et par lu déclivité. La largeur d'emprise CP= • projection boriionule de
l'abscisse du point D, était aussi donnée par la simple lecture des nombres marques sur les divisions de l'axe CO. L'usage de la Table pouvait être étendu à diverses largeurs de plate«formo, pourvu que l'inclinaison du talus restât constante, et que les chiffres de graduation des ordonnées et des courbes fussent, pour chaque nooTclle largeur, augmentés ou diminués d'une quantité constante. Mais le tracé des courbes présentait des difficultés; l'obliquité de leurs intersections avec les droites QD rendait les lectures difficiles dans certaines parties de la figure : l'usage de la Table dans les cas RD/^ et DRr exigeait qu'on eût recours à des constructions supplémentaires et à des calculs; enfin, l'inventeur avait cru à tort que la Table dressée poor 0DCS^ tain talus servirait pour un talus difl'érent, sans qu'il fût nécessaire de changer les inclinaisons et les cotes des droites CD. M. Lalanne, après avoir signalé ces divers inconvénients [Examen critique, etc., Paris, i85o), a soumis la Table de DavaiI * deux anamorphoses successives. La première a donné des axes rectangulaires et des hyperboles équilatères; la seconde a transformé ces hyperboles en dioites parallèles, inclinées à 4^* de gauche à droite, et les droites convergentes CD en droites perpendiculaires aux précédentes. (Voir le Tableau résultant de cette transformation dans les Annales des Ponts et Chaussées, 1800, 1" sem., pi. CLXXVI). Les inconvéiiicnis de la Table Davai!<e étaient ainsi supprimés et, d'autre part, Vabaque et les
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le sens négatif A'. Les cotes sur l'axe h fournissent des ordonnées positives OH pour le déblai, et des ordonnées négatives OH' pour le remblai.
tabitjuuz di) 1843 se trouvaient très heureusement complétés par l'adjonction d'un tecoud cours d'obliques parallèles. ( Notice sur les procédés de calcul employés par Us ingénieurs anglais pour la rédaction des projets de chemins de fer, avec un tableau graphique, etc., i85i. — Tables graphiques dressées en iSSq et en i854 pour les compagnies des chemins de fer du Nord et de l'Est. — instruction pratique, etc., avec la Collection de huit Tableaux graphiques, etc., juin 1879. — Quatre Tableaux pour deux profils spéciaux des chemins de fer corses, 1880).
Les Annales des Ponts et Chaussées (1879, 3* sem., p. 96) contiennent un Rapport de M. DE FocRCT, sur la comparaison faite par il/. Ricour de diverses méthodes emfiojfées pour la détermination des aires des profils en travers, des emprises et des talus. L'étude comparative porte sur les Tableaux anamorphiques de i843 et sur de nouvelles Tables proposées par M. Wotcibcbowski. La conclusion de M. Ricour est que la méthode Lalamjik offre le double avanta^^e de donner en moins de temps des résultats plus exacts et de ne pas exiger le tracé des profils en travers. Cette conclusion se rapporte au cas où la pente transversale du terrain peut être considérée comme uniforme. La méthode de M. Wotciecbowski mérite, au contraire, d'être recommandée, lorsque le profil du terrain est une ligne brisée. Cette méthode, dite de la ligne compensatrice, a été l'objet de deux publications successives : l'une dans les Annales des Ponts et Chaussées, 5* série, 1874^ 2* sem., p. 193 {Note sur une méthode nouvelle pour le calcul des aires de déblai et de remblai dans les profils en travers, proposée par M, Wojciechowski, etc.), l'autre, beaucoup plus étendue, dans les Annales indus^ trielles (livraisons des 6, i3, ao, 37 septembre, /\, a6 octobre et i5 novembre 187^, 36 septembre, 3 et 17 octobre 1875).
On trouve aussi, dans les Annales des Ponts et Chaussées (1880, 3* sem., p. 3o3), une Note de M. H. Willottb sur la détermination, à l'aide de Tableaux graphiques, des snrfaeet des profils de terrassements. Le Tableau de M. Willotte n'est pas sans analogie avec celui de Da vaine, bien qu'il soit déduit, comme cas particulier, de considérations beaucoup plus générales. II se compose, en effet, d'hyperboles homothétiques, qui ont pour asymptotes la ligne du talus OC et l'axe du profil OD {fig^ \ii). Chacune de ces courbes est l'enveloppe des droites CD qui découpent dans le demiprofil des aires équivalentes à une aire donnée. Les valeurs des aires sont inscrites comme cotes sur les courbes correspondantes. On réduit le Tableau à d'étroites limites en ne traçant de chaque courbe que le petit segment qui enveloppe des droites CD de déclivité pratique. Ce Tableau invariable étant gravé d'avance sur un nombre suffisant de feuilles, en même temps que le gabarit du demi-profil, on trace sur chacune de ces feoilles plusieurs positions de la ligne CD déterminées par les cotes h et les déclivités a d'aatant de profils en travers consécutifs. Ce tracé est facilité par une échelle linéaire placée sur l'axe et par une échelle angulaire, formée d'un faisceau concentrique dont chaque rayon a pour cote sa déclivité. Ce faisceau étant gravé sur la feuille, à proximité du Tableau, on trace chaque droite CD en menant à Téquerre, par le point de l'axe coté A, une parallèle au rayon du faisceau coté a. La droite CD est, d'après la construction, tangente, soit à l'une des hyperboles tracées, soit à une courbe intermédiaire. On lit directement, dans le premier cas, et par interpolation à vue dans le second, la cote de la courbe, c'est-à-dire l'aire du profil. La largeur d'emprise et la longoeur du talus sont lues sur deux échelles placées à droite et à gauche de OC.
Dans une Note sur la généralisation des Tableaux construits d'après la métho€le de
Le rectangle MNPQ, dont le plan est suppose horizontal , contient donc les pieds de toutes les ordonnées verticales qui représentent les valeurs des aires A correspondant aux valeurs de h comprises entre Q et dzOH et aux valeurs de a comprises entre O et ± OA. Les sommets de ces ordonnées forment la limite superficielle du stéréogramme des aires dont les sections planes horizontales, projetées sur MNPQ^ donneraient l'abaque à courbes paraboliques.
On voit immédiatement que les rectangles partiels
ON ] / Dr,
OP f donnent respectivement les solutions 1 Rr et DRr,
OM [ qui conviennent aux cas j D/? et RDp,
OQ ) ( R77.
Il reste à décomposer le rectangle OP en deux parties, correspondant respectivement aux cas Rr et DRr et le rectangle OMen deux parties, correspondant aux cas D/? et RD/7. Or il est aisé de vérifier que si d est la distance de Taxe au point de rencontre de la plate-forme et de la ligne du
terrain, on a // = xa, selon que d=^a.
La première condition correspond aux cas DRr et RD/?, et la dernière aux cas Rr et D/?; d'où il suit que la droite BB', représentée par Tiquation /i = ^a, sépare les trapèzes OBPH' et OB'MH, correspondant respectivement il Rr el à D/?, des triangles OAB et OA'B', correspondant à DRr et RD/?. On a ainsi les gabarits primitifs des six tableaux que nous avons précédemment décrits. Les quatre premiers, rectangulaires ou trapézoïdaux,
M, Willot te {Annales des Ponts et Chaussées, i88a, i* sem., p. 90), M. Dubret propose l'emploi d'un rapporteur trapézoïdal transparent, sur lequel on a tracé, une fois pour toutes, le faisceau de droites figurant les direrses inclinaisons du terrain. La grande base du trapèze, sur laquelle ces inclinaisons sont cotées, glis$e comme le bord d'une équerre sur une règle dont le bord coincide avec l'axe coté du demi-profil. On arrête le rapporteur dans la position qui fait passer la droite d'inclinaison a par le point de Taxe coté h et on lit, à travers le transparent, la cote de la courbe tangente à cette droite, sans avoir besoin de tracer la ligne CD. On peut ainsi n*avoir que deux Tableaux, l'un pour les débiais, l'autre pour les remblais. M. DcaaiT indique, en outre, certaines dispositions qui permettraient d'étendre l'emploi du procédé à d'autres largeurs de plate-forme, et de déterminer les aires des profils mixtes par un simple déplacement du rapporteur. Il convient de rappeler à ce propos que Cocsixebt avait donné, en iSSg, dans le Calcul par le Trait, la description d'une règle transparente, au moyen de laquelle on peut obtenir, par une mesure linéaire, la superficie d'un triangle ou d'un quadrilatère.
Voir enfin, dans les Annales des Ponts et Chaussées, i884, l'usera., p. an, une Note de M. Switiowsu Sur un procédé (graphique) de détermination expéditi^e des surfaces, emprises et talus des projils de terrassements.
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uni subi la transformatioD anamorphique ; les deux derniers, triangulai ont donné les* tableaux suppléi
I courber non transformées (').
19i. Nous avons dit plus haut comment l'abaque primitif et les tableaux graphiques pour le calcul des terrassements avaient été complétés par l'introduction d'un second cours d'obliques k ^5°. Le nouvel abaque complet, dont \a^g. 129 présente une réduction, permet de suppléer ù l'insuffisance des tableaux construits en vue de gabarits spéciaux. 11 peut arriver, par exemple, que la forme ou la nature du terrain conduise à adopter escej)lioDnellement des longueurs de plate-forme ou des déclivités de talus qui
Flg. 119.
l'écRrlent des types courants. La construction de lableaui adaptés h c
(•) Daat VÀppendiet n* 4, t. 1, ila Court dt ci anit été conduit, par I* coniidération dei fouéa I et à neuf f«niiulei ditlincte*, qui déterminaient li en neuf flgnrea, au lieu de ili. Lat Iroii âgum b par une droite B'C, repréteotée par l'équi
nilruclion âe Sgamin, M. LtLjisiiE téraui, ï neuftjpei de demi-profili déeompoiition du reclanele HNPQ ipplémentairea étaient dâterminéea — p, dana laquelle a' eat la
dlatance de l'ue au pied du talua eilérieur du foasé et ^ la profondeur Toaté. Cette droite détachait un triangle de RD/>, un triangle de V,p et un trapéie de Rr. On avait de la aorte, au-deaaoua de BB', ail rêgiona qui ae rédulieot 1 troia quand on ceate d'introduire le* (oaaé*.
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cas particuliers n*étant pas justifiée par l'application qu'on en pourrait faire à un trop petit nombre de profils, il est plus pratique de déterminer les aires au moyen de l'abaque complet. On remarque en' effet que, grâce à la graduation logarithmique des bords du cadre et des diagonales, la cote z de l'oblique MR Ifig, i3o) qui passe par le |>oint M de la verticale
Fig. i3o.
PM et de l'horizontale QM, menées respectivement à des distances de Torigine exprimées par AP = x, AQ = /, satisfait numériquement à la relation
Z=1XJ
On voit aussi que la cote / de l'oblique inverse MC, qui p«isse par le point M, est liée h x et h y par la relation
t =z- y dOU Z=Z — •
Or les aires de déblai et de remblai étant données par la relation (A) du n^ 191, il suffira de suivre sur l'abaque de lufig. 129 Toblique de direc* tiou MR cotée 2(7 ih a), jusqu'à la rencontre de Thorizontale cotée axzïzh^
[aT±hY
|K>ur lire la valeur de
sur l'oblique inverse de direction MC qui
pipasse par le point de rencontre. Retranchant la constante C = — ^ 9 on
aura l'aire cherchée A ( * ).
(') V abaque complet permet, en général, de déterminer, aa moyen des relations 1) et (i) ci-dessu», deux quelconques des quatre quantités x^jr^ 2, r, en foncUonSi^ des deux autres. Il en résulte, pour chacune des quatre quantités, trois expressions diflërentes, qui correspondent à sept opérations distinctes. Chacune de ces opérations n'exige que la lecture d'une cote relatire aux deux donnée de In question.
PROFILOMÈTRB DE M. SIÉGLER.
Si, dans la relation (X) du n^ 191, on fait
(i) 2(Tit:a)=x, arit./i=jr^ A -h
on a
Sur les directions OX, OY, OZ de deux axes rectangulaires [fig, i3i)
Fîg. c3c.
on marque respectivement des suites de points M, N, P, dont les disfancos
( * ) Voir Si£glbr, I^ote sur un procédé rapide de détermination des surfaces de profils en traiverSy dans les Annales des Ponts et Chaussées, Paris, i88f, i*' sem., p. 98. — L£o?f Dcrajid-Clate, Note sur l'évaluation des surfaces de déblai et de remblai, d'après les indications de 31. d'Ocagne, dans les Annales des Ponts et Chaussées. Paris, i883» 1** sem., p. 401.
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i TorigiDe représentent, à Téchelle adoptée, des suites de Taletirs des Tariables x, r, z. Od inscrit aux points de dirision 11, N, P« non les valeurs de jr, r^ s qui les déterminent graphiquement, nuis les Takors numériques respectivement correspondantes des variables «, A, A, déduites des trois équations (i). On obtient la valeur OP de s et, cooséquemment, b valeur de l'aire A qui correspond à x = 031, r = ON, en plaçant au point N le sommet d*une équerre MXP, dont Tun des côtés coïncide avec UN. On a en effet
ON
OH X
Les quantités ar, ar, — étant constantes lorsque tous les profils ont
même largeur de plate-forme et même inclinaison de talus, on arrive aux mêmes graduations des axes en déterminant d'abord les points 0|,0i,0}, tds
que OO, = ar, OO, = «r, 00,= — - et en prenant ensuite les sommets
du triangle des constantes, 0| OjOj, ciHnme origines respectives des valeurs
Fif. i3i.
rw t.c» «*•> ♦» ,
de !«, A et A. L'aire diercbée^ A = 0,P» est alors directement donnée par la %ure.
T varie ordinaircnient quand on passe du déliai an remblai. Si donc OOt représente la constante «r dans le prewer cas, nn mntre segment 00| la représentera dans le second cas. On mène en conséquence, par le point <^ pinH i h M mi àXX ^>^. iSi}, un seoNid axe O^D sor lequd on porte,
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en même temps que les origines Oi, O3, les graduations de 2a et de A qui correspondent aux demi-profils entièrement en déblais. Ce second axe sert à déterminer les aires dans les cas Dp et D;. (185).
De même, un troisième axe O, R, mené par le point O, parallèlement à ZXy porte les origines 0^, O', et les graduations de 2a et de A dans les cas Rr et R/> des demi-profils en remblai.
Quant au cas DR/* et RD/? des profils mixtes, on observe que, pour Taire de remblai à Taxe dans le premier et pour l'aire de déblai à Taxe dans le second, la relation (A'] se réduit à
Les constantes sont par conséquent nulles et les trois origines Oi, Oj, 0$ se confondent avec l'origine primitive O, située sur Taxe ZX qui sert à déterminer, dans l'un ou l'autre cas, les aires partielles Ai. On déterminera enfin sur l'axe OfD l'aire de déblai au talus dans le cas de DRr, et sur l'axe 0', D l'aire de remblai au talus dans le cas KDp.
Cette distribution des échelles et des origines entre trois axes horizontaux a permis de porter les aires et les cotes sur l'axe dans les mêmes directions respectives, contrairement à la convention sur les signes des segments. Quant aux déclivités, on les porte sur l'axe D, à partir de l'origine Oi, à gauche pour les rampes, à droite pour les pentes, et inversement sur Taxe R, à partir de l'origine O', , à gauche pour les pentes, à droite pour les rampes. La graduation unique de ZX, dans la direction OX, marque des pentes ou des rampes selon que l'échelle tracée sur le même axe, dans la direction OZ, marque des aires de déblai (cas RD/?) ou de remblai (cas DRr).
L'épure est d'un usage plus facile quand on adopte des échelles différentes pour chacune des trois variables J^^jr^ z; mais, pour que la déformation qui en résulte n'altère pas les rapports graphiques sur lesquels le procédé repose, il faut que les trois échelles soient liées entre elles par la relation (2) qui existe entre les trois variables. Pour étendre l'usage de J'épure à un autre type de profils, il faudrait tracer deux nouveaux axes horizontaux dont les distances OOj, 00, à l'origine primitive seraient données par les constantes a et t du nouveau type. U est d'ailleurs évident qae la relation graphique établie par le triangle rectangle MNP entre les trois variables a, A et A |)ermet de déterminer l'une quelconque de ces quantités en fonction des deux autres. On pourra, par exemple, transformer un profil donné d'aire A en un autre équivalent, étant donnée la déclivité a ou la cote A du nouveau profil.
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196. L*un des avantages de la méthode étant de n^avoir pas h dessiner les pn)fils, il faut que la demi-largeur d*emprise puisse être aussi mesurée sur répure.
Cette demi-largeur a pour expression (185) e = — 7" y et, d'après les
relations (i) du n® 195, on a [fig. i3i)
^1^l!L ~ ^ I = 2 2^ =: a tangOMN = 2 langONP = EF,
F étant l'intersection de ON et de la parallèle h MN menée à la distance
niî: = 2.
On lira donc e sur l'échelle EF, convenablement graduée, d'une equerre transparente ou évidée. On remplace ordinairement cette échelle par une autre, inclinée à 45® sur les côtés de Téquerre.
On pourra mesurer la longueur /du talus en menant par le point F la parallèle à NP jusqu'à la rencontre en R de la droite invariable GR, déterminée par la double condition que GE = a et que t = tangFGR.
On a, en effet,
197. L'inconvénient de la disposition précédente consiste dans la diP.iculté de placer bien exactement le sommet de Péquerre au point N. On obtient des résultats plus approchés en substituant, comme l'a proposé M. d'Ocagne, la parallèle N'P' à la perpendiculaire NP. L'échelle des z est alors reportée en prolongement de OY, suivant OP', et l'on répète à sa place l'échelle des j^ sur OP. Si, dans ces conditions, on fait glisser l'un des bords d'une équerre ordinaire de la position MN, résultant des données se et//, à la position parallèle N'P', telle que ON' = ON, on a immédiatement
CHAPITRE VIII
OPÉBATI018 GBAPmaUES 8ÏÏR LES AIBES (<]
EccLiDis, Quof supersunt omnia, Oxoniae, MDCCIII, p. 667-68 j. — Lbonardo Pisano, Practtca Geometriœ, Roma, 1862, p. 1 io-i/|8. — K. vox Ott, Dos graphische Rechiirit und die graphische Statik, Vierte Auflage. Erster Theil. Prag, 1^79» § 11-13. — J. Wbxck, Die graphische ^rithmetik und ihre Anwendungen auf die Géométrie^ Berlin, 1879, VIMX Abschn.
I. — Position du problème
198. On a vu que les opérations à effectuer sur les aires comportent des réductions préalables qui permettent de substituer à ces aires des segments de droites (87). Mais quand il s'agit de re-
(')Proclds, dans son Commentaire sur le premier livre des Éléments (Procli DiADOCHi Ltcii, etc. ïn primum Euclidis EUmentorum librum Commentarium, etc., a FRAiiasco Bakocio, etc. Patavii, i56o, p. 40)1 cite, parmi les écrits mathématiques d'CocuDB parvenus jusqu'à lui, un Traité de la division des aires : Itemque de divi- **onibus iiber, U ajoute, à propos d'une question spéciale traitée dans ce livre : « Circulai namque et rectilineorum quodlibct in ratione dissimiles dividi potest figuras. Quod et ipse Euclides in divisionibus pertractat, aliam quidem figurarum in similes cl^tas figuras, aliam vero in dissimiles dividens. » D'après Procu:8, le livre d'EccLiDE ^Tait pour titie : IIspl Siaipéascov ^i6\(ov. Ces indications, et quelques autres observations du même commentateur, permettent de penser que le Traité de la division des aires était composé d'une suite de problèmes recueillis pour servir d'exercices aux élèves du Géomètre grec et pour être mis en pratique dans les applications de la Géométrie. Après Proclos, le livre d'EocuDB tomba pour longtemps en oubli, et c'est feulement dans la seconde moitié du xvi* siècle que l'attention des géomètres d'Occident fut ramenée sur un sujet dont les origines sont si anciennes. Les questions traitées dans le Livre de la division des aires furent cependant connues en Italie au commencement du xiii* siècle. ()n en trouve des traces évidentes dans la Practica Geometriœ de LtO!fARD db Pise. On sait, du reste, que ce savant puisa sa culture mathématique aux sources arabes, et c'est précisément aux Arabes que nous devons tout ce qui a pu être retrouvé de l'ancien Traité grec. Ce Traité fut mentionné pour la première fois en Occident, vers 1670. Job!i Deb venait de découvrir un petit livre sur la division des aires qui portait en tète le nom de Mahomet Bagdadiic, géomètre du
présenter, au moyen de certaines figures déterminées, les sommes^ les différences, les multiples ou les sous-multiples d'aires données,
X* siècle. Il en publia, avec la collaboration de Federico Comiiatidiiio, une traduction latine, précédée d'une Introduction dans laquelle il exprimait certains doutes sur le point de savoir si le Traité attribué à Bagdadin n'était pas précisément le IIcpl 6iaipéffeuv ^i6\îov d'EocuDE. Federico Comma^idino ajouta à la traduction en la publiant, ainsi qu'il résulte du titre même : De superficiernm divisionibus liber Mahometo Bagdedino ascriptus nunc primum JuXn?iis Dee Londinemis et Fbdebici GoMMAiCDiai Urbinatis in lucem éditas. Federici Commahdini de eadem re Ubellus. Pisauri, MDLXX. Fdlvio ViANi traduisit le Traité en italien dans le courant de la même année.
Dee ne connaissait probablement pas le second passage de Proclcs, cité plus haut, qu;ind il publia le Traité qu'il avait eu la bonne fortune de découvrir. La conoaifesance de ce passage le fortifia plus tard dans l'opinion qu'il avait d'abord timidement exprimée, et il écrivit de sa main sur l'exemplaire de PaocLOs qu'il possédait et en regard du même passage : « Clarum hinc esse potest Librum illum, sive fn^mentum, de Divisionibus superficierum, quem nos cum Mathematici excellentissimo D. Federico Commandino reliquimus, aniio ij63 ipsius Euclidis fuisse; quod tum conjtciebamus quidem, aliis argumentis adducti, hujus loci immeroores. »
Cette opinion de Dee ne fut pas admise sans contestation par les savants. Sir Hexrt Sa vile (Prcelectiones tresdecim in principium elementorum Euclidis Oxonice habitœ^ i630> Oxoniaî, i6ai, p. 17) allégua, pour la combattre, qu'on ne pouvait attribuer à Eucudb un Traité entaché de plusieurs inexactitudes et dans lequel ne figuraient pas les propositions mentionnées explicitement par Pboclus comme se rapportant à la dirision du cercle et à celle des figures semblables ou dissemblables. En dépit de ces objections et de quelques autres, Gbegort inséra, dans son édition des OEuvres d'EccLiDE, le Traité précédemment publié par Dee et par CoMMAJfDix (ErKAEIAOT TA £ÛZ0M£NA, Euclidis quœ supersunt omnia. Ex recensione David» Gbecobii, Oxoniœ, hdccui, p. 667-684)' Gregoby écrivait à ce propos (Op. ciV., p. lo-ii de la Préface) : Quod et raro admodum rcperitur, et Euclidem auctorem magis sapiat quam optica et catoptrica pro ejusdem Libris habitas; » et il ajoutait : « illum latine tantum exhibemus: graece enim, quod sciamus, nullibi reperitur. »
Le Traité d'EccLiDE sur la division des aires e&t tombé depuis dans un oubli presque complet. Les historiens des Mathématiques n'en ont parlé, jusqu'à ces derniers temps, que d'après les sources anciennes déjà citées et sans faire avancer la question par aucune recherche nouvelle. On trouve cependant, do loin en loin, dans les Traités de Géométrie plane et, plus particulièrement, dans les Traités de Géométrie pratique, quelques propositions évidemment empruntées au Livre plus ou moins authentique d'EucLiDE. Ce n'est pas ici le lieu d'en suivre les traces par le menu, quelque intéressante d'ailleurs que puisse être cette recherche pour l'histoire de la Science. Nous préférons parler des travaux que Fbaxçois Woepcke a publiés tout récemment sur le même sujet.
Ce savant, aussi profond orientaliste qu'habile mathématicien, a découvert dans le manuscrit n" 952, 2 (supplément arabe de la Bibliothèque Nationale), un fragment qui remonte à l'an 980 et qui contient une traduction du Traité d'EcCLiDB. Le géomètre grec y est explicitement désigné comme auteur de ce Traité [Woepcbb, Notice sur des traductions arabes de deux ouvrages perdus d'Euclide ; Journal asiatique, 4* série, t. XVllI, p. 218, 21g, 228-247. Paris, MDCCCLl]. Le fragment découvert par Woepckb diflfère beaucoup de celui que Dee et Commamdi}! avaient antérieurement publié. U ne
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OU encore de diviser une aire suivant certaines règles indiquées, et de telle façon que les figures obtenues satisfassent â des conditions déterminées^ on doit recourir à des procédés spéciaux, gé-
contient malheureusement, à quatre exceptions prés, que les énoncés de trente-six propositions « dont les démonstrations sont faciles », fait observer, en terminant, l'auteur du manuscrit. Quelques-unes de ces propositions se rapportent au sujet que Pboclus indiquait en ces termes : « Circulus namque et rectilineorum quodiibct in ratione dissimiles dividi potest figuras. » Nous avons vu que Savilb se fonde sur ce qu'elles no sont pas contenues dans la version Dee-Commandi?! pour contester Tau* thenticité de cette version. Woepcke a trouvé depuis de nouveaux documents pour la restitution du Traité d'EucLiDE dans un recueil de constructions géométriques d'AsoUL Wepa, qui fait partie du manuscrit persan n^* 169 (Ancien fonds de la Bibliothèque Nationale). Quelques-unes de ces constructions, relatives à la division des figures planes, paraissent directement empruntées au géomètre grec {Recherches sur rkistoirc des Sciences mathématiques chez les Orientaux, d'après des Traités inédits arithes et persans, jénaljrse et extrait d'un recueil de constructions géométriques d'Aboûl Wefâ, par M. F. Wogpckb. Paris, MDCCCLV. Extrait n* 2 de l'année i855 du Journal asiatique, p. 3, 60-82).
Peu de temps après cette découverte, la muniBcence du prince Balthazar Boi«coMFAG!!! mettait à la disposition des savants l'ouvrage de Léonard de Pise, dont nous avons déjà parlé incidemment {Scritti di Leonardo, Pisano matematico del secolo de^ eimoterzo, ifol. II, Leonardi Pisani Practica Geometriœ et opusculi, Roma, i86a, p. iio-i}8). Cet Ouvrage contient, sous le titre de Distinctio quarta de divisione cam porum inter consortes, un exposé très complet de la division des figures planes, dont une partie au moins a été, sans aucun doute, puisée aux sources arabes. Lcca Pacioli a très probablement fait usage des travaux de Léonard quand il a traité de questions analogues dans la Distinctio quinta de son Tractatus Geometriee, Les OEuvres de Léonard de Pisb étant de publication récente, on s'explique aisément que son Traité n'ait pas été mentionné par les historiens des Mathématiques qui se sont occupés de la division des aires; mais il est plus difficile de comprendre que personne n'ait pensé au Traité de Pacioli, dont deux éditions ont été publiées, l'une en i494» l^autre en iSaS.
Une restitution du livre d'EccLiDB sur la division des figures planes a été tentée par le professeur L. F. Ofterdinger ( Beitràge zur fViederherstellung der Schrift des Eu^ clides ûber die Theilung der Figuren, Ulm, i853.)
Cbaslrs écrit, à propos du Traité de Mahomet Bacdadin : • Nous sommes tout à fait porté à attribuer l'ouvrage à un géomètre grec, à Euclide, si l'on veut (puisque Proclcs cite de lui un Traité de Divisionibus)\ car il ressemble parfaitement par sa forme et par la pureté du style géométrique aux Ouvrages des Grecs, et nullement à ceux des Arabes, qui, alliant la science des premiers à celle des Hindous, avaient introduit le calcul algébrique dans leur Géométrie et démontraient leurs propositions les plus générales sur des données numériques, et non pas dans l'état de généralité et d'abstraction que présentent celles du Traité en question. Ajoutons que les Grecs avaient écrit sur la Géodésie dans les premiers temps de l'école d'Alexandrie, comme nous le voyons par un Ouvrage de Héron l'Ancien, mis au jour par M. Venturi, et que, s'ils n'avaient pas eu leur Traité De divisionibus superjicierum, c'eût été une lacune que ne peut faire supposer la perfection qu'ils donnaient à leurs Ouvrages. » {Aperçu historique, etc., Paris, 1875, p. 497*)
a86 CALCUL GRAPHIQUE. — CHAPITRE VIII.
néralement assez simples, et qui reposent souvent sur la seule géométrie des anciens.
Nous nous bornons à résoudre quelques-uns des problèmes les plus généraux. On en déduira la marche à suivre dans un grand nombre de cas particuliers.
II. — Somme ou différence des aires
199. Construire un carré équivalent à la somme ou à la dif' férence de deux carrés donnés.
Soient a, b les côtés des carrés donnés, x le côté du carré équivalent à leur somme ou à leur différence. On a
X est donc, selon qu^il s'agit de la somme ou de la difTérence, rhypoténuse du triangle rectangle qui a pour côtés de Fangle droit a et i, ou Tun des côtés de Tangle droit du triangle rectangle dont a et b sont respectivement l'hypoténuse et le second celé.
200. Construire un carré équivalant à la somme de plusieurs carrés donnés.
Soient a, b, c, dj , . . les côtés des carrés donnés, x le côté du
carré cherché. On a
Fig. i33.
x' r= rt* -4- ft' H- c' 4- ^ -h
On construit successivement
^ A cet effet, on élève {fig* i33) une per-
pendiculaire OB = b k Torigine O d'un segment OA = a; on joint BA=j'; on élève BG = c perpendiculaire sur BA; on joint CA= z] on élève CD = d perpendiculaire sur CA; on joint DA=çv, et ainsi de suite. Si les données du
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problème se trouvaient réduites aux quatre premiers carrés, le côté du carré équivalent à leur somme serait w=zx ou DA.
201. Déterminer le rajon d'un cercle équivalent à la somme ou à la différence de deux cercles donnés.
Soient /'i, r2 les rayons des cercles donnés, x le rayon du cercle à déterminer. On a
nx'=n{r]±r]), et, par suite,
double formule dont nous venons d'indiquer la construction.
On détermine, par une construction analogue à celle du numéro précédent, le rayon d'un cercle équivalent à un nombre quelconque de cercles donnés.
202. Construire sur une base donnée un rectangle équivalent à la somme ou à la différence de deux rectangles donnés.
Soient A|, I12 les hauteurs des rectangles qu'on obtient en réduisant les rectangles donnés à la base donnée b (89). On a
.r = /ijdz/*,.
La construction ne présente pas plus de difficulté quand les rectangles donnés sont en nombre quelconque.
203. Construire une ellipse équiv^alente à la somme ou à la différence de deux ellipses données.
Soient ai eti|, a^ et b^ les demi-axes des ellipses données, X ely les demi-axes de l'ellipse cherchée. Il s'agit de construire l'équation
Ou
Ci'est-à-dire de déterminer les côtés d'un rectangle équivalent à la somme ou à la différence de deux autres. On procédera comme
Fig. 134.
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au numéro précédent, après s'être donné arbitrairement Ton ou l'autre des demi-axes x eljr,
20 i. Construire sur une base donnée un triangle équiv^alent à la somme ou à la différence de deux triangles donnés.
So!t b la base donnée et soient b^y b% les bases, A|, /12 les hauteurs des triangles donhés. On transforme (87) ces triangles en
deux autres équivalents, avant pour base b.
La hauteur du triangle à construire est égale à la somme ou à la différence, XidiXi^ des hauteurs des triangles transformés.
On effectue la construction de la manière suivante :
Sur l'un des côtés d'un angle quelconque 0(/ig'. i34)onporteOB = t, OB| = t,, 062=62; sur l'autre côté du même angle on porte OH|=:A,, OH2==/'2- Les parallèles menées à BH| par le point B| et à BH2 par le point B2, coupent 0H|, respectivement, aux points X|, X2, et Ton a
OXi=:x,, OX, =:-r,.
La construction donne, en effet,
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2O0. Dans chacun des exemples qui précèdent, les aires données et celle qu'on détermine par voie d'addition ou de soustraction, sont de même forme géométrique; mais le procédé ne comporte aucune modification essentielle quand on se propose d'obtenir comme résultat une aire qui ne soit pas de même forme que les aires données. Lorsque les aires dont on cherche la somme ou la différence sont elles-mêmes des figures d'espèces diverses, on commence par transformer géométriquement une ou plusieurs de ces figures, de façon à les ramener toutes à une même forme. On opère ensuite suivant les règles précédemment exposées.
Construire un cercle multiple d^un cercle donné
r étant le rayon du cercle donné, x celui du cercle cherché, n le rnultiplicateur, on a
nx^= nrcr^y
On est ainsi ramené à la construction précédente.
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208. Construire un rectangle de base donnée é^uii'alent à un certain multiple d'un rectangle donné.
Soient l> cL h la base et la liatitcur du rectangle donné, b, eli ta liase et la hauteur du rectangle cherclié. On a
fi,.r = n.AA= «A.A = A./iA; d'où les proportions
f|ue l'on a appris à construire de diverses manières.
20i). Construire une ellipse, dont un demi-axe est donné, éijU valente au multiple d'une ellipse donnée.
Soient (ï et b les dcmi-axcs de l'ellipse donnée, a, et j:lesder' a\cs de l'ellipse cherchée. On a
expression que l'on sait construire.
210. Construire sur une hase donnée un triangle équivalent multipte d'un triangle donné.
Soient b et h la base et la hauteur du triangle donné, £| et.^ base et la liauteur du triangle cherché. On a
311> CoTtstruire une Jigure étjuivalente à un multiple d un \hgone régulier quclcom/ue.
romëoe ce cas au prfîcédent par la transformation du polvifonn donné un un triangle é')uitiilciit.
un axe de cette figure, A2 l'aire, double de Ai, d'une figure semblable à A,, rtj le côté, le rayon ou Taxe de A2, homologue à «4. Les aires des figures semblables étant entre elles comme les carrés des côtés homologues, on a
d'oi
ou
Soient A3=3Ai une nouvelle figure semblable à A|, et «3 le côté de A3 homologue à ^i. On a de même
A, I /ij
d'où
En général, a„ étant l'homologue de^i dans une figure A« = //A|, on a
al= na^,.
On déterminera successivement «2» ^sj • • • > ^w P^^ le procédé jirraphique du n° 206.
213. Dwiser Vaire d'un triangle, au mojen de rayons issus d'un sommet y en un nombre quelconque de parties qui soient entre e/l^s dans des rapports donnés.
Fig. i36.
Fi(j. 1.37.
Soît, par exemple, à diviser, au moyen de rayons issus du somuiet A{fig. i3ti), le triangle ABC en trois parties qui soient entre elles comme les nombres 2, 3 et 4» H suffira de joindre le som-
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iiicl A aux points D cl £ qui divisent la base opposée BC dans les mêmes rapports.
214. Diviser l'aire d'un triangle en un nombre quelconque de parties èi/uival entes, au moyen de rayons issus d'un point da
Soit D (Jig- 137) le centre du faisceau qui doit diviser le triangle ABC en cinq parties équivalentes. On divise en cinq partics égales le c6té AC, qui contient D, et par les points de division on mène les parallèles 1 1, 2II, 3111, 4'V' à la direction DB. Les rayons diviseurs cherch«5s sont ceux qui joignent le cenire Dam po"inis I, II, m, IV. On a, en effet,
DAI = DAB— DIB= DAB— DiB=iAB =
lABC,
DIir= DIB— D1IB= DiB-DaB = 2iB =
ABC
215. Diviser l'aire d'un triangle en un nombre queUonqvs de parties équivalentes, au moyen de rayons concourant en un point donné dans l'intérieur du triangle.
SoilD(/îg'. i38) le point donné dans le triangle ABC, à diviser,
Fie- 1I8.
par exemple, en cinq parties équivalentes. On joint ce point auï tiois sommets et l'on divise l'un quelconque des côtés, AB, (^
cinq parties cf^iilvs. Par Icpuinl de division 1 onmOnc une parallèle
à AC, jusqu'à la rencontre de DC en E, et par le point E une parallèle à DA, jusqu^à la rencontre de AC en F. Les droites DF, DC appartiennent au faisceau diviseur, car si Ton joint EÂ, C i, on a
CDF = CEF -f- EDF = CEF -\- FEA = CE A = C i A = jCBA.
Par le point G, situé sur CA, à la distance FG := FC du point F, on mène une parallèle à AD, jusqu'à la rencontre de AB en H. La droite DH est un troisième rayon diviseur; car, en menant DG, on a
FDUA = FDA 4- ADH = FDA 4- ADG = FDG = CDF = j- CBA.
On démontre de la même manière, d'une part, que la parallèle 4 J à BC et la parallèle JR à DB déterminent le point K d'un quatrième rayon diviseur DK ^ d'autre part, que la parallèle à BD, menée par le point L situé sur BC, à la distance LK = RC, rencontre AB au point M du cinquième rayon DM.
Le faisceau D)FCRMH divise donc l'aire ABC en cinq parties équivalentes.
216. Former, av^ec deux côtés d'un triangle et une parallèle au troisième côté, un autre triangle qui soit au premier dans un rapport donné.
Soient ABC {fig- iSp) le triangle donné, { le rapport donné,
AB et AC les côtés qui doivent rester com- ^
muns aux deux trianeles. On divise l'un de
ces côtés, AC par exemple, en cinq parties --''' *^'--
égales, et au point de division a on élève
sur AC une perpendiculaire, qu'on prolonge
jusqu'à son point de rencontre D avec le
demi-cercle décrit sur AC. On prend AE = AD
et, par le point E, on mène, parallèlement
•à CB, la droite EF qui répond à la question posée. On a, en effet,
ît, par suite,
ae' = ad'=A2.ac = îac'
AEF AE 1
ACB Yc ^
217. Dhiser un trapèze en un certain nombre départies équiv^alentes, ou de parties qui soient entre elles dans des rapports donnés, au moyen de rayons ayant pour centre : i** le point à l'iîijini des côtés parallèles du trapèze; 2® le point de concours des côtés non parallèles.
Fig, i4o.
Soit, dans le premier cas, un trapèze ABCD [Jig- i4o) à diviser
en trois parties équivalentes. On prolonge les côtés AD, BC jusqu'à leur rencontre en E; on décrit une demi-circonférence sur BE, on prend EF = EC, on abaisse FG perpendiculaire sur BE, on divise BG en trois parties égales, et l'on élève sur cette droite, aux points de division i, 2, des perpendiculaires que l'on prolonge jusqu'à leurs points d'intersection I, II, avec le demi-cercle EFB. On prend enfin EH = El, EK = EU et, par les points H, K, on mène, parallèlement à BA, les transversales HH,, KR|, qui divisent le trapèze dans les conditions demandées. On a, en effet (216),
ËG
soit, en retranchant l'unité de chacun des deux termes,
On a de même
DCHH, = Gi
HiHKKi=ri2.
ECD "ËG"
EUH, El
MaisGi = i2et,daprès(a),^^ = î^-,doncH^HKK,=DCHH„
et ainsi de suite.
S'il s'agit de diviser l'aire du trapèze, non plus en parties équivalentes, mais en parties proportionnelles à des nombres donnés, on remplace la division de la droite GB en parties égales par une division en parties proportionnelles aux mêmes nombres, et l'on
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effectue toutes les autres parties de la construction comme dans le cas précédent.
Dans le second cas de l'énoncé, on divise Tun des côtés parallèles conformément aux conditions posées, et Ton projette les points de division sur l'autre côté parallèle au moyen de rayons issus du point commun aux côtés concourants.
218. Diviser un quadrilatère quelconque, par une parallèle à Vun de ses côtés, en deux parties qui soient entre elles dans un rapport donné.
Soient ABCD {Jîg> i4o bis) le quadrilatère donné, \ le rapport donné, BC le côté auquel la transversale doit être parallèle. On
Fig. i4o bis.
prolonge les côtés opposés BA, CD jusqu'à leur rencontre en E; on mène, par le sommet D, la droite DF parallèle à la diagonale AC et l'on divise FB dans le rapport donné. La droite i C, qui joint le point de division an sommet C., détache du quadrilatère donné le quadrilatère ADCi, équivalent au triangle FCi, et par conséquent à la moitié du triangle i CB. Pour substituer à la divisoire i C une parallèle au côté BC, on décrit une demi-circonférence sur EB, on élève au point i la perpendiculaire i G à EB, on prend EH = EG, et la parallèle HK à BC est la transversale cherchée. On a, en effet (217 p),
IIBCR 1 B I BC
£HK El E 1 C
agS C*LCIL GRAPHigiR. — CHAPITBE VIII.
219. Diviser un quadrilatère en un nombre quelconque de parties qui soient entre elles dam des rap/torls donnés, au moyen de transversales prenant appui sur deax calés opposés.
Soient AB, DC (./ig. i4") les côlés du quadrilatère ABCD qui doivent cire coupés par les transversales. On mène, parallèlemenl à DC, la droite AA' qui décompose le quadrilatère en un trapèze ADCA' et en un triangle AA'B. Ou divise, comme dans le second cas du n" 2!7, le trapèze en parties qui soient entre elles dans les rapports donnés, au mojen des rajons FF', GG', appartenant au
fis- •i'-
Fi«. 14».
même faisceau II que les c6tés DA, CB, et l'on joint les points F', Cau sommet B. Le quadrilatère donné se trouve ainsi décomposé en trois figures, DFFBA, FGG'BF', GCBG', qui sont entre elles lions les rapports donnés. On projette enfin F* en F", par une parallèle à FB, et G' en G" par une parallèle à GB. Les droites FF", GG" satisfont à la question posée. On voit, par exemple, que DFF'A ne dlITèrc de DFF'BA que par la substitution du triangle FMF' au iriangl»; équivalent MBP.
22i). Diviser un polygone en un nombre quelconque do parties équivalentes, ou de parties qui soient entre elles dans des rapports donnés : i " au moyen de droites concourant à l'un des sommetu ; a" au nuivf.n de droites non assujetties îi cette condition.
Soil,
mpl.
i AlîCDE (/^'. i4a) à ,liv
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quatre parties équivalentes, au moyen de rayons issus du sommet A. On transforme ce polygone en un triangle équivalent x\C'iy, dont on divise la base CD' en quatre parties égales. On projette les points de division i et 3 en i' sur BG et en 3' sur DE, au moyen de droites respectivement parallèles à CA et à DA, le point 'i se confondant d'ailleurs avec sa propre projection sur CD. Les rayons Ai', Aa, A3' divisent le polygone dans les conditions demandées. On a, en efl'et,
AE3'r=AED - A3'D - AD'D — A3D = AD'3 = ; ABCDE,
et ainsi des autres parties.
On opérerait de la même manière la division en parties proportionnelles, sauf à tenir compte des données correspondantes dans la division de la base auxiliaire CD'.
Soit maintenant le polygone ABCDE {fig* i43) à diviser en trois parties égales au moyen de droites qui ne sont plus assujetties à passer par l'un des sommets. On transforme, comme dans le cas précédent, le polygone en un triangle équivalent A CD', dont on divise la hauteur en trois parties égales. On mène les droites
CG, CK, D'H, D'L, respectivement parallèles au\ droites G2, C i , D2, D I, et Ton joint le point 2 aux points G et H, le point i aux points K et L, par des droites qui divisent l'aire donnée dans les conditions de l'énoncé. On a, en eflet,
CDH2G = CÙ1 H- GC2 4- DH2
= CD 2 4- ce 2 -+- D' D 2 := C D' 2 = ^ ABCDE ;
(le même.
CDL 1 K — C D' i z= J ABCDE
et, par suite,
CDH2G = GîUL I K = Kl LEAB.
Si les aires partielles devaient être entre elles dans des rapports donnés, autres que l'unité, on diviserait AF en segments qui fussent entre eux dans les mêmes rapports, et l'on procéderait, à cette différence près, de la même manière.
221. Diviser Vaire d'un polygone en deux parties qui soient entre elles dans un rapport donné, l'une de ces parties étant un polygone semblable au polygone donné.
Soient, pour fixer les idées, ABGDE {Jig* i44) ^^ pentagone donné, et | le rapport donné entre ce pentagone et le pentagone
partiel qui doit lui être semblable. Sur fie- »^4- un côté quelconque, CD, de ABCDE, on
prend CF = | CD et Ton élève sur CD^ au point F, la perpendiculaire FG qui coupe en G la demi-circonférence CGD.
On prend CH = CG et l'on mène, par le point H, la parallèle au côté DE jusqu'à sa rencontre au point J avec la diagonale CE.
On mène ensuite JK parallèle à EA et RL parallèle à AB. On a ainsi le pentagone HJKLC qui résout le problème. En effet,
eu =CF.CD,
d'où
Ch'_ CF _'x "CÎ3"3'
CD
Pour étendre aux aires à contour curviligne les constructions précédemment appliquées aux aires à contours polygonaux reclilignes, il suffira de substituer aux périmètres des premières des polygones inscrits ou circonscrits d'un assez grand nombre de côtés. Les solutions seront alors approximatives.
Construire un cercle concentrique à un cercle donné
SOUS la condition que les aires des deux cercles soient entre elles dans un rapport donné.
Soient X le rayon du cercle cherché, r le ravon du cercle donné, - le rapport des aires. On a
d'où
TT.r' I
Il suffira donc de construire la moyenne proportionnelle géo- Fîp. 145. .Fig. 146.
l il i \ \ \
r métrique entre r et -• La y/g-. i45 indique la solution pour /z = 3.
223. Dii^iser un cercle en un nombre donné de parties équi- %falent€S, au moyen de cercles concentriques.
Soit r le rayon du cercle donné, qu'on se propose de diviser, par exemple, en trois parties équivalentes, et soient Xi, x^ les ravons des cercles diviseurs. On a
TT.r
d'où
On construira les moyennes proportionnelles x^ et Xa, comme l'indique la^g^. i46.
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CALCUL GRAPHIQUE
CHAPITRE IX
TRAHSFOBMATIOH DES nfiïïBES GTJRYIUGHES.
Cot'siNERT, Le calcul par le trait, etc., Paris, i8|0, p. 8.4-86. — Culmaxn, Die graphische Statik, Zurich, 1866, 10-13. — Sculesinger, Fortriige iiber graftsches Rechnen und Grafo-Statik, Wien, 18G8-69, § 94-100. — Creiio:«a, Elementi di Cnlcolo gra/ico, Torino, iS';^, n*' 101-107, 147-148. — Cllmann, Die graphische Statik, Zurich, 1875, n»' 21-24.
I. — Transformation d'une aire limitée par des arcs de cercle.
224. On sait que l'aire d'un secteur circulaire est équivalente à celle d'un triangle qui aurait pour sommet le centre de l'arc et pour base la longueur du même arc rectifié suivant une de ses tangentes. On se base sur celle propriété pour transformer les aires limitées par des arcs de cercles.
Pour développer approximativement un arc AB {Jig- 147) sur sa
tangente en A, on prend une corde /i, assez petite pour remplacer, sans crrcursensible, l'arc a qu'elle sous-tend, et on la porte sur Tare AB, à partir du point B, autant de fois que cet arc la peut contenir. On arrive ainsi à un point très voisin de A, que Ton peut considérer comme commun à l'arc et à la tangente. On porte enfin, à partir de ce point, la longueur a sur la tangente autant de fois qu'on l'avait j)récédemment portée sur l'arc.
Proposons-nous de déterminer une valeur de l'arc «, telle que si l'on mesure, par l'inscription répétée de sa corde, l'arc AB = /, l'erreur soit plus j)etite qu'une quantité donnée d.
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Cette erreur est égale à la différence entre Tare a et sa corde, répétée autant de fois que a est contenu dans /. On a donc, r étant le rayon des arcs / et «,
^ ' a \ 'i.rj
mais on a, d'antre part, en développant,
ir. sin — — {i —— • — -f- — • — ; — -+- • • • •
La valeur de a élant toujours assez petite pour que le terme en a^ et les suivants soient négligeables par rapport au terme en a^, on peut écrire
ir, sin — = rt —
Substituant dans (1), il vient
Si, Tunité élant le centimètre, on faitrf = -|-f^, ou, pour simplifier, d = Yi^ ce qui donne une approximation suffisante dans presque toutes les applications, on a
Il importe de ne pas donner à a une valeur inférieure à la limite indiquée par cette formule; car l'inscription de la corde a dans l'arc /, répétée un trop grand nombre de fois, ferait perdre en précision plus qu'on ne gagnerait à réduire la différence entre Tare et sa corde.
225. Le secteur OAB est transformé par l'opération précédente en un triangle OAC, que l'on sait réduire à une base donnée b.
L'aire du segment circulaire AB est équivalente à la différence des aires des triangles OAC, OAB, c'est-à-dire (90) à l'aire bf du quadrilatère croisé OBAC. La base b étant arbitrairement choisie.
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on clétermîneypar l'une des méthodes exposées au Chapitre IV. On construit, par exemple, le triangle rectangle OAF, avec OA pour hypoténuse et AF=:2i pour côté de l'angle droit; on mène BE et CE respectivement parallèles à OA et à OF, et Ton a
CE
226. Au lieu de toucher Tare à son origine, la tangente peut le toucher en un autre point quelconque T {fig» i48). On développe alors CT sur AT et DT sur BT. Le secteur OCD se trouve
ainsi transformé en un triangle OAB, et le segment circulaire CD
est équivalent à la différence OAB — ODC ou à la figure croisée OABODCO, qu'on doit considérer comme un hexagone dont deux sommets sont réunis au point O. Pour transformer cette ligure en un quadrangle, on mène OC| et OD| respectivement parallèles à CA et à DB; les triangles OAC, ODB se transforment en deux autres, C| AC, D,DB, et le segment circulaire est équivalent au quadrangle ABD| C|, dont Faire peut être exprimée par hf. On détermine/^par la méthode connue.
227. On peut encore effectuer de la manière suivante la rectification d'un arc AB (Jig' ^49) sur sa tangente en A.
On prolonge B A d'une longueur AC = y BA et du centre C, avec le ravon CB, on decrit un arc qui coupe la tangente au point D. Le segment AD est la longueur de l'arc donné, avec une erreur en moins dont le rapport à cet
TR.VNSPORMATION D UNE AIRE LIMITÉE PAR DES ARCS DE CERCLE
arc est
1080 544^2 h étant le rapport de Tare au rayon ( * ).
228. Soient encore [fig, loo) D le point milieu de Tare ABetE le point milieu de Tare AD. Le rayon OE rencontre au point C la tangente en V. On joint CB. La longueur AC-f- CB représente le développement de Parc donné, avec une erreur en plus dont le rapport à cet arc est
lOI
Le nombre 432o étant égal à 4 X 1080, si aux \ de la longueur donnée par la seconde construction on ajoute ^ de la longueur donnée par la première, on aura une nouvelle valeur approximative de Tare, avec une erreur en plus dont le rapport à cet arc
esl(=)
229. La spirale d'Archimède et la spirale hyperbolique peuvent oussi être employées comme courbes auxiliaires pour la rectification de Tare de cercle (^). Mais le procédé suivant est remarquable «?ntre tous par sa simplicité ( * ).
(') Ra?(ki:<e, On the approximate drawing of circular arcs of given lengths {Phi- ^<^f€)phical Magazine, octobre 1867, p. 286).
( ' ) Ranrine, On the approximate rectification of circular arcs (Phiîosophical Ma- S'^zîne, nov. 1867, p. 38 1).
(') Voir, pour les constructions proposées par le professeur A. Satno : Cremona, ■^iementi di Calcolo grafico, Torino, 1874, p. 76.
(*) Chexoxa {Elemente des graphischen Calculs, Leipzig, 1875, p. io5) attribue ^tîtte construction à M. Ceradim; mais elle avait été précédemment indiquée par ^1 . Schllsincer ( Fortràge ûber grafisches Rechnen und Grafo-Statih, gehalten am k. k. P^olytecbnischen Institute in Wicn. Wien, 1868-1869, p. 28-29). Voir Kociiansri, ^^éservaltones cjrclometricœ, ad facilitandam praxin accommodatcCy dans \e%Acta cru- *'^£torum, Lipsise, i685, p. 397. — Gûntber, Zur Geschichte der deutschen Mathema- ^^ k im/iinfzehnten Jahrhnndcrt. LcipziQ, 1875, p. 11.
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Soient O {fig^ i5i) le centre et AB le diamètre du cercle dont le
Fig. i5i.
rayon est égal à l'unité, et soit COA Tangle de 3o**. On prend CD égal au triple du rayon et Ton a
Bd'=BA*-+-(CD- CA)':=4-+- (3 — tangSo»)»,
d'où
BD = 3,i4i53,
valeur qui, jusqu'à la quatrième décimale inclusivement, ne diffère pas de celle de la demi-circonférence. Ce procédé permet de réduire la rectification d'un arc plus grand que 90** à la rectification de l'arc supplémentaire.
230. Nous indiquerons enfin le procédé bien connu de Mascheroni (*).
Soit ABCD [Jig' i5'^) un demi-hexagone inscrit dans un cercle
{') Mascueroni, Géométrie (lu Company traduction de A. M. Carette, a* édit. Paris, i87fS, p. 3o|).
APPLICATION. 3o5
dont le rayon est égal à Tunité. Des sommets A et D comme centres, avec AC = y/S pour rayon, on décrit deux arcs de cercles qui se coupent en M. Du sommet B, avec BM pour rayon, on décrit un arc de cercle qui coupe le cercle ABC au point N. On a
- corde BN == sm arc - BN = >
d'où l'on tire, par les Tables,
et
-arc(ABH-BN)=5i«46'^
corde AN rrr 2 sin J- arc AN = 1 . 67 1 1996,
nombre qui est, à 7—77 près, la valeur de - = 1,5707963 (*).
II. — Application
231. Soit proposé de réduire à une base donnée, ib^ l'aire d'un arc de voûte compris entre deux arcs circulaires non concentriques [Jïg» i53) dont les centres sont respectivement aux points O et i.
On rectifie les deux arcs sur leurs tangentes initiales, AB et 32. Les deux secteurs circulaires se transforment en deux triangles OAB et i32. La surface de l'arc de voûte est équivalente au triangle extérieur OAB, diminué du triangle intérieur i32 et du quadrangle OAïC, c'est-à-dire de l'aire OA32iCO. En retranchant cette aire de OAB, on obtient le polygone croisé ABOCi23A, dont les parties ombrées, situées à l'intérieur du triangle OAB, doi-
(*) Le problème do la rectification du cercle a donné lieu à une infinité d'aulros solutions. On en trouve une centaine dans la seule collection du Scientific America/i. Voir aussi E. Ferais, Solutions graphiques de la division des cercles ou arcs de cercles et de différents autres problèmes de Géométrie pratique. Paris, 1867.
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venl être comptées en sens positif, tandis que la partie pointillée, extérieure au même triangle, doit être comptée en sens négatif. On transforme ce polvgone en un quadrangle croisé AIK)C| en menant (91) les droites 1I4, vè22, 3C< respectivement parallèles à Ca, à 1^3 et à a^A, jusqu'à la rencontre du côté fixe OC.
On détermine ensuite Taire du quadrangle ABOCi par les moyens connus, c'est-à-dire en construisant sur la diagonale AO,
prise comme Inpoténuse, un triangle
Fi{î. i')4. rectangle dont un côté de l'angle
.'-, droit soit éffal à 'ib et en mesurant.
sur la parallèle menée par le point B au second côté de Tangle droit du
même triangle, le segment y* compris entre le point B et la droite menée par Cl, parallèlement à AO.
La figure devient un peu plus simple quand on n'opère que sur une moitié de la voûte [fig- i54). On remplace, en procédant comme il vient d'être dit, la surface de la demivoiHe par le polygone équivalent ABC03i«i A, qui a le même nombre de côtés que dans le cas précédent.
On réduit ensuite (9i) le contour AiaSo à la droite AC|, et l'on obtient le quadrilatère AB(Xj,, dont Taire est représentée parie produit des segments kL v\f.
III. — Transformation des aires limitées par des courbes quelconques.
232. Dans la transformation des aires limitées par des courbes quelconques, on considère ces courbes comme composées d'une suite de petits segments paraboliques.
L'aire d'un segment parabolique est égale (G. 2o5) aux \ de Taire (lu triangle compris entre la corde du segment et les tangente.* aux extrémités de Tare, c'est-à-dire (G. 138) au produit de la corde par les ^ de la llècbc du segment, mesurée normalement à la corde. Celle aire est, par conséquent, équivalente à celle d'un triangle
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ayant pour base la corde et pour hauteur les j de la flèche h
(fis- >55).
Cela posé, si la courbe qui circonscrit une aire à évaluer esl divisée en une suite d^arcs assez petits pour qu^on puisse les considérer approximativement comme des arcs paraboliques, chacun des segments paraboliques compris entre Tun de ces arcs et sa corde pourra être transformé en un triangle équivalent, ayant pour base la corde elle-même et pour sommet un point quelconque de la parallèle à cette corde, situé à la distance \h. On peut disposer la figure de telle sorte que le sommet de chaque nouveau triangle se trouve sur le prolongement d'un côté du triangle précédent {Jlg- i56). Les sommets des deux triangles consécutifs sont alors alignés avec le point commun aux hases de ces triangles.
Le contour curviligne se trouve ainsi transformé en un polygone équivalent dont les côtés sont en même nombre que les segments
Fig. i55. Fig. i56.
du contour. On réduit ce polygone à une base fixe parles moyens ordinaires.
La grandeur à donner aux arcs du contour qui doivent être remplacés par des arcs paraboliques dépend évidemment, pour un degré d'approximation donné, de la nature de la courbe à transformer. Nous nous bornerons à rechercher la mesure de Terreur que l'on commet lorsqu'on détermine par cette méthode Taire d'un segment circulaire.
Soient 2/ la corde de ce segment, f sa flèche, 2a l'angle au centre, r le rayon du cercle. L'aire du segment, différence entre Taire du secteur et celle du triangle, est
mais Ton a
Umi;-a=:T et /•=!-/--*-
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Substîluant et supposant le rapport j très petit, on a, en développant les formules en séries,
L*erreur que l'on commet en remplaçant cette aire par celle du segment parabolique ^7 est plus petite que î (/*• i ( 7 ) O" plus petite
que le produit de Taire considérée par ( -H ) » c'est-à-dire par ~i, si Ton admet que la flèche soit égale au dixième de la corde.
IV. ~ Quadrature approximative par les formules de Simpson
de Poncelet et de Parmentier.
233. La méthode précédente permet d'évaluer très siniplemenl les aires délimitées par des courbes quelconques; mais elle 11e présente pas toujours un degré suffisant d'approximation. On ol>lienl des résultats plus approchés par les méthodes que nous allons exposer.
Une aire plane, délimitée par une courbe quelconque, peut toujours être décomposée exactement en plusieurs autres, ayant chacune pour limites une droite XY {Jig- ^^t)i un arc AB de la
V'iQ. ib-.
courbe et deux ordonnées AV, BB', (//q, /i/^+i) abaissées perpendiculairement sur la droite XY, des extrémités de l'arc AB. Divisons le segment A'IV en un certain nombre pair de parties égales, menons les ordonnées //,, //2, /13, ... des points de division C, D', E', ..., et inscrivons à la courbe AB la ligne polvgonalc ADF . . . KB, qui a pour sommets les extrémités des ordonnées
QUADRATURE APPROXIMATIVE PAR LES FORMULES DE SIMPSON, ETC
d^indices pairs /^o, /'21 •••? fhi+i- L'équidislance A'C des ordonnées étant représentée par ^i, on a, pour Taire du premier trapèze rectiligne,
AA'D'Dr=i^(//o-h//,).
Remplaçons le petit arc de courbe AD par un arc parabolique du second ordre passant par les trois points A, C, D, et ayant pour axe une parallèle à la direction des ordonnées. La corde AD r-iant coupée en C| par l'ordonnée C^C = /i|, Taire du segment pa- ■•abolique AGD a pour expression (G. 2oo)
En ajoutant cette aire à celle du trapèze rectiligne AA'D'D, on a, «iprès réduction, pour Taire du trapèze curviligne de mêmes sommets,
Les aires des trapèzes paraboliques DD'F'F, FF'H'H, . . ont pareillement pour expressions
et la somme de toutes ces aires partielles donne comme valeur approchée de Taire proposée
^^= i b[/to-h h^^i-^ 2{h^-\- /i^-h . . . hfi-y) -f-4(//, -i-/i3-|- ... -h //„)],
ou, en désignant par T,hp la somme des ordonnées d'indice pair el par Z/i/ la somme des ordonnées d'indice impair,
Celte formule, due à Simpson (^), donne des résultats d'autant
(*) Sl]iP8n?(, Mathematicaî disseï talions on physical and anal) tical subjects, London, 17^3. Catala:< a remarqué {Nouv. Ann. de Mathém.y t. X, Paris, i8ji, p. 4^^) <i"* chacun de^arcft paraboliques de Simpson étant indépendant des arcs qui le précèdent ei qui le suivent, la courbe nouvelle, composée de l'ensemble de ces arcs, loin de former une lijjne continue, présente presque toujours des jarrets très sensibles. Pour obvier à cet inconvénient, Catal.\m propose qu'après avoir fait passer un premier arc parabolique par les extrémités des trois premières ordonnées, on ne cou-
plus approchés que les arcs de paraboles sont plus près de se con- Condre avec ceux de la courbe prîinilive; mais elle exige que Ton connaisse la valeur numérique d'un grand nombre d'ordonnées, et elle entraîne par conséquenl des calculs assez laborieux. On réduit ces inconvénients en appliquant la formule suivante, proposée par Poncelet.
Fig. i38.
ho «^ At »^0 '•
'h-'An,
23i. Soit ABCD (y7^. i58) Taire proposée, comprise entre la
droite AD, la courbe BC el les ordonnées extrêmes Aq et //«^|. On trace, comme précédemment, entre ces ordonnées extrêmes, les ordonnées intermédiaires At, /ij. . . ., /?«, dont Técartement constant
On mène les tangentes à la courbe BC aux extrémités des ordonnées A i, /îj, ... , d'indices iinpairs, et l'on suppose l'écarte-
servc de cet nrc que la partie comprise entre les ordonnées h^ el h^\ on trace ensuite, dans les mêmes conditions, un second arc passant par les extrémités des ordonnées A|, A,, //,, et l'on ne conserve de cet arc que la partie comprise entre les ordonnées A,, A,; on procède de même jusqu'à la fin de l'opération, et le seul arc dont on conserve tout le tracé est celui qui passe par les e&trémités des trois dernières ordonnées. On répète la même opération en sens inverse, et l'on prend la moyenne des deux aires ainsi obtenues.
La formule donnée par Catalan est la suivante :
M. Lf.clert (Annales du Génie civil, 1868) a, de son côté, proposé la modificatiou suivante à la formule primitive, bien connue, à\ic formule des crapèses,
■* -Il
Lorsque le petit arc du trapèze mixtili{;ne compris entre deux ordonnées présente une courbure trop prononcée pour être négligeable, Cocsinert ( Z> Calcul par le trait y p. 8.^-86) propose de substituer à la moyenne des ordonnées extrêmes du trapèze une ordonnée réduite que l'on obtient en prenant le sixième de la somme de ces deux ordonnées extrêmes, augmentée de quatre fois l'ordonnée intermédiaire; ce qui revient à supposer que l'on remplace le trapèze mixtiligne primitif par deux trapèzes rectiligncs comprenant entre eux un rectangle dont la hauteur serait égale à Tordonnée intermédiaire.
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ment AU assez petit pour que deux tangentes consécutives se coupent sensiblement sur Tordonnée intermédiaire d'indice pair. Le polygone de tangentes ainsi construit et le contour polygonal HLNM . . . servent de limites à des aires équivalentes, car les trapèzes rectilignes de la première sont respectivement équivalents aux rectangles de la seconde.
On joint, d'autre part, les extrémités des ordonnées consécutives d'indice impair, et Ton complète le contour inscrit en joignant l'extrémité de /i< à celle de Aq, et l'extrémité de //„ à celle àe A/î+i. On voit immédiatement que le polygone de cordes ainsi déterminé et le contour BFGLNM . . . servent de limites à des aires équivalentes.
L'aire limitée par les tangentes et l'aire limitée par les cordes
ont donc même diflerence que les aires HLNM ... et BFGLNM
Cette différence est représentée par les deux petits rectangles, tels que BFGH, distingués par des hachures aux deux extrémités du contour; elle a donc pour expression
L'aire cherchée étant comprise entre les aires P et P des polygones circonscrit et inscrit, on en aura une valeur approchée en prenant la moyenne des deux aires polygonales, ce qui revient à retrancher de la plus grande la moitié de la différence « (*). L'aire circonscrite étant égale au produit de la double équidistance b par la somme des ordonnées d'indice impair, on a, comme expression de l'aire limitée par la courbure BG,
On voit que si le nombre de divisions de la base est égal à /î, la formule de Poncelet ne fait intervenir que les - ordonnées d'indice impair, plus les deux ordonnées extrêmes d'indice pair, tandis
(') Le procédé d'approximation par nmcdiacion entre le plus et le moins • est indiqué par « Nicolas Ciiuoiet, parisien », dans le Tripartj de Nicolas en la science des nombres^ lequel fut cômance, medie et iiny à Lyon, sur le Rosnc, Tan de salut \^%\* » [ Bullettino di Bibliografia c di Storia délie Scienze mat. e fis.j t. XIII, Roma, 1880^ p. 814.)
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que la formule de Simpson exige que Ton connaisse la valeur numérique de 71 -H I ordonnées.
235. Si Téquidistance b a été prise assez petite pour qu^on puisse considérer comme des arcs paraboliques les arcs de courbe compris entre deux ordonnées consécutives d'indice impair, chacun de ces arcs partage le triangle formé par la corde qui le soustcnd et par les tangentes à ses extrémités en deux parties dont Tune, comprise entre la corde et la courbe, est double de l'autre, comprise entre la courbe et les tangentes (G. 255). La différence des aires limitées par le polygone des tangentes et par la courbe BC est donc égale au tiers de la différence a entre les aires des deux polygones circonscrit et inscrit. On a dès lors, comme expression plus approchée de l'aire limitée parla courbe,
(') On a vu (231) que l'aire approchée A, donnée par la formule (3) est égale à
L'aire exacte S étant ncceisairement comprise, soit entre F et P 1 soit entre
P'-(- 7 et P', l'erreur que Ton commet en substituant A, à S est moindre que
mais {fig. i:»7),
VtA = MG', ^l±A±i = NG'.
La limite supérieure de l'erreur a donc pour expression géométrique le produit
b 7.MN.
L'aire approchée A,, donnée par la formule (3), est égale à
L'aire exacte, toujours plus rapprochée dn P que de P', ne peut se trouver qu'entre P cl P — ^ ou entre P — ^ et P • Dans le premier cas, l'erreur est moindre que
-; dans le second, elle est moindre que -• Elle est donc toujours moindre que
On pourra, dans l'un et l'autre cas, tracer, d'après une première valeur d'essai atirihuéc à b^ les couples d'ordi)nnees extrêmes, l'ordonnée médiane et les droites AH,
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236. Les formules (i) et (3) donnent un résultat identique et
(X; on mesurera ensuite MN, ce qui permettra de vérifier, avant tout calcul, si la
limite d'erreur t*MN ou ^«MN est compatible avec la nature de l'opération.
Le général Parmentier parvient à la formule (3) en éliminant lA entre la formule (i) de SiMPSO!! (233) et une autre formule que Ton obtient, d'une manière analogue, au moyen d'arcs paraboliques croisant les premiers. Ces arcs raccordent respectivement les sommets d'ordonnées (A,, A,, A,). (A,, A^, A,), ..., (A„_,, A^, A^^,); on complète l'expression de l'aire approchée en ajoutant les deux trapèzes rcctili{;nes extrêmes, tels que ABKU {/tg* i38). Cette aire auxiliaire A4 est une fonction de ï,h^ et de SA , et l'oh peut prendre comme nouvelle valeur approchée de l'aire à contour curviligne, soit aA, — A4, soit 2A4 — A,, ce qui permet d'éliminer à volonté SA^ on £A,. L'aire A4 étant moins approchée que A, puisqu'on s'est contenté, pour les deux éléments extrêmes de la première, de l'approximation grossière du trapèze inscrit, il convient de préférer l'aire a A, — A,, qui fournit, après réductions, l'aire A^ de la relation (3). ,
Le général PARMEMTiERa donné cette relation, d'abord dans le Mémorial de Vofficier (in Génie (n*> 16, i85/|, p. '^90), puis dans les Nouvelles annales de Mathématiques (i^* série, t. XIV, i855,p. 390). Le général Piobert est arrivé à la même formule par des considérations difTérentcs (IS'om'ellex Annales de Mathématiques, 1'* série, t. Xlll, 1854, p. 323. Voir aussi Parmemtier, Sîmpli/ication de la Méthode d'inter/tolation de Thomas Simpson, dans les Nouvelles j4nnales de Mathématiques, 1* série, t. XV, i87(>, p. 24» , et Extrait d'une lettre du général Parmentiery dans la Nouvelle Correspondance mathématique, t. V. Bruxelles, MDCCCLXKIX, p. 166).
Le général Parxentier est arrivé depuis {Nouvelles formules de quadrature, dans le Compte rendu de la onzième session de l'y/ssociation française pour Vavancement des Sciences, Paris, i883, p. 64) à une nouvelle expression de l'aire approchée, en éliminant 21 A^ de la formule de Simpson, au moyen d'une aire auxiliaire dans laquelle le premier et le dernier côté de la ligne polygonale, limitant le^ deux trapèzes extrêmes, 5ont remplacés par les segments d'arcs paraboliques qu'ils sous-tendent. Ou a ainsi
(',) A, = ^ [is*,+ 4 s*,- ¥ (/'.-+-/'.*.)-*-(/',-+-*.)- i(/',-H A.-,)] •
En retranchant cette aire du double de l'aire de Simpson, donnée par la relation (1), on a cette expression nouvelle
(5} A,= 2A,-A,= ^|^22:A,H-K^-+-^'.^.)-i(/',H-AJ-f-^(A,-4-A„_,)].
Cette formule, moins simple que (3), exige que l'on connaisse deux ordonnées de plus, Aj et A^_, ; elle ne conduit cependant pas à des résultats beaucoup plus opprochés. Elle donne, comme les formules de Simpson et de Catalan, des aires exactes pour les arcs de paraboles du deuxième et du troisième degré. M. Mansion a d'ailleurs remarqué {MathesiSf supplément à la livraison de septembre 1881) que les aires A^ du général Parmentieb, A, de Simpson et A de Catalan (note de la p. 3io)
ont entre elles la relation
Ai= 3A, — 2A;
On sorte qu'on arrive aussi à la formule (5) en éliminant 2A entre les formules ^le Simpson et de Catalan.
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mathématiquement exact, lorsque le contour curviligne de Taire est un arc de parabole.
Si toutes les ordonnées paires avaient la même longueur h et toutes les ordonnées impaires la même longueur A'> A, la formule de Simpson correspondrait à une série de branches ayant leurs sommets arrondis aux extrémités des ordonnées impaires et se relevant des deux côtés pour recouper les branches voisines à angles aigus sur les ordonnées paires. I^ formule de Parmentier donnerait au contraire une suite d'arcs paraboliques raccordés les uns aux autres, aussi bien sur les ordonnées paires que sur les impaires, ce qui est beaucoup plus conforme aux conditions ordinaires de la pratique. La formule (i) donne donc des résultats moins exacts que la formule (3) lorsque la courbe proposée ne présente pas d'angles rentrants.
Il en est autrement dans certains autres cas, et notamment dans celui de Vàjîg, i5ç). La courbe VBC se compose de deux branches
Fig. iSc).
\rirv I
hn
(jui présentent leur convexité à la base, qui se coupent en B sur une ordonnée d'indice pair et qui sont terminées par deux segments MA, NC parallèles à XY, de telle sorte que /ro= Ai et 1i,i = /i„+|. Les formules (2) et (,*i) donnent alors identiquement
A =z blhi,
et chacune des aires partielles A/// est un trapèze rectiligne innsui, limité par la tangente à la courbe à son point d'intersection avec l'ordonnée moyenne ///. L'aire totale, calculée d'après l'une des deux formules considérées, est donc inférieure à l'aire exacte de la quantité représentée par la somme de tous les petits triangles
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mop^ noq. La formule de Simpson donne en ce cas une valeur plus approchée, à raison de la correction qui résulte du terme bli^k»
Le résultat fourni par la formule (2), comme celui qu'on obtiendrait en prenant pour valeur approchée l'aire du polygone inscrit, est trop faible ou trop fort, selon que la courbe tourne sa concavité ou sa convexité vers la base. Avec la formule (3), au contraire, l'erreur est de même sens que si l'on prenait pour valeur approchée l'aire du polygone circonscrit. Quant à Terreur de la formule (1), elle est généralement de même sens que celle de la formule ('.i ).
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Aire mazima pour on périmètre donné (i).
237. L'éUide du profil d'un canal comporte souvent la détermination du plus petit périmètre mouillé correspondant à une certaine aire mouillée, ou de la plus grande aire correspondant à un périmètre donné. On démontre en Géométrie élémentaire que, si le périmètre est formé de segments rectilignes dont les longueurs sont d(mnées, Taire est maxima lorsque ce périmètre est inscrit dans une demi-circonférence.
(*) Voir sur cette question, et sur quelques autres qui s'y rattachent, Lacram;e. Leçons sur le calcul des fonctions, I.cçon XXI*. — Steiner, Mémoire publié dans le Journal fur die reine und angewandte Mathematik^ de A.-L. Crelle, l. XXIV, Berlin, i84i. — O. BoNMET, Mémoire sur la théorie générale des surfaces, dans le Journal de V École Polytechnique, t. XIX, 32* cahier, 1848. — Paul Serret, Des Méthodes en Géométrie^ Paris, i855, p. io3 et suiv. — Ci'LMANn, Die graphische Statik, Zurich, 1875, n** 25. — Ed. CoLLiCNO.'t, Hydraulique, Paris, 1880, p. 276 et suit.
On trouve la première trace de la doctrine des isopérimètres dans le Trait.' des isopérimètres de Zénodorb, que nous connaissons en partie par le Commentaire de Thkon sur la Syntaxe mathématique de Ptolémé4-:. ZkNODORE y démontrait que, parmi les figures isopérimètros d'un même nombre de côtés, la plus grande est celle dont les côtés sont égaux. 11 en déduisait la propriété du cercle d'envelopper l'aire maximum pour un périmètre donné (Cantor, f'orlesungen iiber Geschichte der Mathematikt t. I, Leipzig, 1880, p. 3oH-3o9, 379. — Max. Marie, Histoire des Sciences mathématiques et physiques, 1. 1, Paris, i883, p. 2()i). Quelques auteurs attribuent même à Pttuacore, non seul(>ment lu propriété précédemment énoncée du cercle, mais encore celle de la sphère d'être maximum parmi les figures de même surface (Rolxué et de Comrerocsse, Traité de Géométrie élémentaire, 3* étlit., Paris, 1873, p. xiii\ Il est en tout cas certain que Pappus, dans le Livre V de ses Collections matin' matiques, a repris les propositions de Zénodorb sur les figures planes et les a étendues aux solides. (Max. Marie, /or. -cit., t. îl, p. 5o.) Le cinquième Livre des Coniques d'ApoLLoïUi's contient en germe ce que nous ont appris depuis les méthodes analytiques sur les questions de maxima et de minima (Halley, Appollonii Pergœi Conicorum libri octo, Oxoniae, 1710; Max. Marie, hc. cit., t. I, p. 172, t. Il, p. 58). Liiuilier (/)« relatione mutua capacitatis et ter minorum fgur arum, 1782) a résumé, corrigé et considérablement accru, par ses propres découvertes, les travaux faits sur ce sujet depuis les Grecs jusqu'à R. S1MS05.
Kepler parait avoir observé le premier la propriété dont jouit une grandeur va-
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Steiner a résolu leproblème diins le cas réciproque <iù l'onconnuit, non jilus les Innijueurs des divers segments, mais leurs directions et la longueur du périmètre. Culmann a donné de la même question une solution géométrique directe, dont la suivante ne diffère que par la forme de la déninnslrution.
Soit A,B,B', A', [fig. i6o) un proBl dans lequel A, A,' est le niveiiu de
l'eau, tnndis que les tniis autres côtés, dont la sonimc est égale à une longueur donnée p, sont respectivement parallèles à trois directions données. On prend, sur les prolongements de B, B',, CB, = A,B,. B',C'= B', A'[, eu sorte que ce' =: /7. La jNiralIcle à CA,, passant par Bj, et la parallèle à
Halile de ne inrior qne par dF|;Tés iiisrnsibles dans le voisinage de ion i^Ut do niaxiiDuni oii de iiiinÎTniim {Xora iierromeiria dolioram, ne; acrriiil, sureoinelri'rr Mrrhimedeie supplrmenium, Linciî, t(ii.î) Uii peu plus tard (|636), Fermât pieiiiail cipremier aperçu dnna m cétèhre mcttinde : Df maximii ei mhiimii.
L'un des problème* de maiima et de minima qui onl orciipé les [;eoiii<-tn?s consiste n IrouTor, pour un lien donné, le jour de l'année où le crépuscule est le plus court. Résolu pour la première fols par Prdhu >i;nEi (\usii-s, De crrpuieulU liber niai, LUliunue, ijf,i, et Peiri Xomi Optra, Bile, i3gi;, it a été n-pria en iCpJ par
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C'Ai, passant par B^, coupent respectivement A| Aj aux points Df et D|. On mène : i" les droites CD,, C'j D', qui se coupent en D; 2** Thorizontale passant par D, qui coupe CAi en A, C'A', en A'; 3*^ les droites AB, A'B', respectivement parallèles h AiBi, A'^B^. Il s'agit de démontrer que le profil ABB'A' (dont le périmètre mouillé est égal à /?, car AB = CB et B'A' = B'C') est, parmi tous ceux qui satisfont aux données, celui qui crmticnt la plus grande aire.
Traçons d'abord un troisième profil A^B^B'^A,, tel que la ligne de niveau AA' soit comprise entre Ai A', et A^A',. Les parallèles menées par B, à CA et par B'j à C'A' coupent A^Bj respectivement aux points D, et D',.
Les deux faisceaux de rayons parallèles de direction AA' et de direction BD, respectivement perspectifs au faisceau de direction AB (G. UO), sont projectifs [G. 41). Ils ont d'ailleurs comme rayon uni la droite à Tinfini qui joint leurs centres. Us sont, par conséquent, perspectifs (G. kk) et engendrent la ponctuelle DDjD} Les deux faisceaux des directions AA'
et B'D engendrent pareillement la |K)nctuelle DD'jD', . . . , perspective à la première, et les deux ponctuelles ont comme élément uni le point D d'intersection des rayons BD, B'D, déterminés par la position particulière A A' de la ligne de niveau.
Jeax Bernoclli (Opéra omnia, t. I, p. 64). Hachette {Correspondance sur l* Ecole Polytechnique ^ t. 1, p. lâg) rapporte que Monge a traité cette question en menant un plan tan(jeiit à deux c6nes de môme sommet. On trouvera dans l'Ouvrage précité de M. Paul Serret (p. iq6) la solution du maroiis de Liiospital, fondée sur le principe de Fermât {Analyse des injiniment petits, Section 111, exemple 13).
Le problème ne consiste pas toujours, comme dans le cas précédent, à déterminer sur une courbe la position d'un point mobile, correspondant au maximum ou au minimum d'une grandeur variable. On a souvent à chercher, parmi toutes les lignes dont les points extrêmes sont assujettis à certaines conditions communes et qui restent complètement indéterminées dans l'intervalle de ces points, celle pour laquelle une grandeur, dont la valeur dépend de la ligne tout entière, devient un maximum ou un minimum. (Euler, Methodus inveniendi lineas cnrvas, maximi minimise proprieta te gaudenteSj sive solutio problematis isoperimetrici^ latissimo sensu accepti, Lausanne, i74i« P* 3). Le premier problème de ce genre et le plus célèbre est celui de la brachistochrone ou de la plus courte descente, proposé par Jean Berhoclu. En publiant {Acta Lipsiœ, mai 1696. p. 206) la solution particulière à laquelle il était parvenu. Bernoilli mettait en doute la possibilité de trouver une méthode générale applicable à toutes les questions du même genre. Eiler {loc. cit.) et Lagrange {fiecherche sur la méthode de maxiniis et minimis; Essai d'une nouvelle méthode pour déterminer les maxima et les minima des formules intégrales indéfinies, etc., dans les Miscellanea Taurinensia, X. I à IV, 1760-1769), devaient, plus tard, mettre formellement en défaut les prévisions de Bernoulu. A côté de leurs célèbres méthodes analytiques, on ne doit pas omettre de citer les belles recherches purement géométriques de Maci.ai'Rix {A complète System of fluxions, Edimbourg, 1742, traduction française par le P. Péze:<a8, Paris, 1749, t. Il, n«»* 572, 574, 578, 588).
AIRE IIAXIMA POUR UN PÉRIMÈTRE DONNÉ. 3l9
Cela posé, on voit immédiatement que le quadrilatère ABB' A' est équivalent au triangle CDC; que le quadrilatère A^B^B'^A'} est équivalent au quadrilatère croisé C DiD', C et, par conséquent, au triangle CDC diminué du triangle DD,Dj; enfin, que le quadrilatère A^BiB', A , est équivalent au quadrilatère C DjDjC et, par suite, au triangle CDC diminué du triangle D DjD'j. Le quadrilatère A BB' A' a donc une aire supérieure à celles des quadrilatères qu'on obtient en prenant des lignes de niveau supérieures ou inférieures à AA'.
On voit d'ailleurs que BD, parallèle à la base CA du triangle isoscèle CAB, est bissectrice de l'angle ABC' . Pareillement, B' D est bissectrice de l'angle A'B'C. Le quadrilatère d'aire maxima ABB'A' est donc circonscrit à une demi-circonférence dont le centre est au point D.
On peut remarquer que les faisceaux semblables et perspectifs des directions AB et A'B' se coupent suivant une ponctuelle /i, pass<int par S (*), et déterminent sur la droite CC deux ponctuelles semblables et opposées dont les éléments unis sont le point à Tinfini et le point P d'intersection ôe u el de c {G, k2). Lorsque les éléments B et B' s'unissent en P, le quadrilatère variable se réduit à un triangle MPM' inscrit à SCC.
238. Étant donné un profil ABB' A' [^g, i6i), circonscrit h u:te demi-
Fig. i6i
circonférence, construire un profil semblable et tloiU l'aire soit égale à une mre donnée S.
On réduit d'abord le quadrangle ABB'A' à une base ib^ en disposant la
C) En d'autres lermcs, d'après une propriété bien connue, les côtés des triangles variables, tels que A, E A/, pivotant autour de trois points situés sur la droite h l'infini du plan, les sommets de ces triangles sont sur trois droites qui concourent en un point S.
figure de telle sorte que la hauteur correspondante /soit à mesurer sur Fun des côtés â'B' du profil, à partir de A'. A cet effet, on mène (90) AC parallèle à A'B jusqu'à la rencontre deB'B. On a ainsi le sommet C du triangle CA'B' équivalent au quadrangle donné. On prend ensuite sur AX le point D, situé à la distance ib de A'B\ et la parallèle AE à DB' donne A'E my(87). L'aire du profil cherché n'étant pas bf^ mais S =: A/|, les côtés de ce profil doivent être aux côtés de ABB'A' dans le rapport
-y—» Pour déterminer celui de ces côtés qui est homologue à A'B', on dé-
crit une demi-circonférence sur A' F ==/!, on élève la perpendiculaire EG il Pexlrérailé de /, on joint GA', GF, on prend, sur A' G, A'H r=: A'B', et l'on mène HB', parallèle à GF. Le segment A'Bj est, dans le profil cherché, rhomologue de A'B'. On a, en effet, en remarquant que A'B' = A' H,
On complète le sec(md profil par les droites B^Bj, B|Ai, respectivement parallèles à B' B, BA.
239. 11 est facile d'étendre les considérations des deux derniers numéros, soit aux quadrilatères circonscrits à une circonférence entière, soit aux polygones d'un nombre quelconque de côtés, circonscrits à une demi-circonférence ou à une circonférence entière. On est ainsi conduit à ces propriétés plus générales :
Les côtés d'un polygone se déplaçant ^ sans cesser d*ctre respectivement parallèles à des directions données, le rapport de l'aire au périmètre est maximum lorsque le polygone est ciiconscrit à une circon/érence.
Dans un canal découvert, le rapport de Vaire au périmètre mouillé est maximum lorsque les cotés en nombre quelconque de ce périmètre sont tangents à une demi-circonfétence dont le centre est sur la ligne d'eau.
P,v ,52, âW. Lorsque, dans le profil à aire
j P , ^, maxima ABB'A' de la fig. iGo, le
^rrrf I VV côté BB' devient parallèle à AA', les
N\ r\ "^'l/ angles ABD, ADB sont qu'aux, et Ton
>^ ;\^\ Jj aABrzrAD, A'B' = A' D. En d'autres
^^. \ 2^^ I termes, la somme des longueurs des
B^-..-^- "^ deux talus est égale à la largeur du
canal à la ligne d*e;iu.
Soient t, r, [fig» 162) les largcntcs des angles A'AB, A A'B', b la basc^ BB', h la hauteur du trapèze.
AIRE IIAXIMA POUR IN PÉRIMÈTRE DONNÉ
La section mouillée a pour expression
et le périmètre mouille
p z:=ilb -i- -I .
Le rapport delà section au périmètre, c'est-à-dire le rayon moyen (143), est donc, dans le cas du maximum,
Le rayon moyen est donc égal à la moitié du rayon de la demi-circon férence inscrite.
On se donne ordinairement S, r et r^, et Ton déduit le périmètre mouillé et le rayon moyen de la relation
-l]-+--(2Vl-T-TÏ— l)
facile à établir d'après la figure.
Lorsque les deux talus ont même inclinaison, ce qui est le cas pratique. OD a l'expression plus simple
Yav/i-t-T*— I
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CHAPITRE X
TEAISrOBlliTIOl DES SOLIDES.
CocsiJiERT, Le Calcul par le trait, etc., Paris, i8/|0, p. io3-ii8. — BiOEaRFion, Forlegeblatter zur Strassen-und Eisenhahnkunde, etc. Mûnchen, i856, p. 7-u. — CcLMANif, Die graphische Statik, Zurich, 1866, n" 16-23, et 18; 5, n»* 28-32.— SausiNGER, Fort rage ûber grafiiches Rechnen u/td Grajo-Statik, Wien, 1868-69, n^^lOO* 140. — WiîiKLER, Vortràge ûber Eisenbahnbau, etc., Prag, 1870, Vil Kap. - Ubillos, Explanacion de un camino. Procedimientos grajicos, etc., Madrid, iSrS* p. 43-4^'
I. — Représentation des volumes par des segments de droites
24i . Transformer un solide donné, en le réduisant à une base donnée, c'est déterminer la hauteur d'un prisme de base donnée dont le volume soit égal à celui du solide (*).
On considère le volume V du solide comme le produit d'une aire S par une longueur ou hauteur Xr, et l'on réduit d'abord, suivant les règles précédemment exposées, Taire S à une base fr, telle que bl ~- S, On a, dès lors,
On réduit en<Juite le produit /A", considéré comme une nouvelle aire, à une seconde base a, telle que ah --^ Ik, et Ton a
La transformation des solides se réduit donc à une double trans-
(*) La solution graphique de ce problème était connue des géomètres arabes. (Voir, en effet, Notices et extraits des manuscrits de la bibliothèque du roi et autres bibko' thèques^ publiés par l'Institut de France, faisant suite aux Notices et Extraits lus fl* Comité établi dans l'Académie des Inscriptions et Belles-lettres. Tome XIII. Ptris, MDCCCXXXVin, p. i36-i5o. — Matériaux pour servir à l'histoire comparée des sciences mathématiques chez les Grecs et les Orientaux, par M. L.-P.-E.-A. Sëdillot, «te, t. 1. Paris, I S', 5-4 9.
VOLUME DBS SOLIDES RÉGULIERS DE DÉBLAI ET DE REMBLAI
formation d'aires. Nous avons appris à transformer les aires dans tous les cas; nous n^avons donc pas à nous occuper de la transformation des solides géométriques simples^ et nous nous bornerons à Indiquer, dans Tétudc qui va suivre, les dispositions particulières à adopter pour la transformation des solides Irréguliers, et ies règles à suivre dans le choix des dimensions sur lesquelles la transformation doit porter.
Les solides Irréguliers, dont II s'agit de déterminer le volume, sont donnés le plus souvent par des sections transversales parallèles, plus ou moins espacées. Nous considérerons partlcullèreuient, à raison de leur importance dans la pratique, les solides de déblai et de remblai auxquels donne Heu l'exécution des travaux de terrassements.
II. — Volume des solides réguliers de déblai et de remblai
242. Soit proposé i^fig' i63) un solide rectIHgne de déblai ou de v^mblal, compris entre deux demi-sections transversales, ABCE et
Fig. i(>3.
A| B| C| El, dont la distance AA| = EE| est supposée assez petite pour qu'on puisse considérer les arêtes BB| et CC| comme droites. On suppose droites aussi les lignes BC, B,Co BjC^, du terrain naturel, dans les sections transversales extrêmes et dans une troisième section Intermédiaire quelconque, parallèle aux précédentes. La surface du terrain naturel, dans le solide ainsi délimité, est un quadrilatère parabolique ayant pour directrices les droites BB|, CC|, et pour génératrices les droites BC, B, C| contenues
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dans les plans parallèles des sections transversales. L'un quelconque de ces plans coupe le tétraèdre BCBiC| suivant un parallélogramme dont une diagonale est la génératrice B2C2 du paraboloïde, située dans la même section; conséquemment, si Ton considère le tétraèdre comme composé d'une suite continue de ^ tranches élémentaires parallèles aux sections transversales, on ^ voit que chacune de ces tranches est pai'tagée en deux parties ^; égales par le paraboloïde. Le tétraèdre lui-même est donc divisé ^g^ par le paraboloïde en deux solides équivalents. Dans les deux sec — - ^ lions extrêmes, les parallélogrammes se réduisent à leurs diago — - ^ nales respectives, c'est-à-dire aux génératrices BC, BjCi, du pa- .^~ raboloïde, et, des deux faces du tétraèdre passant par BC, i'un< BCB|, est située au-dessus du quadrilatère parabolique, tandr que Pautre, BCC|, est située au-dessous du même quadrilatère^ ^^ Pareillement, les deux faces B| C| C et B| C| B sont. Tune au-dessi Tautre au-dessous du quadrilatère parabolique.
On voit par là que le volume du prisme ABCDAjBi C|D|, sit" au-dessous du quadrilatère parabolique, est la moyenne arithi tique entre le volume formé par la somme de deux prismes sitL^z^és sous les faces BCBi , B| C| C du tétraèdre et le volume formé paKz-* k somme des deux prismes situés sous les faces BCC|, B|C|B du même tétraèdre.
Si Ton retranche du prisme moyen ABCDAiBiC|D| la pyramide tronquée CDEC|DiE|, située sous le talus CEE|C|, ona^ comme volume du solide proposé ABCEAj B|C|E| :
V=i|(ADAiBCBi-l- ADDiBCC,
-h AiDj ABiCiB-f-AiDiDBiCiC) — CDECiD,E|.
Posons
AAi=:EE,=/, AE = AiEi— ^, AB = h,
AiBi=:^,, DC=::n, DiCi=Uj
et désignons par t la tangente de Tangle que le talus CEE|C| »3il avec riiorizonlale.
Nous avons alors
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ïties volumes des solides prismatiques sont représentés pai ADAiBCB, =iiU -t-5U(/, H_H+A,], ADD.BCC, =;/(* -t-5\i[A + H + H,).
AiD,AB,C,B--i/( b
U +ÏÏ!^A(A, + H, + A),
_fl\
A,D,DB,C,C— ;/U +_!U(A, + H,-t-H),
CDr.c,D,E =;,(t + t'+^)
Ed substituant et réduisant, on aura, pour expression du volume cherché,
) + \- [hii-h/i,a,) — -^i{/i--fi,] '-•
343. Si l'on mène par le point E la parallèle à AB jusqu'à sa rencontre avec les parallèles à AD, menées par les points B et C, on transforme ^ la section ABCE en une aire qui est représentée par la partie hachurée de layï^. i64- Cette aire, composée d'un trapèze et d'un B^ triangle, a pour expi-ession
Pareillement, l'aire de la section Ai B| Ci E, a pour expression
A, = iMA, + H.) + ^.
Substituant dans{i), il vient
ï-,'aire étant la moyenne arithmétique des sections ex-
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Soit X Terreur commise dans cette approximation, c'est-à-dire la quantité dont il faudrait augmenter V pour obtenir V. Nous aurons
-J ^ (^ -+- //, ) (/ -r /i ) -f- .r zr: Jj^ (2/// 4 -2//,/, -f- ///, -^ //i/);
et, par suite.
Il suit de là que le volume exact Y est égal au produit de la demilongueur moyenne du solide cunéiforme par Taire qu'on obtient en augmentant F© d'un triangle qui a pour base b et pour hau-
Soit donc ABGD {Jig- 167) Taire Fo- On prolonge DC de la quantité CE =rr A, — h ; on porte sur une même droite quelconque,
Fig. 167.
à partir du point C, et en ayant égard aux signes, les segments CG et CF respectivement proportionnels à l^ — / et à 3(/| -j- /). On mène enfin, par le point G, la parallèle GH à la droite FE. T-e triangle d'erreur est alors représenté en grandeur et en signe par CBH.
III. — Volume des solides irréguliers
245. L'axe du tracé et, par conséquent, du solide à calculer, n'est pas toujours rectiligne; il présente même quelquefois des courbures de petit rayon. Le plus souvent, en pareil cas, on multiplie les aires des sections faites normalement à Taxe du tracé
VOLUMB DES SOUDES REGEUEKS DE DEBLAI ET DE REMBLAI.
^t le volume du solide serait exactement égal au produit de Taire Knoyenne par la distance entre les profils.
244. Les mêmes formules s*appliquent aux solides cunéiformes i^fig- 166) qui se présentent souvent quand on passe du déblai au remblai. La section Fo étant celle du profil transversal, en déblai ou en remblai, le plus voisin de la ligne de passage, les faces latérales F et F|, parallèles et verticales, peuvent être considérées
comme correspondant aux deux sections transversales A et A| de \dL Jig. i63, avec cette disposition particulière que la demiplateforme 5 = o et que, par suite, les lignes du talus partent des pieds des ordonnées A et h^. On voit, d'ailleurs, que la différence des projections horizontales de ces lignes est /| — /et que la distance /, entre profils, est ici remplacée par TépaisseurA du coin. Si donc on fait, dans la formule (2) du n° 2i3,
l-:.L, A-^F, A,^rF„
on a, comme expression du volume du solide cunéiforme,
soit, en faisant F -- ^ A/, Fi -- z Ai l\ et réduisant
Dans la pratique des calculs de terrassements, on ne connaît pas les aires latérales F et F|, mais seulement Taire transversale F©, et Ton détermine approximativement le volume du solide en multipliant Taire Fo ^= J 6(A -h Ai) par la demi-longueur moyenne
— 7— î • On a, dès lors, comme expression approchée du volume :
= ; ^(// -+.//,)(/ -h /, ; =z '-b[hi -+- //»/, -h ///, -+- //,/).
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volume du solide engendré par le mouvement d'une figure plane, constamment normale à la trajectoire de son centre de gravité, est égal à l'aire de la figure, multipliée par la longueur de cette trajectoire. Dans noire exemple, les aires S et S| ont pour trajectoires deux arcs concentriques dont les rayons sont respectivement de 17"*, 5o et de 2î"*,5o. Les longueurs /, mesurées sur i*axe, doivent donc être diminuées de ^5^ / = ^ / pour le déblai, et augmentées dans la même mesure pour le remblai.
IV. — Détermination des volumes au moyen des courbes de niveau.
2i6. On détermine souvent le volume des solides irréguliers a^^n? moyen des courbes de niveau (101).
a été donnée par Mojitccla. M. LÉO!f Rodbt a propo&é cette autre traduction, faite sur le texte grec : « Le rapport des rotations complètes est composé à la fois de celui des ligures tournantes et de celui di^ droites semblablement menées sur les axes, do leurs centres de gravité. Celui des (rotations^ incomplètes (est composé) de celui des figures tournantes et de celui des arcs qu'ont décrits les centres de gravité de ces figures; et le rapport de ces arcs est évidemment composé de celui des droites menées et des angles compris entre les extrémités de ces droites, quand bien même ces extrémités seraient tout auprès des axes de rotation. » Pappis se désigne clairement comme Tautcur de ce beau théorème dans les lignes suivantes, qui précèdent l'énoncé de la proposition : « J*ai honte de plusieurs géomètres que je vois s'occuper de recherches futiles au lieu de s'appliquer à Tétude de propositions plus utiles et plus générales. Et pour ne point exprimer gratuitement cette opinion, je vais leur dévoiler ceci, qui est peu connu. » Pappcs montre bien, d'ailleurs, qu'il a compris l'étendue et la fécondité de ce principe, lorsqu'il ajoute, après l'avoir énoncé : « Ces propositions, qui, au fond, n'en font qu'une, comprennent sous une même dénomination un grand nombre de théorèmes variés sur les lignes, les surfaces et les solides. Quelques-uns de ces théorèmes ne sont pas encore démonti*és; d'autres le sont, au contraire, et, parmi ces derniers, ceux qu'on lit dans le Livre XII des Éléments, > Il serait donc juste de donner le nom de Pappus au principe si fécond qui porte le nom de GcLDi!<(; et cela d'autant plus que Gdldix cite plusieurs fois l'Ouvrage du géomètre d'Alexandrie dans la Préface de son Ouvrage, ce qui ne permet pas de supposer que la proposition de Pappcs lui était inconnue. On peut d'ailleurs s'étonner que Pappcs n'ait pas démontré cette proposition. Il en avait au moins deux occasions naturelles : l'une dans le Livre VI II, consacré à la Mécanique, l'autre dans le Livre V, où il refait précisément lu théorie des surfaces et des volumes engendrés par des lignes ou par dos surfaces tournantes.
Voir MoNTUCLA, Histoire des Mathématiques, nouvelle édition, t. I. Paris, an VII, p. 829-330. — Klijgei., Mathematisches ff'ôrterbuch, t. 1. Leipzig, i8o3, p. /|28. — Chaslks, j4percu historique, etc. Bruxelles, i837, p. 29 et 90. — Po?icel£T, Traité dei propriétés projectivef y etc., t. 1. Paris, 1866, p. xxv. — Hof.fer, Histoire des Mathématiques. Pans, 187^1, p. qGj. — Max, Marir, Histoire des Sciences Mathématiques et Physiques, t. Il, Paris. i883, p. 47 et 53, et t. 111, i88'|, p. 169.
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On règle ordinairemenl la distance constante entre les plans de deux courbes de niveau consécutives, de telle sorte que toute section plane verticale faite dans le terrain, normalement à ces courbes et entre leurs plans, puisse être considérée comme rectiligne. Si l'on admet, d'ailleurs, que deux courbes voisines sont semblables, le solide compris entre les plans de ces conrbes pourra être considéré comme un tronc de cùne et aura pour volume
V^l/i'f -hF, .-v'Fk,;.
A étant la distance verticale entre les deux courbes ei F, F, les aires de leurs sections.
Dans la pratique, on se borne à multiplier l'aire movenne par /i et l'on 9
V— [/>[?-'- Fi).
Ce volume excède le précédent de i/({y'f' — v'K, ) .
Les dimensions semblables des deux sections étant entre elles
dans le rapport - .=• on pourra déterminer l'erreur par la construc-
V ^ i tion suivante.
Soit S (Jig- 169) le centre de similitude des deux courbes. Sur
la diflTérence S( Adesrajonsbomologues SA, SS|, on construit une courl)e AB,C|, semblable aux deux précédentes. L'aire de celte
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courbe sera (y'F — y^Fi)*. En mulliplîant cette aire par ^/i, on aura
AS
l'erreur cherchée. Le rapport — ^ étant ordJnaîremenl très peûl,
Ad
l'erreur est elle-même très petite. Une autre erreur peut proveoir de ce que l'hypothèse faîte sur la similitude des deux courbes consécutives ne se réalise pas complètement. Mais cette erreur, résultant d'une faible variation dans la longueur des rayons, S| A, S|6|,
AS SïC|, . . ., est plus petite encore que la précédente lorsque —r
est très petit.
2i7. Quand on se propose de déterminer le volume d'un mamelon, il arrive le plus souvent que le plan de la courbe horizontale supérieure est donné par un solide partiel en forme de calotte irrégulière. On mesure ce solide en multipliant Taire de la dernière courbe horizontale qui lui sert de base par la moitié de sa hauteur, si la cime est arrondie ou cunéiforme, par un tiers de la même hauteur, si la cime est de forme conique, et, en général, par un tantième de la hauteur, compris entre o,33 et o,5o, pour les diverses formes de la cime comprises entre les deux précédentes. Enfîn, lorsque la cime est terminée par un plateau incliné, on multiplie la distance verticale, comprise entre le centre de gravité de ce plateau et la dernière section horizontale, par la demi-somme des aires de cette section et de la projection horizontale du plateau.
Le moyen le plus pratique pour déterminer les aires des diverses sections horizontales consiste à faire usage du planimeire. On fait ensuite la somme des aires de toutes les sections, on en retranche la demi-somme des aires des sections extrêmes et le produit de la différence par Téquidistance h donne le volume compris entre les deux sections extrêmes considérées.
y. — Détermination des volâmes an moyen de plans cotés.
218. Quand les solides ne sont pas très étendus en largeur, on évite souvent de rele\er des courbes horizontales, et Ton trouve plus commode de déterminer leurs volumes au moyen d'un plan colé. A cet effet, on relève et Ton niNelle sur le terrain un nombre suffisant de points pour qu'en les joignant deux à deux par de>?
DÉTERIII>4TI0N DES VOLUUES AD MOYEN DE PLANS COTÉS
droites, on détermine un réseau de triangles dont les plans se confondenl sensiblement avec les parties correspondanles de la surface du solide. Chacun de ces triangles constitue la base supérieure d'un prisme tronqué, dont la base inférieure est la projection horizontale du même triangle. On a le volume de ce prisme en multipliant l'aire de sa base inférieure par le tiers de la somme des cotes qui se rapportent aux trois sommets de sa base supérieure. Celte détermination suppose qu'on a pu prendre comme plan de comparaison la base inférieure du solide proposé. Si cette condition n'a pas pu être remplie, et si le plan à partir duquel les cotes de niveau sont mesurées est situé à une certaine distance audessous de la base inféiieurc du solide, on devra retrancher du volume de chaque prisme le volume compris entre cette base inférieure et le plan de comparaison.
Soit à déterminer, par exemple, te volume d'une excavation représentée par la fig. i^o, dans laquelle les lignes pointillées
indiquent le relief primitif du terrain. Ce volume sera
v^zi(A,-i-/(,-t-A,)F — ïi[/.', + h\ + a;)f,,
F représentant l'aire des faces triangulaires qui forment l'intérieur de l'excavation, F| l'aire des faces extérieures qui limitaient le terrain primitif, h et h' , respectivement, les cotes des sommets des trianglesF et F,, par rapport à un plan de comparaison situé au-dessus de la masse à déblayer.
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CALCUL GRAPHIQUE DES MOUVEMENTS DE TERRES
L. Lalanxe, Mémoire sur l' Arithmoplanimètre, etc., Pam, i8/|0, p. 28-35, et Méthode graphique pour la détermination de la distance moyenne de transport des déblais et des rembltiis, Paris, 1879. — Cllmaxx, Die graphische Statik, Zurich, 1875, n*' 33-35. — Struul, Note sur l'application de la méthode graphique aux mouvements des terres, dans les Annales des Ponts et Chaussées, i884f i*' semestre, p. 1 56- 180.
I. — Préliminaires
219. La construction des voies de communication nécessite le déblaiement et le remblaiement du sol naturel suivant un profil donné de plateforme. Les dépenses auxquelles ces opérations donnent lieu varient avec le volume des terres et avec les distances de transport. La détermination des volumes a fait Tobjet du Chapitre précédent. Nous nous occuperons ici des distances. Plusieurs procédés, numériques ou graphiques, servent à les calculer. L'un d'eux, enseigné en France, consiste à prendre pour abscisses les distances entre profils entravers, à porter en ordonnées des longueurs proportionnelles aux aires de ces profils, à déterminer les centres de gravité des figures ainsi construites, à en déduire les distances de transport des masses partielles et à calculer, d'après celles-ci, la distance moyenne de transport de la masse totale.
Nous allons exposer un autre procédé graphique, connu et pratiqué en Allemagne sous le nom de M as se nn h' elle ment (M.
(') Ce procédé, appli(iuo on 18.14 par Bhucknlr à l'étude du plan incliné de Culmbacii, diiTère bien moins par les traits fondamentaux que par la forme et par les tracés de détail de la méthode que M. Lalanne avait déjà exposée dans le Mémoire sur l' Arithmnplanimètrcy etc. {Annales des Ponts et C haussées, i8'|0, 1* semestre), comme application de l'instrument perfectionné d'OppiKoFtR et d'EaNST. (Voir Lalanne,
CALCUL DES AIRKS TRANSVERSALES. PROFIL TRANSFORMÉ
II consiste essentiellement dans la construction d'un profil dit de distribution, qui diilère du profil en long ordinaire en ce que chaque cote de hauteur du terrain est remplacée par une ordonnée proportionnelle à la somme algébrique des volumes de remblai et de déblai, cumulés depuis Torigine du mouvement des terres jusqu'au point considéré. On admet, pour la détermination de cette ordonnée, que les volumes de remblai et de déblai sont des quantités respectivement positives et négatives.
Lorsque deux profils en travers consécutifs comprennent entre eux des parties en remblai et des parties en déblai, on suppose qu'un jet de pelle transversal, calculé séparément, a permis de compenser le plus petit des deux volumes avec une égale quantité du plus grand, et Ton n'a plus à considérer, comme intéressant le mouvement des transports longitudinaux, que la différence, positive ou négative, entre les deux volumes.
II. — Galcnl des aires transversales. Profil transformé
250. Le calcul du volume compris entre deux profils en travers consécutifs comporte la détermination préalable de leurs aires. Les périmètres de ces aires a^ant le plus souvent un nombre de côtés supérieur à quatre, on les réduit d'abord en quadrilatères par la méthode précédemment indiquée (91-94). Cette méthode a l'avantage d'éliminer immédiatement, dans les profils mixtes, tous les cubes soumis à un simple jet de pelle transversal. On réduit ensuite à une même base donnée b (90) les quadrilatères résultant de la transformation. On obtient ainsi une suite de droites /qui représentent les aires à une échelle déterminée par le nombre de fois que la base donnée contient l'unité linéaire adoptée dans le tracé des profils (*).
Avertissement pour la Collection de Tableaux et de procédés graphiques joints à la Circulaire ministérielle du 3o juillet 1 879, et Réclamation de priorité au sujet de Vap~ pUcation des procédés graphiques au calcul du mouvement des terres, dans les Annales des Ponts et Chaussées, i884i i" semestre, p. 52o et i885, i*' semestre, p. 79; voir aussi CuLMAjiM, Traité de Statique graphique^ traduit par MM. Classer, Jacquier et Valat, t. I, p. 597, Paris, 1880, et Note sur l'application delà méthode graphique, etc., par M. Stroul).
(') On peut supposer, comme au Cliapitro VII, que les demi-profils en travers
336 CALCUL GRAPHIQUE. — CHAPITRE \l.
251. Considérons maintenant {/iff- 172) un profîi en long ordinaire, dans lequel le relief du sol, rapporté d'après le nivellement, est représenté par une ligne polygonale hachurée, et le tracé de la plateforme projetée par une ligne polygonale simple. Prenons une ligne fondamentale (Jlff- lyS) et portons en ordonnées, à partir des points de division qui correspondent aux cotes sur Taxe du profil en long primitif, les longueurs y (positives ou négatives), déterminées par les réductions précédentes. Traçons enfin la ligne brisée qui joint les sommets des ordonnées consécutives. Nous obtenons ainsi le profil transformé,
III. — Galcnl des yolumes. Profil de distribution
2oâ. L'aire s du profil transformé, comprise entre deux ordon — nées consécutives, est un trapèze ayant pour bases les droites qu» représentent les aires réduites des profils en travers correspondants et pour hauteur la distance entre ces profils. L'aire s représente donc le volume de remblai à importer, ou de déblai à exporter entre les deux profils considérés (*) et, en général, la somme
cotisUtent en de simples quudrau(*li>s iiiiiformémeiit disposés {fg» 171) suivaut les
contours communs ABC en remblai, A,B, C en déblai, de telle sorte que la ligne du terrain varie seule, d'un profil à l'autre, dans chacune des deux séries. Si l'on réduit ces demi-profils à la double ba^e 011 = a^, on obtient comme courbe de réduction la parabole 00,0, (Chap. Vil). L'aire réduite d'un .derai-profil de hauteur donnée est alors le produit de la base constante b par l'ordonnée horizontale jr de la parabole, qui correspond à la hauteur considérée. Cette ordonnée doit être comptée à partir de l'axe vertical OX^ en remblai et de l'axe OX, eu déblai. La valeur de/, pour une section transversale complète, est la somme alf^ébrique des deux ordonnées x» déterminée pour chacun des dcnii-profils de la section.
(') On sait (2i3) que le volume n'est pas exactement éjjal au produit de Taire
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arithmétique S des aîres comprises entre la ligne brisée et la fondamentale du profil transformé, représente deux fois le cube total du mouvement des terres.
Il suffit, d'après cela, de réduire à une base donnée b^ les trapèzes du profil transformé, pour que les volumes représentés par ces trapèzes se trouvent réduits à de simples lignes droites. Pour arriver à ce résultat, on divise par moitié, aux points I, 2, 3, 4) ••• {J^S* *7^) '^^ côtés du contour polygonal qui constitue le profil transformé, en ayant soin de considérer comme deux côtés distincts les segments d'un même côté qui sont situés de part et dVutre de la ligne fondamentale. On prend sur la fondamentale, à partir d'un point quelconque P, une longueur PO égale à la base de réduction qu'on a adoptée, on projette horizontalement les points i, 2, 3, 4; • • •> sur la verticale passant par le point O et l'on joint les nouveaux points I, 2, 3, 4> • • •? ainsi obtenus, au point P. Cela fait, on trace sur une nouvelle fondamentale parallèle à la précédente {Jig> 174) les ordonnées verticales qui correspondent aux profils en travers et aux divers points d'intersection du profil transformé avec sa propre ligne fondamentale. A partir du point I, où la première de ces ordonnées rencontre la nouvelle fondamentale, on mène, parallèlement à Pi de \^ Jig- 173, la droite lA qui coupe l'ordonnée II au point A. Du point A on mène la parallèle à P2 jusqu'à sa rencontre en B avec l'ordonnée III et ainsi de suite. La nouvelle ligne brisée ainsi obtenue est le profil de distri^ bution.
Chacune des ordonnées de ce profil représente la somme algébrique des volumes, depuis l'origine du mouvement des terres jusqu'au profil en travers correspondant. On a, en effet, par les triangles semblables PO i (Jig- 173) et III A {/iff> 174)
Oi.III — PO.IIA.
Mais O I est la demi-hauteur du triangle 02'H, qui représente le volume, III est la base du même triangle, PO la base de réduction adoptée 6|. Donc II A représente le volume réduit à cette base.
moyenne par la distance entre profils, et qu'on peut opérer la correction en ajoutant Ou en retranchant le triangle d'erreur.
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Si l'on mène la parallèle AC à la fondamentale, on a, par les triangles semblables PO 2 (.//^. 173) et ACB (^fg- iji)?
PO.CB 3z02.AC = 0?..IlIII;
par où Ton voit que CB représente le volume (réduit à la base b^) compris entre les profils II tt III. De même IIIB= II A -h CB représente la somme des volumes compris entre les profils I et III; et, en général, l'ordonnée qui correspond au profil en travers de rang n représente la somme algébrique des volumes compris entre Torigine et le /i*'*°*® profil.
L'échelle à laquelle les ordonnées des volumes sont figurées dépend des bases de réduction choisies et du rapport entre les échelles de longueur et de hauteur adoptées pour l'établissement des profils. Si l'unité linéaire est le centimètre pour les profils en travers et le vingtième de centimètre pour les distances longitudinales entre profils; si, d'autre part, les bases de réduction des aires transversales en ordonnées du profil transformé et des aires représentant les volumes en ordonnées du profil de distribution sont respectivement t =3 2, 61^-14, un centimètre, mesuré sur les ordonnées du dernier profil, représentera un volume de
iQ X ^ x4 ~ 160°**^-
IV. — Détermination des chantiers de transport
253. Il résulte de ce qui précède que, si les ordonnées sont nulles en deux points du profil de distribution, la somme algébrique des volumes de déblai et de remblai entre ces deux points est nulle aussi. En d'autres termes, les déblais compensent exactement les remblais entre deux points du profil de distribution situés sur une même fondamentale, et le volume à transporter longitudinalement, dans l'étendue du tronçon limité à deux points consécutifs de cette sorte, est représenté par l'ordonnée maxima du profil de distribution dans le tronçon considéré.
Tout tronçon ainsi défini peut être considéré comme un chantier complet ou comme une section complète de transport. On nomme reliefs ou dépressions les aires partielles du profil de dislribulion qui représentent des chantiers complets, selon que ces
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aires sont situées au-dessus ou au-dessous de la ligue fondamentale («).
2o4. Dans une aire quelconque de chantier complet, relief ou dépression, KML (^fig^ Î74) ^"^ volume élémentaire de déblai, tel que EF, compris entre deux horizontales EE', FF', est destiné à constituer l'élément de remblai E'F', déterminé par les intersections de ces horizontales avec la partie KM du profil de distribution. Le volume et la distance de transport de Télément EF sont représentés respectivement par la hauteur et par la moyenne des bases du trapèze EFF'E'. Le moment de transport de EF, c'està-dire le produit du cube de cet élément par sa distance de transport, est donc représenté par Taire du trapèze ; et la somme des moments de transport de tous les éléments, tels queEF, qui constituent le cube total MN du chantier considéré, est représentée par Taire totale KML de ce chantier.
S5o. Le déplacement de la ligne fondamentale, parallèlement à elle-même, a pour edet d'augmenter ou de diminuer les aires de tous les chantiers complets en relief, suivant qu'il a lieu de haut en bas ou de bas en haut, et de diminuer ou d'augmenter en même temps les aires de tous les chantiers complets en dépression. Mais la quantité dont l'une des deux suites d'aires augmente n'est généralement pas égale à la quantité dont l'autre suite diminue, et il s'agit de déterminer la position de la fondamentale pour laquelle la somme des aires des deux suites ensemble est un minimum. On vient de voir, en effet, que le minimum des aires n'est autre que le minimum des moments de transport; il correspond, par conséquent, au minimum des dépenses de transport.
Soient : S6r la somme des segments delà fondamentale qui ser-
( ' ) L'examen du profil de distribution donne encore lieu aux remarques suivantes :
a. La ligne brisée du profil est, par suite de la convention sur les signes des volumes, ascendante de gauche à droite dans les parties en remblai ( trait plein de la J*f%* >74)* ®t descendante dans les parties en déblai (trait pointillé).
b. Les points culminants des reliefs et les points bas des dépressions correspondent respectivement aux points de passage du remblai au déblai, et 'vice ifersa,
c. Le transport du déblai au remblai s'effectue de droite & gauche dans les chantiers complets en relief, et de gaucho à droite dans les chantiers en dépresi>ioii.
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vent de base à des reliefs et S&</la somme des segments qui ferment des aires en dépression. Pour un déplacement infiniment petit dh de la fondamentale, la somme des aires reliefs variera dans un certain sens de la quantité Ibrdh^ et la somme des aires dépressions variera en même temps, mais en sens contraire, de la quantité Ytbddli, Par suite, la variation totale des moments de transport sera
(di2^rq=2^j)////.
Le minimum cherché correspond à la position de la fondamentale pour laquelle le déplacement infiniment petit dh n^entralne aucune variation dans la somme des aires. On a, dans ce cas,
et, puisque dh ne peut pas être nul,
lue minimum de dépense correspond donc au cas où la somme des bases de reliefs est égale à la somme des bases de dépressions. Pour déterminer la ligne de compensation qui satisfait à celle condition, on trace d'abord, suivant la méthode de fausse position (*), plusieurs fondamentales quelconques; on calcule, pour chacune d'elles, la différence dz S &,. rp S &</, et Ton porte chaque différence sur l'horizontale qui Fa fournie, en prenant pour commune origine une verticale quelconque G1G2, et en se dirigeant dans Tun ou l'autre sens (G|H|, G2H2), selon que l'on a
Le lieu des points H,, H^, ... est la courbe d'erreur dont le point d'intersection G avec G| G2 appartient à Thorizontale pour laquelle la différence entre les deux sommes de bases est nulle. Celte horizontale est donc la ligne de compensation.
Lorsque le profil de distribution ne présente aucun point de rupture dans la partie comprise entre deux fondamentales d'essai assez rapprochées, donnant lieu à des différences de bases de sens opposrs, la courbe d'erreur se réduit à un segment de droite que deux points suffisent à déterminer.
( ' ; Voir Orllli, Lchrbuch der AJ^ehra fur Industrie und Gewerbeschulen, sowîe zurn Si'Wstuntcrricht. Zweitc Aufluge. Zurich, ^872, p. 5o4-5io.
CALCUL GRAPHIQUE DES MOMENTS DE TRANSPORT
2o6. Nous avons raisonné jiisqu'îcî comme si le profil de distribution ne présentait que des chantiers complets, dans chacun desquels les volumes de remblai et de déblai se compensent exactement, ce qui aurait lieu seulement si la ligne de compensation passait par les points extrêmes du contour polygonal de distribution. Mais c'est là un cas tout particulier , et l'on voit, par exemple, que le profil de \difig, iy4 présente à son origine, avant sa première intersection R avec la ligne de compensation, un circuit incomplet IBR, dans lequel une partie seulement du remblai BR peut être compensée par le déblai IB. On considère dans ce cas comme un chantier complet l'aire en dépression IBD, limitée à l'horizontale ID passant par l'origine, et il reste à se procurer par voie d'emprunt la contre-partie du remblai DR. Nous verrons bientôt comment cette opération complémentaire peut être figurée sur l'épure.
V. — Calcul graphique des moments de transport
257. Dans les parties du terrassement à exécuter qui ne comportent ni emprunts ni dépôts, il suffit^de calculer les aires complètes du profil de distribution pour avoir les moments de transport. On prend à cet effet une base de réduction sur l'horizontale de compensation, dont les segments sont les bases des aires considérées, et l'on procède comme on l'a déjà fait pour passer du profil transformé au profil de distribution. La plus grande ordonnée ainsi obtenue dans chaque opération partielle donne le moment de transport relatif à l'aire correspondante.
Pour les chantiers incomplets, à compenser par voie d'emprunt ou de dépôt, on calcule la distance du centre de gravité de l'emprunt ou du dépôt au lieu d'emploi du déblai ou de provenance du remblai, et le produit de cette distance parle cube à emprunter ou à déposer est un moment de transport que l'on peut représenter par une aire additionnelle sur le profil de distribution.
Soient, en effet, XY la projection horizontale de l'axe du tracé, Z le plan de la chambre d'emprunt qui doit fournir l'excédent de remblai DR, à la suite du chantier complet IBD, Rf la projection sur XY de l'extrémité du tronçon DR qui est la plus voisine de l'emprunt. La distance moyenne de la chambre d'emprunt au point R sera, d'après les dimensions indiquées par la figure,
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On porle cette distance sur la ligne de compensation , de R en S, et Ton construit le rectangle RSTU, qui représente la première partie du moment de transport relatif à Temprunt, car RU et UT représentent respectivement le volume à emprunter et la distance que ce volume doit parcourir pour arriver en R. Le triangle RDU représente pareillement le moment de transport du volume RU, distribué, à partir du point R, sur le tronçon DU. Le moment total relatif à l'emprunt est donc représenté par Faire DRSTD, que Ton peut calculer graphiquement, comme toutes les aires du profil de distribution. On procéderait de la même manière s'il s'agissait dW dépôt.
Pour avoir l'échelle des ordonnées spéciales aux moments de transport, il faut tenir compte de toutes les réductions déjà faites (2o2), de la dernière base de réduction adoptée b^ =■ 3, et du rapport de un à vingt entre les échelles du dessin, rapport dont on a fait deux applications successives. On a alors, en considérant que les volumes sont représentés par les hauteurs des aires,
d'où il suit qu'à chaque centimètre mesuré sur une ordonnée des moments de transport correspond un moment égal à 9600.
VL — Distances moyennes.
258. On connaît l'ordonnée des moments et celle des volumes pour chaque chantier. Il ne reste plus qu'à diviser la première par la seconde, en tenant compte des échelles, pour avoir la distance movenne correspondante.
On obtient la distance moyenne générale de tous les chantiers réunis en faisant, sans distinction de signes, d'une part la somme de tous les moments, d'autre part la somme de tous les volumes, et en divisant la première somme par la seconde.
Aux dislances horizontales ainsi déterminées on applique, s'il y a lieu, les correctifs indiqués par l'expérience pour tenir compte des rampes.
I. — Construction directe du profil de distribution
259. Un artifice de construction, proposé par M. Ap))oloni (*), permet de constniii*e le profil de distribution sans passer par le profil transformé.
On réduit (250] les aires des profils en travers à une base b. On obtient ainsi [fig, 176) les ordonnées/,,/,,/,, . . ., /i, ... qui représentent
Fig. 175.
Sô -
Je
ces aires. On prend ensuite la ligne fondamentale, XX', du profil de distribution (J^g- 176) et l'on trace, comme dans la méthode ordinaire, les verticales indéfinies sur lesquelles doivent se trouver les sommets de ce profil. Ces verticales correspondent, les unes i, 2, 3, ... , aux profils en travers/,/,, ^, . . . , les autres a, 6, c, . . . , aux points de passage du remblai au déblai ou vice versa ('). On prend enfin sur XX', ou sur une parallèle à cette fondamentale, un segment de droite PO, égal au double de la nouvelle base b^ qu'on a choisie (252) pour la réduction des volumes en ordonnées du profil de distribution. A l'extrémité O de PO on élève la perpendiculaire YY',
(' ) F. AppoLO!fi, Metodo pratico prr eostruire il profila di distribuzione nel calcolo grafico dei movimenii di terra. Padora, avril 1884.
(') Le point de passage a, situé entre deux profils consécutifs, 4 et 5, esta l'intersection de la fondamentale et de la droite qui joint les extrémités des ordonnées/^, J^.
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L'epure étant .linsi préparée, on porte >ur TT', à partir du point 0, pris comme origine comranne, el en tenant compte des signes, de» longueurs égales aux segments /,, /,, f^, /t, . ■ ■ , qui représentent les proSI) on travers de rang impair. On Tait flj|urer à leur rang, dans cette Niite, non-seulement les profils en travers réels, mais aussi les profils Gctibct
Vig. .76.
dont on a soin de [lOi ter la gnidtiation à gauche de Y Y'. On pi-end eus"'" au compas les segments /^, /„ /„ . , ., représentant des pruGIs de r.nig pair et Ir n effectue sur YT' l'addition Hlgrbn(|ue de chacun d'eux av« le srgmcnt dn prufil impair pirct'-dcnt, puis avec le segment du pmfil inipi'
EMPRUNTS ET DÉPOTS EN ÉLARGISSEMENT
suivant. On obtient ainsi, à droite de YY', une seconde ponctuelle dont chaque point de division est à une distance du point égale à la somme des segments qui représentent deux aires transversales consécutives. On inscrit en regard de chacun de ces points le plus petit des deux indices particuliers aux deux segments qui le déterminent. C'est ainsi, par exemple, que le point obtenu par Taddition de/, et de /, porte l'indice 2. (Dans l'espèce, yj est nul comme/,.) La nouvelle ponctuelle
étant ainsi tracée, on la projette du centre P. On a ainsi un faisceau dont les rayons sont respectivement parallèles aux côtés de la ligne polygonale qui doit constituer le proQI de distribution. On construit ce profil en menant par le iK)int d'origine i, correspondant à la première section transversale, la parallèle 1 K à P i, jusqu'à la verticale de la deuxième section, puis, à partir du point K, la parallèle KL à P2, jusqu'à la verticale de la troisième section et ainsi de suite.
La Hgne polygonale ainsi tracée est bien le profil de distribution, car elle satisfait à la propriété fondamentale de ce profil, à savoir : que la différence entre deux ordonnées consécutives quelconques représente le volume de terre à mettre en mouvement dans la partie du tracé comprise entre les profils en travers auxquels ces ordonnées correspondent. En effet, si par le sommet L d'une ordonnée quelconque on mène LM parallèle à XX', on a, par la similitude des triangles, LMN, PO 3,
LM.03 = P0.MN — 2^»,.MN un
(i) LM. — =::\.MN.
Mais LM est la distance entre les profils 3 et 4) — est la demi-somme des
segments qui représentent les aires de ces profils, réduites à la base b. Le premier membre de (1) représente donc le volume compris entre les profils 3 et 4i réduit à la base b, et le segment MN, différence des ordonnées relatives à ces profils, représente le même volume réduit aux bases 6 et 3|. C'est ce qu'il fallait démontrer. *
IL — Emprunts et dépôts en élargissement.
260. On a supposé (257) que les chambres d'emprunt ou les lieux de dépôts étaient placés à une distance de Taxe trop grande pour être né-
gligée. Il arrive souvent, sur les lignes de chemins de fer exécutées d*abord pour une seule voie , que les emprunts et les dépôts sont faits en élai^ssement des tranchées et des remblais, de manière à constituer d*avance une partie de l'assiette de la seconde voie. On peut, dans ce cas, réduire à la hase b (250) les profils en travers ainsi élargis et représenter par une seule ordonnée/* Taire totale, comprenant le profil-type et l'élargissement. Mais, d'une part, cette disposition implique le choix préalable des lieux d'empinint ou de dépôt; elle exclut, par conséquent, la possibilité d'être guidé dans ce choix par l'examen du profil de distribution. D'autre part, les profils en travers de la ligne proprement dite sont souvent réduits à des types uniformes dont on effectue la quadrature au moyen de tableaux graphiques spéciaux, sans tenir compte des élargissements. Il peut donc arriver qu'on ait à faire intervenir sépnrcment, dans l'épure, des emprunts ou des do))ôts pour lesquels les transports suivant l'axe de la ligne sont seuls ii considérer. Considérons \^fi§» 177) une partie de profil de distribution, MQ, dans
Fi g. 177.
laquelle la compensation est exactement établie de M en N et de P en Q. On se i)ropose de comjienser le remblai NP, compris entre les fondament«iles partielles MN, PQ, au moyen d'un* emprunt par élargissement de tranchée, à pratiquer entre les points A et B. La ])erpendiculaire, élevée au point A sur MN rencontre l'horizontale PQ au point Ai. Considérons cette horizontale comme ligne fondamentale de l'emprunt, et traçons, à partir du point Aj, les ordonnées négatives, telles que 00', dont chacune représente le volume total de déblai à extraire de la chambre d'emprunt, depuis l'origine Ai jusqu'au profil en travers O. I^ ligne brisée AiB, qui joint les extrémités île ces ordonnées, se termine en B, sur la droite MN, car le volume du déblai AiB, comme celui du remblai NP, est représenté par la distance AAi entre les deux fondamentales. L'aire Ai BNP est la mesure du moment de transport de l'emprunt AB employé en NP (254). On opère sur cette aire comme sur toutes celles des chantiers complets de la voie proprement dite.
DISTINCTION DES DIVERS IIODKS DE TRANSPORT
Si Temprunt devait être fait à droite de NP, entre les points C et D, la mesure du moment de transport serait donnée par Taire NFCD^ .
On peut encore supposer que le remblai MP doit être fourni par deux chambres d'emprunt situées, l'une à gauche de NP, entre les points I et B, Tautre à droite, entre les points C et L. La somme If 1 + LL| des volumes des deux emprunts devant toujours être égale au volume A Ai , les points Ii, Li sont sur une même horizontale, dont le point K d'intersection avec le contour polygonal marque la séparation des remblais des deux provenances. On opère sur la troisième fondamentale I^Lj comme on Ta déjà fait sur les précédentes et les moments de transport des emprunts IB, CL, sont respectivement représentés par les aires IiBNK, KL|GP.
Les mêmes raisonnements s'appliquent évidemment aux dépôts (* ).
in. — Distinction des divers modes de transport.
261. On a raisonné, dans le Chapitre précédent, comme si toutes les parties du terrassement étaient transportées de la même manière, à l'exception des déblais déplacés transversalement à la pelle. Mais on est conduit, dans la pratique, à distinguer, selon les conditions locales et selon les distances, divers modes de transport pour chacun desquels une formule spéciale de payement est inscrite à la série des prix.
Le plus élémentaire des instruments de transport est la brouette; on l'applique aux petites distances. Pour les transports plus longs, on emploie ordinairement le tombereau, puis le wagonnet à traction de chevaux, puis le wagon à traction de locomotives (*).
Si nous désignons par d la distance que le véhicule doit parcourir, par PfPij Pif pjt respectivement, les prix de transport de l'unité de volume à l'unité de distance dans les cas de la brouette, du tombereau, du wagonnet et du wagon, par <?i, c^, c,, les éléments de prix destinés à rémunérer, dans les trois derniers cas, la partie des frais de transport par unité de volume qui est indépendante de la distance parcourue, nous aurons comme expres-
( ' ) Voir Stbobl, hc. cit., p. i6a et suiv.
C) L'adoption de ces derniers modes ne dépend pas seulement de la distance à parcourir, mais aussi du volume à transporter. Ils nécessitent, en effet, une première dépense de matériel et d'installation dont chaque unité cubique serait grevée dans Une trop grande mesure si le volume total était trop petit. Quelles que soient d'ailleurs les multiples raisons de convenance locale et d'opportunité qui détermi- Uent, dans chaque cas, le choix entre les divers modes de transport, les règlements de comptes sont faits comme si l'entrepreneur avait adopté réellement, pour chaque masse partielle, le mode qui parait être le plus économique, d'après les formules du marché.
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sion des prix de transporta la dislanœ d, dans les quatre systèmes considéra .
(r) Brouette V -. . pd
[a) Tumbereau P, --,/»,(/ -h c,
(3) Wiigonnet (chevaux) P, - :/jjrf -f- Ci
(4) Wagon (vapeur).., P, -^/ï,rf -i- c.
Ces reUtioos linéaires sont représentées \^fig, 178) par les <]iuUt Mb- t:8.
rr
/il
■-■ ff
droites OA, BC, DE, FG, dont la première passe par l'origioe.
L'application de chaque véhicule est dio<irii|ucinent limitée à la distince puur liiquelle la Tormulc ciirrcs|>uiidanie et celle du véhicule suivint conduisent à la même dé|)ense de transport par unitc de volume. On ' donc les distances limites su|>érieures de U brouette, du tombereau ettlu wagonnet en exprimant successivement l'égalité des seconds termes d« relations j ' et (a), j^) et 3 , 3 et ^4;- On a ainsi :
Pid + e,~-.ptd -t-c„ d'oi'i it^-
p,ii -t- Ct — /'j'I -h c,. d'où (/ =
DISTINCTION DES DIVERS HODES DE TRANSPORT
Ces dislances limites sont données respectivement, sur \'dj!g, 178, par les abscisses des points M, N, P, en chacun desquels la droite d'un véhicule rencontre celle du véhicule suivant. Les parties utiles des quatre droites se réduisent à la ligne polygonale OMNPG.
262. Le procédé graphique [)récédemuient exj)osé permet de tenir compte des divers prix de transport, dans la détermination de la ligne de compensation et dans le calcul du mouvement des terres Ou divise, à cet effet, chaque aire de chantier complet en deux ou plusieurs aires partielles, correspondant respectivement aux volumes que leurs distances font classer corouie transportables par des véhicules différents. La limite d*application des formules de la brouette et du tombereau étant donnée (^g. 178) par
Tabscisse OMi= — — 5 on mène l/ig. inn) sl travers chacune des aires
ea relief et en dépression la sécante horizontale dont la longueur interceptée RS =^ OM. La mesure du moment de transport à la brouette, dans le chantier LiTN, est alors donnée par Taire RTS comprise entre la droite RS et le sommet T du point de passage. Si la base UN du même chantier est inférieure ou tout au plus égale à la limite d'application du tombereau et du wagonnet,
c'est-à-dire {fig. ^7^) ^ l'abscisse ONj =^ -^ — » l'aire URSN donne la
mesure du moment de ti'ansport relatif au tombereau. Si, au contraire, UN est plus grand que 0N|, l'aire URSN doit être divisée en deux p;irties par une nouvelle sécante horizoutale RtS) =:^ ONi. Le cube total TF est alors divisé eu trois cubes partiels, TE, EE^, E| b\ transportés respeciivement à la brouette, au tombereau et au wagonnet.
263. Supposons que ces trois derniers modes de transport soient seuls à considérer. Désignons par Z b,. la somme des bases de chantiers complets en reliefs, mesurées sur la fondamentale du profil de distribution, dont les longueurs sont plus petites que OMi ou tout au plus égaies à OMi, distance iimite de la brouette; par Z6^ la somme des bases de chantiers complets en dépression répondant à la même condition; par ir^. et Z /^ les sommes de bases de chantiers complets, en reliefs et en dépressions, dont les longueurs sont comprises entre 0M| et 0N|, distance limite du tombereau; |iar Iwr til Wfi les sommes de bases dont les longueurs sont plus grandes cjue ONi. (Il est bien entendu que chacune de ces sommes comprend non- Seulement les bases du profil de distribution relatives à la ligne proprement Uite, mais aussi les bases des aires supplémentaires d'emprunts et de dépôts.) Soient, d'autre part, /,., O, w^ fvj les nombres de base de chantiers
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en relief ou en dépression qui entrent respectivement dans les sommes Z/„ lifi, IfPr, l(v,iy relatives aux véhicules dont les formules contiennent les constantes f], c,.
Si Ton d(f place la fondamentale, parallèlement à elle-même, d'une quantité infiniment petite dA, la variation de dé|)€nsey positive ou négative, qui en résultera, sera égale au produit de dh par
Le minimum de la dépense de transj.ort correspond à la position de la fondamentale par laquelle le déplacement infiniment petit d/t ne détermine aucune variation, c'est-a-dire à la position pour laquelle Texpression (i) est égale à zén).
On calcule aisément, à l'aide de mesures prises sur le profil même, les valeurs de cette expression correspondant à plusieurs fondamentales successives. On construit ensuite, [)ar un procédé analogue à celui du n® 255, la courbe d'erreur qui détermine la position de Ttiorizontale de compensation.
Si les emj)runts ou les dépôts doivent donner lieu à des frais supplémentaires spéciaux, on ajoute à l'expression (i), ou Ton en retranche, les termes ^, ^j, (|ui représentent respectivement le quantum de ces frais par unité de volume empruntée ou d('poséc. Le déplacement de la fondamentale d'une quantité d/i conduit en effet à augmenter ou h diminuer de dh [q -hqi; la dépense spéciale relative aux emprunts et aux dépôts.
CHAPITRE XII
PLANIMÉTBE POLAIBE (
GuLiiA?i5, Die graphische Siatik, Zurich, 1876, n" 26, 27. — Peaccellier, Note sur V emploi du planimètre polaire de M. Amsler^ dans le dessin de la fortification, {Mémorial de Vofficier du Génie, n" 22, Paris, 1874» P- i3/|-i37.) — Hirn, Théorie analytique élémentaire du planimètre jémsler, Paris, 1875. — Laisant, Note sur le planimètre polaire de M. y^mi/er, Bordeaux, 1876. — Wilhelm Tinter, i?/n Beitrag sur Leistungsfàhigkeit der in der Praxis kauptsàchlich verwendeten Planimeter. {Zeitschrift des cesterreichischen Ingénieur- und Architekten-Vereins, XXIX. Jahrgaug, 1877, p. 154-166, 175-192.)
I. — Théorie du planimètre polaire
263. Un disque D {fig» '79)? mince et plat, à bords arrondis,
Vxtf. 179.
(fit
*^onté sur le milieu d'un axe ou essieu métallique AA|, est assu-
(') Galilée, n'ayant pu déterminer géométriquement Taire de la cycloïde, eut re- "^^urs pour l'obtenir & l'expédient de la pesée. Cette première application de plani- ^^étrie mécanique, tombée pour longtemps en oubli, fut reprise, en 1714» par J.-J. ^ARiNOiii, qui la présenta comme sienne dans un volumineux Mémoire intitulé : De re ^^hnometrica veteri ac nova. Recensentur expérimenta per utramque habita, Accedunt ^^odi areas fundorum sine calculo investigandi, Opus posthumum; Yiennse Austriae, ^DCCLXXV. Les aires, découpées dans des plaques métalliques laminées, étaient
jelti à rouler sur un plan auquel Tessieu reste toujours parallèle. Si le mouvement a lieu dans la direction OM, perpendiculaire à
pesées à une balance qiu; Marimoxi appelait Ubra planimetrica. Mais le procédé n'eut pas une meilleure fortune sous cette nouTcUe dénomination, et ]a planimétrie mécanique prit une autre direction, {;r&ce au réseau à calculer d'HociErE. Cet instrument consiste en un châssis, aux montants duquel sont fixés deux couro de fils équidistants qui forment un quadrillé rectangulaire. L'intervalle entre deux fils consécutifs représentant à l'échelle Tunité linéaire, chaque compartiment élémentaire du réseau est un carré qui correspond à l'unité superficielle. Si l'on superpose le réseau ainsi construit à une figure plane quelconque, on voit immédiatement combien de carrés élémentaires sont compris, en tout ou en partie, dans les limites de cette figure, et l'on en déduit la mesure approximative de sa surface. 11 est difficile de préciser l'époque à laquelle cet instrument a été imaginé. On en trouve la première mention dans VOuwraç^ede.BÔBm : j4nleùung sur Messkunst auf dem FeUe, 1808. On a proposé, au même moment, une plaque rectangulaire transparente sur laquelle étaient marquées, parallèlement aux directions des bords, deux séries de droites dont Téquidistance, égale à Tunité linéaire de l'échelle adoptée, était le côté d'un compartiment élémentaire carré, qui représentait l'unité de surface. II faut rattacher à ceprin* cipe commun du réseau et de la plaque l'instrument beaucoup plus perfectionné qui valut, en 182^1, à son auteur Gaeta!(o Cairo, une médaille d'or de l'Institut lombard.
C'est vers la fin de la mémo année 182) que fut construit, sur un principe noovean, un appareil qui devait supplanter tous les précédents, parce qu'il pouvait satisfaire aux exigences les plus minutieuses. Nous voulons parler du planimètre de Tito GoKNELLA. Après avoir donné lieu au rapport très favorable d'une Commission spéciale, il fit le sujet d'un Mémoire publié sous ce titre : Teoria e descrizioof d'una macchina colla qualr si quadrano le superficie pieme {Planimetro Gonnella) dans Yyintologia, avril, mai et juin 1825, t. XVIII, Florence, imp. Pezzati. Cette date de 1825 assure la priorité à Gommella sur tous les inventeurs d'instruments analogues, et, en particulier, sur Erxst et Oppirofer, à qui l'on avait longtemps attribué l'idée première du planimètre. Les droits de Go?(Nf.lla ont été d'ailleurs amplement reconnus, non seulement en Italie, mais aussi en France. (Voir Rapport fait à la Commission française du jury international de l'Exposition universelle de Londres, sur Ifi instruments de Mathématique et de Physique, etc., par M. Mathieu. Paris, imprimerie impériale, i855. ) Toutefois, ainsi qu'il arrive souvent pour les inventions qui répondent à un besoin véritable, l'idée d'un appareil sommateur avait pris naissant» presque au même moment, sous diverses formes et en difierents pays. Eo 18391 CuRioi.is construisait un dynamomètre à compteur, dont la roulette portait sur un c<)ne fonctionnant à la manière d'une suite d'engrenages à variation continue. Cet appareil donnait la somme des produits des efl'orts élémentaires par les période ^^ temps durant lesquelles ces efforts étaient respectivement développés. [Bulletin ^^ la Société d'Encouragement^ 1829, p. 477*) Poxcelet arrivait au même résultat avec sa machine à intégrer; le compteur se mouvait sur un disque tournant qui n'était qu'un cas particulier du rôiie de Coriolis. L'illustre géomètre avait ainsi retrouvé, sans le savoir, la solution déjà donnée par Goxnella. Un peu plus tard, M. Lauh'^ qui avait déjà imaginé une balance arithmétique, proposait son arithmoplanintètrt bien connu. {Mémoire sur l'arithmoplanimètre, machine arithmétique et géométrique, etc., par Léoî< Lala?(xe. Paris, 1840.)
Il serait liors de propos d'ônumércr ici toute la suite des inventions plus récentes
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a position primitive de Taxe, le disque roule sans glissement, et a distance OM, parcourue en ligne droite, est égale au produit de a circonférence du disque par le nombre de tours qu'il effectue. 5i, au contraire, Taxe est déplacé suivant sa propre direction OP, e disque suit ce mouvement, mais il glisse sans rouler. Enfin, si .'on fait avancer Taxe parallèlement à lui-même, dans une direction oblique 00«, comprise entre les deux directions rectangulaires précédemment considérées, le disque roule et glisse simultanément et tout se passe comme s'il avait glissé de O en P et roulé de P en 0« . Le produit de la circonférence du disque par le nombre de tours effectués est donc égal à POi = /. L'aire A A| Ci C, décrite par Taxe, a, dès lors, pour expression
AAi.PO, = AAi,iTcpn z=z AAj.OOjSina,
p étant le rayon du disque, n le nombre entier ou fractionnaire de tours effectués pendant le déplacement de OOi.
264. Supposons maintenant que Taxe n'est plus assujetti à se déplacer parallèlement à lui-même et soient AA«, BB« (Jig' 180) deux de ses positions infiniment voisines. On peut admettre qu'il est passé de l'une à l'autre en se déplaçant d'abord parallèlement
iu même ordre. Noua ajouterons cependant que le planimhtre orthogonal de Go!i- *(ELU, et l 'S nombreux appareils qui se rattachent à ce type doivent être considérés domine supplantés désormais, au moins en ce qui touche les applications courantes, psir \e% pianimèlres polaires, dont la première disposition a été donnée par le profes- *«wr Jacob Amsler Laffo.x, de SchaiTouse. ( Ueber die mechanische Bestimmung des ^iàeheninhalles, etc., von Jarob Amsleb, Schaflausen, A. Beck und Sohn, i85G.) Cet
instrument, dont le général russe J. Strclbitsky a récemment fait une application ■^«narquable {Superficie d'Europe établie par J. Strelbitsky, Saint-Pétersbourg, imp. *''*<>nke et Fusnot, 1882), a été l'objet de nombreux perfectionnements, dont quelques- ^v^s ft<»nt dus à l'ifiTeutcur lui-même. Nous nous bornerons à signaler les deux '^^^UTeaux types qu'AMSLER a envoyés à l'exposition de Zurich. L'un est à disqutt \^<^heibenplanimeter)\ l'autre est disposé spécialement pour le calcul des figures *l*heriqin.8. Ces deux types, et un troisième plus récent, à calotte sphérique (Kugelf'^^*timeter\ ont été décrits par l'inventeur dans uneNote intitulée : Aeuere Planimeter' ^^"ttructione/t {Zeitsclirift/i'tr I/isrnime/itenkunde, i^hr^anQ 188^, Heft 1, p.ii-28.}
^<>ir, pour plus de détails bur l'histoire et la bibliographie des instruments plani- ^^triqiifs : lieilriige zur Geschichte der Planimeter ^ von D' A:<T0M0 Favaro. Wien, ^«•uckun-l Vcriag von R. V. Waldhcim, 1873.
à lui-même de la quantité rf/, pour occuper la position C, C|, et en: pivotant ensuite sur son point milieu O de la quantité angulair rf<p. Les secteurs OBC, OBjCi étant égaux, on voit que l'ain:! AAiBfB, effectivement décrite, est égale à l'aire AAiC|C dim^. nuée de la somme des aires des triangles mixtilignes ABC, Aj B, C^ Mais toutes les dimensions de ces triangles sont infiniment]^ tites, comme dl et rf<|/. Leurs aires sont donc des quantités infi*^^ ment petites d'un ordre supérieur au premier, c'est-à-dire ^ quantités négligeables par rapport à l'aire du parallélogranc::^ ^ AAjCi C, qui est le produit de dl par la quantité finie AAj. Do^^ l'aire du quadrangle AA,B|B est égale à AA| ,dL
De même, pour un déplacement fini, décomposable (yîg". lyg) en une première translation sans roulement, OP, en une seconde translation POi = /, accusée par le roulement du disque, et en une rotation <|/, durant laquelle le disque pivote sur l'un de ses points, sans rouler ni glisser, l'aire décrite AAjBfB est égale au produit de la longueur de la tige par la distance /= 2Tzpn.
Nous avons supposé jusqu'ici que le disque était lixé
exactement au milieu de l'axe. Si on le déplace Fig. i8i. (Jig- i8i) de la quantité c, vers l'extrémité B pour
; pB laquelle la rotation d^ s'effectue dans le sens po-
• A sitif et détermine une rotation positive du disque, ri on aura le chemin total dl parcouru par le disque en ajoutant à la distance comprise entre les parallèles AA|, CG| l'arc cd^ décrit par le disque pendant que l'axe passe de la position CC| à la position BB| . Ce chemin total, accusé par le nombre de tours que le disque aura effectués, étant supérieur de c di( (264) à la distance qui doit entrer comme facteur dans le calcul de l'aire A A| B| B, on a, comme expression de cette aire différentielle,
soit, pour un déplacement fini et en désignant par a la longueur de Taxe,
Si la rotation de Taxe, pour passer de CC| en BB< , avait lieu dans
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le sens négatif, ou si, la rotation de Taxe ayant lieu dans le sens positif, le disque élait fixé à la distance c du milieu, mais vers l'extrémité B^ le chemin cf^ devrait être ajouté et Ton aurait
Dans ces formules, / représente toujours le chemin total mesuré par la rotation du disque et ^ Fangle formé par les deux positions extrêmes de Taxe.
266. Nous avons admis jusqu'ici que Taxe AA| passait par le centre du disque. Mais cette condition n^est pas nécessaire et les résultats donnés par Finstrument ne seront pas modifiés si le disque est monté sur un autre axe, pourvu que les deux axes soient parallèles et invariablement liés l'un à l'autre.
Considérons, en effet, un disque D {^fig- 182) assujetti à se
Fig. 182.
mouvoir sur une circonférence de rayon OD = r, de telle sorte que la projection normale de l'axe AA| sur le plan de roulement passe toujours par le centre O.
Supposons qu'un second disque M, situé dans le même plan que D, soit monté sur un axe BB| rattaché à AA| par un châssis rigide. Si l'on fait pivoter le système autour du centre O d'une
quantité angulaire f , les disques D et M décrivent respectivement les chemins DD' et MM'. L'axe AA| étant constamment perpendiculaire à la direction du mouvement, le nombre de tours effectués par le disque D accusera le chemin effectivement décrit DD' = /*ç. L'axe BB| faisant constamment avec la direction du mouvement, c'est-à-dire avec la tangente MN, un angle a = OMD, on sait (263) que le nombre de tours effectués par le disque M n'accusera plus, dans ce cas, le chemin effectivement décrit MM', mais seulement le chemin MM' sin«. Or
donc
sina
MM'sina=rç» = DD';
d'où il suit que les disques D et M donneront exactement les mêmes indications.
Le raisonnement que nous avons fait dans le cas d'un déplacement circulaire s'étend aux cas de déplacement suivant des courbes quelconques, car on peut toujours considérer un arc de courbe infiniment petit comme un arc de cercle.
267. Le disque peut tourner dans les deux sens. Si l'axe AA|, après avoir décrit une aire, la décrit de nouveau d'un mouvement rétrograde, le disque effectue dans un certain sens, pendant ce second mouvement, autant de tours qu'il en avait effectué en sens opposé pendant le premier; en sorte que l'aire, ainsi parcourue deux fois, est sans influence sur le chemin accusé par la rotation du disque. Si l'axe parcourt une aire S, m fois dans un sens et n fois dans le sens opposé, le disque effectue m fois dans un sens et n fois dans l'autre le nombre de tours nécessaire pour décrire une seule fois l'aire considérée, et l'on a
Il est donc indispensable de connaître le sens dans lequel le disque tourne pendant que l'axe se déplace. La figure ne gardant aucune trace de ce déplacement, le sens de rotation du disque ne peut se déduire que du sens dans lequel le périmètre de l'aire est parcouru par les extrémités de l'axe. Cette indication sera d'ail-
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leurs suffisante si Ton tient compte des règles précédemment données (Chap. IV, § I") sur la relation à établir entre le signe d'une aire et le sens dans lequel son périmètre est parcouru. Soit, par exemple, ABCD (Jig. i83) l'élément superficiel que
décrit l'axe du disque quand il passe de la position AD à la position infiniment voisine BC. Cet élément peut être considéré comme égal à la différence des deux triangles OAB, ODC qui ont leur sommet commun O à l'intersection des deux positions considérées. On devra donc, pour établir une relation entre le signe de Taire et le sens dans lequel les arcs AB et DG sont parcourus, affecter à ces arcs des signes contraires, c'est-à-dire placer des flèches de sens opposés sur les chemins -fVB, DG, respectivement décrits par les extrémités A, D de l'axe. Il suffit alors de prolonger ces flèches sur les segments qui marquent les positions extrêmes de l'axe pour reconnaître que, conformément aux conventions sur les signes rappelées plus haut, le périmètre d'un élément superficiel positif ABGD est parcouru dans un certain sens et le périmètre d'un élément négatif OGD, dans le sens contraire.
La même relation se vérifie évidemment lorsque le point O est sur l'axe même {Jiff- i84). L'aire de la figure décrite est alors augmentée de l'élé- '^' '*
ment positif OAB et diminuée de l'élément négatif OGD.
La règle, établie par une aire infiniment petite, ne change pas lorsque, par suite d'un nouveau déplacement infiniment petit de l'axe, un nouvel élément superficiel vient s'ajouter au précédent.
D'où il suit que les aires finies, aussi bien que leurs éléments, doivent être considérées comme décrites dans le sens positif ou dans le sens négatif, c'est-à-dire comme positives ou négatives, selon que les flèches marquées sur leurs périmètres sont dirigées dans l'un ou l'autre sens.
Nous compléterons ces explications par quelques exemples
268. Dans le circuit entrelacé de X^ifig. i85, les deux aires p
Fig. i85.
tiellesy de signes contraires, délimitées par des contours de sens opposés, sont effectivement parcourues en sens opposés, ainsi qu^on le voit par les flèches indicatrices des directions suivant lesquelles le disque se déplace.
Dans la Jig, 1 86, les aires marquées -|- i et — i sont décrites
Fig. i86
en sens inverses et les aires marquées o sont décrites une fois dans chaque sens ; en sorte qu'elles sont sans influence sur la somme algébrique des chemins, accusée par la rotation tantôt positive, tantôt négative du disque. Cette somme est donc proportionnelle à la différence des aires -f- 1 et — i.
Les positions extrêmes de l'axe et les chemins parcourus d'un mouvement continu par ses extrémités forment une figure fermé' dont le circuit, s'il est entrelacé, peut toujours être décompo? en plusieurs circuits simples. Chacun de ces circuits simple décrit dans un seul et même sens, délimite une aire partie qui est affeclée, dans toute son étendue, d'un seul et même sig
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(80 ). On voit un exemple de cette décomposition dans h/iff- 187, qui reproduit exactement la fig. 186, avec cctle seule différence
Fijî. iH-;.
qu'on a détaché et arrondi les sommets d'angles formés par les entrecroisements du circuit.
269. Si, dans un circuit entrelacé, tel que celui de l^Jiff» 188,
Fig. 188.
on arrondit les sommets d'angles des nœuds, de façon à isoler les circuits simples partiels (Jig* 189), on vérifie que tout circuit
Fi(j. 189.
simple, décrit n fois, est entièrement compris dans un autre circuit simple décrit n — i fois (80). On voit aussi que les aires délimi-
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tées par des circuits simples de signes contraires sont complètement séparées. Dans les figures considérées, le chemin décrit par le disque est proportionnel à Taire exprimée par la formule
dans laquelle les notations (-+-1), ( — 1)7 •• • désignent chacune des aires partielles, affectée de son signe.
270. On peut, d'après ce qui précède, déterminer immédiatement le coefficient ±n d'un circuit simple, c'est-à-dire reconnaître le nombre de fois que ce circuit est décrit dans l'un ou l'autre sens. Il suffit (86) de mener, à partir d'un point pris à l'intérieur du circuit partiel considéré, un segment de droite dont la seconde extrémité soit à Textérieur de la figure complète sur laquelle on opère et de compter, en observant la direction des flèches, le nombre des intersections positives et négatives (84) du segment et du circuit total de la figure.
Dans la yiff. 189, par exemple, le segment, issu d'un point de l'aire marquée -h 3 et dirigé vers la droite, donne lieu à quatre intersections positives et à une intersection négative; d'où il suit que le circuit partiel à l'intérieur duquel le segment a son origine doit être affecté du coefficient -4-4 — i =4-3. On arriverait au même résultat en prolongeant le segment à gauche de la figure et en vérifiant qu'il donne lieu de ce côté à trois intersections positives.
Il est à peine utile d'ajouter que l'aire partielle circonscrite par chaquecontoursimpic intervient avec son coefficient propre dans la somme algébrique d'aires qui donne la superficie totale de la figure.
'* '* 271. Lorsqu'on ramène l'axe du
planinièlre à sa position initiale^ chacune de ses extrémités a décrit une courbe fermée et l'on peut indifféremment considérer les deux courbes comme des figures distinctes ou comme les éléments partiels d'une même figure complète. Dans Idijlg, 190, par exemple, on peut dire à volonté que le chemin accuse par le rou-
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lement du disque est proportionnel à la diflerence des aires (4-1) et ( — i) ou à la différence des aires circonscrites respectivement par la courbe en forme de cœur et par le cercle.
U. — Application du planimètre à la mesure des aires.
272. Dans le planimètre pratique, tel qu^Amsler l'a disposé, l'axe BA = a {fig» 191) est muni à son extrémité A d'une pointe
Fig. 191.
traçante que l'on assujettit à décrire le périmètre des figures. L'extrémité B est assemblée à charnière avec une tige OB =: r, mobile autour du point O qu'une seconde pointe permet de fixer sur le plan dans une position quelconque. Le disque est monté sur le prolongement de la tige AB, à la distance c du milieu de AB. II transmet ses mouvements à un compteur sur lequel on peut lire à chaque instant la différence, positive ou négative, entre le nombre de rotations effectuées dans chacun des deux sens. Le point O étant fixe, l'extrémité B de l'axe se déplacera sur une circonférence de rayon /• pendant que l'extrémité A décrira le périmètre de l'aire à calculer et la différence des aires (-hi) et ( — i) sera (26S)
Fig. 192.
car c est ici négatif.
Si, après avoir fait parcourir à l'extrémité A le contour entier de l'aire F à mesurer {fig> 192), on ramène les extrémités A et B à leurs positions primitives, elles auront décrit respectivement des
contours fermés dont l'un, celui du point B, a pour coefficient o, puisque B a parcouru deux fois et en sens opposés un arc circulaire de rayon r. L'angle <//, décrit par l'axe, est d'ailleurs luimême égal à zéro ; d'où il suit que l'aire décrite par la pointe A est égale à al.
Le planimètrc est, sous cette forme, un instrument propre à réduire les aires à une base constante a,
273. Nous avons supposé que le centre fixe O restait extérieur à la figure F. S'il était intérieur {Jig, 190), on aurait (|/ = 2 7r. Par suite, A désignant toujours l'aire totale dont l'extrémité A décrit
le contour, Taire décrite par l'axe serait
Fig. 193.
d'où
A rrr «/ -f- TT ( r* -f- 7.ac),
Supposons l'axe AB dans une position telle que la droite OC, passant par le centre fixe O et par le centre du disque, soit perpendiculaire à AB ( fig. 1 9^).
Si nous désignons alors la distance OA par r,, nous aurons
el
d'où donc
r\ = AC* -f OC*
OC* = ou' — BC';
A = ni ->r Trr?.
Si l'on décrivait avec la pointe A un cercle de rayon r<, il est évident que le disque ne tournerait pas. On aurait, dans ce cas,
/= o el A = 71/ ^.
274. Le planimclre polaire permet d'atteindre, dans la mesure des aires planes, une approximation qui excède presque toujours celle dont on a besoin dans la pratique. Un opérateur habile à manier cet instrument dépasse, dans la détermination des aires à contours irréguliers, le degré d'exactitude auquel conduisent la
APPLICATION DU PLANIMÉTRE A LA MESURE DBS AIRES
plupart des formules proposées jusqu^ici pour la quadrature des surfaces ( * ).
273. On peut, par une seule opération du planimètre, ajouter entre elles deux ou plusieurs aires. S'il s^agit, par exemple, d'avoir la somme des aires S et S' {fig- ^94)? on réunit par une ligne auxiliaire MN deux points quelconques de leurs contours^.et Ton suit le parcours MOPMNQRNM. Les rotations du disque relatives
aux chemins opposés MN, NM s'annulent et l'indication finale sur le compteur correspond à S 4- S'. .
Si Ton décrit le périmètre de S' en sens opposé, c'est-à-dire
(') M. le général Peaccellier {loc. cit.) avait donné les résultats comparatifs su iyants pour 7 do cercle do o'^io do rayon, divisé en dix segments par des ordonnées
parallèles :
Aires. Erreurs.
Méthode des cordes 77,<Jii 0,929
Méthode de Thomas Simpson . 78,173 0,867
Méthode des tangentes 78,809 0,269
Méthode du général Poncelot 78,i{o3 o, 187
Méthode du général Parmentler 78,763 0,228
Indication moyenne du planimètre 78,655 o, ii5
Mesure exacte 78,640
M. le général Parmejitier {Nouvelle Correspondance mathématique, t. V, Bruxelles, i^79f P* 1^7) A montré que deux des résultats précédents devaient être ain&i rétablis :
Aires. Erreurs.
Méthode Poncelct 78,221 0,819
Méthode Parmentier 78,680 o,o/|0
III. — Applications diverses
276. On peut supposer que, dans Tune quelconque des formules connues de quadrature, dans celle de M. le général Parmentier par exemple (235), les ordonnées ho, /i^, . . . , au lieu de figurer des longueurs, représentent les aires de sections faites dans un solide irrégulier quelconque par des plans parallèles équidistants assez rapprochés. La formule donne alors le volume du solide compris entre les sections extrêmes et deux opérations du planimètre sufQsent pour déterminer, d'une part SA/, d'autre part
Ao-i- A«+i — A| — An-
L'application de ce procédé de cubature est surtout avantageuse lorsque le solide à mesurer est représenté sur un plan coté par des courbes de niveau équidistantes.
L'expression
peut être considérée comme représentant deux fois la somme des aires des triangles qui ont respectivement Xi, X2, . .., Xn pour bases et^i , j^a? • • • ? ^/i pour hauteurs.
Prenons sur c^ux axes rectangulaires, en tenant compte des signes, d'une part, OX| = j:i, 0X3 = 0:2, ..., d'autre part, OY| =j^o OY2 = X2? •••? complétons les triangles OX|Y,, 0X2 Y2, ...5 et décrivons, avec la pointe A du planimètre, le circuit OY|X4 0Y2 ... Y,,X;|0. L'aire accusée par l'instrument
sera égale à - •
278. Soient respectivement x^ et j'^, X2 et ^2? • • ., X;, et y'n les coordonnées des n sommets d'un polygone plan, rapporté à deux axes rectangulaires. L'aire de ce polygone est
En appliquant à celte somme le procédé du numéro précédent, on obtiendra, par le planimètre, l'aire du polygone proposé, sans avoir à le construire.
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I. — Préliminaires et définitions
279. Si Ton porte en abscisses et en ordonnées, relativement à deux axes que nous supposons rectangulaires, des séries de grandeurs linéaires respectivement proportionnelles aux couples de valeurs correspondantes de j: et de ^ dans la fonction j z=:f[x]^ on obtient une courbe plane c qui est la représentation graphique de la fonction proposée (96).
L'intégrale X\= \f[^] dx de cette fonction est une nouvelle relation
entre deux variables, qu'on peut représenter, en adoptant les mêmes échelles de coordonnées, par une seconde courbe c^ rapportée aux mêmes axes.
Le problème de l'intégration graphique consiste à construire la courbe intégrale c^ quand on connaît la courbe primitive c.
La courbe intégrale obtenue par une première construction peut d'ailleurs être prise à son tour comme courbe primitive d*une intégration graphique donnant pour résultat une nouvelle courbe c^, intégrale seconde de c; et ainsi de suite.
280. L'intégrale définie I f[x)dx j>eut toujours être considérée comme exprimant l'aire du trapèze mixtiligne délimité par l'axe des ab-
(') Voir J. Massac, Mémoire sur l'intégration graphique et ses applications j déve' ioppement des thèses présentées au concours universitaire de 1873-187.'!. Extrait des Annales de l'Association des Ingénieurs sortis des écoles spéciales de Gand, Livres 1 et II, Bruxelles, 1878, et Livre 111, Liège, 1884. — Charles Saviotti, Note sur les méthodes graphiques d'intégration, dans la Bévue universelle des Mines, etc., t. XIII, 3* bcri'i, i883, p. 4^^* ^^^ première publication do cette Note a été faite dans le Giornale del Genio civile, X.X* année, u** 3, Rome, mars 1882, p. 172-193.
363 CALCUL GRAPHIQUE. — APPENDICE DU TRADUCTEUR AU CHAPITRE Vil.
scisses, par les ordonnées aux distances .ro, -^i de Porigine et par la courbe dont l'ordonnée, correspondant à l*abscisse variable x, est égale k/[x]. En d'autres termes, Taire engendrée par les ordonnées de la courbe primitive c est donnée par la courbe intégrale première e,. On donne à cette aire le nom de diagramme,
\! ordonnée moyenne du diagramme est la hauteur du rectangle équivalent qui a la même base Xx — -fo»
On nomme élément du diagramme tout trapèze partiel compris entre la courbe r, Taxe des abscisses et deux ord(mnées assez rapprochées pour que l'arc de courbe qu'elles interceptent puisse être considéré comme se confondant sensiblement avec sa corde.
On peut dès lors, sans erreur sensible, prendre comme ordonnée moyenne d'un élément la moyenne de ses ordonnées extrêmes.
\J intégrale graphique iïuii diagramme ^indépendamment de la constante arbitraire) est la mesure de ce diagramme, rapportée à une base de réduction donnée b (87).
La différentielle graphique d'un diagramme est la mesure d'un élément, rapportée à la base h.
L'intégrale graphique d'un diagramme est égale à la somme de ses différentielles graphiques.
U. — Ponctuelle intégrale.
281. Soit OABC [fig. 195) un diagramme divisé en éléments à bases très petites, A.r, par les ordonnées menées aux points i, 2, 3, . . . de l'axe des abscisses. Projetons l'une de ces bases, 34, d'un point P situé à la distance b de OX et, par un point 4', pris arbitrairement sur la parallèle 4V à OX, passant par l'extrémité de Y ordonnée moyenne de l'élément considéré, menons aux rayons projetants P3, P4 les parallèles 4' G, 4' H qui détachent sur Taxe des x un petit segment GH =- Az. On a, par les triangles semblables P34, 4 GH,
j. Ax = 6. A3,
A3 étant, d'après une précédente définition, la différentielle graphique du diagramme, rapportée à la base b.
On a, par suite,
ly A.vz= b .Hz.
On obtient 2 A3, intégrale graphique approchée du diagramme, par une construction analogue à celle du n" 23. On projette du centre P la ponctuelle i 23 ... C; on projette parallèlement à OX, sur l'axe OY ou
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sur une parallèle à cet axe, les eitrémilés i, 2, 3, ... des ordonnées ■Doyennes des éUnieait et l'on conslruil le polygone de multiplication QM, relatif au (bisceau P. Les couples de cdtés coniécutirs de ce polyjjone inierceptent sur OX la suite ininterrompue des dirférentielles graphiques du diagramme. Les cdtés extrêmes QN, 6M détacheot conséquemmenl, sur
fiz. 195-
rase des abscisses, un segment HK = Z iî qui est l'iniégrale graphique du diagramme, rapportée ù la base ù.
Ces côtés extrêmes se coupent en «n point K dont la disunce EK à l'axe des abscisses représente l'ordonnée moyenne j-„ du diagramme. On a, en eflet, par les Irianjjles semblables HK.N, OPC :
EK.OC = i.M», d'où
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m. -:- Polygone inscrit à la conrbe intégrale.
282. La c onstruclion précédente a donné la fonction intégrale sous la forme d'une ponctuelle MN. On peut aussi l'obtenir sous la forme d*un nouveau diagramme, par un mode de construction déjà indiqué et appliqué (94 et 250 à -257).
On projette sur l'axe des y^ parallèlement à celui des x, les extrémités des ordonnées moyennes des éléments. On projette ensuite la ponctuelle ainsi obtenue du centre Pj, situé sur Taxe des x, à la distance b de Taxe des y. On trace enQn, entre les couples d'ordonnées consécutives des éléments, la ligne polygonale OR, relative au faisceau P^. Une ordonnée quelconque de cette ligne est la mesure, rapportée à la base hy c'est-à-dire l'intégrale graphique, de la partie du diagramme donné comprise entre l'origine et l'ordonnée que Ton considère. En particulier, la dernière ordonnée CR est l'intégrale du diagramme OABC.
Si Ton considère, en e0et, d'une part l'un quelconque, Pi04y des triangles formés par les deux axes et par un rayon du faisceau P|, d'autre part le triangle, semblable au précédent, formé par le côté de OR parallèle à Pi49 par Tordonnée 4 ^^ P^r l^* parallèle à OX menée à l'extrémité de l'ordonnée 3 de OR, on a, en désignant par^^. l'ordonnée moyenne de l'élément dont ce dernier tiiangle fiiit partie,
( I ) J, Ax =: ^ A3,
La différence Az entre les ordonnées extrêmes de l'élément considéré est donc la mesure de cet élément rapportce à la base h^ c'est-à-dire (280) la différentielle du diagramme donné, et l'intégrale de ce diagramme est
ZAz=iCR.
La ligne OR, lieu des extrémités des ordonnées intrgrales, et l'aire ORC, lieu de ces ordonnées, sont res| eclivement la ligne intégrale et le diagramme intégral du diagramme OABC.
L'ordonnée moyenne ^>„t du diagramme primitif est limitée à la parallèle à Taxe des x qui passe par le point d'intersection de Taxe des y et du rayon de Pf parallèle à la droite OR. On a, en effet, par les triangles semblables,
OF.OCrrr^.CR,
d'où
Cette construction et celle du n^ 281 doivent nécessairement conduireau même résultat quand on adopte la même base h. On vérifie, en effet, que les segments Pi M etCR sont égaux, et, plus généralement, que la ponctuelle
POLYGONE CIRCONSCRIT A LA COURBB INTEGRALE. 3;!
dëterminée sur OX par les côtés de la ligne polygonale QM est égale à la ponctuelle déterminée parla projection sur CR des ordonnées du diagramme intégrai.
On déduira donc la ligne OR de la ponctuelle intégrale NM, fournie par la construction du n" 281, en portant sur les ordonnées o, i, a, 3, . . . , C les intégrales partielles correspondantes représentées par les segments compris entre l'origine commune N et les points de division successifs de la ponctuelle NM.
IV. — Intégrations snccessiYes
283. La fonction intégrale obtenue sous la forme d*une ponctuelle NM (281) ou d'une ligne polygonale OR (282) conduit, par Tune ou l'autre métliode, à la détermination de l'intégrale seconde de AB.
Dans le cas du n® 281, par exemple, on fait pivoter la ponctuelle NM sur le point N, jusqu'à la direction parallèle à CR; on projette ensuite les points milieux de ses segments au moyen de rayons parallèles à OX, qu'on relie par un polygone de multiplication relatif au faisceau P. Les côtés do ce polygone déterminent sur OX une nouvelle suite de différentielles dont la somme, comprise entre le premier et le dernier côté du polygone, est l'intégrale seconde cherchée. On procède de même pour l'intégrale troisième, et ainsi de suite.
Y. — Ponctnelles et lignes dérivées.
284. Une opération inverse permet de dériver de la ligne intégrale OR le diagramme primitif limité par AB. On projette h cet effet la ponctuelle 1 23 ... G du pôle P et l'on mène, par les point^ de division do la ponctuelle intégrale PiM, des droites parallèles aux rayons correspondants du faisceau P. Les sommets de la ligne polygonale QM, formée par ces droites, appartiennent aux parallèles à OX qui déterminent respectivement les ordonnées moyennes des éléments du diagramme primitif.
La méthode du n^ 282 donne lieu à une inversion analogue. On projette du point Pi sur OT, au moyen de rayons parallèles aux côtés élémentaires de OR, la ponctuelle 1 23 . . . , dont les points de division sont sur les parallèles à OX qui coupent respectivement les ordonnées moyennes correspondantes en des points de la ligne AB, dérivée de OR.
VL — Polygone circonscrit à la courbe intégrale. 285. La relation ( i ) du n<* 282, mise sous la forme
Ax" ù '
,CCt6«»
. CBC»^'
àoni
coe*
.Î6cie^
\x^.ii''"'
taoT
iOO»"
élé»»"
oscii"
INTÉGRATION DES LIGNES DROITES ET BRISEES. S
extrêmes OS, AoAn A', A'^, ... de ces éléments^ on obtient, non plus la ligne polygonale inscrite OBCDE . . . , relative au faisceau P(MM' M^ . . . ], mais la ligne polygonale circonscrite OFGHK . . . , relative au faisceau P(SAA' . . . ). On arrête la première tangente OF, parallèle au rayon PS, à son point F d'intersection avec l'ordonnée moyenne du premier tra|)èso élémentaire; par le point F on mène FG, parallèle au rayon PA; par lo point G, GH parallèle au rayon PA% et ainsi de suite. Les droites FG, GH, . . . sont les tangentes à la courbe intégrale aux points B, G, ....
On vérifiera, en effet (287), que les tangentes en B et G se coupent exactement sur l'ordonnée M', M\ lorsque le segment primitif Ai A', est roctiligne, et cette condition est approximativement remplie lorsque A^ A', est un arc de courbe assez petit pour qu'on puisse, sans erreur sensible, le confondre avec sa corde.
On peut donc obtenir, comme ligne intégrale approximative d*un diagramme donné, soit un polygone de cordes, soit un polygone do tangentes, et ces deux polygones ne diffèrent pas sensiblement de la courbe intégrale exacte quand on a soin de diviser le diagramme en trapèzes élémentaires assez petits.
VII. — Intégration des lignes droites et brisées
286. La Ugne intégrale d'une droite parallèle à l'axe des abscisses est une droite inclim'e sur cet axe.
En effet, la ligne primitive donne sur OT un seul point A de projection, auquel correspond un rayon unique PA du faisceau P, et, par suite, une direction unique, commune à toutes les cordes et à toutes les tangentes de la ligne intégrale. Cette ligne est donc une parallèle au rayon PA. Il suffira, pour la construire, de connaître un de ses points et ce point sera lui-même déterminé par la valeur de la constante arbitraire.
287. La ligne intégrale d'une droite inclinée sur les axes est une para-bole du second ordre.
Soit ST {^g, 196) la droite donnée et soient OAo, AqA',^, ... les hauteurs, supposées égales, des trapèzes élémentaires du diagramme OST. Les ordonnées moyennes de ces trapèzes, projetées sur OY, déterminent le faisceau P (MM' M"...) et la ligne polygonale OBCDE..., inscrite à la courbe intégrale. Les ordonnées extrêmes des trapèzes se projettent aux points A, A', A'\ . . . , qui divisent en deux parties égales les segments égaux de la ponctuelle j^(MM'M*'. . .). Étendons successivement aux trapèzes qui ont pour hauteurs OAo,OA',, OA",, OA^, ... et pour ordonnées moyennes
correspondantes MoM,, AqAi, M', M',, A', A',, . . ., la construction appliquée aux trapèzes élémentaires. Nous obtiendrons ainsi, comme éléments correspondants aux rayons PM, PA, PM', PA', ... du faisceau P, les cordes OB, OC, OD, OE, .... inscrites à la courbe intégrale (â82). Les faisceaux 0(BCDE ... 1 et P(MAM'A' ... \ formés de rayons parallèles deux à deux, sont ^aux ; mais le faisceau P ( M A M' A' . . ) est perspectif an faisceau 00 (MAM'A' . . .), lequel est perspectif au faisceau oo (MoAo^', A', . . . ) et, par conséquent, projectifau faisceau oo ( A^A', A' . . . '. Donc ce dernier faisceau et le faisceau 0(BCD . . .) sont projectifs (G. 4-7) et engendrent une courbe du second ordre (G. 62). Ils n*ont dVdIeurs d*autre rayon uni que Taxe OY qui joint leurs centres. La courbe engendrée est donc une parabole (G. 97) dont les diamètres sont parallèles à OY (G. 125).
La tangente au sommet est perpendiculaire au même axe, c'est-à-dire parallèle au rayon PO correspondant à l'ordonnée du point d'intersection T de Taxe des x et de la droite donnée. Cette ordonnée est donc Taxe de la courbe.
Dans le cas qui nous occupe, les sommets F, G, ... de la ligne polygo nale circonscrite se coupent exactement sur les ordonnées moyennes Mq, M'q, . . . , qui sont les diamètres delà parabole intégrale relatifs aux cordes OB, BC, ... (G. 121).
288. Une construction inverse (284-) donne la droite ST, dérivée d'une parabole proposée, dont il suffit de connaître trois points quelconques B, C, D. Ces points déterminent, en effet, les cordes BC, CD, par suite les rayons PM', PM", parallèles à ces cordes, et les ordonnées 'm'>yennes M'^^M', , M^M' des segments Ai A',, A'^A' de la droite cherchée, dont on a ainsi deux points, M'^, M*.
On obtient par cette construction autant de points qu'on veut d'un segment parabolique dont trois points sont donnes; car il suffit d'intégrer la droite dérivée déterminée par ces trois points pour construire tous les autres.
Lit droite dérivée permet de résoudre avec la même facilité les problèmes suivants (*) :
Construire la tangente en un point donné de la parabole.
Construire un point de la parabole^ connaissant la direction de la tangente.
Construire une parabole du second ordre connaissant deux points et Ift tangente en un de ces points.
(') Massai-, loc. cit.. Livre II, n*" 89-91.
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289. Lorsque le diagramme à intégrer se compose d*iine suite de rectangles jiixtiposés, la ligne primitive est formée de segments rectilignes alternativement parallèles à l'axe des x et à Taxe des x» Les segments parallèles à OX ont pour intégrales des segments inclinés compris entre les mêmes ordonnées (286). Chacun de ces segments intégraux a d'ailleurs son origine à l'extrémité de celui qui précède, car chacun des segments primitifs parallèles à OY ayant tous ses points sur une même ordonnée, son intégrale se réduit à un point. La ligne intégrale est donc un polygone rectiligne dont les sommets sont sur les mêmes ordonnées que les segments primitifs parallèles à Taxe des j.
Dans ce cas particulier, les ordonnées extrêmes et moyennes des segments primitifs déterminent^ par leur projection sur Taxe des Xf ^Q^ seule et même ponctuelle qui, projetée d'un même centre P, fournit, par la méthode des cordes (282) et par celle des tangentes (285 ), un seul et même polygone intégral.
290. Prenons comme ligne primitive le polygone rectiligne fourni par la précédente intégration. Chacun de ses côtés a pour intégrale un arc de parabole du second ordre, compris entre les mêines ordonnées (287). La corde de cet arc est une parallèle au rayon du faisceau P déterminé par l'ordonnée moyenne du segment primitif correspDndant. La division du diagramme partiel, limité à ce segment, en un certain nombre de trapèz3S élémentaires, donnerait lieu à un nombre égal d'ordonnées moyennes et permettrait de substituer à la corde totale de l'arc pirabjliqiie intégral un polygone de cordes plus ))etites dont les sommets seraient autant de j)oints de l'arc à déterminer.
Si Ton projetait sur OY, non plus les milieux des segments primitifs, mais leurs extrémités, on obtiendrait (285) les couples de tangentes aux extrémités des arcs intégraux. La projecti.m du jmint commun à deux segments consécutifs de la ligne primitive ne déterminant qu'un seul rayon du faisceau projetant et, pir suite, qu'une seule dire "tion de tangente, on voit que deux arcs paraboliques consécutifs de la ligne intégrale ont, en leur point commun, une tangente commune. Ces arcs se trouvent donc raccordés suivant une courbe continue, comprise entre le polygone des cordes et le polygones des tangentes.
Vin. — Intégration exacte de courbes paraboliques. Ordonnée moyenne.
Abscisse moyenne.
291. L'ordonnée du point milieu d'un segment de droite est exactement l'ordonnée moyenne de ce segment et, en même temps, l'ordonnée
sur laquelle se coupent les tangentes aux extrémités du segment correspondant de la ligne intégrale (287). C'est pourquoi les intégrations prëcédentesy i>ortant sur des lignes primitives exclusivement composées d'éléments i*ecti]ignes, ont donné exactement les cordes et les tangentes constituant les lignes polygonales inscrites et circonscrites aux lignes intégrales. Il n*en est plus de même lorsque la ligne primitive est une courbe et, dans la méthode que nous avons d'abord exposée, la décomposition du diagramme primitif en trapèzes élémentaires, dont les hauteurs sont des quantités jietites mais finies, ne |)ermet de déterminer que par approximation les côtés du polygone de cordes et les sommets du polygone de tangentes. L'approximation est presque toujours suffisante dans la pratique, et d'ailleurs le caractère essentiel de la méthode graphique est de ne comporter que des résultats approchés. On peut ce|)endant se proposer de substituer, dans certains cas, l'exactitude théorique a l'approximation. Il suffit pour cela de pouvoir déterminer exactement les ordonnées moyennes des arcs de la courbe primitive et les ordonnées qui correspondent aux abscisses moyennes des mêmes arcs. Les premières donnent, en efiet, les coefficients angulaires des côtés du polygone inscrit, les secondes fixent les sommets du polygone circonscrit. Nous donnerons d e cette double recherche des exemples appliqués aux courbes dont l'usage est le plus fréquent dans les opérations de quadrature, c'est-à-dire aux paraboles du second et du troisième ordre prises comme courbes primitives.
292. Considérons [Jfg. 196] un arc parabolique du second ordre déterminé par ses points extrêmes C, E, et par un point intermédiaire D dont l'ordonnée AçDrr:^, est à égale distance // des ordonnées extrêmes Aq C =-- jo et A^E ^^ j,. L'ordonnée moyenne x^ doit satisfaire a la relation
(1) 2///,„=:aireAoCDEA'o=/i(jo-t-^,)-f-aireCDE.
Mais les tangentes aux points C et E se coupent en un point L de l'ordonnée intermédiaire (G. 121) et l'on a, d'une part (G. 138), LD = DN, d'autre part (G. 255;,
aircCDE - - \ aire CLE ~^/t. DN.
Substituant cette valeur dans ( i ] et réduisant, il vient
.VoH-r, , 2 DN
L'ordonnée moyenne de l'arc parabolique CDE est donc égale à l'or-
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donnée intermédiaire diininuée du tiers du segment de cette ordonnée compris entre son extrémité et la corde de l'arc proposé.
293. Si l'arc parabolique est donné par ses points extrêmes C, E et par la tangente en un de ces points, cette tangente détermine, sur l'ordonnée intermédiaire, le point L, tel tjue LN — 2DN, et l'on obtient l'ordonnée moyenne en retranchant | LN de A^ L.
Ayant ainsi déterminé les ordonnées moyennes d'une suite d'arcs consécutifs de la parabole primitive du second ordre, on en déduit un polygone inscrit ït la parabole du troisième ordre qui est la courbe intc^jrale de la proposée.
c parabollrjue du tniisiême ordre étant donné par ses points extrêmes A, D {j!g- 197 ] et par deux points intermédia'
2!.^. Un
), C, tels
les ordonnées /g, j,, j-^ Ji soient équJdisL-inles, on exprime que les coordonnées des quatre points satisfont à l'équatiim j- ~ a ^ b.e -h ci:' ■+- rf.c' de k courbe et que, d'auti-e paii, l'ordouDre moyenne ^„ sulisraiti la relation ^„^ / j- <di'. On 1) ainsi cinq équations qui permettent d'éliminer les coefficients a, b, c, d et dobtcnîr
. _J.^3j-,-t,V,-^,._OF-.-30F._„„ , 3„
On a donc l'exti'émité 1 de l'ordonnée moyenne en prenant le quart El ■lu segment EP de l'ordonnée intermédiaire compris entre les coi-des AD,
295> Lorsque l'arc parabolique du troisième ordre est donné par ses
deux points extrêmes A, D et par les tangentes AM, DN en ces points, deux des cinq équations précédentes, exprimmt que les points B et C appartiennent à la courbe, sont remplacées par deux autres, exprimant que les dérivées de la courbe aux points A, D satisfont <i la relation
1 '= ^ -h 2rx -4- 3 dx*.
On est alors conduit, par l'élimination des coefficients, k la relation
dans laquelle y^ > j's sont respectivement des dérivées de^©* J'i* ^' étant la moitié de la distance A'D' prise négativement de en A' et (>ositivement deO enD'.
L'ordonnée de la tangente AM, à la distance A'H' = - de^-^,, est
H'H=ro i-ô/o-
Pareillement, l'ordonnée de DN, a la distance D' C'=: - de^,, est
Par suite.
L'extrémité I de l'ordonnée moyenne est donc à Tintersection de HK. et de l'ordonnée intermédiaire OM.
On peut encore remarquer que
I FM -4- FN
On obtiendra donc le point I en ajoutant à l'ordonnée mf>yenne
la corde AD un tiers de la distance corn :>rise entre cetle corde et le r
R du segment intercepté sur OF par les tangentes à la coarbe aux extrêmes A et D.
Lorsque Tare AD apj)artient à une parabole du second ordre, le M, N coïncident et l'on est ramené au cas du n° 293.
INTÉGRATION EXACTE DE COURBES PARABOLIQUES, ETC
points qu'on veut d'un arc de parabole du troisième ordre dont on connaît deux points AjBi [fig* '9^) c^ l^s Lingentes en ces points. On trace, à cet effet, les rayons PAj, PBj, PC, du faisceau P, respectivement parallèles aux deux tangentes et à la corde AiB]. Ces rayons déterminent les ordonnées extrêmes AqA, BqB, et l'ordonnée moyenne CoC de l'arc AB, dérivée de A,Bi. On prolonge CoC de la quantité CT = aDC. On a ainsi (293) le point T d'intersection des tangentes en A et en B et, par suite, ces t«mgentcs
Fig. 198.
elles-mêmes. L'arc parabolique du second ordre AB étant dés lors déterminé, on peut construire (288) autant de points qu'on voudra de cet arc et, par voie d'intégration, autant de points qu'on voudra de l'arc A,B,.
297. On nomme abscisse moyenne d'un arc de courbe AB [fig. 198 on du diagramme superficiel compris entre cet arc, les abscisses à ses extrémités et l'axe des/, la hauteur D,E du rectangle équivalent de même base A2B,.
Le point d'interset^tion des tangentes aux extrémités d'un arc de la courbe
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intégrale a pour abscisse l'abscisse moyenne de l*arc correspondant de la combe primittpe,
I^s tangentes TiA|, TfBi aux extrémités de Tare AiBi, intégrale de Tare primitif AB, constituent elles-mêmes la ligne intégrale de la ligne brisée AMNB (289). I.a corde Ai Oi, commune aux deux intégrales, correspond à un seul et même rayon PC, du faisceau P, par suite à une seule et même ordonnée moyenne CoC, commune aux deux diagrammes primitifs AoARBBo, AqAMNBBo. Ces diagrammes étant dès lors équivalents, il en est de même des aires Aj ARBB,, A2MNB2 qu*on obtient respectivement en retranchant les diagrammes piîmitifs de Taire AgAA^B^BBo. Donc Tabscisse A, M du point Ti est Tabscisse moyenne de l'arc AB. Ainsi se trouve généralisée la proposition précédemment étiblie (G. 121) pour le cas où la courbe intégrale est un arc parabolique du second ordre.
298. La détermination exacte des abscisses moyennes relatives aux arcs consécutifs d'une courbe primitive donnée permet de construire exactement» } ar le procédé du n** 285, un polygone circonscrit à la courbe intégrale.
L*abscisse moyenne D^E du diagramme limité par une courbe parabolique AB, du second ou du troisième ordre, rapportée à l'axe des^, s'obtient évidemment par les procédés âéjh indiqués [291 à 295) pour la détermination de l'ordonnée moyenne C^C du diagramme relatif à la même courbe, rapportée à Taxe des .r.
Il existe d'ailleurs, entre l'ordonnée moyenne et Tabscisse moyenne d'un arc de courbe, une relation qui permet de construire l'une de ces deux valeurs quand on connaît l'autre.
Portons, en effet, l'ordonnée moyenne de l'arc AB en CoC, sur l'ordonnée située a égale distance des extrémités de l'arc, et menons par le point C la parallèle Jll ù la corde AB. Les diagrammes A^ARBBo, AqJHBo, ayant même ordonnée moyenne, sont équivalents; par suite, le segment ARB est c'quivalent au parallélogramme AJHBet aussi au parallélogramme ALRB qui a même base et même hauteur que le précédent. On en déduit que les aires B^BRAA,, B^KLAs sont équivalentes et que les lignes BRA, KL ont même abscisse mcyenne D,E. Donc Pordonnée moyenne et l'abscisse moyenne de l'arc AB, portées respectivement sur l'ordonnée CqC et sur l'abscisse D^E situées ii égale distance des extrémités de Tare, ont leurs extrémités sur une parallèle EC à la corde AB. Cette propriété permet de construire, D, E connaissant CqC, et vice versa,
MÉTHODES APPROCHÉES
moyennes présente des difficullés croissantes pour les ures paraboliques de degré supérieur au troisième. Cette détermination est d*ailleurs impossible dans un très grand nombre de cas^ notamment quand on opère sur des courbes, non plus géométriques, mais graphiques (97). On doit alors recourir à des méthodes approchées. Ces méthodes consistent, en général, à diviser les courbes proposées en petits arcs qu'on assimile ensuite à des arcs de courbes dont on sait déterminer l'abscisse ou l'ordonnée moyenne.
Lorsqu'on substitue aux arcs primitifs les petites cordes rectilignes qui les sous-tendent, la méthode approchée est celle des trapèzes élémentaires, que nous avons exposée tout d'abord.
Lorsque les arcs substitués sont des arcs paraboliques du second ordre, la méthode approchée est la traduction graphique de celle de Simpson (233] et l'on applique à la détermination des ordonnées moyennes les procédés des n«» 292 et 293.
On substitue quelquefois des arcs paraboliques d'ordre supérieur au se* cond, lorsque la courbe primitive présente des points d'inflexion. Si ces arcs sont du troisième ordre (^], on détermine leurs ordonnées moyennes par les procédés des n"* 29i et 295.
300. On peut déterminer la limite de Terreur commise dans une intégration graphique approchée par une méthode imitée de celle que Poncelet a proposée pour les quadratures approximatives (234). A cet effet, on con sidère successivement deux lignes exactement intégrables, et telles que leui*s mtégrales soient, Tune plus grande, Pautre plus petite que l'intégrale de la courbe proposée. L'erreur, en plus ou en moins, que Ton commet en adoptant l'une ou l'autre des deux intégrales exactes est plus ])etite que leur différence; elle est encore réduite quand on prend la demi-somme des deux intégrales. Les lignes substituées sont, le plus souvent, des polygones rectilignes, l'un circonscrit, l'autre inscrit à la courbe proposée.
Soit [fig. 199] AG la courbe primitive. Divisons sa projection, AoGq, sur Taxe des x, en un nombre pair de petits segments égaux, et menons les ordonnées des points de division. Les points B, D, F sont les extrémités des ordonnées moyennes des tangentes à la courbe en ces mêmes points. On obtiendra donc, par les parallèles aux rayons du faisceau P(B'D'F'), la ligne polygonale A^CiEj Gf, intégrale du polygone circonscrit à AG.
Le premier côté Ai Ci de cette ligne coupe l'ordonnée BqB au point B,,
(*) Voir, Sur la quadrature des paraboles du troisième degré, une Communication de M. le général Pasmesitibr à Y Association française pour l'avancement des Sciences, Congrès de Montpellier; 1879.
que nous prenons coninie origine dUnlégration de la ligne polygonale inscrite BDF. L'intégrale de cette ligne, construite par la méthode de l'abscisse moyenne, se confondra avec la partie BtCiEfFi de l'intégrale précédemment obtenue. Restent les côtes extrêmes AB, FG du polygone inscrit ABDFG. L'intégrale de AB a pour tangentes à ses extrémités, d'une part BiAi, d'autre part, la droite MN, parallèle au rayon PA, qui passe parle point d'intersection de BiAi et de Fabscisse moyenne de AB, c'est-à-dire par le point milieu M de BiAi. Pareillement, les tangentes aux extrémités de l'intégrale de FG sont, d'une part FiGi, et d'autre part la droite RS, menée par le milieu R de Fi Gi parallèlement au rayon PG' . Les polygones inscrit et circonscrit à AG donnent donc respectivement les int^rales N'S et a', Gi, entre lesquelles se trouve comprise l'intégrale exacte de AG. Si Ton adopte l'une ou l'autre des intégi*ales limites, on commet une
Fig. 199.
erreur moindre que leur différence A', Gi — N'S = SGi — W'A',, et cette erreur est encore réduite quand on prend la moyenne entre les deux intégrales limites.
301. Dans le calcul graphique des mouvements de terres, exposé au Chapitre XI, les constructions qui conduisent des aires aux volumes (2S2j et des volumes aux moments de transports (257) consistent en deux intégrations graphiques successives grossièrement approchées. C'est ainsi que, par la projection des ordonnées moyennes (282), on a obtenu (252) le proiil de distribution, qui est une ligne polygonale inscrite à la courbe intégrale du profil transformé, courbe composée (287) d'une suite d'arcs rac-
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cordes de paraboles à axe vertical. Mais l'erreur est ici sensible, parce que les trapèzes du profil transformé, compris entre des ordonnées dont Téairtement est celui des profils en travers, ne présentent plus les bases ti^ès petites des trapèzes élémentaires que nous avons précédemment considérés.
On évite cette erreur en projetant (283) les sommets du profil transformé. On obtient ainsi un nouveau polygone, circonscrit à la courbe intégrale en même temps qu'au polygone inscrit. En ajoutant à l'aire de ce dernier l>ol7gone les deux tiers (G. 255) de la somme algébrique des aires des triangles compris entre la ligne circonscrite et la ligne inscrite, on détermine exactement Taire du profil de distribution.
X. — Gonstmction des courbes paraboliques
302. Soit AB = X [fig* 200 ) un segment de droite parallèle à Taxe des
Fijr. 200.
X et situé à la distance a de cet axe. On a
(i) Jo=«.
Prenons une base de réduction PO égale à Tunité et menons PA, dont le prolongement AB| est la ligne intégrale de AB. On a
soit, par les triangles semblables BABj, OPA,
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Projetons Bi en N et menons^ par le milieu C de ABn CBf parallèle à PN. On a
Mais les triangles semblables BiCBs, APN donnent
ri— ro "" ^
Substituant les valeurs de BiB|, jtq et^u î^ vient
(3) Jï = hax-^a.
Menons les ordonnées 2 et 3 qui divisent AB en trois segments égaux . Projetons C, milieu de ABi, en M, B^ en Q. Par le point de rencontre D de Tordonnée 2 et de i^Bi, menons DF parallèle a PM, jusqu'à la rencontre de l'ordonnée 3 en F et, par le point F, menons FB3 parallèle à PQ. Remar(|uons d'abord que le point F se confond avec le point de rencontre Fi de l'ordonnée 3 et de CB}. On a, en effet, par les couples de triangles sem blables EDF et APM, ECFi et APN,
EF .r EF, .rr
■ — =z-"i ^ = -? dou EF=:EFi.
AM 3 2AM
Cela posé, les triangles semblables B^FB,, NPQ donnent
B|Bj BjB, x
NQ 72 -Ji 3
et, comme
on a, en substituant,
(4) Xi=-'^-\-'^-^ax-\-a.
ax^ ax^
Menons encore les ordonnées 4> i > 5, qui partagent AB en quatre segments égaux. Projetons en R le point de rencontre D de ABj et de l'ordonnée 2; en S le point F, en T le point B,. Par le point G d'intersection de AB| et de l'ordonnée 4» menons GH, parallèle à PR, jusqu'à la rencontre de l'ordonnée i en H ; par le point H, menons IIK, parallèle à PS, jusqu'à la rencontre de l'ordonnée 5 en K; enfin menons, pai* le point K, KB4 parallèleàPT. Nous démontrerions, comme précédemment, que H est sur Y^ï^ que K est sur FB3, que
ou ■=. —
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et, finalement, que
/yj?^ «./•' rr.r^
15} }\=^ —f H- -77- -1 Vax -\- a.
On peut répéter indéfiniment cette construction, qui fournit, à chaque opération nouvelle^ une relation dont l'opération précédente avait fourni la dérivée. On a, en général.
nj:'"
i ax"'~ ' f/x
On obtient ainsi la parabole d'ordre w, qui est la /?!**"• intégration d'une droite parallèle à l'axe des x.
L'une quelconque des constructions partielles, celle, par exemple, qui conduit de la parabole d'ordre k — i à la parabole d'ordre ^, donne une ligne polygonale dont les côtés extrèraes, aboutissant aux points A et B^., ont leurs directions respectivement parallèles aux rayons du faisceau P qui projettent les extrémités A, Bk-.\ de l'arc c'e parabole précédent. Or on sait que ces directions sont précisément celles des tangentes aux extrémités de Tare d'ordre /*. Conséquemmcnt, toutes les paraboles sont tangentes à la droite ABj au point A et chacune d'elles est tangente à l'extrémité du dernier côté de la ligne polygonale correspondante.
En général, étant donnée l'équation
d'une parabole d'ordre /w, on prendra ses dérivées successives
)■„,_, — niax'"-^ -h m — 1 ; hx'"-^ -h . , . -\- A,
r„|_2 :^ lu ( /// — I il x'" -^ -r ; /// — I ) [ w — 1] bx'"-^-v . , . 4- A ,
y^z=i m m — \ m — 2 . .2.ax-\-{in — » ) /" — 2 ) . . . I ^,
)-Q =1 m ffi — I m — 2 ; ...2.1 a.
dont la dernière est une parallèle à l'axe des x ; on tracera cette droite ; on construira son intégrale en prenant comme origine le point
on obtiendra ainsi la ligne qui représente j'i* On procédera de même aux intégrations successives et l'on aboutira finalement à la parabole de l'équation proposée.
XI. — Constmction des courbes 7 = jcf{x) et
courbe 7 =/(x).
y étant donnée 1
304. Soient [fig. 201) 0P= a:, PM =/ les coordonnées d'un point I de la courbe donnée AB. On doit avoir, comme ordonnée de la nouvell courbe correspondant à l'abscisse OP, ^}Ai^=xf[x) =z OP. PM. Soit don 0'Yi l'ordonnée à la distance 00'= ^, b étant la base de réduction, qu nous supposerons égale à Tunité. On projette M en M', parallèlement l'axe des a:; on projette ensuite, du centre 0, M' en Mi sur l'ordonnée PM On voit immédiatement que M 1 est le point de la nouvelle courbe situé su
la mémo ordonnée que M. On détermine ainsi autant de points qu'on de7mj:/(a:).
La même méthode s'applique à la construction de la courbe
X = tx-o]/[x],
pourvu qu'on transporte le centre du faisceau projetant au point i' des X qui a pour abscisse a.
305. Soit jo = ^ nne parallèle à l'axe des x. La construction pn donne la droite jri = ax, dont l'équation devient j', = ax 4-^,0 déplace l'axe des x parallèlement à lui-même d'une quantité b dar des X négatifs. La même construction, appliquée à cette droite et 1 p.ir le déplacement de Taxe des x de la quantité c dans le sens de
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tifs, donne la courbe
^2=^ [ajc + b) X -\- c ^^ /i.r*4- bx -¥- c.
En répétant ropération m fois, on arrive à déterminer l'ordonnée Xm ^c la courbe
que nous avons précédemment considérée ( 303 ) .
306. Soit maintenant OBj (fig. 201) la courbe donnée /=/(x), et soient OP = Jr, Phii=^/[x) les coordonnées d'un de ses points Mj. La
courbe AB représente Téquation^ =: '- et le point M de cette courbe, correspondant au point M^ de OBi, sera donné par la construction du n^ 309k renversée. On joindra donc OMi, qui coupera en M' l'ordonnée menée à l'unité de distance de Torigine, et Ton projettera, parallèlemsnt à l'axe
des Xy M' en M sur PM.. Même construction pour r = — - — ^-•
XII. — Construction des courbes hyperboliques
307. On entend par hy()erboles de Tordre m les courbes dont Téquation
^st de la forme
jr"* x" * X
Soit à construire une de ces courbes. Enappliquant d 'abord la construction
<iu numéro précédent à la droite /o= a, on obtient la droite j^i = -> soit
^Xi := - -h ^> si Ton fait subir à Taxe des x le déplacement déjà indiqué
(305). La même construction, appliquée à la nouvelle droite et complétée |)ar le déplacement de Taxe desx de la quantité c, donne
/rt ,\ I a b
La construction, répétée m fois, conduit à l'ordonnée ^;„ de Téquation proposée (*).
(*) Le Mémoire déjà cité de M. J. Massac, que nous avons rois si souvent à contribution pour le fond des matières traitées dans cet Appendice, contient, en dehors dei applications à la Statique, d'importants développements sur la transformation des
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Soit
x'"y'*dxdf
ff^
une intégrale double prise à l'intérieur d'un contour fermé quelconque, les exposants m, n étant supposés entiers et positifs. Si Ton fait porter l.i première intégration sur j'* dy^ entre les valeurs limites ^o ^t Xi que prend, sur le contour considéré, l'ordonnée y pour la valeur x de l'abscisse, on a
Ix'^dxÇ y^dx^ \ x"'dx[^
Quel que soit le nombre des intersections du contour avec la parallèle à Taxe des y menée à la distance x de l'origine, l'intégrale est égale à
x"" dx.
la somme étant prise le long du ccmtour fermé, à partir de l'un quelconque-
axes; — sur les niudificatious de la base d'intégration; — sur le déplacement du centre de projection ; — sur la détermination des constantes d'intégration ; — sur la construction des paraboles et des hyperboles de divers ordres, données, non plus par leurs équations, mais par un nombre suffisant de points et de tangentes; — sur la construction des courbes unicursales; — sur la détermination des racines des équations; — sur la représentation graphique des cubes de terrassements; — sur un nouveau principe de représentation des fonctions par l'emploi d'un système général de coordonnées; sur l'application de ce principe à la construction d'un grand nombre de systèmes de Tableaux graphiques qui comprennent, en particulier, l'élégante et in(;énieuse solution de M. Lalanne ( 191-194); — sur l'élimination graphique; — sur la représentation des fonctions à trois variables w — f{^t^ u, v) aboutissant à l'abaque de M. Lala^inc {/îg. ii5), dans lequel les droites enveloppées doivent, en ce cas, être considérées comme les traces des plans dVgale cote; — sur la construction et l'adaptation de quatre Tableaux représentant respectivement les fonctions /, (jc, j, t) = o, /,(^, z, C) = o, /j(/', M, r" — o, /,(^*, t*» "') — o, et permettant de déterminer successivement les variables r, t\ t", w (jjand on donne x, r, z, m, v, c'est-à-dire de calculer w en fonction de cinq variables indépendantes; — sur la construction des systèmes de droites; — enfin, sur le problème du mouvement des terres considéré à un point de vue très général.
(') Voir Ed. Collicmon, Complément du Cours d^JnaljsCf etc. (Paris, 1879, p. i-^ et suiv. ), et Traité de Mécanique, 2* Partie, Statique {-2* édit., Paris, 1881, p. 3i5). Voir plus spécialement, du même auteur, Méthode géométrique d'évaluation de certaines intégrales doubles, dans le Compte rendu de la troisième session de l'Association française jour ravancement des Sciences, Congrès de Lille, 1874» et Note sur lacubu" lure des solides de révolution, dans le même Recueil, Congrès d'Alger, 1881.
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de ses |H)ints, aufjuet on doit revenir api'ès avoir décrit, dans l'un ou dans l'autre sens, tout le jiérimètre de la Ggure.
Une double série d'opérations graphiques permet de ramener la furmatlon
de l'intéjjrale / j-"*' j'" dx à l'évaluation d'une aire plane.
309. Soit HSSS' [fig. 101 ) le contour directeur fermé (jui définit les valeurs correspondantes de x et de y. Pi'enons sur l'axe des / une longueur arbitraire OR = a et menons à l'axe des x la parallèle I\T qui ren-
contre nu jioint T l'ordonnée d'un point quelconque S du cnntuur. Joignons TO et menons par le point S, pnrallèlement i cette droite, le rayon SAi qui rencontre l'axe OX en A,. Joignons TAj et menons le rayon SA,, parallèle à TA,, qui rencontre OX en A,. Supposons que la même construction, répétée n ■+■ t fois, conduise ù déterminer finalement le point A„*| sur OX et prenons, sur l'ordonnée du point S, PS, = PA„^., =j-,. Le point S, est le point transfiirmé de S et, en répétant un nombre convenable de fois la même série d'opérations, nous obtenons la courbe M,S,r<|S',, transformée de MSNS' .
Les faisceaux directement égausT(0 A, A,. . . A„) etS(AiA,A, . . . A„+i]. dont les rayons correspondants se coupent sur la droite à l'inCnî du plan,
sont perspectifs, et les ponctuelles projectives (G. k2) qu'ils déterminent sur OX sont semblables, car elles ont comme éléments unis leur point P d'intersection avec TS et leur point à Tinfini (G. 57). On a dès lors, par l'égalité entre les rapports an barmoniques (G. 50) des segments limités aux points unis et à deux autres autres couples quelconques de points correspondants :
d*où
PA, PA, PO PAi
PA;,^-, sp ,r
PA„ TP a '
PA„^i
nii
Ti y""'
PO
ou
j.yn-hX -- y^f^n-^X
et, par suite, en prenant M j Si Nj S', pour nouveau contour directeur,
/l-r- ij - n-r- ij -"'
On est ainsi conduit à remplacer Texpression pro|)osée par une autre plus simple, puisque l'exposant de l'ordonnée s'y trouve réduit à l'unité,
31 0. Une réduction analogue doit être opérée sur Texposant /// — i de x. On prolonge à cet effet [fig, 2o3) Tabscisse QSj du point Sj de la pre-
Fig. 2o3.
,m*tA -
raière transformée jusqu'à sa rencontre en U, avec une parallèle VU, à C menée à la distance arbitraire OV r- ^. On mène OU, qui cou|)e SjP en On mène C, U, parallèle à OX et Ton joint OU,. On rci>ète la construC m — I fois et l'on détermine ainsi le point C^,,. ,.
Les faisceaux oo (S,Cj C, . . . C,„-,) et 0(CiC,C, . . . C;„_,) qui se < pcnt sur U, V, sont perspectifs, et les ponctuelles projectives qu'ils d
INTÉGRATION GRAPHIQUE PAR ANAMORPHOSE. Sqi
sninent sur S|P soat semblables, car elles ont comme éléments unis leur ipoint P d'intersection avec oo O et leur point à l'infini, détermine par l'intersection de l'axe OY, rayon du faisceau parallèle à S|P, et de la droite 'â l'infini du plan, rayon correspondant du faisceau oo . On a donc
PCj ^ PC, ^ ^ P^m-i ^ f PSj PC; '" PC^_, b' <JV)Û
PC^_t^x^"-^
PS, Z
^t, en désignant par j' l'ordonnée PC;„-i du point C;„-|, transformé du i^oint Si,
En opérant la transformation pour tous les points du contour M|N| et prenant l'intégrale le long du troisième contour ainsi obtenu , on a
/l-f-lj*^' /l-rl J -^
Une double transformation anamorphique, effectuée au moyen du com- .as et de la règle, a donc fourni un contour fermé dont Paire, multipliée t^^ar un facteur constant, donne l'intégrale cherchée.
311. La méthode s'étend au cas où les exposants m, n, sans cesser ^'étre entiers, ne sont pas tous deux positifs. Il suffit, en effet, pour aug- ^nenter d'une ou plusieurs unités l'exposant d'une des deux variables, ^'effectuer un nombre convenable de fois la construction inverse de celle
^ui a permis de réduire le même exposant.
C'est ainsi que, pour élever d'une unité l'exposant de ^, on mènera
^fig. 202) TA— 1 parallèle à SO; et, pour élever d'une unité l'exposant de
-3:, on mènera {^g> 2o3) par le point Uo d'intersection de OSj et de VUi
l.a parallèle UoC_i à OX^ La méthode serait seulement en défaut pour
312. Dans le cas des exposants négatifs, on trouve quelque avantage à modifier la construction de la manière qui va être indiquée.
Considérons l'intégrale double
dx dy, qui devient
dx
quand on fait porter la première intégration sur jr. Le procédé du n® 309 permettrait de réduire le coefficient de ^ à l'unité, mais l'exposant négatif de X serait en même temps diminué d*une unité et Ton aurait à considérer
/y (Le - — ^- Pour éviter cet inconvénient, on commence la construction relative k chaque point S du contour primitif h transformer [/ig. 2o4 ) en joignant le point T, non plus à Torigine, qui est à la distance
Fiç. ao}.
variable PO = x du pied P de l'ordonnée, mais à un point C, pris à la distance constante PC = c de P. On mène alors SA| parallèle à TC, SA, parallèle à TAi, SA, parallèle à TA,, et le point Sj, tel que PSj =: PA„ est le transformé du point S. On a alors ( 309 )
PAa PC
Xi X
ou •— = --
et, par suite.
ÔJ x 6c J jc
On prolonge ensuite OSi jusqu'en U; on mène US' parallèle à Taxe des x et le point S' est le transformé définitif du point S; car on a
d*où
OV OP b n
Tcf'-i'^^=3ircf'''^''
INTÉGRATION GRAPHIQUE PAR ANAMORPHOSE. SqS
313. On a vu que la méthode est en défaut lorsque x et y ont simultanément pour exposant Tunitë négative. Si Ton avait à évaluer l'intégrale double
^dxdy
If
xjr
prise k l'intérieur d'un contour donné, on transformerait ce contour en faisant correspondre à tout point [x, j], pris sur son périmètre, un point (x'j x'] déterminé par les relations
x' — logx, y~logj.
L'aire du contour transformé
dx'dy
serait alors égale h l'intégrale (i) prise à l'intérieur du contour primitif.
Ce procédé d'anamorphose analytique est applicable à toutes les intégrales doubles de la forme
if{x)^(r]dxdjr.
Note I. — Coordonnées tangentielles (*).
314. Dans le système cartésien, la position d'un |)oint S du plan [Jîg, 2o5 ] c7
Fîç. 2o5.
est de'finie par son a!)scisse SI ~ : jc et par son ordonnée SJ = ^. Une courbe est déterminée, dans le même système, par une relation, /(x,j]=o, entre les coordonnées de ses points. Lorsque la relation est du premier degré, la courbe est une ligne droite.
On peut considérer une courbe, non plus comme le lieu d'un point mobile, mais comme l'enveloppe d'une droite mobile. Dans ce cas, l'écbange des éléments point et droite, efiéctué conformément à la loi de dualité G. 20 , conduit à définir une droite quelconque du plan par une abscisse u et par une ordoimée •», et à déterminer une courbe par la relationy (//, i^' = o, entre les coordonnées des droites qui lui sont tangentes. La courbe se réduit à un point lorsque les droites sont concourantes. On donne aux. coordonnées de ce nouveau système le nom de coordonnées tangentielles.
(') CiiASLLS, Traité de (léomctrie supérieure, p. 3oi, 3*", 2* cdil. Paris, i8So. — l'tLix LiXAs, Etudes analy tiques sur la théorie générale des courbes planes^ p. 63, <)(), 233, Paris, iS()|.
NOTE I. — COORDONNÉES TANGENTIELLES. SqS
Si A, B sont deux points fixes, respectivement situés sur les axes OA, OB, une droite quelconque UV, qui rencontre les mêmes axes aux points
U, V, aura, en coordonnées tangentielles, ^r^ = u pour abscisse, — = v pour ordonnée.
315. Si les coordonnées éCune droite mobile ont entre elles la relation linéaire
dans laquelle >, f*, v sont des coe fficients constants, cette droite pivote sur *#/! point ^xe.
AD étant la position de la droite mobile quand elle passe par le point A,
«•Ha
BD
DO
«it, par suite,
IJL_ DO
BC étant la position de la droite quand elle passe par le point B, on a
AC
«t, par suite,
CO AU DO BV
AC UO ' BD VÔ "" ' ' d'où (G. 50)
AU 0U_ _^.^Z — QY^^ '^^ ÂG'ÔC ""' ~~BD Ol3"" DB'Ôb'
Les rapports anharmoniques (AUOC), (DVOB) étant égaux, les ponctuelles décrites sur OA et sur OB par la droite mobile sont projectives (G. 52). Ces ponctuelles ont d'ailleurs comme point uni leur intersection 0; donc elles sont des sections d'un faisceau de rayons du premier ordre S (G. (^5).
396 CALCt'L GRAPHIQUE. -— NOTES ADDITIONNELLES DU TRADUCTEUR.
La relation (1)» à laquelle satisfont tous les rayons du faisceau S, peut être considérée comme Téqpation du point S, et, en général, toute relation de la même forme est Téquatîon d'un point.
Réciproquement, si une droite pivote sur un point S, ses coordonnées tangentielles satisfont à la relation ( 1 ) et Ton peut, en attribuant à Tun des trois coefficients X, ^, v une valeur arbitraire, déterminer les deux autres de manière que cette équati(m représente le point considéré.
316. Lorsque la base ÂB est la droite à Tinfini du plan, les rapports
entre segments infinis j^t — sont tous deux égaux à Tunité (G 197);
le point C est en I sur la parallèle h OB, le point D en J sur la parallèle à OA et la relation [ 2 ] donne
La droite UV a, dans ce cas, pour coordonnées, les valeurs inverses des segments OU, OV compris entre l'origine et les points où les axes sont respectivement rencontrés par cette droite (']. Les rapports de coefficients
sont les coordonnées cartésiennes du point S.
(*) C'est le système de coordonnées tanijentielles plus spécialement dénommé système pVùckerien, Il correspond directement, suivant la loi de dualité, au système de coordonnées do Descartes. Le système tan[;enliel plus général, considéré au n" 315, correspond, en effet, à un système ponctuel dans lequel l'équntion d'une droite est la relation linéaire entre les segments respectivement interceptés sur les axes OB, OA par les faisceaux A, B, dont les rayons correspondants se coupent deux à deux sur la droite considérée. Un point S do cette droite, situé à l'intersection des rayons correspondants AD, BC, a, dans ce cas, pour coordonnées les rapports p- 1 -—-' Si la
base AB passe à l'infini, l'équation ponctuelle de la droite subit une transformation analogue à celle que nous menons d'établir (31G) pour l'équation tangentielle du point, et le système de coordonnées considéré devient précisément celui de Descabtbs. (CuASLES, Traité de Géométrie supérieure, p. 3i5 et suiv. Paris, 1880.) Sur les coordonnées suffisantes do Descartes et les coordonnées surabondantes (triangulaires et polygonales) de Bobillier, voir Annales de Gergonne^ t. XVIII, p. 334) i^^7> ®t Paul Sebret, Géométrie de direction^ p. i et suiv. Paris, i86g). Sur fes coordonnées cartésiennes comme cas particulier des coordonnées trilinéaires, voir Salhon, Traité de Géométrie analjrtique, traduction française, p. 96. Paris, 1880. Sur la corrélation entre le système trilinéaire, qui définit la position d'un point par les rapports mutuels de SCS distances à trois droites fixes, et le système tangentiel, qui définit une
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317. Supposons les points A et 6 a distance finie et le point à l'infini. Les axes sont alors parallèles [fig* 206), les rapports -— ? -— - sont égaux à Funité et la relation [1) devient
aV^"^b^«^ = '-
Fig. 206.
La droite UV a donc pour coordonnées les segments AU, BV, pris avec leurs signes et les
rapports de coefficienls - » - sont les inverses
A UL
— î -=r des segments interceptes sur les axes
|xirallèles par les rayons du faisceau S qui contiennent les points A, B. Les ponctuelles décrites a* sur les axes par la droite mobile sont d'ailleurs
semblables, car leurs points a Tinfini se correspondent (G. 57). Nous avons déjà employé le système des coordonnées parallèles (155).
318. Dans le cas général de la fi^. 2o5, le rapport des segments interceptés sur la base AB par la transversale OS est donné par la relation connue
PB.DO.CAr^ — PA.CO.DB, d'où (315)
PA _ CA DO V IX p
PB""""CÔ'DB~~'r7~"~X'
Dans le cas des axes parallèles {fig. 206), le rapport -— devient égal à l'unité et l'on a encore (317)
CA DB
par où Ton voit, en tenant compte des signes des segments, que la droite
droite par les rapports mutuels de ses distances à trois points fixes, voir Salmon, loc. cit.^ p. 537. Sur les origines de la loi de dualité, voir tome I, Géométrie de positwiif note de la page i4* Plëcker {Sjrstem der analjtischen Géométrie, i835) a présenté, au point de vue purement analytique, le principe de la dualité, déjà reconnu par la méthode des polaires réciproques, mais Mûoius avait précédemment introduit l'usage des coordonnées tangentiellos {Der barjrcentrische Calcul^ etc. Leipzig, 1827).
SP, parallèle aux axes, est située entre ces axes ou en dehors, selon que Ç est positif ou négatif.
319. Si le point S est situe sur AB {fig. io5) les points C, A se confondent et Ton a (315)
AC V
L'équation ( i ) peut alors s'écrire
Mais les côtés du triangle OAB étant rencontrés aux poin ts U, S, Y, par la transversale mobile, on a
SB.OV.AUi-SA.OU.BV, d'où
SA_AU BV «__fx
OV , Dans le cas de hj^g. 206, le rapport — - est égal à l'unité et l'on a encore
SA AU u u
SB~BV "~^ ""~y
320. Pour déterminer les points C, D, où les droites BS, AS rencontrent respectivement les axes AU, BV, il faut faire successivement, dans (i), r = o, u :^o; on a {fig. 2o5 )
et {Jig. 206)
PS
322. A tout système de valeurs des coordonnées tangentielles a et p correspond une droite et une seule. Si Ton donne, entre u et p, une relation, /(«, p) =0, et si Ton fait varier Tune de ces coordonnées d'une manière continue, l'autre variant aussi d'une manière continue, la droite se déplace dans le plan et enveloppe une courbe dont l'équation, dans le système considéré, est
/(tt, ç) =r o.
Si réquation est algébrique et du degré m, la courbe qu'elle représente est de la /;i>*»"« classe, c'est-à-dire qu'on peut lui mener m tangentes (réelles ou imaginaires) par un point quelconque du plan.
On détermine, en effet, les tangentes qui concourent au point représenté par l'équation (i) en remplaçant u par v — pc dans la fonction proposée. On a ainsi la nouvelle équation
/(v — iiv, v) =0,
dont les racines sont les ordonnées des m tangentes cherchées. La courbe admet donc m tangentes passant par un même point.
323. Deux droites dont les coordonnées sont respectivement tt^etP], «2 6t P|, se coupent en un point dont l'équation est
(' C, I', Pjj
// //| Ui — Uf
32^. Si une droite, dont les coordonnées sont i/i, Pj, est tangente à la courbey(//, p) =: o, l'équation du point de contact sera
p Pi fii'i , , flf , <if
=Z ,— ou (M — //,)-T h(P— P|)^— = 0.
u — «1 du Y du Y dt'i
325. Soit /{u, p) l'équation d'une courbe de la classe m et soient a, p les coordonnées d'une droite. Si deux tangentes infiniment voisines ont respectivement pour coordonnées w, p et 1/ -h //, p -+- /*, on a
En se bornant aux infiniment petits du premier ordre, on a /{u-\- /i, P4- k)=if^u, v] -\-/i/,,[u, p) -4- /•/,>, «•);
soity à cause de (x) et (2),
Les deux tangentes infiniment voisines se coupant sur la droite (a, p on a
substituant dans (3), il vient
Les équations (i) et [4)9 prises simultunément, déterminent les tangentes {u, v) à la courbe donnée, aux points où elle rencontre la droite
326. Les propriétés précédentes, établies pour les systèmes plans, s'étendent aussi aux espaces. Ainsi (^) :
Si l ^on prend sur les arêtes d 'un angle trtcdre trois points tels que les valeurs inverses de leurs distances au sommet de l'angle aient entre elles une relation constante de degré m, le plan mobile déterminé par ces trois points enveloppe une sur/ace géométiique à laquelle on peut mener m plans tangents par une même droite.
Si la relation est du premier degré, le plan mobile passe constamment par un point fixe.
Et réciproquement :
Tout plan tangent à une sur/ace géométrique y rapportée à trois axes concourants quelconques f rencontre les axt s en trois points^ tels que les valeurs inverses des distances de ces points à l'origine ont entre elles une relation constante, d'un degré égal au nombre de plans tangents qu* on peut mener à la surface par une même droite,
La relation est du premier degré lorsque là surface se réduit à un point.
De nième en coordonnées parallèles :
Si y a partir de trois points fixes y pris respectivement sur trois axes pa-
(') CuASLES, Mémoire de Géométrie sur deux pi incipes généraux de la Science : la dualité et VhomographiCf faisant suite à V Aperçu historique, etc., a* édit., p. 63i, Paris, 1876.
NOTE II. — RÉSOLUTION DES ÉQUATIONS NUMÉRIQUES, ETC. 4oi
rallèles, non situés (tans un même plan, on porte trois segments (le lon^ gueurs variables ayant entre eux une relation constante de degré m, le plan mobile déterminé par les extrémités de ces segments enveloppe une surface géométrique à laquelle on peut mener m plans tangents par une même droite. Le plan mobile passe constamment par tin point fixe lorsque la relation est du premier degré.
Et réciproquement.
Note IL — Résolution des équations numériques. Méthode
de M. Maurice d'Ocagne.
On a vu (174., 175) que réquation
en coordonnées cartésiennes, représente un conolde dont les génératrices sont projetées orthogonalement sur le plan directeur pq^ suivant les droites définies par les équations linéaires qu*on obtient en attribuant des valeurs successives au paramètre variable x; que l'enveloppe de ces droites est une courbe, dite solutive (*), de Tordre et de la classe déterminés par le degré de Téquation proposée; que, dès lors, si Ton assigne comme cote à chaque droite du Tableau la valeur correspondante de x, on obtient les racines réelles de toute équation particulière, x'» -h //jx 4- Çj = o, dans laquelle /?!, 7i sont des coefficients numériques, en lisant les cotes des droites tangentes qui concourent au point pi^i.
On conçoit a priori que, en vertu de la loi de dualité, Tusage des coordonnées tangentielles doit conduire à une solution corrélative, dans laquelle les ponctuelles, déterminées par les équations des droites cotées qui les contiennent, seront remplacées par des faisceaux de rayons, déterminés par les équations de leurs centres. A la suite continue de droites enveloppant la courbe solutive du premier système correspondra, dans le second,
(*) Cette courbe est la projection orthogonale sur le plan pf de la ligne de striction, lieu des points centraux des génératrices du conoide. Le point central d'une génératrice est le centre de la ponctuelle involutoire (G. 197) formée par les points de contact des couples de plans tangents rectangulaires (G. 199) qui contiennent cette génératrice. Le point central, conjugué du pointa l'infini de Tinrolution, est le point de contact du plan tangent perpendiculaire au plan asymptotique de la géné~ ratrice, c'est-à-dire du plan tangent perpendiculaire au plan directeur du conoide (De la GoCR*fEBiB, Traité 'de Géométrie descriptive, a* partie, Paris, 1880, p. i48 et iS}, — FiEDLEB, Die darstellende Geomrtrie, Leipzig, 187 1, n" 93, 107-108).
une suite continue de centres formant une courbe solutîve; et, de mémo que chaque ponctuelle a un point commun avec la première courbe, chaque faisceau aura un rayon tangent à la seconde. EnQn, les valeurs des racines d*une équation proposée seront déternjînées, non plus par des droites dont on connaît un point et la courbe enveloppe, mais par des faisceaux dont on connaît un rayon, en même temps que la courbe lieu de leurs centres. L*avantage du nouveau tracé consistera donc à lire les cotes des points d*intersection d*une courbe et d'une droite donnée, au lieu de lire les cotes des droites tangentes à une courbe et passant par un point donné (^).
328. A la méthode de M. Lalanne, pour la résolution des équations numériques de tous les degrés, correspond, d'après les considérations qui précèdent, une méthode corrélative proposée j)ar M. d*Ocagne(*).
Soient k, p, w des distances variables, portées sur trois axes parallèles, à partir de trois points fixes respectivement pris sur ces axes. Les systèmes
(^) 11 convient de remarquer, toutefois, que, dans la méthode si simple proposée par M. Lalanne, les droites du Tableau peuvent être construites d'après leurs équations respectives, indépendamment de la solutive qui les enveloppe, et en évitant, par conséquent, la difficulté graphique qui consiste à mener, par un point donné, une droite tangente à une courbe donnée. Dans le cas de l'équation du troisième degré px -h q ■- o, dont Tabaque est représenté par lay^. ii5, les droites cotées peuvent
être facilement construites de la manière Fig. 20"^. suivante (37) : On prend {Jîg. 207) OP^i,
OA :-= J7, on mène AB perpendiculaire sur AP. KC perpendiculaire sur AR. La droite BC représente Téquation proposée lorsqu'on assigne à/» et à 7 les valeurs particulières /»,, ^,, qui déterminent l'un quelconque M de ses points. On a, en effet (J. Massac, Mémoire sur l'intégration graphique^ etc., liv. III, p. 19),
BO
^ jr'
et
d'où
(-) Maurice d'Ocagnb, Procédé nouveau de Calcul graphique, dans les Annales des Ponts et Chaussées, Paris, i88'|, a» sem., p. 53i-54o. Voir aussi, du même auteur: Étude de deux systèmes de coordonnées tangentielles dans te plan : coordonnées parallèles et coordonnées axiales, dans les Nouvelles Annales de Mathématiques. Pari», 1884, p. 410 ^t suiv. Ces deux Études ont été réunies dans un Mémoire tiré à part. (Paris, Gauthier- Villars, i885).
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•de valeurs des variables satisfaisant à rdquation
{ I ) w'* -\^ ua' -i- » = o
sont (326) les coordonnées parallèles d*un plan mobile qui enveloppe lu surface de la classe n représentée par cette équation. Lorsque réquatioii «st du premier degré, la surface se réduit à un point et tous les plans tangents appartiennent à une même gerbe (G. 6) dont ce point est le centre.
329. Si Ton assigne à w une valeur particulière - 9 Féquation ( i ) devient
Cette relation du premier degré, entre les variables u et p, peut être considérée ( 315) comme féquation d*un point S situé sur le plan des axes a et V, On construit ce point {^g. 106) comme intersection de deux quelconques des trois droites AD, BC, PS. On obtient les droites AD^ BG en joignant Torigine A au point D, déterminé (320) par la relation
va'* BD r:r - = ;;> «^ l'origine B au point C, déterminé pareillement par
la relation AC = - = -— r • On obtient PS en menant une parallèle aux
axes par le point P qui divise AB (318) dans le rapport
PA u
Pb^"T
On peut aussi (321) déterminer le point S en portant dans la direction de PS, à partir du point P, la longueur
PS = r — —
330. En attribuant à - des valeurs successives, on obtient, pour chacune
d'elles, un point S, qui est situé entre les axes u et i' si l'on a eu soin de ne prendre que des \9L\eurs posiiives (318). A côté de chaque point S, on
inscrit sur l'épure la valeur de - qui Ta déterminé et Ton raccorde la
Suite des points cotés par une courbe continue qui est la soluthe du nou vel abaque.
L'élimination de vi^ entre Téquation proposée et sa dérivée par rapport à «V donne l'équation à laquelle doivent satisfaire les coordonnées // et p de cluicune des tangentes à la solutive.
4o4 CALCUL GRAPHIQUE. — NOTES ADDITIONNELLES DU TRADUCTEUR.
Quand on fait BD ou ;î = o, le rapport „ = — t devient infini, le
point S se confond avec le point B et les coordonnées £< , p de la tangente en S sont nulles. La courbe est donc tangente à la base AB au point B.
PA
Si Ton fait BD = oo , on a en même temps AD = 00 et — = o. Le
point P vient en A, le point S est le point à i*infini de la direction des axes, et la courbe est asymptote à l*axe des u.
Dans le passage de la position BA à la position AG, la tangente 8*est déplacée d*une manière continue, ses coordonnées u et p croissant graduellement, la première de o à — 00 , la seconde de o à + 00 ; en sorte que la courbe enveloppe, dans la partie comprise entre les axes, s*infléchit d*une manière continue, sans points de rebroussement ni points d'inflexion.
La parallèle aux axes menée par le point milieu de AB, pour lequel le
qu'on le vérifie en faisant l = pdans l'expression donnée plus haut de PS.
rapport r = 1 9 coupe la courbe à la distance PS = — | de la base, ainsi
331. Assignons k u et k v, dans l'équation (i), les valeurs numériques ^1, Cl. La droite dont ces valeurs sont les coordonnées rencontre la courbe en des points dont les cotes sont des racines positives (330) de l'équation proposée.
Pour avoir les racines négatives, il faut remplacer w par — tv dans l'équation, ce qui revient à changer le signe de Ui, quand n est pair, et le signe de ^i, quand n est impair. Les racines sont alors les cotes des points de rencontre de la solutive avec la droite ( — #<i, P|) dans le premier cas, avec la droite {u^ — v^) dans le second.
332. Les points de rencontre étant ordinairement situés entre deux points cotés, on évalue les racines, d'après les cotes de ces derniers points, par une simple interpolation à vue. On peut aussi lire les racines sur l'échelle graduée de l'un des axes, de celui ,des p par exemple. Il suffit pour cela de mener la droite qui a pour abscisse a = 4- i et qui passe par le point P, projection sur la base AB du point de rencontre relatif à une racine. L'ordonnée p de cette droite est la racine cherchée, car on a (318)
AC
On peut éviter les constructions effectives sur le tableau en traçant une droite indéfinie sur un transparent mobile. Quand on place cette droite dans la position déterminée par les coordonnées particulières u^^ç^^ elle coupe la solutive en des points dont les cotes sont les racines de l'équation numérique.
333. La fig. 208 représente la solutive pour Téquation du troisième
Fig. 208.
'..SJ
■■Xâ
Jb
degré w* 4- aw 4- p = o. Si Ton fait u = — 7, p = 4- 6, les racines positives w=i, (V = 2 de réquation sont données par la droite MN qui joint la division — 7 des u kh division 4- 6 des p. La racine négative w = — 3 est donnée par la droite MP qui joint la division — 7 des u kla division — 6 des p (331).
334. Si l'on prend la base AB comme axe des x. Taxe des u comme
4()6 CALCUL GRAPniQUE. — NOTES ADDITIONNELLES DU TRADUCTEIR.
axe des > , on a et par suite (329)
L'équation de la solutive en coordonnées cartésiennes est donc, après réductions^
On pourra obtenir cette courbe en construisant d*abord (303, 305) Li
parabole .)• = j -\- Sx' — 3/.r + /', et en appliquant ensuite la mé-
thode de transformation du n^ 306.
Les mêmes constructions s'étendent au cas général où^ Téquatton proposée étant du degré n en w^ l'équation transformée est du même degré en x,
335. Si réquation tangentielle proposée est du second degré m w, réquation cartésienne de la solution devient
IJT.
C'est la forme de Téquation d'une hyperbole du second ordre asymptote à Taxe des j.
336. Dans l'équation du second degré w^ -\- u^w -^ %\ = o, le coeflicieni Mi (au signe près) et le coefficient P| sont respectivement égaux à la somme et au produit des racines. Dès lors, la droite qui passe par les points de la solutive cotés a, a' coupe Taxe des tt à la division 2 + a', Taxe des i" à la division aa% et la solutive permet d'opérer l'addition, la soustraction, la multiplication ou la division de deux nombres donnés.
Si le point coté a' vient se confondre avec le point coté a, la tangente ù la solutive en ce dernier point coupe la partie positive de Taxe des p à la division marquée a*. La solutive permet donc d'élever un nombre au carré. Le tracé de la tangente est facilité par cette considération qu'elle coupe Taxe des ic à la division — 2 a.
L'extraction de la racine carrée est ro|>ération inverse de la précédente : on peut l'effectuer en résolvant l'équation «»' — ^ = o, c'est-à-dire en traçant la droite qui passe par l'origine A de l'axe des u et par la division — h de l'axe des v.
NOTE III. ~ aBGTIFICATION GRAPHIQUE DES LIGNi£S DE BORNAGE. 407
Note m. — Rectification graphique des lignes de bornage.
337. Soient X, Y, Z [fig. 209) trois points pris arbitrairement sur les Cotés /y /7i, n d*un triangle ABC. Nous aurons, en tenant compte des conventions relatives P»&- ^^•
aux signes des aires (80),
ABC -+- AYZ = BCYZ, A^:ll_i:-.C ^^
BCYZ -h BZX =: YZXC, YZXC -t- CXY TT XYZ
et, par suite,
XYZ = ABC -4- AYZ -4- BZX -+- CXY.
Lorsque le second terme de cette égalité est nul. Taire du triangle XYZ est ^ale à zéro et les points X, Y, Z sont en ligne droite.
338. Prenons à volonté, respectivement sur les droites /, w, n [Jig. 210),
les points F, G, H et, par l'un quelconque G de ces points, menons à la droite qui joint les deux autres la parallèle GE qui coupe / en E. Nous aurons (337]
FGH = ABC -4- AGH -h BHF h- CFG, soit, en remarquant que
FGH=rFEH = — FHE et BHF -+^ FHE — BHE.
(i) ABC -f- AGH 4-EHE-hCFG — o.
Prenons sur les droites /, ///, n les points X, Y, Z, tels que
AYZ -- AGH, BZX = BHE, CXY — CFG ;
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aous nurons, en subslititant dnns (i),
ABC -t- ATZ + BZX + CXY = o ;
d'où il suit (337) que les poînls X, Y, Z, satisfaisant aux relatioDS (s), sont en li^jne droite.
/, m, n [fig. an)
sont respectiveraeni trois toriiei F, G, II; deax parxcltes, comprises entre l et m, sont séparées par la ligne FG ; deux autres parcelles, comprises entre m et n, sont séparées parla ligne GH. On propose de substituer à la ligne brisée FOH une ligne droite XYZ, telle que les points X, T, Z soient reipeciivement sur les droites l, m,n et que les contenances des quatre parcelles ne soient pas changées.
On détermine le jioint d'interseclion E de In droite / et de la parallèle menée par le point G h FH. On prend comme éléments d'une ponctuelle t>, située sur /, une suite quelconque de points V[, Vi, V], .... On mène par le |>oint F une suite de rayons, respectivement parallèles à GV,, GV,, GVi, . . . , qui déterminent sur m autant d'éléments Tj, Tj, T]. . . . d'une ponctuelle y. On mène, par le j>aint G, des rayons respectivement parai-
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léles à ceux qui projettent la ponctuelle y du point H et l'on obtient ainsi sur n les éléments T*\^T*\t Z3, . . . d'une ponctuelle z. Enfin, on mène par le point H des rayons parallèles à ceux qui projettent la ponctuelle z du point E, et Ton obtient sur / la ponctuelle Ui, Uj, Uj, ....
Les ponctuelles c et j^, sections des faisceaux perspectifs de rayons G et F (G. 58), sont projectives entre elles (G. W); de même les ponctuelles y et z, sections des faisceaux perspectifs H et G ; de même les ponctuelles z^Vu^ sections des faisceaux perspectifs £ et U. Les ponctuelles superposées p et M sont donc projectives (G. M). Pour déterminer leurs points unisy on décrit (G. 211] dans le plan de la figure une circonférence passant par un point S à partir duquel on projette sur la courbe : d'une part, en V',, Vj, V*, trois points quelconques Vi, V,, V, de^; d'autre part, en If, y 13', y U',, les trois points correspondants de u.
Les droites V',!/,, tf^V; se coupent en P, les droites V',!/,. U*, V, en Qy et la droite PQ coupe la circonférence en deux points Xi, X', , dont les projections, faites du centre S sur la droite /, sont les points unis des ponctuelles v et ii. Considérons l'un de ces points X. Le rayon mené de F, parallèlement à GX, coupe m au point T, correspondant de X sur la ponctuelle j; -le rayon mené de G, parallèlement à HT, coupe n au point Z, correspondant de Y et de X sur la ponctuelle z ; et Ton peut vérifier que le rayon mené de H, parallèlement à £Z, coupe / au point X déjà déterminéy ce qui doit être, puisque X est un élément uni des ponctuelles a et v.
Les droites HT, EZ, GX étant, d'après la construction, respectivement parallèles aux droites GZ, HX, FT, on a
ATZ = AGH, BZX = BUE, CXY = CFG.
Ce sont précisément les relations (a ) du n<^ 338, desquelles nous avons déj«i conclu que les points X, Y, Z sont en ligne droite. Elles satisfont d'ailleurs à la condition posée de ne pas changer la contenance des parcelles.
A chacun des deux points unis des ponctuelles u t\ v correspond une solution théorique du problème; mais on distingue à première vue celle des deux solutions qui satisfait aux données pratiques ( ^ ).
340. Si la ligne brisée du bornage primitif, au lieu d'avoir un seul sommet G sur m^ empruntait un segment à cette droite et se dirigeait, par exemple, suivant FGKL, on déterminerait le point H d'intersection de n et de la parallèle menée à GL par le point R et l'on pourrait, sans changer
( * ) Auslôsung einer Grenzausgleichungsaufgabe vermittelst neuerer Géométrie ^ ron C.-W. Bacb {Zeitschrift fur Fermessungsweseny 187J, p. 29-44)*
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la contenance des parcelles comprises entre m et n, remplacer KL par GH. On serait ainsi ramené au cas précédent.
3^1. On peut aussi envisager de la manière suiTante le problème du n«339.
La condition d'équivalence des deux parcelles comprises entre les droites '■ "» {^g- ^'*) "^st satisfaite par toutes les droites GF, G|F,, . . .. qui Font avec / et «n des triangles équivalents, c'est-à-dire (G. 140] par toutes les tangentes à l'hyperbole qui a pour asymptotes les droites / et m. Pareillement, la condition d'équivalence des parcelles comprises entre les droites j», n est satisfaite par toutes les tangentes GH, G, Hi, ... à l'hyperbole
qui a pour asymptotes m et n. La solution du problème est donc fournie par la tangente XYZ commune aux deux hyperboles,
La droite m, asymptote commune et lieu des points d'intersection des couples de tangentes correspondantes GF, GH, est un axe de collînéation (G. 2Ii6] des systèmes plans auxquels les deux courbes appartiennent. Les couples de points correspondants de ces courbes, c'est-à-dire (G. 136] les points de contact qui divisent en deux parties ^ales les couples de segments GF, GH, sont alignés sur un centre O de collinéation. Par ce
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centre passe notamment la droite XZ, qui joint les points de contact des deux tangentes correspondantes superposées TX, YZ«
Les ponctuelles /(F, X, F,, . . .), /i(B, Z, Hj, . . .), projectives à la ponctuelle /w(G, Y, Gi, . . .)ï sont projectives entre elles. Les troisièmes côtés FH des triangles FGH constituent donc (G. 62} un faisceau de rayons du second ordre. La courbe envelo])pe de ce faisceau est une troisième hyperbole, car (G. 99] les points de contact M, N, situés sur les deux ponctuelles génératrices, c^est-à-dire (G. 6k) les éléments qui correspondent au point d*intersection B des lieux de ces ponctuelles, sont, dans les conditions de la figure, en dehors des segments BI, BJ, compris entre le point B et les points I, J des ponctuelles qui correspondent mutuellement aux points à Tinfini de leurs directions.
On voit d'ailleurs que FH coïncide avec AC lorsque G est le point à Tinfini de m et avec XZ lorsque G vient eui Y. A mesure que, dans son mouvement continu, le rayon FH s'approche de l'une ou de Tautre de ces positions, son intersection avec m dans le premier cas, avec XY dans le second, s'éloigne toujours davantage vers les points à Tinfini de ces droites. Les rayons m et XZ du faisceau du second ordre sont coupés, respectivement, par les rayons infiniment voisins, en des points infiniment voisins de leurs points à l'infini. En d'autres termes, m et XZ sont les asymptotes de la troisième hyperbole.
PIN DU CALCUL GRAPHIQUE
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