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LEÇONS
CHAPITRE PREMIER
NUIHÉRJLTIOIW
DEFLMTlOiNS.
I. l.'idce du nombre naît de la pluralilé des objets considérés simullanémenti ou de la répétition des phénomènes que nous observons.
Ainsi, les arbres qui bordent une avenue nous donnent ridée d'un nombre; un régiment se compose d'un certain noinbre de soldais ; la succession des jours, les battements d'une horloge, forment des nombres de plus en plus grands.
On appelle imité l'objet ou le phénomène dont la répétition constitue le nombre.
On comprend aussi sous la dénominalion de nombre Tunité seule, et Ton considère un comme le plus petit de tous les. nombres.
V Arithméthique est la science des nombres.
Formation Aem nombres.
2. Si, à côté d'un objet, on place un autre objet, on a l'idée d'iïn nombre que l'on nomme deux. Si, à côlé de ces deux
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objets, on en place encore un aulre, on a Tidée d'un nouveau nombre que Ton nomme trois. En continuant de la sorte, on forme successivement les nombres quatre^ cinq^ six^ sept^ huit, neuf, dix.
Si Ton ajoute ainsi sans cesse une unité nouvelle au dernier nombre obtenu, on forme la série croissante et indéfinie des nombres.
On a donné un nom particulier à chacun des dix premiers nombres. Ces noms sont : un, deux, trois, quatre, cinq, six, sept, huit, neuf, dix.
On aurait pu continuer de la même manière, et donner un nom particulier à chacun des nombres suivants ;.mais il eût été impossible d'apprendre cette infinité de noms. On a donc cherché un moyen de nommer tous les nombres, à Taide d'un petit nombre de mots; c'est le but de la numération parlée. Je vais exposer le système de numération universellement adopté, en n'employant d'abord que les mots strictement nécessaires ; puis je ferai connaître les irrégularités que l'usage a introduites.
Numération parlée.
3. Je suppose, pour fixer les idées, qu'il s'agisse de compter les noix contenues dans un sac. Je prends les noix une à une, en disant : une, deux, trois, quatre, cinq, six, sept, huit, • neuf, dix; je forme ainsi un premier monceau de dix, ou une dizaine. Je recommence en disant : une, deux, trois, quatre, cinq, six, sept, huit, neuf, dix; je forme une seconde dizaine à côté de la première. Je recommence encore et je répèle la même opération jusqu'à ce que j'aie vidé le sac; j'ai alors un certain nombre de dizaines rangées sur une môme ligne et quelques noix restantes. On peut représenter la disposition des choses par la figure suivante :
dans laquelle les points désignent les noix simples et les ccr>
NUMÉRATION
des les dizaines. On dit alors que le nombre des noix contenues dans le sac est
SEPT dizaines et quatre unités.
Supposons qu'il y ait plus de neuf dizaines. Je réunis les dix premières dizaines en un seul monceau, que j'appelle une centaine; je réunis les dix suivantes pour former une autre centaine, et ainsi de suite ; j'ai alors un certain nombre de centaines, puis quelques dizaines et quelques noix restantes, ainsi que le représente la figure suivante, dans laquelle les points désignent les noix simples, les petits cercles, les dizaines, les grands, les centaines :
oooooooo
On énonce le nombre des noix en disant
CINQ centaines^ huit dizaines^ quatre imités.
S'il y avait plus de neuf centaines, on les réunirait dix par dix, d'une manière analogue, pour former des mille^ et ainsi de suite.
UNITÉS DE BIFFEREKTS ORDRES
4. Noire procédé de numération consiste donc à former des collections de dix en dix fois plus grandes,, qui s'appellent unités de différents ordres. Dix unités simples, ou du premier ordre, forment une dizaine, ou une unité de second ordre; dix dizaines forment une centaine, ou une unité du troisième ordre; dix centaines forment un mille, ou une unité du quatrième ordre; en général, dix unités d'un certain ordre forment une unité de Tordre suivant. Le tableau suivant contient les noms des unités des différents ordres.
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Premier ordre. — Un.
Deuxième ordre. — Dix.
Troisième ordre. — Cent.
Quatrième ordre. — Mille, Cinquième ordre. — Dix mille.
Sixième ordre. — Cent mille.
Septième ordre. — Un million.
Huitième ordre. — Dix millions.
Neuvième ordre. — Cent millions.
Dixième ordre. — Un billion.
— Dix billions.
— Cent billions.
^^ Un trillion.
— Dixtrillions.
1'® classe.
T classe.
5' classe.
'" classe.
5* classe.
On lit ce tableau en disant : wm, diXy centy mille. On aurait pu donner un nom nouveau à chacun des ordres suivants; mais, afin d'évitéi* un trop grand nombre de mots, on a conservé pour Tunité du cinquième ordre la dénomination dix mille; Tunilé du sixième ordre vaut dix fois dix mille ou cent mille; on a conservé également cette dernière dénomination. Quant à Vunité du septième ordre, qui vaut dix fois cent mille ou mille mille, on lui a donné un nom nouveau million. Puis viennent la dizaine de millions et la centaine de millions; Tunité suivante, qui vaut dix centaines de millions ou mille millions, a été appelée billion ou milliard.
De cette manière, les ordres ont été groupés en classes de trois en trois. Les unités simples, s*assemblant par dizaines et centaines, forment la première classe. Les mille s'assemblent, comme les unités simples, par dizaines et centaines, et forment la seconde classe. Les millions, s'assemblant de même par dizaines et centaines, forment la troisième classe, et ainsi de suite.
On voit que, par la formation des classes, un mot nouveau seulement est nécessaire pour nonimer le premier ordre de chaque classe; les deux autres se désignent à Paidc des mots
NUMKRATION. 6
(Ux et cent. Je remarque aussi que les unités des classes successives sont de mille en mille fois plus grandes ; ce sont : Vunité simple^ le milles le million^ le billion (que Ton nomme aussi miUiard)y le trillionj le quatrillion^ le qnintillion^ etc.
On appréciera tout l'avantage de ce système de numération en observant que tous les nombres, depuis un jusqu'à un milliard exclusivement, sont nommés au moyen de treize mots seulement.
5. Quand on a disposé, comme nous l'avons dit, les objets que Ton veut compter par collections de dix en dix fois plus grandes ; pour énoncer le nombre des objets, on dit combien il y a d'unités de chaque ordre (et il y en c. au plus neuf), en commençant par Tordre le plus élevé et descendant progressiyeiiient. On dira, par exemple : quatre dizaines de millions^ SEPT millions, huit centaines de mille, six dizaines de mille, LEux mille, neuf centaines, trois dizaines, cikq unités.
IRRÉGULABITËS.
6. J'ai exposé le système de numéralion décimale dans sa pcrfeclion théorique, en n'employant que les molsstriclcmenl nécessaires; je vais maintenant faire connaître les modifications que l'usage a consacrées.
1** Les nombres deux dizaines, trois dizaines, quatre dizaines, cinq dizaines, six dizaines, sept dizaines, huit dizaines, neuf dizaines, ont été nommés : vingt, trente, quarante, cinquante, soixante, septante, octante, nonante.
L'iisage a même introduit quelques irrégularités dans ces dénominations. Au lieu de septante, on dit habituellement soixante-dix, abréviation de soixante et dix ; au lieu d'octante, on dit quatre-vingts, c'est-à-dire quatre fois vingt ; au lieu de nonante, on dit quatre-vingt-dix, c'est-à-dire quatre-vingts, plus dix.
2° Les nombres dix-un, dix-deux, dix-trois, dix quatre, dix-cinq, dix-six, portent les noms spéciaux : onze, douze, treize, quatorze, quinze, seize. Au delà commence la nomenclature régulière ; dix-sept, dix-huit, dix-neuf, vingt, vingt et lin, vingt-deux, vingt-trois, etc.
EXEMPLES
Le nombre «ix dizaines^ quatre unités s'énonce soixantequatre.
Le nombre cinq centaines ^ six dizaines^ quatre unités s\'nonce cinq cent soixante-quatre.
Le nombre deux milky troi» centaines^ quatre dizaines, sept unités s'énonce deux mille trois cent quarante-sept.
Le nombre quatre dizaines de mille, deux mille, trois centaines, CINQ dizaines, sept wntf^s s'énonce quarante-deux. wu/Zé*
TROIS CENT CINQUANTE-SEPT
Le nombre huit centaines de mille, deux dizaines de mille, TROIS mille, cinq centaines, trois dizaines, neuf wni^^s s'énonce
HUIT CENT VINGT-TROIS mille CINQ CENT TRENTE-NEUF.
Le nombre quatre dizaines de millions, sept millions, huit centaines de mille, six di:5ûines rf^ mille, deux m/W^, neuf centaines, TROIS dizaines, cinq unités s'énonce quarante-sept millions HUIT CENT SOIXANTE-DEUX mille NEUF CENT TRENTE- CINQ,
. IVumératlofi éerUe,
7. Nous avons appris à nommer les nombres ; nous allons dire maintenant comment on les écrit. Supposons d'abord le nombre écrit au moyen de l'écriture ordinaire. Soit, par exemple, le nombre
QUATRE**"'""^^**®"''"^ DEUX"'"*-' TROIS '^®"*^'"^' ^INQ *'''^'"^* SEPT""'^^'.
Si l'on remarque que les mots un, deux, trois, quatre, cinq, SIX, sept, huit, neuf, qui indiquent le nombre des unités d » chaque ordre, se répètent sans cesse, il viendra naturellement à l'esprit, afin d'abréger l'écriture, de 'représenter chacun de ces mots par un signe simple et facile à former. Les caractères ou chiffres que Ton a adoptés pour représenter les neuf premiers nombres sont
A Taide de ces caractères, le nombre précédent s'écrit
A dizaines de mille gniille gcentnines gdizainea i7 unités
NUMÉRATION
Je remarque maintenant que le cliifîre 7, qui est au premier rang à partir de la droite, représente des unités du premier , ordre ; le chiffre 5, qui est au second rang, représente des dizaines, c'est-à-dire des unités du second ordre ; le chiffre 3, qui est au troisième rang, représente des centaines, c'est-àdire des unités du troisième ordre; le chiffre 2, qui est au quatrième rang, représente des mille, c'est-à-dire des unités du quatrième ordre ; le chiffre 4, qui est au cinquième rang, représenle des dizaines de mille ou des unités du cinquième ordre. En un mot, le rang de chaque chiffre, à partir de la droite, indique l'ordre des unités qu'il représente. Il est donc inutile d'écrire le nom de Tordre, le rang du chiffre l'indique suffisamment. De cette manière le nombre précédent s'écrit simplement
Considérons encore le nombre
^ diz. de millions "J millions g ient.de mille g dix. de mille 2'"»"e Ocent. Jdii. ^un:lé9
Le rang de chaque chiffre, à partir de la droite, indiquant toujours l'ordre des unités, on écrira simplement
8. Comme il arrive souvent que certains ordres d'unités manquent, on a imaginé un nouveau caractère, le chiffre 0, que l'on nomme zéro^ et qui, n'ayant aucune valeur par luimême, sert uniquement à remplir les places vacantes. Soit, par exemple, le nombre cinq cent sept, ou cinj centaines et SEPT unités. Ce nombre ne contient pas de dizaines ; on metlra un zéro pour marquer la place des dizaines, et Ton écrira
De cette manière, le chiffre 5, qui représente des centaines ou des unités du troisième ordre, est toujours au troisième rang à partir de la droite. De même, le nombre six cent deux mille CINQ, ou six centaines de mUhj deux mille^ cimunités^ s'écrira
602005; on a marqué par des zéros la place des unités qui manquent.
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Cette manière d'écrire les nombres repose, comme on le voit, sur deux idées : 1" invention de neuf caractères ou chiffres servant à désigner les neuf premiers nombres ; 2* indication de Tordre des unités par le rang qu'occupe le chiffre à partir de la droite.
On a coutume d'exprimer cette seconde convention en disant qu'un chiffre placé à la gauche d*un autre représente des unités dix fois plus grandes.
RÈGLES
9. De ce qui précède, on conclut les deux règles pratiques suivantes :
Règle I. Pour écrire en chiffres un nombre énoncé en langage ordinaire^ on place successivement à la suite les uns des autres^ en allant de gauche à droite^ les chiffres qui expriment les nombres de centaines^ de dizaines et d\mités de chaque classe j en commençant pur la classe la plus élevée et descendant progressivement^ et marquant par dès zéros la place des unités qui manquent.
Règle IL Pour énoncer en langage ordinaire un nombre écrit en chiffres j si le nombre n*a que trois chiffres aupluSy on énonce successivement chaque chiffre à partir de la gauche^ en indiquant immédiatement après Vordre des unités. Ainsi les nombres
s'énoncent :
TRENTE-HUIT, SOIXANTE, HUIT CENT TRENTE SEPT, DEUX CENT QUARANTE, SIX CENT UN, SEPT CENTS.
Lorsque le nombre donné a plus de trois chiffres^ on Vimagine partagé en tranches de trois chiffres à partir de la droite, sauf à n*en laisser quun ou deux dans la dernière tranche; puis^ commen{ant par la gauche, on énonce successivement chaque tranche, comme si elle était seule, en indiquant après le nom Je la classe.
NUMÊRATiaN.
Soit le nombre
Les Irois premiers chiffres 7, 4, 3, de droite à gauche, se rapporient à la classe des unités, les deux suivants à celle des mille. On dira donc vingt-cikq mille trois cent quarante-sept. Soit, de même, le nombre
Les trois premiers chiffres, de droite à gauche, se rapportent à la classe des unités, les trois suivants à celle des mille, le dernier à celle des millions. On dira donc quatre millions SIX CENT trente-sept mille cinq cent vingt et un. Soit encore le nombre
La classe des mille manque complètement. On dira : un billion SOIXANTE-DIX mUUons trois cent quatre.
EXl.RCICKS.
1** Le professeur donnera aux élèves des sacs de graines; les élevés disposeront les graines par collections de dix en dix fois plus grandes; ils diront les nohibres et les écriront en chiffres.
2" Lire les nombres suivants :
L^élève dira d'abord la signification de chaque chiffre en allant de droite à gauche ; puis il lira le nombre. 3° Lire les nombres suivants :
4"* Écrire en chiffres les nombres suivants : Vingt-cinq, vingt, dix, douze, octante, quatre-vingts, soixante, nonante-ncuf, soixante-quinze, qualre-vingl-di.\- £ept, deux cent quarante-six, cent, cent un, huit cent cin-
quante, neuf cent neuf, mille quatre cent trente-huit, trois mille neuf cent soixante, cinq mille dix, quatre cent mille deux cents, neuf cent mille, neuf cent huit mille sept, trois millions quatre cent cinquante-deux mille neuf cent cinquante-sept, cent millions vingt mille trois, un billion vingf.
CHAPITRE II
DEFINITION
10. Uaddition est une opération qui a pour but de réunir plusieurs nombres en un seul. Le résultat s'appelle somme ou total.
On a plusieurs monceaux de noix; si on les réunit en un seul, on fait une addition. On connaît les nombres de noix que renferment les différents monceaux; il s*ogît de calculer combien de noix renferme le monceau total.
Je vais examiner différents* cas, en commençant parles plus simples.
ADDITION DE DEUX NOUBRES d'UN CHIFFRE.
1 1 . Je veux, par exemple, additionner les nombres 4 et 5. Il est évident que j'arriverai au résultat en ajoutant au nombre 5 chacune des unités qui composent le nombre 4. Je suppose une main fermée, et partant de 5, j'ajoute successivement l'unité, en ouvrant un doigt à chaque unité ajoutée; quand j'aurai ouvert quatre doigts, je m'arrêterai. Partant de cinq', je dis donc : six, sept, huit, neuf; j ai ouvert quatre doigts, la somme est 9.
) Soit encore à ajouter 8 et 9. Je ferme les deux mains, et, partant de 9, j'ouvre les doigts successivement, en disant :
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dix, onze, douze, treize, quatorze, quinze, seize, dix-sept. J'ji ouvert 8 doigts, je m'arrête, la somme est 1 7.
A force d'habitude et la mémoire aidant, on finit par dire tout d*un coup
5 et 4 font 9, 9 et 8 font 17;
,ct, pour abréger, en sous-enfendant le mot font^
5 et 4 .... 9, 9et8....17.
On pourrait suivre ce procédé élémentaire pour faîro Taddidition de deux nombres quelconques, en ajoutant successivement à Tun d'eux chacune des unités qui composent l'autre; mais l'opération deviendrait fort longue, si les nombres donnés étaient grands. Je vais indiquer le procédé au moyen duquel on abrège l'opération.
AnDITION D UN NOMBRE D UN CHIFFRE A UN NOMBRE JE PLUSIEURS CHIFFRES.
12. Ajouter 5 à 54. Puisque trois unités ajoutées à quatre unités donnent sept unités, la somme est 57.
Ajouter 8 à 37. Huit et sept fcftitlS unités, c'est-à-dire cinq unités et une dizaine; cette dizaine ajoutée aux trois dizaines donne quatre dizaines; la somme, se composant de quatre dizaines et de cinq unités, est 45.
Par rhabitude, on dira tout d'un coup
54 et 3.. ..57, 37 et 8. ...45.
ADDITION DE NOMBRES QUELCONQUES. i
Addilionner les nombres 7638, 5703, 947 et
Je place les nombres proposés les uns au-dessous des autres, de manière que les unités soient sous les unités, les dizaines sous les dizaines, les centaines sous les centaines, les mille
SOUS les mille; en un mot, de manière que les unilés de même oi'drc soieul dans une même colonne \eriicale.
Je trace sous le dernier nombre un trait horizontal, «udessous duquel j'écrirai le résultat.
Pour additionner ces nombres^il suffit d'ajouter successivement les unités simples aux unités simples, les dizaines aux dizaines, les centaines aux centaines, les mille aux mîlle.
J'additionne donc les unités contenues dans la première colonne de droite; je dis : 8 et 3 font H, 11 et 7 font 18, 18 et 9 font 27. J'ai 27 unilés; ces 27 unités donnent 7 unités que j'écris au-dessous de la colonne des unités, et 2 dizaines que je reporte à la colonne des dizaines.
J'additionne les dizaines contenues dans la seconde colonne; je dis : 2 dizaines reportées et 3 font 5, et 4 font 9, et 9 font 18. Ces 18 dizaines donnent 8 dizaines que j'écris au-dessous des dizaines, et 1 centaine que je reporte à la colonne do^ centaines.
J'additionne les centaines contenues dans la troisième colonne; je dis: 1 centaine reportée et 6 font 7, et 7 font 14, et 9 font 23, et 7 font 30. Ces 30 centaines donnent 3 mille; j'écris donc sous les centaines, et je reporte 3 mille à la colonne antérieure.
J'additionne les mille : 3 mille reportés et 7 font dix, et 5 font 15. Ces 15 mille donnent 5 mille que j'écris sous les mille, et une dizaine de mille que j'écris à la gauche du chiffre 5 L'addition est terminée; la somme cherchée est 15087. Amsl
Règle. Pour additionner plusieurs nombres^ on les écrit les uns an-dessous des autres^ de rrianière que les unités de même ordre soient placées dans une même colonne verticale ; on trace un trait au-dessous du dernier nombre ; puiSy à partir de la
droite^ on fait successivemmi la somme des chiffres contenus dans chaque colonne verticale ; si cette somme ne surpasse pas netify on V écrit au-dessous telle qu'ion la trouvée ; si elle surpasse neufj on n écrit an-dessous que le chiffre des unités y et on reporte les dizaines à la colonne suivante.
Comme il importe d'opérer aussi rapidement que possible, on efiectuera Taddition en disant simplement :
8 et 5.... 11 et 7.... 18 et 9.... 27; je pose 7, et retiens 2et5.... 5et4.... 9 et 9 .... 18; je pose 8, et retiens 1 et 6.... 7 et 7.... 14 et 9.... 23 et 7.... 30; je pose 0, et retiens 3 et 7.... 10 et 5.... 15; je pose 15.
REMARQUE
14. L'addition d'une colonne fournit généralement une retenue pour la colonne de gauche ; c'est pour cela que l'on commence l'opération par la droite. Si Ton opérait au contraire en allant de gauche à droite, lorsqu'une colonne donnerait une somme plus grande que 9, on serait obligé d'effacer le chiffre précédemment écrit pour l'augmenter de la retenue de la colonne suivante. Ainsi, dans l'exemple précédent, si l'on commençait par la gauche, on dirait : 7 et 5 font 12, je pose 12; la colonne suivante donne pour somme 29, j'écris 9, et, comme il faut reporter les 2 dizaines, j'efface le 2 que je remplace par 4. La troisième colonne donne 16, je pose 6, et je suis obligé d'effacer non-seulement le chiffre 9 que je remplace par 0, mais encore le chiffre 4 que je remplace par 5. On voit donc combien il est utile pour la simplicité de l'opération de commencer par la droite.
PREUVE
16. On appelle preuve d'une opération une seconde opération qui sert 5 vérifier l'exactitude de la première. Nous avons additionné chaque colonne verticale en allant de haut en bas ; si nous recommençons l'opération en allant de ])as en haut, nous devons retrouver le même résultat. Dans l'exemple
précédent, la vérification a. lieu. Cependant on ne peut affirmer d'une manière absolue l'exaclilude du résultai; car on aurait pu commettre dans les deux opérations des erreurs égales; mais, comme cette circonstance est tout à fait exceptionnelle, on regardera comme très-probable l'exactitude du résultat.
EXERCICES
1° Un homme a reçu d'une part 7455 francs, d'autre paît i 890 francs. Combien a-t-il reçu en tout?
2^ On a mélangé 150 kilogrammes de nitre avec 25 kilogrammes de charbon et 25 kilogrammes de soufre, pour faire de la poudre à canon. Combien a-t-on obtenu de poudre?
S*" L'Europe contient 168 millions d'habitants, l'Asie 580 millions, l'Afrique 92 millions, l'Amérique 150 millions et rOcéanie 10 millions. Quelle est la population de toute la terre?
4° Une propriété se compose de quatre parties, un pré de 1 750 ares, un champ de 937 ares, un autre champ plus grand que le premier de 120 ares, et enfin un jardin de 89 ares. Quelle est Tétendue totale delà propriété?
CHAPITRE III
DEFINITION
16. La soustraction est une opération par laquelle (Vun nombre donné on retranche un nombre plus petit.
Le résullal s'appelle reste.
Si d'un monceau de noix on ôte un certain nombre de noix, on fait une soustraction.
La soustraction est l'opération inverse de Taddilion .- car l'addition consiste à ajouter, la soustraction à irtrancher.
Le reste est la différence des deux nombres donnés. Si Ton à, par exemple, deux longueurs, Tune de 9 mètres, l'autre de 4 mètres, et que de la plus grande on retranche la plus pelilr, le reste sera évidemment la différence des deux longueurs données, ou l'excès de la plus grande sur la plus petite.
Si au reste on ajoute le nombre retranché, il est évident que l'on reproduit le plus grand des deux nombres donnés. La soustraction peut donc être définie de cette manière : Étant donnés deux nombres y trouver le nombre quil faut ajouter au plus petit des deux nombres donnés pour reproduire le plus grand.
Je vais, comme pour Taddition, considérer différents cas, en commençant par le plus simple.
CAS ou LE PLUS PETIT NOMBRE N*À QU UN CHIFFRE ET OU LE PLUS GRAND EST UOINDUE QUE LE PLUS PETIT AUGMENTÉ DE DIX.
17. Soit à retrancher 4 de 9. 11 est clair que j'arriverai au
rcsiiltet en ôtant de 9 chacune des unités qui composent le nombre 4. Une main étant fermée, j'ôte successivement l'unité, en ouvrant un doigt à chaque unité retranchée ; quand j'aurai ouvert quatre doigls, je m'arrêterai. Partant de neuf, je dis donc : huit, sept, six, cinq; j'ai ouvert 4 doigts, le reste est cinq. Mais il e3t plus simple de chercher dans sa mémoire quel est le nombre qui, ajouté à 4, donne 9. On sait que 4 et 5 font 9 ; donc, si de 9 on retranche 4, il reste 5.
De 15 ôler 8. Je ferme les deux mains, et, partant de 15, je retranche successivement 8 unités, en ouvrant un doigt à chaque unité retranchée, j'arrive ainsi au reste 7. On obtient immédiatement ce résultat en cherchant quel est le nombre qtii ajouté à 8 donne 15. On sait que 8 et 7 font 15 ; donc, si de 15 on retranche 8, il reste 7.
On pourrait effectuer une soustraction quelconque par ce procédé, en retranchant successivement du plus grand nombre donné chacune des unités qui composent le plus petit ; mais comme eette opération serait trop longue, on rabrcge de la manière suivante.
CAS GÉNÉRAL
18. De 8i96 ôtcr 1432. J'écris le plus petit nombre audessous du plus grand, de manière que. les unités de même ordre soient dans une même colonne verticale; je trace un trait horizontal au'-dessous duquel j'écrirai le résultat.
Je retranche successivement les unités deSv unités, les dizaines des dizaines, les centaines des centaines, les mille des mille. Je dis : 2 unités ôtées de 6 unités, il reste 4 unités, que j'écris au- dessous de. la colonne des unités; — 3 dizaines ôtées de 9 dizaines, il reste 6 dizaines, que j'écris au-dessous des dizaines; — 4 centaines ôtées de 4 centaines, il ne reste rien, j^écris à la colonne des centaines ; — 1 mille ôté de 8 mille.
LIVnE I. - CÎIAPITIŒ III
il resté 7 mille, que j'écris a la colonne des mille. Puisque tcules les parlies du nombre inférieur ont été retranchées du nombre supérieur, la soustraction est effectuée ; le reste est
è'xi i\ retrancher 27ûO de o'276.
Ici se prosente une difficulté : on ne peut ôter 9 unités de G unités. Pour éviter cet inconvénient, on s'appuie sur ce principe évident, que, lorsqu'on augmente deux nombres d'un même nombre, la différence ne change pas. Au nombre supérieur j'ajoute une dizaine ou dix unités, j'ai alors 16 unités; 9 unités ôtées de 16 unités, il reste 7 unités. J'ai ajouté une dizaine au nombre supérieur ; pour que la différence ne change pas, j'ajoute aussi une dizaine au nombre inférieur, et je retranche 4 dizaines de 7 dizaines, il reste 5 dizaines. — ' Comme on ne peut ôlcr 7 centaines de 2 centaines, j'ajoute de même au nombre supérieur 10 centaines ou un mille, j'ai alors 12 centaines ; 7 centaines ôtées de 12 centaines, il reste 5 centîiines. — Pour ne pas changer la différence, j'ajoute aussi dix centaines ou un mille au nombre inférieur, et je retranche 3 mille de 3 mille, il ne reste rien. Le reste cherché est donc 537.
Afin d'effectuer la soustraction aussi rapidement que pos- <?»Me, on dit simplement :
9 de 16.... 7; 4 de 7.... 5; 7 de 12... B; 3dc3.... 0.
Hoit encore la soustraction suivante t
Cndira 1 6 de 10.... 4; 10 de 17.... 7; 1 de 10.... 0; 10 tlj 10.... 0; 4 de 4.... 0; Ode 3.... 3.
Règle. Pour trouver la différence de deux noinbvts^ ondcrit
le plus petit nombre au-dessous du plus grande de manière que les unités de même ordre soient dans une même colonne verticale; puis ^ à partir delà droite^ on retranche successivement chaque chiffre du nombre inférieur du chiffre supérieur correspondant^ et Von écrit la différence au dessous, Lorsquun chiffre inférieur est plus grand que le chiffre supérieur correspondant^ on ajoute dix à ce dernier, en ayant soin d'augmenter^ par la pensée^ d^me unité le chiffre placé immédiatement à gauche dans le nombre inférieur.
REMARQUE
19. Si chacun des chiffres inférieurs élait phis pclit que le chiffre supérieur correspondant, il serait indifférent d'opérer de gaucheàdroile ou de droite à gauche; mais comme il n'en est pas toujours ainsi, ii est avantageux d'aller de droite à gauche. Si Ton allait de gauche à droite et qu'on rencontrât im chiffre inférieur plus grand que le chiffre supérieur correspondant, on serait obligé d'effacer le chiffre précédemment écrit au résultat pour le diminuer d'une unité.
PREDVE,
20. Quand d'un nombre on a retranché un autre , si au reste on ajoute le nombre retranché, il est clair que Ton doit retrouver le premier nombre. Ceci donne un moyen trèssimple de vérifier une soustraction ; on additionnera le nombre inférieur et le reste, et l'on verra si Ton reproduit le nombre supérieur.
Vérifions de celte manière l'une des soustractions l'effectuées précédejnment :
Sans rien écrire, on dira : 9 et 7.... 16, je pose 6 et retiens i j et 3..;. 4 et 3..i. 7, je pose 7; 7 et 5...* 12, je pose 2 et
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reliens 1 , cl 2.:.. 3. On relrouve ainsi le nombre supérieur. L'opération est exacte.
EXERCICES
1** Une personne part pour un voyoge avec 584 francs ; à son retour elle n'a plus que 157 francs. Combien a-t-ellc dépensé?
2° Une personne née en 1789 est morte en 1832. Quel était son âge?
5° Un vase vide pèse 408 grammes ; plein d'alcool, il pèse 2015 grammes. Quel est le poids de Talcool contenu dans le vase?
4° La plus baute montagne du globe, dans l'Himalaya, en Asie, a 8588 maires d'élévation au-dessus du niveau de la mer; le monl Blanc, en Europe, a 4810 mèlres d'élévation. De combien la première montagne surpasse- t-elle la seconde?
5*" Le rayon qui va du centre de la terre au pôle est de 6356324 mètres ; celui qui va à l'équateur est plus grand, il est de 6376924 mètres. Calculer la différence ou Tapplalissement de la terre à cbaque pôle.
6° La terre dans son mouvement annuel autour du soleil, n'est pas toujours à la même distance du soleil; la plus grande dislance esl de 35183000 lieues, la plus petite de 34017200 lieues. Qi'.cUc est la di.'féiencc?
CHAPITRE IV
IHULTIPLICATIOIV
DEFINITION
21. La multiplication consiste à répéter un nombre nommé MULTIPLICANDE outant (le fois qu'il y a d^unités dans im autre nombre nommé multipliCxVteur. Le résullal s'appelle produit.
Ainsi, multiplier 9 par 5, c'est répéter le nombre 9 cinq fois ; 9 est le multiplicande^ ou le nombre que Ton multiplie ; 5 est le multiplicateur^ ou le nombre qui indique combien de fois il faut répéter le multiplicande.
Si Ton a plusieurs monceaux renfermant chacun le même nombre de noix, et si on les réunit en un seul, on fait une mulliplicalion. Le monceau total est le produit de la multiplication.
La multiplication, comme on le voit, n'est autre chose qne l'addition de plusieurs nombres égaux entreeux. Pour mulliplier 9 par 5, j'écris donc le nombre 9 cinq fois :
et j'additionne ; j'obtiens le produit 45.
Mais si les nombres élaienl plus grands, s'il s'agissait, par exemple, de multiplier 258 par 36, l'addition deviendrait très longue; car il faudrait écrire 36 fois le multiplicande. Je \ais expliquer comment on parvient à simplifier l'opération^
22. Il est nécessaire de savoir d'abord par cœur les produits que Ton obtient en multipliant les neuf premiers nombres les uns par les autres deux à deux ; tous ces produits sont réunis dans la table suivante, dont on allribue Tinvenlion ix Pythagore.
Voici comment on forme cette table :
J'écris sur une même ligne horizontale les neuf premiers nombres. J'ajoute chacun de ces nombres à lui-même, en disant :. 1 et 1 font 2, 2 et 2 font 4, 3 et3... 6, 4et4... 8, 5 et 5... 10, ô et 6... 12, 7 et 7... 14, 8 et 8... 16, 9 et 9.. . 18, etj'écris les résultats dans une seconde ligne horizontale au-dessous de la première. Cette seconde ligne renferme, comme on le voit, les n€uf premiers nombres répétés deux fois, c'est-à-dire les produits des neuf premiers nombres par 2.
A la seconde ligne j'ajoute la première, en disant : 2 et 1 ..• 3, 4et2... 6,6 et 3... 9, etc.; et j'écris les résultats dans une troisième ligne horizontale. A deux fois chacun des neuf pre-
miers nombres, j'ai ajouté une fois ces mômes nombres, j'ai ( ainsi trois fois ces nombres; la troisième ligne contient donc ' les produits des neuf premiers nombres par 3. \
A la troisième ligne j'ajoule de même la première, en disant : 5 et 1... 4, 6 et 2. . 8, 9 et 3... 12, etc. ; et j'écris les résultats dans une quatrième ligne horizontale. A trois fois chacun des neuf premiers nombres, j'ai ajouté une fois ces mêmes nombres ; et j'ai ainsi quatre fois ces nombres ou leurs produits par 4.
On continuera de la sorte à ajouter aux nombres de la dernière ligne obtenue les nombres correspondants de la première, jusqu'à ce qu'on soit arrivé aux produits des neuf premiers nombres par 9. Alors on s'arrêtera, la table est complète, elle renferme tous les produits que l'on obtient en multipliant les neuf premier nombres les uns par les autres ' deux à deux.
Les nombres contenus dans une même colonne Terlicale sont les produits du nombre placé en tête de cette colonne par chacun des neuf premiers nombres; les nombres contenus .dans une même ligne horizontale sont les produits des neuf premiers nombres par le nombre placé en avant. Si donc on .veut trouver dans la table un produit, le produit Je 7 par 3, par exemple, on regardera la colonne verticale qui commence par 7, et la ligne horizontale qui commence par 3 ; le nombre 21, placé au point où se croisent les deux lignes, est le produit cherché.
Par analogie, on dit qu'on multiplie un nombre par Tunité quand on écrit ce nombre lui-même; de celte manière, Ta première ligne horizontale contient les produits des neuf premiers nombres par l'unité. *
Il est nécessaire d'apprendre par cœur la table de multiplication; on l'énonce ainsi :
2 fois i.... 2, 2 fois 2.. ..4, 2 fois 3.... 6...., 2 fois 9.... 18.
3 fois i .... 3, 5 fois 2. ...6, 5 fois 3.... 9...., 3 fois 9.... 27.
Dfoisl,...9, 9rois2;.. 18, 9 fois5.... 2^.,.., 9fois9,... 81.
multiplication d*urf noijoiu!: de plusieurs chiffres par un momdre
d'un chiffre.
23. Soil à multiplier 497 par 6. L'opération consisle à répéter le multiplicande six fois; je répéterai six fois les unités, puis les dizaines, puis les centaines. J'écris le multiplicaleur au-dessous du multiplicande,
et je souligne. Je dis : six fois 7 unités font 42 unités, j'écrrs 2 unités sous la colonne des unités, et je reliens 4 dizaines ; six fois 9 dizaines font 54 dizaines, et 4 dizaines retenues font 58 dizaines, j'écris 8 dizaines sous la colonne des dizaines, et je retiens 5 œnlaincs ; six fois 4 centaines font 24 centaines, et 5 cenlaines retenues font 29 centaines, j'écris 9 centaines et 2 mille. Le produit est 2982.
On effectuera rapidement Topéralion en disant : 6 fois 7.... 42, je pose 2 et reliens 4 ; 6 fois 9.... 54 et 4.... 58, je pose 8 et retiens 5 ; 6 fois 4.... 24 et 5.... 29, je pose 29. Le produit est 2982.
On commence l'opération par la droite, à cause des retenues ; la raison en est la môme que pour Taddilion.
UULTIPLIGATION d'uN NOMBRE QUELCOiNQUE PAR 10, 100, 1010, ETC.
24. Proposons-nous d'abord de multiplier le nombre 5037 par 10. Il s'agit de répéter ce nombre dix fois, c'est-à-dire de le rendre dix fois plus grand ; il suffit pour cela de mettre un zéro à sa droite, ce qui donne 56370. En effet, le chiffre 7, qui était placé au premier rang et exprimait des unités, est mainlenant placé au second rang et exprime des dizaines, c'c^t-à-dire des unités dix fois plus grandes. Le chiffre 3, qui était placé au second rang et exprimait des dizaines, est maintenant placé au troisième rang et exprime des centaines, c'est-à-dire des unités dix fois- plus grandes, et ain&i de suite. Chaque partie du nombre étant devenue dix foi^ plus grande, le nombre lui-même est devenu dix fois plus grand.
Proposons marinlcriarit de multiplier le nombre 5637 par 100. Il s*agil (le répéter ce nombre cent fois, c*est- à-dire de le rendre cent fois plus grand ; il suflit pour cela de mettre deux zéros à sa droite, ce qui donne 565700. En effet, le chiffre 7, qui était placé au premier rang et exprimait des unités, est maintenant I)lacé au troisième rang et exprime des centaines, c'est-à-dire des unités cent fois plus grandes. Le chiffre 3, qui était placé au second rang et exprimait des dizaines, est maintenant placé au quatrième rang et exprime des mille, c'est-à-dire des unités cent fois plus grandes, et ainsi de suite. Chaque partie du nombre étant devenue cent fois plus grande, le nombre lui-même est devenu cent fois plus grand.
On verrait de même que pour multiplier le nombre 5637 par 1000, il suffit de mettre trois zéros à sa droite, ce qui donne 5637000. Car le chiffre 7, qui exprimait des unités, exprime maintenant des mille ; le chiffre 3, qui exprimait dos dizaines, exprime maintenant des dizaines de mille, etc.
Ainsi, pour multiplier un nombre par 10, 100, 1000...., il suffit d'écrire à sa droite u?i, deuor^ trois.... zéros.
IIULTIPLICÀIIO:^ DE DEUX KOUBRES QUELCOiNQUES.
25. Soit à multiplier 5637 par 258. J'écris le multiplicateur au-dessous du multiplicande, et je trace un trait horizontal.
Multiplier 5637 par 258, c'est répéter le multiplicande deux cent cinquante-huit fois, ou bien, c'est le répéter huit fois? plus cinquante fois, plus deux cents fois.
Je répète d'abord le inultiplicande huit fois ; j'ai le premier produit partiel 45096, que j'écris sous le trait horizontal.
Je répète maintenant le multiplicande cinquante fois. Mais 50, c'est 5 his dix. On répétera donc le multiplicande cin-
quan(c fois, en le répélanl d'abord dix fuis, etrépélanl ensuite le résultat cinq fois. Pour répéter le multiplicande dix fois, il suffit, comme nous l'avons vu, de mettre un zéro à sa droite, ce qui donne 56370. Il faut ensuite répéter ce résultat cinq fois, c'est-à-dire le multiplier par 5 ; on a ainsi le second produit partiel 281850, que Ton écrit au-dessous du premier.
Je répète enfin le multiplicande deux cents fois. Mais 200, c'est deux fois cent. On répétera donc le multiplicande deux cents fois, en le répétant d'abord cent fois, et répétant ensuite le résultat deux fois. Pour répéter le multiplicande cent fois, il suffit de mettre deux zéros à sa droite, ce qui donne 563700 ; il faut ensuite répéter ce résultat deux fois, c'est-à-dire le multiplier par 2 ; on a ainsi le troisième produit partiel i 127400, que l'on écrit au-dessous du second.
Ayant obtenu les trois produits partiels, on les additionne, et l'on trouve ainsi le produit demandé 1454346.
26; On obtient le premier produit partiel en inultipliaiit le multiplicande par le premier chiffre 8 du mulliplicateur. On
obtiendra évidemment le second en multiplianlle mulliplicando par 5, ce qui donne 28i 85 et mettant un zéro à la droite ; mais on peut se dispenser d'écrire ce zéro, en plaçant ce nombre 28185 de manière que son premier chiffre 5 se trouve dans la colonne des dizaines. On obtiendra de même le troisième produit partiel en multipliant le multiplicande par 2, ce qui donne 11_274 et mettant deux zéros à la droite; mais on se dispensera d'écrire les zéros en plaçant ce nombre 11274 de manière que son premier chiffre 4 soit dans la colonne des centaines.
L'opération est disposée de la manière suivante :
1454346 On opère en disant : 8 fois 7 . » .. 56, je pose 6 (dans la calontue
MULTIPL'CATION. 27
desunités)etroliens5; 8 fois 3.... 24 et 5.... 29, je pose 9 et reliens 2; 8 fois 6.... 48 et 2.... 50, je pose et retiens5 ; Sfois 5.... 40 et 5.... 45.
5 fois 7.... 35; je pose 5 (dans la colonne des dizaines) et reliens 3; 5 fois 5.... 15 et 3..:. 18, je pose 8 et reliens i ; 5 fois 6.... 30 et 1.... 31, je pose 1 et reliens 3; 5fois5.... 35 cl 3.... 28, je pose 28.
2 fois 7.. . 14, je pose 4 (dans la colonne des centaines) et retiens 1 ; 2 fois 3.... 6 et!.... 7, je pose 7; 2 fois 6.... 12, je pose 2 et retiens 1 ; 2 fois 5.... 10 et 1.... 11, je pose 11.
J additionne : le produit demandé est 1454346.
Nous pouvons mainienant formuler la règle générale de la multiplication.
Règle. Vour multiplier deux nombres quelconques^ on écrit le multiplicateur sous le multiplicande ; on souligne; puis on multiplie te multiplicande successivement par chacun des chiffres du multiplicateur^ en ayant soin d'écrire te premier chiffre de chaque produit jiartiel sous le chiffre du multipUcatenr qui l'a fourni. Ensuite on additionne les produits partiels,
J'applique cette règle à l'exemple suivant
Il n*y a pas à s'occuper des zéros qui se trouvent au multiplicateur; on multipliem d'abord par 7, puis par 5 et par 3, en ayant soin d'écrire le premier chiffre de chaque prod,uit partiel sous le chiffre du multiplicateur qui l'a fourni. On dira donc: 7 fois 6.... 42,jepose2 (sous le chiffre 7 ) et retiens 4 ; 7 fois 4 28 et 4.... 32, je pose 2 et reliens 3, etc.
5 fois 6 30, je pose (sous le chiffre 5) et reliens 5;
Sfois 4.... 20 et 3.... 23, etc.
3 fois 6..., 1.8, je pose 8 (sous le chiffre 3) et retiens 1 , etc.
REMARQUES
28. Remarque I. Quand on effectue un prodnil pariicl, il y a avantage, comme on l'a vu, à multiplier successivement les différents chiffres du multiplicande en allant de droite à gauche ; mais on peut prendre les chiffres du multiplicateur dans un ordre quelconque. Cependant, pour plus de régularité, on s'avance aussi dans le multiplicateur de droite à gauche.
29. Remarque II. Pour multiplier deux nombres terminés par lies iéroSy il suffit d effectuer le produit de ces deux nombres^ abstraction faite des zéros qui les terminent; puis d* écrire à la droite du produit autant de zéros qu il y en a dans le multiplicande et dans le multiplicateur proposés.
Soit à multiplier 246000 par 54. Il s'agit de répéter 54 fois le nombre 246 mille; 54 fois 246 unités font 13284 unités; donc 54 fois 246 mille font 15284 mille ou 13284000.
Soit à multiplier 246000 par 5400. Le multiplicateur est égal à 54 fois cent; on répétera donc le multiplicande 5400 fois en le répétant d'abord 100 fois, ce qui donne 24600000, puis répétant le résultat 54 fois, ce qui donne 1328400000. On voit par là que pour multiplier 246000 par 5400, il suffit de multiplier 246 par 54, et d'ajouter cinq zéros au résultat.
30. Remarque III. Quand on augmente le midiiplicande ou le multiplicateur, le produit augmente. Quand on diminue le multiplicande ou le multiplicateur, le produit diminue.
Ceci résulte de la définition même de la multiplication. Car, si on augmente le multiplicande sans changer le multiplicateur, on répète le même nombre de fois un nombre plus grand, ce qui donne évidemment un produit plus grand. De même, si Ton augmente le multiplicateur sans changer le multiplicande, on répète le môme nombre un nombre de fois plus grand, ce qui donne aussi un produit plus grand. A plus forte raison, si on augmente à la fois le multiplicande et le multiplicateur, le produit scra-t-il plus grand.
MULTII'UCATION. 29.
On démonlrc par un raisonnement semblable que, sî Von diminue le mulliplicande ou le multiplicateur, le produit diminue.
31. Eemauque IV. Si Von rend le multiplicande ou le multqilicateur un certain nombre de fois plus grand ou plus petite le produit devient le même nombre de fois plus grand ou plus petit.
D'abord, si, le multiplicateur restant le même, on rend le
multiplicande deux, trois fois plus grand, comme on
répète le même nombre de fois un nombre deux, trois......
fois plus grand, il est clair que l'on obtient un produit deux, trois.... fois plus grand.
Je suppose maintenant que, le multiplicande restant le
môme, on rende le multiplicateur, deux, trois.... fois plus
grand; on répète le même nombre un nombre de fois deux,
trois.... fois plus grand; le produit devient donc deux, Irois,
fois plus grand.
Ainsi, 21 étant trois fois plus grand que 7, le produit de 21 par 4 est trois fois plus grand que le produit de 7 par 4. De même, 12 étant trois fois plus grand que 4, le produit de 7 par 12 est trois fois plus grand que le produit de 7 par 4.
32. Remarque V. Le produit renferme autant de chiffres quil y en a au multiplicande et au multiplicateur^ ou autant moins un.
Ainsi on peut dire d'avance que le produit dé 5637 par 258 aura ou 7 ou 6 chilfres. En effet, puisque le multiplicande est plus grand que 1000, et le nuiltiplicateur plus grand que 100, le produit cherché sera plus grand que le produit de 1000 par 100 ou que 100000; ce produit donc aura au moins 6 chiffres. D'aulre pari, puisque le multiplicande est plus pelit que 10000, et le multiplicateur plus petit que 1000, le produit cherché sera plus petit que le produit de 10000 par 1000 ou que 10000000 ; il aura donc au plus 7 chiffres. Ainsi, le produit renferme 6 ou 7 chiffres. Dans l'exemple précédent le produit a 7 chiffres; mais le produit de 3547 par 275 n'a que 6 chilfres.
33. Remarque VI. Le produit de deux nombres ne change pasy quel que soit celui des deux que Von prenne pour multiplicande ou pour midtiplicateur.
Considérons le produit des deux nombres 5 et 3. Pour figurer ce produit, écrivons 5 unités sur une même ligne horizontale et répétons trois fois celte ligne.
Puisque chaque ligne horizontalecontient 5 unités, et qu'il y a 5 lignes semblables, le nombre total des unités contenues dans le tableau égale 3 fois 5 unités. D'autre part, on peut compter par colonnes verticales ; chacune d'elles contient 3 unités ; il y a 5 colonnes semblables; donc le nombre total des unités contenues dans le tableau égale 5 fois 3 unités. Ainsi, le môme tableau, évalué d une façon où de Tautre, donne 3 fois 5 ou 5 fois 3 ; donc ces deux produits sont égaux entre eux.
PREUVE
34. Pour vérifier si une muUiplicalion a été bien failc, on fera une seconde multiplication, en prenant pour multiplicande le multiplicateur de la première, etpeurrimUiplicateurlemultiplicande delà première; on doit retrouver le même produit*
EXERCICES
1° Combien coûtent 6 mètres de drap à 25 francs le mètre?
// faut répéter six fois le prix du mètre; c^est une multiplication dans laquelle 25 est le multiplicande^ 6 le midtiplicateur.
Réponse : 150 francs.
2° Un employé reçoit 247 fr. par mois. Quel est son traitement annuel?
Le traitement de Vannée est égal à 12 fois le traitement d^un mois; il faut donc multiplier 247 par 12. i
Réponse : 2964 francs. '
5° Une locomotive parcourt 13 lieues par heure. Quelle distance parcourra-t-elle en 7 heures?
Il est clair qu'elle parcourt en 7 heures mie distance 7 fois j)Ius grande que celle quelle parcourt en une heure; il faut multiplier 13 par 7.
Réponse : 91 Ucues.
4° On sait que le son parcourt 540 mcti es par seconde. Le bruit du tonnerre â été entendu 17 secondes après Tapparition de réclair* On demande à quelle distance est situé le nuage orageux?
On néglige le temps qu emploie la lumière prodtùte par Véclair pour venir du nuage jusqu'à Vœil de l'observateur^ temps qui est extrêmement petit. La distance cherchée est le chemin que parcourt le son en il secondes ; il faut multiplier MO par il.
Réponse : 5780 mètres.,
5° On sait qu ily a 24 lieures dans un jour, 60 minutes dans une heure, 60 secondes dans une minute. On demande combien il y a de minutes et de secondes dans un jour?
Réponse : 1440 minutes ou 8G400 secondes.
C* Combien y a-t-il de secondes dans 8 heures 42 minutes 56 secondes?
On réduira d'abord les heures en minutes; 8 heures valent 8 fois 60 minutes ou 480 minutes; ajoutant les 42 minutes^ en a 522 minutes. On réduira ensuite ces minutes en secondes de la même manière^ et on ajoutera lesb6 secondes^ ce qui donne Md7 6 secondes.
7** Une roue d'une usine lait 4 tours par seconde. On demande combien de tours elle fait en 8 heures 42 minutes •56 secondes?
En réduisant lé temps en secondes^ comme on Va dit^ on trouve 31376 secondes; il faut ensuite mult'iplier 4 tours par 31376 ; mais ici il est plus simple de multiplier 51376 par 4*
Réponse : 125504.
8** Une fontaine donne 15 litres d'eau par minufCi Combien en donne4*elle par jour?
Réponse : 21600 litres.
0"* La circonférence a été partagée en 360 degrés^ le degré
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en 00 minutes, la minulcenôO secondes. Combien la circonférence contient-elle de minutes et de secondes ?
Réponse : 21600 minutes ou 1296000 secondes.
10*" La circonférence delà lerre contient 360 degrés; chaque degré vaut 25 lieues communes ou 20 lieues marines. On demande combien il y a de lieues de Tune et Fautre espèce dans le lour de la terre ? .
Réponse : 9000 lieues communes ou 7200 lîeues marine?.
11° Le soleil est 1384500 fois plus gros que la terre, tandis que la lune est 80 fois plus petite que la terre. Combien do fois le soleil est-il plus gros que la lune?
Réponse . 110760000 fois.
12** Le région du globe terrestre est de 1432 lieues de 25 au degré ; la distance du soleil à la terre est de 24000 rayons terrestres. Quelle est la dislance de la terre au soleil ?
Réponse : 34000000 lieues environ.
13"* La lumière parcourt 70000 lieues par seconde. A quelle distance de la (erre serait situé un astre dont la lumière mettrait un jour pour venir jusqu'à nous?
Réponse : 6048000000 lieues.
CHAPITRE V
DIVISION
DEFINITION
35. La division a pour but de chercher combien de fois un nombre nommé diviseur est contenu dans un autre nombre nomme DIVIDENDE. Le résultat s'appelle quotient.
Ainsi, diviser 28 par 7, g est chercher combien de fois 7 est contenu dans 28. II est clair que la division revient à une série de soustractions successives ; car, si du dividende on retranche le diviseur autant de fois qu'il est possible, on trouvera le quotient. Du dividende 28 je retranche le diviseur 7 une première fois, il reste 21 ; je le retranche une seconde fois, il reste 14 ; une troisième fois, il reste 7 ; enfin une quatrième fois, il ne reste plus rien. Ainsi le diviseur 7 est contenu 4 fois exactement dans le dividende 28 ; le quotient cherché est 4.
Mais le diviseur n'est pas toujours contenu exactement dans le dividende; dans ce cas, le dividende contient le diviseur un certain nombre de fois, plus un reste plus petit que le
diviseur. Soit à diviser 31 par 7 ; de 31 je retranche 7 une première fois, il reste 24 ; une seconde fois, il reste 17 ; une troisième fois, il reste 10 ; une quatrième fois, il reste 3. Ainsi le diviseur est contenu 4 fois dans le dividende, et il y a un reste 3.
Nous avons effectué la division par des soustractions successives; mais si le diviseur était contenu dans le dividende un grand nombre de fois, ce moyen deviendrait exlrêmemenl long; il importe donc de chercher un procédé plus rapide; je vais indiquer ce procédé en commençant par les cas les plus simples.
CAS OU LE DIVISEUR ^*A QuNjN CHIFFRE; LE DIVIDENDE ÉTANT MOINDRE
QUE DIX FOIS LE DIVISEUR
36. Ce cas n'offre aucune difficulté; sachant par cœur la table de multiplication, on verra de suite combien de fois le diviseur est contenu dans le dividende.
Soit à diviser 28 par 7. On sait que 4 fois 7 font 28 ; donc 28 contient 7 quatre fois ; le quotient est 4.
Diviser 31 par 7. On sait que 4 fois 7 font 28, et que 5 fois 7 font 35. Donc le dividende 31 contient 7 quatre fois, et il y a un reste 3.
Et même, on dira immédiatement :
20 contient 5 4 fois.
63 contient 7. ..... 9 fois.
52 contient 6. * ♦ . . . 5 fois, plus un resie 2,
77 contient 8é . • « « « 9 fois, plus un reste 5. .
DIVISION. 5o
CAS OU LE DIVISEUR A PLUSIEURS CHIFFRES, LE DIVIDENDE ÉTAHT MOINDRE QUE DE DIX FOIS LE DIVISEUR.
37. J'examine d'abord à quel caractère on peut reconnaître que le dividende contient le diviseur et ne le contient pas dix fois; et afin de fixer les idées, je suppose que le diviseur soit un nombre de trois chiffres, par exemple 485. Le dividende doit être au moins égal à 485, et plus petit que 4850 ; ce sera par conséquent, ou un nombre de trois chiffres au moins égal au diviseur,, ou un nombre de quatre chiffres ne renfermant pas 485 dizaines, c'est-à-dire un nombre de dizaines é^al au diviseur. Ainsi le dividende a autant de chiffres que le diviseur, ou autant plus un.
Soit à diviser 2965 par 485 :
Puisque le dividende contient le diviseur au moins une fois, et ne le contient pas dix fois, le quotient est l'un des neuf premiers nombres. Pour déterminer lequel, il faut faire des essais; or on peut effectuer les essais de deux manières, soit en commençant par 9 et descendant progressivement jusqu'à ce qu'on obtienne un produit contenu dans le dividende, soit en commençant par 1 et montant jusqu'à ce qu'on arrive à un reste moindre que le diviseur.
On diminue le nombre des essais, et par conséquent on abrège l'opération, en remarquant que le diviseur 485 est plus grand que 400 et plus petit que 500, et en cherchant conibien de fois chacun de ces nombres est contenu dans le dividende. Pour déterminer combien de fois le nombre 400 est contenu ^ dans le dividende, il suffit de voir combien de fois 4 centaines sont contenues dans les 29 centaines du dividende, c^est-à-dire combien de fois 4 est contenu dans 29. Or 29 contient 4 sept fois ; le dividende contient donc 7 fois le nombre 400 ; il con* tiendra au plus 7 fois le diviseur proposé 485, qui est plus grand que 400; mais il est possible qu'il ne le contienne pas ce nombre de fois* Ainsi le quotient cherché est ou 7 ou l'un
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des nombres inférieurs ; il suffit dès lors de commencer les essais à 7, en descendant jusqu'à ce qu'on obtienne un produit contenu dans le dividende. J'essaye 7 : sept fois le diviseur donne un produit 3395 plus grand que le dividende ; le chiffre 7 est trop fort. J'essaye 6 : six fois le diviseur donne un produit 2910 contenu dans le dividende ; le quotient cherché est 6. Si du dividende on retranche le produit 2910, on trouve un reste 53.
^ De ce que nous venons de dire, on conclut la règle suivante :
Règle I. — Pour faire la division^ lorsque le dividende est plus petit que dix fois le diviseur , on cherche combien de fois le chiffre des plus hautes unités du diviseur est contenu dans la partie de même ordre du dividende^ et Von essaye le chiffre ainsi obtenu; si le produit du diviseur par ce chiffre est contenu dans le dividende^ ce chiffre est bon; sinon on essaye le chiffre inférieur d^ne unité ^ et on continue les essais ju^qu à ce qu'on trouve un produit contenu dans le dividende,
38. Mais on peut procéder d'une autr^ manière : je cherche combien de fois le nombre 500 est contenu dans le dividende ; pour cela je cherche combien de fois 5 centaines sont contenues dans les 29 centaines du dividende, c'est-à-dire combien de fois 5 est contenu dans 29 ; or 29 contient 5 cinq fois ; le dividende contient donc 5 fois le nombre 500 ; il contiendra donc au moins 5 fois le diviseur proposé 485, qui est plus petit que 500 ; mais il est possible qu'il le contienne un plus grand nombre de fois. Ainsi le quotient cherché est ou 5 ou un chiffre plus grand. J'essaye 5 : si le reste obtenu est plus petit que le diviseur, le dividende ne contient que 5 fois le diviseur, et le quotient est 5 ; si le reste est plus grand que le diviseur, on en conclut que le chiffre 5 est trop faible. Mais on n'essayera pas 6, en faisant une nouvelle multiplication ; on cherchera simplement combien de fois ce reste contient encore le diviseur, et en ajoutant à 5 ce second quotient on obtiendra le quotient cherché. Dans l'exemple actuel, le chiffre 5 donne un reste 538 fois plus grand que le diviseur; or ce reste con-
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tient encore une fois le diviseur, plus un reste 53 plus petit que le diviseur; donc le dividende contient 6 fois le diviseur; le quotient cherché est 6. On déduit de là un second procédé pour effectuer la division, et ce procédé est plus simple que le premier.
Règle II. Pour faire la division^ lorsque le dividende est plus petit que dix fois le diviseur^ on augmente dune unité le chiffre des plus hautes unités du diviseur et on cherche combien de fois ce chiffre ainsi augmenté est contenu dans la partie de même ordre du dividende. On multiplie le diviseur par le chiffre ainsi obtenu^ et on retranche le produit du dividende : si le reste est plus petit que le diviseur ^ le chiffre que Von essaye est bon ; si le reste est plu^ grand que le diviseur ^ on divise ce reste par le diviseur et on ajoute au chiffre essayé ce nouveau quotient,
39. Remarque. Quel que soit d'ailleurs le procédé que Ton emploie, il est impossible, en général, de déterminer immédiatement le quotient ; mais si Ton combine les deux procédés, on restreint beaucoup l'incertitude. Si Ton divise en effet la partie séparée sur la gauche du dividende,- alternativement par le premier chiffre du diviseur et par ce premier chiffre augmenté d'une unité, on trouve deux nombres qui comprennent le quotient cherché. Ainsi, dans lexemple précédent, le quotient ne peut être, ni plus grand que 7, ni plus petit que 5 ; c'est donc Tun des trois nombres 5, 6, 7. Il y a incerlitude entre ces trois nombres ; deux essais au plus décideront. J'applique encore cette méthode à quelques exemples :
Diviser 5280 par 687 . La division de 32 par 6 et par 7 donne 5 et 4 ; le quotient est Tun des deux nombres 4 et 5. Un essai décidera.
Diviser 55845 par 8935. La division de 55 par 8 etpar 9 donne le même nombre 6 ; il n'y a pas d'incertitude, le quotient est 6.
Diviser 17325 par 1936. La division de 17 par 1 donne 17; niais, puisque le dividende ne cx)ntient pas dix fois le diviseur, on sait déjà que le quotient ne peut surpasser 9 ; cette
première division n'apprend donc rien. D'autre part, 17 divisé par 2 donne 8 ; ainsi le quotient est 8 ou 9.
Diviser 1815 par 197. La division de 18 par 2 donne 9; le quotient est 9.
Soit à diviser 1739845 par
Pour faciliter le raisonnement, je forme d'abord un tableau renfermant les produits du diviseur par les neuf premiers nombres, et j'observe que ce tableau peut être calculé par additions successives comme la table de multiplication; en ajoutant 738 à 738, on a deux fois le diviseur, soit 1476 ; en ajoutant 738 à ce nombre, on a trois fois le diviseur, soit 2214 ; en ajoutant 738 à ce dernier nombre, on a 4 fois le diviseur, etc.
Ce tableau étant formé, je sépare sur la gauche du dividende autant de chiffres qu il en faut pour avoir un nombre contenant le diviseur au moins une fois, mais ne le contenant pas dix fois. Comme les trois premiers chiffres donnent ici un nombre 173 fois plus petit que le diviseur, je prends un chiffre de plus, ce qui fait 1739.
Ce nombre 1739, séparé sur la gauche du dividende, exprime des mille. Je cherche combien de fois ce nombre 1 739 contient
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le diviseur; à l'inspection du petit tableau dont nous avons parlé, on voit de suile qu'il le contient 2 fois. Puisque le diviseur est contenu deux fois dans le nombre 1 759, il est contenu 2 mille fois dans le nombre 1759 mille qui est mille fois plus grand, et par conséquent dans le dividende proposé.
On peut s'assurer d'ailleurs que le diviseur n'est pas contenu 5 mille fois dans le dividende. En effet, puisque 5 fois le diviseur donnent un produit plus grand que 1759, 5 mille fois le diviseur donnent un nombre de mille plus grand que 1 759 mille, et par conséquent ce nombre de mille n'est pas contenu dans le dividende proposé.
Ainsi, le dividende contient 2 mille fois le diviseur et ne le contient pas 5 mille fois; j'écris donc 2 mille au quotient.
Je retranche du dividende 2 mille fois le diviseur. Deux fois le diviseur font 1476; deux mille fois le diviseur font 1476 mille; si Ton retranche ces 1476 mille des 1759 mille du dividende, il reste 265 mille, et, si l'on retranche du dividende lui-même, il reste 265845.
Je cherche maintenant combien de fois ce reste 265845 contient encore le diviseur. Pour cela je considère le nombre 265845 comme un second dividende, sur lequel je raisonne comme sur le dividende proposé. Je sépare sur la gauche de ce nombre les 2658 centaines, et je cherche combien de fois le diviseur est contenu dans le nombre séparé 2658 ; à l'inspection du tableau, on voit qu'il y est contenu 5 fois. -Puisque le diviseur est contenu 5 fois dans le nombre 2658, il est contenu 5 cents fois dans le nombre 2658 centaines, qui est cent fois plus grand, et par conséquent dans le second dividende. On verrait d'ailleurs, comme précédemment, qu'il n'est pas contenu 4 cents fois. J'écris donc 5 centaines au quotient.
Je retranche du second dividende 5 cents fois le diviseur ; trois fois le diviseur font 221 4 ; trois cents fois le diviseur font 2214 centaines, que je retranche des 2658 centaines du second dividende, il reste 424 centaines. Si l'on retranche du second dividende lui-même, il reste 42445.
Je cherche combien de fois ce nouveau reste 42445 contient encore le diviseur. Pour cela, je considère le nombre 42445
comme un troisième dividende, sur lequel je raisonne comme sur les précédents. Je sépare sur la gauche de ce nombre les 4244 dizaines, et je cherche combien de fois le diviseur est contenu dans le nombre séparé 4244 ; il y est contenu 5 fois. Puisque le diviseur est contenu 5 fois dans le nombre 4244, il est contenu 50 fois dans le nombre 4244 dizaines, qui est dix fois plus grand, et par conséquent dans le troisième dividende ; j'écris donc 5 dizaines au quotient.
Je retranche du troisième dividende cinquante fois le diviseur. Cinq fois le diviseur font 5690 ; cinquante fois font 3690 dizaines, que je retranche des 4244 dizaines du troisième dividende, il reste 554 dizaines. Si l'on retranche du troisième dividende lui-môme, il reste 5545.
Je cherche enfin combien de fois le diviseur est contenu dans ce reste 5545, que Ton considère comme un quatrième dividende. Il y est contenu 7 fois; j'écris donc 7 unités au quotient.
Nous voici arrivés à un reste 379, plus petit que le diviseur. La division est terminée. Ainsi, le diviseur est contenu dans le dividende proposé 2000 fois, plus 300 fois, plus 50 fois, plus 7 fois ; il est donc contenu en tout 2357 fois ; le quotient cherché est 2537.
41. On voit que la méthode consiste à chercher combien de mille ibis le diviseur est contenu dans les 1739 mille du dividende; combiende centaines de fois dans les 2638 centaines du reste; combien de dizaines fois dans les 4244 dizaines du second reste, et enfin combien de fois dans le troisième reste 5545. On obtient ainsi successivement le chiffre des mille du quotient, celui des centaines, celui des dizaines et celui des unités.
Les nombres 1739, 2638, 4244, .5545, qui, divisés par le diviseur, donnent les chiffres successifs dû quotient, s'appellent dividendes partiels. Comme il est inutile, dans Topération, de considérer les dividendes complets, on n'écrira que les dividendes partiels.
DIVISION. li
42. Dans la "pratique, on se dispense ordinairement de former d'avance le tableau des produits du diviseur par l/îs neuf premiers nombres, et Ton effectue les divisions partielles par Tun des procédés que nous avons indiqués précédemment (n"*' 37 et 38). Après avoir séparé sur la gauche du dividende quatre chiffres pour former le premier dividende partiel 1739, je cherche combien ce premier dividende partiel contient le diviseur ; il le contient 2 fois et il y a un reste 263. J'écris 2 au quotient.
On remarque que si, à la droite du reste 263, on abaisse le chiffre suivant 8 du dividende proposé, on forme le second dividende parliel 2638. Je cherche combien de fois ce second dividende partiel contient le diviseur; il le contient 3 fois, et il y a un reste 424. J^écris 3 au quotient.
Si, à la droite du reste 424, on abaisse le chiffre suivant 4 du dividende proposé, on forme le troisième dividende partiel 4244. Je cherche combien de fois ce troisième dividende partiel contient le diviseur.; il le contient 5 fois, et il y à un reste 554. J'écris 5 au quotient.
Si, à la droite du reste 554, on abaisse le dernier chiffre 5 du dividende proposé, on forme le dernier dividende partiel 5545. Je cherche combien de fois ce dernier dividende parliel contient le diviseur ; il le contient 7 fois, et il y a un reste 379. J'écris 7 au quotient. L'opération est terminée ; le quotient est 2357, et il reste 379.
Nous pouvons maintenant énoncer la règle générale de la division :
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Règle. — Pour diviser un nombre par un autre, on sépare sur la gauche du dividende autant de chiffres qu'il en faut pour former un nombre au moins égal au diviseur. Cette partie separéej ou premier dividende partiel, divisée par le diviseur, donne le premier chiffre du quotient à partir de la gauche. A la droite du reste de cette première division on abaisse le chiffre suivant du dividende, ce qui donne le second dividende partiel; en le divisant par le diviseur, on obtient le second chiffre du quotient. A la droite du second reste, on abaisse le chiffre sui^ vaut du dividende proposé, ce qui donne le troisième dividende partiel. On continue de cette manière jusqu^à ce qu'on ait abaissé tous l^s chiffres du dividende.
REMARQUES
43. Remarque I. — Les dividendes partiels sont tous plus petits que dix fois le diviseur ; mais il peut arriver qu'un dividende partiel, autre que le premier, soit plus petit que le diviseur ; dans ce cas, le chiffre correspondant du quotient est 0, et, pour avoir le dividende partiel suivant, il Suffit d'abaisser encore un chiffre.
Soit, par exemple, à diviser 296212 par 486.
Je sépare quatre chiffres sur la gauche du dividende pour former le premier dividende partiel 2962 ; le diviseur étant contenu 6 fois dans ce premier dividende partiel, j'écris 6 centaines au quotient, et à la droite du reste 46 j'abaisse le chiffre suivant 1 du dividende proposé ; le second dividende partiel 461 étant plus petit que le diviseur 486, je mets au quolient, et j'abaisse le chiffre suivant 2 pour former le troisième dividende partiel 4612.
REMARQUE IL — Lorsque le quotient renferme un grand
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nombre de chiffres, il est avantageux de former les produits du diviseur par les neuf premiers nombres, comme nois avons fait d'abord : Topération marche beaucoup plus rapidement.
EXEMPLE
45. Remarque III. Lorsque le dividende et le diviseur sont terminés par des zéros, on peut supprimer de pari et d'autre un môme nombre de zéros, le quotient ne change pas. Soit, par exemple, a diviser 377000 par 28600 ; la question revient à chercher combien de fois 286 centaines sont contenues dans 3770 centaines ; il faudra donc diviser 3770 par 286 ; le quotient est 15, et il reste 52 centaines. Ainsi le quotient ne change pas, mais il faut ajouter à la droite du reste les deux zéros supprimés.
Ai
46. Remarque. IV. Quand on a trouvé un chiffre du quotient, il faut multiplier le diviseur par ce chiffre et retrancher le produit du dividende partiel. Pour abréger un peu Toperation, on a coutume d'effectuer la soustraction en même temps que la multiplication. Soit à diviser 525826421 par 4738. Je mets en regard les deux manières de procéder.
Quand on a trouvé le premier chiffre 6 du quotient, au lieu de multiplier le diviseur par 6, pour retrancher ensuite le produit du premier dividende partiel, on dit : 6 fois 8 font 48 unités, je ne peux les retrancher de 2 unités : j'ajoute au dividende 5 dizaines oii 50 unités, qui, avec les 2 unités, font 52 unités; de 52 je retranche 48, il reste 4. Six fois trois dizaines font 18 dizaines; j'ai ajouté au nombre supérieur 5 dizaines ; pour que la diférerice ne change pas, j'ajoute aussi 5 dizaines au nombre inférieur ; j'ai donc à retrancher 18 plus 5 ou 25 dizaines. J'ajoute au nombre supérieur 2 centaines ou 20 dizaines, qui, avec les 8 dizaines, font 28 dizaines; de 28 dizaines je retranche 25 dizaines, il reste 5 dizaines, etc.
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On opère en disant : 6 fois 8... 48, de 52 il reste 4 et retiens 5; 6 fois 5.... 18 et 5.... 23, de 28 il reste 5 et- retiens 2; fois 7.:.. 42 et 2.... 44, de 45 il reste 1 et reliens 4; 6 fois 4.... 24 et 4.... 28, de 32 il reste 4, etc.
Mais cette manière de procéder n'offre pas un bien grand avantage ; elle dispense, il est vrai, d'écrire les produits, ce qui abrège un peu l'opération ; mais elle présente cet inconvénienl, que lorsqu'on retrouve au quotient un chiffre déjà obtenu, il faut recommencer une multiplication déjà faile. C'est ce qui a lieu dans l'exemple actuel; on retrouve à la fin les deux premiers chiffres 6 el 8 ; par le procédé ordinaire, il suffit d'écrire de nouveau les produits 28428 et 37904, déjà calculés, tandis que par l'autre procédé il faut les calculer une seconde fois. Les élèves pourront donc s'en tenir à la première méthode.
47. Remarque V. J'ai dit que, pour former le premier dividende partiel, on prend sur la gauche du dividende proposé autant de chiffres qu'il y en a au diviseur, ou autant plus un. Dans ce second cas, le nombre des dividendes partiels, et par conséquent le nombre des chiffres du quotient, est égal à l'excès du nombre des chiffres dii dividende sur le nombre des chiffres du diviseur. Dans le premier cas, le nombre des chiffres du quotient est égal à cet excès plus un.
48. Remarque VI. Nous allorls donner quelques exemples des différentes sortes de questions que l'on peut résoudre par la division.
1^ On achète pour 35 francs de drap, à 7 francs le mèlre. Combien de mètres a-t-on achetés? Il est clair que, autant de fois 7 francs sont contenus dans 35 francs, autant de mètres on a achetés. Or 7 est contenu 5 fois dans 35 ; donc on a acheté 5 mètres de drap.
2° On a acheté 7 mètres de drap pour 35 francs. Quel est le prix du mètre? Si le mètre coûtait 1 franc, les 7 mètres coûteraient 7 francs; si le mètre coûtait 2 francs, les 7 mètres coûteraient deux fais plus, c'est-à-dire deux fois 7 francs ; si
le mètre coûtait 3 francs, les 7 mètres coûteraient 5 fois plus, . c'est-à-dire 5 fois 7 francs, etc. Ainsi, autant de fois 7 francs seront contenus dans 35 francs, autant de francs coûtera le mètre. Puisque 7 est contenu 5 fois dans 35, le mètre de drap coûte 5 francs.
5** Partager 28 pommes entre 4 enfants. Je prends 4 pommes et j'en donne une à chaque enfant; j'en prends 4 autres, et j'en donne une à chaque enfant, etc. Autant de fois 4 pommes seront contenues dans 28 pommes, autant de pommes recevra chaque enfant. Puisque 4 est contenu 7 fois dans 28, chaque enfant aura 7 pommes pour sa part.
49. En général, le partage d'un nombre en plusieurs parlies égales revient à une division. Comme nous l'avons expliqué tout à rheure, le partage de 28 en 4 parties égales revient à chercher combien de fois 4 est contenu dans 28 ; car si Ton prend 4 unités dans le dividende et qu'on les distribue entre 4 personnes, chacune en aura une ; ainsi, autant de fois le nombre à partager contiendra 4 unités, autant d'unités contiendra chaque part.
Il en résulte un moyen très-rapide d'effectuer la division par Tun des neuf premiers nombres. Diviser un nombre par 2 revient, comme nous l'avons dit, à le partager en deux parties égales, ou à en prendre la moitié. De même, diviser un nombre par 3, par 4, par 5, par 6, etc., revient à en prendre le tiersy le quarts le cinquième^ le sixième^ etc. Soilà diviser 6956 par 2.
On dira : la moitié de 6 mille est 3 mille, que l'on écrit audessous de 6 ; la moitié de 9 centaines est 4 centaines pour 8, et il reste une centaine, qui, ajoutée aux 5 dizaines du nombre proposé, fait 15 dizaines ; la moitié del5 dizaines est 7 dizaines pour 14, et il reste une dizaine, qui, avec les 6 unités, fait 16 unités ; la moitié de 16 unités est 8 unités. Ainsi la moitié du nombre proposé, ou le quotient cherché, est 3478» Je divise de la même manière 395472 par 7»
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Je dirai en abrégeant : le septième de 39 est 5 pour 55, et il reste 4; le septième de 45 est 6 pour 42, et il reste 5 ; le septième de 54 est 4 pour 28, et il reste 6 ; le septième de 67 est 9 pour 65, et il reste 4 ; le septième de 42 est 6. Le quotient demandé est 56496.
PREUVE
50. Nous avons défini la division une opération qui a pour but de chercher combien de fois le diviseur est contenu dans le dividende. Supposons que le diviseur soit contenu exactement dans le dividende ; dans ce cas, le dividende est égal au diviseur répété autant de fois qu'il y a d'unités au quotient, c'est-à-dire au produit du diviseur par le quotient, et l'on voit que la division peut être définie ainsi : étant donnés deux nombres^ appelés lun dividende et Vautre diviseur ^ trouver un nombre qui^ multipliant le diviseur ^ ou qui^ multiplié par le diviseur (ce qui est la même chose) reproduise le dividende.
Il en résulte une manière très-simple de vérifier la division. En multipliant le diviseur par le quotient, on devra reproduire le dividende.
Si le diviseur n'est pas contenu exactement dans le dividende, le dividende contient le diviseur un certain nombre de fois, plus un reste moindre que le diviseur ; il est clair, dans ce cas, qu'en multipliant le diviseur par lequotient, et ajoutant le reste au produit, on devra encore reproduire le dividende. Je vérifie de cette manière le dernier exemple de division :
On retrouve le dividende ; il est très-probable que ropcralîon est exacte.
rTiERCICES.
1** Un père laisse en mourant une forlune de 74640 francs à partager entre 8 enfants. Quelle est la pari de chacun? On prendra le huitième de la fortune totale.
Réponse : 9330 francs.
2** On a acheté pour 585 francs de draps à raison de 1 3 francs le mètre. Combien de mètres a-t-on achetés?
Autant de fois 13 francs sont contenus dan^ 585 francs, autant de mètres on a achetés. On divisera donc 585 par 13.
Réponse ; 45 mètres.
3° On a achelé 320 mètres d'étoffes pour 7560 francs. A combien revient le mètre ?
Site prix du mètre était de 1 franc^ 320 mètres coûteraient 320 francs; s'il était de 2 francs ^ 320 mètres coûteraient deux fois plus, etc.; autant de fois 320 francs seront contenus dans 57G0 francs, autant de francs coûtera le mètre. Il faut donc diviser 5760 par 320.
Réponse : 18 francs.
4° On a payé 60172 francs un convoi de marchandises pesant brut 1535 kilogrammes. On sait que remballage est la cinquième par-tie du poids total. A combien revient le kilogramme de marchandises?
// faut d^abord calculer le poids de remballage, en prenant le cinquième de 1535 kilogrammes ; on trouve ainsi que Remballage pèse 307 kilogrammes. En retranchant ce poids du poids total, on aura le poids 1228 kilogrammes delà marchandise elle-même. En divisant 60172 par 1228, on aura enfin le prix du kilogramme.
Réponse : 49 francs.
5° Combien y a-t-il de minutes et d'heures dans 24056 secondes ?
DIVJSIO.N. 49
Pumiue 60 secondes forment une mhiutej autant de fois 60 secondes seront contenues dans 24056 secondes^ autant de minul nous aurons; en divisant 24056 par 60, nous trouvons ainsi 400 minutes^ et il reste 56 secondes. De mêmCj puisque GO minutes forment une heure^ autant de fois 60 minutes seront contenues dans iOO minutes^ autant d'heures noitô aurons;
en divisant 400 par 60, nous trouvons 6 heures^ et il reste 40 minutes. Ainsi, 24056 secondes valent 6 heures 40 minutes et 56 secondes.
6® Combien faudra-t-il de temps à une fontaine donnant 15 lilrcs d*eau par minute pour remplir un bassin d'une capacité de 24645 litres?
Autant de fois 24645 litres contiennent 15 litres^ autant de minutes il faudra à la fontaine pour remplir le bassin : nous trouvons 1643 minutes. E7i opérant comme dans le problème précédent j on verra que ce nombre de minutes est égal à 1 jour 3 heures et^'5 minutes.
1^ Quel temps faudrait-il pour faire le tour de la terre, si Ton pouvait marcher sans cesse en faisant une lieue par heure? Réponse : 375 jours.
8" Deux voyageurs vont à la rencontre Tun de Taulrc ; ils sont actuellement distants de 20704 métrés ; le premier fait 12 mètres par minute, le second en fait 20. On demande: 4** après combien de temps les deux voyageurs se rencontreroui ; 2* à quelle dislance ils seront alors des points de départ?
Les deux voyageurs faisant V un 12 mètres. Vautre 20 mètres l,ar minute^ la distance qui les sépare diminue de 32 mètres par minute ; autant de fois 32 mètres sont contenus dans 20704 mè'.res^ autant de minutes il leur faudra pour se rencontrer ; en divisant 20704 par 32, on trouve 647 minutes ou 10 heures 47 minutes. Pendant ce temps^ le premier voyageur a parcouru 77G4 mètres, le second 12940.
9° La circonférence de la terre est de 40 millions de mètres. Quelle est la longueur en mètres de la lieue de 2? au degré et celle de la lioiie marine de 20 au degré?
Réponse : La lieue de 25 au degré vaut 4444 métros. La lieue marine 5556
10° La distance de la hine à la terre est 60 fois plus grande que le rayon du globe terrestre, et ce rayon est de C566503 mètres. On demande quel temps mettrait le son, qui parcourt 540 mètres par seconde, pour venir de la lune à la terre ?
On exprimei^a d'abord en mètres la distance de la lune à la terre; ensuite on cherchera combien de secondes mettrait le son pour parcourir cette distance ; enfin on calculera combien il y a de minutes y d^heures et de jours dans ce nombre de se* condes.
Réponse : 13 jours 5 minutes.
H® La distance du soleil à la terre est de 34000000 lieues de 25 au degré, et l'on sait que la lumière met 8 minutes 13 secondes pour venir du soleil à la terre. Combien de lieues la lumière parcourt-elle par seconde?
12" L'étoile la plus rapprochée de nous est à une distance 200000 fois plus grande que le soleil. Combien de temps emploie la lumière pour venir de cette étoile jusqu'à nous?
Réponse : Environ 3 ans.
CHAPITRE PREMIER
PRODUIT DE PI4USIEI3BS FACTEURS
SIGNES ABREVIATIFS.
Si. On a imaginé des signes abréviatifs pour indiquer les qualre opérations arithmétiques qui ont été étudiées dans le livre précédent.
Le signe -l- signifie p/w5, le signe — signifie moins. Ainsi :
5 plus 3 s'écrit 5 -h 5 5 moins 3 s'écrit 5 — 3.
On emploie le signifie x, ou même quelquefois un simple point, pour indiquer la multiplication. Ainsi 5x3 ou 5,3 signifie 5 multiplié par 3.
La division est indiquée par deux points ou par un trait horizontal ; au-dessus de ce trait on place le dividende, au-dessous le diviseur. Ainsi 12 divisé par 3 s'écrit 12 : 3 ou -^.
On a imaginé d*autres signes pour indiquer Tégalité ou rinégalité de deux nombres. Le signe=est celui de Tégalité./ Ainsi 5 X 3=i5 exprime que le produit de 5 par 3 égale 15.\ Le signe > veut dire plus grand que; le signe < plus petit ' que. Ainsi 7> 5 exprime que 7 est plus grand que 5, et 5 < 7 que 5 esl plus pi fil que 7. L'ouverture du signe est toujours tournée du côté du plus grand nombre.
62 LlYllE 11. - CHAPITRE 1.
L'expression
indique qu'il faut multiplier 5 par 4, ce qui donne 20 ; qu'il faut multiplier ensuite 20 par 3, ce qui donne 60 ; enfin qu'il faut multiplier 60 par 7, ce qui donne 420. L'expression proposée indique donc une série de multiplications successives ; les nombres qui, par cette suite de multiplications, servent à former le produit final, sont les facteurs du produit. .
CliAISGEMEKT DE L ORDRE DES FACTEURS.
52. Je vais démontrer une proposition très-importante, et dont on fait fréquemment usage : c'est que le produit ne change pas, quel quel soit Tordre dans lequel on effectue les multiplications. Je dispose, par exemple, les facteurs précédemment cités dans l'ordre suivant
il faut multiplier 3 par 5, ce qui donne 15, puis 15 par 7, ce qui donne 105, puis 105 par 4, ce qui donne 420 ; j'obtiens le même produit. Pour démontrer ce principe d'une manière générale, je considérerai successivement divers cas particuliers.
Lemme I. Le produit de deux facteurs ne change pas quand on intervertit Vordre des facteurs.
Ce cas simple a été démontré dans le chapitre de la multiplication (n° 33).
Lebisie II. Le produit de trois facteurs ne change pas quand on intervertit l'ordre des deux derniers.
Nous vouions prouver, par exemple, que 5x4x3 = 5x3x4. Pour figurer ce produit, écrivons le nombre 5 quatre fois sur une même ligne horizontale, et répétons cette ligne trois fois :
PROMIT DE PLUSfEURS FACTEURS. 55
Chaque ligne horizonlale, se composant du nombre 5 répété quatre fois, vaut 5x4; comme il y a trois lignes, on a en tout 5x4x3. D'autre pari, chaque colonne verticale, se composant du nombre 5 répété trois fois, vaut 5x3; comme il y a quatre colonnes, on a en tout 5x3x4. Ainsi, le même tableau, évalué d'une façon ou de l'autre, donne 5x4x3 ou 5x3x4. Il en résulte que le produit de trois facteurs ne change pas quand on intervertit Tordre des deux derniers.
Lemme IH. Le produit de plusieurs facteurs ne change pas quand on intervertit lordre des deux derniers. Je considère les deux expressions
Si l'on suppose effectué le produit des premiers facteurs 5x4x3, les deux expressions se réduisent au produit des trois mêmes facteurs, dans lequel seulement Tordre des deux derniers 7 et 2 a été changé, ce qui, comme on Ta vu, n'altère pas le résultat final.
Lemme IV. Le produit de plusieurs facteurs ne change pas lorsqu^an intervertit lordre de deux facteurs consécutifs quelconques.
Si dans le produit 5x4x3x7x2x8 on change Tordre des deux facteurs consécutifs 3 et 7, on obtient le produit égal 5x4x7x3x2x8. En effet, si Ton effectue le produit des quatre premiers facteurs, puisque Tordre des deux derniers seulement 3 et 7 est interverti, on obtiendra le même produit de part et d'autre, et, comme ce produit est soumis ensuite aux mômes opérations, c'est-à-dire est multiplié par 2, puis par 8, on arrivera au même résultat final.
Théorème I. Le produit de plusieurs facteurs ne change pas quand on change d\me manière quelconque V ordre des facteurs.
En changeant successivement Tordre de deux facteurs consécutifs, on peut disposer les facteurs du produit
dans tel ordre que Ton voudra. On veut, par exemple, amener le fadeur 2 au premier rang; on le fera d*abord passer au quatrième rang, en changeant l'ordre des deux facteurs con-. sécutifs 7 el 2, puis au troisième, en changeant l'ordre des facteurs consécutifs 3 et 2, puis au second, puis enfin au premier. On amènera de même au second rang celui des autres facteurs que Ton désignera, et Ton continuera de la rorle jusqu'à ce que Ion ait disposé tous les facteurs dans Tordre voulu.
53. Théouème II. Dons un produit de plusieurs facteurs^ on peut combiner deux^ trois^ facteurs à volonté.
D'abord, si les deux facteurs que l'on veut combiner sont au commencement, comme Texpression elle-même indique (^u il faut muliplier le premier par le second, on pourra effectuer cette multiplication et remplacer ainsi ces deux fac- Icurs par leur produit. Si les deux facteurs ne sont pas au commencement, on supposera qu'ils y soient amenés, et on les remplacera par leur produit ; ce produit pourra être mis ensuite à un rang quelconque.
Puisqu'on peut réunir deux facteurs, on en peut réunir trois, quatre, etc. ; car on en combinera d'abord deux, puis on combinera le produit de ces deux premiers avec le lioisième, etc.
Ces combinaisons de facteurs abrègent singulièrement les calculs ; on demande, par exemple, la valeur du produit
Si Ton effectuait les multiplications dans Tordre indiqué, le calcul serait long ; mais je remarque que 2 fois 5 font 10 el 4 fois 25 font 100 ; je groupe donc les facteurs 2 et 5, 4 et 25, 7 el 9 ; Texpression proposée se réduit à
54. Réciproquement, on peut décomposer un facteur en deux^ trois y autres plus simples»
Soit Texpression
PRODUIT DE PLUSŒURS FACTEURS
je. remplace 35 par 7x5, 15 par 3x5, 8 par 2x2x2, 50par 5x10, j'ai ^
Si Ton groupe ensuite chaque facteur 5 avec un facteur 2, Texpression se réduit à
10xl0xi0xl0x21 =210000.
55. Corollaire I. Lorsque les facteurs d'un produit sont terminés par des zéros ^ on supprime ces zéros dans le calcul; puis on ajoute à la droite du produit obtenu autant de zéros qu^on en a supprimé dans les différents facteurs.
Soit le produit
En remplaçant 7000 par 7 x 1000, 360 par 36 x 10, et 400 par 4 X 100, on obtient
56. Corollaire II. Pour multiplier un nombre par le produit de plusieurs facteurs^ il suffit de multiplier ce nombre successivement par les facteurs du produit.
Soit à multiplier 23 par le produit
On écrira
57. Réciproquement, pour diviser un nombrepar le produit de plusieurs facteurs j U suffit de le^iviser successivement par les facteurs du produit.
Soit à diviser le nombre 2415 par le produit 3x5x7. Je divise le nombre 2415 par 3, ce qui donne 805; le quotient par 5, ce qui donne 161 ; ce second quotient par 7, ce qui donne 23. Je dis que 23 est le quotient que l'on obtiendrait en divisant directement le nombre 2415 par le produit elTec tu6105.Eneffclona
m LIVRE H. - CHAPITRE I.
en décomposant les facteurs, on trouve
NOTIONS SUR LES PUISSANCES
CO. Le produit de plusieurs facteurs égaux à un nombre donné s'appelle une pumance de ce nombre ; ainsi 5x5x5 est la troisième puissance de 5. Pour abréger l'écrilureon représente ce produit par la notation 5' ; le petit chiffre, placé en haut et à droite pour indiquer le nombre des facteurs, s'appelle exposant; Texposant est l'indice de la puissance. De même le produit 7x7x7 x7, que Ton écrit plus simplement 7*5 est la quatrième puissance de 7. Par analogie, le nombre 7 s'appelle la première puissance de 7; on peut lui supposer un exposant égal à l'unité.
On voit que 10*==:100, 10'=1000, 10*=10000, et qu en général une puissance quelconque de 10 est égale à J'unité suivie d'autant de zéros qu'il y a d'unités dans l'indice de la puissance; en d'autres termes, les puissances de 10 forment ce que dans la numération on a appelé les unités des différenls ordres.
Théorème I. Pour multiplier deux puissances d'wn même nombre^ on ajoute leurs exposants.
Soit 7'x7'. Si l'on décompose chaque puissance en ses facteurs, on a
Or, ce produit de cinq facteurs égaux à 7 n'est autre chose que T,
Théorème II. Pour diviser deux puissances d'un mémenombi^e^ on retranche l'exposant du diviseur de celui du dividende.
PRODUIT DE PLUSIEURS FACTKURS
Soit 7' 5 diviser par 7'. Il faut trouver un nombre qui, multiplié par 7', reproduise 7*; ce nombre est 7*.
Exercices.
1* Combien y a-t-il de secondes dans un jour?
Ce nombre est exprimé par le produit 60x60x24.
Réponse : 86400 secondes.
2' La circonférence a été partagée en 360 degrés, le degré ' en 60 minutes, la minute en 60 secondes. Combien la circonférence renferme-t-elle de secondes?
Réponse : 1296000.
5° La lumière parcourt 70000 lieues par seconde. A quelle distance de la terre serait situé un astre dont la lumière emploierait un jour pour venir jusqu'à nous?
Réponse : 6048000000 lieues.
CUAPITUE II
DEFIMTIONS.
59. On a \u que diviser un nombre par un autre, c'est chercher combien de fois le dividende contient le diviseur. Lorsque la division se fait exactement, en d'autres termes, lorsque le dividende contient le diviseur un certain nombre de fois exactement, on dit que le premier nombre est divisible par le second. Ainsi 28, contenant 7 quatre fois exactement, est divisible par 7.
D'autre part, on appelle multiples d'un nombre les produits que Ton obtient en multipliant ce nombre par les nombres
consécutifs 2, 3, 4 , etc. Les multiples de 7 sont deux fois
7 ou 14, trois fois 7 ou 21, etc. Par analogie, le nombre 7, pouvant être considéré comme le produit de 7 par l'unité, est le plus petit multiple de 7 .
Tout multiple d'un nombre, se composant d'un certain nombre de fois ce nombre, est divisible par ce nombre; et, réciproquement, tout nombre divisible par un autre est un multiple de ce dernier. Ainsi,les deux expressions, nombre divisible par un autre, ou nombre multiple d'un autre, ont même signification.
Lorsque le dividende ne contient pas exactement le diviseur, l'opération appelée division consiste à chercher le plus grand multiple du diviseur contenu dans le dividende. Dans ce cas, le dividende est égal à un certain multiple du diviseur, plus un reste moindre que le diviseur. Ainsi, 38 est égal à un multiple de 7, plus un reste 3; en d'autres termes, 38 donne le reste 3, par rapport au diviseur 7.
Il est évident que la somme ou la différence de deux jiombres divisibles par un troisième est divisible par ce troisième. On ajoute, par exemple, les deux nombres 21 et 35, divisibles par 7 ; la somme se composant de trois fois 7, plus cinq fois 7, est égale à huit fois 7, et par conséquent est divisible par 7.
Mais si Ton ajoute deux nombres, Tun divisible par un troisième, Tautre non divisible, la somme ne sera pas divisible. On ajoute, par exemple, les deux nombres 21 et 58, le premier divisible par 7, le second non divisible; le nombre 38 égale 5 fois 7, plus un reste 3; la somme se composera d'un cerlain nombre de fois 7, plus le même reste 5. Ainsi, dans ce cas, la somme n est pas divisible, et elle fournit le môme reste que la partie non divisible.
L'étude des restes constitue une des parties principales de la théorie des nombres; aussi importe-t-il de savoir déterminer par des procédés rapides le reste de la division d'un nombre par un autre, sans qu'on soit obligé d'effectuer la division. Je vais m' occuper de la recherche de ces procédés, en me bornant, pour le moment, à quelques diviseurs simples.
A cette question se rattache celle des caractères de divisibilité; on entend parla le moyen de reconnaître, à l'inspection d'un nombre, s'il est divisible par tel ou tel diviseur; car si le procédé, indiqué pour le calcul du reste, donne zéro, il est clair que le nombre donné est divisible par le diviseur que Ton considère.
60. Les nombres divisibles par 2 s'appellent nombres pairs; ceux qui ne le sont pas s'appellent nombres impairs. Si l'on considère la suite des nombres 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, «, 10, 11, 12,..,
on voit que les nombres pairs et les nombres impairs se succèdent alternativement. Les nombres 2, 4, 6, 8 sont pairs; les nombres 1, 3, 5, 7, 9, sont impairs. Tout nombre impair égale un nombre pair plus un.
00 LIVRE II. — Cil AUTRE II.
Nqus allons démonfrer qu'*/n nombre est pairJorsquHl est terminé par on par Vun des chiffres pars ^^ 4, 6, 8, et qu'il est impair Jorsqu il est terminé par lun des chiffres impairs
Considérons d'abord un nombre terminé par 0, par exemple le nombre 230. Ce nombre égale 23 fois 10; mais 10 égale 5 fois 2 ; donc 230 égale un certain nombre de fois 2, et par conséquent est divisible par 2.
Soit maintenant un nombre, comme 236, terminé par un chiffre pair. Ce nombre se compose de deux parties, Tune 230 divisible par 2, l'autre 6 aussi divisible par 2 ; donc ce nombre est lui-même divisible par 2.
Mais,si le nombre est terminé par un chiffre impair, il n'est pas divisible par 2. Soit, par exemple, le nombre 237, terminé par le chiffre impair 7 ; ce nombre 237 égale le nombre pair 256, plus un; cest donc un nombre impair.
En appliquant celte règle, on voit immédiatement que les nombres 150, 78, 1004 sont pairs et que les nombres 21, 153, 67 sont impairs.
DIVISEUR r
61. En examinant la série des nombres, on reconnaît que les multiples de 5 se succèdent de cinq en cinq. Le premier multiple que l'on rencontre est le nombre 5 lui-môme; après le nombre 5, viennent les quatre nombres 6, 7, 8, 9, ou 5 -h 1 , 5^-2, 5 -1- 3, 5 -H 4; ces nombres ne sont pas divisibles par 5 et donnent pour restes les quatre premiers nombres 1, 2, 3, 4. On trouve ensuite le nombre 5 + 5 ou 2 fois 5 ; c'est un nouveau multiple de 5. Les quatre nombres suivants étant égaux à 10 + 1, 10-1-2, 10 -H 3, 10 -h 4, ne sont pas divisibles par 5, et donnent pour restes les quatre premiers nombres; vient ensuite 10-1-5 ou 3 fois 5, nouveau multiple de 5. Ce raisonnement est général ; les quatre nombres qui suivent un multiple quelconque de 5 sont égaux à ce multiple, plus 1, 2, 3, 4; le cinquième nombre est égal au multiple précédent plus 5, c'est un nouveau multiple de 5.
DIVISIBILITÉ. Gl
Nous allons faire voir qu'w?i nombre est divisible parhjorsquil est terminé par ou par 5.
Considérons d'abord un nombre tel que 240, terminé par zéro. Les raisonnements que nous avons faits sur le diviseur 2 s'appliquent au diviseur 5. Le nombre 240 égale 24 fois 10 ; mais 10 égale 2 fois 5 ; donc 240 égale un certain nombre de fois 5, et par conséquent est divisible par 5.
Soit maintenant un nombre comme 245, terminé par 5. Ce nombre se compose'de deux parties, Tune 240 divisible par 5, Tautre 5 aussi divisible ; donc ce nombre esl lui-même divisible par 5.
Mais si le nombre n'est pas terminé par ou par 5, il n*est pas divisible par 5. Par exenoiple, le nombre 245 égale le nombre 240 divisible par 5, plus le reste 3. De même le nombre 247 égale le nombre 245, divisible par 5, plus le reste 2. On voit donc que le reste de la division dmi nombre par 5 est le même que le reste donné par le dernier chiffre.
62. Théorème. Le reste de la division d'un nombre par 4 éiiale le reste que donne le nombre formé par ses deux derniers chiffres.
" Le nombre 100, étant égal à 25 fois 4, est divisible par 4. Tout nombre terminé par deux zéros, étant un mulliple de 100, est par conséquent divisible par 4. Un nombre quelconque 2736 se décompose en deux parties, l'une 2700 divisible par 4, l'autre 36 formée des deux derniers chiffres. Si cetle seconde partie est divisible par 4, le nombre Test aussi ; si cette seconde partie n'est pas divisible par 4, le nombre ne Test pas non plus, et le reste est le même que celui fourni par cette seconde partie.
Corollaire. Vn nombre est divisible par 4, quand le nombre formé par ses deux derniers chiffres est divisible j)(iv 4.
63. Lemme I. Une unité d'un ordre quelconque égale un multiple de 9 plus 1. En effet, les nombres 9, 99, 999..., que Ton forme en multipliant 9 par les nombres 1, H, 111,... sont des multiples de 9 ; si Ton ajoute l'unité à ces différcnls nombres, on obtient 10, 100, 1000,... c'est-à-dire les unités des différents ordres.
Lemme II. Un nombre formé d'un chiffre significatifs suivi d'un nombre qmlconque de zéros, égale un multiple de 9 plus ce chiffre.
le nombre 800, par exemple, égale 8 fois 100 ; or, 100 égale un multiple de 9 plus 1 ; donc 800 égale 8 fois ce multiple, ce qui donne un multiple, plus 8 fois Tunité, ou 8.
Théorème. Le reste de la division d'un nombre par 9 égale le reste de la somne de ses chiffres par 9.
Un nombre quelconque, par exemple 3548, peut être décomposé de la manière suivante :
La seconde partie 40 égale un multiple de 9 plus 4 ; la troisième partie égale un multiple de 9 plus 5 ; la quatrième un multiple de 9 plus 3. En réunissant tous tes multiples, on obtient un multiple : on voit donc que le nombre proposé se compose d*un multiple de 9, augmenté de la somme de ses chiffres. Si cette somme est divisible par 9, le nombre luimême sera divisible ; si cette somme n'est pas divisible, le nombre ne sera pas divisible, et il donnera le même reste que la somme de ses chiffres.
Corollaire. Un nombre est divisible par 9, quand la somme de ses chiffres est divisible par 9.
Inapplication du théorème montre que les nombres 27, 81,
155, 2405, sont divisibles par 9; que les nombres 12, 52, 2501, ne sont pas divisibles, et donnent pour reste 5, 7, 6.
64. Remarque. On abrège l'addition des chiffi'es en retranchant 9 successivement dans le cours de l'opération, fontes les fois que ce sera possible ; car en retranchant 9 on ne change pas le reste. Soit le nombre 5548 : je dis 8 et 4 font 12, reble 5, et 5 font 8, et 5 font 11, reste 2 ; le reste de la division du nombre 5548 par 9 est 2.
Soit le nombre 2604521956. En sous-entendant la soustraction de 9, je dis: 6 et 5...0, et 9... 0, et 1... 1, et 2... 5, et 5... 6, et 4... 1, et 6... 7, et 2... 0. Le nombre proposé est divisible par 9.
G3. Théorème. Le reste de la division d'un nombre par 5 âjale le reste de la division de la somme de ses chiffres par 5.
On a démontré qujun nombre quelconque égale un multiple de 9, plus la somme de ses chiffres. Puisque 9 est un multiple de 5, un multiple de 9 est aussi un multiple de 5; donc un nombre quelconque égale un multiple de 5, plus la somme de ses chiffres.
Corollaire. Un nombre est divisible par 5 quand la somme de ses chiffres est divisible par 5.
En faisant la somme des chiffres, on retranchera 5 ou un multiple de 5 toutes les fois que ce sera possible. Soit le nombre 125405207928; on dira : 8 et 2... 1, et 9... 1, et 7... 2, et '6... 2, et2.,. 1, et 5... 1, et 4... 2, et 5... 1, et 2... 0, et 1... 1. Le reste de la division du nombre proposé par 5 c:t 1.
diviseur 11.
66. Je cherche d'abord les restes que fournissent les puis-^ sauces successives de 10 divisées par 11.
Le nombre 100 égale 99 plus 1 ; mais 99, ou 9 fois 11, est un mulliple de H ; donc iOO égale un multiple de H plusl.
On obtient 1000 en multipliant 100 par 10 ; mais 100 égale un multiple de 11 plus 1 ; le multiple de 11 répété 10 fois donne un multiple de 11 ; donc 1000 égale un multiple de 11 plus 10.
De même on obtient 10000 en multipliant 1000 par 1 ; mais 1000 égale un mulliple de 11 plus 10; le multiple, répété
10 fois, donne un mulliple; le reste 10, multiplié par 10, donne 100 ou un multiple de 11 plus 1 ; donc 10000 se compose de deux multiples de 11, qui, réunis, forment un multiple, plus un reste 1 .
En continuant de la même manière, on trouve alternativement les restes 1 et 10, ainsi que le représente le tableau suivant :
X Vf ^^^ ••••••••• M \J
100= multiple de U H- 1
1000= id. +10
10000= id. -4- 1
100000= id. -f-10
On en conclut :
Lemme I. Ltinité suivie d^un nombre pair de zéros égale un multiple de 11 plus 1.
Lemme II. Vunité suivie d^un nombre impair de zéros égale un midtijile de H moins 1 . En effet, le nombre 1000, par exemple, égale un multiple de 11 plus 10 ; §i Ion remplace 10 par
11 moins 1 , on voit que le nombre 1000 égale un multiple de 11 moins 1.
Lemme IIL Un nombre formé d*un chiffre significatifs suivi d*un nombre pair de zéros ^ égale un mulliple de il plus ce chiffre.
Lemme IV- '^\ nombre formé d'un chiffre significatif, suivi
d'un nombre impair de zéros ^ égale un multiple de H moins ce chiffre.
THÉoiiÈME. Pour trouver le reste de la division d*m nombre ])ar \\y on retranche la somme des chiffres de rang pair de la somme des chiffres de rang impair ^ augmentée de H si cela eht nécessaire.
Soit un nombre quelconque 1659718. Je le décompose de la manière suivante :
10 = multiple de li. . , . — 1
700= id -i-7
9000= id —
30000= id: .... -4-3
600000= id —6
1000000= id +1
Puisque la somme de tous les multiples de 11 donne un multiple de 11, le nombre proposé égale un multiple de H, plus la somme des chiflres de rang impair, moins la somme des chiffres de rang pair.
En calculant l'une et l'autre somme, on aura soin, pour abréger, de retrancher 11 toutes les fois que ce sera possible, ce qui, comme il a été dit, ne change pas le reste. En opérant de cette manière sur le nombre proposé, on trouve 8 pour la première somme, 5 pour la seconde ; le nombre 1639718 égale donc un multiple de 11, plus 8, moins 5, c'est à-dire un multiple de 11, plus 3.
En opérant sur le nombre 8092, on trouve 2 pour la première somme, 6 pour la seconde ; le nombre proposé égale donc un multiple de 11 , plus 2, moins 6. Afin de pouvoir retrariclierla seconde somme de la première, j'augmente celle-ci de 11, et je retranche 6 de 15, ce qui donne le reste 7.
Corollaire. Lorsque le reste ainsi obtenu est 0, on en conclut que le nombre eat divisible par 11.
PREUVES PAR LES RESTES
67. Tai indiqué les procèdes à Taide desquels on détermine rapidement les restes d'un nombre par rapport aux diviseurs simples 2, 3, 4, 5, 9, H . Je compléterai plus tard celte théorie, et je rétendrai à un diviseur quelconque ; mais on peut déjà faire quelques applications de ce qui a élé dit sur ce sujet.
Je considère une expression indiquant certaines opérations arithmétiques à effectuer sur des nombres donnés. Ne pourrait-on pas déterminer d'avance, sans qu'il fût nécessaire d'effectuer les calculs, le reste du résultat final ?
Je suppose d'abord que l'on additionne plusieurs nomI)res donnés, 287, 1345, 3895, et, afin de fixer les idées, je prends les restes par rapport à 9 ; j'ai
2 8 7 = multiple de 9 H- 8 1345= id. -+- 4
3895= id.
Somme =: multiple de 9 -h 19.
En réunissant tous les multiples, on voit que la somme des nombres proposés égale un multiple de 9, plus la somme des restes. Cette dernière somme 19 donnant pour reste 1, le reste de la division de la somme des nombres donnés par 9 est 1.
Je considère maintenant la différence de deux nombres donnés 4678 et 2695 ; j'ai
4 6 7 8 =^ multiple de 9 + 7 2695= id. +4
Différence = multiple de 9 + 3.
Si le reste inférieur était plus grand que le reste supérieur, on ajouterait 9 à ce dernier* Exemple :
3791 = multiple de 9 + 2 2695= id. +4
Différence = multiple de 9 + 7 *
Ce qui précède peut être résumé dans le théorème suivant :
Théorème I. Lorsque plusieurs nombres donnés sont cornbinés par addition ou par soustraction^ le reste du résultat ne change pas si Von augmente ou si Von diminue chacun d^eux d'un multiple quelconque du diviseur. On voit, en effet, qu'en opérant de la sorte on augmente ou Ton diminue le résullat d'un multiple du diviseur, ce qui ne changé pas le reste. Le résultat augmente si Ton augmente les nombres à additionner ; il diminue, au contraire, si l'on augmente les nombres à retrancher.
68. Théorème IL Le reste d'un produit ne changepas si Vonaugmente ou si Ion diminue chaque facteur d'un multiple du diviseur.
Un produit de deux facteurs n'est autre chose que la somme de plusieurs nombres égaux au multiplicande; donc si Ton augmente ou si Ton diminue le multiplicande d'un multiple du diviseur, le produit lui-même est augmenté ou diminue d'un multiple de ce diviseur.
Dansun produit de plusieurs facteurs, comme845x67x24, on peut mettre au commencement Tun quelconque des facteurs, 67 par exemple, et supposer les autres combinés en un seul. Le produit se compose alors du facteur 67 répété un certain nombre de fois. Si donc on augmente ou si Ton diminue ce facteur d'un multiple du diviseur, le produit augmente ou diminue d'un multiple, et par conséquent le reste du produit ne change pas. Comme ce raisonnnement s'applique à tous les facteurs indistinctement, le théorème est démontré.
69. Corollaire. Je retranche de chaque facteur le plus grand multiple du diviseur qu'il renferme, et je remplace les différents facteurs par les restes correspondants* Puisque le produit des restes ne diffère du produit proposé que d'un mul^ tipledu diviseur, j'obtiendrai le reste du produit en multipliant les restes des facteurs. Soit le produit 845x67 j ks restes des
deux facteurs, par rapport au diviseur 9, sont 8 et 4 ; le reste du produilest 8x4=52, ou, plus simplement, 5. Soit le produit 845 x67 X 24 ; on calculera d'abord le reste 5 du produit des deux premiers facteurs, on multipliera ensuite 5 par le reste 6 du troisième facteur, ce qui donne 50 ou 5 pour le reste cherché.
70. Ce qui précède donne des moyens de vérification pour les calculs arithmétiques. Je suppose qu'après avoir exécuté une série d'opérations sur des nombres donnés, on veuille s'assurer de Texactilude des résultais. J'ai expliqué comment on détermine d'avance le reste du résultat par rapport 5 un certain diviseur ; d'autre part, le résultat étant calculé, si Ton détermine directement son reste par rapport au même diviseur, on doit trouver le même reste.
Cependant, lorsque le même reste se reproduit de part et d'autre, on ne peut pas affirmer d'une manière absolue que le résultat soit exact. Car, si dans les calculs on avait commis une erreur qui fût exactement un multiple du diviseur, cette erreur, n'ayant aucune influence sur les restes, ne se manifesterait pas par ce procédé de vériilcation ; mais il est peu probable qu'une erreur commise soit exactement un multiple du diviseur. Dans la pratique, on prend ordinairement les restes par rapport à 9, à cause de la facilité avec laquelle on les obtient.
J'applique cette méthode à la multiplication ou à la division. Soit la multiplication suivante :
Les restes du multiplicande et du multiplicateur sont 8 et 4 ; 8x4 ou 52 donne le reste 5; or le produit calculé donne directement 5 pour le reste ; la vérification a lieu.
Soil maintenant une division :
Puisque le dividende égale le produit du diviseur par le quotient, plus le reslc de la division, on a
57090=845X67 H-475 = muUiple de 9 + 8x4+7.
On multipliera le reste 8 du diviseur par le reste 4 du quolient, ce qui donne 52, dont le reste est 5 ; on y ajoutera le reste 7 du reste 475 de la division, ce qui donne 12 ou 5. Le dividende doit fournir directement le reste 5, ce qui a lieu en effet.
CHAPITRE III
PLUS «BAND COmillUN
DEFINITIONS
71 . Les nombres qui divisent exactement un nombre donné sonl les diviseurs de ce nombre. Ainsi le nombre 12 admet pour diviseurs 1, 2, 3, 4, 6, 12. Le plus petit diviseur d'un nonibre est 1, le plus grand est ce nombre lui-même.
Les nombres, qui divisent à la fois plusieurs nombres donnés, sont les communs diviseurs de ces nombres. Parmi les communs diviseurs de plusieurs nombres, il en est un qu'il importe déconsidérer d'une manière spéciale, c'est le plus grand : on l'appelle plus grand commun diviseur. La recherche du plus grand commun diviseur a une grande importance en arithmétique.
Plus g^rand coinmiiii diviseur de deux nombres.
72. Lemme. Quand deux jiombressont tels que le plus grand est divisible par le plus petite les communs diviseurs de ces deux nombres sont les diviseurs du plus petit.
Soient les nombres 96 etl2, tels que 9ô est divisible par 12. Il est évident d'abord que les communs diviseurs de ces deux nombres sont des diviseurs de 12. Réciproquement, tout diviseur de 12 divise aussi le multiple 96 ; ainsi les communs diviseurs de 12 et de 96 sont les mêmes que les diviseurs de 12.
Puisque le plus grand diviseur de 12 est ce nombre luira jme, il s'ensuit que 12 est le plus grand commun diviseur des nombres 96 et 12. Ainsi le plus grand commun diviseur de
deux iiombreSj tels que le plu^ grand est divisible par le plus petit^ est ce plu^ petit nombre.
Théorème L Deux nombres quelconques admettent les mêmes communs diviseurs que le plus petit de ces nombres et le.reste de la division du plus grand par le plus petit.
Soient les deux nombres 312 et 108; en divisant le plus grand par le plus petit, on trouve 2 pour quotient et 96 pour reste. Puisque le dividende égale le produit du diviseur par le quotient, plus le reste, on a
Je considère un commun diviseur de 312 et de 108 ; divisant lOfr, il divise le multiple 108x2; divisant 312 et 108x2, il divise la différence 96. Ainsi, tout commun diviseur de 312 et de 108 est commun diviseur de 108 et de 96.
Réciproquement, je considère un commun diviseur de 108 et de 96 ; divisant 108, il divise le multiple 108x2 ; divisant 108x2 et 96, il divise la somme 312. Ainsi, tout commun diviseur de 108 et de 96 est commun diviseur de 312 et de 108.
Si donc on formait deux tableaux contenant, Tun les diviseurs communs de 312 et de 108, l'autre les diviseurs communs de 108 et de 96, ces deux tableaux seraient identiquement les mêmes.
73. D'après ce théorème, la recherche des communs diviseurs des deux nombres 312 et 108 est ramenée à la recherche des communs diviseurs des deux nombres plus simples 108 et 96. J*opère de la même manière sur ces deux derniers nombres; en divisant 108 par 96, on trouve 12 pour reste. D'après le même principe, les communs diviseurs des nombres 108 et 96 sont les mêmes que ceux des nombres 96 et 12. Or 96 est divisible par 12; donc les communs diviseurs des nombres 96 et 12, et par conséquent les communs diviseurs des deux nombres proposés, ne sont autre chose que les diviseurs de 12, Comme le plus grand diviseur de 12 est 12 luî»
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même, il s'ensuit que 12 est le plus grand commun diviseur des nombres 312 et 108. De ce qui précède on conclut :
Règle. Pour trouver le plus grand commun diviseur de deux nombres donnés, on divise le plus grand par le plus petite ce dernier par le reste de la division, le premier reste parle second reste^ et ainsi de suite jusqu^à ce qu^on arrive à un reste nul; le dernier diviseur obtenu est le plus grand commun diviseur cherché.
On dispose l'opération de la manière suivante :
on place les quotients au-dessus des diviseurs, afm de laisser la place libre pour les restes.
Remarque. Dans cette démonstration on est arrivé à cette conclusion que les communs diviseurs des deux nombres donnés 312 et 108, sont précisément les diviseurs de 12. Ainsi les diviseurs communs de deux nombres ne sont autre chose que les diviseurs de leur plus grand commun diviseur. On énonce quelquefois cette proposition en disant : tout nombre qui divise deux nombres divise leur plus grand commun diviseur.
NOMBRES PREMIERS ENTRE EUX
74. Lorsque deux nombres n'admettent pas d'autre commun diviseur que Tunité, ces deux nombres sont dits premiers entre eux.
Il est clair que deux nombres premiers entre eux ont Tunitc pour plus grand commun diviseur; si donc, en appliquant à deux nombres donnés Topération du plus grand commun diviseur, on trouve 1 pour dernier diviseur, il sera certain que les deux nombres donnés sont premiers entre eux. Ainsi, les deux nombres 1 4 et 9 sont premiers entre eux.
PLUS GRAND COMMUN DlVISCDIl.
SIUPLIFKATION.
75. La détermination du plus grand commun diviseur repose tout entière sur le théorème I. Je vais donner à ce théorème une signification plus étendue.
Théorème II. Les communs diviseurs de deux nombres ne changent jms^ quand on remplace lun de ces nombres par la différence entre ce nombre et un multiple quelconque de r autre.
Soient encore les nombres 312 et 1 08. Je prends la différence entre 312 et un multiple quelconque de 108, par exemple 108x3; je dis qu'on peut remplacer 312 parcelle différence 12 ; en d'autres termes, je dis que les communs diviseurs de 512 et de 108 sont les mêmes que ceux de 12 et de 108. En clfet, au moyen de l'égalité
on démontrera , comme précédemment , que les diviseurs communs de 312 et de 108 sont diviseurs communs de 108 et de 12 ; et que réciproquement les diviseurs communs de 108 et de 12 sont diviseurs communs de 312 et de 108; ainsi l'identité entre les deux sortes de diviseurs est bien démon Irée.
76. Je remarque maintenant qu'en divisant un nombre par un autre on détermine le plus grand multiple du diviseur contenu dans le dividende; le multiple suivant est plus grand que le dividende ; on a de la sorte les deux multiples consécutifs du diviseur qui comprennent le dividende. Les différences en Ire le dividende et ces deux multiples sont toutes deux plus pofitos que le diviseur, et leur somme est égale à la différence
dasdeux multiples, el par conséquent au diviseur lui-même. Ainsi, en divisant 39 par 7, on trouve que le dividende 39 est compris entre les deux multiples consécutifs 7x5, 7x6 du diviseur ; il surpasse de 4 le premier multiple et diffèro de 3 du second ; la somme des deux différences est précisé mant le diviseur 7. La première différence est donnée par la division elle-même, c'est le reste de la division ; on obtient la seconde différence en retranchant la première du diviseur. Ces préliminaires étant posés, je reviens à la recherche du plus grand commun diviseur de 312 et de 108. La division de 312 par 108 donne le reste 96 ; ce reste 96 est la différence entre le dividende et le multiple 108x2 du diviseur; la différence avec le multiple suivant est 108 — 96 ou 12 ; or, en vertu du théorème II, on peut remplacer 312 par Tune ou Tautre de ces différences ; on choisira naturellement la plus petite 12. De cette manière, les deux nombres proposés 312 et 108 sont remplacés par les nombres plus simples 12 et 108. Comme 12 divise 108, le plus grand diviseur cherché est 12. Ainsi :
Dans la recherche du plus grand commun diviseur^ si une di-vision donne un reste plus grand que la moitié du diviseur^ on remplace ce reste par V excès du diviseur sur ce reste.
J'applique ce procédé aux nombres 35676 et 25812.
Plus grand eominnii dlvlsenr de plaslears nombrea,
77. Première méthode. Lorsqu'on sait trouver le plus grand commun diviseur de deux nombres, il est facile de déterminer le plus grand commun diviseur d'autant de nombres qu'on veut. Soient, par exemple, les nombres 360, 600, 1368, 4212. Je considère d'abord les diviseurs communs des deux premiers
nombres 560 et 600 ; ces communs diviseui s, ainsi qu'il a clé démontre (n** 73), sont les diviseurs mêmes de leur plus grand commun diviseur 120.
Je considère maintenant les trois nombres 360, 600, 1368. Pour avoir leurs communs diviseurs, il faut, parmi les communs diviseurs des deux premiers nombres, ou parmi les diviseurs de 120, prendre seulement ceux qui divisent le troisième ; ainsi les communs diviseurs des Irois premiers nombres sont les communs diviseurs de 120 et de 1368. Je détermine le plus ^rand commun diviseur 24 de ces deux nombres; les communs diviseurs de 120 et de 1368, et par conséquent les communs diviseurs des trois nombres 360, 600, 1368 sont les diviseurs de 24. Ce nombre 24 est par conséquent le plus grand commun diviseur des trois premiers nombres.
Le raisonnement que Ton vient de faire peut être répété indéfiniment. Pour avoir les communs diviseurs des quatre nombres 360, GOO, 1368, 4212, il faut, parmi les communs diviseurs des trois premiers nombres, ou parmi les diviseurs de 24, prendre seulement ceux qui divisent le quatrième ; ainsi les communs diviseurs des quatre nombres sont les communs diviseurs de 24 et de 4212. Je détermine le plus grand commun diviseur 12 de ces deux nombres ; les communs diviseurs de 24 et de 4212, et par conséquent les communs diviseurs des quatre nombres, sont les diviseurs de 12. Ce nombre 12 est par conséquent le plus grand commun diviseur des quatre nombres proposés. De ce qui précède on conclut :
Règle. Pour trouver le plus grand commun diviseur de plus'eurs no7nbres donnés^ on cherche d'abord le plus grand commun diviseur des deux premiers nombi^es; on cherche ensuite le plus grand commun diviseur du nombre ainsi obtenu et du troisième nombre, puis le plus grand commun diviseur du nombre ainsi obtenu et du quatrième nombre, et ainsi de suite ptsqu^à ce qtCon ait épuisé tous les nombres donnés; le dernier plus grand commun diviseur calculé est le plus grand, commun diviseur cherché.
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Les raisonnements qui précèdent conduisent à cette conclusion générale : les diviseurs communs de plusieurs nombres sont les diviseurs mêmes de leurphis grand commun diviseur.
Pour simplifier autant que possible le calcul, il est bon de commencer les opérations par les plus petits nombres.
78. Deuxième méthode. Celte seconde méthode n-est que l'extension des théorèmes démonirés sur deux nombres à autant de nombres qu'on veut. Et d'abord :
Lemme. Lorsque plusieurs nombres sont tels que le plus petit divise tous les autresy les communs diviseurs des nombres proposés sont les diviseurs du plus petit nombre^ et par conséquent ce plus petit nombre est le plus grand commun diviseur.
On voit, en effet, que tout diviseur commun aux nombres proposés est diviseur du plus petit, et que, réciproquement, tout diviseur du plus petit divise les autres nombres qui sont des multiples du plus petit.
Théorème lit. Les communs diviseurs de plusieurs nombres ne changent pas^ quand on remplace Vun d^eux par la différence entre ce nombre et un multiple de Vun des autres.
Soient les nombres 560, 600, 1368, 4212. Je dis qu'on peut remplacer 600, par exemple, par la différence 120 entre 600 et un multiple 360x2 du premier. En effet, il a été démontré (n** 75) que les communs diviseurs de 360 et de 600 sont les mêmes que ceux de 360 et 120; or, pour avoir les communs diviseurs des quatre nombres proposés, il faut, parmi les communs diviseurs de 360 et de 600, ou, ce qui est la môme chose, de 360 et de 120, prendre ceux qui divisent 1368 et 4212; ce sont précisément les communs diviseurs de 360, 120, 1368, 4212.
En divisant 1368 par 360 et prenant la plus petite différence 72, on pourra de même remplacer 1368 par 72 ; en divisant 4212 par 360, on remplacera aussi 4212 par 108. De celte manière, les quatre nombres proposés sont remplacés par les quatre nombres plus simples 360, 120, 72, 108.
Nous pouvons de même diviser les trois nombres 360, 120, i 08, par le plus petit 72, et les remplacer par les plus petites différences. Mais ici on observe que, 360 étant divisible par 72, on peut supprimer 360, parce que les diviseurs communs de 360 et de 72 sont les diviseurs de 72 ; on n'a plus alors à considérer que trois nombres 24, 72, 36. Comme 72 est divi-^ sib!c par 24, ces trois nombres se réduisent à deux, 24 eto6; opérant sur ces deux nombres comme précédemment, on les remplace par 24 et 12 ; 24 étant divisible par 12, l'opération est terminée ; 12 est le plus grand commun diviseur cherché.
Règle. Pour trouver le plus grand commun diviseur de plu* sieurs nombres donnés^ on divise par le plus petit d^ entre eux tous les autres nombres^ on remplace chacun des nombres divises par la plus petite différence correspondaîite ; on opère de la même manière sur les nouveaux nombres ainsi obtenu^^ et ainsi de suite. Lorsqu'un nombre est divisible par un autre, on le supprime. Lopération sera terminée quand il ne restera plus quhin nombre; ce nombre restant est le plus grand commun rfiviseur cherché,
Yoilà la règle générale; mais il arrive souvent qu'on aperçoit une combinaison particulière qui simplifie beaucoup l'opéralion. Ainsi, dans l'exemple proposé, on remarque que le quatrième nombre moins sept fois le second donne une différence 12; on remplace alors le quatrième nombre par 12; comme 12 divise les trois premiers,-.12 est le plus grand commun diviseur cherché.
Propriétés du plus g^rand commun dlYlsear*
79. Lemme I. Si Pon multiplie le dividende et le diviseur par un même nombre, le quotient ne change pasj et le reste est multiplié par le même nombre.
I.a division de 90 par 12 donne un quotient 7 et un reste
et Ton a
Si Vx>n multiplie par 3 chacune des deux parties qui composent le nombre 90, on a
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Puisque le reste 6 est plus petit que le diviseur 12, le nombre 6 x3 sera aussi plus petit que 12x3. Donc, si on divise 90x3 par 12x3, on obtient le môme quotient 7 et le reste 6x3.
Lemme il Si Von divise le dividende et le diviseur par un même nombre^ le quotient ne change pas^ et le reste est divisé par le même nombre.
On a démontré que, lorsque deux nombres 90 et 12 sont divisibles par un même nombre 3, le reste 6 e^ aussi divisible par 3. Si Ton divise par 3 les deux parties qui composent le nombre 90, on a
Donc, si l'on divise 90 : 3 par 12 : 3, on obtient le môme quo- Iienl7,ellereste 6:3.
Théorème IV. Si Von multiplie ou siV on divise plusieurs nombres par un même nombre^ le plus grand commun diviseur est aussi multiplié ou divisé par ce nombre.
Il suffit de démontrer ce théorème pour deux nombres.
Reportons-nous à la série des opérations par lesquelles on détermine le plus grand commun diviseur de deux nombres, 312 et 108 (n* 73). Si Ton multiplie ces deux nombres par 3, le reste 96 sera aussi multiplié par 3; les deux nombres 108 et 96 élant multipliés par 3,1e second reste 12 sera aussi multiplié par 3, et ainsi de suite. Toute la série des diviseurs sera donc multipliée par le même nombre 3 ; si donc on cherche le plus grand commun diviseur- des deux nombres 512x3 et 108x3, on trouvera 12x3.
Voici le détail de Topération :
De même si l'on divise par 3 les deux nombres 312 et 108, toute la série des diviseurs sera aussi divisée par 3. Si donc
on cherche le plus grand commun diviseur des deux nombres 512 : 3 el 108 : 3, c est-à-dire de 104 et 36, on Irouvera 12 : 3, ou 4.
80. ConoLLAiBE I. Lorsqu'on veut déterminer le plus grand commun diviseur de deux nombres terminés par des 0, par exemple 31200 et 10800, on supprime un môme nombre de zéros de part et d'autre, et Ton opère sur les nombres 312 et 1 08. Le plus grand commun diviseur de ces deux nombres est 12. Pour revenir aux deux nombres proposés, il faut multiplier 3i 2 et 108 par 100 ; le plus grand commun diviseur 12 étant aussi mullipliô par 100, le plus grand commun diviseur cherché est 1200.
81 . Corollaire II. Si Von divise deux nombres par leur plus grand commun diviseur ^ les deux quotients sont premiers entre, eux. En effet, si Ton divise les deux nombres 312 et 108 par leur plus grand commun diviseur 12, les deux quotients 512 : 12 et 108 : 12, c'est-à-dire 26 et 9, auront pour plus grand commun diviseur 12 : 12 ou 1 ; donc ces deux quotients sont premiers entre eux.
82. Théorème V. Lorsqu'un nombre divise le produit de deux facteurs et quil est premier avec Vun d^eux, il divise l autre.
Lorsqu'un nombre divise un produit de deux facteurs, il arrive souvent que ce nombre ne divise aucun des deux facteurs. Ainsi, le nombre 9, qui divise le produit 360 des deux nombres 15 et 24, ne divise aucun des deux facteurs. Mais quand le nombre est premier avec Tun des facteurs, on peut affirmer qu'il divise l'autre facteur.
Par exemple le nombre 9 divise le produit 504 des deux facteurs 14 et 36 ; il est premier avec 14, je dis qu'il divise ]*autre facteur 36. En effet, le plus grand commun diviseur des deux nombres 14 et 9, premiers entre eux, est 1 ; je multiplie ces deux nombres par 36 ; d'après le théorèm'e précédent, les deux nombres 14x36 el 9x36 admettent pour plus grand commun diviseur 1 x 50 ou 364 Or le nombre 9
divise son mulliple 9 x 56 ; on a supposé d'ailleurs qu'il divise le produit 14x56; le nombre 9 est donc un commun diviseur des deux nombres 14x56, 9x56; donc il divise leur plus grand commun diviseur 56 (n** 75).
83. Théorème VI. Quand un nombre est divisible séparément f:ar deux nombres premiers entre euxj il est divisible par leur produit.
Lorsqu'un nombre est divisible séparément par deux nombres, il arrive souvent que ce nombre n'est pas divisible par leur produit. Ainsi, le nombre 72, divisible séparément par 6 et par 8, n*est pas divisible par le produit 48 de ces deux nombres. Mais si les deux diviseurs sont premiers entre eux, on peut affirmer que le dividende est divisible par leur produit.
Soit un nombre 540 divisible séparément par deux nombres 4 et 9, premiers entre eux, je dis qu'il est divisible par le produit 56 de ces deux nombres. En effet 540, étant divisible par 4, égale le produit de 4 par un certain nombre 155,
or 9 divise 540, ou le produit 4x 155; il est premier avec le facteur 4; donc, d'après le théorème précédent, il divise l'autre facteur 155. Ce nombre 155, étant divisible par 9, égale le produit de 9 par un certain nombre 15 ; si l'on remplace 155 parle produit 9x15, on a
en regardant comme effectué le produit des deux premiers facteurs, on voit que 540 est un multiple de ce produit 56 ; donc le nombre 540 est divisible par 56.
84. Corollaire. Ce théorème simplifie la recherche des caractères de divisibilité. Je considère, par exemple, le diviseur 6, produit dès deux facteurs 2 et 5, premiers entre eux. Pour qu'un nombre soit divisible par 6, il est nécessaire d'abord que ce nombre soit divisible séparément par 2 et par 5; car tout mulliple de 6 est nécessairement multiple de 2 et de 3.
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Celle condition d'ailleurs est suffisante, parce que les deux facteurs 2 et 3 sont premiers entre eux. Ainsi un nombre est divisible par 6 quand il est pair et que la somme de ses chiffres est divisible par 3.
De même, 12 élant le produit de deux facteurs 3 et 4, premiers entre eux, un nombre est divisible par 12 quand il est divisible par 3 et par 4.
De même, 15 élant le produit de deux facteurs 3 et 5, premiers entre eux, un nombre est divisible par 15 quand il est divisible par 3 et par 5.
86. TnÉoriÊME VII. Quand un nombre est divisible séparément par plusieurs nombres premiers entre eux deux à deux^ il est divisible par leur produit.
Ce théorème est la généralisation du théorème précédent.
Soit un nombre A, divisible séparément par les trois nombres a, &, c, premiers entre eux deux à deux; je vais démontrer qu'il est divisible par leur produit. On suppose que les trois diviseurs sont premiers entre eux deux à deux, c'est-àdire que a et 6 sont premiers entre eux, de même a et c, 6 et c.
Le nombre A, étant divisible par a, égale le produit de a par un certain nombre g,
Az=Laxq.
Puisque le nombre b divise A, ou le produit axç, et qu'il est premier avec le facteur o, il divise Tautre facteur q; donc q égale le produit de b par un certain nombre q\
q=:zbxq\
Puisque le nombre c divise A, ou le produit axq^ et qu'il est premier avec a, il divise q; puisque le nombre c divise ç, ou le produit bxq\ et qu'il est premier avec 6, il divise r/; donc q' égale le produit de c par un certain nombre r/',
q'r=:cxf.
En décomposant successivement les facteurs, on a
A = aXq = axbXq' = axbxcXii"y
et Ton voit que le nombre A est un multiple du produit axb >:.c^ et par conséquent est divisible par ce produit.
La même démonstration s'applique à quatre nombres et généralement à autant de nombres qu'on veut.
PIo» petit nialtlple.
87. On appelle commun multiple ou plus simplement multiple de plusieurs nombres un nombre qui est à la fois multiple de chacun des nombres donnés. Parmi les multiples de plusieurs nombres, il en est un qu'il importe d'éludicr d'une manière spéciale, c'est le plus petit : on l'appelle plus petit multiple.
Il est évident que, si le plus grand des nombres donnés est divisible par chacun dés autres, comme il est divisible par luimême, il est le plus petit multiple cherché. Ainsi le plus petit multiple des trois nombres 8, 42, 24 est 24. Dans le cas général, on détermine le plus petit multiple au moyen du plus grand commun diviseur.
PLUS PETIT MDLTIPLE DE DEUX KOMBRES
88. Théo«ême VIII. Le plus petit multiple de deux nombres est égal au produit de ces deux nombres divisé par leur plus grand commun diviseur.
J'appelle A et B les deux nombres donnés, d leur plus grand commun diviseur, a eA b les quotients, premiers entre eux, que l'on obtient en divisant les deux nombres donnés par leur plus grand commun diviseur. On a
K = dxaf B=cJx&.
J'appelle M un multiple quelconque des nombres A et B. Puisque le multiple M est divisible par A ou par le produit
dxa, il est divisible par d, et le quotient -y est divisible
par a. Puisque le multiple M est divisible par B ou par le pro-
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duit fixft, il est divisible par d, et le quotient -j est divisible'
par b. Le nombre -r, divisible séparément par les deux nombres a et 6, premiers entre eux, est divisible par le produit axb (n° 85), en d'autres termes, est un multiple du produit axb; il en résulte que tout multiple commun M est un multiple du produit dxaxb. Réciproquement, tout multiple du nombre dxaxb est divisible séparément par chacun des deux nombres A ou dxa, B ou dxt. Ainsi les multiples communs des deux nombres A et B sont les mêmes que les multiples du nombre dxaxb.
Puisque le nombre dxaxb est à lui-même son plus petit multiple, il s ensuit que ce nombre est le plus petit multiple des nombres A et B. Comme ce plus petit multiple peut s'écrire
dxaxb = kxb= — —,
on voit qu'il est égal au produit des deux nombres A et B divisé par leur plus grand commun diviseur.
Dans la pratique, pour calculer le plus petit multiple, on multiplie Tundes deux nombres donnés par le quotient que Ton obtient en divisant l'autre par le plus grand commun diviseur.
Par exemple, le plus grand commun diviseur des nombres 8 cl 12 est 4 ; on calculera le plus petit multiple de ces deux nombres en divisant par 4 le produit 8 x 12, ou plus simplement en multipliant l'un deux 8 par le quotient 3 que Ton ottient en divisant l'autre 12 par 4, ce qui donne 24. Ce plus petit multiple contient exactement 3 fois le premier nombre, 2 fois le second.
89. Corollaire I. II résiille de la démonstration précédente que les multiples communs de deux nombres A et B sont les multiples de leur plus petit multiple dxaxb.
Le plus petit multiple des deux nombres 8 et 12 est 24. Si Ton multiplie 24 par chacun des nombres 1, 2, 3, 4 , on
forme la série indéfinie des mulliples conimuns de 8 et 12, savoir ;
90. Corollaire II. Le plus petit multiple de deux nombres premiers entre eux est égal au produit de ces deux nombres, puisque leur plus grand commun diviseur est Tunilé. Ainsi le plus petit multiple des deux nombres 4 et 9, premiers entre eux, est leur produit 56.
PLUS PETIT MULTIPLE DE PLUSIEURS KOMBRES
91. Soient les quatre nombres 8, 12, 15, 18. Je détermine (l'abord le plus petit multiple 24 des deux premiers nombres 8 et 12 ; on sait que les mulliples communs de ces deux nombres sont les multiples de 24. Pour avoir les multiples communs des trois premiers nombres, il faut, parmi les multiples communs des deux premiers nombres, c'esl-à-diic parmi les mulliples de 24, prendre seulement ceux qui sont divisibles par le troisième; ainsi les multiples communs des trois premiers nombres sont les multiples communs de 24 et de 15. Je détermine le plus petit multiple 120 de ces deux nombres; les multiples communs de 24 et de 15, et par conséquent les multiples communs des trois nombres 8, 12, 15, sont les multiples de 120. Ce nombre 120 est donc le plus petit multiple des trois premiers nombres.
Le raisonnement précédent peut être répété indéfiniment. Pour avoir les mulliples communs des quatre nombres 8, 12, 15, 18, il faut, parmi les multiples communs des trois premiers, ou parmi les multiples de 120, prendre seulement ceux qui sont divisibles par le quatrième ; les mulliples communs des quatre nombres sont donc les multiples communs de 120 et de 18. Je détermine le plus petit multiple 360 de ces deux nombres; les multiples communs de 120 et de 18, et par conséquent les mulliples communs des quatre nombres sont les multiples de 360. Ce nombre 360 est donc le plus petit multiple des quatre nombres proposés. Ainsi :
PLUS PETIT MULTIPLE
Règle. Puur trouver le plus petit multiple de plusieurs nom- Ires dcwïés, on détermine d'abord le plus petit multiple des deux prenàers lombres, puis le plus petit multiple du nombre ain^ obtenu et du troisième nombre^ et 07i continue de cette manière jusfitî'à ce quon ait épuisé tous les nombres donnés. Le dernier nombre (alculé est le plus petit multiple cherché.
Les raisonnements qui précèdent conduisent à celte conclusion générale que les multiples communs de plusieurs nombies sont les multiples du plus petit multiple de ces différents nombres.
CHAPITRE IV
IVORIBBES PBEMIEBS
DEFINITIONS
92. Un nombre premier est un nombre qui n'est divisible que par lui-même et par l'unilé. Ainsi le nombre 7, qui n'est divisible que par 1 et par 7, est un nombre premier.
Lorsqu'un nombre n'est pas premier, il est décomposabic en deux facteurs plus petits que lui. Ainsi le nombre 42, étant divisible par 6, égale le produit des deux facteurs 6 el 7. Le facteur 6, étant à son tour divisible par 2, égale 2x5; de sorte que le nombre 42 se trouve décomposé en trois facteurs 2x5x7. Lorsque le nombre proposé est premier, il est impossible de le décomposer en facteurs plus petits que lui.
Il est clair que tout nombre non premier peut être considéré comme un produit de facteurs premiers ; car on pourra toujours pousser la décomposition eu facteurs, jusqu'à ce qu'on arrive à des facteurs premiers. Ainsi, en multipliant les nombres premiers les uns par les autres, on forme tous les nombres.
Les nombres premiers sont en quelque sorte les éléments constitutifs de tous les nombres ; on comprend par là de quelle importance est l'étude de leurs propriétés. J'explique d*abord comment on les détermine.
NOMBRES PREMIERS
nombres à la suite les uns des autres : 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, H, 12, 13, 14, 15, 16, 17, 18, 19, 20, 21, 22,
Parlant de 2, on barre les nombres de 2 «en 2, savoir : 4, 6, . . . Les nombres ainsi barrés sont les multiples de 2 ou les nombres pairs.
Parlant de 3, on barre les nombres de trois en trois, savoir 6, 9, 12, 13. . . . Les nombres ainsi barrés sont les multiples de 3.
Les multiples de 4 ont déjà été barrés, puisque ce sont des multiples de 2.
Partant de 5, on barre les nombres de 5 en 5, savoir : 10, 15, 20, . . . ; ce sont les multiples de 5.
Les multiples de 6 sont déjà barrés comme multiples de 2 et de 3.
Partant de 7, on barre les nombres de 7 en 7 ; ce sont les multiples de 7.
Les multiples de 8 et de 9 sont déjà barrés, les premiers comme multiples de 2, les seconds comme multiples de 3.
Il est inutile d aller plus loin. En effet, lorsqu'un nombre plus petit que 100, par exemple 96, est divisible par un nombre 12 plus grand que 10, il est égal au produit de 12 par un quotient 8 nécessairement plus petit que 10, et par conséquent il est aussi divisible par 8 ; en un mot, lorsqu'un nombre plus petit que 100 est multiple d un nombre plus grand que 10, il est aussi multiple d'un nombre plus petit que 10, et, comme tel, a déjà été barré.
Les nombres non barrés
sont les nombres premiers.
94. Si Ton voulait former le tableau des nombres premiers plus petits que 1000, on écrirait les mille premiers nombres à la suite les uns des autres et on barrerait comme précédemmentles multiples de2, 3, 5, 7,11,1 3, 17, 19,23, 29, 31 . On s'arrêterait après avoir barré les multiples de 31, parce
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que le nombre 32, multiplié par lui-même, donne un résullat plusgrand que 1000. Toul nombre pluspelitquelOOOclmulliplc d'un nombre plus grand que 31 , est aussi mulliple d'un nombre plus petit que 31, et, comme tel, aura déjà été barré.
95. Nous allons démontrer que la suite des nombres premiers est illimitée. Soit p un nombre premier; je dis qu'il existe un nombre premier plus grand que p. Considéroiis en effet le produit de tous les nombres premiers de i à p, et à ce produit ajoutons l'unité, nous obtiendrons un nombre
N=1.2.5.o.7.H p-hi.
Ce nombre N étant formé de deux parties, Tune divisible par chacun des nombres premiers de 2 à ;;, l'autre non divisible, n*est divisible par aucun de ces nombres premiers. Cela posis si le nombre N est premier, comme il est plus grand que p, le théorème est démontré; s'il n'est pas premier, il est divisible par un nombre premier, et, d'après ce que nous avons dit, ce nombre premier est plusgrand quep., Ainsi, dans tous les cas, il existe un nombre premier plus grand que p, et par conséquent la suite des nombres premiei s est illimitée.
PROPAIÉTÉS DES NOMBRES PREMIERS
96. Lemme. Lorsquun nombre premier ne divise pas un nom' bre^ il est premier avec lui.
Par exemple, le nombre premier 7, ne divisant pas 20, est premier avec 20. En effet, puisque les seuls diviseurs de 7 sont 1 et 7, les communs diviseurs de 7 et de 20 ne peuvent être que 1 et 7 ; or 7 ne divise pas 20 ; le seul commun diviseur de ces deux nombres est donc 1, et par conséquent ces deux nombres sont premiers entre eux .
Théorème IX. Lorsquun nombre premier divise le produit de plusieurs facteurs^ il divise au moins Vun d^eux.
Je considère d'abord un produit de deux facteurs 14x20, divisible par un nombre premier 7 ; je dis que l'un des facteurs est divisible par 7. En effet, si 7 divise 20, le théorème est démontré; s'il ne divise pas 20, il est premier avec lui,
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et, en vertu du Ihooreme V (n*^ 82), il doit diviser Tautrc facteur 14.
Je considère maintenant un produit de trois facteurs, par exemple 14x20x16, divisible par un nombre premier 7 ; je dis que l'un des facteurs, au moins^ est divisible par 7. En effet, je suppose effectué le produit 14x20 des deux premiers facteurs; le nombre premier 7 divise le produit des deux nombres 14x20 et 16, et par conséquent divise l'un d'eux. S'il divise 16, le théorème est démontré ; s'il ne divise pas 16, il divise l'aulre nombre 14x20 ; dans ce cas, le nombre premier 7 divise le produit 14x20 de deux facteurs, et Ton sait qu'il doit diviser l'un d'eux, 20 ou 14. Ainsi 7 divise nécessairement l'un des trois facteurs 16, 20, 14.
Ce mode de raisonnement peut être étendu facilement à autant de facteurs que l'on veut. Je suppose que le nombre premier 7 divise un produit de quatre facteurs
yi dis qu'il divise l'un d'eux. Je regarde en effet le produit des trois premiers facteurs comme effectué ; le nombre 7 divise le produit des deux nombres 14x20x16 et 12, et par conséquent divise l'un d'eux. S'il divise 12, le théorème est démontré ; s'il ne divise pas 12, il divise l'autre nombril 4 X 20 x 16 ; dans ce cas le nombre premier 7 divise le produit de trois facteurs, et par conséquent divise Tun d'eux.
Le théorème, étant démontré pour quatre facteurs, s'étendra de même à cinq facteurs, puis à six, à sept, etc. Le théorème est donc vrai pour un nombre quelconque de facteurs.
97, ConoixAiuB I. Lorsquun nombre premiei' divise une puiss:mce d un nombre^ il divise ce nombre*
En effet, une puissance d'un nombre est un produit de plusieurs facteurs égaux à ce nombre ; le nombre premier, divisant le produit, divise l'un des facteurs, et par conséquent divise le nombre qui a été élevé à la puissance. Ainsi le nomj)re premier 7, divisant le nombre 9261, qui est la troisième puissance de 21 , divise nécessairement 21.
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98. CoKOLLAiRE II. Quaud deux nombres sont premiers entre eux, deux puissances quelconques de ces deux nombres sont premières entre elles.
Soient deux nombres 15 et 28, premiers entre eux ; je dis que des puissances quelconques 15', 28* de ces deux nombres sont aussi deux nombres premiers entre eux. En effet, si ces deux puissances n'élaient pas premières entre elles, elles admettraient un plus grand commun diviseur autre que l'unité. Je suppose d'abord que ce plus grand commun diviseur soit un nombre premier ; ce nombre premier divisant 15' et 28*, diviserait 15 et 28; les deux nombres 15 et 28 admettraient ainsi un diviseur commun autre que Tunilé, ce qui est impossible, puisque ces deux nombres sont premiers enlrc eux. Je suppose maintenant que le plus grand commun diviseur des deux puissances 15' et 28* soit un nombre non premier, ce nombre sera divisible nécessairement par un certain nombre premier, et ce nombre premier diviserait . les deux puissances, et par conséquent les deux nombres eux-mêmes, ce qui est impossible.
99. Théorème X. Un nombre nest décomposable qu^en tin seul stjstème de facteurs premiers.
J'ai dit qu'un nombrequelconquepeut être considéré comme un produit de nombres premiers ; je vais démontrer que, quel que soit le procédé de décomposition qu'on emploie, on arrive toujours au môme résultat final ; en d'autres termes, qu'il n'y a qu'une manière de représenter un nombre donné par un produit de facteurs premiers. Tout se réduit évidemment à démontrer que, lorsque deux produits de facteurs premiers représentent le même nombre, ils sont composés identiquement de la même manière.
Je suppose que le fadeur premier 7 se trouve dans le premier produit, il se trouvera aussi dans le second. En effet, le nombre 7, divisant le premier produit, et par conséquent le second, qui est égal au premier, divisera l'un des facteurs qui composent ce second produit; comme ces facteurs sont premiers, l'un d'eux sera précisément ?•
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Je suppose maintenant que le premier produit renferme le facteur 7 trois fois, c'est-à-dire 7x7x7 ou 7', le second produit renfermera aussi 7'; car si le second produit renfermait, par exemple, 7% en divisant les deux produits égaux par 7*, on aurait encore deux produits égaux, Pun renfermant le facteur 7, l'autre ne le renfermant pas, ce qui est impossible. Ainsi le« deux produits égaux sont composés des mêmes facteurs premiers affectés des mêmes exposants. C'est identiquement la même expression.
DÉCOMrOSITiûN d'un NOMBRE EN SES FACTEURS PREMIERS.
100. Proposons-nous de décomposer le nombre 504. On remarque d'abord que ce nombre, étant terminé par un chiffre pair, est divisible par le facteur premier 2; en effectuant la division, on aura 504=2x252. Le nombre 252 est encore divisible par 2, et Ion a 252=2x126. Le nombre 126 est encore divisible par 2, et l'on a 126=2x63. Le nombre 63 n'est plus divisible par 2; mais, la somme de SCS chiffres étant divisible par 3, ce nombre est divisible par 5, et Ton a 63=:3x21. Le nombre 21 est encore divisible par 3, et l'on a 21=3x7. Le nombre 7 étant premier, la décomposition est terminée. On a finalement
504=2x2x2x3x3x7=2^x3*x7 On dispose ordinairement l'opération de cette manière :
Décomposer le nombre 1500 en ses facteurs promierj. Au ieu d'opérer comme précédemment, il est plus simple d'ob-
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server que 1500=15x100, et de décomposer séparément les deux nombres 15 et 100. Puisque 15=5x5 et que 100=i0xl0 = 2*x5S on a 1500=2^x3x5'.
Pour reconnaître si un nombre donné est premier, il suffit de s'assurer qu'il n'est divisible par aucun des nombres premiers dont les secondes puissances sont inférieures ou égales à ce nombre. Soit par exemple le nombre 1229 ; ce nombre n'est divisible par aucun des nombres premiers
2,3,5 29,31; le nombre premier suivant 37, multiplié
par lui-même, donne un produit 1369 plus grand que 1229 ; on en conclut que le nombre 1229 est premier; car s'il était divisible par un nombre premier plus grand que 31, il le serait aussi par un nombre plus petit.
101. La décomposition des nombres en facteurs premiers permet de résoudre presque instantanément un grand nombre de questions sur les nombres.
Considérons deux nombres quelconques décomposés en leurs facteurs premiers, par exemple
Le produit de ces deux nombres est
360x336 = 2'xû'Xox2*x3x7.
En réunissant les facteurs 2'x2*, ce qui se fait par Taddition des exposants (n'*58), ona 2\ De même le produit 3'x3 donne 3' ; car on peut considérer le second facteur comme étant affecté de l'exposant 1. Ainsi on a pour le produit demandé
360x336 =r2'xo'x5x7,
et Ton voit que l'on effectue la multiplication en ajoutant les exposants des facteurs premiers qui entrent dans les deux nombres, et écrivant les autres à la suite.
Quand deux nombres sont décomposés en facteurs premiers, il est aisé de reconnaître si le plus grand est divisible par le plus petit; il faut pour cela que le premier renferme tous les
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facteurs premiers du second avec dos exposants au moins égaux; car le nombre dividende, élant égal au produit du diviseur par le quotient, contient tous les facteurs premiers du diviseur, et en outre ceux du quotient. Ainsi, on voit immédiatement que le nombre 2^* x 3' X 5 X 7 est divisible par le nombre 2' X 3'x 5. On etfeclue la division en relranchant les exposants du diviseur des exposants d^s mêmes facteurs dans le dividende, et écrivant à la suite les facteurs du dividende qui n'entrent pas dans le diviseur; Le quotient est ici 2^x3x7; car, en multipliant le diviseur par le quotient, on reproduit le dividende.
DIVISEURS d'un nombre.
102. Un diviseur quelconque d'un nombre se compose d*une partie des fadeurs premiers de ce nombre. Si donc ou combine ces facteurs premiers de toutes les manières possibles, soit un à un, soit deux à deux, etc., on formera tous les diviseurs du nombre proposé.
Je vais expliquer, sur le nombre 560, comment on effectue ordinairement ces combinaisons.
Les deux premières colonnes verticales de gauche représentent la décomposition du nombre 360 en facteurs premier.> ; à droite sont placés les diviseurs cherchés. Pour les former, on a mis en tête le diviseur 1 ; on Ta multiplié par le fadeur premier 2, et on a écrit le produit 2 au-dessous. On trouve ensuite dans la deuxième colonne verticale un second facteur premier 2 ; on multiplie par ce facteur les deux diviseurs déjà obtenus, on forme ainsi le diviseur 2 déjà écrit et un nouveau
IS
diviseur 4 que l'on écrit au-dessous. On continue de la sorte à multiplier tous les diviseurs déjà formés parle facteur premier suivant, en ayant soin de ne pas écrire deux fois le même diviseur. Ainsi, quaqd on arrive au facteur 3, on multiplie par 3 les quatre diviseurs précédemment obtenus, ce qui donne quaire diviseurs nouveaux, 3, 6, 12, 24. On arrive alors au second facteur 3, par lequel on multiplie les huit diviseurs déjà trouvés. Quaire se reproduisent, on ne les écrit pas ; on écrit seulement les quatre nouveaux 9, 18, 36, 72. En multipliant par 5 les douze diviseurs déjà obtenus, on forme douze diviseurs nouveaux que Ton écrit.
Il est aisé de voir que de cetle manière toutes les combinaisons possibles ont été formées avec les facteurs premiers du nombre proposé, et que par conséquent on a oblenu tous les diviseurs de ce nombre. Le plus petit diviseur est Tunité, le plus grand le nombre lui-même.
103. 11 est facile de dire, à priori^ combien un nombre donné admet de diviseurs. Je reprends le nombre 360, qui, décomposé en ses facteurs premiers, est
J'écris sur une ligne horizontafe l'unilé et les puissances successives de 2 jusqu'à 2', sur une seconde ligne Tunité et les puissances de 3 jusqu'à 3', sur une troisième ligne l'unité et 5 :
La première ligne horizontale contient, outre Tunité, les diviseurs formés avec le facteur 2. La deuxième ligne contient de même, outre Tunité, les diviseurs formes avec le facteur 3. La première renferme 3-f-l, ou 4 nombres, c'est-à-dire autant qu'il y a d'unités dans l'exposant de 2^^ plus 1 . La seconde renferme 2 -I- 1 ou 3 nombres, c'est-à-dire autant qu'il y a d'unités dans l'exposant de 3' plus 1. La troisième contient deux nombres, c'est 1 -H 1 . Je multiplie maintenant chacun des nombres
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de la preBfiière ligne par chacun des nombres de la seconde, ce qui donne le tableau suivant :
3, 2x5, 2'xô, 2^x3, 5S 2x5^ 2*x3S 2'x5V
Quand on multiplie les nombres de la première ligne par I , on reproduit cette ligne, c'est-à-dire Tunité et les diviseurs formés avec le facteur 2. Quand on multiplie ces mêmes nombres par 3, on obtient le diviseur 3 et les diviseurs formés avec les facteurs 2 et un facteur 3. Quand on mulliplie par 3', on obtient de même le diviseur 3* et les diviseurs formés avec les fadeurs 2 et 3*. On a ainsi tous les diviseurs formés avec les facteurs 2 et 3, pris séparément ou combinés. Le nombre de ces diviseurs est 4x 3 ou 12.
On multiplie ensuite chacun des nombres de ce tableau par chacun des nombres de la troisième ligne
En multipliant par 1, on reproduit tous les diviseurs précédemment formés ; en multipliant par 5, on obtient les diviseurs qui contiennent 5. Le nombre total des diviseurs est donc 12x2 ou 4x3x2, c'est-à-dire
On conclut de là que le nombre des diviseurs d^un nombre est égal au produit des exposants de ses facteurs premiers, augmentés chacun d'une unité.
PLUS GBAMD GOUIIUN DIVISEUA.
104. Quand les nombres sont décomposés en facteurs premiers, on oblient de suite leur plus grand commun diviseur. En effet, tout diviseur commun de plusieurs nombres se compose évidemment de facteurs premiers communs aux différents nombres proposés; en prenant tous les facteurs premiers communs, on aura le plus grand commun diviseur. Soient, par exemple, les nombres
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560 = 2»X3*X5, 900=:2'xo'x5^ 35G = i*x3 x7.
Il y a deux fadeurs 2 et un facteur 5 communs à ces tro!s nombres; leur plus grand commun diviseur esl 2'x5. Ainsi, le plus gi^and commun diviseur de plusieurs nombres se compose des fadeurs premiers communs à ces différents nombres^ affectés chacun de son plus petit exposant.
Une fois le plus grand commun diviseur trouvé, il est facile d oblenir les diviseurs communs ; car ce sont les diviseurs du plus grand commun diviseur.
105. On reconnaît que deux nombres sont premiers cnlrc eux lorsqu'ils n'ont pas de facteur premier commun; car alors ces deux nombres n'ont pas d'autre commun diviseur que Tunité. Ainsi les doux nombres
75 = 5 xb\
n'ayant pas de fadeur premier commun, sont premiers entre eux.
PUIS PETIT MULTIPLE
106. Un nombre divisible à la fois par plusieurs autres doit renfermer évidemment les facteurs premiers de chacun d'eux. Soient les nombres
Tout nombre, divisible à la fois par chacun d'eux, rcnlcr-
mera au moins qualre facteurs 2, deux facteurs 5, deux fadeurs 5 et un fadeur 7. On obliendra le plus petit multiple des nombres proposés en ne prenant que les facteurs que Ton vient d'énumérer, et qui sont strictement nécessaires, ce qui donne
2*xo'x5*x7 = 25200.
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Ainsi, le plus petit multiple de plusieurs nombres se compose (le tous les fadeurs premiers qui entrent dans ces différents nombresy affectés chacun de son plus fort exposant.
Les quolienls du plus petit multiple par chacun des nom-
bies donnes sont ici
Lorsque deux nombres sont premiers entre eux, ces deux nombres n^ayant pas de facteur commun, leur plus petit multiple est le produit même de ces deux nombres. Par exemple, l&s deux nombres
premiers entre eux, ont pour plus petit multiple le nombre
qui est le produit même des deux nombres donnés.
EXERCICES
1* Trouver le plus grand commun diviseur des deux nombres 182456 et 45234.
2*" Trouver le plus grand commun diviseur des deux nombres 785000 et 465000.
3** Trouver le plus grand commun diviseur des deux nombres 55600 et 27000.
4"* Trouver le plus grand commun diviseur des deux nombres 2754 et 1855.
• 5** Décomposer en facteurs premiers les nombres 152, 254,
6"* Trouver le plus grand commun diviseur et le plus petit multiple de ces trois nombres.
7** Décomposer en facteurs premiers les nombres 455600, 2759680, 156816.
8*" Trouver le plus grand commun diviseur et le plus petit multiple de ces trois nombres.
9"* Trouver quels sont les nombres premiers plus petits que mille.
lO"" Former un tableau contenant tous les diviseurs du nombre 360.
11'' Former un tableau contenant tous les diviseurs du nombre 504.
12"* Former un tableau contenant tous les diviseurs communs aux deux nombres 360 et 900.
13'' Former un tableau contenant tous les diviseurs communs aux trois nombres 453600, 2759680,156816.
14'' A quels caractères reconnait-on qu'un nombre est divisible par 18?
Appliquer aux nombres 2754, 15266, 5218, 4250.
15® A quels caractères reconnait-on qu^un nombre est divisible par 45?
Appliquer aux nombres 2745, 7605, 2430, 6735.
16" Quels sont les nombres plus petits que 9, et premiers avec ce nombre?
17" Quels sont les nombres plus petits que 12 et premiers avec ce nombre?
CHAPITRE PREMIER
VBACTIONS OBDINAimBS
MESURES DE GRÀNDEUnS.
106. On appelle grandeur tout ce qui est susceptible d'augmentation ou de diminution.
Il faut distinguer deux sortes de grandeurs. Certaines grandeurs, comme une compagnie de soldats, un monceau de pommes, sont des collections d'unités; si Ton compte combien de soldats renferme la compagnie, combien de pommes le monceau, on obtient unnombre. C'est là l'origine du nombre, et c'est à ce point de \ue que nous l'avons étudié jusqu'à présent.
Il est d'autres grandeurs que l'on nomme continues j parce qu'on peut les augmenter ou les diminuer d'aussi peu qu'on veut ; la longueur d un fil, la capacité d'un vase, la durée d'un phénomène, sont des grandeurs continues. Les grandeurs de cette nature ne renferment pas en elles Tidée de nombre » cependant il est possible de les représenter par des nombres, et c'est là une première application très-importante de la science des nombres.
En effet, si l'on veut évaluer les longueurs, par exemple^ on choisira l'une d'elles pour servir de terme de comparaison,
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et l'on cherchera combien de fois celle longueur est contenue dans chacune des aulres. Si elle est contenue 5 fois dans une première, 12 fois dans une seconde, ces longueurs seront représentées, Tune par le nombre 5, Taulre par le nombre 12.
107. On appelle unité h grandeur choisie comme terme de comparaison pour toutes les grandeurs de même espèce.
Mesurer une grandeur, c'est la comparer à son unité; c'est chercher combien d'unités et de parties d'unité elle renferme.
l"" Lorsque l'unité est contenue exactement dans la grandeur, 5 fois par exemple, il n'y a pas de difficulté, la grandeur est exprimée par le nombre 5.
2"* Lorsque la grandeur à mesurer est plus petite que l'unité, on partage cette dernière en un certain nombre départies égales, et Ton cherche combien de parties renferme la grandeur. Je suppose que, l'unité ayant été parlagée en douze parlies égales, la grandeur renferme 7 parties exactement; on dira que la grandeur est les 7 douzièmes de l'unité, ou qu'elle est exprimée par la fraction sept douzièmes.
3"* Lorsque la grandeur à mesurer est plus grande que Punilé, et qu'elle ne la contient pas exactement, elle se compose d'un cerlain nombre d'unités et d'un reste plus petit que l'unité, reste que Ton évalue par une fraction, ainsi qu'il a élé expliqué. De cette manière, la grandeur est représentée par un nombre, augmenté d*une fraction.
Par extension d'idée, on appelle nomftr^, en général, la mesure d'une grandeur au moyen de'l'unilé ; le nombre proprement dit a été distingué par la qualification de nombre entier; la fraction est considérée comme un nombre plus petit que l'unité ; enfin un nombre entier, augmenté d'une fraction, constitue un nombre fractionnaire.
Les grandeurs, quand elles sont ainsi mesurées ou représentées par des nombres, portent le nom de quantités.
Je reprends en détailles définitions que je viens de donner.
FRÀCTiaNS OHDINÀIRES. iOi
DEFINITIONS
108. Lorsquon partage Vunité en plusieurs parties égales^ ex quon prend un certain nombre de ces parties^ on a ce qu'on appelle une fraction.
Je partage Tunité en cinq parties égales, et je prends trois de ces parties; j'ai la fraction trois cinquièmes.
Le nombre qui indique en combien de parties on a partagé Tunilë s'appelle dénominateur; le nombre qui indique combien on prend de parties s'appelle numérateur. Dans l'exemple précédent, 5 est le dénominateur, 3 le numérateur.
On énonce une fraction en disant d'abord le numérateur, puis le dénominateur, que Ton fait suivre de la terminaison ièm£.
On écrit une fraction en mettant le dénominateur audessous du numérateur, et séparant les deux nombres par un trait horizontal. Ainsi la fraction trois cinquièmes s'écrit
De même, si Ton partage l'unité en trente-sept parties égales, et que Ton prenne vingt-quatre de ces parties, on aura la fraction vingt-quatre trente-septièmes, qui s'écrit
109. On appelle nombre fractionnaire un nombre entier augmenté d'une'fraction. Ainsi 74-| est un nombre fractionnaire.
Il est aisé de mettre un nombre fractionnaire sous forme de fraction. Je remarque en effet que, puisqu'une unité vaut cinq cmquiè^nes, sept unités valent sept fois cinq cinquièmes, ou trente-cinq cinquièmes; j'ajoute les trois cinquièmesy j'ai trente-huit cinquièmes. Ainsi :
Règle. Pour mettre un nombre fractionnaire sous la forme • (Tune fraction ordinaire^ on multiplie rentier par le dénominateur de la fraction^ et on ajoute au produit le numérateur.
Puisqu'on peut mettre ainsi un nombre entier ou un nombre fractionnaire sous la forme d'une fraction, on a élendu la dénomination de fraction aux nombres en général. Lorsque le numérateur de la fraction est plus petit que le dénominateur, la fraction représente une quantité plus petite que Tunité ; c'est une fraction proprement dite. Quand le numérateur est plus grand que le dénominateur, la fraction représente une quantité plus grande que Tunité ; elle tient la place d'un nombre entier ou d'un nombre fractionnaire. Enfin, quand le numérateur est égal au dénominateur, la fraction désigne l'unité elle-même.
Je considère, par exemple, la fraction ~. Puisque avec cinq cinquièmes on forme une unité, autant de fois 38 cinquièmes contiendront 5 cinquièmes^ autant la fraction ^ contiendra d'unités; or 38 contient 5 sept fois, et il reste 3; donc
Règle. Pour extraire les entiers contenus dans une fraction dont le numérateur est plus grand que le dénominateur^ on divise le numérateur par le dénominateur.
PROPRIÉTÉS FONDAMENTALES DES FRACTIONS
110. Théorème I. Lorsqu'on rend le numérateur d'une fraction un certain nombre de fois plus grand ou plus petite la fraction devient le même nombre de fois plus grande ou plus petite.
Il est évident que si, sans changer le dénominateur, on augmente le numérateur, la fraction augmente ; car les parties restent les mêmes, et on en prend un plus grand nombre. Si on rend le numérateur deux, trois, . . fois plus grand, on prend un nombre de parties deux, trois... fois plus grand, ce qui donne une quantité deux, trois... fois plus grande. Ainsi, en
multipliant par 5 le numérateur de la fraction 4) on prend un nombre de septièmes trois fois plus grand, ce qui donne une nouvelle fraction ^, trois fois plus grande que la première. ^
111. Théorème II. Lorsqu'on rend le dénominateur d'une fraction un certain nombre de fois plus grand ou plus petite h fraction devient le même nombre de fois plus petite ou plus grande.
Si, sans changer le numérateur, on augmente le dénominateur, il est clair que la fraction diminue; car, Tunité étant partagée en un plus grand nombre de parties égales, les parties deviennent plus petites, et comme on en prend le même nombre, on a une quantité plus petite.
Pour fixer les idées, je suppose que Ton multiplie par 5 le dénominateur de la fraction ^, ce qui donne la fraction^. Pour former la première fraction y, on a partagé l'unité en sept parties égales ; je subdivise chacune de ces parties en trois parties égales ; l'unité se trouve divisée de la sorte en 7 fois 5, ou en 21 parties égales. Avec un seul septième on a formé par ce moyen trois vingt et unièmes ; le vingt et unième est donc trois lois plus petit que le septième; et, comme on prend le même nombre de parties de part et d autre, la seconde fraction est Jrois fois plus petite que la première.
En divisant par 5 le dénominateur de la fraction ~, on obtient une fraction ^, trois fois plus grande que la première.
1 12. Théorème III. Quand on multiplie ou quand on divise par un même nombre les deux termes dune fraction^ la valeur delà fraction ne change pas.
Supposons que Ton multiplie par un même nombre 3 les deux termes de la fraction \. Si Ton multiplie d'abord le nuinéraleur par 3, on obtient une fraction ^, trois fois plus grande que la premièi-e : si Ton multiplie ensuite le dénominateur de cette seconde fraction par 3, on obtient une troisième fraction ^, trois fois plus petite que la seconde ; donc cette dernière fraction ^ ou H est égale k la première J. En uft
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mot, on voit que la fraction, devenant d'abord trois fois plus grande, puis trois fois plus petite, reprend sa valeur primitive. Ainsi, la valeur d'une fraction ne change pas quand on multiplie ses deux termes par un même nombre.
Supposons maintenant que Ton divise par un même nombre 3 les deux termes de la fraction — . Si l'on divise d'abord par 3 le numérateur, on obtient une seconde fraction —^ trois fois plus petite que la prçmière ; si Ton divisé ensuite par 5 le dénominateur de cette seconde fraction, on obtient une troisième fraction ^, trois fois plus grande que la seconde ; donc cette dernière fraction ^ est égale à la première |f . En un mot, on voit que la fraction,devenant d'abord trois fois plus petite, puis trois fois plus grande, reprend sa valeur primitive. Ainsi, la valeur d'une fraction ne change pas quand on divise ses deux termes par un même nombre.
Simi^llficatioii des fraetlona.
1 13. Plus une fraction est simple, plus Tesprit conçoit aisément la grandeur qu'elle représente; ainsi on se figure parfaitement les quantités |, t, f ; mais si la fraction est compliquée, comme j^, on a plus de peine à concevoir la grandeur qu'elle représente. Il importe donc de simplifier les fractions autant que possible. Simplifier une fraction, c'est trouver une fraction égale à la fraction proposée, et composée de termes plus petits. Le théorème III nous fournit immédiatement un procédé de simplification; toutes les fois que Ton apercevra un diviseur commun aux deux termes d'une fraction, on divisera ces deux termes par le diviseur commun, et l'on obtiendra de la sorte une fraction égale à la proposée et plus simple qu'elle.
Soit la fraction y^- En divisant les deux termes d'abord par 10, puis par 2 et par 9, on formé une série de fractions égales :
720 1^ Z6 i i620' 162' sr 9*
Ainsi la fraction proposée est égale à la fraction plus simple f .
Puisque celte dernière a ses deux termes premiers entre eux, on ne peut plus la simplifier par division ; mais il n'est pas évident qu'on ne puisse le faire par un autre procédé, en retranchant par exemple, de ses deux termes des nombres convenables. Il importe donc de rechercher à quels caractères on reconnaît qu une fraction est irréductible^ c est-à-dire ne peut être exprimée par des termes plus simples.
114. Théorème IV. Toute fraction^ égale à me fraction dont les deux termes sont premiers entre euxy a ses deux termes équi-multiples des deux termes de la fraction proposée.
Soit la fraction ^ dont les deux termes sont premiers entre
eux ; je désigne par j- une fraction égale à la proposée. Je
multiplie par b les deux termes de la première, par 9 les deux termes de la seconde : les deux fractions ne changent pas de valeur et se mettent sous la forme
Axb gx9 9X&' bxr
Ces fractions, étant égales et ayant mème.dénominateur, doivent avoir nécessairement même numérateur ; on aura donc
4xb=flX9.
Le nombre 9, divisant le produit ax9, doit diviser le produit égal ixb; mais il est premier avec le facteur 4 ; donc il divise l'autre facteur fr (n*" 82). Ainsi le nombre b est un certain multiple de 9, multiple que Ton peut représenter par 9X9 (q étant un nombre entier quelconque). Si, dans l'égalité précédente, on remplace b par le nombre égal 9X9, ^^ ^
4x9X9=ax9;
si Ton divise maintenant par 9 de port et d'autre, il vient
Axq=a ou a=4xç.
Ainsi les deux nombres a elb sont les produits de 4 et de 9 par un même nombre 9, ce que Ton exprime en disant que les nombres a et b sont des équi-multiples des deux termes 4 et 9 de la fraction proposée.
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115. Théorème Y. Une fraction dont les deux termes sotit premiers entre eux est irréductible.
En effet, nous venons de démontrer que les deux termes de toute fraction égale à la fractiqn proposée sont des multiples des termes de celle-ci, et par conséquent sont plus grands que ces termes ; il n'existe donc pas de fraction égale à la fraction proposée et formée de termes plus simples ; en un mot la fraction donnée est irréductible.
1 16. CoROLUiRE I. Pour réduire une fraction à sa plus simple expression^ il suffit de diviser ses deux termes par leur plus grand commun diviseur.
En effet, si l'on divise les deux termes de la fraction proposée par leur plus grand commun diviseur, on obtient deux quotients premiers entre eux (n°81); la nouvelle fraction, égale à la fraction proposée, est donc irréductible.
Ainsi, en divisant les deux termes de la fraction ^^ par leur plus grand commun diviseur 180, on arrive tout d'un coup à la fraction irréductible |, que nous avons trouvée précédemment par des divisions successives.
Dans la pratique, au lieu de chercher le plus grand commun diviseur, il est préférable en général de supprimer successivement tous les facteurs communs que Ton aperçoit dans les deux termes de la fraction ; quand il n'y a plus de facteur commun, les deux termes sont premiers entre eux et la fraction réduite à sa plus simple expression.
Exemples :
On a divisé les deux termes de la première fraction deux
FRACTIONS ORDINAIRES. i07
fois par 2, ceux de la seconde par 2 et par 3, ceux de la troisième par 2 et par 9, ceux de la quatrième deux fois par 5, puis par 5.
1 17. Corollaire II. Deux fractions irréductibles ne peuvent être égales à moins d'être composées des mêmes termes identiquement. Ainsi, quel que soit le procédé que l'on emploie pour simplifier une fraction, «n arrivera toujours au même résultat final.
I i8. Corollaire III. Quand on donne une fraction irréductible I, il est facile de former toutes les fractions qui lui sont égales ; il suffit pour cela de multiplier ses deux termes par
chacun des nombres consécutifs 2, 3, 4 Ces fractions
égales forment donc une série indéfinie
toutes ces fractions représentent la même quantité.
Étant donnée lune de ces fractions, par exemple f|, on obtiendra toutes les fractions égales en augmentant ou en diminuant ses deux termes de deux équi-multiples des termes de la fraction irréductible égale |.
BédudloB dc8 Iraetiona au inéi&e dénomiiuiteiur*
1 19. On compare aisément des fractions qui ont même dénominateur, comme -^ et ~. Puisqu'on a des parties égales, des douzièmes, de part et d'autre, il suffit de comparer les numérateurs; dans.rexemple précédent, on voit immédiatement que c'est la seconde fraction qui est la plus grande. On comprend par là combien il est utile de savoir réduire les fraclions au même dénominateur, c'est-à-dire de savoir trouver des fractions respectivement égales à des fractions données et ayant même dénominateur.
Je considère d'abord deux fractions | et ^. Si Ton multiplie les deux termes de la première par le dénominateur 7 de la seconde, on obtient la fraction égale |~. En multipliant de
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môme les deux termes de la seconde fraction parle dénominateur 5 de la première, on obtient la fraction égale ^|. Or les dénominateurs des deux nouvelles fractions sont égaux, comme produits des deux mêmes facteurs. Ainsi les deux fractions | et *, réduites au même dénominateur, deviennent ~ et ~.
Règle. Pour réduire deux fractions au même dénominateur ^ on multiplie les deux termes de chacune d'elles par le dénomi' nateur de Vautre,
Je considère maintenant un nombre quelconque de
fractions
3 1 4 iO
5' 6' 7' ÏÏ*
Si Ton multiplie les deux fermes de chacune d'elles successivement par les dénominateurs de toutes les autres, on obtient les fractions
3x6x7x11 5x7x11 *Xox6xH 10x5x6x7 5X6X7X1 1 ' 6X5X7X1 1 ' 7x5x6x1 T 11 X5x6x7 '
respectivement égales aux fractions proposées et ayant même dénominateur. Ce dénominateur commun est le produit des dénominateurs des fractions proposées.
Règle. Pour réduire plusieurs fractions au même dénominateur, on multiplie les deux termes de chacun d'elles par le produitdes dénominateurs de toutes les autres.
Dans l'exemple proposé, le dénominateur commun est 2310, et il faut multiplier les numérateurs respectivement par 462, 385, 330, 210, ce qui donne
PLUS PETIT COMMUN DÉNOMINàTEUB.
121. Il est possible ordinairement d'abréger beaucoup les calculs Supposons que les fractions proposées soient irré-
ductibles, c'est-à-dire aient été préalablement réduites chacune à sa plus simple expression. Nous voulons les transformer en des fractions égales ayant même dénominateur. Puisqu'une fraction égale à une fraction irréductible a ses termes équimultiples de ceux de cette dernière, le commun dénominateur des nouvelles fractions sera un multiple commun des dénominateurs des fractions proposées. D^ailleurs, tout multiple commun peut servir de commun dénominateur. Il en résulte que le plus petit commun dénominateur est égal au plus petit multiple commun. Ainsi, pour convertir des fractions au plus petit commun dénominateur , il faut^ après avoir réduit chacune de ces fractions à sa plus simple expression^ chercher le plus petit multiple commun des dénominateurs des fractions irréductibles, et le prendre pair commun dénominateur.
Exemple : I. Soient les fractions irréductibles :
Ici le plus grand dénominateur 56 est divisible exactement par chacun des autres ; c'est le plus petit multiple ; on le prendra pour dénominateur commun. Ce nombre 36, divisé par 12 et par 18, donne pour quotients 3 et 2 ; on multipliera le numérateur de la première fraction par 3» celui de la seconde par 2, et Ton obtiendra les fractions
IS
Le plus grand dénominateur 36 est divisible par les deux premiers dénominateurs; mais il ne Test pas par le troisième 24 : il suffit de chercher le plus petit multiple de 56 divisible par 24. On voit de suite que 36x2 ou 72 est divisible par 24; ce nombre 72 est donc le plus petit multiple ; on le prendra pour
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dénominateur commun . Les fractions pix>posëes deviennent ainsi
III. Mais on n'aperçoit pas toujours immédiatement un multiple du plus grand dénominateur divisible par tous les autres ; dans ce cas, on procédera à la recherche du plus petit multiple par la décomposition en facteurs premiers. Je vais indiquer sur un exemple la manière de disposer les calculs :
PlACTl05t PKOPOtÉEB.
PLOfi.PBTIT ■CtTIPLB.
Flt&CnOXS liOUITES
*o mtnt dChoviii t.
Après avoir décomposé les dénominateurs en facteurs premiers et écrit leur plus petit multiple, on a calculé les quotients du plus petit multiple par chacun des dénominateurs ; c'est par ces nombres 18, 15, 10, 8, qu'il faudra multiplier les numérateurs.
Si l'on avait opéré d'après la première méthode, on aurait pris pour dénominateur commun le produit 777600 des dénominateurs, nombre beaucoup plus grand que 560.
Il est un cas où la seconde méthode revient à la première ; c'est lorsque les dénominateurs sont premiers entre eux deux à deux ; alors le plus petit multiple n'est autre chose que le produit même des dénominateurs.
OPISBATMIHS SUR LES FRACTIONS ORDINAIRES
Addition.
122. Les définitions données pour l'addition et la soustraction des nombres entiers s'appliquent aux quantités en général. L addition a pour but de réunir en une seule plusieurs quantités de même espèce. La soustraction a pour but de retrancher une quantité d'une autre quantité plus grande de même espèce. Si, par exemple, on place à la suite les unes des autres plusieurs longueurs données, on fait une addition.
Lorsque les fractions données ont même dénominateur, on a des parties égales à additionner; pour trouver combien de parties renferme la somme, il suffit évidemment d'additionner les numérateurs. Soit à ajouter les fractions ^ et •—; si l'on ajoute 3 douzièmes à 4 douzièmes on a 7 douzièmes^ c'est-à-dire la fraction ^.
Soit encore à additionner les fractions
On commencera par les réduire au même dénominateur 36, puis on ajoutera les numérateurs, ce qui donne
Règus. Pour additionner des fractions^ on les réduit au même dénominateur^ puis on additionne les numérateurs.
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Pour additionner des nombres fractionnaires, on additionne d'abord les fractions, puis les entiers, en tenant compte du nombre entier fourni par la somme des fractions. Soit à ajouter les nombres fractionnaires
Les fractions, réduites au même dénominateur 56, ont pour somme—, ou2-h-3\, ou 2-i-~. La partie entière 2 ajoutée aux entiers donne 20. La somme cherchée est donc 2O+17.
Soiiatraetloii.
123. Lorsque les deux fractions ont même dénominateur, on retranche le plus petit numérateur du plus grand. De-^ retrancher ~. Si de 7 douzièmes on retranche 4 douzièmes^ il reste 3 douzièmes^ c cst-à-dire la fraction /,,
Lorsque les fractions n'ont pas même dénominateur, on les réduit préalablement au même dénominateur. Ainsi:
il * — ^_1^ — il 12 9""56 36""36'
Règle. Pour trouver la différence de deux fractions, on les réduit au même dénominateur, puis on prend la différence des numérateurs.
Pour retrancher un nombre fractionnaire d'un nombre fractionnaire, on réduit d'abord les deux fractions au môme dénominateur, puis on retranche la fraction de la fraction et Tentier de l'entier.
Exemples : L De 20-i-f| retrancher 6-l-|.
NIVBRE A SES DEUX TERMES
- 123. Je considère d'abord une fraction plus petite que Tunilé, |- par exemple. Si l'on ajoute à ses deux termes le môme nombre a, on obtient une nouvelle fraction —J qui est ellemôme plus petite que Tunilé, puisque le numérateur reste toujours plus petit que le dénominateur. Mais la différence des termes ne change pas. Si donc on prend Texcùs de l'unité sur chacune de ces deux fractions, les deux différences J et —^ ont même numérateur ; mais le dénominateur de la seconde est plus grand que le dénominateur de la première; la seconde différence est donc plus petite que la première. II en résulte que la fraction |~ est plus rapprochée de Tunilo que la fraction ^ et par conséquent celte fraction est plus
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grande que la fraction proposée. Ainsi, quand on ajoute un même nombre aux deux termes d'une fraction plus petite que l'unité, la fraction augmente.
Si Ton ajoute aux deux termes de la fraction des nombres de plus en plus grands, on obtient une série de fractions croissantes, et qui s'approchent de Tunité autant qu'on veut, en restant constamment moindres que l'unité.
Les mêmes raisonnements peuvent être appliqués à une fraction plus grande que l'unité. Si l'on ajoute un même nombre aux deux termes, la fraction se rapproche encore de Tunité, mais alors elle diminue. Et, si l'on ajoute aux deux termes des nombres de plus en plus grands, on aura une série de fractions décroissantes, et se rapprochant de l'unité autant qu'on voudra, tout en restant constamment supérieures à l'unité.
C'est ici le lieu d'introduire une idée qui joue un grand rôle en mathématiques, l'idée de limite. Lorsqu'une quantité variable s'approche indéfiniment d'une quantité fixe, de manière que la différence devienne aussi petite que Ton veut, la quantité fixe s'appelle la limite de la quantité variable. Ce qui précède nous en donne un premier exemple : si aux deux termes d'une fraction donnée on ajoute un même nombre de plus en plus grand, la fraction variable ainsi obtenue se rapproche de l'unité, de manière que la différence devienne aussi petite que l'on veut ; l'unité est donc la limite de la fraction variable. Si la fraction d'où l'on part est plus petite que l'unité, la fraction variable tend vers sa limite on croissant; si elle est plus grande que l'unité, en décroissant,
Mnltipllcatioiié
Cas ou le multiplicateur est entîeR,
124. La définition que nous avons donnée de la multiplitation subsiste dans le cas où le multiplicateur est un nombre entier, le multiplicande étant d'ailleurs une quantité quelconque. Multiplier une quantité par un nonibre entier ^ c'est la
CALCUL DES FRACTIONS ORDINAIRES. lio
répéter autant de fois quHl y a d^nnités dans le nombre entier. Multiplier une longueur par 4, c'est la répéter quatre fois, c est ajouter h la suite les unes des autres quatre longueurs égales à la longueur donnée.
Soit à multiplier par 4 la fraction |. Il s'agit de répéter 4 fois le multiplicande ; 4 fois 5 sept'èmes font 20 septièmes, c'est-à-dire la fraction^. Ainsi, on multiplie une fraction par un nombre entier en multipliant le numérateur par ce nombre entier. *
De même le produit de — par 4 est ^; mais on peut simplifier celte fraction en divisant ses deux termes par 4, ce qui donne | pour le produit demandé. On serait arrivé directement à ce résultat en remarquant qu'on rend la fraction ^quatre fois plus grande en divisant son dénominateur par 4.
Si Ton avait à multiplier un nombre fractionnaire par un nombre entier, on multiplierait d'abord la fraction, puis la partie entière, en ajoutant au produit les unités fournies par la fraction. Ainsi :
CAS OU LG 1IULTIPLIG\TE1IR EST FRACTIONNAIRE
125. La définition de la multiplication, dont nous nous sommes servis jusqu'à présent, n*a plus de sens quand le multiplicateur est fractionnaire ; il devient nécessaire de donner à cette définition une signification plus étendue. Nous dirons t
Midtiplier^ c'est répéter plusieurs fois une partie déterminée du multiplicande.
Ainsi, multiplier par J, c'est répéter 3 fois la cinquième partie du multiplicande. Multiplier par \ , c'est prendre la cinquième partie du multiplicandCi
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Cette définition nouvelle ne comporte plus nécessairement ridée d'augmentation. Si le multiplicateur est plus grand que Tunité, le produit sera en effet plus grand que le mulliplicande ; mais, si le multiplicateur est plus pelit que Tunilé, le produit sera plus petit que le multiplicande. La multiplication, ainsi entendue, n'est plu3 une opération simple, elle contient une double opération : 1* division du multiplicande en parties égales ; 2"* répétition d une des parties. C'est la combinaison d'une division et d'une multiplication proprement dites.
Expliquons maintenant pourquoi cette double opération a été appelée multiplication. Proposons-nous la question suivante : Combien coûte une certaine quantité d'étoffe, connaissant le prix du mètre? Si la quantité d'étoffe est un nombre entier de mètres, 5 mètres, par exemple, il faut répéter le prix du mètre 3 fois; c'est là une multiplication dans l'acception ordinaire du mot. Si Ton demande maintenant combien coûtent I de mètre, il faudra répéter 3 fois la cinquième partie du prix d'un mètre. L'opération qu'il faut faire dans ce cas, pour trouver le prix de la quantité d'étoffe, a été appelée, par anologie, multiplication. Supposons que le prix du mètre soit 10 francs; le cinquième du mètre coûtera 5 fois moins, soit 2 francs ; trois cinquièmes de mètre coûteront 3 fois plus, soit 6 francs.
Supposons maintenant que le prix dû mètre soit ^ de franc. Le cinquième du mètre coûtera 5 fois moins, soit j^ ; trois cinquièmes de mètre coûteront 3 fois plus, soit ^.
i26. Reprenons ce raisonnement d'une manière abstraite. Soit à multiplier^ par |. Il s'agit de répéter trois fois la cinquième partie du multiplicande. On obtient la cinquième partie du multiplicande en multipliant le dénominateur par 5, ce qui rend la fraction cinq fois plus petite, et donne ^^ ; on répète ensuite trois fois cette partie en multipliant le numérateur par 5. Le proluit cherché est donc ^ ou ||. Ainsi :
Règle. Pour multiplier deux fractions^ on multiplie numérateur par numérateur^ dénominateur par dénominateur.
REMARQUES
127. Tous les cas qui peuvent se présenter se ramènent au précédent.
Si Ton a à multiplier un nombre entier par une fraction, en mettant le nombre entier sous la forme d'une fraction qui a pour dénominateur Tunité, on aura
,3 4 3 12 ^ 2 *X5==îX5 = y = ^-^5-
On serait d'ailleurs arrivé au même résultat en prenant directement les trois cinquièmes du multiplicande.
Si Ion veut multiplier un nombre fractionnaire par une fraction ou par un nombre fractionnaire, on mettra préalablement les nombres fractionnaires sous la forme de fractions.
„ 4\ ô GO 5 180 r,6 , 1 8 + 7 X5 = TX5=55- = T=^ + T
GO
i28. Les propriétés des produits de plusieurs facteurs, que nous avons démontrées, lorsque les fadeurs sont entiers (liv. II, ch. I) , subsistent quand les facteurs sont fractionnaires- J'examine d'abord la propriété fondamentale, savoir : le produit ne change pas quand on intervertit l'ordre des facteurs. Le produit
7X«XaXtâ =
est une fraction qui a pour numérateur le produit des numérateurs et pour dénominateur le produit des dénominateurs. Or, si l'on intervertit l'ordre des facteurs fractionnaires, on intervertit simplement l'ordre des facteurs entiers qui compo-
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sent les deux fermes de la fraction-produit, ce qui ne change pas la valeur de ces deux fermes.
La propriété fondamentale étant ainsi généralisée, toutes ses conséquences le sont par là même. Ainsi, dans un produit de facteurs quelconques, on peut grouper deux facteurs en un seul, et réciproquement décomposer un facteur en plusieurs autres.
Lorsqu'on aura à calculer un produit de fractions, on aura soin de supprimer les facteurs communs avant de commencer les multiplications. Ainsi, dans le produit précédent, on aperçoit au numérateur et au dénominateur les facteurs communs 7, 4, 3, 10, que Ton supprime; de celte manière on obtient immédiatement le résultat sous la forme la plus simple I .
Division*
129. Voici la définition générale de la division : Étant donnés deux nombres^ nommés ^ Vun dividende^ Vautre diviseur^ trouver un nombre tel que le produit du diviseur par ce nombre reproduise le dividende.
Lorsque nous nous sommes occupés delà division des nombres entiers, nous avons considéré la division comme ayant pour but de chercher combien de fois le diviseur est contenu dans le dividende. Lorsque le dividende contient exactement le diviseur, le quotient est entier.
Mais, quand le diviseur n'est pas contenu exactement dans le dividende, le quotient est fractionnaire. Soit d'abord à diviser 5 par 7 ; le quotient sera exprimé par la fraction | ; car le produit du diviseur 7 par la fraction | est égal à cinq fois la septième partie du diviseur 7, ou à cinq fois l'unité, ce qui donne le dividendes. Ainsi, une fraction exprime le quotient de son numérateur par son dénominateur: cest pourquoi le signe de la fraction, le trait horizontal, a été adopté pour indiquer la divii io i ; on place au-dessus le dividende, au-dessous le diviseur.
Soit encore à diviser 31 par 7 ; le diviseur est contenu quatre
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fois dans le dividende, et il y a un reste 3. Comme le reste 5, divisé par 7, donne la fraction |, le quotient cherché sera exprimé par le nombre fractionnaire 4-|-| ; car si Ton multiplie le diviseur par ce nombre fractionnaire, on a 4 fois 7, plus trois fois la septième partie de 7, c'est-à-dire plus le reste 3, et l'on reproduit le dividende. Dans la division des nombres entiers,* nous nous bornions à chercher la partie entière du quotient; pour compléter le quotient, il suflU d'ajouter une fraction ayant pour numérateur le reste de la division et pour dénominateur le diviseur.
CAS ou LE DIVISEUR EST ENTIER.
130. Soit à diviser la fraction ^ par 3. Puisque le quotient, multiplié par le diviseur 3, ou répété 3 fois, doit reproduire le dividende, ce quotient est trois fois plus petit que le dividende. Or, on sait que l'on rend une fraction trois fois plus petite en multipliant son dénominateur par 3 ; le quotient cherché est donc^ ou yî. Ainsi, on divise une fraction par un nombre entier en multipliant le dénominateur de la fraction par ce nombre entier, •
Quand le numérateur de la fraction est divisible par le nombre entier, on effectue la division d'une manière plus prompte, en divisant le numérateur par le nombre entier. Par exemple, le quotient de la fraction f par 3 est la fraction |. Car on sait que Ton rend une fraction trois fois plus petite en divisant son numérateur par 3.
Soit à diviser le nombre fractionnaire 17-}-^ par 5. On dira : le cinquième de 17 est 3 pour 15 et il reste deux unités, qui, converties en septièmes et ajoutées aux quatre septièmes, donnent ^ ; le cinquième de cette fraction est ||. Le quotient cherché est denc 3-f-y|.
CAS ou LE DIVISEUR EST FRACTIONNAIRE.
131. Proposons-nous d abord la question suivante: | de mètre d'étoffe ont coûté 15 francs; trouver le prix du mètre?
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Puisque 5 huitièmes de mèfre ont coûté 15 francs, un seul huitième coulera cinq fois moins, c'est-à-dire 3 francs; un môlre coûtera huit fois plus qu'un huitième^ c'est-à-dire 3x8 ou 24 francs.
Proposons-nous encore cette question : | de mèlre d'éloffe ont coûté "5^ de franc, trouver le prix du mèlre? Puisque 5 huitièmes de mètre ont coûté -^ de franc, un seul huitième coulera 5 fois moins, c'est-à-dire j^; un mèlre coûtera 8 fois plus qu'un huitième^ c'est-à-dire -5^. Or cette opération est une division dans laquelle^ est le dividende, f le diviseur, le prix du mètre le quotient; car le prix du mètre, mulliplié par la quantité d'étoffe achetée |, doit reproduire la somme depensée ~ de franc.
132. Reprenons maintenant le raisonnement d'une manière abstraite. Diviser ~ par |, c'est chercher un quotient qui, multiplié par le diviseur |, reproduise le dividende ~. Riais multiplier une quantité par |, c'est en prendre 5 fois la huitième partie; donc les 5 huitièmes du quotient égalent le dividende ^; un seul fei/i^'èmevaut 5 fois moins, c^est-à-dire^^; le quotient entier vaut 8 fois plus que son huitième, c esl-àdire j^ ou |f . Tel est le quotient demandé ; on Tobtient, comme on voit, en multipliant le dividende ^ par le divisenr renversé |. D'où l'on déduit la règle suivante :
Règle. On divise une quantité par une fraction en la multipliant par le diviseur renversé.
renauques.
133. La règle précédente comprend fous les cas de la division. Lorsque le diviseur est un nombre entier, S par exemple, le quotient égale la cinquième partie du dividende, ou le produit du dividende par la fraction \ ; or cette fraction f peut être considérée comme le nombre entier j renversé.
De même, diviser par \ , c'est la môme chol^e que multiplier par 5.
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Si le diviseur et le dividende sont des nombres fractionnaires, on les mettra préalablement sous forme de fractions.
134. De môn.e que, par l'extension donnée à la définition, la multiplication ne comporte plus nécessairement Tidée d'augmentation, de même la division ne comporte plus Tidée de diminution. Puisque diviser revient à multiplier par le diviseur renversé, on voit que, si le diviseur est plus grand que Tunité, le quotient sera plus petit que le dividende, mais que, si le diviseur est plus petit que l'unité, le quotient sera plus grand que le dividende.
135. On se fera une idée très-nette de la division en remarquant que, dans tous les cas, le quotient exprime combien de fois le dividende contient le diviseur et combien de parties du diviseur. Si le quotient est un nombre entier 5, le dividende, étant égal au produit du diviseur par le quotient 5, ou au diviseur répété 5 fois, contient évidemment 5 fois le diviseur. Si le quotient est une fraction |, le dividende, étant égal au diviseur multiplié par |, contient trois fois la cinquième partie du diviseur. De même, un quotient fractionnaire 4 -H | indique que le dividende contient quatre fois le diviseur, plus trois fois la cinquième partie du diviseur. En un mot, le quotient exprime la mesure de la quantité dividende^ quand on prend la quantité diviseur pour unité j ou, ce qui est la même chose, le rapport de la quantité dividende à la quantité diviseur.
D'après cela, il est clair que, si l'on rend le dividende un certain nombre de fois plus grand, le quotient devient le môme nombre de fois plus grand, et que, si Ton rend le divi-
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seur un certain nombre de fois plus grand, le quotient devient le môme nombre de fois plus pelit. 11 en résulte que le quotient ne change pas quand on multiplie le dividende et le diviseur par un même nombre.
136. Lorsque le diviseur est un nombre entier, on peut considérer la division comme ayant pour but de partager le dividende en autant de parties égales qu'il y a d'unités au diviseur. Supposons, par exemple, que le diviseur soit le nombre entier 5 ; le quotient, multiplié par le diviseur 5, ou répété 5 fois, reproduit le dividende ; donc le dividende se compose de 5 quantités égales au quotient, et par conséquent, si Ton partage le dividende en 5 parties égales, chacune des parties sera égale au quotient.
Commuiie mesure de deux grapidei^rs*
r37. Lorsqu'une grandeur est contenue exactement dans deux grandeurs de même espèce, on dit qu'elle est une com* mune mesure des deux grandeurs.
On détermine la plus grande commune mesure de deux grandeurs de la même manière que le plus grand commun diviseur de deux nombres entiers. J'appelle A et B les deux grandeurs ; je cherche combien de fois la plus grande A contient la plus petite B ; elle la contient, 'par exemple, 2 fois, plus un reste R; on démontrera que les communes mesures de A et de B sont les mêmes que celles de B et de R. Je cherche combien de fois B contient R; elle la contient, par exemple, 3 fois, plus un reste R'. Je cherche combien de fois R contient R' ; elle la contient, par exemple, une fois, plus un reste R". Je continue de cette manière jusqu'à ce que j'arrive à un reste qui soit contenu un nombre exact de fois dans le reste précédent; le dernier reste obtenu est la plus grande commune mesure cherchée. Si, par exemple, R' contient 4 fois exactement R", ce dernier reste R" est la plus grande commune mesure des grandeurs A et B.
Les divisions successives donnent
B = 3R4-ri' R = R'-+-1V' R'==4R".
En remontant de proche en proche, on (rouve
La plus grande commune mesure R'' est contenue exactement 19 fois dans B, 43 fois dans A. Le rapport de la grandeur A à la grandeur B est exprimé par la fraction }| ; et en effet, la grandeur A contient 43 fois R", c'est-à-dire 43 fois la dixneuvième partie de B. Le rapport de B à A est exprimé par la fraction inverse f|.
GRANDEURS INGOUMENSURABLES.
138. Il arrive quelquefois que, si loin que l'on pousse l'opération, on n'arrive jamais à une division rigoureusement exacte (on démontre en géométrie qu'il en est ainsi pour la diagonale et le côté du carré) ; dans ce cas, les deux grandeurs n'admettent pas de commune mesure, et sont dites incom" menmrables entre elles.
11 est impossible de trouver exactement le rapport de deux grandeurs incommensurables A etB; mais on peut l'obtenir avec une approximation aussi grande qu'on veut. Je partage, par exemple, la grandeur B en mille parties égales, et je cherche combien de fois la grandeur A contient l'une de ces parties; je suppose qu'elle la contienne 725 fois, plus un reste plus petit que cette partie ; il est-clair que le rapport de A à B est plus grand que -j^, mais plus petit que j^ ; on peut donc représenter approximativement le rapport cherché par l'une ou l'autre de ces deux fractions; l'erreur commise est plus petite qu'un millième.
Mesurer une grandeur, c'est chercher le rapport de cette grandeur à l'unité. S'il existe une commune mesure entre la
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grandeur et riinilé, la grandeur est dite commensurable ; on peut la représenter exactement par un nombre, entier ou fractionnaire. S'il n'existe pas de commune mesure entre la grandeur et Tunité, on dit que' la grandeur est incommensurable ; il est impossible de l'exprimer exactement ; on se borne alors à une évaluation approximative, ce qui suffit dans la pratique.
On a coutume d'appeler nombre incommensurable le nombre fractionnaire qui mesure une grandeur incommensurable avec une approximation aussi grande qu^on veut.
EXERCICES
1* Combien coûtent 15 mètres et ~ de mètre d'étoffe à raison de de 18 francs le mètre?
On obtient d'abord le prix de i^ mètres d étoffe en répétant 15 fois le prix du mètre; on obtient ensuite le prix de ^ de mètre en répétant 7 fois la douzième partie du prix du mètre : c'est là ce qu'on appelle multiplier par ^. En résumé, on multipliera le prix du mètre par la quantité d, étoffe i5 + -^.
On aurait pu convertir préalablement en une fraction simple la quantité d'étoffe, ce qui donne ^^ de mètre. Il faudrait répeler 187 fois la douzième partie du mètre, c'est-à-dire multiplier par la fraction *jÇ.
Dans V exemple actuel les calculs se simplifient ; car
On a multiplié d'abord la fraction ^ par 18; /^ produit 2^, par la suppression du facteur 6, qui se trouve au numérateur et au dénominateur^ se réduit à 2|^ = y^= 10-h • . On a multiplié ensuite le nombre entier 15 par \^ et ajouté les 10 unités retenues. Ainsi les 15 mètres et ^ coûtent 280 flrancs plus }.
2® On a acheté 15 mètres plus ~ d'étoffe pour 280 francs plus |. Quel est le prix du mètre?
Jxprix du mètre, multiplié par la quantité d'étoffe, doit reprodtdre la somme payée; on obtiendra donc le prix du mètre en divisant la somme payée par la quantité d'étoffe achetée.
(280-hi) : ^l5^-j^)=(280-
On pourrait faire directement sur cet exemple le rainouncnent qui a con^
ûttU à la rcgle du »• 13?. On sait ce qu'ont coûté 187 douzièmes de mètre; il est clair que 187 mètres auraent coûté douze fois plus, et qu'un seul mètre coûterait 187 fois moins; il faut donc, pour avoir le prix du mètre, multiplier la somme payée par il et diviser par 187 ; en un mot, il faut multiplier par la fraction ^.
3° Quelle quantité d'étoffe à 18 francs le mètre peut-on acheter avec 280 francs plus ^?
U prix du mètre multiplié par la quantité d'étoffe devant reproduire la somme totale, on obtiendra cette quantité d'étoffe en divisant la somme totale par le prix du mètre»
CHAPITRE III
DÉFINITION
139. Lorsqu'on partage l'unité en parties égales de dix en dix fois plus petites, et qu on prend un cerlain nombre de ces parties, on a ce qu'on appelle une fraction décimale.
Un nombre entier augmenté d'une fraction décimale, porte le nom de nombre décimal.
On partage d*abord Tunité en dix parties égales, appelées dixièmes ; on partage ensuite le dixième en dix parties égales, appelées centièmes^ paçce queTunité en contient cent ; puis le centième en dix millièmes^ le millième en dix dix-millièmes^ le dix-millième en dix cent-millièmes ^ le cent-millième en dix millionièmes^ elc.
Cela posé, pour mesurer une grandeur plus petilxî que Tunité, on cherche combien elle contient de dixièmes; elle en contient 7, par exemple, et il y a un reste. On cherche combien ce reste contient de centièmes ; il en contient 5, et il y a un nouveau reste. On cherche combien ce nouveau reste contient de millièmes; il en contient 8. On continue delà sorte jusqu'à ce qu'on n ait plus de reste, ou jusqu'à ce qu'on arrive à un reste assez petit pour qu'on puisse, sans inconvénient, le négliger»
On obtient de la sorte une fraction décimale : 8£t>t dixièmes^ TROIS centièmes^ huit millièmes^
Lorsque la grandeur à mesurer est plus grande que l'unité^ on cherche d'abord combien d'unités elle contient; puis on mesure le reste au moyen d'une fraction décimale^ ainsi que
je l'ai expliqué. De cetfe manière, la grandeur est représenléc par un nombre entier, augmenté d*une fraction décimale, c'est-à-dire par un nombre décimal.
Namératlon des nombres déclmanx.
140. Dans la numération des nombres entiers, on a formé des unités de dix en dix fois plus grandes, et maintenant on forme des unités de dix en dix fois plus petites. Le tableau complet des ordres d'uni lés :
Mille,
Centaine,
Dizaine,
Unité fondamentale,
Dixième^
Centième^
Millième,
se compose, en parlant de l'unilc fondamentale, de deux séries indéfinies. Tune ascendanle, l'autre descendante. On peut d'ailleurs considérer ces deux séries coinme n'en formant qu'une, indéfinie dans l'un et dans l'autre sens. Chaque unité est dix fois plus grande que celle qui est placée au-dessous d'elle, et dix fois plus petite que celle qui est placée au-dessus.
141* La propriété fondamentale des nombres décimaux^ c'est qu'on peut les écrire sous la même forme que les nombres entiers» Je rappelle en effet la convention sur laquelle repose la numération écrite î un chiffre placé à la gauche d'un autre représente des unités dix fois plus grandes* Réciproquement, un chiffre placé à la droite d'un autre représente des unités dix fois plus pelites. D'après cela, un chiffre placé à la droite du chiffre des unités représentera des dixièmes ; un chiffre
placé à la droite du chiffre des dixièmes représentera des uni lés dix fois plus petites que les dixièmes, c'est-à-dire des centièmes ; un chiffre placé à la droite du chiffre des centièmes représentera des unités dix fois plus petites que les centièmes, c'est-à-dire des millièmes, etc.. Le nombre décimal 425 unités^ 7 dixièmes 3 centièmes 8 millièmes^ s'écrira donc
On met une virgule après le chiffre 5 pour indiquer que ce chiffre désigne les unités principale^. Si l'on ne mettait pas de virgule, le chiffre 5, quand on écrit 7 à sa droite, exprimerait des dizaines.
Ainsi récriture des nombres décimaux repose sur cette convention générale, que le rang de chaque chiffre, à partir de la virgule, soit vers la gauche, soit vers la droite, indique Tordre des unités, ordre ascendant ou descendant.
La fraction décimale 7 dixièmes, 3 centièmes^ 8 millièmes, s'écrit :
Le chiffre tient ici la place des unités principales.
Il est inutile de distinguer les fractions décimales des nombres décimaux ; on considère une fraction décimale comme un nombre décimal qui a pour partie entière.
ÉKONGER UN NOMBRE DÉCIMAL ÉCRIT
142. Soit le nombre 0^738. Il serait trop long de dire 7 dixièmes, 3 centièmesy 8 millièmes. Je remarque que le centième vaut dix millièmes, que le dixième vaut cent millièmes; en rapportant tout au millième, on dira donc 758 millièmes.
De même, le nombre 425,738 s'énoncera 425 unités, 758 millièmes.
Règle. Pour énoncer un nonibre décimal, on énonce d'abord le nombre entier placé à gauche de la virgule, jmis le nombre placé à droite, en le faisant suivre du nom des dernières unités.
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Ainsi les nombres
0,06—0,0047 — 2,10005-^70,004 s'énoncent
Six centièmes
Quarantc-sepl dix millièmes.
Deux unités^ dix mille cinq centmilliùmes.
Soixante-dix unités, quatre millièmes.
143. Vu nombre décimal ne change pas quand on place des zéros, soit à gauche de la partie entière, soit à droite de la partie décimale; caries zéros ainsi placés n'ont aucune influence sur les aulres chiffres. Ainsi, au lieu de 12,457, on peut écrire 012,45700.
144. D'après leur définition, les fractions décimales ne sont qu'une espèce particulière de fractions ordinaires. En effet, la fraction décimale 0,437, s'énonçanl 457 millièmes, peut s'écrire ^^. Le nombre décimal 25,437 s'écrira d'abord sous forme de nombre fractionnaire 25 H- tooVî d'autre part, comme on peut renoncer 25437 millièmes, on récrira aussi sous forme de fraction ordinaire t^. Ainsi, une fraction décimale est égale à une fraction ordinaire qui a pour numérateur le nombre que Von obtient en supprimant la virgule, et pour dénominateur Tunité suivie d'autant de zéros qu'il y a de chiffres décimaux.
DÉPLACEMENT DE LA VIRGULE
145. Si, dans le nombre 12,457, on déplace la virgule d'un rang vers la droite, on obtient un nombre 124,57 dix fois plus grand que le précédent. Car le chiffre 7, qui auparavant exprimait des millièmes, exprime maintenant des centièmes, unités dix fois plus grandes ; le chiffre 5, qui exprimait des centièmes, exprime maintenant des dixièmes, unités dix fois plus grandes, et ainsi de suite ; en un mot. Tordre de chaque chiffre s'est élevé d'un rang dins le tableau des unités ; sa
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valeur, et par conséquent celle du nombre lui-même, est devenue dix fois plus grande.
Si, dans le nombre 12,457 on déplace la virgule de deux rangs vers la droite, on obtient un nombre 1245,7 cent fois plus grand que le précédent. Car Tordre de chaque chilfre s'étant élevé de deux rangs, sa valeur, et par suite celle du nombre lui-même, est devenue cent fois plus grande.
Réciproquement, si dans le nombre 12,457 on déplace la virgule d'un rang vers la gauche, on obtient un nombre 1 ,2457 dix fois plus petit que le précédent, etc.
En résumé, si dans un nombre décimal on déplace la virgule de un^ deux y trois... rangs vers la droite ou vers la gauche^ le nombre devient dix, cent^ mille... fois plus grand ou plus petit.
Les zéros que Ton peut ajouter à la droite et à la gauche d'un nombre décimal permettent de déplacer la virgule d'autant de rangs qu'on voudra d'un côté ou de l'autre. Ainsi dans le nombre 12,457, si Ton déplace la virgule de quatre rangs, on obtient deux nombres, Tun 124570 dix mille fois plus grand, Vautre 0,0012457 dix mille fois plus petit.
Addition.
146. Puisque les nombres décimaux sont composés, comme les nombres entiers, d'unités de dix en dix fois plus grandes, et s'écrivent sous la même forme, les opérations que Ton a appris à effectuer sur les nombres entiers, s'exécutent de la même manière sur les nombres décimaux.
L'addition des nombres décimaux s'effectue comme celle des nombres entiers. On écrit les nombres décimaux les uns au-dessous des autres, de manière que les unités de même ordre soient dans une même colonne verticale, et, par conséquent, que les virgules se correspondent ; puis on additionne ^ les chiffres contenus dans les colonnes successives, en cora- ' mençant parla droite. Ainsi, soit à additionner les nombres 27,658 — 8,49 -- 0,067 ; on les dispose comme il suit t
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Additionnant d'abord les millièmes, on dira : 8 jt 7 tont 15 millièmes, je pose 5 millièmes au-dessous de la colonne des millièmes el je reporte 1 centième à la colonne suivante. La colonne suivante donne 21 centièmes ; je pose 1 centième et je reporte 2 dixièmes ; et ainsi de suite.
Soustraction.
147. La soustraction des nombres décimai .. s'effectue comme celle des nombres entiers. On écrit le plus petit nombre au-dessous du plus grand, de manière que les virgules se correspondent; puis on retranche chaque chifiVo inférieur du chiffre supérieur correspondant.
De 25,895 retrancher 12,463. On écrira
De 5 millièmes j'ôte 3 millièmes, il reste 2 millièmes que j'écris au-dessous de la colonne des millièmes ; de 9 centièmes j'ôte 6 centièmes, il reste 3 centièmes que j'écris, etc.
Lorsqu'un chiffre inférieur est plus grand que le chiffre supérieur correspondant, on lève la difficulté comme pour les nombres entiers.
De 20,805 retrancher 9,728.
De 5 millièmes on ne peut ôler 8 millièmes ; j^ajoute au nombre supérieur 10 millièmes, ce qui fait 15 millièmes, dont on peut retrancher 8. Afin que la différence ne change pas, j'ajoute la même quantité ou 1 centième au nombre inférieur, de sorte que par la pensée je remplace 2 par 3, etc.
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De 10,5 retrancher 9,783.
0,717 On imaginera, mais sans les écrire, deux zéros à la di oite du 5.
■IttUlplIeatloii.
Nous examinerons successivement le cas où le multiplicateur est un nombre entier, et celui où il est un nombre décimal.
CAS CD LE HULTIPMCATEUR EST ENTIER
148. Soit à multiplier 6,45 par 27. Il s'agit de répéter 27 fois le multiplicande, qui est égal h 645 centièmes. Si Ton multiplie le nombre entier 645 par 27, on trouve 17415; puisque 27 fois 645 unités font 17415 unités y il est clair que 27 fois 645 centièmes feront 17415 centièmes^ c est-à-dire le nombre décimal 174,15. Ainsi le produit d'un nombre décimal par un nombre entier renferme autant de chiffres décimaux, que le multiplicande.
CAS ou LE MULTIPLICATEUR EST DÉCÎUAL.
149. Je suppose maintenant que Ton ait à multiplier un nombre décimal 4,576 par un nombre décimal 2,38. Puisque le multiplicateur est égal à 238 centièmes, la question revient à répéter 238 fois la centième partie du multiplicande; or on obtient la centième partie du multiplicande en reculant la virgule de deux rangs vers la gauche, ce qui donne 0,04576 ou 4576 cent-millièmes; pour répéter cette quantité 238 fois, il suffit de multiplier le nombre entier 4576 par 238, ce qui donne 1089088 cent-millièmes ^ c'est-à-dire le nombre décimal 10,89088.
Le produit renferme autant de chiffres décimaux que te nouveau multiplicande 0,04576 : or on forme ce dernier en
reculant la virgule, dans le multiplicande proposé, d'autant de rangs vers la gauche qu'il y a de chiffres décimaux dans le multiplicateur ; donc le nouveau multiplicande, et par conséquent le produit, renferment autant de chiffres décimaux qu'il y en a dans le multiplicande et dans le multiplicateur proposés. On en conclut :
Règle. Pour multiplier deux nombres décimaux l*un par Vautre^ on effectue la multiplication comme sHl n'y ^^^^^ P^^ de virgule, jmis on sépare par une virgide sur la droite dn produit autant de chiffres décimaux quil y en a dans le multiplicande et dans le multiplicateur proposés.
On dispose Topération de la manière suivante :
150. On serait arrivé immédiatement à cette règle générale, en mettant les nombres décimaux sons la forme de fractions ordinaires, et en leur appliquant la règle démontrée pour la multiplication des fractions. Ainsi
LKnn o-o ^^76 238 4576x238 4,5/6x2,ô8=-yôrX-jôiiX j^^
On voit qu'il faut faire le produit des deux nombres entiers que l'on obtient en cffaç.inl les virgules, puis diviser le résultat par 10*. Or, on effectue celte division en séparant par une virgule sur la droite du résultat autant déchiffres décimaux qu'il y a de zéros, c'est-à-dire autant qu'il y a de chiffres décimaux dans le multiplicande et dans le multiplicateur.
Division.
Nous examinerons successivement le cas où le diviseur est entier et celui où il est fractionnaire.
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CAS OU LE DIVISEUR EST ENTIER
151. Soit 5 diviser 481,78 par 26. Le dividende se compose' de 48178 centièmes. Si Ton divise le nombre entier 48178 par 26, on obtient pour quotient 1855. Puisque 26 fois 1853unités font 48178 unités, 26 fois 1853 centièmes font 48178 centièmes, c'est-à-dire le dividende proposé ; donc le quotient cherché est 1853 centièmes^ ou 18,53.
Règle. Pour diviser un nombre décimal par un nombre entier^ on effectue la division comme si le dividende était un nombre entier j en ayant soin^ quand on a abaissé le chiffre des unités du dividende j de mettre une virgule à la droite du chiffre correspondant du quotient.
On dispose Topera tion de la manière suivante :
En mettant la virgule comme nous Vavons dit, le quotient a aulant de chiffres décimaux que le dividende, ce qui doit éiro, puisqu'ils expriment l'un et l'autre des unités de même ordre.
152. Soit encore à diviser 2,645 par 47. La division du nombre entier 2645 par 47 donne pour quotient 56 -h {f. Si Ton répète 47 fois 56 unités plus la fraction {j d'unité, on obtient 2645 unités ; donc, en répétant 47 fois 56 millièmes plus la fraction {} de millième, on obtiendra 2645 millièmes, c*est-àdire le dividende proposé. Ainsi le quotient demandé égale 56 millièmes, plus une fraction ^f de millième; en négligeant celte fraction de millième, on commet une erreur plus petite qu'un millième. Donc le quotient est 0,056 à moins d'un millième près.
Le quotient est compris entre 0,056 et 0,057 ; il est facile de
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voir, à rinspcction du reste, duquel de ces deux nombres il est le plus rapproché. Le reste 15 étant plus petit que la moitié du diviseur, la fraction complémentaire ^ de millième est plus petite qu*un demi-millième; donc le quotient est plus rapproché de 0,056 que de 0,057. On prendra 0,056 par défaut à moins d'un demi-millième près.
Mais dans l'exemple suivant
le reste étant plus grand que la moitié du diviseur, la fraction complémentaire f| de millième est plus grande qu'un demimillième, et le quotient est plus rapproché de 0,057 que de 0,056. On prendra 0,057 par excès à moins d'un demi-millième près.
Ainsi : lorsque le reste est plus petit que la moitié du diviseur, on conserve le dernier chiffre tel quon Va obtenu; lorsque le reste est plus grand que la moitié du diviseur, on augmente ce dernier chiffre d'aune unité. De cette manière. Terreur sera toujours moindre qu'une demi-unité de Tordre auquel on s'arrête.
153. Si Ton veut une approximation plus grande; si Ton demande, par exemple, le quotient à moins d'un millionième près, on mettra le dividende sous la forme 2,645 000 par l'addition d'un nombre convenable de zéros. La division donne pour quotient 0,056276, plus la fraction |f de millionième; en négligeant cette fraction, on commet une erreur moindre qu'un millionième.
Mais, dans la pratique, il est inutile d'écrire les zéros à la ihoite du dividende : quand on aura abaissé tous les chiffres du dividende proposé, on formera le dividende partiel suivant, en mettant à la droite du reste un zéro, et on continuera de cette manière jusqu'à ce qu'on ait obtenu le quotient avec une approximation sulBsante. L'erreur, étant toujours moindre
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qu'une unité de Tordre auquel on s'arrête, deviendra aussi petite qu on voudra. On dispose ainsi l'opération :
CAS OU LE DIVISEUR EST DECIUAL
154. D'après les explications que nous avons données au n** 135, nous avons déjà fait comprendre que le quotient ne change pas, quand on multiplie le dividende et le diviseur par un même nombre. Mais il est bon de démontrer cette proposition d une manière plus précise. Désignons par la lettre a la quantité dividende,, par b la quantité diviseur, et partie quotient ; puisque le dividende est égal au produit du diviseur par le quotient, on a
a=b'xq.
Si Ton multiplie ces deux quantités égales par un même nombre c, on a deux produits égaux
axc=b'XqXc,
ou, en changeant l'ordre des facteurs (n® 128),
axc = bxcxq.
Le nombre ax c est égal à un produit de deux facteurs, l'un 6 X c, l'autre ç ; il en résulte que le quotient de a x c par fc x c est ^, c'est-à- dire est le même que le quotient de a par 6.
155. Soit à diviser 4,576 par 2,38. Si Ton multiplie par le même nombre 100 le dividende et le diviseur, le quotient ne change pas, et la question revient à diviser le nombre décimal 457,6 par le nombre entier 238, ce qui rentre d'ans le cas précédent. Le quotient est 1,923 par excès h moins d'un demimillième près. Ainsi :
Règle. Lorsque le diviseur est un nombre ilécimalj on supprime la virgule au diviseur ^ en ayant soin de la déplacer dans le dividende d^autant de rangs vers la droite quHl y a de chiffres décimaux au diviseur ; et Ion a à diviser un nombre décimal par un nombre entier.
On demande, par exemple, le quotient de 2 par 0,059 à moins d'un centième près. On divisera 2000 par 59, et Ton trouvera pour le quotient cherche 35^90 par excès à moins d'un demi centième près.
CBAPIÏRE IV
CONVEBSION BES PBAGTIONS OBDUVAIBES EN rnACTIONS DÉ€inbyLE8
156. On a vu que le calcul des fractions décimales se ramène immédiatement au calcul des nombres entiers, tandis que le calcul des fractions ordinaires est beaucoup plus compliqué. Il est donc utile, lorsqu'une quantité est exprimée par une fraction ordinaire, de savoir Texprimer en décimales. C'est ce qu'on appelle converlir une fraction ordinaire en fraction décimale.
Puisqu'une fraction ordinaire est égale au quotient de la division de son numérateur par son dénominateur, on effectuera cette division d*après la règle établie pour la division des nombres décimaux. Soit, par exemple, la fraction |;
le quotient étant exactement 0,875, la fraction ordinaire } est égale à la fraction décimale 0,875. ,
157. Examinons dans quel cas la conversion es^ possible exactement. On sait (n®144) qu'une fraction décimale n'est autre chose qu'une fraction ordinaire ayant pour dénominateur une puissance de 10; si l'on réduit cette fraction à sa plus simple expression, en divisant ses deux termes par leur plus grand commun diviseur, on obtiendra une fraction irréductible ne renfermant à son dénominateur que les fac-
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teurs premiers 2 et 5 de la base 10, ou seulement Tun d'entre eui. Ainsi, pour qu'une fraction ordinaire irréductible soit égale à une fraction décimale, il est nécessaire que son dénominateur ne renferme que les facteurs premiers 3 et 5.
Cetfe condition suffit; car, lorsque le dénominateur de la fraclion proposée n'est formé que des facteurs premiers 2 et 5, affectés de certains exposants, on peut, en multipliant les deux termes par une puissance convenable de l'un de ces facteurs, rendre les deux exposants égaux entre eux. Le dénominateur est alors une puissance de 10, et la fraction transformée en une fraction décimale. On conclut de là :
Théorème I. Pour qu^une fraction ordinaire irréductible puisse être convertie exactement en décimales^ il faut et il stiffit que son dénominateur ne renferme que les facteurs premiers 2 et 5.
158. 11 est aisé de reconnaître que le nombre des chiffres décimaux esl égal au plus haut exposant des facteurs 2 et 5 dans le dénominateur de la fractioti proposée. Soit, par exemple,
la fraclion irréductible jtt ou ^^ — = ; en multipliant les
deux termes par 5% on la transforme en une fraction déci-
21x5* 525 maie ^^ — ^', ou y^- Les deux termes de la fraction proposée étant premiers entre eux, son numérateur 21 ne contient pas le facteur 2, qui entre au dénominateur, et par conséquent le nouveau numérateur 21x5* n'est pas divisible par 10; la fraction décimale 0,525 est donc formée de trois chiffres décimaux.
7 7 Il en est de même de la fraction ^ ou -^, dont nous avons
effectué la conversion. En multipliant les deux termes par
7x5* 5', on la transforme en une fraction décimale ^5 — =nt ou
r^r-i, ayant trois chiffres décimaux.
159. Lorsque le dénominateur de la fraction ordinaire irrM iciiblc renferme des facteurs premiers autres que 2 et 5, il est impossible de la convertir exactement en décimales. Mais, dans ce cas, on l'exprime avec une approximation aussi grande qu'on veut; car, si Ton pousse la division as ez loin, Perreur, étant momdre qu'une unité de Tordre auquel on s'arrête, devient aussi petite qu'on veut,
La fraction ordinaire donne ainsi naissance à une fraction dé 1 • aie qui se prolonge indéfiniment ; je vais démontrer qu'elle est périodique^ c'est-à-dire qu'à partir d'un certain rang elle se compose des mêmes chiffres qui se reproduisent dans le môme ordre. En effet, dans les divisions successives, comme tous les restes sont plus pelils que le diviseur, après un nombre d'opérations au plus égal au diviseur diminué d'une unité, on retombe nécessairement sur un leste déjà obtenu, et alors on recommence dans le même ordre les divisions déjà faites, et les mêmes chiffres se reproduisent au quotient.
Je prends pour exemple la fraction f ;
Puisque les restes sont plus petits que 7, il n'y a que six restes différents possibles, savoir les six premiers nombres; or, les cinq premières divisions donnent les six premiers nombres 4, 5, 1, 3, 2, 6; tous les restes possibles sont épuisés; 'a division suivante ramènera nécessairement un reste déjà obtenu. Ici on obtient le premier reste 4, et on recommence les divisions déjà faites, à partir de la première ; on retrouve ainsi au quotient les mêmes chiffres dans le même ordre. Le nombre 571428, formé par les chiffres qui se reproduisent indéfiniment, constitue ce qu'on appelle la
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période. Je remarque que la période renferme au plus un nombre de chifTres égal au diviseur diminué d'une unité; mais souvent elle en renferme un nombre moindre. Ainsi la fraction ^ donne naissance à la fraction décimale périodique simple 0,272727...., dont la période n*a que deux chiffres ; après deux divisions seulement on retrouve le premi'jr reste 5.
1 60. On distingue deux sortes de fractions décimales périodiques : les fractions décimales périodiques simples^ dont los cliifires périodiques commencent immédiatement après la \irgule ; et les fractions périodiques mixtes^ dont les chiffres périodiques ne commencent qu'à partir d'un certain rang après la virgule. Les deux fractions que nous venons de considérer sont périodiques simples. La fraction fj donne nair-
sanceà une fraction périodique mixte 0,647727272 ; la
période 72 ne commence qu'au quatrième chiffre ; les trois chiffres placés entre la virgule et la première période sont dits iiréguHers.
En résumé, la conversion d\ine fraction ordinaire en fraction décimale donne naissance, soit à une fraction décimale limitée^ soit à une fraction périodique, simple ou mixte.
PHACTIONS PÉRIODIQUES SIMPLES.
161. Étudions maintenant les fractions décimales illimitées et périodiques. Je vais démontrer que de pareilles fractions décimales sont égales à des fractions ordinaires, avec une approximation aussi grande qu'on veut. Considérons d'abord une fraction périodique simple, telle que 0,272727. En prenant, par exemple, trois périodes, on a une fraction décimale limitée 0,272727 qui a un sens bien précis ; je multiplie cette fraction par 100, ce qui donne le nombre décimal 27,2727 ; de ce nombre décimal je retranche la fraction elle-même.
Je reiranche les deux premières périodes à partir de la vir^ gule, il resle à retrancher la dernière période; la différence égale le nombre entier 27, moins celle dernière période 0,000027. Or de 100 fois, la fraction décimale limitée, j'ai retranché une fois la fraction, la différence égale 99 fois la fraction ; j'obtiendrai la fraction elle-même en divisant cette différence par 99 ; donc la fraction décimale 0,272727 égale la
fraction fj, diminuée de la quantité très-petite ïqqj^Tqq*
En prônant quatre périodes, on trouverait de môme
En général la fraction décimale égale la fraction ordinaire |j, moins la OO"* partie de la dernière période. Or, si Ton prend un nombre de périodes de plus en plus grand, la valeur de la dernière période diminue de plus en plus et devient aussi petite qu'on veut; donc la fraction décimale proposée diffère de la fraction ordinaire f^ d*une quantité aussi petite qu'on veut. En un mot, la fraction décimale périodique tend vers une limite égale à ~.
Le raisonnement que nous venons de faire s'applique évidemment à une fraction périodique simple quelconque. On transporte la virgule après la première période, en multipliant par une puissance de 10 marquée par le nombre des chiffres de la période ; on retranche du produit la fraction elle-même, ce qui donne une différence égale à la fraction multipliée par un nombre formé d'autant de 9 qu'il y a de chiffres à la période. D'autre part, cette différence est exprimée par la période considérée comme un nombre entier, moins la dernière période. Donc la fraction décimale a pour limite une fraction ordinaire ayant pour numérateur la période et pour dénominateur un nombre formé d'autant de 9 qu'il y a de chiffres à la période. Ainsi : .
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Théorème II. Une fraction décimale périodique simple est égale aune fraction ordinaire qui a pour numérateur la période et pour dénominateur un nombre formé d^autdnt de 9 quHl y a de chiffres à la période.
La fraction fj peut être simplifiée ; maïs, comme un nombre formé de 9 seulement ne renferme ni le facteur 2 ni le facteur 5, on arrivera à une fraction ordinaire irréductible qui ne renfermera à son dénominateur ni le facteur 2, ni le facteur 5.
162. Il est évident que, si on réduisait cette fraction ordinaire en décimales, on retrouverait la fraction périodique proposée. Au reste on peut s*cn assurer de la manière suivante : je veux démontrer, par exemple, que la fraction périodique
0,272727 provient de la conversion en décimales de la
fraction ordinaire ||.
Puisque 100 fois un nombre est égal à 99 fois, plus une fois ce nombre, on a
Donc, quand on calcule en décimales le quotient de 27 par 99, après les deux premières divisions on obtient le quotient 27 et on trouve le premier reste 27 ; donc la fraction décimale est périodique simple et la période est 27.
FRACTION PERIODIQUE MIXTE.
S 6 3 . Considérons m aintenant une fraction périodique mixte 0,585272727.... En prenant, par exemple, trois périodes, on a une fraction décimale limitée 0,385272727. Je transporte successivement la virgule au commencement et à la fin de la première période, en multipliant par 1000 et par 100000, ce qui donne les nombres décimaux 385,272727 et 38527,2727 ; puis je retranche le premier du second
144 LIVRE m. — CHAPITR:. lY.
J'ai retranché la partie entière et les deux premières périodes, il reste à retrancher la dernière période ; la dirférencc égale le nombre entier 38142, moins la dernière période. Or de 100000 fois la fraction, j'ai retranché 1000 fois cette fraction, la différence égale 99000 fois la fraction; j'obtiendrai la fraction elle-même en divisant cette différence par 99000 ; donc la fraction décimale égale la fraction |f{^, moins la 99000"* partie de la dernière période. Si Ton prend un nombre de périodes de plus en plus grand, la valeur de la dernière période diminue et devient aussi petite qu'on veut; donc la fraction décimale proposée diffère de la fraction ordinaire |||^ d'une quantité aussi petite qu'on veut. En un mot, la fraction décimale tend vers une limite égale à cette fraction ordinaire. Ainsi :
Théorème III. Une fraction décimale périodique mixte est égale à une fraction ordinaire qui a fwur numérateur la différence des nombres entiers que Von obtient en transportant la virgule à la fin et au commencement de la première période y et pour dénominateur un nombre formé d'atUant de 9 quil y a de chiffres à la période^ suivis d* autant de zéros quHl y<ide chiffres irréguliers.
164. Je remarque que le numérateur ne peut jamais être terminé par un zéro; car il faudrait pour cela que le dernier des chiffres irréguliers fût le même que le dernier chiffre de la période, et alors la période commencerait un chiffre plus tôt. Dans Texemple précédent, il faudrait que le dernier chiffre irrégulier fût 7, et alors la fraction, devenant
0,587272727 , la période serait 72 et commencerait un
chiffre plus tôt; il n'y aurait que deux chiffres irréguliers et non pas trois, comme on Ta supposé.
Le dénomiuatcur 99x1000, d'après sa composition, rcn« ferme les facteurs 2 et 5 avec des exposants égaux au nombre des chiffres irréguliers, et en outre des facteurs premiers autres que 2 et 5. En simplifiant la fraction, on pourra bien supprimer des facteurs 2 ou des facteurs 5 ; mais on ne pourra
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pai supprimer à la fois un facteur 2 et un facteur 5 ; car alors on diviserait par 10, et le numérateur n'est pas divisible par 10. On arrivera donc à une fraction irréductible renfermant à son dénominateur Tun des facteurs 2 ou 5 avec un exposant égal au nombre des chiffres irréguliers.
165. Nous avons dit que, lorsque le dénominateur d'une fraction ordinaire ne renferme que les (acteurs premiers 2 et 5, la fraction se convertit en une fraction décimale limitée, mais que, si le dénominateur renferme des facteurs premiers autres que 2 et 5, la fraction décimale est indéfinie et périodique. Nous pouvons maintenant compléter cette théorie et indiquer à quel caractère on reconnaît d'avance si la fraction périodique est simple ou mixte.
Théorème IV. Une fraction ordinaire irréductible, dont le dénominateur ne renferme que des facteurs premiers antres que 2 et h, donne naissance à une fraction décimale périodique simple.
En cflet, nous savons déjà que la fraction décimale est périodique; elle ne peut être mixte; car la fraction ordinaire irréductible, que représente une fraction périodique mixte, renferme à son dénominateur les facteurs 2 et 5 ou «u moins Tun d eux ; donc la fraction décimale sera périodique simple.
166. THÉonÈuE Y. Une fraction ordinaire irréductiblCy 4ont le dénominateur renferme les facteurs 2 et^et d* autres facteurs, donne naissance à une fraction décimale périodique mixte, et le nombre des chiffres irréguliers est égal au plus haut exposant des facteurs ^ et 5 dans le dénominateur.
En effet, la fraction décimale est périodique; elle ne peut être simple ; car la fraction ordinaire irréducliiile, que représente une fraction périodique simple, ne renferme à son dénominateur ni le facteur 2 ni le facteur 5 ; donc la fraction décimale sera périodique mixte. D'après une remarque faite précédemment, le nombre des chiffres irréguliers doit être
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égal précisément au plus haut exposant des facteurs 2 et 5 dans le dénominateur.
Considérons par exemple la fraction j^; puisque 88=2^x 1 1 , on aura une fraction périodique mixte, avec trois chifftes irréguliers.
167. Remarqué. Les développements de foutes les fractions ordinaires qui ont même dénominateur peuvent se déduire du développement de la plus simple d'entre elles, de celle qui a pour numérateur l'unité.
Je considère, par exemple, les fractions qui ont pour dénominateur H. La fraction^ égale 0,090909 J'obtiens immédiatement la fraction ^, en multipliant la période par 5, ce
qui donne ^=0,272727 Et en effet, quand la période est
trois fois plus grande, il est clair que la fraction décimale devient elle-même trois fois plus grande.
Une fraction ordinaire, comme —, qui a pour dénominateur le produit de H par des facteurs 2 et 5, se ramène aussi à la fraction yï» Si Ton multiplie en effet les deux termes de la fraction par 5', la fraction prend la forme
^ 25X5^X11 ""iO'Xll'
la fraction ^^f^ égale le nombre fraclionnaire 647 -+-^; or le développement de la fraction —• se déduit du développement de j^ ; il suffit de multiplier la période par 8 ; donc la fraclion ^ égale 647,727272 .... On obtiendra la fraction proposée en divisant ce résultat par 1000 ; ainsi f|:=0,6477272
CHAPITRE V
SYSTÈME MËTBIQVflB
168. Pour évaluer chaque espèce de grandeurs, il faut, avons-nous dit, une unité fixe ou mesure qui sci've de terme de comparaison. Autrefois, en France, comme dans les autres pays, la plus grande confusion régnait dans les mesures; chaque province avait ses mesures particulières; il en résuKait des embarras extrêmes pour le commerce. Les rois de France tentèrent, mais iimtilement, d'établir Tuniformité et de rame^ ner toutes les mesures à celles de Paris ; enfin, le 8 mai i 790, TAssemblée constituante rendit un décret par lequel elle reconnut la nécessité d'une réforme complèle; une commission nommée par l'Académie, et composée de Borda, Lagra^gë^ Laplagë, Mojnge et Condorcet, fut chargée de préparer un système général de mesures. Le système nouveau fut adopté par la Convention, sanctionné plus tard par le Corps législatif, et déclaré obligatoire à partir du 2 novembre 1801 ; il règne aujourd'hui dans toute Tétendue de la France* On Tappelle système métrique^ parce que toutes les unités dérivent de l'unité de longueur ou du mètre.
I6d. DÉFiNntoîï Biî Mètre. On aurait pu prendre l*unité de longueur arbitrairement ; mais, afin qu'on puisse la retrouver dans les siècles futurs, les savants français eurent l'heureuse idée de la lier à la grandeur de la terre. Delajmbre et Méchain mesurèrent dans ce but Tare du méridien compris entre Dunkerque et Barcelone ; au moyen de cet arc et de celui
mesuré au Pérou, en 1736, par Bouguer et La Condamike, on calcula la longueur du quart du méridien, ou la dislance du pôle à Téquateur. Celle longueur fut partagée en dix millions de parlies égales, et Tune des parties fut prise pour unité do longueur; on a donné à cette unité de longueur le nom de mètre,
L^élalon en plaline déposé aux archives de TÉtat, le 4 messidor an VII (22 juin 1 799), donne la longueur légaledu mètre, quand il est à la température de la glace fondante. Le mètre est l'unité de longueur.
On a formé ensuite, au moyen du mètre, des unités de dix en dix fois plus grandes. Ce sont : le décamètre ou d'x mètres, Yhectomètre ou cent mètres, le kilomètre ou mille mètres, le myriamèlre ou dix mille mètres Les mots DÉGv, HECTo, KU.O, MYRiA, tirés du grec, signifient dix, cent, mille, dix mille.
Pour mesurer les petites longueurs, on a subdivisé le mèlre en parties de dix en dix fois plus petites ; ce qui donne d'abord le rf^dmèfr^ ou dixième partie du mètre ; puis le centimètre^ dixième partie du déci- ^ h-i mètre ou centième partie du mètre ; le millimètre^ dixième partie du centimètre ou millième partie du
mètre, etc (Les mots déci, centi, mlli, tirés du
latin, signifient dixième, centième, millième.)
La figure ci-jointe représente un décimètre divisé en centimètres, le premiercentimètre étant d'ailleurs subdivisé en millimètres.
Au moyen de ces unités de différents ordres, une ^\J( longueur quelconque, ainsi que nous l'avons expliqué plus haut, s*exprimera par un nombre décimal. Les longueurs Trois décimètres^
Deux décamètres^ cinquante-quatre centimètres^ Huit hectomètres^ sept mètres^ neiiî millimètres, s'éciironl : O^jS — 20'",54 — 807",009.
Cependant on ne met pas toujours la virgule après les
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mètres. Quand il s'agit de grandes longueurs, on compte par kilomètres ou inômc par myriamètres. Ainsi on dit que la longueur d'un canal est 48 kilomètres, 7 hectomètres, et Ton écrit 48^"*,7. De même, la distance de deux villes est 32 myriamètres, 5 kilomètres, et l'on écrit 325*".
Au contraire, quand il s'agit de longueurs très-petites, on compte par millimètres; on dira, par exemple, que l'épaisseur d'une glace est huit millimètres cinq dixièmes, et Ton écrira 8"", 5.
170. Mesures iTiNÉiuiRES.En France, les bornes placées sur le bord des routes et des chemins indiquent ]es longueurs en kilomètres. On se sert aussi, pour évaluer les distances, des unités suivantes :
Lieue de A kilomètres 4000 mètres.
Lieue de 25 au degré 4i45 —
Lieue marine de 20 au degré 5556 —
Mille marin de 60 au degré, ou de une minute, i 852 —
Surfaces.
" 171. On prend pour unités de surface les carrés construits sur les unités de longueur. Ainsi Tunité principale de surface est le mètre carré; c'est un carré dont chaque côté a un mclrc de longueur.
On a ensuite : d'une part, le décamètre carré^ Vhectomètre
carréy lehilomètre carré ; d'autre jpart, le décimètre carréy
le centimètre carré Ce sont des carrés qui ont pour côtés
le décamètre, riieclomètre, le kilomètre...., le décimètre, le centimètre....
Les unités de surface sont de cent en cent fois plus grandes. Je veux démontrer, par exemple, que le mètre carré vaut cent décimètres carrés. Je place dix décimètres carrés à la suite les uns des autres sur une même ligne, je forme ainsi une bande qui a dix décimètres ou un mètre de longueur et un décimètre de laigeur. Je forme une seconde bande pareille ati-dessus de la première, puis une troisième, etc. Quand j'aurai formé dix bandes semblables, l'ensemble sera un carré
ayant un mètre de longueur et un mètre de largeur ; ce sera par conséquent un mètre carré. Or les dix bandes renferment dix fois dix ou cent décimètres carrés ; donc le mètre carré contient cent décimètres carrés ; en d'autres termes, le décimètre carré est la centième partie du mètre carré.
De même, le centimètre carré est la centième partie du décimètre carré, le millimètre can^é est la centième partie du centimètre carré, etc. ... D'autre part, le décamètre can^é vaut cent mètres carrés, rheclomètre carré vaut cent décamètres
carrés, etc.
172. Mesurer une surface, c'est chercher combien elle contient de mètres carrés, combien le reste contient de décimètres carrés, etc....; en un mot, combien elle contient d'unités de chaque ordre, et il peut y avoir jusqu'à 99 unités de chaque ordre. On représente ainsi la surface par un nombre décimal, en ayant soin d'affecter deux chiffres pour chaque ordre d'unités.
Soit le nombre
24537,68195 met. car.
En partant de la virgule et allant vers la gauche, on trouve successivement : 37 mètres carrés, 45 centaines de mètres carrés ou 45 décamètres carrés, 2 centaines de décamètres carrés ou 2 hectomètres carrés. En allant vers la droite, on trouve 68 centièmes de mètre carré ou 68 décimètres carrés.
19 centièmes de décimôlrc carré ou 19 cenlimèlres carrés, 5 dixièmes ou 50 cenlièmes de centimètres carrés, c'est-à-dire 50 millimètres carrés. Le nombre proposé s'énoncera donc : 2 hectom. car., 45 décam. car., 37 m. car., 68 décim. car., 19 centim. car., 50 millim. car.
Les surfaces suivantes :
3 décimètres carrés ;
7 décamètres carrés, 54 centim. car.;
2 kilom. car., 73 décam. car., 8 m. car., 255 millim. car., s'écriront :
0,03 m. car. ^ 700,0054 m. car. -r- 2007308,000255 ra. car.
173. Mesures agraires. Pour la mesure des terrains, on emploie comme unité principale le décamètre carré, auquel on donne le nom d*are. Parmi les multiples de Tare, on emploie Vheetare ou cent ares, et, parmi les subdivisions, le centiare ou centième partie de Tare. L'bectare, qui vaut cent ares ou cent décamètres carrés, n'est autre chose que l'hcclomètre carré. D'autre part, le centiare, qui est la cenliômc partie de Tare ou du décamètre carré, n'est autre chose que le mètre carré.
Les seules unités employées dans la mesure des terrainssont l'hectare, Tare et le centiare. Ainsi on dit : un domaine de 125 hectares 47 ares ; un jardin de 25 ares 50 centiares ; et ces quantités s'écrivent :
125,47 hectares. — 23,50 ares.
Afin de résumer ce qui précède, je représente dans un tableau les unités de surface.
Hectomètre carré. . . . hectare.
Décamètre carré are.
Mètre carré centiare.
Décimètre carré.
Centimètre carré.
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Voliimeft.
174. On appelle cube un volume qui a la forme d'une boite terminée par six (aces carrées ; un dé à jouer a la forme d'un cube; tous Jes côlcs du cube ont la même longueur.
On prend pour unités de volumes les cubes construits sur les unités de longueur. L'unité principale de volume est le mètre cube ; c'est un cube dont chaque côlé a un mètre de longueur.
On a ensuite: d'une part, le décamètre aibe, Yhectomèhe cubcy etc.r..; d'aulre pari, le décimètre cube^ \e centimètre cube y etc. ... Ce sont des cubes qui ont pour côtés le décamètre, Thectomèlre...., le décimètre, le centimètre
Les unités de volume sont de mille en mille fois plus grandes. Je conçois, par exemple, une caisse qui soit exactement un mètre cube, et je la remplis avec des décimètres cubes. Puisque le fond de la caisse est un mètre carré, je le couvrirai avec cent décimètres cubes; je forme ainsi une couche qui a un décimètre de hauteur. Je dispose une seconde couche pareille au-dessus de la première, puis une troisième, etc ,
ainsi que le représente la tîgure suivante.
^VVV./ :^
.^ ^^f^ùùf
Quand j'aurai disposé dix couches semblables, la hauteur totale étant dix décimètres ou un mètre, la caisse sera pleine. Ainsi un mètre cube contient dix fois cent, c'ést-à-dire mMle décimètres cubes; en d'autres termes, le décimètre cube est la millième partie du mètre cube.
De même, le centimètre cube est la millième partie du
dccimèire cube, le millimètre cube est la millième partie du cenlimèlre cube. D'autre part, le décamètre cube vaut mille mètres cubes, rheclomètre cube vaut mille décamètres cu- Les, etc.
175. Mesurer un volume, c'est chercher combien il contient de mètres cubes, de décimètres cubes...., en un mot, combien il contient d'unités de chaque ordre, et il peut y avoir jusqu'à 999 unités de chaque ordre. On représentera ainsi le volume par un nombre décimal, en ayant soin d'affecter trois chiffres à chaque ordre d'unités.
Soit le nombre
24507658, 0750098 m. cubes.
En parlant de la virgule et allant vers la gauche, on trouve successivement : 638 mètres cubes, 507 mille mètres cubes ou 507 décamètres cubes, 24 mille décamètres cubes ou 24 hectomètres cubes. En allant vers la droite, on trouve 75 millièmes de mètre cube ou 75 décimètres cubes, 9 millièmes de décimètre cube ou 9 centimètres cubes, enfin 8 dixièmes ou. 800 millièmes de centimètre cube, c'est-à dire 800 millimètres cubes. Le nombre s'énoncera donc: 24 hectom. cub., 507décam. cub. ,638m. cub., 75décim. cub.,9centim.cub., 800 mill. cub.
Les volumes suivants :
3 décimètres cubes ;
27 décam. cub., 349 centim. cub. ;
6 kilom. cub., 467 décam. cub., 8 ni. cub., 2700 centim. cub., s'écriront :
0,005m.cub.— 27000,000549 m. cub.— 6000467008,0027 m. cub.
176. Mesuuesde cAPAaTÉ. Pour mesurer les liquides et les grain?, on emploie comme unité principale le décimètre cube, auquel on donne le nom de litre.
Les multiples du litre sont : le décalitre^ Vhectolitrey le kilolitre, ou dix lilres, cent lilres, mille litres. Les subdivisions du lilrcsont : le décilitre, lecentilitrey ou la dixième, la centième partie du litre.
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Ces mesures sont des vases qui onl la forme cylindrique. Pour les liquides, la hauteur du vase est double du diamètre de la base. Pour. les grains, la hauleur égale le diamèire de la base.
Lekilolitre, qui vaut mille lilres ou mille décimètres cubes, n'est autre chose que le mètre cube. Le millilitre, qui est la millième partie du litre ou du décimètre cube, n'est autre chose que le centimètre cube.
Ainsi on dira : la capacité d'un vase est trois décalitres, cinq décilitres (30\ 5). — La capacité d'un tonneau est deux hectolitres, huit lilres (208').
Conformément aux dispositions de la loi du 18 germinal an m, chacune des mesures de capacité a son double et sa moitié.
177. Pour la mesure des bois de chauffage ou de charpente, on se sert du mètre cube, qui prend le nom de stère. Je résume dans un tableau les unités de volume.
Mètre cvbe. . . . kiMitre. . . stère.
Décimètre cube. . litre.
Centimètre cube., milliliire.
Millimètre cube. •
Poids,
178. L^unité fondamentale de poids est le gramme. Les multiples du gramme sentie décafjramrnej Vhectogramme^ le kilogramme^ ou dix, cent, mille grammes. Les subdivisions du gramme sont le décigramme^ le centigramme^ le milligramme j ou dixième, centième, millième partie du gramme.
Le kilogramme est le poids dans le vide d'un décimètre cube d'eau distillée, à la température de 4 degrés au-dessus de zéro du thermomètre centigrade. On s'est servi 'd'eau distillée, parce que l'eau distillée est parfaitement pure. On a choisi la température de 4 degrés au-dessus de zéro, parce
que le poids du même volume d*eau varie avec la tempéra* turc, et que c'est à la tcmpéralure de 4 degrés centigrades que ce poids est le plus grand. Enfin on a pris le poids dans le vide, parce que dans l'air les corps pèsent moins que dans le vide, cl que dans Tair le poids est variable suivant Tétat de lalmosphèrc.
L^élalon en platine déposé aux Archives le 4 messidor an VII donne, dans le vide, le poids légal du kilogramme.
Puisque le kilogramme est le poids d'un décimètre cube ou d'ua litre d'eau, le gramme est le poids d'un centimètre cube d'eau. Le kilolitre ou le mètre cube d'eau pèse mille kilogrammes. Le poids moyen de l'hectolitre de froment est de 75 kilogrammes.
Le gramme étant un poids très-petit, on rapporte dans le commerce les marchandises ordinaires au kilogramme. Ainsi on dit qu'un ballot pèse 15 kilograoames, 8 hectogrammes, et en écrit 15'',8.
Les fortes pesées s'évaluent au moyen du quintal métriquey ou cent kilogrammes. Pour évaluer le chargement des navires, on emploie une unité plus grande encore, le tonneau ou mille kilogrammes ; un vaisseau de cent tonneaux est un vaisseau capable de porter cent mille kilogrammes.
Conformément à la disposition de la loi du 18 germinal an llf , chacune des unités de poids a son double et sa moitié.
Monnaies.
179. Moisnaiesd'ai\ceist. D'après la loi du 18 germinal an III, qui a établi le système métrique en Fronce, Tunité de monnaie est le franc. Le franc est une picce du poids de 5 grammes, composée de neufparlies d'argent et d'une de cuivre.
Les subdivisions du franc sont le décime (dixième partie du franc) et le centime .{ceniième partie du franc). On ne désigne pas les multiples du franc d'une manière spéciale; on dit simplement : dix francs, cent francs, mille francs. '
Les pièces d'argent que fabrique aujourd'hui l'Étal en France sont : 1** la pièce de 1 franc; 2° celle de 2 francs; 3^ celle de 5 francs; 4* d'autre part, la pièce de un demi-
franc OU de cinquante centimes; 5"* la pièce de vingt centimes.
Toutes ces pièces d'argent étaient formées .avec un même alliage, composé de neuf parties d'argent pur et d'une partie de cuivre. Puisque la pièce de i franc pèse 5 grammes, la pièce de 5 francs pèse 5 fois plus ou 25 grammes ; la pièce de 50 centimes pèse 2*,5 ; celle de 20 centimes pèse 1 gramme.
Deux cents francs en pièces d'argent pèsent! kilogramme.
On n'a pas fabriqué les pièces d'argent en argent pur, parce que l'argent pur n'offrirait pas assez de durelé et de résistance au frottement. On appelle titre d'un alliage d'argent la quantité d'argent pur qui entre dans un gramme d'alliage. Jusqu'à ces derniers temps, toutes les pièces d'argent ont été fabriquées au titre de 9 dixièmes ou de 900 millièmes, suivant la prescription de la loi du 18 germinal an III ; mais une loi du 25 mai 1864 a autorisé la fabrication des pièces de 20 et de 50 oentimes au titre de 835 millièmes, et une loi plus récente du 27 juin 1866 a étendu cette dérogation aux pièces de 1 et de 2 francs ; de sorte que les pièces de 20 et de 50 centimes, de 1 et de 2 francs, fabriquées aujourd'hui par l'État, sont au titre de 855 millièmes. Les pièces de 5 francs restent au titre de 900 millièmes.
180. Monnaies d'or. L'État fabrique en France plusieurs pièces d'or; la pièce de 100 francs, celle de 50 francs* celle de 20 francs, celle de 10 francs et celle de 5 francs. Elles sont composées de neuf parties d'or pur et une partie de cuivre. On ne fabrique plus maintenant de pièces de 40 francs.
D'après la loi, la monnaie d'or a une valeur quinze fois et demie plus grande que celle d'argent, à poids égal ; il en résulte que la pièce de 20 francs pèse -~ grammes ou ^=6*,452. 155 pièces d'or de 20 francs pèsent 1 kilogramme.
181. Monnaies de bronze. Les nouvelles monnaies de bronze éont : la pièce de 10 centimes (il en faut 10 pour faire 1 franc) ; la pièce de 5 centimes, la pièce de 2 centimes et celle de 1 centime. Cette nouvelle monnaie quia remplacé l'ancienne monnaie de cuivre, est formée avec un alliage contenant 95 parties
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de cuivre pur, 4 d'étain et 1 de zinc. Elle a une valeur légale 20 fois moins grande que la monnaie d'argeni, à poids égal; ainsi la pièce de 5 centimes pèse 5 grammes, comme la pièce de 1 franc en argent ; la pièce de 1 centime pèse 1 gramme.
182. La loi accorde pour les pièces d'or ou d'argent une certaine tolérance sur le poids et aussi sur le titre. Pour les pièces d'argent de 5 francs, la tolérance sur le poids est les 3 millièmes du poids; c'est-à-dire que la différence entre le poids réel de la pièce et le poids normal 25 grammes ne doit pas dépasser les 5 millièmes de 25 grammes, ou 75 milligrammes; ainsi pour être acceptée et livrée à la circulation, la pièce d'argent de 5 francs doit avoir un poids au moins égal à 24,925 grammes. Pour les mêmes pièces, la tolérance sur le titre est 2 millièmes, c'est-à dire que ladifférenceenlrele titre réel et le titre normal 0,9 ne peut dépasser les deux millièmes de 0,9, ou 0,0018 ; ainsi le titre de la pièce ne peut être inférieur à 0,8982. La loi fixe aussi le diamètre des pièces.
Résumé. 11 est facile de comprendre maintenant les
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avanliigcs dû système métrique : 1° les unités principales, destinées ù la mesure des différentes espèces de grandeurs, dérivent toutes du mèlre d'une manière simple, et le mètre luimôme est lié à 1q grandeur du globe terrestre; 2"^ réchelle des unités qui se rapportent à une même espèce de grandeurs est en harmonie avec notre système de numération; de sorte qu'une grandeur quelconque s'exprime par un nombre décimal, et que les opérations à faire sur les quantités s'effectuent avec une grande rapidité.
Le système métrique est aujourd'hui en vigueur dans toute la France, en Belgique, en Hollande et en Italie; la Suisse a adopté ce système légèrement modifié ; il serait à désirer que les autres peuples de l'Europe Tadoplassent également. La nation française, lorsqu'elle préparait cette grande réforme, invita plusieurs fois les autres nations à se joindre à elle pour l'opérer en commun; les guerres de la Révolution et de l'Empire, des susceptibilités nationales mal entendues, firent échoue ' ce magnifique projet.
Anciennes mesures de France.
184. Longueurs. Avant l'établissement du système métrique, on employait en France comme unité principale de longueur le pied de Charlemagne ou pied-de-roi. Le pied se divisait en douze ponces^ le pouce en douze lignes. Six pieds formaient une toise.
Voici les valeurs des diverses unités comparées au mètre :
La toise vaut 1"S94904
Le pied.. . ,32484
Le pouce ,02707
La hgne ,002256
Il est facile de réduire en mètres une longueur exprimée en toises, pieds et pouces. Par exemple, pour réduire en mètres S toises 2 pieds 7 pouces, on multiplie la longueur de la toise par 3, celle du pied par 2, celle du pouce par 7 ; en additionnent, on trouve 6^,68628. Ordinairement on opère celle ré* duction au moven de tables construites à cet effet*
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185. Mesures agraires. La perche des eaux et forôls élail un carré de 22 pieds de côlé. Varpent deseaux et forôls était composé de 100 perches de 22 pieds.
La perche de Paris avait 18 pieds de côlé. L'îrpcnt de Paris contenait 100 perches de 18 pieds.
Hêtres tanês.
La perche des eaux et forêts vaut 51,07
L*arpeni des eaux et forêts 5107,20
La perche de Paris 34,19
L'arpent de Paris 3418,87
Les mesures agraires variaient d une province à l'autre.
Mes^iiEs DE CAPACITÉ. On employait pour mesurer les graines le selier qui se divisait en 12 boisseaux^ cl le boisseau en 16 Vitrons .
Liires.
Le sctier de Paris vaut 156
Le boisseau 13
Lelilron 0,8125
Pour la mesure des liquides, principalement pour les vins, on employait le muid^ considéré comme étant égal à 8 pieds cubes. Le muid se divisait en deux feuillettes^ la feuillette contenait 144 pintes.
I.ili'GS
Le niuid vaut 264
La pinte 0,91
Poids. L'unité de poids était la livre. La livre se divisait en 16 oncesj l'once en 8 gros^ le gros en 72 grains.
Grnmmas.
La livre vaut 489,51
L'once 50,59
Le gros. 3,82
Le grain 0.055
Monnaies. L'unité de monnaie était la livre tournois. Par une loi du 25 germinal an IV, la valeur de la livre tounois a été fixée à 99 centimes. La livre tournois se divisait en 20 sous, le sou en 4 liards ou en 12 deniers.
HÊTRES CODES
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Brasses des eartes nuurlaes.
France Brasse, b fieds i'^fiH
Angleterre Brasse (Fathom) 1 ,829
Hollande Brasse (Waâm) 1 ,883
Espagne Brasse (Bra%a) i ,696
Hesvres «iiglalses eomparées aax mesures françaises*
HBSUBES DE LOHGUEUR.
Inch, Pouce (~ du pied) 2,539954 centimètres.
Foot, Pied (| du yard) 3,0479449 décimèlres.
Yar(i impénal 0,91438348 mètre.
Fathom (2 yards) 1 ,82876606 mètre.
Foie ou perch (5 |- yards) 5,02911 mètres.
Furlong (220 yards) 201,16437 mètres.
Mile (1760 yards) 1609,3149 mètres.
Livre avoir dîipois (1000 grmm) . , . 453,592645 grammes
Quintal (112 livres) 50,802 kilogrammes.
Ton (20 quintaux) 1016,048 kilogrammes.
Il y a en Angleterre deux espèces de livres légales, Tune nommée Hure de troy, Tautre livre avoir dupois, La première est employée pour peser les matières d'or et d'argent.
Momiales.
^ (Souverain..
W souveram.
Couronne. .
I couronne. Argent. • { Florin. . . .
Schilling.. .
I schilling. .
Groat ou 4 pences.
JGroat ou 3 pences.
I Groat ou 2 pences.
Groat ou 1 pence.
Un acte du Parlement anglais de 1864 autorise l'emploi du système métrique.
Argent.
POfDS.
TITRE
POIDS
20 dollars 33«,435
10 dollars.. ........ 16 ,717
Or.. . .{ 5 dollars 8 ,358
2 I dollars 4 ,179
1 dollar i ,671
100 cents 26 ,729
ij cents 13 ,364
Argent. • ( ^ cents 6 ,682
Dime 2 ,672
I dime 1 ,536
TITRE
TALBOR.
id.
id.
id.
id.
id.
id.
id.
id.
■ollaiide.
La IfeHude a adopté le syslème métrique en 1820.
Le mètre s'appelle aune; le décimètre, palme; le centimètre, duin; le millimètre, streep. 1 aunes font une chaîne ou rœde; 1 000 aunes font un mUU.
Pour les liquides, le litre s'appelle kan; le décilitre, maatje; le centilitre, vingerhoed. 100 kan font une cuve ou tonneau*
Pour les graines, le litre s'appelle kop; le décilitre, maatje. 10 kop font un schepel; 100 kop font un mudde ou zak.
Le pond est le kilogramme, et se divise en parties décimales successives, nommées : ons, lood, wigtje^ korrel.
Les mesures françaises ont été adoptées, avec quelques mo* dtfications, dès 1810, dans le grand-duché de Bade.
Le pied vaut 0,3 mètre. Il se divise en 10 pouces^ 100 lignes^ 1000 points; 2 pieds font une aune; 6 pieds, une toise; 10 pieds, une perché. Le mille est de 8888 mètres, ou de 12 1 au degré.
V arpent est de 400 perches carrées.
La livre est de 500 grammes. Les divisions décimales portent les noms de zehnlingy caitass^ pfenning^ as. 10 livres iont un steiny 100 livres un quintal.
Un système uniforme a été adopté en 1826, pour tous les États prussiens.
Longueurs. Pied du Rhin^ 0,51385 mètre. Le pied se divise en 12 pouces. Vaune est de 25,5 pouces. La toise est de 6 pieds. Le ruthe (ou la perche) est de 12 pieds; la toise et le ruthe se divisent en parties décimales. Le mille est de 2000 ruthes et vaut 7532 mètres.
Mesures agraires. Mor^ende 180 ruthes carrés^ 25,52 ares4 Un huffe vaut 30 morgen.
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Mesures pour les liquides. Eimer^ 68,690 litres. L'eimer se divise en 2 anker^ et en 60 quarts ou maass. Vohm est de 2 eimer, Yoxhoftie 3 eimer. Le tonneau de bière contient 100 maass.
Mesures pour les grains. Scheffel^ 54,952 litres. Le tonneau contient 4 scheffeL Le scheffel se divise en 16 met%e et en 48 quarts.
Poids, livre de Cologne^ 467,702 grammes. La livre se di* vise en 32 loth et 128 quintin^ Le quintal est de 100 livres, le last maritime de 4000 livres.
Le pied vaut 0,2864 mètre. Il se subdivise en 10 pouces, 100 lignes, 1000 points. La toise vaut 6 pieds, la perche^ 10 pieds.
V arpent de Stuttgard vaut 47,28 ares.
Le fuder pour les liquides vaut 2140 litres. Il se divise en 6 ohm, 96 immi^ 960 maas^ et 3840 schopf.
Le scheffel des graines vaut 178,3 litres. D se divise en 8 immi^ 32 vierling ou unze^ 128 achtel^ 256 masslein.
La livre vaut 467,8 grammes. Elle se divise en 32 loth et I2i draclimes.
CHAPITRE VI
ProblèHies divers.
PROBLËBfE I. 48 mètres d'étoffes ont coûté 150 francs. Combien coûteront 60 mètres de la même étoffe ?
FuUque 48 mètres (Fétofft ont coûté 150 frana, un seul mitre coûtera
150'" 48 foU moins, soU -tô— ; ^ fnitres coûteront 60 fois plus qu'un mitre, soit
Problème II. 48 mètres 50 cent, d'étoffe ont coulé 157 francs 45 c. Combien coûteront 62 mètres 32 cent.?
Je cherche d^ abord le prix du mètre ; on sait que pour T obtenir il faut
aviser la somme payée 157',45 par la quantité d'étoffe achetée 48", 5; le
157,45 prix du mètre est donc .- ^ . Connaissant le prix du mètre, il eitfiicile
de calculer ce que coûtera une quantité quelconque d'étoffe ; il suffit de multiplier le prix du mètre par cette quantité (f étoffe. Ainsi 02",32 coûteront 157.45X02.52^^^3^
Pour abréger, on dispose le raisonnement de la manière suivaMe : 48-,5 coulent. . . . 157,45 4« 157,45 48,5
Dans le calcul, on a négligé les millièmes, ce qui donne le résultat a moins «Fun demi-centième près.
Problème III. On veut échanger 50 mètres d'un drap qui
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vaut 12 francs 75 c. le mètre, contre de la soie qui vaut 8 francs 50 c. le mètre. Quelle quantité de soie doit-on recevoir en échange?
ÏM valeur des 50 mètres de drap est 12,75x50. On obtiendra la quantité de soie qui a même valeur en divisant cette somme par le prix du mètre 8,50, ce qui donne
On a multiplié les deux termes de la fraction par 2, afin de remplacer 50 par 100, ce qui simplifie les calculs. Ainsi on devra recevoir 75 mètres de soie en échange.
Problême lY. Une locomotive, qui fait 6 lieues à Theure, a employé 10 heures pour parcourir une certaine distance. Combien d'heures emploierait la locomotive pour franchir la même distance, si elle faisait 8 lieues à l'heure ?
Puisque la locomotive parcourt 6 lieues dans une heure, elle a parcouru en 10 heures une distance dix fins plus grande, soit OxlOsôO lieues. Si maintenant la locomotive fiiit 8 lieues par heure, il lui faudra autant d'heures pour parcourir cette même distance que 8 lieues sont contenues de fitis dans 60 lieues. En divisant 60 par 8, on trouve pour quotient 7+^. Ainsi, avec la nouvelle vitesse, la locomotive emploiera 7 heures et demie ou 7 heures 30 mi' nutes pour parcourir la distance donnée.
Problème V. Une fontaine a mis 2^52"'46* à remplir un bassin d'une capacité de 7 mètres cubes, 46 décimètres cubes. Combien de temps me(tra-t-elle pour remplir un bassin d'une capacité de 12 mètres cubes, 620 décimètres cubes ?
Je réduis le temps en secondes; la fi>ntaine, en 10366 secondes, a rempli
le premier bassin, dont la capacité est de 7046 litres; elle donne donc eu
une seconde une quantité d'eau égale à .-,-- litre. La capacité du second
lUobo
bassin est de 12620 litres; autant de fois ce second bassin contiendra la
quantité d'eau versée en une seconde, autant de secondes la fontaine em^
ploiera pour la remplir. H fixut donc diviser 12620 par ■-,_^ , ce qui donne
conde.
= 18566 «eawMfe*=5fc9-26% en négligeant une fraction de se-
Problème VL Deux fontaines coulent dans un bassin ; la
première, coulant seule, remplit le bassin en 5 heures ; la seconde, coulant seule, en 7 heures. On demande combien de temps les deux fontaines, coulant ensemble, mettront pour remplir le bassin ?
Je prends pour unité de volume la capaeiié du bassin. La première fontaine^ remplissant le bassin en 5 heures, donne en une heure une quantité deau marquée par la ftactton |; la seconde, remplissant le bassin- en 7 heures, donne en une heure une quantité (feau marquée par la fraction f . Les deux fontaines, coulant ensemble, verseront en une heure une quantité (feau égale à i+i^ = i|. Autant le bassin contiendra de fois cette quantité d'eau versée en une heure, autant d'heures il faudra aux deux fontaines coulant ensemble pour remplir le bassin. Je divise donc 1 par ^, ce qui donne le quotient î|=2 heures-^-^.
Je réduis cette fraction d'heures en minutes : puisqu'une heure vaut 60 minutes, les }| étune heure valent les \^ de 60 minutes, ce qui fait ^^{^ =55". Dans l'exemple actuel, on aurait pu opérer immédiatement la conversion en mttllipliant les deux termes de la fraction par 5, ce qui fait j^ (w 55 minutes. Ainsi les deux fontaines coulant ensemble mettront 2 heures 55 minutes pour remplir le bassin.
Pboblème vu. Il faut 10 quintaux de foin pour nourrir 8 chevaux pendant 15 jours. Combien de foin faudra-t-il pour nourrir 1 3 chevaux pendant 20 jours ?
Je cherche d abord ce que mange un seul cheval en un jour. 8 chevaux en
i5 jours mangent 10 quintaux ou 1000 kilogr.; un cheval en 15 Jours mange
une quantité de pin 8 fois plus petite, soit — r~; un cheval en un jour mange
une quantité 15 fots plus petite, sott -r — j^.
Maintenant que l*on connaît ce que mange un cheval en un jour, si Von multiplie cette quantité par 13, on aura ce que mangent 13 chevaux en un jour; si l'on multiplie ensuite par 20, on aura ce que mangent 13 chevaux en 2,0 jours. Ainsi la quantité cherchée est, à moins d'un demi-kilogramme près,
1000xl5x20 _ 1000xl5x40 _ 150000 15000 _
Afin d'embrasser dun seul coup d'œil la suite des raisonnements, on les dispose en tableau de cette manière :
S chevaux en 15 jours mangent 1000 kilogr. de foin,
i . , . , en 1
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fJi
i« OA 1000x13x20 «,^^, 13. ... tf» 20 ixiS^"^ •
Problème YIIL Avec 28,5 k. de fil, on a fabriqué une pièce de toile ayant 120 mètres de longueur sur 1 mètre 25 cent, de largeur. Combien de mètres d'une toile semblable à la première, mais ayant 0,92 de largeur, pourrait-on fabriquer avec 40 k. de fil?
Tévàlue les largeun en eentimêtresy et je cherche cFab&rd quelle longueur on pourrait fabriquer avec un kilogramme de fil, si la toile n'avait qu'un centimètre de largeur. La première toile a 125 centimètres de largeur; si elle n'avait qu'un centimètre de largeur ^ avec la même quantité de fil on en aurait fabriqué une longueur 125 fois plus grande, soit 120x125. Pour avoir ce qu'on aurait fabriqué avec un seul kilogramme, il faut diviser cette quantité
par 28,5, ce qui donne — rr-r — .
Pour avoir ce qu'on fabriquerait avec 40 kilogrammes de fil, la largeur étant
toujours d'un centimètre, il faut multiplier cette dernière quantité par 40, ce
120x125x40 qui donne ^r^-r . Je suppose maintenant que la largeur de la toile
soit de 92 centimètres, la longueur deviendra 92 fois plus petite, soU
120x125x40 120X25X100 ooo- q a .r ^ • ^v .,
^^ ^^^ = — 5t3^23 — — 228-,8, à motns d^un demi-déctntètreprês.
Je dispose en tableau les raisonnements :
Avec 28\5 de fil, la largeur étant 125«", on fabrique 120
Intérêts simples.
Toute valeur s'appelle un capital; on évalue les capitaux au moyen de l'unité de monnaie, qui est le franc.
Lorsque le propriétaire d'un capital en cède la jouissance, il exige, en échange de cette jouissance, un bénéfice que Ton nomme intérêt; le taux de l'intérêt est c^ que rapporte le capital cent francs par an.
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Pour combattre l'usure, la loi en France a fixé un maximum du taux de Tintérèt ; ce maximum est 5 pour 100 par an dans les transactions ordinaires, 6 pour 100 dans le commerce. ^
Ordinairement l'intérêt d'un capital se paye chaque année et constitue une rente annuelle.
Problème I. Quelle est la rente produite par un capital de 12648 francs, placé à 5 pour 100 par an ?
PuUqve 100 fr, rapportent 5 fir. par an, le capital tm franc rapportera
100 foU nurinêf soitjj^^; le capital 12648 fir, rapportera 12648 foiepluê, soit
Problême IL Quelle est la rente produite par un capital de 687^50, placé à 4,25 pour 100 par an?
4 25 Puisque 100 francs rapportent 4,25 par an^ un franc rapporte 7^. Pour
avoir fint&ét d'un capital quelconque, il faut évidemment multiplier Vintérêt fun franc par ce capital. Le capital 687,50 rapportera donc
en négligeant les millièmes. Ainsi :
Règle L Pour calculer rintérêt annuel d'un capital donnée multipliez le capital par le taux et divisez par 100.
On divisera par 100 en reculant la virgule de deux rangs vers la gauche.
Problême III. Quel est l'intérêt de 12648 fr., placés à 5 pour 100 par an pendant 8 mois?
Vintérêt d*un an est — jjrr — . Puisque 8 mois sont les j? d*un an, Vintérèi
de 8 mois sera les r^ de Vintérêt tFun an, soit
On arrive au même résultat par une autre méthode, qui est souvent plus timple que la précédente :
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IrU&êi d'un an, l??H>l£ = 652,40.
L'intérêt de 6 mois est le | de l'intérêt d'un an 516,29
^ L'intérêt de 2 mois est le ^ de l'intérêt de 6 mois, 105,40
L'intérêt de ornais est la somme 421,60
PROW.ÈME IV. Quel est l'intérêt de 6875 fr., placés à 4,25 pour 100 par an pendant 90 jours?
7 ,^i,A> ^ ^aK . 6875X4,25 . Intérêt éCun an ou de^^h jours. . . . ^1 ' ,
d^unjottr AiM\^^Tat, >
Problême Y. Quel est le capital qui, placé à 5 pour 100 par an, produit une renfe de 854 fr.?
Pour avoirs fr. de rente, il faut un capital de 100 fr.; pour avoir un firanc
de rente, il faut un capital 5 fois plus petit, soit — •; pour avoir 854 fr. de
rente, il faut un capital 854 fois plus grand, soit
Problème VI. Quel est le capital qui, placé à 4,75 pour lOO par an, produit une rente de 342,60 ?
ÎM rente d'un capital quelconque est égale à l'intérêt d^un franc multiple
par le capital; réciproquement, si Von divise la rente par l'intérêt d'un franc,
4 75 on obtiendra le capital. Dans V exemple actuel, l'intérêt d'un franc est-^-ri\
le capital cherché égale donc
Règle II. Pour calculer le capital capable de produire une rente donnée ^ multipliez la rente par 100 et divisez par le taux de Vintérêt.
Problême VII. Quel est le capital qui, placé à 4,50 pour 100 par an, rapporte 500 fr. en 228 jours ? •
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Le capital un pranc, en 228 jourM, rapporte -— — ^zz- Vintérit^un capital
quelconque, pendant le même temps, est égal à V intérêt d'un ftanc multiplié par ce capital; donc on obtiendra le capital cherché en divisant 5Ù0 flr, par V intérêt ^un franc, ce qui fait
Problème YlII. A quel taux faut-il placer un capital de 5680 francs pour quMl produise une rente de 261,28?
Chercher le taux de Vintérêt, c'est chercher ce que rapportent 100 fr. en un an,
5680 fr. rapportent 261,28
// faut donc placer le capital à 4,60 pour 100 par an.
Règle IIL Pour calculer le taux de Vintérêt^ multipliez la rente par 100, et divisez par le capital.
PfiOBLÈME IX. Un capital de 6875 fr. a rapporté 72,05 en 90 jours. A quel taux était-il placé ?
Cherchons encore ce que rapportent 100 francs en un an, QSlbfr. en 9(^ Jours rapportent. . . . 72,05 ia. enmjours 72^0^5^
Problème X. Pendant combien de jours faut- il placer un capital de 6875 fr., à 4,25 pour 100 par an, pour qu'il rapporte 72,05?
RHiK ^ .s 6875x4,25 6875 en un an rapportent .^^ ,
Id. enunjour 40Ox5b5 '
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Autant de fois Vintérêl (fun Jour sera contenu dam 72,05, autant de jourt on aura, U nombre de jours cherché est donc égal à
Problême XL Trouver rintérêt d'un capital de 12648 fr, placé à intérêt simple à 5 pour 100 par an pendant 4 ans et 140 jours.
Habituellement, Pemprunteur paye chaque année Finiérôl du capital. S'il n'en est pas ainsi, si l'emprunteur ne paye rinlérèt qu'après un certain nombre d'années, on peut calculer l'intérêt total d'après deux conventions différentes. Ou bien on convient que le capital restera le même pendant toute la durée du placement, de sorte que l'intérêt de plusieurs années égale l'intérêt d'un an répété un certain nombre de fois : c'est là ce qu'on appelle intérêt simple. Ou bien à la fin de chaque année on ajoute au capital les intérêts de cette année, pour former un nouveau capital produisant intérêt pendant Tannée suivante. Ainsi à la fin de la première année, on ajoute au capital primitif les intérêts de cette première année, ce qui donne un nouveau capital produisant intérêt pendant la seconde année ; on ajoute à ce second capital les intérêts de la seconde année, ce qui donne un nouveau capital produisant intérêt pendant la troisième année, et ainsi de suite. De cette manière, le capital augmente d'année en année : c'est là ce qu'on appelle prendre les intérêts composés. Nous nous occuperons plus tard des questions qui se rapportent aux intérêts composés; nous nous bornons, pour le moment, aux intérêts simples.
Intérêt d'un an ^^^^^ = «32,40
Intérêt de 4 ans 632,40x4= 2529,60
Intérêt de 140 jours 652.40x140 ^ 242,56
Vmtérêt de 4 ans et 140 jours égale 2772,16
Problème Xll. Pendant combien de temps faut-il placer un
capital de 12648 fr., à intérèl simple à 5 pour 100 par an, pour qu'il produise 2772,16?
En un an le capital produit ■ ■ ■ ■ . Autant de foU rinlérêt d'un an
êera contenu dam 2772,16, auttmt d[annéèi nous aurons: Le temps cherché est donc
2772,16 XiOO .. 24256 12648x5 ""^""^ 63240*
Oit trouve 4 ans plus une praction éPannée.
On convertira cette fraction d'année en jours, en' la multipliant par 365, ce qui donne
— g5ljjp-=140;atfri.
Ainsi la durée du placement est 4 ans et 140 Jours.
Bcntes sm l'État.
La dette publique est de plusieurs sortes. Le quatre et demi pmrcent est un titre portant un capital nominal de 100 fr., et produisant 4,50 de rente. Le trois pour cent est un titre portant un capital nominal de 100 fr., et produisant 5 fr. de rente.
pRODLÈME XIIL Une personne achète du 4 et demi pour cent au cours de 95 fr. A quel taux place-t-elte son argent 7
Acheter tfti 4+ § pour cent au cours de 05 />*., c'est acheter pour 05 fir, um rente de 4,50. On dira donc, le capital 05 fir. produit une rente de 4,50
Ucapitaimflr.. ...... ^^^^^ = 4,737. ....
On place donc son argent à ^,1^1 pour cent par an.
Problème XI Y. Combien coûtent 500 francs de rente 5 pour cent, au cours de 70 fr.?
Z fir, de rente coûtent, . . . 70 />*.
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Problême XV. Si le 4 et demi pour cent est à 95 fr., quel devrait être le cours correspondant du 3 pour cent?
4,50 de renfe caiUerU 95 fr.
Escompte eommerclal.
Dans le commerce^ on appelle billet ou effet une obligation par laquelle un négociant s'engage à payer une certaine somme à une époque déterminée.
Il est clair que la valeur actuelle d'un billet est moindre que la somme inscrite sur le billet, laquelle n'est exigible qu'au jour de l'échéance. Lorsque le détenteur d'un billet veut l'échanger contre de l'argent comptant, il s'adresse ordinairement à un banquier, qui lui fait subir une retenue que l'on nomme escompte.
Le taux de l'escompte est la retenue que Ton fait subir à un billet de 100 francs payable dans un an. Ainsi, si le taux de l'escompte est de 6 pour cent par *an, le banquier fera subir à un billet de 100 francs payable dans un an une retenue de 6 francs ; en échange de ce billet, il donnera donc 94 francs comptant.
Problême XYI. Escompter à 5 pour 100 par an un billet de 3780 francs payable dans 90 jours.
Escompte de 100 flr. pour un an, , , , ^ flr,
A,«t7ftn 5x3780^
DX5OO
U banquier fera subir au billet une r&lênue de 46,60; U donnera donc en échange du billet une somme de 3733»40
Règle. Pour trouver V escompte commercial^ on opère comme si ron calculait Vintérêt de la somme inscrite sur le billet depuis le moment actuel jusquà r échéance.
FROBLltMES. ilty
Problême XVII. Trois négociants se sont associés : le premier a mis dans la société 12000 fr., le second 10500 fr., le troisième 7840 fr. A la fin de Tannée les bénéfices s'élèvent à 6375 fr. Partager ce bénéfice proportionnellement aux
mises.
Le capital social ou la somme des mises est de 30540 fr. Ce capital a pro^ duit un bénéfice de 6575 fr,; à une mise éfun franc il revient donc rrr-rr. //
suffU mainienaint, pour avoir la part de chaque associé^ de multiplier le bénéfice d'un franc par sa mise de fonds. Ainsi :
Part du i*'. HÎ52li?222=2521 42
- dtt2«. 6575X10500 ^^g
Il se présente ici une vérification; en additionnant les parts, on doit repro^ dttire le bénéfice total.
Problème XYIII. Trois associés ont fait un bénéfice de 1250 fr. Le premier a mis dans la société 3000 fr. pendant 6 mois, le second 4000 fr. pendant 8 moisi le troisième 2000 fr. pendant 10 mois. Partager le bénéfice proportionnellement au temps et au montant de chaque mise.
U premier a mis 5000 fr, pendant six mois; if est comme s'il avait mis 3000x6= 1)^000 fr, pendant un mois.
le second a mis 4000 fr. pendant 8 mois; c'est comme s'il avait mts 4000X 8 = 52000 fr. pendant un mis,
IjC troisième a mis 2000 fr. pendant 10 mois; c'est comme s'il avait mis 2(mx\0=1(mo fr. pendant un mois,
Jm question est ainsi ramenée au problème précédent. On peut supposer que les trois associés aient mis dafis la sociétét le premier 18000 fr.y le second 3S0OO, le troisième 20000 fr. pendant le même tempe t U faut répartir le bénéfice proportionnellement aux mises.
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Pari du i*' ___-=32l,43
Problème XIX. Deux personnes se sont associées pour exploiter une industrie nouvelle ; la première a apporté le brevet d'invention et 120000 fr., la seconde 180000. Les bénéfices de l'année s'élèvent à 30800 fr. Le premier associé prélève d'abord 20 pour 100 pour son invention, le reste est partagé proportionnellement aux misés. Quelle est la part de chacun?
Questions snr les mélanges et les nlUages.
Probi.ème L On mélange 80 litres de vin à 50"^ le litre avec 100 de vin à Z^ le litre. Quelle sera la valeur d'un litre du mélange ?
80 litres du l*» vin valent. . . . 0,50 X 80=40 fr.
100 litres du 2"'« vin valent. . . . 0,55x100 = 55
180 litres de mélange valent. . . 40+55 =75
1 litre de mélange vaut.. . . j=r^ = 0^,^11 , à un denû-milUème près.
Problème II. Dans quel rapport faut-il mélanger deux vins qui valent l'un 45"" le litre, l'autre 35^, afin d'obtenir un mélange valant 40' le litre?
f écris les prix de» deux vms à mélanger ^ et en regard à gauche le pr'm du mélange.
Je prends les différences entre le nombre 40 et les deux nombres 45 ei 35« et j'écris les différences ^etl en croix. Je dis gu*en mélangeant 7 litres du premier vin avec 5 litres du second, on formera le mélange demattdé. En effet, comme on vend le mélange 40*, chaque litrs du premier vin que Von introduit dans le mélange occasionne une perte de 5*; chaque lUredu second vin produit, au contraire, un gain del*. Si donc on tnélange 1 litres du pre^ mier vin avec 5 litres du second, il y aura, iFune part, une perle debxlf d'autre part un gain 7x 5. Za perte est égale au gain et le mélange vaut Hen 43« U tUre.
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0» Indique c^iiniiremenl la composition iTun mélange en indiquant tes
quant tl s (les substances mélangées qui entrent dans la cotnposition d'une unité
du mélange. Eii mélangeant 7 litres du premier vin avec 5 litres du second,
OH fait 12 litres dj mélange. Un litre du mélange est donc formé de
dn premier vin et de — du second
Problème lll. Combien faut-il mélanger de vin à 45*" le lilrtî cl de vin à 53^ pour former 150 lilres de mélange à 40®? 3 i *
Fm appliquant la règle précédente, on trouve que, pour former un litre du
tnéange^il faut prendre — du premier vin et j^ du second. Pour former 150
fitres de mélange, il faudra prendre des quantités 150 fois plus grandes^ ioit
Dufmn 14^ = 87,5
Du 2«^ vin f2<i^=62,5.
Problème IV. Combien faut-il mélanger de vin à 45'' le lilre avec 28 lilres de vin à 53% pour former un mélange à 40*^?
D'après la règle pratique, on forme le mélange demandé en mettant 7 litres du premier avec 5 litres du second.
Avec lUresdu second vin, il faut, mettre 7 litres du premier,
Avec 28 lilres da second vin. . , 12^ = 1^^ = 39,2.
Problème V. Combien faut-il mellrc d'eau dans 125 litres de vin à 50% pour que le prix du mélange s'abaisse à 42^?
On peut considérer teau comme di vin à 0% et alors la question se traite omme la précédente.
Dans 42 litres de vin, tl faut mettre 8 litrts d'eau,
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Problême YI. On forme le laiton en fondant ensemble 30 kilogrammes de zinc avec 70 de cuivre. Le kilogramme do cuivre valant 2^,'70, et le kilogramme de zinc 0,90, on demande le prix du kilogramme de laiton.
\]n kil. de laiton est composé de OS? de cuivre et de 0^,Z de zinc,
OS? de cuivre coûté. 2,?0x0;7 = l,89,
O^Zdezinc 0,90x0,3=0,27, ^
1'^ de laiton coûtera 2,16.
Pboblème VII. Le bronze des canons et des statues est formé de H parties d'élain et de 100 parties de cuivre. Combien uncanon pesant 1200'' contient-il de cuivre et d'étain?
Problème VIII. On obtienl le métal des cloches en fondant ensemble 110 kilogr. d'étain avec 390 de cuivre, 5 de zinc cl 4 de plomb. Quel poids de ces différents métaux faut-il melh e dans le creuset pour faire une cloche pesant 5000 kil. ?
Problème IX. On a fondu ensemble deux lingots d*argenl ; le premier, au litre 0,92, pèse 1240 grammes ; le second, au litre 0,80, pèse 786 gr. On demande le titre du lingot ainsi obtenu.
Les lingots d'argent contiennent ordinairement une petite quantité de cuivre. On appelle titre du lingot la quantité d'argent pur que renferme un gramme du lingot.
J^ premier lingot contient. . . 0,92x\U0 = i\¥i, 90 d'argent pur. ï^ second 0,80x 786= 628,80
U nouveau pèse 2026 gr. et contient 1769,60 d'argent.
1769 60 1 gr. du nouveau lingot contient ' =0,875 à un demi-millième prés.
Tel est le titre du nouveau lingot.
Problème X. On a deux lingots d'argent, Tun au titre 0,95, Tautre au titre 0,76. Dans quel rapport faut-il les allier pour former un lingot au titre de 0,90?
On traitera cette question comme une question de mélange* On écrira les
titres des deux lingots ^ et en regard le titre de V alliage ; puis on prendra les deux différences que Von écrira en croix.
7/ faut allier 14 gr, du premier lingot avec 5 gr. du second. En effets pour chaque gramme du premier lingot que Von met dans le creuset ^ il y a un excès de 0,05 d^ argent pur; pour chaque gramme du second lingot ^ il y a au contraire un déficit de 0,14 d: argent pur. Si on allie iAgr. du premier lingot avec 5 gr, du second, V excès et le déficit sont égaux ^ et Von obtient un nouveau lingot qui est exactement au titre 0,90.
Problème XI. Un lingot d'argent, au titre 0,94, pèse 3450 grammes. Combien faut-il ajouter de cuivre pour que le titre s'abaisse à 0,90?
le lingot contient 0,94x34?,0=5243 d'argent pur; pour que le titre
devienne 0,90, il faut que le lingot pèse ,T-Sn= 3603,35, On ajoutera donc
0, «Kl
153,33 de cuivre.
pROBLÊMK XII. Quelle est la valeur d'un kilogramme d'argent pur, au change des monnaies?
IjC titre des monnaies est 0,90. Im loi a fixé à 2 francs le prix de fabrication d'un kilogramme émargent monnayé. \ /
Un kilogramme d'argent monnayé ne renferme que 900 grammes d'argent pur; ces 900 grammes valent, non pas 200 francs, puisqu'il y a ^ f¥ancs de /
frais de fabricaHùn^ mais 198 fr. Un kilogramme d'argent pur vaut donc 108x1000 _„ .. ' / J
= 220 fr. /
Problême XIII. Quelle est la valeur d'un kilogramme d'or pur, au change des monnaies ?
iï après la loiy la monnaie d^or a une valeur 15 fois et demie plus grande que la monnaie (Vargent^ à poids éaal. Le prix de fabrication du kilogramme de monnaie d'or a d'ailleurs été fixé à 6 fr.
Un kilogramme d'or momiayé ne renferme que 900 grammes d'or pur^ qui mient 200x15,5—6=3094 fratics. Un kilogramme d'or pur vaut donc 3094x1000 ,,,^, ^^ 9ÔÔ-=^^^''^-
Problème XIV. On demande à quelle valeur s'élève la tolérance des poids sur les différentes pièces d'argent.
ICO !,lYi;E ir. — CIlAPlTiŒ VI.
Phodlème XV. On demande a quelle valeur s élève la tolérance du poids sur les différenles pièces d'or.
Pkob!.èm<: XVI. On demande à quelle valeur s'élève la tolérance du litre pour les pièces d'or et d'argent.
On demande quelle est la plus grande et la plus petite valeur que puissenlavoir les pièces d'or et d'argent, en tenant compte de la tolérance du poids et du titre.
Problème XVII. Combien payerait-on, au change des monnaies, un vase d'argent au premier litre, pesant 475 grammes?
La loi ne recon ait que deux titres pour les ouvrages d^ argent. ïx premier litre est de 0,950, te second 0,800. Elle tolère 5 millièmes d'erreur.
Problème XVIII. Combien payerait-on, au change des monnaies, un vase d'or au troisième titre, pesant 475 grammes?
La loi reconnaît troia titres pour tes ouvrages d'or. 1^ premier tit c est OfO'2 Je second, Oj^iO, le troisième, 0,7L0. Elle tolère Z millièmes d'erreur.
LIVUE IV
CHAPITRE PREMIER
CABBÉS ET BitClNKS CARRÉFSi
Carrés.
186. On appelle puissance d'un nombre le produit de plusieurs facteurs égaux à ce nombre, el, pour simpliPier la nota- ; tien, on indique par un exposant le nombre des facteurs. La seconde puissance, ou le produit de deux facteurs égaux, porte le nom spécial de carré^ parce que le nombre d'unités de surface contenues dans la figure géométrique nommée carré est égal à la seconde puissance du nombre d'unités de longueur contenues dans le côté de !a figure. Je rappelle, en effet, la manière dont j'ai fait voir, dans le système métrique, que le décamètre carré vaut cent mètres carrés (n° 17i). Je conçois un carré dont le côté ait 5 mètres de longueur : on peut décomposer ce carré en cinq bandes renfermant chacune cinq petits carrés ou 5 mètres carrés, et la figure entière contient 5 fois 5 ou 5* mètres carrés.
Ainsi on appelle carré d^un nombre le produit de ce nombre multiplié par lui-même. Les carrés des nombres entiers consécutifs forment les nombres carrés.
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187. Théorème I. On élève au carré V unité suivie d'uu certain nombre de zéros, en doublant le nombre des zéros Ainsi les carrés de 10, 100, 1000,.... sont 100,10000, 1000000, ...
188. Théorème IL On élève au carré le produit de plusieurs facteurs y en élevant séparément chaque facteur au carré. Par exemple
Corollaire. Pour élever au carré un nombre entier terminé i par des zéros, on peut négliger d^ abord les zéros, puis en ajouter
un nombre double à la suite du résultat. En effet :
(70)'=(7xl0)*=7*Xl0* = 49xl00 = 4900.
189. Théorème III. On élève au carré le produit de plusieurs nombres affectés d* exposants quelconques, en doublant tous les exposants. Ainsi
(5'xi^*)'=(5'x8*)x(5'x8») = 5'x8*x5'x8*=:5«x8*,
190. Théorème IY. On élève une fraction au carré, \ en élevant au carré chaque terme séparément. En effet :
Pour élever au carré un nombre fractionnaire, on le met d'abord sous forme de fraction.
Corollaire. Le carré d'une fraction ordinaire irréductible est une fraction irréductible dont les deux termes sont des nombres carrés. En élevant au carré la fraction irréductible |f , on forme une fraction ^\, qui est aussi irréductible ; car lorsque deux-nombres, 10 et 21, sont premiers entre eux, leurs carrés sont aussi premiers entre eux (n°98). De plus, les deux termes de la nouvelle fraction sont des nombres carrés.
CARRÉS
191. Remarque. Le carré d'un nombre plus grand que Tunilé est plus grand que ce nombre ; car, le multiplicateur étant plus grand que l'unité, le produit est plus grand que le multiplicande.
Au contraire, le carré d'un nombre plus petit que Tunilé est plus petit que ce nombre.
Lorsqu'un nombre augmente, son carré augmente; car les deux facteurs du produit augmentant, il est clair que le produit augmente. Lorsqu'un nombre diminue, son carré diminue.
192. Théorème Y. Lorsqu^un nombre entier n'est pas un nombre carré j il n^ existe pas de nombre fractionnaire çui, élevé au carréy reproduise ce nombre entier.
Soit un nombre entier 28 non carré; ce nombre est compris entre les deux carrés consécutifs 25 et 36. Il n'existe pas de nombre entier qui, élevé au carré, reproduise 28 ; le nombre 5 donne un carré trop petit, le nombre 6 un carré trop grand. Mais n'existe-t-il pas entre 5 et 6 un nombre fractionnaire dont le carré reproduise exactement le nombre 28 ? Je suppose que le nombre 5 plus une fraction irréductible j jouisse de cette propriété; en mettant ce nombre fractionnaire sous forme de fraction, là fraction ~ ainsi obtenue est aussi irréductible ; car si on pouvait la simplifier, en extrayant les entiers, on retrouverait 5 plus une fraction égale à la fraction irréductible ~ et plus simple que celle-ci, ce qui est impossible. Le carré de la fraction irréductible ~ est aussi une fraction irréductible ^; donc ce carré ne peut être égal à un nombre entier 28.
193. Théorème VI. Lorsque les deux termes d'une fraction ordinaire irréductible ne sont pas des nombres carrés^ il n^ existe pas de fraction qui^ élevée au carréy reproduise exactement la fraction proposée.
Soit, par exemple, la fraction -J-f dont le numérateur ij est pas un nombre carré. Je veux démontrer que cette fraction ne peut être égale au carré d'une fraction, que je supposerai
rùduitc à sa plus simple expression, el que je représenterai par
r. Le carré de la fraction r est une fraction irréductibc 71.
a* 20 Mais deux fractions irréduclibles ri, 75» "® peuvent ôlrc
ùg:iles que si elles sont formées des mômes nombres (n* li7) ; il faudrait donc que 20 fût égal à «*, ce qui est impossible, puiscpie 20 n'est pas un nombre carré.
194. Théorème VII. Le carré de la somme de deux nombres égale le carré du premier nombre^ plus deux fuis le produit du premier par le second^ plus le carré du second.
Soit à élever la somme 7-1-5 au carré; il faut niulliplier 7-1-5 par 7 4-5. En multipliant d'abord par 7 chacune des parties du multiplicande, j'obtiens le carré de 7 et le produit 5x7. En multipliant ensuite'par 5, j'obtiens le produit 7x5 et le carré de 5. En définitive le carré de 7 + 5 égale le carré de 7, plus deux fois le produit de 7 par 5, plus le carré de 5.
195. Corollaire I. La différence entre les carrés de deux nombres entiers consécutifs égale deux fois le plus petit nombre, plus un. Ainsi :
8*=(7-Hl)' = 7*4-7x2-Hl.
Quand on connaît un carré, il est facile d'aprcs cela de former le carré suivant. Par exemple, pour avoir le carré de H , il suffit au carré de 10 ou à 100 d'ajouter deux fois 10 plus 1 ou 21, ce qui donne 121.
196. Corollaire II. Lorsqu'on nombre entier, comme 68^ contient plusieurs chiffres, on peut le considérer comme une somme de deux nombres, les dizaines 60, et les unités 8 ;
RAC(NF: CARRliË. 18:>
alors son carré contient trois parlics, le carré des dizaines, le double produit des dizaines par les unités, le carré des unités. La première partie 00* ou 6* xlO* exprime un nombre de centaines marqué pare*; la seconde partie 60x8x2, ou 6x8x2x10, exprime un nombre de dizaines marque par 6x8x2; enfin la troisième partie 8* exprime des unités.
Cette décomposition permet souvent d'élever un nombre entier au carré avec une grande rapidité. Soit à former le carré de 15. La premièie partie est 100, la secondé 100, et la troisième 25 ; en tout 225.
197. C0R0LÎ.AIRE III. Un nombre entier, terminé par l'un des chiffres 2, 3, 7, 8, n'est pas un nombre carré.
Et en effet, dans le carré d'un nombre entier, le chiffre des unités provient du carré du chiffre des unités, et les carrés des neuf premiers nombres sont terminés par les chiffres 1 , 4, 9, 6, 5.
Extraction de la racine carrée deii nombres entiers.
198. On appelle racine carrée d'un nombre un nombre qui, élevé au carré, reproduit le nombre proposé. La racine carrée de 64 est 8, puisque le carré de 8 est 64. On désigne la racine
carrée par le signe yj . Ainsi v'64=8.
199. On donne un nombre entier. Si c'est un nombre carré, on cherchera sa racine ; si ce n'est pas un nombre carré, on se bornera pour le moment à chercher la racine dn plus grand carré contenu dans le nombre proposé. L'excès du nombre proposé sur le plus grand carré qu'il renferme s appelle reste.
Si le nembre donné est plus petit que 100, comme on sait par cœur les carrés des neuf premiers nombres, on trouve de suite le résultat. Soit, par exemple,- le nombre 45 ; le plus grand carré contenu dans ce nombre est 56, dont là racine est 6, et l'on a un reste 9.
I8£ LIVRE IV. — HHAPITHE l.
Je considère maintenant un nombre plus grand que 100, par exemple 4587.
Le plus grand carré contenu dans ce nombre étant au moins égal à 100, la racine cherchée est au moins égale à 10; elle se compose donc d'un chiffre des unités et d'un certain nombre de dizaines. Le nombre proposé contient le carré de la racine, plus le reste ; or, le carré de la racine, d'après ce qui a été dit, est formé de trois parties : le carré des dizaines, le double produit des dizaines par les unités, le carré des unités. La première partie, le carré des dizaines, exprimant des centaines, doit être contenue dans les 45 centaines du nombre proposé ; je vais démontrer ce théorème général : La racine du plus grand carré contenu dans les centaines ffun nombre exprime les dizaiiies de la racine de ce nombre.
Le nombre 45 est compris entre les deux carrés consécutifs 36 et 49, carrés de 6 et de 7. Le nombre proposé 4587 contient donc 30 centaines ou le carré de 60; il ne contient pas 49 centaines ou le carré de 70. Il en résulte que la racine cherchée est ou 60, ou un nombre plus grand que 60, mais plus petit que 70 ; en un mot, le chiffre des dizaines de la racine est 6.
On connaît les dizaines de la racine ; si du nombre proposé on retranche le carré des dizaines 3600, le reste 987 ne renferme plus que les deux autres parties du carré, savoir : le double produit des dizaines par les unités, ou le produit de 12 dizaines par le chiffre des unités, et le carré des unités. La première partie, exprimant des dizaines, est contenue dans les 98 dizaines ; mais ce produit n'est pas nécessairement le plus grand multiple de 12 contenu dans 98; car 98 contient en outre les dizaines de retenue fournies par le carré des unités et par le reste. En divisant 98 par 12, on trouve 8 pour quotient ; le chiffre des unités est donc 8 ou un chiffre plus
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petit. J'essaye 8; pour cela j'écris 8 à la droite de 12, et j<; multiplie le nombre 128, ainsi formé, par 8 ; le produit 1024 se compose du produit de 12 dizaines par 8, c'est-à-dire du double produit des dizaines par les unités, et en outre du produit de 8 par 8, c'est à-dire du carré des unitt^s. Or la somme de ces deux parties doit être contenue dans 987 ; puisque 1024 est plus grand que 987, on en conclut que le chiffre 8 est trop fort. J'essaye 7 de la même manière, en multipliant 127 par 7 ; le produit 889 étant contenu dans 987, le chiffre 7 est bon ; c'est bien le chiffre des unités de la racine. Ainsi la racine du plus grand carré contenu dans le nombre 4587 est 67, et il y a un reste 98.
200. Soit encore à extraire la racine du plus grand carré contenu dans le nombre 458732.
On raisonnera comme précédemment : ce nombre étant plus grand que 100, la racine est égale ou supérieure à 10, et par conséquent se compose d'un chiffre des unités et d'un certain nombre de dizaines. En vertu du théorème démontré, on obtiendra les dizaines de la racine en extrayant la racine du plus grand carré contenu dans les 4587 centaines.
Je reprends d'ailleurs la démonstration du théorème, afin d'en bien faire comprendre la généralité. Je désigne par a la racine du plus grand carré contenu dans les centaines du nombre proposé ; ce nombre contient a* centaines, ou-le carré de a dizaines ; il ne contient pas (a -f- 1 )* centaines, ou le carré de a-hl dizaines. Donc la racine cherchée est ou a dizaines, ou un nombre plus grand que a dizaines, mais plus petit que a-f-1 dizaines. En un mot, a exprime exactement le nombre des dizaines de la racine.
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Il s'agit donc d'extraire la racine du plus grand carre contenu dans le nombre 4587. Ce nombre étant plus grand que 100, la racine est égale ou supérieure à 10, et par conséquent se compose d'un chiffre des unités et d'un certain nombre ('î dizaines. On obtiendra les dizaines de la racine en extrayant la racine du plus grand pan é contenu dans les 45 centaines. En répétant les raisonnements du numéro précédent, on trouve que 67 est la racine du plus grand carré conlenu dans le nombre 4587, et qu'il y a un reste 98. Ainsi la racine du nombre 458752 se compose de 67 dizaines et d'un chiffre des unités que je vais déterminer.
Si du nombre proposé on retranche le carré des 67 dizaines, il reste 98 centaines, qui, ajoutées aux 32 unités, donnent 9832. Ce nombre renferme le double produit des dizaines par les unités; on divisera donc 983 par le double de 67 ou par 134, ce qui donne pour quotient 7. Le chiffre des unités est ou 7 ou un chiffre plus petit. On essayera 7, en écrivant 7 ù la droite de 134 et multipliant 1347 par 7 ; le produit 9429 étant plus petit que 9832, le chiffre 7 est bon. Ainsi la racine cherchée est 677, et il y a un reste 403.
De ce qui précède on conclut :
Règle. PoMf extraire la racine carrée du plus (jraml carré contenu dans un nombre entier j on partage ce nompre en tranches de deux cinffres à partir de la droite, la dernière tranche à gauche pouvant d'ailleurs ne renfermer qxiun chiffre. On extrait la racine du plus grand carré contenu dans la première tranche à gauche^ ce qui donne le premier chiffre de gauche de la racine cherchée. On retranche ce plus grand carré de la première tranche^ et à la droite du reste on abaisse la tranche suivante ; on sépare le premier chiffre de droite, et on divise le nombre ainsi formé par le double du chiffre déjà obtenu à la racine; le quotient est le second chiffre de la racine ou un chiffre trop fort. On essaye ce chiffre en l'écrivant à la droite du double du premier chiffre^ multipliant le nombre ainsi formé par le chiffre que Von essaye^ et retranchant ce produit du nombre obtenu par rabaissement de la seconde tranche. Si la soustrac-
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lion estpossiblej le chiffre essayé est bon; si elle n^est pas possible ^ ce chiffre est trop fort^ et alors on essaye le chiffre inférieur (rime unité. Quand on a trouvé le second chiffre de la racine^ à la droite du reste on abaissa la tranche suivante^ on sépare le premier chiffre de droite, et on divise le nombre ainsi formé par le double de la partie déjà obtenue à la racine. On continue de cette manière jusqu à ce quon ait abaissé toutes les tranches.
Quanti on effectue les soustractions en même temps que les multiplications, on dispose l'opération de cette manière :
J'apjliquc la .règle à l'exemple suivant :
On voit qu'il y a autant de chiffres à la racine qu'il y a de franches dans le nombre proposé.
PuKuvE. Si Ton élève au carré la racine trouvée et si Ton ajoute le resle, on doit retrouver le nombre donné.
REUARQUFS.
201. RemxVRqueJ. Soit à extraire la racine du plus grand carré contenu dans le nombre 237.
En appliquant la règle précédente, après avoir déterminé le premier chiffre 1 de la racine, on divise 13 par le double des dizaines 2, ce qui donne 6 pour quotient; le chiffre des unilés est 6 ou un chiffre plus petit. Je divise ce même nombre 13 par le double des dizaines plus 1, c'est-à-dire par 3, je trouve 4 pour quolient; je dis que le chiffre des unités de la racine est 4 ou un chiffre plus grand. En effet, le nombre i 57, contenant le produit 30x4, contient à plus forte raison le produit plus petit 24x4; le carré de 14 est donc contenu dans le nombre proposé, et par conséquent la racine cherchée est 14 ou un nombre plus grand. J'essaye 4; pour cela, de 137 je retranche 24x4, il reste 41 ; le nombre proposé contient le carré de 14 plus 41. On sait que le carré de 15 égale le carré de 14, plus deux fois 14, plus 1, et par conséquent égale le carré de 1 4 plus 29 ; le resle 41 étant plus grand que 29, le nombre proposé contient le'carré de 15. Le chiffre 4 est donc trop faible ; j*essaye 5 ; pour cela, de 41 je retranche 29, il reste 12 ; le nombre proposé égale le carré de 15, plus 12 ; ce nouveau reste étant plus petit que deux fois 15, plus 1 , le nombre proposé ne contient pas le carré de 16. Le plus grand carré conlenu dans le nombre proposé est donc le carré de 15; la racine cherchée est 15, et il reste 12.
Ainsi, lorsqu*on a trouvé un ou plusieurs chiffres de la racine et quà la droite du reste on a abaisse la tranche suivante et séparé le premier chiffre ^ si Ion divise le nombre ainsi formé par le double de la partie déjà trouvée à la racine^ plus 1 , le quotient est le chiffre suivant de la racine, ou un chiffre trop faible. On essaye ce chiffre en récrivant à la droite du double de la première partie^ multipliant le nombre ainsi formé par le chiffre que Von essaye et retranchant ce produit du nombre obtenupar l'abaissement de la seconde tranche. Si le reste est plus petit que le double du nombre obtenu à la racine en prenant le chiffre queVon essaye^ ce double étant augmenté de 1 , ce chiffre est bon. Si le reste est égal ou supérieur ^ le chiffre essayé est trop faible, et alors on essaye le chiffre supérieur d^une unité; pour cela^ on retranche du reste précédent ce double plus 1 .
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202. Rebiarque II. En combintint les deux méthodes, c'està-dire en divisant le nombre séparé par le double de la partie obtenue à la racine ou par ce double plus un, on obtient deux quotients qui comprennent entre eux le chiffre cherché. Prc nons un exemple :
25 o2G 5oJ8
Le premier chiffre de la racine csl 1 . En divisant 17 par 2 ou par «1, on trouve les quotients 8 ou 5 ; le second chiffre est Tun des quatre nombres 5, 6, 7, 8. J'essaye 5; le reste 53 étant plus grand que 31 , le chiffre 5 est trop faible. De 53 je retranche 31, le nouveau reste 22 étant plus petit que 33, le chiffre 6 est bon. En divisant 225 par 32 et par 33, on trouve les quotients 7 et*6 ; le troisième chilfre de la racine est 6 ou 7. J'essaye 6 ; le reste 294 étant plus petit que 333, le chiffre 6 est bon. En divisant 2942 par 332 et par 333, on trouve le même quotient 8 ; le quatrième chiffre de la racine est 8 sans ambiguïté.
203. Remaiîquc m. A mesure qu'on avance dans l'opération, l'incertitude se restreint de plus en plus ; car, à partir du second chiffre de là racine, ou môme à partir du premier, si ce premier est égal ou supérieur à 5, les deux divisions, par ksquelles on détermine chacun des chiffres suivants, donnent le même nombre entier ou deux nombres entiers consécutifs. En effet, dans Texemple précédent, pour déterminer le troisième chiffre de la racine, on a divisé 225 par 32 ou par 33, Je prends la différence des deux quotients complets :
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Le second quotient complet ^,^ est nécessairement plus pelit que 10; d'autre part, le dénominateur 32, double d'un nombre de deux chiffres, est plus grand que 10 ; donc la différence des deux quotienis complets est plus petite que l'unité, et par conséquent ces deux quotienis sont compris entre deux nombres entiers consécutifs, ou bien ils comprennent entre eux un seul nombre entier. Dans le premier cas, les parties entières des deux quotients sont les mômes, et l'on a le chiffre de la racine sans ambiguïté; dans le second cas, les parties entières sont deux nombres enliers consécutifs : il y a incertitude entre ces deux nombres seulement ; un essai décidera.
Dans le calcul du quatrième chiffre de la racine, la différence des deux quotients complets étant plus petite que ~, il est très-probable que ces deux quotients offriront la même partie entière, et que par conséquent on aura le quatrième chiffre sans ambiguïté.
Lorsque le premier chiffre de la racine est égal ou supérieur à 5, la même propriété se manifeste déjà dans le calcul du second chiffre ; car, dans ce cas, la différence des quotients complets est, même pour le second chiffre, plus petite que Tunité.
Ainsi, quand on calcule une racine carrée^ à partir du second chiffre j ou même à partir du premier si ce premier est égal ou supérieur à 5, mi seul essai auplu^ suffira pour déterminer chacun des chiffres suivants.
Racines earrées Incomiiieiisaralilett.
204. Nous avons VU (n° 192) que, lorsqu'un nombre entier, comme 28, n'est pas un nombre carré, il n'existe pas de nombre fractionnaire qui, élevé au carré, reproduise exactement ce nombre. Mais on peut trouver deux nombres fraetionnaîrcs qui diffèrent entre eux aussi peu qu'on veut, et dont les carrés comprennent le nombre donné, c'est-à-dire soient, l'un plus petit, Tautre plus grand que ce nombre.
Proposons-nous, par exemple, de déterminer deux nombres, qui ne difièrent entre eux que de ^, et dont les carri s
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comprennent le nombre 28. Pour cela, je mets ce nombre sous la forme
En extrayant la racine du plus grand carré contenu dans 4032, on trouve que ce nombre est compris entre les carrés des deux nombres entiers consécutifs 63 et 64. Je compare maintenant les trois fractions
65^ 4032 ôi].
k dénominateur est le même, le numérateur de la seconde
fraction est compris entre les numérateurs des deux autres;
donc la première fraction est elle-même comprise entre les
deux autres. Ainsi les carrés des deux nombres fractionnaires
fl cl f^, qui ne diffèrent entre eux que de ^i^ comprennent
le nombre donné 28.
En général, si Ton met le nombre donné Â sous la forme
Axu
— - — (n étant un nombre entier quelconque), et si Ion extrait
la racine du plus grand carré contenu daiis le produit A xn',
on trouve deux nombres fractionnaires - et , qui ne
diffèrent entre eux que de -, etdont les carrés comprennent A.
Comme le nombre n peut être pris aussi grand qu on veut, les deux nombres fractionnaires, dont les carrés comprennent le nombre donné, différeront aussi peu qu'on voudra.
Chacun des nombres fractionnaires - et , qui diffèrent
enlre eux aussi peu qu'on veut et dont les carrés comprennent
A, est ce que Ton appelle la racine carrée de A; on le désigne
par le symbole y' A.
205. Il est aisé de voir que le nombre fractionnaire désigna par }fX est un nombre incommensurable, c'est-à-dire qu'il
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peut représenter une grandeur incommensurable avec une approximation aussi grande qu on veut (n"" 138).
En effet, si Ton considère les nombres dont les carrés sont inférieurs à A, ceux dont les carres sont supérieurs à A, et si i on suppose que ces nombres représentent des grandeurs de même espèce, on a deux séries de grandeurs commensurables, telles que les grandeurs de la première série sont plus petites que celles de la seconde série, et que la différence entre une grandeur de la première série et une de la seconde peut être rendue aussi petite qu'on veut; il existe donc entre les deux séries de grandeurs commensurables une grandeur incommensurable unique et déterminée que Ton peut regarder comme la limite commune des deux séries de grandeurs commensurables. Puisque cette grandeur est comprise entre.
les deux grandeurs - et , elle diffère de chacune d'elles
d'une quantité plus petite que -, et par conséquent elle est
exprimée par Tun ou l'autre des deux nombres - et avec
une erreur moindre que -; en un mot, la grandeur incommensurable est représentée par le nombre incommensurable v/ÂI
206. On peut prendre le nombre n assez grand, non-seulement pour que les nombres - et diffèrent entre eux
aussi peu qu'on voudra, mais encore pour que leurs carrés eux-mêmes diffèrent entre eux aussi peu qu'on voudra. En effet ces deux carrés ont pour différence
Le numérateur étant plus jpetit que 2a-f-2, c'est-à-dire que
(a-f-l)x2 ; cette différence est moindre que , ou
a4-l 2 que • x-« Supposons quUl s'agisse du nombre 28, com-
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pris entre 5' et 6', la quantité est au plus égale à 6 ; par
conséquent la différence des carrés est moindre que 6 X - ou
que — ; on pourra donc prendre n assez grand pour que cette
différence soit moindre qu'une quantité donnée .si petite qu'elle
soit. Aussi les carrés des nombres fractionnaires - et ,
diffèrent entre eux, et par suite du nombrQ A qu'ils comprennent, aussi peu qu'on voudra.
Il résulte de là que le carré du nombre fractionnaire variable désigné par ^T, sans être rigoureusement égal à A, en diffère aussi peu qu'on veut ; c'est là une sorte d'égalité par approximation indéfinie qu'on ne distingue pas en mathématiques de Tégalité absolue.
REMARQUE
207. Quand on a extrait la racine carrée du plus grand carré contenu dans un nombre entier, on connaît deux nombres entiers consécutifs, entre lesquels est comprise la racine du nombre proposé. Il est aisé devoir, à l'inspection du resle, duquel de ces deux nombres elle est le plus rapprochée.
Soit, par exemple, le nombre 28, dont la racine est comprise entre 5 et 6 ; ce nombre contient le carré de 5, plus le reste 3. Formons le carré de 5-f-{ ; ce carré, d'après ce qui a été dit, comprend trois parties : le carré de 5 ou 25; le double produit de 5 par |, c'est-à-dire 5; enfin le carré de J, ou J. Ainsi le carré de 5h-^ surpasse le carré de 5 de 5-1- y. En général, quand on ajoute une demi-unité à un nombre, son carré augmente du nombre lui-même plus un quart. Si donc le reste est égal ou inférieur à la partie entière de la racine, la partie fractionnaire sera moindre qu'une demi-unité. C'est ce qui a lieu dans l'exemple actuel : le reste 3 étant inférieur à 5, la racine est plus petite que 5-f-5; on prendra 5 par défaut, à moins d'une demi-unité près.
Mais si le reste est plus grand que la partie entière de la racine, la partie fi actionnaire sera plus grande qu*unc demir.nité. Par exemple, le nombre 32 contient le carré de 5, plus le reste 7; ce reste élant supérieur à 5, la racine csl plus grande que 5-l-î; elle est comprise entre 5 -h î et 6 ; on prendra 6 par excès, à moins d'une demi-unité.
Ainsi, dans l'extraction des racines, on aura soin de forcer le dernier chiffre, quand le reste sera plus grand que la racine^ trouvée.
Baelne carrée des ffraetioiis ordcRalres*
208. Si les deux termes de la fraction sont des nombres carrés, on obtient la racine carrée de la fraction en extrayant la racine carrée de ses deux termes. Ainsi la racine carrée de la fraction H est f , puisque le carré de la fraclion | est égal à H.
Lorsque les deux termes de la fraction proposée, que Ton peut toujours supposer réduite à sa plus simple expression, ne sont pas des nombres carrés, on a démonlré (n° 193) qu'il n'e.xislepas de fraclion qui, élevée au carré, reproduise exactement la fraclion proposée. Mais on peul trouver une fraclion dont le carré diffère infiniment peu de la fraclion donnée.
Lorsque le dénominateur de la fraction est un nombre carré, si Ton extrait la racine du plus grand carré conlenu dans le numérateur, on obtient immédiatement deux fractions dont les carrés comprennent la fraction proposée. Soit, par exemple, la fraction J-|; le numérateur étant compris entre 5' et 6*, les carrés des deux fractions f et f comprennent la fraclion proposée ||.
Si le dénominateur de la fraction proposée n'est pas un nombre carré, on le rendra tel en multipliant les deux termes de la fraction par le dénominateur. Soit la fraction y; en multipliant ses deux termes par 7, on la met sous la forme fj, et on est ramené au cas précédent.
Je me propose maintenant de déterminer deux frac
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lions qui diffèrent de -, et dont les carrés comprennent la
fraction proposée ~. Afin de fixer les idées, je prends y^ poui différence; je mets la fraction proposée sous la forme
AxiV 576 -. 2
7"~7x1ii*"~ 12* ""11"^"" ir- *
J'extrais la racine du plus grand carré conlenu dans la partie entière 82. Les deux carrés 9' et 10*, entre lesquels est compris le nombre 82, comprennent aussi le nombre fractionnaire 82-i-f ; car, d'une part, 9' étant plus petit que 82, est plus petit que 82-f-f ; d'autre part, 10' surpassant 82 d'au moins une unité, surpasse encore ce nombre augmenté d'une fraction plus petite que Tunité. Je compare maintenant le quotient
—rr^ aux deux fractions r^, et 7-^,; le iliviseur est le môme, 12* \r 12*
le dividende est compris entre les deux numérateurs; donc le
quotient lui-même est compris entre les deux fractions. Ainsi
les deux fractions ^ et {f, qui ne diffèrent que de ^, sont
telles que leurs carrés comprennent la fraction proposée ^.
11 résulte de ce qui précède que l'on obtient la racine carrée
iïun nombre à moins de - près^ en multipliant ce nombre par
n*, extrayant la racine du produit à moijis d'une unité près, et divisant le résultat par n.
On demande, par exemple,yiO-+-f à moins de ^ près. En ninllipliant lO+f par 12', on trouve 1526-i-| ; la racine de
1526 a moins d'une unité près est 39 , donc \/rô moins de j^ près.
5_..pj a
Bacine carrée des nombres décimanx.
210. Considérons maintenant un nombre décimal tel que 45,8732. Ce nombre décimal est égal à la fraction ordinaire *îWbV 9 ^^"t ^^ dénominateur est le carré de 1 00 ; en extrayant la racine du plus grand carré contenu dans le nombre entier
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458732, on trouve 677 ; le numérateur étant compris entre les carrés de 677 et de 678, la fraction proposée est comprise entre les carrés des deux fractions f^ et f^ et sa racine entre ces deux fractions elles-mêmes. Ainsi on dira que chacun des deux nombres 6,77 et 6,78 est la racine approchée de 45,8732 à moins d'un centième près.
Pour que ce raisonnement soit possible, il faut que le dénominateur soit un caiTé parfait, c'est-à-dire que le nombre proposé renferme un nombre pair de chilTres décimaux. Si le nombre des chiffres décimaux était impair, on le rendrait pair en ajoutant un zéro à sa droite. Si Ton demande, par exemple, la racine de 45,875, on ajoutera un zéro et Ton cherchera la racine du nombre égal 45,8730, ce qui donne encore 6,77 à moins d'un centième.
Règle. Pour extraire la racine carrée cVun nombre décimal renfermant un nombre pair de chiffres décimaux^ on supprime la virgule et Von extrait^ à moins d^une unité^ la racine du nombre entier ainsi obtenu; puis on sépare par une virtjxde sur la droite de la racine un nombre de chiffres décimaux moitié du nombre des chiffres décimaux du nombre proposé^ et Von a ainsi la racine avec une erreur plus petite qiiune unité du dernier ordre.
Ce procédé permet d'exprimer en décimales les racines carrées avec une approximation aussi grande qu'on veut,
EXEMPLES
1"* Si Ton demande, par exemple, la racine carrée de 45,873 à un millième près, on ajoutera trois zéros à la droite de ce nombre afin d* avoir six chiffres décimaux, et Ton appliquera la règle précédente au nombre décimal 45,873000, ce qui donne la racine 6,773 approchée par excès à moins d'un millième.
2" On calculera de même la racine carrée du nombre entier 528 à moins d'un millième près en appliquant la règle énoncée au nombre décimal 528,000000. Mais, dans la pratique, il es/ inutile d'écrire d'avance les zéros ; on opère d'abord sur U
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nombre entier proposé, ce qui donne la partie entière de la racine ; ajoutant deux zéros à droite du reste, on obtient le chiffre des dixièmes; ajoutant deux nouveaux zéros, on obtient le chiffre des centièmes et ainsi de suite.
5"" Soit la fraction | dont on demande la racine à un centième près. On commencera par convertir en décimales la fraction proposée, et l'on s'arrêtera quand on aura quatre chiffres décimaux ; on trouve ainsi que la fraction f égale la fraction décimale 0,71428..., ce qu'on peulécrire de la manière suivante .•
On extraira ensuite la racine du numérateur à moins d'une unité près ; la racine du plus plus grand carré contenu dans le nombre entier 7 142 étant 84, il est clair que le nombre entier 7142 et par suite le nombre fractionnaire 7142,8..., sont compris entre les carrés des deux nombres entiers consécutifs 84 et 85 ; donc la fraction proposée elle-même est comprise entre les carrés des deux fractions ^ et ^iô. Ainsi la racine demandée est 0,84 ou 0,85 à moins d'un centième près.
De même, si l'on veut trouver la racine du nombre fractionnaire 52-l-| à un millième près, on convertira la fraction I en décimales, et l'on extraira la racine du nombre décimal 32,666666, ce qui donne 5,715.
REMARQUES
21 1 . Si Ton calcule v^5, successivement à moins d^une unité
près, à moins dcj-^, de j^w?, , on voit que la grandeur
incommensurable représentée par \f5 est comprise entre les deux séries de grandeurs commensurables
dont elle est la limite commune. Ces deux séries proscnlonl une particularité remarquable : les grandeurs de la première série vont en croissant, et par conséquent se rapprochent de plus en plus de leur limite ; celles de la seconde série vont en décroissant, et se rapprochent aussi de plus en plus de la môme limite.
Il n en est pas toujours ainsi : quand on calcule \/A à moins
de - près, le résultat n'est pas nécessairement d'autant plus
approché que n est plus grand. Par exemple, si Ton calcule
\/5 à moins de 7 près, on trouve ^ par excès; or ^=2,25 ; ce
résultat surpasse la vraie racitie d'une quantité plus petite
que 0^014. Si l'on calcule ^à moins de jjr près, on trouve
2,2 par défaut ; ce résultat diffère de la vraie racine d'une
g quantité plus grande que 0,036. Donc t est plus approché
que 2,2.
CUBES ET RACINES CUBIQUES
Cubes.
212. La troisième puissance, ou le produit de trois Hctcurs égaux, s'appelle cube^ parce que le nombpii d'unités d.» volume contenues dans la figure géomélritiuc nommée cube est égal à la troisième puissance du nombre d'unités de longueur contenues dans le côté de la figure.
Je rappelle en elïet la manière dont j'ai démontré dans le système métrique que le décamètre cube renferme mille mètres cubes (n* 1 74). Je conçois une caisse de forme cubique dont le côté ait 5 mètres de longueur ; le fond delà caisse, qui est un carré, renferme 5* ou 25 mètres carrés ; si sur chacun d'eux on place un mètre cube, on forme ainsi au fond de la caisse une couche qui a un mètre de hauteur, et qui contient 25 métros cubes ; si l'on forme 5 couches pareilles, la caisse sera remplie ; ainsi la, caisse cubique contient 25 X 5 ou 5' mètres cube?.
(hi obtient le cube d'un nombre en multipliant le carré du nombre par le nombre lui-même, \o\ci les cubes des dix premiers nombres :
£13. Théorème I. On élève au ctée Vunité suivie d'un cerla'ni nombre de zéros en triplant le nombre de zéros. Par cxem- I-'e IOO'=100xlOOxlOO = 1000000.
TiiKoiiÈME IL On élève au cube le produit de plusieurs facteurs i':i élevant chaque facteur séparément au cube.
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Théorème III. On élève au cube le produit de plusieurs faty leurs affectés d'exposants quelconques , en triplant tous les exposants,
Théorèhe IY. On élève une fraction au cube en élevant chaque terme séparément au cube.
CoROLLAiBE. Lc cubc d*une fraction irréductible est une fraction irréductible dont les deux termes sont des nombres, cubes.
Je ferai ici les mêmes remarques que sur les carrés (n° 191). Le cube d'un nombre entier ou fractionnaire est plus grand que le carré (puisqu'on multiplie le carré par un multiplicateur plus grand queTunité), et par conséquent plus grand que le nombre lui-même.
Au contraire, le cube d'une fraction proprement dite est plus petit que le carré (puisqu'on multiplie le carré par un multiplicateur plus petit que l'unité), et par conséquent plus petit que la fraction elle-même. Si l'on augmente le nombre que l'on élève au cube, le cube augmente.
214. Théorème Y. Lorsqu'un nombre entier nest pas un nom^ bre cube^ il n existe pas de nombre fractionnaire qui^ élevé au cube^ reproduise exactement le nombre donné.
Car le cube d'une fraction irréductible-, étant une fraction
irréductible r^, ne peut être égal à un nombre entier.
Théorème YI. Lorsque les deux termes d'une fraction irréductible ne sont pas des nombres cubes ^ il n^ existe pas de fraction çui, élevée au cube y reproduise la fraction proposée.
Ces propriétés sont^énérales et s'étendent évidemment aux puissances quelconques.
215. Théorème YII. Le cube de la somme de deux nombres renferme quatre parties : V le cube du premier nombre; 2^ trois fois le carré du premier nombre multiplié par le secotid;
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3« trois fois le premier multiplié par le carré du second; 4* le cube du second.
Soit la somme 74-5 à élever au cube ; je forme d'abord le carré, que je muUiplierai ensuite par 74-5,
J'ai multiplie chacune des parties du carré, d'abord par 7, puis par 5, et j'ai additionne les résultats.
216. Corollaire I. La différence entre les cubes de deux nombres entiers consécutifs égale trois fois le carré du plus petit nombrBj p/us trois fois ce nombre^ plus 1. Ainsi :
il»=(i04-1)' = 10'-^ÏO'x5-MOx3-M=:1351.
217. Corollaire II. Lorsqu'un nombre renferme plusieurs chiffres, on peut le décompser en dizaines. et en unités; son cube renferme alors quatre parties : 1* Le cube des dizaines ; 2* trois fois le carré des dizaines multiplié par les unités; 3° trois fois les dizaines multiphées par le carré des unités ; 4° le cube des unités. La première partie exprime des mille, la seconde des centaines, la troisième des dizaines, la quatrième des unités.
Extraction de la racine enbiiiae des nombres entiers*
On appelle racine cubique d'un nombre un nombre qui, éle\é au cube, reproduit le nombre proposé. lia racine cubique de 543 est 7, puisque le cube de 7 est 343. On désigne la racine cubique par le signe \/ ; ainsi \l 343 = 7.
218. On donne un nombre entier. Si c'est un nombre cube, on cherche sa racine ; si ce n'est pas un nombre cube, on
chorclie la racine du plus grand cube contenu dans le nombre proposé. L'excès du nombre propose sur le plus grand cube qu'il renferme s'appelle reste.
Je considère d'abord un nombre plus petit que 1000; à Taide du tableau des cubes des neuf premiers nombres, on voit de suite le résultat. Soit le nombre 642 ; le plus grand cube contenu dans ce nombre est 512, dont la racine est 8, et Ton a un reste 130.
Je considère maintenant un nombre plus grand que lOOO. par exemple 98654.
IÎ
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Le plus grand cube contenu dans. ce nombre étant supérieur ou égal à 1 000, la racine cherchée est supérieure ou égale à 1 0; elle se compose donc d'un chiffre des unités et d'un certain nombre de dizaines. Le nombre proposé renferme le cube do la racine, plus le" reste ; or le cube de la racine, d'après co qui a été dit, comprend quatre parties : le cube des dizaines, etc. La première partie, exprimant des mille, ne peut se trouver que dans les 98 mille du nombre proposé. Je vais démontrer ce théorème général, savoir que la racine du plus grand cube contenu dans les mille d'im nombre exprime Us dizaines de la racine de ce nombre.
Le nombre 98 est compris entre les deux cubes consécutifs 64 et 125, cubes de 4 et de 5. Le nombre proposé 98654 contient donc 64 mille ou le cube de 40; il ne contient pas 125 mille ou le cube de 50; il en résulte que la racine cherchée est 40 ou un nombre plus grand que 40, mais plus petit que 50; en un mot, le chiffre des dizaines de la racine est 4.
On connaît les dizaines de la racine. Si du nombre proposé on retranche le cube des dizaines 64000, le reste 54654 ne renferme plus que les trois autres parties du cube, savoir : trois fois le carré des dizaines multiplié par les unités, trois
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fois les dizaines multipliées par le carré des unités, le cube ^08 unités.
La première partie, exprimant des centaines, est contenue dans les 346 centaines ; trois fois le carré des dizaines étant 48, le produit de 48 par le chiffre des unités est contenu dans 340 ; mais ce produit n'est pas nécessairement le plus grand multiple de 48 contenu dans 346 ; car 346 contient en outre les centaines de retenue provenant des autres parties. En divisant 346 par 48, on trouve 7 pour quotient; le chiffre des unités est donc ou 7 ou un chiffre plus petit.
J'essaye 7 ; pour cela je forme les trois autres parties du cube de 47 : en multipliant 48 par 7, on obtient la première partie 35600 ; en multipliant le triple des dizaines ou 12 par le carré des unités 49, on obtient la seconde partie 5880 ; enfin la troisième parlic, lecube des unités, est 343. La somme 39823 de ces trois parties étant plus grande que 34654, le chiffre 7 est trop fort.
J'essaye 6 de la même manière. La somme des trois parties 33336 étant moindre que 34654, le chiffre 6 est bon. Ainsi la racine du plus grand cube contenu dans le nombre 98654 est 46, et on a un reste 1318.
Pour essayer le chiffre 7, au lieu de calculer les trois partics séparément, il est plus simple de procéder de la manière suivante : à la droite du triple des dizaines 12, j'écris le chiffre 7, je multiplie le nombre 127 ainsi formé par 7, j'ajoute au produit 889 le triple carré des dizaines, c'est-à-dire 4800, ce qui donne le nombre 5689 que je multiplie par 7, j'obtiens ainsi la somme 39823 des trois autres parties du cube. Kn effet de cette manière le nombre 7 a été multiplié deux fois successivement par 7, ce qui donne le cube des unilés; le triple des dizaines 12 a été aussi multiplié deux fois successivement par 7, ce qui donne trois fois le produit des dizaines par le carré des unités ; enfin le triple carré des dizaines 48 a été multiplié par le chiffre des unités 7. Après avoir reconnu que le chifl're 7 est trop fort, on essayera de la môme manière le chiffre 6.
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219. Soit encore à extraire la racine du plus grand cube contenu dans le nombre 98654965.
33536 ISTStSS
On raisonnera comme précédemment : ce nombre étant plus grand que 1000, la racine est égale ou supérieure à 10, et par conséquent se compose d'un chiffre des unilés et d'un certain nombre de dizaines. En vertu du théorème démontré, on obtiendra les dizaines de la racine en extrayant la racine cubique du plus grand cube contenu dans les 98654 mille.
Ce nombre 98654 étant lui-même plus grand que 1000, sa racine est égale ou supérieure à 10, et par conséquent se compose d'un chiffre des unités et d'un certain nombre de dizaines. On obtiendra les dizaines de la racine en extrayant la racine du plus grand cube contenu dans les 98 mille. En répétant les raisonnements faits précédemment on trouve que 40 est la racine du plus grand cube contenu dans 98654 et qu'il y a en reste 1318. Ainsi la racine cherchée se compose de 46 dizaines et d'un chiffre des unités que je vais déterminer.
Si du nombre proposé on retranche le cube des dizaines, il reste 1318 mille qui, ajoutés aux 965 unités, donnent 1 51 8965. Ce nombre renferme les trois autres parties du cube ; on divisera donc 13189 par trois fois le carré de 46 ou par 6548, ce qui donne pour quotient 2. On essayera le chiffre 2 par le procédé indiqué précédemment. Le chiffre 2 est bon. Ainsi la racine cherchée est 462.
De ce qui précède on conclut :
Règle. Pour extraire la racine ctibique du plus grand cube contenu dam un nombre entier donnée on partage ce nombre en
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tranches de trois chiffres à partir de la droite, la dernière tranche à gauche pouvant d* ailleurs ne renfermer que deux chiffre^ oti un seul. On extrait la racine de la première tranche de gauchCj ce qui donne le pi^emier chiffre de gauche de la ratine cherchée. On retranche le cube de ce chiffre de la première tranche^ et à la droite du reste on abaisse la tranche suivante. On sépare les deux premiers chiffres de droite et on divise le nombre ainsi formé par trois fois le carré du chiffre déjà obtenu à la racine. Le quotient est le second chiffre de la racine ou un chiffre trop fort. On essaye ce chiffre en formant les trois autres parties du cube et retranchant la somme du nombre obtemt par l'abaissement de la seconde tranche. Si la soustraction nest pas possible^ le chiffre essayé est trop fort^ et on essaye le chiffre inférieur d\ne unité; si elle est possible^ à la droite du reste on abaisse la tranche suivante. On continue de cette manière jusqu^à ce qu'on soit arrivé à la dernière tranche.
Preuve. En élevant au cube la racine trouvée et ajoutant le reste, on doit reproduire le nombre proposé.
Basilics cvbiqacs Incomineiisarablcs*
220. Les considérations que nous avons présentées sur les racines carrées incommensurables (n° 204) s'élendent facilement aux racines cubiques et en général aux racines d'un ordre quelconque. Lorsqu'un nombre entier A n'est pas un cube parfait, il n'exisle pas de nombre fractionnaire qui, élevé au cube, reproduise exactement ce nombre; mais on peut trouver deux nombres fraclionnaires qui diffèrent aussi peu qu'on voudra, et dont les cubes comprennent le nombre A.
AXfi' En effet, si Ton met le nombre A sous la forme — ^ — et ' n
si l'oa extrait la racine du plus grand cube contenu dans
Axn', on obtient deux nombres fractionnaires - et
qui ne diffèrent que de -, et dont les cubes comprennent le
nombre A.
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Chacun de ces nombres fractionnaires - ou , qui dif-
feront aussi peu qu'on voudra et dont les cubes comprennent A, est ce que Ton appelle la racine cubique de A. On les désigne par lé symbole y^A.
On verra comme précédemment que ce nombre fractionnaire représente une grandeur incommensurable, avec une approximation indéfinie. Celte grandeur incommensurable,
comprise entre les deux grandeurs commensurables - et ,
diffère de chacune d'elles d'une quantité plus petite que - .
et par conséquent est exprimée par l'un ou l'autre des deux
nombres - et avec une erreur moindre que - ; en un
mot, la grandeur incommensurable est représentée par le nombre incommensurable \/ A.
Racine» cubiques des fractions ordinaires.
221 . Si les deux termes de la fraction sont cubes parfaits, on obtient la racine cubique de la fraction en extrayant la racine de ses deux termes. Ainsi yj ^ = f .
Lorsque les deux termes de la fraction proposée, que Ton peut toujours supposer réduite à sa plus simple expression, ne sont pas des nombres cubes, il n'existe pas de fraction qui, élevée au cube, reproduise exactement la fraction proposée; mais on peut trouver deux fractions qui diffèrent aussi peu qu'on voudra et dont les cubes comprennent la fraction proposée.
Lorsque le dénominateur de la fraction est un cube, si l'on extrait la racine du plus grand cube contenu dans le numérateur, on obtient immédiatement deux fractions dont les cubes comprennent la fraction proposée.
Soit, par exemple, la fraction ^ ; le numérateur étant compris entre 5* et 6', les cubes des deux fractions J et f comprenaient là fraction proposée.
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Si le dénominateur n*esl pas cube parfait, on le rendra tel on muUipliant les deux termes de la fraction par le carré du dénominateur. Soit la fraction f ; en muUipliant les deux termes par 7* ou par 49, on la met sous la forme jj^ei Ton est ramené au cas précédent.
Je me propose maintenant de déterminer deux fractions
qui différent de -; et dont les cubes comprennent la fraction
proposée f. Afin de fixer les idées, je prends ^ pour diffé renée; je mets la fraction proposée sous la forme
5_ 5xi2" _ 7 _--y-"_ ^^""^7 7~" 7x1-2^"" iT^ "" l'i* ""12' *
Extrayant la racine du plus grand cube contenu dans la partir entière 740, j obtiens les deux fractions ~ et fj, dont les cubes comprennent f .
11 résulte de ce qui précède que l'on obtient la racine cubi-
que (Vun nombre^ avec une approximation marquée par -,
en multipliant le nombre proposé par ri', extrayant la racine cubique du produit à moins d'une unité^ et divisant le résultat par n.
Racines eiiblqaes d\,m nombres déclnifiiut.
222. Le nombre décimal 98,654065 peut s'écrire sous la forme d'une fraction ordinaire VoVo VoV > ayant pour dénominateur le cube de 100. J extrais la racine du plus grand cube contenu dans le numérateur. Le numérateur étant compris entre les cubes de 462 et de 463, le nombre décimal proposé est compris entre les cubes des deux fractions \^ et ffj. Ainsi
V^ 98,654965 = 4,62 à moins d'un centième près.
Pour que ce raisonnement soit possible, il faut que le dénominateur soit un cube parfait, c'est-à-dire que le nombre des chiffres décimaux du nombre proposé soit un multiple de 5 ;
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sll ne Test pas, on le rendra tel par Taddition d'un ou de deux zéros à la droite. Ainsi :
Règle. Pour extraire la racine cubique d'un nombre décimal^ qui contient un nombre de. chiffres décimaux multiple de 5, on supprime la virgule et Von extrait à moins d'une unité la racine cubiqtie du nombre entier ainsi obtefiu; puis F on sépare par une virgtilesur la droite de la racine un nombre de chiffres décimaux égal au tiers du nombre des chiffres décimaux que renferme le nombre proposé^ et Ton a la racine avec une erreur plus petite qu'une unité du detiiier ordre.
Ce procédé permet d'exprimer en décimales les racines eu* biques avec une approximation aussi grande que Ton veut.
CHAPITRE III
CALCVIi DBS RADICAUX ^
Kottons 8«r les nombres IncoumiensiiraUei*
223. Nous avons dit que, lorsqu'on veut mesurer une grandeur, on cherche une commune mesure entre cet(e grandeur et l'unité. Si, par exemple, la commune mesure est contenue 7 fois dans Tunilè et 4 fois dans la grandeur que Ton veut mesurer, cette grandeur, étant égale à 4 fois la septième partie de Tunité, sera représentée par la fraction |.
Mais il arrive souvent que la grandeur et Tunité n'admettent pas de commune mesure, c'est-à-dire qu'il n'existe pas de grandeur, si petite qu'elle soit, contenue exactement dans la grandeur et Tunité. Dans ce cas, on dit que la grandeur GsUncommensurable^ et, comme il est impossible de la mesu* rer exactement, on se borne à une évaluation approximative. Imaginons Tunité partagée en un grand nombre de parties égales, par exemple, en mille parties égales, et clierchons combien la grandeur à mesurer contient de ces parties ; elle en contient, je suppose, 728, plus un reste plus petit que Tune des parties ; la grandeur à mesurer, étant plus grande que 7^» mais plus petite que -—f^î sera représentée par Tune ou par l'autre de ces deux fractions, avec une erreur moindre que 1 millième.
Si l'on avait partagé l'unité en un million de parties égales, on aurait obtenu la mesure de la grandeur avec une erreui* moindre que 1 millionième.
Le nombre fractionnaire qui mesure une grandeur incommensurable, avec une approximation aussi grande qu'on veut, s'appelle un nombre incommensurable,
224. Les racines des quantités qui ne sont pas puissances parfaites, donnent aussi naissance à des nombres incommensurables. Appelons A un nombre entier non puissance imparfaite, et plus généralement une fraction ordinaire irréductible dont les deux termes ne sont pas des puissances n"
parfaites ; je dis qu'il n'existe pas de nombre fractionnaire 7
qui, élevé à la n' puissance, reproduise exactement A. En
effet, la n* puisssance de la fraction r est y^; comme on peut
supposer la fraction j irréductible, c'est-à-dire les deux nombres a et b premiers entre eux, les deux puissances «" et
6** seront aussi premières entre elles et la fraction r^ irréductible. On voit d'abord que cotte fraction irréductible ne peut être égale à un nombre entier A. Elle ne peut non plus être égale à une fraction irréductible dont les termes ne sont pas des puissances parfaites; car deux fractions irréductibles ne sont égales que si elles ont leurs deux termes égaux respectivement ; la fraction proposée aurait ainsi ses deux termes puissances parfaites, ce qui est contraire à Thypotlièse.
Mais on peut trouver des nombres fractionnaires r et
— r— , qui ne diffèrent entre eux que d'une quantité ausbi
petite qu'on veut j [b étant très-grand) et dont les n** puissances comprennent A. Écrivons en effet la quantité proposée A sous la forme
et désignons par a le plus grand nombre entier dont la
CALCUL DES RADICAUX. 2 M
«'puissance soif contenue dans Axt"; la quantité A x/>"
A xi" élani comprise entre a* et (a-f-1)* la quanlilé .^
ou A sera évidemment comprise entre
Chacun de ces nombres fractionnaires ,- et — 7 — 1 dont la
différence est aussi petite qu'on veut, et dont les puissances comprennent la quantité proposée A, est ce que l'on appelle la racine approchée de A ; on la désigne par le symbole v^A.
Il est aisé de voir que ce nombre fractionnaire 7 ou — -, —
représenle, avec une approximation aussi grande qu'on vcul, une certaine grandeur incommensurable. Considéronsen effet, d'une part, les nombres dont les n" puissances sont inférieures à A; d'autre part, ceux dont les puissances sont supérieures à A, et imaginons les deux séries de grandeurs commensurables de même espèce représentées par ces nombres. Les grandeurs de la première série sont plus petites que celles
de la seconde; la différence - entre une grandeur r de la
première série et une grandeur —, — de la seconde série peut
être rendue aussi petite qu'on veut. On conçoit donc qu'entre ces deux séries de grandeurs commensurables, il existe une grandeur incommensurable unique et déterminée qui en est la limite commune ; c'est cette grandeur incommensurable
que représente le symbole y/ A. .
225. On rencontre en géométrie plusieurs exemples de grandeurs incommensurables. Ainsi, on démontre que la diagonale d'un carré est incommensurable par rapport au côté
pris pour unité : elle est représentée par le symbole \f^. De même la circonférence d'un cercle est incommensurable
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par rapport aiî diamètre pris pour unilc; mais le nombre incommensurable qui mesure la circonférence ne peut, comme le précédent, ôtre oblenu par des extractions de racines; on le désigne par la lettre w.
Calcul des nombres incommeiisorables*
226. Le calcul des nombres incommensurables n'offre aucune difficulté. Les nombres incommensurables n'étant aulrc chose que des nombres factionnaires approchés, il est clair que les opérations portent sur ces nombres fractionnaires; le résultat sera lui-môme un nombre fractionnaire approché, qui représentera, avec une erreur très-pelite, une grandeur déterminée, en général incommensurable.
Supposons d'abord qu'il s'agisse d'additionner deux nombres incommensurables. Si Ton prend les deux nombres par défaut, puis par excès, on a une première somme plus petiîe que la seconde; d'ailleurs ces deux sommes diffèrent enlic elles aussi peu qu'on veut; donc elles comprennent une grandeur déterminée qu'elles représentent avec une approximalion indéfinie. Cette grandeur est la somme des deux grandeurs incommensurables représentées par les nombres incommensurables proposés.
- II en est de môme de la soustraction : si Ton prend le plus grand nombre par défaut, le second par excès, ou réciproquement, le premier par excès, le second par défaut, on a une première différence plus petite que la seconde, et ces deux diftérences diffèrent entre elles d'une quantité aussi petile qu'on veut ; donc elles comprennent une grandeur qu'elles représentent avec une approximation indélinie. Celte gran- ' deur est la différence des grandeurs incommensurables que représentent les deux nombres incommensurables proposés.
CALCUL DES RADICAUX
VULTIPMCATION.
227. Soit à faire le produit de deux nombres incommensurables, par exemple sjl x y/b". Si Ton prend les deux nombres par défauf, puis par excès, on a un premier produit plus petit que le second ; d'ailleurs ces deux produits diffèrent enirc eux d'une quantité aussi pelile qu on veut ; donc ils comprennent une grandeur qu'ils représentent avec une approximation indéfinie.
11 est clair que le produit de plusieurs nombres incommensurables ne change pas quand on intervertit l'ordre des facteurs ; car le produit des nombres fractionnaires approchés ne change pas. Ce théorème fondamental étendu aux nombres incommensurables, toutes ses conséquences le sont par là môme; ainsi on peut grouper deux facteurs en un seul, décomposer au contraire un facteur en deux, etc.
DIVISION
Si Ton prend le dividende par défaut, le diviseur par excès, ou réciproquement, le dividende par excès, le diviseur par défaut, le premier quotient sera plus petit que le second, et comme leur différence est très-petite," ils comprennent entre eux une grandeur déterminée qu'ils représentent avec une approximation indéfinie.
Calcul des radicaux*
228. On appelle en général racine ?i* d'un nombre «, un nombre commensurable ou incommensurable qui, élevé à' la H* puissance, reproduise le nombre proposé: On la désigne
par le symbole )/ a. Le nombre n est l'indice du radical. On es:t convenu de ne pas écrire l'indice quand il s'agit d'une racine carrée : dans ce cas, on sous-entend l'indice 2.
Avant d'aborder le calcul des radicaux, nous allons poser quelques lemmcs sur les puissances ; i, ,
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Lesime I. On élève un produit à une certaiiie puissance en élev:Mt chaque facteur séparément à cette puissance. En effet,
{abcY = abc >cahcxabcx = a^K*".
Lemme II. On élève une fraction à une certaine puissance en élevant les deux termes séparément à cette puissance. En effet,
Lemme III. Élever un nombre à deux puissances sitccessives revient à V élever à une puissance ayant pour exposant le produit des exposants.
En effet,
Venons maintenant au calcul des radicaux.
229. Théorème I. Le produit de plusieurs radicaux de même indice égale la racine du produit des quantités placées sous les rxidicaux.
Je dis, par exemple, que
V^ V^ V^ =\abc.
Car si Ton élève le premier membre à la n* puissance, ce qu'on fait en élevant chaque facteur à celte puissaTice, on reproduit la quantité abc ; donc ce premier membre est la racine n* de abc.
Remarque. Le produit de deux nombres incommcnsui*ablcs est en général un nombre incommensurable. Cependant il orrive quelquefois que ce produit est commensurable; ainsi on a
le produit des deux nombres incommensurables ylS et \l 5 diffère du nombre 6 aussi peu qu'on veut.
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TiiÊooÊuE II. Le quoiimt de deux radicaux de même indice éijale la racine du quotient de deux quantités placées sous les radicaux.
Je dis que
Car si Ton élève le premier membre à la n' puissance, ce qu'on fait en élevant séparément le numérateur cl le dénominaleur,
on reproduit la fraction r-
230. Théorème III, On élève un radical à vue certaine puissance en élevant à cette puissance la quantité placée sous le radical.
On a, en effet, en vertu du théorème I,
/n'^\m . nr~ n~~ n— « "T*
\y!a ) =^\la» \a* \a = \ ^ •
Théorème IV. On extrait la racine d'un radical en multipliant Vindice du radical par rindice de la racine que Von veut extraire.
Je dis que
En effet, si Ton élève le premier membre à la puissance m,
on trouve v'«; si Ion élève ensuite ce résultat à la puissance n, on obtient a; mais ceci revient à élever le premier membre ù la puissance mn. Ainsi, le premier membre est une quanlilé qui, élevée à la puissance mn^ reproduit a; c'est donc la racine win'de a.
231. Théorème Y. On ne change pas la valeur (Fun radical fj::aud on multiplie ou quand on divise par un même nond)re
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l'indice du radical et lexposant de la quantité placée sous le radical.
Soit le radical
Je dis qu'en multipliant par un même nombre entier p Tindice n et l'exposant m, on obtient un second radical
égal au premier. En effet, d'après le théorème précédeni, le second radical peut s'écrire
\/fl Mais
donc
CoROLumE I. On simplifie un radical en divisant Tindice et Texposant par leur plus grand commun diviseur. Ainsi
Va*^ = y/a\
ConoLLAiRE II. On réduit plusieurs radicaux au même indice en prenant pour indice commun le produit des indices, ou simplement leur plus petit multiple. Cette réduction est nécessaire quand on veut multiplier ou diviser deux radicaux d'indices différents. Aiusi
^ a X V^ = V« X v^'" = \a''ir.
4— er- 11— urr- ""777"
\ax\b:= s'a^x \b^ = \a''l\
232. Théorème YI. On obtient la racine quatrième de là plus grande puissance quatrième contenue dans un nombre e$Uier donnée en extrayant la racine carrée du plus grand cane con*
CALCUL DES RADICAUX
tenu dans ce nombre, puis la racine carrée du plus grand carré contenu dans cette première racine carrée.
Soit A le nombre entier donné, a la racine du plus grand carré contenu dans A, b la racine du plus grand carré contenu dans fl. Puisque b* est inférieur ou égal à a, si on Télève au carré, on a ft* inférieur ou égal à o*; et comme a* est inférieur ou é^jal à A, il s'ensuit que 6* est lui-même inférieur ou égal à A. D'antre part, (ft + 1)* surpasse a d'au moins une unité; donc (fr-f-1)* est supérieur ou égal à a-f-1 : si Ton élève au carié, on a (&H-1)* supérieur à A. Ainsi A contient ft* et ne conlicnt pas [b H- 1 )* ; donc b est la racine quatrième de la plus grande quatrième puissance contenue dans A.
Ce théorème est général : mi obtiendrait la racine sixième de la plus grande puissance sixième contetiue dans un nombre' entier donnée en extrayant la racine carrée du plus grand carré contenu dans ce nombre, puis la racine cubique du plus grand cube contenu dans cette racine carrée. Il est préférable de commencer par la racine carrée, afin d'opérer sur un nombre plus petit dans Textraclion de la racine cubique.
En général, à Taide d'une série de racines carrées et de racines cubiques, on peut extraire une racine dont l'indice ne contient que les facteurs premiers 2 et 3.
CHAPITRE PREMIER
DEFlKlTIOUf.
233. On appelle rapport de deux grandeurs de même espèce le nombre qui exprime combien de fois la première contient la seconde et combien de parties de la seconde.
En d'autres termes, le rapport de deux grandeurs de même espèce est la mesure de la première quand on prend la seconde pour unité.
Par exemple, si la première grandeur contient trois fuis la seconde exaclement, le rapport est le nombre entier 3.
Si la première grandeur contient trois fuis la cinquième partie de la seconde, le rapport est la fraction |.
Si la première grandeur contient quatre fois la seconde, plus trois fois la cinquième partie de la seconde, le rapport est le nombre fractionnaire 4-h|.
234. Lorsque deux grandeurs ont été mesurées au moyen dune même unité, le rapport de ces deux grandeurs est égal au quotient des deux nombres qui les mesurent.
Mous pouvons remarquer en effet que le quotient indique
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combien de fois le dividende contient le diviseur et contbicn de parlies du diviseur. Supposons d'abord que le quolicnt soit un nombre entier 3 ; le diviseur multiplié par 3, ou répété trois fois, donne ledividende; donc le dividende contient trois fois le diviseur, et par conséquent le rapport du dividende au diviseur est le quotient 3.
Supposons maintenant que le quotient soit une fraction |. Le dividende est toujours égal au produit du diviseur par le quotient. Or, multiplier le diviseur par la fraction |^ c'est répéter trois fois la cinquième partie du diviseur; donc le dividende contient trois fois la cinquième partie du diviseur, et par conséquent le rapport du dividende au diviseur est le quotient |.
De même, si le quotient est un nombre fractionnaire 4h- |, le dividende, qui est égal au produit du diviseur par le quotient, contient quatre fois le diviseur plus trois fois la cinquième partie du diviseur : le rapport est 4-+-|.
Ainsi, d'une manière générale, le quotient exprime le raj^ port de la quantité dividende h la quantité diviseur. C'est pourquoi l'on a adopté le signe de la division, le trait horizontal, pour indiquer le rapport de deux quantités. On écrit Qu-dessus la première quantité, ou le numérateur^ au-dessous la seconde quantité, ou le dénominateur* Par exemple, le rapport du nombre 5 au nombre 7 s'écrira | ; le rapport de ^ à
J s'écrira jf ; le rapport de 5^-132-^1 s'écrira ôiri-
Le rapport de deux nombres fractionnaires peut toujours être ramené à celui de deux nombres entiers. Soit le rapport de 5-hf à 2-+*f, ou de ^ à~; si l'on réduit ces deux fractions au même dénominateur, on a le rapport de 69 douzièmes à 26 douxièmes; mais ce rapport est évidemment égal à celui des nombres entiers 69 et 26. De cette manière,
le rapport proposé ^—-j se met sous la forme d'une fraction
ordinaire ~ *
tJne fraction ordinaire exprime le rapport de deux nombres
cnlicrs, le rapport de son numérateur à son dénominateur. Il est aisé de voir que les propriétés fondamenlales des fractions ordinaires s*étendent aux rapports en général
PROPRIETES DES RAPPORTS.
235. Théorème I. La valeur d'un rapport ne chanye pas quand on imiltipUe ou quand on divise les deux termes du rapport far un même nombre»
Désignons par q la valeur du rapport 7. Puisque le dividende a est égal au produit du diviseur b par le quotient 7, on a
a = b'Xq.
Si Ton multiplie par le mémo nombre c ces deux nombres égaux, on obient deux produits égaux
aXc=:bXqXc=:bXcXq.
On en déduit
axe bx'c^'^'
et, par suite,
axe a
bxc'^b"
Ainsi, la valeur du rapport ne change pas quand on multiplie ses deux termes par un même nombre.
Réciproquement, quand on divise par un même nombre c
les deux termes d'un rappori r » on obtient un rapport égal
car si l'on multiplie par c les deux termes de ce dernier rapport, ce qui ne change pas sa valeur, on reproduit le rapport
propose ri
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236. Théorème ll.Chi effectue le produit de deux rapports en les multipliant teime à terme.
Soient les deux rapports ry p, dont nous désignerons les
valeurs par 9 et 9' ; on a
a z=bxq,
Si 1 on multiplie respectivement Tune par Tautre ces quantités égales, on a les produits égaux
ùXa'=:bXqxVXi( = hxVXqXq'\ d'où Ton déduit
Ainsi
ffXa^ a (i
bxU'^b^V
ConoLLAniE. On appelle rapports inverses deux rapports formés des mêmes termes, mais disposés en ordre inverse. Ainsi
les deux rapports r> - sont inverses Tun de Taulre. Le produit de deux rapports inverses est égal à Tunité ; car on a
a b^ axh __.
b'^â'"bxa'^^'
237. Théorème III. On divise un rai)port par un autre en multipliant le rapport dividende par le rapport diviseur renversé.
Soit 5 diviser le rapport r par le rapport -. Je dis qno
Ton a
b a d axd
7 '~'b^c~~ bXc
(l ^xl cl c
En effet, si Ton mulliplie le quotient 7- — par le diviseur -^,
r — ; . C esla-dire le dividenae 7<
bxdxc b
on oblient ,^ _, . c'est-à-dire le dividende t- {
238. THÉORÈME IV. On élève un rapport à une certaine puissance en élevant chaque terme à cette puissance.
Proposons-nous d'élever au carré le rapport r; on a, d après
le théorème II,
/aV a a axa a^
\b) '~'b^b'^bxb'~'b''
Ainsi
(ay_a^ [b) -b^
On a de môme
/fl\' /a\* a fl' a a'.
et ainsi de suite.
239. Thêohèhe V. Réciproquement, on extrait la racine d'un rapport en extrayant la racine île chaque terme.
On a
, Car on élève au carré le second rapport en élevant chaque terme au carré, ce qui donne ^ .
Il en est de môme pour une racine d'ordre quelconque.
Proportions.
Deux rapports égaux constituent une proportion
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18 24 Ainsi les deux rapports égaux tô el j^ constituent la propor-
Uon
que l'on écrivait autrefois
Les deux termes 18 et 16 , placés aux extrémités, s'appellent les extrêmes; les deux autres, 12 et 24, placés au milieu, s'appellent moyens^
241. Théorème VI. Dans toute pvopovtiony le produit des extrêmes égale le produit des moyefis.
Suivent les deux rapports égaux ou la proportion
Si Ton multiplie par d les deux termes du premier rapport^ par b les deux termes du second, ce qui ne change pas la va* leur des rapports, on a les deux rapports égaux *
aXd ^ cXb bXd'^ dxb
Ces deux rapports égaux, ayant môme dénominateur, ont leurs numéiateurs égaux ; on a donc
axd=bxc.
Ainsi le produit des extrêmes a et d est égal au produit des moyens b cl c.
Par exemple, dans la proportion
18__2^ 12"" 10' on û
242. THÊûRiME Vn. Réciproquement, lorsque quatre nombres sont tels que le produit de deux d entre eux égale le produit des deux autresy ces quatre nombres forment une proportion.
Soient quatre nombres a, b, t;, dj tels que l'on ait
axd=bxc.
Si l'on divise ces deux produits égaux par le ménie nombre bxd^ on obtient les quotients égaux
aXd __ bxc
En simplifiant, on a les deux rapports égaux ou la propoilion
Par exemple, les quatre nombres 18, 12, 24, 16, donnant les produits égaux
forment la proportion
243. CoROLLURE I. Quand on connaît trois tet^mes d'une proportion^ il est facile de trouver le quatrième; si le terme inconnu estunextrêmey on fait Icjjroduii des moyens et œi divise, par r extrême connu; si le terme inconnu est un moyen^ on fait^ le produit des extrêmes et on divise par le moyen connu.
Soient 18, 12, 24, les trois premiers termes d'une proportion. Si Ton représente par x le quatrième terme inconnu, on doit avoir la proportion
Puisque le produit des extrêmes égale le produit des moyens^ il en résulte
18xa;=24xl2î
4' où Ton déduit en divisant, par 18,
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CoiioLLAinE II. On appelle moyenne proportionvelle
entre deux nombres donnés un nombre qui occupe les deux places moyennes dans une proportion dont les deu^ nombres donnés sont les eictrémes. Si îon désigne par x la moyenne proportionnelle entre leç deux nombres donnés 18 et 8, on a. la proportion
le produit des moyens xxx ou x* égale le produit d«s extrêmes 18x8; donc
Ainsi la moyenne proportionnelle eixire deux nombres donnés éijale la racine carrée du produit de ces deux nombres.
245. TuiiORÈME VIII. Étant donnés quatre nombres en propcrtiouy en peut les disposer de huit manières différentes.
Soit la proportion
Si Ton change Tordre des termes de manière que le produit des cxtiémes reste toujours égal au produit des moyens, il est évident, d'après le théorème Yll, que la proportion subsiste. Je change d'abord les moyens de place,
puis les extrêmes,
I uis à la fois les moyens et les extrêmes,
Si maintenant on permute les deux membres de chacune
RAPPORTS. 22i>
des égaHlés précédentes, on peut les écrire de la m' lière sui- \anle:
24d. Théorème IS. Dam une suite de rapports égaux, la somme des numérateurs et celle des dénominateurs forment un rapport égal aux premiers.
Soient les trois rapports égaux
Je dis que la somme des numérateurs et celle des dénominateurs forment un nouveau rapport
égal à chacun d^s rapports proposés. En etîel, chacun des rapports proposés est égal à la fraction |, ce qui signifie que le numérateur 9 du premier rapport est égal aux trois cinquièmes de son dénominateur 15 ; que de même le numérateur 12 du second rapport est égal aux trois cinquièmes de son dénominateur 20, et que le numérateur 21 du troisième rapport est égal aux trois cinquièmes de son dénominateur 55.
Or, imaginons que Ton veuille prendre les trois cinquièmes de la somme
des trois dénominateurs ; il est clair que Ton obtient les troi^^ cinquièmes de la somme de plusieurs quantités en prenant te&
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trois cînquièrties dé chacune d'elles ; mais les trois cinquièmes de chaque dénominateur, c'est le numérateur correspondanl ; on aura donc la somme des numérateurs
Ainsi la somme des numérateurs 9-1-12-1-21 est égale aux trois cinquièmes de la somme des dénominateurs 15-i-20-|-35; donc le rapport
est égal à la fraction -J, comme chacun des rapports proposés.
247. CôROLLAuiE I. Dans une sidte de rapports égaux, 5t, après OËOir mulliplié le$ deux termes de chaque rapport par un même nombre, on fait la somme des numérateurs et la somme des dénominateurs, on obtient un nouveau rapport égal à chacun des rapports proposés.
Soient les trois rapports égaux
On ne change pas la valeur d'un rapport en mullipliant ses deux termes par un môme nombre. Si Ton multiplie par 3 les deux termes du premier rapport, par 5 ceux du second et par 2 ceux du troisième, on a encore des rapports égaux
Si maintenant on fait la somme des numérateurs et celle des dénominateurs, on obtient un nouveau rapport
égal à cliacun des derniers rapports, et par conséquent à chacun des rapports proposés.
248. CoROLLAiRR II. Duns Une suite de rapports égaux, la ra* cive carrée de la somme des carrés des numikateurs et la racine
carrée de la somme des carrés des dénominateurs forment un rapport égal à chacun des rapports proposés.
En effet, les carrés des rapporis ('gaux
A — 1^ — ?i sont des rapports égaux
Si Ton applique le théorème à ces derniers rapports, on forme un rapport
égal à chacun d'eux; en extrayant la racine carrée, on a un rapport
égal à chacun des rapporis proposes.
y CHAPITRE II
249. Dans la plupart des questions de mathématiques, on a h considérer deux quantités qui dépendent Tune de Tautre. ' Si, quand Tune devient un certain nombre de fois plus grande, Taulre devient le mémo nombre de fois plus grande, on dit que ces deux quantités varient dans le même rapport ou sont proportionnelles.
Par exemple, le prix d'une certaine quantité do blé dépend de la quantité que Ton achète. Si Ton achète une quantité deux fois plus grande, la somme à payer deviendra deux fois plus grande. Si Ton achète une quantité trois fois plus grande, la somme a payer deviendra trois fois plus grande. En général, la quantité de blé et la valeur varient dans le même rapport, ce qu'on exprime en disant que la valeur est proportionnelle à la quantité.
Considérons une locomotive en mouvement uniforme, c'cslàhdire parcourant le même espace dans le même temps ; dans ce cas, on appelle vitesse le nombre de mètres parcourus en une seconde. L'espace parcouru par la locomotive dépend évidemment du temps que Ton considère ; dans un temps deux fois plus grand, elle parcourra un espace deux fois plus grand ; dans un temps trois fois plus grand, un espace trois fois plus grand ; Tespace parcouru et le temps varient donc dans le môme rapport ; en d'autres termes, l'espace parcouru est proportionnel au temps.
Quelquefois, quand Tune des quantités devient un
Certain nombre de fois plus grande, Taulrc devient le même ^Iombre de fois plus peliie. Dans ce cas, on dit que les deux quantités varient dans un rapport inverse ou sont inversement proportionnelles.
Par exemple, la qualité de blé que l'on peut acheter avçc une somme déterminée dépend du prix de la mesure de blé. bi la mesure coûte deux fois plus, avec la même somme d'argent on ne pourra acheter qu'une quantité deux fois plus petite. Si la mesure coûte trois fois plus, on ne pourra acheter qu'une quantité trois fois plus petite. Ainsi, la quantité de blé que Ion peut acheter avec une même somme d'argent et le prix de la mesure varient dans un rapport inverse.
Considérons le temps employé par une lomotive marchant uniformément pour aller d'une station à une autre. Ce temps dépend delà vitesse de la locomotive : si la locomotive marche avec une vitesse deux fois plus grande, elle mettra, pour parcourir la même distance, un temps deux fois plus petit; si clic marche avec une vitesse trois fois plus grande, elle mettra un temps trois fois plus petit. Ainsi, le temps que met la locomotive à parcourir une certaine dislance et la vitesse varient dans un rapport inverse.
251. Souvent une quantité dépend à la fois de plusieurs aulres. Par exemple, le poids d'une plaque de fer, d'une certaine épaisseur, dépend de la longueur et de la largeur de la plaque. Si la longueur devient deux fois plus grande, la largeur restant la même, le poids devient deux fois plus grand. De même, si la largeur devient deux fois plus grande, la longueur restant la même, le poids devient aussi deux fois plus grand. Ainsi le poids varie dans le même rapport que la lon- ^•ueur et la largeur. Le poids de la plaque dépend aussi de son épaisseur ; quand l'épaisseur est deux fois jplus grande, la longueur et la largeur restant les mêmes, le poids devient doux fois plus grand. On dira donc que le poids d'une plaque de fer est proportionnel à sa longueur, a sa largeur et à son épaisseur.
La longueur que l'on peut recouvrir sur une route dépend
delà quantité de pierres dont on dispose et de Icpaisseur de la couche que Ton veut former* Avec une quantité de pierres double, l'épaisseur restant la même, on peut recouvrir une longueur double. Mais si Ton donne à la couche une épaisseur deux fois plus grande, la même quantité de pierres ne pourra recouvrir qu'une longueur moitié moindre. Ainsi, la longueur recouverte varie dans le même rapport que la quantité de pierres et dans le rapport inverse de l'épaisseur de la couche.
Nous avons déjà résolu (liv. III, chap. VI) par une méthode très-simple, dite de réduction à runitéy un grand nombre de questions dans lesquelles il entre des quantités qui sont dans le môme rapport ou dans un rapport inverse. Nous allons reprendre quelques exemples; les remarques que nous ferons sur ces exemples nous conduiront à une règle générale pour toutes les questions de cette espèce.
Pr.oBLÈME I. 6 hectolitres de blé ont coûté 150 francs. Combien coûteront 10 hectolitres?
AoM avons dit: puisque'^ hectolitres coûtent 150 francs, un hectolitre
coûte six fois moins, soit -j- ou 25 francs; 10 hectolitres coûteront dix faU
plus qv) un hectolitre, soit 25x10 ou 250 ftams, et nous avons écrit le rai-' sonnement de la manière suivante :
6 hectolitres coûtent. . 150 /»•.
Datée cette question, on a à considérer la quatUité de blé et le prix, Jx prix varie dans le même rapport que la quantité. On connaît le prix de G hectolitres et on demande celui de 10 hectolitres. Nous remarquotu que pour trouver le prix de la seconde quantité, il suffit de multiplier le prix de la
première quantité, 150 francs, par le rapport -^ de la seconde quantité à la
première.
PfiOBLÈME IL Une locomotive, marchant uniformément, par-
court 5000 mètres en 5 minutes. Quelle distance parcourt-ellc
en 7 minutes?
îious avons dit : En 5 minutes la locomotive parcourt 3000 métrés; en 1
minute, elle parcourt une distance cinq fuie plue petite, toit —- ou 000
mèires. En 1 minutes, elle parcourt une distancé sept fois plus grande • qu'en une minute, soit 000x7 ou 4200 mètres, et nous avons écrit
En 5 minutes, la distance parcourue est 3000 mètres
Enl "5^»
Enl — 5 — .~4200«.
Dans cette seconde question, on a à considérer deux sortes de quantités, le temps et le chemin parcouru, la distance parcourue et le temps varient dans le même rapport. Nous rémarquons que Von obtient la distance cherchée en
multipliant la distance connue 3000 mètres par le rapport - du second temps
au premier.
Problème III. Avec une certaine somme d'argent, on a acheté 1200 hectolitres de blé, le prix de rtiectolitre étant à 9 francs. Quelle quantité de blé pourra t-on acheter avec la môme somme, le prix de Thectolitre s*étant élevé à 11 francs?
Quand l'hectolitre coûte 9 francs, on a acheté 4200 hectolitres de blé cour
une certaine somme d'argent. Si Vhectolitre ne coûtait que 1 franc, on aurait
une quantité de blé neuf fois plus grande pour la même somme, soit 1200x0 A.
Uais Vhectolitre coûtant 11 francs, on en aura une quantité onze fols plus
1200x0 petite, soit — j-* — =^81^,8, à un dixième près.
Dans cette question on a à considérer deux sortes de quantités : le prix de
Vhectolitre, et la quantité de blé que Von peut acheter avec une même somme
d'argent. iJi quantité et le prix de Vhectolitre varient dans un rapport t>{-
verse. Nous remarquons que Von obtient la quantité de blé cherchée en mul-
tipliant la quantité cornue 1200 h. par le rapport — de V ancien prix au
nouveau.
Pboblème IV. Une locomotive qui se meut uniformément avec une vitesse de 10 mètres par seconde a mis vingt minutes pour aller d une ville à une autre. Quel temps mettra-t-elle a
parcourir la m^rae dislance si elle marche avec une viicssc (le 1 5 mèlres par seconde? ,
La locomotive^ marchant avec une vitesse de 10 mètres par seconde,'' a mis
20 m'nuies pour aller d'une ville à l'autre. Si elle marchait avec une vitesse
de 1 métré par seconde, elle mettrait un temps dix fois plus grand, soit 20x10
minutes. Marchant avec une vitesse de\^ mètres, elle mettra un temps 13 fois
20x10 plus petit, soit — 7= — minutes, ou 15",23«.
Dans cette question, on a à considérer la vitesse de la locomotive et le temys
qu'elle met à parcourir une même distance. Ces deux quantités varient dans un
rapport inverse. On obtient le temps chercM en multipliant le temps connut
20 minutes, par le rapport r= de l'ancienne vitesse à la nouvelle.
252. Ce qui précède nous permet de formuler une règle générale pour résoudre immédiatement toutes les questions dans lesquelles on n'a à considérer que des quantités qui varient dans le même rapport ou dans un rapport inverse. La question peut être posée en ces termes : Une quantité dépend duno autre; on connaît la valeur de la première, qui correspond h une certaine valeur de la seconde; celle-ci change et prend une autre valeur. Que devient la première quantilé ?
Il y a deux cas à distinguer : si les deux quantités varient dans le même rapport, on multiplie la valeur connue de la première quantilé par le rapport des deux valeurs de la seconde, rapport de la nouvelle valeur à Tancienne, et Ton aura ainsi la nouvelle valeur de la première quantité. Si les deux quantités varient dans un rapport inverse, on multipliera encore la valeur connue delà première quantilé par le rapport des deux valeurs de la seconde, mais on prendra le rapport en ordre inverse, c'est-à-dire de Tancienne valeur à la nouvelle.
Ainsi, dans le problème II, Tespace parcouru par la locomotive et le temps varient dans le même rapport; pour avoir le nouvel espace, on a multiplié l'espace connu 5000" par le rapport \ des temps, rapport du nouveau 7 à l'ancien 5.
Dans le problème IV, le temps mis par une locomotive à parcourir une certaine distance et la vitesse varient dans un rapport inverse. Pour avoir le temps cherché^ on a multiplié
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le temps connu, 20 minutes, parle rapport || de rancicnne vitesse 10 à la nouvelle 15.
Nous allons appliquer celte règle à des exemples plus cornpliqués.
Problème V. Une plaque de fer de i^^^Q de longueur sur 0'",45.de largeur, pèse 100 kilogrammes. Combien pèsera une plaque de fbr de même épaisseur, mais ayant 1"',70 de Ion* gueur sur 0",65 de largeur?
1^ poids de la plaque dépend à la fois de sa longueur et àe sa largeur.
Faisons d'abord varier sa longueur et cherchons ce que fêse une plaque de
1*,70 de longueur sur p",43 de largeur, La largeur restant la même, le poids
varie dans le même rapport que la longueur. Il faudra donc multiplier le poids
1 70 connu 100 k,, par le rapport r^ de la nouvelle longueur à l'ancienne, ce
qui donne
iOOXfl^ij.
Faisons maintenant varier sa largeur et cherchons ce que pèse une plaque
de i"*, 10 de longueur sur 0",65 de largetir. ïm lontjueur restant la même, le
poids varie dans le même rapport que la largeur ; il faudra donc multiplier le
0G5 poids précédent par le rapport -t-t;. de la nouvelle largeur à l'ancienne, ce
qui donne} our le poids cherché '
Problême VI. Une plaque de fer de l'^jSO de longueur sur 0'",43 de largeur et O^jOSS d'épaisseur, pèse 100 kilogrammes. Combien pèsera uncplaque de fer de 1°,70 de longueur, sur 0",65 de largeur et 0",018 d'épaisseur? . .
• î^ poids de la plaque dépend de là longueur, de la largeur et de V épaisseur, et il varie dans le même rapporl que chacune de ces. trois quantités. Il faudra donc multiplier le p9idf connu par le rapport des longueurs, par celui ,des largeurs et par celui des épaisseurs, en prenant chaque rapport dans tordre direct, c'est-d-dire de la nouvelle valeur à Vancienne. On aura ainsi pour le *^ids cherché
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Pkoblême vif. Avec 150 mùlres cubes de pierres, on a recouvert sur une route une longueur de 240 raèlres, en donnant à la couche de pieires une épaisseur de 0"*,i5. Quelle longueur pourra-1-on recouvrir avec 300 uièires cubes de pierres, mais en donnant à la couche une épaisseur deO'%20? , ^ ^
la longueur que Von peut recouvrir varie dans le même rapport que la quaU" tl4é de pierres, mais dans un rapport inverse avec Vépaisseur de la couche. H faudra donc multiplier la longueur connue 240 mètres, par le rapport de la nouvelle quantité de pierres à l'ancienne, et par le rapport de l'ancienne épaigsair à la nouvelle. On trouve ainsi pour la longueur cherchée
240 X j5^ X j~jj = 300 mètres.
253. 11 faut examiner avec beaucoup de soin si les quantités de différentes sortes qui entrent dans la question varient bien dans le même rapport ou en rapport inverse. Soit, par exemple, la question suivante : Une pierre en tombant pendant trois secondes parcourt 44Hiètre9. Quel espaee pat com la* t-elle en tombant pendant 5 secondes? L'expérience démontre que, dans la chute des corps, l'espace parcouru en 2 secondes est 4 fois plus grand que l'espace parcouru dans la premièrq seconde ; que Tespace parcouru en trois secondes est fois plus grand ; en un mot, que l'espace parcouru ne varie pas comme le temps, mais comme le carré du temps. Pour résoudre la question proposée, on multipliera donc Tespace donne, 44 mètres, non par le rapport | des temps, mais par le carre de ce rapport, ce qui fait 44x^=122 mètres.
Proposons-nous encore la qiTeslion suivante : Le soleil , 5 heures ©près son lever, est à 20 degrés au-dessus de ThoriîEon. A quelle hauteur sera-t-il 5 heures après son lever? La hauteur du soleil au dessus de l'horizon ne croit pas dans le rapport du temps, puisqu'après s'être élevé jusqu'à midi il s'abaisse ensuite du côté de l'ouest. Le calcul est beaucoup plus compliqué.
Les questions d'intérêt se rapportent aux quantités propor* tionnelles; car, d'une part, le revenu est proportionnel au
capital; d'aulre part, lorsqu'on prend l'intcrôt simple, le le venu est proportionnel à la durée du placement.
PARTAGE EN PARTIES PROPORTIONNELLES
2S4. On dit que des nombres sont proportionnels à d*auires nombres, lorsque le rapport d'un nombre quelconque de la première série au tiombrc correspondant de la seconde série est constant. Ainsi les trois nombres 20, 50, 50 sont proportionnels aux trois nombres 2, 3, 5, puisque le rapport de 20 à 2 est le même que celui de 50 à 3 et que celui de 50 à 5, ce qu'on écrit
Le rapport est 10.
Problêbie VIII. Partager 100 francs en frois parties proportionnelles aux nombres 2, 5, 5.
Si Ton appelle x, x\ x" les trois parties, on a le^ rapports égaux
La somme des numérateurs, c'est-à-dire la somme des parts est égale à la quantité à partager, 100 francs ; la somme des dénominateurs 2+5-^5 égale 10; mais le rapport ainsi formé est égal à chacun des rapports proposés. On a donc
d'où l'on déduit
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Comme vérification, on s'assurera que ta somme des paris, 204- 50+50 est bien égale à 100.
PROBLÈME IX. Partager 1600 francs entre 12 hommes, 15 femmes et 20 enfants, de manière que la part de chaque femme soit les I de celle de chaque homme, et la paît d'un enfant la moitié de celle d'une femme.
La pari d une femme étant les | de celle d'un homme et celle d'un enfant, la moitié de celle d\ine femme, c'est-à-dire les ^ de celle d'un homme; ces trois parts sont respectivement proportionnelles aux nombres fractionnaires
i' H» ïô'
ou aux nombres entiers 10, 6, 5, que Ton obtient en multipliant les précédents par 10.
Si donc on appelle x la part d'un homme, x' celle d'une femme, x" celle d*un enfant, on a les rapports égaux
Multipliant itiaintenant les deux termes du premier rapport par 12, les deux termes du second par 15, les deux termes du troisième par 20 ; ajoutant, d'une part les numérateurs,
d'autre part les dénominateurs, nous formons un rapport
X Xi2-h.t:^xl5-ha;^^x20 ; 10x12-1-6 Xl5-h 3x20
égal; à chacun des proposés. Or le numérateur de ce dernier rappoit est la somme à partager 1600 francs, le dénominateur égale 270 ; on a donc finalement
10"~G"~ 5 "~ 270 — ^'^^^''' d'où Ton déduit
PnoBLÈMB X. Trouver trois nombres proportionnels aux nombres 3, 5, 7, et tels que la somme de leurs carrés soil égale à 352.
En désignant ces trois nombres par x, x\ x"^ on a
d*où
CHAPITRE III
PBOGBBSSIONS ABITHJHÉTIQUES
25S. DÉir'4NrnoN. On appelle progression arithmétique une suite de nombres tels que la différence entre deux nombres consécutifs est constante. Celle différence se nomme raison de la progression.
La progression est croissarUej lorsque les nombres qui la composent vont en croissant. Dans ce cas, chaque terme est égal au précédent augmenté de la raison.
Au contraire, la progression est décroissante ^ lorsque les nombres qui la composent vont en décroissant. Dans ce cas, chaque terme est égal au précédent diminué de la raison.
Voici deux progressions arithmétrques
Tune croisssante, l'autre décroissante, dont la raison est 5.
286. Théorème I. Dans une progression arithmétique^ un terme de rang quelconque égale le premier terme augmenté ou diminué de la ra^ison répétée autant de fois quHl y a de termes avant lui.
Soit d'abord une progression arithmétique croissante
42.5.8M1.14»17.20* Le secotid terme égale le premier plus la raison^
Le troisième terme égale le second plus la raison, et par con* dëquent le premier plus deux fois la raison^
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Le quatrième terme égale le troisième plus la raison, et par conséquent le premier plus trois fois la raison ,
et ainsi de suite.
Soit maintenant une progression arithmétique décroissante
Le second terme 17 égale le premier 20 moins la raison 3,
Le troisième terme i4 égale le second moins la raison, c'està-dire le premier moins deux fois la raison,
Le quatrième terme 11 égale le troisième moins la raison, c'est-à-dire le premier moins trois fois la raison,
il=::i4 — 5 = 20— 5 — 3— 3 = 20-5x3,
et ainsi de suite. ' '
2S7. Il^SÉREH ENTRE DEUX KOlfBRES DONNÉS UN CERTAIN NOMBRE DE
MOYENS ARITHMÉTIQUES. On appelle moyens arithmétiques, insé* rés entre deux nombres donnés, des nombres qui forment une progression arithmétique dont les deux nombres donnés soit les deux extrêmes. La question revient évidemment à trouver la raison de la progression.
Soit à insérer cinq moyens arithmétiques entre les deux nombres 2 et 20. On sait que le dernier terme de la progrès-^ sion 20 égale le premier 2, plus la raison répétée autant de fois qu'il y a de termes avant lui ; or le nombre des termes qui précèdent le dernier terme, c'est le nombre des moyens à insérer plus un ; donc le dernier terme égale le premier plus six fois la raison. Si du dernier terme on retranche lô premier, la différence 18 égale six fois la raison ; en divisant cette différence par 6, on a la raison elle-même 5. Ainsi :
Règle* Pour trouver la raison de la progression^ prenez là
différence des deux nombres donnés^ et divisez cette différence j}ar le nombre des moyens à insérer plus nn.
Une fois qu'on connaît la raison de la progression, il est facile de former les moyens demandés : en ajoutant la raison au plus petit des deux nombres donnés, on forme le premier moyen ; en l'ajoutant à ce premier moyen on forme le second moyen, et ainsi de suite. On a donc la progression
258. Théorème II. Si, entre deux termes consécutifs d^une progression arilhmétiqucj on insère un mime nombre de moyetis arithmétiques y les progressions partielles ainsi formées composent une seule et même progression.
En effet, puisqu'on insère le même nombre de moyens entre deux termes consécutifs de la progression et que la difTérence de ces deux termes est constante, la raison est la même dans toutes les progressions partielles; d*autrc part, comme le dernier terme de chaque progression partielle est le premier de la progression suivante, ces progressions partielles se continuent de manière à ne former qu'une seule et même progression.
259. Théorème III. Dans toute progression arithmétique y la somme de deux termes également éloignés des extrémités est constante et égale à la somme des extrêmes.
Soit la progression
Je considère le second terme et ravant-dernier. Le second terme 5 égale le premier plus la raison ; Tavant-dernier terme 23 égale le dernier moins la raison : donc la somme 5 H- 23 égale la somme des extrêmes 2 •+• 26.
Je suppiîme les deux extrêmes 2 et 26 ; il reste une progression qui commence à 5 et qui finit à 23. Si l'on repèle sur celte progression le même raisonnement, on en conclut que la somme 8-f-20 égale 5 -h 23, et par conséquent la somme des extrêmes 2+26. Et ainsi de suite.
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Kebiarque. La progression précédente renfenn^ un nombre impair de termes; il y a au milieu un terme 14 également distant des deux extrémités. Quand on a supprimé progressivement d'un côté et de Tautre un nombre suftisant de termes, arrive à la progression
Le terme 14 égale, d'une part 11 plus la raison, d*autre part 1 7 moins la raison ; donc deux fois 1 4 égale la somme 11+17 et par conséquent la somme des extrêmes 2+26. Ainsi, quand la progression renferme un nombre impair de termes^ deux fois le terme du milieu égale la somine des extrêmes.
260. Théodème IV. La somme des termes d^une progression arithmétique égale la moitié du produit de la somme des extrêmes par le nombre des termes.
J'écris la progression proposée au-dessous d'elle-même en sens inverse
je remarque que les deux termes qui se correspondent dans ces deux progressions sont des termes également dislants des extrémités dans la première progression, et que par conséquent leur somme est constante et égale à la somme des extrêmes 2+26 ; si donc on additionne les deux progressions terme à terme, la somme totale se composera de la somme des extrêmes 2+26, répétée autant de fois qu'il y a de termes dans la progression proposée. Mais cette somme est le double de celle qu'on cherche. Donc la somme des termes de la progression égale la moitié du produit de la somme des extrêmes par le nombre des termes.
261. Remarque. Il est bon de représenter par des formules les principales propriétés des progressions. Si Ton appelle a, b, e,.... h, kj I, les termes successifs d'une progression arithmétique croissante
T*v. U , Cl» il • IC » If
n le nombre des termes, r la raison, s la somme des termes,
on a
5 = .i TT •
Applications. 1® Les nombres entiers consécutifs forment une progression arithmétique croissante dont la liaison est Tunité. La somme des n premiers- nombres entiers est
H-74- 4-(2n-l) = Hîi^=n
égale le carré de w.
Ainsi :
H-3 = 2*, 1-1-5+5 = 5*. 1 + 5+5-1-7 = 4*. de.
CBAPITUE IV
PBOGnESSlOlVS CSÉOaiÉTBlQVlSfl
DEFINITION
262. On appelle progression géométrique une suite de nombres tels que le quotient de deux nombres consécutifs est constant. Le quotient de chaque terme par le précèdent se nomme raison.
La progression est croissante ou décroissante, suivant que la raison est plus grande ou plus petite que Tunité. Yoiçi deux progressions géométriques,
l'une croissante, l'autre décroissante. La raison do la première est 3, celle de la seconde |.
263. Théorème I. Dans une jjrogression géométrique y un terme de rang quelconque égale le premier terme multiplié par la raison élevée à une puissance marquée par le nombre des termes qui précèdent.
Soit la progression
Le second terme 6 égale le •premier multiplié par la raison,
Le troisième terme égale le second multiplié par la raison, et par conséquent le premier multiplié par la seconde puissance de la raison,
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Le quatrième terme égale le troisième multiplié parla raison, et par conséquent le premier multiplié par la troisième puissance de 4a raison,
et ainsi de suite.
IKSÉRER EKTRB DEUX ROHBRES nOIlNés DK CERTAIII KOUDRE DE MOYENS
GÉOMÉrniQUES.
264. On appelle moyens géométriques, insérés entre deux nombres donnés, des nombres qui forment une progression géométrique dont les deux nombres donnés soit les deux extrêmes. La question revient évidemment à trouver la raison de la progression.
Soit à insérer cinq moyens géométriques entre les deux nombres 2 et 1458. On sait que le dernier terme de la progression 1^58 égale le premier 2 multiplié par la raison élevée à une puissance marquée par le nombre des termes qui précèdent; or le nombre des termes qui précèdent le dernier terme, c'est le nombre des moyens à insérer plus un ; donc le dernier terme égale le premier multiplié par la sixième puissance de la raison. Si l'on divise 1458 par 2, le quotient 729 est la sixième puissance de la raison ; en extrayant la racine sixième de 729, on a la raison elle-même 3. Ainsi :
Règle. Pour trouver la raison de la progressiouj divisez le dernier terme par le premier ^ et extrayez du quotient une racine ayant pour indice le nombre des moyens à insérer plus wi.
Une fois que Ton connaît la raison de la progression, il est facile de former les moyens démandés. En multipliant le premier nombre par la raison, on forme le premier moyen ; en multipliant ce premier moyen par la raison, on forme le second moyen, et ainsi de suite. On a donc la progression
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progression géométrique on insère un même nombre de moyens géométriques y les progressions partielles ainsi obtenues composent une seule et même pi^ogi^ession.
En effet, puisqu'on insère le même nombre de moyens entre deux termes consécutifs de la progression, et que le quotient de ces deux termes est constant, la raison sera la même dans toutes les progressions partielles. D'autre part, comme le dernier terme de chaque progression partielle est le premier de la progression suivante, ces progressions partielles se continuent de manière à ne former qu'une seule et même progression.
266. Théorème III. Dans toute progression géométrique^ le produit de deux termes également distants des extrémités est constant et égal au produit des extrêmes.
Soil la progression
Je considère le second terme et Tavant-dernier. Le second terme 6 égale le premier multiplié par la raison, Tavant-dernier terme 4374 égale le dernier divisé par la raison ; donc le produit 6 X 4374 égale le produit des extrêmes 2 x 1 3122.
Je supprime les deux extrêmes 2 et 13122, il reste une progression qui commence à 6 et finit à 4374. Si Ton répète sur cette progression le même raisonnement, on en conclut que le produit 18x1458 égale le produit 6x4374, et par conséquent le produit des extrêmes 2x13122, et ainsi de suite.
Remarque. La progression précédente renferme un nombre impair de termes; il y a au milieu un terme 162 également distant des deux extrémités. Quand on a supprimé progressivement d'un côté et de l'autre un nombre suffisant de termes, on arrive à la progression
Le terme 162 égale, d'une part 54 multiplié par la raison, d'autre part 486 divisé parla raison ; donc le carré de 162 égale le produit 54x486, et par conséquent le produit des extrêmes
2x13122. Ainsi, quand la progression renferme un nombre impair de te^mes^ le carré du terme du milieu est égal au produit des eiKtrêmes.
2B1. Théorème IV. On obtient le produit des teimes d^une progression géométrique en faisant le produit des extrêmes^ élevant ce produit à une puissance ifiarquée par le nombre des termes^ et extrayant la racine carrée du résultat.
J'écris la progression proposée au-dessous d'elle-même, en sens inverse,
Je remarque que les deux termes qui se correspondent dans cas deux progressions sonl des termes également distants des extrêmes dans la première progession, et que par conséquent leur produit est constant et égal au produit des extrêmes. 2x13122. Si donc on fait le produit de tous les termes des deux progressions, considérés comme autant de facteurs, on aura autant de facteurs, égaux chacun au produit des extrêmes, qu'il y a de termes dans la progression ; il y a neuf termes ; le produit final sera donc la neuvième puissance du produit des extrêmes. Mais, puisqu'on a pris chaque terme deux fois comme facteur, ce produit est égal au carré du produit des termes de la progression proposée ; on aura donc le produit demandé en extrayant la racine carrée du résultat.
268. Remarque. Si Ton appelle a, &, c, h, fc, /, les fermes-successifs d'une progression géométrique
r la raison, n le nombre des termes, P le produit des fermes, on a les formules
Si dans l'expression du produit on remplace le dernier terme / par sa valeur, on trouve
P = ^/(fl«xr"-')* = v^fl*» f*^""^* =a*Xr »,
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On demande, par exemple, le produit des sept premiers termes de la progression géométrique dont le premier terme est 5 et la raison 2.
En appliquant la seconde formule, on trouve
P=5'x2" = 2'*XiO'=:165840000000.
269. Théorème V. On obtient la somme des termes d^une progression géométrique croissante^ en multipliant le dernier terme par la raison^ retranchant le premier terme^ et divisant la différence par la raison diminuée d^une unité.
Soit la progression géométrique croissante
^6:18:54:162:486:1458, J^appelle S la somme des termes
S=6 + 184-54-hl62H-4864-1458.
Je multiplie par la raison 5 tous les termes et par conséquent la somme elle-même, en observant que le produit d'un terme par la raison égale le terme suivant ; j'ai ainsi
Sx3 = 18-4- 54 ■4-162-4-4864-14584:1458x3.
De cette seconde somme je retranche la première ; tous les termes de la première somme se retranchent, excepté le premier; j'ai donc
Sx3-S = 1458x3 — 6.
De trois fois la somme cherchée, j'ai retranché celle somme elle-même ; la différence égale deux fois cette somme| c'est-àdire le produit de la somme S par la raison diminuée d*une unité. J'obtiendrai donc la somme cherchée S en divisant la différence par la raison diminuée d'une unité ; ainsi
270. Théobème YI. On obtient la somme des termes d'une progression géométrique décroissante^ en retranchant du pre-
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mier terme le dernier multiplie par la raison^ et divisant la différence par l^unité diminuée de la raison. Soit la progression gcoméirique décroissante
Rappelle S la somme des termes
En multipliant par la raison | tous les termes el par conséquent la somme elle-même, j*ai
Sx|=486 4-162 + 54 -+-184-64-6Xg- Je retranche la seconde somme de la première, ce qui donne
S-Sx^-1458-6x|.
De la somme cherchée S j'ai retranché le ^ de celte somme ; la différence égale les f de celte somme, c'est-à-dire le produit de la somme S par l'unité diminuée de la raison. J'obtiendrai la somme cherchée en divisant la difTérence par l'unité diminuée de la raison. Ainsi
271. RbiMARQGE I. On pouvait déduire immédiatement le théorème 'VI du théorème V. Si l'on écrit en ordre inverse les termes de la progression décroissante, on obtient une pr<^ression croissante dont la somme est
En divisant par la raison 3 les deux termes de la fraction, on a
1458 — 6xt
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272. R£MAfiQUE II. En conservant les notations précédcnles, on exprinoe la somme par la formule
c ^Xr — g
si la progression est croissante ; par la formule
c_ a—lxr
si la progression est décroissante.
On demande, par exemple, la somme des dix premiers termes de la progression croissante
Le dixième terme égale 2* ; donc
273. Théorème VIL La somme des termes iVnne progression geoméirique décroissante à Vinfini a pour limite le premier terme divisé par Vunité diminuée de la raison.
La somme des termes d'une progression géométrique décroissante
** n * h * /* * fi *
est donnée par la formule
a—lxr a Ixr
Si Ton prend un nombre de (ermes de plus en plus grand, la somme augmente, mais eii restant toujours plus petite que
la quantité fixe r—-- Le dernier terme / diminue sans cesse,
et l'on voit aisément qu'il devient plus petit que toute quantité donnée, quelque petite qu'elle soit. En effet, si le dernier terme restait toujours plus grand qu'une quantité donnée 7, les termes précédents étant à plus forte raison plus grands quo g, la somme des termes serait plus grande que 9Xn, et par
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conséquent Qugmcnterail au delà de (outc limite, ce qui est impossible. Puisque le dernier terme l devient aussi
petit qu'on veut, le produit IXjr^^^^ ce dernier termj
par la quantité constante j-— devient lui-même aussi pelil
qu'on veut ; donc, si Ton prolonge la progression indéfiniment, la somme des termes s'approche de la quantité fixe
j— -, de manière que la différence devienne plus petite que
toute quantité donnée; en un mot, la somme des termes a
pour limite la quantité ;j— -^
En appliquant ce théorème à la progression géométrique décroissante
dont la raison est |, on trouve que la somme des termes tend vers une limite égale à l'unité.
274. Remabquë L Les fractions décimales périodiques ne sont autre chose que des progressions géométriques décroissantes. Par exemple, la fraction décimale périodique simple
peut s'écrire
1 00 ■^ÎÔ555"^i 000000"^ '
c'est une progression géométrique décroissante dont la raison
est Y^. D'après le théorème précédent, la somme des termes
tend vers la limite
iOO ÎÔÏÏ 35
Cette limite estxe qu'on appelle la valeur de la fraction décimale»
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275. Resiarque II. Nous avons vu (n"" 100) comment on forme les diviseurs d'un nombre entier donné, et comment on évalue a priori le nombre de ces diviseurs : il est facile aussi de trouver leur somme. Soit N=«*t^cy un nombre entier décomposé en facteurs premiers ; les diviseurs du nombre N sont les différents termes du produit
(l-+-a-hft*-i-. . .-i-a")X(l+64-6*H-. ..-ri^)X{H-c-|-c'-|-. ..-hc^);
le nombre de ces diviseurs est
(a-f-l)XGe4-l)X(7-i-l).
Chacune des parenthèses est la somme des termes d'une pro gression géométrique commençant à Funité et ayant pour raison, la première a, la seconde b, la troisième c; ces parenthèses ont pour valeurs
a — i * b — 1 ' c — 1 Donc le produit final, ou la somme des diviseurs égale
(gg+i --> i ) X (b?^^ —i ) X (çy-^^ — i )
Par exemple, le nombre 360 élanl égal à 2'x3'x5*, le nombre de ses diviseurs est (3h-1)x(2+.1)x(1h-1), c'està-dire 24 ; leur somme est
V . 2 . 4 . 6 . 8 . dO . 12 . i
Si l'on désigne généralement par a la raison de la première, par b celle de la seconde, ces deux progressions se mettent sous la forme
•54 1 : a : a' : a" : a* : a* : a* : a' : tt^ :
T . 6 . 2fe . 36 . 46 . 5& . 6& . 7i> . 8t
Je remarque que les termes de la progression arilhmélique sont les mulliples successifs de la raison, que les termes de la progression géométrique sont les puissances successives de la raison.
Ces deux progressions sont disposées de manière que les termes qui occupent le môme rang soient placés Tun au-dessous de Vautre ; on voit que, dans deux termes correspondants,
par exemple a* et 55, le môme nombre 5 sert à la fois d'exposant et de multiplicateur.
277. Je multiplie deux termes de la progression géométrique, par exemple a' et a*; pour cela j'ajoute les exposants 3 et 5 ; le produit a* est aussi un terme de la progression géométrique. J'additionne les deux termes correspondants 36 et bb de la progression arithmétique ; j'ajoute 3 fois 6 à 5 fois b; la somme 86 est aussi un terme de la piH)gression arithmétique. On \oit que Texpos^nt du produit a* est égal au multiplicateur de la somme 8b; donc le produit et la somme se correspondent dans les deux progressions.
Cette propriété est générale ; car si l'on multiplie deux termes quelconques a"* et a* de la progression géométrique, et si Ton additionne les deux termes correspondants 6xm et 6xn de la progression arithmétique, on obtient un produit a"*^* et une somme 6x(m-hn), qui se correspondent évidemment dans les deux progressions.
Je divise Tun par l'autre deux termes de la progression géométrique, par exemple a* par a*; pour cela je retranche Texposant du diviseur de celui du dividende ; le quotient a' est aussi un terme de la progression géométrique. Je prends la différence entre les termes correspondants 86 et 56 de la progression arithmétique; je retranche 5 fois 6 de 8 fois 6; la différence 36 est aussi un ferme de la progression arithmétique. On voit que l'exposant du quotient a' est égal au multiplicateur de la différence 36 ; donc le quotient et la différence se correspondent dans les deux progressions.
Cette propriété est générale ; car si l'on divise a" par û^ (m étant supposé plus grand que n), et si l'on retranche 6xn de 6x w, le quotient a"*^* et la différence 6x(w— n) se correspondent dans les deux progressions.
J'élève à une certaine puissance un tefme de la progression géométrique, par exemple le terme et à la troisième puissance ; pour cela je multiplie l'exposant par l'indice de la
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puissance ; la puissance a'* est aussi un terme de la progression géométrique. Je multiplie par 3 le terme correspondant 4ft de la progression arithmétique ; le produit I2b est aussi un terme de la progression arithmétique. On voit que l'exposant de la puissance a*' est égal au multiplicateur du produit 12fr; donc la puissance et le produit se correspondent dam les deux progressions.
J'élève généralement à la puissance n un terme quelconque a* de la progression géométrique, et je multiplie par n le terme correspondant bxm de la progression arithmétique ; la puissance a*^" et le produit bx(mxn) se correspondent dans les deux progressions.
J'extrais la racine d*un terme de la progression géométrique, par exemple la racine troisième de a*; pour cela je divise l'exposant par l'indice de la racine (je suppose cetle division possible); la racine a* est aussi un terme de la progression géométrique. Je divise par 3 le terme correspondant 1 2b de la progression arithmétique ; le quotient 4b est aussi un terme de la progression arithmétique. On voit que l'exposant de la racine a^ est égal au multiplicateur du quotient 46; donc la racine et le quotient se correspondent dans les deux progressions.
278. En arithmétique, on apprend à effectuer six opérations sur les nombres : Irois opérations directes et trois opétions inverses. Les trois opérations directes sont : l'addition, la multiplication, l'élévation aux puissances. L'opération fondamentale est l'addition ; la multiplication est l'addition de plusieurs nombres égaux ; l'élévation à une puissance est le produit de plusieurs facteurs égaux. Les trois opérations inverses sont : la soustraction, la division, l'extraction des racines. La soustraction est l'opération inverse de l'addition ; la division est l'opération inverse de la multiplication; l'extraction des racines est l'opération inverse de l'élévation aux puissances.
Il y a ainsi trois ordres d'opérations :
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OPÉRATIONS DIllECTES. OPÉRATIOKS INVERSES.
Premier ORDRE . Addition ^ Soustraction,
Second ordre. . Midtiplication Division.
Troisième ORDRE. Êlévat. aux jouissances. Extract, des racines.
Chaque ordre comprend une opération directe et une opcralion inverse. Les opérations du premier ordre s'effectuent facilement et avec rapidité ; celles du second ordre sont déjà plus longues et plus difficiles ; enfin celles du troisième ordre deviennent très-longues et très-pénibles.
Les relations que Ton a reconnues entre deux progessions, Tune géométrique, Tautre arithmétique, permettent de remplacer les opérations par d'autres plus simples. On demande, par exemple, le produit de deux nombres 27 et 243, qui appartiennent à la progression géométrique; j'additionne les deux termes correspondants 6 et 10 de la progression arithmétique, ce qui donne 16 ; je regarde ensuite quel est le terme de la progression géométrique qui correspond à cette somme 16, c'est 6561 ; le produit cherché est 6561, puisque la somme (t le produit se correspondent dans les deux progressions.
Diviser 6561 par 243. De 16 je retranche 10, il reste 6 ; à 6 correspond 27 ; le quotient demandé est 27.
Elever 81 au carré. Au terme 81 de la progression géométrique correspond le terme 8 dans la progression arithmétique; je multiplie &par 2, le produit est 16; à 16 correspond dans la progression géométrique le terme 6561 . Le carré demandé est 6561.
Exiraire la racine carrée de 6561, A ce nombre correspond 16; je divise 16 par 2, le quotient est 8 ; à 8 correspond 81 ; la racine cherchée est 81 .
De cette manière, la multiplication de deux nombres de la progression géométrique est remplacée iparT addition des termes correspondans de la progression arithmétique. La division est remplacée par la soustraction; une élévation à une puissance par une multiplication; une extraction de racine par une division. En un mot, les opérations du second ordre sont remplacées par celles du premier ordre ; celles du troisième oi drc
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par celles du second ordre. Telle est rorigine de la théorie des logarithmes.
Déilnilion des lofl^ariihnioi^.
279. Étant données deux progressions, l'une géométrique commençant par l'unité, l'autre arithmétique commençant par zéro,
TT 1 : a : a' : a' : a* :
les termes de la progression arithmétique sont dits les logarithmes des termes correspondants de la progression géométrique. L'ensemble de ces deux progressions constitue un système de logarithmes.
Les deux progressions par lesquelles on définit les logarithmes dont on fait habituellement usage, et qu'on appelle pour cette raison logarithmes vulgaires, sont les suivantes
vtI : 10 : 100 : lOOO :
Dans ce système le logarithme de 10 est 1, celui de 100 csl 2, etc.
On suppose en général que la raison a de la progression géométrique est plus grande que l'unité ; de cette manière les termes de la progression géométrique vont en augmentant et deviennent plus grands que toute quantité donnée ; les logarithmes vont aussi en augmentant à l'infini.
J'ai défini les logarithmes des nombres qui font partie de la progression géométrique ; il est nécessaire d'étendre cette définition aux autres nombres. Si l'on insère entre deux termes consécutifs de la progression géométrique proposée un très-grand nombre de moyens géométriques, on formera une nouvelle progression géométrique qui renfermera une multitude de nombres. Si, par exemple, on insère mille moyens géométriques entre deux termes consécutifs, la nouvelle progression renfermera mille nombres compris entre 1 et 10, mille enlre 10 et 100, etc. En insérant le même nombre de
moyens arithmétiques entre deux termes consécutifs de la progression arithmétique, on formera une nouvelle progression arithmélique qui donnera exactement les logarithmes de tous les nombres inscrits dans la nouvelle progression géométrique, et approximativement les logarithmes de tous les autres nombres.
280. Remarque I. Lorsqu'on insère n — 1 moyens entre les termes consécutifs des progressions proposées, on forme deux progressions nouvelles, Tune géométrique, dont la raison,
que je représente par g, égale \/fl,.raulre arithmétique, dont ja raison, que je représente par r, égale -;
V . r . 5r . or . 4r
Un terme quelconque de la nouvelle progression géomélrique, étant une puissance de la raison, sera représenté par q^ ou
(v/«)"* ou V^"*; 'e terme correspondant de la progression arithmétique, éiant un multiple de la raison sera rxm ou
— : — . Il en résulte que, par l'insertion d'un nombre convenable de moyens, on obtient exactement les logarithmes de
tous les nombres qui peuvent se mettre sous la forme \ia^.
Afin de mieux fixer les idées à cet égard,' je considère le système des logarithmes vulgaires; dans ce système, un terme quelconque de la nouvelle progression géométrique est de la
forme y/lO'" et a pour logarithme — . Soit A Tun de ces nombres, Az=y 10"*; en élevant à la puissance n, on a A"=10'" ; il est impossible d'abord que A soit un nombre commensurable fractionnaire, car sa puissance étant fractionnaire ne serait pas égale à un nombre entier iO"*; d'autre part, parmi les nombres entiers, il n'y a que les puissances de 10 qui, élevées à une certaine puissance, donnent une puissance de 10. Ainsi, dans le système vulgaire^ les puissances deiO sont les sevis nom-
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bres commmsurables qui ment âts logarithmes commensnrables ; tout autre nombre entier, comme 2, 5, 50, ne fera jamais partie de la progression géométrique, quel que soit le nombre des moyens insérés.
Remarque II. Quand on a inséré un très-grand nombre de moyens, les termes consécutifs de la nouvelle progression géométrique diffèrent trés-pcu l'un de l'autre, de môme que les termes consécutifs de la nouvelle progression arithmétique. Lorsqu'un nombre A ne fait pas partie de la progression géométrique, il est compris entre deux termes jonséculifs qui en différent très-peu et qui ont leurs logarithmes écrits dans la progression arithmétique; la différence de ces deux logarithmes, étant égale à la raison - de la progression arithmétique,
peut cire rendue aussi petite qu'on veut. On prendra pour logarithme de A l'un ou l'autre de ces deux logarithmes.
Propriéiés fondamentales des loffarlthmes*
281. TiitoiiÈME I. Le logarithme cVun produit égale la somme des logarithmes des facteurs.
Ce théorème a été déjà démontré (n° 277). On a vif en effet que la somme de deux termes de la progression arithmétique correspond au produit des nombres correspondants de la progression géométrique ; donc la* somme des logarithmes de deux nombres est le logarithme du produit de ces deux nombres.
Soient donc a. et b deux nombres quelconques, on a
log (a'Xb) = log a 4- log b.
Ce théorème s'étend évidemment à un nombre quelconque de facteurs.
282. TiiÉonÊME II. Le logarithme d^un quotient égale le loga^ rithme du dividende moins le logarithme du diviseur.
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Appelons c le quolienl de a par b (a étant supposé plus grand que &). On a
a = bxcy
et, d'après le théorème précédent,
loga = log6-|-logc; d'où
Ainsi
log c = log fl — log b.
log^ = Ioga— logb.
283. Théorème III. Le logarithme de la puissance d\in nombre é/jale le logarithme de ce nombre multiplié par lindice de la puissance.
En effet, la puissance a" étant le produit de m facteurs égaux à a, on a
a^ = axaxax ;
d'où
log a" =: log fl 4- log a -I- log a -I-
log fl"* = W log fl.
Ainsi le logarithme du carré d'un nombre égale deux fois le logarithme de ce nombre, le logarithme du cube égale trois fois le logarithme du nombre, etc.
284. Théorème IV. Le logarithme de la racine rf'un iiombre égale le logarithme du nombre divisé par Vindice du radical. Appelons b la racine m^ de a ; on a
et, d'après le théorème précédent,
logfl = mlogi;; d'où
lofffl
Ainsi
logt=^
, M— lofî a
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Par exemple, la racine carrée ou la racine cubique d'un nombre a pour logarithme la mcilié ou le tiers du logarithme de ce nombre.
Ces diverses propriétés, qui ont déjà été aperçues dans les préliminaires, remplacent, comme nous l'avons dit, les opérations à effectuer sur les nombres par des opérations plus simples à effectuer sur les logarithmes ; mais pour cela il est nécessaire de construire des tables renfermant les logarithmes des nombres.
Constraction d*aiie table de loffarlthmes.
285. Les logarithmes dont on se sert habituellement, et qu'on appelle logarithmes vulgaires^ sont défmis par les deux progressions
Le nombre qui a pour logarithme l'unité est la base du système de logarithmes. Dans le système vulgaire, la base est 10.
Les tables les plus usitées en France sont les petites tables de Lalande et les grandes tables de Callet. Les tables de Lalande contiennent les logarithmes des nombres entiers de 1 à 10000, avec cinq décimales. Celles de Callet sont plus étendues; elles contiennent les logarithmes des nombres entiers de 1 à 100000, avec sept décimales. Pour construire les tables de Lalande, il suffit de déterminer les logarithmes de tous les nombres premiers plus petits que 10000 ; car, un nombre non premier étant un produit de facteurs premiers, on obtiendra son logarithme en additionnant les logarithmes des facteurs [remiers qui le composent. Ainsi, puisque 72 = 2'*x3', on a
log72 = 31og2 4-2 logS.
Mais quand on additionne les valeurs approchées des logarithmes, les erreurs peuvent s'ajouter, et par conséquent la même approximation ne se conservera pas jusqu'à la fin. Je cherche avec combien de décimales il faut calculer les loga-
rilhmes des nombres premiers, pour qu'on puisse en dédmrc les aulres logarithmes avec cinq décimales exactes.
En formant par multiplications successives les puissances de 2, on trouve que 2^* surpasse 10000 ; il en résulte qu'un nombre inférieur à 10000 renferme au plus 15 facteurs, et que par conséquent l'erreur commise sera répétée au plus 13 fois; si donc on détermine les logarithmes des nombres premiers avec sept décimales, on aura certainement cinq décimales exactes jusqu'à la fin.
La question est donc celle-ci : déterminer les logarithmes des nombres premiers inférieurs à 10000, avec sept décimales exactes.
286. Je prends pour exemple le nombre 5, et, afin de simplifier, je me propose de déterminer son logarithme à moins de
r^ prés. Le nombre 5 étant compris entre 1 et 10, son logarithme est compris entre et 1 ; ce sera par conséquent une fraction proprement dite. En insérant n — 1 moyens, on obtient
deux progressions, qui ont pour raisons, l'une y 10, l'autre -;
le nombre 5 étant compris entre deux termes consécutifs de la nouvelle progression géométrique, son logarithme sera compris entre les deux termes correspondants de la progression
arithmétique ; la différence de ces deux derniers étant ~, on a
ainsi le logarithme de 5 avec une erreur moindre que - . Comme
on veut que Terreur soit plus petite que jjrr, on fera «=100.
Les deux termes consécutifs de la progression arithmétique
j^ fc-f- 1
sont de la forme -, ; le nombre 5 est compris entre les
deux termes correspondants de la progression géométrique
VlO*, v^lO*"*"^ Si l'on élève à la n* puissance, le nombre 5* sera compris entre 10* et 10*^*}
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VÏÔ* < 5 < VÏÔ*^,
Ainsi la détermînalion de k revient à la recherche de la plus huiilc puissance de 10 conlenue dans 5", ou d'ans 5'^.
Je forme par des multiplications successives la 100" puissance de 5, et je compte combien de chiffres elle renferme ; elle renferme 70 chiffres. Or un nombre de 70 chiffres est plus grand que l'unité suivie de 69 zéros ou que 10**, plus petit que l'unité suivie de 70 zéros ou que 10'*; ainsi 5*** est compris entre 10** et 10'^
Il en résulte que le nombre cherché k égale 69. Le logarithme de 5 est donc compris entre 0,69 et 0,70. Ainsi :
Règle. Pour avoir le logarithme d un nombre avec une erreur
moindre que--, calculez la n'^ puissance de ce nombre^ et comptez
combien de chiffres renferme cette puissance. En désignant par
]i-\-i ce 7iombre de chiffres^ le logarithme cherché est compris
entre - et -.
287. Remarque I. Si Ton forme un tableau renfermant les puissances successives de 5, on obliendra deux séries de nombres de plus en plus rapprochés et comprenant entre eux le logarithme cherché
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On voit d'abord que le logarithme de 5 est compris enfre eH , puis enire ô ^' *> ^^^^^ % ^^ ^> ^"*^^ I ^^ I ^*^-
288. Remarque II. Mais au lieu de former toutes les puissances successives, il est plus simple de ne former que les puissances qui ont pour indice une puissance de 2; pour cela il suffit de multiplier par elle-même la dernière puissance obtenue ;
O — Oj • • • • Uj 1 I
D — — ZOy • • • . '^> 1 ,
En multipliant 5* par 5*, on obtient 5*; en multipliant 5* par 5*, on obtient 5', etc. De cette manière, Tapproximation croit beaucoup plus rapidement.
Après m opérations, Texposant est 2* et la différence des
logarithmes et ^. Il est aisé de voir, d'après cela, combien
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de multiplications il faudra faire pour obtenir le logarillnnc d'un nombre donné avec une certaine approximation -. Si
l'on veut, par exemple, le logarithme avec cinq décimales
exactes ou à moins de jttj la différence ^ devant être égale
ou inférieure à j^^ on déterminera m de manière que 2*" soit
égal ou supérieur à 10'; or on sait que la 17* puissance de 2 surpasse 10'; il faudra donc 17 multiplications. Ainsi le
nombre des multiplications nécessaires pour calculer un loga-
rithme avec une approximation marquée par -, est égal à indice de la puissance de 2 égale ou immédiatement supérieure à n.
Je remarque que le nombre des multiplications nécessaires est le même, quel que soit le nombre dont on cherche Iç logarithme.
Cependant, malgré la simplification indiquée, le procédé que nous venons d'exposer pour la détermination des logarithmes exige encore des calculs d'une extrême longueur; aussi a-t-on eu recours pour la construction des tables à des procédés plus rapides, qui seront expliqués dans le cours des nKilhéma tiques spéciales.
289. Changement de la base. La base d'un système de logarithmes est le nombre qui a pour logarithme l'unité. La connaissance de la base suffit pour déterminer un système de logarithmes. En effet, si Ton désigne la base par a, on a les deux progressions.
l'une géoméirique, l'autre arilhméliquc, qui définissenl complètement les logarithmes.
Si Ton change la base, les logarithmes des mêmes nombres changent ; on a un nouveau système de logarithmes. 11 y a
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donc une infinité de systèmes de logarithmes ; mais il est facile
de passer d'un système à un autre. Je suppose que Ton ait
construit une table de logarithmes dans le système dont la
base est a, et que Ton veuille construire une nouvelle table
renfermant les logarithmes des nombres dans le système dont
. t la base est a'. Soit — le logarithme d'un nombre A dans le
nouveau système, on a
A=vâ^, ou A«' = »'**.
En prenant les logarilhmcs de ces deux quanlilés égales dans le sysième dont la base est a (le signe log désignera un logarillimc de la première table), on a
7î' log A = fc'loga'; -7 = log A X
Mais — est le logarithme de A dans le nouveau système ; on
Jv
voit donc que Ton obtient le nouveau logarithme d'un nombre quelconque A en multipliant le logarithme ancien par la
quanî itô constante j -,. Ce multiplicateur constant s appelle
module du second sysième relativement au premier.
CHAPITRE
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290. Les logarithmes ont été calculés en décimales; la partie entière d*un logarithme s*appelle earactéristique. J'écris les deux progressions
f^ 1 : 10 : 100 : 1000 : lOOOO :
qui définissent les logarithmes vulgaires. Tout nombre compris enire 1 et 10 n'a qu'un chiffre à sa partie entière; son logarithme, étant compris entre eli , est un nombre décimal qui a pour parlie entière ou pour caractéristique. De même, tout nombre compris entre 10 et 100 a deux chiffres à sa partie entière; son logarithme, étant compris entre 1 et 2, est un nombre décimal ayant 1 pour caractéristique. De même, tout nombre compris entre 100 et 1000 a trois chiffres à sa partie entière, et son logarithme, étunt compris entre 2 et 3, a 2 pour caractéristique, etc. Ainsi la caractéristique du loga rithme dun nombre renferme autant d^unités que la partie entière dii nombre a de chiffres moins un.
â9ii Le logarithme de 10^ est n. Si Ton multiplie un nombre â par 1 0**^ on a
log (fl>< 10») = log a -f- log 10»^ = log d 4- iU
La partie décimale rcsie la môme ; il suffit d'ajouter n unités à la caractéristique»
Si Ton divise a par 10% on a
log j^ = log a — log 10» = log a — ti.
Ainsi, pour multiplier ou pour diviser un nombre par 10, 100, lOOÔ,.... il suffit d'augmenter ou de diminuer la caractéristique du logarithme de une, deux, trois,... unités.
II en résulte que, lorsque deux nombres décimaux ne diffèrent que par la place qu'occupe la virgule, leurs logarithmes ont même partie décimale et ne diffèrent que par la caractéristique.
TaUfMi de Lalaude.
292. Les tables de Lalande contiennent les logarithmes des nombres entiers de 1 à 10000. Dans la colonne intitulée nombres se trouvent les nombres entiers consécutifs ; 5 droite des nombres, dans la colonne intitulée logarithmes, sont leurs logarithmes avec cinq décimales.
Pour effectuer les calculs par logarithmes, il faut savoir résoudre les deux questions suivantes : 1* trouver le logarithme d'un nombre donné ; 2** trouver le nombre qui correspond a un logarithme donné. Nous traiterons successivement chacune de ces deux questions.
TROUVER LE LOGÀRITHlfE D*UN NOUBRE DONKÉ.
293. Lorsqu'il s'agit d'un nombre entier plus petit que 10000, on trouve immédiatement son logarithme dans les tables.
Si le nombre surpasse 10000, on le ramène à Être compris enire 1000 et 10000, en le divisant par une puissance- convenable de 10. Soit le nombre 46527 ; en le divisant par 10, on a le nombre décimal 4652,7 compris entre 1000 et 10000. Les tables donnent le logarithme de la partie entière 4652. A droite des logarithmes, dans une petite colonne intitulée différences, sont inscrites les différences qui existent entre les logarithmes consécutifs. Entre le logarithme de 4652 et celui
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de 4655, on lit la différence 9, c esl-à-dire que, si Ton augmentait le nombre 4652 d'une unilo, il faudrait ajouter au logarithme 9 unités du cinquième ordre décimal. On admet que les accroissements du logarithme sont sensiblement proportionnels aux accroissemcnfs du nombre, quand il s'agit d'accroissements moindres que Tunité. On dira donc : puisque, pour uneaugmentation d'une unité dans le nombre 4652, il iiiut ajouter 9 au logarithme, pour une augmentation de 0,7 dans le nombre il faudra ajouter les 7 dixièmes de 9, c'est* à-dire 65 dixièmes ou 6 unités du cinquième ordre décimal, en négligeant les unités plus petites. Ajoutant donc 6 au logarithme de 4652, on écrira
log 4652,7=3,66770.
On revient au nombre proposé 46527 en multipliant par 10 le nombre décimal 4652,7; on ajoutera donc une unité à la caractéristique du logarithme, et Ton aura
Nous avons supposé que les accroissemenfs du lug .rithme sont sensiblement proportionnels aux accroissements du nonvbre ; cette proportion n'est pas rigoureusement exacte et il en résuKe une certaine erreur dans le calcul des logarithmes des nombres décimaux. Mais on démontre que, lorsque le nombre est plus grand que 1000, Terreur commise n'altère pas les cinq premiers chiffres décimaux du logarithme; on peut donc regarder la proportion comme exacte.
Soit le nombre 724687. Divisant par 100, on a le nombre décimal 7246,87. On lira dans la table le logarithme de la partie entière 7246 et en regard la différence 6. Pour une unité d'augmentation dans le nombre, il faut ajouter 6 au logarithme; pour 0,87 d'augmentation dans le nombre, il faudra ajouter au logarithme 6x0,87 ou 0,87x6; on voit de su'te que celte augmentation est de 5 unités du cinquit^mc orJre. Ajoutant deux unités à la caractéristique afin de multiplier par 100, on écrira donc immédiatement
Vig 72468/ =5,86015.
Soit encore le nombre 132846. En divisant par 100, on a le nombre décimal 1328,46. On lira dans la table le logarilhme de la partie entière 1328 et à côté la différence 52, qu'il faudra multiplier par la partie fractionnaire 0,46, ce qui donne 15. On écrira donc
log 152846 = 5,12555.
Considérons maintenant un nombre décimal 75,64. Si Ion multiplie ce nombre par 100, on a le nombre entier 7564, dont on trouve le logarithme dans les tables ; retranchant 2 de la caractéristique pour revenir au nombre proposé, on écrira immédiatement
Soit encore le nombre décimal 3,46874. Si l'on multiplie ce nombre par 1000, on aura un nombre 3468,74 compris entre 1000 et 10000. A côté du logarithme de 5468 on lit la différence 12, que l'on multiplie par 0,74, ce qui donne 9. Ajoutant 9 au logarithme de 5468 et retranchant 3 de la caractéristique, on écrira
log 3,46874=0,54017.
Dans la pratique, on se dispense de déplacer la virgule; on lit dans la table le logarithme du nombre formé par les quatre premiers chiffres de gauche, et on y ajoute le produit de la différence tabulaire par les deux chiffres suivants. Cette multiplication se fait à vue très-rapidement ; dans l'exemple précédent on dira : 12 fois 4 font 48 et retiens 5 ; 12 fois 7 font 84 et 5 font 89 dixièmes ou 9 unités du cinquième ordre décimal à ajouter au logarithme. Quant à la caractéristique, on sait qu'elle contient autant d'unités qu'il y a de chiffres dans la partie entière du nombre, moins un.
Il est bon de remarquer que, dans la recherche du loga? rithme d'un nombre, il n'y a lieu de considérer que les six premiers chiffres de gauche ; les suivants, n'ayant pas d'influence sur le logarithme, peuvent être supprimés. En effet, supposons la virgule placée après le quatrième chiffre, si l'on néglige le chiffre des millièmes et les suivants^ on commet
sur le nombre une erreur moindre qu'un centième; la plus grande différence tabulaire est 44 ; on commet donc sur le log^arithme une erreur moindre que les cinq dixièmes d une unilé du cinquième ordre décimal.
CARACTÉmSTIQUES KÉtiATiVES.
294. En opérant comme nous Tavons di(, on obtient aisemont les logarithmes de tous les nombres fractionnaires plus grands que 1. Voici comment on obtient les logarithmes des fractions proprement dites. Supposons que l'on ait à multiplier un nombre quelconque 4567 par la fraction décimale 0,03564. Cette fraction peut s'écrire ^~~ ; multiplier par celle fraction, c'est multiplier par 3,564 et diviser par 100. 11 fau* dra donc ajouter le logarithme de 3,564 qui est 0,55194 et retrancher le logarithme de 100, c'est-à-dire 2. Le logarithme du produit sera donc égal à
log 4567+0,55194—2,
ce qu'on écrit plus simplement
log 4567 .+-2,55194
Le signe — placé au-dessus du chiffre 2, indique qu'il faut retrancher 2 unités. Afin que le logarithme du produit soit toujours égal à la somme des logarithmes des facteurs, on
est convenu de regarder l'expression 2,55194 comme étant le
logarithme de la fraction décimale 0,03564. Le nombre 2, qui tient lieu de la partie entière du logarithme et qui doit cire retranché, s'appelle une caractéristique négative.
On voit que la caractéristique négative du logarithme d\me fraction décimale est égale au rang du premier chiffre signifi* calif après la virgule, •
TnOUVEU LE nOUenE qui admet DN logarithme DONNé^
ftÔS. Trouver le nombre quia pour logarithme 3,12335. Ôrt cherche dans la table le plus grand logarithme contenu dans le logarithme donné* C'est 5,12320, qui correspond au nom*
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Ijrc 1 328. La différence tabulaire est 52, c est-à-dire que si Ton iijoulait 32 au logarithme, il faudrait ajouter une unité au 1 nombre. Le logarithme donné surpasse le logarithme de 1528 de 15 ; pour savoir quelle augmentation dans le nombre résulte de cette augmentation 15 du logarithme, on divisera 15 par 52. Mais on fera cette division à vue; 150 contient 4 fois 52 et il reste 22 ; 220 contient 6 fois 52. Puisque la différence 15 contient les 0,46 de 52, il en résulle une augmentation de 0,46 dans le nombre. Le nombre demandé est donc 1528,46.
Trouver le nombre qui a pour logarithme 0,54017. Ajoutons 5 à la caractéristique et cherchons le nombre qui a pour logarithme 5,54017. Le plus grand nombre entier dont le logarithme est contenu dans le logarithnrie donné est 5468 ; la différence tabulaire est 12. Le logarithme donné surpasse celui de 5468 de 9 unités du dernier ordre. Une augmentation 12 dans le logarithme produit une augmentation d*une unité dans le nombre ; pour avoir celle qui résulte de la différence 9, il faut diviser 9 par 12 ; 90 contient 7 fois 12, et il reste 6 ; 60 contient 5 fois 12 ; il faut donc ajouter 0,75 au nombre, ce qui donne 3468,75. Puisqu'on a ajouté 5 à la caractéristique, il faut diviser par 100, et l'on obtient le nombre demandé 5,46875.
Trouver le nombre qui a pour logarithme 2,84569. Si Ton ajoute 5 à la caractéristique, elle devient égale à 5, et l'on a le logarithme 3,84569. Ce logarithme contient le logarithme de 7009, plus une différence 5. Mais la différence tabulaira est 6 ; il faut donc ajouter 0,5 au nombre, ce qui fait 7009,5. Comme on a ajouté 5 à la caractéristique, il faut diviser par 100000, et Ton a le nombre demandé 0,070095.
296. Il importe de se rendre compte du degré d^approximation avec lequel on obtient les nombres à l'aide de leurs logarithmes. Soit, par exemple, 5,00027 le logarithme donné ; il contient le logarithme de 1000 qui est 3, plus la différcnce27 ; cette différence 27, divisée par la différence tabulaire 45, donne Taugmenlation 0,63; en opérant delà sorte, on trouve
le nombre 1Q00,65. Évaluons maintenant l'approximation ; en général soil log x=a^ le logarithme donné «ayant 3 pour caraciéristiquc ; appelons x^ le nombre que l'on obtient en opérant comme nous l'avons expliqué, et A la différence tabulaire ; pour produire une variation d'une unité du cinquième ordre décimal dans le logarithme, il faut faire varier le nombre d'une quantité a égale à J ; par conséquent le mode de calcul adopté donnera pour les logarithmes de x^-\-a et de ifj — a les valeurs approchées
mais on sait que l'erreur causée par la proportion est moindre que j^ ; on a donc
ainsi le nombre x, qui a pour logarithme a, est compris entre x^ — a et x^-hoL] en prenant la valeur approchée x^j on commet une erreur moindre que a, ou que {. Dans Texemplo précédent, l'erreur est moindre que 73, ou que -~ ; le nombre étant plus grand que 1000, Terreur relative, c'est-à-dire le rapport de l'erreur commise au nombre lui-môme, est moin- «îrequej^.
La différence tabulaire diminue à mesure qu'on s'avance dans la table ; Terreur absolue commise sur le nombre augmente, mais Terreur relative reste à peu près la même. Ainsi les tables de Lalande donnent les nombres avec une erreur relative inférieure à un quart de dix-millième.
EXERCICES
V Calculer le produit des deux nombres 237,56 et 68,432.
On cherchera les logarithmes des deux facteurs et on les ajoutera, ce qui donnera le logarithme du produit ; puis on cherchera dans les tables le nombre correspondant. Voici la disposition du calcul, la lettre x désignant le produit demandé :
log 257,56 =2,37577 log 68,452 = 1,83526
log a; = 4,2H05 . a; = 16256,7.
2** Calculer le produit des deux nombres 4,5678 el 0,87591 . On mullrpliera le second facteur par 10| afin de le rendre plus grand que l'unité, et l'on écrira
^= îô
log 4,5678 = 0,65971 log 8,7391=0,94147 .
log aî = 0,601if ^ a: = 3,9919.
En ajoutant les logarithmes, on trouve 1 pour partie entière; mais comme il faut retrancher 1, il reste la caracléristique 0.
5° Calculer le produit des deux nombres P,087952 et 0,0075326.
On multipliera le premier facteur par 100, le second par lÔOO, afin de les rendre plus grands que Tunité, et Ton écrira
log 8,7952 = 0,94425 1.. log 7,5526 = 0,87695
log a; = 4,82120 îr= 0,00066251.
En ajoutant les logarithmes on trouve 1 à la partie entière ; mais comme il faut retrancher 5, on a la caractéristique négative 4, ce qui indique que le premier chiffre significatif du nombre cherché occupe le quatrième rang après la virgule.
¥ Diviser 16256,7 par 237,56.
Du logarithme du dividende on retranchera le logarithme du diviseur :
• log 16256,7 =4,21103
log a: = 1,85526
5" Diviser 5,9919 par 0,87391.
A un de rendre le diviseur plus grand que l'unité, on multipliera par 10 le dividende et le diviseur, ce qui ne change pas le quolient, et Ton écrira
en désignant par x le quotient cherché ; puis on opérera comme dans l'exemple précédent.
6° Diviser 42,537 par 843,62.
On multipliera les deux fermes par 100, afin de rendre le dividende plus grand que le diviseur, et Ton écrira
log 4253,7 =3,62877 log 843,62 = 2,92615
log ir = 2,70262 a: =0,050422.
Du logarithme de 4253,7 on a retranché celui de 848,62, ce qui donne pour partie entière ; et comme il faut retrancher
2, on a mis la caractéristique négative 2.
r Diviser 0,00066251 par 0,087952.
On multipliera d'abord les deux termes par 100, afin de rendre le diviseur plus grand que l'unité, ce qui donne
on multipliera ensuite par 1000, afin de rendre le dividende plus grand que le diviseur, et Ton écrira
log 60,5ol =1,82420 Icg 8,7952 = 0,94425
Icg x = 3,87095 a: = 0,0075527.
8** Élever à la dixième puissance le nombre 2,3565. Il faut pour cela multiplier par 10 le logarithme du nombre (lonnô :
log 2,4365 = 0,38677 log ic = 5,8677 a;=7374.
9° Élever au cube le nombre 0,41728.
On multipliera le nombre donné par 10, afin de le rendre plus grand que Punité, et Ton écrira
log 4,1728 = 0,62043 log a; = 2,861 29 x= 0,072658.
En multipliant par 3 le logariihme de 4,1728, on trouve 1 à la partie enliôre; comme il faut relrancher 3, on a la caractérislique négative 2.
lO"" Élever à la cinquième puissance la fraction fy.
On écrira
^""\37J ■"\37xio/ ""U^/^io»*
log 200 = 2,30103 log 37 = 1,56820
log 200 — log 37 = 0,73283 log a; = 2,66415 a:= 0,046149.
Il"" Extraire la racine quatrième de 2 :
11 faut diviser par 4 le logarithme do 2.
log 2 = 0,30103 log a: =0,07526 «=1,18921.
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12* Extraire la racine carrée de la fraclÎQn 0,45512.
On rendra celle fraction plus grande que Tunilé en la mullipliant par une puissance de 10 qui soil un carré parfait. Il sufiira dans cet exemple de multiplier par 100, et l'on écrira
log 43,512 = 1^,63861 log a; = M1930 a; = 0,65963.
En divisant par 2 le logarithme de 43,512, on trouve pour partie entière ; comme il faut retrancher 1, on a la caractéristique négative 1.
15° Extraire la racine cubique de la fraction décimale 0,00072658.
On rendra celte fraction plus grande que l'unité en la multipliant par une puissance de 10 qui soit un cube parfait, et Ton écrira
* /rjort
log 726,58 = 2,80129 log a: = 2,95370 a: = 0,08990.
297. On sait que, pour effectuer une division, il faut du logarithme du dividende reti*ancher le logarithme du diviseur. Lorsqu'on n'a qu'une simple division à faire, on peut procéder de cette manière ; mais, quand on a une série de multiplications et de divisions à effectuer, il est plus commode de n*avoir que des logarithmes à ajouter. Pour cela on transforme les logarithmes à retrancher, de manière que Toa ait à ajouter les parties décimales.
Soit, par exemple, à calculer
_ 256,59x127,46 ^~ ôGÏ;87
11 limt retrancher le logarithme de 564,87, qui est 2,75195.
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On écrira
' On aura donc
log 236,39 = 2,37365 log 427,46=2,10537
—log 564,87 =T>,24805
log a; = 1,72705 a; = 53,340.
Quand on a ainsi rendu additive la partie décimale de — log 564,87, on additionne les parties décimales des trois logarithmes; la soustraction ne porte plus que sur la caracté«
risiique 3, ce qui est une grande simplification.
Remarquons celte manière de procéder : Pour retrancher un logarithme^ on ajoute une unité à la caractéristique dont on chatige ensuite le signe^ et Von écrit à la suite le complément arithmétique de la partie décimale.
Ainsi, au lieu de retrancher 2,75195, on a ajouté 3,24805. La caractéristique 2, augmentée d'une unité, puis changée de
signe, donne 3 ; en prenant l'excès de l'unité sur la partie décimale 75195, on obtient le complément 24805.
Quant à Texcès de Funité sur la partie décimale du logarithme, ce qu'on appelle le complément arithmétique, on l'obtient aisément. De 1 il faut retranchenO, 75195. Or, une unité vaut 9 dixièmes et 10 centièmes; 10 centièmes valent 9 centièmes et 10 millièmes, etc. L'unité égale donc 0,9999 plus 10 unités du cinquième ordre. En effectuant la soustraction de gauche à droite, on obtient le complément demandé :
Ainsi, pour avoir le complément de la partie décimale d'un logarithme^ on retranche tous les chiffres de 9, en allant de qauche à droite, excepté le dernier que Von retranche de 10.
Avec un peu d'habitude, on lit immédiatement le complément dans la table, en regardant le logarithme.
Tables de Célict.
298. Les tables de Callet contiennent les logarithmes des nombres entiers de 1 à 108000. La première partie de la lablc, nommée première chiliade (premier mille), contient les logarithmes des 1200 premiers nombres a\ec huit décimales. La table change ensuite de disposition, et donne les logarithmes des nombres de 10200 à 100000, avec sept décimales ; à la fin, la tablesc prolonge de 1000005 108000, avec huit décimales*. Dans la colonne verticale intitulée N, on lit les dizaines des nombres ; les unités sont inscrites au haut de la page et en tête des dix colonnes intituléesO, 1, 2.... 8, 9. La caractéristique n'est pas indiquée ; il est facile de l'ajouter d'après la règle énoncée. Dans la colonne voisine, on trouve les trois premiers chiffres décimaux de chaque logarithme ; les quatre suivants sont inscrits dans la colonne convenable. Si Ton veut, par exemple, le logarithme du nombre 35647, dans la colonne verticale intitulée N, on descendra jusqu'au nombre 5564, puis, dans cette ligne horizontale, on s'avancera vers la droite jusqu'à la colonne intitulée 7, et l'on écrira :
log 55647=4,5520250.
Le nombre ayant cinq chiffres, on commencera par écrire sa caractéristique 4 ; les trois premiers chiffres décimaux 552 sont communs à un assez grand nombre de logarithmes ; on trouve les quatre derniers 0230, dans la colonne verticale intitulée 7.
TROUVER LE LOGâRITUME d'dN KOMORE DO^'^K.
Lorsqu'un nombre entier est plus petit que 108000, on trouve immédiatement dans les tables son logarithme.
* Callet a prolongé ses tables jusqu'à 108000, parce que i 08000 est le nomfi^e de secondes contenues dansl'ungle de 30 degrés ou le tiers de Tangte druit. L'excellente édition des tables de Callet, publiée par M. Dupuis, contient les logaritUmes'de 1 à 1OO0OO avec sept décimnles.
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Si le nombre surpasse la limile des labiés, on l'y ramène en le divisant par une puissance de iO. On demande, par exemple, le logarithme du. nombre 356478. Afin de rendre ce nombre plus petit que i 00000, on le divise par 10, ce qui donne le nombre décimal 35647,8. La question revient à chercher le logarithme de ce nombre décimal ; car, une fois le logarithme trouvé, en ajoutant 1 à sa caractéristique, on aura le logarithme demandé.
Les tables donnent le logarithme de la partie entière 35647. La différence entre ce logarithme et celui du nombre suivant 35648 est 122 unités du septième ordre décimal. On admet que les accroissements du logarithme sont sensiblement proportionnels aux accroissements du nombre, quand il s'agit d'accroissements moindres que l'unité. On dira donc: puisque, pour une augmentation d'une unité dans le nombre 55647, il faut ajouter 122 au logarithme, pour une augmentation de ^0,8 dans le nombre il faudra ajouter au logarithme les ^ de 122 soit ~î^, ou 98 unités du septième ordre, en négligeant les unités plus petites.
Mais on trouve cette augmentation toute calculée dans les tables de Callet; car, dans la dernière colonne verticale à droite, on voit, au-dessous de la dilférence 122, un petit tableau indiquant les augmentations du logarithme qui correspond à 1, 2, 3,.... 9 dixièmes. Ainsi
log 35647 = 4,5520250 . pour 0,8 98
log 35647,8=4,5520328.
En ajoutant une unité à la caractéristique, on a
Nous avons supposé que les accroissements du logarithme sont sensiblement proportionnels aux accroissements du nombre ; cette proportion n'est pas rigoureusement exacte et il en résulte une certaine erreur dans le calcul des logarithmes des nombres décimaux. Mais on démontre que, lorsque le nom bre est plus grand que 10000, Terreur commise n'altère pas
les sept premiers cliirrrcs décimaux du logarithme ; on peut donc regarder la proportion comme exacte.
Soit encore à calculer le logarithme du nombre 2543247. En divisant par 100, on ramènera le nombre propose au nombre décimal 25452,47. La table donne le logarithme de la partie entière. La table des parties proportionnelles montre qu a une augmentation 0,4 dans le nombre, correspond une augmentation 68 dans le logarithme. Il reste h trouver ce qu'il faut encore ajouter pour 0,07. On voit dans la table qu'à 0,7 correspond une augmentation 120 ; à 0,07 correspondra donc une augmentation dix fois plus petite, soit 12. Il faut donc au logarithme de 25452 ajouter 68-1-12, c'est-à-dire 80. Faisant le calcul de tète, on écrira de suite
log 25432,47=4,4053885.
En ajoutant 2 unités à la caractéristique, on en déduit
log 2543247 = 6,4053885.
11 est bon de remarquer que, dans la recherche du logarithme d'un nombre, il n'y a lieu de considérer que les huit premiers chiffres de gauche; les suivants, n'ayant pas d'influence sur le logarithme, peuvent être supprimés. En effet, supposons la virgule placée après le cinquième chiffre, si l'on néglige le cliiffre des dix-millièmes et les suivants, on commet sur le nombre une erreur moindre qu'un millième ; la plus grande différence tabulaire étant 434, on commet sur le logarithme une erreur moindre qu'une demi-unité du septième ordre décimal.
On demande, par exemple, le logarithme du nombre 11056,4852. Après avoir cherché dans les tables le logarithme de 11056, on dira, à Taide des parties proportionnelles placées au-dessous de la différence 393 : à 0,4 correspond 157, à 0,8 correspond 31, à 0,005 correspond 2; en tout 190, qu'il faut ajouter au logarithme de 11056, ce qui donne
log 11056,485=4,0436170.
Quand le premier chiffre est égal ou supérieur à 4, le huitième chiffre n'a pas d'influence sensible sur le résultat. Soit u
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îrouvcr le logarîllime de 46867,284. Après avoir trouvé le logarithme de 46867, on voit qu'à 0,2 correspond une augmentation 18, à 0,08 uneaugmentatoin 7 ; le chiffre des millièmes n a pas d'influence ; il faut donc ajouter 18-+- 7 ou 2» au logarilhme de 46867, ce qui donne.
log 46867,28=4,6708697.
Quand le chiffre des millièmes est plus grand que 5, on force le chilfre des cenlièmes.
Pour trouver le logarilhme d'un nombre décimal, on 1g multipliera par une puissance de 10, de manière qu'il se rapproche le plus possible de la limite des tables. Soit le nombre décimal 35,6478, on le multipliera par 1000 et on cherchera le logarithme du nombre 35647,8 ; puis on retranchera trois unités de la caractéristique ;
log 35647,8=4,5520328 log 35,6478 = 1,5520328.
TROUVEE LE NOHBRE QUI ADMET UN L06ÂRITHUE DOiNKÉ.
299. Trouver le nombre qui a pour logarithme 4,5520532 avec les tables de Callet. On regarde dans les tables quel est le plus grand logarithme contenu dans le logarithme donné; c'est 4,5520230 qui correspond au nombre 35647 ; le nombre cherché est donc compris entre 35647 et 35648. Le logarithme donné surpasse le logarilhme de 55647 de 102 unités du septième ordre : or la différence tabulaire est 122, c'est-à-dire que si l'on augmentait le logarithme de 35647 de 122 unités du dernier ordre, il faudrait augmenter d'une unité le nombre 35647 ; si Ton suppose les accroissements du nombre proportionnels à ceux du logarithme, à une augmentation 102 dans le logarithme correspondra dans le nombre une augmentation
égale aj22 = 0» 83.
Mais il est plus commode de se servir de la petite table des parties proportionnelles : cette table montre qu'à une augmentation 98 dans le logarithme correspond une augmenta-
lion 0,8 dans le nombre. Il reste 4; à Taugmcnfation 40 dans le logarithme correspond une augmentation 0,3 dans le nombre; à l'augmentation dix fois plus petite 4 correspondra donc une augmentation 0,03. Ainsi à Taugmentalion 102 dans le logarithme correspond une augmentation 0,83 dans le nombre. "Le nombre cherché est donc 35647,83 5 un centième près.
On ramène toujours la caractéristique du logarithme donne à être égale à 4, sauf à multiplier ou à diviser ensuite len ombre trouvé par une puissance de 10.
Exemples : 1** Trouver le nombre qui a pour logarithme 5,5520332. Je retranche 1 de la caractéristique pour ramener le logarithme dans les limites des tables, et je cherche le nombre qui a pour logarithme 4,5520332 ; c'est 35647,83. Pour revenir au logarithme donné, il faut ajouter 1 à la caractéristique, et par conséquent multiplier par 10 : le nombre cherché est donc 356478,3 à un dixième près.
2° Trouver le nombre qui a pour logarithme 1,5520332. On ajoutera 3 unités à la caractéristique, et Ton cherchera le nombre qui a pour logarithme 4,5520352 ; c'est 35647,83. Pour revenir au logarithme proposé, il faut retrancher 5 de la caractéristique, et par conséquent diviser par 1000; le nombre cherché est donc 35,64783 avec cinq décimales exactes.
On voit qu'il y a un grand avantage à augmenter la carac* léristique de manière à opérer dans la partie la plus élevée des tables; si Ton avait conservé la caractéristique 1, on aurait trouvé le nombre 55,65 avec deux décimales seulement j tandis qu'en opérant comme on Ta fait, on a obtenu cinq décimales. _
3** Trouver le nombre qui a pour logarithme 2,5520332. Je cherche le nombre qui a pour logarithme 0,5520332 ;
c'est 3,564783. La caractéristique négative 2 indique qu'il faut diviser ce nombre par 100 ; le nombre demandé est donc 0,0356478S.
Il importe de se rendre compte du degré d'approxi
niatioa avec lequel on obtient les nombres à l'aide de leurs logarithmes. Soit log x=ay le logarithme donné a ayant une caractéristique égale à 4 ; appelons x^ le nombre que l'on trouve en opérant comme nous l'avons expliqué, et A la différence tabulaire dont on s'est servi. Pour produire une;
variation d'une unité du septième ordre décimal dans le loga-
rithme, il faut faire varier le nombre d'une quantité a = Ti
par conséquent, le mode de calcul adopté donnera pour les logarithmes de x^-h a et de x^— a les valeurs approchées
mais on sait que Terreur causée par la proportion est moin-
dre que .-^; on a donc
log (a:iH-«)>a, log(a;i — a)<a;
ainsi le nombre Xy qui a pour logarithme a, est compris entré oîj— a tt d[î^4-a ; en prenant la valeur approchée x^^ on commet une erreur moindre que a, c'est-à-dire moindre qi:c
-. Dans le voisinage de 10000 la différence tabulaire est plus
grande que 400 ; l'erreur commise sur le nombre est moindre
qucTTjj:; le nombre lui-môme étant plus grand que 10000,
l'erreur relative est moindre que /onnnAn ' A mesure qu'on
s'élève dans la table, la différence tabulaire diminue, et par
conséquent l'erreur absolue augmente ; mais Terreur rt'lalivc
reste à peu près la môme. Par exemple, vers 43500 la diffo-
rence tabulaire est 100 et Terreur absolue moindre que rTni»
luu
mais Terreur relative est encore moindre que ttîtïaâaâ' Vers
99000, la différence tabulaire e.t 44 et Terreur absolue
moindre que jrt Terreur relative est toujours moindre que
4000000' Ainsi les tables de Callcl donnent les nombres avec une,
erreur relative inférieure à un quart demillioniène.
301. Remarques sur les accroissements des logaiithmes. En examinant dans les tables la colonne des différences, on voit ces différences aller sans cesse en diminuant. Par exemple, les logarithmes des nombres 486 et 487 différeni entre eux de 8927 unités du septième ordre, tandis que ceux des nombres 48624 et 48625 ne diffèrent plus que de 89 unités du même ordre. 11 est facile d'expliquer la cause de cette diminution. Soient a et a-f-1 deux nombres entiers consécutifs, la différence de leurs logarithmes est
log(a-hl)-~loga = log— ^=log^l-h-j;
or, à mesure que a augmente, 1 H- -diminue et tend vers
l'unité.; Ja différence . tabulaire diminue donc et tend vers zéro. Si l'on prolongeait les tables indéfiniment, cette différence deviendrait infiniment petite.
Je donne au nombre a un accroissement constant quelcon^ que ft; l'accroissement du logarithme
log{a4-ft)-loga = log(^j=log(l-f-^
sera d'autant plus petit que a sera plus grand. Ainsi, pour un même accroissement absolu donné au nombre, Taccroissement du logarithme diminue à mesure que le nombre augmente. Mais si Ton donnait au nombre un même accrois* sèment relatif (j'entends par accroissement relatif le rapport de l'accroissement absolu au nombre lui-même; un nombre, * par exemple, éprouve un accroissement relatif de ^^, si on l'augmente de la 7^ partie de sa valeur), l'accroissement
du logarithme serait constant. En désignant par h Taccroissc-
ment relatif, fc=-, Taccroissement du logarithme devient
log(l-Hfc); c'est une quantité constante, si Faccroissement relatif reste le même.
302. Dans la recherche des logarithmes des nombres, on a supposé les accroissements du logarithme proportionnels à ceux du nombre; celte proportion n'est pas exacte. En effet, si l'on donne au nombre a l'accroissement fc, le logarithme subit un certain accroissement ; si Ton donne au nombre a+h le môme accroissement /t, le logarithme subit un nouvel accroissement plus petit que le premier; ainsi, quand Taccroîssemenl du nombre devient double, l'accroissement du logarithme est un peu moindre que le double ; et réciproquement, quand l'accroissement du nombre devient moitié, l'accroissement du logarithme est un peu plus grand que la moitié. L'emploi de la proportion donne donc, dans le passage des nombres aux logarithmes, des résultats un peu trop faibles, et, dans le passage des logarilhmes aux nombres, des résultats un peu trop forts.
Mais, si l'on a soin d'employer toujours la partie la plus élevée des tables, l'erreur commise sur les logarithmes n'affectera pas les unités du septième ordre décimal ; et en effet, dans les tables de Callet, on voit que la même différence tabulaire existe entre plusieurs couples de logarithmes consécutifs. Par exemple, du nombre 68595 au nombre 69744 la différence tabulaire est la même. Dans cet intervalle, pour une unité d'augmentation dans le nombre, le logarithme subit un accroissement constant 65 : pour deux, trois... unités d'augmentation dans le nombre, le logarithme subit donc un accroissement deux^ trois... fois plus grand, et par conséquent les accroissements du nombre sont proportionnels à ceux du logarithme, du moins au degré d'approximation des tables*
CHAPITRE III
DES IMTÉBÊTS COMPOSÉS
â03. Ordinairement les intérêts d'un copîlal prêté se payent chaque année et constituent une rente ; mais il arrive quelquefois qu'on laisse les intérêts s'ajouter au capital, de manière que le capital s'accroisse d'année en année : c'est là ce qu'on appelle capitaliser les intérêts, ou placer à intérêts composés.
On a appelé taux de l'intérêt ce que rapportent 100 francs dans un an ; mais, dans le calcul des intérêts composés, il est plus commode de prendre pour taux l'inlérôl de un franc en un an, intérêt que, pour abréger, nous désignerons par la lettre r. Ainsi, placer à 5 pour 100, c'est la même chose que placer à 0,05 pour!; dans ce cas r=0,05; placer à 4,50 pour 100, c'est la même chose que placer à 0,045 pour 1 ; dans' ce cas, r =0,045.
304. Le capital un franc, augmenté de son intérêt, vaut, après une année, 1 -hr ; un capital 2460 francs vaudra 2460 fois plus, c'est-à-dire (1 -hr)x2460 ou 2460 (1 -f-r). En général, si Ton représente par a un capital quelconque, sa valeur au bout d'un an, par l'addition des intérêts, sera a (l-f-r)» Ainsi, on obtient la valeur d'un capital après une année en multipliant ce capital par l unité augmentée de l'intérêt de un franc.
Par exemple, le capital 2460 francs placé à 5 pour 100 vaut Qu bout d'un an 2460x1,05=2583.
Je suppose maintenant que le capital a soit placé pendant H années. Api es une année ce capital devient a (l+r)j tel est
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le capital dû à la Gn de la première année et qui produit in* térôl pendant la seconde année. Pour savoir ce que devient ce capilal a(l+r)par Taddilion des intérêts delà seconde année, il faut le multiplier par l-hr, ce qui fait a(l-f-r) (l-+-r) ou a(l + f)'; tel est le capilal dû à la lin de la seconde année, et qui produit intérêt pendant la troisième année. Pour savoir ce que devient ce capital a(l-i-r)', par l'addition des intérêts de la troisième année, il faut le multiplier par 1 + r, cequi fait a(l-f-r)'(l-Hr) oua(l-i-r)'; tel est le capital dû à la fin de la troisième année, et qui produit intérêt pendant la quatrième année. Le même raisonnement peut être continué indéfiniment ; et comme chaque année nouvelle introduit un nouveau facteur 1-hr, la valeur du capital, après n années, sera a (ixrf. Ainsi, on obtient la valeur (Tun capital ^ placé à intérêts composés^ après un certain nombre (Vannées^ en multipliant ce capital par la valeur d'un franc après un an^ élevée à une puissance marquée par le nombre des années.
Si donc Ton désigne par Â la valeur du capilal après n années, on a la formule générale
Cette formule établit une relation entre les quatre quantités représentées par o, A, n, r, relation qui détermine Tune quelconque d'entre elles, quand on connaît les trois autres . On peut donc, à l'aide de celte relation, résoudre les quatre questions suivantes.
305. PnoBLÊyE I. .Quelle est la valeur d^un capital placé à intérêts composés ^ et au taux r, après n années?
C'est la question traitée précédemment : on calculera A par logarithmes.
Exemple. Trouver la valeur du capital 12540 francs place ù intérêts composés, à 5 pour 100, après 7 ans.
Je suppose dans tout ce qui suit que Ton opère avec les tables de Callet.
INTÉRÊTS COMPOSES
log 12540 = 4,0982975
log 1,05=0,0211895 7 log 1,05 = 0,1485251
306. PioDLKME II. Quel est le capital qui, placé à intérêts composés^ au taux r, acquiert après n années une valeur A?
La formule précédente donne
Exemple. Quel est le capital qui, placé à intérêts composés à 4,75 pour 100, vaut 24600 francs, après 12 années?
log 24600 = 4,?;909351
log 1,0475 = 0,0201540 12 log 1,0475 = 0,2118489
log a = 4,1490871 a = 14005,70.
307. Problème III. A quel taux faut-il placer un capital n, h intérêts composés^ pour qu^après n années il acquière une valeur A ?
L'inconnue ici est r ; de la formule fondamentale on déduit
On calculera de cette manière la quantité 1+r; retranchant
I du résultat, on aura r.
Exemple. A quel taux faut-il placer le capital! 4095,70 pour qu'après 12 années il vaille 24ff00 francs?
log 24600 = 4,3909351
log 14095,70 = 4,1490867
log A — log a = 0,2418484 log(l-hr) = 0,0201540 1+r =1,0475, r = 0,0475.
II faut pincer le capital à 4,75 pour 100.
308. Problème IV. Pendant combien d'années faut-il placer un capital s j au taux r, à intérêts composés^ pour qu'il acquière une valeur kl
L'inconnue est n ; de la formule fondamentale on déduit
(4) (i-hr/ = j>
Cl, en prenant les logarithmes,
n log (1 + /) = log A — log a; don
_ log A — log a
^- log(i+r) "
309. Remarque. La formule des intérêts composés a été é(ablie dans riiypolhèse où le capital reste placé pendant un nombre entier d'années. Lorsque le capital reste placé pendant un certain nombre d'années, plus une fraction d'année, on cherche d'abord ,sa valeur après le nombre enlier d'années par la formule des intérêts composés, puis on calcule les inlérêts simples de ce nouveau capilal pendant la fraction d'années.
Mais il sera plus simple d'appliquer la formule ordinaire
dans laquelle on donnera à n des \aleurs fractionnaires : la différence des résultats est négligeable.
Exemple I. Quelle est la valeur du capital 12540 frams, placé à intérêts composés à 5 pour 100, après 7 ans 8 mois?
Après 7 ans, le capital devient 17645,04; ce nouveau capilal rapporte 583,17 en 8 mois : donc après 7 ans 8 mois, le capital devient 18233,20.
En donnant à n la valeur fractionnaire 7-f-^, on trouve 18228,40; la différence est 4,80; c'est une quantité relativement très-petile ; elle est plus petite que le j^ de la grandeur cherchée.
Exemple IL Pendant combien d'années faut-il placer un capital à intérêts composés à 5 pour 100, pour qu'il acquière une valeur double?
INTÉRÊTS œMPOSÉS. . S95
Comme la grandeur du capital n a aucune influence dans la question, je suppose qu*il s agisse du capital 1000 francs.
log2 n =
logl,05*
log 2 = 0,5010500 log 1,05 = 0,0211895
l.>g 0,50103 =M786098 log 0,0211895 = 2,5261167
log n = 1,1524931 n = 14,207.
Après 14 années le capital n'est pas encore doublé ; après 15 années il est plus que doublé. Après 14 années, le capital 1000 francs devient 1979,93 ; si Ton cherche dans combien de jours le capilal 1979,93 produira ce qui manque pour que le capilal primitif soit doublé, c'est-à-dire 20,07, on trouve 74 jours. Ainsi à 5 pour 100, le capital est doublé en 14 ans 74 jours.
Si Ton prend la valeur fractionnaire n= 14,207 donnée par le calcul, on trouve 14 ans 75 jours. La différence n'est que d'un jour.
Exemple III. A quel taux faut-il placer un capital de 12000 francs à intérêts composés, pour qu'il acquière une valeur de 18000 francs après 9 ans 5 mois?
Dans la formule des intérêts composés, on donnera à n la valeur fractionnaire 9-+- jj. Il serait Irès-difiîcile de résoudre autrement la question.
310. Problème Y. On a deux billets^ l'un dune somme a payable dans 1 an, Vautre d^une somme b payable dans 5 ans^ et on veut les convertir en un seid payable dans 3 ans.
Cherchons la valeur de chacun des deux billets dans 3 ans à l'échéance du troisième billet. A cette époque, 2 ans après son échéance, le premier billet vaudra
a(l-hr)'; à cette même époque, 2 ans avant son échéance, le second billet vaut
Si Ton appelle x la somme qui doit èlrc inscrite sur le troisième billet, c'est-à-dire la somme à toucher dans 3 ans, on aura
x = a{\'[-ry
{i-hry-
311. Problê^ie VI. La population d'un État est de 40 millions d'habitantSj elle s'accroît chaque année de -^ de sa valeur; on demande quelle sera la fwpulation de cet État dans un siècle.
J'appelle P la population après un cerlarn nombre d'années ; l'année suivante elle sera
Ainsi la population croît année par année, comme les termes d'une progression géométrique dont le premier terme est 40 millions et la raison J-J^. On demande le 101* terme de la progression : en désignant par x ce terme, on a
/fTAJ \ 100
312. PnoBii:ME Vil. Les populations de deux États sont^ Vum de 20 millions d^habitants^ l autre deZO millions; la première s* accroît chaque année de yj^, la seconde de ■^. Dans conMen de temps les deux populations seront-elles égales?
J'appelle n le nombre d'années cherché ; après ce nombre d'années, les deux populations élant égales, on aura
d'où
2x'2Ôi))=^x(5Ô())'
20ix500 \»_5
intEaëts composes. su
si Ton prend les logarithmes, il vient
«(log 603 — log 602) = log 5 — log 2 _ logS— log2 ,
'*"" log 603— log 602'
Questions d*«nnltés«
313. Paoblème YIII. Une personne place chaque année une somme a pendant n années^ et laisse les capitaux et les intérêts s^occumuler. On demande quelle sera la valeur totale de tous ces placements après ces n années?
Le premier versement, étant placé pendant n années, acquiert une valeur égale à fl(l-Hr)*; le second, étant placé pendant n— 1 années, acquiert une valeur égale à a(l-f-r)"'S etc.; enfin le dernier, ne restant placé que pendant un an, vaut a(l+r). La valeur totale après les n années est donc
fl(l-l-7')-l-fl(i-hr)' -f-a(l-hr)";
c'est la somme des termes d'une progression géométrique dont la raison est l+r: on a ainsi, en désignant par A la somme cherchée,
fl(i-hr)''+*— fl(i+r) _ fl(i-4-r)[(l-hr)»— 1] r r '•
n est impossible de soumettre directement cette formule au calcul logarithmique ; on est obligé de faire deux calculs séparés. On calculera d'abord la quantité (l-hr)*, puis A. -
Exemple. On place chaque année iOOO francs pendant 20 ans à 5 pour 100.
(5) k=mo^^^^^!^^—^=2mox{\fib^—i).
Calcal àm l,OB*^
^ log 1,05 = 0,02118930 20 log 1,05 = 0,4237860 1,05" = 2,6533
Calcul de A
10^21000 =4,3222193 log 1,6535 = 0,2185517
log A = 4,5405710 A = 34719,30
314. Problème IX. Une ^personne emprunte actuellement une somme A, et voudrait se libéi-er en n années par n payements égaux effectués à la fin de chaque année. On demande quel doit être le montant de chacun des payements ?
Je désigne par x le montant de chaque payement et je suppose qu'on règle les comptes à la fin de la n' année ; lu somme due est alors A(l-i-r)*. Le premier versement, ayant été fait n — 1 années auparavant, \aut, au moment du règlement, aî(l-Hr)''"^ le second versement, ayant été fait n— -2 années auparavant, vaut x(i-hrY'^^ et ainsi de suite; l'avantdernier versement, ayant élé fait, il y a un an, vaut x(i'{-r): enfin le dernier, étant fait au moment même, vaut x, La valeur totale des n payements annuels est donc, au moment du règlement de compte,
x-Ha:(l-+-r)-f-a;{l+r)* -hx(l-l-r)»^
ou, en faisant la somme,
xx^ ^
La somme qui reste due à la fin de la n* année est donc Si la dette est acquittée, on a
d'où Ton déduit
__ Ar(i-f-r)»
Cette formule présente le même inconvénient que k précédente; il est impossible de la soumettre directement au calcul logarithmique. On calculera d'abord (1-i-r)*, puis X.
CHAPITRE PREMIER
DES DIFFÉBENTS SYSTÈMEf^ DE NDIHÉBATIOIV
315. Nous avons expliqué au commencement de l'aridimétique comment on compte les objets en les groupant par col* lections de dix en dix fois plus grandes; il est clair que Ton aurait pu grouper les objets d*une autre manière, par exemple par collections de douze en douze fois plus grandes. Le nombre qui détermine le mode du groupement s'appelle base du système de numération ; un nombre quelconque peut servir de base ; le système dont la base est dix est devenu d*un usage universel ; c'est dans ce système que Ton écrit les nombres ; cependant, afin de mieux comprendre le mécanisme du calcul, il est bon de considérer les nombres et de s'exercer à les écrire dans un autre système. Je prendrai pour type le système duodécimal.
3t6. Bans ce système les unités des différents ordres sont de douze en douze fois plus grandes ; chacun des onze premiers nombres a reçu un nom particulier; la domaine est
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Tunité du second ordre ; nous désignerons par les mois vingt y trente, quarante, cinquante, soixante, septante, octante, nonante, dizante et onzante, les collections de deux, trois...,.., dix, onze douzaines. La réunion de douze douzaines forme Tunité du troisième ordre ou la centaine ; la réunion de douze centaines forme Tnnité du quairième ordre ou le mille, puis viennent la douzaine de mille, la centaine de mille, le million, etc.
Quand on a ainsi groupé les objets que Ion veut compter par collections de douze en douze fois plus grandes, pour énoncer le nombre des objets, on dit combien il y a d'unités de chaque ordre (et il y en a au plus onze), en commençant par l'ordre le plus élevé et descendant progressivement. On a, par exemple : quarante-sept millions trois cent dizante onze muxe dix cent douze cinq unités.
Pour écrire les nombres dans le système duodécimal, il faut d'abord imaginer onze caractères ou chiffres pour représenter les onze premiers nombres; on conservera nalurellcment aux neuf premiers nombres leurs caractères habituels, et l'on adoptera les lettres grecques a et 3 pour désigner les nombres dix et onze, de sorte que les onze premiers nombres seront représentés par les chiffres
Puis on indiquera Tordre des unités par le rang du chiffre à partir de la droite; de celle manière, le nombre précédent s'écrira
473a|3al5.
On emploiera le chiffre pour remplir les places vacantes , le nombre douze, ou une unité de second ordre, s'écrira 10 ; le nombre octante MUMom dix cent fraw mille cinquante onze UNITÉS s'écrira
On voit que pour écrire les nombres dans le système duodécimal il faut douze chiffres ; en général, il faut un nombre de chiffres marqué par la base du système de numération.
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317. A ce point de vue, le système le plus simple serait celui dont la base est deux ; dans ce système les deux chilfres 1 et suflisent pour écrire tous les nombres. Le nombre deux, étant Tunilé du second ordre, s'écrira 10 ; le nombre trois s'énoncera deux un et s'écrira 11 ; le nombre quatre ou deux fois deux, formant Tunitëdu troisième ordre, s'énoncera cent et s'écrira 100 ; de même les nombres cinq, six, sept, huit^ s'écriront 101, 110, 111, 1000 ; on voit par là que, si le système binaire est le plus simple en ce sens que les deux cliiffres 1 et suffisent pour écrire tous les nombres, ce système entraînerait dans la pratique une excessive longueur, puisque un nombre relativement petit, comme huit, renferme déjà quatre chiffres.
CIIARGEUEKT DE DASE.
318. Un nombre étant écrit dans un système de numération, on peut se proposer de récrire dans un aulre système.
Soit, par exemple, ^. nombre 962638 écrit dans le système décimal , on demande de récrire dans le système duodé* cimal .
Puisqu'une unité du second ordre est la réunion de douze unités simples, on saura combien le nombre proposé contient d'unités du second ordre, en cherchant combien de fois ce nombre contient douze, c'est-à-dire en le divisant par 12; cette division indique que le nombre proposé contient 80219 unités du second ordre, plus dix unités simples. Puisqu'une unité du troisième ordre est la réunion de douze unités du
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second ordre, on divisera de môme 80219 par 12 ; ceKe division indique que les 80219 unités du second ordre valent 6684 unilés du troisième ordre, plus onze du second. En continuant de cctfe manière, on trouve finalement que le nombre proposé renferme à\x unilés simples, onie unités du second ordre, dnii du quatrième, à\x du cinquième, \voxs du sixième : ce nombre s'écrira donc dans le système duodécimal
Règle I. Vn nombre 'étant écrit dans le système décimal^ pour l écrire dans un autre système^ on divise par la nouvelle base, d^abord le nombre donnée puis le premier quotient^ puis le second quotient y et ainsi de suite ; les restes successifs forment les chiffres qui doivent composer le nombre à partir de la droite dans le nouveau système.
Je résous maintenant la question inverse. Un nombre étant écrit dans un certain système, récrire dans le système décimal . Soit, par exemple, le nombre 3a50pa écrit dans le système duodécimal; écrire ce nombre dans le système décimal. On a 3 unités du sixième ordre, qui en valent 12x5 ou 36 du cinquième ordre, et qui, ajoutées aux dix unités de cet ordre, donnent 46 unités du cinquième ordre. Ces 46 unités du cinquième ordre valent 12x46 ou 552 unilés du quatrième ordre qui, ajoutées aux cinq unités de cet ordre, donnent 557 unités du quatrième ordre. Ces 557 unités du qualrièmc ordre valent 12x557 ou 6684 du troisième, et 12x6684 ou 80208 du second, qui, ajoutées aux onze unités de cet ordre, donnent 80219 unités du second ordre. Ces 80219 unités du second ordre valent 12x80219 unités simples, qui, ajoutées aux dix unités simples, donnent 902638 unités simples. Telle est l'expression du nombre propose dans le système décimal. Ainsi :
Règle II. Un nombre étant éciit dans un certain syètème^ pour récrire dans le système décimal^ on multiplie par la base le premier chiffre de gauche, on ajoute au produit le second chiffrCj on multiplie le rémltat par la bascj on a/oule le troi"
DES DIFFÉRENTS SYSTÈMES DE NUMÉRATION
sième chiffre^ et ainsi de suite jmqu*à ce qu'on soit arrivé au dernier chiffre.
Si Ton voulait passer d'un système quelconque à un autre, on se servirait comme intermédiaire du système décimal. Ktant donné, par exemple, le nombre 489a écrit dans le système duodécimal ; écrire ce nombre dans le système dont la base est 7. En passant du système duodécimal au système décimal, on trouve que le nombre proposé s'écrit 8182 dans le système décimal ; en passant actuellement du système décimal au système dont la base est 7, on trouve que le nombre s'écrit 32566 dans le système à base 7. Ainsi :
489a (base 12) = 8182 (base 10) = 52566 (base 7).
319. L'addition n'offre aucune difficulté; tout dépend de Taddition d'un nombre d'un chiffre ; lorsque la somme csf supérieure à la base du système de numération, avec un nombre d'unités égal à la base on forme une unité du second ordre. Ainsi, dans le système duodécimal, on dira : 5 et 7 font 10 (cinq et sept font douze), 8 et 9 font 15 (huit et neuf font douze cinq), et a font 19 (onze et dix font douze neuf).
Soit à' additionner des nombres quelconques écrits dans le
système duodécimal,
7 S/Sa
Je dirai : M* 9 18, et a. ... 26, je pose 6 et retiens 2,
et p 11, et a ip, et p 2a, je pose a et reliens 2, cl
a 10, et 5 15, et 8... .21, je pose 1 et retiens 2, et
2 4, et 1 5, et 7 10, je pose 10.
SOCSTftACTION»
320. Soit à retrancher 29^^ de 4x89 dans le système duodécimal*
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On ne peut retrancher a de 9, j'ajoute au nombre supérieur douze unités qui, avec 9 unités, font 19 unités; de 19 ôtez a, il reste P; afin que la différence ne change pas, j'ajoute par la pensée une unité du second ordre au nombre inférieur ; on ne peut retrancher 10 de 8, j'ajoute au nombre supérieur douze unités du second ordre qui, avec les 8, font 18 unités: du second ordre ; de 18 ôtez 10, il reste 8, etc.
liULTIPLICATIOH.
321. Pour opérer la multiplication dans le système duodécimal, il est nécessaire de savoir par cœur les produits des onze premiers nombres multipliés les uns par les autres. Ces produits sont renfermés dans la table suivante :
/3la
al
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On forme celle table comme la lable ordinaire, en ajoutant les nombres de la première ligne horizontale à, eux-mêmes» les ajoutant ensuite à ceux de la seconde ligne, puis à ceux de la troisième, elc.
Soit à multiplier un nombre de plusieurs chiffres 52<x9 par un nombre d'un chiffre 7 ; ! 52^9
Je dirai : 7 fois 9 55, je pose 5 et retiens 5 ; 7 fois a. . . .
5a et 5 de retenue 63, je pose 3 et retiens 6 ; 7 fois 2
font 12 et 6 de retenue 18, je pose 8 et reliens 1 ; 7 fois 5.... 2p et 1 de retenue 30, je pose 30.
Après avoir observé qu'on multiplie un nombre par douze,
cent, mille...., en ajoutant un, deux, trois zéros à la
droite du nombre, on traitera facilement le cas général de la multiplication. Soit à multiplier 52a9 par 3^7 ;
II s'agit de répéter le multiplicaniie 7 fois, plus ^0 fois, plus 500 fois. Je répète d'abord le multiplicande 7 fois; j'obtiens le produit partiel 50855, que j'écris au-dessous du trait horizontal. Pour répéter le multiplicande pO fois, il faut le multiplier par p, ce qui donne 497a5, puis mettre un zéro à la droite de -ce nombre, ce qui revient à considérer ce nombre comme exprimant des douzaines ; j'écris donc ce second produit partiel de manière que son premier chiffre 3 se trouve placé dans la colonne des douzaines. Je répète le multiplicande 500 fois en multipliant par 5, puis ajoutant deux zéros à la droite du produit, c est-à-dire en mettant le premier chiffre de ce troisième produit partiel dans la colonne des centaines. L'addition de ces trois produits partiels donne le
produit demandé. On reti\)iive ainsi la règle ordinaire de la oittltiplicalion.
DIVISION
322. Il est inutile de parler de la division; c'est ropération inverse de la multiplication, et, comme telle, elle se déduit de celle dernière.
Je fais remarquer que, si Ton sait effectuer la division dans le système duodécimal, on pourra, un nombre étant écrit dans le système duodécimal, le transformer dans un système quelconque, sans passer par le système décimal. Si, par exemple, on veut traduire dans le système à base 7 le nombre 489ft écrit dans le système duodécimal, on divisera par 7 le nombre proposé, puis le quotient, puis le second quotient, etc. Les restes successifs seront les chiifres cherchés, à partir de la droite.
Ainsi le nombre proposé s'écrira 525C6 dansle système à base 7 •
FRACTIONS DUODÉCIHALES.
323. Sî, pour mesurer les grandeurs, on partage Tunîté en parties de douze en douze fois plus petites, on obtiendra des fractions duodécimales qui joueront le même rôle que les fractions décimales, et qui, cx)mme elles, s'écriront sous forme de nombres entiers»
Je me propose de convertir en fraction duodécimale la fraction ordinaire jj ; cette fraction, dans le système duodécimal,
sWit jx : je divise doncp par 16 en multipliant le dividende
par une puissance de douze ;
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j'obtiens la fraction duodécimale 0,74.
La conversion sera possible, si le dénominateur de la fraction ordinaire, supposée irréductible, ne renferme que les facteurs premiers 2 et 5, qui entrent dans la base douze ; et en elTet, dans ce cas, le numérateur, multiplié par une puissance convenable de douie, devient divisible exactement par le dénominateur. Mais, si le dénominateur contient des facteurs premiers autres que 2 et 5, la fraction duodécimale se prolonge indéfiniment, et elle est périodique.
La conversion des fractions duodécimales en fractions ordinaires s'opère d'après les mêmes raisonnements que ceux employés dans l'étude des fractions décimales. Une fraction duodécimale périodique simple égale une fraction ordinaira^» ayant pour numérateur la période et pour dénominateur uir y nombre formé d'autant de p qu'il y a de chiffres à la période ; une fraction duodécimale périodique mixte égale une fraction ordinaire ayant pour dénominateur un nombre formé d'autant de p qu'il y a de chiffres à la période suivis d'autant de qu'il y a de chiffres irréguliers.
Il en résulte qu'une fraction ordinaire, dont le dénominateur ne renferme que des facteurs premiers autres que 2 et 3, donne naissance à une fraction duodécimale périodique simple ; la fraction est périodique mixte , si le dénominateur renferme à la fois les facteurs 2 ou 5 et des facteurs étrangers. Par exemple la fraction | donne naissance à une fraction
duodécimale périodique simple, la fraction - à une fraction
périodique mixte.
324. Si Ton compare les différents systèmes de numération, on reconnaît que c'est le système duodécimal qui offre le plus d avantages. La base dix n'est divisible que par 2 et par 5, tandis que la base douze est divisible par 2, 5, 4, 6. Parmi les fractions ordinaires |, |, |, |, |, ^, \, |, quatre seulement
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peuvent ôlre converties en fractions décimales, tandis que six de ces fractions se convertissent exactement en fractions duodécimales. Ainsi la mesure des grandeurs s'opérerait avec plus de facilité dans le système duodécimal ; il y aurait beau- ' coup plus de chances d'arriver à une expression simple et exacte de la grandeur.
Les hommes ont adopté la numération décimale dès les premiers âges, sans doute à cause des dix doigts de leurs mains. Us comptaient d'abord sur leurs doigts; arrivés au nombre dix, afin d'aller plus loin, ils ont considéré la dizaine comme une unité nouvelle, pour recommencer à compter sur les doigts, de manière à former une nouvelle dizaine et prolonger ainsi la série des nombres.
Cependant la division duodécimale oflre tant d'avantages qu'on la retrouve dans presque toutes les anciennes mesures. Ainsi chacune des deux parties du jour a été partagée en douze heures; l'ancienne unité de longueur, le pied, était divisée en douze pouces, le pouce en douze lignes ; Tunité de monnaie, le sou, était de même divisé en douze deniers, etc. Dans les usages de la vie commune, on a souvent à prendre la moitié, le tiers, ou le quart d'une quantité; la division duodécimale le permet aisément. Par exemple, la moitié du pied, c'est six pouces; le tiers, quatre pouces; le quart, trois pouces. Avec la division décimale, on peut bien prendre la moitié du mètre, c'est 5 décimètres, mais il est impossible d'en prendre le tiers, et d'ailleurs le quart s'exprime d'une manière compliquée, 25 centimèlres.
CHAPITRE II
CABACTÈRES DE DIVISIBILITÉ
325. Les caractères de divisibilité ne sont pas les nrièmes dans les différents systèmes de numération.
Dans le système duodécimal, un nombre terminé par un 0, étant multiple de douze, est multiple de chacun des diviseurs de douze, c'est-à-dire de 2, 3, 4, 6. Un nombre quelconque 2a76 se décomposant en 2 parties. Tune 2a70, multiple de chacun des diviseurs de dpuze, l'autre 6 formée du dernier chiffre, on en conclut qu'un nombre est divisible parTun des diviseurs de la base, si son dernier chiffre est divisible par ce diviseur, et qu'en général le reste est égal au reste donné par ce dernier chiffre. Ainsi le nombre 2a76 est divisible par 2, par 3 et par 6 ; divisé par 4, il donne pour reste 2.
Un nombre terminé par deux zéros, étant un multiple de cent ou du carré de la base, est un multiple de hacun des diviseurs de cent, à savoir de 8, 9.... Un nombre sera donc divisible par l'un de ces diviseurs, si le nombre formé par ces deux derniers chiffres est divisible. Ainsi le nombre la60 est divisible par 8 et par 9.
326. Je vais indiquer la méthode générale par laquelle on trouve les caractères de divisibilité par un diviseur quelconque. Pour fixer les idées, je raisonne sur le diviseur 7, et je supposerai le nombre écrit dans le système décimal. Je cherche d'abord les restes que fournissent les puissances successives de la base divisées par 7 .
multiple
de 7 H- 5
id.
id.
■ id.
id.
id.
Le nombre 10 égale 7 plus 5. Le nombre 100 égale 10x10; or, on sait qu'on obtient le reste d'un produit en multipliant le reste du multiplicande par celui du multiplicateur ; le reste de 100 sera donc 3x3=9 ou 2. De même 1000 égale 100x10, le reste de 1000 égale le reste de 100 multiplié par celui de 10, c'est-à-dire 2x3=6. De même le reste de 10000 égale le reste de 1000 multiplié par celui de 10, c'est-à-dire 6x3=:18ou 4. Ainsi:
Règle. Pour calculer les restes,que fournissent les pumances successives d^un nombre divisé par un autre^ on multipliera le dernier reste obtenu par le reste de la première puissance^ ce qui donnera le reste suivant.
Les restes étant plus petits que le diviseur, après un nombre d'opérations au plus égal au diviseur moins un, on retombera nécessairement sur un reste déjà, obtenu, et comme les restes se calculent d'après une règle uniforme, les restes suivants se reproduiront de manière à former une série périodique. Dans l'exemple actuel, à la sixième opération on retrouve le premier reste 1, et la série se compose des six restes 1, 5, 2, 6, 4, 5, qui se reproduisent périodiquement.
Si, pour simplifier, on remplace les restes plus grands que la moitié du diviseur par les restes plus petits que cette moitié, le tableau précédent devient :
CARACTÈRES Dfi DIVISIBILITÉ. S11
10 = multiple de 7 -h 3
100= id. 4-2
iOOO= id. — i
1000000= id. 4-i
Soît maintenant un nombre quelconque 55184942629. On le décomposera de la manière suivante.
20 = multiple de 7 -h 3 X 2 600= id. 4-2x6
2000= id —1x2
40000= id —3x4
900000= id , _2x9
4000000= id. 4-1x4
80000000= id. 4-3x8
100000000= id. 4-2x1
3000000000= id —1x3
50000000000= id —3x5
Et en eifet, puisqu'une unilé du second ordre est égale à un multiple de 7 plus 5, deux unités de cet ordre seront égales à deux fois ce multiple de 7 plus deux fois 3 ; de môme, puisqu'une unité du cinquième ordre est égale à un multiple de 7 moins 3, quatre unités de Cet ordre seront égales à quatre fois ce multiplie de 7 moins quatre fois 5.
Ainsi, pour trouver le reste de la division par 7 d'tm nom^ hre écrit dans le système décimal^ on le partage en tranches de trois chiffres à partir de la droite^ on ajoute au premier chiffre de chaque tranche trois fois le second et deux fois le troisième^ on retranche les sommes fournies par les tranches de rang pair de celtes fournies par les tranches de rang impair y en augmentant ces dernières del^si cela est nécessaire.
Dans le calcul, on retranchera 7 toutes les fois que ce sera possible. En opérant sur le nombre proposé, on voit qu'il est divisible par 7.
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327. Remarque I. J'appelle a la base du système de numération, b le diviseur que Ton considère. La mcUiode consiste ù former un tableau des restes fournis par les puissances successives de a divisées par b. Il peut se présenter diflerentes circonstances qu'il est bon d'étudier.
Et d'abord, si le diviseur ne contient que les facteurs premiers qui entrent dans la base, il est clair qu'on arrivera à une puissance a* de la base divisible par 6; alors ou trouvera le reste 0, et tous les restes suivants seront aussi nuls ; on voit que les m derniers chiffres de droite du nombre proposé concourent seuls à la formation du reste.
Je considère le cas le plus simple, celui où b est un diviseur de la base a ; dans ce cas, le reste de la division d*un nombre par b égale le reste donné par le dernier chitîre ; si ce dernier chiffre est divisible par b, le nombre est divisible par b. C'est ainsi que, dans le système décimal, on a trouvé le caractère de divisibilité par les deux diviseurs 2 et 5 de la base dix ; dans le système duodécimal, par les quatre diviseurs 2, 3, 4, 6, de la base douze.
328. Remarque II. Lorsque le diviseur égale a — 1, la première puissance de la base a donne le reste 1 ; la seconde puissance donne aussi le reste 1 ; tous les restes sont égaux à l'unité. Ainsi : Unnambre^ écrit dans le système de numération dont la base est a, est divisible par a — 1, si la somme de ses chiffres est divisible par a — l. '
Ce caractère s'applique au diviseur 9 dans le système décimal, au diviseur p dans le système duodécimal. Soit, par exemple, le nombre 45a3 écrit dans le système duodécimal; pour trouver le reste de la division de ce nombre parp, on dira : 5 et a.... 2, et 5.... 7 et 4.... 0; le nombre est divisible par ^.
329. Remarque III. Je considère enfin le cas où le diviseur b égale a-f-1, et, pour fixer les idées, je raisonne dans le système duodécimal. Les puissances successives de la base a s'écrivent 4, 40, 400....; le nombre t -h 4 s'écrit 44. Le nombre 400 est égal à P?4-4 ; orpp, étant égal au produit 44xp,
CARACTÈRES DE DIVISIBILITÉ
est un multiple de 11 ; donc la seconde puissance de 10 donne le reste 1, et par conséquent les restes 1 et 10 se succèdent alternativement.
10= 10 = multiple de 11 — 1
100=:mullipledeH -H 1 1000= id. -h 10= id. —1
10000= id. -h 1
Ainsi un nombre, écrit dam le système de numération dont la base est a, est divisible par a+1, quand V excès de la somme de ses chiffres de rang impair sur celle des chiffres de rang pair est divisible par a -f- 1 , * •
Ce caractère s'applique au diviseur onze dans le système décimal et au diviseur treize dans le système duodécimal. On reconnaît de celte manière que le nombre 9754pa6a, écrit dans le système duodécimal, est divisible par treize.
CHAPITRE
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330. On appelle résidu le reste de la dWision d'un nombre paV un autre. Ainsi 23 divisé par 5 donne le résidu 3.
Lorsque deux nombres, divisés par un môme nombre, donnent le môme résidu, ces deux nombres sont dits équivalents par rapport au diviseur, qui porte alors le nom de module. Ainsi les nombres 48 et 23, donnant le même résidu 5 quand on les divise par 5, sont équivalents par rapport au module 5.
On indique Téquivalence de deux nombres par le signe ^. Ainsi
48=25 (mod 5).
On écrit le module entre parenthèses.
Puisque la différence de deux nombres équivalents est divisible par le module, c'est-à-dire donne le résidu 0, on peut écrire aussi
18— 25=^0 (mod 5).
RÉSIDUS DES MULTIPLES
331 . Théorème I. Les m — 1 premiers multiples d'un nombre a premier avec m donnent pour résidus par rapport au module m, dans un certain ordre ^ les m — 4 premiers nombres.
Considérons la série des m — 1 premiers multiples de a; savoir :
et les résidus qu'ils fournissent quand on les divise par m.
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Nous remarquons qu'aucun de ces résidus n'est nul ; car si lun des multiples aa donnait le résidu 0, c'est-à-dire était divisible par m, le nombre m, divisant le produit aa et étant premier avec le facteur a, «diviserait l'autre facteur a, ce qui est impossible, puisque a est plus petit que m. Nous remarquons ensuite que deux multiples aa et «'a ne peuvent donner le même résidu ; car abrs la difTérence (a—a')a de ces deux multiples donnerait le résidu 0, ce qui est impossible. On obtient ainsi par ces résidus m — 1 nombres différents qui sont tous inférieurs à m; ces résidus sont donc, dans un certain ordre, les m —1 premiers nombres
Exemple. Les huit premiers multiples de 5 donnent, p&r rapport au module 9, les résidus
332. CoBotxAiBE I. Si l'on prolonge indéfiniment la série des multiples^ les mêmes résidus se reproduisent dans le même ordre.
Considérons la série indéfinie des multiples de a; savoir :
Oa, ifl, 2fl, 3a, , (m — l)a, ma, (w4-1)û, (m-f-2)fl,
On peut déduire chaque résidu du résidu précédent en ajoutant à ce dernier le résidu de a et retranchant m si la somme surpasse m. Les m premiers multiples (en regardant comme premier multiple le produit de a par 0, c'est-à-dire 0) donnent dans un certain ordre les résidus
Le multiple ma, étant divisible par m, donne le premier résidu ; on recommence donc les mômes opérations, et Ton retrouve les mêmes résidus dans le même ordre.
Soit aa l'un des multiples. Si l'on ajoute à a un multiple quelconque de m, le résidu ne change pas.
Les deux mulliples aa et (m — a) a donnent des résidus complémentaires, c'est-à-dire des résidus dont la somme est m; car la somme de ces deux multiples est divisible par m.
333. Corollaire II. Les multiples d*un nombre b, équivalant h a par rapport au module m, donnent les mêmes résidus dans le même ordre.
En effet, puisque le résidu de h est lé même que celui de a, les deux séries de résidus sont identiques. On peut donc toujours remplacer le nombre a par son résidu, plus petit que m.
Lorsque le nombre b premier avec m n'est pas équivalent à û, les deux séries diffèrent par l'ordre des résidus,
334. Théorème IL Si deux nombres b etm ont un plus grand commun diviseur d, /^s -j — 1 multiples successifs
ei, 2a, Zor , (^ l\n,
donnent j par rapport au module m, dans un certain ordre y les résidus
d, 2rf, U, , {^ — \\d.
J'appelle a' et m' les deux quotients, premiers entre eux, que Ton obtient en divisant les deux nombres a et m par leur plus grand commun diviseur d. Soit r le résidu fourni par un multiple quelconque aa,
(if.a'=^mq'\'r \
puisque a et m sont divisibles par d, le résidu r est aussi divisible, et Ton a
en désignant par r' le quotient ^. Or, d'après le théorème précédent, les multiples de a' donnent, par rapport au module m', les résidus
Donc les multiples de a donnent, par rapport au module m^ les résidus
Le multiple suivant m'a donnerait le résidu 0, et on retrouverait ensuite les mémos résidus dans le môme ordre.
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Ainsi, dans tous les cas, les résidus des multiples d*un nombre par rapport à un môme module forment une série périodique simple.
335. Corollaire. On a souvent à résoudre des équivalences de la forme
ax^r (mod m).
La question est de trouver les multiples de a qui donnent le résidu r par rapport au module m. On peut toujours supposer le nombre r plus petit que m, sans quoi on le remplacerait par son résidu.
Considérons d'abord le cas où a est premier avec m. La suite des m — 1 premiers multiples de a donnant pour résidus, dans un certain ordre, les m — 1 premiers nombres, l'un de ces multiples, par exemple oa, donnera le résidu r, et ensuite de m en m les mulliples reproduiront le même résidu. On peut donc donner à x les valeurs
Toutes ces valeurs sont comprises dans la formule
dans laquelle y désigne un nombre entier quelconque, ou plus simplement
x^oL (mod m).
Soit, par exemple, à résoudre Téquivalence
bx=S (mod 9).
On cherche parmi les huit premiers multiples de 5 celui qui donne le résidu 8 : c'est 5 x 7 ; on a donc
a:=7H-9î/, ou
x^zl (mod 9).
Lorsque les deux nombres a et m ont un plus gjrand commun diviseur d, il est nécessaire que le résidu r soit aussi divisible par d, sans quoi l'équivalence serait impossible. Si donc on
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appelle a\ m\ f^ les quotients que Ton obtient en divisant par d les nombres a, m, r, Téquivalence proposée est ramenée à la suivante :
a'a;=/ {mod m'),
dans laquelle a' et m' sont premiers entre eux.
336. Trouver combien il y a de nombres inférieurs et prg^ miers dm.
Il résulte des théorèmes précédents que, si l'on considère les m— 1 premiers nombres comme les résidus des multiples d'un même nombre par rapport au modale m, il y a autant de manières de les obtenir, c est-à-dire il y a autant d'ordres ou de dispositions différentes qu^il y a de nombres plus petits que m et premiers avec lui. Nous sommes ainsi amenés à cher* cher combien il y a de nombres inférieurs et premiers à m.
Supposons le nombre m décomposé en facteurs premiers, et soit
Imaginpns éci île la série des m premiers nombres
Si Ton en retranche les nombres qui contiennent l'un des facteurs premiers a, ft, c, d, ou plusieurs d'entre eux, il restera les nombres premiers avec m.
Mettons d'abord à part les nombres qui contiennent le facteur a, c'est-à-dire les multiples de a,
tt, iaé Zdé * — tf*
Ces multiples sont au nombre de — . De même les multiples do
b sont au nombre de -^ ) les multiples de ab au nombre de
j-r, etc. Si de la série des tft premiers nombres on retranche
les multiples de a qu'elle renferme^ la série des nombres res-
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tants contiendra m^— , oufn(i — | nombres. Pouk* abré-
a \ aj
! ger nous poserons
nous désignerons par (m) la sériedes m premiers nombres, par
f — jla série des multiples defl, et par (m') la série qui reste
quand on retranche la seconde de la première.
Cherchons maintenant combien dans la série (m') il y a de multiples de 6. Ces multiples sont ceux que contient la série
(m), moins ceux que contient la série f — j , Le nombre des premiers est t-. Puisque a et fr sont premiers entre eux, les multiples de h contenus dans la série f - J , étant en môme temps multiples de a, sont multiples de ah; ce sont donc les mulfi-^ ^les de ah contenus dans la série (m); leur nombre est -?
Ainsi le nombre des multiples de h contenus dans la série [m') est
ab~
De même le nombre des multiples de c contenus dans la
série (m') est — , le nombre des multiples de bc est -r- etc. On
' c oc
voit par là que la série (m') jouît des mêmes propriétés que la série (m).
Si de la série (m!) on retranche les multiples de b qu'elle
contient, la série des nombres restants renferme W— -r- ou m'{ 1— r ) nombres. Pour abréger, nous poserons
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nous désignerons par ( -r- ) la série des muUiples de b que ren*
ferme la série (m'), et par (m") la série des nombres restants.
Le même raisonnement peut être continué indéfiniment.
Cherchons combien dans la série (m") il y a de multiples de c;
ces multiple»sont ceux que contient la série (m') , et qui sont au
nombre de — , moins ceux que contient la série ( j< j ; les nom*
bres c et ft étant premiers entre eux, ces derniei^sont les mul-
m' tiples dé bc contenus dans la série (m'), au nombre de p. Le
nombre des mutliples de c contenus dans la série (m") est donc
c bc^^ c c '
Ainsi la série (m") jouit des mêmes propriélés que la série (m') ,
ou que la série (m). Si de cette série (m") on retranche les
mutliples de c qu'elle contient, la série restante contiendra
''— — =m" 1 — I nombres. Ces derniers nombres sont c \ cj
premiers avec m. En remplaçant m", puism' par leurs valeurs, et désignant par n le nombre des nombres inférieurs et premiers à m, on obtient la formule
ou
Parexemple,sim=12 = 2«x3,onan=2(2— 1)(3 — 1) = 4. Les quatre nombres inférieurs et premiers à 12 sont
11 en résulte les quatre dispositions suivantes des 11 premiers nombres :
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337. Reuarque. Si a est un nombre inférieur et. premier à fhytn — a est aussi premier avec m; ainsi les nombres infé-. rieurs et premiers à m se correspondent deux à deux, et leur nombre est pair. Les dispositions correspondantes des m — 1 premiers nombres sont inverses Tune de l'autre.
Il y a exception pour m=2; dans ce cas m = 1.
33d. ConoixAiRE I. Soient m et m' deux nombres premiers entre eux. Désignons par n le nombre des nombres inférieurs et premiers à m, et par n' le nombre des nombres inférieurs et premiers à m'. Supposons m et m' décomposés en facteurs premiers, et soient
on a
Les facteurs premiers a\ V étant dilférenls de a, 6, c, le nombre des nombres inférieurs et premiers au produit
est
Par exemple, si w=3, m'=5, on a h=2, n'=:4. Le «ombre des nombres inférieurs et premiers à 3 X 5 ou 1 5 est 2 x 4 c'csl-à-dire 8. •
339. Corollaire IL Supposons la circonférence divisée en m parties égales, et plaçons sur les points de division les numéros
Si Ton prend pour unité Tu; : des divisions, la circonférence
vftut m unités. Quand, partant du point 0, on parcourt dans le même sens les arcs
a, 2fl, 3fl, , (m — l)a,
les numéros auicquels on arrive sont précisément les résidus de ces multiples par rapport au module m; car un multiple quelconque égale un certain nombre de circonférences, c'està-dire un certain nombre de fois m, plus le numéro auquel on aiTive.
Quand a est premier avec m, les multiples de adonnent pour résidus les m — 1 premiers nombres, et Ton passe par tous les points avant de revenir au point de départ. Le multiple ma ramène au point de départ 0. En continuant, on repasse par les mêmes points que précédemment. On obtient ainsi un polygone régulier de m côtés.
Mais si a et m ont un plus grand commun diviseur d, on ne passe que par les numéros multiples de d, et Ion forme un
polygone régulier de -r côtés.
Les multiples de a et de m— a donnent le même polygone en ordre inverse; il en résulte que le nombre des polygones réguliers de m côtés est égal à la moitié du nombre des nombres inférieurs et premiers à m.
(Voyez, pour plus de détails, mes Éléments de géométrie.)
RÉSIDUS DGS PUISSAKCES.
340. Thêorèhe III. Soit p un nombre premier ^ a un nomh-e ^elconque non divisible par p, le nombre bT'^ est équivalent à Vunité par rapport au module p.
En effet, on sait que le produit de plusieurs nombres équivaut au produit des résidus de ces différents nombres (n'^ÔO); les multiples
a, 2û, 3fl, , (p — l)â
donnent» par rapport au module p, les résidus
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Le produit dé ious ces multiples équivaut au produit de tous les résidus. On a donc
p — i). [aP-*— 1]=0 {moâp
Le nombre premier p, divisant le premier membre, qui est 1^ un produit, divise l'un des facteurs ; or il ne divise aucun des 5^. facteurs 1, 2, 3..., p — 1, qui sont plus petits que p; donc il divise Taulre facteur a^"^ — 1 . Ainsi
aP^^— 1=0 (modp), ou
fiP-i^l (modp). «î
Ce tliéorcme remarquable est dû à Fermât. ^
341. Théorème IV. Si m est premier avec m ^ et si n désigne le nombre des nombres inférieurs et premiers à m^le nombre a* ç^^ est équivalent à Vunité par rapport au modtde m . _
Soient
LJ
les nombres inférieurs ef. premiers à m, a Tun quelconque d'enirc eux; le résidu de aa est aussi premier avec m; donc ç^ les multiples
a, va, r'ay r'^a, , {m — l)a
donnent, par rapport au module m, dans un certain ordre^
les résidus
Puisque le produit des multiples équivaut au produit des résidus, on a
I.rw'.r" (m — 1). a^^l.r. ?''./'. (?» — 1) (modm
jou
i.r.y'.r" (m — 1) [a'^ — 1]=0 (modm). .
Le nombre wi, divisant le premier membre et étant premier
avec chacun des facteurs 1, r, r' r", (m — 1), divise
Vautre fadeur a" — i ; donc
a**H:El (inod m).
Celte extension du théorème de Fermât a clé donnée par Euler.
342. CoROLLAWE I. Si Ton divise par m les puissances successives
a®, aS a*, «', ,
d*un nombre a premier avec m, les résidus forment une sérié périodique simple. Car on calculechaque résidu en multipliant le résidu précédent par le résidu de a; la première puissance 0? donne le résidu 1 , la puissance a* donne aussi le résidu 1 ; donc tous les rcsidus, à parlir du premier, se reproduisent dans le môme ordre.
De a^ à o""* inclusivement, il y a un nombre entier de périodes, puisque û" commence une période ; donc le nombre des termes de la période est n ou un sous-mulliple de «.
CoROLLAmE IL Pour convertir la fraction — en fraction
décimale, on divise par m les puissances successives de la base 10. Quand m est premier avec 10, la série des résidus étant périodique simple, la fraction décimale est évidemment périodique simple. Le nombre des chiffres de la période esl n ou un sous-multiple de n.
Par exemple, si Ton convertit en décimales la fraction ,\, on trouve
Le nombre n est ici égal à 12, et le nombre des chiffres de la période est la n^oitié de 12.
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RACINES PRIUTTIVES,
344. Lorsque deux nombres a et 6 sont équivalents par rapport au module m, deux puissances semblables a', b* donnent le même résidu; on peut donc, dans Tétude des résidus des puissances, supposer a plus petit que le module. Quand le module p est premier, on sait que la puissance a'~* donne le résidu 1 ; si celle puissance de a est la première qui, après a^, donne le résidu 1 , les résidus des puissances
forment une seule période composée de p— 1 nombres diffé^ renls; ce sont par conséquent les];^l premiers nombres
dans un certain ordre.
Tout nombre a plus petit que le nombre premier p, cl tel que a'"* soit la plus petite puissance, abstraction faite de a% qui donne le résidu 1 par rapport àp, s'appelle une racine primitive du nombre premier p. Chaque racine primitive d'un nombre premier p dispose les p — 1 premiers nombres dans un ordre particulier par les résidus de ses puissances.
Par exemple, le nombre premier 7 a deux racines primitives 3 et 5 ; il en résulte les deux dispositions suivantes des six premiers nombres.
Racine 5 i P^î^^^n^^s 5^ ô\ 5% 3', 5*, 3», 5», I Résidus 1, 5, 2, 6, 4, 5, i,
( Puissances 5^ 5', b\ b\ 5*, 5*, b\ ^^^"^ I Résidus 1, 5, 4, 6, 2, 3, 1.
Ces deux dispositions sont inverses Tune de Tautrc,
345. On démontre que tout nombre premier p admet au uioins une racine primitive. Dès qu'on sait qu'il existe une racine primitive, on trouve aisément combien il y en a en tout.
Soit aune racine primitive du nombre premier p. Considérons la suite des puissances î a\ a\ a\ a\ a\ , a^\
Désignons par.r un nombre inférieur et premier à p — 1 ; je dis que a/^j ou son résidu par rapport à p, est aussi une racine primitive. En effet, les puissances successives de ce nombre sont
(ar, (ar)\ (a% Kf, ...v-, («O^'S ou
a\ fl% a% û"", , a^-*^
On peut négliger le multiple de p — 1 contenu dans chaque exposant, puisque a^^i^ et remplacer cet exposant par son résidu relativement hp — 1 ; mais on sait que les multiples du nombre r premier à p — 1 donnent pour résidus, par rapport à p — 1 , les p — 2 premiers nombres (n** 331 ); on retrouve ainsi dans un certain ordre la série proposée
Si le nombre r n'était pas premier à p — 1 , on ne reproduirait qu'une partie de ces nombres. On conclut de là que le nombre des racines primitives d'un nombre premier p est éfjal au nombre des nombres inférieurs et premiers â p — 1 .
346. Nous avons vu (n** 557) que les multiples successifs des deux nombresrel(p — 1) — r, inférieurs et premicrsàp — 1, donnent, par rapport à p — 1, des résidus disposés en ordre inverse; les deux racines primitives correspondantes a*" et a^^""^ fourniront donc, par les résidus de leurs puissances successives, des dispositions inverses. -
Le tableau suivant renferme les racines primitives des nombres premiers jusqu'à 17.
KOMMES PREMIERS.
UACIKES PRIMITIVES.
7, li
p — 1)^ — 1 (modp
En effet, soit a l'un quelconque des]) — 1 premiers nombres, nous avons vu (n"" 555) qu'il existe un nombre b plus petit que p vérifiant T équivalence
«05^1 (modp),
et qu'il n'en existe qu'un ; on peut donc grouper lesp — 1 premiei's nombres deux à deux, de manière que le produit ab de deux nombres correspondants aeXb donne le résidu 1 . Nous remarquons en outre que les deux nombres diffèrent ; car si Ion avait a=&, le nombre a vérifierait l'équivalence
«•=1 ou x*— 1=0, ou (x— 1) (a;-Hl)=0,
le nombre premier />, divisant le produit des deux facteurs a?— 1 et X-+- 1 , devait diviser Tun d^eux, ce qui exige que l'on ail x=^i ou i:=p — 1. Il n'y a donc exception que pour le seul groupe 1 (p — 1), qui donne le résidu p — 1. On en conclut que le produit proposé donne le résidu p-^1, ou plus simplement —1.
Ce théorème est connu sous le nom de théorème de Wilson. On peut le généraliser de la manière suivante :
Théorème VI. Si Von désigne par
1, a, fr, c, m — 1
les nombres inférieurs et premiers à m, on a
[1. a. b. c (m — 1)]*^1 (modw).
A tout nombre a inférieur et premier à m correspond un nombre b inférieur à m et vérifiant l'équivalence
ax^i (modm);
et il n'en correspond qu'un. Ce nombre b est aussi premier à m; car si ft et m avaient un facteur commun autre que Tunitc', ce facteur, divisant la différence ab—i et le terme aby divi-
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serait 1, ce qui est impossible. Le nombre m n'étant pas premier, Je facteur a peut se correspondre à lui-même et vérifier Téquivalence x*^l ; mais comme il entre deux fois dans le carré, le facteur a* donnera encore le résidu 1. Quant au groupe 1 (p — 1 ), qui donne le résidu — i , son carré donnera le résidu -h 1 . Ainsi le Ihcorème est démontré.
CnAPlTRE IV
ÎBATIOIVS ABBËCiÉES
349. Quand on a à eflecloer des opérations sur des nombres décimaux, et qu'on demande le résultat avec une certaine approximation, il est possible en général d'abréger beaucoup les calculs. On conçoit, en efiel, que Ton puisse dans le courant du calcul négliger les chirfres qui n'ont pas d'influence sur la pariie du résultat que Ton veut conserver. Nous allons expliquer des procédés très-simples pour abréger de la sorte les opérations de l'arithmétique. Commençons par la multiplication.
UULTIPLIGATION.
350. On demande, par exemple, à moins d'une unité près, le produit des deux nombres décimaux 628,45637 et 52,935784. Si Ton effectuait la multiplication d'après le procédé ordinaire, on aurait le produit avec onze décimales que Ton négligerait ensuite, puisqu'il suffit d'avoir le produit à moins d unité près. Voici un procédé connu sous le nom de règle d^Oughtred^ qui abrège Topèralion et qui dispense de calculer la partie que l'on doit négliger au produit.
Règle. Pour calculer le produit de deux nombres décimaux, à moins d^une unité près, on écrit au-dessous du multiplicande les chiffres du multiplicateur dans un ordre inverse, en plaçant le chiffre des unités du multiplicateur sous le chiffre des centièmes du multiplicande; puis on multiplie par chaque chiffre du midliplicateur la partie du multiplicande qui^ en allant de
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droUe à gmakây cùmmmce au chiffré du midtiplieande placé au-dessus du chiffre du multiplicateur que Pon considère^ et Von écrit les produits partiels les uns au-dessous des autres ^ en mettant les premiers chiffres de droite dans une même colonne verticale. On fait ensuite V addition; on supprime deux chiffres décimaux par une virgtdej et on augmente la partie entière d'une unité.
On multiplie d'abord la partie 628,456 du multiplicande par le chiffre des dizaines 3 du multiplicateur, ce qui donne le produit partiel 18855,68. Puis on multiplie la partie 628,45 du multiplicande par le chiffre des unités 2 du multiplicateur, ce qui donne le produit partiel 1256,00. On muUiplie ensuite la partie 628,4 par le chiffre des dixièmes 9 du mul* liplicateur, ce qui donne le produit partiel 565,56. Continuant de cette manière, on muUiplie la partie 628 unités du multiplicande par le chiffre des centièmes 3 du multiplicateur, puis la partie 62 dizaines du multiplicande par le chiffre des millièmes 5 du multiplicateur, et enfin la partie 6 centaines du multiplicande par le chiffre des dix-millièmes 7 du mulliplicateur. On voit que les premiers chiffres des produits partiels ainsi obtenus, exprimant tous des centièmes, doivent être placés dans une même colonne verticale.
Évaluons maintenant Terreur commise. Dans le premier produit partiel on a négligé le produit de la partie de droite 0,00037 du multiplicande par 30; celte partie étant moindre que 0,001, la quantité négligée au produit est moindre que
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0,001 x30, c est-à-dire moindre que 3 centièmes. Dans le second produit partiel, on a négligé le produit de la partie de droite 0,00637 par 2; cette partie étant moindre que 0,01, la quantité négligée au produit est moindre que 2 cenlièmes. Dans le troisième produit partiel, on a négligé le produit de la partie de droite 0,05637 par 0,9 ; cette partie étant moindre que 0,-1 , la quantité négligée au produit est moindre que 9 centièmes ; et ainsi de suite ; Terreur commise sur chaque produit partiel est plus petite qu'un nombre de centièmes marqué par le chiffre correspondant du multiplicateur. On a négligé enfin le produit de tout le multiplicande par les chiffres 8 et 4 du multiplicateur ; le multiplicande étant moindre que 1000, et la partie 0,000084 négligée dans le multiplicaleur étant moindre que 0,00009, Terreur commise est plus petite que9 centièmes. Ainsi, Terreur totale, ou la somme des quantités négh'gées au produit, est moindre que 3-h2-+-9-i-34-5-H7-^(84-l) centièmes; en général, l'erreur est moindre qu^un nombre de centièmes marqué par la somme des chiffres du multiplicateur qui founnssent des produits partiels , plus le chiffre suivant augmenté dune unité.
Dans Texemple actuel, Terreur commise est moindre que 38 centièmes. Le produit obtenu est trop faible; la quantité négligée étant moindre que 0,38, le produit exact est compris entre 20698,50 et 20698,88. On prendra la valeur approchée S0699 par excès à moins d'une demi-unité près.
351 . Il est bon de remarquer que si Ton change Tordre des facteurs, on obtient le même résullat.
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Dans la première opération on a mulliplié par les 3 dizaines du muUiplicaicur la partie 628,456 du multiplicande ; dans la seconde opéi-ation, ces 3 dizaines, placées au multiplicande, ont été mullipliées por la même partie 628,456 placée au multiplicateur et retournée. Dans la première opération, on a mulliplié par les 2 unités du multiplicateur la partie 628,45 du multiplicande ; dans la seconde opération, ces 2 unités, placées au multiplicande, ontété multipliéespar laméme partie 628,45 placée au multiplicateur et retournée, et ainsi de suite. Les deux opérations donnent donc le même résultat 20698,50. Mais Tévaluation de Terreur diiTére : dans le premier cas, nous avons dit que Terreur est moindre que 38 centièmes ; dans le second cas, nous dirons qu'elle est moindre que 35 centièmes. De ces deux évaluations de Terreur, on prendra la moins élevée.
352. Proposons-nous encore de calculer le produit des deux nombres 783,25673 et 43,856702, à moins d'une unité.
La quantité négligée au produit est moindre que 4-t- 5-i- 8 -H5-+-6-+-7-H1 centièmes, c'est-à-dire moindre que 34 centièmes. Le produit exact est donc compris entre 34350,87 et 34351,21. On prendra la valeur approchée 34351 à moins d*une demi-unité, dans un sens ou dans Tautre.
353. Le procédé que nous venons d'expliquer suffît dans la plupart des cas; on peut Tappliquer toutes les fois que la
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somme des chiffres du multiplicateur dont on a à tenir compte ne surpasse pas 100. Car alors la quantité négligée au produit est plus pelile que 100 centièmes ou que 1 unité. Si Ton appelle a la partie entière du produit calculé, augmenlée d'une unité ; pour avoir le produit exact, il faut de a retrancher une première fraction moindre que Tunilé, et en ajouter une seconde aussi moindre que l'unité; en prenant a pour valeur approchée du produit, on voit que Terreur commise est moindre qu'une unité, dans un sens ou dans Taulre.
Si la somme des chilTres du multiplicateur était plus grande que 100, mais plus petite que 1000, il faudrait, après avoir retourné le multiplicateur, placer le chiffre des unités sous le chiffre dçs millièmes du multiplicande.
Lorsqu'on demande le produit, non plus à moins d'une unité près, mais à moins d'un millième, par exemple, il suffit de transporter la virgule après les millièmes dans le multiplicande; puis de calculer le nouveau produit à moins d'une unité.
DIVISION
On abrégera Topération de la manière suivante
Règle. Après avoir déterminé le nombre n des chiffres exacts que Von veut au quotient^ on prendra sur la (jauehe du diviseur proposé assez de chiffres pour former un nombre au moins égal an; à la suite^ on prendra encore n chiffres^ et Von aura ainsi le premier diviseur^ ou diviseur d* entrée. On prendra ensuite sur la gauche du dividende proposé assez de chiffres pour former un nombre au moins égal au diviseur d'entrée^ et Von aura ainsi le premier dividende partiel. On divisera le premier dividende partiel par le premier diviseur, ce qui donnera le premier chiffre du quotient, et Von retranchera le produit de ce diviseur par le chiffre ainsi trouvé. Suppinmant un chiffre à la droite du premier diviseur, on aura le second diviseur; on divisera le reste par le second diviseur, ce qui donnera le second chiffre du
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quotient^ et ron continuera de cette manière jusqiCà ce qu*on ait obtenu tons les chiffres du quotient.
Les exemples suivants feront bien comprendre ce procédé de calcul. Considérons d'abord le cas. où le premier chiffre à gauche du diviseur est égal ou supérieur au nombre des chiffres du quotient, et mettons la virgule dans le diviseur après ce premier chiffre. Proposons-nous de calculer, à moins d'une unîlô près, le quotient de 283514,762 par 7,5438621. On voit immédiatement que le quotient renfermera 5 chiffres à sa partie entière; ici n=5. Le premier chiffre 7 à la gauche du diviseur étant plus grand que 5, à la suite on prendra 5 chiffres pour former le diviseur d'entrée 754386. Le premier dividende partiel, devant contenir ce diviseur, sera 2835147.
En divisant le premier dividende partiel par le premier diviseur, on obtient le premier chiffre 3 du quotient et un reste 571989. Au lieu d'abaisser à la droite du reste le chiffre suivant du dividende, on barre le premier chiffre 6 à la droite du divir seur d'entrée, et on divise ce reste par le second diviseur 75438, ce qui donne le second chiffre 7 du quotient. Barrant un second chiffre 8 à la droite du diviseur, on divise le reste 43923 par le troisième diviseur 7543, ce qui donne le troisième chiffre 5 du quotient. On continue de la sorte jusqu'à ce qu'on ait trouvé les cinq chiffres du quotient.
Évaluons maintenant Terreur commise. En multipliant le diviseur par chacun des chiffres du quotient, nous avons négligé un ou plusieurs chiffres à la droite du diviseur, ce qui occasionne une erreur sur le produit partiel. On a eft'ectué le produit comme dans la multiplication abrégée, quand on écrit le quotient sous le diviseur en ordre inverse, plaçant le chiffre des unités 2 sous le chiffre des dixièmes 5.
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On a muliiplié en effet le premier diviseur, ou diviseur d'entrée 7,54386, par Je premier chiffre 3 du quotient, puis le second diviseur 7,5438 par le second chiffre 7 du quotient, et ainsi de suite. D'apccs le raisonnement que nous avons fait, la quantité négligée au produitestmoindre que (5h-7-h5-h84-2) ou que 25 dixièmes. Appelons a le dividende proposé, b le diviseur, q le quotient trouvé 37582, c la quantité négligée dans le produit 6x9. En retranchant du dividende le produit inexact bq—Cy nous avons obtenu un reste 2,662 que nous désignons par r. Si Ton écrit que le dividende est égal au produit inexact bq— c plus le reste, on a
d'où Ion déduit, en divisant par fr,
Ainsi, pour avoir le quotient exact -r, il faut au nombre en-
lier q ajouter une première fraction 7 et en retrancher une se-
condoT. Le reste r étant plus petit que le dernier diviseur 7,5,
r 2 662 il est clair que la première fraction -r ou =-^7 — est plus petite
que Tunilé. La quantité négligée c dans le produit étant plus
petite que 25 dixièmes, la seconde fraction est moindre que
7~r. On prendra donc pour valeur approchée du quotient le
nombre entier 37582 par défaut, à moins d*une demi-unité près.
355. Considérons maintenant le cas où le nombre formé par les deux premiers chiffres de gauche du diviseur est égal ou supérieur au nombre des chiffres du quotient. Soit par exemple à calculer à moins d*une unité près le quotient de
479205,439 par 10,254328. Le quotient aura 5 cliifires à sa partie enlière; ici tt=^. Le nombre 10, formé par les deux premiers chiiïres du diviseur, est plus grand que 5 ; à la suite prenons encore 5 chiffres pour former le diviseur d'entrée 10,25452.
La quantité négligée dans le produit abrégé ost plus petite que (2h-3h-7h-6h-4) ou que 22 dixièmes. Pour avoir le quotient exact, il faut au nombre entier 46732 ajouler la fraction
TTr-cyz — , et en retrancher une fraction moindre que .^ ' —
Ce nombre entier est donc approché à moins d une demi-unitè prés, par défaut ou par excès.
On continuera de cette manière indéfiniment.
En général, chacun des chiffres du quotient étant moindre que 10^ la somme des chiffres du quotient est plus petite que lOn, et par conséquent la quantité c, négligée au produit, est plus petite que lOn dixièmes ou que n unités; d'autre part, la partie entière du diviseur étant égale ou supérieure à n, le
diviseur b est plus grand que n; la fraction -r sera donc plus
petite que -OU que Tunité. Le nombre entier obtenu exprime
donc le quotient à moins d'une unité près, par défaut ou par excès.
Raelne carrée*
356. Lorsqu'on veut trouver à moins d'une unité près la racine d'un nombre très-grand, il est possible d'abréger un peu l'opération. Lorsquon a calculé plus de la moitié des
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chiffres de la racine y ou seulement la moitié quand le premier chiffre de la racine est égal ou supérieur à 5, on obtient tous les autres en divisant le reste par le double de la partie déjà trouvée à la racine.
On demande par exemple la racine du nombre 67952837 à moins d'une unité près.
II y a quatre chiffres à la racine, le premier est plus grand que 5 : je détermine d'abord les deux premiers chiffres 82 par le procédé ordinaire; puis je divise le reste 712837 par le double 16400 de la partie déjà trouvéo à la racine, plus simplement je divise 71 28 par 1 64 ; si j'écris la pai lie entière 43 du quotient à la droite de 82, j'ai la racine demandée à moins d'une unité près.
En effet, j'appelle A le nombre donné, a la partie 8200 déjà trouvée à la racine, R le reste 712837, que l'on obtient en retranchant du nombre donné A le carré a* de la partie déjà trouvée à la racine ; je désigne enfin par x la seconde partie de la racine. Le carré du nombre fractionnaire a H-x renfermant trois parties
on a
a*H-2ax«-+-ic* = A.
Si Ton retranche de part et d'autre la première partie a*, il vient
et, si Ton retranche x* de part et d'autre,
iaxx = l{—'X*, puis si Ton divise par 2a,
^""t^a 2a Le numérateur 05* est plus petit que 100* et par conséquent
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plus petit que 10000; puisque a désigne un nombre de quatre chiffres dont le premier est égal ou supérieur à 5, le dénominateur 2a est plus grand que 10000; la fraction
5" est donc plus petite que Hm, c'est-à-dire plus petite que Tunité. Si Ton néglige cette fraction, le quotient complet ^ donnera x par excès à moins d'une unité près. En
prenant seulement la partie entière du quotient, on aura
la racine à moins d'une unité près, par défaut ou par
excès.
Dans chaque exemple, on peut évaluer l'erreur avec plus
de précision. Dans Texemple actuel, x étant plus petit que 50,
2a plus grand que 16000, l'erreur^ est plus petite que jtwjtttv»
soit plus petite que 0,2 ; le quotient complet est compris entre 45,4 et 45,5; pour avoir x exactement, il faudrait retrancher de ce quotient une quantité plus petite que 0,2 ; donc la racine cherchée égale 8245 par défaut à moins d'une demi-unité près.
357. Soit encore à calculer la racine du nombre 255896754 à moins d'une demi -unité, près.
Si 8
Il y a cmq chiifres à la racine, je calcule les trois premiers
chiffres 159 par le procédé ordinaire, puis je divise le reste
5086754 par le double 51800 de la partie déjà trouvée à la
racine ; plus simplement je divise 50867 par 51 8, et j'écris à la
droite de 159 la partie entière 97 du quotient « L'drreur ^ est
plus petite que gîmTjTj ou que =; puisque du quotient complet
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97,0... il faut retrancher une quantité plus petite que 0,4, il en résulte que la racine cherchée égale 15997, à moins d'une demi unité près.
Pour former le dividende 30867, il suffit d'abaisser à la droite du reste 308 deux chiffres, autant que la partie encore inconnue de la racine en contient.
ttaelne enblqae*
3S8. 11 est possible d'abréger l'extraction de la racine cubique, comme on a abrégé Texlraclion de la racine carrée : lorsqu'on a trouvé plus de la moitié des chiffres de la racine , on obtient tous les autres par une division. On demande, par exemple, la racine cubique du nombre 15878024319870 à moins d'une unité près.
11 y a cinq chiffres à la racine ; je détermine d'abord les trois premiers 251 par le procédé ordinaire; puis je divise le reste 64773319870 par trois fois le caiTé de la partie déjà trouvée à la racine, c'est-à-dire par 1890030000, plus simplement je divise 6477331 par 189003; si j'écris la partie entière 34 du quotient à la droite de 251, j'ai la racine demandée à moins d'une unité près.
En effet, soit A le nombre donnée a la partie 25100 déjà trouvée à la racine, R le reste obtenu après le calcul des trois premiers chiffres^ x la seconde partie de la racine, on a
d'où
5a'a: = A — a' — Sa.c^-o;'*
Le nombre x est plus petit que 100, tandis que a est plus
grand que 10000 ou que 100*; donc le second terme — est plus
petit que l'unité; on négligera le troisième terme ^. qui
est plus petit que - . ^..^ ou que •rjwr. Ainsi le quotient complet
^ donnera x par excès à moins d'une unité près ; si l'on
prend seulement la partie entière du quotient, on aura la racine à moins'd'une unité près, par défaut ou par excès.
Dans l'exemple actuel, l'erreur commise — est plus petite
40* que o^TjÂTj' soit plus petite que 0,1, et Ton a la racine à
moins d'un dixième près.
CHAPITRE V
359. n arrive souvent que l'on a à effectuer des calculs sur des nombres approchés. On a vu en efTel que les grandeurs incommensurables ne peuvent être mesurées exactement. D'ailleurs les instruments dont on se sert dans la mesure des grandeurs ne sont susceptibles que d'un certain degré de précision; les nombres obtenus doivent être regardés, non pas comme les mesures exactes des grandeurs, mais comme des évaluations plus ou moins approchées, suivant la perfection de Pinstrument. Ces nombres approchés étant introduits dans les calculs, on arrive à un résultat inexact ; il se présente ici deux questions : l"" Connaissant Tapproximation des nombres sur lesquels on opère, quelle est Tapproximation du résultat? — 2^ Avec quelle approximation faut-il avoir les nombres sur lesquels on opère, pour que Ton obtienne le résultat avec une approximation donnée?
360. Ordinairement on exprime l'approximation d'un nombre décimal en disant qu* elle est moindre qu'une certaine
unité décimale jjr;. Lorsqu'on connaît le sens de l'erreur,
il est possible d'écrire le nombre avec n chiffres décimaux exacts. Soit le nombre 28,45752 approché par excès à moins de 0,001 près ; le nombre 28,457 est aussi approché à moins de 0,001, dans un sens ou dans l'autre. Soit le nombre 28,45652 approché par défaut à moins de 0,001 ; le nombre 28,457 est aussi approché à moins de 0,001, dans un sens
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OU dans Tautre. Mais lorsqu'on ne connaît pas le sens de Tapproxîmalion, ceci n'est pas toujours possible. Si le nombre 28,45732 est approché à moins de 0,001 dans un sens inconnu, le nombre exact est compris entre 28,45632 et 28,45832 ; chacun des nombres 28,457 et 28,458 serait approché à moins de 2 millièmes.
On effectuera rapidement les calculs sur les nombres approchés à Taide des procédés que nous avons expliqués dans le chapitre précédent. Mais il y a une précaution à prendre : Tapproximation des nombres donnés introduit une certaine erreur dans le résultat, l'opération abrégée en occasionne une seconde; il impprte que la seconde erreur n'augmente pas considérablement la première. Si la première erreur est moindre que jTj^ et dans un sens connu, on dirigera les calculs de
manière que la seconde soit aussi moindre que r^^ et en sens
inverse ; on aura ainsi le résultat à moins de j^ près. Si la
première erreur est moindre que rrr^i (« étant un nombre
d'un chiffre) et dans un sens inconnu, on dirigera lés calculs
de manière que la seconde erreur soit moindre que -rTviTT'
la somme des deux erreurs étant plus petite quejTroou que
;^,on aura encore le résultat à moins de ;:-7û.
Addition.
361. Lorsqu'on fait l'addition de plusieurs nombres approchés dans le même sens, l'erreur commise sur le résultat est égal à la somme des erreurs partielles. Soit à additionner les nombres 12,457, 7,875, 0,209, 3,628 approchés par excès, chacun à moins d un millième. L'addition donne 24,169. L'erre\ir commise étant moindre que 4 millièmes , la somme
exacte est comprise entre 24,165 el 24,169. On prendra ^4,17 par excès, à moins d'un demi-cenlième près.
Mais quand on ne connaît pas le sens de l'approximation des nombres proposés, les uns étant approchés par défaut, les aulres par excès, les erreurs se compensent en parlie, et Terreur commise sur le résullat est moindre que la somme des erreurs partielles. Proposons-nous d'additionner les nombres précédents approches chacun à moins de 1 millième, mais dans un sens inconnu. Dans le cas le plus défavorable, Terreur sera moindre que 4 millicmes; de sorte que le résultat exact est compris enire 24,165 el 24,173. On prendra 24,17 à moins demi-centième près, dans un sens inconnu.
IfSoastrActfoii.
362. L'erreur commise sur la différence de deux nombres approchés égale la différence ou la somme des erreurs commises sur les deux nombres, suivant que ces deux nombres sont approchés dans le môme sens ou en sens contraires. Du nombre 57,259 approché par excès à moins de 1 millième, soit à retrancher le nombre 29,345 approché par défaut à moins de 1 millième, l'opération donne 27,914. Ce nombre est trop fort, et Terreur commise est moindre que 2 millièmes. La différence exacte est donc comprise entre 27,912 et 27,914 ; on prendra 27,91 par défaut à moins de 1 demi-centième près. Si Ton ne connaissait pas le sens des erreurs, Terreur commise sur le résultat étant moindre que 2 millièmes dans un sens ou dans l'autre, la différence exacte serait comprise entre 27,912 et 27,916 ; on prendrait 27,91 par défaut à moins de 1 centième près.
Multiplication.
PRODUIT d'un nombre APPROCHÉ PAR UN NOMBRE EXACT.
363. Considérons d'abord le cas x)ù Ton multiplie un nombre approché par un nombre exact. Il est clair que Terreur
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commise sur le résultat est égale à Tendeur commise sur le facteur approché, multipliée par le facteur exact.
Exemple I. Soit à multiplier le nombre 25,674, approché par excès à moins de 1 millième, par le nombre exact 82,1*67. Le multiplicateur étant moindre que 83 unités, Terreur commise sur le produit est plus petite que 83 millièmes ou que 1 dixième. Nous calculerons le produit par la méthode abrégée à moins de 1 dixième, en plaçant sous les millièmes du multiplicande le chiffre des unités du multiplicateur.
Les produits partiels fournis par les trois chiffres 1,6, 7 du multiplicateur étant seuls inexacts, la quantité négligée au produit est moindre que 1 H- 6 H- 7 ou que 14 millièmes. Le produit calculé exactement serait compris entre 21059,546 et 2109,560; pour avoir le produit exact, il faut en retrancher une quantité moindre que 83 millièmes ; le produit exact est donc compris entre 21059,463 et 2109,560; on prendra 21059,5 à moins d'un dixième, dans un sens inconnu.
Si l'on ne connaissait pas le sens de l'erreur commise sur le multiplicande, le produit exact étant compris entre 21059,463 et 21649,643, on prendrait 21059,55 à moins d'un dixième jprès ; le second chiffre décimal devrait être conservé, quoique nexact. Le nombre 21059,5 avec un seul cliifire décimal ne serait approché qu'à moins de 15 centièmes, ou plus simplement de 2 dixièmes.
Exemple II. Calculer la circonférence d'un. cercle dont le
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rayon est ^,87 à moins d'un centième près. En désignant par r le rayon et par % le rapport de la circonférence au diamètre, on sait que la circonférence est égale à i%r. On a
Pour avoir la circonférence, il faut multiplier le nombre 2;: par le rayon r. L'erreur commise sur le second fadeur occasionne dans le proiduit une erreur moindre que 7 centièmes ou {\yxù 1 dixième. Si Ton effectue la multiplication par la méthode abrégée à moins de 1 dixième près, c'est-à-dire en plaçant le chiffre des unités du multiplicateur sous le chiffre des millièmes du multiplicande, on trouve 36,875, et la partie négligée au produit est moindre que 54-84-7, ou que 20 millièmes. Le produit calculé exactement serait donc compris entre 36,873 et 36,893. Pour avoir le produit exact, il faut ajouter ou retrancher une quantité moindre que 7 centièmes; le produit exact est donc compris entre 36,80 et 36,963. On prendra 36,9 à moins d'un dixième près.
ExEBiPLE III. Calculer, moins d'un millimètre près, la circoniérence du cercle circonscrit au carré qui a un mètre de côté.
Si Ton appelle x la longueur de la circonférence, on a
j=x\/2. L'erreur commise sur \/2 étant multipliée par un nombre plus petit que 4, il suftit de calculer ce facteur à moins
d'un dix-millième, ce qui donne v^= 1,4143 par excès. Faisant le produit par la méthode abrégée, à moins de 1 millième, on trouve 4,44309, et la partie négligée est moindre que 15 cent-millièmes. Le produit calculé exactement serait donc compris entre 4,4430 et 4,4435. Pour avoir le produit exact, il faut en retrancher une quantité plus petite que 4 dix-milliômcs; le produit exact est donc compris entre 4,4426 et ) i455; on prendra 4,445 à moins d'un demi-millième, par tlcfaut ou par excès.
PRODUIT DE DEUX NOMBRES APPROCHÉS
364. Considérons maintenant le produit de deux facteurs approchés. Nous examinerons differenls cas, suivant que les deux facteurs soiil approchés dans le même sens ou en sens contraires. Appelons a et 6 les valeurs exactes des deux facteurs ; supposons que le facteur a soit compris entre les deux quantités a' el o" approchées, la première par défaut, la seconde par excès ; que de môme le second facteur soit compris entre les deux quantités b' et b" approchées, la première par défaut, la seconde par excès.
1° Prenons d'abord les deux valeurs a" et 6'' approchées par excès. Posons
a et p étant les erreurs commises sur ces deux valeurs. On a
d*où Ton déduit
a"t" — afr = fra -h a^ -f- ap .
En groupant les deux derniers termes, on peut écrire
a"t" — ab = ta -h (a -h a)p = &« 4- a"|3.
Si l'on appelle e la différence entre le produit exact ab et le produit approché a'V\ et si dans le terme ba on remplace le nombre b par le nombre plus grand b'\ on obtient la formule
2° Prenons maintenant les deux valeurs a^ et b^ approchés par défaut. Posons
On a
ab = {a' 4- a) {b' 4- j3) = a'fr' -)- Voi + a'j3 -h aj3,
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d'où
ub — a'b'^ Va -H «'J3 -^ ap.
En groupant les deux derniers termes, on peut écrire
a& — a V = t'a Hr- (r(' 4- oî)p = 6'« -f- ai3.
Si Ton désigne comme précédemment par ç la différence entre le produit exact ab et le produit approché a'b% on a
5** Prenons maintenant l'un des facteurs a" par excès, l'au tre &' par défaut. Posons
On a
d'où
On en déduit
ou
l):=h'-hSi.
a"(fc'H-p)=t(a4-«),
a''b'-{-a''^=ab-hb(x.
a"b'--ab=zboL'-a"p,
ab — a"b' — a"p--b<iL,
suivant que le produit approchée a"b' est plus grand ou plus petit que le produit exact ab. Dans le premier cas, Terreur commise est moindre que la quantité 6a , dans le second cas, elle est moindre que a"P ; dans les deux cas, l'erreur est moindre que la plus grande des deux quantités 6"a, a"^. On peut dire encore que Terreur est moindre que la somme 6"a-i-a"lâ. On conclut de ce qui précède que, dans tous les cas, Veneur commise sur le produit de deux facteurs approchés est moindre que la somme des produits que F on obtient en multipliant l* erreur commise sur chaque facteur par Vautre facteur pris par ^xcès.
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CADRÉ d'un nombre APPROCHÉ.
365. Lorsque les deux facteurs a et (sont égaux entre eux, le produit ab devient un carré a*, et l'erreur commise est moindre que c'a -ho"», c'est-à-dire moindre que Sû'a. Ainsi r erreur commise sur le carré (Pun nombre approché est plus petite que deux fois V erreur commise sur ce nombre mtiltipliée par ce nombre lui-même pris par excès.
EXEMPLES
Exemple I. Calculer le produit des deux nombres 54,258 et 21,367 approchés tous deux par excès à moins d'un millième. Ces facteurs étant respectivement moindres que 35 et 22, Terreur commise sur le produit proposé sera plus petite que 22 millièmes, plus 35 millièmes, c'est-à-dire plus petite que 57 millièmes, ou que 1 dixième. En calculant le produit par la méthode abrégée à moins de 1 dixième, on trouve 731,983; la quantité négligée est moindre que 3 4- 6 H- 7 ou que 16 millièmes. Le produit, calculé exactement, est donc compris entre 731,983 et 731,999; pour avoir le produit exact, il faut retrancher une quaiîtilé moindre que 57 millièmes; il en résulle que le produit exact est compris entre 731 ,926 et 751 ,999; on prendra 731,9 par défaut à moins d'un dixième près.
Si Ton ne connaissait pas le sens de l'approximation des deux facteurs, le produit exact serait compris entre 731,926 et 752,056. On prendrait 752,0 à moins d'un dixième, par défaut ou par excès.
ExE»iPLE II. Calculer la surface du cercle dont le rayon est 5,87 à moins d'un centimètre près. La surface d'un cercle est exprimée par la formule zr*. L'erreur commise sur le carrer* est moindre que 1 centième multiplié par deux fois le rayon pris par excès, c'est-à-dire moindre que 12 centièmes, dans lé produit wXr*, Terreur provenant du facteur r* sera moindre que 0,12x5,2, c'est-à-dire moindre que 0,4; on aura ainsi la surface à moins d'un mètre carré près. Il faut diriger les calculs en conséquence. En calculant r* par la
CALCULS D*APPROXIHATION. 349
mélhode abrégée à moins de 0,1', on trouve 34,452, et la partie négligée est moindre que 7 millièmes ; si Ton prend r'=34545, Terreur provenant du calcul étant moindre que 1 centième, Terreui* totale sur r* sera moindre que 13 centièmes. Il en résulte sur icr* une erreur moindre que 0,5. En calculant le produit irxr* par la méthode abrégée à moins de 1 unité, on trouve 108,18, et la quantité négligée est moindre que 3 H- 4 4- 4 4- 5 ou 16 ceniièmes; le produit calculé exactement serait compris entre 108,18 et 108,34; pour avoir le produit exact, il faut ajouter ou retrancher une quantité moindre que 0,5 ; le produit exact est donc compris entre 107,6 et 108,9 ; on prendra 1,08 à moins d'une unité près.
PRODDIT DE PLUSIEURS FACTEURS APPROCHÉS
366. La règle que nous avons donnée pour évaluer Terreur commise sur le produit de deux facteurs approchés peut être étendue à un nombre quelconque de facteurs. Soient a^b^e trois facteurs, a'', 6", c" des valeurs approchées par excès, a, p, Y les erreurs commises sur ces trois facteurs, quand on les prend par défaut ou par excès. Nous avons vu que Terreur commise sur le produit axb est moindre que fc^aH-fl^p. De même. Terreur commise sur le produit abxc de deux facteurs est moindre que
ou que
b'V'a4-aVp-f-a"^"7.
Et ainsi de suite. On en conclut que V erreur commise sur le produit de plusieurs facteurs approchés est moindre que la somme des produits que Von obtient en multipliant Terreur de chaque facteur par le produit de tous les autres facteurs pris par excès,
CUBE D*UIi NOMBRE APPROCHÉ.
367. Lorsque les trois facteurs a, 6, c sont égaux, le produit abc devient le cube a*, et Terreur commise est moindre
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que 5a"a. Ainsi Vevrenr commise sur le cube (Pun nombre approché est moindre que l'erreur commise sur le nombre multipliée par trois fois le carré de ce nombre pris par excès.
Division.
QCOTIE^T d'un nombre approché par un koudre exact.
368. Lorsque le dividende est approché, le diviseur exact, il est clair que Terreur commise sur le quotient est égale à Terreur commise sur le dividende divisée par le diviseur.
Soit par exemple à diviser le nombre 3254,6. approché à
moins d'un dixième, par le nombre exact 235. L'erreur com-
mise sur le quotient sera moindre que^^, et par conséquent
plus petite que 0,0005. La division donne 13,8493; lequo- (ient exact est compris entre 13,8488 et 1 3,8499 ; on prendra 13,849 à moins d*un millième près.
QUOTIENT d'UiN NOMBRE EXACT PAR UN NOMBRE APPROCHE.
369. Considérons, en second lieu, le cas où le dividende est exact, le diviseur approché. Appelons a le dividende, b le diviseur compris entre les deux valeurs 6' et b" approchées, la première par défaut, la seconde par excès. Prenons d*abord la valeur V approchée par défaut, et posons 6 = &'-f-p, on a
Si Ton prend la valeur ¥ approchée par défaut, et si Ton pose 6"=fc-+-3, on a de même
a a _ a(y'—bl _ a^ np
bb'' bb'
Ainsi, dans tous les cas, l'erreur commise sur le quotient d*un nombre exact par un notnbre approché est moindre que r erreur du diviseur midtipliée par le dividende et divisée par le carré du diviseur pris par défaut ê
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Soit par exemple à diviser le nombre exacl 46,853 par le nombre 5,3672 approché par excès à moins d'un dix-millième.
L erreur commise sur le quotient est momdre que ^f »
et par conséquent moindre que 0,0002. On calculera donc le quotient à moins de 1 millième; la question revient à calculer à moins d'une unité le quotient de 46853 par 5,3072.
En opénml [ ar la métl:ocle abrùgoe, on Irouvc le quotient
entier 8729; tenant coniple du reste, nous ajouterons à ce
3 6 nombre la fraclion ' =0,6.,., ce qui donne le nombre
décimal approché 8729,6... La parlie négligée au produit du
diviseur par le quotient est moindre que (7-i-2-l-9)ou que
18 dixièmes; il faut donc relranchcr du quolientune fraction
moindre que -r-) et par conséquent moindre que 0,4. D'autre
part, le diviseur étant approché par excès, il faut ajouter une quantité moindre que 0,2. Le quotient exact sera donc com* pris entre 8729,2 et 8729,9. On prendra 8729 par défaut à moins d'une unité. Le quotient cherché est 8,729 par défaut à moins de 1 millième*
OtJOTlENT i)E DEtJX BfOtl&nES ArrROCIIES.
370. Évaluons maintenant Terreur commise sur le quotient de deux nombres approchés. Le dividende a est compris entre les deux valeurs a' et o" approchées, la première par défaut, la seconde par excès. Le diviseur h est lui-même compris entre V et V\ Nous examinerons différents cas, suivant que le
dividende et le diviseur sont approchés dans le même sens ou en sens contraires.
1** Prenons d'abord le dividende a" par excès, le diviseur V par défaut, on a
d*oii Ton déduit, en désignant par e rerrcur commise sur le quotient
2® Si Ton prend le dividende o' par défaut, le diviseur b" par excès, on a de môme
a_ a' _ ab"—ba! _ a(&+|3)— &(a— a) ___ fl|3-j-fr« _ «
flS
b y^ bb" ■" bV' "■ bV '^V'^bb'"
d'où
5^ En prenant le dividende et le diviseur par excès, on a
a" a a ap
¥~b'^VW
OU
a a" __ ap a b fc" *" bV V '
suivant que le quotient approché est plus grand ou plus petit que le quotient exact.
i"" En prenant le dividende et le diviseur par défaut, on a de même
a a' a ap
b~V~V^W' ou
0^ a ap a
Vb'^W'V
Ainsi, quand on prend les nombres en sens contraires. Terreur commise sur le quotient est plus petite que la somme des
deux quantités j-,, -n^] quand on les prend dans le même
sens, Terreur est plus petite que la plus grande de ces deux quantités. Dans tous les cas, l'erreur est plus petite que leur somme.
Cherclions, par exemple, le quotient du nombre 2,64& approché par excusa moins de 1 millième, par le nombre i ,245 approché par défaut aussi à moins de 1 millième. L'erreur
, r ♦ » 1 .-. 0,001 . 3x0,001 commise sur le quotient est plus petite que -~ h ^ — j^-^—
ou que 0,004. Le quotient calculé est 2,126 et une fraction de millième; il faut en retrancher une quantité moindre que 0,004; lequotient exact est donc compris entre 2,122 et 2,127; on prendra 2,12 par défaut à moins d'un centième près.
Racine carrée. û
371. On demande la racine carrée d'un nombre a compris entre les deux valeurs a' et a'' approchées, la première par défaut, la seconde par excès. On a
(v/a — \/a') {\,fa-{-s/a') a— a'
ou
f-n-/- (v^-^y/g) {s/^'-hsf^) _ a'' -a
sja ^a = ■=. in ;= — :»
suivant que Ton prend la valeur approchée par défaut ou la valeur approchée par excès. Dans tous le> cas, en désignant par a Terreur commise sur le nombre proposé et par e Terreur commise sur la racine, on a
Ainsi V erreur commise sur ta racine carrée d'wH nombre a,i proche est plus petite quel erreur commise sur ce nombre, dimséj par deux fois la racine carrée 4e ce nombre pris par défaut.
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EXEMPLES
Exemple I. Eilraire la racine carrée du nombre 232,48 approché par défaut à moins de 1 centième près. L'erreur commise sur la racine sera plus petite que — '^^^=1 et par consé-
quent plus petite que ô~^-tâ ^" 9"^ 0,0005.
La racine calculée par le procédé ordinaire est 1 5,2472. . . Il faut y ajouter une quantité plus petite que 0,0005; la racine exacte est donc comprise entre 15,2472 cl 15,2478. On prendra 15,247 par défaut à moins de 1 millième près.
ExE&iPLE II. Calculer à moins de 1 millième près la racine quatrième du nombre 15943286. On sait que
Cherchons d'abord avec quelle approximation il faut calculer la première racine carrée pour avoir la seconde à moins de 0,001 . La première racine est plus grande que 3000, la seconde plus grande que 50. Sidonconappellearerreurcommisesur la première racine, l'erreur commise sur la seconde sera moindre
que X — rjx ou que j^wri il suffira donc de calculer la première
racine à moins de 1 dixième près. En extrayant la première racine, on trouve 3992,9 par défaut à moins de 1 dixième ; en extrayant la seconde on trouve 63,190 par excès. Pour avoir le résultat exact, il faut augmenter ou diminuer ce nombre d'une quantité moindre que 1 millième; on prendra donc 63,190 à moins de 1 millième près.
Exemple III. Calculer à moins de 1 millième près le rayon du cercle dont la surface est de 254 mètres carrés.
Le rayon cherché est donné par la formule
Le quotient est plus grand que 60 et le rayon plus grand
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que 7 ; si l'on appelle a Terreur commise sur le quotient, Terreur commise sur la racine sQra moindre que j^ — = ou que
jrr. Pour avoir la racine à moins de 1 millième, il suffit donc
de calculer le quotient à moins de 1 centième. Le quotient est 80,85 par défaut à moins de 1 centième près; la racine carrée de ce nombre est 8,992 par excès. Comme il faut augmenter ou diminuer ce nombre d'une quantité moindre que 1 millième, on prendra 8,992 à moins d'un millième par défaut ou par excès.
Baeine enbiqae.
Nous nous servirons ici de l'égalité
(a'*— ft')=:(a»-f-fl&-f-&*) (a — b),
que l'on vérifiera aisément en effectuant la multiplication ; on en déduit
Dans cette égalité remplaçons a eib paiv^lî et J/a'; il vient
\Ja — \la' =
On a de même
Si donc on appelle et l'erreur commise sur le nombre approché et e l'erreur commise sur la racine cubique, on a, dans tous les cas,
Veneur commise sur la racine cubique d^un nombre appro^ ché est plus petite que V erreur commise sur le nombre^ divisée par trois fois le carré de la racine cubique de ce nombre pmpar déjauté
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ERnEURS RELATlVrS.
373. L*erreur ab&ohie commise sur un nombre est ce qu'il faudrait y ajouter ou en retrancher pour avoir le nombre exact.
L'erreur relative est Terreur absolue divisée par le nombre lui-même.
Supposons, par exemple, que, sur une longueur de 1000 mètres, on commette une erreur de 1 mètre; en imaginant cette erreur de 1 mètre répartie uniformément sur les 1000 mètres, c'est 1 millimètre par mètre, ce qu'on exprime en disant que Terreur relative est ^hô*
Supposons maintenant que, sur une longueur de 2000 mètres, on commette une erreur de 2 mèlres ; Terreur, repartie uniformément, ne sera encore que de 1 millimètre parmèlre, ce qui constitue la môme erreur relative ^hô» Sur une longueur double on a commis une erreur absolue double; mais Terreur relative n'a pas changé. De même si, sur une longueur triple, on commet une erreur absolue trois fois plus grande, Terreur relative reste encore la même.
C'est par Terreur relative qu'il faut juger du degré d'approximation avec lequel on mesure les grandeurs. 11 est clair en effet qu'une erreur de 1 décimètre sur une grande longueur, comme la dislance de deux villes, est tout à fait négligeable, tandis qu'elle est très-sensible sur une petite longueur, comme celle d'une table. Si, par exemple, on a commis une erreur de 1 mètre sur une longueur de 100 mèlres, et une erreur de 10 mètres sur une longueur de 10000 mètres, on doit regarder la seconde mesure comme plus exacte que la première, quoique Terreur absolue soit plus grande. Car, dans le premier cas. Terreur est de 1 centimètre par mètre, tandis que, dans te second cas, elle n'est que de 1 millimètic par mètre.
374. Il existe une relation très-simple entre Terreur relative d*un nombre approché et le nombre des chiffres" exacts qui le composent. Soit le nombre 62,85 approché à moins d'un
cenlième, et par conséquent formé de quatre cliiffrcs exacts. Si nous déplaçons la virgule de manière à n'avoir qu'un chiffre à la partie enlière, nous aurons le nombre 6,285 approché à
moins d'un millième.
L'erreur absolue esl ici moindre que j|:j^ et l'erreur relative
moindre que ^ — r^r,, puisque le nombre est plus grand que G.
On dira plus simplement que Verreur relative est moindre que
jTTT, c'est-à-dire qu'une unité décimale du troisième ordre.
De même, soit le nombre 0,267455 approché à moins de 1
millionième, et par conséquent formé de six chiffres exacts.
En déplaçant la virgule on a le nombre 2,67455 approché à
moins de^jv^. L'erreur relative est ici plus petite que^ — rm'-
on dira plus simplement qu'elle est plus petite que 7^, c'està-dire qu'une unité décimale du cinquième ordre. En général, si le nombre contient n chiffres exacts, et si
l'on désigne par fc le premier chiffre de gauche, on verra que
Terreur relative est moindre que r — 77s=i- On dira plus sim-
plement qu'elle est moindre que ttâ^iti- Ainsi, ï erreur relative
est toujours moindre qu^une unité décimale de V ordre marqué par le nombre des chiffres exacts moins un.
375. La considération des erreurs relatives permet dénoncer d'une manière approximative et rapide l'erreur commise dans le résultat d'opérations etîectuées sur des nombres approchés.
Soient a et & les valeurs exactes des deux facteurs d'un produit; appelons a+a et 6-+-P les valeurs approchées, les quantités a et ^ étant positives ou négatives, suivant que les facteurs sont approchés par excès ou par défaut. On a d'une manière générale
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la différence entre le produit approché (a-f-a) (ft-f-p) et le produit exact ab csl donc
Si Ton néglige le terme ap, qui est très-petit par rapport à chacun des deux autres, cette différence sera à peu près égale à
Divisons maintenant cette différence par le produit exact ah pour avoir Terreur relative ; nous aurons
Ainsi, r erreur relative d'un produit de deux facteurs approchés est sensiblement égale à la somme des erreurs relatives des deux facteurà.
Si les deux facteurs étaient approchés, l'un par défaut, l'autre par excès, l'erreur relative du produit serait sensiblement égale à la différence des erreurs relatives des facteurs.
Celle proposition peut être éteodue évidemment au produit d'un nombre quelconque de facteurs approchés; car, en multipliant par un nouveau facteur, on ajoute Terreur relative de ce facteur.
Le carré étant le produit de deux facteurs égaux, on en déduit que Terreur relative du carré d'un nombre approché est sensiblement égale à deux fois l erreur de ce nombre.
De même, f erreur relative du cube d^un nombre approché est seiisiblement égale à trois fois Terreur relative de ce nombre.
376. Si Ton considère le dividende comme le produit du diviseur par le quotient, on voit que Terreur relative du dividende est sensiblement égale à Terreur relative du diviseur augmentée ou diminuée de celle du quotient. Il en résulte que Terreur relative du quotient est sensiblement égale à Terreur relative du dividende, diminuée ou augmentée de celle du diviseur, suivant que les deux nombres sont approchés dans le même sens ou en sens contraires. En se plaçant dans le cas le
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plus défavorable, on évaluera Verreur relative du quotient en prenant la somme des erreurs relatives du dividende et du diviseur.
L'erreur relative du carré d'un nombre approché élarîl scrsiblomenl égale au doublb de l'erreur relative du nombre luimcme, il en résulte que Verreur relative de la racine carrée rf'w/i nombre approché est sensiblement égale à la moitié de Verreur relative du nombre.
De mCme, Verreur relative de la racine cubique d'un nombre approché est sensiblement égale au tiers de Verreur relative du nombre.
Voici deux exemples qui feront comprendre Tulilité de ces propositions sur les erreurs relatives.
Exemple I. Calculer y (l + v^2) x (y' 5— 2) avec une cr-
reur relative moindre que ïqâââ ou que t^.
11 s'agit d'effectuer le produit des deux facteurs approchés
1 4-^2^01 \/5^— 2 et d'extraire la racine carrée de ce produit. Si Ton calcule chaque facteur avec une erreur relative moindre
que jjv;, l'erreur relative du produit sera moindre que j^;
celle de la racine deux fois plus petite, soit ™j. 11 suffit donc
de calculer chaque facteur avec cinq chiffres exacts.
vTS =2,23607 /5 — 2 = 0,23607
uni (i + >/2)x(5-\/71)x(i5^vl)
LXEMPLE 11. Calculer ; — ;zrr ; -=\ -
avec une erreur relative moindre que ^rp.
Il entre dans le calcul cinq facteurs approches, el Ton sait
que rerreur relative du résultat, dans le cas le plus défavorable, celui où toutes les erreurs s'ajoutent, est scnsiblcnîcit ogale à la somme des cinq erreurs relatives. Si Ton obtient
chaque facteur avec une erreur relative moindre que t^, on
aura le résultat avec une erreur relative moindre que yrrr, et
par conséquent moindre que -^,. On calculera donc cbaque
facteur avec quatre cliifTres exacts.
(t + /2)x(3-Vr75)x(l5~>v/5)
; -T— — — =o,uyut,
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