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AVERTISSEMENT DE LA DEUXIÈME PARTIE
S1 le rapprochement des principes généraux les a éclairés les uns par les autres, s’il a mieux fait sentir la fécondité de la notion si simple, néanmoins si solide, d’où tous peuvent être directement tirés, 1l a donné au Volume précédent un caractère d’abstraction soutenue, qui a pu fatiguer le lecteur par moments. En revanche, il a déblayé le terrain pour les monographies rassemblées à leur tour dans celui-ci et dont ainsi rien d’étranger ne viendra plus obscurcir la filiation, n1 embarrasser l'exposition. Leur cohésion est en outre augmentée par l’uniformité de la méthode, et par _ l'unité du principe dominant qui, avec des illustrations variées, y trouve, ce me semble, une sorte de justification & posteriori. Aux procédés de circonstance j'ai invariablement préféré, comme toujours, ceux qui se recommandent par leur caractère naturel et leur aptitude à de nombreux emplois. Eux seuls laissent à nu le fond des choses, en un mot instruisent; jamais les artifices, si rapides et si brillants qu'ils puissent être.
Les deux premiers Chapitres contiennent cette suite de propositons générales, si élégantes et si nettes, que les fondateurs de la théorie moderne des fonctions ont substituées à des notions informes. Ce sont elles qui, peut-être, mettent le mieux en évidence les liens serrés rattachant à l’Algèbre pure tout le reste de l’Analyse; c’est la facilité des méthodes y trouvant leur appui, qui doit avoir fait naître la confiance dont les nouveaux aperçus ont fini par devenir si justement l’objet. Quelques lignes m'ont suffi pour faire entrer dans le Chapitre I la démonstration de l’existence des racines de toute équation entière; que j'ai publiée récemment sous une forme élémentaire mais plus longue (!); elle me semble
(:) Methode directe fondée sur l’emploi des séries pour prouver l’existence
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être aussi naturelle qu’on peut le désirer. Pour les fonctions méromorphes fournissant la matière du Chapitre II, j'ai préféré à la dénomination employée dans mon Nouveau Précis celle bien meilleure que MM. Briot et Bouquet ont choisie plus tard. Fy a placé la discussion des expressions indéterminées courantes, parce que le cas où elles sont rationnellement composées de fonctions olotropes et méromorphes d’une variable est le seul dans lequel il soit possible de formuler avec sûreté des règles tant soit peu générales. |
J'ai expliqué, dans l’Avertissement de la première Partie, comment il m’est devenu facile de faire de toute la théorie des radicaux un simple corollaire de ma théorie générale des fonctions implicites. À part cette simplification, le Chapitre IT est la reproduction du Mémoire où j'ai traité cette question d’après le fond des vues d’Abel (1). Quelques personnes reprocheront sürement des longueurs à ma méthode; Je n’aperçois cependant aucun moyen meilleur, d'éliminer complètement les considérations trigonométriques dont le parasitisme séculaire avait envahi cette théorie, et enraciné sur un point des plus importants l'illusion qu’en Analyse l'intrusion de faits géométriques pouvait être une nécessité. Ces longueurs n’en seront plus pour qui voudra bien faire le juste total de ce que j'ai Ôté de leur place. De cette manière, les racines de l’unité se présentent comme de simples accessoires, et non plus comme des objets à part dont les propriétés domineraient celles de l'équation binôme. Si l’on estimait trop peu naturelle lintervention incessante des séries et du cheminement, je prierais d’observer qu'elle est de toute nécessité pour la construction des Tables qui seules, à défaut de ces considérations employées directement, rendraient pratiquement possible le calcul des valeurs imaginaires d’un radical. Au n° 106, comme au n° 13 avant lui, le lecteur trouvera (je l'espère tout au moins) les premières justifications de ce que j'ai avancé à la page 287 de la première Partie, sur la valeur ajoutée à ma théorie des fonctions implicites, par ce qu'il
des racines des équations entières à une inconnue, par la simple exécution de leur calcul numérique (Bull. des Sciences math., 2° série, t. XV, 1891).
(:) Théorie des radicaux fondée exclusivement sur les propriétés générales des séries entières (Revue bourguignonne de l'Enseignement supér., L. I, 1891).
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y à de direct et de coulant dans son application à la résolution (théorique) des équations numériques.
Dans le Chapitre IV, j'ai reproduit en l’améliorant, la méthode suivie dans mon Vouveau Précis pour exposer et étendre aux racines d’une équation olotrope quelconque la découverte capitale de Puiseux sur les irrationnelles algébriques. Sous le nom de Principe de la conservation du nombre des racines, jai mis en saillie une observation générale qui, plus loin, donnera une grande évidence à certaines propriétés fondamentales des fonctions périodiques, et que, dans le Chapitre I tacitement, j'avais déjà uulisée partiellement pour la résolution d’une équation entière. Ce principe est un de ceux qui n'existent pas en dehors de la conception des quantités imaginaires, de ceux aussi qui, si Je ne me trompe et quoique d’une manière un peu latente, dominent toute l'Analyse moderne. Les deux premiers paragraphes de ce Chapitre sont plus longs que je n'aurais voulu; mais je n’aurais su les abréger sans me départir de la rigueur dont je me suis fait une loi.
Le logarithme népérien étant la première transcendante à dérivée algébrique, j'ai tenu à donner à sa théorie des allures que l’on pût retrouver, quoique sous des complications, quand on passe aux fonctions circulaires, elliptiques, etc.; en particulier, j'ai présenté la fonction exponentielle comme le simple résultat de l’inversion analytique du logarithme. Tout en fournissant une préparation à des études moins aisées, il s’est trouvé, selon moi tout au moins, que cette marche est facile en elle-même, et encore par le retour de considérations déjà utilisées pour la fonction radicale.
Ayant mis fin à toute intervention de la Géométrie, j'ai pu sans inconvénients renverser l’ordre habituel des choses et placer l'étude de la tangente et de la cotangente, que leurs propriétés analytiques rapprochent beaucoup de l’exponentielle, avant celle du sinus et du cosinus ayant une parenté plus étroite avec les fonctions elliptiques. Par analogie avec ce qui se passe pour celles-ci, j'ai présenté ces dernières fonctions circulaires comme les plus simples de celles que fournit l’inversion des intégrales où la différentielle est composée rationnellement avec la variable d’intégration et la racine carrée d’un trinôme du deuxième degré. De cette manière, et tout en restant placé au point de vue préféré dans le calcul pratique de ces intégrales, on aperçoit nettement la
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nature analytique du sinus et du cosinus. Mais, dans l’exposition de leurs propriétés, je me suis bien gardé d'abandonner pour de plus générales les méthodes si simples qui dérivent de leur étroite connexité avec la fonction exponentielle. J'aurais abrégé sensiblement le Chapitre VII, si, devant employer la même méthode pour les fonctions elliptiques, je n’eusse tenu à en expliquer le mécanisme sur les thèmes les plus simples. Je ne crois donc pas quil y ait là des longueurs inutiles; il me semble en outre qu'on voit bien mieux le fond des choses en procédant ainsi.
Dans l’étude des fonctions elliptiques, beaucoup d'auteurs ont cessé de prendre l’équation différentielle pour point de départ. J'ignore pourquoi, si ce n’est à cause des difficultés que paraissait présenter, dans cet ordre d’idées, la démonstration de la nonnullité du moment des périodes. Mais ayant réussi à établir fort simplement ce point essentiel (1), jugeant artificielles et beaucoup moins bonnes les méthodes d'exposition où le rôle dominant est conféré aux fonctions @, je me suis contenté de l'équation diftérentielle à l’époque éloignée déjà, où j'ai rédigé pour moi-même et en partie pour mon enseignement ce que j'ai placé dans les Chapitres VIIT à XII. Je crois avoir amélioré plusieurs parties de cette théorie. Par exemple, je raisonne sans cesse sur la fonction elliptique la plus générale, et je réduis ainsi à un fort petit nombre cet amas de formules embarrassées, qui sont habituellement présentées indépendamment les unes des autres, que personne ne retient, dont beaucoup, sans doute, sont à peine lues. De cette manière, on aperçoit bien mieux aussi l’origine des propriétés spéciales des fonctions A(æ), u(x), v(x), de celles en particulier qui ont fait choisir la première pour type de toutes les fonctions elliptiques. Sur toute cette théorie, M. Riquier a bien voulu me faire part d'observations variées dont plusieurs m'ont été d’un grand profit.
L'espace me manquait pour pousser la théorie des fonctions eulériennes au delà de ses éléments rendus si nets par des recherches relativement récentes.
L’exiguïté de mon cadre et la destination de ces Leçons s’oppo-
(*) Sur l’existence effective des deux périodes des fonctions elliptiques (Ann. scient. de l’École Normale sup., 3° série, t. I, 1884).
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saient également à ce que j'y fisse entrer des développements sur les singularités essentielles, objet des travaux de M. Weierstrass et d’autres géomètres à sa suite.
MM. J. Tannery dans le Bulletin des Sciences mathématiques, G. Juel dans le VNyt Tidsskrift for Mathematik, G. Bourlet dans les Nouvelles Annales de Mathématiques, E. Chailan dans la Revue bibliographique universelle, A. Morel dans le Cosmos, J. de Séguier dans les Études pPhilosophiques, etc., E. Humbert dans la Revue générale des Sciences, H. Duport dans la Revue bourguignonne de l'Enseignement supérieur, ont honoré mon premier Volume d’appréciations dont l’indulgence est chose peu accoutumée pour moi, et dont je leur exprime cordialement toute ma reconnaissance. Leur courtoisie a sûrement exagéré leurs éloges; je crois cependant pouvoir retenir comme un encouragement précieux, comme une espérance, l’approbation réfléchie qui semble en faire le fond. M. Juel assurant par exemple qu’ « ... après s'être habitué au nouveau vocabu- » laire, on lit l'Ouvrage avec une grande facilité ... », M. Chaïlan renchérissant encore (1), éloignent de moi la crainte, exprimée quelquefois, que le fil de mes raisonnements ne soit malaisé à suivre. Déjà M. Riquier a fait à mes Principes généraux l'honneur de les prendre pour base générale de son enseignement à la Faculté des Sciences de Caen; c’est là un autre suffrage d’une valeur considérable, dont mon excellent et habile Collègue a rehaussé le prix en m’autorisant à le proclamer.
La bienveillance de mes critiques ira sans doute jusqu'à me permettre d’opposer quelques mots à des affirmations de leur part qui ne m’ont pas encore convaincu. M. Tannery signale les développements trigonométriques parmi les modes de représentation des fonctions qui pourraient faire concurrence aux séries entières. Outre l'extrême rareté des circonstances où ils sont utiles, je rappellerai que, sans l'intervention des séries entières, la notion des fonctions circulaires, leurs matériaux essentiels, serait analytiquement inabordable (2). Je suis infiniment plus disposé
(1) « ... Si le lecteur veut bien oublier tout ce qu’il sait, sauf les opérations » sur les polynômes et les lois de la logique, puis admettre sans réticence le prin- » cipe fondamental de M. Méray, il trouvera que l’étude de l'Analyse, ainsi pré- » sentée, est toute simple et pleine de charmes ... » (Rev. bibl. univ., Janv. 1895, p. 4r). La justesse de cet éloge me procurerait la récompense la plus précieuse de mon travail; je ne pourrais cependant souscrire au passage que j'ai souligné si, contrairement à l'intention de M. Chailan, il devait être entendu dans Île sens que ma théorie, partageant l’infirmité commune à celles que j'ai abandonnées, reposerait sur quelque Postulatum spécial, étranger aux axiomes nécessaires à l’Arithmétique des nombres entiers; je pense effectivement que la rigueur de mes raisonnements ne le cède jamais à celle de la démonstration vulgaire du Binôme de Newton, par exemple.
(2) En particulier, un point fondamental de la théorie courante de ces fonctions est la propriété du rapport du sinus à l’arc de tendre vers 1 quand ce dernier est
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que M. Tannery ne le suppose, à croire que « la chose en sot est une fonction » analytique », c’est-à-dire, en un langage précis, à voir une grande loi de la nature dans l'aptitude des séries entières à nous raconter mathématiquement tout ce qui se passe dans le monde matériel. Cette loi, je suis bien forcé de l’admettre, puisque dans les expériences et aussi bien dans tous les calculs qui ne sont pas des romans, rien jusqu'ici n’a pu la mettre en défaut, C’est dire que je ne puis éprouver les appréhensions de M. Juel sur l'insuffisance possible de la notion des séries entières dans les questions de Physique mathématique. Pour pouvoir raisonner sur ce terrain, il faut de toute nécessité hasarder la PRÉsuPPosITIoN que les fonctions naturelles sont continues, même douées de dérivées, intégrables, .... À quel danger plus effrayant, je le demande un peu, pourrait-on bien s’exposer, si au lieu de tout cela on prenait leur simple « olotropie » pour autre axiome, puisque, dans les formules susceptibles d’application, cette propriété n’est pas moins constante pour elles que la continuité, etc.?
C’est répéter enfin que la conception des fonctions, développée systématiquement en dehors de la notion des séries entières (immédiate ou
infiniment petit, propriété ayant pour point d'appui, nécessaire dans cet ordre d'idées, celle appartenant à tout arc de surpasser sa corde en longueur, d’être inférieur au contraire, quand il appartient à une ligne plane et qu’il est convexe, à tout arc analogue l’enveloppant.
La comparaison numérique de deux longueurs est sans doute directement possible quand elles sont indéfiniment sécables en parties géométriquement superposables, c’est-à-dire quand elles sont rectilignes ou découpées soit sur une mème circonférence, soit sur une même hélice. Mais ces trois cas sont les seuls de leur genre, et en dehors d’eux la comparaison ne peut s'effectuer autrement que par celle des longueurs variables de lignes brisées à côtés infiniment petits, inscrites convenablement dans les arcs considérés; avant tout il faut prouver que chacune de ces longueurs variables est douée de quelque limite. Cette preuve est des plus faciles à faire nettement et rigoureusement, quand il s’agit d’un arc dépourvu de points singuliers, c’est-à-dire entièrement décomposable en parties pour chacune desquelles deux des coordonnées d’un point sont exprimables en fonctions olotropes de son autre coordonnée (tels sont, qu’on veuille ou non en convenir, ceux que l’on trouve sur toutes les lignes prises en quelque considération jusqu'ici), et quand on fait appel aux propriétés les plus simples des séries entières. Autrement Je la déclare absolument impossible à fournir, sinon (et encore!) par des moyens infiniment plus gauches et encombrants, n’embrassant d’ailleurs rien de plus en fait. À qui le désirera je montrerai l’infirmité à peu près incurable des raisonnements de ce genre qui se répètent pour ainsi dire partout.
Admettons encore que la mesure des figures courbes dont on se contente au Baccalauréat et même plus haut soit irréprochable : je demanderai toujours quels titres spéciaux la Géométrie peut invoquer pour intervenir dans l’Analyse plus que la Mécanique, la Physique, la Chimie, etc., quelle fondation solide on pourra bien lui trouver si, au lieu de l’appuyer sur l’Analyse, on veut échafauder celle-ci sur elle.
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médiate), n'est pour moi (comme la Géométrie non-euclidienne, par exemple) qu’une fantaisie de l’imagination mathématique, fantaisie brodée même sur des vues imparfaites de la nature positive des fonctions, obscure et décevante, fastidieuse au possible. Je ne songe pas, je n’ai jamais songé à mettre en cause le talent des géomètres qui ont employé leurs forces à ce labeur ingrat; la plupart ont d’ailleurs des titres autrement sérieux à notre admiration. Mais le seul secret des choses qui existent, avec lesquelles le genre humain est condamné à compter, est trop difficile à pénétrer, leur étude par surcroît est trop vaste, trop attachante, pour qu’il puisse être bien sage à nous de lâcher la proie pour l’ombre, en consumant nos efforts dans la conquête d’un monde imaginaire.
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FONCTIONS OLOTROPES D'UNE SEULE VARIABLE EN GÉNÉRAL
Zéros simples et multiples.
1. Les fonctions d’une seule variable ont une grande importance, soit parce que leurs propriétés spéciales sont nécessaires à l’étude de celles des autres, soit parce que la facilité relative de leur théorie a permis d’en découvrir an nombre bien plus grand. Nous commençons naturellement par celles qui demeurent olotropes dans des aires données, en signalant d'avance au lecteur la presque identité de beaucoup de propositions avec les principes de la Théorie des équations algébriques.
St f(x), supposée olotrope dans l’aire quelconque S, mais non identiquement nulle, s’y évanouit pour x = a, on a identiquement | (1) J(t)=(x— a)" fo(x),
m désignant quelque entier positif et f(x) une fonction qui M. — II. 1
est aussi olotrope dans toute l'aire S, mais qui ne s'évanoutt plus pour x = 4.
Par hypothèse f(a)— 0, mais les dérivées de f(x) ne peuvent pas s’évanouir toutes en &, puisque nous supposons celte fonction non identiquement nulle (187*) (!). En appelant donc m l’ordre de la première des quantités f'(a), f”(a), ... qui n’est pas nulle, la formule de Taylor donne immédiatement la relation (1), pourvu que l’on y prenne
(mn) F(m+1) à J'AI TEAOS
PER AC Fa Apue
(2) Jo(æ) = Cette nouvelle fonction est olotrope dans toute l’aire S, savoir : 1° dans une aire partielle Sa délimitée autour de a de manière que la distance de Pun quelconque de ses points à & reste inférieure à quelque quantité positive, inférieure elle-même au rayon de convergence de celte série entière en æ — &, parce qu’elle y est précisément représentée par la somme de la même série (141*); 2° dans le surplus de l'aire S, parce que (x— a)" ne s’y évanouit pas et que, d’après la relation (1), fotæ) est de la forme
rapport de deux fonctions, olotropes dans ce surplus, dont la seconde ne peut s’y annuler (250, LIT). |
Pour x — &, la formule (2) donne d’ailleurs
quantité que nous supposons non = 0.
2. Réciproquement, si l'identité (1) a lieu, f(x) y désignant une fonction olotrope et non nulle en x — à, cette valeur de x annule f(x)et ses m—1 premières dérivées, mais non la mire,
Pour æ—a, la fonction o(x)—(x — a)" s’annule avec ses m — 1 premières dérivées, mais o(#/(a)—1.2...m est essentiel-
(!) Dans ce Volume, un numéro de renvoi visera la première Partie de l’Ouvrage
ou celle-ci, selon qu’il sera affecté d’un astérisque ou d'aucun.
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lement non — 0. Cela posé, en appelant # un indice quelconque, on a généralement (255*)
; DS SAONE 4
AMG) = » o(p) = Je f'®(a) A 2 (a) fi (a), (p+gqg—=k).
Si Æ <m, on a toujours aussi p m, et chaque terme de ce développement contient le facteur nul DR SE m1. le terme en 0%) (a)f,(a) n’est pas nul, mais les autres le sont tous
parce que p y est << k. D'où résulte évidemment ce que nous énoncions.
Une quantité telle que &, racine de l'équation
HebE 0
se nomme un zéro de f(x), et l’entier correspondant mn, le degré de multiplicité de cette racine ou zéro; d’où les dénominations de zéro (ou racine) simple, double, triple, ... selon que m—1, A,
Le degré de multiplicité est ainsi caractérisé par deux propriétés dont chacune entraîne l’autre : il est l’ordre de la première des dérivées successives de f(x) que le zéro n’annule pas, etil est aussi bien l’exposant de la puissance du binôme + — a qui divise f(x) en donnant un quotient olotrope et non nul en x — a.
Si kest < m, a est encore un zéro de f(x), mais de degré de multiplicité m—k seulement; effectivement, pour x — 4, f(x) s’annule et toutes ses dérivées jusqu’à celle d'ordre m — k, qui est f(x); exclusivement.
Au contraire, le degré de multiplicité s'élève à m +1 pour F(x), détermination de [ f(x)dx qui s’annule en x — a; car, HOUR EE (x) — FH (x),
On a quelquefois intérêt à considérer fictivement une valeur de æ n'annulant pas f(x), comme un zéro de cette fonction dont le degré de multiplicité serait = 0.
4. St f(x) est olotrope dans une aire limitée S, ses séros numériquement distincts y sont en nombre limité, ou bien cette Jonction y est identiquement nulle.
Cette proposition est un corollaire évident de celle qui a été
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démontrée pour les fonctions de variables en nombre quel-.
conque (188*).
3. Sous les mémes conditions, f(x) ne peut, dans l'aire se reprendre une même valeur À qu'un nombre de fois limité, à moins de s'y réduire identiquement à cette constante.
Car la différence f(x) — À étant, comme f(x), olotrope dans l’aire S, s’y annule un nombre de fois limité, ou bien identiquement (4).
6. Sous les mêmes conditions, en supposant f(x) non identiquement nulle et en appelant
(9) Li aride UE
Le]
les zéros numériquement distincts que cette fonction possède dans l’aire S, en nombre essentiellement limité (4), puis
(4) M1: TTL ss Cité leurs degrés de multiplicité, on a la formule (5) f(æ)= (x —a)n(x — a)... (x — ag)" fe(t),
te * VS L f4(x) désignant quelque fonction, olotrope dans l’aireSetny ayant plus aucun zéro.
Ona(1) (6) fæ)=(& — a) f(x),
où la fonction olotrope f.(æ) n’a plus le zéro a,, mais admet tous les autres aux mêmes degrés de multiplicité. Car, en écrivant
CONSTAT OC Ennt 20 RE
en remarquant que le second facteur est olotrope en «a; par exemple, sans que lui, n1 aucune de ses dérivées, s'y évanouisse, et en raisonnant comme au n° 2, on prouvera que pour ce pro-= duit l’ordre de la première dérivée qui ne s’y évanouit pas est le même que pour son premier facteur. On aura donc aussi
(7) fix) = (x — a2)"afa(x),
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f2(æ)ayant, sauf a, tous les zéros de f, (7) aux mêmes degrés de multiphcité, c'est-à-dire tous ceux de f(x), sauf a, et >; puis de même
0, 1 RE rite)
où /,(æ) est olotrope, mais dépouillée de tout zéro.
Cela posé, il suffit de multiplier membre à membre la suite des identités (6), (7), (8), et de supprimer les facteurs communs aux deux membres, pour arriver à la relation (5) qu'il fallait établir.
1. Si f(x) est une fonction olotrope et indéterminée, mais sans aucun zéro dans l’aire S, le second membre de la formule (0) est ainsi le type des fonctions qui sont olotropes dans l’aire S et y ont pour zéros les quantités (3) aux degrés de multiplicité (4).
À l’aide du raisonnement que nous exposerons seulement aux n® 34 et 35 inf. pour en éviter la répétition, on prouve que cette expression ne peut se réduire identiquement à une constante
CE tn — DAS
RO —="O, à moins que l’on n'ait m; = m: — f(x) ne se réduise à la constante dont il s’ agit, et aussi que la décomposition de f(x) résultant d’ omule analogue à(5) ne peut jamais donner que les mêmes facteurs.
1 bis. Si f(x) est olotrope en a avec FCa) = f"(a) 220 f .— fur 1)(a) 240; fr) (a) non — 0,
et s1 l’on attribue successivement à x deux accroissements infiniment petits A,x, A,x à parur de &, la formule (1) donne
Af __ fota+Aæ) (ee):
AVE
Af fota—+—Ax)
Par conséquent, si A,x, A,x sont tellement choisis que la clef de leur rapport (72*) tende vers une certaine limite €, la clef de celui de À, f, A, f tendra aussi vers une limite © pour laquelle on
aura toujour S
_—_ Em ?
car le premier facteur du second membre tend forcément vers 1.
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Cela posé, si l'on a égard aux premières propriétés des tangentes aux lignes planes, ainsi qu'aux représentations graphiques de la multiplication et de la division imaginaires (86*), on en conclura facilement que deux lignes décrites successivement par x à partir du point a (ordinaire pour chacune) et les deux lignes correspondantes décrites par la valeur de f(x) se coupent mutuellement sous des angles dont le second est égal à m fois Le premier. G | |
Cette observation est sans portée théorique, mais elle explique certaines particularités graphiques de la discussion des fonctions olotropes d’une seule variable. Comme on a m=—1, sauf en des points exceptionnels (195*), ces deux angles sont généralement égaux.
Fonctions indéfiniment olotropes.
8. Quand la fonction f(x) est olotrope dans toute l’étendue du plan servant à la notation graphique de x, elle est certainement infinte pour quelque valeur infinie de la variable, ou sinon elle dégénère en une constante.
Comme dans la formule de Taylor appliquée à une pareille
fonction, rien ne limite ni la valeur initiale de x, m1 le module de l'accroissement (206*), f(x) est pour toute valeur de æ développable par la formule de Maclaurin et, en conséquence, représentable par une même série entière en x
Ap + UE + dd? +...
de convergence illimitée. |
Si donc la somme f(x) de cette série ne se réduit pas 1identiquement à la valeur &, qu’elle prend pour æ —0, l’un au moins des autres coefficients &, &», ... n’est pas nul (191*); on en
conclut que f(x) est bien infinie pour quelque valeur infinie
de x (133*).
9. Dans la méme hypothèse, et en appelant X une constante choisie à volonté, il arrive de trois choses l’une : ow bien l’équation numérique en u
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possède quelque racine, ou bien quelque valeur infinie de u donne |
(2) lim f(u) = X, ou bien f(x) dégénère en une constante.
S1 le premier fait énoncé n’a pas lieu, ni le troisième non plus, la fonction de w,
n a aucun zéro et ne se réduit pas à une constante; de plus, comme elle est indéfiniment olotrope, son inverse arithmétique l’est pareillement (250*, Il) et ne dégénère pas en une constante. On en conclut par ce qui précède (8) l’existence de quelque valeur infinie de w, rendant infinie l'expression
rendant par suite infiniment petit son dénominateur (3), ou bien, ce qui revient au même, donnant la relation (2).
10. Les deux propositions précédentes ont lieu et se démontrent de la même manière pour un nombre quelconque de variables indépendantes. Elles montrent que toutes les valeurs imaginables, méme l’infini, st l’on peut parler ainsi, sont accessibles à une Jonction indéfiniment olotrope(ne dégénérant pas en une constante).
11: Sous les mêmes conditions comprenant en outre pour f(u) celle de ne pas dégénérer en une constante, et en appelant (4) EAU les zéros que peut posséder f(u), en posant (5) a=f(b), d'=/f(b"), et
(6) | To = f(Uo),
où us est une quantité non égale à quelque terme de la suite (4), mais d’ailleurs arbitraire, l'équation numérique (1) n’a pas d’autres racines que les termes de la suite (4) satisfaisant par hasard à cette équation, avec les valeurs acquises .au bout de tous les'chemins tracés de x, à X sans contenir aucun des points (5), par la fonction implicite u = Ÿ(x) que définit l'équation |
(7) TIQUE) EE accompagnée de la condition initiale U —= U) pour AVE lo;
dont l’égalité (6) autorise l’adoption.
I. Soit Ü une racine de l’équation numérique (1), ne se trouvant pas dans la suite (4). Comme dans tout espace limité, les quantités (4), zéros de f’(u), ne peuvent être contenues qu’en nombre essentiellement limité, parce que f'(u) y est olotrope mais non identiquement nulle (4), on peut évidemment découper dans le plan servant à la notation graphique de w une aire limitée S, contenant les points w,, U à la fois, mais aucun des points (4), et de configuration telle qu’on puisse y tracer de wo à U une ligne brisée dont les côtés sont de pelitesse arbitraire.
Il. On peut assigner une quantité positive Y telle, que deux racines de l’équation (7), résolue numériquement par rapport à u pour une valeur quelconque de x, soient égales toutes les fois que l’une d’elles est intérieure à S, et que le module de leur différence ne surpasse pas Y.
C’est une simple conséquence particulière du théorème général (308*) qui est applicable ici; effectivement f(u)— x, premier membre de l'équation (7) mise sous la forme normale, est une fonction indéfiniment olotrope, et sa dérivée par rapport à w se réduit à f’(u), fonction indépendante de +, pour cette cause ainsi que par hypothèse, non — o pour toute valeur de x associée . avec toute valeur de w tombant dans S,.
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III. Considérons maintenant l'équation différentielle immédiate
dont toutes les intégrales, évidemment ordinaires, comprennent en particulier les diverses fonctions implicites fournies par la résolution de l’équation finie (5) (307*) (309*).
Comme son second membre est d’une part indépendant de x, d’autre part fonction olotrope de & dans l’aire S, parce que f'(u) l'est elle-même sans jamais s’y évanouir (250*, II), on peut, en vertu de la théorie générale des équations différentielles totales (301*), et cela quelle que soit +, assigner une quantité positive À, telle que toute intégrale de cette équation ait un olomètre au moins égal à À tant que sa valeur tombe à l’intérieur de l’aire S4.
En vertu de la même théorie (301*, III) et pour la première des raisons invoquées ci-dessus, le module du coefficient de [x—x(]", dans le développement de l'intégrale d(®(x) se réduisant à ul) pour æ = x(0), est inférieur à une quantité positive de la forme
où O, g sont deux constantes dépendant seulement de la configuration de l'aire S, et de la nature de la fonction F(w); on peut donc, pour toute valeur de w(® tombant dans l’aire S, et quelle que soit x(1), assigner une quantité positive € < À telle que pour tout module de x—zx%<E€ le module de 49 {x)— u(0)
: Y soit = (IT).
IV. Comme enfin on peutécrire f(u + k)— f(u)—=ky(u, k
où, pour toute valeur de & tombant dans $, et pour tout module
de Æ inférieur à une certaine quantité positive,on peut assigner quelque limite supérieure à mod y(u, 4) (200*), il est possible de
tracer de wo à U, dans l’aire S,, une ligne brisée hésduus us. SU |, : Pr: P Y . ° dont les côtés soient tous < on donnant quel que soit z
(9) mod [ f(u;+1) — f(u:)] LC.
V. Tout cela posé, construisons dans le plan servant à la notation graphique de x la bigne brisée
[TOITS PIE ayant pour sommets les points %o = fu); FA Bebe AL TAN 5544 PB OU), RS XJR UT La quantité w, tombant dans l’aire S, et l'inégalité (9) donnant mod(æ— æo)< È < À,
on peut faire x — x, dans le développement en série entière par rapport à æ —æ, de la fonction implicite u — (x) définie dans notre énoncé, puisqu'elle n’est autre chose que l'intégrale de l'équation différentielle (8) complétée par la condition in1tale u— uw, pour x = %,; et en appelant w’ la valeur correspondante V(x,) de cette fonction, l'inégalité précédente entraînera encore
mod(u, — up) < = (II),
Mais on a par hypothèse
rm
mod (ui; — uo) < 5;
on a donc aussi
mod(u, — ui) = mod[(u; — uo) —(ui — uo)] < Ÿ, d’où LRU),
parce que w,, u, sont deux racines de l’équation numérique
dont la première tombe dans S, et dont la différence a un module Y.
Partant de là, on démontrera successivement de la même manière que les quantités |
Ya), Vas), +. Va), +} RES
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en >
existent et sont égales respectivement à
RON TS EL Ed de ape, Ü'e
Or l'égalité finale U = ÿ(X)
est précisément celle que nous voulions établir.
12. Ce théorème est d’une utilité extrême dans la résolution des équations de la forme (1). {7 permet effectivement de calculer exactement les racines simples d’une pareille équation, dès que les racines de la première équation dérivée sont connues seulement avec une approximation suffisante. Îl peut donc aussi fournir indirectement les racines multiples, puisqu’elles sont toujours simples pour quelque équation dérivée.
Nous verrons plus tard (163, 160, inf.) que les racines multiples
peuvent être obtenues par cheminement direct, et qu’on peut même
supposer FAUNE
Résolution théorique des équations entières à une inconnue.
St
fQu)= A0o+ Aiuts..+ Au ul
est un polynôme entier en u de degré effectif Mo, c'està-dire où le coefficient À, est non — 0, l’équation numérique
offre des racines distinctes dont la somme des degrés de multiplicité est précisément égale à M, et elle n'en a point d’autres.
Comme f(u) est une fonction indéfiniment olotrope de w, qui, à cause de M > o, ne dégénère pas en une constante et qui, pour toute valeur infinie de w, devient infinie (450*), partant non infiniment petite, l'équation (1) possède nécessairement quelque racine a; (9). De plus, le degré de multiplicité m, de cette racine ne peut surpasser M, parce que f(")(u)—1.2... M. Ay est une constante supposée non = ©. |
On a donc identiquement (1)
fQu)=(u — a)" fi(u),
la fonction
ftm(a) fat 3) To (&) y dE) = — © + (y — a On monmnmenee + À un >:
1) Lido Per CE AR LS RAPPEL )
qui ne s’annule plus pour 4 — a, étant un polynôme entier en dont le degré effectif est M — m, et où Le coefficient de w"-”4 est
AE 1.2.,.M
Si m, — M, notre théorème résulte de l'identité
J(u) = An(u — a}.
Sinon, et en raisonnant de la même manière, on trouvera successivement
Jfi(u)=(u — as)"afi(u),
fau) = (u — as)": fs(u),
Le 0e °n,0)5 tre 75" « 61e Netielniets cu ee
jusqu’à Jg-i(u) = (u L.: ap)"sfo(u) — Au(u — dy)?$, OÙ Me—=M—mMm;—mMmo—... — My_1,etoùles quantités da, Aa
aÿ Sont toutes inégales les unes aux autres ainsi qu'à au. Ces relations conduisent immédiatement à l'identité
(2) HAN Au{u — di )"1(u — a), OU Ao)"g
d’où résulte notre théorème, à cause de m, + m, +. .# Mig el parce que Ây est une constante non — 0.
14. La formule (2) montre que tout polynéme entier à une variable est exactement décomposable en facteurs linéaires (distincts ou non). Si le lecteur s’en souvient, c'est la proposition capitale dont l'existence est assurée par l'introduction des quantités imaginaires dans les spéculations analytiques; nous l’avons dit pour la première fois aux n° 55*, 68:; le suivant en contient une autre démonstration toute différente.
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nécessaires pour calculer effectivement toutes les racines de l'équation entière (1). Mais auparavant, et vu l'importance de la question, il n’est pas sans intérêt de voir qu’à lui seul ül suffit, dans le cas qui nous occupe, pour établir l'existence de quelque racine appartenant à l'équation (1), c’est-à-dire l'équivalent de la proposition fondamentale du n° 9.
1. Comme f’(u) est indéfiniment olotrope et non identiquement nulle, l'équation
n a, dans un espace limité, que des racines en nombre limité (4), et l’on peut trouver sans la moindre difficulté une quantité wo don-
nant J'(uo) non — 0.
Cette quantité ayant été choisie à volonté, nous poserons
(4) fu) = 2;
et nous appellerons R; une quantité positive quelconque supérieure à modo.
IL. Comme modf(u) est toujours infini en même temps que mod w (150*), on peut assigner une quantité positive R, telle, que pour
modu=R, on ait toujours
(5) modf(u) > Rz> modæ,.
IIT. Dans les plans servant à la notation graphique de w et de (6) | æ = f(u),
décrivons, des origines O,, O. pour centres, avec R,, R> pour rayons, les cercles.
(7) [ Os; R; |, [Oz,; Rx]
dont le second contient évidemment x,, dont le premier, par suite,
contient &o, Sans quoi et à cause de l'inégalité (5), &o[= f(wo)] serait extérieur au second.
L'équation (3), ne pouvant avoir, à l'intérieur du premier cercle, que des racines en nombre limité, parce que f'(u) y est olotrope mais non identiquement nulle, n’y possède à plus forte raison qu'un nombre limité de racines
(8) RS MR faisant tomber à l’intérieur du second cercle les quantités
(9) (bat, 08 0, PRATEeme
Si l’une de ces quantités a( est nulle, l’équation (1) possède la racine Bb, conformément à l’énoncé du théorème du n° 9 que nous avons en vue.
IV. Si, au contraire, toutes les quantités (9) sont différentes de o, appelons », une quantité positive inférieure aux distances des points correspondants soit à l’origine x —0, soit à æ, soit à la circonférence | Oz, R; ] ainsi qu'aux moitiés de toutes les distances mutuelles des mêmes points.
À cause de la continuité de f'(u), on peut assigner une autre quantité positive p4 inférieure à la fois aux plus courtes distances des points (8) à la circonférence [O,, R, |, aux moitiés de toutes leurs distances mutuelles et, en outre, assez petite pour que, quel que soit z, le module de
FLO + 4] — fbE] = FLO + Æ]— a®
soit inférieur à p4 toutes les fois que mod # est £ po.
Il est clair que les cercles de rayon commun p,, qui ont les points (8) pour centres, sont tous extérieurs les uns aux autres mais en même temps intérieurs au cercle [O,, R, |, que les cercles de rayon px, ayant les points (9) pour centres, offrent la même disposition par rapport les uns aux autres et au cercle [O;, Rz}, qu’en outre aucun de ces derniers cercles ne contient les points z—=%6, x —0. Il est clair, par suite, que l’ablation faite aux cercles (7), de ceux qui viennent d’être définis respectivement, laisse deux aires limitées (perforées)
Sy) Se
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jouissant de cette propriété que la première ne contient aucune racine de l'équation (3), que la seconde contient les points x = x,, æ=—=0 pouvant y être réunis par une ligne brisée dont les côtés sont de pelitesse arbitraire, qu’enfin le point (6) est toujours en dehors de la seconde quand w est en dehors de la première.
V. Cela posé, la fonction implicite w que fournit la résolution de l’équation finie
JS u) NU 1,01 accompagnée de la condition initiale U — y; pour T0
rendue admissible par légalité (4), est localement olotrope dans toute l’aire S; (310*), parce que le premier membre de cette équation est fonction olotrope de x, u dans cette aire et dans S,, parce que f’(u) sa dérivée partielle par rapport à w ne peut s'y évanouir et parce que la valeur de w ne peut sortir de S, aussi longtemps que x reste dans S2.
Il suffit donc de calculer la valeur de & au bout d’un chemin tracé arbitrairement de x = x, à x = 0 dans l’aire S,, pour obtenir une racine de l'équation (1); c'est ce que nous voulions prouver.
16. Une méthode élémentaire bien connue permettant de décomposer l'équation entière quelconque (1) en d’autres n'ayant toutes que des racines simples respectivement égales, pour la première aux racines simples de l'équation proposée, pour la seconde, la troisième, ... à ses racines doubles, triples, ..., nous pouvons admettre que cette équation n'a que des racines simples et procéder comme il suit à sa résolution effective.
I. En supposant connues les racines (ro) br, b”, de l'équation (3) qui n’est que de degré effectif M — 1, en appelant (1 1) a’, a”, .., a(G)
celles des quantités f(b)=— a (toutes non nulles) qui sont numériquement distinctes, en désignant toujours par #, une valeur de w
non égale à quelque terme du groupe (10) et par la quantité f(uo), il est évident que la fonction implicite définie cidessus (15, V) est localement olotrope aussi longtemps que x ne prend aucune des valeurs (11), et qu’à partir de chaque nouvelle valeur initiale æ; de cette variable, son développement en série entière par rapport à æ—x; admet pour rayon de convergence toute quantité positive inférieure à la plus courte des distances
de x; aux points (11) (201*).
II. On obtiendra donc les M racines cherchées (11) en calculant les valeurs de cette fonction implicite au bout de tous les : chemins tracés de x = æ9 à x — 0 sous la seule condition que les longueurs de leurs côtés n’excèdent jamais les rayons de convergence indiqués ci-dessus (1). |
Comme deux de ces chemins conduisent toujours à la même valeur finale quand ils ne sont séparés par aucun des points (11)(4173*), on se bornera naturellement à la considération de ceux que un ou plusieurs de ces points sépareraient, et l’on s'arrêtera quand on aura obtenu M valeurs finales inégales.
III. La résolution de l'équation (1) étant ainsi ramenée à celle de l'équation (3), dont le degré est moindre d’une unité, et à des développements en série en nombre limité, toute équation du premier degré étant d'autre part immédiatement résoluble, on voit ainsi que des développements en nombre limité fournront toujours toutes les racines demandées.
IV. Au lieu de chercher les diverses racines par des cheminements exécutés sur des chemins différents, on peut évidemment en calculer une seule a, sur un chemin quelconque, puis chercher de la même manière une racine a, de l’équation
et ainsi de suite.
V. On notera que le tracé de chemins praticables exige seulement une connaissance suffisamment approchée des quanutés (11) [ou (10)]. Chacun des deux procédés ci-dessus peut donc fournir exactement les racines de l’équation (1), aussitôt qu'on
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a résolu léquation (3) avec une approximation dépendant des circonstances.
Le second (IV) n’exige même que la construction (relativement facile) d’une aire limitée et imperforée ne contenant ni Z —0,nX—=%T0, mais à laquelle tous les points (11) soient intérieurs. Car alors, pour avoir une racine, il suffit de cheminer de Lo à o, à l'extérieur de cette aire.
VI. Ayant seulement en vue la résolution théorique des équa- Uons entières, il nous suffit d’avoir indiqué cette méthode qui semble la plus directe et la plus naturelle. Quant aux artifices, d’ailleurs très variés, à l’aide desquels on abrège le calcul approché des racines des équations numériques, ce n’est pas ici le lieu d’en parler.
Propriétés spéciales des fonctions olotropes qui sont réelles en même temps que la variable.
17. Si le rôle théorique que nous faisons Jouer aux quantités réelles est à peu près nul, elles interviennent exclusivement dans les applications; et comme les fonctions d’une seule variable y üennent la plus grande place, nous consignerons ici plutôt qu'ailleurs diverses propositions générales sur les fonctions réelles, dont on fait un usage presque continuel dans les discussions numériques.
St, entre certaines limites, une Jonction olotrope f(x, y, ...) a une valeur réelle pour toutes les combinaisons de valeurs réelles des variables, ses dérivées de tous ordres Y jouissent de la même propriété.
En supposant réelles et tombant entre les limites considérées PAANANUTEST M ER, y LE, ..., la quantité
fKæ+Rh, 7 +k, ...)
est toujours réelle par hypothèse. Si, en outre, on suppose assez petites les valeurs numériques des accroissements k, k, ..., la for-
mule de Taylor
OCDE ON PURE Ann. An En... ) M. — II. ;
est applicable et donne la série entière en A, k, ..., (1) E(a} rai )
pour second élément de la même quantité, en appelant Con. Celui de Am,n,...
La réalité constante de f{æ + À, y + k, ...) exige donc que la somme de la série (1) soit nulle pour tous les systèmes de valeurs réelles de À, #, ..., et par suite, puisque chacune de ces valeurs peut varier arbitrairement et indépendamment des autres dans un espace limité, que l’on ait 4, n..— 0) quels que soient les
indices M, N, -. (135*), c’est-à-dire que Am,n,… soit toujours
réel. Or, aux facteur ER près, ces coeffi- 1-24. 711. 1e RENE
cents sont les valeurs des dérivées de tous ordres de f(æ, y, --.). 18. La fonction d’une seule variable f(x) étant supposée
olotrope et réelle dans l'intervalle réel X'<X, c’est-à-dire
pour toute valeur réelle de x satisfaisant aux inégalités
di ad X'SDEX,
l'accroissement f(a+h)—f(a) qu’elle subit quand on attribue à æ, à partir de la valeur fixe a prise à volonté dans l’intervalle considéré, un accroissement infiniment pelit h réel et de signe constant, finit aussi par conserper un signe constant.
En exceptant, bien entendu, le cas où f(x) dégénère en une constante, et en appelant m l’ordre de la première de ses dérivées qui n’est pas nulle pour x = 4, la formule de Taylor donne 1mmé-
diatement
fun (a) +
(4 f(a+h)—f(a)= LEE L
e désignant une quantité réelle qui tend vers o en même temps
que À.
Le dernier facteur conserve le signe de son premier terme, à partir du moment où la valeur numérique de e reste inférieure à celle de ce premier terme. Le premier facteur conserve, lui, le
signe + si À reste positif ou si m est pair, le signe — s1 À reste
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négatif avec m impair. Donc le produit finit par être toujours de quelque même signe.
19. En x — a, la fonction f(x) est dite croissante ou décroissante, selon que pour des valeurs positives attribuées à A le signe final de l’accroissement (2) est + ou —. Le théorème ci- Re montre immédiatement qu’il y a croissance ou décroissance selon que la première des dérivées de f(x) qui n’est pas nulle en a est positive ou négative.
Comme, dans l’intervalle considéré, f(x) ne peut s’annuler que pour des Durs de x en nombre essentiellement limité, sans quoi elle y serait identiquement nulle (4) et f(x) dégénérerait en une constante, cest le signe de cette dérivée première qui, habituellement, servira de criterium.
20. Pour que le signe final de l’accroissement (>) soit indépendant de celui de X, il faut évidemment et il suffit que m, ordre de la première des dérivées de f(x) qui ne s’annule pas pour x — à. soit un nombre pair; il faut donc en particulier QUE} 0. Comme 2’? est alors toujours positif, ce signe final est celui même de f{#/(a). Selon qu’il est + ou —, on dit qu’en a la fonction est minimum où maximum. On se trouve ainsi dans le premier ou le second de ces deux cas, selon qu’on a f(#)(a)Zo. Dans la troisième Partie de cet Ouvrage, nous approfondirons les considérations de ce genre.
21. Dans l'intervalle X’< X’, la fonction f(x) est dite croissante ou décroissante, selon qu’elle jouit soit de l’une de ces propriétés, soit de l’autre, pour toute valeur de x tombant dans cet intervalle.
Si f(x) est croissante dans l'intervalle en question, on a l’inégalité
JAN > (À
Supposons d’abord que f(x) ne s’évanouisse jamais entre X’ et X”, cas auquel (186*) on peut y assigner à sa valeur absolue
quelque limite inférieure fixe {<o, et écrivons d’après la for-
mule de Taylor (4) f(æ+h)—f(æ)= AL" (æ)+ ho, h)].
Nous savons (200*) qu’on peut assigner à modo(æ, h) quelque limite supérieure fixe px, pour touLes valeurs de æ tombant dans l'intervalle considéré et de k numériquement inférieures à quelque quantité positive e. À partir du moment où la valeur absolue de À sera inférieure à une quantité posilive ñ inférieure elle-même à la
® \ x [ L 3 fois à e et à —» le dernier facteur du second membre de la rela-
tion (4) aura le signe de f'(æ), savoir le signe + puisque f(x) est supposée croissante, el si l’on prend À > 0, ce second membre sera aussi positif.
En partageant donc l'intervalle considéré par des points de division Lis Los ++, &g en nombre limité, et donnant
0 mi = XCD LOS Te TUMEENTPRENNES oO < X"— Te Lo;
ce qui est évidemment possible, la relation (4) conduira successivement à fR+ a) - FR) = fn) =) 20:
f(æ2) = JF (r10)22408
na 0e 0 0e is ie 4 sa ser Ee
JIX") — ft) 7 0:
d’où l'inégalité (3) par une addition membre à membre. ;
Supposons enfin que f'(æ) s'évanouisse entre X', X', et soient ai! GS MES ENCARECEREnAT ordre de grandeur, les zéros qu’elle y possède, en nombre essentiellement limité (4). Comme fai +h) finit par conserver le signe + quel que soit celui de l'accroissement infiniment petit À puisque f(x) est croissante, 1l faut que la première des dérivées de f'(æ) qui n'est pas nulle en « — a, soit d'ordre pair (20), c’est-à-dire que la première de celles de f(x) qui jouit de la même propriété soit d'ordre 1mpar 2q +1. il faut de plus que ft23F0(a,) soit positive à cause de la croissance de f(x) en a. La formule de Taylor donne ainsi
fa + h)— fidi) = RAITI(A He),
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À étant positive, ete infiniment petite en même temps que X; d’où, en appelant a, < a, < a; des valeurs réelles de x suffisamment voisines de &,, et prenant successivement À — a; — a;eth— a —a;,
(a TN 0, J(m)—f(a;)>o.
(4 2 $ T | ! e Comme f(x) ne s’évanouit plus entre X’et a, on a par ce qui précède
f(ai)—f(X) > 0,
et l’addition membre à membre de ces trois inégalités donne J(ai)—/f(4)> 0.
En nommant a’, a,, ..., a; certaines quantités réelles respectivement supérieures à G», A3, --., 4p, On trouvera de même
J(a;)—f(ai)7e, f(a;)—f(a2)> 0,
ee. ee
SX) — far) > 0,
d’où l'inégalité (3) par une nouvelle addition membre à membre
de ces dernières.
Quand f(x) est décroissante dans l’intervalle considéré, on
trouve au contraire
FX) < SX),
en raisonnant exactement de la même manière.
29. Si les quantités f(X'), f(X") sont de signes contraires, l'équation J(æ)= 0
offre au moins une racine dans l’intervalle X’, X”.
En appelant À un accroissement infiniment petit, la différence f(&æ+h)— f(x) est infiniment petite aussi, de quelque manière que æ varie simultanément dans l'intervalle considéré (200* brs).
Si donc on nomme w, quelque variante positive infiniment
petite, si l’on partage l'intervalle considéré en un nombre limité de fragments inférieurs à w,, et si l’on nomme x,, x, deux points de division consécutifs en lesquels f(x) ne prend pas un même signe, points qui existent, car autrement les quantités f(X"), -.., f{æ!), f(æn), + - +, FX") auraient toutes un même signe contrairement à l'hypothèse, f(x,) et f(æ,) téndent toutes deux vers zéro. Car, ces deux quantités n'étant pas de même signe, la valeur absolue de chacune d'elles ne peut surpasser celle de leur différence f(x!) — f(x,) qui est infiniment petite, comme nous venons de le rappeler, puisque x, — x, tend vers zéro.
Aucune limite inférieure n’est donc assignable à mod/f(x) dans l'intervalle considéré, d’où résulte ce que nous voulons prouver (185*).
Le théorème du n° 11, élargi au besoin comme nous l’avons indiqué à la fin du suivant, permettrait encore de prouver l’existence de pareilles racines et aussi bien de les calculer par cheminement.
23.491 l'on a [(X!) = f(X)==ON EqQUERERS (5) J'(x)=0 offre au moins une racine dans l’intervalle considéré.
En a, zéro quelconque de degré de multiplicité m de f(x) qui tomberait dans l'intervalle considéré, on a (1), si l’on appelle o(x) quelque fonction olotrope non nulle en x = à,
d’où f'(x)=(x—a)r1[me(x)+(x—a)?(æ)], puis LÉ Re AO p(æ) Ai) pet) mo(æ)+(x— a)? (x)
Le multiplicateur de x — a est olotrope en a, parce que son dénominateur y prend la valeur mY(a) essentiellement diflérente de zéro (250*, IL); de plus il y acquiert la valeur essentiellement
"7e I ositive —:
P nm
En appelant donc À une quantité infiniment petite positive, les
+2 Co
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fla+h) fla—k) f'(a + h)’ J'(a—h)
finissent par conserver la première le signe +, la seconde le signe —.
De là et de l'hypothèse f(X') = f(X") — 0, il résulte que les
valeurs f(X'+e) n (X"—E")
HAEXS en FRS CESES
du rapport considéré sont de signes contraires, si les quantités e’, e” ont été prises toutes deux positives et assez petites.
Cela posé, si l'équation f(x) = 0 n'a aucune racine à l’intérieur de l'intervalle considéré, les numérateurs f(X'+ e/), f(X"— e") sont tous deux différents de o et ne peuvent être de signes contraires (22); les dénominateurs f/(X'+e!), f'(X"— &") le sont donc forcément, et l’équation (5) a au moins une racine dans l’intervalle partiel X’+ e’, X”— <”, par suite dans l'intervalle total considéré.
Si au contraire elle en possède, ces racines sont en nombre limité (4); en les appelant donc &,, &, ..., ag, le raisonnement ci-dessus prouve que l’équation (5) en a au moins une dans chacun des "9 + 1 intervalles partiels [ X’, a; |, [as, a2[, ..., [ag, X"].
24. Les mêmes choses étant admises que ci-dessus, toute détermination de l’intégrale indéfinie f f(x) dx dont la valeur initiale u, est réelle, est réelle aussi dans tout l’inter-
vale X}, X7|.
Le premier développement de la détermination dontil s’agit est
effectivement (215*) (TT —%)?
Uo + f(Xo)(æ — x) + f'(Xo) FEAT covers
où tout est réel, savoir w, par hypothèse, f(x), f'(Zo), f'(Lo); + + + parce que f(x) est supposée réelle dans l'intervalle considéré (17), et æ — x, parce qu'il ne s’agit que de valeurs réelles de la variable. Les développements subséquents, à exécuter pour cheminer dans l'intervalle considéré, ne conduiront jamais aussi qu’à des quan-
tités réelles, parce que, pour chacun d’eux, la valeur initiale de l'intégrale est la valeur finale fournie par le précédent.
25. St le chemin d'intégration coincide avec un segment [ X'X"] de l’axe des quantités réelles, l'intégrale définie
(6) IMMO
est nécessairement réelle. Car, en appelant F(x) une détermination réelle de l’intégrale indéfinie, sa valeur initiale F(x,) et sa valeur finale F(X) atteinte au bout du chemin d'intégration sont deux quantités réelles (24) dont la différence F(X) — F(x) est par définition la valeur de l’intégrale définie considérée (228*).
26. Deux chemins tracés de x, à X sur l'axe des quanutés réelles peuvent évidemment être amenés à coïncidence (en côtés et en sommets) par simple déformation exécutée sur cet axe, c'est-à-dire dans un espace où f(x) est lacitement supposée /olotrope. {ls donnent donc la même valeur à l’intégrale définie (229*, IT).
Le plus souvent on suppose donc un chemin d'intégration réel parcouru par une marche de sens constant, et, en changeant au besoin le signe de l’intégrale définie (229*, IV), on prend pour limite inférieure la plus petite (algébriquement) des quan- Utés 9, X. C’est ce que nous ferons en particulier ci-dessous.
27. Sientre x, et X (=> x,), f(x) conserve un signe constant, ce méme signe appartient aussi à l’intégrale (6).
S1 par exemple ce signe constant est +, F(x) est une fonction croissante dans l'intervalle (æo X) à cause de Ft) = ee
On a donc F(X)—F(x)>0o (21).
28. St donc entre xs et X on a constamment fa (AE ou << f(x), on aura aussi selon le cas
x X Î fita)dr> ou Sas J2(x) dx;
e To
CHAPITRE 1. — FONCTIONS OLOTROPES. 20 car la différence de ces intégrales,
Lfi(æ) — f(x) de,
To
est positive dans le premier cas, négative dans le second.
28 bis. La proposition du n° 24 est un cas particulier très restreint de cellé-ci1 :
Pour des valeurs réelles des variables, les intégrales d’un système immédiat d'équations différentielles totales ou partielles le demeurent elles-mêmes, aussi longtemps que les seconds membres de ces équations conservent des valeurs réelles pour des valeurs réelles de toutes les quantités qu'ils renferment, à condition toutefois que les valeurs initiales des variables aient été prises réelles ainsi que les valeurs ou déterminations initiales imposées aux intégrales considérées.
Il est évident, en effet, que, dans chaque nouveau développement des intégrales, les coefficients des séries sont réels, ainsi que les accroissements des variables par rapport auxquels elles sont ordonnées.
FONCTIONS MÉROMORPHES D’'UNE SEULE VARIABLE EN GÉNÉRAL
Infinis simples et multiples.
29. Nous dirons qu'une fonction f(x,y, ...)est méromorphe : 1° dans des aires limitées S4, Sy, ..., si, pour toutes les valeurs de Z,Y,-.. y tombant, elle peut être mise sous forme du quotient
FÉLRREA f pC2, ÿ, ...)
des fonctions F(x, y, ...), o(x, y, -..), toutes deuxolotropes dans les aires dont il s’agit; 2° dans des aires toutes ou partiel- Jement illimitées, quand elle jouit de cette propriété dans toutes portions limitées de ces aires.
Le rapport (1) étant olotrope quand e(x, y, ...) ne s’évanouit pas (250*, IIT), la classe des fonctions méromorphes contient celle des fonctions olotropes comme simple cas particulier.
Les fonctions rationnelles sont évidemment méromorphes dans telles aires qu'on voudra (150*).
Elles constituent le type le plus simple et le plus remarquable des fonctions de ce genre, qui jouissent d’ailleurs de la plupart de leurs propriétés générales.
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Le rapport (1) n'étant pas autre chose que la racine w de l’équabon DCR ce) Re, . 4) 0)
les fonctions méromorphes font partie de la grande classe des foncons implicites qui sont définies par des équations ayant des premiers membres olotropes et dont nous aborderons bientôt l’étude. Mais, comme cette équation est linéaire, elles offrent cette particularité caractéristique d’être définies sans ambiguité, par suite d’être monodromes, partout où les fonctions F, le sont ellesmêmes.
Nous passons au cas d’une seule variable, le seul dont nous ayons à nous occuper.
Sc la fonction de la seule variable x
est méromorphe dans une aire limitée S, on peut poser
(2) RS ((), où
C5 a URL RSN ECT A
(4) Qi, Ur +.) y
sont des constantes inégales en nombres limités, où (5) DE LME AOL (6) Ps Me oc. y
sont des entiers positifs, où enfin f(x) est une fonction qui est olotrope dans l'aire S et ne s'y évanouit pas.
En appelant a, a”, ... les zéros de F(x) situés dans l’aireS, et
m,m/,... leurs degrés de multiplicité, en appelant 0, #7, ...,
uw, a”, ... les mêmes objets pour o(x), en appelant enfin F,(x),
v,(æ) deux fonctions de æ, olotropes et sans aucun zéro dans l'aire S, la formule du n° 6 donne immédiatement
(æ— a'yn'(x— a")n".. : F,(æx)
AGE Co — a (œ — ju”. v1(%)
On en déduit la relation (2) par la suppression de tout diviseur commun aux deux termés du premier facteur du second membre; Fi(x
car la fonction est olotrope et dépourvue de tout zéro dans
l'aire S, comme rapport de fonctions jouissant toutes deux de cette double propriété.
32. La formule (2) conduit immédiatement à plusieurs consé- | quences qu'il importe de noter.
I. Dans l’aireS, la fonction méromorphe f(x) ne peut cesser d’être olotrope qu'aux points (4). Car elle est aussi le rapport des deux fonctions olotropes
(T — ai)... (x — ag)lef(x) ct
(æ —— de )Pa s.. (X — ay), dont la seconde ne s’évanouit qu'aux points dont il s’agit (250*, II).
IT. Les seuls zséros que f(x) possède dans l’aire S sont les quantités (3) aux degrés de multiplicité (5) respectivement.
Car le rapport ci-dessus mentionné (1) ne peut s’évanouir que pour les valeurs de æ annulant son numérateur, qui se réduisent aux quantités (3) parce que f(x) n’a aucun zéro dans S.
D'ailleurs on peut écrire, par exemple,
FR de m. (TT Ga)a...(x — ag) "ef(@) f(æ)=(æ — a)" (D — u)n...(@— ay}
où, à cause de l'inégalité de toutes les quantités des deux suites (3), (4), le dernier facteur du second membre est olotrope et non nul en æ—a,;, comme rapport de deux fonctions dont chacune jouit de cette double propriété (3).
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III. Quand x tend vers l’une quelconque des valeurs critiques (4), f(x) est infinie, partant non olotrope.
Car on peut écrire aussi, par exemple,
KES te) (9) PGA ue”
où, pour les raisons ci-dessus (II), la fonction
(æ— d)n...(m— as)"sf(x) CR) (D à, JA
Jitx)=
olotrope en x = %,, y prend une valeur essentiellement différente de zéro.
33. En conséquence, on nomme les valeurs singulières (4) de la variable unique de la fonction méromorphe f(x) les in/finis de cette fonction, et les entiers positifs (6) leurs degrés de multiplicité.
Pour exprimer ce double fait qu’une fonction est infinie en x —», mais méromorphe, la plupart des auteurs disent maintenant qu’elle ya un pôle, et aussi qu'elle y est affectée d’une singularité polaire.
D'après la formule (5), et en appelant u un entier positif indéterminé, le produit (x —4,)“f(x), qui est méromorphe dans léreS est, en x — «;, infini si << u1, olotrope et non nul RATE olotrope mais nul si u > 1. On peut donc dire aussi que Le degré de multiplicité d’un infint a, est le plus petit des nombres entiers p, jouissant de la propriété de rendre le produit en question, ou bien olotrope en x — 4, ou bien même seulement non nul.
Quand une valeur de x ne rend, n1 nulle, ni infinie, la fonction méromorphe f(x), on dit quelquefois, non seulement qu'elle est pour cette fonction un zéro de degré de multiplicité nul (3), mais encore qu'elle est un infini, de degré de multiplicité nul aussi.
34. Si f(x) représente une fonction quelconque, olotrope et sans aucun zéro dans l'aire S, le second membre de la relation (2) constitue un type général des fonctions qui sont méromorphes dans cette aire, en y possédant les zéros et infinis (3),(4), aux de-
grés (5), (6).
Pour qu'une expression de cette forme se réduise identiquement à une constante non nulle, il faut et il suffit que l’on ait
(8) Mi =M=.. = Me=bM=b=...=hHy=0,
et que f(x) se réduise identiquement à la constante dont il s'agit. Car sim,, par exemple, n’était pas nul, l’expression s’annulerait pour +— @,; si u, ne l’était pas, elle serait infinie pour æ =. Les égalités (8) doivent donc être satisfaites, et comme elles réduisent l’expression considérée à f(x), il faut bien que cette dernière fonction soit identiquement égale à la constante voulue. Il: est évident d’ailleurs que l’ensemble de ces diverses conditions est suffisant.
35. Pour que deux fonctions, méromorphes dans l’aireS, y soient égales identiquement, il faut et il suffit que leur décomposition par la formule (2) donne, pour l’une et l’autre, des facteurs respectivement identiques. Il faut effectivement que leur quotient se réduise identiquement à la constante 1; or, après réduction, ce quotient se présente sous la même forme
(ca) ir Ti ta a) tre ti
P TORTUE
CR A CT ay) Pr f(x)
d’où (34)
PDA 7 [TPE 8e 1 IN = Dlys ee Me = Me) | nn 7 LA 7 et M Pet EE FRERES
Ce) = f(æ).
Par suite, la formule de décomposition (2), appliquée à une méme fonction méromorphe, ne peut jamais donner que les mêmes facteurs.
30. La dérivée f'(x) de la fonction f(x) du n° 31, qui est aussi méromorphe dans l’aire S (30), admet les mêmes tnfinis (4), mais aux degrés de multiplicité y +1, ..., my +1.
Une fonction et toutes ses dérivées étant toujours olotropes ou non en même temps (165*), (213*), il suffit d'étudier ce qui se passe en quelque infini à, de f(x).
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À cet égard, la formule (7) donne
f'(æ) — — Mf(r)+(r—u)fi(x)
(æ AA JUat1 É
OÙ, en æ—04, le numérateur du second membre est olotrope, avec la valeur — Hf1(a) essentiellement différente de zéro. Pour f(x), le degré de multiplicité de l'infini &, a donc bien augmenté de 1 (33).
Il s'ensuit immédiatement que, pour f® (x), les degrés de multiplicité des infinis sont tous augmentés de l’ordre méme k de cette dérivée.
Pour la même raison, #,, par exemple, est un infint de degré di —1 seulement pour f(x) dx, si toutefois cette intégrale est méromorphe en «;, ce qui est loin d’avoir lieu toujours
(A, enf.).
317. Pour des valeurs de x suffisamment voisines de l'infini quelconque a; de degré x, la fonction méromorphe f(x) est développable, et cela d’une seule manière, en une série procédant suivant les puissances de x — «, à exposants entiers, et croissant algébriquement à partir d’un terme en (X — ay) dont le coefficient n’est pas nul.
D'après la relation (3) on a J(æ)= (x — a) Mfi(æ), où f,(æ) est olotrope et non nulle en x — «,, et à cause de ceci PR) AS + AUD (a — 01) +... + AU Cm — os) + AÏ (m — as).
où Àÿ non —0o; on a donc, aussi longtemps du moins que cette série entière est convergente
(1) A (D | Al) | Ab, (T — a) (TX — 3 }i—t T— 4:
+ Al + Alim) +...:
cest précisément le développement annoncé. Il est d’ailleurs unique, comme celui de f,(x), d’où nous l’avons tiré.
On notera la formule évidente
RAGE SMS TT io YA > , (10) Âk Sirace dx* [Cæ a )mf(x)] En TA
Sa:
38. Nous avons eu déjà à rappeler (280*) qu'on nomme semple toute fraction rationnelle d’une seule variable, ayant pour numérateur une constante, pour dénominateur une puissance (entière) d’un binôme du premier degré où l’on peut évidemment supposer égal à 1 le coefficient de la variable (sauf à modifier la constante du numérateur).
D'après cela et la relation (9), la fonction méromorphe f(x) est décomposable en une somme ie fractions simples de dénominateurs (æ — a), (æ —a)M"t, ..., (x —), dont la pre mière a un numérateur non — 0, et d’une fonction f,(x), olo= trope en v,, mais méromorphe dans Paire S avec tous les infinis de f(x), sauf a, aux mêmes degrés de multiplicité.
La différence |
AUD Aÿ— (11) | d— 15 HSENIERE
est méromorphe dans l’aire S (30, IT) et ne peut évidemment y avoir d’autres infinis que &,, commun à ses deux parties, avec @, a, -.., 27 autres infinis de f(x). Mais elle est olotrope en ,, puisque, d’après la relation (9) et pour des valeurs de x suffisamment voisines de «,, elle est représentable par la série entière
AM ODNE
Quant à l'infini &, par exemple, elle l’admet au degré de mult:plicité w, parce que p est évidemment la plus faible valeur de l’exposant 1: qui puisse rendre le produit (æ — >») Jef. (æ) olotrope et non nul en æ — 42 (33).
La fonction f,(x) jouit donc des propriétés as et la relation (0), écrile Al AN
TES 2 + GX
(ZX — 3 )Pa DA
(12) Her
opère précisément la décomposition dont il s’agit.
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39. La fonction méromorphe f(x) est décomposable en la somme des groupes de fractions simples correspondant à ses divers tnfinis et d’une fonction f;(x) qui est olotrope dans toute l’aire S.
En recommençant la décomposition précédente sur f.(æ) puis sur les autres fonctions complémentaires AC ANI A0 7) NPR qui s'introduisent successivement, il vient
A fan Ne pue) (Æ — 4 )P2 LT — Er), (13) co te SAR AE 0) ons NO SNS PA EE PORTES AT) A 0 l Hyei -
où 1162 est une fonction méromorphe n'ayant d’autres infinis dans l'aire S que a,1, di4e, ..., 4, où en particulier f,(æ) y est olotrope puisqu'elle n’y en à plus aucun. En ajoutant membre à membre, 1l reste, après simplification, la décomposition annoncée
A (1) a Al (T— a) T— a] (14) DE) — RUE RU à NA EE AACAE Non.
Ca) UT | æ—ay;
où, les numérateurs des fractions simples seront fournis par des formules telles que C0):
40. Sif,(x) représente une fonction quelconque de x, olotrope dans l'aire S, le second membre de la relation précédente (14) fournit un autre type général des fonctions qui sont méromorphes dans cette aire, avec les infinis (4) aux degrés de multiplicité (6).
Pour qu'une expression de cette nature soit nulle identtiquement, il faut et évidemment il suffit que l’on ait
(1) M) y] AU)= AG = = AT. = AN ,=0,
avec f,(æ)—= 0 identiquement. Car si, par exemple, on n'avait
pas Aÿ — 0, le produit (x — a, )f{(x) se réduirait à A!!'' et non
à o pour + — 0, ; et de même successivement, pour les numérateurs
des autres fractions simples. Ces conditions réduisant f(x) à M. — II. 3
f,(x), il faut bien aussi que cette dernière fonction soit nulle identiquement.
Il s'ensuit que Le résultat de la décomposition de f(x) par la formule (14) est unique. Car la différence de deux semblables résultats reprend, après réductions, la forme du second membre de la formule en question, et il doit être identiquement nul. De partet d'autre, les fonctions simples doivent donc être identiques, ainsi que les termes complémentaires olotropes.
A1. Pour que f f(x)dx soit aussi méromorphe dans l’aire S supposée imperforée, f(x) désignant toujours le premier membre de la relation (14), il est nécessaire et suffisant que l'on ait
ALU PA CO) AR 2 SCANNER (15) Abu Api=t.. = Ay 0:
Le résultat de la différentiation du second membre de la relation (14) est évidemment une expression de même forme, et, par suite (40), il est celui de la décomposition de f’(æ) en des groupes de fractions simples accompagnés d’une partie olotrope. Comme cette différentiation augmente de 1 les degrés de tous les dénominateurs des fractions simples, la décomposition de f'(x) ne peut donner aucune fraction simple ayant un dénominateur du premier degré. Pour que f(æ) soit la dérivée de quelque fonction méromorphe, il faut donc aussi que sa décomposition ne donne aucune fraction simple de cette espèce, c’est-à-dire que les égalités (15) aient lieu.
Ces conditions sont d’ailleurs suffisantes ; car, si elles sont satisfaites, l'intégration par décomposition du second membre de la
relation (14) donne (215*, I, IV)
A1) " Afl_9 LUE 1 ire ui (T— a) VU —1 z—u (16) S f(æ)dx = Enr le le ne nie s elleiels o eteuauets alutelohers % Ou 0 0 + Sf,(&)dx, AM { s& Auy-2 I
c’est-à-dire une fonction qui est méromorphe dans l’aire S, parce que celle-ci est imperforée, et qu'ainsi Sf,(æ) dx y est olotrope
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Chacune des constantes (15) qui ne serait pas nulle, introduirait dans l'intégrale un terme logarithmique dont nous ne pourrons
étudier la nature que dans le Chap. V QE)
42. L'inverse arithmétique de f(x), qui est aussi méromorphe dans l’aire S (30, Il), y a pour zéros et pour infinis les infinis et les zéros de f(x), aux mémes degrés de multiplicilé respectivement.
La formule (2) donne effectivement
T CT —ou)...(æ— ay)
dCi dora (x — ag)"s f(x)’ et, dans l’aire S, le dernier facteur du second membre est une fonction olotrope qui ne peut s’y évanouir, puisqu'il est l'inverse arithmétique de f(x), fonction jouissant de cette double propriété (250*, IT).
En particulier, pour obtenir le degré de multiplicité d’un infini
| J(x) à-dire l’ordre de la première des dérivées de cette dernière Jonction qui ne s'y évanouit pas.
de f(x), on peut chercher son degré comme zéro de » C’eSt-
Une fonction d’une seule vartable g(x) est méromorphe
dans l'aire quelconque T, quand elle cesse d'y étre olotrope seulement en un nombre limité de valeurs de x
B:, Bo, re 05) B+,
pour lesquelles son inverse arithmétique redevient olotrope.
En B4, qui est supposée olotrope s’évanouit certainemen E,
#(%) car sans cela g(x)—:1: us ne cesserait pas d’être olotrope le) (250*, IT); ona done T
= (x — Big (æ),
où y, est quelque entier positif et (x) quelque fonction olotrope
et non nulle en $,. Il en résulte
g,(æ) étant olotrope et non nulle en f,.
Cette nouvelle fonction est encore olotrope dans tout le reste de l'aire T, sauf en 8, ..., 8,, où son inverse arithmétique le redevient; la relation précédente donne effectivement
gitr)= (æ — fig(r),
le second membre étant olotrope partout où g(x) l’est elle-même, T
(æ— fi" gx)
L4 A I . « est supposée l'être et que (aie l’est aussi à cause de ‘ EE 1 1
son inverse
l’étant en fi: par exemple, parce que &(x)
non — $,. On trouvera donc de même
go(T)
Fi Gi CE
(38) AR du . I TE)
&r-1()= (x — By)
où #;(x) est olotrope partout où g(æx) l’est elle-même et de plus CHE PAS RD 0 OU, par suite g,(æ) est olotrope dans toute l'aire T. Or la multiplication membre à membre des relations (17), (18) donne, après suppression des facteurs communs aux deux membres,
MA 2162 AE
ai B1 ): 5 (æ 2 Bx )Vx°
done g(x) est méromorphe dans l'aire T, puisque les deux termes de cette fonction y sont olotropes (29).
Phases critiques des fonctions composées rationnelles de fonctions simples d’une seule variable, olotropes et méromorphes.
44. Les principes exposés dans ce Chapitre et dans le précédent fournissent la solution d’une question qui se pose à chaque instant :
Discuter la phase critique (1A6*) dans laquelle entre une
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Joncton composée, à composante rationnelle, de plusieurs fonctions simples de x, méromorphes ou olotropes [| méromorphe par suite (30, IT)], quand x prend une valeur « pour laquelle
/ f ; e & ’ f «J à » La ) .
la théorie générale des fonctions composées n’est pas appli-
cable (248*).
I. Supposons d’abord que la composante soit un polynome entier, cas auquel il faut que l’une au moins des fonctions simples soit infinie pour æ = à, sans quoi la fonction composée se trouverait dans une phase ordinaire.
En développant toutes les fonctions simples en séries procédant suivant les puissances de æ — à à exposants entiers, les premiers éventuellement négatifs (37), en substituant ces développements dans le polynome entier dont il s’agit, puis en effectuant les calculs (multiplications et additions de séries), on mettra la fonction composée, si elle ne se réduit pas identiquement à o, sous forme d’une série de même nature
Hi(x— a) + Hit —a)kri +...
où À est un entier (positif, nul ou négatif), où H,, ÉCRAN. sont des coefficients constants dont le premier peut être supposé non 0.
Cela posé, si À est nul ou positif, la fonction composée est olotrope en «, et, dans le second cas, admet cette valeur de x pour zéro de degré de multiplicité À.
S1 À est négalif, la fonction composée n’est plus olotrope en 4; elle à cette quantité pour infini de degré de multiplicité — X.
IL. Supposons en second lieu que la composante soit une simple fraction, c’est-à-dire que la fonction considérée se réduise au rapport
de deux fonctions simples. Ici, il faut supposer pour la raison ci-dessus (1) qu’en x — x le dénominateur est nul ou infini, ou bien que le numérateur est infini.
D’après les n% 1 et 32, IIT, on peut poser
U(æ)=(æ— 4 MUi(x), V(z)=(x—aNVi(z),
où M, N désignent certains entiers (positifs, nuls ou négatifs), et U;,(x}), Vi(æ) des fonctions olotropes et non nulles en æ— 2; moyennant quoi, la fonction composée considérée (1) prend la forme
MN U;(x) (2) (ea "Vi
Le dernier facteur de cette expression étant olotrope et non nul en æ — «, on en conclut que :
SiM >> N, la fonction (r) est olotrope en «, et admet cette quanüté pour zéro de degré M — N;
Si M = N, cette fonction est encore olotrope en «, mais ne s’y évanouit pas;
SiM < N, elle n’y est plus olotrope, mais elle offre « pour infini de degré N — M.
III. Tous les autres cas de la question qui nous occupe se traitent évidemment par la combinaison de ces deux procédés.
45. L'étude d’une fonction composée de cette nature, pour des valeurs infinies de x, se ramène évidemment à la question qui vient d’être traitée, quand le changement de variable (148*)
transforme toutes les fonctions simples en des fonctions de x! qui sont méromorphes en x'—o. C’est ce qui a lieu, non toujours assurément, mais quelquefois, par exemple, pour des fonctions simples rationnelles (50, IL, cnf.).
À6. La méthode de discussion que nous venons d'expliquer embrasse la plupart de ces expressions dites se présenter sous les O0. © .
formes =; => 0 X 0, —, ..., mais non toutes.
Quand il s’agit seulement du rapport (1), et que ses termes sont
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tous deux olotropes en «, leur différentiation simultanée, poussée assez loin, suffit pour reconnaître si, en x — «, ce rapport est infini ou fini et, dans ce dernier cas, pour avoir sa valeur. Effectivement M, N sont alors non négatifs, et égaux respectivement aux ordres des premières dérivées de U(x), V(x) qui ne sont pas nulles pour æ = « (3). Si donc la différentiation parallèle de ces foncions conduit pour le numérateur à une dérivée qui ne s’annule plus et pour le dénominateur à une dérivée (du même ordre) qui s annule encore pour + — «, on saura par là que M est < N, par suite, que le rapport est infini. Si l'inverse a lieu, M est > N,et le rapport s'évanouit pour x = «. Si enfin les dérivées des deux termes s'évanouissent simultanément jusqu’à un même ordre # exclusivement, où elles ne sont nulles ni l’une ni l’autre, on a
NN
Vi(a)
et, pour æ = 4, le rapport considéré prend la valeur du der-
nier facteur de l'expression (2). Mais, "comme on a
I à à I \ ss 0)
la valeur de notre rapport en x = « est précisément égale à celle du rapport des dérivées d'ordre # de ses deux termes.
On retombe ainsi sur la célèbre règle de Lhôpital; on a trop souvent le tort de la présenter comme générale, tandis qu’elle est exclusivement applicable au cas où les deux termes du rapport sont olotropes pour la valeur de x qui annule le second.
Fonctions indéfiniment méromorphes.
AT. Stf(x) est méromorphe dans toute l'étendue du plan
servant à la notation graphique de x, et si X désigne une constante quelconque, ou bien chacune des équations numériques
(2) ETES ee
admet quelque racine, soit finie, soit infinie, ou bien f(x) dégénère en une constante.
Supposons que le dernier fait n’ait pas lieu : si l'équation (1) n’a aucune racine (finie), la différence f(u)— X, méromorphe comme f(u), ne possède aucun zéro et par suite son inverse
arithmétique HA x est indéfiniment olotrope (250*, I1), (42),
sans dégénérer en une constante. Cette fonction est donc infinie,
ou, ce qui revient au même, son dénominateur est infiniment petit, pour quelque valeur infinie de w (8), ce qu'il suffisait de. prouver.
Notre proposition est donc vraie pour l’équation (2) aussi, puisque son premier membre est comme f{(u) indéfiniment méro-
morphe (30, Il).
À8. Le théorème du n° 11 donne immédiatement cet autre.
En appelant
(3) 2, % lctnjinis de f(u), puis
RUE
les séros de f'(u), puis
(5) de tarde
les valeurs correspondantes f(b'), f(b"), ... de f(u), puis w une quantité quelconque étrangère aux suites (3), (4), en posant enfin f(uo)= æo, les racines de l’équation (1) s’obtiennent en prenant d’abord celles des quantités (A) qui satisferatent par hasard à cette équation, en prenant ensuite au bout de tous les chemins tracés de x, à X dans des atres ne contenant ni les points (3), nt les points (5), les valeurs finales distinctes de la fonction implicite u de x, définie par l’équation et la condition initiale
HOT, Li Uÿ DOUTE
Les racines de l’équation (2) sont fournies par ce dernier
Voici un corollaire important du théorème du n
Pour prouver qu’une fonction sue (d’autre part) indéfiniment méromorphe se réduit à une constante, il suffit de constater que, pour aucune valeur finite ou infinte de x, elle ne peut, soit prendre quelque valeur donnée, soit devenir infinie.
Cette observation fournit un moyen d'investigation des plus précieux dans la théorie des fonctions indéfiniment méromorphes. Comme toute fonction composée, à composante rationnelle, de pareilles fonctions f(x), f:(x), ... est aussi indéfiniment méromorphe, on pourra trouver toutes les relations rationnelles pouvant lier celles-ci les unes aux autres, en formant simplement avec elles toutes les expressions rationnelles non susceptibles de devenir infinies, ou bien d’atteindre telle valeur déterminée. Une hypothèse particulière simple faite ensuite sur la valeur de x donnera la valeur C de la constante à laquelle se réduit une expression de cette espèce, Q[ f,(x), fe(x), ...], et
QT fi(r), fe(æ), -..]= G
sera l’une des relations cherchées. La théorie des fonctions circulaires et elliptiques (Chap. VII et suiv. inf.) mettra mieux en lumière l'extrême utilité de ce principe.
50. Les fractions rationnelles forment la variété la plus intéressante de la classe des fonctions indéfiniment méromorphes. Elles se distinguent par deux particularités à noter.
I. Pour chacune, les zéros et les infinis sont en nombres essentiellement limités. Car, en appliquant la formule (2) du n° 13 à la décomposition des polynomes entiers servant de termes à une fraction rationnelle donnée f(x), en produits de puissances de binomes linéaires, puis en supprimant, s’il y a lieu, tout facteur
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commun, on met f(x) sous la forme
(x — aj)n...(x— ag)"s (D — a)... (æ —ay)#r
(6) J(x)= À ; c’est celle du n° 31, particularisée par cette circonstance que le facteur complémentaire f(x) se réduit ici à la constante A. Les. ZÉTOS 1, ..., @g du numérateur sont ceux de f(x) et ceux du dénominateur &,..., 4, sont les infinis de cette fonction, les uns
et les autres aux mêmes degrés m3, ..., lu, ....
Il. La fonction f(x) = est méromorphe en x'= 0. En
appelant effectivement M la différence (mine. me) —|(u1 PERS
des degrés effectifs du numérateur et du dénominateur de f(x), il vient immédiatement
G—ax'}m...(1— agt')Me
'f(x')= — A Je) LM, (— ur) Ge a 20 È
et, pour æ'— 0, le produit des deux derniers facteurs est olotrope et non nul (— A). Cette valeur nulle de x’ est pour /f(x!') un zéro ou un infini de degré de multiplicité Z M, selon que M est So.
L'application de la formule (9) du n° 37 à la fonction !f(x!) et à son infini x — 0 donne une série procédant suivant les puissances de x’, à exposants entiers d’abord négatifs. En y remplaçant x’
par —; on trouve pour f(x), relativement à des valeurs infinies WA
de +, un développement procédant suivant les puissances de x à exposants entiers décroissants et d’abord positifs. Il peut être con-
sidéré comme un cas particulier de ceux que nous étudierons aux n% 191 ec suite. (inf.).
91. Quand l’inversion arithmétique des variables (148*) transforme une fonction en une autre jouissant de certaines propriétés pour des valeurs nulles des nouvelles variables, on dit volontiers, pour abréger et imager le langage, que la fonction donnée jouit des propriétés en question à l’infint.
On pourra donc formuler la dernière observation ci-dessus, en
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disant qu'une fonction rationnelle est toujours méromorphe à l’infini, olotrope même quard M < 0; que dans ce dernier cas elle y a un zéro de degré —M; qu’elle y a au contraire un
infini de degré M, «5 M>o.
52. En supposant f(x) rationnelle, l’application de la formule (14) du n° 39 à la totalité des infinis de cette fonction donne un Lerme complémentaire f,(æ) qui est nécessairement rationnel comme excès de la fraction rationnelle f(x) sur la somme des fractions simples commençant le second membre, et qui par son origine est dépourvu de tout infini; £/ se réduit donc à quelque polynome entier (pouvant être identiquement nul)
(#7) Aoæb + Ami... + Au,
et la formule considérée fournit ce qu’on nomme la décomposttion de f(x) en fractions simples.
La recomposition du groupe des seules fractions simples donne . une fraction rationnelle dont le numérateur a un degré nécessairement inférieur à celui de son dénominateur; celle de tout le second membre de la formule de décomposition reproduit la fraction rationnelle proposée. On en conclut facilement que le polynome additionnel (7) est précisément le quotient de la division algébrique du numérateur de f(x) par son dénominateur.
Si donc M est 0, c’est-à-dire si le degré effectif du numérateur de f(x) est inférieur à celui de son dénominateur, ce polynome se réduit identiquement à o, et {a décomposition de f(x) ne donne absolument que des fractions simples.
Si ces degrés sont égaux, on au — 0, et le polynome en ques- Lion se réduit à une constante. Comme, pour æ& infinie, la somme des fractions simples est infiniment petite, la valeur de cette constante est égale à la limite de f(x), c’est-à-dire au rapport des coefficients des termes de plus hauts degrés dans les deux termes de cette fonction. |
Si le premier de ces degrés surpasse le second, on à pm = M.
53. C’est au moyen de la division algébrique que l’on calcule le plus volontiers le polynome additionnel (7); mais on peut aussi
l'obtenir par un procédé analogue à celui qui a fourni chacun des groupes de fractions simples.
à | ; s ; ; Le changement de variable x — nd exécuté dans cette même for-
mule (14) du n° 39, donne facilement
(1) AD m'ba—1 A more Te 0 (l— 043 Zi I— UT ] SRE A0 At (8) = f(—-)=li-.-rsccsssessss.s. san + — À ++, LLCNT (y) Al # A qu æ'Ut—1 Ah Sante ÿ (a );x int (—ayT
et l'expression entre accolades est évidemment olotrope en Æ'— 0. Les fractions simples venant à la suite de cette expression sont
; À + I I donc celles qui dans la décomposition de — (=) correspondent a T
à l'infini +! de cette nouvelle fraction rationnelle; et la méthode du n° 37 fournira leurs numérateurs, c’est-à-dire les coefficients
du polynome (5).
514. Les observations du n° 50 ont des sortes de réciproques fort utiles à connaître.
St une fonction indéfiniment méromorphe f(x) possède des zéros et des infinis en nombres limités, elle est nécessairement rationnelle, quand pour aucune valeur infinie de x le rapport
n'est, soit infint, soit infiniment petit, M désignant ici l’excès de la somme des degrés de multiplicité des zéros sur celle des degrés des infinis.
En appelant. @,,%°.", ae les zéros de f(x), et a infinis, puis M, ..., Mg les degrés des uns, 1,, ..., u} ceux des autres, le rapport
f(æ) = (T — à; )P, A (x en Ar)"g | (T— di)... (x — ay x
est, d’après le n° 31, une fonction indéfiniment olotrope, dépourvue de tout zéro proprement dit. Pour des valeurs infinies de +, 1l se
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présente d’ailleurs sous la forme
e, n étant des infiniment petits. Si donc l'expression (9) n’est, par exemple, infinie pour aucune valeur infinie de +, il en est de même pour cette dernière fonction olotrope qui se réduit ainsi (8) à quelque constante À ; d'où pour f(x) la forme rationnelle (6). De même, pour le cas où l’expression (9) ne serait infiniment petite pour aucune valeur infinie de x, ceci d’après le n° 9.
99. St la fonction indéfiniment méromorphe f(x) possède des infinis en nombre limité, elle est encore rationnelle quand elle est méromorphe même à l'infini (51).
En vertu de cette dernière hypothèse, et en appelant 4 quelque entier positif, on a (37)
84 A À; Au Fe , ù ET pe TR A. Ste . Fa nl tn A M pe Î T
f( ) re | ru æ ur fCæ'),
f(x!) représentant une fonction olotrope et nulle en z'—o, ou bien en revenant à la variable x
(10) JT) (AoZb + AyzUi tt... + A,)= f(x),
cette dernière fonction étant comme f(x) indéfiniment méromorphe avec Jes mêmes infinis, mais, de plus, infiniment petite pour toutes valeurs infinies de x.
L'application de la formule (14) du n° 39 à la décomposition totale de fée) donnera donc
> désignant la somme des groupes de fractions simples correspondant aux divers infinis de f(x), et f,(æ) une fonction indéfiniment olotrope. Mais cette dernière, différence des fonctions ue) et > toutes deux infiniment petites pour + infinie, l’est aussi, par suite non infinie ; elle dégénère donc en une constante (8), et celleci se réduit à zéro puisque nous venons de constater que f,(æ) est nulle pour x infinie.
La combinaison des relations (10), (11) donne ainsi f(æ)=2+AoTt + Ati... + An,
formule entraînant ce qu'il fallait prouver.
En recomposant le second membre en une fraction rationnelle irréductible, on aperçoit immédiatement que le degré de celui des deux termes où il est le plus grand est égal à a augmenté de la somme des degrés de multiplicité des infinis de f(x).
Principes du Calcul des résidus.
Dans la question d'intégration traitée au n° #1, un rôle
important était Joué par le coefficient de
dans le développe-
TL ——IY ment d’une fonction méromorphe de x ayant l'infini &, que nous avions fait connaître précédemment (39). Ce fait et aussi une utilité spéciale d'une nature toute différente que présente quelquefois dans la théorie de ces fonctions, dans celle même des fonctions olotropes (61, 62, 65, inf.), la considération du coefficient dont il s’agit, ont conduit Cauchy à lui imposer un nom, et à voir toute une doctrine dans les règles générales des calculs où 1l intervient. Nous allons exposer les principes de cette élégante théorie qui, cependant, n’a pas à nos yeux toute l'importance que son illustre auteur semblait lui attacher.
En posant, comme le théorème du n° 37 autorise à le faire,
GA EA D A; Ap—1 (1) Cet Ne AE Apri(m—a)+...,
pour la fonction méromorphe f(x) ayant l'infini « au degré y,
‘ Li on nomme À4_,, coefficient de
—, dans ce développement, le
résidu partiel de f(x), relatif à l’in fini «. On le représente par la notation
E, Je)
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Le
moyennant quoi la formule (10) du numéro cité donne
a D I \ du—1 ‘ Cu (7) DO EN ET Ce 2 f(æ)|
Quand, au lieu d’être un infini de f(x), « est une valeur ordinaire de +, cette définition ne s’applique plus à rien. Mais alors la série de Taylor peut être considérée comme un cas particulier du développement (1), caractérisé par les conditions numériques
À'o Ar Au 10,
et il est permis de continuer à dire que le résidu existe, mais qu’il est nul. Cette fiction peut être utile comme celles des n°3 et 33.
Dans une aire S où f(x) est méromorphe avec des infinis en nombre limité, on nomme résidu intégral de cette fonction la somme de ses résidus partiels, relatifs à tous les infinis qu’elle y possède. Ce résidu intégral se représente par une notation analogue à
dt).
Quand f(x) est décomposable en deux facteurs /f(x), "f(x), méromorphes dans l’aire S, n’y ayant chacun aucun infini qui soit pour l’autre un infini ou bien un zéro, on a quelquefois à considérer la somme des résidus partiels de cette fonction, correspondant aux infinis de l’un seulement de ces facteurs. Cette somme se représente alors par
DONC
en renfermant entre des crochets trapézoïdaux celui des facteurs dont 1l s’agit.
57. Si, en appelant f(x), fa(x), ..., fx(æ) des fonctions méromorphes, et &i, &:,...,ax autant de multiplicateurs constants, on a identiquement
(2) J(æ)= mfi(z)+ afa(x) +... + ax fi(æ),
on aura AUSSI
(3) Sd f(z)= «1 d A(æ)+ a D fax) +...+ ax Jr æ).
Cette égalité est évidente quand il s’agit de résidus partiels relatifs à un même infini à des fonctions considérées; car, à cause
LR
de la relation supposée (2), le coefficient de dans le dévelop-
pement de f(x) en série procédant suivant les puissances de (x — «) à exposants entiers. les premiers d’abord négalifs, est égal à la somme des produits par les multiplicateurs @i, &:, ..., &x des mêmes coefficients dans les développements semblables de f, A FOR AO)
En ajoutant ensuite membre à membre celles qu’elle fournit pour les divers infinis que les fonctions considérées peuvent offrir dans une même aire S où elles sont toutes méromorphes, on obtient la même relation entre les résidus intégraux de ces fonc-. tions, pris dans l’aire dont il s’agit.
58. Quand une fonction méromorphe dépend de plusieurs variables indépendantes, on peut naturellement la différentier, l'intégrer et aussi prendre son résidu partiel ou intégral, par rapport à telles ou telles de ces variables. {/ y a toujours, entre toutes ces opérations, l'indépendance que nous avons constatée entre les deux premières seulement (158*, 224* et suiv.), chaque fois qu'à partir des valeurs particulières considérées pour les variables indépendantes la fonction est développable en série, procédant suivant les puissances à exposants entiers, les premiers éventuellement négatifs, des excès à modules suffisamment petits, des valeurs courantes des variables sur leurs valeurs initiales. I nous suffira d'établir ce principe dans les cas simples que voici.
I. Pour un indice de différentiation quelconque k, on a
d PU ere CS
Effectivement, les quotients par 1.2...4 des deux membres de cette relation ont évidemment pour valeur commune le coefficient de (x — a)-'(Y — y} dans le développement, supposé essentiellement possible, de f(x, y)en série procédant suivant les puissances à exposants entiers des différences x — a, Y — y, quelquesuns de ces exposants pouvant être négatifs pour la première.
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IL: On a encore, sauf détermination convenable des quantités arbitraires
(4) fol Sen=E. [renay Par hypothèse, en effet, la fonction considérée est de la forme
Ft, J)=(x — a) BL a00 + &1,0(7 — 2) + ao 1 (7 — Yo) +. ct
on a donc » TAG JY)= au1,0+ au—1,1(Y — Yo) + Au—1,2(Y — Jo) +...,
d’où, pour le premier membre de la relation (4), l'expression
; x 1 PS ( re 0] (Dis) 'C(a)+ ape + aps en) %
‘C(zx) étant une fonction arbitraire de x.
On a de plus
ICO ENONCE EE (Y — Yo) +...
Œyn,n
VENT
anne... |
’C(x) étant une autre fonction arbitraire de +, qu'il fout supposer méromorphe, d’où, pour le second membre de la même relation, l'expression
f "C(x) + &y—1,0 ee + Ay-1,1 x
Cr I évidemment contenue dans la précédente (4 bis).
La formule (4) s'applique évidemment à des intégrations définies exécutées sur un même chemin parcouru par y.
IL On a enfin
LME Do M) 3 ne ACT)
car les deux membres ont évidemment pour valeur commune le NPA UTT. 4
dans le développement dont
coefficient du monôme 5 (æ—a)(y —$À)
nous supposons f(x,3) susceptible.
IV. Ilest clair que toutes ces relations, établies pour des résidus partiels, s'étendent d’elles-mêmes au cas de résidus intégraux pris, pour chaque variable, dans une méme aire limitée.
59. La somme des fractions simples qui figurent dans la formule de décomposition (14) du n° 39 a pour expression
ce résidu intégral embrassant tous les infrnis de f(t) qui, considérés comme valeurs de x, tombent dans l’aire S.
La considération du développement (1) donne d’abord par définition (6) uni d, JUIN
car les deux derniers membres de ces égalités sont évidemment
la même quantité représentée par deux notations d’aspects diffé- Ï
rents. Comme À4_» est le coefficient de dans le développe-
T —4A ment analogue de (x — 4). f(x), on trouve encore
(7) Mas Gates, 120)
puis de même A — FES ON CT U—3 ? « a) JS )
(8). 20 PR ER es ee Er SEC A = t— a) 17(6).
\ À DE ) JS ) L'addition membre à membre des égalités (6), (7), (8) multipliées préalablement par (ta)! (TE) a ) SFR (x — a) +, donne ensuite successivement, en ayant égard aux
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diverses règles contenues dans la formule (3),
NA ne “40 Fa DEC )TI (aa) ht (ea) (œ — a) 1] f(e) — À
S ù ñ STE ‘ \tL—2 2 NUL 10 LI D C2 li... (T—a)(t— a +(l— a) ee
Er (T—a)—(t — 3 FCO ENT —a)— (it — a) (X — a )t Ro 7 (1) Ve UE ROUTE)
Sel — | (T—a) Ce, o Æ — t Sr Dit
Effectivement, comme « est un infini de degré p de f(t), le produit (4 — 44 f(4) est olotrope en 4 = 2(33), ainsi que la fonc-
on de t figurant sous le second signe 5 de l’avant-dernier
membre de cette suite de relations, et ce résidu partiel s’évanouit (56).
La somme des fractions simples qui commencent le développement (1) étant ainsi égale à la partie du résidu (3) qui correspond à l'infini £ — &, la somme des divers groupes semblables, correspondant respectivement à tous les infinis de f(x) contenus dans l’aire S, est bien représentée par ce résidu intégral.
60. Le Calcul des résidus n’a pas l’importance de ces théories qui dominent de vastes parties de l'Analyse, mais il à fourni quelques formules d’une rare élégance. Voici celles dont nous pouvons parler en ce moment.
Si f(x) est une fraction rationnelle, le résidu (5), étendu à la totalité des infinis de cette fonction, donne naturellement la somme de toutes les fractions simples provenant de sa décomposition (92). Mais le polynome entier
(9) A oTÙ + At +... Ab,
qui accompagne éventuellement ces fractions, peut aussi être représenté par un résidu. Effectivement, l'application des considérations du numéro précédent au calcul du groupe de fractions simples qui terminent le second membre de la relation (8) du n°53,
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x'U+1 A DA CES AE À
d'où, en multipliant les deux membres par +’ et remplaçant + ar pee
Aab+ Aiai+... + Az f (GC):
On a donc la formule
Go) ft) = €"
où le premier résidu doit étre étendu à toutes les racines de l’équation entière obtenue en égalant à zéro le dénominateur de f(t). Elle fournit pour la décomposition totale de f(x) un procédé mécanique n’ayant pas une valeur inférieure à celle de tout autre. Le second résidu se réduit naturellement à zéro, quand le degré du numérateur de f(x) est moindre que celui de son dénominateur.
61. Nous savons que le polynôme (9) est précisément le quotient de la division algébrique du numérateur de f(x) par son dénominateur (52).
En appelant donc D(x), d(x) deux polynômes entiers quelconques, la formule
permet de développer par de simples différentiations le quotient Q(x) de la division algébrique du premier par le second.
62. Dans le cas d’une seule variable, l'énoncé suivant est le plus général que l’on puisse donner du problème de l’interpolation, dont la solution trouve des applications si utiles dans les calculs
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numériques etaussi dans la représentation par des formules approchées, des phénomènes naturels dont les lois mathématiques ne sont pas exactement connues :
Etant donnée une fonction $(x), olotrope dans l'aire S, et étant nommées
(11) LAS OL RTL y
n valeurs particulières (inégales ou non) de x tombant dans cette aire, trouver un polynôme entier w,(x) de degré inférieur à n, tel qu'on ait toujours
On(Ti) = (x), Par) = v'(x5), ...)
qu (ar) = qUi-D(æs),
k; désignant généralement le nombre de celles des quantités (11) qui ont x; pour valeur commune.
Le polynome +,(x) existant certainement et étant unique (411*), nous n'avons plus qu’à le calculer par un procédé quelconque. Posons
(13) D(T)=(r —%)(æ— ZX)... (D — Ty),
polynome de degré » en x; à cause de la formule (10) du n° 37, à cause aussi des conditions (12) combinées avec la nature de la forme générale des dérivées d’ordres quelconques d’une fraction, exprimées en fonctions composées différentielles des deux termes, il est évident que, dans l'aire S, la décomposition des deux fonc-
tions méromorphes o(r
LA
En(æ)
donne les mêmes groupes de fractions simples (39). On a
donc (59)
pr (2 5 = FRS TEA oo) de
parce que le degré du polynome ,(x) étant essentiellement inférieur à celui de w(æx), la décomposition de cette dernière fraction rationnelle ne donne que des fractions simples (52), qu’ainsi le
second membre de la formule (10) se réduit au premier des deux résidus qui le composent.
La relation précédente conduit à
nt=v(r) £ (2)
wW(t)9 7 1
et le développement de ce résidu fournit immédiatement le polynome cherché v,(x).
63. La considération de la relation (8) du n° 53 permet de calculer facilement le résidu intégral d’une fonction rationnelle, qui joue quelque rôle dans certaines questions.
Pour des valeurs de x! suffisamment voisines de zéro, les fractions entre accolades sont évidemment développables en séries entières par rapport à æ/, et la somme de tous leurs développements, jointe aux fractions simples extérieures aux accolades,
I . T PC
fournit le développement de Lf(s) en série procédant suivant é
les puissances croissantes de x! à exposants entiers, les premiers négatifs,
A Uæ+i x bd
DOTE A Ai À 14) — ges = . ue LP 2 A DA DATES (14) al 3) . | en ms el +2
Mais comme, d’une part, toute fraction entre les accolades, si le degré de son numérateur surpasse zéro, ne fournit à ce développement que des termes de degrés positifs, comme, d'autre part, les fractions extérieures aux accolades ne fournissent que des termes de degrés négatifs, À,,,, terme constant de ce développement, se réduit nécessairement à la somme A+ Ait s'érRs + AT des termes constants dans les développements des dernières fractions des diverses lignes du groupe intérieur aux accolades, c’est-à-dire au résidu intégral de f(x). On obtiendra donc ce résidu en. cherchant, par un procédé quelconque, le coefficient Ay41 du terme de degré zéro dans le développement (14).
Le cas particulier suivant procure immédiatement la solution de tous les autres. \
Pour
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ou m est un entier positif quelconque, où w(x) est le polynome (13) de degré n,on a
(15) d (x) 10 ou = Zn;
selon que M<ND—1X OÙ non <7—I,
Dm_n41 représentant dans ce dernier cas la somme de tous les monomes entiers dissemblables en &1, &s, ..., &n, qui sont du méme degré m—n+1 et qui ont 1 pour coefficient commun.
Comme ici, on a évidemment
n/a 1 T ] EU ENTER n g 1 ; 1\?
Dit T DIRTRTI (I LIT )(I—LeN )...(1—TnT )
le terme constant dans le développement du second membre en série procédant suivant les puissances de x’ à exposants entiers, négatifs et positifs, est égal au coefficient de xæ'’#7##1 dans le produit des sommes des séries entières en x’
+ mr +xir2+...,
I— 12 I 3 19 =I+H LT +<LST +..., To 'L À ll es ! 9 19 UNE Tnt XiTi ..., Tr
c’est-à-dire à zéro ou à Z»_»41, selon que m — n +1 est négatif on non.
La formule (15) s’établirait facilement encore par voie de vérification progressive, en prouvant qu’elle est vraie pour des valeurs données des entiers m, n, si elle l’est pour toutes les combinaisons de valeurs moindres.
64. On en conclut notamment que st dans f(x) l’excès du degré effectif du dénominateur sur celui du numérateur est > 1 ou —1, le résidu intégral a pour valeur, dans le premier cas zéro, dans le second, le rapport des coeflicients des
plus hautes puissances de x dans les deux termes de cette fraction rationnelle.
65. En appelant généralement %,, le coefficient de (x — x9)" dans le développement en série procédant suivant les puissances de x — x, à exposants entiers, négatifs puis positufs, de la fonction méromorphe f(x) ayant l'infini x, de degré y, on a évidemment
he J(æ)
Er Cx=x, (æ — T9 j+1
Cette observation, que nous avons déjà mise à profit au n° 59, s’applique d’elle-même au cas de n — 0, c’est-à-dire où f(x) serait olotrope en x,. Elle fournit ainsi, pour les coefficients du développement par la formule de Taylor d’une fonction d’une seule variable, une autre notation qui rend des services d’une utlité appréciable dans certaines circonstances. L'exemple le plus sallant est fourni par les formules de Cauchy pour l’intégration des équations différentielles linéaires à coefficients constants, dont nous aurons à nous occuper dans la troisième Partie de cet Ouvrage.
FONCTION RADICALE SIMPLE
Règle de convergence de Gauss.
66. Cette règle, d’ailleurs fort belle en elle-même et fort importante, nous sera utile plus tard (243, 273, énf.); nous en placons la démonstration ici, parce que nous aurons besoin, dès ce Chapitre, de quelques-unes des propositions sur lesquelles elle s'appuie.
Soit h, une variante réelle infiniment petite qui finit par conserper un signe constant, et pOosons
P,=(1+h)(i+h)... (+ Ah),
en admettant qu'aucun facteur de ce produit ne se réduise à 0. Si la série
(1) hi+ ho +... + in +...
est divergente, le produit P, est infini ou infiniment petit pour n infini, selon que le signe final de h, est + ou —.
Supposons d’abord d’un même signe tous les termes de la Her).
S'ils sont posiufs, sa somme est infinie (102*, [), et P, à plus lorte raison, à cause de P, > 1+ hi + hot... + ln.
S'ils sont négatifs et tous 1 en valeurs absolues, l'inégalité évidente 1 —(+ ,)?<1 donnera
1+ An < MORE 1— ,
puis [
He COM) — ha)
où le diviseur est infini par ce qui précède.
Quand les termes de la série (1) n’ont pas tous un même signe, ni des valeurs numériques <[1, ils finissent néanmoins par satisfaire à cette double condition, et l’on raisonne de la même manière en négligeant pour un instant ceux des premiers facteurs de P, qui ne la remplissent pas.
67. La règle que nous allons établir repose sur Ja comparaison des séries qu’elle intéresse avec la suivante |
où l’on a
(3) HG RE ee RES
expression dans laquelle «, b désignent deux quantités réelles invariables ne se réduisant ni l’une ni l’autre à un entier négauf, qui, par suite, est toujours réelle et conserve un signe constant à partir du moment où a + n, b + n restent positifs. La nature de cette série est déterminée par un théorème dont voici l'énoncé.
Quand on a (algébriquement) (4) a— b<—1,
la série (2) est convergente, et sa somme S', son reste KR, sont donnés par les. formules
ns HONTE G) De a—b+i
nr a+ (6) re purs F(a+i1, b, n).
Quand on a au contraire a — b5—1,
la somme de ses n premiers termes est infinie; par suite, ily a divergence.
I. Pour n infini la variante (3), qur conserve la valeur constante 1 quand a = b est, infinie ou infiniment petite selon
qu’on «a a — bo.
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Car on peut écrire
Ge DAT a — b a—b be nm) = (1+ ele)
et les secondes parties des facteurs entre parenthèses forment
toujours une série divergente (98*) dont les termes finissent par rester positifs ou négatifs selon que & — bZo (66).
IT. Sous la condition (7) a—bnon—= —1,
la somme S,, des p termes suivant le niè"e dans la série (2)
est exprimable par la formule
A EN
sh 5m, — b +1
En appelant À, B des valeurs inégales RÉ RES des paramètres @, b, lébalie évidente
donne généralement
DE or N 1) — — [F(A, B,N)—F(A,B,N—:1)}, puis en particulier F(a+1,b+1, N—1)= — Re [F(a+r,6, N)—F(a+1,6, N—:1)],
après les attributions A= a +1, B = b autorisées par la condi-
Uon (3).
Cette autre égalité évidente
donne donc
DEA
AE, N) — AD ECS [F(a+1, b, N)—F(a+1, 6, N —:)],
d’où l’on tire la relation (8) en faisant successivement N = nr +1 : n+2,..., nn —+H+p, puis sommant.
IT. Dans le cas spécifié par l'inégalité (4), la condition (5) est remplie, et la formule (8) donne pour la somme S, des nr premiers termes de notre série, écrite
ss Se F(a, b, TJ Sn 1
l'expression EAN ET Her | Dire De peor LE(E +1,00) ER 1)]
qui, pour À infini, tend vers
d'A at F(ac ton Re) D'2ESS HOT TS CL." DU
parce que la condition (4), ou bien (a + 1) — b Lo, donne imF(a+1:,b,n)=o (1).
De là résultent la convergence de la série, ainsi que la formule (5). La suivante (6) se déduit de la relation (8) en y faisant p infini, puis en remarquant qu'alors le premier terme de la différence entre crochets tend vers zéro, toujours à cause de
(a+1)— bd Lo.
IV. Pour a— b=> — 1, la condition (3) est encore remplie, et la formule (8) conserve sa validité. Mais comme alors on a
le premier terme de la différence entre crochets est infini avec 7 (D), S, aussi, et par suite il y a divergence.
V. Pour a—b=— —1, la formule (8) devient illusoire; mais alors d ne peut s’évanouir puisqu'on suppose & non entier négatif, 2 Q A b 2 A F(a,b,n)se réduit à » et notre série à | b+n b È b | | ED BÉAQUE +2 n 16
dont la somme est infinie (98*).
Dans une série (9) PRE Sd} Re. À pci rh en
dont les termes finissent par être réels avec un signe invariable, le rapport —2*1 du terme de range nr + 1 à celui qui le précède es PP A g n + q précède est une quantité variable qui finit par rester réelle positive, et qu’on Le Du ? 5 {T\ peut ordinairement considérer comme une certaine fonction À te) nn
ar a IT à ; : :
de la quantité positive > infiniment petite pour 7 infini.
Quand cette fonction tend vers une certaine limite p non —1, la série (9) est convergente ou divergente selon que pS1; car, en appelant p/ une quantité positive comprise entre p et 1, on fimit
D L Æe, a [ Es par avoir ul) (102*, VI).
uand on à ° — 1. nous ignorons ce qui se passe; mais le théo- P ) S q P ) rème de Gauss répond à la question dans un cas très vaste qui est
lui-même renfermé dans celui plus étendu où ü(=) Jinit par
Le | l 4 + AR \ Li étre développable en une série entière par rapport à + Nous
démontrerons effectivement la proposition suivante.
Quand on finit par avoir
Een EN L 1 \?
(10) Han Du(e D ES ren ent 0 À Piel En CE ur on n n
les coefjicients 31, g», ... étant naturellement réels, la série (9) est convergente ou divergente selon qu’on a
ou I. Dans le premier cas on peut trouver une quantité réelle g, donnant (algébriquement) A il
moyennant quoi le rapport (10) finit évidemment par demeurer
62 DEUXIÈME PARTIE. — FONCTIONS D’UNE SEULE VARIABLE. inférieur à la quantité, finalement positive aussi, / INTO £ g' \? 1 n UE). JR
LEON TES It
qui, pour 7» suffisamment grand, est précisément le rapport du (7 — G + 1)}°"° terme au précédent dans la série dont
est le terme général; G désigne ici quelque entier positif choisi assez grand pour que les quantités G — 1, G— g, —1 ne se réduisent ni l’une ni l’autre à un entier négatif.
Cette dernière série étant convergente (67), parce qu'on y a
d’où
la proposée (9) l’est également (102*, IV), et l’on obtient immédiatement une limite supérieure de la valeur absolue de son reste, en combinant les formules (9) du numéro cité et (6) ci-dessus.
Il. Dans le second cas, appelons 0 une quantité réelle non égale à un entier négatif el satisfaisant à l’inégalité algébrique
0 +1 52° Pour la série à termes finalement positifs
+ ,., + re 04-72
le rapport du (nr + 1)" terme au précédent,
0 = nt 00MT FAN OPEL 9 je Ex. nb ) TA Si > +R finit par rester inférieur au rapport (10), même quand g, = —1. Cette série étant divergente (98*), la proposée l’est forcément aussi (102*, V). \
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au n° 69, semble indiquer pour criterium de la convergence ou de divergence d’une série telle que (0), la nature spécifique de la
s I . . 5 fonction ü(:) pour les valeurs infiniment petites de … De plus
il épuise la question dans le cas où cette fonction est olotrope
CHER 0, ñn
À ce point de vue, il resterait donc à étudier les séries à termes positifs, classées d’après les phases singulières de diverses na-
f I I tures, dans lesquelles À (=) peut entrer en = —o.
Nous ne pouvons nous engager dans cette discussion; mais, dans un cas comprenant celui où cette phase est de nature rhizomorphe (153, inf.), on peut formuler la règle suivante :
Si l’on finit par avoir
u(i)=i+ Gi) er), n A n où les exposants 61, 6», ... sont des quantités positives croissantes quelconques (212, inf.), et où les coefjicients (réels) G,, Go, ... sont tous différents de o, la condition nécessaire et suffisante pour que la série (9) soit convergente est qu’on ait e,<1, avec G;, <o dans le premier cas, G; << —1 dans le second. Sa démonstration ressemble beaucoup à la précédente.
Propriétés générales de la fonction radicale simple.
71. Nous allons étudier les fonctions implicites w de x, engendrées par la résolution de chacune des équations entières à deux termes seulement, de degré quelconque m 0,
(1) un— gi— 0, TEUM—1= 0.
La première est binome par rapport à la fonction inconnue w, et se change en la seconde par la substitution à ? d’un entier négatif. Nous pouvons donc la considérer exclusivement, à condition d’admettre que l’exposant x peut y prendre indifféremment des valeurs
positives et négatives. C’est ce que nous ferons désormais pour plus de commodité.
Ces fonctions sont les plus simples des irrationnelles algébriques (32*) (305*), et jouent un rôle extrêmement important dans la théorie des fonctions implicites, ainsi que dans tout le reste de l'Analyse.
L'application des principes généraux (307* et suiv.) à ce cas parüculier conduit tout d’abord aux conclusions suivantes.
I. On peut, cela même d’une infinité de manières, trouver une paire de quantités x5, us qui ne soient nulles ni l’une ni l'autre et satisfassent numériquement à l’équation (1).
Il suffit effectivement de choisir arbitrairement une quantité
non nulle #,, puis de prendre #5 = w%, u9 = #%; car les égalités
évidentes mit ur donnent
(29 ut — æÿ = 0.
Nous aurions pu dire encore que, pour une valeur quelconque x, de æ, l'équation (1) se change en une équation numérique entière à une seule inconnue w, qu'ainsi elle admet au moins une racine wo (13), et remarquer que w, ne peut être nulle si æ, ne l’est pas. Mais il est tout aussi simple, et nous jugeons préférable, de rendre nos raisonnements indépendants de la théorie générale des équations.
II. La condition initiale
U = Uj pour T = Lo,
rendue admissible par l’égalité (2), ayant été annexée à l’équation (1), celle-ci définit une fonction implicite qui est localement olotrope partout ailleurs qu’en x =0o (115*, IV).
Soient en effet S; une aire limitée, de forme et d’étendue quelconques, qui contienne le point x, mais non l’origine x = 0, puis € £! deux quantités positives, la première inférieure à la plus petite distance à l’origine O, des points intérieurs à l’aire Sz, la seconde supérieure à la plus grande, puis encore v'< v” deux
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autres quantités positives choisies, comme on le peut évidemment, de manière à satisfaire aux inégalités
lm In Mn Ur (3) CRE MATE STE si À est positif, ou bien (4) v'm ErR, Lv//2 Be En
si À est négatif, puis enfin S, l’aire annulaire comprise entre les deux circonférences ayant l’origine O, pour centre commun avec ue v” pour rayons respectivement, aire évidemment limitée qui content #,, mais non le point # — 0.
Comme le premier membre de l'équation (1)est olotrope à l’intérieur des aires Sz, Sy, comme d’autre part sa dérivée première par rapport à w se réduit à mu%-t, fonction qui, quelle que soit x, ne peut s’évanouir que pour w — 0, valeur extérieure à $,,, la fonction implicite w existe et reste localement olotrope aussi longtemps que sa valeur ne s'échappe pas de laire S, (310*). Or c’est ce qui arrive aussi longtemps que x ne franchit pas les limites de l'aire S on y a les inégalités constantes
mode Er,
dont la combinaison avec les précédentes (5) ou(4)et l'équation (1) donne constamment aussi
v'< modu < v”,
UT. À partir de toute valeur initiale de x, Z;7<0, le développement de la fonction implicite w par la formule de Taylor admet au moins modx; pour rayon de convergence (Cf. 78,
IL, inf).
Car w est localement olotrope à l’intérieur de tout cercle décrit de x; pour centre avec un rayon quelconque inférieur à modæ; (I); de plus, elle est monodrome dans cette aire parce que celle-ci est imperforée (173*), et partant olotrope, à proprement parler (201*)
IV. Pour toute valeur de x 0, et quel que soit l’indièe k, on & di u u
(5) AUDE D (ue Æ 2 1)
dxk — x?
où nous avons posé pour abréger
m On trouve d’abord(311*) du LR PIC x RONA DT AOL dx mu’!-1 Fur ATOS
à cause de l'équation fondamentale (1).
Il vient ensuite pour une valeur quelconque de l’entier q
PSE TC LL 7 | u — — = — — — — ÿ} ps PET es 7 HET PACE æ1+1 Ù TL) 951?
relation dont la combinaison avec la précédente différentiée indé-
finiment conduit à celle que nous avons en vue.
V. Si donc on appelle w; la valeur atteinte par w en x = x;, la formule (5) donne pour le développement de cette fonction par la formule de Taylor à partir de x:,
UT Dj PRE Ne cream Et (6) AE PMR RL U; (LT 5)" T—%; +u(u—i).. (uk + ED) = > +... =; MATE Ê ( ) ( mu” les 1.9, /: fu 20 Tj }
en posant généralement pour abréger
m(m—1)...(m— +1) HV
4 nm DONRUD AN NTM ER RES (3) 2 ( ? ) [ 12676
VI. Siu se réduit à un entier positif (ou nul), la fonction u est encore olotrope en x —0, par suite indéfiniment (AE). Sinon elle y entre dans une phase singulière, en y étant méromorphe (29) quand w est un entier négatif, mais non méromorphe dans tous les autres cas.
Dans le premier cas, tous les termes du développement (6) qui sont postérieurs au (u + 1)" contiennent le facteur nul(u — 4); ce développement se réduit donc à un polynome entier en (x — xi) de degré x, et l’on a évidemment -
Ent 4 AN 1 Uÿ U= U;\ IE — = — æb.
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_ S1 uw était olotrope en x — 0 en dehors de ce premier cas, elle serait développable par la formule de Maclaurin
U—=QqXT+...,
où nous avons écrit seulement le terme effectif de moindre degré;
on en déduirait , um = ap rm +...
et l'équation (1) donnerait l'identité q Ag LIEN RT,
Or cette dernière est impossible; car, si » est négatif, le second membre n’est pas olotrope en x — 0, tandis que le premier l’est; si 2 est positif, l'identité des termes effectifs de moindres degrés dans les deux membres exige en particulier que l’on ait
TION
LM € : Fan ‘ : 4 d’où m—=H=—Q—un enter positif, contrairement à l’hypothèse.
Quand p est un entier négatif, on trouve comme tout à l’heure
monome infini, mais méromorphe, en x == 0 (152*). "Quand x n’est pas un entier, & n’est pas méromorphe et infinie
en æ — 0, parce que son inverse arithmétique, racine de l’équation
f mm = — L IL — s [72
A mr l 7 [2 S # pl 2.
où le rapport —— nest pas un entier non plus, n’est pas olotrope
binome
en æ — 0, comme nous venons de le constater (42).
VII. Æors le cas où p est un entier non négatif, mod x; est le rayon de convergence maximum du développement (6).
Car si ce développement admettait un rayon de convergence R > modx;, la fonction w, qui serait alors olotrope dans tout l’intérieur du cercle ayant x; pour centre avec R pour rayon, le serait
en particulier en x — 0, point intérieur à ce cercle. Or nous venons de constater le contraire (Cf. T8, ILE, inf.).
VIII. La fonction u ne peut s’évanouir pour aucune valeur CANON 0.
Ce fait est rendu évident par l’équation fondamentale (1); 1l résulterait encore d’un raisonnement identique à celui du n° 80,
IV (enf.).
72. Nous discuterons la série (6) pour les valeurs de x tombant sur la circonférence de centre x; et de rayon = modx;, en posant Gone V5 Rae".
Ti où modi—1, et en mettant les termes postérieurs au premier sous la forme générale
| LACET CH LU SRE pe (3) | TIRE | = u;F(— pu —1,0,k)0,
où F désigne l'expression numérique définie au n° 67.
Si y est positif, on a(— pi) Oo PER
(9) Flip —1, 0, 1) PRENONS
est convergente (loc. cit.) avec celle formée par les modules de ses termes, parce que ces derniers sont réels et conservent un signe constant à partir du moment où — 4 —1 + À reste posiuf. La série (6) jouit donc de la même propriété.
Quand uw est 1, ces derniers termes sont tous négatifs; il en résulte que, si 0 est réel positif, c'est-à-dire si x est située sur le segment rectiligne dont x;et o sont les extrémités, le module de la somme de la série (6) privée de son premier terme est précisément égal à la somme de la série formée par les modules des termes restants. Nous consignons ici cette observation de détail que nous aurons à utiliser plus tard (163, inf).
Pour æ — 0, on a 0 — 1, et la somme de la série (6) est — 0,
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parce qu elle se réduit au produit de w; par la somme de la série (9) augmentée de 1, c’est-à-dire par o (67, IL).
IT. Si p — 0, toutes les quantités (9) sont nulles, et la série (6) se réduit à son premier terme w;.
IT. Si p est négatif, il y a plusieurs cas à distinguer.
Quand x — 0, la série (6) est divergente avec une somme infinie; on a effectivement 0 — 1, et la série (9) a une somme infinie à cause de (—u—1)—0o>>—1 (67, IV).
Quand xznon — 0, le second facteur de l’expression (8) est infiniment pelt, constant (— 1) ou infini, pour Æ infini, selon qu’on a (—u—1)— 00, c’est-à-dire UE — 1 (67,1).
Dans les deux derniers cas la série (6) est divergente parce que son terme général n’est pas infiniment petit. Mais dans le premier elle est convergente à cause de mod0 = 1 avec À non — 1, parce que le second facteur dont il s’agit finit par conserver un signe constant et par décroître numériquement sans cesse (100*).
La combinaison de ces conclusions avec le théorème du n° 126* montre que, méme dans ces cas extrêmes, la série (6), pourvu qu'elle soit convergente, a toujours pour somme la valeur acquise par la fonction u au bout d’un chemin ayant x; et x pour derniers sommets. En x — 0 toutefois, il faut avoir égard à ce que nous dirons plus bas (103, énf.) sur la variation de la foncon w qui, en général, n’y est plus olotrope.
13. Nonobstant ce qui vient d’être observé, nous n’emploierons Jamais le développement (6) que sous la condition de rigueur
mod(æ— x;)< modx;.
En procédant ainsi nous aurons toujours des séries de convergence certaine, et surtout nous ne serons pas exposés à atteindre la valeur x — 0 pour laquelle notre fonction cesse habituellement d’être olotrope.
Sur un même chemin donné, issu de la valeur fondamentale x, de +, la valeur de la fonction w ne dépend jamais que de celle de
. nm CE . la fraction ea nullement de la forme de cette dernière, et aussi de
sa valeur fondamentale w, qu’on peut choisir de plusieurs ma-
nières; c’est ce qui résulte des diverses observations faites au n° le Nous représenterons donc provisoirement la valeur que w acquiert
J m Le en sous-entendant qu'il s’agit d’une valeur fondamentale de w et d'un chemin, tous deux préalablement définis.
en æ par
74. La plupart des propriétés générales de la fonction f résultent des combinaisons variées des formules fondamentales que nous
allons établir.
Si, appelant x!, x", ...,ax(8), g variables indépendantes cheminant arbitrairement à partir des valeurs fondamentales CNE RRAAIQN Ter ésenLe DR
les déterminations de la fonction f CE 2) qui correspondent
aux valeurs fondamentales (g) U4, 7 US HARRIS
et si K', K', ..., sont g exposants entiers de valeurs et de signes quelconques, on a l’identité
n IK' 1/4 f n K 2 " KE (10 RER TER | — SANT. LATE Ver ( AE ) HE )] E m°
le premier membre étant, bien entendu, la valeur de la fonction
En
n \ à FAR LU ; u = (5 ) au bout du chemin décrit à partir de
Fy = LOT OMRTREE par QD EAST cette fonction u partant de la valeur fondamentale
ui UE
En élevant à la mième puissance le premier membre de la rela-
POI
[Il en résulte que-ces deux membres sont des racines de la même
résultat (z'Ÿ x
équation en U (11) CPC ER 0
dont le premier membre est fonction olotrope de U et des g variables indépendantes x, x”, ..., x(8) puisque chacune de ces dermères ne prend jamais la valeur 0. D'autre part, les valeurs initiales des deux membres de la relation (10) sont égales par hypothèse, de plus non nulles, et par suite n’annulent pas mU”-1 dérivée première par rapport à U du premier membre de l'équation (11). Ces deux racines de l'équation (11) sont donc égales quelles que soient x’, x”, ..., x(8) (310*), ce que nous voulions prouver.
15. En appelant K,;, K:, ..., K, des exposants entiers de valeurs et de signes arbitraires, on a, au bout d’un méme chemin quelconque issu de x,, l’identité
A. SEE 08 mi M De n Ki 7e Kg = 7: ne T … sé er > T ) 1 £g
pourou seulement que cette relation ait lieu numériquement
CRT — Lo. ù Si, posant
M M M = Mn M9 2 - Me M, = —, PE M, — , 1 2 £ 1 £ À mt: Por
on élève à la Mine puissance le premier membre mis préalablement sous la forme équivalente (73)
f (2 I; ET KeMeng ),
et les divers facteurs du second semblablement transformés, on
1) DEUXIÈME PARTIE. — FONCTIONS D’UNE SEULE VARIABLE. obtient les résultats identiques xWiMini+. $ rKyMons, (GANT SUR (aMene Ke,
En d’autres termes, ces deux membres sont des racines de la même équation UM — gKiMni+...+KoMong — 0,
dont les valeurs fondamentales en x, sont égales. D’où l’on achève la démonstration comme ci-dessus (74).
16. Si ni est une autre fraction à termes entiers, le second positif, on a au bout d’un chemin quelconque l’identité ! \ L \ n ln nn — —s 2) l'E fl RE ) (5 m }
ourpu toujours qu'en &, cette relation ait lieu numérique- P 0
ment.
On raisonnera de la même manière, après avoir observé qu’en
élevant le premier membre à la puissance mit", puis à la puissance me, et le second à la puissance (nem/)°"€, où obtient les
résultats identiques (+*}"! et æ2/#, F' n AL PERS , k Dr.
Quand Se réduit à un entier, cette relation équivaut à un cas
particulier de l'identité RON
11. Les énoncés se simplifient, les résultats s’élargissent en
k us ; : ) te n même temps, par la substitution à la fonction implicite f (2; æ) |
d’une autre pseudo-fonction au moyen de laquelle elle s'exprime
très simplement.
Moyennant l'égalité (2) l’équation fondamentale fo peut s’écrire
u\/”n T\rn CRC Uo To d’où la formule évidente
UT — ER
que précise (sur un chemin convenable) la condition initiale évidemment admissible U = 1 pour 1441.
. . . . nm Nous dirons aussi bien avec une autre notation, que (2, 2) est ce que devient la fonction & quand on prend x, = uo=1, c’est-
à-dire {a pseudo-fonction ayant pour premier développement la série (7) pour
M— kH, A , Cor).
Désormais nous considérerons plus volontiers 1a pseudo
fonction d(m, x) dont le premier développement commence à ” . . TL wi LT Æ5— 1, et s'obtient en substituant =" To même série (7), mais où nous supposerons que M représente une quantité quelconque (réelle, commensurable ou non, ou bien
imaginaire ). Voici les premières observations à faire à ce sujet.
— x — 1 à t dans cette
I. Cette série est entière en £, et ses coefficients sont des polynomes entiers en M, de formes spéciales, dont tous les coefficients sont réels.
Il. Pour t —0, et aussi pour M— 0, on «a toujours CGR ER EE à
IT. Sauf le cas où M est un entier non négatif, la série (5) a 1 pour rayon de convergence maximum.
Car alors elle est illimitée, aucun de ses coefficients ne pouvant s'évanouir, et le rapport du (4 + 1)" terme au kAï®* se réduit à
ML CT
MU
quantité dont, pour x infini, le module a pour limite mod, quel
que soit M. S1 donc mod£ est > 1, le module du terme général finit par croître sans cesse, et 1l y a divergence. Si l’on a au con-
traire modé<1,
le module du terme général est fini parce qu'il arrive à décroître sans cesse. D'où l’on conclut (114*) que la série admet pour rayon de convergence toute quantité positive inférieure à 1, par suite 1 aussi.
IV. La série(5) peut étre mise sous forme d’une série entière en M, c endistinctement, dont les rayons de convergence sont le premier illimité, le second = 1.
Si M, 7 désignent les modules de M, t, la somme de ceux des termes élémentaires du développement du terme général de notre série en un polynome entier par rapport à M, £ est évidemment
k, LOT
c’est-à-dire le terme général de la série 9(— M, r —+). Cette dernière étant convergente quel que soit M pour + < 1 (LIT), le point en question est une conséquence immédiate du théorème du n° 107*.
En ordonnant cette série par rapport à M, et posant ainsi (14) (M, 1+é)=1+ Aim+ Aom+...,
les coefficients A,, À:, ... sont des fonctions de t, d’une forme très simple que nous indiquerons tout à l’heure (85, inf.).
19. La fonction d(M, x) se réduit toujours à x", pour Mentier (positif ou négatif). Car, par définition, son premier développe-
ment o (M, 1+æ—1)estalors en fait celui même de ce monome, construit par la formule de Taylor à partir de x = 1 (177*).
À l’aide du lemme suivant nous lui étendrons immédiatement, pour toutes valeurs de M, les propriétés générales trouvées aux n% 74 et suivants, pour des valeurs réelles commensurables de ce paramètre.
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Soient RE CDR
un polynome entier de degrés m, n, ... par rapport aux h M DIET, y, .., et
sn
hgroupes de M= m,N>n, ... valeurs numériques de ces diverses variables, dans chacun desquels deux quelconques sont inégales. On a identiquement
(15) PT RENE 0; si l’on a numériquement
(16) P{xi, y;, .)—=0,
pour toute combinaison de valeurs des indices à, 7, ....
Pour —1, le point en question a été établi antérieurement (412*, IT). Si ensuite on le suppose démontré pour À — 1 variables, et si l’on nomme
(17) Re PACE ES, 0 1240 Pm(J HD
Dr oélicients der, æ, :..,,x7 dans P(æ, y, ...) ordonné par rapport à æ, les conditions (16), jointes à ce que nous venons de rappeler pour À —1, montrent qu’on a les égalités numériques
LORS ANR SRE Dr PAR ETS
pour toute combinaison de valeurs des h — 1 indices 7, .... L'hypothèse faite à l'instant entraîne donc la nullité de tous les coefticients des polynomes (17) et par suite l'identité (15), puisque l’ensemble de ces coefficients est précisément celui des coeffini deP(x, y, ...).
Notre théorème démontré directement pour À — 1 s'étend donc ME den — 2,3, ....
On en conclut immédiatement l'identité
En supposant praticables pour la pseudo-fonction
tous les chemins à considérer, point que nous éclaircirons dans un instant (IIL, nf.), nous aurons ce qui suit.
I. Cette fonction satisfait à l'équation différentielle d'ordre quelconque k
du u (18) ré CN — 1), CTESESERS
4 ma \
Pour toute valeur réelle commensurable mn —H du paramètre M, le premier développement de L{(nt, x) satisfait certainement à celte ; : , ; n 5 :
équation, car 1l est alors celui même de 1e z), construit sous
la condition numérique x5— U9—1, qui salisfait, comme nous l'avons vu, à l’équation (5), forme correspondante de celle-ci. D'autre part, en substituant à w le premier développement
de Ÿ(m, x), savoir o (it, 1 RENE série dont tous les coeffi-
. 0 A I L4 clients sont des polynomes entiers en Mt, à LE SON développement
par la formule de Taylor à partir de x — 1, les deux membres de cette équation se transforment en des séries entières en (æ — 1) dont les coefficients sont tous évidemment aussi des polynomes
; D. : Fe n entiers en M; et l'égalité identique de ces deux séries pour it —
entraîne l'égalité numérique indéfinie pour les mêmes valeurs de it, des polynomes entiers qui dans les deux membres servent de coefficients à des puissances semblables de + — 1. Les valeurs inégales de ce genre qu’on peut attribuer à M étant en nombre évidemment illimité, les polynomes dont il $’agit sont égaux entre eux pour toutes valeurs de it (79); par suite, les premiers développements des deux membres de l’équation (18) sont égaux identiquement pour toutes les valeurs imaginables de mt. Tous
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leurs développements ultérieurs sont donc aussi identiquement égaux (177*), ce qui est précisément le point à établir.
IT. Ainsi qu’au n°71, V,on en déduit immédiatement pour le développement de d(W, x), à partir de x = x;,
À EX — Dj (19) V(m, æ) = u:v (n, 1 + —— »
où w; représente toujours la valeur acquise antérieurement par MUbiE)en r;.
UT. Pour tt non entier nul ou positif, la série ©(M, 1 +— £) ayant 1 pour rayon de convergence maximum (78, III), e développement (19) reste valable pour toute valeur de x intérieure au cercle de centre x; et de rayon = modx;, et cesse, de l’être en dehors.
Il en résulte évidemment qu’on peut arriver par cheminement à toute valeur de x non nulle, en d’autres termes que d(W, x) est localement olotrope partout ailleurs qu’en x = 0.
Mais cette fonction cesse d’être olotrope en x — 0, car autrement elle le serait indéfiniment, et le rayon de convergence du développement (19) serait illimité (206*) au lieu d’avoir mod; pour valeur maximum.
Pour elle comme pour f (7, æ), les seuls chemins praticables
sont donc ceux dont aucun sommet ne coïncide avec l’ortgine O;, et dont la longueur de chaque côté est inférieure à la distance de son sommet antérieur à cette origine.
IV. Pour aucune valeur de x non — 0, la fonction 4 ne peut S’évanouir. Car, si l’on avait u;—0, on aurait, d’après la formule (19), Ÿ(M, x) = o identiquement, ce qui n’est pas, puisque son premier développement contient certainement des coefficients
non nuls.
V. On notera que la série @(M, 5 +4) n’est pas autre chose que la valeur de L(nt, x) à l'extrémité du segment rectiligne allant
DT à x — 1 + é.
VI. En considérant le paramètre M comme une seconde variable
indépendante, et en ayant égard à l’alinéa IV du n° 78, la fonction Y(M, x) est localement olotrope pour toutes valeurs de m associées avec toutes celles de x, sauf x = 0.
81. L’arufice employé ci-dessus (80, T) fournit aussi facilement l'extension à la pseudo-fonction Ÿ(W, x), des propriétés générales
; . + n À de la fonction implicite f(£ )nm I. Avec les notations du n° T4, on a identiquement (20) Om, Eee...) —[b(m, &')É TU Cm, æ')JE"…,
pourvu seulement que la notation du premier membre s'ap-
plique à la valeur de Ÿ(m, x) au bout du chemin que font
TREK
décrire à x = x“ x"""... les marches simultanées de xx
G'PAFLITILO NE
, D \ . r nm Quand M se réduit à une quantité commensurable quelconque —; m
cette relation est un simple cas particulier de l'identité (1 0) parce
OUboUL Ep — rie
.. —1 les deux membres prennent les valeurs initiales 1 — 1 14"...
Comme, d’autre part, les premiers développements des deux membres en séries entières par rapport aux différences æ'— 1, x'—1, ... ont évidemment pour coefficients des polynômes entiers en M, leur identité pour commensurable impose la condition d’être numériquement égaux pour toute valeur de ft réelle commensurable, à deux quelconques de ces polynômes servant de coefficients à des termes semblables dans le premier membre et dans le second.
Deux semblables polynomes sont donc égaux quelle que soit la valeur du paramètre M (79), d'où résulte l'identité (20) pour les premiers développements de ses deux membres, et par suite pour tous ceux qui peuvent lui succéder (177*).
Il, Zn conservant les notations du n° T5, on a au bout d’un méme chemin quelconque, et cela quelles que'soient les quan-
(21) LKR +... + Kotte, 2) = [4m æ)]6...[h(me, æ)]Ke.
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Même raisonnement fondé sur ce que les premiers développements des deux membres ont pour coefficients des polynomes entiers en M4, ..., M4, et sur ce qu'ils sont égaux identiquement, pour toutes les combinaisons de valeurs réelles et commensurables de ces quantités (75).
IIT. On a de même, pour toutes valeurs de "1, w, dm, dm, æ)]= L(m'm, +).
Même raisonnement (76).
82. La relation générale Cr permet de mettre sous une forme remarquable la formule de différentiation (18).
En y prenant g — 2, K;——K:=—1, M, —m, nt: — #, elle donne DONATION EN ee bm— A, x) — HT ape AO.
On en conclut
dk dim, x) ,
(22) . = MOM—I)...(m—£ +i)b(m— Ex, x).
83. Quand 1 n’a pas la valeur — 1, le changement de 1 en M + 1 et l'hypothèse Æ — 1 réalisés dans la formule (22) don-
nent en intégrant
si V(m+r, x) __æp(m x), 8 SÉCm, x) dr FA + GC RER + G (81, IT).
Pour M——1, cette formule devient illusoire : (MW, x) se
LA = 1 I Li , Q À L4 e réduit à —» et l'intégrale est le logarithme népérien dont nous parlerons longuement plus tard (Chap. V, ënf.).
S4. Cette autre propriété caractéristique d’un genre tout différent nous sera bien utile aussi.
Si Les quantités cs. Li, %i, Tir,
forment une progression géométrique de raison q, les valeurs
correspondantes de 4(w, x) en forment une autre de raison
Car (en supposant ces valeurs de x suffisamment rapprochées) les égalités
Di Titi = y Ti-1 Vi donnent oo Vi Li: Titi Vi re, Ti Ti A É d’où (80, IT) U; U; = = He, “(MONET Uj- Ui
85. Maintenant il nous est facile de calculer les coefficients de la série (14). Gomme (M, 1+6) est la valeur de L(m, x) à l’extrémité du segment rectiligne allant de x =1 à x —1+t, lidenité (21) donne, pour g —2, K;—=K:=1,11, =, M =,
En égalant les coefficients de 2 dans les deux membres, celle-ci donne
A LE 1+{)= A;o(m, 1+é), ;
d’où, en égalant encore les coefficients de 47",
kAz = A1 Ax-1, puis immédiatement
D'ailleurs on a visiblement A, = T, si pour plus de commodité
on pose T t 12 L
Il en résulte finalement
T T m2 D ne
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formule qui met en lumière le point de contact fort étendu, existant entre la présente théorie et celle des transcendantes exponen-
tielles et logarithmiques (Chap. V, inf.).
86. La comparaison des valeurs finales acquises par d(1, æ au bout des divers chemins qui peuvent conduire x de Lo(—= 1) à une même valeur finale X est une question d'importance majeure que domine cette première observation.
Deux chemins conduisent h(n, x) (et toutesses dérivées) aux mêmes valeurs finales, quand ils ne sont pas séparés par l’origine Oz, c’est-à-dire quand il n’est pas nécessaire de faire franchir ce point à l’un des deux chemins pour l’amener à coincider avec l’autre par déformation progressive.
Car Ÿ(M, x), étant localement olotrope partout ailleurs qu’à l’origine æ — 0 (80, IIT), l’est nécessairement à l’intérieur de l’aire à faire balayer par l’un des chemins pour l'appliquer sur l’autre, puisque cette aire est supposée ne pas contenir ce point (173*).
La même observation s'applique évidemment à deux chemins de première extrémité commune x; quelconque, pourvu toujours que d(m, x) (et ses dérivées) partent de x; avec les mêmes valeurs initiales pour l’un et pour l’autre.
81. Quant aux chemins séparés par l’origine, ils peuvent être ramenés comme :1l suit à des formes facilement comparables.
Renfermons l’origine dans quelque aire limitée par un contour fermé ne se coupant pas lui-même ou anneau [Oz], et traçons de x, à X quelque chemin [ToZ X] passant par un point 4, pris arbitrairement sur l’anneau. Il est visible que tout chemin tracé de x, à X peut, sans franchir l’origine, venir s'appliquer sur celut qu'on forme en plaçant bout à bout, d’abord le premier tronçon [xo&4,] du chemin [x æ(1X], puis l'anneau [O1] parcouru de x, à &y1, dans un sens de rotation et un nombre de fois convenables, puis enfin le dernier tronçon [x,X] du même chemin [xx X]. Il en résulte (86) qu'au point de vue des valeurs finales de Y(w, x), le premier de ces chemins équivaut au second.
Ïl est encore visible que deux chemins du genre de ce second
PNEU
sont séparés par l’origine, quand ils ne diffèrent l’un de l’autre que par le nombre ou le sens des révolutions à faire sur l’anneau. j
IL nous reste donc seulement à comparer les uns aux autres les divers chemins formés en compliquant le parcours du même chemin [æçæu, X] que nous dirons simple dans un sens relatif, par des révolutions de sens et de nombre quelconques, exécutées sur le même anneau [O, |] intercalé entre ses deux tronçons.
Les deux sens opposés dans lesquels un observateur peut marcher sur l'anneau se distinguent par cette circonstance, que dans l’un il aperçoit l'aire extérieure toujours dans la direction où, regardant l’origine d’un point de la parte positive de l’axe OX, il vérrait celle de OX’ (à sa droite, pour la disposition relative des axes convenue au n° 92* bis), que dans l’autre il aperçoit toujours cette aire dans la direction opposée.
Nous dirons le premier sens de rotation direct, le second rétrograde.
Nous observerons encore que les deux tronçons du chemin simple ayant été tracés une fois pour toutes, /a forme de l’anneau [O4] (non le sens de son parcours) est sans influence sur la valeur finale de Ÿ(w, x). ù
Car deux anneaux qui l’un et l’autre partent de æu, pour y revenir, et qui, bien entendu, sont parcourus dans des sens de rotation identiques, peuvent être regardés comme deux chemins de mêmes extrémités, que l’origine ne sépare pas (86).
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extrémité du premier tronçon du chemin simple, puis (24) Dhs (2) +.) Ts (4)
les sommets du chemin constitué par l’anneau, écrits dans l’ordre où on les rencontre en y faisant une révolution directe, et
Ut) Us +.., Us, Uf)
les valeurs correspondantes de w.
La formule générale (19) donne
Ui+1) — Uçi) ri), en posant pour abréger
T(i+1) — Li (25) a = 9 (m te) T(i) On en déduit successivement Ma Pas Us = Pine, +.., Us) = P(s-1) Us), U(T) = Vs) Us); puis (26) ut = P.u, où (27) P = PP... 045.
Comme, en vertu de la formule (19), les développements de Ÿ(m, x) à employer pour repartir de T1, d'abord après le simple parcours du premier tronçon [Lo Ze ], ensuite après le même parcours allongé de celui de l’anneau, sont
CT — T1) U(1,® M, L
(1) et
la relation (26) montre que les coefficients du second se réduisent aux produits de ceux du premier par la constante D. La valeur de d(m, x) sur le second troncon [ZX] précédé de l’anneau, s’obtiendra donc toujours en multipliant par ® sa valeur au même point de ce tronçon non précédé de l'anneau (177*). Il en résulte
notamment
IL. Comme aucune restriction n’a imposé une forme spéciale au chemin [xæa, X], dont la qualification de semple est purement relative, la formule précédente montre que l’addition d’un anneau direct à un chemin quelconque, multiplie simplement par ® la valeur finale de (M, z).
Le chemin qui conduit w à U(+2) résultant de l’addition d’un anneau direct à celui qui a donné u = U(f", on a, d’après l’observation précédente, |
UH2 = PU — PU,
et de même UH3 = DU+2) — 3 U,
0 + 6 + à 0 e'nle) 6/4 ae eee RER
(29) Ut) = PAU.
III. En partant de æ{1, pour y revenir, après avoir parcouru l’anneau d’abord une fois dans le sens rétrograde, puis une fois dans le sens direct, on marche sur un chemin fermé qui peut évidemment être réduit à des dimensions insensibles sans franchir l’origine. En adjoignant donc un pareil contour au chemin simple, on laisse celui-ci équivalent à lui-même. En d’autres termes, l’adjonction d'un anneau direct à un chemin formé par le chemin simple allongé d’un anneau rétrograde le rend équivalent au chemin simple, d’où (Il)
U = UT
D'ailleurs ® ne peut pas être nul, car autrement Ut#1) le serait
d’après la formule (28), ce qui est impossible (80, IV); on a donc
relation à laquelle on arriverait encore en faisant à rebours les opérations de l'alinéa I (après s'être arrangé de manière que le cheminement inverse fût praticable).
De là, le raisonnement de l'alinéa IT conduit à la formule
Ut = p—4U
formant avec (29) l’équivalent de la relation générale (23) quil fallait établir.
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IV. Considérons enfin deux anneaux directs quelconques TOxl, "TOx],
sur lesquels nous marquerons à volonté les points /x4,,, "x(,, respectivement, et, par ces derniers, traçons de x(,, à X deux chemins non séparés par l’origine.
L’équivalence de ces deux chemins simples entraîne évidemment celle des deux chemins formés en les compliquant des deux anneaux /[O;|, "[Oz] respectivement. Si donc on appelle U la valeur finale donnée par l’un ou l’autre des chemins simples, et'®, 1 les multiplicateurs correspondant aux deux anneaux, on a
BU —"ŒU, d’où TD == ,
à cause de Unon—o. La valeur du multiplicateur ®, étant la même pour tous les anneaux, ne dépend ainsi que de celle du para-
mètre NN.
89. Rien n'empêche de donner à Æ révolutions rétrogrades exécutées sur l’anneau [O,] le nom de révolutions directes en nombre — k. D’après cette convention et le théorème précédent, les valeurs finales de Y(M, x) au bout du chemin simple, compliqué d’anneaux directs en nombres
SR een TN root PARAIT 1, 2,
sont respectivement les termes de la progression géométrique de raison ®, indéfinie dans les deux sens,
(30) .…, DU, &IU, HU=U, U, U, 90. En représentant par ® (im) la valeur du multiplicateur ® qui
correspond à la valeur M du paramètre de la fonction d, on a,
d’après les formules (27), (25),
La) — XL La, — Lun) — (639 Dm) = g(m, 1 +200) em, 1 + (3) 2)... (m, 1-5 76) a). (2) T(s)
Ceite quantité D(M) est donc développable en une série entière en M, dont le rayon de convergence est illimité; chaque facteur du second membre jouit effectivement de cette propriété
IV) (416*, VII
En particulier, D(W) est une fonction indéfiniment olotrope
de m (140*).
91. Avec les notations du n° 81, IL, on a (92) P(Kin+...+ Kms) =[P(m)]h...[p(me)]fe.
On obtient immédiatement cette formule, en calculant au bout d’un même anneau direct les deux membres de l'identité (21).
Discussion numérique de la fonction d(m, x), quand son paramètre m est réel.
92. Le seul cas qui nous intéresse en ce moment est celui où est un nombre fractionnaire; mais nous l’élargirons un peu, en supposant désormais que ce paramètre se réduit à une quantité réelle quelconque .. Il en résulte, pour notre fonction d, plusieurs propriétés essentielles ; nous les rassemblons dans ce paragraphe,
où le numérotage des formules prolonge simplement celui du précédent.
En appelant s une quantité réelle 1 en valeur absolue, et Vb(u, æ +ex) la valeur que prend notre fonction, quand on passe directement de x à x + ex,en partant du premier de ces points avec la valeur Ÿ(x, x), on a
(33) Vu, æ+er)= H4(u, >),
A e , CC > c- es où H est une quantité positive 1, selon que le produit pe est=0.
1. Pour des valeurs réelles de t (numériquement <1), la somme de la série o(u, 1+t), qui l’est évidemment aussi, est 17 SL IONS , > une JUAN A selon qu'on «a pizo.
Le second de ces trois points étant évident (78, Il), supposons
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PT
d’abord que uw soit >> 0, mais inférieur à 1 ainsi qu’à ? |
pe » en appe-
lant 7 la valeur numérique de £, puis considérons la série
He
Il 1.2
dont les termes décroissent évidemment sans cesse et sans limite, en valeur absolue.
S1 £ est positif, tous les termes sont positifs et négatifs alternauvement à partir du premier, la somme de la série est une quanuité positive (101*), et o(u, 1 +t)= 1+6 en est une autre > 1.
S1 & est négatif, tous les termes de la série (34) le sont aussi, et la somme de leurs valeurs absolues, inférieure à
ns)
LT SE /UTS OUT NE LL
SE l’est à fortiori à 1, en vertu de l'hypothèse faite sur la valeur deu; G est donc une quantité négative dont la valeur absolue est 1, eto(u, 1+ ét) —1+ 6 est une quantité positive T1.
La même conclusion subsiste pour toute valeur positive de nu;
me Le BSiI 0]
aarrok
car, en appelant K un entier positif > pu et >
el ———; à cause de o(u, 1+1)=4(ux, 1 +4)(80, V), on a donc
(81, 11) | o(u 1+1)= É (£ ve JT
où, par ce qui précède, la quantité entre crochets est positive, et Z1 selon que £ est Z0.
En supposant enfin n<<0, — pu est 0, el l’on vient de voir que w(— u, 1+t) est positif et Z1 selon que £ est Zo; on a donc
(81, DIET et <i.
(tu, 1+é)
J [= E(—k, Lc(és)
Il. La relation (33) est maintenant évidente (80, IT), à cause de
De là, cette conséquence graphique évidente : Quand le
point æ se déplace sur une demi-droite fixe issue de l’origine Ox, le point u = Vu, x) se meut aussi sur quelque demidroite fixe issue de l’origine O,, et, par rapport.à leurs ortgines respectives, les mouvements simultanés de ces deux points sont de sens identiques ou opposés selon qu’on a uZo.
Ces deux points traversent toujours en même temps les circonférences de rayons 1, ayant les origines pour centres (95, énf.).
94. Le point x, — 1 se trouvant sur la partie positive de l’axe des quantités réelles, ainsi que toute valeur positive de x, on peut atteindre cette dernière par un cheminement exécuté exclusivement sur cette demi-droite, et chaque accroissement attribué à x sera de la forme ci-dessus ex. Comme on part de 3 = x, = 1 avec la valeur initiale réelle positive Lu, 1) = e(u, 1H+o)= 1, Papplication répétée de la formule (33) montre que la valeur atteinte par Yu, x) sera toujours aussi réelle positive.
Cette valeur positive de Ÿ(u, x) est unique, parce que tous les chemins de mêmes extrémités, dont les sommets appartiennent à la partie positive de l’axe des quantités réelles, s'équivalent évidemment.
95. Quels que soient la valeur de x, de module Ë, et le chemin Suivi pour y arriver, On &
(55) mod®(p, æ)= %(p, 6),
valeur positive atteinte par du, x) partant de Lu, 1)=1, quand on chemine de 1 à £ sur la partie positive de l’axe des quantités réelles (94). D'où en particulier, pour modæ = 1,
mod®(y, æ)= Yu 1)=1.
S1 + désigne la quantité conjuguée à x, on a sans cesse (73*)
Et AD te
et par suite (81, I) CH e)= (Um D}Y (1, €) = [YCu, E)T2.
Mais les facteurs du membre médian sont évidemment des quantités imaginaires conjuguées, parce que æ, *t le sont sans.
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cesse et que k est une quantité réelle. Leur produit est donc égal
à [modd(n, x)[?, d’où [mod®(u, æ)P= [Cu 8 P,
relation qui entraîne la proposée (35), parce que les deux membres de cette dernière sont des quantités positives.
96. Ainsi donc, au point de vue graphique, quand le point x se meut sur une circonférence [| Oz, £]| ayant l’origine O, pour centre et & pour rayon, le point u—= Ÿ(u., x) se meut sur la circonférence [| Os, v] de centre O, et de rayon v = 4(u, Ë).
De plus, les mouvements simultanés de ces deux points sont de même sens (direct ou rétrograde), ou bien de sens con-
a à > traires, selon que w estZo.
En passant de æ; à x;,, par la droite qui joint les points correspondants, on marche dans le sens de mi direct ou rétrograde selon que le second élément du rapport - est positif ou
négatif (98, I, ënf.). Si donc la quantité miest RTE voisine de x;, la relauon
(35 bis) EU Hi (e, 1 + CEE #)
Uj Zi
montre facilement que le second élément du rapport des valeurs correspondantes de d(u, æ) finit par conserver le signe de celui
Ti . LL L L1 L] , L1 de —— ou bien le signe contraire, selon que nest positif ou négatif. Ti
it À Ti
Car, si l’on nomme #/ Le premier élément de 177% — T1 5,
P æi Ti et £” le LANCE
immédiatement Ti+1— Li ; it" ? SNS = EU 1+/+uH)=o(u, r+r)olu, dat HUIT =etite) fie el (@Ln,
parce que w(u, 1 + t) n’est pas autre chose que le premier développement de d{u, 1+ 4). Or o(u, 1 + 1) est réelle positive, et,
à cause de limt”— 0, le second élément
4 FL en " 3 E{ l jee 1)(pe en l ) +
NT Tu 1.200 [+
de la quantité entre crochets a un signe final évidemment identique à celui de LR
. k _ ' A 2 IS Le rapport des vitesses angulaires des mêmes points est égal à |p| valeur absolue de na.
Car la relation (35 bis) donne encore
mOd(Uir1— Uj)
lim
U mod(Z;r1—%i) fe £?
d’où VIN
Ms
Vz, Va désignant les vitesses absolues de ces points.
Quel que soit u, on a modæ(u
Car le module de Ÿ(4, x) ne dépendant que de celui de æ (95), et nullement du chemin suivi, adjonction d’un anneau à ce chemin ne peut que multiplier par 1 le module de la valeur finale de notre fonction.
98. La suite de la discussion de (x) exige certaines constatations numériques auxquelles il faut préalablement nous livrer.
I. St a est non nul et b non réel, le passage de a à ab, sur la droite qui joint ces deux points, s'effectue dans le sens de rotation direct ou rétrograde, selon que le second élément de b est positif ou négatif.
Si à désigne le module de &, la chose est évidente pour le passage de « à ab, toujours sur la droite joignant ces deux points; elle
. . (42 < a est donc vraie aussi pour le passage de à X = —=4aà ab x< a = ab,
. È : À «a parce que la multiplication de « et de «b par la même clef — ne
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fait qu'imprimer à l’ensemble des points correspondants une certaine rotation autour de l’origine (86*).
IT. Pour faciliter le langage, nous appellerons un instant primaire, toute quantité ayant ses deux éléments positifs, et aussi pente d’une pareille quantité, le rapport (toujours positif) de son second élément à son premier.
1° Deux quantités primaires a—= a +ia, b—b+i0" de pentes w, 4 étant données, leur produit a toujours son second élément positif, et son premier élément est négatif, nul ou positif selon qu'on a
PE
Dans ce dernier cas, le seul où le produit soit ausst primaire, sa pente est supérieure à © + y.
On peut effectivement écrire ab =(i—wy)a' b'+1i(w +y)a'b",
et dans le dernier cas on trouve pour valeur de la pente du produit la quantité
A NE Pr
met) à ° . «a . ° . Fe + 2 Sim > 4, le quotient = est primaire et de pente inférieure àw— "7; Car on a de même a a'b" a'b'
Fe (I —+- w}) PERS PE — (TS — y) br pre’
et la pente de ce quotient est la quantité
TR
Demi a L
3° St les quantités (36) Œi; do,
ur
sont toutes primaires, ainsi que les produits de 2, 5, ..., g d’entre elles prises au hasard, la pente de leur produit total
dido... Ag
diminue toujours, quand on diminue celles de quelques facteurs sans augmenter celles des autres.
L'observation ci-dessus (1°) rend ce point évident pour un produit de deux facteurs, puis pour un produit de trois facteurs, considéré comme le produit partiel de deux d’entre eux par le troisième; et ainsi de suite.
4° Pour que tous les produits à à 2, 3 à 3, ... des quantités primaires (36) soient aussi primaires, il suffit que les seuls produits partiels Ai, Al, ..., A2... A le soient tous. | La pente de a, a; surpasse la somme de celles de a, et de a, Gi pour la même raison celle de Gi Ao@3—(@i4>)as surpasse la somme des pentes de &,, &>:, &3 et, à plus forte raison, chacune d'elles. On en conclut (2°) que les produits ads 1 A2 A3
di d3 —
Œo A3 — di do
sont comme &, a, tous deux primaires.
En considérant ensuite le produit a, a>a3a,, on prouve de même que &3@, y @5, A2, SOnt primaires COMME AG», A3» Ai A3) ainsi QUE A3 A, A A3 y, Ai Ao Q; ; et ainsi de suite.
0° Une quantité primaire À de pente quelconque I est décomposable en facteurs primaires dont les pentes ne surpassent pas la quantité positive w, st petite qu’elle soit, et dont les produits 2 à 2, 3 à 3, ... sont tous primaires aussi.
Si, a désignant quelque quantité primaire de pente #, les quantités
A A A A A, AZ A2 = .., Ag = —
ont toute imaires, On à sûrement & à uisque (2°) leurs sont toutes pr , g —> Puisq
pentes IT, IT,, ..., II, satisfont aux inégalités M <U— 0, MSI 0 <UI— 020, 0 NO
: IT À On peut donc assigner au-dessous de —>unentier G tel, que A,
A,,..., À soient toutes primaires, mais que A4,,ne le soit plus.
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Il en résulte que la pente de A, ne surpasse pas ©, et la dernière des relations
Aça = AG-1, Açaa HA La, ..) AçaG A
opère évidemment la décomposition cherchée (4°).
III. 1° Quand une quantité est de la forme iA", c’est-à-dire quand son premier élément est nul, l’autre positif, le quotient de sa division par une quantité primaire quelconque a+ ia’ est encore primaire.
On a effectivement
A" ‘AU a” A" a!
Re ner pl EE RE CO EN TE a'+ia" a?+ a"? ai+a'?
2° Toute quantité de la forme i A" est susceptible de la décomposition exécutée ci-dessus (IX, 5°).
S1 a désigne toujours une quantité primaire de pente ©, le quo-
, t : ; : ; A 4 2 uent est aussi primaire (1°), et il peut être décomposé en fac-
teurs @, 2, + -., @}, tous primaires et de pentes non >=, dont les produits 2 à 2, 3 à 3, ... sont primaires aussi (II, 5°). On a
donc A ENT PU PATENT
et tous les facteurs sont primaires, ainsi que leurs produits parels 2 à 2, ..., que ceux-c1 contiennent a ou non. Car cette propriété appartient déjà aux produits partiels du second genre, et elle s’étend à ceux du premier, puisqu'ils peuvent être considérés comme les quotients de £ À” par ceux du second genre (1°).
IV. 1° On peut décomposer ti en facteurs primaires, eux et tous leurs produits partiels, dont les pentes sont toutes inférieures à 1, et dont les modules sont tous égaux à 1.
On peut effectivement poser (IIT, 2°)
tr Q1Q:0 0,
où les quantités Q:, Q:, ..., Qc sont primaires, elles et tous leurs produits partiels, avec des pentes toutes inférieures à 1.
Comme on a ainsi modQ;.modQ,...modQ;= modé = 1, et comme les quantités
FHBmodO: NON
ont des modules tous égaux à 1, avec des pentes égales à celles de Q,, ..., Q respectivement, la formule
(37) = 9192... Qo
opère évidemment la décomposition voulue.
2° Quand on augmente la pente de la quantité primaire qg—=gq+ig" en laissant à son module la valeur 1, g' décroit et q” crott.
La relation
JET: U+(S) g'?=1— g'?.
99. Si la quantité primaire q = g'+iqg" a son module =: avec une pente 1, On «
mod(qg—1)<1.
Car la relation (38) donne d’abord
. [mod(g —1)=(g'—1} + qg"? = o(1 — q'), puis 2q"?
puis, par sa combinaison avec = < 1 Ou bien 7 200
9 \ PU 1; d’où finalement Ï
HSE RES a,
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Il en résulte qu’on peut calculer du, q) par un seul pas fait de x—=1àx—g,au moyen de la formule
bu g)= ou 1+9 —i).
Cela posé, nous avons encore à reconnaître que, s£ 4 est compris entre o et 1, Ÿ(u, q) est une quantité primaire de pente inférieure à celle de q.
Pour cela nous substituerons à la marche directe de 1 à 4 deux pas faits, le premier de æ—1 à 2 —q" sur l’axe des quantités réelles, le second de x — g' à x = q'+ig", ce qui est évidemment permis et donne (80, II) |
(39) Vu, g)= Yu, ge 1+cY), L désignant la pente de 4, supposée 1.
Les éléments /o, "© du second facteur sont immédiatement fournis par les formules |
+ |— B(H— T1) pe OR 4 |,
où, à cause de y<L1,m<1, les termes des séries entre crochets sont positifs et négatfs alternativement à partr des premiers, et décroissent sans cesse et sans limite. Les sommes de ces séries sont ainsi des quantités positives inférieures à leurs premiers termes ; /o, lo sont donc des quantités positives, la première 1, la dernière y, et o(u, 1 + y) est ainsi une quantité primaire de pente inférieure à uy.
Quant au premier facteur Y(u, g'), il est réel, positif (94). Le second membre de la relation (39) est donc aussi une quantité primaire, et sa pente est égale à celle de son second facteur, c’està-dire inférieure à y, à plus forte raison à y.
100. Considérons maintenant les quantités formées comme :l suit avec les facteurs de la formule de décomposition (33)
Dr DU — qu, AE RERO EE Fe mie Gao ato+1) — ;œû), x\o+2) — UF AGIR % xl20) — 1x6) — 52 — x(25+1) — ta(s+i), CET, |... 20) — j%20) — y3 —
AUO) — 1%080) — j#
De x à æ%+1) on marche, quel que soit k, dans le sens de rota- > 4 q ; tion direct; car on a toujours æÂ+1) = x q, q désignant l’un ou l'autre des facteurs g;, Go, :.., Go TOUS primaires et, par suite VEERUEE ) P IE ) pourvus de seconds éléments positifs (98, T).
On a PLU) pin)
x) — mod(g 1) 4,
mo
parce que modg —1 et que la pente de g est toujours < 1 (99).
Enfin la ligne brisée fermée qui a tous les points correspondants pour sommets enveloppe une seule fois l’origine. Effectivement, de æ(%=— 1 à x) — x, on marche à l’intérieur de l’angle formé par les parties positives des axes, parce que æ(1), ..., x(9=1) sont toutes des quantités primaires; de x —5 à x®29)—— 1; on marche dans l’angle formé par la partie positive de l'axe des seconds éléments avec la partie négative de l’autre, parce que les quantités TO rt), ..:, 220 TM ont lEnRRRSRES éléments tous négatifs et leurs seconds tous positifs. De x29 = —1 à &689 — — ÿ, puis de x — — ;àx40) — 1, on marche enfin dans l’angle des parties négatives des axes, puis dans celui de la parte négative du second avec la partie positive du premier, ce dont on s'assure de la même manière.
Il résulte de tout ceci que les quantités (40) peuvent étre prises pour sommets de l'anneau [O,] du n° 87.
En adoptant ce tracé et en ayant égard aux formules (31), (40), on trouve immédiatement la suivante
(D) b(u)= lou, 1+gi—i)ou, 1+ gai)... ou, 1+ 961) que nous écrirons (81, Il)
(42) P(p)= p(âm 14+ qi)... pau, 1+ oi).
101. Cette dernière rend facile la discussion de ®(u), qui se résume comme 1l suit.
[I Ona PI0)=1
IL. Quel que soit y, on a donc
œ(> + x) = d(+)#(u) —wrp(u)
La première formule ramène le calcul de Du) au cas où I “ tombe entre o et -. La seconde montre BAS DEYNSTMENMESS DES R
Du) reprend les mêmes valeurs que de NEC NES €
; . I IL. Pour des valeurs de y comprises entre o et r» P(u) est }
une quantité primaire dont la pente varie dans le même sens
que hi.
Car, Au étant positif et 1, les facteurs du second membre de la formule (42) sont tous des quantités primaires, de pentes inférieures à celles GÉEUNPETE TE STATE respectivement (99). Si donc g désigne quelque entier inférieur à 5, les produits partiels des g premiers facteurs et des s —g derniers sont deux quan- Lités primaires de pentes inférieures à celles de 192. et
de qex1iQgxe «+ - gs respectivement (98, IT, 5°). Comme le produit de ces dernières pentes est —1 à cause de
(gig2...Ie)(Qeri-.. Io)= td
celui des pentes des produits partiels en question est 1; le produit de ces produits partiels, c’est-à-dire ®(1), est donc une quantité primaire.
Soient maintenant uv, Au et nu + À trois quantités posilives inférieures à . P(u), D(Au), P(u + Au) sont trois quantités primaires, et la pente de la dernière surpasse celle de la première
(98, IT, 1°) à cause de
P(u+Au)= P(u)P(AR).
IV. Si l’on faitcroitren deoà1dans les intervalles succes
sifs 0 à r
et si l’on représente les éléments de D(x) par (x), Du) :
1°/D(u) passe, en variant chaque fois dans un sens constant, de 1ào,deo à—1,de—1ào,deoà1,;
2° (x) passe de la même manière, de o à +, de 1ào,deo à —1,de—1ào.
Dans le premier intervalle, (nu) décroit der ào,et”"D(u) croit
À valeurs extrêmes, ®(u) est une quantité primaire, de module 5,
dont la pente croît sans cesse (III), (97), (98, IV, 2°).
La discussion des autres intervalles se ramène ensuite à celle du
de o à 1, parce qu’on a P(0)—1, d(r)=é (1), et qu'entre ces
premier, par l'emploi des formules
»( $e #) —ib(p) = —"b(u)+ib(u),
; . . à | L4 A CES.
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ou —1, la relation (43) montre que les nombres entiers (de valeurs et de signes quelconques) sont les seules valeurs de n qui puissent donner D(u)—1.
VI. Les quantités D(u), D(— y) sont toujours conjuguées. Car toutes deux ont 1 pour module (97), et leur produit
se réduit au carré de leur module commun (73*).
VII. La considération du point qui représente graphiquement la valeur de (x) donne lieu aux observations suivantes :
1° Ce point est toujours situé sur la circonférence de rayon 1, qui a son origine pour centre (9T).
2° Quand p croit dd EàE + parier Fous. E + 1,1/passe
de 1 @t1, —1, —1, 1, en exécutant sur cette circonférence une seule révolution de sens direct autour de l’origine (IV).
3° Quand y. décroit de E à E—2 E—;,E— 2 E—1, il
passe de 1 à —1, —1,t, 1, par une seule révolution rétrograde (VI), (IV).
4° Les points qui correspondent à des valeurs de a en progression arithmétique de raison quelconque k sont les sommets d’une ligne brisée régulière de côté [mod®(h)— 1], inscrite dans la même circonférence. Les relations D(u+h)—æD(u)b(k) et mod®@(u)— 1 donnent effectivement
mod[P(u+h)— D(u)]=modb(u)mod[b(A)—1]=mod[fP(A)—71].
VIIL. Le développement des facteurs de l’expression (42), opéré comme nous l’avons expliqué au n° 85, fournirait celui de (x) en une série entière en uw, de convergence illimitée (Cf. 90). Mais la théorie de la fonction exponentielle nous conduira à un résultat
beaucoup plus net (212, inf.).
102. Relativement aux valeurs finales de d(u, x) au bout des divers chemins qui conduisent de x, —1 à X, on a ce théorème :
Quand w est un entier (de valeur et de signe quelconques),
loutes ces valeurs sont égales, et du, æ) est monodrome. . . f L n LA e.
Quand n est une fraction irréductible == de dénomina-
teur m>1, Ÿ(u, x) a précisément m valeurs finales distinctes et par suite n’est pas monodrome.
Quand 'est incommensurable, toutes les valeurs finales de (y, æ)sont différentes les unes des autres, et cette fonction n’est pas monodrome.
I. La relation générale (32) du n° 91 donne au rapport des termes de la progression géométrique (30) du n° 89, où l’exposant de (y) a les valeurs inégales Æ,, 2, la forme
Si donc x est un entier, (X: — ,)u en est un autre, et ce rapport se réduit toujours à 1 (101, I). L'identité Ÿ(u, x) = x, existant dans ce cas particulier (79), rendait facile la prévision de cette conclusion.
. n , 2 x Pa 11 25186 — et parce que ? est supposé premier à 72, la quan-
Ur t À : 5 $ uité (ko — ki) ne peut être un entier, et par suite (101, V) p |A ki) | ne peut se réduire à 1, que si 4, — k, est divisible
m par 77.
F °n Il en résulte que les m valeurs finales de Ÿ (4 æ)
U, æ(7)U, e(2e)u, ie Ca Er L' nt m mn
sont inégales, mais que chacune des autres est égale à quelqu'une de celles-ci. Les termes de la progression (30) du n° 89 se reproduisent indéfiniment à m rangs de distance.
IT. Si u est incommensurable, (k; — X,)x1 ne peut se réduire à un entier, ni par suite D[(A>—/k,;)p] à 1; deux termes quelconques de la même progression sont donc toujours inégaux.
103. Quand x tend vers o, 4(u, x) est infiniment petite ou infinie selon qu'on amZo.
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On a toujours modd{u, æ)—%{u, Ë), valeur atteinte par un cheminement exécuté de 1 à £— modx sur la partie positive de l'axe des quantités réelles (95). Nous savons en outre que la variation de (nu, £)est toujours de sens identique ou contraire à celui de la variation de & selon qu’on a 20 (93), et qu’à des valeurs de x en progression géométrique, correspondent toujours des valeurs de Ÿ(u, x), en progression géométrique aussi (84).
Faisons donc tendre € vers o, par des valeurs en progression géométrique décroissante. Dans le premier cas, celle que forment les valeurs de d(u, £) est décroissante, et l’on a HN TETE Dans le second cas, cette progression est croissante, et du, æ)est infinie.
104. Quand y n'est pas un entier positif (ou nul), toute dérivée de Yu, x), dont l’ordre k surpasse x numériquement. est infinie en x — 0. C’est ce qui résulte de la proposition cidessus et de la formule (22) du n° 82, où aucun facteur numérique ne peut s’évanouir dans le second membre.
Cette simple observation prouverait qu’alors d(u, x) ne peut
être olotrope en x — 0 (165*) (Cf. 71, VI; 80, INT; 102). 105. Pour des valeurs infinies de x, Yu, x) est infinie ou infiniment petite selon qu'on a uZo.
On raisonnera comme au n° 103, à cela près au’on attribuera ) ( q à € des valeurs en progression géométrique croissante.
Résolution numérique de l’équation binome. — Racines de l’unité.
L'équation binome numérique (1) ER CE
où l'exposant m est un entier positif, se résout comme il sure. Quand X est —0o, elle a pour racine unique U—=O, au degré m de multiplicité (3).
Quand X est <o, en appelant U la valeur acquise par
I ° FU / EN 2) au bout de quelque chemin tracé à volonté de x —1
à x = X, elle a pour seules racines, toutes simples, les m quantités non nulles et toutes inégales (102, 11)
LOL (2) U, æ()U æ(-) U,. PVR mP me) m m \/n
ou bien, ce qui revient au même (91),
(3) U. æ(+)U. e(7)u. no (tv.
nm nt nt
Le monome w” élant une fonction indéfiniment olotrope de w, le théorème du n° 11 est applicable à l’équation dont il s’agit.
La dérivée première de uw” est mu", fonction qui s’annule pour w —o seulement. Si donc X —o, celte valeur nulle de « vérifie l'équation (1); elle en constitue la seule racine, et son degré de multiplicité est m, parce qu’elle annule aussi, jusqu à l’ordre m — 1 seulement, les fonctions
mum-1, m(m—ijum-?, ..., m(m—i1).. 241, 00
dérivées successives par rapport à & du premier membre mis sous la forme normale.
Quand X est non — 0, le zéro unique de la dérivée mu”! ne satisfait pas à l'équation proposée, et celle-ci ne peut avoir que des racines simples. Comme l’équation
HAE TURC
est vérifiée numériquement pour x = u—1, On obtiendra toutes
les racines de l’équation (1), en cherchant au bout de tous les che-
mins praticables tracés de & = 1 à x — X, les valeurs finales de la
fonction implicite définie par l’équation (4) complétée par la condition initiale
CR pour Ti
Or cette fonction implicite est précisément celle que nous avons
r r I sr 0 .
représentée par VC x) (77), dont les valeurs finales distinctes
sont les m quantités (2) ou (3), ce que nous avions à prouver
(86 et suiv.).
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107. Au sujet de ces racines, et en excluant le cas où X — 0, nous avons à faire les observations générales qui suivent.
1. En posant modX — =, toutes ont pour module commun « TT ; : ; ; as A EAST la quantité Y, détermination réelle positive de Cr ; =).
C’est ce qui résulte immédiatement du n° 95.
Il. Z'les sont représentées graphiquement par les sommets d’un polygone régulier de m côtés, inscrit dans la circonférence de rayon Y qui a l’origine O, pour centre. Et st l’on part de U pour y revenir, en marchant sur ce polygone de manière à rencontrer successivement les racines dans l’ordre (3), on exécute une révolution de sens direct autour de O4 (pourvu toutefois que m soit = 2).
Comme les quantités NÉ done NT D, : croissent en progres- V'mTm m o
sion arithmétique dans l'intervalle de u — 0 à —1, les m points
| D WA M—1\ P[ — p dt CURE à 2 so 4 (=) j (2) | ( m |
sont les sommets d’un polygone jouissant de toutes les propriétés
énoncées, à cela près que le rayon de sa circonférence circonscrite est — 1 (101, VIT); et l’on peut passer des quantités (5) aux quantés (3), en multipliant toutes les premières, d’abord par Y, puis
par + clef de U (72*).
Or la première multiplication transforme le polygone (5) en un autre homothétique, dont la circonférence circonscrite a Y pour rayon ; quant à la dernière, elle imprime à ce nouveau polygone une simple rotation autour de l’origine O, (86*).
IIT. Quand X est une quantité réelle positive, on peut prendre
pour U la détermination réelle positive de vla no Les seules
quantités réelles contenues dans la suite (3) sont alors Ü st m est impair, et E UÜ st m est pair. | Dans le premier cas en effet, r est le terme réel unique de la
1 m I! I suite (5); dans le second, on ytrouve encore D (= =) — (:) — — 1,
mais aucun autre (101, IV).
104 DEUXIÈME PARTIE. — FONCTIONS D’UNE SEULE VARIABLE. 108. Les racines de l’équation (1) sont ce qu’on nomme les
: "s te UT . Mer.
racines mème de la quantité X. On représente par le signe ÿX
1 ; ou bien encore X”* (118, snf.), tantôt l’une d’elles spécifiée convenablement, tantôt l’une ou l’autre indistinctement. Dans ce dermier
; rte k cas, et pour X non — o. ces notations équivalentes à ol EN 7) 1 ) m 1
sont essentiellement ambiguës, puisqu'elles ont »m déterminations inégales.
; ee je ; : | Quand X est réelle positive, ÿX représente habituellement la
’ L = » se I . .
détermination réelle et positive de 4 (ee x). On à ainsi, par
exemple, mod YX = ‘mod X.
Les règles du calcul des radicaux imaginaires résultent toutes des combinaisons variées auxquelles se prêtent les formules fondamentales des n° 74 et suiv. (ou 81). On peut dire qu’elles sont les mêmes que pour les radicaux arithmétiques, sauf la nécessité de choisir convenablement les déterminations des expressions ambiguës.
109. Quand X a la valeur 1, l'équation (1) devient (6) Ut = Ye
et ses racines, ou racines m°"®% de l’unité, acquièrent des propriétés spéciales qui leur assignent un grand rôle dans beaucoup de circonstances. Il nous faut consigner les principales en passant.
[. Pour calculer U — Ÿ{ md. x) de T = 1à NN \ /
prendre un chemin de dimensions nulles, et par suite U —:1.
Ainsi done les racines de l’équation (6) sont précisément les
m quantités
XX, LE nr
LA 20 mi == 418 1, æ (= : (2 | RAIN ESS 4 \ mn m m 4
toutes de module 1, mais inégales.
Le polygone régulier de m côtés dont elles sont les sommets (107, IL) offre cette double particularité, d’être inscrit dans une
CHAPITRE III. — FONCTION RADICALE SIMPLE. 105 circonférence de rayon 1, et orienté de manière à avoir toujours un sommet au point 4 — 1.
Il. La suite (5), qui contient toujours le terme réel 1, ren-
ferme en outre ® (2 =) D (2) — —1 quand m est pair,
RAM I Ch 2 SEC 3 2 N avec (7 = )=v()=i et | s)=2()=#— 5 4e 4 He 11t | 4
quand m est multiple de À (AO, 1).
III. Toutes ces racines (sauf 1 et aussi —1 quand m est pair) sont deux à deux réciproques, en méme temps conjugucées.
On a effecuvement, quel que soit g,
p(É)e (EE) = #6) =,
FN ET IPORNITe
carré du module commun aux deux facteurs (91), (101, 1), (73*).
IV. Comme, dans la suite (3), U représente au fond une racine de l'équation (1), dont le choix s’est fait arbitrairement, toutes les déterminations du radical YX-s’obtiennent en multipliant une seule quelconque d’entre elles par chacune des m racines mime de l’unité.
110. Le produit des racines (7) élevées à des puissances d’exposants entiers quelconques (positifs, nuls ou négatifs) Ko, PU Kn régénère toujours quelqu’une des mêmes racines.
Effectivement (91) ce produit se met immédiatement sous la
forme
_ pe ..+(m — | — s(po(r) a æ(T) mn mt
LA
où q, r représentent le quotient et le reste (posiuf) de la division de o.k, +r.ki+...+(m—1)k#m_:1 par m.
En particulier, la progression géométrique
œ * (22 39 Re a b(* (2 KE) æ( m ) ft £) f m ) É
106 DEUXIÈME PARTIE. — FONCTIONS D’UNE SEULE VARIABLE. formée par les diverses puissances d’une même racine quel-
(02 (el
conque D (£
) ne contient que des racines, et même elle les
renferme toutes dans des cas qu'il importe de spécifier. Soit d le plus grand commun diviseur (pris positivement) des entiers m, g, et posons m»m — dm, g — dg', en sorte que m/, g!
soient des entiers premiers entre eux, le premier positif. Pour que
les deux termes œ( æ), D
Ko . .
( & ) de celte progression soient
égaux, 1l faut et il suffit que leur rapport
set | 4 ESS
ssh j À ; :
SE se réduise à
soit égal à 1, et pour cela (101, V) que
quelque entier, c'est-à-dire que #2 — k, soit divisible par m! puisque 2’ est premier à m'. Un groupe de m! termes consécutifs dans la progression n’en comprend que d’inégaux, mais ensuite chaque terme se reproduit indéfiniment à m/ rangs d'intervalle dans les deux sens. Les seules racines de l’équation (6) qui se trouvent dans la progression sont ainsi celles du groupe
Fa PE (m'—1)£ \e A ) ’ P[— }; CRE; P | —— ; me. m m
et leur nombre m' est en même temps l’exposant de la plus
vi 2 ; À MEL £ : : :
faible puissance de la racine considérée & (#) qui puisse étre égale à 1. On exprime ces deux faits équivalents, en disant que la racine en question appartient à l’exposant m!.
Quand g est premier à m, on a d—1, m— m, g'—= p, et la “ Ai e Le A \ à racine D(£) appartient au nombre m lui-même, c’est-à-dire
que ses diverses puissances reproduisent toutes les racines de l’équation (6), et qu'aucune d'elles ne peut être égale à 1 si son exposant n’est pas divisible par m.
Ces racines appartenant ainsi au degré mn lui-même de l'équation considérée (6) sont les plus remarquables et ont reçu le nom de racines primitives. Elles sont en nombre évidemment égal à celui des entiers positifs g inférieurs et premiers à m, à m —1
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par exemple quand 7» est premier; ce sont alors toutes les racines autres que 1.
Il est évident qu'une puissance d’une racine primitive est aussi primitive ou ne l’est pas, selon que son exposant est premier à M OU non.
112. En raisonnant comme au n° 101, VII, 4°, on aperçoit de suite que les quantités (8), puissances successives d'une même racine quelconque de l’équation (6), sont représentées graphiquement par les sommets d’un certain polygone régulier inscrit dans la circonférence ayant O4 pour centre et 1 pour rayon.
Le nombre des côtés de ce polygone est évidemment lexpo-
sant mn! auquel appartient la racine génératrice ®P (£) . Sa forme
est liée à la nature relative des nombres 7», g d'une manière inuile à préciser ici. Il est tantôt convexe, plus souvent étoilé.
Comme 1 et m—1 sont forcément premiers à m, les
racines ® () et ® (=) — D (— =) , réciproques et en même m UD m temps conjuguées (109, III), sont toujours primitives.
Le polygone régulier de m côtés qu'engendrent les puissances successives de la première a pour sommets les points (7) respectivement, et en marchant sur son périmètre de manière à rencontrer successivement ses sommets dans l’ordre où ils se présentent ainsi, on exécute autour de l’origine une seule révolution de sens direct (107, IL). Celui qui correspond à l’autre racine coïncide géométriquement avec le précédent, etson parcours fait faire encore autour de l’origine une révolution unique, mais de sens rétrograde.
Les polygones réguliers fournis par les autres racines primitives ont bien aussi m côtés, mais, au lieu d’être convexes comme ces deux-ci, ils sont étoilés; de plus, le parcours de leurs périmètres constitue toujours plus d’une révolution autour de l’origine. À cause de cela nous nommerons principales les deux racines primilives dont il s’agit, la première directe, la seconde rétrograde.
, me I os Pour.m — 2, on a la seule racine primitive (=) = —1;à
proprement parler, elle n’engendre plus de polygone régulier, et la dénomination de racine principale devient sans objet.
Pour m — 4, les racines principales sont (+ :)= Æ z (LOL, D,
la première directe, la seconde rétrograde.
Dans la théorie de la fonction exponentielle (201, IV, inf.), nous rencontrerons des expressions remarquables des racines mi" de l'unité.
113 bis. Nous aurons à utiliser les observalions suivantes.
; ; ; ee .M 1. Sim, M, q sont trois entiers positifs donnant m = —,
Z chaque racine principale mime de l’unité est égale à la qième
puissance de la racine Mi"e de même nom. Car ces deux racines
ont pour valeurs, la seconde D (æ x) » et la première
(+2) =+(+ Vi FÉEMEN Te k mA) M M
IT. La quantité mod | P (+ sn nl |: côté du polygone régu-
m lier ayant pour sommets les puissances successives d’une racine principale mème, tend vers o, quand m augmente indéfiniment. Car D(M) est une fonction de tt qui est olotrope fee el prend la valeur 1 pour M — 0 (101, I).
114. En appelant #,, 8», ..., #» les racines mièmes de l’unité et ki, K:, ..., kn des entiers quelconques (positifs, nuls ou négatifs), la fonction symétrique
" A1 ghe k (9) DEA +. 8m plus généralement même la somme des valeurs distinctes que les seules permutations circulaires des m racines donnent au monome nus en évidence, est nulle toutes les fois que son degré
(positif ou néraut) KE, RER NN ECRIRE pas divisible par m.
On peut évidemment prendre #, égale à quelque racine primi- Uyérete ee PA
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Cela posé, si l’on multiplie par #— #{18%...#f" un terme quel-
conque de la somme considérée, par exemple celui qui est en évidence, 1l vient de suite
8K gi ghe, dm (#18 Miam en (84 8m èm = Bite, im,
et chaque terme éprouve ainsi la modification qu'y produirait l'exécution de la permutation consistant à remplacer #, par #, B> PAT 83, -.., 8m par 8. Cetle permulation étant circulaire laisse invariable la somme dont il s’agit; on a donc #È —X, c’est-à-dire
(8$ — 1)2 20) et par suite Z —o, parce que la racine #, est primitive, l’expo-
sant K non divisible par mn, et qu'ainsi on ne peut avoir #} — 1.
Pour la somme des puissances semblables de ces racines
on trouve en particulier DRE
toutes les fois que leur exposant k n’est pas divisible par m. Quand l’exposant est multiple de m, on & au contraire
SaË= m, de — #8, — 1.
116. Le produit #,8,...#, des racines m°"® de l'unité est une fonction symétrique du genre de la somme (9), et comme la pré-
cédente, de degré divisible par m2. Sa valeur est intéressante à calculer.
On a
6182: .. 8 n — = ET, selon que m est pair ou impair.
En prenant effectivement ces racines sous les formes (7) et ayant égard à la relation générale (32) du n° 91, il vient immédiatement
[+92 +... (m—1) 81 82. «+ Bn —= P ,
=o(2—) = FOIS Gore) 0) 2
116 bis. Les racines communes aux deux équations
(10) LUS ET, VAUPEES
sont celles de l’équation (11) ua II,
d représentant le plus grand commun diviseur de m1, ma.
Es
de la première équaà.) 2 {
Pour que la racine quelconque D
tion (10)appartienne à la seconde, il faut effectivement et il suffit,
en posant mi . Ma — — 7} —* = M, « “ d ge que 7 g M a(72£&) a (TE Ye mt 118 US AR 1 . Mo £ ; *: * + , par suite (101, V) que nr SOI un entier, ou bien, puisque m,
est premier à m,, que g soit divisible par m,, c’est-à-dire de la forme ym,,7 désignant quelque entier. Il faut donc et 1l suffit que P (£) se réduise à D (1 a ) p(1) » C'est-à-dire soit quelque mi dm’ \d)
racine de l’équation (11).
Plus généralement, les racines communes aux équations semblables en nombre quelconque
(12) Ut = T, USE LES me
sont celles de l'équation
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Observations complémentaires.
117. Quand les quantités X, x, ne sont —0 ni l’une ni l’autre, toute racine U de l’équation numérique
(1) u”r— Xn (106)
peut étre considérée comme la valeur acquise au bout de
: ; - À à quelque chemin conduisant de x, à X,, par la fonction f CE : 2)
du n° 73, construite à partir de x, avec une valeur initiale égale à quelque racine u,, convenablement choisie, de l’équation numérique
DER
Traçons effectivement de X à x, une ligne brisée [Xx,] dont la longueur de chaque côté soit inférieure à l’une et à l’autre des
ki ,’ 4 Là A S IT à distances de ses extrémités à l’origine O, et appelons F(2, x) nm la fonction f que l’on pourrait construire en prenant Zç— X, Lo —= U.
Il résulte du n° 71, IL, et de la théorie générale du cheminement (173*), que sur le chemin [Xx,] parcouru d’une manière
nm quelconque dans un sens ou dans l’autre, F (= Ù x) est une pseudo- /
fonction monodrome. Si donc on nomme w, sa valeur atteinte en Zo, cette quantité &, est racine de l’équation numérique (2), et, en rebroussant chemin jusqu’à X, on retrouve Ü pour valeur finale de la même pseudo-fonction. Or la dernière partie de ce cheminement équivaut évidemment à celui qu'on exécuterait de Zo à X,
sur le chemin dont il s’agit, pour la fonction fe &).
118. Il résulte de cette proposition que quand x varte, les m racines de l'équation (3) ur — pn
appartiennent respectivement à autant de pseudo-fonctions dont chacune est déterminée exactement par la connaissance
de celle des racines de l’équation numérique (2) qui constitue sa valeur initiale en x,, et par le chemin suivi à partir de xs. Nous appellerons ces »m pseudo-fonctions les déterminations
de la fonction radicale simple Vzx". Elles s'expriment immédiatement au moyen de la fonction 4 du n° 78 et des racines mime de l'unité (109). Car, en faisant x, — 1 dans la formule (13) du n° 77, et y prenant en conséquence pour w, quelque racine mire de l’unité, elle devient
V0) ) (4) u=wy( Ts).
Cette relation confère immédiatement à la fonctuüon radicale simple toutes les propriétés fondamentales de la fonction d (78 et suiv.), (103 et sute.). Pour rappeler la grande ressemblance de la plupart des autres (81 et suite.) avec celles du monome à exposant entier, on appelle aussi cette fonction le monome à exposant fractionnatre, et on la représente souvent par
Il faut toutefois retenir que celle notalion acquiert un sens précis, après spécification seulement, tant des valeurs initiales adoptées que du chemin suivi à partir de celle de x.
. n The Enfin le changement de la fraction - en une autre Pa égale n
+ , É mais à termes différents, en altérerait la signification; car x”! a m
déterminations, tandis que x”* en a m'.
à , Là . n
Sous le bénéfice de ces observations et en posant — = y, les nm
principales formules de la théorie de la fonction d conduisent aux
suivantes dP xt PAU (5) On = U(p—1)..:(u— 2 +I)THSPENSO RIRES puis s
(6) fatidee +. C — _ + C (83),
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sauf le cas où u — — 1, puis enfin
(7) (+= a+ Éautg (80, IT), (82), où 1] faut SUpposer z non — 0 avec mod < modx.
Grâce à la notation x, ces formules ont conservé les formes extérieures connues dès les premiers éléments pour le cas de n entier positif. La dernière est le Binome de Newton pour un exposant fractionnatre.
En appelant U la valeur acquise en X au bout d’un
chemin donné, par quelque détermination u de æ”, et UE ce qu'elle devient par l’adjonction au chemin considéré de k anneaux directs ou rétrogrades tracés autour de | origine O,,
on «à UE = an,
où à désigne la racine principale directe mième de l’un té (113).
La relation (4) combinée avec les propriétés de la fonction 4 (88) donne immédiatement |
UE) — HEIN — UOIRE (91 ); mnt ? mn
I PUITS , : = or D Le est précisément ce que nous avons appelé la racine prinnm
cipale directe mie de l’unité.
120: Les valeurs finales en X, de la détermination U, Sont ainsi les termes de la progression géométrique de raison 4
(8) 2 AU, UÙ, aU, aaU,
Cette suite ne contient naturellement que des racines de l’équa- Uon numérique (1); mais elle n’en renferme de distinctes qu’en nombre évidemment égal à l’exposant auquel appartient an considérée comme racine mième de l'unité, c’est-à-dire au quod | vement) des entiers me, r (111).
üent —; d désignant le plus grand commun diviseur (pris positi-
114 DEUXIÈME PARTIE. — FONCTIONS D'UNE SEULE VARIABLE. ; At ah m Si donc n est divisible par m, cas où l’on a d = m, = —=1, tous les termes de la progression (8) sont égaux à U. Dans l’autre cas extréme où m, n sont premiers entre EUX,
m . , AIT ONCE ET EL TM; la suite (8) contient m termes distincts,
et, par conséquent, la totalité des racines de l’équation (x).
Entre le cas où m, n sont premiers entre eux et celui où leur plus grand commun diviseur est 1, il existe ainsi une différence essentielle. Dans le premier, la progression (8) renferme {outes les racines de l’équation (1); ainsi donc un chemin tracé convenablement de x à X permettra toujours, quel qu'ait été Le choix de uo, d'obtenir en X, pour la valeur finale de u, telle racine qu'on voudra de cette équation numerique.
Dans l’autre cas au contraire, et quel que soit le chemin suivi, mais bien entendu en partant toujours de la même valeur initiale w,, on n’obtiendra jamais pour valeur finale de u en X mm d ment les m/ racines de l’équation de degré sous-multiple
que m'— — racines distinctes de l'équation (x). Ce sont évidem-
un — Un’,
121. Le second des deux cas ci-dessus peut être rattaché au premier, au moyen d'une décomposition connexe du premier membre de l’équation (3) en d facteurs rationnels. Il y a grand
intérêt à le remarquer.
En appelant 81, 8, --., 8a les d racines dièns de l’unité, on a
les d — 1 égalités
parce que les degrés des termes généraux de ces sommes sont 1, 2, 3, ...,d—1, partant non multiples de d (114); on a en outre
On en conclut immédiatement l'identité
um — gt — (um — 8x )( un" — CP 2110) AA (um — EE D
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où An représente le quotient PL et en vertu de laquelle l'équation
fondamentale (3) se décompose en les d autres de même forme (sauf les coefficients constants biere dontla présence est indifférente)
UM — 8x — 0, UM — ga — 0, AUS UN — By — 0.
Dans toutes ces équations les exposants de x, w sont maintenant premiers entre eux, et chacune d’elles rentre dans le premier Cas. Si donc &, est une racine de A
ALES 8%", cas auquel U est nécessairement racine de un — 8; X"",
les chemins tracés de x, à X feront attemdre à x les diverses racines de cette même équation numérique
um! — 8; X% — Ur’
à l'exclusion de toutes autres valeurs finales.
122. Si, après avoir rangé dans quelque ordre déterminé les m racines de l’équation numérique (2) et les avoir prises pour valeurs initiales des racines variables de l'équation (3), on calcule, sur un méme chemin, leurs valeurs finales en X, on obtiendra évidemment les m racines de l'équation numérique (1)
CU
ANR E EE nie a tntelo es e 8 à » + à ee +
CR
dans chacun desquels, si l’on modifie arbitrairement le tracé
116 DEUXIÈME PARTIE. — FONCTIONS D’UNE SEULE VARIABLE. du chemin sans changer l’ordre des valeurs initiales, les racines qui le composent éprouvent une simple permutation circulaire. |
Supposons que la déformation du chemin équivaille à l’intercalation d’un anneau direct autour de l’origine, entre deux troncons en lesquels on le diviserait, et considérons le premier des groupes (10).
Comme #/ est premier à #7, les restes de la division par nv des
nombres ON, 1.70, 270 0 CUITE
reproduisent, à l’ordre près, les nombres OI; 2) M RES Ceux de la division par nm — dm’ de O, Fe an, 2 N-2 40) GR: (m—i)n sont donc, à l’ordre près, 0, d,':2d 4e Ne
Par suite, les racines de notre premier groupe peuvent être écrites, toujours à l’ordre près,
(11) U, an U, a?rU, Vas atnm'—-1)n 1].
Cela posé, l’intercalation de l’anneau, changeant U en &? U (119), changera respectivement ces diverses racines en
ar U, a2nU, A aim —-NnU, am'n{) — gmn'{] — LE
c'est-à-dire opérera une simple permutation circulaire dans la suite (11), et aussi dans le premier groupe du Tableau (10) qui est composé des mêmes éléments; Æ anneaux directs y produiront la permutalion circulaire équivalente à celle-ci répétée Æ fois; k anneaux rétrogrades y produiront évidemment la permutation
circulaire inverse de celle-ci. Et de même pour les autres groupes”
du Tableau (10), car les éléments de chacun d’eux s’obtiennent en multipliant ceux du premier par quelque même puissance de «. Notre proposition est donc démontrée, puisque toute déformation
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du chemin équivaut à l'intercalation d’un pareil anneau, à parcourir un certain nombre de fois dans un sens ou dans l’autre (87).
123. Ce fait remarquable s'exprime en disant que les racines de l’équation (3) se partagent en d systèmes circulaires de m racines chacun.
Quand d = m, chaque système circulaire est composé d’une seule racine; quand d—1, toutes les racines apparliennent au même système circulaire.
La décomposition de cette équation opérée au n° 121 permettrait encore de rattacher à ce dernier cas extrême celui où d'est > 1.
124. Le cas simple où mn — 2 se présentera souvent à nous; il est remarquable en lui-même, parce que l’équation binome numérique (6) du n° 109 admet alors la racine principale unique 2 — — 1 qui est réelle et à la fois directe et rétrograde, ou plutôt neutre (113).
Quand x est pair, &!* est — 1, les racines de l'équation (3) sont monodromes, par suite olotropes en x = 0 si n est positif.
Quand n est impair, a! est — — 1 et ces racines ne sont pas monodromes ; l’adjonction d’un seul anneau ou d’un nombre impair d'anneaux parcourus autour de l’origine dans un sens quelconque, change toujours U en —U; celle d’un nombre pair d’anneaux laisse la racine invariable.
PAR AU OIL
composée d’une fonction simple connue Ü — f(x, y, ...)et de
la fonction radicale simple u” prise pour composante, dont : Eur :
nous supposerons l’exposant — irréductible.
Cette dernière étant olotrope pour toute valeur de w autre que o (80, ILD), l'expression considérée l’est en tout système de valeurs der, y, -... rendant f(x, y, ...) olotrope et non — 0 (248*).
On obtiendra donc les seules valeurs de +, y, ... qui soient critiques pour cette fonction composée, en cherchant :
I. Celles qui sont ordinaires pour f(x, y, ...) et satisfont à l’équation numérique
JUL NY, ce dr U. Celles qui sont singulières pour f(x, y, .…. PE
La discussion de valeurs du premier genre a, b, ... s'opère en considérant le développement de f(x, y, ...) en série entière par rapport à æ — a, y — b, .... Si les coefficients de ce développement ont des valeurs telles qu’il soit la puissance mie exacte de quelque autre de même nature, ce dont on s'assure en extrayant sa racine 7r"°%°, comme s’il se réduisait à un polynome ordonné suivant les puissances croissantes de æ— a, y — b, «..,ilest clair que l’expression (12) «a m déterminations toutes olotropes en T— 4; y 0, .... Sinon, et en particulier quand l’ensemble homogène des termes effectifs de moindre degré n’est la puissance m°% d'aucun polynome de cette espèce, il est évident qu'aucune de ces déterminations n'y est olotrope. Par exemple,
la fonction V//(x) est olotrope ou non en x — a, selon que le degré de multiplicité de a considéré comme zéro de f(x) est ou non divisible par m (3).
La nature d’une phase critique du second genre est entièrement subordonnée à celle de la phase singulière danslaquelle f(x, y, . . .) est supposée entrer, et naturellement on ne peut rien dire avant
que cette dernière ait été précisée. Si, par exemple, on avait N
HARAS RO D ANS 2) o(X, y, --.) étant olotrope et nulle en æ= «a, y =, ..., mais non puissance à exposant entier de quelque autre fonction olotrope, l'expression (12) y serait
nN RM à olotrope ou non, selon que Tu <€ réduirait ou non à quelque entier positif.
En un infini «, de degré de multiplicité x, de f(x) supposée méromorphe, on peut poser
Jixz)=(x—a)-Ufo(æ), d’où l
LÉ) = (x — a) m[f(x)fr.
Ce dernier radical étant olotrope en + = « parce qu’il porte sur
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une fonction qui l’est elle-même sans s’évanouir (33), cette fonc= tion composée y est ou non méromorphe, partant monodrome, selon que x estou non multiple de m.
196. Pour suivre par cheminement la valeur de la fonction composée (12), on peut procéder comme nous l'avons depuis bien longtemps expliqué (251*). Nous ferons plus’ bas (166, :nf.) une étude de ce genre, mais par des procédés un peu différents qui reposent sur la discussion de radicaux simples de la forme
(æ Ven aus
En appelant x, X les valeurs extrêmes de +, puis +, une valeur intermédiaire, puis [æ,æ, X |un chemin sëmple tracé par ces trois points, puis enfin [a] un anneau passant par æ, el enveloppant une seule fois la valeur critique 4, on aperçoit immédiatement, en raisonnant comme au n° 87, que tout chemin conduisant de x, à X peut, sans franchir le point A, être amené à se composer des tronçons [x,æ,], [æ, X | avec soudure intercalaire de l’anneau [a] parcouru plus ou moins de fois dans un sens ou dans l’autre.
Quand x décrit cet anneau, la différence æ — A représentée graphiquement sur un plan spécial y décrit évidemment, autour de son origine O'et dans le même sens de rotation, un anneau [O”] géométriquement superposable au premier. Après chaque révolution nouvelle, notre radical revient donc en æ, à sa valeur primitive multüpliée par &°* (119). Les changements que produit dans la valeur finale acquise en X par notre radical l’intercalalion entre les tronçons du chemin simple de l’anneau [a] répété un nombre quelconque de fois dans un sens ou dans l’autre, sont donc déterminés textuellement par les propositions des n°* 119 et
suivants.
mn
127. La règle de différentiation dela fonction composée [U(x)|" est fournie par la formule évidente, de même forme que si l’exposant était entier,
d A U(x es at 2 Poe) — - Le U'(x)= 2 [U(æ)} U'(æ) (256*), (118).
Pour la fonction composée plus générale L[m, U(æ)], on trou-
HP GR RES Has - - 2 FA F * =
Ur OT y ie
sh
verait (80, I), (82) NUE
PA tard (2192, enf).
' à : L ÿ LES "fs < ‘ 1 , PRE a NE a UE QUE a * : PS NAS , lg à: NAS Lis Dix ge. ed Â i $ 1 pa ' re # ! \ ER d :
à AA ve
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mais il vaut mieux rattacher ce qui intéresse théorie du logarithme et de l’exponentielle, com
d | ù ln, U(æ) = m uoE ny[m—
: Li “ * U ’ —s" (20 ‘ - \ t : L: r .
LS \ La } .
# À « TA , , Ci A \ 4 fe |
CHAPITRE IV
ÉTUDE DES PRINCIPALES PHASES CRITIQUES D'UNE FONCTION IMPLICITE D'UNE SEULE VARIABLE, DÉFINIE PAR UNE ÉQUATION UNIQUE.
Recherche des racines olotropes uw de l’équation f(x, u)—0o, dans le cas où / est une composante olotrope dont la dérivée première par rapport à w a une valeur initiale nulle.
128. Parmi les phases critiques où entrent les fonctions impheites quand les conditions sous lesquelles nous avons énoncé le théorème fondamental de leur théorie (307*) ne sont plus toutes remplies, les plus intéressantes, et de beaucoup, sont celles que fait naître la nullité du déterminant différentiel des premiers membres des équations génératrices, pris par rapport aux fonctions inconnues, ces premiers membres étant toujours supposés fonctions olotropes des variables indépendantes et des fonctions inconnues, pour les valeurs initiales de toutes ces quantités. La discussion de ces phases critiques est infiniment trop vaste pour pouvoir être exécutée dans toute sa généralité; d’ailleurs on serait bientôt arrêté par l’exiguïté des connaissances acquises sur les systèmes de polynomes entiers à plusieurs variables; mais elle a été épuisée dans son cas le plus simple et le plus important aussi, celui où 1l s’agit d’une équation unique définissant une fonction implicite d’une seule variable indépendante. La résolution d’une pareille équation engendre alors plusieurs fonctions implicites répondant aux mêmes conditions initiales, et les phases singulières de celles qui cessent d’être olotropes sont toujours réductibles à celle de la fonction radicale simple (TA, VE), (80, IL), (102 es suiv.). C’est la principale des constatations que nous avons à faire dans le présent Chapitre.
Nous supposerons donc que le premier membre de l’équation
finie donnée (1) 1(T, u) = 0;
à une seule variable indépendante x et à une seule fonction inconnue w, est olotrope pour les valeurs initiales de æ, u, mais
qu’on y a fEU(T U)= 0:
Pour simplifier l'écriture et le langage, nous raisonnerons dans l'hypothèse toujours réalisable, où ces valeurs initiales sont nulles toutes deux, où, par suite, le développement de f(x, u) à parur d’elles se réduit à une simple série entière en x, u, ayant zéro pour terme constant. Nous entendrons exclusivement par racines de l’équation (1), les fonctions de æ de toutes natures, annulant f(x, u) quelle que soit æ (dans le voisinage de æ =0) et tendant vers zéro en même temps que x.
129. Dans la série entière f(x, u) que nous devons supposer non identiquement nulle, nous appellerons terme principal celui de moindre degré en w parmi les termes effectifs (112*) où x figure à sa plus faible puissance f, et aussi grade de cette série, le degré ÿ par rapport à w, de son terme principal.
Comme tous les termes de f(x, u) sont divisibles par æf, mais
non par æ'*!, on peut écrire
(20 f(x, u) = m[D(A) HE (zu
D(u) représentant une série entière en w seulement, de même grade ÿ, et E(x, uw) quelque série entière en x, u.
130. S% le grade 9 se réduit à zéro, l'équation (1) n'a aucune racine.
Dans cette hypothèse, le second facteur de l'expression (2) ci-dessus prend la forme ‘
Ato+I(x, u),
où le premier terme est une constante non — 0, où le second est une série entière sans terme constant. En appelant donc € quelque
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quantité positive inférieure à modA;,, on peut en assigner deux autres Ë, n telles que pour tout système de valeurs de x, w ayant des modules inférieurs à ces dernières, on ait
modl(x,u)<e,
et par suite mod[Af,o+ 1(æ, u)]> mod Af,o — 2.
Il est donc impossible qu’une fonction de + annule identiquement ce second facteur et par suite l’expression (2) elle-même, si les valeurs qu’elle prend pour les valeurs de x dont les modules sont inférieurs à £ n'ont pas des modules au moins égaux à n, en paruculier si elle est infiniment petite quand x tend vers zéro.
131. Quand ÿ —1, l'équation (1) possède une seule racine qui est olotrope en x — 0.
En égalant à zéro le second facteur de l’expression (2), on obtient effectivement une équation de la forme
du+du?+...+xE(x, u)=0,
où d, n'est pas nul, et qui par suite rentre dans la théorie générale (307*). Car en x — uw — 0, son premier membre est olotrope et nul, mais non sa dérivée première par rapport à w qui se réduit à d,. Cette équation admet donc pour racine unique (308*) une fonction de x, olotrope en æ —0o, qui seule évidemment aussi peut annuler identiquement l’expression (2).
Nous n'avons ainsi à nous occuper que des cas où est > 1, et nous commencerons nos recherches par celle des racines olotropes (en æ—0).
132. S5 l’équation (1) possède la racine olotrope (3) U=O(T)= MT + ax? +...,
et si l’hypothèse u = ?(x) annule identiquement (pour toutes valeurs de x suffisamment voisines de o) f(x, u) et ses m—1 premières dérivées par rapport à u seulement, mais non la mime, on a, quelles que soient x, u (dans le voisinage de 0,0), l’identité
(4) f(a, u)=[u—g(æ)]" Of(æ, w),
où m est un entier Z1 et W)f(x, u) une nouvelle fonction olotrope en x = u —0, telle en outre que l'équation
n'admet plus la racine dont il s'agit.
US UE
En vertu de l'hypothèse, les coefficients de u?, u, . um sont nuls quelle que soit æ, mais non celui de #”*; en supprimant les termes correspondants il reste donc
f0,m) (x. 0) f(0,m+1 (HS EON
GRR = LION LE Nr 1 2, |: YEN 1e | | La De COTE) | f ) )
où, comme nous l’avons annoncé, (f(x, u) est une série entière en æ, U, Qui pour & — 0 se réduit à la fonction de + non identi-
quement nulle fom(æ, 0) CSD PATIE
IT. Sinon, et cela pour les valeurs de x rendant mod+(x) suffisamment petit, la substitution
transforme f(x, u) en F(x, U) fonction de x, U olotrope en æ — Ü — 0, qui donne évidemment
F(x, 0) = fL+, e(æ)], FO (2, 0) = fO0Tx, e(x)],
SHphales eo slie)le) e Je à © °° 0 © ee. 6 2 ss 1910 51e
L'hypothèse admise, combinée avec la conclusion de l'alinéa
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précédent, donne donc quelles que soient æ, U (dans le voisinage
de 0,0) À Ftæ, U)= U"OF(x, U),
WE(x, o) n'étant pas nulle quelle que soit +; d’où la relation (4) en faisant la substitution inverse U—u—v(x), et en appelant ®f(æ, u) la fonction (VF [x, u — &(x)], évidemment olotrope DO 0, qui pour — v(x) se réduit à (EF (x, o).
Nous appellerons l’entier m le degré de multiplicité de la racine (3) de l'équation considérée (1). On peut évidemment le regarder encore comme l’exposant de la plus haute puissance de la différence u— (x) qui divise f(x, u) en donnant un quotient olotrope en x =u—0, de plus non nul quelle que So x pour u — p(x).
133. Sc l'équation (1) possède, aux degrés de multiplicité (5) TL AIS RTE TTL es
les g racines
DIT) IAE dia UE..., CENT TEE ES NE,
. dsl s ns. 615 \94n, ete va ele tente stereo) ete et «
olotropes et nulles en x —0o, de plus toutes inégales, c'està-dire telles que, dans les développements par la formule de Maclaurin de deux quelconques, les coefficients des termes semblables ne sont pas tous respectivement égaux, on a quelles que soient les valeurs de x, u (suffisamment voisines de 0,0) l’identité
(7) f,u)=[u—m(r)a[u—p(r)lr...[u—9(r)l"s er, 2),
(& f(x, u) désignant une fonction olotrope en x = u—0, telle en outre que l'équation
EIfCTIU)= 0
n'admet plus aucune des racines dont il s'agit.
D’après le théorème du n° 132, la fonction
(8) Me, u)= f(x, u)[u —p1(x)] 74
est olotrope en x = uw — 0, et n’est plus nulle quelle que soit x pour u—v,(x); mais, pour # —v(x), autre racine quelconque de degré de multiplicité m du groupe (6), elle l’est avec toutes ses dérivées par rapport à w jusqu’à celle d'ordre m exclusivement.
Comme par hypothèse les racines #,(x), (x) ne sont pas identiquement égales, on a
PT) — pi(xr) = RG CIN GPA TUE,
le premier des coefficients constants ,, hy,1, ... n'étant pas nul; 1l en résulte (250*, I, Il)
Lo (æ)
CT (x) 1-74 — æ "9h LEE Ryr1T ae 7 = 2714 (bo + b1X +...),
expression qui, à cause de 6, non — 0, est évidemment olotrope et non nulle pour toutes les valeurs de æ en nombre illimité qui, sans être nulles, sont suffisamment voisines de zéro.
Cela posé, si dans la relation (8), et dans celles qu’on en déduit en la différentiant 1, 2, ...,m fois par rapport à w, on pose u = (x), un raisonnement tout semblable à celui du n° 6 montre que les identités supposées
Jr; (x)]= fx, p(x)] =... = fon op, entraînent WT», o(æ)] — WFO,DT>, o(x)] = ,,,—= M FU,#—1T D, o(x)] =
pour toutes les valeurs de x dont il s’agit, par suite identiquement, puisque celles-ci sont en nombre illimité et que ces foncuons d’une seule variable sont toutes olotropes (4). Mais il montre
aussi, à cause de LpCr)— p1(x) 742 0
pour les mêmes valeurs de +, et de
Jr frie(as)l20
pour toutes les mêmes valeurs de x, sauf peut-être quelques-unes
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d’entre elles en nombre limité, sans quoi cette dérivée mi°"€ serait identiquement nulle contrairement à l'hypothèse, que (1)f(0:m{x, u) ne s’évanouit pas quelle que soit x pour u = v(x).
On a ainsi
Ce, u) = frere (r)]a MCE, u),
puis de même et successivement
Wy(æ, u)=[u—v(x)]7": Bf(æs u), Qf(æ, u)=[u—vp(x)]": Glf(x, u),
ru C, u) — [ a Es oe(r)|"e GF(æ, u),
où généralement f(x, u) est une fonction olotrope en x — 4 —0 telle que l’équation
Of(æ, u)= 0
n’admet aucune des £ premières racines (6), mais admet toutes les autres aux mêmes degrés de multiplicité mi41, Mijo, ..., Mo.
Pour obtenir l'identité (9), il ne reste plus maintenant qu’à multiplier ces g relations membre à membre, puis à supprimer les facteurs communs (1)f, (2)f, ..., G=uf,
134. IL est évident que, dans le produit de plusieurs séries entières de la forme (2), le terme principal est précisément le produit de ceux des facteurs et, par suite, que le grade du produit est égal à la somme de ceux des facteurs.
Comme le grade de chacune des séries u — w;(x) est évidemment 1, ceux des g premiers facteurs du second membre de l'identité (9) sont m, m2, ..., mg. En appelant donc (?g celui du dernier facteur, cette identité donne
(9) = Mi+ Mit... + Met (eg,
égalité en vertu de laquelle /a somme des degrés de multiplicité des racines olotropes inégales de l’équation (1), à plus forte raison chacun d’eux ainsi que le nombre de ces racines, ne peuvent surpasser le grade ÿ de son premier membre.
Sc l’on représente par
10 AL + Aa? +. ..+ axxh (10)
quelque polynome entier en x sans terme constant, par Lux une nouvelle variable et par
(11) fatæ, de) = xh[Tx (vx) + rO7(%, vx)|
la série entière en x, vx mise sous la forme (2), qu'on obtient en opérant dans f(x, u) la substitution
(12) U—= Gr +... + ain + Lg x, %
la série My(vx) se réduit nécessairement à quelque polynome entier [non identiquement nul puisque f;, représente l’exposant de la plus haute puissance de x qui divise tous les termes effectifs de fr(x, vy) |. 8
Si en outre l’équation (1) possède les g racines olotropes (6) aux degrés de multiplicité (5) et si dans tous leurs développe- | ments les termes de degrés £ k forment le méme polynome (10), l'équation numérique entière en vx
admet la racine ax à un degré de multiplicité (3) qui est au moins égal à
Mr Mar... + My
Si enfin l’équation (13) n’a point de racine égale à ar, l’équation (1) ne possède aucune racine olotrope dont le développement commence par les termes du polynome (10).
CS
I. Même avant toute réduction, le développement de (14) CT, at +... .+ap ak t+ vf) ne peut donner que des termes en z’v; où l’on a
(15) r2f+ks.
Car, la nouvelle variable v; n’entrant dans le second membre de la substitution (12) que par le terme vx où elle figure au premier degré et multipliée par x#, tout terme du développement dela parte quelconque
(16) AfsritR(ait +..,+ Agir 1 + vy x )S
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de la série composée (14), qui est divisible par vf l’est forcément aussi par xt®+#$ au moins et par suite, quel que soit R, Dar 2
au moins. On en conclut l'inégalité (15) entraînant
et toutes deux subsistent après la réduction, puisque celte opéraion n’introduit aucun terme dissemblable à ceux existant avant elle.
L'ordination ultérieure donne donc pour coefficient de x”, une série entière en vx ne pouvant renfermer, quel que soit 7, aucun
terme effecuf de degré supérieur au plus grand entier contenu r—t
k nôme entier, ce qui à lieu en particulier pour [;(v;) coefficient de x'%x.
dans
. Cette série se réduit donc toujours à quelque poly-
Il. En vertu de l'hypothèse admise, on a pour toute valeur de l'indice & di X +. . . + (44 4] xh—1 —— VE — D;(x)
= Th [oz — ax — (a ur Fa æ+...)].
À cause de la relation (7), la substitution (12) change donc f(x, uw) en
7 xhimi+. …+me)+ (), x [ (vx HA A) Matte x 0z(æ, o)] | XX [STI 04) + T &8;(x, vx) ],
f(x, vx) étant quelque série entière en x, vx, et x Et[ (81; (0x) LT (8#8;(+, vg)]
représentant la forme analogue à (11), du résultat obtenu en opérant la substitution (12) dans (8) f(x, u).
Maintenant, l’exactitude de la seconde partie de notre énoncé résulte de l'identité
IT: (vx) — (vg 2% A )MitetMe (&ITz (vx)
que donne l'identification des termes de moindre degré en x dans chacune des expressions (11), (18).
130 DEUXIÈME PARTIE. — FONCTIONS D'UNE SEULE VARIABLE. [IT. Si l'équation proposée (1) avait la racine olotrope AjC +... AEORAELES,
l'équation numérique (13) admettrait au moins une fois la racine &y,
comme nous venons de le constater, et l'hypothèse de la troisième
partie de notre énoncé serait contredite
136. Si, faisant successivement k =1, 2, ..., et prenant pour coefficients de la substitution (12) les k—1 premiers termes d’une méme suite illimitée quelconque de quantités données
(19) Ai Go) 03 VOB AT NRREEE
on construit les équations numériques corréspondantes andlogues à (13)
(20) Il(v1)=0, I2(02) = 0, an HyÇvx) —0, ER
et si, pour celle de rang k, on nomme d4 son degré (effectif ), mx le degré de multiplicité (non nul ou nul) auquel elle possède la racine ax, on a indéfiniment
(21) ÿ 2di2nZda2Maz...,
d’où l’on conclut que les entiers (positifs ou nuls) composant cette suite finissent par conserver une certaine valeur invartable m(Zo).
Side plus mest 0, la série entière
(22) AT + da? +...
admet un rayon de convergence © 0, el sa somme est une racine olotrope de l’équation proposée (1), dont m est précisément le degré de multiplicité.
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degré de mulüplicité d’une racine d’une équation entière quelconque ne peut Jamais surpasser le degré effectif de celle-ci.
On a ensuite, toujours quel que soit k, (24) ÿ =Ùdy.
Effecuvement, cela même avant toute réduction, le développement de la série composée (14) contient, quel que soit l’entier L un terme en æ+#bu*, mais aucun autre semblable. Car la nature même de la formule du binome impose aux exposants de æ, uy dans chacun des termes provenant du développement de l’expression (16), les formes simultanées
fHR+is+2s ++ Ksp, 52
OÙ S3, S2, ..., sx désignent les éléments de quelque système de solutions positives ou nulles de Péquation indéterminée en nombres
entiers S1+ S—+...+ sx —=S.
Pour que ces exposants soient égaux précisément à f+Au,u, il est donc suffisant, mais nécessaire aussi, de faire
te Sn = dre SH m0, SR,
d'où R—o, S— y, c'est-à-dire de prendre le terme unique de la
forme voulue Afu vit uv}
qui existe dans le développement de l'expression (16) q PP Ï È
pour R —o. DFA
Pour certaines valeurs de 1, ce terme peuüL avoir un coefficient nul; mais 1l est effectif quel que soit Æ pour 4 — 9, car alors son coefficient Ar, est celui même du terme principal de /(x, u) qui est essentiellement non — 0. Étant unique de son espèce, il ne peut être détruit par aucune réduction ultérieure, et il subsiste ainsi comme terme effectif dans la série (1 1), ce qui donne évi-
demment fr + kg.
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Dre J ?
inégalité qu'il suffit de combiner avec la précédente pour trouver celle que nous voulons établir (24).
Plus généralement on a, quel que soit p(> 0), (29) MzZ dp+pe
Si la substitution (26) 0x = dx + Ur
transforme la série (11) entière par rapport à +, v;, en cette autre de même nature relativement à æ, ux
(27) fk(æ, ur) xh[Pr(ux) + xT4(x, uxr)l,
on aura évidemment
Pur) = Ux(ax+ ux) et avec cela
Dik+p | Lx+p(04k+p) + TOx+p(?, Vx+p)l = Trtp(T 0Etp) TNT EEE AREp 1er PA ax dpepT*+P) — 14%, Ax41L NL ECpDELTPIEE dprpæËtP),
parce que la substitution
(29) U—= dr +... + agi +... + Gpip-1 TE PONS) TE peut être considérée comme composée de (12), de (26) et de (30) Ug = ART +... + Apip TP + by DEP:
En outre M; degré de multiplicité de a; considéré comme racine de l'équation (13) est l’exposant de la plus haute puissance de v;— ax qui divise Iz;(vx), celui par conséquent de la plus haute puissance de wx qui divise Px(ux) = Iy(ax+ wx), c'est à-dire ce que nous avons appelé le grade (par rapport à w4) de la série (27).
Maintenant la relation à démontrer (25) n’est plus autre chose
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que la relation (24) appliquée à la série (20) re te Ux4p) déduite de f,(æ, wx) par la substitution (30) exactement comme LAURENT UN l'avait été de f(x, u) par la substitution (12).
Cela posé, la première des inégalités (21) est la relation (24) pour Æ = 1; les autres de rangs impairs se déduisent de la rela- Liôn (25) en y prenant p — 1, puis y faisant successivement # — 1, >, ...: celles enfin de rangs pairs sont toutes contenues dans la relation (23).
11” Supposons d’abord que l’on ait indéfiniment (31) D = ML De ANS. = /NL
cas auquel les premiers membres des équations numériques (20) prennent tous les formes simples
DL Qi), ma(va— a), ..., wa(vx— ax)”,
Gi; WG, .-. représentant certaines constantes (non nulles). Sup-
posons en outre, pour plus de simplicité, que la série æ'D{u) se
réduise au terme principal de f(x, u), que nous représenterons
maintenant par wz!u”, en sorte que l’on ait [formule (2)] J(æ, u)= zi[wum+xE(x, u)].
De la relation générale évidente
JT, r+...+ ap ixk-1+ vx)
do, — aix (0,0 (x, dl +... AL srl vx; æÀ)
où l’on a représenté par f(x, u), t une fonction olotrope et un indice de différentiation quelconques, on déduit ici en particulier
Vo | bem Earaict vec) oil fra, ve) U k
(32) « = ririk LC —1)...(m—1+i)wg(vg — ax )"—i
di E 8z:(x, »)| .
TT d
En y faisant 2 — 1, 2, ..., m—1, cette relation montre que pour chacune des dérivées
Fox, u), f(x, u), ..., fiom-(x, u),
la suite (19) jouit exactement des propriétés admises pour f(æ,u)
dans la seconde partie de notre énoncé, à cela près que la valeur invariable des entiers (31) s’abaisse à
M —1, -(M—2), SN respectivement.
Ceci a lieu en paruculier pour la dernière
fom-V(x, u)=xi[m(m—1)...2.vu+ gElm-U(x, u)];
comme elle n’est plus que de grade 1, l'équation obtenue en l’égalant à zéro possède une seule racine olotrope en æ = 0 (131), et le développement de cette racine ne peut être que la série (22). Effectivement le théorème du n° 135 montre que les coefficrents de ce développement satisfont nécessairement et respectivement
aux équations linéaires m(m—1)...2.m(u—@)=m(mi1).. 2.Wa(V2 — A2) =... = 0:
Cette série (22), qui représente ainsi une fonction olotrope en æ — 0, admet donc bien quelque rayon de convergence > 0. En supposant maintenant que Ux SOIL remplacé par
Ap + Asie.
quotient de la division par x de l'excès de la somme de la série (22) sur la somme de ses À — 1 premiers termes, le dernier membre de la relation (32) représente évidemment, à cause de cette relation elle-même, le résultat de la substitution de cette série à uw dans f(x, u).
L’inégalité (19) appliquée au terme en æUu?
pl existant dans le second membre de la relation (11) donne
fx 2 + Adx, et ici à cause de d; = m fk2t+ km, d’où fx —1k2t+ k(m—i).
D'autre part, v4— &x étant maintenant une série entière sans terme constant, le second facteur de l'expression (32) en est cerlainement une dont tous les termes effectifs contiennent en fac-
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teur une puissance de + d’exposant au moins —1, si toutefois £ est < m». Dans cette même hypothèse, Æ(m — i) estau moins égal à k, et l'expression dont il s’agit est une série entière en x dont tous les termes sont divisibles par æT##1 au moins, dans laquelle, par suite, les coefficients des puissances de x ayant des exposants inférieurs à { + Æ + r s’'évanouissent certainement. Tous les coefficients de cette série sont donc nuls, puisque l’entier est arbitraire. En d’autres termes, la substitution
U—= UT + AT
annule identiquement f(x, uw) et ses m—1 premières dérivées par rapport à w.
Mais si é — m, le second facteur de la même expression (32) devient la série
1,2... MO XL Rare BEL dr) Je
dont le terme constant ne peut être nul et la substitution dont il s'agit ne peut annuler identiquement f(0#)(x, u). L'équation proposée (1) admet donc bien la racine (22) au degré de multiplicité m.
III. Supposons enfin que les termes de la suite (21) soient égaux à 2, seulement à partir de M; inclusivement, et, de même que pour établir l'inégalité (25), transformons f(x,u) en fx(x, ux), par la substitution |
U—=dT+...+ ap ath le (ar + ux)æxf,
composée de (12) et de (26). Le grade de f(x, ux) étant précisément M; comme nous l’avons constaté à cette occasion, le polynome P;(wx) se réduit à quelque monome effectif tel que pzu, parce que son degré effectif d; et son grade My; sont tous deux
supposés — 7», d’où fk(æ, ur) = ch[pru + xTz(x, ux)].
En outre, les suites | dp+is kits .,
LPS PEN (PE RON PRES: à)
jouissent évidemment, par rapport à cette fonction, des mêmes propriétés exactement que celles attribuées ci-dessus (11) aux suites analogues (19), (31) relativement à f(x, u). L'équation
La Ux) —= O admet donc au degré m de multiplicité, la racine olotrope (33) Ur = Apy1T + AptoT? +...
Mais, en raisonnant comme nous l’avons fait pour obtenir la relation (32), on trouvera
FOX, ax + art+...=foi(x, ax +... +a;xkEubxh) GR EAL PT)", ou 0,
selon que # est << m ou — mn. La série (22) est donc bien encore racine multiple de degré m de l’équation proposée (1), ce qui généralise complètement l'exactitude de la dernière partie de notre énoncé.
137. Ces diverses propositions ramènent évidemment la recherche des racines olotropes distinctes de l'équation (1), la supputation de leurs degrés de multiplicité, au calcul de toutes les suites pouvant jouir des propriétés supposées à la suite (19) dans la dernière partie de l’énoncé du théorème précédent. On procédera comme il suit.
I. La substitution U—= LT
conduit à l'équation (entière) IT; (01) — O,
dont la résolution (16) fournit les seules quantités pouvant être prises pour premier terme de la suite (19).
Si son degré D, se réduit à zéro, elle n’a point de racine, et, par suite, l’équation proposée (1) n’a aucune racine olotrope (135). Sinon, on prendra l’une quelconque a, de ses racines, et la sub-
slitution suivante U=4T+vT?
CHAPITRE IV. — PHASES CRITIQUES DES FONCTIONS IMPLICITES
fournira l'équation Il2 (02) = O
à résoudre pour avoir les seconds coefficients des développements des racines olotropes qui peuvent commencer par a, x.
S1 cette nouvelle équation a encore quelque racine &:, on cherchera a; parmi celles de l’équation
Il: (03) IT O, déduite de la substitution
U = AT + GX? + V3 T8,
et ainsi de suite, les coefficients déjà obtenus fournissant toujours les données nécessaires au calcul du suivant.
S1 le degré d diminue jusqu’à zéro, l'opération ne peut être poursuivie, et l'équation proposée (1) n’a aucune racine (olotrope) dont le développement commence par les termes obtenus jusqu’à ce moment (135).
S1, pour l'équation [;—o et les suivantes, il finit par conserver la valeur constante rm >> 0, les équations subséquentes de la suite (20) n'auront plus jamais qu’une seule racine de degré de muluplicité m. Pour poursuivre le développement de la racine olotrope de même degré de multiplicité m, qui alors (136, IT) appartient à l'équation (1), on aura avantage à en tirer le reste de Péquation bien plus simple obtenue en différentiant m — 1 fois
par rapport à wx (136, IT) l'équation AR TE AE EUR) =,
qui admet m» fois aussi la racine (33), comme nous l'avons constaté incidemment ci-dessus.
Il. L’exécution de la substitution générale (12) se simplifie dans une mesure considérable, quand on utilise les résultats, alors connus, des substitutions antérieures.
Comme nous en avons déjà fait implicitement la remarque, la substitution (29) est composée de (12) et de
(34) Dé Ag + April HF Apépi TP + Vrrp@P,
et l’on a évidemment
a+ [Tyep(0rep) + TOx+p(T, V+p)] — dû [I (ag + Apiit +... +oprpaP) + xOx(X, ax +... HvprpwP)].
Pour former la (4 + pe équation (20), il suffit donc (en néoliseant le facteur insignifiant xx) d'opérer simplement la sub- ‘olgéte) O
sutution (34) dans (35) I(vx) + rx (x, vx),
et d’égaler à zéro le coefficient de la moindre puissance de + subsistant dans le développement du résultat, réduit, puis ordonné pie rapport à cette variable.
Le fractionnement de l'opération donne évidemment tous ses avantages, quand on le pousse à l’extrème en rendant indécomposables les substuitutions (34), c’est-à-dire quand on prend toujours p = 1. Alors et pour toute valeur de #, l’équation Il;,, (ux1)= 0 se tire du résultat, traité comme nous venons de l’expliquer, de la
simple substitution linéaire
0x = Ar Vx+1®;
faite dans la série (35).
I. Pour obtenir la totalité des racines olotropes de l’équation (1), 11 suffit d'employer à la formation de suites analogues à (19), toutes les racines des équations numériques (20) (16), disposées dans un ordre de succession convenable. Une image matérielle fera peut-être mieux saisir la marche générale et les résultats de cette opération.
Prenons ÿ rubans de mème largeur, illimités dans les deux sens et indéfiniment divisés, dans leur longueur, par des traits transversaux, en des segments tous d’une même longueur quelconque; empilons-les, tendus en ligne droite, face sur face, lisière sur lisière, trait sur trait, maintenons-les par une ligalure serrée au niveau d’un trait, et rejetons tout ce que détache de la liasse une section générale opérée à gauche et tout près du lien. Sur chacun d'eux inscrivons la quantité o entre ce lien et le premier trait à sa droite, puis pratiquons une deuxième ligature au niveau de tous ces
premiers traits.
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Ceci fait, considérons la première équation (20) de degré D,. Si Ÿ, est ÿ, nous commencerons par couper 4 — D, rubans entre la dernière ligature et leurs premiers traits à sa droite, pour rejeter définitivement de la lasse tout ce que ces coupures en ont déta- D Pnappelantiensuite :af), a), . 24. aflet ml), mi, ..., me les racines numériquement distinctes de cette équation et leurs degrés de multiplicité, nous diviserons le surplus de la liasse en g, liasses partielles composées respectivement de ml), m°, ... et ms rubans infinis vers la droite; nous inscrirons la quantité a! sur chacun des m, rubans de la première, entre la dernière ligature et les premiers traits à sa droite, puis nous la consoliderons par une nouvelle ligature couvrant tous ces nouveaux traits, et nous ferons de même pour chacun des g, — 1 autres liasses partielles, à cela près qu’au lieu de a) les premiers segments de leurs rubans porteront les inscriptions &ÿ dans la seconde, a” dans la troisième, et ainsi de suite.
La racine af conduira, par la substitution v, = a!) + uv}, à l’équation (VIT, (uv?) — o au moyen de laquelle on coupera, marquera et ligaturera en sous-liasses tous les rubans de la première liasse paruelle, exactement comme nous l'avons indiqué pour la liasse totale. On procédera de même pour la seconde liasse partielle au moyen de l’équation ®I, (0?) —o provenant de la substitution v,— af + UŸ), pour la troisième, ... et ainsi de suite en recommençant indéfiniment pour ces sous-liasses, pour celles provenant de leur division, pour les faisceaux suivants, etc., ce que nous avons fait pour la liasse totale après la seconde ligature.
Si tôt ou tard les rubans arrivent à être tous coupés, l'équation proposée (1) n’a aucune racine olotrope. Sinon, chaque lasse par- : lielle saisie à droite de la première ligature au delà de laquelle il ny a plus à en subdiviser ni à en couper les rubans, détachée de la liasse générale et débarrassée des rubans coupés qui peuvent s’y trouver mélés, correspondra à une racine de l'équation (1) : le nombre des rubans de longueurs infinies qui la composent marque le degré de multiplicité de cette racine, et les coefficients du développement de celle-ci se trouvent écrits sur chacun d'eux dans leur ordre de succession naturel. Les développements de racines fournies par des liasses partielles différentes peuvent avoir les mêmes coefficients jusqu’à tels ou tels termes; mais on finit tou-
jours par y rencontrer des coefficients de mêmes rangs qui sont inégaux, et les racines ne sont jamais identiques.
138. Dans les développements des diverses racines olotropes de l’équation (1), les termes à coefficients nuls ne comptent pour rien au point de vue numérique, et il y a un intérêt évident à opérer de manière à n’obtenir que les termes effectifs de ces développements, à éviter ainsi dans chacun d’eux les substitutions souvent nombreuses et pour ainsi dire sans objet que la méthode générale impose pour passer de chaque terme effectif au suivant. |
On remarquera d’abord que l’existence d’une racine dont le développement ne contient aucun terme effectif, c’est-à-dire de la racine u = 0 (quelle que soit x), est indiquée par celle de quelque puissance de u divisant tous les termes effectifs de J(x,u), et que son degré de multiplicité est précisément l’exposant maximum d’une pareille puissance.
On réussit à calculer exclusivement et successivement les termes effectifs des développements des autres racines par le procédé suivant qui comporte naturellement la détermination simultanée de leurs degrés. Cette méthode est très expéditive pour séparer les racines de l'équation (1), c’est-à-dire pour arriver aux premiers termes de leurs développements dont les coefficients ne sont pas égaux, opération importante à laquelle se limitent dans la pratique les calculs indéfinis expliqués ci-dessus; de plus, elle nous rendra bientôt un service théorique des plus importants (141, énf.).
Appelons k, le degré inconnu du premier terme effectif du développement de la racine (22) que la suppression des termes précédents à coefficients nuls réduit ainsi à
ET ot mr US
où a,, est essentiellement différent de o. Comme on a par hypothèse a; = 43 —...— à, _;—0, la substitution correspondante (12),
se réduisant à PART
est d’une exécution directe aussi facile que si Æ, était — 1, à cela près que cet exposant est inconnu. Le premier membre de notre
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équation (1) devient ainsi (36) Je, 0,2) = dim [x (04) + æ x, (æ, v4,)],
3 L] LL L3 , . « et l’entier X,, ainsi que le polynome Il, (v,) réduit à ses termes effectifs, sont caractérisés par ces trois particularités essentielles qui suffisent à leur détermination : 1° à cause de la nature monome de la subsutution, ce polynome a pour coefficients ceux mémes de certains termes effectifs ‘de la série f(x, u); L bg 97, . L 2 .
2° puisqu'il s'évanouit pour v; = &,, quantité essentiellement supposée non —0, £/ contient au moins deux termes effectifs; 3° x Il, (v,,) est l’ensemble des termes effectifs de moindre degré commun en x (en nombre 52) dans l’expression (36) ordonnée par rapport à x.
Soient
(37) Aprrs'æT us, Apr sa” us”
deux termes effectifs (dissemblables) de f(x, uw), donnant dans la série (36) les termes de degrés égaux en x
As ms 0, Apr sn mi is" vf, cas auquel, en appelant + la valeur commune de ces degrés, on à
Lt LUMENE SUNUN Peu | 7 + Ærs — T,
( ) | 2 k,s” 2 mé soit encore
(39) Arsæ'us,
quelque autre terme effectif de f(x, u) en donnant un dans la série (36), dont
(40) r + kis = 0
est le degré par rapport à x.
Les équations (38) conduisent d’abord à
Aie r"s' ren Ts" — Si ki(r'"s"— US) == T(r— 5 8 d’où PROC (41) PAS LT RIT ANT | 2 0,
parce qu'on ne peut avoir ni s — s— 7/— 7/— 0, à Cause dela dissemblance des termes (33), ni + —0. Combinées avec l’équa-
ion (40), elles donnent facilement ensuite
FO EN OES LL 7 À (42) Co ec dr” ss | 25 T1 EE INSEE I 1 M S 4 I 1 ! S [/4
en vertu de quoi la différence + —{ est nulle, négative ou positive, selon que le second déterminant est nul, de signe contraire ou identique à celui du premier.
Pour que les termes (37) fournissent à quelque polynome de la nature de Il, (vu; ) les termes
VA mt D) / 107 Ày',s' x, 9 Ayr,s JE
il faut donc que le déterminant (41) ne soit pas nul, puis que pour tout autre terme (39) on ait 02, c’est-à-dire que le second des déterminants della relation (42) soit de signe contraire au premier, ou bien encore nul, cas auquel Ap,sUf, est ausst un terme du même polynome.
Les termes de coefficients A, r, A7,s", Apr. e. qui peuvent appartenir à un même polynome de cette espèce ayant été tous découverts ainsi, les équations (38) et analogues donnent ensuite
GB) HE es © — eg 2 OS
el 1l faut en outre que cette valeur de k, soit un entier positif. Ces trois conditions sont évidemment suffisantes et permettent
d’abord d'obtenir les valeurs dont l’exposant k, est susceptible
pour les diverses racines de l'équation proposée (1), puis de former
pour chacune d’elles l'équation numérique
(41) Ux,(vx,) = 0,
dont les racines non nulles sont seules à garder, aux mêmes degrés de multiplicité, comme valeurs possibles de As
Pour obtenir ensuite-le second terme effectif de quelque racine olotrope
(45) ar, th + ax, rh +,
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dont le premier a été ainsi calculé, 1l suffit de chercher, comme nous venons de l'expliquer, le premier terme effectif d’une racine olotrope infiniment petite w,, de l’équation
(45 bis) (TARA EUR) = 0,
qui est de même nature que la proposée (1), ou bien, ce qui revient
au mème, de poser dk, = x, + VE, dhz—h1,
dans la série (36), puis d’y opérer, relativement à k2, æ, v,, exactement comme nous venons de le faire relativement à ,, x, v,.
Du second terme effectif du développement (45), on passe au troisième par les mêmes moyens, et ainsi de suite.
La découverte d’une racine secondaire w,, identiquement nulle, de degré de multiplicité m, indiquera que le développement commencé n’a plus de termes effectifs postérieurs à a,,x", c'est-à-dire que la racine olotrope correspondante de l’équation (1) se réduit au polynome entier
avi ar +... + ax, vf,
avec le même degré de multiplicité m.
Les équations numériques (44) et subséquentes que ce procédé permet d’enchaîner les unes aux autres coïncident d’ailleurs avec celles de la méthode générale, dépoutrllées de leurs racines nulles, et les conséquences à tirer de leur discussion sont exactement
celles du n° 137.
139. La formation des équations numériques analogues à (44) (et de toutes celles subséquentes enchaïînées avec elles dans une suite plus ou moins ramifiée) est singulièrement facilitée par le manuel graphique ci-après expliqué. Il a pour base la représentation préalable des paires d’exposants
SES DD ER PS
de tous les termes effectifs de f(x, u) [ puis ultérieurement de fe, ax + wy,), ..., nouvelles séries entières en , uy,, .. Al par des points ayant respectivement les premiers el seconds éléments de ces diverses paires, pour abscisses et ordonnées dans un
système de coordonnées rectiligses planes dont, pour fixer les idées, nous supposerons les axes, le premier horizontal, le second vertical. Comme ces exposants ne sont jamais négatifs, tous ces points ou /alons tombent nécessairement sur les parties positives des axes et dans leur angle. Pour f(x, u) aucun d’eux ne peut se trouver à l’origine, parce que cette première série est supposée ne point avoir de terme constant.
Considérons maintenant la droite ® menée par deux jalons (r!, 5"), (7, s') représentant des termes de f(x, u), propres à en fournir deux correspondants dans une équation du genre de (44). La première condition analytique à laquelle sont assujettis ces exposants, la non-nullité du déterminant (41), impose à la droite ® la condition géométrique de ne pas passer par l’origine. La deuxième impose à la même droite celle de contenir tout jalon (r, s) correspondant à quelque autre terme de la même équation numérique et de partager le plan des axes en deux demiplans contenant le premier l’origine, le second la totalité des autres jalons. Car, en appelant r, s les coordonnées courantes, l'équation
représente précisément la droite ®, et 1° le jalon (7, s) est situé sur elle quand le second des déterminants (42) est nul, 2° «il tombe ou non par rapport à elle du même côté que l’origine, selon que les signes de ces deux déterminants sont identiques ou opposés. Quant à la troisième condition, elle impose d’abord à la même droite celle d’avoir sa parallèle par l’origine dirigée à l’intérieur des angles des axes opposés au sommet, où les coordonnées d’un même point sont toujours de signes contraires.
Il en résulte que toutes les droites @ ne peuvent se trouver que parmi les / droites ®,, @2, ..., ®, dont nous allons assigner les positions. Appelants, la plus faible valeur de s dans les couples (46) et 7, la plus faible valeur de 7 dans ceux où s = 59, nous tracerons d'abord par le jalon (r5, so) une droite horizontale , qui évidemment ne laissera aucun jalon au-dessous d’elle, et n’en contiendra point à gauche de celui-ci; puis nous la ferons tourner autour de
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ce même Jalon, d’une manière continue et dans le sens rétrograde, Jusqu'à sa première position (D, où, sans avoir été verticale, elle passe par un autre Jalon au moins ou bien par plusieurs, le cas échéant (tous d'abscisses inférieures à 7°, d'ordonnées supérieures à 5). Nous appellerons
CF S0o ); TON CHOSE (ra ns)
la totalité des jalons qui tombent alors sur @,, écrits dans l’ordre A nr... ri, eL aussi par suite, à cause de la direction de cette droite, 55, <5,<...<5,. Nous lui ferons poursuivre ce même mouvement de rotation autour de (ris S1) pris ensuite pour pivot, jusqu'à une nouvelle position @2 où, toujours sans avoir passé par la direction verticale et sans avoir franchi aucun jalon, elle en contiendra deux ou plus que nous écrirons dans un ordre analogue
Cr Si); (4 Ce QUE (ro; S2),
puis de même en prenant pour pivot (2,8), puis (73,53), et ainsi de suite jusqu’à une dernière position @/ contenant les jalons
(ri-1, Sy-1); RAI Fo), ….) (74 se (4 “ir 9),
et au delà de laquelle une nouvelle rotation rétrograde autour de (É, #) ne pourrait l’amener à passer par un nouveau jalon sans lui faire atteindre ou franchir la direction verticale.
Les droites @,, @2, ..., (7, contenant respectivement les groupes de jalons :
| (ro; So), AE AR CS ROME (Ass), CAMETEE (CARE D PNR PEL SE TR AUDE, Se )s
(47) CTI: Sj—1); BE NE QE RE ANR NA ; CL 9),
et réduites aux segments compris entre leurs jalons extrêmes, forment ainsi une enceinte parüelle à l’ensemble de tous les jalons (46), ou graphique de l'équation proposée (1), dont tous les côtés sont obliques à l’axe horizontal des coordonnées, en donnant des valeurs essentiellement positives à la quantité 4, définie par les formules (43).
M TI. he
Mais on ne retiendra comme utiles, c'est-à-dire indiquant des groupes de termes de f(x, u) qui conduisent à des équations numériques du genre de (44), que ceux donnant à k, des valeurs entières. Le côté D; sera utile ou non, selon que la valeur commune des fractions positives
.! L /! . a ® | Pile een Ti MANOIR s . DA av ( 0 SR nc 0 # 48 Sitienot Sy — Si—1 Sr CCSN " 2 k A RCE Roms (ee y Le : Ti NE) de FF 71 Cr RES 1 — + ee
sera où non un nombre entier k,. Dans le premier cas, l'équation numérique correspondante se réduit à
(49) As 0 D RÉ MÉOET D Rae LE Are (EE Ari usis 20; après suppression des racines nulles.
Le nombre et les positions des côtés utiles sont entièrement subordonnés aux circonstances numériques de la question. Nous y adjoindrons la droite horizontale ®, qui allonge l'enceinte en deçà, quand elle laissera l’origine au-dessous d’elle; car alors s, est > 0, u*est la puissance de x d’exposant maximum qui divise tous les termes effectifs de f(æ, u), et l’équation proposée (1) possède la racine uw — 0 (quelle que soit æ), au degré de muluplicilé 59 marqué précisément par la hauteur de ®, au-dessus de l'axe horizontal.
De nouveaux graphiques construits suivant les mêmes règles pour les séries subséquentes f(x, ax x" + ux), -.- permettront de prolonger aussi loin que possible, par des termes effecufs, les développements commencés antérieurement, et aussi de découvrir par la survenue de côtés horizontaux utiles, l'existence de racines secondaires identiquement nulles réduisant à des polynomes entiers certaines racines olotropes de l'équation proposée (1). l 140. Si la somme des degrés de multiplicité des racines
olotropes inégales dont nous venons d’expliquer le calcul est égale au grade de f(x, u), l'équation (1) n'a plus aucune autre racine (olotrope ou non).
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En représentant par les notations (6), (5) les racines dont il s agit et leurs degrés de multiplicité, l'égalité supposée
M + M+...—+ Mo =
entraine $ ÿ — o à cause de la relation (9); par suite (130), l’équation ef) u)=#00(183)
ne possède aucune racine. On ne peut donc satisfaire à l’équaon (1) autrement qu’en annulant identiquement l’un ou l’autre des g premiers facteurs du second membre de l'identité (7), c'està-dire qu’en prenant w égale à l’une ou l’autre des fonctions olotropes (6).
Mais, quand cette somme est inférieure à 9, l'équation (r) possède des racines non olotropes (en x — 0) dont nous allons maintenant nous occuper. |
Racines non olotropes.
141. Nous conserverons dans ce paragraphe les notations du précédent dont nous suivrons aussi le numérotage, et nous établirons d’abord ce théorème fondamental :
En appelant Y* une nouvelle variable indépendante, on peut assigner un entier positif N tel, que l’équation
(50) FE", u)= 0,
de même nature et de méme grade ÿ(>0)que l'équation proposée (1), ait des racines, fonctions de +, olotropes et nulles en? — 0, dont la somme des degrés de multiplicité reproduise précisément le nombre 9.
1. La muluüplication par quelque entier positif », de tous les nombres 7 exposants de x dans f(x, u), change l’équation (1) en une autre de même nature et de même grade, que nous représen-
terons par | Jim(æ, u)=0,
et elle imprime à tous les jalons du premier graphique (139), des déplacements variés qui sont horizontaux et dirigés de gauche à
droite. Mais tous les jalons qui traçaient primitivement l'enceinte du graphique la tracent encore après sa déformation; car la multiplication, par une quantité positive quelconque, de tous les éléments d’une même colonne de l’un ou l’autre des déterminants (42), ne peut ni changer leurs signes, ni les rendre nuls quand ils ne l’étaient pas; d’ailleurs le côté horizontal a simplement glissé sur lui-même.
Comme les nombres s exposants de w ne varient pas, {out côté utile de l’enceinte primitive L Do D: » - ®,| reste utile après la déformation de celle-ci; car, d'une part, la hauteur de @, au-dessus de l’axe horizontal reste la même; d’autre part, la multiplication, par », des numérateurs de fractions telles que (48), les laisse divisibles par leurs dénominateurs. En outre, l’équalion numérique correspondante (49) reste la méme quel que soit n.
Mais il y a plus : on peut trouver pour n une valeur n rendant utile un côté oblique ®; choisi à volonté dans l'enceinte primitive. Car, pour amener tous les numérateurs des fractions (48) à être divisibles par leurs dénominateurs, il faut et 1l suffit évidemment que le nombre » par lequel on les multiplie tous soit un multiple entier quelconque n' de 5;, dénominateur de la forme
réduite : de ces mêmes fractions. La valeur minimum de n’est 5;
c’est-à-dire un entier > 1, quand @; n’était pas utile, et 1 quand ce côté l'était déjà.
Il. En supposant que l’enceinte du graphique de l'équation proposée (1) ait ainsi un côté oblique devenu ulile pour l'équation
(51) Jim(r, u)=0,
en appelant a, une racine de l'équation numérique correspondante (49), nous formerons l'équation subséquente en w,
(52) Jin(r, ar, th + ur,) = 0,
et si l'enceinte du graphique de celle-ci offre encore quelque côté oblique, on trouvera de même qu’un nouveau multiplicateur convenable »"(Z 1) des exposants de x change cette équation en une
autre finnn(r, ar," h + ur) = 0
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ayant un graphique dont l'enceinte contient au moins un côté oblique uule. En d’autres termes, on pourra pousser Jusqu'au second terme effectif inclusivement le développement d’une racine olotrope hypothétique de l’équation
fnnn(æ, u)=o.
S1, dans l’enceinte de son graphique, l'équation (52) avait un côté horizontal utile, elle admettrait la racine olotrope uw; = 0 (identiquement); par suite, l'équation (1) aurait la racine olotrope entière u— a;x", à un degré de multiplicité évidemment égal à celui de a, considérée comme racine de l'équation numérique dont la résolution a fourni ce coe fft-
cient (136, I, ën jine).
IT. Le même raisonnement recommencé indéfiniment pour les équations subséquentes en w,.., Uy,, «+. Conduit à cette conclusion évidente : on peut assigner une suite de multiplicateurs entiers
CPS CRETE UNE CR
tels que pour un des ÿ rubans choisi à volonté dans la liasse définie au n° 137, INT, toute coupure puisse étre évitée, ou tout au moins que la première à opérer soit repoussée aussi loin quon voudra, par le changement de l'équation proposée en
(54) Tin'nrnr..1(æ, PATENTS
Le premier cas se présente quand il survient un graphique dont l’enceinte contient un côté horizontal utile auquel on s'arrête ; la suite (53) est alors limitée, et le ruban considéré donne pour l'équation (54) une racine olotrope se réduisant à un polynôme entier.
On se trouve dans le second, quand les graphiques successifs à construire contiennent tous dans leur enceinte des côtés obliques que l’on choisit pour prolonger le développement commencé; la suite (3) est alors illimitée,
1V. Quand l’emploi d’un nouveau multiplicateur ni) de valeur minimum >> 1 est nécessaire au calcul d’un nouveau
terme effectif ax", l'équation numérique dont dépend &. offre au moins deux racines inégales.
Pour que cette nécessité s'impose dans le calcul de 4, il faut que l’on ait choisi, pour opérer, quelque côté oblique @; de l’enceinte [@o@...@7], donnant lieu à l'inégalité 6; > 1. Comme tous les dénominateurs des fractions (48) sont divisibles par 5;, on a notamment, en appelant g;, ..., Tree MERS certains quotients entiers,
Sÿ — Si—1 = Siqi, .…..) Si — Si = SiQi-1 Si — Si1 = SiQi-1 ce qui permet d'écrire l'équation (49)
Où L 1 Où es = Ars: our 7: Da NT SRE Go HART
se
Tous les coefficients étant =Z 0, les racines le sont toutes aussi; en appelant donc a, l’une quelconque d’entre elles et 0 quelque racine >< 1 de l'équation binome 0%=— 1, quien possède certainement de telles (109), Gay quantité -£ «4, est évidemment une autre racine de l’équation ci-dessus. (On pourrait encore considérer que le premier membre de la même équation ne peut se réduire à une puissance d'aucun binome linéaire en v;,, parce que les exposants de cette inconnue dans les termes effectifs n’appartiennent pas à une progression arithmétique de raison — 1.)
Le même raisonnement s'applique au calcul de Fe «MS TE nous avons constaté implicitement dans l'alinéa If, que la poursuile du développement ne comporte jamais que la simple répétition, sur d’autres données, des opérations expliquées pour le calcul de soñ premier terme effectif.
V. Quand la suite (53) est illimitée et qu’on en réduit tous les termes à leurs valeurs minimums, le nombre de ceux qui sont 1. ne peut SUTpasser ÿ —1.
1° Sig —1, le calcul de a, n’exige l'intervention d'aucun multiplicateur de valeur minimum >> 1, et l’équation numérique dont ce coefficient dépend est unique et linéaire.
Entre les exposants 5, 81, ..., s,(—9) fournis par le tracé de
NL
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l'enceinte du premier graphique, on a l’égalité générale évidente S) FE (51— 50) + (S2— S1)+...H(Si— Si) +... + (I — Sr 1) = 8.
Si donc ÿ—1, / termes du premier membre se réduisent à o et l’autre à 1. Mais s, ne peut être celui-ci parce qu'alors tous les autres seraient nuls ; le tableau (43) ne contiendrait aucun groupe, et l'équation (51) ne conduirait pas, comme nous le supposons implicitement, à quelque développement commençant par le terme effectif ay, x".
Donc 5, — 0; ce tableau contient un groupe unique, composé seulement de deux paires d’exposants dans lesquelles la différence des valeurs de s se réduit à 1; la suite de fractions égales (48) n'en contient donc qu’une dont le dénominateur est 1, valeur minimum du multiplicateur 7° (1).
2° Même chose a lieu pour le calcul de ax.,,, quand a, est racine simple de l’équation numérique qui en détermine la valeur, en particulier quand cette équation est linéaire.
Car le grade par rapport à w, de l'équation
: 1 UT A j) "1 Je Es: NA HTLUR OCZ ak. anÜ)..n # ki — dk, an 0)..n Ka —- RE + ar; &f —— Ui;) — 0,
toujours égal au degré de multiplicité de a; (136, [, ën jine), se réduit à 1, et a,,, s'obtient en traitant cette équation par rapport à u,, comme l'équation proposée (1) l’a été par rapport à w, pour obtenir la valeur de a;. On peut alors recommencer le raisonnement ci-dessus (1°).
3° Quand la valeur minima du multiplicateur nr est > 1, l'équation qui fournit a, a des racines non toutes égales (IV), par suite de degrés de multiplicité tous inférieurs à son degré.
Le degré de l’équation qui donne a,.,, est donc inférieur à celui de la précédente, puisqu'il ne peut surpasser le degré de multplicité de a; (1536, 1).
Si donc l’emploi d’un pareil multiplicateur s’impose ÿ — 1 fois, il faut que la première valeur d; de ce degré qui ne peut surpasser 4 (136, L) soit égale à ÿ, et que sa valeur pour léquation numérique venant immédiatement après celle que le (9 — BAS multiplicateur a permis de former, soit égale à ÿ —(9—1)=—1. À partir de ce moment, aucun multiplicateur de cette espèce ne devient plus nécessaire (2°).
VI. En supposant les multiplicateurs (53) réduits à leurs valeurs minimums, puis en appelant », leur produit quand leur suite est limitée, ou le produit de ceux >> 1 quand elle ne l’est pas (V), le produit n'n"n"... finit, dans le second cas, par conserver la valeur constante 7.
Il est donc certain (LIT) que le changement de l'équation (1) en
Jin (LRO
supprime toute coupure dans le ruban choisi, en même temps, par suite, dans tous ceux de la liasse, sur lesquels la multiphicité des racines des équations numériques a pu faire inscrire les mêmes coefficients.
En appelant n, un second multiplicateur que l’on trouvera par des calculs semblables, le changement de l’équation (1) en
Jia (2; u) 9
laissera intacte quelque liasse partielle d’autres rubans; et de même avec d’autres multiplicateurs n3, ..., n3, jusqu'à l'épuisement de tous les rubans.
Comme les multiplicateurs n,, n>, ..., n} conservent évidemment toutes leurs propriétés quand on les multiplie par des entiers quelconques, les ÿ rubans de la liasse resteront tous intacts par le changement de l’équation (1) en
(54 bis) REP U0,
n désignant un quelconque de leurs multiples communs. Cette dernière, en d’autres termes, possède des racines olotropes dont les degrés de multiplicité ont une somme égale à ÿ, ce qui achève la démonstration de notre théorème, à cause de l'identité évi-
dentet/ tem uv).
Si les nombres 7, R°, ..., n; sont les plus petits de ceux qui jouissent des mêmes propriétés, leur plus petit commun multiple sera évidemment la valeur minimum de n.
VII. On arrive à la même conclusion par un autre raisonnement qu’il n’est pas sans intérêt d'indiquer sommairement. Comme aux côtés (Po, Pi, ..., (D, de la première enceinte,
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s'ils sont utiles, correspondent des équations numériques (49) dont la somme des degrés effectifs, égale à
S0 +(Si— 50) +... +(g — 5-1)
d’après le tableau (47), reproduit le grade ÿ de l’équation (1), la somme totale des degrés de multiplicité des racines de ces / +1 équations est précisément égale à ce même nombre g (13).
D'autre part, on constatera facilement que, dans le passage d’un côté utile de cette première enceinte à l'équation subséquente (45 bis), le grade de celle-ci (par rapport à w,,) est précisément égal au degré de multiplicité auquel a, avait appartenu, comme racine, à l'équation numérique dont la résolution a fourni ce coefficient ; et de même, dans le passage d’un côté utile d’une enceinte ultérieure quelconque, à l’équation transformée subséquente.
Par conséquent, si les enceintes des graphiques successifs ne contiennent jamais que des côtés utiles, il est certain que dans le prolongement opéré simultanément et parallèlement, des développements de toutes les racines de l'équation (1), les coefficients de ces divers développements seront, relativement aux équations numériques qui les fournissent, des racines dont la somme des degrés de multiplicité conserve indéfiniment la valeur g.
L'utilité de tous les côtés de toutes les enceintes à construire successivement pour l'équation précédente (54 bis) ayant été assurée par l'emploi du multiplicateur n, il est donc certain aussi que cette équation elle-même, l’équation (50) par suite, possèdent des racines olotropes dont la somme des degrés de muluplicité est précisément 8.
149. La proposition précédente doit être complétée par des observations essentielles.
Socient (55) Dies both
le développement (réduit à ses termes effectifs) de quelqu'une des racines de l'équation (bo), m son degré de multiplicité, ets le plus grand entier qui divise à la fois N, pis pa; ++:; posons
en outre
nl D (55 bis) HUM 7 LM RESSSSS
TT) D) TD et appelons Ai, 2; o y
les y racines de l'équation binome (56) 21 (409).
Deux quelconques des y séries entières
Dia +0 Ji + bi(aito ji +... A | bi(ato )oi+ bo(atT Dr...
[comprenant (55)] ne sont pas identiques, et, comme (55), chacune d’elles est une racine multiple de degré m de l’équation (50).
,* Ce Q Te RE è Fr : ‘ . 1 1 L'identité de celles de ces séries où figurent v; et «; (1 <Jj)entraînerait effectivement
dj \ Pi 7 ) D, a; \Ÿ = => ee UE ni U We —. —— Her mt &} { puisque ces quantités sont deux racines de l’équation binôme (56),
A ÿ A A Xÿ £ d’où, contrairement à l'hypothèse, — — 1, parce que les entiers », ne Di, Do, ... n'ont aucun diviseur commun >> 1 (116 brs).
Le second point est évident parce que la fonction
fe, u)= IS), a]
reste identique à elle-même quand on y substitue 2;+® à +9.
Le raisonnement pourrait encore se faire d’une manière moins expéditive, mais plus directe, par la simple discussion des équations entières qui nous ont fourni successivement les coefficients
O4, Das 2 UMMIPSIN Il. Zn posant
(57 bis) DCE) = Dit bte...
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fonction de tolotrope et nulle ent—o,eten appelant (Mf(+", u) une fonction de ?, u, olotrope en t—=u—o, de grade nul, et dans tous les termes effectifs du développement de laquelle les exposants de ? sont divisibles par n, on a l’identité
GENE uw)... [u—V(aurv)]r[u— (arm)... [u— V(avrm)]" |... Un (et, u),
où les points remplacent des groupes de facteurs semblables à celui mis en évidence entre des accolades, et où deux quelconques des facteurs linéaires en u placés entre crochets ne peuvent être identiques.
On a de plus pour chaque groupe
(59) ONE 10 et pour leur ensemble (60) 2 [VE] =D:
Comme l'équation (5o) ne peut avoir la racine d(+5) sans avoir aussi, au même degré de muluplicité, toutes les autres du groupe (57) (1), la relation (7) appliquée à f(+", w), en faisant intervenir la totalité des racines de celte même équation, donne une identilé de la forme
Du)... [u—d(urs)]m...[u—d(ars)]" | FE (ra):
où tous les facteurs entre crochets sont différents, pour laquelle les égalités (9), (55 bis) ont lieu, et où (MF(#, w) est forcément de grade o.
Maintenant, le développement de l’expression (61) [u— Vars )][u—d(axs)]...[u—d(a:s)]
en série entière par rapport à +, se décompose évidemment en termes de la forme
B( DE [AE AA ak ) eithit. HAIT,
où le coefficient B est indépendant de #, et où le second facteur est une fonction symétrique des racines de l’équation binome (56), de la nature de celles faisant l’objet du théorème du n° 114.
Comme cette fonction symétrique se réduit à o, quand la somme
ki + k+...+Kk,
n’est pas divisible par v, les exposants de t dans tous les termes effecufs du développement de (61) sont divisibles par 5 = n, et la relation est nécessairement de la forme
fasu)=... il (re w)}r | 6) RENE
où les composantes ..., W, ... sont olotropes en 0, o. Dans les termes effectifs du dernier facteur (#F(#, uw), il faut donc aussi que les exposants de t soient tous divisibles par nt, sans
quoi 1ls ne pourraient l’être dans ceux de f(t", w), produit de tous ces facteurs. On a donc
VOF (+, u) — FC, u),
ce qu'il restait à constater.
Ce même théorème conduit immédiatement au suivant
Toute racine de l'équation proposée (1) est de la forme
( 1 of of Y\a) = 6; x bi RMI EU,
fonction composée de quelque fonction radicale simple de la
forme x" (118) et de quelque composante de la nature de(53 bis), dans laquelle les exposants w,, w, ... des termes effectifs et l'indice y n'admettent aucun diviseur commun.
Les racines pour lesquelles y — 1 sont olotropes en x =0 (on retombe atnst sur celles dont nous nous sommes occupé dans le paragraphe précédent); les autres ne le sont pas, mais chacune d’elles est accompagnée, au même degré de multipli-
cité, par toutes celles qui correspondent aux y — 1 autres déter-
minations du radical x.
La somme des degrés de multiplicité de toutes les racines inégales est égale au grade ÿ du premier membre f(x, u).
PR
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( 1\ | / | in 1\ | ) (OM (Tu) =... MC) RENE Les Peel :..(W)f(æ, u),
pour laquelle l'égalité (60) subsiste, et le dernier facteur étant de srade o ne peut s'évanouir par la substitution à &w d’aucune fonction de æ tendant vers o avec cette variable (130); les seules racines de l’équation (1) sont donc les fonctions Ÿ figurant entre les crochets, dont la nature a été spécifiée conformément à notre
énoncé dans le numéro précédent.
Comme y est posilif, æ” et, par suite, toutes ces racines tendent
vers o avec æ (103).
1\5 À cause de l'égalité (59), (an) est l’une des déterminatuons du
radical x”, dont l’ensemble est
1 1 1 AE de EN SN IR ANS AT OUEV.
Pour une valeur de y — 1, cet ensemble se réduit à +, et l’on à une racine (simple ou multiple) de la forme
bixmi+ b:2xm:+..., partant olotrope.
Pour une valeur de y => 1, cet ensemble content plusieurs termes et donne y racines non olotropes en x —o. Car, si l’on avait, par exemple,
ne a
biz +baæt+...=bo+bhir +hon +...
il viendrait aussi en changeant x en x” FAUNE ba xD: +. . — Lo + b4z'V —— ba x'2V SR
identité impossible puisque les exposants sont divisibles par » dans le second membre, alors qu’ils ne le sont pas dans tous les termes effectifs du premier.
À ces y racines correspondent, dans la relation (62), y binomes élevés à des puissances d'un même exposant 72 auquel nous conservons le nom de degré de multiplicité des racines dont il s’agit,
158 DEUXIÈME PARTIE. — FONCTIONS D’UNE SEULE VARIABLE. comme si elles étaient olotropes. Il est évident, en effet, que la
Î substitution uw — Lx) annule identiquement f(x, u)et ses m —:
premières dérivées par rapport à w, mais non la mi" parce que toutes les racines considérées sont inégales (142, IT). La fin de l’énoncé est l’égalité (60) formulée en langage ordinaire.
144. Pour étendre tout ce qui précède au cas de valeurs initiales quelconques x,, us rendant f(x, u) nulle, mais toujours olotrope, il suffit d'y remplacer +, u par les différences + — x, u — uo. Car la double substutution x — x, — x’, u — wo — u!ramène l’équation proposée (1) à cette autre
HE Lu.) = f( To #8 HE LU =0
à résoudre à partir de x'= w'— 0 valeurs pour lesquelles son premier membre est aussi olotrope et nul.
Si, comme il importe de le faire toujours, on a divisé f(x, u) par (æ — x,)', plus haute puissance de + — x, figurant comme facteur dans tous les termes effectifs de son développement par la formule de Taylor, le grade de f(x’, u!) est l’ordre g de la première des fonctions
que l’hypothèse numérique &æ = +5, u = uo n’annule pas, c’està-dire le degré de multiplicité (3) de us considérée comme racine de l’équation numérique
(65) (aa) = 0
En désignant encore par Ÿ(£) la composante définie ci-dessus (143), mais augmentée de la constante w,, le théorème précédent se change en celui-ci :
Chaque racine de l’équation proposée (1), tendant vers w quand x tend vers +5, est de la forme < Di (ay (64) y [Ce = Uo + Dir — ro) * + Daft — 20) Ÿ +... à où le radical (x — x,) est susceptible de ses déterminations -indistinctement. |
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Toute racine où y —1 est olotrope en x,. Les autres ne le
sont pas, et celles qui sont formées avec la méme composante Ÿ et les diverses déterminations d’un même radical (x — x)
ont toutes un même degré de multiplicité.
La somme des degrés de multiplicité de toutes les racines inésales reproduit ÿ, méme nombre pour la racine numérique us de l’équation (63), qut est leur valeur initiale commune.
L'identité (62) devient enfin
DT, u)—... ira \3 ss) fs à à Fur É4 Cape ROLLFIU ARTE
f(x, u) désignant ici une fonction qui en Zo, Uo Est toujours olotrope, mais ne S y évanoutt plus.
145. En raisonnant comme au n° 142, Il, on voit sans peine que le produit partiel
Co me) | PM Re a nv)
de y facteurs binomes du second membre de lidentité précédente, formés avec la même composante Ÿ et les y déterminations d’un
même radical (x — x,)’, se réduit à une fonction W(x, uw) entière et de degré y par rapport à w, olotrope en x, par rapport à x. Aucun autre groupement de ces facteurs ne pourrait donner des produits partiels de cette nature.
La formule (65 bis) M) an) ren Fu)
décompose donc f(x, u) en un produit de puissances de facteurs non identiques, tous olotropes en x = x,, entiers et de degrés minima par rapport à u, accompagnés d’un facteur complémentaire (Mf(x, u) olotrope mais non nul en & = x,
[42 —= Uo:
Si, contrairement à ce que nous supposons maintenant, f(x, u)
s’évanouissait quelle que soit w pour æ = &s, le produit compren- : f drait en outre un facteur de la forme (x — x,).
Cette formule est applicable à toute fonction olotrope de deux variables, mais seulement pour les valeurs de x, u suffisamment voisines de Zo, Uo.
146. La présence de racines multiples complique évidemment beaucoup leur séparation et leur développement, ainsi que tous les calculs où l'équation (1) est intéressée. Comme en Algèbre, on évite ces difficultés en déduisant de f(x, u), par des différentiations relatives à u et des divisions successives convenables, les premiers membres d'équations semblables à la proposée, mais n'ayant plus que des racines simples égales aux racines simples, doubles, triples, etc. de celle-ci. |
IT faut toujours commencer par cette simplification quand elle est pralicable, et raisonner en la supposant effectuée. Ici les opérations portent sur des séries et non plus sur de simples polynomes entiers ; mais, à cela près, leur mécanisme déduit de la relation (65) ou (65 bis) est analogue à celui de la méthode dite des racines égales, ce qui nous dispense d’y revenir.
147. En vertu de la relation (65) aucune racine de l’équation (1) ne peut annuler fN:1)(x, u) identiquement aussi, sans étre multiple. On peut toujours alors, comme nous venons de le voir, ramener celte équation à d’autres n'ayant plus que des racines simples et dont les premiers membres, encore olotropes, ne peuvent Jamais par suite s'évanouir identiquement à la fois, eux et leurs dérivées premières par rapport à u.
Cette décomposition du premier membre f(x, u) s'étend évidemment, par voie de cheminement, à toutes les valeurs des variables pour lesquelles 1l reste olotrope. C’est à elle que nous faisions allusion dans le n° 322 de notre première Partie.
Autres phases singulières des racines de la même équation.
148. Nous passons à l’examen d’autres cas, très intéressants aussi, qui échappent à la théorie générale des fonctions implicites et qui se ramènent immédiatement à celui que nous venons de traiter si longuement. |
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On dit que l'équation (1) J(X, u) 0)
résolue par rapport à w, a une racine infinie en x — x, quand une de ses racines, calculée (par cheminement) pour quelque valeur de x infiniment voisine de x,, est infinie.
L'équation
est alors satisfaite pour x — x,, u'—0, et s’il arrive, chose très fréquente, qu’elle y ait un premier membre olotrope ou bien seulement qu'elle soit équivalente à quelque autre
Jouissant de cette propriété, les notions précédemment acquises rendent très facile l'étude de ce qui se passe.
L'équation (2) possède alors (144) une ou plusieurs racines infiniment petites, simples ou multiples, dont chacune est de la
forme TD TD +1
D OT — 20)" D! (2 — 5) VU, TD 1 2 =(x — 0)" ee DT — 20) + bd, (x — NE ER ; |
où D, n’est pas nul et où, dans les termes effectifs, les numérateurs des exposants et leur dénominateur commun y n’ont aucun diviseur commun >> 1. Il en résulte
I pr | Le ae Rae CC ment. 118 LOU rares CIE À | u' ( 0) [ âr | :
ce qui donne Lo mel (3) u = bo(X — x) Ÿ + D,(x — 20) y Se ele série procédant suivant les puissances de (x — x,)' à exposants entiers et croissants, les premiers négatifs, où, comme tout à l'heure, b, n’est pas nul, dans laquelle aucun entier >1 ne peut diviser à la fois les numérateurs et le dénominateur commun y des exposants des termes effectifs.
C'est une fonction composée du radical (x —x,)" et de la compo-
sante bot + b,t-5t1 +... infinie mais méromorphe en {= 0 (40). Si l’on y réduisait à o les coefficients des termes à exposants négatifs, on retomberait sur la forme (64) du n° 144, que l’on peut ainsi considérer comme contenue dans ce développement.
149. On dit encore que pour æ infinie l'équation (1) a une racine finie wo, ou infinie, quand une de ses racines, calculée (par cheminement) pour quelque valeur infinie de +, tend vers w, dans le premier cas, est infinie dans le second. L’équation
(4) | f (ee u)=0
possède alors une racine finie ou infinie en t— #7, el NomCRst ramené aux deux cas précédemment étudiés, quand cette équation, ou sa transformée en w/', est équivalente à une autre dont le premier membre est olotrope en x'=,,u=us,ouenæ = is D EE
Pour des valeurs de x! suffisamment voisines de æ;, chacune des racines considérées de l'équation auxiliaire (4) est de la forme
TD TD+l u = uo+ bo(e— ei) + bi(a— me) Ÿ +.
dans le premier cas (144), de la forme
—T DH u = bota'— 09) bi: (TEE
dans le second (148). En remplaçant donc æ'—x, par _ et en
supposant modæ suffisamment grand, il vient pour le premier cas
_S Us.
(5) = ü9 + 0 Y+ bix A: © À et pour le second
(oO G—1 (6) = bn 2e be NEO
Dans l'expression (5), les numérateurs el le dénominateur commun des exposants des termes effectifs n’ont aucun diviseur com= mun >> 1. C’est une fonction composée de la composante
uo + bot-B + b,t- (Gr ...,
olotrope à l’infini (51) et du radical Ti
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Dans l'expression (6), il faut supposer b non — 0 et même P PI 0 propriété arithmétique aux exposants. C’est une fonction composée du même radical et de la composante
Oto bytm- La … méromorphe à l’infine (51).
150. Toutes les considérations développées dans ce Chapitre sont applicables aux équations entières; car si f(&, u) est un polynome entier en x, u, l'équation (1) a son premier membre
D . | : I I indéfiniment olotrope, et ses transformées en #’— a DEN (4 HA
équivalent évidemment à des équations entières en æ, u/!, ou LL 111 APTE
151. On rencontre assez souvent les séries procédant suivant les puissances du même argument (% — æ9), à exposants fractionnaires, posilifs ou négalifs, croissants ou décroissants, auxquelles nous à conduits la résolution de l'équation (1) dans les principaux cas échappant à la théorie générale. En représentant par
LT AE RER VER CERTES
le développement d’une composante méromorphe en é— 0 (olotope quand À, —...—
A5_1 — 0), par y un entier n'ayant aucun facteur qui divise tous les exposants de { dans les termes effec-
üfs, leur type général s'obtient évidemment en remplaçant #
DOUZ — x)”.
En appelant R un rayon de convergence du développement(3), puis à une quantité positive inférieure à R° ou supérieure à R" selon que le signe à placer devant v est + ou —, une série de
celle espèce TD —TI +1 (8) Ao(T — %9) © + Ai(x — x) oi no
convergera pour toute valeur de x donnant mod(x — 6) 00 dans le premier cas(saufx =x, quand les coeflicients des termes à exposants négatifs ne sont pas tous n uls)ou mod(x — x)> à dans le second.
152. Pour toute valeur de x tombant dans ses limites de convergence (sauf x, quand il s’agit du se +), la somme
de la série (8) est olotrope.
Car alors la différence x — x, n’est pas nulle, et (æ — Fe est olotrope (125), de plus non nulle (71, VIIT). La somme de la série (8) est donc olotrope aussi, en vertu de la théorie des fonctions composées (248*), comme formée avec la fonction
simple, t—(x— x5) et la composante (3), toutes deux olotropes pour les valeurs considérées de x et t.
En x =, et quand il s’agit du signe +, il y a plusieurs
cas à distinguer.
1. Pour y —1, la série (8) est méromorphe, avec æ, pour infini de degré de multiplicité & (quand À, non — 0), olotrope quand
À = A = en
II. Pour y > 1, la série n’est nt olotrope ni méromorphe, ce dont on s'assure immédiatement en raisonnant comme au n° 143. Elle entre dans une phase singulière d’une nature spéciale, qui est nouvelle pour nous, el qui nous autoriserait à proposer pour cette fonction la qualification de rhizomorphe.
Quand x tend vers +9, avec À, non — 0, elle est infinie, d'ordre
(fractionnaire) . par rapport à (x — x)‘, comme on le dit
quelquefois (103).
Si A,— A1 —=...— A, , — 0, elle tend vers À,; si en outre les coefficients des premiers termes à exposants positifs s’évanouissent ue
jusqu’à celui de (x — x,)” exclusivement, elle est infiniment petite
d'ordre Ê par rapport à (T —&Xo).
154. Quand il s’agit du signe —, il n’y a lieu de se poser de pareilles questions que pour des valeurs infinies de æ.
I. Pour »y=1, la série (8) est visiblement méromorphe ou olotrope à l’infint (51), selon que l’exposant de son premier terme effectif est positif ou non.
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IL. Pour > 1, elle ne l’est pas, et on peut encore la dire rhisomorphe à l'infini.
Elle est alors infinie, finie ou infiniment petite, de tel ou tel ordre fractionnaire, selon que dans son premier terme effectif
l’exposant est positif, nul ou négatif (105). JE ILest bon d'observer en passant, que la fonction radicale simplex””
constitue le cas particulier le plus simple de la série (8), celui où elle contient un seul terme effectif en (x — 0).
159. Pour les valeurs de x ci-dessus définies (152), la série (8) est de celles dont on peut exécuter la différentiation ou l’intégration en opérant séparément sur chacun de ses termes.
En supposant d’abord qu’il s’agit du signe +, nous décomposerons la série en la somme de l'expression
eo PE bee Pt (9) AT To) * + A1(T—To) Y +... HAT — 0) Ÿ
contenant tous ses termes à exposants négatifs, et de la série 1 2 (10) ÀS + AoH1(T — Lo) + Agt2(T — Xo) +...
formée par ses termes à exposants nul et positifs.
Sauf en Zo, tous les termes de cette dernière sont olotropes; en outre pour toutes les valeurs de x rendant mod(x — x5)< Ÿ (9: 5), leurs modules demeurent inférieurs à ceux positifs de la série
mod A + mod Ag; R'+ modA%2R'2+...,
qui est convergente parce que R'— (ÿ est inférieur à R(> 5), rayon de convergence de la série (7).
Les théorèmes des n° 274*, 275* sont donc applicables à la série (10) et, par suite évidemment, à la proposée (8), parce que les termes de l’expression (9) sont en nombre essentiellement limité.
Le cas où 1l s’agit du signe — à prendre devant y se traite exactement de la même manière.
TD
I — D — —D+HI ES ee Ao(x — Xo) +" - Ai(æ—Z%o) © Æ., |, T — Lo E o( EME miel 1 ( 0)
expression qu'en se prémunissant contre l’ambiguité, on peut écrire aussi
MORE ET 10 EE —D+H1 ne Ao(T — %o) a) mon A1(T— %0) av MU
série de même nature que la proposée.
Des différentiations répétées conduisent à des résultats. analogues. |
Quand l’exposant du premier terme effectif de la série (8) est posiuf, sa somme est infiniment petite avec (x — x,) si les exposants vont en croissant, infinie avec x s'ils vont en décroissant. Mais comme chaque différentiation diminue tous les exposants de 1, on peut arriver à des dérivées qui sont infinies dans le premier cas, infiniment petites dans le second.
157. Quand la même série ne contient point de terme effectif en (æ — x) !, son intégration donne (118)
ÂÀ — 0) ÂÀ —T +1 20 Fe 1 Ve e T—X —— > (TE — Lo)" + LT — Lo) —* + ( A re 3 ( o) NAS ( o) se Es De 27 7 Sel He ed) Ve mn en Un NT — SR rNEN mb 2 ou de
c’est-à-dire encore une série de même nature que la proposée; l'augmentation subie par les exposants donne lieu à des observations inverses de celles qui terminent le numéro précédent.
Quand elle contient un pareil terme, l'intégrale est compliquée, comme pour les fonctions méromorphes, d’un terme logarithmique que nous discuterons bientôt (170 et suiv., inf.).
158. Parfois on a à discuter une expression rationnelle par rapport à des fonctions rhizomorphes d’une variable x infiniment voisine d’une valeur critique commune f, c’est-à-dire de
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la forme "
1 1 F[ui(e—ux), Ale), a
où F est une composante rationnelle, où 4,2, ... sont des fonc-
tions méromorphes (ou olotropes) pour la valeur o de leurs variables uniques. Cette discussion se ramène immédiatement à celle des n° 44 et suite. par la substitution
Le UU en appelant N quelque multiple commun des entiers y,, y», ..., le
3 sl plus petit par exemple; car alors 4, fe — a, ... se changent / N
en d; (a) ... fonctions toutes méromorphes en { — 0. Après simplification et développement de l’expression transformée en une série procédant suivant les puissances de £ à expo-
sants entiers positifs ou négatifs, la substitution inverse
su LE (æ# —— qi
donne un développement dont l’examen rend visible ce qui se passe en x — A.
Tout cela est trop facile pour que nous insistions; nous ferons seulement remarquer que l’on se trouve ici dans un de ces cas signalés au n° 46, où la règle de Lhôpital n’est plus applicable. Si, par exemple, on essayait de s’en servir, seulement pour discuter en æ = 0 l'expression très simple
les différentiations parallèles qu'elle comporte conduiraent dès le premier ordre à des termes toujours infinis.
Observations complémentaires sur le calcul par cheminement des fonctions implicites considérées dans ce Chapitre.
159. La théorie générale des fonctions implicites, combinée avec le théorème fondamental du calcul par cheminement des fonctions localement olotropes (307* et suiv.) (173*), exige, pour
que la discussion d’une racine déterminée x de l'équation (1) RS EE
soit possible dans une aire limitée donnée S,, que uw n’y soit jamais infinie, puis que pour toute valeur de æ y tombant, associée à la valeur correspondante de w, f(x, u) soit une fonction olotrope de deux variables, puis enfin que pour les mêmes valeurs de x, u on n'ait jamais
(2) foU(x, u)= 0.
Mais les notions nouvelles que nous venons d'acquérir nous permettent maintenant de nous soustraire à ces diverses restrictions, la seconde naturellement exceptée, moyennant toutefois, relativement à la première, que l’équation
jouisse de la propriété spécifiée au n° 148.
Quand l’équation (1) a été traitée par la méthode esquissée aux n°% 146, 147, ce que nous supposerons désormais, elle forme avec (2) un système d'équations numériques simultanées aux inconnues æ, u, dont les couples de racines ayant leurs premiers éléments
(4) di, do,
à l’intérieur de l’aire S, sont en nombre évidemment limité. Il en est de même (4) pour les racines
(3) dis Us; de l'équation, à premier membre olotrope, FX, 0) 0
qu’on obtient en faisant u’— 0 dans l’équation (3) convenablement transformée.
Rien ne s'oppose d’ailleurs à ce que quelques-unes de ces quantités appartiennent aussi à la suite (4); car quand x tend vers a,; par exemple, il peut fort bien arriver qu’une certaine racine de l'équation (1) soit finie et fasse tendre f\0»1) (x, u) vers o, en même
Là LÉ
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temps qu'une autre racine soit infinie. Mais alors chacune de ces
. racines se comporte comme si l’autre n’existait pas, et les choses
se passent à peu près comme en une valeur de x où l’équation (1) aurait plusieurs racines multiples numériquement inégales.
Ces valeurs (4) (5) de x sont les seules évidemment qui, dans Paire S,, soient critiques pour telles ou telles racines w de l’équa-
tion (1) (146*).
160. Quand la valeur initiale de x choisie pour commencer le cheminement est une quantité a appartenant à la suite (4), et que la valeur correspondante b choisie pour w est racine simple de l'équation numérique
on rentre dans la théorie générale, et nous n’avons rien à ajouter à ce qui a été dit au n° 307*. Mais quand b est racine multiple, sa connaissance ne suffit plus à l'exécution du cheminement, à cause de l’ambiguïté naissant de l'existence possible de plusieurs racines de l’équation (1) se réduisant toutes à b pour x — a.
Celles de ces racines qui sont olotropes en x — « ne peuvent se distinguer les unes des autres que par les premiers schémas de leur développement (172*), poussés les uns et les autres jusqu aux points où ils diffèrent par quelque article. Pour préciser celle qu’on entend calculer par cheminement, on indiquera donc son premier schéma choisi naturellement parmi ceux que fournit la méthode expliquée dans les paragraphes précédents.
Mais pour les autres qui sont de la forme NE ANRCA où y est =>1, l’indication du schéma [nous voulons dire des coetficients du développement de la composante olotrope d(4)] ne suffit plus à lever l’ambiguïté, à cause de la muluplicité des
valeurs du radical (x — a). Il faut alors indiquer, en outre, celle de ces valeurs qu’on entend substituer dans d(#) pour commencer Popération. Au fond, les conditions du cheminement sont totalement modifiées par cette intervention d’un élément étranger au schéma, et encore par l’emploi d’un autre développement que celui de Taylor. Cette valeur a de x correspond alors à ce qu’on nomme souvent un point de ramification pour les racines w en question.
161. Quand la valeur initiale & de æ fait partie de la suite (5) et que celle de w est infinie, les choses se passent de la même manière, à cela près que les composantes d(#) ne sont que méromorphes en £— 0, et que leurs schémas contiennent des coefficlients de termes à exposants négatifs; on abandonne encore la série de Taylor.
S1l’équation (1) possède une seule racine, méromorpheenx= a, l'ambiguïté n'existe pas; pour plusieurs racines de cette espèce elle se lève par le choix fait entre les schémas réduits à des termes assez nombreux pour mettre leur non-identité en évidence. Pour les racines non méromorphes, il faut y ajouter comme ci-dessus l'in-
dication de la valeur à prendre parmi les y disunetes de (æ — sa En & on a encore, mais d’une autre manière, un point dé ramification. |
Quand la valeur initiale de + appartient à la fois aux deux suites (4), (5), les deux ordres de faits qui viennent d’être signalés se présentent simultanément sans modifications réciproques.
162. Une deuxième question à résoudre consiste à assigner le résultat auquel un cheminement déterminé conduit en A, valeur finale de x appartenant à telle ou telle des suites (4), (5), ou bien à toutes deux à la fois.
Soient
(6) bi, Do, ., INÉTEENAPaU EURE
les valeurs numériques distinctes, finies et infinie, des racines que l'équation
PÉMPUUNE
peut posséder, et W/ une valeur de + choisie sur le chemin considéré, de manière :
1° Que les développements (olotropes, méromorphes ou rhizomorphes) des racines distinctes de l’équation (1) qui tendent vers les quantités (6) quand x tend vers 4, soient tous convergents pour æ — #/, ce qui est réalisable dans les cas courants, en particulier dans celui où ces quantités (6) sont en nombre limité;
2° Que pour æ— 4’ ces développements prennent des valeurs numériques inégales, ce qui est réalisable puisqu'ils diffèrent les
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uns des autres, soit par leurs composantes (4) (olotropes ou méro-
morphes), soit par les valeurs des radicaux de la forme (æ— a) à y substituer à £. Appelons enfin
les groupes de valeurs numériques dont il s’agit.
Quand x arrive en \/, w atteint une valeur nécessairement égale à quelqu'une b de ces quantités. Cela posé, 1l est évident que, quand æ passe de w à à par un dernier pas, w offre b; pour valeur finale (finie ou infinie), et qu’en x = à, u est olotrope, méromorphe ou rhizomorphe selon que b” est la valeur numérique qu'a prise en x = un développement de la nature homonyme.
163. IL est bon d'observer qu’on pourrait encore achever le Ï Ï cheminement d’une manière directe, c’est-à-dire à l’aide d’un développement de &. fait à partir d’une valeur de + non égale à 4. mais ) P 5 ) suffisamment voisine de cette quantité.
I. Supposons d’abord que l’on ait A—0, que w y prenne la valeur finale zéro, et nommons n un entier tel que toutes les racines de l'équation
(8) JG, u)=0,
qui s’évanouissent pour # — 0, y soient olotropes (141).
On peut évidemment délimiter une aire S; renfermant l’origine t — 0, de plus assez petite pour que toutes les racines considérées de l’équation (8) y soient olotropes; on pourra donc choisir dans cette aire une valeur t; de x, à module suffisamment petit pour que les développements de toutes ces racines, faits à parür de #;, aient des rayons de convergence tous supérieurs à modt;, et par suite, pour qu’en y faisant t — 0 ils convergent, eux et aussi les séries formées par les modules de leurs termes.
S1 donc on prend æ;=t;, il est certain que le développement à partir de x; d’une racine quelconque de l’équation (1) s’évanouissant avec æ converge pour æ —0, quand bien même cette
racine n’y serait pas olotrope. Effectivement on peut le former en substituant à ? — +; dans le développement de la racine de l’équation (8), dont les modules des termes forment une série conver-
gente pour æ—o comme nous venons de le constater, celui L vf
de x"— x" en série entière par rapport à x — x;, lequel jouit de
la même propriété en x — 0, et dont la somme a précisément pour
module celle de la série formée par les modules de ses termes,
cela à cause de 0 < : un (12,1 En Jen
En prenant donc x; suffisamment voisin de 4, le cheminement qui conduit x en A(— 0) peut être achevé comme st cette valeur n'était pas critique, par un dernier développement de u construit à partir de x;.
II. La même conclusion subsiste évidemment quelle que soit la valeur de à, quand w y prend la valeur quelconque b; car la discussion se ramène à celle de quelque racine w/ s’évanouissant avec x', de l'équation de même nature
f(a+zx,b+u)=o.
C’est elle, avec celles des n° 160, 161, qui assure l'exactitude des observations faites à la fin des n°* 19, 48.
III. Quand w est infinie en x — 4, les choses se passent de la même manière, à cela près qu'il faut substituer à la considération de w celle de la racine correspondante w' de l'équation trans-
formée (3).
164. Traitons encore cette troisième question qui se présente fréquemment.
Appelantx,,X deux valeurs non critiques de x, données dans l'aire Sx, distinguer parmi les racines de l’équation numérique
(9) ENS Ur
celles qui sont les valeurs finales de u calculées par cheminement, à partir d’une même valeur initiale us (ou schéma) en xo, sur les divers chemins qu’on peut tracer de x, à X dans celte aire.
dc al
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I. Comme dans Sx, la fonction implicite w déterminée par la valeur initiale qu'on lui impose en x, est localement olotrope partout ailleurs qu’aux valeurs critiques (4) (5), ilest certain, pour la raison déjà invoquée au n° 86, que l’un quelconque des chemins considérés est laissé équivalent à lui-même (c’est-à-dire qu'il ne cesse pas de conduire pour u à la même valeur finale en X) par toute déformation ne lut faisant franchir aucun des points dont il s'agit.
Si donc on trace par #9, à volonté mais une fois pour toutes, des boucles (ou lacets)
dont chacune (a) enveloppe une seule fois le point correspondant a à l'exclusion de tous les autres, puis un chemin [x, X | conduisant à X, que nous appellerons encore simple comme au n° S1, tout autre chemin tracé de x, à X équivaudra visiblement à quelqu'un de ceux qu’on peut former en parcourant d’abord des nombres de fois respectivement donnés, dans des sens de rotation (directs ou rétrogrades) respectivement donnés ausst, telles ou telles des boucles (10) (11) rangées dans un ordre de succession déterminée, puis après elles le chemin simple[x,X].
Cette observation réduit l'examen de tous les chemins imaginables à celui des tracés qu’on peut former en plaçant avant le chemin simple les diverses combinaisons de ces boucles.
II. Le parcours d’une boucle (a) de æ, à æ9, y ramenant w à une valeur que laisse invariable toute déformation de cette boucle ne lui faisant franchir aucune des valeurs critiques (4) (3), nous pourrons évidemment la former : 1° d’un chemin [x60/] tracé dans son intérieur jusqu'à un point # jouissant des propriétés spécifiées dans le n° 162; 2° d'un anneau [a] passant par Wen enveloppant 4 une seule fois et de telle sorte que la distance maximum de tous ses points à 4 soit inférieure aux plus petits des rayons de convergence des développements des racines de l’équation (1) qui ont pour limites les quantités (6) quand x tend vers 4; 30 du chemin [W/x,|, géométriquement identique à [x], mais
parcouru en sens contraire; et nous donnerons la même forme spéciale à chacune des autres boucles (10) (11).
III. Supposons maintenant qu'il s'agisse d’un chemin (x, X) réductible à la boucle (à) à parcourir une seule fois avant le chemin simple [x,X], et soient b(® la valeur acquise par w en
après le parcours du chemin [x,4/|, puis (04 bé —— a | celui des développements des racines de l'équation (1) tendant vers b quand x tend vers à, qui prend la valeur b() pour x = w.
S1 y — 1, le parcours de l’anneau [A] ramène w en 4” à sa valeur primiuve b0)—(04{y— a), et le parcours ultérieur de [4/x,] ramène «w en æ, à sa valeur initiale. Les choses se passent comme st la boucle (A) n'avait pas été placée avant le chemin simple.
Mais si v est > 1, et si l’on nomme « la racine principale directe de l'équation binôme
OV ESS f
1 ARE le parcours de l’anneau [a] fait passer (x — a)” de (W—na)” (en
désignant ainsi la valeur qu'il faut attribuer à ce radical en A’
pour que op] (a sy = b(o)) à a7!(a/— a)” selon que le sens de rotation est direct ou rétrograde (126), et w revient en A! avec
une nouvelle valeur b®1) — (0) per (a — aÿ |. Le parcours postérieur du chemin [1/x,] ramène u à une valeur différente de sa valeur initiale, et la dernière marche à faire sur le chemin simple [æ,X] conduit cette fonction en X à une valeur finale différente aussi de celle qu’elle y aurait atteinte sans l’adjonction de la boucle (a) faite en tête de lui.
Pour y=2onau—a t——1,et le sens du parcours deWa boucle (a) est sans influence sur le résultat (113).
IV. Quand la boucle (4) doit être parcourue k fois dans le sens direct ou rétrograde, les choses se passent de la même manière, à cela près que le passage de «’ à à’ sur l’anneau [a] multiplie
par &* la valeur primitive du radical (x — a)” (196), et qu'ainsi de passe de b(0) — (04 | ça! — a | à ED — (0) | LE Que aÿ |.
Si k n’est pas divisible par y, l’adjonction de cette boucle multiple change comme ci-dessus la valeur finale en X que le che-
LS
CHAPITRE IV. — PHASES CRITIQUES DES FONCTIONS IMPLICITES
min simple donnerait sans elle. Maïs elle ne la change pas sik est multiple de y, à cause de a*#— 1.
V. L'acquisition faite une fois pour toutes, de documents numériques en nombre limité suffit donc à la discussion de tout ce qui peut résulter de l’adjonction en téte du chemin simple, d'une seule boucle (a) répétée un nombre quelconque de fois dans un sens ou dans l’autre.
Ces documents sont évidemment :
1° La valeur b(0) à laquelle & arrive en 4/ au bout de la ligne [To a];
2° Les valeurs b(*), b@2), ..., b-1 auxquelles w revient en a après 1,2, ...,y—1 parcours de l'anneau [a] dans le sens direct;
leur choix dans la suite b/, b”, ... s'opère en y prenant dans un
ordre convenable les y — 1 valeurs de l'expression (04 | ça’ aÿ |. autres que b(0);
mbeswaleurs wo, ut), ul2), ..., ut) auxquelles & revient
en æo, après le parcours de [a/æ,] fait en partant de 4’ avec les
valeurs b(0), b(, b2), ,,., bO-9 respectivement;
4° Les valeurs finales U, Ut}, UG), ..., Ut auxquelles le parcours du chemin simple [ToX] commencé avec les valeurs initiales wo, u(t), ul2), ..., u(Y-1) conduit w en X.
VI. Le chemin formé par deux boucles (simples ou multiples) précédant le chemin simple, pouvant être regardé comme résultant de l’adjonction de la première en tête d’un nouveau chemin simple qui résulterait de la combinaison de la seconde boucle avec l’ancien chemin simple [x X], des documents numériques plus complets, mais toujours en nombre limité, suffisent à la détermination de la valeur finale de u résultant du parcours d’un chemin quelconque réductible à ces deux boucles et au chemin simple primitif.
Et de même ensuite progressivement, pour le cas où au lieu de une ou deux boucles il y en aurait trois, quatre, etc., c’est-à-dire où il s'agirait d’un chemin quelconque tracé de x5 à X dans Harres.. |
On aperçoit suffisamment, sans que nous ayons à les détailler, les résultats numériques préalables fournissant dans tous les cas
la solution du problème. Il est visible qu'ils sont contenus dans la connaissance des faits suivants :
1° Mode de décomposition des éléments de chaque ligne du tableau (7) en groupes comprenant chacun les y valeurs d’une
méme expression de la forme Ÿ | (a! _ a) || rangées dans l’ordre où l’on peut les déduire de l’une d’elles en y multipliant la
valeur correspondante du radical (W— a) par les y — 1 premières puissances de la racine principale directe v*% de 1; 2° Valeurs acquises en, A,, ... [valeurs de x jouant relativement aux quantités i, 0», ... des suites (4) (5) indistinctement, des rôles analogues à celui de 4 par rapport à] et aussi en X, après le parcours des lignes [xon,] [toû, |, ... et du chemin simple [x, X], par la fonction u partant de x, avec chacune des racines de l’équation numérique |
SN: (Tate pour valeur initiale.
Mais la connaissance de tous ces résultats peut dépasser de beaucoup les besoins de la discussion dans l’aire S,, de la racine w définie par la seule valeur initiale &s.
165. L'étude à laquelle nous nous livrons depuis le n° 159 peut être faite dans une aire illimitée de forme quelconque, quand les quantités (4) (5) y sont en nombre limité, et même sans cette restriction, à cela près que les conclusions de l'alinéa VI du numéro précédent ne subsistent plus.
Et même, quand l'équation auxiliaire
(12) ee: u)=0
jouit des propriétés mentionnées au n° 149, les valeurs infinies de æ donnent lieu à des observations presque identiques, quant au langage, à celles faites quand x est infiniment voisine d’une valeur critique telle que a. Le développement à employer pour les discuter est la série (8) du n° 151 avec le signe — placé devant le dénominateur commun y des exposants, avec la notation x, substituée à +5. Au lieu d'une boucle comme celle que
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nous appelions (4) tout à l’heure, il y a ici à en considérer une autre composée de : 1° une ligne fes a] tracée de la valeur initiale æo de æ, à une valeur 4. de module assez grand pour que le développement en question converge: 2° un anneau [æ], maintenant de très grandes dimensions, conduisant x de @, à &, par des valeurs qui tombent toutes aussi dans les limites de convergence de la même série, et enveloppant une seule fois l’origine, ou bien, comme on peut le dire encore, l’aire imperforée infinie qu'il limite ëntérieurement ; 3° la ligne [to].
Nous fatiguerions inutilement le lecteur en insistant davantage, car nous n'aurions qu’à lui répéter avec d’autres mots les détails de la discussion de la racine w de l'équation auxiliaire (12), dans une aire limitée contenant la seule valeur critique x’.
166. Toutes les considérations précédentes sont applicables aux équations entières, comme nous en avons déjà fait la remarque (150); c’est même pour elles qu’on a le plus souvent à les utiliser.
La plus intéressante pour nous des discussions de ce genre est celle de la racine w de l'équation binome à second membre ralionnel |
(13) une = Ho (r — a)... (x — age,
que sa forme simple rendra très facile à traiter par des moyens spéciaux. On a H, Z 0, et les exposants M, 1, ..,, n°, sont des entiers, le premier positif, les derniers indistinctement positifs ou négatifs. Les valeurs critiques de x sont les quantités @,, ..., Qe, que nous supposons toutes inégales; elles font acquérir à l’équauon (13) des racines (numériques) multiples, nulles ou infinies selon que la valeur correspondante de l’exposant n est Zo
Pour xs, X, extrémités du chemin simple, nous prendrons tou- Jours deux valeurs de x non critiques. En représentant par f(x) le second membre de notre équation, nous prendrons pour w, valeur initiale de w, une des m déterminations numériques (iné-
gales) du radical Ÿ//(x,), choisie à volonté une fois pour toutes, etnous appellerons U celle des déterminations du radical VX) que le parcours du chemin simple donne en X pour valeur finale de u.
I. On obuent presque immédiatement les développements des racines pour des valeurs de x suffisamment voisines d’une même valeur critique 4 correspondant à l’exposant n. On peut effective-
ment écrire an PRE AT — mm TL | u=(x—a)" RUES (2,098
et, comme la fonction rationnelle placée sous ce radical est olotrope et non nulle en x — A, ce radical lui-même l’est aussi (125),
partant développable en une série entière par rapport à æ —,.
ho ha — a) + ho(x — a) +... |
où À, <0, qui donne n
Dir —_ a) ho + le — 4) +...].
En appelant m/, n' Îles quotients des entiers m, R par leur plus grand commun diviseur d, puis 0, 0, ..., 04 les d racines dièmes de l'unité, les m déterminations de cette expression rh1z0morphe se partagent en les d groupes suivants
b,(æ— a)" [ho+ hf —a)+...],
ue — a)" ho+ Aix —a)+. ..l;
qui chacun en contiennent m/, et où il n’y a plus de diviseur commun entre le dénominateur de chaque exposant et son numé-
rateur.
II. Supposons maintenant qu’on place la boucle (4) avant le chemin simple, et soit i l'indice de 8 dans celui des développements (14) parmi les valeurs duquel pour æ = se trouve la valeur b! acquise en ce point par w après le parcours de la ligne [æow’].
Une révolution faite par æ dans le sens direct ou rétrograde sur
l’anneau [a] fait passer le radical (x — a)”, de sa valeur primitive.
en 4’, au produit de celle-ci par la puissance d'exposant E »/ de am racine principale directe m'°#° de l'unité (126); comme le premier facteur 0; est constant, comme le dernier }5 + h, (x — a)
er \prah C
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est olotrope en 4, partant monodrome, le développement revient en à/ avec la nouvelle valeur ax" b’. Il en résulte qu'après le parcours de la boucle (a), la racine u partie de x, avec la valeur initiale uç y repasse avec la nouvelle valeur aus, et Par suite, qu'au lieu de U, elle atteint en X au bout du chemin simple la valeur finale EU.
Le parcours préalable de la même boucle, fait Æ fois dans un sens ou dans l’autre, donnerait évidemment pour valeur finale o*#"U en particulier elle rendrait U de nouveau, si k était divisible par n!.
LIT. Il est maintenant évident que
ae bee PEU
n11 m3 Mo représente la valeur finale de u en X après le parcours d’un chemin réductible au chemin simple précédé des boucles enve-
loppant les valeurs Critiques et décrites AP horlns. Ke fois res-
Pectivement dans un sens ou dans l’autre.
Ici le résultat est absolument indépendant de l’ordre dans lequel les diverses boucles se succèdent, ce qui n’a pas lieu nécessairement dans les autres cas.
IV. Considérons enfin la boucle de l'infini (so), pour laquelle il suffit de prendre la quantité 4! avec un module supérieur à tous ceux des valeurs critiques proprement dites, et donton peut former l'anneau avec une circonférence ayant l’origine pour centre et moda’, pour rayon.
Si N désigne la somme (algébrique) des exposants LE NDAMEENT PE on à (50, IT) pour les valeurs de + dont les modules surpassent tous ceux des valeurs critiques, en particulier sur l’anneau [oo], le développement
f(x) = HoaN + Hat H,gN2 UISs * fi UE 2RCHGE HE 20),
expression dont le second facteur ne peut s’évanouir pour aucune des valeurs de x que nous considérons.
En appelant ici N’, m'les quotients de N, 7» par leur plus grand Commun diviseur, et «la racine principale directe de l’unité dont
l'indice est m/, le parcours direct ou rétrograde de l’anneau multiplie le premier facteur par 0%
autour de l’origine (119); il ramène d’ailleurs le second facteur à
parce que x tourne une fois
sa valeur primitive en 4, parce qu'il est méromorphe à l'infini. On en conclut facilement, en raisonnant toujours de la même manière, que k parcours de la boucle de l'infini avant le chemin simple changent U en " U. |
Quand N est divisible par »,0na m'=1, 4m —=1,etla racine u est monodrome, partant olotrope, dans toute la partie illimitée du plan qui est géométriquement extérieure à l’anneau [+]: |
167. Revenons aux généralités pour faire deux observations intéressantes, auxquelles conduit la considération simultanée de toutes les racines de l'équation (1).
Soient æo, X des valeurs de æ non critiques, puis
(15) Us Ne, les racines de l'équation numérique
J (Lo; u) 04
puis respectivement (16) Us U,
celles de l'équation (1) qu’on obtient comme valeurs finales, après avoir parcouru un même chemin [ x, X] considéré comme simple, en prenant les quantités (15) pour valeurs initiales de w, et cherchons d’abord la nature de la permutation qu'opère dans la suite (16) l’adjonction d’une boucle (a) en tête du chemin simple, les quantités (19) restant toujours placées dans le même ordre de
suCCeSsiON.
Appelons b| (x — aÿ| le développement rhizomorphe à même composante 4 (olotrope ou méromorphe) d’un groupe de y racines de l'équation (1) infiniment voisines de b—%(0o) (ou infimies) quand x tend vers f, puis
(17) b'; 4 PMP
les y valeurs
ace ailes 0)71000mRS p[av-1(a— a]
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de l'expression 4|(a'— a)"|, « désignant toujours la racine principale directe v*®* de l’unité, puis (18) LL US NT EN)
celles des quantités (15) qui prises pour valeurs initiales conduisent w aux valeurs (17) respectivement après le parcours de la
ligne [x,4/], puis enfin (9) DU U NATS
les valeurs finales obtenues au bout du chemin simple, quand w
part de æ, avec les valeurs initiales (18).
Une révolution de x sur l’anneau [a] dans le sens direct change “ x généralement (x — a)” en «(x —n)"; les y racines w qui parties de x, avec les valeurs initiales (18) arrivent en 4/ au bout de la
Fe + S [l L da . \ ligne [æon] avec les valeurs (17) y reviennent donc après le par-
cours de l’anneau, avec les valeurs
b”, pb’! by, b' :
elles repassent ainsi en +, au bout de la ligne [a/x,] avec les
valeurs
et finissent, par suite, en X au bout du chemin simple[x,X ]avec
les valeurs ND AMEL UM
se déduisant de la suite (19) par une permutation circulaire.
Il en résulte, tout comme pour les racines de l’équation binome (122), que, relativement à une valeur critique donnée de x, les quantités (16) se partagent en groupes ou systèmes circulaires, c’est-à-dire tels, que l’adjonction de la boucle correspondante en tête du chemin simple ne change pas la composition de chaque système, mais opère dans ses éléments une simple permutation circulaire.
Le doublement, triplement, etc., de la boucle dans le même sens provoque deux, trois, etc. permutations circulaires dans chaque système. Son. parcours en sens contraire produit la permutation
circulaire opposée.
Les valeurs finales des racines qui sont monodromes autour de la valeur critique dont il s’agit peuvent être considérées comme formant des systèmes circulaires composés chacun d’un seul élément.
Il est clair que, relativement à deux valeurs critiques différentes, le partage des quantités (16) en systèmes circulaires s'opère en général de deux manières entièrement différentes aussi.
168. Quand les équations (1), (3) jouissent dans tout le plan servant à la notation graphique de +, des propriétés spécifiées au n° 159 pour une aire limitée S,, le calcul par cheminement d’une racine quelconque de l’équation (1), de toutes par conséquent, ne rencontre jamais aucun obstacle et peut être poussé indéfiniment dans toutes les directions, soit par le développement de Taylor, soit quelquefois par ceux étudiés dans le paragraphe précédent. Comme en outre, d’après les notions acquises dans le présent Chapitre, plusieurs racines d’abord numériquement distinctes ne peuvent devenir égales sans que leurs degrés de multiplicité s'ajoutent, sans qu’une variation ultérieure de x les sépare de nouveau en plusieurs autres dont la somme des degrés de multiplicité reprend la même valeur, la somme des degrés de multiplicité d’un groupe donné quelconque de racines conserve une valeur constante, tant qu'aucune d'elles ne devient numériquement égale à quelque autre étrangère à ce groupe.
En comptant, comme on le fait souvent, une racine m?le pour m racines simples, on peut dire que le nombre des racines d’un groupe donné reste invariable, aussi longtemps du moins qu'aucune autre ne vient à s’y introduire.
Cette deuxième observation constitue ce qu’on pourrait nommer le Principe de la conservation du nombre des racines, renfermant celui qui a lieu plus strictement pour les équations entières; il offre une importance du même ordre, et n'existe comme lui que grâce à l'extension des opérations analytiques aux quantités imaginaires.
CHAPITRE V
LOGARITHME NÉPÉRIEN ET FONCTION EXPONENTIELLE.
Origine et propriétés fondamentales du logarithme népérien.
169. Au point de vue purement analytique, le seul auquel on puisse se placer quand on tient à concevoir les choses dans un enchaînement clair et naturel, et sauf de bien rares fonctions dont la plupart ne jouent aucun rôle sérieux même dans les spéculations abstraites, toutes les transcendantes peuvent être considérées comme des résultats, prochains ou éloignés, d’intégrations exécutées sur des expressions de nature auparavant connue. Cette conception, qui en fournit la classification la plus nette, place au premier rang celles dépendant d'équations différentielles exclusivement algébriques par rapport aux variables indépendantes, aux fonctions inconnues et à leurs dérivées.
Les intégrales abéliennes sont les transcendantes les plus remarquables de cette espèce; on a donné ce nom à toute intégrale indéfinie à une seule variable principale x, de la forme
(1) SF(æ, y)dr,
où y désigne une fonction implicite de +, racine d’une équation entière donnée
qu'on peut supposer irréductible, c'est-à-dire dont le premier membre est indécomposable en facteurs entiers de degrés moin dres, où F est une composante rationnelle à deux variables, donnée auss1.
170. Quand l'équation caractéristique (2) est du premier degré
seulement par rapport à y, cette fonction implicite se réduit à quelque fonction rationnelle de x, la fonction compos F7) également, et l'intégrale (1) à
(3) SF(x)dæ,
où F(x) n’est plus qu’une fraction rationnelle. La décomposition de F(x) opérée au n° 59 fournit des monomes
entiers de la forme ax
et des fractions simples de la forme A(x—a)"4.
Aux monomes correspondent dans l'intégrale (3) calculée par décomposition (215*, IT) les termes similaires
1 x î = are
aux fractions simples où u -<1, correspondent encore d’autres
semblables A
MM (x — a)-t+1 (loccu)
Mais si la décomposition de F(x) a donné des termes effectifs en CHER TES
ils introduisent dans l'intégrale (3) une partie linéaire et homogène par rapport à des intégrales indéfinies telles que
dx (#) 1
dont jusqu'ici {a nature propre nous est entièrement inconnue.
En posant
(5) vr)= [T,
l'intégrale (4) est W(x — x), quelle que soit la constante a. C’est
donc en définitive à cette dernière fonction, la plus simple évidemment de toutes les intégrales abéliennes, que se ramè-
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nent ainsi tous les éléments encore inconnus de l’expression (3), intégrale indéfinie d’une différentielle rationnelle quelconque.
Telle est la principale cause de l’importance des diverses questions qui se rattachent à l’intégrale (5), dont nous allons maintenant faire une étude minutieuse.
171. Toutes les déterminations de l'intégrale indéfinie (5) ne différant les unes des autres que par des quantités constantes, on peut se borner à considérer une seule d’entre elles; il y a intérêt à choisir celle qui se réduit à o pour x — 1, c’est-à-dire la fonction (plus exactement pseudo-fonction) définie par la formule
(6) Usa | OR
où l'intégrale doit être prise sur tous les chemins partant de x —1, ou bien, ce qui revient au même, définie par l'équation différenuelle et la condition initiale
NE 1 = O POUR
On la nomme le logarithme népérien de x, et on la représente par le signe /(x).
Voici les premières conséquences de cette définition.
I. Le logarithme est localement olotrope pour toute valeur de x non nulle, mais non olotrope en x —0o. Car la fonction
fractionnaire simple => qui est placée sous le signe d'intégration dans la formule (6), jouit précisément de ces mêmes propriétés (153*) (208*).
On peut donc développer cette fonction par la formule de Taylor à partir de xi, valeur initiale quelconque de x non — 0, et le rayon de convergence maximum de la série est modx;, distance de x; à cette unique valeur singulière o (201*).
IT. Comme la différentiation indéfinie de l’équation (7) donne immédiatement
dm u yes DAMEURE IT) dx PAL
le développement dont il s'agit'est
T T— Ti; /T—" TN 1} fx — x;\m (8) aus EU (EE) Le TER (5 PRE.
L'j Li nm Ti
Nous l’écrirons quelquefois
(9) ae ur (ie TE):
Di en posant, pour abréger,
[A (10) AC )= = ONE série entière dont le rayon de convergence maximum est 1, et dont l'étude directe, faite par la méthode employée au n° 78, III, ramè-
nerait par une autre voie aux conclusions ci-dessus ([) (Cp: 80, IT).
I I : , L] LI] 2 pie -à 2 . LE] 3 m
III. De ce que les quantités positives “Aie I 2 décroissent sans cesse et indéfiniment, on conclut (100*) que /a série (10) qui a 1 pour rayon de convergence maximum est encore convergente pour toute valeur de t, ayant 1 pour module sans étre TA: | Il en résulte que La formule (8) est encore valable pour toutés les valeurs de x situées sur la circonférence de centre æiet de rayon — modæ;, à l’exception de la valeur x = 0. Car la sér1e est convergente comme on vient de le voir, partant continue (126*), et le logarithme aussi, puisqu'il y est olotrope (L). Les séries (10), (8), sont divergentes, la première pour {= —1, la seconde par suite pour x — 0. Cette valeur de x n’est donc jamais accessible au cheminement, et nous l’exclurons absolument de nos calculs, comme aussi tout développement fait autrement que sous la condition
mod(æ— #;)< modæ:.
Pour le tracé des chemins praticables au cheminement, nous
retombons donc exactement ici sur les règles concernant la fonc-
tion Y(m, x) (80, IL zn jine).
JV. Comme en æÿ—=1, on prend w, = 0 : l'emploi répété de la
TV
Li, Tir+1;,
forment une progression géométrique de raison gq, les valeurs correspondantes de l(x) sont les termes d’une progression art-
thmétique de raison (1 + q —1).
Car les égalités supposées
Ti Ti+1 — = — — 4
Tiji T'j
donnent DU r— T'; IV; er + Ti Ti d’où (IL) oe— Ui— Un = Wu — W=...= À(1+ Q —1)
[en supposant bien entendu mod(qg—1)<1|].
VI. Nous noterons enfin une relation très intéressante entre le logarithme et la fonction d(nt, x) des n°° 78 et surv.
L'expression de la valeur de cette dernière au bout du che- Mn u)Tir: -. x; , xx | estiévidemment
Li —X Di—Lj- L—; (12) bn, a) = 9 (nn, 14 PE) 0m, ce PRE) 0 (m1 + o):
On a de plus (85)
(1,0) ® mt (0, 1H) =
Si donc on fait M — o dans la formule (12) différentiée une fois par rapport à M, et si l’on a égard à la formule (11) construite pour le même chemin, il vient, toujours au bout du méme chemin,
He) en No ) :
nt
C’est la relation dont il s’agit; elle permettrait de déduire facilement, des propriétés fondamentales de la fonction Ÿ(m, x), celles du logarithme qui précèdent et beaucoup de celles qui vont suivre. Mais la méthode directe est évidemment préférable, bien qu’elle soit un peu plus longue.
172. Si les variables x!', x", ..., x 8 cheminent arbitrairement(@paritrden= x"—... tie ENNSEtS K', KP
sont des exposants réels commensurables quelconques, on a toujours identiquement
(3) Lea. He) = K'I(x')+ K'U(x") +... PKe) (xt),
poureu, bien entendu, que l’on ait pris 1 pour valeur initiale commune de tous ceux des monomes x", x""", ... dont les exposants sont fractionnaires (118), et que la valeur du prenuer membre de cette relation soit calculée conformément aux
règles de la théorie des fonctions composées (251*).
Pour établir cette identité dans toute sa généralité, il suffit (252*) d’en vérifier l'exactitude sur les premiers développements des deux membres, c’est-à-dire pour toutes les valeurs de x', x”, ... rendant inférieurs à 1 les modules des excès sur 1, tant de ces: valeurs elles-mêmes que de la quantité x" x"* ... (T1, IN) (AMD Or Cestice (qui adreu:
I. Quand g se réduit à 1, car alors les dérivées par rapport à x' des deux membres de la relation (13), savoir
La) = KYU(xt!), se réduisent respectivement à
RENE CE | er cent (ALS SATA
de plus ces deux membres s’annulent simultanément pour æ = 1;
LU. Quand g a une valeur quelconque, st on suppose l’identité démontrée pour g—1 variables, car alors les mêmes déri-
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vées prennent encore les valeurs identiquement égales
K’ g'K—1 x'E" NE. re) K' m'a" ae E Gr et, pour æ = 1, l'identité se réduit à
Ua"... mie) = K'I(x")+...+ Kg) 7(xte)) qui est supposée exacte;
HT. Quand g a une valeur quelconque, et maintenant sans condition, carnotreidentité, ayant été établie pourune variable ([) est vraie pour deux, puis pour trois, et ainsi de suite (IT).
173. Comme la distribution des valeurs ordinaires et singulières de æ, observée pour la fonction Ÿ(m, x) (80, LIT), se reproduit identiquement pour celle que nous étudions en ce moment, les mêmes particularités se représenteront aussi dans le calcul de cette dernière par cheminement, excepté, bien entendu, celles tenant à la nature propre du développement élémentaire (8) qui est ici entièrement différente. Par exemple, les mêmes tracés de chemins sont permis ou non, et tout chemin conduisant de x, à X équivaut, pour le calcul de la valeur finale de & en X, au chemin simple [xçæa, X] du n° 87, compliqué par quelque parcours de l'anneau [O, | ceignant l’origine Q}
La comparaison des valeurs finales de u — /(x) au bout des divers chemins qui mènent de x, à À conduit à ce théorème :
En appelant U celle qui correspond au chemin simple, et U® celle résultant de l'insertion entre ses deux tronçons [tozu)] [tu X], de l'anneau [O3] parcouru k fois dans le sens direct (89), on a
(14) U4 = U + kw,
où & est une constante spéciale dont la valeur est indépendante de la forme de l’anneau.
I. Conservant les notations du n° 88, nous appellerons w,,, la valeur acquise par /(æ) en æ,,, extrémité du premier tronçon du
190 DEUXIÈME PARTIE. — FONCTIONS D’UNE SEULE VARIABLE. chemin simple, puis Ti) (2) so.) (ss %(1)
les sommets du chemin constitué par l’anneau, écrits dans l’ordre où on les rencontre en y faisant une révolution directe, et
(1) Uyjs Ua), +.) Us); Wii),
les valeurs correspondantes de LEæ La formule générale (9) donnera
Ui+1) = Ui) + Di); en posant pour abréger Tri — V1:
on À (: T D MT ie a) ) d’où successivement
Ua) = U() + Di) UW(3) — U(2) a (2); +. U(s) — U(s-1) D (s—1); uf1} = U4(s) + D(s))
puis en ajoutant membre à membre
(15) UI)= Win +; où l’on a posé (16) D = O1) 1 D) ee Us):
De la formule (15) on passe immédiatement, par le raisonnement employé au numéro cité, à
UD = U +, puis à la relation générale (14).
: 14 I IT. Avec deux anneaux directs quelconques/[O,],"[O;], et deux chemins non séparés par l’origine que nous tracerons de x, à X, nous formerons, comme au n° 88, [V, deux chemins composés équivalents. On en conclut
où "5, "& représentent les valeurs de la constante 5 qui correspondent à ces deux anneaux, puis
CHAPITRE V. — LOGARITHME NÉPÉRIEN ET FONCTION EXPONENTIELLE
ce qui nous restait à démontrer. [On pourrait dire encore que les valeurs de l'intégrale (5), prises sur chacun des anneaux, sont égales parce que ceux-ci sont tous deux directs et que la fonction æ ! placée sous le signe ‘f est olotrope dans l’espace qui Les sépare (229*, V)|.
Nous reviendrons incessamment (180, inf.) sur le calcul de la constante &.
174. D'après cela, les valeurs finales de l(x) au bout du chemin simple compliqué d’anneaux directs en nombres
attend, SIENNE;
sont respectivement les termes de la progression arithmétique de raison w, indéfinie dans les deux sens
., U—owm, U—w, U+o.wmw=U, U+w, U +2,
175. Nous passons aux résultats essentiels de la discussion numérique du logarithme.
En appelant + une quantité réelle <1 en valeur absolue, et l(x +ex) la valeur que prend le logarithme quand on passe directement de x à x + ex, en partant du premier de ces points avec la valeur l(x),on a
(17) l(xæ+ex)=(x)+h, \ GE TOR se A z où h est une quantité réelle =0o en méme temps que s.
La formule générale (9) donne immédiatement
hk = À\(1+E) — ÉFe Pr OL
LE
série dont la somme est nulle sis — 0, négative si s 0, car alors tous ses termes sont négatifs, positive enfin si s > 0. Effectivement et à cause de e 1, ses termes sont alternativement positifs et négatifs, avec des valeurs absolues qui décroissent sans cesse et
indéfiniment (101*).
176. Au point de vue graphique, on en conclut ce qui suit : quand x se meut sur une demi-droite fixe issue de l’origine Or,
le point u = l(x)se meut dans le plan des axes O,U', O,U' sur: une parallèle au premier de ces axes et cela dans sa direction positive ou négative, selon que, dans son mouvement, le point x s'éloigne ou se rapproche de l’origine O}. Effectivement le premier élément seul de {(x) varie, en croissant dans le premier cas, en décroissant dans le second.
Nous verrons tout à l'heure (178, inf.) que uw traverse l’axe O, U” quand x traverse la circonférence de rayon 1 décrite de l’origine O, comme centre.
177. Le point #, — 1 se trouvant sur la partie positive de l’axe des quantités réelles, ainsi que toute valeur positive de x, on peut atteindre cette dernière par un cheminement exécuté exclusivement sur cette partie, et chaque accroissement attribué à + sera de la forme ci-dessus ex. Comme on part de x = #5 = 1 avec la valeur initiale réelle /{(1)— 0, l'application répétée de la formule (19) montre que la valeur atteinte par l(x) sera toujours réelle; de plus elle est unique, parce que tous les chemins de mêmes extrémités dont les sommets appartiennent à la partie positive de l’axe des quantités réelles s’équivalent évidemment.
Cette valeur réelle de l(x) est20, selon que la valeur positive de x à laquelle elle correspond, est aie Car, en partant de 1 et marchant sur l’axe OX’, d’abord dans sa direction positive, ensuite dans sa direction négative, /(x) part de o en n’éprouvant jamais que des accroissements qui sont positifs dans le premier cas, négaüufs dans le second.
178. Quels que soient la valeur de x de module & et le chemin suivi pour y arriver, et st l’on représente par 'l(x) le premier élément de l(x), on a
valeur réelle atteinte par l(x) partant de ((1)=0o quand on chemine de 1 à & sur la partie positive de l’axe des quantités réelles (ATT).
D'où en particulier, pour modx = 1,
Uæ) — ©.
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S1 x désigne la quantité conjuguée à æ, on a sans cesse
É? AD NNEnNCe
et par suite (172) L(E)= (x) + (x) =o2U(E).
Mais les termes du membre médian sont des quantités conjuguées, parce que æ, x le sont sans cesse, et que les coefficients de la série (ro) sont tous réels. Ce membre se réduit donc à 2/l(x), d’où
MAC NICE ce qu'il fallait prouver.
179. Ainsi donc au point de vue graphique, quand le point x se meut sur une circonférence [Oz E] ayant l’origine O> pour centre et Ë pour rayon, le second élément de [(æ) seul varie, et le point u=—l(x) se meut ainsi sur quelque parallèle à Dare O0, Ur.
Quand la rotation de x est directe, la translation de u a la direction de la partie positive de l’axe dont il s’agit, et inversement. |
Si le passage de x; à x;,, s'effectue par exemple dans le sens
° VA 2 T;j , .
direct, le second élément du rapport . est nécessairement
positif (98, I), celui de = + 54" — —— = _ — 1 égale- U AE :
ment, par suite aussi celui de
(7 bis) uiy1— uw; = A (r+ Ter) ME (ee) —
Di I Tj
Car, £ étant infiniment petit, on a À(1 + #) + {(1 — 6), d'où (172)
: it" AG+ + )= | (i+Er)( 1 + = G+r) (ie TN AE I HN 2 — } Dir te Er — AS ( Je LE LU RE AP a
I 4 NALEE I 1! NU
2 x ne 4 \1
À I F0 I # 3 ] al — = NE EPre
[IH 3 +) de
expression dont les deux premières parties sont réelles, et dans
laquelle le coefficient de z finit par conserver le signe + parce que g' tend vers o et £” aussi en restant positif.
En appelant V+, Vu les vitesses simultanées de ces deux
points, on & | Vy I
LE
Si l’on fait tendre x;41 vers æi, la formule (17 bis) donne effectuivement |
mod(u;+1— Wi) I
lim EE T
mod(æ;+1 — Zi)
180. L'augment 5 (173) est une quantité imaginaire dont les éléments sont, le premier nul, le second positif.
Nous calculerons plus commodément la constante 5 en donnant à l'anneau la forme déjà utilisée au n° 100 dans la théorie de la fonction d(u, æ). Il vient ainsi, d’après la formule (16),
(19) 4e gi)+ Ge ge) ++ AGE PRES TE
les lettres ga, g2s + - +, Jo CONSETVant, bien entendu, le sens qu’elles avaient au numéro Cité.
Pour calculer généralement À (1+ qg — 1), nous observerons que cette quantité se confond avec la valeur acquise par /(x) en q, au bout d'un pas fait directement de x — 1 à x = q que nous décomposerons, chose évidemment permise, en deux autres conduisant, le premier de 4 —1 à æ— q', premier élément de g, le second detre q' DD q + LE q:
Le premier de ces deux pas donne en g'
le second donne en g; si l’on représente par ALES 1) la pente
de q (98, IL),
E HN gra ÜZ(a)=XG +9 1) Hg+ (+ Fe )
(20) 100 | LANG SE 1) = L(a) + 24 POSE ESESSSS
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En mettant en évidence les éléments de [(q), et posant pour abréger
LE AE (21) DE Eu EE de TR
il vient finalement NOTA EURE,
parce que modg étant — 1, le premier élément de AG +g—1)=4(q)
s évanouit (178). La formule (19) donne donc
(ua ) D —=t[4(Ti+...+T)],
où, en vertu de la relation (21), T,, ...,T, et par suite le multiplicateur de £ sont des quantités toutes posilives. Les formules (21), (22), très légèrement modifiées, sont celles qu'on emploie effectivement au calcul numérique de 5 (193, énf.) La non-nullité de l’augment & est un point essentiel de la théorie dont nous sommes occupés. On peut l’établir d’une mamère entièrement différente qui sera indiquée plus loin (219 bss,
inf.)
181. Quand X est une quantité réelle positive, tout chemin non équivalent au segment [1X] de l’axe des quantités réelles donne pour [(X) une valeur imaginaire.
Car ce segment donne pour /(X) une quantité réelle (177) et un chemin non équivalent, cette même quantité augmentée de k. 5, où & est imaginaire (180) et Æ < 0 par hypothèse.
182. SEX est une quantité non réelle positive, I(X) est imaginatre quel que soit le chemin suivu.
En appelant X,,, la trace de la demi-droite O,.X sur la circonférence [Oz, 1], nous remplacerons le chemin considéré par un autre équivalent composé de : 1° l'arc de cette circonférence conduisant de æ —1 à x —X,,, par une marche de sens rotatif constant; 2° par le segment de la demi-droite, qui conduit de x — X4, RD X,
En supposant d’abord direct l’arc considéré, qui par hypothèse
n’est pas nul, appelant n le plus grand nombre des quadrants qui y sont contenus, il est évident qu’on peut écrire
nets ) X4 = © X{9;,
où le dernier facteur n’a aucun élément négatif, puis décomposer à et X{° en facteurs primaires q de modules — 1 et de pentes y <1, tels (98, IT, LIT, IV) qu'on pourra effectuer le parcours de cet arc
en faisant passer æ successivement de 1 à gi, puis à 193) à 9149293» res à qi92.-.-.g9 = Xuy ce qui donne comme ci-dessus (180)
L(X) = D EN
le multiplicateur de £ étant essentiellement positif.
Quant au segment rectiligne, son parcours laisse invariable le second élément de /(x) (176).
Le cas d’un arc rétrograde se ramène immédiatement au précédent, par la considération de l'arc conjugué qui est alors direct, et par un raisonnement analogue à celui du n° 178.
183. 11 résulte des premiers principes de la théorie du cercle, que le second élément de I(X) a pour représentation géomérique la longueur même de l’arc considéré ci-dessus, prise positivement ou négativement selon que le sens de son parcours est direct ou rétrograde.
Ce fait se rattache aux applications géométriques, et ce n'est pas ici le lieu de l’approfondir. La formule (18) suffit toutefois à en constater l'exactitude; car pour Ë = 1, les vitesses des points + et u — {(x) étant toujours égales, les espaces parcourus en même temps par le premier sur la circonférence | Oz, 1] à parurdex=1, par le second sur l'axe des seconds éléments à partir de w = 0, sont égaux nécessairement aussi. Les mouvements simultanés de ces deux points ont d’ailleurs les directions requises (179).
On a en particulier
ar représentant, comme d'habitude, la longueur de la circons férence de rayon 1. Cette observation n'offre aucun intérêt anas
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lytique, parce que toute expression est susceplible de quelque représentation géométrique, et qu’à ce point de vue il n'importe en ren que ce soit l’une ou l’autre. Mais elle était nécessaire pour jusufer l'usage de représenter par ati l’augment du logarithme népérien, usage auquel nous nous conformerons désormais.
184. Quand x est infiniment petite ou infinie, le second élément de l(x) est indéterminé, mais le premier est infini, négatif dans le premier cas, positif dans le second.
On a effectivement (x) =4U(E) + cu’,
où /(Ë) est la détermination réelle du logarithme de £, module de æ (178), où w” représente l’arc de cercle défini ci-dessus (183). Cette dernière quantité est indéterminée, comme le mouvement giratoire dont x peut être animée en se rapprochant ou s’éloignant de l’origine.
S1 l’on suppose ensuite que £& croisse de o à par des valeurs en progression géométrique croissante de raison q (positive et > 1), les valeurs correspondantes de /(£) seront les termes d’une progression arithmétique de raison \( + Dh) TR ONCE AL V ) (177), partant croissante; par suite /(Ë) croîtra de — œæ à + oo.
Les choses se passeront de la même manière pour tout autre
mode de croissance de Ë, car la dérivée > de /(E£) (171) étant tou-
Jours positive, cette fonction est toujours croissante (19 er suio.).
185. Le signe [(X), posé sans autre indication, représente assez souvent l’ensemble des valeurs que {(x) acquiert en X au bout de tous les chemins pouvant être tracés de x —1 à æ—X, et quon nomme alors les logarithmes de X. Quelquefois aussi il représente l’un de ces logarithmes, spécifié d’une manière ou d’une autre.
Ce point de vue comporte quelques observations :
l Six représente un entier absolument indéterminé(positi nul ou négatif), tous les logarithmes de X sont renfermés dans
l'expression [(X) + K.oxi,
où I(X) désigne l’un d’entre eux chost arbitrairement (173)
II. Tous ces logarithmes sont imaginaires, sauf le cas où X est une quantité réelle positive, et où l’un d'eux, mais un seul,
est réel (177) (181) (182).
Dans ce dernier câs, la notation {(X) représente habituellement cette détermination réelle unique.
III. La relation (13) cesse en général d’être exacte quand, on y remplace les déterminations voulues des logarithmes, par d’autres prises au hasard ; mais elle le redevient par l'addition au second membre, de la constante
(23) (—K+KK +K'K'+...+A@K(@))arr,
où k, k!,... sont des entiers convenablement choisis. Car les déterminations des logarithmes requises pour l'exactitude de cette relation sont respectivement égales à d’autres quelconques augmentées de tels ou tels multiples entiers de 2x (1).
IV. Mais quand les quantités x', x”, ..., sont toutes réelles K" ,
HS 5 8 A ATEURETE ES minations positives (94), pour leurs logarithmes et celui de
leur produit, leurs déterminations réelles, la relation (13)
D . K' positives, et quand on adopte pour APR
subsiste toujours sous la même forme extérieure. Car le choix de pareilles déterminations rendant réels à la fois les deux membres de cette relation, il faut de toute nécessité que dans le terme additionnel (23) le facteur entre parenthèses se réduise à 0.
A un facteur constant près (208 et sute., inf.), cette formule est alors celle qui fait des logarithmes un instrument si expéditif pour l'exécution indirecte des calculs numériques usuels. Les cas parti culiers les plus employés sont
Ix'x"...xe)) = (x) + l(x") +...+ 1(26)), (24) LE) = Ua) — 1e") | ACADIES TC
V. Les seconds éléments des logarithmes de X sont ce qu'on nomme les arguments de cette quantité; ils sont représentés
CHAPITRE V. — LOGARITHME NÉPÉRIEN ET FONCTION EXPONENTIELLE. 199 géométriquement par les arcs de cercle définis au n° 183, augmentés des multiples entiers de la longueur 27 de la circonfé-
rence de rayon 1.
En égalant les seconds éléments des deux membres de la for-
mule (13) modifiée comme nous l’avons expliqué ci-dessus (II, on obtient en particulier une représentation géométrique de la mulüiplication, de la division et de l’extraction des racines. Mais nous n’en avons que faire, et nous n’insisterons pas.
186. Les logarithmes des racines mièmes de l’unité ont des valeurs remarquables qu'il est utile de calculer.
En appelant an = D (> ) la racine principale directe (113),
chacune des autres a pour expression 7, = ® (e )» où » est quelque
entier posiuf m; en représentant alors par /(u,,) la valeur de {(x) au bout du plus court chemin qui conduit +, dans le sens direct, de 1 à x”, sur la circonférence de centre OL et de rayon —1, on «a toujours
DIR ER
mn
Quand on a mod(a» —1)<1, les quantités TL, Un) Der Se Re Oo) PT RE LE 1)
jalonnent un chemin fermé qui est praticable pour le calcul de (x), parce qu’on y a sans cesse
ai+1 Le a, (26) Co nm d'où mod(a%'— 4},)< moda!, (171, III). D'autre part, le passage m ) P ? P S de chaque 10 a au suivant ajoute à l(x) l'accroissement de valeur constante
AS RL 248 lol Aa (1+ HE) (1 am) (71:10:
Enfin le chemin considéré fait faire à x une seule révolution de sens direct autour de l’origine O;, et son premier tronçon limité
à «7 conduit {(x) à la valeur cherchée. Il en résulte immédiate-
ment Ma TU (183); Ja NE NTTAS
d’où la formule (25).
Quand on a, au contraire, mod(o» — 1)21, on prendra un multuiple de m, M — mg assez grand pour donner mod(ay —1)<1 (143 bzs, IT), et la considération du chemin analogue, mais maintenant praticable,
D 1, que PRES 2 Cu il ; M; M , M Ç ? M M )
conduira à
é: 2TL 2TL lan) = nq M = A
par suite à la formule (25) encore, à cause de ay? — (ag) = ay, (1153 Des, TL).
On notera les cas particuliers suivants
LAURE ELLE es EAU ae L(= 1) = (ae te 2 77 Et PTE ICI) = CREME D LAURE l(— 1) = (aies ï Ti
S'il s'agissait du plus court chemin conduisant de 1 à a” sur la même circonférence, mais dans le sens rétrograde, il faudrait évidemment remplacer la formule (25) par
1 2TL l(at,)=—27Ti+n ANT —(m—n)
186 bis. On a quelquefois à calculer l’accroissement éprouvé par {(x) quand x chemine d’une valeur particulière xç(non —0) à axo, produit de celle-ci par quelque racine de l’unité. En suppo-
sant «à — «x, et ce chemin équivalent au plus petit arc direct que
‘mm?
ces points découpent sur la circonférence ayant O, pour centre avec modx, pour rayon, la considération du chemin
2 n M: 000 To) aM Lo: CAE ...) amy/ To; ….) Am To — Lo
TI
(28) Manu) Ur) =ENmEn)
Pour m— 2, n=—=1, on aurait par exemple U(— zoo) — l(ro) = E —ai,
selon que la demi-circonférence à considérer serait directe ou rétrograde.
Tous les autres chemins donnent évidemment à l'accroissement de {(x) l’une ou l’autre des valeurs (27), (28), sauf des multiples entiers de 2x4 qui s’aperçoivent immédiatement.
187. Le logarithme ne cessant d’être olotrope que pour une valeur nulle (ou infinie) de la variable (171, I), Les phases singulières de la fonction composée lU(x, y, ...) ne peuvent correspondre qu'à celles de la fonction simple U(x, y, ...), ainsi
qu'aux valeurs de x, y, ..., la rendant nulle ou infinie. Comme au n° 126, le calcul par cheminement de {U(x, y, .. 7 se ramène au tracé de la ligne décrite par # — U(x, y, ...), puis
au calcul de /(u) sur ce chemin (171, IT). Quand U(x, y, ...) est décomposable en facteurs plus simples, la relation (13) peut rendre l’opération très facile. On en trouvera plus loin un exemple (190, enf.).
Pour différentier {U(x), on a la formule évidente (256*)
EDG) AT AET de (En)
WCT).
Une fonction composée de /(x) se trouve naturellement dans une phase singulière, tout au moins critique, quand x est infiniment petite ou infinie. Assez souvent on a intérêt à y remplacer x par e7, pour étudier ensuite ce qui s’y passe quand on rend le premier élément de y infini, négatif ou positif (201, ënf.). Par exemple,
on trouve ainsi que, pour x infiniment petite positive, RACE tend vers zéro, quels que soient les exposants commensurables po-
sitifs 1, y (207, inf).
188. Le logarithme népérien que nous connaissons maintenanl par ses valeurs numériques et par ses propriétés caractéristiques, à peu près comme nous connaissions auparavant les fonctions rationnelles, les monomes irrationnels, etc., fournit le dernier élément qui nous manquait pour opérer l'intégration d’une fonction rationnelle quelconque (170), et pour compléter, dans tous les cas, l'expression que nous avons donnée de l'intégrale indéfinie d’une fonction méromorphe dans une aire limitée donnée, ou d’un développement rhizomorphe (41) (157).
Quand la fonction sous le signe d'intégration contient dans son développement un terme de la forme
DU
où À n’est pas nul, il lui correspond évidemment dans celui de
l'intégrale le terme Al(æ —a)
introduisant dans sa phase singulière en x = à une complication logarithmique. De ce chef, par exemple, l'intégrale augmente de AÀ.ort à chaque révolution directe de x autour du point A; effectivement, nous avons déjà remarqué au n° 126 que la duférence æ — f se meut par rapport à sa propre origine, COmme æ relativement au point à (173) (183), etc.
189. Voici la plus importante des propositions se rattachant aux considérations de ce genre : St la fonction f (xTase méromorphe dans l’aire limitée et imperforée S, mais olotrope sur
son contour (CG), l'intégrale définie JL f(x)dx, prise en parcou- (C) rant ce contour une fois dans le sens direct, est liée au résidu
intégral de f(x) dans l’aire considérée (56) par la relation
(29) PO = amif (a)
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En intégrant par décomposition, après avoir substitué à f(x) le second membre de la relation (14) du n° 39, et en représentant par F(x) celui de la formule (16) du n° #4, il vient évidemment
(30) Jf(x) dx — F(æ)+ A 10(x — AA ae RUES ay).
Quand x revient à son point de départ après avoir parcouru le contour (CG), le terme F(x), méromorphe dans l'aire S partant monodrome, revient à sa valeur initiale et ne donne rien dans l'intégrale définie. Mais comme le contour constitue un anneau direct autour de l’un quelconque des points &,, &, ..., chaque logarithme augmente de 274 (188). Il reste donc
ff) Hbc 2ri( AN +. + AR, *7 (C)
où, par définition, la somme entre parenthèses est précisément le résidu intégral figurant dans la relation (29).
En faisant varier la nature de f(x) et la forme du contour (C), en exécutant des transformations variées, Cauchy, auteur de ce théorème, en a déduit les valeurs d’une foule d’intégrales définies, les unes nouvelles, les autres déjà obtenues, mais par des procédés bien plus pénibles. Dans notre troisième Partie, nous expliquerons cette élégante méthode sur plusieurs exemples.
On a cru qu’elle réduisait des éntégrations aux simples différentiations nécessaires pour calculer les résidus, et l’on s’en est étonné. Mas la relation transitoire (30) montre bien qu’au fond l'intégration est simplement ramenée à d'autres intégrations dont les résultats sont fournis, une fois pour toutes, par la théorie du logarithme.
190. Nous plaçons ici un autre théorème de Cauchy qui porte encore son nom.
Les mêmes choses étant admises que dans le précédent, avec la condition, pour f(x), de n'avoir aucun zéro sur le contour (C), si l’on nomme m la somme des degrés de multiplicité des zéros de f(x) intérieurs à l'aire S, p. la même somme pour les infinis de cette fonction et Alf(x) la variation que fait éprouver à lf(x) le parcours du contour (GC) dans le sens direct, on a _ Alf(æ)
TL
rithmes, la relation (2) du n° 31, come avec la formule SNA donne immédiatement
Lf(x)= Emil(x — a;)— Eul(x — a) + lf(æ).
d’où, après le parcours direct du contour (CG),
Alf(æ)= 2m;Al(x — aj)— EuAl(x— a) +Alt(x).
Dans le second membre de cette égalité, le dernier terme se. réduit à zéro, car, f(x) étant olotrope ét sans zéro dans l'aire Si IÉ(x) y est TE ent olotrope (187), par suite monodrome, | puisque cette aire est imperforée (173*). D'autre part, on GE
Kr0
he
comme tout à l'heure, Al(x— a;)=Al(r=u)=0re sà ‘4
Il reste donc | 111 Alf(æ)=(Emi;— 2ZEu)2mt,
ce qu'il suffisait de prouver.
191. Quand f(x) est olotrope dans l’aire S, le nombre u est nul, et la formule (531) ramène au calcul de AU(æ) celui dé m,. ‘0
somme des degrés de multiplicité des racines de l’équation 44
situées à l’intérieur du contour (C). | 2 =. En prenant, par exemple, pour 162 le polynôme entier ae "
degré effectif k, | 10
d+ Tr +...+ air = xk| az; + e(x)[
où a,,<0 et où e(x) tend vers zéro quand x est infinie, puis pour S un cercle ayant son centre à l'origine et son rayon assez grand pour que sur sa circonférence on ait constamment .
(33) mode(x) << mod ay, on trouve immédiatement | |
AUf(x)= HAUT) + Al[az+ e(æ)] = koi.
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certain anneau tracé autour de l’origine, et Al[a;+e(x)|= 0° à cause de la condition (33), parce que le mouvement de x fait décrire à a+ e(x) un contour fermé qui peut évidemment se déformer jusqu’à des dimensions insensibles, sans franchir l’origine spéciale à laquelle on supposerait cette quantité pour un instant rapportée.
La formule (31) fait donc retrouver m—#, principe fondamental de la théorie des équations entières. Mais cette démonstration n’est pas bonne, en ce sens qu’elle implique des considérations trop indirectes et par surcroît trop étrangères à l’'Algèbre pure. Nous ne la reproduisons qu'à titre de curiosité, et nous lui préférons celles que nous avons données aux n'* 13, 15, cette dernière principalement.
192. Si de plus l'équation (32) n'a que des racines simples à l'intérieur du contour (C), la formule (51) en réduit le dénombrement même au calcul de Alf(x).
Cette quantité contient 274 autant de fois évidemment qu’autour de l’origine O, deu — f(x) il faut superposer d’anneaux identiques (directs), pour réaliser un chemin fermé jusque auquel, mais sans lui faire franchir cette origine, on puisse déformer le contour fermé (Q)que la marche de x sur (C) fait décrire à w. Le nombre de ces anneaux a une relation très simple avec le nombre et la disposition des intersections par la ligne (Q), des parties posi-
È Là ® s A u” L tives et négatives de l’axe OU”; porutston le rapport s des élé-
ments de &w s’évanouil; on constatera sans peine quel est préctsément la moitié de l'excès du nombre de fois que, pendant le
(42 mouvement de x sur (G), le rapport =; passe en s'annulant du négatif au positif, sur le nombre de fois que le même rapport passe semblablement du positif au négatif. La simple discussion de ce rapport, faite sur le contour (G) à ce point de vue, pro- Cure ainsi le dénombrement des racines; Cauchy a complété son A ; L s Fe ue ?
théorème par l'indication de procédés spéciaux pour l’effectuer dans certains cas intéressants pour la théorie des équations entières; mais ces développements sont trop en dehors de notre cadre, et nous ne pouvons nous ÿ engager.
KA 193. Voici, pour terminer ce paragraphe, la méthode la plus x expéditive pour exécuter le calcul numérique du nombre *. (
Pour m—8,n—1, la formule (25) montre que = l'est le second
élément du logarithme de 44 — ®(+) racine principale directe 8ï°ne, de l’unité, ce logarithme étant calculé sur le chemin défini au commencement du n° 186. + /: VOS |
En faisant ag — a+ ia”, où «=> 0 puisqu'il s’agit d’une racine principale directe, la relation aÿ= a; —t (113 bis) conduit à a2—%"2— 0,922" — 1, égalités montrant que a! est positif aussi, de plus égal à &”, qu’en conséquence «4 est une quantité primaire de pente — 1. D'après cela, nous formerons d’abord les puissances «
d’une quantité primaire quelconque g de module 1 et de pente
4 1, en allant assez loin pour que, toutes ces puissances res
5 : “A f 4 tant primaires, les pentes des deux dernières comprennent 1. En
représentant un instant par P(a) la pente de la quantité a supposée A primaire, l'emploi répété de la formule | P(a)+ P(b)
dot) 1 Pa) P(6)
fera connaître successivement les GS des quantités (34), par suite l’exposant g et aussi les pentes y/, y", Loutes deux inférieures à y, des quantités primaires, de module 1 aussi,
Le 8 72 get PTS és Posons maintenant a 113 Yu 2 l 35 TS +... RER ES |" = 230 (35) [ 4 ë I J I S1 y! <<", le chemin sans rebroussement 4 Pi, q, Je, er g5, as | S donne facilement, comme au n° 180, 10 T E à GTA #1
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Si au contraire y”<<:/", on préfèrera le chemin (ts q) q?; IC 670 gf; GET as |, où le dernier pas est rétrograde, et l’on aura visiblement
ete ENNNRATE
En choisissant pour y une très petite fraction, yet y" en seront de plus petites encore, les séries (35) convergent très rapidement, tous leurs termes sont des quantités commensurables, et
l’on obtient facilement une grande approximation. Une manière
à Là 2 JS Ë A I d'opérer particulièrement avantageuse consiste à prendre y — >» . I Ê ce qui donne g +1 = 4, "= — uis q Bb b % 239” P " = {DESIRE
Fonction exponentielle.
194. L'étude des fonctions engendrées par l’inversion des intégrales abéliennes (329*) (169) est assurément l’une des parties les plus intéressantes de toute leur théorie. Nous avons à la faire actuellement pour le logarithme népérien.
La résolution par rapport à u de l'équation [(u)=t donne une fonction de x qui est indéfiniment olotrope, et dont
le développement par la formule de Maclaurin est
I 1,2 IP ONE -7IL
Cette équation étant satisfaite numériquement pour æ—0, u—1, hypothèses qui laissent son premier membre olotrope et
I L ? ’ 2 ® A A n'annulent pas + dérivée de celui-ci par rapport à w, possède une
seule racine olotrope en æ — 0 et y prenant la valeur & = 1 (307);
et cette racine est déterminée aussi bien par l’équation différentielle immédiate et la condition initiale |
(2) ee —U, UE pour T0,
dx
Comme les formules ultimes relatives à cette dernière équa- 0 tion (290*) ont la forme générale évidente re dnmu | Le F
G@ P 4) on trouve immédiatement la série (1) pour premier développe= 4 ment de l'intégrale uw. PNR
Le rayon de convergence de cette série est d’ailleurs illimité; 2
Ç fa A "À
effectivement, pour tout module R attribué à x, le module mp
du rapport d’un terme au précédent est infiniment petit pour 7" infini, d'où 1l résulte que celui du terme général est infiniment petit, à plus forte raison fini (114*). à
L'intégrale cherchée est donc bien la fonction indéfiniment olo= 1 trope dont la formule (1) fournit le développement. J
195. En représentant provisoirement cette fonction par ea) + il est évident que la résolution de l'équation
faite AA LAN RE 0 reproduit [(u); car Fi équa=
Uon finie équivaut à l'équation iférennelle g(x) 1; ou ENT
. dx I f [2 02 . . . 218 bien Zi —= 3° accompagnée de la condition initiale x —=0 poui M ‘4
u—=1,et, par définition CNED le premier développement de l'in 4
tégrale de cette dernière est précisément celui de {(u). 111
196. La différentiation de la fonction e(x) la reproduit ; indéfiniment; en d’autres termes, on a, quel que soit l'in 41 dice m, | | De.
on) (a) sa p(æ). | #00
Cette identité n’est pas autre chose que la formule ultime (3) Ÿ
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écrite d’une autre manière. D'ailleurs la différentiation de la série (1) la rend évidente à postertort.
Cette fonction ne.peut donc s'évanouir numériquement pour aucune valeur de x. Car alors la relation précédente entrainerait la nullité simultanée de ses dérivées de tous ordres, par suite (187*), la nullité identique de o{x). Or ceci ne peut avoir heu, puisque les coefficients de la série (1) ne sont pas tous nuls.
197. À la propriété caractéristique du logarithme népérien (179) correspond par inversion celle de (x) que nous allons énoncer, et qui est fondamentale.
Au bout de chemins quelconques issus de
| bte d =D 0)
on a identiquement (4) Lo(z')ETp(z")75"... [e(z te) TE = (Ka + Ka +... + Ke) ze), pourvu que ces radicaux partent des valeurs initiales
= [EL eer Les trajets imposés à x’, x", ... font suivre aux quantités
(5) X'=p(x), X'= (x), des chemins … bout desquels on a la relation (13) du numéro cité
LR XEEE) = K'I(X) +... + KG U(X@)) = K'z'+...+ Ke xt), parce que (195) les formules (5) donnent inversement
OS ANR QE"
Or, et cela par définition (194), la résolution de cette dernière par rapport à la quantité dont le logarithme figure dans son premier membre donne précisément celle que l’on veut établir (4) après substitution de w(x'), w(x”), ... à X', X", ....
198. Quand les nombres K/, K/, ... sont tous entiers, l’idenuté (4) ne renferme que des fonctions indéfiniment olotropes ; par suite, elle subsiste indépendamment de toute condition
Lie 1 Va ; Ÿ
accessoire. Dans ce cas, la considération de la série (1) en fournit
une démonstration bien facile.
La formule de Taylor, indéfiniment applicable à la fonction &(x) (206*), donne pour toute valeur de æ et de k;, à cause de l’iden-
uté (3), (6) o(æ+h)=v(x)e(2),
d’où facilement
o(z'+z"+...+a@)= œ(x')p(x")...e(æt8)), \ puis en prenant æ'= 4" —...— 8) tr, (7) p(gæz)= Tor):
On a, d'autre part, à cause de (1), (6),
1=9(0)=vp(r—x)=p(r)p(— x); | on en conclut o(—x)=[o(x)["t,
puis en vertu de (5) (8) o(—gr)=[e(x)Fe.
Une combinaison évidente de toutes ces formules particulières conduit ensuite à la forme de l'identité générale (4) que nous
avons en vue.
La relation (4) donne en paruculier o(Kr)=[e(x)}K
PCK)= [CIE
d’où DOUCE 1
On représente par la lettre e la constante o(1), en posant
I i MAD DR SCORE 7 rRaB 8:
On «a ainsi o(x) = €*,
pour toute valeur de x réelle et commensurable, formule qu facilite beaucoup la conception de pareilles valeurs de notre fonction. | |
Pour æ non réelle commensurable, le signe e? n’a point de sens; mais rien n'empêche évidemment de lui en attribuer un, en posant
pour toute valeur de +, ceci conventionnellement quand il ya lieu,
o(æ)= ex.
C'est la notation que.nous adopterons désormais conformément à l'usage. Elle a le double avantage de fournir les valeurs de notre fonction dans tous les cas où elle a un sens propre, et de rappeler aux yeux l’analogie parfaite de sa propriété caractéristique (197) avec les règles du calcul des exposants. D'où le nom de fonction eæponentielle, auquel on ajoute quelquefois le mot népérienne pour la distinguer d’autres fonctions analogues dont nous parle-
rons plus loin (209, énf.).
201. La discussion numérique de la fonction exponentielle se ramène immédiatement à celle du logarithme népérien, en vertu de cette observation que le théorème du n° 11 rend évidente.
Si le parcours par u.d’un chemin quelconque [1, U] fait décrire à TN)
le chemin [o, X], on aura certainement
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Il y a cependant quelques faits intéressants à établir directement.
I. Quand x est réelle et croit de — à +, ef. est réelle et croit do à +.
Le premier point résulte de ce que tous les coefficients de la série (1) sont réels. Comme ils sont en outre positifs, e? est posi-
: à R : ce ee tive aussi pour + >>0,et mème pour << 0 à Cause de e? — Le (197).
Enfin e* dérivée première de e* (194) étant ainsi toujours positive, e? est toujours croissante, et même à l'infini à cause de e7 > x. Quand x décroit jusqu’à — «, e* tend vers zéro, parce que — x
est une quantité positive infinie et que l’on a ef = ——- Ï eTX
II. Quand x', premier élément de x — x! ix",est nul, ona& (9) modex = modei£"=— 1.
A cause de la réalité tant des coefficients de la série (1) que
de x" les C uantités ») eix”, e—ix”
sont conjuguées, et le carré de leur module commun se réduità tr,
à cause de (modeir”)? = ere 00 "7 NE
Ill. Dans les autres cas on a (10) mod ex'+ix” — ex",
Car e*’ est une quantité positive ([) donnant (197)
quantité de module 1 (IL).
IV. Quand x se meut de — à + sur une parallèle à l'axe O,X!, menée à la distance x" de cet axe, u = e* marche de o à w sur la demi-droite tracée de l’origine O, à l’extrémité d’un arc de longueur E x" mesuré à partir du pointu =1 sur la circonférence | Ou, 1], dans le sens de rotation direct ou dans le sens rétrograde selon que x" est Zo. Car x = l(u) décrit
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précisément cette parallèle quand u se meut sur la demi-droite
en question (176) (183).
V. Quand x se meut uniformément de — © à + + sur une parallèle à l’axe O4X", menée à la distance x! de cet axe, u = e* iourne uniformément dans le sens direct sur la circon- Jérence [Oy, e" ] en passant en u = e*’ au moment où x passe en æ, et en y faisant une révolution entière chaque fois que x se déplace de 27 sur la parallèle considérée. Car x = U(u décrit précisément cette parallèle, quand & décrit de la manière indiquée la circonférence en question (179).
VI. Stm, n sont deux entiers, le premier positif, et si am désigne toujours la racine principale directe mème de l'unité, on «à
d'où, en particulier,
ÉTÉ — — 1, e
Ces formules sont des conséquences évidentes de celles inverses du n° 186; elles fournissent pour les racines de l’unité, des expressions que l'existence des Tables trigonométriques (250, inf.) rend les plus convenables pour leur calcul numérique.
202. Comme la fonction exponentielle est indéfiniment olotrope, elle a pour phase singulière unique celle correspondant aux valeurs infinies de x.
En vertu de la relation (10), combinée avec les conclusions des alinéas qui la précèdent dans le n° 201, elle est infinie quand le premier élément de x. est infini positif, infiniment petite quand il est infint négatif, indéterminée dans tous les autres cas.
Un pareil mode de variation sépare absolument cette fonction dé toutes celles à une seule variable que nous avions rencontrées dans les Chapitres précédents, chacune de ces dernières tendant vers une limite déterminée ou bien étant infinie pour des valeurs infinies quelconques de la variable. On dit qu’elle possède à l’infini une singularité essentielle (259, inf.).
L’équation numérique
eu— X
est impossible ou possible, selon que X est — 0 ou non. Dans le dernier cas, elle a pour seules racines toutes les détermina-
sions de I(X) (185).
Nous savons (LT) que celte équation n’a pas d’autres racines que les valeurs acquises par la racine variable w de l'équation
AaB Th Le
définie par une condition initiale quelconque, en particulier par u—0 pour Z —1,au bout de tous les chemins pouvant conduire x de 1 à X. Nous savons d'autre part (195) que cette racine variable est précisément /(x).
Cela posé, si X —o, tous ces chemins conduiront le premier élément de /{(æ) à l'infini négatif (184); si au contraire X est non — 0, ils donneront naturellement toutes les déterminations
de {(X), savoir
U+ art,
en appelant U l’une d’elles choisie à volonté, et Æ un entier quel-
conque posiuf nul ou négatif (173) (183).
204. La périodicité est une propriété extrêmement curieuse el importante qui, sous des formes variées, appartient à une infinité de fonctions engendrées par l’inversion des intégrales abéliennes. Dans la suite, nous aurons à en parler longuement; mais, pour le moment, il faut nous borner à la définir sommairement et à constater qu’elle appartient déjà à l’exponentielle.
Soient f(x) une fonction d’une seule variable, et Il une constante donnée non — 0; on dit que f(x) admet Il pour période si, quel que soit l’entier » (positif ou négatif), on a identiquement
f(x+ ml) = f(x).
Les fonctions douées ainsi de quelque période sont dites périodiques.
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_ Cela posé, la fonction exponentielle admet + 2ri pour période.
Car, par ce qui précède (203), et quelle que soit z, l'équation Lo) (Re A
a pour racines toutes les quantités de la forme x + m.oxi. Cette période est élémentaire (260, inf.) parce que l’équation (11) n’a pas d’autres racines.
205. Relativement aux parties aliquotes de sa période 2#£, l’exponentielle jouit d’une sorte de périodicité imparfaite. Car,
en appelant » un entier positif et 4, la racine principale directe mine de l’unité, on a (201, VI)
7 $ : ; TUE ; L'addition à x d’un multiple entier de —— reproduit donc
encore l’exponentielle, mais au facteur «7, près, qui se réduit à 1 quand n est multiple de 7.
206. La composante e“ étant indéfiniment olotrope, la fonction composée e"®%::1 l’est elle-même aussi longtemps que la fonction simple U(x, y, ...) jouit de cette propriété (248*).
Quand la fonction simple est une fonction méromorphe U(x)
_ d’une seule variable, on voit sans peine que les infinis de U(x)
sont des points singuliers essentiels de e"* (259, inf.). La différentiation de el? donne
deux)
= eux) U'(æ).
207. L'observation suivante est utile à la discussion de beaucoup d'expressions compliquées d’exponentielles.
Quelque grand que soit l’exposant positif fractionnare u, le rapport ex
est infint pour des valeurs positives infinies de x.
\ 4 à te \ Car, à cause du développement (1), ce rapport est supérieur à
RON
où M est un entier quelconque supérieur à LL.
Logarithmes vulgaires et autres fonctions connexes.
208. La relation fondamentale (13) du n° 172, étant linéaire et homogène par rapport aux logarithmes qu’elle renferme, reste exacte quand on les multiplie tous par une même constante quelconque & que nous supposerons non —0. Ces produits sont les
valeurs de la fonction al(æ)
pouræ—x,x",...etse nomment les logarithmes de ces quantités, pris dans le système de module a. On représente cette fonction par log,(x), et l’on appelle base du système la quantité
1 L2 À — e* dont le logarithme de cette espèce est = 1.
D'après cette définition, les logarithmes népériens appartien- } nent au système qui a pour base e—e.
209. Il n’y a intérêt à considérer ces nouveaux logarithmes, que dans le cas où a, module du système, est une quantité réelle, et où l’on fait abstraction de leurs déterminations imaginaires. Ils sont encore réels, quand ils appartiennent à des quantités positives, et ils conservent les propriétés exprimées par les formules (24) du n° 185.
Quand x estune quantité positive, on peut considéreru=log(x) comme la racine réelle unique de l’équation
HN
[Ua La fonction e“ jouit évidemment des propriétés caractéristiques
de l’exponentielle; de plus, elle est égale à la détermination posi-
LR es üve de (ex) , quand x est réelle commensurable (118), (197). Pour
FOR
d’où se, Er
en se bornant à la détermination réelle de /(A).
210. En prenant À — 10, base du système de la numération décimale, les logarithmes des puissances de 10 deviennent précisément égaux à leurs exposants. C’est cette particularité, très avantageuse dans la pratique, qui a fait adopter les logarithmes de cette espèce pour l’abréviation des calculs numériques, sous le nom de logarithmes de Briggs ou vulgaires, pour la désignation desquels on se contente du signe log. |
D'après la formule (1), leur module a pour valeur
es (10) et l’on a généralement (x) LGo)
log(æ) =
Cet emploi des logarithmes vulgaires est à la fois l’origine historique des transcendantes dont nous nous occupons, et la plus utile de leurs applications pratiques.
211. Comme un logarithme vulgaire est le quotient de deux _ logarithmes népériens, la construction d’une Table de logarithmes exige seulement le calcul des logarithmes népériens de toutes les
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jamais dans les calculs numériques que par leurs valeurs appro- "À chées, et, le logarithme d’une fraction pouvant s’obtenir par a, 8 différence de ceux de ses termes, [a question revient en dernière analyse au calcul des logarithmes népériens des nombres Æ entiers positifs. | : "NAS L'emploi répété du développement (8) du n° 171 y suffirait, ‘# car 1] donne immédiatement, pour toute valeur de N au moins égale à 1, + ‘à w
I 1 à I CN +1) = L(N) + N 0 + IN Re.
d'où, en partant de /(1)—0, on déduirait successivement TES [(3), .... On remarquera la formule 14
re
I I Lu l(2)=i1-—--+e bp Mais on obtient des séries d'une convergence infiniment plus rapide, en opérant comme il suit. “10 Pour xi=1,æ—1#h, ce même développement donne
l(i+ 2)— T THSNPENNTONS h 2 l3
G+ IG = 1) +R
formule valable comme les deux précédentes seulement pou
4 L Y À "+ mod} 1. En y faisant donc À — 5N =” lle devient D:
(SE )= 145 4N= af +800
I I 2N+1 3(N+i1ÿ série très rapidement convergente pour peu que N ne soit pas ti peut. Elle fournit de proche en proche comme ci-dessus les 1
rithmes de 2, 3, 4, .... Cet artifice donne une idée des mo
LS
DR PE, OR
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indirects par lesquels les calculateurs habiles savent abréger leur travail.
Les logarithmes sont en général des nombres incommensurables dont les Tables peuvent seulement contenir des valeurs approchées. Le degré d’approximation dont on se contente est déterminé par cette condition générale, que les erreurs, dont l’emploi de logarithmes inexacts peut entacher les résultats des calculs numériques, puissent facilement étre maintenues audessous de celles que pourrait faire commettre la mesure directe des grandeurs physiques correspondantes. Les meilleures Tables usuelles donnent les logarithmes avec sept décimales exactes ; si les artistes parvenaient à augmenter beaucoup la précision des instruments de mesure, il faudrait, pour n’en pas perdre le bénéfice, augmenter parallèlement l’approximation des Tables.
212. La fonction L(m, x) étudiée dans le Chapitre IIT s'exprime très simplement au moyen de l’exponentielle et du logarithme népérien. D'après ce que nous avons vu au n° 85, le premier développement de cette fonction est
x DT ml(x m2[/(x)12 fm 1+ }= + 0 + MERDE = env
car la sérié représentée par T n’est pas autre chose que ÀA(1 +6) qui fournit le premier développement de {(x) (171, I). On à donc identiquement, au bout de tous les chemins imaginables,
(2) dimie)= enAPERGIMNEN.
Comme l’exponentielle est indéfiniment olotrope et que le logarithme népérien ne cesse de l’être (localement) qu'en æ — 0, cette valeur de æ est la seule qui soit critique pour cette fonction composée. En étudiant la fonction Ÿ, nous avons vu ce qui S'y passe quand nt est réel (102 et suie.).
Pour M imaginaire, cette fonction n'y est jamais olotrope; car l’adjonction à un chemin quelconque, d’un anneau direct enveloppant le point x —0 augmente /(x) de 274 et, par suite, multüplie la fonction par e"*, facteur qui ne peut être égal à 1 — e0-2% puisque lt n'est pas un nombre entier (204).
On notera la relation P(m) — eM2Ti
provenant de ce que le facteur en question se confond nécessairement avec le multiplicateur ®(m) du n° 90. |
Pour rappeler à la fois les propriétés caractéristiques de cette fonction, identiques à celles des monomes à exposants entiers ou fractionnaires, et aussi les valeurs qu’elle prend quand M est réel commensurable, on écrit |
d(m, T) — eml(x) — æn,
212 bis. La formule (2) rend facile la discussion de +" pour des valeurs de x infiniment petites ou infinies. En supposant par exemple M réel non = 0, puis appelant £ le module de x, et /(E) la détermination réelle de son logarithme, on trouvera immédia-
tement modætt — em/(é),
où l’exposant est toujours infini, offrant le signe final + quand x est infinie avec M0, ou bien infiniment petite avec M<o, offrant le signe final — quand x est infinie avec M Lo, ou bien infiniment petite avec M > 0. Gette fonction est donc infinie ou infiniment petite, selon qu'il s’agit des deux premiers cas ou des deux derniers.
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+2 +2 re
d’où, ce qui équivaut à (3),
, T nm Himi(1i+ =) ,= #7, m
parce que la somme de la série entre crochets tend vers 1.
214. On rencontre encore d’autres expressions compliquées d’exposants non réels commensurables ; les considérations précédentes en fournissent facilement l'interprétation. Par exemple, au nn faut lire d(x, x)=e#%)9.. Mais les questions de ce genre offrent un bien médiocre intérêt.
ta TTL : PP ui CU N PT M CRD CON OT ab, nié PAT à CRE UT Ji LE À ! l
FONCTIONS CIRCULAIRES
Tangente et cotangente.
215. L’inversion de l'intégrale indéfinie d’une différentielle rationnelle, qui nous a conduit à la fonction exponentielle dan son cas le plus simple, donne encore quelques fonctions, non plus | indéfiniment olotropes comme celle-ci, mais indé MéÉrOomorphes; nous allons étudier les plus intéressantes.
En représentant par p(u), p(u) deux polynomes entiers, de 5 D degrés effectifs k, k, sans diviseur commun, la condition néces-. k
saire et RUE pour que toutes les intégrales de l’équation de différentielle
du. p(u) (1) dx y(u)
sotent indéfiniment méromorphes est que l’on ait K'=; KE
. Considérons l'intégrale particulière précisée par la condition ini. haleu=\wiponte= r,, en supposant que &, n'annule pas p( sans quoi cette Intégrale serait w — w, identiquement.
[. Si l'on avait R = 0, le dénominateur p(w) aurait quelq:
zéro b (13), (15), et comme la fonction inverse æ de u satisfait l équation différentielle
dx p(u .
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verait évidemment de semblables en prenant
b eo f pCu) du, F UP p{u)
le tracé du chemin d'intégration évitant les zéros de p(u). D’après
l’équati rail doncinfn — ( l quation (1), dx °ETaIL AonC infinie en LT — À, partant non 0 otrope,
et u ne le serait pas non plus (165*).
Il. L'hypothèse k — 0 réduit l'équation (1) à la forme
(2) su = p(u), et l'hypothèse k 5 2 rend finie quelque valeur & de x pour laquelle devient infinie. Des valeurs de ce genre sont effectivement fournies par la formule
TN x P(U)
X = To +
en prenant l'intégrale sur quelque chemin tracé de w4 à l'infini sans
passer par la valeur # —o ni par les zéros de p(u), et cette inté- ; Aie . . I
grale est essentiellement finie : car la substitution # — = (334) la
change en
dk—2 si > LE
ml
Up
\ . . , . , I où le chemin d’intégration, tracé par les valeurs de 4 — 7 peut
maintenant être supposé limité, parce que w ne passe pas par la valeur o, et ne contient évidemment que des valeurs de #, ordipaires pour la fonction placée sous le signe f.
Or, si l’on avait £ > 2, l'inverse arithmétique © — | de l’intégrale 4, qui prend la valeur 6 = o pour + — 4, n’y serait pas olotrope ; elle satisfait effectivement à l’équation différentielle
c’est-à-dire
où le second membre est le quotient de deux polynomes entiers en #, sans diviseur commun, dont le second s’annule pour 6 = 0 (I).
L'intégrale w ne serait donc pas méromorphe en x=%, puisqu'elle y serait infinie sans que son inverse arithmétique y füt
olotrope (42).
III. Pour Æ —1, on peut écrire p(u)= g(u—a), où #0, et l'équation différentielle (2) donne par inversion,
comme ci-dessus (1), dæ
PE 0 EU a) d'où, généralement (170), (1710
l(u—a)+cC;
Le puis inversement (194), (200), uU= A+ eslx—0), fonction de x qui est indéfiniment olotrope.
VPourR SR on a (14), soit p(u)= g(u— a),
soit
piu)= g(u—a)(u—b), (bnon = a).
1° Dans le premier cas, l’inversion donne
puis (215”, 111)
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fonction rationnelle et par suite indéfiniment méromorphe. 2° Dans le second cas, on trouve de même
dx _ [ Les I 1 1 \ du g(u—a)(u—b) | g(ab) uU—@ u—b, ;
par la décomposition du second membre en fractions simples (92).
L'intégration donne ensuite (215*, IL. DR OS CATES
BEC TS LU a) U(u 8) (3) ù
T U — De 2 u— b
(172), d’où (194), (200).
U — / ARRETE egla-b)(x—C), (4) D à La résolution de cette équation donne pour w une fraction dont les deux termes sont des fonctions linéaires de cette dernière exponentielle et par suite indéfiniment olotropes. L'intégrale w est donc indéfiniment méromorphe (29).
En prenant
p{u)=u?+1, l'équation différentielle (2) devient
du Ae (5) DR Te Done
et ses intégrales, toutes indéfiniment méromorphes (215, IV), Jouissent de propriétés relativement simples et intéressantes. Celle que détermine la condition initiale
(6) HE 0; pour T0,
se confond pour les valeurs réelles de æ, avec la fonction connue dès les éléments sous le nom de tangz. En lui conservant cette Die IT. 15
notation, les considérations précédentes fournissent bien facilement son expression au moyen de l’exponentielle. Dans les formules (3), (4) il faut faire
L'ARR a = 6 =, la première devient 1 DE ES à ne Ce :
(7) Di Ve à
puis, pour =u—0, o=C+— —1)=C+S+hkr (186), (185, L).
d'où, par exemple,
CR
la seconde devient alors
gp MZ 2 M (PHE)2 armee = — er (17), OMNI) et donne
nUDol (io) u = ange =
917. La formule précédente combinée avec les propriétés générales de la fonction exponentielle fait connaître immédiatement toutes celles de tang x.
I. Les infinis de tangæ sont les quantités réelles (11) T+kr,
.T car ce sont les zéros du dénominateur 1 + e?i7 = e?i? — e ?(201 HV (204), qui ne peuvent annuler le numérateur. Ces derniers étant tous simples parce que la dérivée 2 ie?ix ne peut s'évanouir (196), les infinis en question sont simples aussi (31 et suiv.).
II. Le développement de tang(x+h) par la formule de Taylor est donc possible toutes les fois que x n'a pas une des
entiers en tangæ; mais les calculs se compliquent rapidement (1)
CHAPITRE VI. — FONCTIONS CIRCULAIRES. 241 valeurs (11) et que mod est inférieur à la plus courte des distances de x aux mémes valeurs singulières (201*).
En faisant uw — tang x dans les expressions ultimes des dérivées de w tirées de l'équation différentielle (2) (290*), on obtiendrait les coefficients de ce développement sous forme de polynomes
TT. La fonction tangx admet la période Æ x (204) qué est élémentaire (260, inf.); car l'équation numérique en X,
tangX —=tangz, révIent à
d’où l’on tire immédiatement (204) X= TE mT.
IV. À cause de cette périodicité commune tant de tangx que de ses infinis (1), tous les résidus de cette fonction ont la même
valeur (56), (232, inf.). En faisant tendre + vers l'infini ©, on
PA
trouve pour le résidu correspondant
TT
&. Him (1 — e2ix) lim —__7, Rec
Le second facteur est égal à 1 — er — 2: Je troisième à pour
T PES L valeur le rapport de celles que prennent pour æ — - les dérivées des deux termes de la fraction correspondante (46), c’est-à-dire
I E = — — —. {l reste donc 21etr 21
pour valeur commune de tous ces résidus.
(:) En dehors de cas très simples dont le nombre est extraordinairement petit, nous sommes dans l’ignorance la plus profonde sur les expressions générales des coefficients des développements des fonctions. Il y a là sans doute matière à bien des recherches intéressantes. Ces ténèbres épaisses ont été cependant percées cà et là par la perspicacité de M. D. André, mon ami et regretté Collègue, dont le talent sur l'Analyse combinatoire est tout à fait hors de pair. En particulier, il a donné ces expressions sous les formes les plus élégantes pour les développements de tangæ et de sécx (Comptes rendus, t. LXXXVIIT, 1870).
V. Six—x/ix" est infini, tangæ tend vers Ei quand ==" est infini positif.
Car on peut écrire 1 e2ix'e—2x"
ET e?ix'e—2x" è
tangæ —1
où, à cause de la réalité de x', æ", e?ix! conserve 1 pour module (01, 11); où ex?" est infiniment petit dans le premier cas, infini dans le second (201, [).
Mais quand x!" n'est pas infini avec un signe finalinvariable, cette fonction est évidemment indéterminée. | Elle possède à l'infini une singularité essentielle (299, inf.).
VI. On a les identités
(12) tang(—æ) = — tangs?, a Tr \ .
(15) tang =+æ)=— .
2 ; tangv
Le second membre de la formule (1 0) change effectivement de signe, quand on multiplie ses deux termes par e?ix après y avoir
changé x en — x.
= . . TT \ AlGause de et — 1,:la substitution dé ESS dans le . } e?ix * k. s même second membre le change en i—— expression "qui est T — e2tX
son inverse arl thmétique changé de signe.
VII. Pour l'addition et la soustraction des arguments, on a les formules
tangr € tang y 1 tangæ tang y
(14) rans(r Ly)—=
La formule (10) donne
1 — e2ix e?iy
1 + e2ix e?iy
tang(æ +y)=1t (19179:
d’où l’on déduit la première des relations dont il s’agit en substituant à e2ër, e?ir leurs expressions en lang, tangy tirées de la même formule (10). |
Loi | qh: SRI ssl CORPATII Es AN NT A de” > de î , OA: EU et ”] 1
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La seconde s’obtent de la même manière, ou bien par la combinaison de la première et de l'identité fra). |
VII. En partant de la première des formules (14), on arrive de proche en proche à la multiplication de l’argument. On obtient ainsi pour tangmæx une fraction rationnelle en tangæ, dans l’un au moins des termes de laquelle cette dernière fonction . entre au degré effectif m.
% La substitution de a dans cette relation entre lang mx
“… Cttangæ conduit ainsi, pour la division de l'argument, à une
, ul = f. V4 T équation entière de degrés m, 1 entre tang— et tangæ. À m o
IX. Les séros de tangx sont les quantités réelles (15) KT
Zéros simples de 1 — e2* numérateur du second membre de la formule (10). Tous sont donc simples aussi.
X. Pour des valeurs réelles de x, tangæ est toujours réelle. C’est ce qui résulte du calcul du second élément de tangæ, exécuté au moyen de la formule (10), dans cette hypothèse qui rend mode? — 1 (201, Il), ou bien encore de l’équation différentielle : génératrice (5) et de la condition initiale (6) où tout est réel (28 bis).
Ajoutons qu'alors tangæ est sans cesse croissante, car sa dérivée première est toujours positive en vertu de l’équa-
tion (5) (19) DIS La fonction inverse arc tang x est la racine w de l'équation
tans U =:
Elle s'exprime immédiatement par des logarithmes, à l’aide de
la formule (5) que la permutation de æ, u et l'attribution à C de la valeur (8) changent en
_ (16 M AE LE RE 2268 Pour Ye us) ie FN EE CE Re)
Les phases singulières de cette fonction correspondent aux
valeurs de x qui annulent l’une ou l’autre des quantités soumises au signe { (187), c'est-à-dire à æ = Æ £.
Ses diverses déterminations sont
U + =; mori=Ôu-tmr (185).
Tous les chemins conduisant de x, à X, valeurs de x non = 4, sont réductibles à l’un d’entre eux précédé de boucles enveloppant une fois, les unes le point #, les autres le point — £. L’adjonction d’une boucle du premier genre, parcourue dans le sens direct ou rétrograde, augmente de + la valeur finale U de arctang, parce que la quantité æ — # fait alors un tour direct ou rétrograde autour de sa propre origine (126), et que /(x — 1) augmente de +oné (173). L’adjonction d’une autre boucle augmente Us
de 7, parce que le logarithme correspondant est précédé du signe —.
LE
La série de Maclaurin est applicable au développement
de arc tangæ, jusqu'à modæ — 1, plus courte distance de l’origine aux valeurs singulières x = + : (201*). De
æ ; : 3Tt ; ; Ti ) —, = + ir, [(—i)= — + m'.ami, l(t)= — + m".2mt (186); mn) 2 2
on tire (172), (171, Il)
RE TC :) + LC
(17) 3T1 4 SAT EEE TA p* = — + NORTH SNS 2 I 2 3 4 * TL , A NE re UN 2 æ* (18 l(ihHT)= — + mn .2mi— IR NS OS 2 I 2 3 1
moyennant quoi la formule (16) donne immédiatement
Ÿ RSR D NE (19) u = arctang Tr = ATH = — SE I “ 5 Les séries (17) et (18) étant convergentes l’une et l’autre pour toutes valeurs de æ de module 1, sauf + z qui fait diverger la première et — à qui fait diverger la seconde (171, III), cette dernière (19) l’est pareïillement; à cause de sa continuité (126*) et
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de celle de arctangx, elle représente encore cette fonction pour de pareilles valeurs de x.
L'inversion de l'équation (5) donnant
d'arctangr I —_———Û 2 = © = [D + 3 —, dx 1+%?
pour modzx <1, l'intégration de cette dernière ferait retrouver immédiatement la formule précédente.
Quand x est réelle, toutes les déterminations de arctangx le sont évidemment aussi, de plus croissantes puisque leur dérivée première commune est toujours posilive en vertu de l’équaion (20). D’autre part, et à cause de tango — 0, une seule détermination est susceptible de s'annuler, ce qui a lieu pour elle en æ = 0 exclusivement. On en conclut facilement que pour chaque valeur positive de x, cette détermination est la plus petite de celles qui sont positives. Quand x est 1, on obtient son développement en prenant 7 — 0 dans la relation (10), ce qui donne
PA
arc tang T —
= on re 1%
Si l’on fait ici x — 1, et si l’on remarque que. d’après la rela- ) que que, P
FT
1 T ; ; È les positives desquelles a est la plus petite, on arrive à la formule
uon (10), les valeurs de x rendant tangæ = 1 sont > + mr, parmi
elle est curieuse, mais sans utilité pratique, à cause de la lenteur avec laquelle converge la série.
219 bis. En étudiant l’équation différentielle (5) par la méthode directe que nous suivrons aux n° 299 et suiv., inf., on prouve sans difficulté : 1° que ses intégrales sont toutes indéfiniment méromorphes et ne dégénèrent jamais en des constantes; 2° que les racines de l’équation numérique
tangæ = UÜ
‘hÿà DEUXIÈME PARTIE. — FONCTIONS D’UNÉ SEULE VARIABLE. sont, quelle que soit U < +2, les valeurs de l'intégrale définie
U Ü U du I du ï du
— = —, > — — 9 À H € 1 il LRU 21 0 U L DN/ 0 LEE
prises sur tous les chemins conduisant de o à U, qu’elles sont par suite de la forme X + Il, où X représente l’une d’elles et II la valeur de la même intégrale prise sur l’une ou l’autre, à volonté, . des deux boucles enveloppant les valeurs singulières Æ & respectivement; 3° que la même intégrale est finie quand U s’éloigne à l'infini sur un chemin ne faisant autour de +7 que des lacets en nombre limité (Cf. 296, 1°, inf.). De tout quoi, et en raisonnant exactement comme au n° 302, VIIL, enf., on conclut l’'inégalité HZ 0. C'est la seconde démonstration dont nous avons parlé au n° 180 in fine, car il est évident, par la relation précédente, que Il est précisément la période de l’exponentielle, au diviseur 21 près.
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: 5 I À On s’en assurera par la substitution w — : faite dans l’équa-
uon (5), et par la prise en considération des conclusions de
l'alinéa I du n° 217.
IL. Elle est indéfiniment méromorphe comme tangx dont elle a la période Æ x (Loc. cit., III) toujours élémentaire (260, inf.) avec ses zéros (19) pour infinis et ses infinis (11) pour zéros, les uns et les autres tous simples.
Ses résidus ont tous la valeur
+ Te III. On a les identités "TT I COt(— ZT) — — cotx COL LE TU == — 217, VI (—2) , cot(f+æ)=— (IT VI, et aussi TC (22) cot(7 — «) = = ang T.
2 cotæ
IV. La valeur de cotx est réelle pour toutes Les valeurs réelles He oc cut, X), (28 brs).
ANS
221. Les deux fonctions que nous venons d’étudier ont avec sinæ et cosx des relations très simples sur lesquelles on pourrait fonder pour elles une théorie toute différente, mais moins propre selon nous à mettre bien en évidence leur véritable caractère ana-
lytique (248, inf.).
Réduction des intégrales circulaires, elliptiques et ultra-elliptiques. Expressions générales et inversion des premières.
222. Après les intégrales de nature abélienne qui nous ont donné, directement ou par inversion, le logarithme et l’exponenelle (Chap. V), puis la tangente, la cotangente et leurs fonctions inverses (215 ec sutv.), les plus simples sont celles dont l’irrationnelle caractéristique y dépend d’une équation entière où elle entre
au deuxième degré. Sans restreindre la généralité de l’intégrale
(@) SF(x, y)de, on peut toujours supposer alors que cette équation se réduit à (2) JP? UE NES
où o(x)est un polynome entier en x, dont le degré effectif k est > 0, et qui est dépourvu de tout zéro multiple. Car l’équation en question est nécessairement de la forme
(3) Ay?+2By+C—=o,
À, B, C désignant des polynomes entiers quelconques en æ,eten appelant o(æ) le produit de tous les facteurs linéaires distincts de B?— AC qui figurent dans ce polynome avec des exposants
impairs, On à B? — AC = K?e(æ),
où K est un nouveau polynome entier en æ. Cela posé, la résolution de l’équauon (3) donne
B K JET NE et o(x) ne peut se réduire à une constante, puisque alors l’équation (3) serait réductible contrairement à l'hypothèse du n° 169. Or il est évident que toute fonction composée rationnelle de x
et de y est aussi composée rationnellement de x et de Vo(x); c'est-à-dire de æ et de la racine d’une équation de la forme (2).
Dans cette hypothèse, où nous nous placerons désormais, on a deux théorèmes généraux que nous commencerons par établir.
293. Une simple substitution rationnelle du premier degré (30*) permet, soit d'augmenter d’une unité le degré k du polynome o(æx) si ce nombre est impair, soit de le diminuer d’une unité s’il est pair.
Nous écrirons
(x) — (ai + bix) Matte (Ag + brx),
CHAPITRE VI. — FONCTIONS CIRCULAIRES. 239 les coefficients d,, ..., b; et les déterminants (a;b; — a jb;) étant tous différents de zéro, et, appelant £ une nouvelle variable d’intégration, nous exécuterons la substitution
dont les coefficients provisoirement indéterminés sont assujeLlis à la seule condition de donner
ad— yo, et qui conduit alors à
CB PNA
Ar =— = (YO
Stk—=9n—1+,il vient ainsi
C CT ILCaiv + bia) + (a + b18)e]...
[(Gon—1 y Aa Oan-1%) +(Aon-1 d + Oan—1 8) | [Y ne ARE
et l'expression y(£) entre accolades est un polynome entier sans facteurs multiples, en outre de degré effectif 2 n, si les coefficients de la substitution (4) ont été choisis de manière à ne rendre —0, ni à, ni aucun des binomes a;ù + b;6. On aura donc ainsi
F[x, Vetz)] dx = — ant. je vxt) |a
yY+HÔ (y+Ôt) A Fil é, Vaud,
où F, est une nouvelle composante rationnelle. S1 4 = 2 n, il vient
— Cy= dep {[(a1 y + bia) + (10 + b1B)e]...
[(GanY ou vi Dana) + (Gand Ste banB) {|
et l’expression d(£) entre accolades est encore un polynome entier en { sans facteur multiple mais de degré effectif 27 — 1 seulement, si l'on prend maintenant pour à, 6 des valeurs annulant l’un des binomes a;ù + b;6.
Or, on trouve comme ci-dessus,
F[z, Ve tes ETES |a
Q+û» Ly+ôr (y + ôt)r
= F; Le Vy()] dé,
où la composante F, est toujours rationnelle.
224. Quelle que soit la composante rationnelle F, l’intégrale (1) se ramène à la somme :
1° D'une expression rationnelle et logarithmique (5) Y(æ),
intégrale indéfinie d’une certaine différentielle rationnelle CNE
2° Du produit (6) (EX
d’une certaine fonction rationnelle de x, v(x), par le radical y ; 3° D'une fonction linéaire et homogène des k — 1 intégrales
dx ds zk—2 dx (7) 17% M es JET, “2
cette troisième partie n'existant pas toutefois si l’on a K =; 4° D'une fonction linéaire et homogène d’intégrales en nombre indéterminé, de la forme
__dæ (&æ—u)y"
à! >| æ f ; où M n'est pas un zéro de o(æx).
1. En mettant F(x, y) sous forme d'un quotient de deux polynomes entiers en æ, y, groupant dans chaque terme de cette fraction les monomes de degrés pairs en y, ainsi que ceux de degrés impairs, et mettant ce radical en facteur dans les derniers groupes, il vient
M, M’, N, N' désignant des polÿnomes entiers en x et en y?, en x
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seulement, par suite, si l’on y remplace y? par (x) en vertu de l'équation (2). En multipliant ensuite les deux termes de cette dernière fraction par N — N'y, il viendra
(MN—M'N'y2)+ (MN — MN')y
Du) — N?— N°72 “2 | 4 P: 7? LA P L ‘Ey I TX CRAN
X, P, P,, P' désignant encore des polynomes entiers en x: on en ° : 9 P ÿ ?
Ë PAU fra [ea re
et la première intégrale du second membre de cette formule de
conclut
décomposition donne l'expression désignée par Y(æ) dans notre énoncé, IL. Quant à la deuxième, si l’on décompose la fraction rationee , : : ; nelle <— en monomes entiers et en fractions simples (92), elle
F4 deviendra une fonction composée linéaire d’intégrales des formes
x dx (9) IE
el
En fr dx AU. dx :
Saoot) ces
M, 4,1, ... étant des exposants positifs et à, b, ... des constantes inégales.
IL. Cela posé, en appelant 1 un entier positif quelconque, on aura identiquement
D,(xt-1y)=(u—1)rt-27 + mt—1 D>;Yy
— - [ u —1)æhr2y? + : BETA D(y2)] où, à cause de l’équation (2), l'expression entre crochets est un polynome entier en x,
AU ghk—2+u AUS LRETF EE, Nam
de degré effectif k — 2 +; car, en appelant &, le coefficient de msi dans w(x), lequel est essentiellement non —0,0ona
k ia (ui =) a
quantité qui ne peut s'évanouir. En intégrant donc les deux membres de l'identité précédente, il vient
axk—-2+V À gk—2+u-1 dx (11) sb Ay AE dn + AP PES dx + SPA :
4 ‘À "f Maintenant nous distinguerons deux cas.
19 Si Æ—1, nommons M —1 le plus grand des exposants m dans les intégrales (9), et faisons successivement — 1,2...) M. La relation précédente donnera M équations dont la résolution
fournira, linéairement par rapport à (12) V). TV; TEVANENE RE
les expressions des M intégrales de la forme (9) où m ne surpasse pas M — 1. Effectivement ces équations sont linéaires, et le déterminant des coefficients de ces intégrales s’y réduit à AUTASSRSSL produit non — 0 comme chacun de ses facteurs.
9 Si 41, nous appellerons M l'excès sur ko tdu plus grand des exposants » dans les intégrales (9), et nous ferons encore u—1, 2, .-., M. Les M équations fournies par la relation (11) ne pourront plus être résolues par rapport à la totalité des k—2+M+r intégrales qui figurent dans leurs seconds membres; mais, pour la même raison que ci-dessus (1°), elles donneront les M d’entre elles où m surpasse # — 2, exprimées linéairement au moyen des fonctions (12) et des intégrales (7).
IV. En appelant enfin ; un enter positif quelconque, on aura encore identiquement Delta) my] = (— x Fire ay-{y +(x—a)y HD; y
Ce dernier facteur entre crochets est un polynome entier en æ, de
Poe A , , . . . k degré égal à £ en général (moindre toutefois si — y + 1 + 5 = o) $
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après l’avoir mis sous la forme (14) BL + BX(x—a)+ BA (x —a} +...+ BL (x — ay,
nous distinguerons deux cas.
1° ST A est un zéro de o(x), le polynome (14) est divisible par æ — 4, mais non par (x — a})?; car le quotient de sa division par x — est
x +1 2% ni L P(æ),
; ; 3 expression qui, pour æ—û, prend la valeur (— { + = )e'(n)
essentiellement différente de zéro, puisque (x) n’a pas de zéro multiple et que ‘ est un entier. On a donc B#—o, BYnon — 0, et la relation (13) devient, après intégration, dx a dx or Xti y — BY 2 se B'X :
NS EE EPA (LEE Léneà
, : 1x D) CRT in mx Dies ne
Ici faisons successivement y — 2, 3, ..., Q, Q +1, en appelant Q la plus grande valeur de l’exposant q dans celles des inté-
grales (10) impliquant des puissances du même binome x — «. Il viendra Q équations du premier degré, permettant d exprimer linéairement au moyen de
(15) PR ANR CR A) 2 ER ET a) 0 >
et des intégrales
(16) VE IE, 1 ee, dj LA #
lesquelles s'expriment linéairement d’elles-mêmes au moyen des
intégrales fondamentales (7), les Q intégrales de la première des formes (10) où g a les valeurs 1, 2, ..., Q (en particulier celles que nous avons à considérer). Effectivement le déterminant des coefficients de ces Q intégrales se réduit à B?BŸ ... BR+1), quantité encore non — 0.
20 S1 à n'est pas un zéro de w(x) et si y est >1, le coefficient B du polynome (14), savoir (— 7 +1)o(u), est essentiel-
lement différent de zéro, et l'intégration de la relation (13) donne
dx
1x LÉRRAU TE TES BD fs + (æ a) À SA B; és a){y Fr ? 4 F (Pie a){—1y Ç 1x ant ML ral ; D] ay
En faisant ici 4 —=2, 9, -.., Q, il viendra Qu équations simultanées du premier degré, où le déterminant BB... BP
des coefficients des Q — 1 intégrales de la première des formes (10) dans lesquelles g a les valeurs 2, 3,0: SON nul; par suite on en pourra Lirer celles de ces intégrales où g 1 en fonctions composées linéaires de
(7) (a) ty; (0) YA NES
des intégrales (16), par suite des intégrales fondamentales (7), et finalement de l’autre intégrale fondamentale (3).
V. Si l’on opère de même pour toutes les autres intégrales (10), et si l’on réunit tous les résultats obtenus, on arrive bien à la formule de réduction spécifiée dans notre énoncé; car le groupe des expressions (12), et (19) ou (17) selon qu’il s’agit du cas 1° ou "+ de l'alinéa IV, donne ce que nous avons appelé v(æ)y:
993. La proposition précédente a une grande importance parce qu’elle ramène toutes les intégrales (1), où le polynome #(x) est le même, aux expressions (5), (6) qui sont connues, et aux intégrales fondamentales (7), (8) qui ne le sont pas, mais dont le nombre est essentiellement limité, si du moins on considère comme se confondant dans leur essence, les déterminations de l'intégrale (8) qui correspondent aux diverses valeurs du paramètre A.
La facilité extrême avec laquelle le théorème du n° 223 permet de passer de celles des intégrales (1) où À — 2n—1 à celles où k — on, et inversement des dernières aux premières, à fait ranger les unes et les autres indistinctement, dans une seule classe caractérisée naturellement par la valeur correspondante du nombre 7.
Quandonan—1,cest-à-dire £=1 ou = 2, les intégrales (1) sont dites circulaires, parce que l’une d'elles fournit l'expression
nT
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de la longueur d’un arc de cercle en fonction des coordonnées rectilignes de ses extrémités; ce sont les seules dont nous nous occuperons dans le présent Chapitre.
Si n—2, c'est-à-dire si À — 3 ou — 4, les mêmes intégrales sont dites elliptiques, parce qu’on en rencontre toujours une en calculant de la même manière la longueur d’un arc d’ellipse; nous en parlerons longuement dans les Chapitres VIIT et suivants.
Pour n => 2, c'est-à-dire pour £ > 4, on a les intégrales ultraelliptiques; nous n'avons pas à faire leur étude qui se rattache à la théorie générale des intégrales abéliennes.
226. Le calcul des-intégrales circulaires est dominé par cette observation générale, que toutes sont exprimables au moyen des fonctions rationnelles, radicales et logarithmiques étudiées dans les Chapitres qui précèdent celui-ci. En conservant pour (x) la notation du n°293, et en représentant par Y(s) comme au n° 224 quelque composante rationnelle et logarithmique, provenant de l'intégration d’une certaine différentielle rationnelle en s, on a effectivement cette proposition.
L'intégrale (1), supposée circulaire, a pour expression :
SEX — I, (18) (Var biz) =Y[Ve(r)]; st k — 2, À ob res b; Go) e (s AE bee ete]
I. En supposant Æ — 1, appelant s une nouvelle variable d’inté-
gration, et posant
| di + 0x = s?, L | \ d’où
2_ a (20) 1h — +, dx = = ds,
l'intégrale (1) se change en
RFC s) ds,
MPNIC. | 16
et la fonction de s placée maintenant sous le signe Jséat rationnelle. Cette dernière intégrale est donc de la forme Y(s), et la
substitution inverse $ = V&: + bio ve(x) conduit bien pour la proposée à l'expression (18).
II. En supposant enfin Æ—°2, nous exécuterons d’abord la deuxième substitution du n° 223 en prenant
x =, Die) ÿ = 9; DÉC ET
pour annuler le coefficient de £ dans le second facteur de Ÿ(4), c’est-à-dire en faisant
Il vient ainsi d(r)— Da bi + bi(@1 ba — a2bi)t,
moyennant quoi (I) l'intégrale (1) exprimée en fonction de £ est de la forme
"Vo bi + bat: 2 — abi)é].
Il suffit maintenant de transformer cette fonction par la subsutution inverse de (21), savoir
(| = ————) 2 — Dax
pour obtenir l'expression (19).
297. D'après ce qui précède, 1l est évident qu’en composant la
substitution (21), rationnelle et du premier degré en £, avec la substilution entière et du second degré en 5,
s2 — bb; .
ba(@1 02 — 201)
ti
c'est-à-dire en exécutant une seule substitution rationnelle mais du deuxième degré en s, on rend rationnelle dans le dernier des cas ci-dessus la différentielle de l'intégrale circulaire considérée. Comme la substitution (20), qui jouit de la même propriété dans le premier cas, est aussi rationnelle (même entière) et du deuxième degré, une substitution convenable de cette sorte peut toujours
CHAPITRE VI. — FONCTIONS CIRCULAIRES. 243 ramener le calcul d’une intégrale circulaire à l'intégration d’une différentielle rationnelle.
Cette remarque est la base des procédés en usage pour le calcul prauque des intégrales circulaires; mais ce que nous avons à en dire sera mieux placé dans notre troisième Partie.
228. On peut exécuter aussi le calcul d’une intégrale circulaire, en la ramenant d’abord à ses intégrales fondamentales par la réduction expliquée au n° 294, puis en appliquant à ces dernières, qui sont fort simples, la méthode du n° 296.
1. Pour Æ —1,1l y a une seule intégrale fondamentale que nous écrirons
n) LUS Ie a)ÿG(u— a)
en appelant désormais w la variable d'intégration et G, &, à trois
constantes, la première non — 0, les dernières inégales. La substitution
uU—= à + 5?,
d’où du =" 48
change cette intégrale en
= f 2 ds _ ! ÿ c fi I se VG (ue d) 7 J S—Vi—a ot)
PAM _ls—va—a ANS VG(a— a) (et re
La substitution inverse s — Vus donne pour expression définitive de l’intégrale cherchée (22)
L ’ Vu—a—yn— a me VG(a— a) VU TAN à À
IL Pour Æ— 2, il y a une seule intégrale fondamentale de première espèce et une seule aussi de dernière espèce, que nous
éCrirons respectivement
(24) sit ,
J VG(u—a)(u—d) (25) du ne De ee 2
où les constantes G, a, b, a sont la première non —=0; les trois
autres toutes inégales.
1° La substitution (21), qui est 1ci
1 + bi U —= ,
d’où
du== Se GR
change l'intégrale (24) en
dt
c’est-à-dire, au signe près, en ce que devient l'intégrale (22) quand
on y remplace u, G, a; À par é, G(b— a), ——3; o. Cette der-
nière a donc pour expression (1)
an I 17 I A7 re DS BE
que la substitution inverse { — UE change facilement en
u — & \ BUS I a + b l -c= ile + Vu d|+c
29 L'expression de l'intégrale (29) s’obtiendrait de la même
manière; mais on opère plus rapidement en y faisant la substitu- ? I > A e D Re \ , Là uonu—û+.-; qu la ramène immédiatement à la précédente. Le
résultat de ce calcul n’a rien d’intéressant pour nous.
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299. L'ambiguité des expressions (23), (26) se lève par des moyens fort simples dont le principe est applicable aux cas analogues qui se présentent à chaque instant.
La détermination de chaque radical écrit plusieurs fois doit naturellement être partout la même. Il faut en outre que celles des radicaux constants et les valeurs initiales des radicaux variables soient choisies de manière à assurer l'identité des premiers développements, tant de la dérivée de l’expression considérée, que de la détermination adoptée pour la fonction placée sous le signe f dans l'intégrale (1). On assigne enfin au logarithme une quelconque des valeurs initiales dont il est susceptible, puis à la con- Stante arbitraire une valeur telle, que l'expression considérée ait bien pour valeur initiale celle qu'il aura plu d'attribuer à cette intégrale.
230. Voici le plus intéressant des résultats fournis par l’inversion des intégrales circulaires.
L’inverse de l’intégrale de première espèce (26) est une Jonction indéfiniment olotrope qui est réductible à volonté, soit à une fonction composée rationnelle et du deuxième degré d’une seule exponentielle à exposant linéaire, soit à une fonction composée linéaire de deux exponentielles de cette sorte, dont les exposants sont égaux et de signes contraires.
En égalant à x l'expression (26) de cette intégrale et tirant de l'équation ainsi formée la fraction sur laquelle porte le signe L, on trouve d’abord
— eyGx—C) Ju mnt sen) | ÿ u — b puis, sans difficulté, | EC me a)LevGx-0 P +26 + a)eV6x-0 +(b— a) 2:10 00e 4 ev&æe | EC you Pete de d+ a, \ 4 Â 2
fonction de x évidemment olotrope dans toute l'étendue du plan,
comme chacune des deux exponentielles dont elle est linéairement composée.
La combinaison de cette formule avec les propriétés générales de l’exponentielle fournit toutes celles de la fonction uw, et de même pour sa fonction inverse (26), en utilisant les propriétés des radicaux et du logarithme; de même encore pour toutes les autres intégrales circulaires. Il nous suffira amplement toutefois d'étudier les déterminations particulières dont nous parlerons dans le paragraphe suivant.
Remarquons enfin que la même fonction étant naturellement l'intégrale générale de l'équation différentielle
(28) ce /G(u—a)(a—b)
de même forme, plus simple encore, que l'équation différenuelle fondamentale de la théorie des fonctions elliptiques (299, enf:), ses propriétés générales, à elle-même et à sa fonction inverse, pourraient être déduites de cette équation par la méthode directe que nous serons forcés de suivre au numéro cité. Mais cette considération même nous dispense de faire connaître ici la méthode dont il s’agit; il importe, au contraire, de prendre la formule (27) pour base de la théorie qui va suivre, afin de laisser tout à fait en évidence sa connexité très étroite avec celle du logarithme et de l’exponentielle.
Sinus et cosinus.
Si l’on prend
(1) D 0 G— —1; VG=y—Ii=+1t el 0;
la formule générale (25) du numéro précédent donne deux fonc-
tions particulières très remarquables ui. pour les valeurs réelles Ï { > qui, P
de x. coïncident en fait avec celles représentées dans les éléments ) P
par cosæ, sinæ. En conservant les mêmes notations pour toutes
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les valeurs de x, et en nous souvenant de la dérnière égalité du n° 201, VI, nous aurons donc, mais ici par définition,
(eix)2+7 eixX + e—ix COST = —————_ — ———— ;, Dei 3 (3) nv . (ex)? — 7 elxX — p—Iix | SNL = ——— — DATOUE 21
foncuons indéfiniment olotropes comme nous l'avons dit au numéro précédent et dont ces formules, combinées avec les propriétés de l’exponentielle, vont nous permettre de faire très facilement l’étude simultanée.
Les développements de et, ex fournissent immédiatement les séries de convergence illimitée
a? ._ r* COST =1I — Le 15 (4) 1.2 004 :
x TS 5 SINnT — — — 1) 1 au
Ces fonctions sont liées l'une à l’autre par les relations
(6) Cos?T + sin? =1I,
(2) d cos x : cor d sin æ 7 —— ar — — SINZ = Vi —Cos?r — = COST = Wÿi—sin?r
i dx d dx d
que les formules de définition (3) rendent évidentes, et par ces deux-c1
T ACATE (8) COST) = sinr, SIn| = —x})— cosx,
que donnent les mêmes équations combinées avec la dernière Éégalité du n° 201, VI.
On a souvent besoin de la formule
Sin æ
(9) lim
pour limx—o; elle résulte immédiatement du développement (5).
9232. La résolution par rapport à X de l'équation (10) COS X = COX
peut s'effectuer en tirant d’abord e* de l’équation du second
degré, équivalente en vertu des formules (3),
. (eiz\ hr (eiX }? — —— eX+i—=o, . etx ce qui donne facilement Le | soit efx, (A à
| soit e-ix, puis X de ces dernières équations (204), ce qui conduit à
soit LED RM: 2m, LA —
| soit —ix+m.antz.
Il en résulte pour X ces deux suites de valeurs
DEN DT) DNA TZ, LH AT, : L'ECNES
LEE , —D— 97m) —Zy = HR, | ONE dont l’existence entraîne les identités (12) cos(æ + Mm.2T)—= COSX, COS(— æ) = Cosæ.
En opérant de la même manière, ou bien en utilisant la première des relations (8), on trouve que l'équation
(13) sin X = sinx a pour racines
TE ONE T—9T, œ, T+I2T, TF2.2T;,
ee CRETE NT—L—OT, NL, IDE 2 TERRES d’où les identités analogues 0) sin(æ+mMm.2T)= SsInx, sin(r—+x)=sinx.
L'avant-dernière formule du n° 201, VI donne immédiatement ces deux autres relations
(16) COs(T + TT) —= — COSX, sin(t+T)=—sinT,
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dont la combinaison avec les dernières écrites dans les lignes (12), (15) conduit à
HOT) — cosy, sin(—x)— — sin.
233. La nature des racines (11), (14) trouvées ci-dessus aux équations (10), (13) montre que le cosinus et le sinus sont des fonctions périodiques (204), avec la même période + 2+ qui est élémentaire (260, énf.).
Les identités (16) confèrent à nos deux fonctions une périodicité imparfaite relativement à leur demi-période +.
234. Les zéros du cosinus et du sinus s’obtiennent en résolvant les équations numériques
CosT-—=0;, SIND 0.
À cause de la formule (5), la dernière peut s’écrire sinx = sino, d'où (232) x —
MT ONE, (OT
À ae “ T4 > :
La première écrile sin . bee x) — sino donne «x — #
Sd fe | +
viIA
HE TNT
Ces zéros sont tous simples (3), car chacun de ceux d'une fonction diffère de tous ceux de l’autre, et, par suite, ne peut annuler cette seconde fonction, c'est-à-dire la dérivée de la première au facteur numérique + 1 près (231).
239. Les coefficients des séries (4), (5) étant réels, les valeurs du cosinus et du sinus le sont aussi pour toutes les valeurs réelles de æ; il est facile maintenant de les discuter; nous le ferons pour le sinus entre o et 27, ce qui est suffisant à cause de sa périodicité.
Comme sin x n’a aucun zéro entre e, quantité positive infiniment petite, et x —e, il conserve un signe constant dans cet intervalle (22); ce signe est + parce que, D sinx — cosx se réduisant à 1 pour x — o d’après la formule (4), sinx est croissant en æ — 0
(19), (21), et d’ailleurs —o. Mais, comme ses zéros sont tous simples et réels, sinæ change de signe en chacun d’eux (18) et prend le signé — de —r+e à —&.
Il en résulte, d’après la seconde des relations (8), que cosæ
7e TT CARRE EU < est positif de o à = —e, négatif de '+eàT; on a, d’autre part, “à LS ” UT x T . N x sin = COS0 — 1 Dex—oàx—-; le sinus croît donc deoàr; INA 2 ’ A \ A È deæ—-àx—7r, il décroît de 1 à o. Après quoi, la seconde des
relations (16) montre que, de # à 7, sinx décroit encore de o à — 1, que de x à 27, il croît de — 1 à o. |
936. Les relations de définition (3), combinées avec les propriétés fondamentales de l’exponentelle et les identités évidentes
(17) eiX = COST + iSsinT,
(18) e—iX — COSX — Sin, donnent facilement les formules
cos(x + y)= cosæcosy Esinæsiny, (9) | sin(x+y)= sinscosy Ecosæsiny,
pour l'addition (ou la soustraction) des arguments dans le sinus et le cosinus.
On peut en déduire de proche en proche celles relauves à la multiplication de l'argument, et aussi à sa division. Mais 1il y a pour cela une autre méthode bien préférable que nous indiquerons plus loin (244, ënf.).
937. Les relations (19) fournissent facilement les éléments du cosinus et du sinus. La première donne, par exemple,
A y ex" + ex” Ua ex" — ex” Cosæ = cos(Z' + 12") = COL + EST ———— 2, 2 Le premier terme du second membre et le coefficient de & dans le dernier, étant des quantités évidemment réelles, sont précisé-
ment les éléments de cosx; de même pour sinx.
938. La formule précédente facilite la discussion de cosx pour des valeurs infimies de Ja variable.
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D'une part cosx', sinæ’ ne peuvent jamais s’évanouir en même temps, à cause de la relation (6); d'autre part, pour z" infini, l’une des exponentielles e*”, e#” est infinie, l’autre infiniment petite. Il en résulte que, si x” est infini, cosx l’est toujours aussi; que sinon x! est infini et cos x indéterminé. Les choses se passent de même pour sinæ. Chacune de ces fonctions possède une singularité essen-
üelle à l'infini (299, snf.).
239. On représente par arc cosæ, arc sinæ, les fonctions inverses uw fournies respectivement par la résolution des équations
(20) COS ERP, (21) Sin ur
On trouverait immédiatement leurs expressions logarithmiques et radicales en réalisant les hypothèses numériques (1), (2) dans la fonction (26) du n° 228, après y avoir écrit æ à la place de w; mais,
T : ; : ; comme on à arc COSæ — > —arcsinx (231), 1l suffit d'étudier
cette dernière fonction, et il vaut mieux la ürer de l’équation (21) transformée par la substitution à sinw de son expression rationnelle en et, fournie par la seconde des relations (3).
Cette équation devient ainsi
(eiu ÿ? — 9 ixeiu — [= 0 et donne d’abord eu = ix + Wi—x?,
puis
(22) = arc sin = = U(ix + ii).
Cette fonction composée peut cesser d’être olotrope seulement pour les valeurs de æ annulant, soit l'expression placée sous le signe /, soit le radical (187), (125). Les valeurs du premier genre n'existent pas, à cause de l’identité évidente
(59) (re vi—z)(ir Vie a) = 7.
Les seules phases critiques de arc sinæ correspondent donc à
T = EN
Ce sont méme des phases singulières; effectivement quand x est très voisine de +1, on peut développer le logarithme de la formule (22) en la somme de /(1æ), fonction olotrope, et d'une série
, . . CE * ° y 1— +?
procédant suivant les puissances entières de la quantité ee
alors très petite (171) ; or la somme des termes de la série où cette quantité est affectée d’exposants impairs ne peut évidemment être olotrope en += +1. La méthode des n° 141 et suiv., appliquée à la résolution de l'équation (21) à parur de = Æ1, donnerait des développements rhizomorphes (153).
L'équation différentielle (24) du n° 242, inf., rend d’ailleurs ces
divers points évidents, en montrant immédiatement que ne n’a
d’autres phases singulières que x = 1 (165*), (125).
240. En appelant w quelque valeur de arc sin, toutes celles qui correspondent à la même valeur de x et à la même détermination du radical sont de la forme
2TL U + mt mar.
Celles qui correspondent à la détermination opposée du radical sont de la forme
rT—u+m.2T,
car l'identité (23) donne I(ix + Vi zx)+ l(ix — Vi—æ)=1/(—71)= i(x + m.2m). Ceci s'accorde avec ce qui a été dit au n° 2392.
241. Les incidents du calcul de arc sinæ par cheminement sont intéressants à étudier. Tous les chemins à considérer se composeront ici d’un chemin simple précédé de quelque combinaison des deux boucles (+ 1), (— 1), enveloppant +1 et — 1, seules valeurs de x qui soient singulières pour cette fonction.
Nous prendrons æ, —0, la valeur initiale du radical = + 5, celle du logarithme — 0. Nous tracerons le chemin simple [oX| arbitrairement, sauf la condition de ne contenir ni +1, ni —1, et nous appellerons U la valeur finale de arcsinæ à son extrémité X.
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Nous composerons la boucle (+ 1) : 1° du segment [o(i — e)] de l’axe des quantités réelles, allant de l’origine au point 1 —e, où € est une quantité positive très petite; 2° d’un anneau également très petit | + |, commençant en 1—e et y finissant après avoir enveloppé une seule fois le point +1; 3° du même segment [o(i — e)] parcouru en sens inverse. Pour la boucle (— 1}, nous prendrons la symétrique par rapport à l’origine O,, de celle qui vient d’être tracée.
Posons IL + Vip = 6" 5",
et plaçons d’abord la boucle (+ 1) avant le chemin simple. Pendant que x marche de o à 1 —e sur le segment [o(i Le e)|. on a
parce que æ et Le radical restent réels ; d'autre part, +’ décroît sans cesse de + 1 à + ÿ/e(2 — e), v” croît de o à 1 — e, et l’on a constamment 6? + 2 — 1. Il en résulte que le point + se meut dans le sens de rotation direct sur la circonférénce [O,] ayant O, pour
centre et 1 pour rayon, en passant de 6 = 1 à
= + ye(a—E) Hifi),
“point très voisin de p — &.
Sur l’anneau [ + 1 |, x reste très voisine de 1, le radical de o, et de z; après son parcours, le radical écrit &(æ — 1e + Dirén en 1—e avec la valeur finale — 4/e(2 —e), produit de sa valeur initiale + Ve(2 — €) par — 1 racine carrée principale de 1 (166).
Quand x revient en x —0, marchant à rebours sur le segment rectiligne [o(r —e)], »’ décroît ainsi de — W/e(1 —e)à —1,et v” de 1—e à o; il s'ensuit que e marche sur la circonférence KOPIA
et toujours dans le sens direct, de 6 — —4/2(2 — e)-+ i(1 —e) AP —= — 1,
Le parcours de la boucle (+ 1) ayant ainsi pour effet de transporter de 6— +71 à 6 ——1, par un demi-tour direct autour
de O,, fait varier {(v) de o à re (186 bis).
Poursuivons notre marche sur le chemin simple [oX |]. Si pour
un instant on représenle par cie V1 __ x? les valeurs atteintes en x par les déterminations du radical qui partent de x —0o avec les valeurs initiales + 1 respectivement, l'identité (23) qui donne
Lie — Vrai) + Wir + Vi—)= K—1=re
en attribuant en x — o aux deux logarithmes les valeurs initiales riet o, montre qu'en X la valeur finale du premier est égale à l'excès de xé sur celle du second. Mais il résulte de tout ce qui précède, que la première est celle de arc sinæ après le parcours de la boucle (+ 1) suivie du chemin simple, que la seconde est celle de la même fonction calculée sur le chemin simple seulement, c’est-à-dire &U. Le chemin simple précédé de la boucle (+1) conduit donc aresinæ à la valeur finale x — U.
En raisonnant de la même manière, on trouve que l'emploi del’autre boucle (— 1) substituée à la première donne la valeur finale — 7 — UÜ.
Si l’on place avant le chenun simple la même boucle parcourue deux fois, on retrouve Ü pour valeur finale. Car la seconde donne + + — U, et la première placée avant celle-ci
Si l’on place d’abord la boucle (+1) et ensuite la boucle(—1),on obtient la valeur finale 27 + U. Car la seconde seule donne — rx — U,etensuitex —(—Tr—U)=—=2r+# U quand on la fait précéder de la première. Sz l’on parcourait d’abord la boucle (— 1), puis la boucle (+1), puis le chemin simple, on arriverait à — 27 + U.
Chacun trouvera maintenant sans difficulté la modification apportée à la valeur finale de arc sinx, par l’adjonction au chemin simple, d’une suite quelconque des deux boucles arbitrairement répétées.
949. On obtiendra naturellement la dérivée de u = arc sinæ, en particularisant par les attributions numériques (1), (2), la fonction placée sous le signe f dans l'intégrale (24) du n° 228, et en y précisant convenablement Île radical, après y avoir remplacé w par x. On peut aussi différentier l'équation (21), ce qui donne,
Le seul développement usité de arcsinxæ est celui de
Maclaurin, auquel l'équation différentielle (24) conduit immédia- ) | (
tement.
En considérant, par exemple, la détermination de arcsinæ qui
: : SN s’annule en x — 0, le radical de cette équation doit être pris avec la valeur initiale + 1 à cause de coso — 1, et son développement par la formule du binome (118) donne
du Ai I É 9-8 ES TOM OT LEE À D G—) D NP At 4 .4 2.4.0...
En intégrant el ayant égard à la condition initiale, il vient donc
ù UT 7 1.3.5...(27n—1) x?2+1 (26) u=arcsinr=-+-—+,,,.- ; I 2:59 DA 211 2n+I
S1 l’on choisissait la détermination de arc sinx égale à x pour æ — 0, il faudrait, à cause de cost = —1, attribuer au radical la valeur initiale — 1, ce qui changerait tous les signes du développement (25). On obuendraït ainsi celui de cette détermination, en retranchant de x la série (26).
Le rayon de convergence maximum de cette série est naturellement 1, plus courte distance de zéro, valeur initiale de x, à +1 et —1, seules valeurs de cette variable qui soient singulières pour arcsinæ (201*). On remarquera que cette série converge encore, et méme celle des modules de ses termes, pourmodzx— 1.
Effectivement cette série de modules est 1.2 00 T) I
Ps PR RE —— © ————— + ..., 2.400 DURE UT on +I
(an —1}? 1 \2 ‘a D — =|i1— — I+ — ’ 2n(27 +1) 2n 2n
pour laquelle
rapport du (nr + 1}mé terme au nième, se développe en une série
spa NV entière par rapport a “b.
SNS
2 nm nm | . : . I dont le premier terme est 1, où le coefficient de — est la quanae 3 PAIE rare x FRÉREe algébriquement inférieure à — 1 (69).
La série (26) restant ainsi convergente sur la circonférence de
son cercle de convergence, y est continue (126*); d’autre part, la relation (22), combinée avec la proposition du n° 103, montre
que arc sin Z jouit de la même propriété pour toute valeur de x. Il en résulte que la formule (26) a lieu, méme pour modæ =1.
. . TUE , ETS En particulier, {a somme de la série (25) est égale à =; valeur
finale de arcsinæ au bout du chemin rectiligne conduisant de
X=0àT—=I.
244. La théorie dont nous nous occupons comprend des formules très nombreuses, parmi lesquelles nous devons nous contenter d'indiquer les plus importantes. En appelant » un entier positif, les identités (3), (17), (18) donnent aisément
eimx e—imx I LES AS COSsMT — mn ne [(cosæ + isinx)"+(cosæ—isinæ)”#], Ë eimx — e—imx I Fur à nu S sinMmX = 2 = = [cos + isinr)#—(cosx — ésinæ)#]:
En développant les seconds membres, on voit ainsi que COS MX, sinmx sont exprimables en fonctions composées entières de cosx et Sinæ.
Ce sont les formules pour la multiplication de l'argument. En substituant ÿ/1— cos? x à sinx dans la première et /1— sin?æ à cosz dans la seconde, on obtient pour cosmæx, sinmæx, des expressions renfermant seulement cosx et sinæ respectivement; la première est toujours entière; la seconde est entière ou irrationnelle, selon que le nombre m est impair Ou pair.
a . T 245. Si, dans ces dernières formules, on change x en =» elles
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. r 12 FA TL fournissent deux équations, la première entre cosx et COS
sant
4 . SUD . 4% la seconde entre Sin x et tienne qui sont entières, ou peuvent être
rendues telles au moyen de transformations très simples. Ce sont
, e ES T D TC « . .
celles dont la résolution par rapport à COs— Sin— opère la dioi- 7 mnt
sion de l’argument.
Les formules (3) donnent encore
2 COS x = (eix + e—ix)m,
2m sin — (eix ce er ix )m L
Le développement des seconds membres, suivi de l’accouplement des termes où les exposants de e sont opposés, donne cos” x en fonction composée linéaire des cosinus des quantités mx, (m—2)x, (m—4A)x, ..., et sinx exprimé de la même manière au moyen des cosinus de ces quantités quand 7» est pair, de leurs sinus quand mn est impair.
247. La propriété de la fonction exponentielle, d’avoir des valeurs en progression géométrique quand celles correspondantes de la variable sont en progression arithmétique (199), jointe à la facilité de la sommation des progressions géométriques, permet de sommer, facilement aussi, les valeurs du cosinus ou du sinus qui correspondent aux valeurs de +,
GR) à 62h NO E mn.
Pour <o, la sommation de la progression géométrique suivante conduit à : 1 k eila+(m+1)41 _ Lia iLee(m+ Mi] (a)
ia + eila+h) +. ..—eila+mh) — + ei —_]}
RC hd 2 1 Sin —
PA
d'où, en changeant a, h en — a, —},
; 1 ; h —i[ a+(m+ = je | —1 (a é ) e pi 2/4 fs © NN
LNRTA 21 Sin —
e—ta + e—ila+h) has > CANAL
Si l’on ajoute ces égalités membre à membre, il viendra, en vertu de la première des formules (Es
cosa+cos(a+h)+...+cos(a+ mh)
: K 1 4 hk\ mh\ . (m—+rh sin a+(m+ h|— sin a COS ( a+ — ) Sn 2 2 2
Re h
2 sin— sin — 2 2
Si l’on retranche la seconde de la première, on trouve une formule analogue pour la sommation des valeurs correspondantes du sinus.
Chacune de ces formules fait retrouver l’autre, quand on la différentie par rapport à &. Différentiées indéfiniment par rapport à #, elles conduisent à une foule d’autres inutiles à consigner ici.
Les relations très simples
que rendent évidentes les formules (3) du n° 231 et (10), (21) des n° 216, 220, sont celles dont nous avons parlé au n° 221. Elles permettraient de déduire immédiatement les propriétés de la tangente et de la cotangente, de celles du sinus et du cosinus que nous venons d'exposer.
949. En réalisant les hypothèses numériques (1) dans l’équation (28) du n° 230, elle devient simplement
du —— = Vi — u?, dx
et il importe de retenir qu’au point de vue analytique sinæ et cosx sont simplement les intégrales particulières de cette équation différentielle, caractérisées par les deux conditions initiales
40 (avec ÿi— uw = +1),
pour æ = 0.
De même, arc sinæ et arc cosæ sont les déterminations de l’'in-
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tégrale circulaire spéciale de première espèce
dx FEES , Vi — x?
sous les conditions initiales respectives Vi—xi= +, AaFC SO NO, pi: _ pour æ = 0.
VTT 2 arc COS 0 — |
Le rôle Joué par ces diverses fonctions dans la théorie des intégrales circulaires est identique à celui des fonctions elliptiques canoniques, dans celle des intégrales de cette dernière sorte
(Chap. XIT, inf).
250. Quand x est réelle, cosx, sinx, langæ, cotæ le sont aussi, et la relation (15) montre que les deux premières fonctions sont respectivement alors les premier et second éléments de ÉD CICSte à-dire (201, V) l’abscisse et l’ordonnée rectangulaires de l'extrémité d’un arc de longueur algébrique = x, mesuré à partir du point (1,0) sur la circonférence de rayon = 1 qui a l’origine pour centre. On en conclut facilement (248) que tangx, cotz sont les longueurs algébriques des segments des tangentes aux points (1,0), (0,1) de la même circonférence, compris entre ces points et les traces du rayon vecteur passant par l’extrémité de l’arc, que les fonctions I I
; COséC = — COS æ sin
mesurent algébriquement les segments du même rayon vecteur allant de l’origine à ses traces ci-dessus.
Cette représentation géométrique a valu à ces six fonctions et à leurs inverses, ainsi qu'à toutes celles qui en sont composées, le nom générique de fonctions circulaires, et leur assigne un rôle de la plus haute importance dans toutes les questions impliquant directement ou indirectement la considération du cercle, par exemple dans la Géométrie (métrique), la Cinématique, l’Astronomie, etc. Combinée avec la facilité extrême de la comparaison numérique des arcs de cercle, elle a permis d’édifier sur les propriétés les plus
simples de la ligne droite et du cercle, la théorie de leurs valeurs réelles. C’est la méthode suivie dans les traités de Trigonométrte, auxquels nous renvoyons le lecteur pour les détails que nous avons dû omettre.
Mais si elle est plus élémentaire, si elle suffit aux besoins de la pratique (qu'elle dépasse même de beaucoup trop au détriment d’études mathématiques plus sérieuses), elle n’en est pas moins artificielle et imparfaite, car elle laisse dans l'obscurité la plus profonde la nature analytique propre de ces fonctions, notamment leur étroite connexité avec l’exponentielle et le logarithme.
L'utilité pratique extrême des fonctions circulaires a rendu nécessaires des Tables fournissant des valeurs numériques suffisamment approchées de sinx, cosæ, lang, colæ pour les valeurs réelles de +, ou plutôt leurs logarithmes vulgaires, car on s’arrange toujours de manière à exécuter les caleuls par logarithmes. Nous ferons connaître plus tard (292, I, inf.) le principe de la construction de ces Tables ; avec un peu d'attention chacun reconnaîtra que, jointes à la Table des logarithmes des nombres, elles équivalent à une Table unique à double entrée qui donnerait les valeurs numériques de ev#ix” pour toutes les combinaisons de valeurs des éléments x!', x" de l’exposant.
CHAPITRE VIE
DÉVELOPPEMENT DES FONCTIONS CIRCULAIRES EN SÉRIES DE FRACTIONS SIMPLES ET EN SÉRIES FACTORIELLES.
Généralités sur les fonctions unipériodiques.
251. Maintenant nous aurons à employer fréquemment le moyen d'investigation spécial dont nous avons fait connaître le principe au n° 49.
Comme sa mise en œuvre implique essentiellement la considérauon des infinis et des zéros des fonctions à comparer, comme, d'autre part, les fonctions dont nous aurons à nous occuper sont périodiques (204), il faut avant tout étudier avec soin les caractères généraux imprimés par la périodicité à la distribution de ces quantités et aux autres particularités les concernant.
Sauf mention du contraire, nous supposerons expressément que les fonctions périodiques dont nous parlerons sont indéfiniment méromorphes (ou olotropes) et ne dégénèrent pas en des constantes.
Pour une fonction de cette espèce f(x), nous appellerons deux valeurs données a, b de la variable (et aussi les points correspondants) congrues ou incongrues selon sa période I], suivant que la différence a — b est ou non de la forme ml, m désignant
quelque entier (positif ou négatif).
292. Si les valeurs initiales x5, x\% de x sont congrues, les termes semblables dans les développements de
f(to+h), f(x +R),
en séries procédant suivant les puissances de h à exposants entiers, les premiers éventuellement négatifs (37), (56) sont respectivement égaux.
Car, à cause de a + h = 0 + h +(2x 0 — vo) = Lo + + MIT,
l'identité fondamentale
(1) f(x + mi) = f(x)
donne, quel que soit h, 2) f(x V + h) = f(xro+ h),
ce qui entraîne évidemment l'égalité numérique des coefficients dont 1l s’agit.
En particulier, toutes les dérivées de f(x), suelle est olotrope, ont en x, et x() des valeurs égales; si xÿ est un zéro ou un infini, æ(® est aussi un zéro ou un infint de même degré de multiplicité, et dans ce dernier cas avec le méme résidu, etc.
953. Si, dans les mêmes développements, les coefficients des termes semblables sont respectivement égaux, la différence x) — x, est une période de f(x).
Car alors l'identité (2) a lieu pour toutes les valeurs de À à modules suffisamment petits, puis s'étend par voie de cheminement à toutes les valeurs imaginables de cette quantité (177*). En faisant donc À — x — x,, elle donne, quelle que soit x,
fie +(a0—2)]=f(œ),
ce qu'il suffit évidemment de prouver.
934. Toute période I de f(x) appartient à ses dérivées de tous ordres. La différentiation de l'identité fondamentale (1) donne effectivement pour toute valeur de l'indice Æ
f(x + ml)=f#(x).
On remarquera bien qu’une fonction n’admet pas nécessairement une période appartenant à sa dérivée. Soit effectivement f(æ) une fonction douée d'une période; f'(æ) en est douée aussi comme nous venons de le voir, //(æ)+ G pareillement; cepen-
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dant f(x) + G est la dérivée de f(x) + Cx qui ne possède pas celte période quand C est 0.
295. Une méme période NW appartenant à la fois à f, Ca J2(x), -.. appartient aussi à une fonction composée rationnelle quelconque, finie ou différentielle, de toutes ces fonctions simples. Car elle appartient à toutes les dérivées des fonctions frs as (254) et par suite évidemment à toute expression composée rationnellement de ces diverses fonctions simples.
Dans beaucoup de cas, une fonction composée à composante irraionnelle peut être méromorphe et admettre la période II, ou tout au moins une période multiple de celle-ci; mais dans l’état présent de l'Analyse, il serait bien difficile de les assigner & prior!
(cf. 330, inf.).
PU IT
sont des constantes, la première -<£o admet la période —. , «a
Car F(x + 7 =) = fax + b + ml) = (ax + b)— Ex).
257. Nous appellerons souvent moment de deux quantités a = + ia”, b = b'+ ib" le déterminant de leurs éléments
b' bp
Sa valeur numérique est représentée géométriquement par l’aire du parallélogramme construit sur les rayons vecteurs menés de l’origine aux points à, b.
IL s'évanouit naturellement quand l’une de ces quantités est nulle; mais, quand la seconde ne l’est pas, il est toujours de signe
æ 4 1172 «a A contraire au second élément du rapport 7° Ou bien nul en même
temps que lui, à cause de
a CD 0 D: DA 0!
Fo is Da
Ce rapport est donc réel ou non, selon que le moment est nul Ou ne l’est pas. Dans le premier cas, les directions des deux rayons
vecteurs ci-dessus sont identiques ou opposées ; dans l’autre cas, elles font entre elles quelque angle proprement dit.
On peut dire encore qu’il existe ou non entre a, b une relation linéaire et homogène à coefficients réels non tous deux =, selon que leur moment est nulou ne l’est pas.
258. Cela posé, si l'on considère quelque autre constante 6 offrant avec la période II un moment non nul, et si lon choisit arbitrairement une valeur particulière de x, a = a! + ia”, toute valeur x'+ ix" de x est congrue à une autre de la forme
(39 a+plil+t6,
où p, t sont deux quantités réelles convenables, la première comprise entre oel1. Car alors le système d'équations linéaires simultanées à coefficients réels
| TP Het go,
l PES 9" 1 — x"— a"
est possible et déterminé, parce que le déterminant des coefficients des inconnues P, # ne s’évanouit pas; et en appelant m, m +1 les deux entiers consécutifs qui comprennent P, on a P=m +p, p tombant entre o et 1. Ces équations donnent donc bien
æ=a+pli+t + mil.
Tous les points dont les affixes sont de la forme (3) tombent évidemment dans une bande illimitée, comprise entre les droites menées par les points «&, «a +II, parallèlement à @ (qui n’est pas parallèle à Il). En outre, si l’on ajoute à toutes les valeurs de x tombant dans cette bande un même multiple entier de II, HI, on obtient toutes celles situées à l’intérieur de la bande de même épaisseur, à bords parallèles menés par les points
a+ pull, a+(u+i1)ll.
Les points ayant pour affixes les termes de la progression arithmétique de raison IT, indéfinie dans les deux sens,
., a—911, a—TI, a, a+, a<+o2l,
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partagent évidemment en segments égaux à modIl la droite menée par a parallèlement à IT, et les droites menées par ces points parallèlement à 6 découpent le plan en bandes égales. Il résulte des observations précédentes que les valeurs prises dans une seule de ces bandes par f(x) et par ses dérivées (ou autres coefficients de ses développements) se répètent indéfiniment dans chacune des autres aux points respectivement congrus. L'étude de cette fonction périodique peut être limitée à l’intérieur de l’une quelconque de ces bandes; pour fixer les idées on prend —=o, la quantité arbitraire a, et l’on choisit la première bande, celle dont les bords passent par o et II.
Ces bandes restent les mêmes quand on muluiplie @ par une quantité réelle ; mais elles changent si l’on vient à remplacer cette quantité par une autre de direction différente.
Quand x est infinie sans rester à l’intérieur de bandes données en nombre limité, f(x) est essentiellement indéterminée. Une pareille fonction ne peut donc être méromorphe à l’infini(5l), car alors des valeurs infiniment petites quelconques de x’ feraient
tendre la fonction f(5) vers quelque limite, ou au moins la ren-
draient infinie, au lieu de la rendre indéterminée.
259. Donnons ici une définition qui ne serait pas mieux placée ailleurs. Une phase singulière dans laquelle une fonction donnée d'une seule variable, F(x), entre en x — 4, est dite essentielle, quand cette fonction, n’étant pas méromorphe en f, est néanmoins olotrope, ou au moins méromorphe, dans tout fragment d’une aire donnée contenant 4, auquel ce même point est extérieur.
Quand F() entre dans une phase singulière essentielle en æ'—0, on dit que F(x) est douée d’une singularité essentielle à l’infint. C'est ce qui arrive, par exemple, quand F(x) étant indéfiniment méromorphe (ou olotrope) sans dégénérer en une constante, l’une ou l’autre des équations
EAN
possède une infinité de racines distinctes ; car alors celles de ces racines qui sont extérieures à une aire limitée quelconque Sz, étant
toujours en nombre illimité aussi, puisque l'aire en question ne peut en contenir qu'un nombre limité (31), F(2) EC AS F(2) ) possèdent en nombre illimité dans une aire limitée quelconque Sr, contenant l’origine x!— 0, des zéros dans le premier cas, des infinis dans le second. Comme le contraire aurait lieu si ces fonc-
tions étaient méromorphes dans S, elles ne peuvent l'être, et cependant elles jouissent visiblement de cette propriété dans
ë . N RE . ei toute aire à laquelle le point x! —0 est extérieur; la fonction (=)
entre donc dans une phase singulière essentielle en z/= 0, puisqu’elle ne peut évidemment être méromorphe en ce point.
D’après cette définition et les observations faites dans le numéro précédent, la fonction périodique f(x) possède nécessairement une singularité essentielle à linfinr.
Nous devons nous borner à ces indications, la considération des phases singulières essentielles étant inutile aux théories dont nous avons à nous occuper.
260. Quel que soit l’entier u, f(x) supposée douée de la période Il, admet évidemment aussi la période Il, = HI, que l’on dit composée de IT; mais, sauf le cas de u = +1, cette nouvelle période n’est pas équivalente à I, parce que les valeurs de l’expression mII, ne comprennent pas toutes celles de mII.
Une période de f(x) est élémentaire, si elle n’est composée d'aucune autre ayant un module inférieur au sien. Une pareille période est évidemment celle de moindre module parmi toutes celles qui en sont composées.
Cette fonction admet nécessairement quelque période élé-
mentaire. Car, si u, uw, u",... désignant une suite illimitée d’en-
tiers tous >>1 en valeur absolue, f(x) admettait pour période
DU IT (ë—1) j chacune des quantités IT, — — Il, —; — 1”, ..., M RER He be pet 1)
le module de II décroîtrait sans cesse et indéfiniment pour £ infini, et, en supposant f(x) olotrope en x,, l'équation f(x) — f(x) =0, qui est satisfaite quel que soit £ par x = +5 + II, posséderait une infinité de racines dans une aire limitée quelconque contenant le point æ,; f(x) se réduirait donc à une constante (4), ce qui est contraire à l'hypothèse.
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Si IT est une période élémentaire, I x (— 1) — — II en est une aussi, et la seule autre qui puisse évidemment exister.
En prenant une période élémentaire de f(x) pour base du tracé expliqué au n° 298, on obtient, pour une même direction de la
constante auxiliaire 6, des bandes de largeur commune minima,
qu'il convient, à cause de cela, de considérer préférablement à toutes autres. Ce sont les bandes élémentaires de f(x); il est évident qu'au point de vue graphique leur ensemble coïncide avec celui que fournit l’autre période élémentaire.
261. Sc, outre la période élémentaire I, f(x) admet encore une autre période Q, de deux choses l’une : ou bien Q est composée de II, ou bien le moment (257)
Il! 1” O! (@
des deux périodes n’est pas nul.
S1 ce déterminant est nul, on a Q'— KI: Q" — XI”,
d’où Q = XII, Æ désignant quelque quantité réelle non nulle. En appelant donc m un entier quelconque, n et ñn +1 deux entiers consécutifs donnant ñ < mk <[n +1, parsuitemk—n+n,oùn est une quantité réelle positive et T1, on aura
mQ = mA = nl + ru.
Attribuons maintenant à » une infinité de valeurs distinctes m,, Mo, ...,1l est impossible que n1, n°, ... valeurs correspondantes de n, soient toutes inégales. Car, en supposant f(x) olotrope en xs, et à cause de
(Lo + 1) = f(r0 + nI + An) = f(ro+ MmQ) = f(Xo),
lPéquation f(x) —f(xo) —0 aurait pour racines les quantités To + ll, qui sont toutes inégales et en nombre illimité. Comme toutes ces quantités tombent à l’intérieur du cercle qui a æ, pour centre et modif pour rayon, f(x) dégénérerait en une constante (4), ce qui est contraire à l'hypothèse.
En appelant donc à, j deux indices convenables, on a
mQ—nuU=m;Q—n;l; c’est-à-dire (m; — m;)Q = (nn)
et,commem;— m;,n;— njne peut être nul, puisque Q ne l’est pas.
Si x, y sont les quotients des divisions de ces différences par leur plus grand commun diviseur, cette relation s'écrit
et donne (4) IT = "ur; Q=vx
y désignant la valeur commune des derniers rapports. Soit enfin p, q un couple de solutions entières de l'équation
EDEPAENTENS
qui est possible puisque p, y sont prémiers entre eux. Les égalités (4) donnent
v = pl 99;
moyennant quoi v est aussi une période de f(x), et Il en est composée à cause de la première. Mais, IT étant élémentaire, 1l faut que b— +1, d’où v — XII, et la dernière des mêmes relations donne Q — — yII, ce qu'il fallait établir.
262. Nous appellerons unipériodiques les fonctions de cette espèce, c'est-à-dire celles dont toutes les périodes sont composées d’une seule période élémentaire.
Pour ce qui les concerne, il y a quelque chose à ajouter aux observations faites précédemment sur toutes les fonctions pério-
diques.
1. Si les fonctions f(x), f(x), ... dun° 254 sont toutes unipériodiques, elles ont nécessairement les mêmes périodes élémentaires.
Soient effectivement Il une période élémentaire de f(x), par suite (élémentaire ou non) de f'(x), et w une période élémentaire
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de cette dérivée. L'intégration de J'(x+s)= f(x)
donne, en appelant C quelque constante,
(5) J(&+5)=f(x)+ 0, d’où (6) f(&+mow)=f(x)+ mc.
Comme II, période quelconque de f'(x) supposée unipériodique, est nécessairement composée de sa période élémentaire ©,
on a
(7) Tete
le multiplicateur 1 étant un entier -£o. Cela posé, l’hypothèse m — y, faite dans l’identité (6), donne
PE #6 D) ETCRMENTE,
d'où uC — 0, à cause de f(x +11) = f(x), puis C—o à cause deu 0.
L'identité (5) montre ainsi que w est aussi une période de f(x ); elle est donc élémentaire puisque cette fonction est supposée unipériodique et qu’en vertu de légalité (7) sa période élémentaire Il en est composée.
Même raisonnement pour la comparaison des périodes de f(x)
D) AlCr)etjJ'(x), .
IT. Si au n° 255 la période IT est élémentaire pour les foncuons f,(x), f2(x), ..., elle appartient bien, comme toute autre, aux fonclions qui en sont ralionnellement composées; mais cela peut être parfaitement à titre non élémentaire.
HI. Pour les fonctions f(x), F(x) du n° 256, il est évident que
PRES Il A Al RP 2 les périodes IT, — Sont en même temps élémentaires ou non.
263. De ce que nous avons vu, dans les deux Chapitres précédents, il résulte évidemment que les fonctions e*, tangx et cotx,
sinx et cosæ sont unipériodiques avec E 2Ti, 7, & pour 2 périodes de moindres modules, partant élémentaires.
Les relations entre leurs périodes sont conformes aux observations ci-dessus; par exemple e* ayant la période Æ 2x4, les fonctions e2#, ex, par suite lang et cotæ, sinæ et Cosæ, qui sont rationnellement composées de ces dernières respectivement, ont au même titre élémentaire les périodes € +, + 27; cosx, dérivée de sinx, a la même période élémentaire 2 27, ....
On peut tracer les bords des bandes élémentaires : pour e?, par les points ..., —2®mi, O0, 27, .. , parallèlement à laxe des quantités réelles; pour tangx et SE par les points ..., —7, 0,T, +-., parallèlément à l'axe des seconds éléments; pour cos et sinæ, par les points ..., — 27%, O0, 2T, ..., dans la même direction.
Plus généralement, toute fonction rationnellement composée de l’exponentielle ex est évidemment unipériodique avec la
’ . 2TL » , 11 5 période ——; qui n’est pas forcément élémentaire. Nous verrons
bientôt (268, énf.) qu'inversement les fonctions unipériodiques formant la classe la plus simple sont toutes exprimables de cette manière.
964. En attribuant à £ dans l'expression (3) des valeurs infinies, soit positives, soit négatives, la valeur correspondante de x Ha à l'infini à l’intérieur de la bande ayant pour bords les parallèles à 8 menées par a, a + Il, soit dans la direction même de ®, soit dans la direction opposée; de plus, le second élément
Fh : : 4 ë : À . (o] du rapport A est infini avec un signe final identique à celui de # ne
constant par suite. Pour abréger, nous caractérisons une pareille variation de æ (ou de toute valeur congrue) en disant que cette variable est infinie dans une direction polaire, et nous nommerons cette direction boréale ou australe selon que le signe final
LA Là T du second élément de Se oi en Quand x est infinie dans une direction polaire relativement à quelque système de bandes, elle jouit évidemment de la même : propriété relativement à tout autre système.
Pour deux systèmes à bords tous parallèles, construits sur les
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périodes IT, ul, les directions polaires de même nom sont identiques ou opposées selon que le muluplicaiteur æ est positif ou négatif. En paruculier, elles sont toujours opposées pour les périodes équivalentes IT, — IT.
Il y a grand intérêt à considérer la manière dont la fonction unipériodique varie quand la variable devient infinie d’une manière quelconque dans l’une des directions polaires ou bien dans l’autre : pour une direction donnée elle peut être indéterminée; elle peut aussi être déterminée, c’est-à-dire tendre vers quelque même limite où bien devenir infinie, Dans ce dernier cas, nous dirons que la fonction a pour valeur polaire (boréale ou australe) cette limite ou bien l'infini.
Les fonctions unipériodiques les plus simples sont celles qui sont ainsi polartisées, c’est-à-dire douées de valeurs polaires tant boréales qu’australes. Telles sont, en particulier, celles que nous avons déjà citées comme exemples.
Relativement aux périodes + 2r£, + 7, + 2r, et en donnant aux bandes les formes du n° 263, la direction boréale est : pour e*, celle de la partie négative de l’axe des quantités réelles; pour tangx, cotx, sinxæ, cosx, celle de la partie positive de l’axe des seconds éléments. Relativement aux mêmes périodes, les valeurs polaires, boréales et australes, sont : 1°, o et æ, pour ef; 9°, +7 D ZpournianpT; 9°, — cet +7, pour cotx; 4°, el oo, pour sinæ et aussi pour cosæx (201, I), (217, V), (220), (238).
Plus généralement, toute fonction R(et?) rationnellement composée de l’exponentielle e%* est unipériodique (263) et polarisée. Car on obtient évidemment ses valeurs polaires (indistinctement) en faisant successivement w — 0, et w infinie, dans la composante rationnelle R(w).
265. St la fonction unipériodique f(x) est polarisée avec (8) LUE
pour valeurs polaires, et si la quantité u, n’est égale à aucune de ces deux-ci, l'équation numérique
(9) J(&)= Uo
offre dans une méme bande des racines distinctes dont le nombre est essentiellement limité.
Si, en outre, m désigne la somme des degrés de multiplucité de ces racines, laquelle est évidemment la même pour toutes les bandes, l'équation |
(Go) J(&)= u,
résolue numériquement par rapport à æ, pour toute valeur U de u non égale à l’une des quantités (8), aura dans chaque bande des racines distinctes ayant le même nombre m pour somme de leurs degrés de multiplicité.
et l'équation (9) avait dans la bande considérée les racines
distinctes li, 2; ss Pi #'aite
en nombre illimité, des valeurs infinies de l'indice & rendraient certainement x; infinie, car autrement la fonction méromorphe f(x) — us posséderait une infinité de zéros dans quelque portion limitée de cette bande, ce qui est impossible. Certaines valeurs de æ, infinies dans une direction polaire, rendraient donc f(x) constamment égale à w, et donneraient par suite im /f(x)= wo, tandis que par hypothèse f(x) tend toujours vers l’une ou l’autre des quantités (8).
II. La deuxième partie de ce théorème est une conséquence immédiate de ce que nous avons appelé le Principe de la consereation du nombre des racines (168).
Nous savons effectivement (48) qu'en u = U, l'équation (10) na pas d’autres racines que les valeurs finales acquises, au bout des divers chemins conduisant de #4 à U, par les racines variables ayant pour valeurs initiales les racines de l'équation numérique (9). Or le cheminement peut être pratiqué sur tout chemin ne contenant aucune des quantités (8), parce que æ n'y devient jamais infinie ; et, pendant tout son cours, la somme des degrés de multiplicité conserve la valeur constante 77 pour le groupe des déterminations de æ qui partent en u = w,, avec des valeurs initiales égales aux racines numériquement distinctes que l'équation (9) offre dans la bande considérée. Cette somme conserve donc aussi la même
UCET des 1 eet LES R , EUR ÿ ‘
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valeur »# pour le groupe des déterminations de x qui à chaque instant tombent dans la même bande; car, à cause de la périodicité de f(x), aucune détermination de x ne peut évidemment sortir de cette bande sans qu’une autre n’y pénètre en même temps avec le même degré de multiplicité.
En w— w., et pour celles des valeurs correspondantes de x qui sont alors infinies, ces conclusions s’évanouissent; effectivement les considérations du dernier paragraphe du Chapitre IV supposent essentiellement que l’équation (10) puisse être transformée en une autre à premier membre olotrope en x'— 0, par la
ROME 1 , ; substitution x — à (accompagnée HOT — 5 quand la valeur
considérée de uw est infinie). Or cette transformation est ici
impossible, à cause de la singularité de nature essentielle dont
J(æ) est affectée à l’infini (259).
266. L’entier m se nomme l’ordre de la fonction unipériodique polarisée f(x), relatif à la période EH à laquelle correspondent les bandes considérées. Relativement à la période Æ ul, l’ordre de f(x) devient naturellement y; pour une période élémentaire, 1l à donc sa valeur minimum qui est l’ordre absolu de cette fonction.
Quand aucune des valeurs polaires (8) n’est nulle, l’ordre est égal à la somme des degrés de multiplicité, dans une même bande. des racines de l'équation
c'est-à-dire des zéros de f(x).
Quand elles ne sont infinies ni l'une ni l’autre, aucune ne s’éva-
nouit pour > fonction indéfiniment méromorphe comme f(x)
] ie J(æ) et de même période ainsi que de même ordre évidemment. L'ordre de f(x) est donc égal aussi à la somme des degrés de multiplicité,
: ° F. I dans chaque bande, de ses infinis, zéros LEE Quand ces deux circonstances se présentent à la fois, chaque bande de f(x) contient des zéros et des infinis dont les degrés de multiphcité offrent des sommes égales entre elles et à l’ordre mn
ME CTT. 18
de cette fonction, ce qui la rapproche des fonctions bipériodiques (320, énf.).
Par exemple, e? ayant 0, © pour valeurs polaires est d'ordre absolu 1 sans avoir aucun zéro ni infini dans sa bande élémentaire; sinx dont les valeurs polaires sont infinies, est d'ordre absolu 2 et a dans sa première bande élémentaire les deux zéros simples 0, 7, sans infini; même chose pour cosx ayant les zéros simples 7, 5 Tr. Pour tangw, dont les valeurs polaires Æ 1 ne sont ni nulles ni infinies, la première bande élémentaire contient le seul zéro simple o, le seul infini simple 1r, et l’ordre absolu est 1; particularité semblable pour cotx. |
Naturellement ces notions ne sont pas applicables aux fonctions unipériodiques dépourvues de polarité, comme celles dont nous nous occuperons plus tard (374, inf.); mais elles le sont à celles dont nous parlerons jusqu’à la fin de ce Chapitre, parce que nous les supposerons essentiellement polarisées.
97. Le théorème suivant peut être utile, mais surtout il établit une nouvelle analogie entre les fonctions unipériodiques polari-
sées et les fonctions bipériodiques (Cf. 328, enf.).
En appelant f(x) une fonction unipériodique de période M, aux valeurs polaires u,, u_, toutes deux finies, et & son résidu intégral dans une bande quelconque (56), on a la formule
IT (11) R = UE
Soit X une quantité infinie dans la direction polaire boréale, sur le bord de la première bande qui passe par æ— 0; en parcourant successivement les segments rectilignes allant de — X à — X + Il, de — X-OMIRR EE UII, de X 2 HraX Ter de X à — X, on marche évidemment dans le sens direct sur un certain contour fermé (C), à
l’intérieur duquel on finit par avoir 2 f(æ) = & et, par suite (189), (G)
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De ces quatre intégrales, la seconde et la dernière se détruisent ; car la substitution x — IT + #, d'où dx — dt, f(H +5) NO change la seconde en
[ra - [rot
La première a pour limite #_I parce que, sur son chemin, x étant infinie dans la direction australe, on peut écrire f(x) = u_+e, Où € est une quantité infiniment petite, d’où
—X-+IT —X+II —X-+ II lim f FULCORTAES 1 u_ dx + lim f PARU UM IONT —X +
La troisième ayant pour limite — w, IT pour une raison semblable, la relation (12) entraîne notre formule (11) dont on peut vérifier l'exactitude sur les fonctions tang x et cotx:
268. St deux fonctions uripériodiques (polarisées) de la méme variable, f(x), F(x), ont une période commune I, relativement à laquelle elles sont d'ordres m, M (266), 27 existe entre elles une identité entière trréductible, dont les degrés effectifs I, m en f(x) et F(x) sont les quotients des en-
tiers M, m par quelqu'un de leurs diviseurs communs.
La démonstration générale de ce théorème se fait exactement comme celle que nous donnerons pour les fonctions bipériodiques (331, inf.), sauf une légère complication naissant ici de la nécessité de considérer les valeurs infinies de la variable. Nous nous bornerons donc à l’établir par des moyens spéciaux et appropriés à nos besoins actuels, dans le cas paruculier de M— 1, le seul dont la considération nous soit présentement utile, en prouant qu’alors f(x) est une fonction composée rationnelle de F(x), contenant cette fonction au degré effectif m dans ses deux termes, ou bien au degré m dans l’un et à un degré moindre
dans l’autre.
2Ti er ; 1 Soit d'abord F(x)—e" , fonction d'ordre 1 relativement à sa période IT, etsupposons, pour commencer,qu’aucune des valeurs
polaires f,, f_ de f{æ) ne soit nulle ou infinie. Alors, dans une bande déterminée (266), cette dernière fonction possédera certainement, en nombres limités, des zéros et des infinis numérique-
ment distincts
(13) ÉL TN (14) Gi, Los We -2000Ts dont les degrés de multiplicité
(15) Mi, Ma UE (16) Lu; (as RE
donneront des sommes toutes deux égales à mn. Cela posé, il est évident, d’après les propriétés de l’exponenüelle F(x), que la foncuon
| [Fr Fa)" [Fr (a) = F(a)] 2: [F()— F(as)]"s (7) 8) CG) Fan [F@) = FC) 2 [F(@)— Fay
est indéfiniment méromorphe, qu’elle admet la période Il, que, dans la bande considérée, elle a pour seuls zéros et infinis les quanutés (13), (14) aux degrés de multiplicité (15), (16), qu'elle à
pour valeurs polaires, boréale et australe, les quantités
DH — [F(æ)1[F(a)}s... [F(ag)Pe, D [F()]Jm IF (a)lte -.. [EF Cay)]4r p— =],
dont aucune m'est nulle ou infinie. IL en résulte que dans cette
o(æx)
bande le rapport , indéfiniment méromorphe et de période IF,
est dépourvu de tout infini, de tout zéro, et qu'il a pour valeurs polaires les quantités non nulles, ni infinies,
RENE
Dans la même bande, dans tout le plan par suite, on peut donc assigner à son module quelque limite supérieure et aussi quelque limite inférieure non == 0. Or une seule de ces circonstances suffit pour que le rapport en question se réduise à une constante C(49),
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IT. En appelant D,, Pi, go, 1 quatre constantes toutes = o ainsi que leur déterminant, telles en outre qu'aucune des expressions
Po+pif(æ}, Go+gqif(x
ne s’évanouisse par la substitution à f(x) d’une valeur polaire finie et <o quelconque de cette fonction, on constatera immédiatement que la fonction
ND UP RAD) AA
de période IT, d'ordre »m évidemment aussi, ne dégénère pas en une constante, que ses valeurs polaires sont toutes deux finies et -<o. En prenant donc pour (x) quelque expression de la
forme (17),on a (1) {(2) Got),
identité dont la résolution par rapport à CA) fournit cette fonction sous la forme voulue.
IT. Quand F(x)ne se réduit pas à l’exponentielle de l’alinéa I, cette fonction est, par ce qui précède, exprimable au moyen d'elle par une fonction composée rationnelle la contenant au degré effectif 1, dans l’un de ses termes, au degré effectif 1 ou o, dans l’autre terme. Inversement par suite, cette exponentielle s’exprime d’une manière semblable au moyen de F(x). Cela posé, il ny a qu'à remplacer l’exponentielle par cette expression dans celle de f(x) au moyen de l’exponentielle (1), (IL), pour obtenir celle de f(x) en F(x) que nous cherchions.
IV. Du point où nous nous trouvons, on passerait sans difficulté au cas général de notre théorème; il suffirait d'exprimer rationnellement au moyen d’une même fonction du premier ordre à période égale (de l’exponentielle ci-dessus par exemple) les fonctions données f(x), F(x) d'ordres quelconques, puis d'éliminer cette fonction auxiliaire entre les deux identités ainsi obtenues. Mais il serait oiseux d’insister.
269. La possibilité de représenter toujours la fonction unipériodique f(x), de période II et d’ordre 7, par une fonction rationnelle |
AprFP"+...+ AFP" By F9 +...+ By F9
contenant l’exponentrelle
aux degrés effectifs, 77 dans l’un de ses termes, »m ou moindre dans l’autre terme, a diverses conséquences qu'il est utile de noter.
Dans le numérateur et le dénominateur de l'expression, nous avons mis en évidence les termes effectifs extrêmes, et nous supposons p/> pl, g" > q'. L'un au moins des exposants p”, g” est égal à m, l’autre 2m; quant aux exposants p', g', ils ne peuvent tous deux être =<0o, car alors les deux polynomes seraient divisibles par F, et cette expression serait réductible, contrairement à ce que nous sous-entendons.
T. On peut écrire l'expression (13)
3 AprFP"—P" + PP on A»
7 2 Br FIRE RER
(19) EPA
et comme l’exponentielle F?-9’ n’a ni zéro n1 infini, f(x) & pour seuls zéros et infinis respectivement, les racines des équations
A pr FP"—p" + RES E À pt = O, B,r F 4/29 mme B; —= 0,
dont pour chaque bande les sommes des degrés de multiplicité sont p'— pie q'.
Effectivement, par exemple, la résolution de la première de ces équations entières par rapport à F, donnera pour cette exponentielle p'— p' valeurs (inégales ou égales) à chacune desquelles correspond une seule valeur de x dans chaque bande, parce que F(x) est comme e* du premier ordre.
II. Pour que f(x) soit dépourvue ou d’infinis ou de séros, ul
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faut donc que le dénominateur ou le numérateur du second facteur de l’expression (19) soient de simples constantes.
Dans le premier cas, f(x) se réduit à une fonction linéaire d’exponentielles de la forme Fi=F(kx), où les exposants entiers Æ (de signes quelconques) ne peuvent surpasser m en valeurs absolues.
Pour que f(x) soit dépourvue à la fois de tout infini et de tout zéro, ul faut, par suite, que les termes du méme second facteur soient tous deux des constantes; alors f(x) se réduit (à un facteur constant près) à l’exponentielle
Fr'-9 = F[(p'—g'}z|, et naturellement on a p'— g'= = m.
_ [HI. La fonction f(x) est toujours décomposable en une autre semblable mais dont les valeurs polaires sont finies, et en une fonction linéaire d’exponentielles ayant pour exposants des multiples entiers (éventuellement positifs, nuls et
négatifs) de . æ:
Dans le résultat de la décomposition de l'expression rationnelle (18) en fractions simples, on obtient presque immédiatement les termes en F”, FF, où les entiers 7, u sont positifs, puis, par différence, l’ensemble d’un terme constant et d’autres en (F — 4) +, où 4 =<0. Or les valeurs polaires de cette deuxième partie sont évidemment finies, parce que celles de F sont o, ©; quant à la première partie, on peut y remplacer toute puissance F/de l’expo-
nentelle F(x), par F(7x).
IV. Pour x infinie d’une manière quelconque dans une direction polaire déterminée, et pour h constant ou bien variable mais alors fini, et en appelant p(h) une certaine Jonction de h indéfiniment olotrope, on a
u CARRE AE im [A #00 ] 0 f{æ+h)
ce que nous exprimerons plus brièvement en disant que A ATA
tend vers p(h).
À cause de F(x+h)=F(x)F(A), le rapport en question est
pour le numérateur seulement de l’expression (18 ),
AprFP'[F(A)|P"+...+ AFP 'TF(A)}?
AprEP'+...—+ AFP
Il tend donc : vers [F(2)[?’, s’il s’agit de la direction boréale parce que F(x) tend vers o; vers [F(h)]?", s’il s’agit de la direction australe parce que F(x) est alors infinie. Pour le dénominateur seulement, on trouvera que les limites analogues sont |[F(k)]7, [F(2)]7”. Pour la fraction (18), on trouvera donc les limites
Ont; .
y Eu
(p—q) (pq [F(A)res=e I ,, [ECC
que nous nommerons quelquefois les raisons boréale et australe deffer).
On remarquera la valeur
ATi {(g"—q"}—(p"—p) À à am” A or “one à IL
à : . PAT du rapport des deux raisons polaires. La quantité —— h, dans
? Q 7, À à , x À l’exposant de e, y est multipliée par l'excès, pour une même bande, de q"— q',somme des degrés de multiplicité des infinis de f(x), sur p'—p', méme somme pour les séros (}).
270. Les dérivées d’une fonction méromorphe unipériodique polarisée, une fonction rationnellement composée de plusieurs fonctions de cette sorte, à méme période 1, et de leurs dérivées, sont toujours polarisées aussi. Car, les fonctions simples étant
toutes exprimables rationnellement au moyen de l’exponentielle à ami
— JC " même période el (268), leurs dérivées et la fonction composée le sont également (264, in fine).
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Développement des fonctions circulaires en séries de fractions simples.
271. Une fonction rationnelle de x, type le plus simple des fonctions indéfiniment méromorphes, est décomposable en fractions simples (accompagnées éventuellement d’une partie olotrope) (92). Ce fait pose immédiatement pour toute fonction indéfiniment méromorphe la question de savoir si elle ne serait pas susceptible d’une représentation analogue ou, pour parler avec plus de précision, si elle ne serait pas développable en une série procédant suivant des fractions simples ayant naturellement pour infinis dans leur ensemble ceux même de la fonction considérée. Cette recherche conduit à des résultats d’un grand intérêt, et la réponse est affirmative pour beaucoup de fonctions périodiques.
Nous étudierons d’abord en elles-mêmes les séries de fractions simples, en nous restreignant au cas où leurs infinis forment des progressions arithmétiques, disposition affectée par ceux des fonctions périodiques et en particulier des fonctions circulaires. Mais auparavant 1l convient d'établir, sur des variantes dont la générauon implique la considération de pareilles progressions, diverses propositions dont nous aurons besoin ici et ailleurs.
272. La variante w,, étant définie pour toute valeur positive, nulle ou négative de son indice unique m, on dit que la série doublement infinie
(1) + U9 + U_j + Ug + Ui + Ua +...
est convergente quand, 4’, k” désignant deux entiers positifs, la
somme k"
; Un
de tous les termes où m2 est compris entre — 4’ et k” inclusivement, tend vers une même limite, de quelque manière que k' et #” croissent indéfiniment. Cette limite se nomme alors la somme de la série (1). |
Pour qu’il y ait convergence, il faut évidemment et il suffit qu'il
en soit ainsi pour chacune des deux séries ordinaires, formées par tous les termes qui sont placés soit en deçà soit au delà du Signe + qui sépare deux termes consécutifs quelconques. Il ‘en est ainsi dans le cas particulier très remarquable que voici.
273. La série doublement infinie qui a pour terme d’indice m une fraction rationnelle en m,
est convergente, elle et celle des modules de ses termes, si la différence A—X des degrés effectifs des polynomes F(m), f(m), est au moins égale à 2 [on supprime, bien entendu, les termes en nombre limité dans lesquels F(m) s’évanouirait|.
L L'exposant $ étant positif (212), la série à termes positifs
L L HET
16 25 ns est convergente OU diver gente selon que est > I OU nor.
Effectivement le rapport du (m + 1)°"° terme au mime est
m J=(+r) Tiers + (80),
Nr HI nm
et l’on a algébriquement — g << — 1 ou non, selon qu’on se trouve dans le premier ou le second cas (69).
IT. En désignant par @, A les coefficients de mX, mA dans f(m), F(m) et pare, E deux quantités infiniment petites, on a
PL) &æ 1+e F(m) RE NE A Po CLR
d’où en supposant » => 0, appelant « le module de © ete, oi deux
constantes positives choisies arbitrairement, la Re <r,
f(m) œ 1+E F(m) = mA-X
mod
si
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à partir du moment où 72 est assez grand pour maintenir mode,
modE au-dessous de €, de:
Or, à cause de A— 292 © 1, la quantité positive qui forme le second membre de cette inégalité est le terme général d’une série convergente (1) (114*, I).
Pour A — À < 2, il y a évidemment divergence.
274. Si, dans un tronçon de progression arithmétique de raison constante h( 0)
Gbiu, w(=uth), ., wl=w+(g—1)4],
le terme de moindre module est une variante infinie, la somme des modules des puissances d’exposant entier 1 => 1 des inverses arithmétiques des termes de ce tronçon tend vers zéro, de quelque manière que leur nombre g varie simultanément.
Comme, à partir du moment où le moindre module des termes du tronçon reste >>1, la somme considérée diminue toujours qu and & augmente, il suffit de faire la démonstration pour ti — 2. En supposant d’abord que w, soit le terme de moindre module,
en posant w—=u,+iu,, h=h+ih", on aura généralement
mod(u+mh)? =uf+uS+o(hu,+h'ui)m+(h?+h?2)m?; 1 1 i 1
et, comme pour m —1,Ccelte quantité estau moins égale à u”+u},
il faut qu’on ait algébriquement CRU RUE )EACRPEENEE), : d’où immédiatement fm od(u+mh)? >(k?2+ R"2)[U +(m—1}], en représentant par U la quantité positive, infinie aussi, (uP+uS):(hk2+Rh"2).
Au diviseur constant près, la somme de modules considérée est donc inférieure au résultat obtenu en ajoutant à la quantité infini-
ment petite v la somme de la série convergente (273)
I I I 1 +- + HR = + Ü UÙ + 1? Ù —+ 2? Ù + m°
Or, cette somme est infiniment petite aussi; car le plus grand enter positif M dont le carré soit U est infin: comme U, et, d’une part, la somme de ses M premiers termes, inférieure à M fois le pre-
; I UE mier, l’est à M NE = N° plus forte raison ; d'autre part, la somme
des autres termes est moindre que
reste d’une série convergente (273, I).
Si le premier terme w, n'est pas celui de moindre module dans le tronçon (3), on prouvera comme dessus que la somme considérée est infiniment petite pour les termes qui suivent ce dermier et pour ceux qui le précèdent, ce qui entraîne immédiatement ce que nous avions à démontrer.
275. Si le rapport de n — modh au module de l’un quelconque des termes du tronçon (3) est inférieur à la quantité positive 0 1, et si l’on représente par
i( : ) ie An
l’accroissement éprouvé par l(t) quand t chemine de t = u,
à t— ug41 en passant successivement par les valeurs (3) (toutes
en ligne droite), on a
: 1 I I [ UE (5) M, SN U: Ua Ur h
avec l’inégalité
(6) mod 8-9 << NS» —;
s_, désignant la somme des carrés inverses des modules des termes du tronçon (3).
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A cause de mod << modwu; on peut effectivement écrire
h h2 I Va / th) Uu;)=—<+<—(—- + 2 — —... 17:
(7) L(u+h)— lu) A ÈS ) AIT LT) et le module de la somme de la série entre parenthèses est évidemment inférieur à
EL D mL on mm 1 — 0
Cela posé, il suffit de faire = 1,2, ..., g dans la relation (7), d'ajouter membre à membre et de diviser par k, pour obtenir la formule (5) complétée par l’inégalité (6).
276. En supposant maintenant infini le terme de moindre module dans le troncon (3), le facteur o_, est toujours infiniment petit (274), et la formule (5) montre que la somme des inverses des termes de ce tronçon ne peut alors tendre vers une limite,
Uo+1
que s’il en est ainsi pour Il }er, par suite, que st le rap-
port + tend lui-même vers quelque limite R Z 0.
On remarquera que les quantités
Hot. VUS Uy+1
Sn Pour Mr C7 à Pipes
TERRE U sont toutes infiniment rapprochées sur un même segment rectiligne mobile autour du point 1, qui finit par ne jamais contenir Île
. u point o; de plus, il ea) est constamment la valeur finale qu'un 1 « 2 , Là « Uo 1 e cheminement opéré sur ce segment, dett— 1 à {— 2, fait ac-
WU; quérir à /(£) partant de £ — 1 avec une valeur initiale nulle. Cela posé, il y a plusieurs cas à considérer :
L & non réel négatif.
Uo +1
Le segment Li,
| a pour position limite le segment [1, 8]
ne contenant pas l’origine { — 0; on a alors
. Ur+1 \ wè im 2 Et }=UR),
ce dernier logarithme étant calculé sur le segment limite à partr
det(R 0;
IL. & réel négatif
° Si le second élément de Jinit par rester positif, le
Lo+1
segment QE | finira par être étant au chemin composé
du segment conduisant de 4 — 1 à & — æ puis du plus petit
Uo " se FPT tn dans le sens
arc, de centre { — o et de rayon — mod î
Us 4 [AA direct de t — mod-%*1 à : — “#1. De
U U] Uo+1 RER ir mod— — Jim la kr Ug dR
on tire alors (186 bris)
lim (et) = U(x)+ ri,
di
[(x) étant la détermination réelle de /{(moda). 2° St ce second élément finit par rester négatif, on trouvera de la même manière
. Uo+1 x 2e. ë lime (et) Een
parce que l’arc analogue est rétrograde.
3° St enfin ce même second élément n’a pas un signe final
Ug+1
invartable, I ) passe indéfiniment de /(:)+ mc à (+) — mt
et, inversement, à des quantités infiniment petites près; ce logarithme, par suite, ne tend vers aucune limite.
277. En appelant x une variable indépendante, IT une constante -< 0, et £ un entier positif, l'expression
(8) (æ — ml ji
« L L " ] L] Le \ , est, par rapport à l’indice 72, une fraction rationnelle où le degré effectif du dénominateur surpasse de £ unités celui du numérateur ; quand & est Z 2 par suite (273), la série doublement infinie dont
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elle est le terme général est convergente, même aussi celle des modules de ses termes, pour toute valeur de + (non de la forme mil) et définit, par sa somme, une certaine fonction de cette variable. Quand z — 1, les choses ne se passent plus de la même manière, parce que la série est divergente (98*); mais, en opérant convenablement, on en déduit encore une fonction du même genre, et sur toute cette matière, on a le théorème fondamental que voici.
Pour 1292 la somme de la série doublement infinie dont (8) est le terme généralest une fonction indéfiniment méromorphe: de x, que l’on peut différentier et intégrer sur un chemin quelconque, en traitant séparément de la méme manière tous les termes de la série.
Pour i=1 et k", K" tous deux infinis, la somme
(9) ix— ml
a pour limite une fonction jouissant exactement des mêmes [/4
CNT 4 : k propriélés, pourvu toutefois que le rapport — tende vers une
fn limite K 0.
I. Supposons :22, et, dans le plan servant à la notation graphique de x, considérons une aire limitée S;; appelons S”° ce qu’elle devient quand on l’accroît d’une zone d'épaisseur supérieure à la quantité positive 0, puis À une autre quantité positive supérieure à tous les modules que æ puisse acquérir dans S’, puis enfin M un entier positif donnant MmodIT >> A.
Chacune des fractions simples (8) où w valeur numérique de 7 surpasse 1, étant développable par la formule de Maclaurin pour toute valeur de x tombant dans S’, parce qu’on y a
modæ < À < mod(mnll),
est certainement olotrope dans Sz avec un olomètre au moins égal à 0, de plus elle y a, quelle que soit æ, un module inférieur à la quantité posilive ] (uw modIl — A)?
terme général d’une série convergente à cause de t22 Onfen conclut immédiatement (273* et suiv.) que la série formée par les fractions simples dont il s’agit a pour somme une certaine fonction de æ, olotrope dans l’aire S; avec un olomètre au moins égal à Ô, et susceptible d'y être différentiée et intégrée par les mêmes opérations exécutées séparément sur ses divers termes.
La fonction, somme totale de la série dont la fraction (8) est le terme général, est donc méromorphe dans l'aire Sz, puisqu'on l'obtient évidemment en ajoutant à la fonction olotrope dont nous venons de parler la somme des mêmes fractions simples où 7» est numériquement Zi, fractions dont le nombre est essentiellement limité. Elle est donc indéfiniment méromorphe (29), puisque la formeet l'étendue de l'aire S, sont entièrement arbitraires.
IT. On a évidemment
k" k" k" T 1 ra 1 “Le I RE — Re ù À :
éd © — mil — mil æ mil(zx —' ml) — k' — k —k
où toutefois les sommations du second membre ne doivent pas s'étendre à la valeur o de m, et l’on prouvera exactement comme ci-dessus (1) que la dernière somme du second membre a pour limite une fonction de æ jouissant de toutes les propriélés mentionnées dans notre énoncé. Il en sera donc de même pour la somme (9), si seulement celle qui forme le premier lerme du second membre tend vers une limite. Or, en y supprimant les termes qui se détruisent, cette dernière se réduit à celle des inverses des termes d'un tronçon de progression arithmétique de raison — Il, termes dont le moindre module est infini et dont les
SU
A ’ 4 L A T extrêmes ont un rapport égal à sel ou à ER selon que 4"Z K". Le |'È LCK
Elle n’aura donc point de limite ou en aura une = — selon
LÀ
k MT que ne tendra pas ou tendra vers une limite K non — 0 (276).
C’est ce qui nous restait à constater pour achever notre démon-
stration.
978. Nous représenterons généralement par &i(æ), d’abord pour i— 1 la détermination de cette dernière fonction qui correspond
AGE
On a effectivement, par ce qui précède,
+k d'miE,(æ) D di-1 1 SET EnT ie lim ———— dar 1 dæi-1 (æ — mil) —À
Il. Celle d'indice i a pour seuls tnfinis, tous de degré à, les quantités mil, et relativement à chacun d’eux, sa décomposi-
e . . . T raclion simple unique ——.
tion (38) donne la f ple unique Brrcilr IT. Chacune d’elles est unipériodique, avec + Il pour période élémentaire.
Car l’addition de II à + accroît l’expression (10) de la différence
T L qui tend vers o.
La disposition des infinis constatée ci-dessus (IT) montre d’ailleurs que la période II est élémentaire et unique (260), (262).
; ue. TL IV. La fonction E,(x) est polarisée, avec + y our valeurs
boréale et australe relativement à la période +1 (264).
1° Supposons d'abord II — 1, et cherchons la valeur polaire
boréale de £,(x, 1), détermination” correspondante de notre fonc-
tion, en faisant marcher x = x'+ x" à l'infini dans la direction M. — II. | 19
polaire boréale, c'est-à-dire en faisant o£æ'<1 et x" infini
positif. | A cet effet, nous appellerons Mun entier posiuf variable, tel que le
M . . . e . 19 d rapport = Soit infini (il suffirait par exemple de prendreM> x ae et nous considérerons la somme Ex des inverses des termes du troncon de progression arithmétique
x'+ M 7 PEN rc Tr: CRC ET | m'NT A, ..) æ'—M+ix
de raison — 1, termes dont celui de moindre module est évidem-
ment infini. On a (275)
en ARE” PAM M M DE l ; ü + fo 'RPÉEPA ES M M
avec limt_.—0o, et la fraction entre parenthèses ayant pour limite — 1, avec un second élément sans cesse positif, le logarithme a pour limite /(1) + ri ri(276, Il, 1°), c’est-à-dire que
lim Zu = — TL.
On a de plus (12) lim [Etre Zn] 10,
On obtient effectivement la différence entre crochets sous la
forme
tn 27 1 2% 27 | ————— Re A = 2 AC ” a?—(M+1) 21 (M Lo F2 (M EHESS
en supprimant dans l'expression (10) conslruite avec i—1; PET les termes où la valeur numérique de m ne surpasse pas M, accouplant ceux des autres où m a des valeurs égales et de signes contraires, et prenant pour X infini la limite de la somme des nouvelles fractions ainsi obtenues.
Comme, dans le terme général de cette série,
onao<æ'<1,la somme de la série formée par les modules de
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tous les termes est visiblement inférieure à
" STE PRÈS A TER Am +0 [roi Hi) (M+nM a) ; æ'+r ee 5
ce que donne immédiatement la sommation de cette dernière série,
, é , , I procurée par la transformation du terme général —— en n(n +1)
: ; . : : M : à L'expression (14) étant infiniment petite, parce que =; est infini,
la quantité (13) tend vers o, ce qui entraîne la relation (12), puis, par sa combinaison avec celle qui la précède,
(1) liméi(r, Dex, RL AR PRET AL 2° Quand x” est infini négatif, on trouve (16) Jin £ (x D)
soit par le même procédé, soit en combinant l'égalité (15) avec l'identité (18) ci-dessous.
5° En représentant par Ei(x, Il), E(x, 5) notre fonction t;(x),
et ce qu’elle devient par la substitution de w à I, on à l'identité évidente
: 4 w \; a) A Î HE UE A (== ; (17) TOUTE ER) On a en particulier 17; 1) (D di moyennant quoi les formules (15), (16) donnent bien, quand le
second élément de . est infini positif ou négatif,
1 Ti limË, (x, Ha == T1
V. Pour i>1, la fonction É;(x) est toujours polarisée, mais avec des valeurs polaires toutes deux — 0.
292 DEUXIÈME PARTIE. — FONCTIONS D’UNE SEULE VARIABLE: En faisant d'abord H—1, 0<x<1,et æ infini, on trouvera immédiatement pour tm—mZ>0,
mod(z'+ix"—m} > mod[(wu—1)+ix"P> 4"? + (un — 12.
La somme des modules des termes du développement de
E;(æ, 1) est donc inférieure à l'expression
3 | f l LT é a"? +12 PACPROT Lun
dont le premier terme est infiniment petit et le second aussi, pour la raison indiquée au n° 274 à propos de la série (4). En d’autres termes, les valeurs polaires de E;(æ, 1) sont toutes deux nulles, conclusion que l'identité (17) étend à toutes les valeurs de II.
VII. Quand i est impair, on a les égalités
| te) à | —= O, 1 10: Æ' |x=0 2
Car la fonction /£;(x) entre crochets dans la première est olotrope en æ—=0,et la relation (18), donnant ici /E;( x) + E(— x) = 0 identiquement, donne numériquement 2/5;(0)= 0.
La même relation donne encore
; TUE Il : EAN I SAPEUES m4 à RAETT = O0 EE o+r)+8 — 5 d’où notre seconde égalité, en posant dans cette identité x —0 el
Il L é :
remarquant que n’est un infini d'aucune des fonctions E;(x).
979. Six, 8, ...,7y sont des constantes quelconques incongrues selon la période N (251), toute fonction composée linéaire
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et homogène de quelques fonctions (19) E(æ— a), E(z—86), 4% -E(æ—X)
d'indices quelconques est une fonction unipériodique de x, admettant la période |, ayant des valeurs polaires finies, et dont l’ordre relativement à W est la somme des indices maxtimums qui affectent ces diverses fonctions dans les termes effectifs de la fonction composée.
La période IT appartenant à chacune des fonctions simples (19) (278, LIL) appartient aussi à la fonction composée (255); elle est unique à cause de la disposition des infinis de cette dernière qui sont les quantités
a+ mil, 8+mill, ..., À + mll.
Les valeurs polaires de la fonction composée sont évidemment
ë TL
H,=(A;+ B, +." CEE L:) NET en appelant H, le terme constant de la composante et A,,B,,..., L, les coefficients des fonctions simples d'indices — 1 (278, IV, V). Enfin, puisque les valeurs polaires de la fonction composée sont toutes deux finies, son ordre est la somme des degrés de multiplicité de ses infinis incongrus &, 8, ..., À, c’est-à-dire celle des indices
maximums des fonctions simples (266).
280. Réciproquement, st f(x) est indéfiniment méromorphe, unipériodique avec la période Il, et polarisée avec des valeurs polaires finies toutes deux, elle s'exprime linéairement au moyen de fonctions analogues à (19).
Soient ...;a;; ... les infinis distincts de f(x) tombant dans une même bande, lesquels sont en nombre limité, puisque f(x) est supposée polarisée avec des valeurs polaires non infinies (263), DNA RAS NAS" à .. les \numéras teurs des fractions simples en ...;(æ—a;) !, (x —a;)?, ..., (ani. .., ...; ..., fournies par la décomposition de f{x) dans la bande considérée, en ces fractions accompagnées d’une parte olotrope (39). Comme en étendant la sommation à toutes
les valeurs des indices £, j qui sont à considérer pour f(æ), la différence
f(æ)—2Ai,;hi(x —4;) est indéfiniment méromorphe et dépourvue de tout infini proprement dit; comme, d’autre part, elle ne peut devenir infinie pour aucune valeur infinie de x, puisque ses valeurs polaires sont finies à cause, soit de la nature des fonctions £ (278, IV, V), soit de
l'hypothèse faite sur f(x), elle se réduit à quelque constante À. On en conclut bien (49)
f(x) = AS ZA; Etap):
981. Quand les valeurs polaires de f(x) ne sont pas toutes deux finies, l'exécution préalable de la décomposition expliquée au n° 269, III permet de la décomposer toujours en exponentielles accompagnées de la somme XA,j E; (x —u;) ci-dessus. Yest, pour les fonctions unipériodiques polarisées, la réponse à la question que nous nous étions posée au commencement de ce paragraphe.
989. Voici les applications les plus intéressantes de cette formule de décomposition.
I. La fonction cotx, de période =, a dans sa première bande le seul infini æ — 0 qui est simple avec le résidu 1, et ses valeurs
polaires sont & (220), (263), (264). On a donc (20) cotx — (7,7); la constante est nulle, parce que les valeurs polaires de Ei(æ, T) sont aussi Æ _e creëf À IT. On trouve encore tangæ — — 1 (a 1 ),
soit par la même méthode, soit en combinant la formule précédente avec les relations (22) du n° 220 et (18).
III. La fonction ES a la période r (232, ën fine) avec le seul
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infini double x — 0 dans sa première bande. Pour des modules de x suffisamment petits, on a d’ailleurs (231)
I I sin?Z MATE 2 æ?| 1 — +...
La décomposition de cette fonction dans la première bande donne
1 L M Sr.) Std te es
. . I O donc les seules fractions simples mt A l’on a
nl /fe (21) “Te tte, #0),
parce que les deux membres ont 0,0 pour valeurs polaires (238), (278, V).
IV. La fonction — a Ja période 27 avec les infinis simples 0,7
dans sa première bande où elle est infiniment petite à l'infini. Ses résidus sontienæ—oet—1enx=— 7, à cause des relations (0)
du n° 231 et (15), (16) du n° 232. On a donc
os —= Ét(T; 2H) Eat —T, 2T ),
parce que les deux membres ont encore 0,0 pour valeurs polaires.
Etc.
983. La sommation, pour toutes valeurs de IT, #, de la série S(x— ml) — E;(x, Il), résulte immédiatement des considérations précédentes.
L'identité (17) donne d’abord E(æ, U)= - à ( æ, 5) = FE cot æ (289, I).
Il vient ensuite (278, I)
LME Aer UT D LAN COUT ©
expression qui se met facilement sous forme d’un polynome entier
en cot= æ (217, Il, êr fine).
284. Indiquons, en terminant, une manière toute différente d'exécuter la sommation exprimée par la formule (20), d’où se déduisent toutes les subséquentes.
I. La fonction [é(x)l peut étre mise sous forme d’une expression linéaire en
(22) &i(x), 62(x), ..., 6x), où le coefficient de E;(x) est non = 0.
C’est une conséquence immédiate du théorème du n° 280, car cette fonction n’a dans sa première bande que l'infini + = 0 qui est de degré effectif &.
On peut donc résoudre successivement dans leur ordre naturel, cela par rapport aux £ fonctions (22), les £ équations linéaires existant ainsi entre elles, d’une part, et
E1(æ), [éi(z)l?, [é1(æ)f, “….) Léi(æ)li,
d'autre part, c’est-à-dire mettre inversement £;(x) sous forme d’un polynome entier en &,(x).
Il. D’après cela, on trouvera (278, I)
ae = — EAUX, Tr) A+ Ait, T) + A2[ti(æ, r)f,
d’où, pour æ infinie dans les deux directions polaires successive-
ment, O— A5— Aji— A», 0 = A+ Ajt— A», (278, IV)
el, par suite, A=o, Ao— A2 = 0,
d'e(rs T)
de —Aoli+{h(e, r)fl=—&(x,m)
Comme d’ailleurs pour x infiniment petite on a, d’après la nature de la série Z(x — mIl) i,
limz?[t:(,r)] = lima?ëé(x, rm) =",
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il reste définitivement A, — — :,et
déi(æ, T) 4 dx {+
ne bEe T)l2.
Les fonctions Ë, (æ, t) et cotæ sont donc identiquement égales (382*), puisqu'elles satisfont à une même équation différentielle
immédiate (220, I), et que pour x — ; elles prennent la même
valeur numérique o (278, VII), (220, IT).
HI. Un autre procédé bien plus expéditif aurait consisté à établir tout d’abord la formule (21), ce qui se fait à très peu de frais parce que les valeurs polaires de &, (x) s’aperçoivent presque immédiatement, à descendre ensuite par différentiation aux expressions de &;(x), &:(æ), ..., à remonter enfin à celle de £,(x) en s’appuyant sur l’intégration à vue exprimée par la formule évidente
dx : se Fe ee:
IE — — cotx + C. Nous aurions ainsi abrégé considérable-
ment toute cette théorie, car nous aurions évité la recherche, fort longue en somme, des valeurs polaires de Ë, (æ). Mais, outre que les préliminaires de cette recherche nous seront d’une grande utilité dans la théorie des fonctions elliptiques (340 et suiv., inf), nous avons préféré, ici comme partout ailleurs, les méthodes directes aux tours de main; les unes sont fécondes et mettent à nu le fond des choses, les autres le dissimulent toujours et sont stériles autant que leurs apparences sont séduisantes.
Développement des fonctions circulaires en séries factorielles (1).
289. L’analogie invoquée au commencement du paragraphe précédent entre les fonctions rationnelles et les fonctions indéfiniment méromorphes, conduit encore à essayer sur ces dernières un autre développement, imité de la décomposition des termes d’une fraction rationnelle en puissances de facteurs linéaires s’évanouissant, les uns aux zéros, les autres aux infinis de la fonction (50).
(*) Quoique les propriétés spéciales des séries factorielles ne soient pas indispensables ici, j'engagerai le lecteur à jeter un coup d'œil sur les n°° 369 et suiv. (znf.), avant de lire ce paragraphe.
Pour les fonctions unipériodiques, cette recherche nous sera sin oulièrement facilitée par les résultats de la précédente.
Si la constante I n’est pas nulle, le produit variable
nr) (ee (=) (5)
tend, pour k infini, vers une fonction de x qui est indéfiniment olotrope.
En intégrant de o à x sur un chemin quelconque ne contenant, sauf o, aucun des points Il, et en choisissant convenablement les logarithmes, on a évidemment
0 I e P;:(x) RO A Re Le de (5 à) 2IE Li) 4 Pr:
la sommation Y; s'étendant aux valeurs — X, —(X—1),..., —1,
1,0, ...,k de m. Il en résulte (277), (278) (2) im PC 2 [Lace 2] dr = X(x),
en désignant cette intégrale par X(x) pour abréger, puis (3) lim Pz Creer
L’exposant X(x) n'a, comme E,(æ) — _ d’autres phases singu-
lières que æ—mIl (mnon—o); mais dans le voisinage de pareilles valeurs on a
(x) étant olotrope. On a donc aussi
, MP, (x) — RSA AC (4) lim P4(æ) = # (1 I ex),
fonction olotrope en x = ml.
Si, au lieu des facteurs de l'expression (1), on avait considéré le
facteur médian x accompagné des k' placés à sa gauche et des Æ placés à sa droite, et si, appelant K quelque constante positive on
avait supposé #’, #" infinis, avec lim —K, on aurait Lrouvé, à
Les propriétés essentielles de cette fonction résultent
immédiatement de son mode de génération.
I. En vertu des relations (3), (2), elle est liée à £,(x) par l'équation différentielle et la condition initiale
d (æ (5) Æ lote)= TD = He) l er) 0, où bien ee ! | pour æ = 0.
Il. Zlle a pour zéros, tous simples, les quantités ml. C’est P » Ptes,
une conséquence de la formule (4) et de l’impossibilité pour l’ex-
ponentielle de s’évanouir quand son exposant n’est pas infini.
III, On a les identités (6) o(—x)=—o(x), (7) o(æ+N)= —o(x).
La relation (5), combinée avec ce qu’elle devient par le change-
ment de x en — x, avec 0/(— x)— — Er, E(—x)= — (x)
(278, V1), donne facilement
d o(—x) dx o(x) LS d’où en intégrant (8) O(—x)=Go(x), ou bien encore o(— x) C an) — TX T
Comme l'intégrale figurant dans la relation (2) tend vers o pour
LA
limx —0, on tre de l’équation (3)
PER) 117 DT 9 bi — TL On en conclut CG — —1, moyennant quoi la formule (8) donne l'identité (6).
Le changement de’ x en x +Il dans la même relation (5) con-
duit pareillement à
(9) o(æ+l)= Co(x) à cause de E,(x +11) — Ë, (x) (278, HT). En faisant ici x = s = et ayant égard à (6), 1l vient o(>) (G+r1)=0, d’où C— — 1 parce que = n’est pas un zéro de o(æ) (IL). Cette
valeur de C portée dans la relation (9) la change en l'identité (7) qu'il restait à établir.
IV. La fonction o(x) est unipériodique avec © 211 pour période élémentaire.
D’après l'identité (7), on a o(t+2) =o(x),
et 211 est ainsi une période de cette fonction.
Mais, à cause de (5), toute période de o(x) appartient à &,(x) (255); la première fonction ne peut donc être qu’unipériodique comme la seconde, et sa période élémentaire est de la forme pli, muluple entier de celle de £,(æ). Or l'identité (7) montre qu'on ne peut avoir p— 1.
V. Pour x infinie d’une manière quelconque dans les deux directions polaires respectivement (264), et pour hk constant, ou bien variable mais alors fini, on a
o(æ+h) FT tue ED
(10) lim ES !
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L’équation différentielle (5) montre que {o(x) est olotrope aussi longtemps que E, (x); lo(x + h)est donc développable par la formule de Taylor jusqu’à un module de À égal à la plus courte distance, indéfiniment croissante, de x aux infinis mII de &, (x) (202*). On a donc, en vertu de la même équation différentielle,
k° k3 a) TT + És(T)
Lo(æ+ h)— Lo(æ)— (x) h = Ei(æ) 2 + El (æ) +...
(1) 3 FT Véraiets
à cause des relations (11) du n° 278.
Appelons maintenant n le module de 2, et supposons pour commencer n<1; appelons encore &;, pour £>1, la somme des modules des termes du développement de E;(æ) en fractions simples (277, 1). Comme x est infinie dans une direction polaire,
on finit évidemment par avoir
de plus, nous avons reconnu incidemment que Æ tend vers 0 (278, V). Le dernier membre de la relation (1r1} finit donc par
avoir un module inférieur à
par suite il tend vers o, ce qui donne
… OOCENAIIRT HN MT) 2 m5 A lim Le — hë (x) = 0 = limf/ Du n| (278, IV),
relation équivalente à celle qu’il fallait établir. Du cas où mod << 1, on passe au cas général, au moyen d’iden-
utés analogues à
o(r+hith) o(æ+h)o(æ+h+h) D) UNE Loeh o(æ + A)
VI. La fonction o(x) est polarisée, avec des valeurs polaires toutes deux infinies.
Cette fonction étant indéfiniment olotrope (285) et ne dégénérant pas en une constante est infinie pour quelque valeur infinre de x (8), que sa périodicité permet d’astreindre à varier dans une même bande. Ainsi donc o(æ) est infinie quand x s'éloigne indéfiniment dans une bande, et, à cause de la relation (6), la marche de æ peut être supposée s'effectuer aussi bien dans la direction boréale que dans la direction australe. La relation (10) montre, de plus, que si une marche à l'infini de direction donnée rend o(x) infinie, la marche correspondante de æ + h jouit de la même propriété. Or, à cause de l’indétermination de À, x + h n’est pas autre chose qu’une autre valeur de x allant à l'infini d’une manière quelconque dans la même bande et dans la même direction.
Comme les valeurs polaires de o(x) sont toutes deux infinies, l’ordre de cette fonction (266) est 2, somme des degrés de multiplicité de ses zéros simples o, Il, contenus dans sa première bande élémentaire (IL), (IV). La considération de ses raisons polaires (269, IV) conduit à la même conclusion; car, d’après la formule (10), l’exposant de e dans leur rapport est
QTL
Ti TE Er h— h—(—)2) SI h,
et 211 est la période de o(x) qui n’a point d’infinis.
VII. Entre o(x, I), o(x, w), déterminations de notre fonction o(x) qui correspondent aux demi-périodes I, 5, on a la relation
(12) o(æ, M)= Ro(tæ m).
Elle résulte effectivement, soit de la formule fondamentale (5) combinée avec la relation (17) du n° 278, IV, 3°, soit des identités
évidentes
m5 : A TR ie PRÈNE a) mu mo” 5 TAN
En appelant 0 une constante non = ml, et Q;x(x) le pro
CHAPITRE VII. — DÉVELOPPEMENT DES FONCTIONS CIRCULAIRES. 303 duit des 24 + rs facteurs T nr et) 0 + mlIl où mn a les valeurs — X, —{Æ—1), ...—1,0,1, ...,k, et en intégrant de o à + sur un chemin ne contenant aucun des points + mIl, on trouve, par un raisonnement identique à celui du n° 285, + N 4 (3) limlQr(æ)= je E(æ —0)dr ou bien f Etæ—0jdr limQz(x)= et à
fonction de x encore indéfiniment olotrope que nous représenterons par o(x, IT, 4). Elle se ramène immédiatement à o(x, H); car les relations (13),
(5) donnent “ d d ee lot = (re re lo(x —0,]II), d'où GO).
lo(x, HU, 0)— Zo(x—0, 11) = 7 Un) — const.
et, par suite aussi, o(æ, IT, 0) us C o(x—0, IT) Pit ture es L na ® On a d’ailleurs C — C6, 3 Parce que o(æ, II, 0) se réduit évidemment à 1 pour + — 0. Il vient donc définitivement N0 GREAT) (14) EMI PRES SCT 288. Sotent (15) Mis Mes TM ge (16) L45 (Ha CO MERENe
deux groupes d’entiers positifs quelconques, et (17) di; Nr) NN)
(18) X1, A, ORST y
deux groupes correspondants de quantités quelconques, incongrues suivant la quantité; appelons en outre À un entier —0 ou 1, selon que la différence des sommes des entiers (15), (16) est paire ou impaire. L'expression
. [o(r— a)]"...[o(xr — ag) ]"e [o(æ— a) ...[o(x — ay) JU
est une fonction de x indéfiniment méromorphe de période KI et polarisée, ayant pour zéros et infinis les quantités (17), (18) aux degrés de multiplicité (15), (16).
Le premier point est évident, parce que o(x) et l’'exponentielle sont indéfiniment olotropes.
L’addition de IT à x multiplie l’exponentielle par ei = (— rh, et chacune des fonctions o par — 1 (286, IIT); elle multiplie donc o(æ) par une puissance de — 1 dont l’exposant
À+(m+...+ Me)—(Wi+...#+py)
est toujours pair, c'est-à-dire par 1.
Le dernier point est évident parce que l’exponentielle n’a ni zéro, ni infini, et que les fonctions o(x — a), o(x — à) admettent a, à pour zéros simples (286, IT).
Quant à la polarisation de v(x), elle résulte de celle de son premier facteur et de o(x — a;), ..., fonctions qui toutes admettent la période 211 (270).
289. Réciproquement, si l’on représente par les notations (17), (18) les séros et tn finis, aux degrés de multiplicité (15),(16), de la fonction indéfiniment méromorphe f(x) à la période unique NH et polarisée, qui tombent dans une méme bande, on
aura 2H
f{æ)=Ke I g(x),
où k est quelque entier (positif, nul ou négatif) et K une constante.
Il est évident, en effet, que le rapport LD est une fonction indéfiniment méromorphe, de période unique IL, et polarisée, qui
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est dépourvue de tout zéro et de tout infini. Il est donc de la
2TTé PEL
forme Ke Ü (969, 11).
Cette formule fournit, pour toute fonction unipériodique polarisée, la décomposition à laquelle nous faisions allusion au début de ce paragraphe. On déterminera l’entier /: par la condition que la raison polaire boréale (ou australe) de l’exponentielle (269, IV) soit égale au quotient de celle de f(x) par celle de o(x) dont le calcul est facile (286, V). La valeur du facteur constant K se re ensuite de ce que devient la formule pour particulière n’annulant pas son second membre.
Aux fonctions o(x — di), -.., On peut y substituer les pro-
duits o(— à,, I)o(x, I, Au)y NN
L—= Lo, Valeur
290. Le développement de sinx fournit l'application la plus _ intéressante de cette formule. Au lieu d'opérer directement, nous substiluerons à sinx, de période 27 et d'ordre 2, la fonction I(x)= esinx, de période + et d’ordre 1 seulement, avec le zéro simple unique x — 0.
7 L "SRE Comme on a ici }— 1, —r = 26, il vient
exsinr = Kekireiro(r, +), c'est-à-dire sinx = Kek%xo(x, x).
L'expression de sinx en et donne immédiatement pour sa raison polaire boréale e-t#, égale à celle de o(x, r) (286, V);il en
résulte £ — 0. On a d’ailleurs K — : parce que les rapports _—
152 tendent tous deux vers 1 quand x tend vers o (251), (286, 1).
Il vient donc définitivement
HA = 0(7,T
(19) 2 Ce ff RSR En. 0 PERSAN ln — ÀT ere T LT ou bien, en groupant les facteurs équidistants du facteur médian trs ; Ua æ? HA (20) sn = 2 (12 TT 0 UE He à .…
291. Le développement de cosx s'obtient de la même manière : M. — II.
mais il est plus expéditif de le déduire du précédent. La for-
mule (19) donne effectivement
à T° T COST = — SIN DE) — 0 DRE RU 2 2
$ ‘4 TL — im | ses (21) 2k +1 1 a T An a 1) si
\ — D — Le . IL — — | HU, DANCE D ILE TUE | ANT —. Fm LUN INÈTEE { 2 2 >
en groupant les facteurs qui se permutent par le changement
de x en —- t!
Voici des conséquences intéressantes des formules pré
cédentes.
I. Les développements de sinæ, cosx par la formule de Maclaurin, et les séries entières fournies par les développements des seconds membres (effectués comme si le nombre des facteurs y était limité (371, nf.) étant nécessairement identiques, les coefficients des termes semblables y sont égaux. En égalant ceux de æ°, par
exemple, dans les deux membres de la formule (20), il vient ainsi
2 12 à À LR CP ATR CE
Le
Etc.
1 TC 0 T e IL Pour Re EOn à sin et la relation (20) donne
TES I 1 [I [=] al 7 (2—1)(2 +1) (4—1)(4 +1) (2m—1)(2Mm+i1) Le.
DATES
et, pour x réelle et < 7 numériquement, tous les logarithmes postérieurs au premier dans le second membre sont développables par la formule de Maclaurin (171 ), en séries entières jouissant évidemment des propriétés mentionnées dans l’énoncé du n° 105*. On met ainsi l’excès de /sinx sur /x sous forme d’une série entière en +, facile à calculer avec une approximation déterminée.
De même pour / cosæ à cause de la relation (21). Ces deux formules servent de base au calcul des valeurs de log sinx, log cosx,
par suite de log tangæ, log cot, qui seules figurent dans les Tables trigonométriques.
Les formules (12), (14), (19) donnent immédiatement
AE e in (x — 0)
sin (- de 0)
294. La relation (2), combinée avec la formule (20) du n° 289 et avec l’intégration à vue
cos æ d'sin x ; Cotx dx = | —— dr — | 7 = l'sinx +C, sin æ Sin æ
nous aurait conduit immédiatement à la formule fondamentale (19). Nous aurions pu également ÿ arriver plus rapidement en approfondissant d’abord la nature du produit variable Pz(x) considéré en lui-même. Mais, d’une part, l’étude d’une série factorielle (produit de facteurs en nombre infini) ne se fait bien commodément que par l'intermédiaire de la série ordinaire procédant suivant les logarithmes de ses facteurs ; d’autre part, nous aurions laissé dans l’ombre l’étroite connexité existant entre les foncuons o(x), Ë,(x). Nous avons donc préféré la méthode ci-dessus, moins expéditive, mais bien meilleure au point de vue déjà signalé à la fin du n° 284; en outre, elle nous laissera bien peu à ajouter, quand nous traiterons la même question pour les fonctions ellip-
uques (351 et suiv., énf.).
TLog QU ) — Sn, OLIS
Intégration des fonctions unipériodiques polarisées.
295. Ce problème se confond avec celui de l'intégration d’une fonction composée rationnelle quelconque d’exponentüelles et de fonctions circulaires méromorphes, toutes à même période; il est maintenant susceptible d’une solution très simple et très générale, dont on remarquera la grande analogie avec l’intégration des fonctions rationnelles par décomposition en fractions simples.
Soit f(x) une fonction unipériodique quelconque, de période IF,
et polarisée. Nous avons vu au n° 269, IT, que f(x) est décompo- 2TÉ sable en une fonction linéaire d’exponentielles de la forme e sut (les multiplicateurs Æ étant des entiers de valeurs et de signes quelconques) et en une fonction de même période II, dont les valeurs polaires sont finies. Cette dernière, à son tour, est réductible à une fonction linéaire de fonctions &;(x — 2j) (280). On a
donc en résumé 27,
f(æ) = Bo + 2 Bye nu + SA; ;E;(x—a;),
où, dans la première somme Y, À ne prend pas la valeur o. On a maintenant, en faisant abstraction des constantes arbi-
traires,
2T i 2Ti kK— x II K— x mboadr=B,x, 2 Lvyar= :C XXE
pus, sicest > 1 (275, Î),
Lee 04 £ = Séi(æ — aj) dx — Re
Er1(æ —%;), puis enfin, si &— 1 (286, [),
Six — 4j) dx = lo(x —a;).
1l vient donc
Tr
M. HDi
| +Ÿ — = fe 1(T — a;j) + DA:,;jlo(x — a).
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C’est la formule que nous voulions obtenir, et dans l’avant-dernière partie de laquelle, l’indice # ne peut prendre la valeur 1. On peut naturellement y remplacer les exponentielles par des
: . . T T sinus et des cosinus, les fonctions £;_, (x —«;) par AGE 4j)
et par ses dérivées (283), et les fonctions o(x — 4j) par HMEAT mL (æ—a;) (293),
ce qui donne à l’intégrale une apparence circulaire s’il ÿ a quelque raison pour la préférer.
Il faut évidemment et il suffit
° Pour que l'intégrale soit méromorphe, que la cinquième partie de l’expression (1) n’existe pas, c’est-à-dire que tous les résidus de f(x) soient nuls;
2° Pour qu’elle soit indéfiniment olotrope, que la quatrième partie n'existe pas non plus, c’est-à-dire que f(x) n'ait aucun infini;
3° Pour qu’elle soit périodique, que la cinquième partie n'existe pas, et en outre que B, = 0.
995 bis. Les considérations si simples du numéro précédent fournissent, pour des différentielles courantes formant une classe fort étendue, une méthode d'intégration systématique qui, à aucun point de vue, ne nous paraît inférieure aux artifices en faveur. Nous y reviendrons dans Île Chapitre I de notre troisième Pare; mails, en attendant, peu de mots nous suffiront pour en faire apprécier le mécanisme.
[. La combinaison des formules (20), (21) du n° 282, (11) du 278,
donne immédiatement
À a = fh(r, r)dr = —t(x, r)+G=—cotx + CG.
sin? æ
II. Celle des formules (20) du n° 282, (5) du n° 286, (19) du n° 290, conduit à
fcotx dx = f ti(x, r) dx = lo(x, r)+C = lsinx + C.
IT. On trouve de la même manière (282, IV), (293),
_dæe DRE, 27) dx — [ Ei(x —"n, 2T) dx
sin æ — lo(x, 2r)—lo(x—7r,2r)+cC
— 1 (2 sin É r)—1| sin æ—x))] + C
: + C2 liang? + C°.
Etc.
Ces formules sont connues de temps pour ainsi dire immémorial, et les procédés qui les ont procurées sont des plus élémentaires; mais ils sont absolument empiriques aussi, et aucun d'eux
ne peut en expliquer les natures variées.
THÉORIE SOMMAIRE DES FONCTIONS ELLIPTIQUES
Classification des intégrales elliptiques et ultra-elliptiques.
296. Les premières idées acquises sur les transcendantes étudiées dans les Chapitres précédents ont été inspirées aux inventeurs par les besoins de la pratique, et, quoiqu'elles soient bien loin encore de n’avoir plus cours, nous les avons abandonnées complètement pour remettre ces fonctions à leur place naturelle, pour les montrer sous leur vrai jour. Il n’en sera pas ainsi pour celles dont nous allons maintenant nous occuper, parce que ce sont des considérations purement théoriques qui ont guidé les géomètres dans la recherche de leurs propriétés.
Revenant aux intégrales abéliennes considérées aux n% 222 et suiv., dont la forme générale est
SF(x,y)dx,
où F désigne une composante rationnelle, et y la racine carrée d’un polynôme entier 9(æ) de degré effectif À > 0, et sans zéro multiple, nous supposerons maintenant, comme ilest permis de le faire d’après le n° 223, que ce degré k est un nombre par 2n. Alors Les intégrales fondamentales (7) du n° 224
x8s dx LE (1) = | — da} PRG Ti. 27 — 2)
Y Ve) sont en nombre égal à 2n —1.
Si on les prend de x, à X (sur un chemin de longueur limitée), toutes sont finies. Effectivement, les seules valeurs de æ pour lesquelles la fonction placée sous le signe f cesse d’être olotrope sont les zéros de #(æ) (125). En appelant a l'un d’eux et posant
o(r)=(x—a)ei(x),
2,(x) ne s’évanouit pasén T—aellona
il 1 - LH ON ho(æ—a) 2+ hi(x — a} +...
Veai(æ)
parce que, 1/0,(x) étant olotrope en x — a, le second facteur du membre moyen est développable par la formule de Taylor.
On en conclut (157)
5 d. + à JE c + À (0-0 CCS
œ Té a
expression finie pour x — 4.
Quand X est infinie, on peut écrire
x x£ dr Re He — NUE ) 4 4 EU Ji Lo de
en allongeant assez le premier tronçon du chemin d'intégration pour que le deuxième ne contienne pas la valeur particulière o de x. La première intégrale du second membre est finie comme on
vient de le voir. En faisant x — dans la seconde, elle devient
à dt (2) EN files 1 L8F2-R dE)
le polynôme Ÿ(#) étant de degré 2R [an—1,sie(o)— 0 | et donnant Ÿ(0)-<o. Cela posé, et en admettant, bien entendu, que,
ei Re à Fa UAE VENUE quand x s'éloigne de x, à infini, & — ; décrive un chemin limité A : LENS en longueur de — à o, il y a deux cas à distinguer. T1
1° SI SRE & +2—n est un entier nul ou négatif, on rentre dans le cas précédent pour l'intégrale auxiliaire (2), et l'intégrale considérée est comme celle-ci Jinte.
Eee 2,S+2— nest unentier positif 2’, et ces deux intégrales sont infinies. Car dans le voisinage de &— 0, la fonc- Uon sous le signe se développe en une série de la forme
OM At APCE hi tré Pl en ..
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où }9 n’est pas nulle, dont l'intégrale indéfinie (157)
ho
CAPES ms ei
Lg +l+,.., sig > 1, ou C+ hl(t)+..., si g'—1, est infinie en { — 0. Ainsi donc les 7 — 1 intégrales fondamentales (1) où g a les valeurs 0, 1, ..., 2 — 2 sont finies pour x infinie; on les nomme intégrales de première espèce.
Au contraire, les nr autres où cet exposant a les valeurs nr — 1, n, .-., 2n—2 sont infinies pour x infinie, et sont dites de deuxième espèce.
297. Quant aux intégrales fondamentales de la forme (8) du même n° 224, chacune d’elles devient infinie, mais seulement pour la valeur à de x, qui annule le multiplicateur linéaire du radical: on sen assure en pôsant æ —(—+#{ et raisonnant comme cidessus (296, 2°). On les nomme intégrales de troisième espèce.
Le nombre et les valeurs des quantités à dépendent non seulement de la nature du polynome w(x), mais encore de celle de la composante rationnelle F. Pour un même polynome (x), le nombre des intégrales de troisième espèce, qui est celui des quanttés dont il s’agit, est donc illimité, ce qui n’a pas lieu pour celles de première et de deuxième espèce. Néanmoins si, dans l'inté-
dx (æ—u)y"
on considère A comme une variable paramétrique, on peut dire
grale en question
qu’il y a une seule intégrale de troisième espèce, fonction des deux variables x, 4. Cette seconde variable à se nomme le paramètre de l'intégrale de troisième espèce. La distinction faite au n° 294 entre les cas où à est ou n’est pas un zéro de w(x), devient alors très secondaire.
298. Pour les intégrales elliptiques (225) dont nous allons maintenant nous occuper, on a 27% — 4, et, d’après ce qui précède, chaque détermination du polynome biquadratique (x) donnera seulement comme fonctions nouvelles pour nous une inté-
314 DEUXIÈME PARTIE. — FONCTIONS D'UNE SEULE VARIABLE. grale de première espèce
dx
ES, 7 Vo(æ)
deux intégrales de deuxième espèce
x dx x? dx Vo(z) Vo(x)
et une intégrale de troisième espèce
dr (5) i Sa (x—a)Veo(x)
dépendant tant de x que de son paramètre a.
Première étude de la fonction inverse de l'intégrale elliptique de première espèce.
299. La théorie des intégrales elliptiques a pour base les propriétés de celle de première espèce (3) du n° 298, que nous allons tout d’abord étudier.
Désormais nous appellerons w la variable d'intégration, puis a, b, c, d les quatre zéros simples et nécessairement inégaux du polynome biquadratique o(w) qui prend ainsi la forme
o(u)=G(u—a)(u—b)(u — c)(u — d), où la constante G est =£ o.
Nous appellerons æ une détermination donnée quelconque de l’intégrale indéfinie de première espèce, de manière à avoir
(1) ef du vou)
ou bien, ce qui revient au même,
(2) PE = YOU au = bu d),
u désignant maintenant la fonction inverse de l’irtégrale indéfinie, dont la considération est préférable.
300. La discussion de l'intégrale de l'équation (2), précisée par
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des conditions initiales données, et considérée seulement pour des valeurs de x suffisamment voisines de sa valeur initiale, conduit aux résultats suivants.
I. Si pour x = #,, valeur quelconque de +, on doit avoir u — u,, valeur quelconque de u non égale à l’un des quatre zéros a, b, c, d de o(x), le radical figurant dans le second membre de (2) est olotrope parce qu'il ne s’évanouit pas (125), et, en vertu de la théorie générale des équations différentielles totales (301*), cette équation admet une intégrale qui est olotrope en &o.
On sous-entend toutefois, que le radical a été exactement précisé par un choix préalable fait entre les deux déterminations initiales opposées dont il est susceptible pour w = us. Si l'on admettait indistinctement ces deux déterminations, notre équaton différentielle aurait deux intégrales distinctes (olotropes en æ, ets y réduisant à wo).
IL. Si pour x = x,, u doit se réduire à l’un des quatre zéros de o(u), à « par exemple, le changement de fonction inconnue 9 U—=A+uS transforme notre équation en une autre se dédoublant en
(4) u,;=0 (identiquement), du dx
TN (ENT ENpENT u?+a—c(u? + a — d), SVG Cu
et simultanément la condition initiale en u}, = 0, pour x = xs.
À cause de l'inégalité numérique des zéros de o(u), le radical de l’équation (5) ne s’évanouit plus en uw! — 0; il y est donc olotrope (125), et par suite cette équation, comme (2) dans Île cas ci-dessus (1), admet en x — x, deux intégrales olotropes qui correspondent aux deux déterminations maintenant disunctes du nouveau radical.
Mais chacune d'elles est égale au produit de l’autre par —1; car, en changeant uw’, en — u;, dans l’équation (5), on ne fait que passer de la détermination du radical (où w!, entre seulement par uw?) à la détermination opposée, sans modifier la condition initiale. En les portant donc, ainsi que u,—0o (4), dans la formule (3), on trouvera pour u deux fonctions seulement se
réduisant à a pour x = x, et toutes deux y sont olotropes; l’une reste égale à a quelle que soit x, l’autre est variable.
TT. L’équation (2) admet deux intégrales assujetties à la condition d’être infinies pour x = x,; toutes deux sont méromorphes en ce point.
La substitution
I L du TNA (6) ILES d'où —— = —— u dx u”?
transforme l'équation (2) en
) Gi — au/)(L TL) GATE
PES D
et la condition initiale en #”—0, pour x = x4.
Comme ce nouveau radical ne s’annule pas en #"= o, il y est olotrope, et, sauf distinction faite entre ses deux valeurs initiales, l'équation (7) admet deux intégrales nulles et olotropes en x = x, (1). En les portant dans la formule (6), on obtient deux fonctions non olotropes en +5, mais méromorphes, parce que leurs inverses arithmétiques w” y sont olotropes (43); ce sont les deux intégrales que notre énoncé mentionne pour l'équation (2).
301. Dans toute l’étendue du plan, une intégrale déterminée quelconque de notre équation différentielle peut être calcülée indéfiniment par cheminement, soit directement, soit indirectement par l’intermédiaire des fonctions u!, u,, wi, uy, u" cidessus (300), et elle y est méromorphe.
I. Pour toute valeur de w”, tombant dans une aire S', contenant le point u, — 0, et délimitée de telle sorte que la distance de lun quelconque de ses autres points à celui-ci reste inférieure à une quantilé positive n moindre elle-même que le plus petit module des racines carrées de b — a, c— a, d — a, le radical de l’équauon (5) reste olotrope, parce qu’il ne peut s’y évanouir. On peut donc, puisque ce radical n’est pas compliqué de x, assigner un même olomètre p, à l’intégrale w},, pour toutes les valeurs de x qui font tomber la valeur de cette fonction auxiliaire dans S;; et, par suite aussi, en vertu de la relation (3), à notre intégrale w, pour
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toutes les valeurs de æ qui font tomber la sienne dans une aire Sa délimitée autour du point &, de manière qu'aucun de ses points ne s’écarte de celui-ci d’une distance supérieure à n°? (301*).
On déterminera semblablement trois autres quantités posi- Lives 94 ; PP et trois aires 54, Se, Sa COntenant les points u — b, c, d, lesquelles jouiront de cette propriété, que pour toutes les valeurs de x plaçant celle de w soit dans S4, soit dans DITS OIL
F4 ë 4 / ! ! e dans Sy, cette fonction ait pour olomètres p;, pe; pq respectivement.
O d A . " A I 1 % [74 « 1/4 ] n peut e même assigner un meme o omeétire p AU ; u
intégrale de l’équation (7), pour toutes les valeurs de + qui placent celle de w” dans une aire S' contenant #”— 0, et telle que les modules des quatre quantités au", bu”, cu", du" y restent inférieurs à une quantité positive 0 < 1, c’est-à-dire qui font tomber w dans une aire (illimitée) S,, dont tous les points sont séparés du point #4 — 0 cud
DU Appelons enfin S ce qui reste du plan servant à la notation
‘ “a LARMES PES r par une distance supérieure aux modules des quantités See
graphique de w, après l’ablation des A D OO ou LL est évident que cette aire est limitée et que le radical y est olotrope, puisqu'il ne s’y évanouit pour aucune valeur de u(nidexquin’y entre pas). On peut donc encore, toujours en vertu de la théorie générale (301*), assigner un même olomètre p à notre intégrale u, pour toutes les valeurs de æ qui ne la font pas sortir de S.
D réunion destaires S,/ Sp Den 94) 9,5 © reconstitue la totalité du plan où nous notons w, il est clair qu’en appelant Ô la plus petite des quantités p,, 0ÿs Pos Par Pr Pr On peut calculer u par cheminement dans tout le plan de notation de x en faisant des pas d'amplitude au moins égale à à. Seulement l'opération qui est directe quand & tombe dans l’une des aires Su, S5, Sc, Sa et S est indirecte quand la valeur de cette fonction se trouve dans 5, ; elle s'exécute sur la fonction auxiliaire w” d’où l’on repasse à w au
moyen de la formule (6).
IL. Soient enfin s, une aire de dimensions inférieures à à, délimitée arbitrairement dans le plan servant à la notation graphique de x, x; une valeur de cette variable intérieure à sx, et w; la valeur atteinte par w en ce point. Dans set d’après ce qui précède, cette
fonction est olotrope, si u; tombe soit dans S,, soit dans Sg, soit dans Se, soit dans Sy, soit dans S, et méromorphe seulement (43)
LL LJ I » 4 si C'est dans S, puisque w'— 4 st certainement olotrope en x;.
Quoi qu'il puisse arriver, elle est donc méromorphe au moins dans s>, partant dans toute aire limitée, puisqu'on peut évidemment décomposer celle-ci en un nombre limité de fragments analogues à sx, c’est-à-dire indéfiniment.
302. En exceptant comme de raison les quatre intégrales (singulières) de l'équation (2) u— a, b, c, d, quisont identiquement constantes, et appelant Ex) une des intégrales ordinaires variables que désormais nous considérerons exclusivement, il résulte de tout ce qui précède que cette fonction E(x) est indéfiniment méromorphe, et qu’elle est entièrement déterminée par la connaissance : 1° de la valeur w, — E(x,) qu’elle prend pour une valeur
particulière +, de x ne la rendant pas infinie; 2° quand o(uo) n’est pas nulle, de la valeur correspondante R,. du radical Vo(u), choisie naturellement parmi les deux valeurs numériques opposées
de | D(u).
Ceci rappelé, on a le théorème fondamental dont voici l'énoncé :
Quelle que soit U, l'équation numérique (8) E(æ) = U a une infinité de racines finies, et, en appelant X une quelconque d’entre elles, toutes sont fournies par les formules (9) æ — X + mll + nQ, (10) T=S—X+mlI+nQ, où m,n sont des entiers (positifs ou négatifs) absolument indé-
terminés, et S, Il, Q trois constantes dont les deux dernières ont un moment 7<0 (257).
Î. La quantité x, étant arbitraire, nous la choisirons de telle sorte que w = E(x,) ne soit égale à aucune des quanutés a, b, c, d, ce qui est possible, puisque É(x) ne dégénère pas en une constante; ensuite nous observerons que Ex) étant indéfiniment méromorphe, les racines de l'équation (8) sont les diverses valeurs
ÉCRIN
que précisent les conditions iniuales x = %,, pour u = wo, condi- . à = .. La Le [ DA APT NER uon ne comportant aucune ambiguïté, puisque E (to) rs V?(uo) n’est pas nulle (48).
La fonction implicite x que définit cette équation finie n’est pas autre chose que l'intégrale de l’équation différentielle
dx I f
du E(2) Yotu)
déterminée par la même condition initiale accompagnée de
Vo(u)= R;,, pour u = uw. Il en résulte que les racines de notre équation (8) sont égales aux diverses valeurs de l'expression
(12) | SEXES re RRAN Vo(u) l’intégrale + du 13 Res 2) Je
étant prise sur tous les chemins imaginables qu'on peut tracer de us à U, et la valeur initiale du radical étant toujours —R,..
La fonction placée sous le signe f ne cesse d’être olotrope qu'aux points &, b, c, d; un quelconque de ces chemins peut donc être amené par déformation progressive, faite dans un espace où cette fonction reste olotrope, n’altérant pas par suite la valeur de l'intégrale (13), à se composer d’une succession, avec ou sans répétitions, de quelques-unes des boucles simples
(14) (æ), (0), Co) Et
allant de wo à wo et enveloppant une seule fois chacune le point correspondant à l'exclusion des trois autres, puis d’un chemin
(15) [uw U]
tracé arbitrairement et une fois pour toutes de wÿ à U (229*, Il).
320 DEUXIÈME PARTIE. — FONCTIONS D’UNE SEULE VARIABLE. Nous appellerons I la valeur de l'intégrale (13) prise sur ce
dernier chemin, et X la valeur correspondante x, + I de l’expression (12), qui est une première racine de l’équation (8).
Il. L'intégrale (13), prise sur l’une des boucles (14),(a) par”
exemple, a une valeur À, indépendante du sens de rotation dans lequel cette boucle peut être parcourue; on a de plus
(16) A 2 us
l’intégrale étant prise sur un chemin [usa] tracé de u, à a, de telle sorte que, doublé par lui-méme en sens inverse, ül puisse être considéré comme une boucle (usaus) limitant avec (a) une aire ne contenant aucun des points b, c, d.
Soient [wow], [wow |" les chemins d'intégration constitués par la boucle (a) parcourue à partir de w, dans les deux sens de rotation possibles, À,,, À, les valeurs correspondantes de notre PRET : ( intégrale, et bu), "b(u) les valeurs acquises pa un
pu)
même point w de ces deux chemins géométriquement identiques, après le parcours des arcs de l’un et de l’autre qui conduisent de u, en ce point, le radical, lui, partant dans les deux cas de la même valeur initiale R,.
On a 'd(u)— —"L(u), parce que chacun de ces ares devient équivalent à l’autre quand on le fait précéder de la boucle (a)
(166, IT), (115, 2 Jine); il en résulte évidemment
= f yaudu=— f qua =—|- f [otto]" AA
[ouç]"
ET ( du — Au
parce que [uw |” n’est pas autre chose que [wow]! parcouru à rebours.
Déformons enfin la boucle (a), sans qu’elle franchisse aucun des points à, b, c, d, jusqu’à ce qu’elle se compose : 1° d’un arc Fuoa] du chemin [w,a], bmité à un point & se rapprochant indéfiniment de a; 2° d’un contour fermé [42] de dimensions infiniment petites, enveloppant a une fois seulement; 3° de l'arc [aus | géométrique-
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ment égal à [w,æ]. On aura évidemment sans cesse
A2 Lu) du + Lu) du + f V(u) du [œuo]
[u9%) [ox]
« TT Pr du TAF, 2 wo Ve( u) [4] ve u)
la première intégration devant s'effectuer sur [ 4,2] à partir de la valeur R,. du radical, et la seconde sur le contour [4x] à partir de la valeur finale à laquelle le chemin précédent a conduit le même radical.
En posant o(u)—(u — «a)v,(w), on a évidemment sur le contour | ax]
ou) = ho MU) EE. …., d’où ré SE Le lie -
RG) (u — a) *[yiu)] ?=H(u—a) ?+ Hi(u—a)}+...,
parce que ko = ?,(a) n’est pas nul; on en conclut (197)
— =C+(u—a |: Ho S Hi(u— a)+.. |
parce que, de « en « sur le contour [ax], (u — a)° passe toujours
de sa valeur initiale à la valeur opposée (126), (113). Cette der-
nière quantité tendant vers zéro quand a tend vers a, on a bien
(9 4 a (17) Au aim f. LES du (939+)
vo(u) u Ve(u)
- Nous représenterons par
puis HAN É H,+ [4] Vo(u) :
(18) Au B,;; Cup) D,
les valéurs de l'intégrale (13) prises respectivement sur les boucles (14). Elles ne sont pas indépendantes de la position du point w,; car, s’il passe en w, après avoir décrit l’are [wow |, sans, bien entendu, que la boucle correspondante franchisse quelqu'un
. des points a, b, c, d, la formule (17) montre que chacune d’elles
diminue de
HAE
2 ep | un Vetu)
l'intégrale étant prise sur cet arc.
III. Les valeurs de l’intégrale (13), prises sur les boucles (14), allongées du chemin (15), sont respectivement
Au, — 1, B,, — I, Cuiy — I, D,,— [.
Car le parcours de la boucle (a), par exemple, donne d’abord une partie de l’intégrale qui est égale à À, (IT), etramène en He, le radical u) à la valeur finale —R,. (166, IT), (113). Cette
? Lo Fi ?
quantité étant bien la valeur initiale qu’il faut attribuer au radical pour achever l'intégration sur le chemin (15), on trouvera —[ pour dernière partie de l’intégrale, puisque nous avons appelé I ce que donne le même chemin quand le radical part de R,..
IV. L'intégrale (13) prise consécutivement sur deux des boucles (14), (a) puis (b) par exemple, suivies du chemin (15), a pour valeur À, — B,, + I:
Nous venons de constater que le parcours de la boucle (b) suivie du chemin (15) donne B,,— 1; en plaçant la boucle (a) avant le nouveau chemin ainsi composé, on trouvera donc, comme
ci-dessus (LIT), Au, Le (Bx, Er I) = (Au — B,,) + I,
excès sur ce qu'il fournirait seul, de ce que donne la boucle qui le précède.
Si les deux boucles considérées se réduisaient à la même parcourue deux fois, (&æ) par exemple, on trouverait évidemment pour l'intégrale À, —(A,,— 1) = I.
On remarquera que la succession de deux boucles (a), (b), constitue un chemin fermé équivalent à tout autre enveloppant dans un sens déterminé convenable les deux points a, b, à l’exclusion des autres €, d, et sur lequel le calcul de l'intégrale (19) donne pour résultat À, — B,.. Ici le résultat ne dépend pas de la position de &,; Car, en passant de us à w, À, comme B,, diminuent simultanément de la quantité (19), ce qui ne change pas leur
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différence. On le verrait encore en raisonnant comme ci-après (V, énf.), c’est-à-dire en prouvant qu'entre deux chemins fermés de cette espèce Ve(u) reste olotrope, ce qui entraîne l’égalité des - valeurs de l'intégrale (13), prise sur l’un et l’autre dans des sens de rotation identiques (229*, V). Mais le résultat dépend de l'ordre dans lequel les boucles se succèdent; il est À, — B,, pour ordre (a), (b), et B,, — À,, naturellement pour l’ordre (b), (a).
Un raisonnement analogue à celui de l’alinéa (IT) donnera
20) Au, — Bi = 2 Ru a Ve(u)
l'intégrale étant prise sur un chemin tracé de a à b, de manière que sa duplication faite à rebours donne un contour fermé, déformable jusqu’à celui que composent (a), (b), sans que c, d soient franchis. En un point à très voisin de a sur le chemin, 1l faut faire un choix convenable entre les deux déterminations du radical, sans quoi le second membre de cette formule serait non égal, mais opposé au premier.
On notera encore que le parcours de deux des boucles (14) (différentes où identiques) ramène le radical à la valeur R,,; car celui d’une seule l’amène à la valeur —R;, que celui de l’autre change en —(—R,,)=RkR,,. De même pour toute autre combinaison de ces boucles prises en nombre pair.
Si, au contraire, on prenait des boucles en nombre impair, la valeur finale du radical serait —R,..
V. En supposant, comme il est permis de le faire, les boucles (14) tellement tracées que, sans franchir aucun des poinis 4, b,c,d,on puisse déformer le contour fermé que donne leur soudure les unes aux autres faite dans l’ordre où nous les avons écrites, de manière à le superposer à un contour fermé(K.) bordant une aire où ces quatre points tombent simultanément, on «a
(21) Au Buy + Guy — Duy = 0:
Par exemple, si aucune des quantités a, b, c, d n'étant sur
le segment rectiligne tracé d’une autre à ws, elles se trouvent écrites dans l’ordre circulaire où les rencontre une demi-droite
pivotant autour de ce point dans un sens de rotation constant, on réalisera cette disposition en faisant les quatre boucles équivalentes aux quatre segments rectilignes [wa], [wob], ..., doublés chacun par lui-même pris à rebours (I). | . I : :
La fonction ———— est localement olotrope dans l’aire comprise
pu) entre le contour (K) et celui qu'a créé la soudure des quatre
boucles, parce que (uw) ne s’y évanouit jamais. Elle y est en outre monodrome, car deux chemins de mêmes extrémités tracés dans celte aire peuvent se déformer de l’un à l’autre, soit sans franchir aucun des quatre points &, b, c, d, soit en les franchissant autant de fois les uns que les autres, ce qui multiplie la valeur finale du radical par une puissance de — 1 dont l’exposant est nul ou mulüiple de 4. Elle y est donc olotrope d’une manière absolue (172*), et l'intégrale (13) a des valeurs égales, soit sur l’un, soit sur l’autre de ces contours fermés qui la bordent, l’un intérieurement, l’autre extérieurement, quand on les parcourt, bien entendu, dans des sens de rotations identiques (229*, V).
Sur les quatre boucles soudées, l’intégrale est égale à
Au — B4, + Cry — D:
Sur (K), sa valeur est indépendante des dimensions de ce contour dont nous pouvons ainsi supposer tous les points infiniment éloignés de l’origine. Alors en posant, comme au n° 300, II,
I a \ I LA r L . , « U— = d’où du = — a du”, l'intégrale dont il s’agit est égale à
Le du” la UE ao
: 4 4 4 LI prise sur le contour fermé (K”) décrit par Hi pendant que «w [TA
décrit (K). Les points de (K”) pouvant être supposés aussi rapprochés qu’on le veut de o, valeur de w” qui n’annule pas ce nouveau radical, la fonction sous le signe est olotrope à l’intérieur
de (K”) et l’intégrale est nulle (229*, LIT); d’où la relation (21).
VI. Un chemin formé par une soudure de boucles (14) prises en tel nombre et en tel ordre qu’on voudra, puis terminé par
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le chemin (15) donne pour l'intégrale (13) une des cinq quantilés (22) I, Au, — I, By, — FE Cry — lE D, — f:
augmentée d'une somme de multiples entiers (positifs ou négatifs) des six différences
(23) Aus — Buy Au ENS Cu Aus — Du; B,, — Gus By, — D, Cry — Du
des quantités (18) prises deux à deux.
Dans un pareil chemin, toute paire de boucles identiques et contiguës n’a aucune influence sur la valeur de lintégrale, n1 sur la valeur initiale à attribuer au radical pour poursuivre l’intégration après leur parcours (IV).
Si donc les boucles restant après la suppression des paires de ce genre sont en nombre pair, elles donnent une parte de l’intégrale évidemment égale à une somme de multiples entiers des différences (23), ramènent le radical à la valeur R,,, après quoi le parcours du chemin (15) donne une dernière partie égale à I.
Si elles sont en nombre impair 24 + 1, les 2 À premières donnent, comme tout à l'heure des multiples entiers des différences (23) et ramènent le radical à R,,; puis (IL) la (24 + 1) suivie de [uw U] ajoute à cette somme quelqu'une des quatre dernières quantités (22).
VII. Actuellement représentons par II et Q deux des différences (23) ayant un terme commun, en posant, par exemple,
(24) Aus — By Æ IT, Au [UE LUN
On aura d’abord By, — Cu, = a Il — Q,
puis on trouvera successivement, en ayant égard à l'égalité (21),
Cu — Du, = — I, Au — D,,=—11+0, Bu — Du = — 21 +Q,
( Bu, = Auy — I, Ge Au, — Q, D At Il — ©,
moyennant quoi les valeurs ci-dessus (VI) de l'intégrale (13) prennent les formes
(26) I+mll+nQ et A,—I+mll+ng.
En ayant donc égard à la relation X = x, + I (1) et posant (27) 270 + Au =S,
il est évident que les valeurs de l’expression (12), c'est-à-dire les racines de l’équation (8), sont bien celles qu’assignent les formules (9), (ro).
Inversement, toutes les valeurs de x données par ces formules sont des racines de cette équation. Il est évident, en effet, qu’une soudure convenable de boucles (14), placée avant le chemin (19), peut faire acquérir à l'intégrale (13) une valeur égale à l’une quelconque des quantités (26).
VIT. Il nous reste à prouver qu'entre les éléments de II, Q on a l'inégalité
À cet effet, faisons mouvoir + sur un chemin [x,6] ne contenant aucun infini de E(x), ce qui est possible puisque cette foncton, étant indéfiniment méromorphe (301), ne peut offrir dans une aire limitée quelconque, que des infinis en nombre essentiellement limité (31). Le point u — E(x) décrira simultanément une ligne limitée [usu], de us — E(xs) à v — E(é); et inversement (1), l'intégrale (13) prise sur cette ligne est égale à £ = x4.
En appelant £"’— x, la valeur de la même intégrale prise sur quelque autre ligne [wçu |) tracée arbitrairement de w, à v, on pourra, d’après ce que nous avons remarqué à la fin de l’alinéa VIT, trouver pour les entiers m, n des valeurs donnant
(29) mU + nQ— soit £ — #0), soit Ë —[A,, — E()].
Maintenant la quantité Ë est arbitraire en module et en direction, sauf la minime restriction de n'être pas un infini de E(x); d’autre part, et cela parce que l'intégrale (13) est de première espèce (296, 1°), la quantité £(0) conserve, quelle que soit v, un module inférieur à une certaine limite qu’on peut assigner, pourvu seulement, ce que nous sous-entendons expressément, que la ligne [wov |, en s’allongeant, ne fasse jamais autour des points a, b, c, d, que des lacets en nombre limité. Il en résulte évidem-
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ment que, dans chacune des quantités E— Eto), £—[A, — EU], le rapport des éléments peut, lui-même ou son inverse arithmétique à volonté, être rendu numériquement supérieur à une quantité positive donnée quelconque. Donc, en vertu de l'égalité (29), la même chose doit pouvoir être réalisée par l'attribution de valeurs convenables aux entiers 7, n, pour les rapports équivalents
mlu+nQ ml'+ nQ° m I" + ne” ml'+nt
Cela posé, on ne peut avoir :
0 Ni I'— Q'— 0" — 0; car alors II et Q seraient nulles et l’on aurait toujours Ë — E(0) ou — AÀ,, — Ë(0), ce que rend impossible l'indétermination absolue du module de £, combinée avec la limitation de ceux de À,, et 60);
20 Ni Q'et 20, avec I — kQ', H'— ÆQ”; car, en supposant Q!-Zo pour fixer les idées, le premier des rapports ci-dessus se réduirait quels que fussent 7», R à la quantité invariable = et ne pourrait par suite lui être rendu numériquement supérieur;
3 Nil et lo, avec Q— XI, Q’— AI”, comme on s’en assure par le même raisonnement. La relation (28) a donc lieu, parce que la nullité de son premier membre entrainerait l’une ou l’autre des conséquences dont l'impossibilité vient d’être constatée.
Cette inégalité est fondamentale, car sans elle la double périodicité des fonctions E(x) et toute leur théorie dont elle est la clef de voûte s’écrouleraient comme de vaines illusions. L'étude des propriétés de ces fonctions, approfondie plus que nous ne pouvons le faire, fournirait une autre démonstration ressemblant beaucoup par son principe à celle du même point pour la fonction exponentielle, que nous avons donnée au n° 180.
L’équation
30 = 0 no E(x) a une infinité de racines qui, toutes aussi, sont fournies par
deux formules analogues à (9), (10).
En raisonnant comme ci-dessus (302, [), on trouvera que les racines de cette équation s’obtiennent en ajoutant æ, aux valeurs
que peut prendre l’intégrale (13) sur tous les chemins imaginables acés de w4 à l'infini. Comme cette intégrale est de première espèce, elle a certainement une valeur finie sur quelque chemin particulier de cette nature [ wo] (296, 1°), et ses autres valeurs s’obliendront toujours en plaçant avant ce chemin telle ou telle soudure de boucles (14). Effectivement lintégrale (13) prise jusqu’à U', valeur de & s’éloignant indéfiniment sur un chemin quelconque, a la même valeur que sur quelque pareille soudure suivie d’une partie du chemin [ wçæ] dont l'extrémité U' s’y éloigne indéfiniment, suivie enfin d’une ligne [U’U'] dont tous les points sont comme U’, U”, infiniment éloignés de l'origine. Or la poruon de l’intégrale afférente à cette ligne est infiniment petite; car la substitution w — #7, d’où du — — t?dt, la change en
— fLo( NT de, et le nouveau chemin d'intégration finit par êlre tracé dans une aire où la fonction à intégrer est olotrope, entre des points tous deux infiniment voisins de la valeur { — 0.
Il en résulte, pour ces valeurs de l'intégrale, des expressions de la forme (26), et par suite, pour la représentation des racines de l'équation (30), des formules du genre de (9), (10).
304. Des théorèmes précédents résultent immédiatement plusieurs propriétés capitales des intégrales de l'équation (ae
l. Chaque intégrale E(x) satisfait quels que soient les entiers m, n aux deux identités
(31) E(x+mll+nQ)=E(x), (32) E(S — x) = E(x).
Ces relations ne sont effectivement que les formules (9), (10) écrites autrement.
La première montre que E(x) est une fonction périodique (204), mais maintenant de deux mantères, parce qu’elle admet indistnctement pour période l’une ou l’autre des quantités Il, Q sacisfaisant à la condition (28). Nous reviendrons longuement sur cette périodicité double qui est devenue la base de la théorie des fonctions elliptiques. Comme au n° 251, nous dirons congrues ou incongrues selon les périodes I, Q, deux quantités dont la différence est ou n’est pas de la forme mII + nQ.
CHAPITRE VIII. — ORIGINE DES FONCTIONS ELLIPTIQUES
La similitude de la seconde avec les dernières relations (12), (15) du n°232 pour cosæ et sinæ nous autorise, relativement à la nouvelle fonction E(x), à nommer supplément d’une valeur donnée de æ la quantité S — x qui figure dans cette identité, et aussi à donner le nom de supplémentaire à la constante S servant ainsi à former les suppléments.
A cause de l’identité (31), cette seconde subsiste encore si l’on remplace S par une quantité congrue quelconque. La fonction E(x) possède donc une infinité de constantes supplémen-
taires; mais loutes sont évidemment congrues deux à deux.
II. Si E(x) désigne une intégrale particulière de l’équation (2), choisie à volonté, et T' une constante arbitraire,chacune des expressions (33) E(T+x), E(T—x) renferme toutes les autres intégrales.
En appelant E, (x) quelque autre intégrale, les racines x et x,
des équations finies E,(æ)=\u4, Efre'u
satisfont aux équations différentielles dx [ AL T
du Votu) du Yetu)
ce que nous avons vu au n° 302, 1. Selon donc que pour une même valeur de w les radicaux devront avoir des valeurs égales ou opposées, on aura
CPAS qe du du c’est-à-dire d(ti TX) == O, du d’où, en intégrant, Ti TT
puis soit E(T + x),
E.(x = u = E(r)= NE soit E(T — æ).
Ainsi E,(æx) est contenue dans l’une ou dans l’autre des expressions (33) et même dans l’une aussi bien que dans l’autre, parce
qu’elles renferment toutes deux les mêmes fonctions de x exactement, à cause de l'identité (32) qui donne à volonté
E(T—x)=E(S—-T+x)=E(T;+2), E(T+zx)=E(S —T—zx)=E(Ti—zx).
Inversement, il est évident que toute fonction renfermée dans les expressions (33) est, comme E(x), indéfiniment méromorphe, et qu’elle satisfait à l'équation (2).
Deux intégrales correspondant à deux valeurs F’, T”, attribuées à l' dans l’une de ces expressions, sont différentes ou identiques selon que la différence ["—T'n'’est pas ou est de la forme mII+nQ.
IT. Les intégrales de l'équation (2) admettent toutes les mémes périodes, mais non la même constante supplémentaire.
Soient E(x)etE, (æ)= E(T + x) (IT) deux de ces intégrales, IT et Q les périodes de la première et S, S, les constantes supplémentaires de l’une et de l’autre. On a évidemment
E(x+ m+nQ)=E(T+x+mI+nQ)=E(T+x)=E,(x),
en vertu de quoi les périodes IT, Q appartiennent aussi à E,(x).
Mais on a aussi
E;(S1— x) = Ei(x)=E(T +7) = E(S- 07 = ET+S—9oT—x)=E(S —27— x), d’où S=S—20EMmI Er
Pour que S,—S, à des multiples entiers de périodes près, il faut que 21 soit une somme exacte de pareils multiples et par suite que F soit congrue à l’une des quantités
Les conclusions du présent alinéa s'accordent avec les remarques da n°302, IT, IV, sur la manière dont varient les intégrales (18) et leurs différences deux à deux, quand leur limite inférieure commune &, change de valeur, et nous aurions pu les en déduire.
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de w(u), les racines de l’équation (8) sont simples; sinon elles sont doubles et congrues aux quatre quantités
DAS TO TMS RON SN IE. 0 (35) ; on men LA en Ve EUR 2 2 2 2 2 2 2 respectivement, si toutefois S, H, Q ont été choisies conformé-
ment aux égalités (24), (27).
Si o(u)ne s’évanouit pas pour u = U,E'(x)=— Vo(u) en vertu de l'équation différentielle, (2) ne s’évanouit pas non plus pour les valeurs correspondantes de æ, qui toutes sont ainsi racines simples de l'équation (8).
Sivo(u) s'évanouit, ce qui exige U = a, b, c, d, E!(x) s'évanouit aussi, et toute valeur de æ correspondant à UÜ est racine multiple. Mais, comme l'équation différentielle donne
, du LE E"(x) = mr = NA
et que w'(U) n’est pas nulle parce que o(u) n’a que des zéros simples, E’(x) ne peut s’évanouir, et la valeur considérée de x est racine double. |
À cause des quatre relations (17) et analogues, les valeurs de l'intégrale (13) pour U — a, b, c, d'sont congrues à ce que deviennent les quantités (22) quand on ÿ substitue successivement à Î les moitiés des quatre intégrales définies (18), c’est-à-dire à ces moitiés elles-mêmes, comme on le constatera facilement. Pour les mêmes valeurs de U, les racines de l'équation (8) qui sont de la forme (12) se réduisent donc bien de même aux quantités (35), ce que l’on aperçoit sans peine en ayant égard à la formule (27) et aux trois dernières égalités (25).
Nous appellerons valeurs cardinales de E(x) ces quantités remarquables (34) dont la substitution à U rend ainsi doubles toutes les racines de l’équation (8), et aussi, relativement à cette fonction, valeurs cardinales de x, les racines mêmes de cette équation, congrues aux quantités (35), comme on vient de le voir.
Pour U — 0, les racines de cette même équation sont les zéros
deE(æ).
V. Les racines de l’équation (30) sont les infinis de E(x
Chacun d’eux est simple, et tous sont congrus à deux d’entre CUX iNnCONgrus.
Ün infini «, de degré p pour E(x), est de degré b +1 pour E’(x) (36), par suite de degré 2(u +1) pour [E/(æ)[?; d'autre part, il est de degré 41 pour e[ E(x)], polynome de degré effectif 4 en É(x). L’équation différentielle (2) donnant [ E/(x)]? — o[E(x)], on a donc 2{u +1)= 4, d'oùu=r.
On arrive à la même conclusion, en observant qu'en vertu de la formule (6) et de l’équation différentielle auxiliaire (9), «, infini
É . I de w, est zéro simple de w”— +
La quantité $ — S — % est un second infini de E(x) à cause de l'identité (32), et tous les autres sont congrus à à ou à 6 (303). Mais on ne peut avoir 8 — à — mII + nQ, car cela donnerait
S—9a—ml+naQ,
d’où « = quelque valeur cardinale de æ (IV), ce qui est impossible puisque les valeurs cardinales correspondantes (34) de E(x) ne sont pas infinies.
VI. Si, pour une intégrale donnée E, (x) = E(zx + l) de l’équalion (2), la constante supplémentaire S, est nulle (ou congrue à o), la relation E,(S, — x) — E(zæ) prend la forme E, (— D) ER propre à cosæ (232), et en vertu de laquelle E, (x) est une fonction paire de æ. On a S;=S — 2T (III); pour qu'il en soit ainsi, il faut donc que la différence S — 2T soit congrue à o, par suite quel soit congrue à quelque valeur cardinale de x.
Parmi les intégrales de l’équation (2) figurent toujours aïnst 4 fonctions paires, et pas davantage. Pour x — o, elles se réduisent respectivement aux quatre valeurs cardinales de E(æ) (IV).
305. Terminons ce paragraphe par une étude rapide de l’intégrale (1) dans le cas où le radical porterait sur un polynôme d(u) du troisième degré seulement, mais toujours sans zéro multiple.
D'après le n° 293, l'intégration de l'équation
du ; , (36) = VY(u— a)(u —B)(ue)
dx
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se ramène à celle de l'équation (2) par une simple substitution rationnelle du premier degré.
En appelant 4, d deux constantes 0, dont la première n’est égale à aucun des zéros «, 6, e de Y(u), et posant
( APE (g—«æ)(g —6)(g—c)= 6G;,
(33) UV: dax MAP db b en de 4
de a UN J EL
G n’est pas nul, les quatre quantités &, b, c, d'sont deux à deux inégales, et la substitution du u — d
Lt
amène l'équation (36) à la forme (2) précédemment étudiée. Son intégrale E,, (+) est donc fournie par la formule
qE(x)
(38) E, (x) — Fr
Il résulte de là que E, (x) est, comme E(x), indéfiniment méromorphe, et qu’elle jouit de toutes les propriétés générales reconnues à cette fonction dans les deux numéros précédents. Celles qui font l’objet des alinéas IV et V du dernier se modifient toutefois comme il suit.
I. Les infinis de E,(x) sont doubles et tous congrus à l’un quelconque d’entre eux. Ge sont effectivement les zéros du dénominateur E(x) — d, qui sont tous doubles pour lui et congrus à
parce que d est une valeur cardinale de E(x) (304, IV).
IL. Sixest un infini de E, (x), la constante supplémentaire de cette fonction est congrue à 24.
En outre, l’équation E. (x) = © acquiert, pour O — «, 6, e, des racines doubles congrues à
S S TS Q Ne Sn Om 4} 2 2, x 2
La constante supplémentaire de E,(x) coïncide évidemment avec celle de E(x), pour laquelle on peut prendre la quantité S
définie par la formule (25). Comme on a E(= + )=d
(304, IV), E,(æ) est infinie pour & = © + , d’où
S=2a+mil+ no.
D'autre part, pour qu’une valeur de x annule E, (x), il faut et il suffit, en vertu de la relation (38), qu’elle annule E'(x), dès lors (loc. cit.) qu’elle soit l’une des trois premières valeurs cardinales (35), puisque la dernière rend infinie E, (x) et par suite E° (x).
Comme les valeurs correspondantes de E(x) sont à, b, c, celles de E,(x) sont «, 6, ce, à cause de la même relation (38) combinée avec les formules (37).
On retrouverait facilement toutes ces propriétés de la fonction E,(x), en étudiant directement l'équation (36) par la méthode suivie ci-dessus pour l’équation (2).
IT. En résumé, et nonobstant la dissemblance extérieure des équations différentielles génératrices, les fonctions E(x), E (x) ne diffèrent les unes des autres qu’en ce seul point : les quatre valeurs cardinales de x (35) rendent toutes E(x) finie, tandis que l’une d’elles rend E, (x) infinie. En d’autres termes, E(x) a ses quatre valeurs cardinales finies, tandis que E, (x) en a trois finies et une infinie, particularité que notre notation rappelle.
SUITE DUÜ PRÉCÉDENT. — FONCTIONS BIPÉRIODIQUES EN GÉNÉRAL
Considérations arithmétiques.
306. Nous dirons qu’une fonction f(x) d'une seule variable est bipériodique, au couple de périodes I, Q, de moment non nul (257), quand elle satisfait à l'identité
fa + mi + nQ) = f(x),
quels que soient les entiers positifs ou négatifs M, n.
En supposant, comme nous le ferons toujours, que f(x) est indéfiniment méromorphe et ne dégénère pas en une constante, cette fonction jouit, relativement à chacune de ses périodes, considérée isolément, des propriétés générales des fonctions unipériodiques mentionnées aux n°° 251 et suiv.
207. Comme nous l'avons constaté (304), (305), les fonctions E(x), E,(x) sont toutes bipériodiques; il en est de même pour les fonctions composées rationnelles, finies ou différentielles, de pareilles fonctions quand elles sont douées des mêmes périodes (255).
Inversement, on démontre qu’une fonction méromorphe bipériodique s'exprime toujours algébriquement au moyen tant de Ex) que de E, (x), si toutefoi: ces fonctions ont les mêmes périodes (381, inf.). Il y a ainsi identité, au fond, entre la théorie des fonctions E(x}), E.(x), et celles des fonctions bipériodiques méromorphes de toutes origines. Mais la double périodicité de ces fonctions une fois établie, on facilite beaucoup leur étude ultérieure en délaissant souvent l’équation différentielle génératrice, pour
* adopter cette nouvelle propriété comme base principale du rai-
sonnement. La théorie des fonctions E(x), E,(x) (comprenant celles de. leurs composées algébriques) prend ainst les allures d’une théorie générale des fonctions bipériodiques, considérées indépendamment de leur provenance. Dans bien des questions d’ailleurs, les fonctions bipériodiques s’introduisent autrement que par la composition de E(x), E,(x) avec des composantes algébriques.
308. Relativement à ses deux périodes IT, Q, considérées ensemble, une fonction bipériodique jouit de propriétés générales caractéristiques dans le détail desquelles nous allons entrer.
On a d’abord cette proposition :
La valeur particulière a = a! + ia" de x ayant été choisie arbitrairement, toute valeur x'+ ix" de cette variable est congrue (304, 1) à quelque autre de la forme
(1) a+pll+ ga, où p, q sont des quantités réelles convenables tombant l’une et l’autre entre o et 1.
Le système d'équations linéaires simultanées
lWP+9Q—=z — a,
| I" P 2e 97Q =, DES 714
est possible et déterminé, parce que le déterminant des coefficients des inconnues P, Q, moment de II, Q, est essentiellement supposé <o;et,sim,m—ieln,n—+1sont les paires d’entiers consécutifs entre lesquels tombent P, Q,onaP=m+p,Q=n+g, p, q tombant entre o et 1. Ces équations donnent donc bien
æ=a+pl+qgQ+(mli+noQ).
309. Tous les points dont les affixes sont de la forme (1) tombent évidemment à l’intérieur du parallélogramme constituant l’espace commun à deux bandes dont les bords de l’une passent par les points
a, a+lI et sont parallèles à Q, dont les bords de l’autre passent par
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et sont parallèles à IL. D'ailleurs les bords de l’une ne peuvent être parallèles à ceux de l’autre, parce que le moment de IT, Q n’est pas nul. En outre, si l’on ajoute à toutes les valeurs de x tombant dans ce parallélogramme une même somme pll+%Q de multiples entiers de Il, Q, on obuent toutes celles situées dans le parallélogramme, superposable au précédent par une simple translation, dont les points sont intérieurs à la fois à certaines bandes de mêmes directions respectivement; les bords de celles-ci passent pour Pune par a+ ll, a+(u+i1)ll, et pour l’autre par a + vQ, a+ (y +1)Q.
En attribuant à 1, y toutes les combinaisons de valeurs entières possibles, on obtient une infinité de parallélogrammes de cette sorte ; leurs côtés sont tous parallèles et égaux, les uns à IT, mod, les autres à Q, mod@Q; tous ces parallélogrammes sont égaux entre eux, ils remplissent exactement le plan comme un pavage sans lacunes, et on peut les considérer comme y étant découpés par un double système de droites menées parallèlement, les unes à Q, par
les points ua Hi a, Are,
les autres à IT, par les points Les Q 4 A, TRS
Enfin, leurs sommets ont pour affixes les termes d’un ensemble doublement indéfini qu’on peut considérer comme formant une sorle de progression arithmétique aux deux raisons IH, Q, et qu'on peut écrire
6 D = Ds ; nie le es ah à Ds'e) ns °e ol6 ee = dc eo /rlelalssle ble es sels à D 2e à 0 8 »« © 0e eo, ee
a+2Q, a+—U+29, a+2ll+20, ut -U+Q, a+Q, a+I+Q, a+2l+Q, .,, a— ec , a+HI , a+ ;
Il résulte des observations précédentes, que les valeurs prises dans un seul de ces parallélogrammes par f(x) et par ses dérivées (ou autres coefjicients de ses développements) (252) se répètent indéfiniment dans chacun des autres aux points respectivement congrus, qu'on peut ainsi limiter à l’intérieur de
M. — IL
l’un quelconque d’entre eux, l'étude de cette fonction bipériodique.
Nous appellerons l’ensemble de ces parallélogrammes le réseau construit sur le couple (I, Q), chacun d’eux une maille, et leurs sommets (2) les nœuds de ce réseau.
Pour fixer les idées, on prend — 0 la quantité a, et l’on considère plus volontiers la première maille du réseau correspondant, ayant pour sommets oO, I, ©, Il + Q.
On remarquera que l'aire de chaque maille, double de celle du triangle ayant pour sommets 0, Il, 9, est précisément mesurée par la valeur numérique du déterminant des coordonnées de ses deux derniers sommets, c’est-à-dire du moment même du couple (II, Q).
La maille d’une fonction bipériodique joue ainsi un rôle 1dentique à celui de la bande d’une fonctuon unipériodique (258); mais l’une est une aire limitée, tandis que l’autre est i/limitée; à cela tiennent en majeure partie les dissemblances des propriétés de ces deux sortes de fonctions.
310. Si les deux multiplicateurs entiers qui forment chacune des paires «, et y, à ne sont pas nuls simultanément, la fonction bipériodique f(x) au couple de périodes (I, Q), admet évidemnient pour période l’une quelconque des deux quantités
| U, = oll + Q, (3) | È Q = VI + 00,
dont le moment A, est lié à AI, moment du couple (IT, Q), par la relation évidente
(4) I = VI, en posant, pour abréger, a À 5) RTE “ 0 | |
Si donc V, déterminant des quatre multiplicateurs, n’est pas nul, M, ne le sera pas non plus, et notre fonction sera encore bipériodique au nouveau couple (I, Q,).
Nous dirons alors que le couple (IT,, Q,), son réseau, sa maille, sont composés du couple (IT, Q), de son réseau, de sa maille.
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L'égalité (4) montre que l’aire de la maille composée est le produit de celle de la maille primitive par le déterminant (5) des multiplicateurs, qui est entier comme eux.
On pourrait prouver que, la maille composée est sécable en fragments polygonaux (en nombre limité) dont un autre assemblage reproduit une aire résultant de la juxtaposition de + V mailles primitives.
311. Entre deux réseaux dont l’un est ainsi composé de l’autre, il existe une relation de la plus haute importance; mais nous ne pouvons l’établir avant d’avoir démontré un théorème d'Arithmétique, se rattachant à une généralisation fort étendue de la division élémentaire des nombres entiers.
La théorie d’un système de formes linéaires exige la considérauon continuelle de l’ensemble de leurs coefficients, abstraction faite des variables. En écrivant sur une même ligne ceux d’une même forme, et sur une même colonne ceux d’une même variable dans toutes, on obtient un tableau décomposable en /iles tant horizontales que verticales, pour lequel j'ai proposé le nom d'abaque du système de formes (1). La largeur d’un abaque est le nombre de ses colonnes, c’est-à-dire des variables dont les formes sont fonctions; sa kuuteur est le nombre de ses lignes ou bien celui des formes composant le système.
Soient maintenant un abaque carré de hauteur 2
1; bi
( da; be”
ayant pour éléments des nombres entiers (positifs ou négatifs), de déterminant D 0; soient encore
) 5 7 ka et
(7 bis) LR
une colonne et une ligne contenant chacune deux éléments entiers.
(*) Exposition nouvelle de la théorie des formes linéarres et des déterminants. Paris, Gauthier-Villars et fils; 1884.
Pour exprimer que les deux relations
(8) | =. @p +01, ; | Ki = de RE b2q existent entre tous ces nombres, nous dirons que la colonne (7) est divisible par l’abaque (6) et que la ligne (7 bis) est le quotrent de cette sorte de division.
Quand on a + D — 7, cette division est toujours possible, parce que les équations linéaires (8) sont, quels que soient leurs premiers membres, toujours résolubles par rapport à p, q en nombres
entiers.
Appelant encore différence des deux colonnes entières (XX TRS k° de lu Va
la colonne
nous dirons que ces colonnes sont congrues ou incongrues sutvant l’abaque (6)pris pour diviseur, selon que leur différence est ou n’est pas divisible par cet abaque.
Cela posé, voici l'énoncé du théorème en question :
Suivant le diviseur (6) de déterminant D, on peut asstgner + D colonnes entières incongrues deux à deux, mais à l’une ou à l’autre desquelles toute colonne imaginable est congrue; plus brièvement, il y a HD restes incongrus et pas davantage.
I. Pour a =1, 4 —0, les + bh3=+D colonnes (e) (0 [e) 1: lo en + D:
sont évidemment celles dont il faut prouver l'existence.
(ro)
IL. Si a—1, 45/0, le système des équations (8) équivaut visiblement à celui-ci
ki == p +b19; | — azki+k2=0.p +Dg,
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1: bi (o, D des coefficients de p, q étant toujours de déterminant D. Cela posé, et suivant ce dernier abaque, les colonnes (RARES l'KET APRES sont congrues ou incongrues en même temps que les colonnes (9) suivant (6), pourvu que leurs éléments aux unes et aux autres soient liés par les relations FALL RON ORAN AS CRE RE KR UNE E Re.
Il en résulte évidemment ([) que, suivant l’abaque (6), les + D colonnes (10) sont toujours incongrues entre elles, mais que
toute autre colonne imaginable est congrue à l’une d’elles convenablement choisie.
IL. Si &,, b, sont quelconques, mais premiersentre eux, nous appellerons &,, «> une paire de solutions entières et nécessairement premières entre elles, de l’équation toujours possible
(17) dia + bite =, puis P,, fa une paire semblable pour l'équation possible aussi
% Ba Ga fa
À cause de cette relation, et quels que soient p, g, on peut
d1B2— of 1.
toujours poser JO a P Du Bu Q,
q = aP#+6:0;
car ces formules simultanées sont forcément résolubles en nombres entiers par rapport à P, Q. Cette double substitution effectuée dans les relations (8) les change en
Fi = APP AbI0O, k = AP + B:Q,
où l’on a posé, pour abréger,
Ai di + bite = Au, Qi Bi + Die = B:, A2 Xi + UELE = A, (22) B1 + Da B2 == B>,
et il est évident : 1° que les divisions de la colonne (7) par les abaques (6) et
NAS B
sont en même temps possibles ou impossibles, que par suite deux mêmes colonnes données sont simultanément soit congrues, soit incongrues, suivant l’un et l’autre; 2° que le déterminant de (13), produit de celui de (6) par le premier membre de (12), se réduit à D. Comme, d'autre part, on a À, —1 à cause de (11), on rentre dans l’un des cas précédents (I), (II), et les colonnes (10) sont encore celles dont il s'agissait de prouver l'existence.
IV. Si enfin le plus grand commun diviseur d de a,, b, est
Ê b, D quelconque, appelons 'a;, /b,, "D les quotients _ ) 3 Aer Pour que la colonne (3) soit divisible par (6), il faut évidemment et 1l suffit que /k, — £ soit un entier, et que Ka ko soit divisible par Ur "D:
2; UFR
abaque de déterminant 'D, dans la première ligne duquel les éléments sont premiers entre eux. De là et de l’alinéa précédent, on conclut aisément que, suivant (6), les + d'D= # D colonnes
[© I | 2 d—1 lo 40 lo 0
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sont deux à deux incongrues, mais que leur ensemble en contient toujours une congrue à toute autre colonne donnée.
3412. Il y a précisément = V nœuds du réseau construit sur les périodes simples I, Q, qui tombent dans chaque marlle du réseau construit sur les périodes composées Il, Q, du n° 310.
Suivant l’abaque-diviseur
(14) LES B, 9 de déterminant V, soient nm \ mEV) (15) M ; ‘ n£V)
les + V restes incongrus (311), et appelons encore x, un nœud
Ô ) PP 0 quelconque du réseau simple. Deux quelconques des + V nœuds de ce réseau
(16) tot ml+nO, æ+ml+n"Q, ...
sont incongrus selon le couple des périodes composées Il, BEE car si les deux premiers, par exemple, étaient congrus, on aurait
(m"— m'}U+(n'—n)Q = pli + gi,
Pi, g1 désignant deux entiers. En substituant à Il,, Q, les seconds membres des égalités (3), il viendrait ainsi
(7) [m'—m—(api+yg:)]N+[n"—n2'—(Bpi+ 0g1)18 =o, d’où (257)
aPi+Y91i= M EUN,
Bpi+ôgi=n" —n
parce que, dans légalité linéaire et homogène (17) entre II, Q, ces quantités ont un moment A <0, et sont multipliées par des coefficients réels. Les deux premières colonnes (15) seraient donc congrues suivant l’abaque (14), ce qui est contraire à l'hypothèse.
Mais tout nœud x0 + MI + NO du réseau simple est congru suivant le couple composé (I, Q@), au nœud æ5 + mÜOTI + n2Q mo (ML jp congrue à} N
suivant l’abaque (14); on s’en assure par le même raisonnement.
du groupe (16) qui correspond à une colonne
Enfin tout point congru selon le couple composé (Il,, Q,) à un nœud du réseau simple est encore un nœud de ce même réseau.
En appelant donc x,, æ:, ..., æ:w les points qui, dans une même maille donnée du réseau composé, sont respectivement congrus aux points (16) selon le couple composé (IL,, Q,) (308), les points x, +, ...,æ+v sont aussi des nœuds du réseau simple, tous différents les uns des autres puisqu'ils sont incongrus selon (IL, Q,), et tout nœud du réseau simple étant congru à quelqu'un d’entre eux selon (If,, Q,) coïncide avec lui ou sinon tombe à l’extérieur de la maille considérée.
313. Pour que le couple (H, Q) soit lui-méme composé de (IL, , Q,), cl est nécessaire que V se réduise à Æ 1; car le moment du second couple, qui est toujours un multiple de celui du premier, doit alors en être à la fois un sous-multiple, ce qui exige Mi = E A, d’où V — +1 à cause de la relation (4). Cette condition est d’ailleurs suffisante, parce que les égalités (3) donnent inversement
Le
Len
ce
TO
où les multiplicateurs de Il,, Q, sont nécessairement entiers, à cause de V=— +1.
Deux couples analogues à (IT, Q), (II,, Q,), dont chacun est composé de l’autre, sont dits équivalents; les mailles des réseaux correspondants ont des aires égales, bien qu'en général elles ne soient pas superposables; une maille de l’un contient un seul nœud de l’autre (312), et les deux réseaux ont les mêmes nœuds s'ils en ont un seul commun.
Un couple donné (II, Q) a une infinité de couples équivalents qui sont évidemment fournis par les formules (3), si l’on y prend pour &, 6, y, à tous les systèmes de solutions entières de équation indéterminée
ad — By — +1.
Parmi ces couples équivalents, on remarquera (II, . Q),(—11,Q), LSTRESC
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314. Un couple de périodes est dit élémentaire, s’il n’est composé d'aucun autre de moment numériquement moindre.
Toute fonction bipériodique f(x) possède quelque couple de périodes élémentaires.
S'il n’en était pas ainsi, on aurait, à partir du couple donné (I, Q@), de moment M, une suite illimitée d’autres couples, de moments AV, M, ..., AL, ..., composés chacun du suivant à l’aide de systèmes de multiplicateurs entiers dont les déterminants V', V', ..., VO, ... seraient tous >> 1 en valeurs absolues.
Les relations (4)
DO == VON ON OMC EI, hte donneraient NC = V'V'... VU ME,
et les périodes II, Q résulteraient ainsi de la composition des périodes I, Q() par un système de multiplicateurs dont le déterminant @;— V'V'...V( serait numériquement aussi grand qu’on le voudrait.
En appelant maintenant x, quelque valeur de x rendant f(x) olotrope, l'équation f(x)— f(x5)—0 admet pour racines au moins tous les nœuds du réseau construit sur I, Q(), à parur du premier nœud x,. Et, comme Æ 0; de ces nœuds tombent dans une même maille [ AA] d'un réseau construit sur IT, Q (312), cette équation aurait dans l’aire limitée [À] des racines distinctes en nombre au moins égal à + @;, c'est-à-dire illimité. Or, c’est impossible (31), puisque f(x) y est méromorphe et ne se réduit pas à une constante.
Les périodes des fonctions E(x), E, (x), considérées aux n° 304, 305, sont évidemment élémentaires.
315. En composant un couple de périodes élémentaires, avec des multiplicateurs de déterminant +1, on obtient une infinité d’autres couples qui sont également élémentaires.
Un réseau, une maille sont élémentaires, quand ils sont construits sur des périodes élémentaires.
Toute période d’une fonction méromorphe bipério
dique est composée d’un couple donné quelconque de périodes élémentaires.
Soient f(x) la fonction considérée, I = + ill", O = 0'+ 10" un de ses couples de périodes élémentaires, et Y = Y’+ :Y” une période quelconque de la même fonction. Appelons ps, ps, -.. une suite indéfinie d’entiers inégaux, puis p1, 0», -.. les quantités qui, dans une même maille [HO], sont congrues à p,Y, pe, ... respectivement (308).
Il ne peut arriver que p1, p2, --. Soient toutes inégales; car autrement, et à cause de
fe) = fe +pY)= f(x +mi+n0+p)= f(x +p)
où m, n sont des entiers convenables, l'équation f(x)—f(xs)=—=0, x n'étant pas un infini de f(x), aurait pour racines les quantités distinctes æ, + po qui sont en nombre illimité et tombent toutes dans l’aire limitée que constitue la maille de sommets æ, æ0 +, Zo+Q@, to+H+Q; or c’est impossible, puisque la fonction f(x) — f(to) est méromorphe dans cette aire, sans dégénérer en une constante.
Il existe donc deux indices £, j donnant p;—p;, c'est-à-dire pi —-mU-nQ=p;Y—m;ll—n;Q, ou bien —_(m—m;)H—(n—n;)Q +(pi—p;)Y =o.
En d’autres termes, l’équation indéterminée Im+Qn+Yp=o,
résolue par rapport à m, », p, admet quelque système de solutions réelles et entières, où la valeur de p n’est pas nulle, ni par suite celles de m, n à la fois, à cause de Y 0.
Soient D, 0,000)
ces solutions entières, débarrassées de tout diviseur commun > 1. En vertu de la théorie générale des équations linéaires à coefficients entiers (!}, l'équation de ce genre en à, u, y,
(18) D} + WU + LY — 0,
(*) Voir mon Mémoire intitulé Solution du problème général de l’Analyse indéterminée du premier degré(Annales sc. de l’École Normale sup., mars 1883).
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admet quelque paire de systèmes de solutions entières, dans le
tableau desquels À, Mis 1 (19) st 2 2, Mas Va
les déterminants des éléments laissés par la suppression successive des colonnes 1, 2, 3 sont égaux à 5, w, u, respectivement. Comme on a
(20) OI + WQ + 0Y — 0,
équation (18) admet encore le système (IH, Q, Y) de solutions (non entières), outre ceux du tableau (19). Mais ces derniers étant distincts, on a forcément, en vertu de la théorie générale des équations linéaires (voir par exemple l’opuscule cité p. 339)
Il Au + 29,
(21) Q'= miuusr, = ur Va Ÿ,
u, ÿ désignant certaines quantités (imaginaires) convenables. Comme les déterminants ©, w, u des trois paires de colonnes du tableau (19) associées deux à deux n’ont aucun diviseur commun, il résulte encore des principes généraux de l’Analyse indéterminée, que les équations à coefficients entiers
MX + MY +2 = [, À X + Uo YŸ + va 2 — 0
admettent quelque système de solutions entières À, p, v, et l’addition membre à membre des relations (21), multipliées par ces quantités respectivement, donne
u = MI + pQ + vY,
en vertu de quoi & est aussi une période de f(x). On prouverait de même que # en est une autre.
Or ces deux nouvelles périodes w, ? sont élémentaires, puisque I, Q, qui sont élémentaires aussi, en sont composées d’après Îles deux premières équations (21). On a donc À 2 — oi =UV—=—E1, ce qui réduit la relation (20) à
Y = = (oll + wQ),
et Y est bien composée de II, Q.
317. En particulier, deux couples de périodes élémentaires sont toujours équivalents (313); car chacun d’eux est composé de l’autre, d’après ce qui vient d’être dit.
318. Aucune fonction d’une seule variable, indéfiniment méromorphe, ne peut (sauf dégénérescence en une constante) avoir trois périodes irréductibles à d’autres en moindre nombre.
Car si deux de ces périodes ont un moment nul, la fonction dont il s’agit, considérée comme unipériodique, en admet une autre de moindre module, dont elles sont toutes deux composées (261). Si le moment de ces deux premières périodes n’est pas nul, la fonction considérée comme bipériodique possède nécessairement quelque couple élémentaire (314) dont la troisième est com-
posée (316).
319. Sif(x)est une fonction bipériodique, cas auquel f(x), f'(æ), ... jouissent de la même propriété (254), toutes ces fonctions ont les mêmes couples de périodes élémentaires.
Soient (II, Q) un couple de périodes élémentaires de f(x), par suite de périodes, élémentaires ou non, de f'(x), et (sw, w) quelque couple de périodes élémentaires de cette dérivée. De
fr+o)=f{(x),, f(&+oe)=/f(r) on tire, en intégrant et appelant C, D certaines constantes, f(r+m)=f(x)+0G f(e+o)= f(x) +D, et plus généralement, en appelant m, n des entiers quelconques, (22) f(x+ mw+nw)= f(x) + mC+nD.
Comme II, Q, périodes de f(x), sont composées de ses périodes élémentaires &, w (316), on à \ I = aw + uw,
(Q = y5 + dw,
les multiplicateurs &, B, y, à étant entiers et de déterminant 0. Cela posé, l'attribution successive à m, n, dans l'identité (22),
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des couples de valeurs (x, 8), (7,9), donne, à cause des dernières égalités écrites, | flæ+1)=/f(æ)+aC+8D, f(æ+Q)=f(x)+yG+D, puis aC+ BD =,
{ yG+ÈD =0o,
parce que IT, Q sont des périodes de f(x), puis finalement C— D —o, à cause de ad — Êy 0.
L'identité (22) montre ainsi que 5, w sont des périodes de f(x); elles sont donc élémentaires pour cette fonction, comme pour f(x), puisque les périodes élémentaires II, Q en sont composées. Même raisonnement pour f'(x)et f"(x), f(x) et f(x), etc.
Propriétés générales d’une fonction bipériodique indéfiniment méromorphe.
320. Si f(x) est une fonction bipériodique indéfiniment méromorphe, la résolution, par rapport à x, de l’équation
fournit, dans chacune des mailles d’un même réseau, des
racines numériquement distinctes, dont la somme des degrés
de multiplicité est au moins —1,el conserve, quelle que soit u, une certaine valeur constante.
En outre, la somme dont il s'agit a des valeurs égales pour
les équations (1) et
‘4 It)
I. Tout d’abord, et pour une même valeur particulière wo attribuée à w dans l'équation (1), il est évident : 1° Que ces sommes sont limitées; car, s’il en était autrement,
f(x) — uo, où FC) se réduiraient à des constantes (31), et par
suite aussi /(x), contrairement à l'hypothèse, puisque cette fonction est indéfiniment méromorphe, et que chaque maille constitue une aire limitée ;
»0 Que la valeur de chacune est la méme pour toutes les
mailles, parce que f(x) a pour périodes les deux quantités sur lesquelles le réseau a été construit (252), (309).
IT. Nous observerons ensuite que toute fonction implicite x de u, racine variable de l’équation (1) s’ilen existe, peut étre calculée indéfiniment par cheminement, en faisant des pas d’ Dore au moins égale à quelque quantité positive invariable à, et cela à l’ A de développements soit olotropes, soit rhisomorphes (153), mais alors dépourvus de termes à exposants négatifs, qu'en conséquence, tout cheminement limité laisse cette racine essentiellement finite.
Soient
les racines de l’équation (2), infinis de f(x), contenues dans une maille donnée du réseau, lesquelles sont en nombre limité (LE, 1°)et
(3) (a); (a), sis (ay)
des aires délimitées autour de ces points avec des dimensions assez faibles pour donner mod f(x)> Ro, chaque fois que æ tombe dans l’une ou dans l’autre. Soit encore (A) la partie de la maille considérée, que laisse l’ablation des aires (3).
Dans l'aire limitée (AU), f(x) est olotrope, par suite sa valeur reste dans une aire également limitée ; de plus l’équation f(x) = 0 n’y possède que des racines en nombre limité.
Aussi longtemps donc que la marche de w ne fait pas sortir x de l'aire (34), l'équation (1) remplit, soit les conditions sous lesquelles subsiste le théorème général du n° 307”, soit au moins celles assurant la validité des conclusions formulées aux n° 141 et suiv.; les développements successifs (olotropes ou rhizomorphes) de x ne contiennent aucune puissance à exposant négatif des accroissements de uw, et il est visible qu'aux rayons de convergence de tous ces développements, on peut assigner une même limite inférieure nt d'.
Dans les aires (3), HE Fa jouit des mêmes propriétés que f(x)
dans (#; chaque racine x de l'équation (1) écrite
“| trie
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est donc toujours susceptible aussi de pareils développements dont les rayons de convergence sont tous égaux au moins à quelque autre quantité positive d”, cela maintenant pour toutes les valeurs de w qui, tombant dans une aire limitée quelconque, amènent x dans l’une ou l’autre de ces aires (3).
Si donc on nomme à une troisième quantité positive, simultanément inférieure à 2’, d’, le point en question est vrai tant que la valeur de x tombe dans la maille considérée, puisque la réunion des aires (A) et (3) reconstitue intégralement celle-ci. Il l’est donc pour tout le plan; car, à cause de la périodicité de f(x), la quantité à a la même valeur pour toutes les mailles du réseau.
TII. Observons enfin que l'équation (1) possède au moins une de ces racines dont nous venons de parler. Car, en appelant +, quelque valeur de z non égale à un infimi de f(x)et posantuos = f(æo), cette équation, satisfaite numériquement pour =, L = Lo; admet certainement pour racine, quelque fonction implicite x de w, tendant vers æ&, quand w tend vers uw, (144).
IV. Soient maintenant 74 0 A0}, m00), ARS
des quantités quelconques congrues à toutes les racines simples ou multiples, mais inégales, que l’équation numérique
f(æ)— uo =0 possède dans une maille donnée, et (5) Mis. Vos l'E TRRRe
toutes les racines de l'équation (1), auxquelles conduit un cheminement commencé en w, avec les valeurs initiales (4). Cette opération qui laisse finies ces diverses racines (II), peut faire varier les degrés de multiplicité de quelques-unes, ainsi que Île nombre de celles qui sont numériquement inégales; mais, en vertu du Principe de la conservation du nombre des racines (168), elle laisse invariable la somme de leurs degrés de multiplicité.
Or les racines que l'équation (1) possède dans la maille considérée sont évidemment toutes congrues aux racines (5); de plus elles sont caractérisées par les mêmes degrés de multiplicité, à
cause de la périodicité de f(æ) (252). La somme de ces degrés conserve donc la valeur constante dont nous venons de parler.
V. Comme ES est une fonction méromorphe aux mêmes périodes que f(x) (255), et qui est olotrope quand f(x) estinfinie (42),
la somme, pour une maille donnée, des degrés de multiplicité de l'équation (2) est égale à sa valeur pour l'équation
. Ja) e n'étant pas nulle, ou ce qui revient au même pour l'équation (1)
en y prenant À ca js
VI. En comptant une racine m“P° pour m racines simples, ce théorème s’énonce plus brièvement en ces termes : Quelles que soient u et la maille considérée (dans un méme réseau), l’équation (1) y offre des racines en nombre invariable.
Les racines des équalions
sont respectivement les zéros et les infinis de f(x). En comptant chacun d’eux pour autant de simples qu'il y a d'unités dans son degré de multiplicité, le théorème précédent montre que, dans chaque maille, les uns et les autres sont en nombres égaux,"et que ce nombre commun est le même pour toutes les mailles d’un réseau construit sur deux périodes données quelconques.
Cet énoncé comprend celui du théorème en question, et on le
lui substitue souvent pour plus de commodité; car f(x) et f(x) = u sont deux fonctions bipériodiques de x, aux mêmes périodes, qui ont évidemment les mêmes infinis; si donc dans chaque maille les nombres de leurs zéros sont égaux respectivement à ceux de leurs infinis, les zéros de la seconde, c’est-à-dire les racines de l'équation (1), ne peuvent manquer de rester en nombre constant.
Ce nombre, de la grandeur duquel dépendent les propriétés les plus importantes de f(x), se nomme l’ordre de cette fonction,
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relatif aux périodes sur lesquelles a été construit le réseau considéré.
1l ne peut| sauf le cas où f(x) dégénérerait en une constante | s’abaisser au-dessous de 1 (320, III), ni même au-dessous de », comme nous le verrons bientôt (326, ënf.).
322. Les ordres M, M, de f(x), relatifs aux couples de périodes (IT, Q), (Il, Q,), ce dernier étant composé du premier avec des multiplicateurs de déterminant V (310), sont liés par la relation
M, = + VM
Une racine donnée de l’équation (1) et toutes celles qui lui sont congrues suivant le couple (II, Q) ont des degrés de multiplicité égaux (292); elles coïncident avec les nœuds d’un certain réseau construit sur ces périodes; en outre, + V de ces nœuds tombent précisément à l’intérieur d’une maille donnée de tout réseau construit sur IT,, Q, (312).
Cette observation répétée pour toutes les racines de l’équauon (1), que contient une même maille du réseau simple, met en évidence l'exactitude de notre théorème.
En particulier, les ordres de f(x) relatifs à tous ses couples de périodes élémentaires (314) ont une même valeur (317), qui est minimum, et quil y a tout spécialement à considérer; on la nomme l’ordre proprement dit ou absolu de cette fonction.
3293. Les fonctions E(x), E, (x) étudiées aux n°5 302 et suivants, sont du second ordre.
Car leurs périodes IT, Q sont élémentaires (314), et, d’après les n°® 304, V et 305, I, chaque maille du réseau construit sur elles contient deux infinis simples pour les premières, un infini double pour les dernières.
Elles sont les fonctions bipériodiques les plus simples, parce qu'il n’en existe aucune qui soit du premier ordre (326, 1142)
324. Non seulement (320), la somme des degrés de multiplicité des racines variables (5) de l’équation (1) conserve, quelle que soit u, une valeur constante, mais encore la somme
PT) [(u)= MiL1+ Mis +... + Mylg M. — II. 23
des produits de leurs valeurs par celles de leurs degrés de multiplicité m, ..., mg (variables ausst quelquefois), est une fonction de u qui se réduit identiquement à une constante.
I. La fonction I(u) est indéfiniment olotrope
La théorie générale des fonctions implicites (307*) rend ce point évident pour chacune des racines (5) considérées individuellement, par suite pour leur fonction composée linéaire [(w); ceci du moins est vrai aussi longtemps qu'aucune de ces racines n’annule f(x), c'est-à-dire que w n’atteint une des valeurs cardinales de f(x), nous voulons dire, comme aux n° 304, IV et 305, IT, une de celles données à cette fonction par les racines de l'équation numérique
J'(æ)=0, valeurs qui, à cause de l’identité des périodes de f(x), f'(æ) (319),
sont en nombre au plus égal à l’ordre de f'(æ), partant limité.
Supposons maintenant que w atteigne une semblable valeur ul), pour laquelle la valeur correspondante x{° de l’une des fonctions implicites (b) soit racine multiple de l'équation f(x) — u= 0. Pour des modules suffisamment petits de la différence w — wo, celles des quantités (5) dont les excès sur x sont infiniment petits avec elle se partagent en systèmes circulaires dans chacun desquels elles ont les formes
(8) m4, dd +m ai + Yi
A , à ® Li , « Loutes avec un même degré de multiplicité pa, où Vi, RO représentent les y séries rhizomorphes dans lesquelles se change
quelque même composante Y (4), olotrope et nulle en {= 0, par la
substitution à & des y déterminations du radical (w — u(0)) (144). La somme des racines (8) multipliées par leur degré de multi-
plicité commun {4 est donc (9) pv + pda ba. y)
c’est-à-dire une fonction de w qui est olotrope en wo. Effectivement,
dans l'expression entre parenthèses, le coefficient du terme en œ (u — ul0) j? contient évidemment comme facteur la somme des
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Msn (7) est donc olotrope, même pour ces valeurs critiques w(°) de uw, puisqu'elle se partage toujours ainsi en une somme d’autres analogues à à (9 ) qui le sont toutes.
II. On peut, quelle que soit u, assigner une méme limite supérieure à modI(u).
Pour mod £R, quantité positive donnée quelconque, la chose est évidente puisque I(w), olotrope dans tout le plan (I), l’est en particulier dans un cercle de rayon R ayant l’origine pour centre (180*).
Pour modu?R, on a modp< e. si l’on prend e — s
Comme -— est aussi méromorphe et bipériodique, on peut de
I A L3 Li ’ L] même assigner, pour mode < g’ une même limite supérieure au module de J(v), somme analogue à 1(4) pour l'équation (6). Mais si l’on prend w — — on a modu?R, et I(u)—J(+e)
évidemment, pourvu, bien entendu, qu’en résolvant l’équation (6) on ait pris les quantités (4) pour valeurs initiales de x correspon-
dant à ve — = Vo —= TRE parce que cette équation peut s ’écrire aussi bien f(x) — - —0 CEE Si donc on nomme L/, L” des limites supérieures, l’une de modi(w) pour modu<R, l’autre de modJ(v) pour mode << R°?
et L une quantité supérieure à ces deux-c1, on aura modI(u)< L,
aussi bien pour moduZ?R que pour modu£R.
III. Puisque I(u) est indéfiniment olotrope et ne peut être rendue infinie par aucune valeur de & soit finie, soit infinie, elle se réduit forcément à une constante (8).
325. Des racines quelconques de l'équation (1), choisies de manière à être incongrues deux à deux, mais congrues dans leur ensemble à toutes les autres, ne diffèrent jamais des racines (5), que par des multiples des périodes; en les leur substituant dans
l'expression [(w), on ne fait qu'augmenter celle-ci d’une somme de semblables multiples, ce qui la laisse encore indépendante de w. Une somme de pareilles racines multipliées par leurs degrés de multiplicité, quelles qu’elles soient et quelle que soit u, conserve donc toujours une valeur constante, à des multiples des périodes près.
La considération de l'équation (6) montre que cette valeur se conserve aussi pour les infinis de f(x). En particuher : dans une méme maille, la somme des séros de f(x) multipliés par leurs degrés de multiplicité est toujours congrue à la même somme pour ses infints. | |
Ces diverses proposilions comprennent, comme cas particuliers, les propriétés de la constante supplémentaire S des fonctions du
second ordre E(x), E. (æ) (304), (305).
396. Il n'existe aucune fonction méromorphe, bipériodique, et ne dégénérant pas en une constante, qui soit du premier ordre seulement.
Car pour une pareille fonction le groupe (5) des racines de l'équation (1) ne contiendrait qu'un terme, et celui-ci serait essentiellement variable. L'expression [(w) ne pourrait donc pas conserver une valeur constante (324).
397. Pour établir qu'une fonction donnée d'une seule variable se réduit à une constante, il suffit donc de prouver qu'elle est indéfiniment méromorplhe, bipériodique, et que son >rdre est o (320) ou 1 (326), de prouver, par exemple, que dans quelque maille d’un réseau, elle ne peut pas avoir plus d’un zéro (simple) ou d’un infini (simple).
398. Dans chaque maille de tout réseau, le résidu intégral d'une fonction bipériodique méromorphe se réduit à o (56).
Ce résidu multiplié par 27xé reproduit effectivement l’intégrale f f(x) dx prise en parcourant une fois dans le sens de rotation direct le périmètre du parallélogramme qui constitue la maille considérée (189). Comme f(æ) est identique à elle-même aux points congrus de deux côtés opposés de ce parallélogramme, et
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que ces côtés sont nécessairement parcourus dans des directions inversement parallèles, il est visible que les parties de l’intégrale afférentes à deux côtés opposés sont égales, mais de signes contraires ; l’intégrale est donc nulle, ainsi que le résidu (Cf. 267).
329. Le raisonnement qui précède ne laisse rien à désirer en solidité, en élégance et en brièveté ; 1l a néanmoins le grave défaut de laisser absolument isolé de la théorie générale le fait important dont 1l s’agit. Mais la démonstration suivante, dont nous indiquerons seulement le principe, le rattache étroitement aux autres propriétés des fonctions bipériodiques.
S1 & est un infini mu de f(x), on a dans son voisinage
Fa) et
RE PEN
w(æ) étant olotrope et non nulle en æ — 4, et le résidu correspon-
dant & est De D ot 1) (x) (56).
L’inverse arithmétique de f(x) y est olotrope avec « pour
zéro p°; on en conclut facilement (141 es suiv.) que l’équation
Es, U DL CP ar
PCE)T ;'@LARNRSE
résolue par rapport à x a, pour # infiniment petite, racines infiniment voisines de « et de la forme
(10) L'= à + PU + Gph +. .., ce qui, en posant — {#, donne
LT=a+alt+ aol? +..., puis l'identité
p(a+ait+al?+...)=(a+ at + ast? +...)
On en conclut d’abord o(a) = af, d’où a, £ 0, quel que soit; on en conclut ensuite, pour LH —1, 2, 3, -.. SuUCCessivement,
(a) —=1a1;, g'(a)=1.20@, BAG) r.2.34%3; re
c’est-à-dire CEE AC TT 2 A, 343, UE
et di, Go, 43, ... ne sont pas autre chose que les coeflicients de # dans la série (10) construite pour 4 — 1, 2, 3, ....
Le résidu intégral se trouve être ainsi le coefficient de # dans le développement, par la formule de Maclaurin, de l'expression J(») du n° 324, IL. Il se réduit donc à zéro, comme les coefficients de toutes les autres puissances de », puisque J(v)—I(w)n'est qu'une simple constante.
Relations diverses entre des fonctions bipériodiques ayant en commun un même couple de périodes.
330. Voici d’abord une extension de l’observation générale du n° 255.
Si Les coefficients de l’équation entière en U, (1) Un + fi(æ)Un-1 +... + fini(&)U + fm(x)= 0,
sont des fonctions toutes bipériodiques (indéfiniment méromorphes), admettant un même couple de périodes (M, Q), et st cette équation offre quelques racines, fonctions indéfiniment méromorphes de x, chacune de celles-ci admet un couple de périodes communes à toutes les fonctions f(x), : -., fm(æx):
Comme le changement de x en æ + n’altère aucun des coefficients de l'équation (1), les racines méromorphes de celle-ci se permutent simplement entre elles, et, par suite, se partagent en certains groupes, dans chacun desquels le changement considéré opère une simple permutation circulaire.
Supposons donc que l'addition de I à æ change ainsi les p
racines F:(æx), F;(x), à es F,(x)
en Folx), F3(x), late Fi(xz),
respectivement. Les identités F;(x+1)=F:(x), F,(x + ID) =F;(x), stolots F,(æ+l)=F;(x)
entraînent celle-c1 F;(x + pIl) = F:(x),
en vertu de laquelle toute racine F,(x) appartenant au groupe
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considéré admet pll pour période; et l’on prouvera de même, que F,(x) admet une autre période de la forme gQ, où g est un entier. Or, pl et g@ sont des périodes de moment ;<o, qui sont communes aussi à tous les coefficients de l’équation (1).
331. Réciproquement, si les fonctions indéfiniment méromorphes f(x), F(x) ont un couple de périodes communes (I, @), relativement auquel elles sont d’ordres m, M (321), elles sont liées l’une à l’autre par une équation entière et irréductible de
3 M m : T Nr:
degrés M, — > Mu js OÙ d désigne un diviseur commun
des nombres m, M, qui sera précisé tout à l’heure.
I. L'ordre de f(x) étant m, et f'(x), dérivée par rapport à x du premier membre de l’équation |
ne pouvant, parce qu’elle n’est pas identiquement nulle, s’évanouir pour toutes les valeurs de x, u qui vérifient numériquement cette équation, la résolution de cette dernière par rapport à x fournit certainement (147), (320), (321) m fonctions implicites de w, savoir
(3) T1, Ta, .….…, Tim)
dont deux quelconques ne peuvent être, quelle que soit w, égales ou congrues selon IT, @, puis, outre ces racines, une infinité d’autres dont chacune au contraire est, quelle que soit w, congrue à quelqu’une d’entre elles. Et, à cause de la communauté de ces périodes, la substitution de toutes ces racines dans F(x) donne d’abord les fonctions de w
(4) F(zx1), F(x2), ….) F(T y ),
puis une infinité d’autres dont chacune est identiquement égale à quelqu’une de celles-c1.
Cela posé, les ordres m, M ont un diviseur commun d(21)
tel, que les fonctions simples (3) se partagent en mu — _
groupes de d chacun, jouissant de cette propriété que deux des fonctions composées (4) sont identiquement égales entre elles
ou inégales, selon qu’elles correspondent à deux des fonctions (3) appartenant ou non à un même groupe. De plus, d divise M, et M racines analogues X de l’équation
se partagent en M, — à groupes de d chacune, jouissant des mémes propriétés relativement à f(x).
1° De u à u, on peut faire décrire à cette variable un chemin Jermé tel, que l’une des fonctions (3), x; choisie à velonté, soit changée par ce parcours en une autre x; également arbitraire. |
Si, pour la valeur initiale (et finale) de w considérée, toutes les fonctions (3) sont numériquement inégales, on obtiendra évidemment un pareil chemin en faisant marcher + de x; à x; sur une ligne quelconque, puis en prenant la ligne que décrit simultanément w— f(x). Cette dernière ne peut manquer d’être fermée, PUISQUE Ar) (—= ue
Sinon, et cela parce que les fonctions (3) ne peuvent être identiquement égales, on prendra pour w une valeur w/ assez voisine de sa valeur initiale pour qu’on puisse aller et revenir directement de u à u’ (163 et aliàs), rendant numériquement inégales en outre les quantités correspondantes æ°, ..., æ°,; on tracera de uw! à uw! un chemin fermé [w’] changeant x; en æ° (1°), et, pour le chemin fermé cherché, on pourra prendre évidemment celui que forment : le segment rectiligne [uu/], le chemin [w/|etle même segment|uw'u| parcouru à rebours.
2° Admettons maintenant que d des fonctions composées (4), les d premières pour fixer les idées, soient égales identiquement entre elles, mais non à quelqu’une des m — d autres (en supposant d << m); faisons décrire à & un chemin fermé changeant x, en Layi, € NOMMONS Lys, Ladyss e.-, Load les fonctions dela suite (3) qui sont congrues, suivant les périodes considérées, à celles dans lesquelles se changent en même temps æ, æs, ..., æa. Les identités
(6) Gr) = F (re RER (eS donneront évidemment aussi
F(xzar1) = F(xa+2) na F(%4) (252* ‘À
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après quoi, si 24 est < m, on trouvera de la même manière un troisième groupe de d des fonctions simples (3) dont la substitution dans F(x) identifiera les d fonctions composées correspondantes, entre elles mais non aux précédentes; et ainsi de suite,
(3 4 , » nm ° .
jusqu’à épuisement de m. Il faut donc que m, — —j Soit un entier.
39 Maintenant, la résolution de l’équation (5) fournira semblablement M fonctions de U incongrues entre elles
qui, en appelant D quelque diviseur de M, se partageront en
M ° = ETAT: LS M,= -; groupes jouissant de propriétés analogues relativement
HT
Or, on ne peut avoir D < d; car, à cause des identités (6), la substitution U — F(x,), faite dans les fonctions implicites (7), rend certainement d d’entre elles, les premières par exemple, congrues à &1, Los ++) La respectivement, et donnent par suite
FX) = f(R:)=...= fXa) [= /(m)=...= ra) = ul.
On a donc D — d, car, en renversant le raisonnement, on prouve de la même manière qu'on ne peut avoir d < D.
[On peut observer le fait en question sur deux fonctions des genres E(æ), E.(x), ayant les mêmes périodes élémentaires. Ici l’on a m—M — 2 (393), et la suite (3) se réduit à z,, S — æ1, où S est la constante supplémentaire de la première fonction. Si
cette constante est égale (ou congrue) à celle de la seconde, on a, quelle que soit u, F(x1) — F(S — æ4), d'où d—2,m —M;—1. er, mi —M,— |.
PO
o(s)= a_p9 +... + 1871 + Go + 15 +...
est le développement d’une fonction de $, méromorphe en bi==,0,.€t SL S1; S9: ..., Sy
| 1 représentent les y déterminations du radical t”,; toute fonction symétrique rationnelle des y fonctions composées
(8) p(si), pCsah +, p(s)
est une fonction de t, qui est méromorphe (ou olotrope) en
Quand la fonction symétrique considérée se réduit à la somme des valeurs dissemblables que les 1.2... permutations des fonctions (8) donnent à un même monome les contenant sous des exposants entiers, un raisonnement calqué sur celui du n° 142, II montre que, dans son développement, le coefficient de toul terme où { est affecté d’un exposant non entier se réduit à zéro.
Notre lemme est encore vrai quand cette fonction symétrique esl entière, mais de nature quelconque, parce qu’elle est toujours réductible à une expression linéaire par rapport à des sommes de cette espèce.
Il est donc général; car une fonction symétrique rationnelle peut toujours être mise sous forme d’un quotient de deux fonc- Lions symétriques entières, et le quotient de deux fonctions méromorphes est aussi méromorphe.
IL, £'n représentant par (9) m', 2 aa)
m, des fonctions implicites (3), choisies respectivement, mais à volonté, dans les m, groupes définis au commencement de l’alinéa I, toute fonction rationnelle et symétrique des m, fonctions composées correspondantes
(10) F(z'), :F(2 00e are)
se réduit à une fonction de u, P(u), qui est simplement rationnelle.
D’après une remarque faite à la fin de l’alinéa précédent, 1l nous suffira de raisonner dans le cas seulement où il s’agit d’une fonction symétrique entière.
19 Sr, pour les valeurs de u suffisamment voisines de u;, v racines de l’équation (2) s’y réduisant à x:;,
(11) 7 LME RU
forment un système circulaire (167), et si S(x) désigne une composante quelconque méromorphe (ou olotrope) en x;, toute
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fonction rationnelle et symétrique des fonctions composées deu (12) | (Se), É(&?), Gr $[x]
est méromorphe (ou olotrope) en u = ui.
Comme, d’une part (144), (320, IT), les développements des fonctions implicites (11) s’obtiennent en substituant à la variable d’une certaine série entière les y déterminations du radical
(u — u;)”, comme, d’autre part et par hypothèse, f(x) est développable en une série procédant suivant les puissances de æ — x; à exposants entiers croissants, les premiers éventuellement négatifs, les développements des fonctions composées (12) sont par rapport à w — u; de même forme que ceux des fonctions (3) par rapport à £, et le point en question résulte immédiatement de l'alinéa IT.
2° Si deux seulement des fonctions (12) sont égales identiquement, toutes le sont aussi et se réduisent à une méme fonction de u méromorphe (ou olotrope) en ui.
Car le parcours effectué par w d’un anneau qui enveloppe le
l Il HI
point w; changeant x' en *, Len er Pllen) x, lidentité,
supposée NA f(x) (5, par exemple, entraîne évidemment
NEA TE 0 RE EU) RP d’où RÉ) = = [F (x!) + F(x")+. + F(x%)],
fonction de w qui est méromorphe (ou olotrope) en w;, parce qu’elle est rationnellement et symétriquement composée des fonctions (12) (1°).
3° Si l’on a g groupes de variables indépendantes, contenant respectivement Vi, Vas ce Ve de celles-ci, toute fonction rationnelle et symétrique des Y+Va+...+ Ve variables considérées est exprimable rationnellement au moyen de certaines fonctions symétriques rationnelles des y, variables seulement du premier groupe, de fonctions de la même nature relativement aux v: variables du second groupe, etc. Ge point est trop facile pour que nous nous arrêlions à sa démonstration.
4° Comme chacune des fonctions de w ë) (13) Ho), F(x) ER
se retrouve forcément dans la suite (10), parce que cette dernière contient toutes les fonctions distinctes de w que la substitution dans F(x) des diverses racines de l’équation (2) puisse engendrer, cela à cause de l’identité des couples de périodes considérées, on
aura par exemple F(x') & OR ie
S1 donc deux des fonctions (13) sont égales identiquement, F(x!) est fonction méromorphe (ou olotrope) de wen u = u;(2°);sinon toutes sont inégales et y des fonctions (10) auront, méromorphes (ou olotropes) en w;, toutes leurs fonctions symétriques rationnelles (1°).
Il en résulte immédiatement que les fonctions (10) se partagent toujours en certains groupes dans chacun desquels, considéré isolément, leurs fonctions rationnelles et symétriques sont méromorphes (ou olotropes) en w = u;, par suite (3°), que la fonction P(uw) jouit de la même propriété.
o° La fonction P(u) est méromorphe (ou olotrope) à l’infini (51). Car, la fonction jouissant par rapport à F(x) de toutes les propriétés sur lesquelles ont été fondés les raisonnements ci-dessus, la considération de l’équation
FC
équivalente à
montrera de même que Ps) est méromorphe (ou olotrope) en DD.
6° Le nombre des valeurs distinctes de u qui peuvent rendre P(u) infinie est essentiellement limité. Car la fonction symétrique actuellement en vue étant entière, il faut alors que la valeur de quelqu’une des fonctions implicites (3) soit congrue à un infini de F(x), c’est-à-dire que w ait l’une ou l’autre des valeurs (non infinies) de f(x) correspondant à tous les infinis
pe
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de F(x). Le nombre de ces valeurs ne peut donc surpasser celui des infinis incongrus de F(x) et, à plus forte raison, l’ordre M de cette fonction.
7° La fonction P(w) se réduit donc à une fonction rationnelle de w, puisqu'elle est méromorphe partout, même à l'infini (4°), (5°), et que ses infinis sont en nombre limité (55).
IV. En appelant ainsi — P,(u), Pau), — P;(u), HÉ (—i1)4P mu
les sommes des produits des fonctions (10) prises 1 à 1, 2 à 2, Da, 0... mn à m1, toute valeur U prise par F(zx) pour une valeur de x rendant f(x) #gale à u est racine de léquauion entière de degré m1,
Uru+ Pi(u)Urm-t+...+ Pr, i(u)U + Pr(u) =,
dont tous les coefficients sont des fonctions rationnelles de w, et que l'expulsion des dénominateurs transforme en une autre
(14) PU, u)=0, celle-ci ayant pour premier membre un polÿnome entier en U, w,
de degré effectif m, par rapport à U, et n’admettant pour diviseur aucun polynome entier en w seulement, de degré effectif => 0.
V. L'équation (14) est irréductible, et de degré M, par rapport à u.
1° Sio(U, u), y(U, w) sont deux polynomes entiers sans diviseur commun, on ne peut avoir à la fois les deux identités \{ pPIF(æ), f{æ)1= 0, | LIF(æ) = 0;
car alors les équations simultanées entières en U, w,
\ o(U, u)=0, | YU u)=0,
auraient pour seules racines un nombre limité de couples de constantes, à l’un ou à l’autre desquels se réduiraient F(x), f(x), quelle que fût +. Or, c'est impossible, puisque nous supposons essentiellement qu'aucune de ces fonctions ne dégénère en
une constante.
2° Si appelant g:, go, ..., qe des exposants entiers positfs, en nombre g >1,eto,(U, u), ..., ©, (U, u) des polynomes entiers en U, w, deux à deux sans diviseur commun, et de degrés tous > 0, on avait, quelles que fussent UÜ, w,
PU, u)=[y1i(U, u)]2..-[oe(U, w)]%;, la double substitution U= Fr): UN} Cr
qui annule identiquement D(UÙ, uw) à cause de l’équation (14), annulerait identiquement aussi l’un de ces polynomes au moins, puisqu'ils sont en nombre limité, mais aucun autre avec lui (1°), et toutes les fonctions de w, racines de l'équation (14), satisferaient par exemple à l'équation
Du (UN LEO;
Or c’est impossible parce que ces racines sont toutes non identiquement égales et en nombre m,, tandis que le degré en U de cette dernière équation est m,, à cause de la présence effective certaine de U dans chacun des autres polynomes w,, ....
3° Comme il résulte d’un raisonnement tout semblable, que U, u satisfont à une équation entière irréductible contenant w au degré M,, comme d’autre part (1°) le premier membre de cette équation et P(U, x) se divisent l’un l’autre, à un facteur constant près, ces polynomes sont identiques, et (UÙ, w) est bien de degré M, par rapport à w.
332. Pour construire effectivement l’équation (14), on emploie des procédés variant avec les circonstances et comportant plus ou moins l’emploi de la méthode des coefficients indéterminés.
Les deux corollaires suivants sont quelquefois utiles.
I. La proportion = y (= d) m M: é existant entre les ordres des fonctions f(x), F(x) du n° 331 et les degrés de l’équation irréductible (14), fournit un de ces quatre nombres, dès que les trois autres sont connus.
En particulier, st F(x) s'exprime en f(x) par une fraction
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rationnelle trréductible contenant f(x) au degré effectif M, on a M = M, mm. Car ici mi = 1.
IT. L'équation (14) étant irréductible, son premier membre divise forcément celui de toute équation entière pouvant exister entre les mêmes fonctions U, # (331, V, 1°). Si donc on a obtenu, par un moyen quelconque, une relation de celte nature, ses coefficients satisferont forcément aux équations de condition exprimant la possibilité de cette division.
En particulier, ces coefficients seront tous nuls, si l’un des degrés de cette relation est inférieur au degré correspondant de l’équation (14).
333. En appelant m l’ordre absolu (322) d’une fonction méromorphe bipériodique, et y le nombre de ses infinis numértquement distincts que contient une même maille élémentaire, cette fonction u = f(x) satisfait à une équation différentielle du premier ordre et de la forme
du\m du\m-—1 d
où P,, ..., Pm_1, Pm sont des polynomes entiers en u, le dernier Ph de degré effectif m=m+'"Y, l’avant-dernier Ph: identiquement nul, et tous les autres de degrés effectifs < m'. En outre, cette équation est irréductible, c'est-à-dire qu’en y VA U [ x du .
écrivant u! à la place de > son premier membre est un polynome premier en u',U.
D’après quoi, la fonction u provient toujours de l’inversion de quelque intégrale abélienne (169).
I. L'ordre absolu de f(x) est m
Soient 4, &, -.., ayles infinis distincts que f(æ) possède dans sa maille élémentaire, et tu, LL, -.., y leurs degrés de multiplicité dont la somme reproduit » (321). Ces infinis appartiennent tous à f(x), mais aux degrés Hi+1, Ma +, -.., Hy il (36); et, dans la même maille qui est élémentaire aussi pour f'(æ) (819), cette fonction n’en possède aucun autre (165*). La somme m+Y— m' de ces nombres est donc l’ordre absolu de ASE
IT. Les fonctions w/— f'(x), u, étant méromorphes et d'ordres m', m, relativement à leur couple commun de périodes élémentaires, sont donc liées par une équation entière irréductible
(16) Yu tuh="0,
dont les degrés effectifs sont les quotients de m», m' par uelque 8 q ) par quelq
diviseur commun (331).
II. Deux valeurs particulières x,, x: de x sont congrues suivant les périodes élémentaires, si l’on a à la fois
fa) = fe), Fes) = fre)
et si les valeurs de ces dernières quantités n’annulent pas wthoQu!, u) dérivée partielle par rapport à w, du premier membre de l'équation (16).
L’équation différentielle (16) ne contenant pas x explicitement,
les fonctions de #, 14 = f(æ1 + *), lo = f(X2 + €), satisfont toutes deux à la même équation différentielle du premier ordre
et respectivément, par suite, aux équations différentielles immé-
diates
du di FA b1(U) RARE Va(u),
où d,(u), L,(n) sont deux racines convenables de l’équation (15) résolue par rapport à uw. Mais comme pour t — 0 par hypothèse, on a (ou —(0u, (Ou, —(0u,, et que ces quantités n'annulent pas 0) (u!, u), la racine dont, pour 4 — (®u, —(°/n,, la valeur initiale est (un! — (y, est unique et olotrope (307*), (308*). Les composantes U, (u), Y,(u) sont donc identiques, de plus olotropes en 1 — (on, — (u,, et les deux fonctions ;, M, satisfont à une même équation différentielle immédiate
du R | mn
dont le second membre est olotrope dans ces conditions initiales. Ces mêmes fonetions, ayant pour t — 0 des valeurs initiales égales,
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sont identiques (302*, III); en d’autres termes on a, quelle que
soit ?, Sri) = Fr);
moyennant quoi (253), la différence x: — x, se réduit à une certaine période de f(x), par suite (316) à quelque somme de mulliples entiers des périodes élémentaires de cette fonction.
IV. Les polynomes W', W(1:0) ne pouvant avoir aucun diviseur commun, puisque le degré du second est inférieur à celui de l’autre et que celui-c1 est premier, la résolution par rapport à w/, w du système formé par les équations entières (16) et
ne peut fournir qu’un nombre limité de couples de solutions communes. En appelant donc w, une valeur particulière de w n'appartenant à aucun de ces couples, n'étant égale en outre à aucune des valeurs cardinales de f(x) [nous parlons comme au n° 304, IV, des valeurs en nombre Z m', que donnent à cette fonction les zéros de f'(æ)], les racines incongrues de l'équation numérique
qui ne peut en avoir de multiples, sont en nombre m et donnent à f(x) m valeurs toutes inégales (IT). On en conclut que pour les foncuons f(x), f(x), le diviseur d du n° 331, I, se réduit à 1,
MOD 7, mm, — m.
V. Dans l'équation (16) ordonnée par rapport à u’, le coe fiicent de use réduit à une constante (non = 0). Car si un polynome en w, de degré effectif >> o, servait de coefficient au terme de degré maximum en w/, il s’'annulerait pour quelque valeur b attribuée à w, et parmi les racines de l’équation f(æ)= b, 1l y en aurait une au moins qui rendrait f(x) infinie; or c’est impossible puisque f(x), f(x) sont toujours en même temps olotropes ou non (165*), (213*).
L'équation (16) prend donc la forme (15) après la division de tous ses termes par ce coefficient constant de w/",
VI: On prouve de la même manière que le coefficient de w”’ dans l’équation (15) ordonnée par rapport à w se réduit encore à M. — IT. 24
une constante (non — 0). Il en résulte que le degré effecuf de
Ph(u)est — m/', que ceux de P_1, Py 23. +, PSone
VIT. Comme toute fonction implicite de w, fournie par la résolution de l’équation Q
satisfait à l'équation différentielle dx\" dx\m-1 CVS Fe (18) Pu(T) + Ps (&) ++ Pi(92) ra LEENCS
les dérivées
a RE du du du
de m fonctions de cette espèce, incongrues suivant les périodes élémentaires, sont évidemment les racines de l’équation (18)
; Far à \ résolue par rapport à —- On a donc identiquement Œi
lu pe dx: do Em d ET ET ES | du FIRE du Pr é m),
d'où P»_1 —0, puisque la somme æ, + x, +...—+xx est indépéndante de u (324).
[ On remarquera que la nature spéciale des équations différentielles dont l'intégration nous a fourni les fonctions du second ordre E(x}), E.(x) au Chapitre VIIL, est conforme au dispositif de ce théorème.
334. Le rapport de deux fonctions bipériodiques méromorphes douées des mêmes périodes, F(x), f(x), se réduit à une constante, si, dans une même maille, elles ont les mêmes séros et les mêmes infinis, tous aux mêmes degrés de multiplicité.
Car ce rapport est une fonction de même nature, qui, dans celte maille, ne possède évidemment aucun zéro ou infini, et dont par suite l’ordre s’abaisse à o (327).
Si K désigne la valeur constante de ce rapport, l'équation entière irréductible entre F, f (331) est
CHAPITRE IX. — FONCTIONS BIPÉRIODIQUES EN CÉNÉRAL. SEL
Ici l’on am, — M, = 1, et le nombre d est l’ordre commun des deux fonctions.
399. Sotent fi(x), fia(x), ..., fa(x) plusieurs: fonctions bipériodiques méromorphes possédant les mémes périodes, OÙ G13 Ga, ++, G4 les groupes de fractions simples provenant, pour chacune, de sa décomposition en une somme de pareilles fractions correspondant à ses infinis situés dans une méme maille donnée et en une fonction f;(x) restant olotrope dans
cette maille (39). Si les groupes dont il s’agit satisfont à
quelque identité linéaire et homogène (19) Qi Gi + 22 +...+ 4 Jq = 0,
les fonctions proposées sont liées aussi par une identité linéaire
de la forme (20) - 1 f1(T) + affaire) +...+ ag fa = «, di, -...aqet à désignant des constantes.
En ajoutant membre à membre les q identités
fit(r)= G1+fitæ),
Bb lp Ce «0.1 5 22 Us vs 8 TRS
Jar) = G3+ fat), multiphées auparavant par &a,, ..., &y, il reste à cause de (19)
Ufi(T)+...+ dgfa(r) = Mfi(T)+...+ ayfy(æ).
Le premier membre de cette relation étant une fonction méromorphe aux mêmes périodes que les proposées, le second jouit de la même propriété. Mais il n’a plus d’infinis dans la maille considérée, puisque f,(x), ..., f,(x) y sont olotropes; il se réduit donc à quelque constante a, parce que son ordre est nul (327); d’où la relation (20).
SUITE DES DEUX PRÉCÉDENTS
DÉVELOPPEMENT DES FONCTIONS BIPÉRIODIQUES EN SÉRIES DE FRACTIONS SIMPLES OU DE FONCTIONS CIRCULAIRES, ET EN SÉRIES FACTORIELLES.
Origine et propriétés générales des fonctions =;(x). O(x).
337. Les questions résolues pour les fonctions unipériodiques polarisées, dans les derniers paragraphes du Chapitre VII, se traitent pour les fonctions bipériodiques par des moyens tout semblables.
Une série quadruplement infinie est l’ensemble des valeurs en nombre illimité,
ns lalnl ele ete = 0e (y 'als ss -» sn olale tr vins trs e vx
de quelque variante w» n à deux indices m, n, qui est définie pour toutes leurs valeurs positives, nulles ou négatives.
Nous dirons contigus deux termes quelconques où, les valeurs d’un même indice étant égales, celles de l’autre diffèrent d’une unité seulement, et continu tout amas de termes tellement composé qu'avec deux quelconques d’entre eux il en contient forcément d’autres pouvant être écrits entre ceux-ci de manière que deux consécutifs quelconques soient toujours contigus. Nous représenterons en outre par Sz la somme des termes de tout amas contenant ceux au moins où les valeurs numériques de mn, n ne surpassent pas l’entier positif X.
Cela posé, si Sx tend vers une limite pour # infini, sous la seule condition que l’amas sommé reste toujours continu, la série est
convergente. On aperçoit immédiatement alors que la valeur de la limite est indépendante de la composition variable de l’amas conunu considéré, et on la nomme (au figuré) la somme de la série. Le reste de la même série bornée à l’amas qui a fourni une valeur de la variante Sz, est S — Sz, excès sur Szx de la somme S de la série, c’est-à-dire la somme de la série encore convergente obtenue en substituant zéro dans la proposée à tous les termes pris pour former S4; il tend naturellement vers zéro, quand Æ augmente indéfiniment.
La série est divergente dans le cas contraire, c’est-à-dire s’il est possible de former des amas continus de cette sorte, pour lesquels Sz n’ait point de limite. Une pareille série n’a point de véritable somme; néanmoins on peut souvent, par telle ou telle composition convenable de l’amas continu considéré, faire acquérir à Sx telle ou telle limite intéressante à étudier, ce que nous verrons bientôt. Une pareille limite dépend, dans sa valeur comme dans son existence même, de la loi qui a présidé à la formation progressive de l’amas correspondant; à bien des égards, on peut la regarder
comme une somme fictive de la série, relative à la sommation -
spéciale qui l’a fournie.
338. Quand les modules de ses termes sont eux-mêmes en série convergente, la série (1) jouit de propriétés fort précieuses et de tout point identiques à celles que nous connaissons depuis longtemps dans le même cas aux séries ordinaires (ou simplement infinies). On prouvera notamment sans difficulté :
1° Qu'elle est convergente aussi;
2° Quelle conserve cette propriétéquand on y substitue zéro à tels termes qu’on voudra, c’est-à-dire que toute série paruelle formée avec des termes non répétés est également convergente;
3° Que la variante Sy tend toujours vers la somme de la série, quand bien même l’amas correspondant serait discontinu, ou bien, si l’on préfère parler ainsi, que le déplacement et le groupement des termes ne peuvent jamais nt détruire la con-
vergence de la série, ni modifier sa somme; Etc.
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Il est évident enfin, que ces mêmes modules sont en série convergente, st des groupes formés avec eux suivant quelque loi donnée ne comportant aucuñe omission fournissent des sommes qui, écrites conséculivement, constituent une série (ordinaire) convergente.
339. Sc flu., v), F(u, v) sont deux fonctions entières de 1 1 )
degrés effectifs À, À par rapport aux variables u, v, et st le polynome homogène FA(u, ») formé dans la seconde par les termes de degré À ne peut s’évanouir pour aucun couple de valeurs réelles de u, v [(o, o) naturellement excepté], la série quadruplement infinie ayant (2) JOn, n)
ECre vtr) pour terme général, est convergente avec celle des modules de ses termes, quand on a
DIT? DIV
‘ 9 ? Te I ?
on «a mod(uw + vw)2y0.
C’est ce que rendent évident l’égalité
w'—+ vw’ 2 UT" + vw” 2 Fe ; (w'w"— ww’)? [u(w'w'+ ww") + v(w'2+ w7?)[?
So. ee llon I gr OEM NREET) 0 0 70 TUNIS LOMME NU RE 0): 4 + W
et celle s’en déduisant par la transposition simultanée de 5! et w/, de 5” et w”, de u et y.
IT. Ecrivons maintenant
NME LEA 0) PT TRE ml DU TA I.2... ICONE » (P+g+ )
le développement de f(u, e), et
A — 1) J a *UPpI1r" r—=A
Den Ps LÉ PERRIRS ) celui de FA_4(u, v)—F{u, o)—FA(u, v), polynome de degré (À — 1); soient aussi « le plus grand des modules de Gp,g:rs @ la même chose pour b, 4,7, et k la plus grande des valeurs numérique s de m, n. On trouvera facilement
mod /f(m, n) Ma (2 F2 modFA-_;(m, n)< B(24 Tr) ASE
D'autre part, dans chacun des À facteurs linéaire s (Diu+uwip), ..., (DAU+WAP)
en le produit desquels FA(&, v) peut être décomposé, les coefficients &, & Ont un moment non — 0; car, s’il en était autrement pour l’un d’eux, ce facteur et par suite FA (u, ») s’évanouiraient, contrairement à l'hypothèse, pour quelque couple de valeurs réelles de w, # non toutes deux — 0.
Donc, en appelant ; pour le siè"® facteur quelque quantité posiuve convenable (I), on aura
mod(w;m +uw;n) > 0;k, d’où mod FA(M, n)>0,0:...04 À > 64À,
en appelant 6 le produit positif 0,0,...04, puis, à cause de l’idenutéF(u,v) =EAUu,v) + FA, (u,v) combinée avec les inégalités précédentes, PAUL n) a(2k + Tr)
Fm, n) = KA GB(2k+1)A1
inégalité ayant lieu aussitôt qu’en croissant, Æ atteint la valeur à
CHAPITRE X. — DÉVELOPPEMENT DES FONCTIONS BIPÉRIODIQUES
‘partir de laquelle le dénominateur de son second membre se main-
tient positif; F(m, n) alors ne peut plus s’évanouir comme nous l'avons annoncé.
Groupons maintenant les modules de ceux des termes de notre série, où Æ est précisément la plus grande valeur numérique des indices », nr. Leur nombre étant 8#, ils finissent, d’après ce qui précède, par former une somme inférieure à
: 8ak(2k +1) OAA B(2k +11
terme d'indice Æ dans une série ordinaire qui est convergente (273), puisque À —(X +1), excès du degré du dénominateur sur celui du numérateur, est au moins égal à 2, à cause de À — 73. Ces sommes forment donc à plus forle raison une série convergente, ce qu'il nous suffisait d'établir d’après l'observation finale du numéro précédent.
Quand l'inégalité (3) n’a pas lieu, on prouve facilement que la série est divergente.
_ 340. Les considérations précédentes sont applicables aux séries P AP P uadruplement infinies dans lesquelles, x désignant une variable q q ) 5 indépendante, on a
U = (4) He (x — mIiE=rAû) :
inverse de la puissance d’exposant ? (entier positif) du terme général d’une progression arithmétique aux deux raisons IT, Q, de moment non nul (309); effectivement u»,n est ainsi une fraction rationnelle en m, n, où (ml + nQ), ensemble des termes de
degré maximum dans le dénominateur, ne peut s’évanouir pour
d’autres valeurs réelles de m, n que (0,0), à cause de l'hypothèse faite sur II, Q. Ce sont les propriétés de ces séries que nous allons
approfondir.
Pour iZ3, la somme d’une pareille série, qui alors est toujours convergente avec celle des modules de ses termes (339), est une fonction indéfiniment méromorphe de x, qu'on peut différentier et intégrer sur un chemin quelconque, en traitant
séparément de la même manière tous les termes de la série. Pour i = 2, la somme variable
GE, Der
des termes d’un amas continu (33T) tend vers une limite joutssant des mêmes propriétés, à condition toutefois que la méme somme construite pour x — 0, savoir
2) D en
tende vers une limite.
Pour i—1, et pour la somme variable
(7) Dm
méme chose a lieu encore, sous la condition précédente accompagnée de celle que la somme de composition semblable
8 > (8) x(ml+nQ) ait aussi une limite.
[Nous supposons naturellement chacune des sommes (6), (8) débarrassée de son terme impossible où m = nr = o.|
Pour démontrer ce théorème, on raisonnera exactement comme nous l’avons fait au n° 277 dans une circonstance analogue, en s'appuyant sur celui du n° 339, sur le fait particulier établi dans l'alinéa I de la démonstration de ce dernier, puis, pour ce qui concerne les cas où 1 — 2,1 —1, sur les formules
(9) D I PU D I +Y ABTL?
9 k(æ—8) Mr? k 8? £82(x—8)2?
I I I I I 10 = — ES Er zY La a ARR à (109 > T md}; 5 x 82 s82(æ — 8)
fournies par une décomposition évidente de tous les termes où 8— ml + nQ n’est pas nul.
I. Les mêmes choses étant posées qu'aux n° 2TÀ et 275, on a
Un DA, oi I I I _— ++ += — — — + ce u? u? u2 RUES: U À avec (12) mod €_3 € 0-3 G°
s_: désignant ici la somme des cubes inverses des modules des termes du tronçôn de progression arithmétique considéré.
On raisonnera exactement comme au n° 279, mais en partant de la relation
vi # 2 ; ; 9 u;j+ h Uj u? u? \ Uj u?.
. À x : ‘ h Car
également applicable à partir du moment où mod se maintient é
au-dessous de 0 1.
IT. 1° Pour faciliter la conception des choses, nous tracerons deux axes rectangulaires sur un tableau plan, et nous nommerons Jalon d’un terme quelconque u»,» d’une série quadruplement infinie le point de ce tableau ayant m, n pour abscisse et ordonnée.
Appelant ensuite M, < M, deux entiers de signes quelconques, N,, N: deux autres entiers de même signe, donnant numériquement N;N:, nous construirons sur le tableau Île rectangle [M,, M, N,, N;] dont deux côtés opposés sont empruntés aux droites m—M,, m—M;, les deux autres aux droites na = N,, n = N;, et nous évaluerons d’abord la somme Sy m,n,x, de tous les termes de l'expression (6) tombant (c’est-à-dire leurs jalons) sur le périmètre ou à l’intérieur de ce rectangle; ces termes sont ceux où mn est compris entre M, et M, inclusivement, n entre N,et N:. Nous supposerons ensuite N;, N: positifs pour fixer les idées, et aussi N, assez grand pour que, dans les termes considérés, les rapports de modif et de modQ à mod(mIl + 7Q) soient toujours inférieurs à une quantité positive donnée 0 1 (339, 1).
Les termes de notre somme où nr a une même valeur sont les carrés inverses des termes d’une progression arithmétique de raison — IT, ayant pour extrêmes M,II + 7Q, M,II + nQ; la formule (11) donne donc pour leur somme
I T I ART SNS
Il faut faire ensuite nr —N,, N,-E7r, 400 puis sommer de nouveau; la formule (5) du n° 275 donne alors
S MUR (y (Mi—1)I+(N+1)Q 5 M; T+(N:+1)Q } SUR RME (M: CTEENE MU+NQ || (13) à PRETAR 2 s(Mi—1) __ _ (M) (2).
Len Las T'en n=N,
On remarquera que la dernière partie de cette expression est la somme des termes tombant dans notre rectangle, d’une série quadruplement infinie qui est convergente elle-même et celle formée par les modules de ses termes. L’inégalité (12) montre effectivement que les modules des termes élémentaires de et sont inférieurs aux quantités positives
mod(— TI) Poe L 4 1 — 0 (mil + nQ):
formant elles-mêmes une série de ce genre (339). L'inégalité (6) du n° 275 montre que les termes de l’avant-
L2 Lt L . 14 L ’ I dernière partie, si l’on y néglige le facteur commun — g> ont des
modules inférieurs aux quantités
REA D Tor (nr = Ni, Ni, ..., No).
S1 donc M;, N, restent fixes, et si N, augmente indéfiniment, cette avant-dernière partie a une limite (273). Si M, ou N,, ou tous deux sont infinis, elle est infiniment petite; ceci résulte de ce que nous avons vu aux n° 274 et suivants.
Et de même pour l’antépénultième parue, où M, — 1, N,, N: jouent les mêmes rôles que M;, N,, N:, dans l’avant-dernière.
2° Appelons maintenant M, N deux entiers positifs infinis, puis
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[M, N] le rectangle variable dont deux côtés opposés ont pour équations m— + M et les deux autres nr — + N. Appelons en outre [M,, N,]un rectangle de ce genre, mais invariable, en dehors duquel le module de mII + nQ soit toujours supérieur à modII et à modQ.
Si l’on décompose le rectangle [M, N] en sept autres, savoir : 1° le rectangle [M,, N,], 2° celui dont les côtés opposés ont pour équations m—+M, n —N, ou N, 5° celui dont les côtés sont caractérisés par m — — M ou — M,, na —0o ou N,, 4° le symétrique de celui-e1 par rapport à l’axe des n, puis enfin les symétriques des trois précédents par rapport à l’origine des m, n, la formule (13), appliquée successivement à chacun des six rectangles variables, donnera facilement, pour la somme Syx des termes de l'expression (6) non extérieurs au rectangle [M, N|,
2 E MINQ
San pe 2[ mn Nolan
où Yyn est une certaine variante ayant une limite déterminée, de quelque manière que M, N augmentent indéfiniment.
‘Ainsi donc, on créera une limite pour l'expression (6), en la composant des termes non extérieurs au rectangle [M, N|,
ER MARNE et en assujettissant l’un ou l’autre des rapports X> y 4 tendre
vers une limite déterminée.
30 En choisissant convenablement la limite de l’un ou l’autre des rapports ci-dessus, et en ajoutant aux termes contenus dans le rectangle [M, N] ceux que renferment certains polygones additionnels contigus à ce rectangle et formant avec lui un ensemble symétrique aussi par rapport à l’origine des m, n, on peut faire acquérir à l'expression (6) telle limite qu'on voudra.
Nous supprimons, pour abréger, cette partie de la démonstration dont les conséquences ne nous sont pas indispensables.
III. Les jalons non extérieurs au polygone défini ci-dessus (IE, 3°) ayant deux à deux des coordonnées égales et de signes contraires, la somme (8), quand on la compose de termes ayant ces
mêmes jalons, s’évanouit sans cesse et par suite a zéro pour limite.
Mais si, appelant M'la plus grande valeur de m dans ceux de ces termes où m>0,n—0o, puis M’ un autre entier infini donnant au
rapport jp une limite p non nulle, on introduit dans cette somme
les termes contigus
I I I (M'+i)ll su (M'+ 2)II FAT NTENE
quand p > 1, ou bien si l’on ÿ supprime les termes
1 I I EVENT AE re
ML (M = DT NN
quand p est 1, la limite de cette même somme augmente tou-
jours de in (276, I). Elle augmente semblablement de see par
nl - Pour nQ
l'introduction ou la suppression de termes de la forme
lui donner la valeur quelconque To il suffit donc, en posant
a = a'+ ia”, de trouver pour u, y deux quantités positives donnant
équations toujours résolubles de cette manière à cause de la nonnullité du moment de II, Q.
L'introduction ou la suppression des termes de mêmes jalons dans la somme (6) n’en modifie pas d’ailleurs la limite; car. elle lui ajoute ou lui retranche les sommes des carrés inverses des termes de deux tronçons de progressions arithmétiques, dont ceux de moindres modules sont infinis (274).
Cette dernière observation achève évidemment la démonstration que nous avions à faire.
342. Les sommes qui constituent les derniers termes des formules (9), (10), ayant des limites indépendantes de leur compositon, parce que leurs termes généraux appartiennent à des séries quadruplement infinies qui sont convergentes même quand on
CC CT
(14) 2 +C'— Ge +f(æ),
où C, C! sont deux constantes arbitraires et f(x), (x) deux fonctions qui en sont indépendantes et s'évanoutissent pour 2-0.
Pour plus de simplicité nous rendrons C/— 0, en prenant toujours symétrique par rapport à l’origine des m, n le polygone réglant la composition variable commune des sommes (6), (8), comme nous l'avons indiqué ci-dessus (341, Il, 3°), et nous représenterons alors la seconde de ces fonctions par &,(x), la première par Æ(x).
Pour :23, nous représenterons par &;(x) la somme de la série ayant (4) pour terme général, moyennant quoi on aura aussi bien
(15) Sein Promise)
pour toute valeur de # et pour toute composition de cetle somme semblable à celle ayant déjà engendré Æ,(x) et Æo(x).
I. On a, quel que soit ’, (16) =;(&)= OUR
Car nous avons vu, au n° 340, que pour différentier la limite de la somme (7), quand elle existe, il suffit de différentier séparément chacune des fractions simples dont elle est composée (Cf. 2T8, 1).
II. Celle d'indice i a pour seuls infinis, tous de degré 1, les
quantités ml + nQ, et en chacun d’eux, sa décomposition
CF. 278, IL
donne la seule fraction simple Ge mea
IIT. On a identiquement E;(—r)=(—1)E;(x).
Car le polygone du n° 341, IL, 3°, qui règle la composition de la somme (15) pour & — 1 ou { — 2, et qui peut être censé la régler aussi pour { 23, ayant élé essentiellement supposé symétrique par
A Ê Le I rapport à l’origine des m, n, cette somme ne se compose, outre —; L A
que de paires de termes où m, n ont des valeurs respectivement égales et de signes contraires. Le changement de x en — x laisse
donc — el chacune de ces paires invariables, ou bien les change de signe, selon que £ est pair ou impair ( Cf. 278, VI). ) | P )
IV. Pour 1 impair, on a
ns J TA — O0.
EC Qi » | a Car, après la suppression de ” dans la somme (15), l’hypo-
thèse x — 0 y rend tous les termes deux à deux égaux et de signes
contraires (Cf. 278, VIT).
344. En appelant p, q deux entiers indéterminés, on a l'identité fondamentale
(17) (x +pl+gQ)=E(x)+ pAn+gAO,
où Ar, Aa sont deux constantes liées par l'égalité
(18) OATI — DAQ = + o2rz, selon que le second élément du rapport x “st positif ou négatif. On a aussi TU fie (19) An=2Æ(); Ao=z (=).
De plus, cette fonction &;(x) peut étre unipériodique, mais non bipériodique.
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1. Supposons pour commencer, que le polygone réglant la composition de la somme variable (7) soit le rectangle [M, N] du n° 341, II, 2°, puis, pour fixer les idées, que l’on ait
lim & te
L'addition de IT à æ augmente évidemment cette somme de la quantité
71=N TN > : D En — — > æ+(M+1)I—n9Q x — MI nr n=—N n=N
qui (276, I) a pour limite évidente
au MU+NQ > ,(H+<£Q (20) rs L M TN) HO nil
et l’addition de Q à x augmente la même somme de
À Die: NO+MI\ 2 {Q + IT (20 bis) bo = lim UÉTIE A
IL. £a posant h=MI— NO, & = MI + NO, t3=—ti= NO — MI
et précisant les logarithmes comme au numéro cité, on a
11/7 Q . 7 e selon que le second élément de = est positif ou négatif.
1° Le premier membre de cette relation est évidemment égal à
accroissement éprouvé par /(t) quand # décrit la ligne brisée
conduisant de £, à {>, puis de {2 à {3, ou bien, ce qui revient évi-
demment au même, quand € décrit la demi-circonférence de
centre { — 0, conduisant de £, à {3(— — #,), dans le même sens de
rotation. Cette somme se réduit donc à + x£ suivant que ce sens
est direct ou rétrograde (186 bis).
UT
2° Maintenant, et en thèse générale, on observera que, trois points quelconques 4, {», {4 étant donnés, tout déplacement de l’un qui ne lui fait pas franchir la droite joignant les deux autres, c’est-à-dire qui ne fait pas passer par zéro la valeur du déterminant
1 N'ES (22) 1. CS REURE 1: C5A
et qui, par suite, lui laisse un signe invariable, ne change pas, pour un observateur placé au milieu du côté [#, 4, ] du triangle [ &, 443], le sens de rotation du mouvement d’un point mobile allant de £, à 4 sur les autres côtés [£, 1], [ {243 ] du même triangle.
Il en résulte que ce sens est direct ou rétrograde, selon que le déterminant (22) est positif ou négatif; car, sans changer ce sens, on peut amener les trois points en question à coïncider respectivement dans le premier cas avec 147.0, o+ 1.1, —r=#4:0; points pour lesquels à la fois le sens est direct et le déterminant positif, dans le second cas avec 1+ 5.0, 0 1(— 1), 740; points pour lesquels les inverses ont lieu.
3° Comme pour nos points 44, de, t3=—= — t,, ce déterminant caractéristique se réduit à 4MN(IFQ’— IQ) et que MN est positif, 1l faudra bien, dans la relation (21), choisir le signe + ou le signe —, selon que le moment (IQ"— IT’Q/) sera positif ou
= . \ 0 17 IT négatif, c’est-à-dire selon que le second élément de G sera So
. 2 RS (257), ou bien que celui de T Sra Zo.
III. Les relations {20), (20 bis)et (21) donnent immédiatement
Maintenant la fonction £, (x) précisée ci-dessus (TE) et la fonction E,(x) étant deux déterminations de l’expression (14) pour C=o, on à
© désignant une certaine constante. On en conclut immédiatement
= en Les) (h
d’où la relation (17) complétée par l'égalité (18).
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IT Ë IV. Pour p—1, g—0 et x ——, valeur qui n’est pas un
infini de &,(x) (343, IL), la relation (17) donne (343, II)
D AIN OR an se ee)
et l’on obtient de même la seconde des formules (19).
V. À cause de la propriété exprimée par l'équation (17), nous dirons que Il, Q sont de fausses périodes pour Æ,(x), et nous appellerons Ar, Aa les augments correspondants de cette fonction.
VI. La distribution des infinis de Æ,(x) (343, I1) montre immédiatement que les seules périodes possibles de cette foncuon sont de la forme pIl + gQ (p, q non tous deux — 0); et, en vertu de la relation (15), p, H + g, Q est effectivement une période
si, par hasard, P1An+g1A0o=0,
ce qui est réalisable, par exemple, quand Ar —o, en prenant qi = 0 et p, à volonté (Cf. 359,-inf.).
Mais si p21l + g2:Q était une seconde période, on aurait en outre
P1 gi
P2Ân+ 92ÂA0 = 0; d’où | 2Ât a in
parce que, d’après l’égalité (18), on ne peut avoir Ar — Ao = 0.
On pourrait donc trouver quatre entiers p, q, 1, me donnant D Qi Liqr Do — Mop, 92 —IUad moyennant quoi ces deux périodes seraient certainement composées de la période unique pl + q ©.
345. Pour 1292, la fonction Ex) est bipériodique aux périodes élémentaires I, Q. ;
Car la différentiation de la relation (19) combinée avec (16) donne alors l'identité caractéristique
(T + pl TE qgQ) = Æ;(æ).
Ces périodes II, Q sont d’ailleurs élémentaires, à cause de
la distribution spéciale des infinis communs de ces fonctions (343, IT).
On pourrait encore employer le raisonnement direct du n° 344, appuyé sur le théorème du n° 274.
346. St a, B,..., À désignent des constantes quelconques, mais incongrues selon le couple (II, Q), toute fonction linéaire de quelques fonctions
(23) E(T—a), E(xz—6), ….) =(x — À),
dont celles d’indice 1 sont d’une même provenance quelconque, est une fonction bipériodique de x admettant les périodes 1, 9, pourvu toutefois que, dans cette expression linéaire, la somme des coefficients des fonctions À d’indice 1 se réduise à zéro.
Soient À, B,..., Lces coefficients de E, (x — x), E,(x —f), ..., E,(x— À). Comme les fonctions Æ d'indices > 1 admettent les périodes IT, Q (345), l'addition à x de pII + gQ augmente simplement l'expression linéaire considérée de
(A+B+...+ L)(pAn+gAao);
c’est-à-dire de zéro en vertu de l’hypothèse (344).
Cette fonction a pour infinis évidents les quantités &, B, ..., À; leurs degrés de multiplicité sont les plus grands indices des fonctions Æ où l’on a substitué (x — x), (x — $), ..., (x — À), et les coefficients de l'expression linéaire sont précisément les numérateurs des fractions simples provenant de la décomposition de la fonction bipériodique ainsi engendrée.
347. Réciproquement, toute fonction bipériodique indéfiniment méromorphe f(x), aux périodes I, Q, s'exprime linéairement au moyen de fonctions analogues à (23) et à indices convenablement choisis.
Soient ...,@;, ... les infinis de f(x) tombant dans une même maille de son réseau élémentaire, et À, ;, A: ;, . . Ales
numérateurs des fractions simples en (x — aj)=1, (x — aj) ?, ..., (æ —a;) t, ... provenant de la décomposition de f(x) relative-
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ment à «;. Le résultat de la sommation SA; j=i(T — a;)
étendue à toutes les combinaisons de valeurs de #, 7, qu'il y a lieu de considérer pour f(x), est indéfiniment méromorphe et admet les périodes IT, Q, parce que la somme des coefficients de ..., Hifr. «;), ... sy réduit au résidu intégral de f(x) dans la maille en question, c’est-à-dire à zéro (328), (346). De plus, cette fonction ne diffère de f(x) que d’une constante, parce que la décomposition des deux fonctions dans une même maille donne
les mêmes fractions simples (343, Il), (336). Donc, etc.
348. Appelons Æ;(x) une détermination quelconque de Æ;(x), construite sur les périodes (vraies ou fausses)
TM=al+$8Q, 'Q—7yI + 00,
a, B, y, à désignant des multiplicateurs entiers satisfaisant à la condition
Posons en outre
L ! ' N (25) "x À An — À; — BA.) = 6 ( AS — Y Ar — 0AS)— À,
où 'Aryr, Aa représentent les augments de 'Æi(x). On a les
relations (26) LE (T)— = (r) = A7:
(27) (Tr) — (2) = A,
HAPpour 13, (28) E(x) — E;(r) —0.
Cette dernière identité est évidente; car, pour i23,Æ&;(æx)est la somme d’une série quadruplement infinie dont les modules des termes sont en série convergente, et qui peut être sommée d’une manière quelconque sans altération de résultat. Or, le changement
du mode de sommation, accompagné de celui des périodes, n’est au fond qu’un simple changement dans le mode de la sommation; car, à cause de la condition (24), l’ensemble des valeurs de m'I + n'Q coïncide exactement avec celui des valeurs de nH+nQ.
Maintenant, comme à quelque facteur numérique près (343, L) le premier membre de (28), pour # — 3, est la dérivée première de celui de (25), seconde-de celui de (26), ceux de (26) et (25) sont des formes linéaires Ax + € et — À, où À, € sont des constantes qu'il nous reste à calculer.
La seconde est nulle, parce que, si l’on pose x = o dans le pre-
. \ . Pol mier membre de (26), après avoir retranché : de chacun de ses termes, il reste o — o — 0 (345, IV).
Enfin, et en vertu du théorème du n° 344, le premier membre de (26) augmente de /Ar—(xAr+ $AQ) quand æ augmente de I = all + $Q, et le second de A'IT; d’où pour A, la première valeur assignée par la formule (25). La seconde valeur s'obtient de la même manière en faisant croître x de 'Q = yII + 0Q. Leur égalité serait encore assurée par la combinaison des relations (18), (24).
349. Comme toutes les déterminations de la fonction &, sont celles de l’expression (14) pour C/= 0 et pour une valeur quelconque attribuée à l’autre constante C, l’expression
(29) = (æ)+ Ar
est réciproquement une certaine détermination de la fonction Æ,, quelle que soit la constante A.
On notera qu'il existe toujours une fonction Æ,, mais une seule, ayant une quantité quelconque donnée pour augment de nom donné.
Pour que le premier augment par exemple de la fonction (29) soit égal à %yr par exemple, il faut effectivement et :l suffit que l’on ait
An+An= %r d’où
Mais l’autre augment n’est plus arbitraire, car il est lié au premier par la relation (18).
CHAPITRE X. — DÉVELOPPEMENT DES FONCTIONS BIPÉRIODIQUES. 391 350. En appelant M un entier positif, puis VE, (x) la fonction &, construite sur les fausses périodes ;;, Q, avec un pre-
mier augment égal à Ar (349) et un ne égal par suite à MAo [à cause Le la relation (18)|, on a l'identité
[eme x)+ =r+ag)+e
(30) +, Le OM) “| (IE; (x) = O,
C désignant une constante, nulle pour 1>> 1, mais égale à
P=(M—1) Ên = (M1) (28 5++) pour 1—=1.
La différence dont il s’agit, qui est indéfiniment méromorphe,
IT ‘US " AU
admet Ne Q pour périodes, ce qui est évident pour > 1 (345) et
CR ; : . Il vrai aussi pour { — 1. Dans ce cas, en effet (344), l’accroissement ;:
attribué à æ augmente respectivement ses deux parties des quantités égales I] = TX + M — — E(x), Ar M
et l'accroissement Q les augmente des quantités encore égales A°<M, MA
D'ailleurs la même différence n’a pas d’infinis; car ses deux termes ont pour infinis communs les quantités m x Su nQ, et
ils donnent par leur décomposition les mêmes ne simples pour chacun d’eux. Elle se réduit donc à une constante (336), et celle-ci est nulle quand ? > 1, parce que l'identité (30) relative à ce cas peut aussi se déduire par différentiation de celle relative à c— 1 (343, I).
Si, quand i—1, on ajoute membre à membre l'identité (50)
II ; ; our Z — L- avec ce qu’elle donne pour x — — ——;, il vient P M q P M
facilement (343, ID)
We = UN DS [ISSN 2C= > ei (rt) 2 [5 01 | .= 0 Dr
à cause de
(TT Il ET OPPAITS au tv lun]
et l’on a bien C—T.
Cette formule (30) est quelquefois utile à la simplification des expressions fournies pour les fonctions bipériodiques par le théorème du n° 347.
391. En ayant égard à la propriété de toutes les fonctions &, de pouvoir être différentiées et intégrées par la différentiation et l’intégration séparées, des fractions simples dont la sommation les a engendrées, et en raisonnant exactement comme aux n° 983 et suivants, on obtient immédiatement les propositions qui terminent ce paragraphe.
Le produit des binômes linéaires
TS SE
dont sur le tableau les jalons remplissent un polygone de dimensions infinies jouissant de la double propriété d’être symétrique par rapport à l’origine des m, n et de faire converger la somme (6), tend vers une limite O{x) qui est une fonction de x indéfiniment olotrope; on suppose remplacé toutefois par x le facteur impossible où m = n —0.
Le produit semblablement composé des binômes
æ EE - 0+mll+nQ
où le paramètre À n’est pas de la forme ml + nQ, tend aussi vers une limite O(x, Ÿ) qui est indéfiniment olotrope.
Ces fonctions s'expriment au moyen de la fonction &, (de
IV. On a les identités
x+ Ao( x+°2
(AM O(x+ 0) — — An é 1) O(P)MO(PEROEE— e it VE ) O(&),
L'équation différentielle (32) donne
À [2O(x +)—/0(x)] = Æ(e+N)—Æ(x)=An (34), d’où, par intégration et passage des logarithmes aux nombres, O(z+u)= Ce O(x),
C désignant une certaine constante.
L2 LL Il LA L] En faisant dans cette relation x = — ne ayant égard AMODONICL
divisant par of; ) qui ne peut s’évanouir (IL), 1} vient
ce qui donne la première des formules (34); l’autre s'établit de la même manière.
Toutes deux montrent que l’addition de p I + gQ à x multiplie O(x) par une exponentielle dont le signe et l’exposant, fonction linéaire de +, s’obtiennent immédiatement.
Comme au n° 344, V, nous appellerons II, Q les fausses périodes de O(x).
399. Pour exprimer O{x, 0) au moyen de O(x), on a la relation
EE
15) O6. 0) 0(—t) (CT 280) 394. Sotent (36) Mis Ta RARE (37) A1) Has ...…;, My
deux groupes d’entiers positifs satisfaisant à la condition
(38) (Mi Mo +... + Me)—(Wi+ ba EF. Puy) 20; et
(39) di, Go; » Ag,
(40) A1»: La TER AN
deux groupes correspondants de quantités quelconques, mais toutes incongrues selon le couple (II, Q), et satisfaisant à cette autre condition
(41) (mai + Mado +. + Meg) — (pu +... + hyay) = pH +gQ,
p, q désignant deux entiers quelconques (positifs ou négatifs). Posons enfin
An(pH#g9)+qg.ant A,(pll+qg0}Æp.ame = ——
quantités égales en vertu de la relation (18).
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[O(x— a) |"4[O(x — @2) |" 21 [O(x— ag)|"s
3 — ex A jo) [O(æ— 1m [Or — ay)
est une fonction indéfiniment méromorphe de x, aux périodes Il, @, ayant pour zéros aux degrés de multiplicité (36) respectivement les quantités (39), et pour infinis aux degrés de multiplicité (37) les quantités (40).
Chaque terme de cette fraction étant indéfiniment olotrope comme O(zx) (351), et l’exponentielle l’étant aussi, la fonction P(x) est indéfiniment méromorphe.
Maintenant, si l’on change x en x +Il (352, IV), le second membre de notre formule est multiplié par — 1 élevé à une puissance d’exposant (m1 +...+ My) — (ui +...+uy) et par une exponentielle d’exposant
IT AU HAT I[(7u+...+ mg) (bite. + #1 + 5)
—[(mud +... + Meag)—(Hu+...+ ty%y)] ,
c'est-à-dire par 1Xx<e72?Ti— 1 à cause des conditions (38), (41), (42): Notre expression a donc II pour période, et de même Q.
Finalement, comme O(x) n'admet pour zéros, tous simples, que les quantités mIT + n0Q (352, IT), la même expression a bien pour zéros et infinis, aux degrés de multiplicité spécifiés, les quantités (39) et (40) (avec toutes les valeurs de x qui leur sont congrues ).
385. Réciproquement, si l’on représente par les notations (39), (40), (36), (37) les zéros et infinis incongrus de la fonction méromorphe F(x) aux périodes I, Q, ainsi que leurs degrés de multiplicité, et par À un coefficient convenablement choisit, on aura
(44) F(æ) = Kb(x), K désignant une certaine constante.
D'une part (321) les entiers (36) (37) remplissent la condition (38); d’autre part (325) les quantités (39), (40) satisfont à
la condition (41), sauf à choisir convenablement les entiers Pr 03 Si donc on prend pour À la valeur donnée par la formule (42), l'expression (43) sera, d’après le théorème précédent, une fonction méromorphe DAS et aura en commun avec F(x) ses périodes IT, Q, ses zéros et infinis aux mêmes degrés de multipli-
stante (334), d’où la formule (44).
Dans chaque cas particulier, la valeur de K se déduit d’une
se réduil donc nécessairement à une con-
cité. Le rapport
hypothèse numérique simple faite sur x. On pourrait remplacer
O(x— a), ..., O(x—u), par Or, an) 0e), ..., O0(æ,a) OO ONEE
306. La formule suivante permet quelquefois de simplifier l'expression (43).
En appelant "O(x), la fonction O engendrée par l’intégration de la fonction VE, (x) définie au n° 330, on a l'identité
O(x)O(x+—)...0 UM TV à M = = Helz, nO(æ)
où H est une certaine constante.
Pour y arriver, il suffit d'écrire l'identité (30) pour é—1, de Tr, 1e ù l'intégrer au moyen de la relation (32), puis de passer des logarithmes aux nombres.
En faisant x — 0 dans cette relation, après avoir divisé par æ les deux termes de son premier membre, il vient (359, I)
Il Il R H=0()0(2). of) “|:
307. La formule (44) fournit, pour la fonction bipériodique quelconque F(x), une expression composée avec la seule fonction simple O(x) [ou O(x, 0)]; pour les calculs numériques, elle est donc bien préférable à celle du n° 347, qui contient les fonctions différentes &;,Æ, ..., et qui n’est pas comme celle-ci calculable par logarithmes. On conçoit qu’une Table des valeurs d’une fonc-
Le.
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uon O(x) puisse permettre de trouver facilement celles de toute fonction bipériodique offrant les mêmes périodes. On préfère naturellement pour cela une des deux fonctions O(x) qui sont unipériodiques, et dont nous parlerons dans le prochain para-
graphe (365, inf).
398. S1/O(x), O(x) désignent les deux fonctions O engendrées par l’intégration des fonctions 'E,(x), E,(x) du n° 348, on a entre elles la relation
En opérant sur l'identité (26 }comme nous l’avons fait au n° 356 sur l'identité (30), on arrive à O(&) A ACT RTEUES CPL)
et l’on a C— 1, parce que le premier membre tend vers 1 quand x tend vers o (352, 1).
Fonctions Æ,(x) et O(x) douées de périodicité simple.
359. Dans le paragraphe précédent, dont nous conservons les notations pour celui-ci en prolongeant son numérotage, nous avons vu (349) qu'on peut donner une valeur arbitrairement choisie à l’un ou à l’autre des augments de la fonction Æ,(x). St donc on réduit le premier à o,elle acquiert là (vraie) période, et si c’est le second, elle acquiert la période Q. L'autre augment, alors déterminé par l'équation (18), ne peut Jamais s'évanouir. Ce sont ces deux fonctions douées ainsi de périodicité simple, dont nous allons nous occuper; nous les représenterons par (PE, (x), WE (x), et nous ne parlerons que de la première, parce que tout ce qui la concerne s’applique à la seconde, mutatis mutandis.
En faisant An — 0, l'équation (18) donne pour le second augment de DE, (x), la valeur
Te Lyest<o.
selon que le second élément du rappor
Comme la formule (20) donne pre — 0
quand £ — 0, la fonction WE, (zx) est la limite de la somme(5) composée des termes dont les jalons sont contenus dans le rectangle [M,N] du n°341, IT, 2°, pourvu qu’il s'agrandisse indéfiniment sous la condition
AN (45) lim 10:
360. La fonction VE, (zx) se développe en série trigonométrique doublement infinie par la formule
+N (46) ME (æ)= Elim Ÿ cote (æ—nQ), (pour N in fini). —N
1. On fait acquérir des limites aux expressions (6), (8), en composant chacune de tous les termes qui remplissent le rectangle [M, N] (celui où l’on aurait m—n—=0o, bien entendu, excepté), puis en faisant croître indéfiniment, M d’abord, N ensuite.
1° C'est évident pour l’expression (8) qui, étant ainsi toujours nulle, tend nécessairement vers o.
2° Pour M infini, la somme des termes de l’expression (6), où-72 — 0, a pour limite le double de la somme de la série
f | HE eee (47) 1 Peer At A de e €
qui est convergente (273). Celle des termes où n a une même valeur -£ 0, tend, d’après le n° 283, vers
E(n0)—1n)= (2 Vs
Prose ECTS Sn 1 \— 7 sin?rnc
où l’on a posé pour abréger
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En négligeant donc le double de la quantité (47) et le fac-
T 2 , EAN ; ; teur (=) » l'expression considérée tend, pour N invariable, /
M infini, vers le double de
I l I ue
5 rer mor onto Cou mu roL sin? [tv sin? 24 sin? Nc
Or cette dernière somme est celle des N premiers termes d’une série convergente; car + n'étant pas nul, puisque le moment de II, Q ne l’est pas, on écrira, si {est positif,
(48) nn. ae st DURE UN ÿ sin N ré 14 e'Nt = eiNt eiNv'( et" )2N Las eiNt Ê d’où : à l 4 _9y"\N Mod < ———© (eu,
sin?N+ . (i—e)}
à partir du moment où le module de l’exponentielle (et }\, infiniment petit à cause de —’Æ<o, se maintient au-dessous de la quantité positive invariable e 1, et le second membre de cette inégalité est le terme général d’une progression géométrique de TaiaObes <<].
Quand + est négatif, on arrive à la même conclusion en multiplant par eŸ les deux termes de la fraction formant le membre médian des égalités (48).
II. Les limites mentionnées ci-dessus (1) sont égales à celles que fournit le rectangle [M, N] s'agrandissant sous la condi-
tion (45).
1° C’est encore évident pour l'expression (8) qui se réduit sans cesse à zéro.
2° Appelons maintenant Syx l'expression (6) composée des termes dont les jalons remplissent le rectangle [M, N], et Sex sa limite pour M infini, N conservant une valeur invariable.
Il est évident que la différence S,, x — Sy, est le double de la limite vers laquelle tend, pour M’ infini, la somme Sy, -x,x des quan-
. I Ë 5 i1és ——— 7 dont les jalons remplissent le rectangle avant ses k Sn no d ; J P ë Ÿ
côlés empruntés aux droites m—=M+1 ou — Met ri ciN
Or la formule (13) légèrement modifiée permet d'évaluer Syw, nn puis sa limite S,,, x, pour M' infini; à part des quantités quisont toujours infiniment petites quand M, N sont infinis, l'expression de cette dernière ne contient plus qu’un logarithme que la condition (45) fait tendre vers zéro. On a donc bien, sous cette condition,
lim Sun = lim Sc.
IT. Pour obtenir E, (x), il suffit donc, en vertu du théorème du n° 340, de donner à la somme variable (5) la composition spécifiée dans l'alinéa (1).
Quand on fait croître M indéfiniment, la somme des quan-
ectangle[M, N},
Lités
æ—mi—nQ et où 7 a la même valeur, tend vers
Ex — nQ, [)=— LE a [5 (æ — nQ), “| = root (æ — nQ) (283),
et la formule (46) se trouve établie.
361. En vertu des théorèmes des n° 340, 277, on pourra différentier la formule (46) ou l’intégrer sur un chemin quelconque, en exécutant séparément les mêmes opérations sur les divers termes composant la somme variable du second membre.
Cette observation, combinée avec la relation (16), conduit pour la fonction Æ,(x) de méme provenance, c’est-à-dire limite de l'expression (5) composée comme nous l'avons expliqué c1-
dessus (360, I), à la formule
HE, (ie =(2) im Ÿ » (pour N infini).
_N sin? (æ—nQ)
Ici on peut remplacer le second membre par la somme véritable
de la série doublement infinie ayant CA) EE
sin? (æ—nQ) terme général, parce que celle-ci est convergente, même quand on réduit ses termes à leurs modules, comme le prouve le raisonnement fait ci-dessus (360, I, 2°).
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En poursuivant les différentiations, on obtient les développements des fonctions (x), &,(æ&), ... (dont la provenance est indifférente), en séries doublement infinies procédant suivant des fonctions circulaires faciles à calculer.
362. Chacune des fonctions (E,(x), IE, (x), &, (ay, =, (x), ... est développable en une série qui, sauf son premier terme, procède suivant les sinus et cosinus des multiples entiers d’une même fonction linéaire de x. Et cette série converge pour toute valeur de x tombant entre deux droites parallèles à la période I menées par deux des infinis communs à toutes ces fonctions, de manière à n’en contenir aucun autre dans la bande qu’eiles limitent.
Nous appellerons
f mm
p=p'+ip
Q » L le rapport _ dont, pour fixer les idées, nous supposerons le second
élément ?” positif; nous poserons, pour simplifier, (49) e2Tip — e—2Tn£" e2Tip" — 7; et l’on retiendra que modq < 1 à cause de CO.
1. Votre théorème est vrai pour la fonction ME, (x) et pour les valeurs de x comprises entre les parallèles à IH. menées par LP ) P les infinis o,Q.
Les valeurs de x en question sont de la forme gg + 2Q, où £, h sont deux quantités réelles dont la première est absolument indéterminée, dont la seconde est algébriquement > o
1 Elie
: me ; 2TL En appelant y un entier positif, posant pour abréger _. er D
et exprimant en exponentuelles les cotangentes figurant dans le développement (46), il vient (220) :
MUR — y,
.1+gVe-t
ee he —{ < 2V p—920 _; eee 1(1+2gVe-t+oqgwe-2t+,,.)
T COt— (Tr — nQ)— Il ( L |
Ma IT. | 26
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T .1+ get , cot= (g—nQ)= — 11 — —;i(i H2qYePoGNeR Il ( ) 1 g'ei ( 4 q ) En négligeant effectivement leurs premiers termes, les séries entre parenthèses sont des progressions géométriques dont les raisons get, g'et ont des modules tous 1, parce que ce sont
des exponentielles ayant pour exposants les quantités vamipæt=—onp"(v#<hk)+i(antp Eong=2m pes)
dont les parties réelles sont essentiellement négalives. En additionnant membre à membre, il vient, pour toute valeur de nr non nulle,
(50) | cote (æ—nQ)+ cote (æ+nQ)
= — 2i| (et) GROS
et dans la série entre crochets, non seulement les modules des termes forment une série convergente (ce que nous avons vu implicitement à l’instant), mais encore la somme 8, de cette série de modules est le terme général d’une série
Si+ Sat... + Sy +...
qui est elle-même convergente. Car si l’on pose e 2 = GE les termes de 8, sont, dès que vest > 1, inférieurs à ceux de la progression géométrique décroissante
V—1 + 9 (0vV—192 + 2(0V—1)3 En, d’ot ou ; 9 ÔY—1 Se
inégalité dont le second membre est le terme général d’une série évidemment convergente, à cause de 071 < 1.
Il en résulte (107*) que, dans la série qui a pour termes les sommes des séries figurant dans les seconds membres des formules analogues à (5o), on peut écrire et grouper d’une manière quelconque les termes élémentaires de ces séries partielles. Cela posé, si l'on somme séparément ceux de ces termes élémentaires qui contiennent les mêmes différences d’exponentielles, et si l’on rem-
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place ces différences par des sinus, la relation (46) donne
Il Il [nl 2
T T T TT CRU NUL TE Mana) = Footg + | 7 Sin + SIN2 — T+..,
(51) aq?
SA né
a. 27T ta INT 4 SPPE Ro Il ?
c'est la formule que nous voulions établir dans la bande considérée.
IL Votre théorème est vrai pour la méme fonction VE, (x) et pour les valeurs de x intérieures à la bande comprise entre les parallèles à 1 menées par les infinis kQ, (k + 1)Q.
Si l’on pose x — kQ + +, en se souvenant que Ag — — —— (389)
parce que nous supposons positif le second élément de Fr: il viendra
(52) DE (x) = (DE (r + 4O) = — } .
RS OX
et # tombe dans la bande dont il était question ci-dessus (1). La formule (51) est donc applicable au développement de DE, (+) en série de sinus. En faisant ensuite t = x — £Q dans cette série, portant celle-c1 dans la relation (52), puis y remplaçant
É 27 2T sinmn—(x—kQ)= sin(m Es Il
Te m.kare)
par
. £ 2T : 27 (52 bis) cosmA27T9.sin M æ — sin mk2To.cos M ®
on obüuent dans la bande voulue le développement de (VE, (x) en eee Ë À : ï re 27
série procédant suivant les sinus et cosinus des multiples de Ta:
Mais 1l faut y laisser groupées, les deux parties du terme général
mis sous la forme (52 brs).
IT. Votre théorème est applicable à toutes les autres fonctions spécifiées dans son énoncé.
Il résulte implicitement des considérations précédentes, que
(e » que,
en amincissant la bande où l’on a développé DE (x), par quelque DE ’ q
rapprochement simultané des parallèles qui la limitent (si faible qu'il soit d’ailleurs), on obtient un espace où les modules des termes de la série (51), ceux aussi des termes (non dédoublés) de la série construite dans l'alinéa (Il), restent respectivement inférieurs à des quantités positives en série convergente. Le théorème sur la différentiation des séries de fonctions (275* bis) est donc applicable à celles dont il s’agit. Il suffira donc (343, [) de différenuer séparément tous les termes des séries en question pour obtenir, à des facteurs numériques près, des développements analogues des fonctions (ME, (x), Es(x), .
Nous avons raisonné dans le cas où 9”, second élément de
P—= y st positif; s’il était négatif, le module de e?ñip serait => 1,
mais alors celui de e-?Te serait 1, et, en représentant cette dernière quantité par g, On arriverait aux mêmes formules.
363. Par un simple changement de variable on déduit des considérations précédentes que, quelle que soit la constante a, les fonctions DE, (x — a), (DE, (x — a), ..., 83 (2x alor: susceptibles de développements analogues à ceux spécifiés aux ns 360 ec 361, ainsi qu'au n° 3062 pour l’intérieur de toute bande parallèle à H, qui ne contient aucun de leurs énfinis a+ ml En9.
Dh)
364. De pareils développements sont applicables à toute fonction de x, indéfiniment méromorphe et bipériodique, ceux du n° 362 n'étant valables qu’à l’intérieur d’une bande dont les bords sont tracés parallèlement à une période en laissant tous les infinis de la fonction à son extérieur.
Ce théorème résulte immédiatement de la combinaison du précédent avec celui du n° 347 appliqué à la décomposition de la fonction bipériodique considérée en fonctions Æ ayant toutes en commun la période dont il s’agit.
Nous devons passer sous silence les détails de la construction de ces diverses formules et les transformations avantageuses qu’on
peut leur faire subir parfois.
Nous représenterons aussi par IDO(zx), VO(x) les fonc
La
CHAPITRE X. — DÉVELOPPEMENT DES FONCTIONS BIPÉRIODIQUES. 405 tions O(x) déduites de IE, (x), QE, (x), par intégration et passage des logarithmes aux nombres; il nous suffira naturellement de parler de la première.
Comme on a ici An— 0, Ag = + = (359), les formules (34) deviennent
(53) O(x +l1)=—MO(>x), DO + = — 7 Tr) D0 (>)
La première de ces relations donne MO(xz+21)=MO(x),
en vertu de quoi {a fonction WO(x)est unipériodique avec la période 211; et cette dernière est élémentaire.Car, d’après l’équation différentielle (32), toute période de MO(x) est le produit de la période élémentaire de DE, (x) par quelque muluplicateur entier, pour lequel la première des formules (53) s'oppose à ce que l’on prenne 1.
366. On a, pour le développement de cette fonction en série factorielle trigonométrique, la formule
T T in — \ Q sin— (x Q sins (æ + NQ) sinz (x +Q)
Ë UT MO (T)= MT —... x sin 7x7 ER O RS à T I.
in — NO in — Q ] Il Il PUTE RTC sin (æ—0Q sin—(r—NO) Il EL re :
x ee ———— |, (pour Ninjini).
ER Le Un sin— (— Q sin— (—NQ TC: 2) x ( )
On obtient effectivement cette fonction (351), (359), (360, IT), en formant le produit de tous les facteurs (31) dont les jalons remplissent le rectangle [ M, N |, en cherchant ensuite la limite de ce produit pour M infini, puis la limite de cette limite pour N infini.
D’après le n° 293, les limites, pour M infini, des produits partiels de ceux de ces facteurs où a — 0 et de ceux où nr “osont
sin (æ—nQ) DCANUIT) — 2 sin æ et OLA O.) = is :
sin (— nQ)
moyennant quoi, la limite (toujours pour Minfini) du produit total considéré est bien le produit des 2N + 1 facteurs entre crochets dans le second membre de la formule (54) qui se trouve ainsi démontrée.
367. La relation (35) donne immédiatement la formule analogue
SA sin (æ—0+Na
DO(x,0)= lim sine (—6+No
(55) % F sin (æ —0) Sin (TO NON Il IT 310 Me ————— » (pour Nin fini) PT IE AE | sin (— 0) sin, (—0—N2) 368. L’accouplement des deux facteurs où le multiplicateur de Q a des valeurs égales et de signes contraires, suivi de transformatons faciles, change la formule (54) en cette autre, ne contenant plus qu’une série factorielle simplement infinie : hg sin? + 4q" sin? æ T1) T Il Il OCR) = SIENNE 7 ESRI > II CLS (LPS 27T 5 27 .
197 COST 1 — 297 COS PAPERS RE te Il IT —= SIn — seunce ——— .
HURES (T9 | (EE
La constante q est toujours définie par la formule (49), et il
n'importe pas ici que p/, second élément de = soit Z0; mais
dans le premier cas on peut écrire
(120 cos rte ) (12 nc DER 2m) g € Il J'ree q 82 q FR LU 9)... ({—g")...P
DO(x) — Ssinas He
parce que les séries factorielles formant les termes de cette fraction sont toutes deux convergentes (370, inf.).
La formule (55) se met par les mêmes moyens sous des formes semblables que le lecteur construira facilement.
Ces développements des fonctions O(x), O(x, 0) rendent
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relativement facile la construction de Tables contenant les valeurs de leurs logarithmes, fournissant par suite (355) celles de toute fonction méromorphe ayant II et Q pour périodes (C/. 292, TT).
369. La fonction O(x) peut être développée en une série trigonométrique très remarquable ; mais avant de la construire, 1l nous faut entrer dans quelques considérations générales qui, d’ailleurs, sont utiles dans plus d’une autre circonstance.
Étant donnée la suite des valeurs d’une variante à un indice,
I) INIST RETLEe #
le produit P, des n premières est une nouvelle variante de même indice », qui peut ou non tendre vers quelque limite P, pour n infini. On dit dans le premier cas que la série factorielle
(56) Ua Us Unie
oh:
ayant w, pour facteur général, est convergente, et l’on nomme la limite P son produit, que l'on représente aussi par la notation (26).
On dit dans le second cas qu’elle est divergente, et aussi qu’elle a un produit infini, si P, est une quantité infinie.
Quand l’un des facteurs est nul, P, finit par l’être sans cesse, et la série a un produit —0o. Ce cas excepté, on peut formuler cetLe observation générale :
Pour que la série (56) soit convergente et ait un produit différent de o; il est nécessaire et suffisant que Psp; produit des p facteurs qui suivent le nième, jende vers 1 pour n infinu, quelque relation qui puisse être établie entre n et p.
On a effecuvement Phr+p ee Ph = PrCPrp— 1);
d'où lim(P,p—1)=0, si l’on suppose que P; tend vers une HO -< 0. |
Réciproquement, si lim P;,,— 1, on peut assigner un entier y assez grand pour que, quel que soit p, P,,» soit de la forme 1 +e, e ayant un module inférieur à une quantité positive € <C 1. Alors
pour toute valeur de n supérieure à y, P, = P, Pen module inférieur à (1 + &)modP,, et, dès lors, n’est pas infinie. Donc EAN REP Hs Ce IRÈNE LAS 1) tend vers zéro, et P, est une variante douée de limite (D4*). |
Pourles mêmes valeurs de n,ona enfin modP, > (1 — €) modP, ; donc limP, n’est pas nulle.
310. De là il résulte notamment que si la série (56) est convergente sans avoir un produit nul, son facteur général tend vers 1, que par suite il est de la forme
Un —= 1+ An,
où 4} est une quantité infiniment petite. On à maintenant la règle particulière de convergence que voici :
Si (57) | js Ao, cc.) y) ..,
modules de di; a, ..) An; HEC,
forment une série (ordinaire) convergente, la série factorielle (58) (+ a)(1+ @)...(14 an).
est convergente aussi (avec un produit 0, quand aucun facleur ne s'évanouit).
I. On obtient une série convergente en écrivant, dans un ordre quelconque, les quantités
(29) A1, UT ARNO EL: CU) Mis, ous, 5 CO
produits des modules (57) associés o à 0, 1 à 1; DIGS 3 à 3, ..., indéfiniment et de toutes les manières ossibles
mais sans répétition.
En posant (60) Li + Lo + Ag He. = Z1,
et formant les carré, cube, ... de cette série par la règle du
Î LA
sont convergentes, et que leurs sommes satisfont aux inégalités Z2 < Ef, 23 215
S1 l’on a 2,1, la série 1+Y,+X +... est convergente, et la série 1+ X, + X: +... aussi à plus forte raison; la série de séries, formée par 1 suivi des premiers membres des égalités (60), (61), remplit donc les conditions permettant de lui appliquer le théorème du n° 107*, d'où résulte immédiatement le point en question.
Mais il subsiste encore si l’on a 2,21; car alors, en appelant &, un terme assez éloigné dans la série (60) pour que le reste correspondant 2% soit 1, puis ZX}, 2), ... ce que deviennent les séries (61) quand on y substitue o aux modules
puis enfin
les sommes des produits de ces derniers modules associés 1 à 1, 2 à 2, ..., y à y, on a évidemment, au delà de nr = v,
__ sv) v{y) s'{Y) s'(V) DFE = eh; an 01 An—1 = O2 An Eire . ne y nt |
moyennant quoi 1, 23, 2e, 2y, -.. forment encore une série convergente, parce que la condition 2" < 1 assure la convergence de la série 1H EH EU +..., comme nous l'avons constaté tout à l'heure.
II. Les produits
I) y, 2, A3, +.) Aide, 13, alla ..., Ads, .
ayant précisément pour modules les produits semblables (59), les conclusions de l'alinéa précédent leur sont textuellement applicables. Or on peut évidemment les écrire dans un ordre de succession, et assigner un entier N, infini avec n, tous deux tels que la
somme des N, premiers termes de la série convergente qu'ils forment ainsi soit précisément le développement de P, produit des r premiers facteurs de la série factorielle (58). Cette dernière est donc convergente, puisque P, a pour limite la somme de la série ordinaire dont nous venons de parler.
371. Sous la même hypothèse, la série factorielle (62) (I+murv)(i+art)...(1+ ant)...
converge pour toute valeur de x, et a pour produit une fonction indéfiniment olotrope de cette variable.
Car, en appelant £ un module quelconque attribué à æ, la convergence de la série (60) entraîne toujours celle de la série corres-
pondante a Ë + EH as +...
en outre, l'application des considérations de l’alinéa IT du numéro ci-dessus aux quantités
LL dy CMOS CNET ONE ITE UT, ll L*,, loi 0?, OUT OS DNS
permet de mettre immédiatement le produit de la série factorielle (62) sous forme d’une série entière en x dont la convergence est 1lhmitée.
On remarquera que (si a, 0) cette fonction indéfiniment olotrope a les quantités
Ta pente EN ennnlinent 1 000 0 be NT
& (22) An
pour zéros tous simples, et qu’elle n’en peut avoir d’autres (369).
3172. Nous avons encore quelques mots à dire sur les séries doublement infinies de la forme
(63) ...+a nt +... + a ir l+ Go+ MT +... + Am.
c’est-à-dire procédant suivant les puissances à exposants entiers d’une seule variable æ, croissant (algébriquement) de gauche à droite, décroissant de droite à gauche.
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I. Une pareille série pouvant être considérée comme provenant de la réunion de deux séries entières par rapport, l’une à +, Pautre
nI .
à —, la condition de sa convergence pour quelque valeur de x
est l'existence de deux quantités positives S <R telles, que le module du terme général soit fini pour modx = R quand son indice est infini positif, et aussi pour modx —5S quand cet
indice est infini négatif (272), (114*).
II. Quand de pareilles quantités existent, les modules mêmes des termes de la série forment une sérte convergente pour S < modæ < R, c’est-à-dire pour toute valeur de x intérieure à la couronne de convergence [S, R] comprise entre les circonférences décrites de l'origine O4 pour centre avec S, R pour rayons (loc. cit.).
III. Dans la couronne de convergence [S,R], la somme de la série (63) est une fonction olotrope de x.
Les séries entières
E(T)= Got MT+.. + AmT+...,
dx) AR INRA TR EE
ayant évidemment les cercles de convergence [O,, R |, [OL à | décrits des origines Oz, O> pour centres, avec R, s pour rayons, y sont respectivement olotropes (140*); la fonction composée y(z)=" (>) est donc olotrope à l'extérieur du cercle [Oz, S] décrit de O; pour centre avec S pour rayon, parce que la fonction simple = y jouit de cette propriété, et qu’elle n'y prend que des valeurs intérieures au cercle 0, | (153*), (248*). La somme
o(x)+ d(æ) de la série (63) est donc olotrope dans l’espace à la fois intérieur à [O, R] et extérieur à [Oz, S], c’est-à-dire dans la couronne [S,R|.
Comme à l’intérieur de la même couronne, la série (65) ne cesse pas d’être convergente quand on réduit ses termes à leurs modules (IL), on y peut différentier ou intégrer sa somme terme à terme (275* bis).
IV. Pour que la somme f(x) de la série (63) soit nulle idenliquement dans la couronne précitée, il suffit évidemment et il faut aussi que tous ses coefficients soient nuls.
1° Pour toutes valeurs de x non extérieures à une couronne comprise entre les circonférences de centre commun O, et de
rayons S/, R’ donnant ST SLR ES
où les lettres S, R conservent la signification qu ‘elles avaient dans l'alinéa IT, on peut assigner des limites supérieures My», N_nindé- LEUR de + et tendant vers o pour m, — n infinis, aux sommes des deux séries (simplement infinies) formées par les modules des termes de (63) dont les indices surpassent A ou sont inférieurs à — ñn,et aux modules mêmes des sommes des deux séries formées par les termes dont il s’agit (11T*).
2° En s’appuyant sur cette observation, et en raisonnant comme au n° 130*, on prouvera sans difficulté que, parmi les valeurs de x ayant un même module 7 compris entre S et R, il en existe nécessarement quelqu'une rendant
mod f(t)zare,
module correspondant d’un terme quelconque de la série (63). Si donc on a toujours f(x)—0, on aura certainement &y — 0 pour toute valeur positive, nulle ou négative de l’indice g
V. Pour que deux séries de cette forme aient des sommes identiquement égales, il est suffisant et nécessaire que les coefficients de deux termes semblables y soient indéfiniment égaux
(Cf. 137*).
VI. Pour toutes valeurs de x intérieures à une couronne de convergence commune à plusieurs séries de la forme (63), on peut, comme st elles étaient de simples polynômes entiers en x etæ”!, développer en une nouvelle série de même forme, admettant la même couronne de convergence, toute expression en-
tière formée avec leurs sommes (Cf. 116*, VIT).
LE SUE EE MES
parce que l'égalité mod g <1 entraine la convergence de la série modgæ+modg?+..., puis (370) celle des trois séries factorielles entre crochets, ceci pour toute valeur de y 7 0. Comme les deux dernières sont développables en deux séries entières, l’une en y, l’autre en y”! (371), le produit ÜDO(x) est développable en une série de la forme (65) par rapport à y (372, VD.
Nous allons en calculer les coefficients.
Il. Le développement de l'expression
fn (3) — (1 —— gant) (te quets"t) 4 NET + q 27%)
(oi) x(i+z)(i+gz)({i+g?z)... (+ gta),
où À est un entier positif, où 3 représente une variable indépen-
414 DEUXIÈME PARTIE. — FONCTIONS D’UNE SEULE VARIABLE. dante, est une somme de monômes en 3 à exposants positifs et négalifs compris entre — 7 et + nr inclusivement, et en posanL
(69) fn(3)= M n3 +... Hess +...+n3r,
les coefficients à sont des polynômes entiers en q s’obtenant comme 1l suit.
La relation de définition donne immédiatement
1+2371 1+grz 1 gx fx (3) A
1+ gs l 143 g'+az ia (&),
fn(g 4) =
c’est-à-dire - | (g'+ 23)fn(g2z)=(1+ gz)f, (2),
d’où en remplaçant É” par son développement (60), et égalant les coefficients de z5+1, (g<n),
QUEIFEN g+41 + QE = Ag+1 + Ye, puis la relation générale entre deux coefficients consécutifs .
I [= J'UrE
ete Nas
Si, maintenant, on fait successivement dans cette récurrence g—=k,k+i,...,(n—:1), si l’on multiplie membre à membre, et si l’on observe que 4, est nécessairement égal à-qii Fees produit des coefficients de z dans les x derniers facteurs de l'expression (68), on trouve pour l’expression générale de 04,
(1 CR gu+i+k)(i A." qu+ritk+1) ARE (1 EE ve, TES Æ(k—1)
de 2 fx US 9 ) (1 9) UE EE 7
IT. Quand » augmente indéfiniment, f,(z) a pour limite. fz)=[G+z)G+gz)G+ gs)... [+ gs 1) + A) RO À
parce que les séries factorielles entre crochets sont convergentes pour la même cause que celles de la relation (63); et il est évident (370) que le polynôme a; se change en une série entière en g, dont la somme est précisément ax, coefficient de z# dans le développement de f(z) en série doublement infinie procédant suivant les puissances de 3 à exposants entiers positifs et négatifs.
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Le dénominateur de la fraction figurant dans l'expression de 4; a pour limite le produit (non — 0) de la série factorielle (1— g)(1 — q?)..., qui est convergente comme toutes celles dont nous avons parlé. Quant au numérateur, il a pour limite 1, parce qu'il est précisément le produit des x —# facteurs suivant le (n + k)'ème dans la même série factorielle (369). On a donc
() di —\imur 7 .
He : FT G=ga—g.….
IV. Le développement du produit des trois derniers facteurs de l’expression (67) étant évidemment égal à celui de
Pr os D —rYary2# 1,
KE
on trouve bien la relation (64) complétée par la formule (65), en faisant pour a; et y les substitutions (70), (66), et en écrivant m + 1 à la place de #.
374. Les fonctions unipériodiques OX, (x), MO(x) ne sont pas polarisées (264).
Car si la première l'était, sa dérivée —VE,(x) le serait aussi (270). Or, c’est impossible, car celle-ci admet l’autre période Q@ (345), et, dans toute bande construite sur Il, parallèlement à Q, qui contient une infinité de mailles élémentaires, l’équation — LE, (x)— w, possède, quelle que soit w, des racines en nombre illimité (265), (320, II).
IT
Si c'était la seconde, la fonction mo — IDE, (x) (352, I)
serait aussi polarisée (270); or nous venons de constater l’impossibilité de ce fait.
Expressions générales des intégrales elliptiques.
315. Au moyen des fonctions que nous venons d'étudier (et des fonctions algébriques, logarithmiques, etc.), on peut exprimer toutes les intégrales elliptiques, et en particulier les plus simples
d’entre elles, auxquelles toutes peuvent être réduites (298). Mais
auparavant, 1l convient de résoudre. le problème suivant dont on remarquera l’analogie avec celui du n° 295, et qui se confond en quelque sorte avec celui du calcul d’une intégrale elliptique quel-
conque (377, inf.).
En désignant par f(x) une fonction bipériodique indé finiment méromorphe, calculer l’intégrale indéfinie
Nous pouvons procéder exactement, comme si f(x) était une simple fraction rationnelle. Soient effectivement (II, Q), un couple de périodes de f(x) (qu’il y aurait avantage à prendre élémentaires
s'il s'agissait de calculs numériques) et Æ,(x), Æ(x), . 4 O(x),
les fonctions connexes des paragraphes précédents, construites avec Il, Q pour fausses ou vraies périodes.
D'après ce qu'on a vu au n° 347, f(x) s'exprime linéairement au moyen des fonctions & par une formule pouvant être écrite
(1) f(x)=KHSAS;E, (x a),
A, ++, Xj, ++. étant les infinis numériquement distincts que f(x) possède dans une maille donnée de son réseau, et A; ; le numérateur de la fraction simple qui a (x — 4;)° pour dénominateur dans la décomposition connue de f(x).
L'intégration indéfinie de cette formule donne, en appelant C la constante arbitraire,
Sf(x)dx = C+Kr+ZA;,; f(x — a;)dæ.
Or on a (aux constantes arbitraires près) :
1° Quand est. > 1 (343, I),
fr — a;) dr — Sen Si (T — a;
2° Quand & = 1 (352, I), SEX — a;)dx = lO(x — aj)s ce qui achève la solution du problème.
L'intégrale se compose donc de quatre parties, savoir : 1° la foncton linéaire C + K x; 2° une partie méromorphe et bipériodique,
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aux périodes IT, Q de f(x), c’est l’ensemble des termes contenant des fonctions € d'indices Z 2 (345); 3° une partie encore méromorphe, ayant Il, Q pour fausses périodes, c’est le groupe des termes contenant des fonctions &,; 4° une partie non méromorphe ayant des phases singulières logarithmiques, c'est celle qui conuent les fonctions /O(x — 4;); ces termes proviennent de ceux de la formule de décomposition (1) où Æ a l'indice 1. Selon les valeurs des coefficients À; ;, telle ou telle de ces parties existera effectivement ou manquera dans l'expression de notre intégrale. Et l’on aperçoit immédiatement les conditions que f(x) doit remplir pour que l'intégrale soit de telle ou telle sorte; pour que celle-ci soit méromorphe par exemple, la condition est la même que si f(x) était une fraction rationnelle : &/{ faut et il suffit que tous les résidus de f(x) soient nuls.
Chacune des fonctions E>(X7 —4;) entrant dans la deuxième partie de l'intégrale est du second ordre, parce que sa maille élémentaire contient un seul infini qui est double (321 ) ; elle est ainsi exprimable algébriquement au moyen d’une fonction quelconque du second ordre à périodes égales (331), (381, inf.); de plus, les fonctions correspondantes £,(x — 4j), EEE «}), 0 sont. les dérivées de ces expressions à des facteurs numériques près (343, 1). Cette seconde partie de l'intégrale est donc transformable en un polynôme linéaire par rapport à des fonctions algébriques d'une même fonction du second ordre et à quelques-unes de leurs dérivées.
316. On donne souvent à la solution de ce problème une forme différente mais bien moins nette, en exprimant f(x) au moyen d’une fonction du second ordre aux mêmes périodes et de sa dérivée (381, inf.), puis en faisant usage de formules de réduction qui ramènent le calcul de l'intégrale à celui de quatre autres rela- Livement très simples. Mais le fond reste le même, et l’algorithme devient celui de la réduction de l'intégrale elliptique la plus générale, tant soit peu déguisé.
371. Le calcul de l'intégrale elliptique quelconque iron S'Fu, Votu)]du,
F désignant naturellement une fonction rationnelle de deux variables, et o(u) un polynôme du troisième ou du quatrième degré en uw, se ramèéne au problème précédent, comme nous le disions tout à l’heure. Appelons effectivement £(æ) une intégrale E.. (æ) ou E(x) suivant le cas (305), (302), de l'équation différenuelle
et exécutons dans l'intégrale (2) la substitution (3) HT), d'où du, = 4700
Comme on a lu Ta, de 2 Vrtu= Ce) il vient SElu, Votu)]du = SF[E(æ), C'(x)1E' (x) dr.
Or maintenant (255) la fonction sous le signe f n’est pas autre chose qu'une certaine fonction de x, méromorphe et bipériodique. Après avoir calculé cette intégrale (375), 1l suffira d'y remplacer x par sa valeur en w tirée de l'équation (3), pour obtenir l'intégrale
cherchée (2).
978. Le calcul de l’une des intégrales elliptiques réduites (298) est naturellement le cas le plus simple de la question précédente. La substitution (3) ramène l'intégrale de première espèce à
(1) f dx, celles de deuxième espèce à (5) fe) de io terrde,
et celle de troisième espèce à
6 (f dx 2 C(T)—a L'intégrale (4) est simplement la fonction inverse de €(x),
c'est-à-dire la racine de l'équation (3) résolue par rapport à x. La première des intégrales (5) est d’une nature ou d’une autre,
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selon que o(u) est du troisième ou du quatrième degré. Dans le premier cas, €(æ) a un infini double (305, 1), et l'intégrale est méromorphe. Dans le second, €(x) a deux infinis simples (in- Greg + Cj a, B désignent 1c1 ces infinis de C(x), et A, — A, les résidus correspondants (328). De même pour la seconde de ces intégrales, dont la nature dépend en outre des valeurs des coefficients des premiers termes du développement de £(x) en série procédant suivant les
congrus) et l'intégrale a pour valeur A /
puissances de (æ — x) à exposants entiers, les premiers négatifs, différence où «& représente un infini de la fonction.
Comme A n’est pas un zéro de o(u) (224), cette quantité n’est pas une valeur cardinale de €(x) (304, IV), la fonction figurant dans l'intégrale (6) n’a que des infinis simples, et celle-ci a toujours des phases singulières logarithmiques.
Si A était un zéro de o(uw), c’est-à-dire une valeur cardinale de E(x), la fonction sous le signe J n'aurait que des infinis doubles, et l'intégrale serait méromorphe. Cette influence de Ja valeur de à sur la nature de l'intégrale, s'accorde avec la distinction analogue que nous avons dàû faire dans la réduction de l’intégrale ultra-elliptique.
Plus tard (415 et suiv., nf.) nous achèverons cette solution, en transformant les intégrales elliptiques de façon à spécifier la fonction £(x) de la manière la plus avantageuse.
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CHAPITRE XL
SUITE DES TROIS PRÉCÉDENTS. — POINTS SAILLANTS DE LA THÉORIE DES FONCTIONS BIPÉRIODIQUES DU SECOND ORDRE.
Expression d’une fonction bipériodique quelconque au moyen d’une fonction du second ordre aux mêmes périodes. — Addition et soustraction des arguments; multiplication et division.
379. Dans sa maille élémentaire, une fonction bipériodique du second ordre ne peut avoir que deux infinis simples ou un seul infini double (321), et nous avons remarqué (323) que les fonctions E(x), E, (x), étudiées au début de cette théorie, sont du second ordre.
Réciproquement, toute fonction bipériodique du second ordre u = f(x) estune fonction E(x)stses tnfinis sont simples, une fonction E,(x) s'ils sont doubles.
Nous reportant au n° 333, nous remarquerons que dans le premier cas On am — 2, ÿ — 2, d'où m+Y—/; uses! donc l’intéorale d’une équation différentielle de la forme
(1) (SE) e(u)—0,
où w(u) est un polynôme de degré effectif 4, et sans facteur mul-
tiple. Effectivement si $(w) était divisible par (w — a)?, la sub-
ee I 4 > à x. A stitutionu—=a+ changerait l'équation différentielle (1) en une
: do . , autre exprimant > par un radical carré portant sur un polynôme
en #, du deuxième degré seulement, et 6, w par suite, ne seraient pas bipériodiques (228 et sure.).
Or l'équation différentielle (1) est bien celle d’une fonction E(x), et le raisonnement est le même pour le second cas de l'énoncé.
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Cette identité complète entre les fonctions du second ordre et les foncuons E(x), E,(x) nous permet de confondre désormais toutes celles-ci sous la dénomination de fonctions du second ordre, les premières à infinis simples, les dernières à infinis
doubles.
380. De toutes les fonctions bipériodiques méromorphes, celles du second ordre sont les plus simples, notamment par leur équation différentielle (333); en outre, toutes les autres leur sont liées par de simples équations du premier ou du deuxième degré (331). A ce double titre, elles méritent donc une étude plus approfondie ; mais l’exiguité de notre cadre n’en comporte pas les détails étendus et minutieux, et nous devons nous borner à de simples aperçus.
Une fonction du second ordre dépend de six paramètres, en particulier des cinq coefficients du polynôme du quatrième degré en & qui figure dans l’équation différentielle (celui de u* étant — 0 pour les fonctions à infinis doubles), et de la valeur qu'elle prend pour une valeur initiale donnée de x, l'ambiguïté comportée par ces données se levant par la désignation de celle des deux valeurs opposées du radical, à choisir pour sa valeur initiale.
Mais il est souvent avantageux de choisir ces paramètres d’une autre manière. On peut prendre à cet effet les deux périodes, la constante supplémentaire, un zéro, un tnfint, et la valeur de la fonction qui correspond à une valeur de x n'étant ni un zéro ni un infint. Il résulte effectivement : 1° du n° 354, qu'on peut toujours construire une fonction du second ordre pour laquelle ces six objets aiént des valeurs données quelconques (n'impliquant toutefois aucune contradiction, comme par exemple si le moment des périodes données était nul, si la valeur du zéro donné élail congrue à celle de l'infini, etc.); 2° du n° 334, que deux foncions du second ordre ne peuvent salisfaire simultanément à toutes ces conditions sans être identiques.
Ce sont tels ou tels de ces paramètres, qui habituellement entrent, explicitement ou implicitement, dans les formules relalives aux fonctions du second ordre.
381. Soient u — f(x) une fonction du second ordre ayant S pour constante supplémentaire, et U—F(x) une fonction
d'ordre m admettant les périodes élémentaires de f(x); F(x) s'exprime algébriquement au moyen de f(x) :
1° St l’on «a l’identité
par la formule 3) F(æ)=
M, L désignant des polynômes entiers en f(x) sans facteur commun, dans l’ensemble desquels le degré effectif de cette:
S ; “RTE m ' à , Jonction atteint précisément me (alors nécessairement entrer');
2% Sinon, par la formule
| F (7) 2 ME NVSt
ES ESS nn
L(f) représentant le polynôme du quatrième ou du troisième degré en f(x), produit des excès de cette fonction sur ses quatre ou trois valeurs cardinales (304, IV), (305), et L, M, N crors polynômes entiers en f, dont les degrés ne peuvent respectivement surpasser les limites m, m, m — 2.
TI. La première partie de notre énoncé est un simple cas particulier du théorème du n° 331, où l’on .a d = 2 à cause de l’identité (2),
IL. Si f(x) est la fonction u = E(x) étudiée aux n°5 302 et suivants, et si l’on appelle y(u) un polynôme entier en u sans facteurs multiples, la condition nécessaire et sufjisante pour: que Vy(u) soit fonction méromorphe de x est que 4 (u) se réduise
au produit d’une constante par un nombre pair des facteurs linéaires de w(u),
En vertu de la théorie des radicaux (125), celui que nous considérons ne peut cesser d’être fonction méromorphe de x que pour quelque valeur de + rendant (u) nul ou infini; et alors 1l cesse
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effectivement de l’être ou non, selon que le degré de multiplicité de la valeur correspondante de x est impair ou pair (loc. cét.).
Soient u — k un facteur linéaire de (uw), et & une racine de E(x)— k. Si Æ n’est pas l’une des valeurs cardinales a, b, c, d, E est zéro simple de u — k (304, IV), de y(«) par suite qui n’a par hypothèse que des facteurs linéaires distincts, et notre radical cesse d’être olotrope en x — £. Si au contraire k est l’une de ces quatre valeurs, Ë est zéro double de }(u), et notre radical est olotrope en x — £.
Soit & un infini de E(x); comme il est simple (304, V), son degré de multiplicité pour y(w) est le degré même de ce polynôme. Notre radical reste done méromorphe en x ==t ou non, suivant que ce degré est pair ou impair.
De la combinaison de ces deux observations, résulte bien l’exac-
tutude du point que nous avions en vue.
IT. Pour que le même radical Vu) admette en outre les périodes ll, Q de E(x), il faut et il suffit que y(u) soit une constante, ou bien le produit d’une constante par les quatre binômes (5).
La condition énoncée est évidemment suffisante; car si elle est remplie, notre radical se réduit à une constante, ou bien, sauf un multiplicateur constant (302), à E/(æ) qui a bien IT, Q pour périodes (319).
Pour prouver sa nécessité, supposons que y(w) contienne seulement deux des facteurs linéaires (5), que l’on ait par exemple
VyCu)= VK(u—b)(u—d); résolvons par rapport à x l'équation E(æ)—u=0, en prenant pour valeurs initiales un couple quelconque (x, us), de solutions numériques de cette équation, x, n'annulant pas toutefois E(x)=— u', demi-dérivée partielle par rapport à w'=— _ du
premier membre de l’équation différentielle de la fonction u— E(x); faisons cheminer w de us à wo sur deux boucles consécutives | D |,
[a], enveloppant respectivement les points b, a, une seule fois chacun, mais aucun des deux autres c, d, et nommons +! la valeur finale de x.
Inversement u — E(x) suit de w, en wo les deux boucles [D], [a], quand on fait décrire à x, considérée maintenant comme variable indépendante, le chemin que cette quantité traitée comme fonction implicite de w avait parcouru. Or
E'(x) = VG(u — a)(u—b)(u—c)(u — d),
et ce radical revient évidemment à sa valeur initiale; on a donc à la
fois E(x,)= E(æ), E(x,)=E/{x0), d'où (333, LIL) To = Lo hPI + gQ.
Mais comme ce cheminement de x ramène Wu — d, Va pra leurs valeurs initiales multiplhiées respectivement par +1 et —1,
notre radical ‘/(w)revient à sa valeur initiale multipliée par — 1; il n’admet donc pas les périodes If, Q.
IV. Quand west une fonction de second ordre à infinis doubles, on obtient de la même manière les conditions voulues pour que le radical Vy(u) (supposé non constant) soit méromorphe, puis pour qu'il ait les périodes de w. En appelant p, q, r les valeurs cardinales (finies) de w, la première condition est que le polynôme y (u) ne contienne que tels ou tels des facteurs linéaires
U — D, cmt ? PUR Mn la seconde est qu’il les contienne tous trois.
V. En vertu de l'hypothèse combinée avec le théorème du n° 331, UÜ est liée à w par une équation irréductible de la forme
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Vu) désignant un produit de facteurs linéaires distincts du poly- M?2— LP
nôme M2-— LP, tel que ——— k Cu)
Le radical VL(w) étant une fonction méromorphe de +, aux
soit un carré parfait N°.
périodes élémentaires de f(x), puisqu'il s'exprime au moyen de w, U par la formule inverse — LU—M PU UE Votu) Me le polynôme du) est bien de la forme indiquée par notre énoncé (11), (IL), (IV), et la relation (6) coïncide avec la formule (4) que nous voulions établir.
D'ailleurs le degré du polynôme M? — LP — N?4{(u)étant=2m, celui du polynôme N est Z m — 2.
On peut mettre la formule (4) sous la forme
(7) E(r)= TR, se réduisant à
st l’on a par hasard
(9) F(S—zx)=—F(x).
À cause de l’équation différentielle de la fonction du second ordre f (319), et à un facteur constant près, le radical de l’expression (4) se réduit précisément à f(x), d’où la formule (7).
La différentiation de l'identité fondamentale
(10) J(S—x)= Jr) donne (11) FS—x)= f(x).
Si donc la relation (9) a lieu, le changement de x en S— x dans (3) n’y change que le signe du premier membre et celui du dernier terme du numérateur du second membre. On en conclut M — 0, puis la formule (8).
383. Le théorème précédent trouve une application intéressante dans la démonstration de celui-ci.
En appelant x, y deux variables indépendantes, on a
Ga) ONE) TEE SR
où À, B,C, D, H sont des polynômes entiers en f(x), f(y), sans diviseur commun à tous, jouissant en outre des propriétés suivantes : À, D, H sont symétriques par rapport à f(x), f(y), mais la permutation de ces dernières fonctions change Ben C, et inversement; les paires de degrés maximums en f(x), f(y), des 5 polynômes À, B, C, D, H sont respectivement (2,2), (0,2),
I. Comme f(x + y) est, pour toute valeur de y, une fonction de +, bipériodique et du second ordre, admettant les périodes élémentaires IT, Q de f(x), elle s'exprime au moyen de cette dernière par la formule (5), N étant indépendant de f(x), L, M étant des polynômes entiers en f(x), de degré 2 au plus. On trouve ainsi
Mo + M; M, N (3) HEMOSER Re fr)
où maintenant L;, ...,M,;, ..., N, sont tous indépendants de x.
En y changeant x en S — x, puis en ayant égard aux identités (10), (11), 1l vient une autre relation qui, retranchée membre à membre de la précédente, conduit à celle-ci
Lo UC) N (x) Si + [S(&)E Ne 2 —————— à FR fan 600 dont le second membre est, pour toute valeur de x, une fonction bipériodique de y, aux périodes IT, Q, En attribuant maintenant à æ trois valeurs particulières x,, +2, æ:, telles que f(x), f(æ»), f(Z3) soient deux à deux inégales, on déduira de cette relation
trois équations linéaires simultanées, d’où les rapports D | PP NN 20
pourront être tirés, parce que leurs coefficients y ont un déterminant ;< 0 (411*, Il). Et les expressions de ces rapports sont ainsi
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des fonctions bipériodiques de y, aux périodes IT, Q communes aux trois seconds membres.
En y ayant égard, et en raisonnant exactement de la même manière sur l'équation (13), on constatera que les trois autres
rapports Mo Mi M
NAN No d’autres termes, les 7 coefficients L,, ... sont proportionnels, égaux même comme on peut évidemment le supposer, à autant de fonctions bipériodiques de y aux périodes I, Q, partant exprimables en f(y), f'(y) par des formules du genre de (7).
Ces raisonnements supposent que N, n’est pas —0, quelle que
sont de même nature que les précédents; en
soit 7; or c’est ce qui a lieu. Car autrement, on aurait, quelles que
fussent et y, f(x +y)—/f(S—x+y)—f CAS) identité
dont la fausseté est évidente.
IT. On mettra ensuite la formule (13) sous la forme (12), en y portant ces expressions de L, ..., multipliant les deux termes du second membre par ce que devient son dénominateur quand on y substitue — f'(y) à f'(y), remplaçant partout [f(y)f? par son expression entière en f(y), 2[f(y)] tirée de l'équation différentielle de f(7)(379), en supprimant enfin tout facteur entier en f(x), f(y), qui diviserait à la fois le dénominateur et les coef-
ficients de 1, f(x), f'(y), f(x) f'(y) au numérateur.
III. Permutons maintenant + et y, appelons L, ... ce que deviennent À, ..., et égalons identiquement cette nouvelle expression de f(x + y) à la première (12); on obtient ainsi
(Hd = 5A)<+ (HE — SB) (2) + (Hb — $C) (7) + (HP —6$D) f(x) F7) = 0.
Mais, comme les équations différentielles de f(x), f(y) sont entières et du deuxième degré en f(x), FT) (379), de plus irréductibles (333), cette relation ne peut avoir lieu, quelles que soient z, y (339, IT), sans que les polynômes en f(x), f(y) y multipliant 1, f(æ), fy), f(æ) f(y) soient tous identiquement nuls, ce qui
donne
LAON AMONT B H
comme on le constate sans difficulté.
IV. En s'appuyant sur l’irréductibilité des équations différentelles de f(x), f(y) et sur la symétrie de H, on prouve enfin que ce dernier polynôme ne peut avoir un diviseur entier en f(x), rationnel en f(y), f'(y), sans qu’on ne puisse supposer celui-ci entier en f(y) aussi, et indépendant de f'(y); mais la démonstration est plus longue que difficile, et nous la supprimons pour abréger.
On en conclut que les expressions
HA + CP) BAD
considérées comme des polynômes entiers en f(x), u’ont aucun diviseur commun de ce genre, dont le degré effectif soit > 0. Car ce diviseur commun, forcément rationnel en #(y}), f'(y), pourrait être supposé se réduire à un simple polynôme entier en f(x), f(Yy) seulement, se transformant dès lors en lui-même par la substituon de S — y à y, divisant ainsi
H, À — CH) BED AC
en outre et à la fois, divisant simultanément en conséquence A, B, C, D, H, lesquels, au contraire, ont été débarrassés de tout diviseur commun.
L'égalité identique des seconds membres des relations (r D 6) et l’irréductibilité de l'équation différentielle de f(x) assurant la proporuonnalité des expressions (14) à trois polynômes entiers en f(x), de degrés maximums 2, 2, o, ces mêmes degrés seront précisément ceux des expressions considérées, puisqu'elles n’ont aucun diviseur commun entier en f(æ). D'où résulte immédiatement l'exactitude des valeurs assignées par notre énoncé aux degrés des polynômes A, ....
V. Quant aux coefficients des polynômes À, ..., leurs valeurs se calculent, pour chaque fonction f(x), par la méthode que nous suivrons pour celle qui sert de type à toutes les autres (405, inf.).
384. L'expression de f(x — y) se déduit de la formule (12) par
le changement de x en S — x, qui laisse f(x) invariable, qui change
f(z)en —/f(x), et f(x +y) en fIS —(x —y)]= (ep)
CHAPITRE XI. — FONCTIONS BIPÉRIODIQUES DU SECOND ORDRE
385. En faisant successivement y —x,2x,...,(n—1)x dans la formule (12), elle fournit des expressions de (2x), f(3x), ..., f(næ), qui se ramènent facilement à des fonctions rationnelles de f(x), f(x), contenant cette dérivée au numérateur seulement et au premier degré. C’est immédiat pour f(2æ), par la substitution dew[ f(x)] à [f'(x)fP. Dans /(3x) figure f(2æx) déjà connue, et f(2x) qu’on en déduit par différentiation. On introduit ainsi f'(æ), mais on s’en débarrasse au moyen de l'équation différentielle de f, donnant f(x) —{%(f). On amène le dénominateur à ne plus contenir que des puissances paires de f'(x), en multipliant les deux termes de l'expression par un facteur convenable; puis on substitue partout #(f) à f'?. Et de même ensuite DOUAI AR)
Une méthode plus directe consiste à remarquer queF(x)—=/f{(nx) L RAGE LA 1 4 , Il Q est une fonction du second ordre aux périodes élémentaires Dre 7 rè
partant une fonction d'ordre 2 #?, relativement à (I1,Q)(322). Il en résulte immédiatement (331), que F(x), f(x) sont liées par une équation entière de degrés 2, 27°, ou 1, n?, suivant le cas, ou bien encore que la première fonction s'exprime au moyen de la seconde de la manière indiquée tout à l'heure.
On a F(S—x)—f(nS — nx); si donc il existe entre ALL CE et l’entier une relation telle queS, »S soient congrues suivant le couple (II, Q), on aura F(S—x)=F(x), et f'(æ) n’entrera pas dans l’expression de f(nx) qui sera de Ja forme (3). C’est ce qui arrive quel que soit », quand S — 0, c’est-à-dire quand f(x) est une fonction paire de x.
386. En substituant = à æ dans la relation entière entre f(nx) et f(x), celle-ci se change en une équation entière de degrés 2, 2n?
À : æ ; : pr. fn om entré / (x) ef(%): et la résolution de cette dernière
L2 L TX fournira l’expression de Fe au moven de f(x). ournira l'expressio de f(; yen de f(x)
Transformations primaires.
387. La réduction et la classification des intégrales elliptiques ont d'abord occupé les géomètres, qui n'ont pas tardé à recon-
naître l'importance relative plus considérable de celles de première espèce. Ne pouvant les exprimer-au moyen des fonctions qu'ils connaissaient, ils ont cherché des substitutions algébriques de nature à modifier seulement les coefficients du polynôme du troisième ou du quatrième degré figurant sous le radical, sans que l’intégrale cessät d’être elliptique et de première espèce. [ls voulaient ainsi faciliter le calcul numérique de ces intégrales en les réduisant à des formes plus simples el moins nombreuses, et aussi obtenir entre elles des relations intéressantes en théorie. Cette recherche constitue le problème de la transformation des intégrales elliptiques de première espèce, qui peut s’énoncer comme il suit:
Dans l’équation différentielle
(1) du; va du
Val) + au +:..+ af ut Va + aWu LE... +awut
entre la variable indépendante u et la fonction u,, on donne les coefficients a), ..., al) du second membre; trouver pour ceux du premier toutes les combinaisons de valeurs satisfaisant à des relations données entre eux et a), ..., at), qui font acquérir à celte équation une intégrale algébrique, c'est-à-dire racine de quelque équation entière entre elles et u
. A PL. L4 . . e .
calculer en même temps l'intégrale dont rl s’agil, ou, ce qui revient au même, les coefficients de cette dernière équation.
Ce problème étant résolu, il est clair qu'en ürant inversement de l'équation (2) u —y(u,), cette substitution donnera à l’inté-
grale du Vas +... abus
1 du, Val +. Haut
À la fin du n° 293 nous avons exécuté une opération de ce genre pour une intégrale ultra-elliptique, en cherchant la substitution (4) où 4, x jouaient les mêmes rôles qu'ici w,, u: les relations 1MpPO-
la forme
que l’on avait en vue.
it à
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sées entre les coefficients du polynôme Ÿ(4) se réduisaient à celle égalant à o celui de #27,
Tout d’abord la transformation a été traitée directement, c’està-dire par des procédés impliquant seulement la considération de fonctions algébriques (rationnelles ou irrationnelles), et ce sont précisément des solutions se formulant d’une manière simple et remarquable par l'introduction des fonctions inverses, qui ont fixé définitivement l’attention des géomètres sur ces dernières. C’est ainsi, par exemple, qu’ils ont découvert la formule de l’addition des arguments (383), mais inversée.
Une fois acquise et développée, la notion des fonctions inverses a permis de résoudre le problème d’une manière infiniment plus nette, et de tirer de ses diverses solutions autant de propriétés particulières de ces fonctions. C’est ce que nous allons expliquer.
388. On peut considérer w, et 4 comme fonctions d'une même variable æ, à laquelle elles seraient liées par les équations différentielles obtenues en égalant séparément à dx les deux membres de l'équation (1). Ces équations définissant alors deux fonctions bipériodiques de second ordre w, = f(x), u— f(x) (302), le
problème de la transformation revient à ceci :
La fonction f(x) étant donnée, trouver toutes celles de second ordre f,(x) qui lui sont liées par quelque équation entière et irréductible
(3) (fi, f) = 0;
et pour lesquélles les coefficients a”, ..., af” satisfont aux
conditions posées; calculer simultanément les coefficients de cette dernière équation.
Les théorèmes des n° 330, 331 permettent d’assigner immédiatement la nature générale de /\. Il faut en vertu du premier, que les fonctions f,, f aient en commun quelque même couple de périodes, c’est-à-dire que leurs périodes élémentaires sorent liées par deux équations linéaires et homogènes à coefficients entiers Pili+giU=pi+ go,
Pili+qiQ=p'i + q'O,
telles, qu'aucun des déterminants
ne soit nul. Et cette condition est suffisante en vertu du second théorème.
Les fonctions /, se trouveront ainsi parmi les fonctions du second ordre ayant pour périodes élémentaires toutes les valeurs de [l,,Q, tirées des équations (4) après l’attribution aux éléments entiers des déterminants (5) de toutes les combinaisons de valeurs possibles. On limite le nombre des solutions en imposant à l’équauon (3) la condition de contenir f,, f à des degrés effectifs déterminés, et on achève en s’arrangeant de manière que les coefficients a, ..., a" satisfassent aux conditions voulues.
389. Le cas le plus simple, et qui est utile à la solution de tous les autres, est celui où f, doit n’entrer qu’au premier degré dans l’équation (5), être par suite exprimable rationnellement au moyen de f. La transformation est alors dite rationnelle, et l’on nomme son degré, le degré même de cette équation (3) par rapport à f.
Pour que f, soit fonction composée rationnelle de f, il faut et il suffit (381) que les périodes élémentaires de f soient des périodes de f,, et que la constante supplémentaire S de f soit congrue à celle 5, de /, suivant le couple (I,, Q,), c’est-à-dire que l’on ait
(6) Die TS
(7) SORTE S1 043 Pis -.., 1 désignant 6 entiers.
Si l’on pose
(7 bis)
se gi =N,
Pi 91 l’ordre de f, (x) qui est 2 relativement à (II,, Q, ), est + 2N relauvement au couple (II, Q)(322). Le degré de la transformation
; + HN est donc égal à NE E N.
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Pour obtenir une transformation de degré donné %,, il faut donc trouver, pour N— + 3X, quelque système de solutions entières de l'équation indéterminée (7 bis) aux 4 entiers inconnus p,, qi, P,:9,» rer des équations (6)les valeurs correspondantes deIl,,Q,, puis conserver parmi les fonctions du second ordre qui ont ces périodes élémentaires et une constante supplémentaire congrue à S
suivant ces mêmes périodes, celles qui correspondent à des coeffi-
cients de la fonction rationnelle en f qui est l’expression de j, se
cients a, ..., a" satisfaisant aux conditions posées. Les coeficalculent ensuite par tel ou tel moyen particulier.
L’exiguité de notre cadre nous interdit de pousser la solution au delà de cette grossière ébauche; d’ailleurs on n’exécute guère d’autres transformations, que celles intéressant la fonction elliptique À(x), dont nous parlerons dans le Chapitre suivant. Nous pouvons cependant traiter un cas des plus faciles, qui conduit à la connaissance de propriétés essentielles des fonctions du second ordre, et à l’explication du choix que les géomètres ont fait de
celte fonction À pour type de toutes les autres.
390. Nous exécuterons une transformalion rationnelle du prenier degré, en imposant aux coefficients a”, ..., a de l’équation (1) la condition d’être respectivement égaux à at°), ..., al). Les fonctions f(x), f(x) introduites au n° 388 seront alors des
intégrales de la même équation différentielle
du : FE CRE ee = Va + al EME QU) ur, dx
et l’on aura par suite (304, II)
l désignant quelque constante. Les deux fonctions f,, f ayant ainsi les mêmes périodes élémentaires, les équations (6) sont possibles en nombres entiers donnant N— 1. Mais 1l faut encore, en vertu de (7), que leurs constantes supplémentaires soient congrues. En appelant toujours S celle de f(x), celle de f(x +T) est évidemment congrue à S — 27. Il faut donc que 2F soit congru à o, c’est-à-dire que l’on ait à des multiples près des M. — II. 28
périodes élémentaires Il, Q, communes à f(x), f,(x),
Q . H+9Q F0; ou =) ou = —9 ou ee .
En d’autres termes : st T a l’une de ces quatre valeurs, à l'exclusion de toute autre, on «a tdentiquement
- x + 8 f(x (8) fe += fie,
a, 8,7, à désignant certaines constantes dont le déterminant n'est pas nul (sans quoi f(x 4+T), partant f(x), dégénéreraient en des constantes).
Des quatre formules ainsi obtenues, la première se réduit à f{æ)= f(x) et n’apprend rien; la dernière est une conséquence de la seconde et de la troisième, car on l’obtient évidemment en
| ER il 140 irant de cette troisième l’expression de fe See =) au moyen
Il - , Il de f(x _ =) , puis en remplaçant dans le résultat f(x + —) par
son expression en f(x) fournie par la seconde. Mais la seconde et la troisième ont des seconds membres distincts, car autrement
Tan. Il Q\ on aurait identiquement D LT + ns de X + >) ce qui ne Se peut, puisque =; > ne sont pas des quantités congrues; et elles
expriment des propriétés nouvelles et fort importantes d’une foncion quelconque du second ordre. Nous les nommerons les deux transformations primaires de cette fonction, relatives à ses périodes élémentaires H, Q, respectivement.
La formule (8) où l' représente ainsi = ou s'écrit encore a f(x) f(x +T)+ 8 f(x)+ f(x + y T0 et donne par le changement de x en x+F, a f(æ)f(e +T)+ f(x) + Bf(x +T)+ y =0,
à cause de f(x + 21)= f(x). En retranchant membre à membre, il vient donc
(B—S)Lf(x +T)—/f(x)1= 0,
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d’où à —$, parce que, x +T et x n'étant pas des quantités congrues, le second facteur ne peut s’évanouir identiquement.
Cette observation donne à la transformation primaire qui correspond à la période élémentaire quelconque Y, la forme définitive
G@) m/rY(r+:)+B{fe)+/(2+r)]+nc.
391. Qu'elle soit du genre E(x) ou E,. (x), la fonction f(x) a
toujours trois valeurs cardinales finies (10) ANNE LC:
au moyen desquelles les coefficients de cette transformation s'expriment immédiatement. Mais, auparavant, il faut préciser des corrélations importantes entre leurs combinaisons et les divers couples possibles de périodes élémentaires.
Des racines quelconques 4, #5, &e des trois équations numériques
f(æ)—a=0, f(x)—b=0, f(x)—ce=—0,
étant doubles chacune, les sommes æa + da = 224, 224, 2%, sont toutes congrues à la constante supplémentaire de f(x), suivant un quelconque (II, Q) de ses couples de périodes élémentaires ; par suite, elles le sont deux à deux. Comme deux de ces racines ne peuvent jamais l'être, les trois différences |
Ta Lhs La Les Eb — Le
le sont respectivement aux trois quantités
disposées dans un ordre convenable. Si ces congruences ont lieu précisément pour l’ordre ci-dessus, nous dirons que la période N et l'association (ab), la période Q et l'association (ac), s'appartiennent, réciproquement el respectivement.
Les points suivants s’établissent ensuite très facilement.
1. À toute association de deux des trois quantités (10), appartient toujours quelque période faisant partie d’un couple élé-
436 DEUXIÈME PARTIE. — FONCTIONS D'UNE SEULE VARIABLE. mentaire; en faisant donc abstraction de l’ordre des périodes, tous les couples élémentaires se partagent en trois genres, caractérisés chacun par telle des trois combinaisons deux à deux des trois associations possibles (bc), (ca), (ab).
Il. Pour que le couple élémentaire quelconque
qu) | Q = yi + 00, avec À 5 ee | Ÿ Ô
soit du genre de (H, Q), él faut et il suffit que, dans ce déterminant, les éléments soient impairs sur une diagonale, pairs sur l’autre ; et, selon que la diagonale principale contient ainsi des éléments impairs ou pairs, H,, 9, et II, Q individuellement el respectivement, ou bien Q,, II, et If, Q appartiendront aux mêmes associations des valeurs cardinales (10).
Par exemple, pour la fonction E(x) étudiée au n° 302, les périodes Il, Q fournies par les formules (24) de l’alinéa VIT, c'està-dire par le calcul de l'intégrale (13) de l'alinéa I sur deux chemins fermés enveloppant l’un a et b, l’autre a et c, à l'exclusion de toutes autres valeurs cardinales, appartiennent aux assoCIa-
tions (ab) et (ac) (304, IV).
392. Si, maintenant, on suppose, pour fixer les idées, que la
ériode Y soit IL appartenant à l'association (ab), et si dans la P PP ) ) É
é Le ; Il transformation primaire (0), on fait d’abord =, & + >
: \ s IT ; deviendra congru à æ5, d’où f(XZa) = 4, f(aa+ :) — b, puis (12) aban+(a+b)$r + Yn = 0:
Si l’on y fait ensuite x — 4, on aura f(x) = C et f(ze+ =) 5
EL . U\, quatrième valeur cardinale de f(x), parce que 2 (te + 5) étant
une quantité congrue à la constante supplémentaire, alors que
CHAPITRE XI. — FONCTIONS BIPÉRIODIQUES DU SECOND ORDRE. 437 Il A SR : vs SUN IT es js ne peutl'être m à 2, ma xs, mate, f | Le + > } éstune valeur cardinale de f(x) étrangère au groupe (10). Il vient ainsi (13) . cdan+(c+d)fr+Yn=0.
Les équations (12), (13) sont précisément celles dont la résolution fournira des quantités proportionnelles aux coefficients œyr, Or Yir: car, si les déterminants des coefficients de ces inconnues prises successivement deux à deux s’évanouissaient tous trois, il viendrait immédiatement
a+b—=c+d, CERTA
doc tb — 4 ou'bien a — d, bc, ce qui est impossible. S1 d était infinie, l'équation (13) devrait naturellement être remplacée par Can + fr =0.
Les équations linéaires simultanées
(14 { acan+(a+c)ba+ Ya = 0:
| bdas+(d + d)Bo+ Yo = 0
détermineront de même les coefficients de la transformation pri-
maire relative à la période Q supposée appartenir à l’associaüon ITA
393. Le théorème suivant ne nous est pas encore utile, mais nous le plaçons ici pour le rapprocher de ceux sur lesquels sa démonstration s'appuie.
Nous appellerons E(x) la fonction bipériodique du second ordre des n° 302 et suiv., aux valeurs cardinales &, b, c. d, finies toutes quatre, aux périodes élémentaires IT, Q, appartenant aux associations (ab), (ac) (391), puis H une constante -Zo, et nous considérerons la fonction
M{x)= VHIE(z)—a][E(x)— 0),
que nous savons être méromorphe (381, Il), avec quelque couple
de périodes appartenant à E(x) (330). Cela posé : Si l’on a l'égalité
la fonction X (x) est du second ordre avec II, Q + — pour périodes élémentaires.
Sinon, elle est du quatrième ordre avec 11,420 pour périodes élémentaires.
I. Les périodes de X (zx) appartenant à (x) = HIE(x)— aJ[E(x)— 01],
nous déterminerons d’abord toutes les constantes T rendant la différence
nulle identiquement; ce seront les périodes de 3(æ}?, parmi lesquelles nous chercherons ensuite celles de 3(x).'On annulera naturellement le premier facteur de cette expression, en prenant pour l'une somme de multiples entiers de II, Q; le second facteur reste donc seul à discuter.
L'identité (17) E(x+T)+E(xz)—(a+b)=o est nécessairement quelque transformation primaire de E(x) (390);
d’où (à des multiples de IT, Q près)
ou —
Les coefficients «, $, y de ces trois transformations se tirent d'équations linéaires simultanées analogues à (12), (13), et, en exprimant qu'ils ont pour valeurs 0, 1, —(a + b)respecuvement, on forme les trois systèmes de conditions correspondants
(o) 0 DL. —(a+b) 1 (a+b)—(c+d) cd— ab ab(c+d)—cd(a+b) LA ROC EL SPORE (a+c)—(b+d) bd— ac ac(b+d)—bd(a+c)
(a+ d)—(b+c) db 04 ad(b +c)—be(a+d)
CHAPITRE XI. — FONCTIONS BIPÉRIODIQUES DU SECOND ORDRE
Le second système est irréalisable, car il donnerait (18) a+c—=b+d,
puis ac(d—a)+bd(b —c)=0o.
Cette égalité combinée avec la précédente
conduirait soit à d—a—b—c—o, ce qui est impossible, puisque a, b, c, d sont des quantités toutes inégales, soit à
(19) ac 0
ce qui est impossible encore, car les égalités (18) et (19) entraineraient pour @&, c la propriété d’être respectivement égales à b, d DINasd, D.
Le troisième système l’est également pour des raisons semblables. Le premier système seul est possible ; il entraîne légalité (15), puis ,
conditions nécessaires et suffisantes pour que l’identité (15) puisse avoir lieu.
IT. Si l'égalité (15) n'existe pas, (x)? ne peut ainsi avoir d’autres périodes que celles de E(x); et comme les périodes élémentaires de X (x) appartiennent à son carré, elles sont néces-
sairement des formes I, — pi mu Q, 1 = rl + S Q.
[nt D
Mais en raisonnant exactement comme au n° 381, IIL, on trouvera
(20) N(x+H)—= JI(T),
il faut donc que g, s soient des entiers pairs et l’on obtiendra II,, O,, en donnant au déterminant (ps — gr) sa valeur minimum qui
est ici + 2. On pourra donc prendre AIT JO
comme le dit notre énoncé.
Les infinis de X(x) sont évidemment ceux de E(x), simples aussi, et sa maille élémentaire, double de celle de E(x), en conlient 4; celte fonction est donc du quatrième ordre.
III. L'examen de l’autre cas exige le lemme suivant
Posons A ENT)
ÿ — , appelons w', u'(—20—u') deux valeurs de uw symétriques par rapport au point 9, et [u'u’], un chemin tracé arbitrairement de u' à u” sous la seule condition que réuni à son sy métrique [u'u'], il forme un contour fermé [u!u'u!] sans nœud et ne passant pas par a (ni partant par b). Cela posé, quand u décrit le chemin [u'u"], le radical
(22) Ru) = Yu RUES
revient à sa valeur initiale ou bien passe à la valeur opposée, selon que le contour [u'u"u'|ne contient aucun des points à, b, ou les contient tous deux.
1° Supposons d’abord que l’on ait
(NE d’où 8 — 0, avec
(23) R(u) = Vu? — 92.
Quand le contour fermé | w’ uw" ul] laisse les points + q en dehors de lui, le chemin [w'w"], quel qu'il soit, peut être remplacé par la droite w"O, suivie de la droite O,w/”. Alors, u? dont les éléments restent proportionnels à eux mêmes, comme ceux de w, décrit le segment rectuligne joignant w/? à o, puis ce même segment en sens contraire à cause de #”?—(— u'}?, et le radical (23) revient visiblement à sa valeur initiale.
snif.
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Quand le même contour enveloppe 4 (et partant — 4), le chemin [w!'u"] peut être remplacé par un autre composé de RAA segment du rayon vecteur O,u' conduisant à une quantité U' de module supérieur à modg, de [ U'U”] demi-circonférence ayant pour diamètre le segment rectiligne tracé de U' à U7=——U’, et enfin du segment [ U"w”|. La marche de w sur ce nouveau chemin fait décrire à u? lé segment rectiligne [w?U’?] dont le prolongement seul contient le point u*—o, puis la circonférence entière [ U’? U"?] de rayon >> mod4?, puis enfin le segment [U”? w”?]:
Il en résulte que le radical
revient à sa valeur initiale, parce que, pendant le mouvement
de uw? sur la circonférence [ U?U”? |, “ conserve un module 1.
Le radical considéré R(u)= uR,(u) passe donc à une valeur finale opposée à sa valeur initiale, parce que w passe de u'à w"= — uw.
2° S'il en est autrement, la substitution = LEA
donne au radical (22) la forme \/u? — 4? considérée ci-dessus (1°),
\ (PSS b A e .
OU < 0, et les mêmes conclusions subsistent.
IV. Nous plaçant enfin dans le cas spécifié par légalité (15), nous tracerons le contour fermé [ u'w"u/]de manière qu’il contienne à son intérieur a, partant b aussi, mais non le point c, ni par suite
le point d à cause de = —— —#, el nous ferons décrire W} LE
à u le demi-contour [ w'w"]. En vertu du lemme précédent (IT), le radical (22) changera alors de signe, mais non le radical
VOLE
et Vz(u), égal au produit de VG par ces deux radicaux, changera de signe.
On en conclut que l'intégrale (13) du n° 302, prise sur [u'u”u'], c’est-à-dire Il, est double du résultat obtenu en la prenant sur
[u'u”], seulement. On a effectivement
du du du
= © + nn —— [u'a"u] Ve ( u} [u'u"]s Ve ( u) [ue"u/]s Ve ( u)
et si, dans cette dernière intégrale partielle, on pose u = 29 — », d'où o{u)—=v(e), du — — dv, le nouveau chemin d'intégration coïncidera avec [u!w”], et, d’après le lemme III, les valeurs du nouveau radical devront être prises opposées à celles correspondantes de l’ancien; or, ces diverses modifications se compensent évidemment, de manière à rendre cette seconde intégrale égale à l’autre intégrale partielle.
Celle-ci étant ainsi égale à “ on voit que réciproquement
u[= E(x)] passe de w’ à w” (par le chemin [ w'u"]), quand x passe (par un chemin convenable) de x’, racine quelconque de E(x)= w’,
à æ'+ D que, par suite (II), le radical (22) change de signe. En
d’autres termes, on a + Il (24) D (r+ = )=— (+).
D'ailleurs, et comme dans l'alinéa II, on aura ici encore la relation (20) (renfermée maintenant dans l'identité précédente), et aussi la relation (21).
; Il RE .
L4 RE LA re 2 .
Les quantités ,” 9 sont ainsi des périodes de X(x)?; de plus,
elles sont élémentaires, parce que cette fonction ayant dans la maille construite sur II, Q les deux infinis de E(x), mais chacun double, y est du quatrième ordre, et qu’ainsi sa maille élémentaire ne peut être moins de la moitié de celle-ci. Relativement aux périodes élémentaires I1,, Q, de (x), on a donc pour la même raison que ci-dessus (IT)
IT
CHAPITRE XI. — FONCTIONS BIPÉRIODIQUES DU SECOND ORDRE
déterminant ps — gr sa valeur minimum © 2, en prenant p — 2, TO REED d’où
LITE A an
comme le dit notre énoncé.
L'aire de la maille construite sur IL,, Q, est évidemment égale à celle construite sur II, Q, c’est-à-dire au double de celle de la maille élémentaire de 3% (x). Il en résulte que l’ordre absolu de (x) est 2; car, s’il surpassait ce nombre, l’ordre de (x)? relatif à cette maille double serait > 4, au lieu d’être — 4 comme nous venons de le constater.
SUITE DES QUATRE PRÉCÉDENTS. — FONCTIONS ELLIPTIQUES CANONIQUES
Propriétés spéciales de la fonction (x) ou snx.
394. La forme d’une relation entière, cherchée entre des fonctions bipériodiques dont les périodes sont composées les unes des autres, se découvre en général à priori par des procédés du genre de ceux indiqués dans le dernier paragraphe du Chap. IX. Il reste ensuite à exécuter le calcul effectif des coefficients de la relation, en appliquant d’une manière ou d’une autre la méthode des coefficients indéterminés. Pour les fonctions du second ordre, les identités que nous avons nommées les transformations primaitres (390) sont habituellement d'un très grand secours, parce qu'elles sont très simples, et qu’elles contiennent au premier degré seulement chacune des fonctions y entrant.
Parmi les fonctions du second ordre qui ont des périodes élémentaires données, el au moyen desquelles s'expriment algébriquement toutes les fonctions bipériodiques ayant avec elles quelque couple de périodes communes, il y a donc avantage à choisir comme fondamentales celles dont les transformations primaires sont les plus simples. Ces fonctions d’un maniement relativement plus facile, ceci pour d’autres causes encore, sont celles auxquelles les géomètres ont donné plus spécialement le nom de fonctions
elliptiques.
395. Soit f(x) une fonction du second ordre, aux périodes élémentaires , Q appartenant respectivement aux associations (ab), (ac) de ses quatre valeurs cardinales
(1) CERN PTS BST BE
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Si sa seconde transformation primaire a la formé de simplicité maximum
k Q (2) fe)+ (a+ ©)=0 la première prend simultanément la forme simple
(3) ff (e+s)1=0.
Et, pour qu’il en soit ainsi, il faut et il suffit que l’on ait (4) a+c—b+d—=o,
ce qui entraine pour o(f), polynôme entier en f figurant dans l'équation différentielle de f(x), la propriété d’être bicarré, et pour cette fonction, par suite, celle d’être du genre E(x).
Pour que la seconde transformation primaire ait la forme (2), il est nécessaire et suffisant que les équations (14) du n° 392 donnent 4o — Ya — 0, fa“ 0, c’est-à-dire que les égalités (4) aient lieu. Si elles existent, aucune des quantités (1) ne peut être nulle, sans quoi une autre le serait aussi, et w(f) serait divisible par le carré /?; elles donnent ab = cd, en outre a + b 0, sans quoi on aurait b — c, puis enfin c+ d<0 pour la même raison. Les
équations (12), (13) donnent donc fr —o, pa — — À,en posant
F 0 DS
(6) Es ab cd’
moyennant quoi la première transformation primaire prend bien la forme (3).
Réciproquement, si le polynôme w(f) est bicarré, un accouplement convenable de ses zéros donnera les égalités (4), d’où les formes simples (2), (3) pour les transformations primaires.
396. Les zéros et les infinis de la fonction f(x) douée de pareilles transformations ont une disposition spéciale qu'il faut noter. Si Go est un zéro, la transformation (2), qui donne
f(to+ 5) =)
Q AUS montre que Co + ; en est un autre, et tous deux tombent évidem-
ment à l’intérieur d’une même maille élémentaire. Comme 12) est du second ordre, ces deux zéros sont simples, et il n’en exisle pas d’autres que les quantités congrues.
La transformation (3), écrite
\ I + —- |) fer ES f L ; LE : Ld Il d L2 fi L L ] ) L2 & ait voir que Lo + = est un infini (simp €), puisque as est un zéro (simple); l’autre transformation (2) montre ensuite que IT Q 5 à (RQ 5 + , en est un second. Ces deux infinis tombent encore
dans une même maille élémentaire, et ils sont les seuls incongrus que /(æ) puisse posséder.
ÉCPOPSSENL les transformations primaires de f(x) relauves à Q, IT, ont les formes (2), (3), si ses zéros et infinis sont distribués de cette manière. Effectivement, la formule (9) du n° 390,
qui s'écrit D", RAR PR TE /( +2) Ba + or)
: I doninepoure6# puis — Ci à
Or et, en divisant par $Q, qui n’est pas nul à cause de
re
on retrouve bien la forme (2).
La transformation primaire relative à II donne de même, HONr T0 .
Pr = 9;
et arr, ÿrr ne sont nuls ni l’un ni l’autre, à cause de la même condiuon (6). On retombe donc sur la forme (3), en divisant cette
transformation par ‘/yr, puis appelant # la constante — de qui est
essentiellement = o.
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397. Une fonction du second ordre n’est pas entièrement déterminée par la connaissance de ses périodes élémentaires II, Q, relativement auxquelles ses transformations primaires prennent les formes simples (5), (2). On peut encore disposer à volonté de sa
2 Q\ Q À constante supplémentaire C5 + (£ nf ai NES 5’ puisque le
premier zéro €, est arbitraire; après cela, ses zéros et ses infinis sont entièrement déterminés par les observations précédentes, et la fonction ne renferme plus qu’un facteur constant indéter-
miné (380).
’ e , \ Q On rend la constante supplémentaire S égale (ou congrue) à —; \ 2 en prenant C4 — 0; la transformation (2), combinée avec s Q JS — r)= (© x) JE),
donne alors
(7) f{a+S)=fa)= —f(e)
ce qui rend la fonction émpatre, et lui confère en même temps L , L L2 L 2 . « Q comme une demi-périodicité relativement à ci
Il est facile d’assigner la forme de l'équation différentielle
af
dx
=YG(f—a) f—b)(f—c)f — d)
de la fonction f(x) ainsi définie. Les conditions (4), (5) donnent
= -— 9 — &, l = — = b ka \ É ë La’ 4 fe d’où, en posant VE “se LV rer (8) dE =e(/ (= h)o-ar) équation à compléter par les conditions initiales
HEC
HAN ANUS pour æ — 0,
dont la seconde suppose que l’on ait représenté par g celle des
G $ : a deux valeurs de 73? à laquelle, en vertu de l’équation différen-
uelle (8), reste égal le rapport de f’(x) au radical figurant dans son second membre.
En appelant x, comme au n° 391, une racine de l’équation
, . \ Q & numérique f(T)—= a; Xa—%e est congru à - parce que la période Q appartient à l’association (ac); Za — — est donc congru
à Ze, d'où
Ja =) = fre) = 6 = — a.
. NS Q\ À cause de l'identité (7), on a done pes La + 3 — 4; les quan- M 2 Q S) 4 ULÉS Ta, — %a + — sont donc congrues entre elles, puisque l’équa-
uon f(x) = a n’a que des racines doubles. Il en résulte que x, est Q
congru à —; c'est-à-dire qu’on a a = (5): S1 donc on dispose
FN
du facteur constant encore indéterminé auquel nous faisions allusion tout à l'heure, de manière à rendre
on aura & —1,et, en posant f(x) — u, l'équation différentielle de notre NE prendra la forme de
du
(10) Pie Va—u?)(i — Æ2u?)
accompagnée toujours des conditions initiales
(11) Ui= 0 Eté radicale 2er pour 70:
398. Réciproquement, si, appelant k une des racines carrées de k? choisie à volonté, et posant
da —=1T, be
on adopte pour l'intégrale u — f(x) de l'équation (10) com-
Ce
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plétée par les conditions initiales (11), des périodes élémenaires appartenant respectivement aux associations
(ab), (ac)
des valeurs cardinales, les transformations primaires de cette fonction auront les formes (3), (2);'sa constante supplémen-
Là A Q A 4 "à e .
latre sera congrue à —; d’où résultent pour ses séros et infinis
les valeurs mentionnées au n° 397, et elle satisfera à la condition numérique (9). C’est évident.
Pour IT, Q, on peut prendre, comme nous l'avons expliqué au n° 391, les périodes-types considérées au n° 302. La seconde est la valeur de l'intégrale (13) de ce numéro, prise sur deux boucles simples partant de l’origine O, et enveloppant les points a == )#"2ip C — — r respectivement. Ces points étant symétriques par rapport à l’origine, on peut aussi supposer telles les boucles correspondantes; on en conclut sans peine que la valeur de l'intégrale est double de ce qu’elle serait, prise sur la première boucle seule-
ment. D’après cette remarque, la seconde des formules (24) du dernier numéro cité donne
; du (12) 0 = 4 ‘à ’ | à gVU—u)(1—Æu?) après quoi, si on le veut, O S = —)
le chemin d'intégration étant, si bon semble, le segment rectiligne rare D orau — 1,
La première des mêmes formules donne
k (13) n=o f du J, gVu-uw)(i = Æu?)
où l’on peut aussi supposer rectiligne le chemin d'intégration.
Une fonction du second ordre, définie comme ci-des
sus (397), se nomme une fonction elliptique \(x) (notation de M. — IT.
Briot et Bouquet), ou bien snx, comme écrivent maintenant beaucoup d’auteurs. Elle est complètement déterminée, soit par la connaissance de deux périodes élémentaires donnant lieu aux relations (2), (3), (7), soit par l’équation différentielle (10), les conditions initiales annexes, et l'indication de la valeur de Æ (choisie, bien entendu, parmi celles de VA).
Une infinité de couples de périodes élémentaires, mais non tous, donnent lieu à ces relations (2), (3), (5); pour les distinguer de ceux qui ne jouissent pas de cette triple propriété, on les dit elliptiques. Et, comme dans chaque couple il y a une distinction évidente à faire entre les deux périodes, on nomme première période celle Q figurant dans les formules (2), (5), seconde période l’autre Il entrant dans la relation (3). Désormais, nous les représenterons par w, w/, notations de Briot et Bouquet.
Quand on part de l’équation différentielle (10), les formules (12), (13) respectivement donnent un couple de valeurs de w, w/.
Tout autre couple (4, #") de périodes elliptiques devant être du même genre que (w, w’) (391, 1) lui est lié par les relations (11) du numéro cité où «, à sont impairs, mais f, + pairs. La condi-
EN \ uon f ie f © | exige, en outre, que 4 . 4 FLO » q /
aussi, ce qui donne à ces relations (interverties) les formes défi-
N OR
et L soient pairs
nitives 8 —(4p+i)w + 4jù", 8 —= 20 +(2s +1)w",
les entiers p, 4, , s étant choisis arbitrairement parmi ceux qui satisfont à la condition
En résumé, la fonction À(x), aux périodes elliptiques donn'es w, w', est caractérisée, comme fonction bipériodique du second ordre, par les identités
(14) AE —æ)=a(s), (15) \(E +æx]=— (x),
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de SA re
d’où l’on tire aussi (17) ÀA(—zx)=—2X(x),
et par la condition numérique
donnant encore par sa combinaison avec les précédentes
DE I 4 DRM
O, ru et ses infinis à
u)' UE /u).
400. La constante X figurant dans la transformation (16), et aussi dans l’équation différentielle (10), mais alors par son carré, estle module de la fonction; il ne peut être égal n1 à + 1 nià — 7, car autrement le polynôme sous le radical aurait quelque facteur multiple.
L'intégrale de l'équation (10) avec les conditions initiales (11) est unique ; elle donne néanmoins deux fonctions À; l’une a pour module Æ (l’une des racines carrées de k?) et certaines périodes elliptiques; l’autre a pour module — #, mais d’autres périodes elliptiques.
La deuxième constante g entrant dans l’équation différentielle est le multiplicateur de la fonction.
401. Les périodes elliptiques de l'intégrale de l'équation (10) ayant été choisies de manière que son module soit k, cette fonction se représente quelquefois par
el simplement par A(æ, &),
quand le multiplicateur g se réduit à 1.
L'équation différentielle donnant évidemment À (x, SE k) nu NELZ K),
l'étude de toutes les fonctions À peut être limitée au cas où le multuplicateur g se réduit à 1.
402. Il faut noter quelques particularités numériques de la fonction ÀA(æ, k).
lrPourthimere 0 "on a
AN CAN Lim ——— = I < Cette limite a effectivement pour valeur W(o, Æ) = 1, à cause de l'équation différentielle (10), où g = 1, et des conditions initiales annexes.
IL. Dans le développement de (x, k) par la formule de Maclaurin, les coefficients des puissances de x à exposants pairs sonttous —\0, el celui der est,
Le premier point résulte de l’identité (197) et le second de la remarque précédente Co
IT. Les résidus de (x, k) sont égaux à + Le. selon que les
L : AU E DA tn LNIS correspondan ts sont congrus d a OU À ——— >
Le résidu relatif à « représentant l’un ou l’autre de ces infinis est, parce que ceux-ci sont simples, la limite du produit (x — a) (x, K) pour limx= «4, ou bien de &A(4 +1, k) pour £ infiniment petit. Or; en remplaçant z par ces valeurs, puis ayant égard aux transformations (15), (16), il vient
ou yo
ARTE Se Fa{£-56) NS
PATTES 14,” eu : I ce qui réduit ces limites à Æ E CH
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Re uit A(æ—a)+A3(r—a)+...,
développement de X(x, k) en série procédant suivant les puissances de(x — à) à exposants entiers, négatifs puis positifs, les coefficients des puissances paires de x — à sont tous nuls.
Nous avons trouvé (III)
ENT A[x+(x— a), ke ÆX(x— 5, k)’ et auparavant (I[) A(m—a,k)=(x—a)+as(z—a)+...=(r—a)[i+as(x—-a) +...
Il en résulte bien
(18) ACT, QE [1+a,(t— a) +...
= (z— a) V. Pour la dérivée V(x), on a enfin (quels que soient g et k) les identités
qui se déduisent-de (14), (15), (17) par de simples différentiations.
403. Dans le problème de la transformation des fonctions elliptiques, tel qu’on le pose habituellement, l'équation (1) du n° 387 est
du: du
nVa—uiai—kiu}) ya—u)(i—#{u?)
_ Il diffère ainsi de celui dont nous avons formulé l’énoncé par ces deux particularités : que le polynôme du quatrième degré donné a) +...+ alu est de la forme (1— u?)(1—Æk?u?), et que les relations auxquelles doivent satisfaire les coefficients du
polynôme inconnu a+. + au sont de nature à lui imposer 2/: 2 ot la forme gi(1—uf)(1 — Afu).
Les relations k
D Ft
et la formule Re 7:
donnent une transformation du premier degré évidente, qui équivaut à la relation
CGR) — ï À (æ, #; +) = e À (er, ) :
entre la fonction A(x, k) et la fonction À (ke
15 12 _ au module réct-
[l proque +:
405. L’achèvement, pour la fonction ÀA(x, £), de la formule relative à l'addition des arguments, dont la construction a été commencée dans le Chapitre précédent, va montrer comment il faudrait procéder pour toute autre fonction de second ordre dont les propriétés caractéristiques seraient aussi connues.
Parmi les polynômes A, ..., entiers en ÀA(x), A(y), qui figurent dans la formule générale (12) du n° 383 appliquée à la fonction À, B est indépendant de A(x), D de À(x) et de A(y); nous écrirons les autres Ab + À;, Ch + CE H, + H;, en décomposant chacun en deux parties contenant exclusivement, la première les puissances paires de À(æ), la seconde les puissances impaires de
e : : W , + cette fonction, puis nous aJouterons = à æ, ce qui, en vertu de la
transformation (15), change A(x) en — (x), par suite Ai, Gi, FE en — À;, — Ci, —H;, puis V(x) en —\{x) (402, .V),NT Em) en — (x + y), mais laisse tout le reste invariable. En écrivant donc que cette opération multiplie simplement par — 1 le second membre de la formule en question, il vient facilement la condition
Hp Ap— HA — HBX'(æz) + (Hp Op — HG)l' (y) — HD (æ)'(y)=0;
quelles que soient x, y.
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Comme cette relation est entière en À(x), \' (x) en ne contenant N(x) qu’au premier degré, de même nature aussi relativement à À(y), N(y), on a forcément, comme au n° 383, IT,
HpAp — HiAi= HiB = Hp Cp — HG = HD =;
quelles que soient À(x), À(y). On ne peut avoir simultanément B— D —o, car alors la formule considérée ne contiendrait pas }'(x)
ce qui est impossible (383, I, in fine). On a donc H="10: d’où Ap = Gp = 0,
parce que H,, H; ne peuvent s'évanouir identiquement tous deux. En conséquence, on a d’abord
parce que ce polynôme, dont le degré par rapport à ÀA(x})est=o, ne peut contenir que des puissances impaires de cette fonction el qu’il est symétrique par rapport à À(x), À(y). On a ensuile
ENT cA(æx),
parce que ce polynôme, de degré Z2 en A(x), n'en peut contenir que des puissances impaires; d’où
B — cA(Y)
parce que la permutation de A(x), A(y) permute aussi B, C. On
a enfin H = ho+ h[A(æ) + (y) ]+ Ah} Ar P,
parce que ce polynôme ne contient que des puissances paires de A(x), que le degré de cette fonction n’y peut surpasser 2, et qu'il est symétrique par rapport à A(æ), A(7). Et dans ces quatre formules, a, €, ... sont maintenant des constantes. Sous le bénéfice de ces observations, la formule cherchée prend la forme
_ak(æ)A(y)+c[A(æ)NW'(y)+A (NX 'G@)I+DX'(æ)' Cr) Dr) DEA EN CNE NO E EANCIENCSE
— x, le premier membre s’éva-
À ; Û à Si maintenant on y fait y — =.
nouit quelle que soit x, et par suite aussi le numérateur du second membre, se réduisant à
(22) al(x} — D\'(x}
à cause des identités (14), (19), cela parce que le dénominateur qui devient h$+ 2h, (x)? + h; (x) n’est pas identiquement infini. Le polynôme (22), entier en A(x), N(x), contenant la première fonction à un degré <[4, degré par rapport à A(x) de l'équation entière irréductible entre cette fonction et V(&), est identiquement nul (332, 11), d'où «a — D — 0, ce qui réduit la formule (21) à |
c[A(æ)l'(y)+A(y)'(æ)] ho+ RTC) +R] RAA P
Pour y —=0o,ona(y)—=0, (y) —=1,et le premier membre se réduit à A(x); comme il doit en être ainsi pour le second, on a Ro — 0, C— Ro.
Enfn l'hypothèse y = — x + # rend le premier membre infini, mais non le numérateur du second, cela du moins quelle que soit æ; elle doit donc annuler le dénominateur, et, comme (y)
devient — AG) °2 vertu de la transformation (16), il faut qu’on ait A, = — k?h,. Moyennant quoi, la suppression du facteur com-
mun € — 4, donne à la formule cherchée la forme définitive
L'expression de (x — y) se déduit de celle-ci par le changement du signe affectant le second terme du numérateur (384).
406. En considérant la fonction (®#,(x) à la période unique w, à la fausse période w', définie au n° 339, on a
I œ 45 w' (24) NCZ pe [ose t) ose 22) |.
uw!" wù + w’ Comme ne
sont les seuls infinis incongrus de (x, k),
ln hote
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avec + £ pour résidus correspondants (402, IT), il est certain (347)
que les deux membres de cette relation ne diffèrent que d’une constante.
On a (IE, (— =—we (2), parce que (WE, (x) est 1mpaire (343, II), puis — 0, parce que w en est une période. # ! J!
On a, d'autre part, (E, (x — 2) — —— = DRDOUDNE, =
(343, IV). Si donc on retranche ï — > des deux membres de
Le théorème du n° 364 fournit, dans une bande comprise
A A , x , e u) entre deux parallèles à la période w menées par les points qu — —; 3) OT : Ne ) :
qw/+ —, le développement de À(x, k) en série procédant suivant 2 ’ . é PTT . 7, les sinus et cosinus de m ed Chacun construira aisément la [4
série qui, d’ailleurs, est inusitée.
408. En appelant S(x) la fonction MO(x) du n° 365, construite avec I — — 0007864
(25) Na AS (- ®) + 20)
l lément dur ne ‘ti oatif.
selon que le second élément du rapport — est positif ou négatif.
Nous appliquerons les considérations du n° 355 à À(x, 4) fonction du second ordre aux périodes w, w/, ayant dans sa première
uw) WW + W’ maille (o, 2) et (® £ ) pour zéros et infinis, tous simples,
en prenant pour O(x) la fonction unipériodique (*O(x) con-
struite avec I = w, Q — w’ (365). On à alors
[22] C) Cmai+ ma@)— (ua peus) = (1.041. ©) (1. RE 5 re
TL
d'où p—0, g—=—1. Comme A, — 0, on a de plus ÂA=Æ )
et 1l vient, en appelant K quelque constante à déterminer ultérieurement,
ae W0 (10 (2 hs. 2) = D à 1 À CR, k)=Ke Fe w! CRE PAU 0 (re) 0 (x — )
À cause de À,, — o, la quantité T du n° 350 est nulle, et le théorème du n° 356 réduit le numérateur de cette fraction à
H3 (x — 2) = —HS(x) (363).
? : ; ; TE w’ y Le dénominateur se réduit donc aussi à — HS (æ 2 ci d’où
En faisant enfin tendre x vers zéro et se rappelant qu’on a
Fe lee) *}
E lin ES —1 (352, 1), (409, D),
il vient, pour déterminer K, la condition
ce qui donne bien à la dernière relation la forme voulue (00
À(T, PAT
formule qui permet de résoudre ce problème :
; uw) ne AUDE Connaissant le rapport — de deux périodes elliptiques de
1(æ, k), calculer ces périodes et le module k.
: : . n) à è h En faisant effectivement x Re FT + la relation (26) | 4
donne (399)
les signes supérieurs devant être adoptés, ou les signes inférieurs, selon que le second élément de = est positif ou négatif.
D'après le n° 366, les seconds membres de ces formules ne dépendent que de : qui est donné, et de — ce dernier rapport entrant simplement comme facteur dans les numérateurs. Cela
; ee SALU : UE posé, la première fournit == SOUS forme du quotient de deux séries HA uw)” uw)
. La valeur de — (0) Se
factorielles ; d’où w = — *< 27, puis = w X 27T
une fois connue, la seconde formule fournit celle de * sous la même forme.
O0. Dans les applications, le module de X(æ, k) est toujours réel, et on le prend positif. Comme il ne peut être —1 (400), la transformation du n° 404 permet de le supposer toujours <1. La fonction jouit alors des propriétés numériques suivantes, résultant immédiatement de l'équation différentielle (10) combinée avec les propriétés fondamentales résumées au n° 399 ; nous nous contenterons de les énoncer.
I. Des deux périodes fournies par les formules
la première est réelle positive, la seconde a sa partie réelle nulle.
IL. La fonction est réelle pour toutes les valeurs de æ, soit
réelles, soit ayant un multiple entier de -, Pour partie imaginaire.
CO) | u) Ê (o) T7 puis de — à —,
c Â à w, À(x, k) crott de zéro à 1, décrott de 1 à zéro,
IT. Quand x croit de zéro à à puis de
uis de zéro à — 1, et crott ensuite de — 1 à zéro. Sa marche
générale rappelle ainsi celle de sin.
puis de
IV. La partie réelle de \(x, k) s’évanouit, quand celle de x
est nulle ou multiple entier de 23 la valeur correspondante de N(x, k) est toujours réelle.
En appelant x’, x" les deux éléments de +, et appliquant la formule d’addition (405) au calcul de x (x/+ ix", k), on discute facilement la fonction pour toutes les autres valeurs de x. On voit ainsi que la fonction n’a quelque élément nul que dans les cas spécifiés ci-dessus. |
411. D’après la formule (26), A(x, k) est le quotient des deux fonctions S(x),e © "S (2, 2). Dans le cas qui nous occupe, où w
est réelle et w’ de la forme rw, w' étant réelle, on remarquera que ces deux fonctions auxiliaires sont aussi réelles pour toutes les valeurs réelles de x.
; : pres 4 , «) Effectivement, si l’on réalise ces hypothèses en faisant I — mL
Q — iv’, dans le développement (54) du n° 366, on voit de suite que le facteur médian est réel, que ceux équidistants des extrêmes sontimaginaires conjugués, d'où la réalité de (x). Comme \(+, k) est réelle dans le cas dont il s’agit (10, IT), l’autre fonction ne peut manquer de l’être aussi, chose facile à vérifier par l’examen du développement (55) écrit au n° 367. |
Des Tables des valeurs réelles de ces deux fonctions (ou mieux de leurs logarithmes) suppléeront donc à celle des valeurs réelles
de À(æ, ).
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Expressions des intégrales elliptiques réduites à la forme canonique.
412. L'adoption des fonctions ÀA(x) pour type des fonctions bipériodiques du second ordre rend avantageuse la transformation préalable de toute intégrale elliptique que l’on aurait à évaluer, en une autre où le polynôme sous le radical à la forme bicarrée de celui qui figure dans l’équation différentielle des fonctions ÀA(x). La remarque suivante rend évidente la possibilité de cette opération.
. On peut assigner quatre constantes p', p', q', q' de déterminant o, telles que les transformations primaires de f(x) liée à la fonction quelconque du second ordre f(x) par la relation du premier degré
P'f\ (æ)+ p" g'fitæ)+ gg”
aient les formes simples définies au n° 395.
Il est permis d'admettre que la fonction considérée f(x) est à infinis simples; car, si c'était une fonction E, (x), il suffirait, après avoir choisi arbitrairement quelque constante X non égale à l’une des trois valeurs cardinales de cette fonction, de poser
x L J(x)= ES EN | d’où hf(æ) +3 fe)
pour que la fonction du second ordre f(x) aux mêmes périodes n’eût que des infinis simples.
Cela posé, soient IT une période élémentaire de detre les coefficients de la transformation primaire correspoudante
cfæf(a +5) +8freer(e+s)]et = 0;
IL est aussi une période élémentaire de f,(x) pour laquelle les
coefficients de la transformation primaire correspondante ont les
valeurs & =21p?+2$8p'q + yg'?, ! W f 4
B1 = ap'p +$(r'g'+gq'p')+wyg'g
Y1 ss ap Won 9
+ 2 6 Prq ET que
Pour que cette nouvelle transformation ait la forme voulue, il faut donc et il suffit qu'outre $,:< 0 on ait a, =}, = 0, et, pour cela, que (p', q'), (p”, q") soient deux couples de solutions de l'équation homogène du deuxième degré
(3) tp? + 204602
offrant un déterminant = o, c’est-à-dire distincts.
En représentant par (ab) l’association des valeurs cardinales de f(x) à laquelle appartient la période IT, les coefficients «, 6, y, déterminés par les équations (12), (13) du n° 392, sont proporionnels, égaux même si on le veut, à
(4) (a+b)—(c+d), cd— ab, ab(c+d)—cd(a +6),
d’où ee 2 [r.d(a—c)+r.a(b—d)] [i(a—c) 216] … | [b.d(a—c)+c.a(b— d)] [b(a—c)+ce(b= 4] d(a—c) a(b—d)
CON e.
(a—c) (b—d) —=(a—cj(a—d)(b—c)(b—d),
c'est-à-dire $?— «y -£o, parce que les quantités &, b, e, d sont
essentiellement inégales. L’équation (3) admet donc bien les deux
couples de solutions distincts (p', g'), (p', q"), dont nous avons besoin.
D'ailleurs, on a Bi = pi
d’où $,<0 comme il le fallait aussi.
cn a — (B2 — XY) (p'q"— p'q'}? 2e 0,
413. Considérons maintenant l'équation différentielle de la fonction f(x), T. cher = VE CAN
dx
Ds LL d 2
CHAPITRE XII. — FONCTIONS ELLIPTIQUES CANONIQUES
où #(f)est un polynôme en f du quatrième ou du troisième degré, et exécutons-y la substitution du premier degré
LL PÉAEEP" J=qa+e”
identique à (1) dans le premier cas, ou résultant de sa composition avec (2) dans le second.
Les transformations primaires de /,(x) ayant la forme canonique du n° 395, l’équation différentielle devient.
tjs! Ne dx LA Vaiti),
« 2 I A bi Tr il É df ES, où ©, est maintenant un polynome bicarre. Mais, comme A est
dfi
‘e en | lui = par transformée en le produit de Pat
HO Len P’ Q' (Q'fi+ Q}°
le radical se transforme nécessairement en le produit de ÿo,(f1) par le même facteur, d'où cette conclusion :
La substitution rationnelle du premier degré
P'x1 EPS U = ————— Q' U nn Q"
change l'intégrale elliptique générale (6) [rte Vetu)] du en une autre
(7) [rit vertu] dus,
où wi(u,) est un polynôme bicarré tel que (8) i(w)=A(+m'ut)(i+m'ui).
On notera que les constantes P”, ... de la substitution sont les
racines de l’équation du deuxième degré (3), dont les coefficients s'expriment toujours rationnellement au moyen de celles de l’équation entière o(u) — 0 (du quatrième ou du troisième degré).
14. Dans cette dernière intégrale, 1l suffit actuellement de faire Uo
Uj — ,
mA À
puis de poser, en supprimant les indices,
=, vVa=u)a—Æuw)=VR
pour obtenir la forme canonique SE(u, YR)du.
415. Pour obtenir maintenant les expressions des intégrales réduites des trois espèces, il faut se reporter au n° 378 et prendre E(æ)—= (x), le module de À(x) étant k, c’est-à-dire exécuter dans ces intégrales la substitution
(9) I ENNN
L'intégrale de première espèce est toujours (à une constante arbitraire près) la fonction implicite de w que définit l’équation (9) résolue par rapport à x.
416. La première des intégrales de deuxième espèce (298) s'obtient par les procédés élémentaires sans le secours de la substitution (9). Car, ayant la forme
u du VR 2
où R est bicarré, elle se ramène immédiatement aux intégrales circulaires (225), en faisant u? = », d’où uw du = ? dv.
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(SLI
En élevant au carré la formule (18) du n° 4092, IV, il vient AGP me Lit Ge — a) +...
1 2 = Cr UT 2) ADD
et, pour chacun de ses infinis &, la décomposition de X(x)? donne
ainsi l'unique fraction simple - R' On en conclut (347)
Ye Re (e-T)+s (re )+n]
H désignant une certaine constante à déterminer, et Æ; ayant été construite en prenant [I = w, Q = w'. L'application du théorème du n° 350 donne plus simplement
NS EME 7 DR — (® ( MT =D " — — Li ]
—{ L (0) [ LL 2 L] 1 = ayant maintenant. w' pour (vraies) périodes. Aucun terme
constant n'est plus à ajouter ici, parce que Les deux membres s’éva- 2 a uw)’ uw!
nouissent pour zx — 0, à cause de Æ, (— =) 2, (=) (343, II.
L'intégration donne f(x} dr = — = [= (z me 2) + TE (2) + C,
C étant la constante arbitraire.
En choisissant la fonction Æ, dont l’augment A, est nul, on peut, dans cette formule, introduire partout la fonction 3(x)
définie au n° 408. Effectivement, on a alors (352, I)
tel M d eo DS SN C3 38, d _ ee J'(æP—S(z)S'(x) Oo Oo
418. On obtient un résultat plus élégant, et encore exprimable au moyen de la fonction S(x), en considérant, au lieu de l'intégrale M. — II. 30
du eur a) VR
la différence de deux semblables intégrales
du 52 du Je ms cn ve FO
qui est équivalente à la proposée parce que, R étant bicarré, leur
de troisième espèce
somme ou du
(u2— a?) VR
est réductible aux intégrales circulaires, comme dans le cas mentionné au n° #16.
Au lieu du paramètre A, nous introduirons une racine quelconque « de l'équation ÀA(x)= A, qui ne peut être congrue ni
à (0) SUR 0) ü) , j , ® AS PA Ven (ee —- ®) » parce que A est supposé n'être égal n1 ài,nià + ,, racines de R — 0. Après la substitution (9), nous
aurons donc à LUTEr
[ I (10) Hmorae-o
Chacune des fractions entre crochets est une fonction du second ordre aux périodes élémentaires w, w', et à infinis simples, à cause tu)
[2 ü) Q Q 7 ae 2) ; ces infinis sont
A u) re de x non congru à © go ei
@ Ha+mou+mo, —Ea+ mu +m'u),
les signes supérieurs donnant ceux de la première, et les signes
inférieurs ceux de la seconde, avec les mêmes résidus > (a) I L ® LL
DUT , pour les infinis correspondants des deux fractions, à œ
cause relations (19), (20) du n° 402, V.
En vertu du théorème du n° 347, la fonction sous le signe est
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Les en (0) ÉCEPERTEEEE |
dE ÉCRIS
donc égale à
=, ayant w, w' pour fausses périodes, avec un premier augment que nous prendrons de suite nul. Le théorème du n° 350, qui est encore applicable, réduit cetre expression à ,
[Æ(r—a)—ÆH(r +a)+K|],
ë u) ALES :
=, ayant maintenant mo w’ pour fausses périodes avec un premier
augment toujours nul, et l’on a
+ uw” n D \ (12) K= a (fs) = (+),
parce que la fonction placée sous le signe f dans l'intégrale (10)
Lj u) Ta à ; ; DE 3 En intégrant l'expression (11), il vient
s'évanouit DAUTIUE
pour notre intégrale (10), en se rappelant la définition de la fonc-
ton 3 (408)
= | = K D9 Ua) Si eape pra e|+c (542,1);
et, pour déterminer K, on peut employer au lieu de (12) la formule équivalente
419. Dans les applications numériques, les coefficients du polynôme (uw) et de la fonction rationnelle F de l'intégrale elliptique générale (6) sont naturellement réels ; ilimporte donc de conduire sa réduction de manière à n'introduire aucune quantité imaginaire, et aussi à avoir pour le module X de l'intégrale de première espèce une valeur 1, condition particulièrement avantageuse pour la construction de Tables numériques. Voici, en gros, comment on y parvient.
Dans la substitution (2), s’il y a lieu de l’employer, on prend pour une quantité réelle.
Quant à la substitution (1), on peut toujours s'arranger de manière que ses coefficients soient réels. [ls dépendent effectivement de l'équation du deuxième degré (3), susceptible de trois formes différentes correspondant aux trois associations deux à deux possibles de trois racines choisies à volonté parmi celles de l’équation du
quatrième degré | o(u)= 0.
Comme les coefficients de cette dernière sont réels, les trois cas suivants pourront seuls se présenter.
I. Les quatre racines sont réelles
En appelant ce, d'la plus petite et la plus grande (algébriquement), les valeurs (4) de à, $, y sont réelles, et l’on a 8? — «y > o à cause de la relation (5).
Il. 7/{y a deux racines réelles et deux racines imaginaires conjuguées.
On prendra pour c, d ces deux dernières. Les quantités (4) sont encore réelles, avec 8? — «y > 0, parce que a — c, a — d sont imaginaires conJuguées ainsi que b— €, b— d.
III. Z{ y a deux paires de racines imaginaires conjuguées
En constituant les couples (ab), (cd) avec ces deux paires respectivement, les quantités (4) sont toujours réelles, avec Ê? — «y >0, parce que les produits partiels (a — c)(a — d)et(b — c)(b — d) sont imaginaires ConJugués.
En opérant de cette manière, les coefficients À, m!, m' du polynôme bicarré (8) et ceux de la composante rationnelle K,, dans l’intégrale (7), ne peuvent manquer d’avoir des valeurs réelles; si, de plus, m', m’ sont tous deux positifs, À l’est forcément aussi, sans quoi le radical seraitimaginaire pour toutes les valeurs réelles de w,, ce qui ne peut se présenter dans une question pratique.
Arrivé là, on décompose l'intégrale en deux partes de la forme
Ui du: dus
‘F 9 ; VF 0) 3 1 LE ren il Ke Voi(wi)
F,,'"F,, désignant des composantes rationnelles.
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La première partie se ramène immédiatement aux intégrales circulaires par la substitution uŸ = +, parce que w,(u,) est bicarré. On donne enfin au polynôme sous le radical dans la deuxième partie la forme canonique w(u>)—(1—u;)(1 — Au;), avec À réel et 1, en posant w, — v(w), v étant une fonction algébrique très variable avec les signes relaufs de À, m/', m”, qui laisse fonc-
ARRETE ie du: ; tion rationnelle de w? le multiplicateur de -—— sous le signe /f.
Voa(uo)
Ces substitutions, au nombre de 5, n’offrent aucun intérêt théorique, puisqu'il s’agit simplement de satisfaire à certaines inégalités numériques. On les trouvera dans tous les ouvrages spéciaux sur les foncuons elliptiques.
Fonctions elliptiques canoniques auxiliaires (x) ou cnx, (x) ou dnx, w(æ) ou inx.
4920. Dans les formules relatives à la théorie des fonctions elliptiques, l’usage a introduit d’autres fonctions du second ordre spéciales dont il nous faut parler encore.
On désigne par u(x) ou cnx, la fonction composée irrationnelle de A(æ) [écrite au lieu de A(x, k)], que définit la formule
(1) u(z)=Vi-A(2,
le radical partant en æ — 0, de la valeur initiale + 1. Elle coïncide avec la fonction X (x) étudiée au n° 393, en prenant
A +1, D — —:1, C— es PRE, G = Æ2, ERA (Tr), AE) De: H = —:1.
La relation a + b— c + d(—0o) nous place dans Île premier cas du numéro cité; u(æ)est une fonction méromorphe du second ordre ayant |
pour périodes élémentaires. Ses zéros sont les valeurs de x ren-
é 4 n) . ; dant A(x)— + 1; ils sont congrus à + a suivant &w, W/, et aussi
bien à 0) ®1 (on os PRE Te 4 Â 2
r . . . s -W suivant w,, &,. Ses infinis sont ceux de (x), congrus à ESS
suivant &, w’, et à
w w! u)] 1 + W' DASER MT NE Qu:
4 2 4 2 suivant &,, &'. * La constante supplémentaire de (x), pour laquelle on peut
prendre la somme des zéros diminuée de w,, est —0, d'où
H(—æz)= p(r).
421. En conséquence, la fonction du second ordre u(— . + x) à
aux périodes w,, w, a ses zéros etses infinis congrus, les premiers
U) , W 0), +— WW,
à 0, —Jes seconds à -1, “177 T F) 2 0)
; de plus, elle se réduit à (o)=1 w; elliptiques w,, w, (399). Il est facile de calculer son multiplicateur 2, et son module #,.
On a d’abord g, —X\ (0)— #(— #)= (ER =) (397); la
différentiation de la formulé de définition (1) donne
pour x = —. C’est donc une fonction elliptique \,, aux périodes
GARE) ES
= —)À(x)Vi— 2x),
légalité V(o)= 1 (402, I), assujettissant ce radical à la condition
initiale EE X2À(0}}—= 1. Si donc on pose AE Vi Le Æ?,
en choisissant celle des deux déterminations de ce radical numé-
. . (0) (0) rique, qui est la valeur finale en x — — “1 — -_ ©
a du radical
variable précédemment défini, on aura 81 = Ka
Cette quantité 4’ se nomme le module complémentaire de k, à cause de 4A2+ 42 — 1. \
n D RE NE de Se dés à Ce ns +
La fonction v(x) ou dnx se définit par la formule
v(æ)=Vi—Æ%2(x),
avec la condition initiale y(o)— 1. Elle coïncide encore avec la fonction (x) du n° 393 en prenant
nn Nb
7? Ne d = —1, Ces re
Er) (Er) H — — X?, mais C1 I = w +2", O0)", pour avoir des périodes appartenant aux associations (ab), (ac), des valeurs cardinales (391).
L'égalité a+ b—c+ d(—o) nous place toujours dans le premier cas du même n°393; v(æ) est encore une fonction méro-
morphe du second ordre, ayant les périodes élémentaires w + 2w)/, w ! | PFEs .
; + 2%, auxquelles nous pourrons évidemment substituer
! ! (0) Wa = 20 , w; — | I ) u)' Ses zéros, rendant NC 7 Sont congrus à + (? se =) suin
vant w, w/, et à
suivant &2, &!.
© + w ‘ —————— suivant "
Ses infini l tal L Ne es in Inls, appar enantia Ur son congrus d Fu w, Wet à
Wa uw, uw yo LITE Wa + A et 2, à SRE EE 4 2 2 2 2
Sa constante supplémentaire, somme des zéros ou bien des infinis, est congrue à o, et l’on a encore
suivant Wo, W
V(— BIEN
: w We 424. La fonction du second ordre » | (# 2 )+ |, aux périodes w2, w!, a, d’après ce qui précède, ses zéros et ses infinis ! Wa Do Wow W2 w" CONSTANT RC DIO RÉ DOUTE EEE ur elle
. > t) L) se réduit à "(— =) — (= 4 Â
es ER — k'(421). On en I Wo u)5 2 AR / we 2 conclut que Ft (° ce lique (x), ayant w2, w! pour première et seconde périodes elliptiques. Calculons encore son multiplicateur g: et son mo-
dule X,.
On a
+2] est une fonction ellip-
et de , 124 Ne 42 \'(æ) Re 2 (4) RP A 7
HE
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on déduit HOME PE 2 Ke 2 — + 1,
d’après la relation (3) où nous avons levé l’ambiguïté du radical.
On a de plus
I U)> w! I Li B =n(R+%)= Entre d’où
et finalement
(— Fe — — +æ)= REA TNRT.
v [LE
425. D'après cela, les transformations primaires de y(x) sont
DES na £ £ 2 az)
dont la première résulte encore de l'identité (24) du n° 393.
426. Quand le multiplicateur g se réduit à 1, l'équation différentielle de A(x, Æ) (397), combinée avec les définitions de u(x, Æ), y(æ, k) et les relations (2), (4), montre que ces trois fonctions peuvent être considérées comme les intégrales du système immédiat d'équations différentielles totales
dÀ du dy 2 ps — MY; A —= — Vvà, ss = — Æ2u, complété par les conditions initiales
Ni 0, NT pour ÉRECE
En adjoignant à À(x, k) les fonctions (x), (x) men
tionnées ci-dessus, et quelquefois aussi
fonction du second ordre aux périodes élémentaires =? 20, aux
transformations primaires de la forme simple du n° 395, impaire, ayant pour zéros ceux de À(x) et pour infinis ceux de (x), fonclion que l’on représente encore par tnx, on a ce que l’on nomme plus spécialement les fonctions elliptiques; toutes dépendent uniquement du module Æ de la première. En imitant ce que nous avons fait pour celle-ci (406 et sute.), le lecteur exécutera sans peine les développements de ces autres fonctions, dont la possibilité pour la fonction bipériodique la plus générale a été établie au Chapitre X. Ceux en séries factorielles peuvent tous être formés au moyen de la fonction © du n° 408.
La structure si simple et si maniable des transformations pri
maires de À(x), son imparité, rendent son emploi particulièrement avantageux dans les calculs numériques relatifs aux fonctions bipériodiques. Ce sont ces motifs qui ont fait adopter les fonctions À pour type des fonctions du second ordre.
Les foncuüons accessoires pm, y, © (avec d’autres analogues) peuvent débarrasser les calculs de certains radicaux ambigus, et simplifier quelques formules; à cela nous semble se limiter leur importance qui est comme nulle en théorie. Auprès de À (x), elles occupent une place comparable à celle de cosx, tangæ à côté de sinæ; mais il ne faut pas forcer l’analogie. Ces trois dernières fonctions sont liées très étroitement par le cercle qui en représente géométriquement les propriétés, et qui, en Mécanique, en Physique, joue un rôle absolument hors de pair (ceux de la droite et du plan toutefois exceptés). Rien de semblable n’existe pour les fonctions À, ua, y, 5, ..., dont la portée des propriétés relatives ne dépasse pas celle d’un artifice quelconque de calcul.
NOTIONS SUR LES FONCTIONS EULÉRIENNES
Réduction de l'intégrale de première espèce à celle de deuxième espèce.
428. Les transcendantes étudiées jusqu'ici provenaient, directement ou indirectement, d’intégrales indéfinies considérées comme fonctions de leurs variables principales; celles dont nous allons nous occuper, et auxquelles le grand nom d'Euler a été attaché, ont bien toujours l'intégration pour origine première, mais elles sont fonctions de variables paramétriques accompagnant la variable principale dans certaines intégrales définies artificielles (238° et suiv.). Leurs propriétés sont fort curieuses, ainsi que leurs points de contact, soit entre elles, soit avec le logarithme, l’exponentielle et les fonctions circulaires.
Pour établir leur existence, nous nous appuierons sur deux lemmes qui d’ailleurs sont utiles dans beaucoup de circonstances analogues, el que nous COMMENnCErons par démontrer.
I. Sur un chemin d'intégration (limité) où f(x) offre une phase singulière en x = x seulement, l'intégrale définie artificielle [ f(x) dx existe, s’ilest possible d’assigner un exposant positif u<<1 (212), tel que le produit (x) = (x —2)"f(x) soit fint quand x tend vers à.
Nous supposerons pour fixer les idées, que cette valeur singulière & est précisément la limite supérieure de l'intégrale consi-
freeze [le—areecydr
et en appelant q quelque exposant positif (entier si on le veut)
dérée
; : T J ; à s qui soit >> -——, en opérant la substitution x = & + 44, d’où I— {4
dx — qi" dt, puis en posant 4 —(76— 2), nous changerons
notre intégrale en celle-ci
q f 44-91 (a+ 17) dt,
“to
dont le chemin d'intégration est évidemment limité aussi, et, rela-
tivement à la fonction placée sous le signe, ne contient toujours
que la valeur singulière £ — 0.
Or cette intégrale existe (242”, I), parce que la fonction placée sous le signe est maintenant finie pour limt —0o; effectivement son second facteur D(x + 47) est tel par hypothèse, et l’autre est infiniment petit à cause de (1 — u)g —1>0 (212 brs).
IL. Quand f(x) est olotrope sur un chemin d'intégration conduisant x de x, à l'infini, mais cela d’une manière telle
I : $ ANR SEAL que — parcoure en même temps un chemin limité, l'intégrale ZT
définie artificielle (1) [ Jx)ar,
prise sur ce chemin, existe s’il est possible d’assigner un eæposant positif 1, tel que le produit W(x)=— x f(x) soit fini quand x s'éloigne indéfiniment sur ce chemin.
Nous supposerons d’abord que le chemin illimité en question
s ; «EU I ne contient pas la valeur x = 0, et en opérant la substitution x — F.
« if . I d’où dr = — . dt, puis en posant {, — 7) NOUS changerons notre = 0
J fear [lawçaar
intégrale
en
Re]
ee
CHAPITRE XIII. — FONCTIONS EULÉRIENNES. 477 dont le chemin d'intégration, limité par hypothèse, ne peut évidemment contenir d’autre valeur de #, qui soit singulière pour la fonction placée maintenant sous le signe, que { — 0.
Or 2 — y étant < 1 algébriquement, à cause de 1—v<o, il existe certainement quelque quantité positive pm comprise entre 2 — yet 1,et le produit de cette fonction par {Fest fini en { — 0;
car son dernier facteur w(2) est tel par hypothèse, et son autre
facteur 472" à un exposant positif (212 bis). L'intégrale (2) existe donc (1) et, par suite, la proposée (1) aussi.
Si le chemin d'intégration illimité dont il s’agit contient la valeur x — 0, son partage en deux tronçons, l’un limité, l’autre illimité, mais ne contenant plus cette valeur, décomposera l’intégrale (1) en deux autres existant, la première parce qu’elle est naturelle, la seconde parce que les considérations précédentes lui sont devenues applicables.
499. En supposant æ réelle non <oni > 1, appelant p, g deux quantités positives quelconques et æ?7!, (1—x) les valeurs de et?= tx, e(4-1)(1-x) correspondant aux déterminations réelles des logarithmes (212), on définit l’intégrale eulérienne de première espèce par la formule
(3) B(p, g)= [ar ry-tar,
#10 | où l'intégration doit être effectuée sur le segment de l’axe des quantités réelles, ayant x —0, x —1 pour extrémités.
La fonction à intégrer f(æ) cesse d’être olotrope seulement en x — 0 quand p n’est pas un entier positif, et en x —1 pour les mêmes valeurs de g (Loc. cit); mais cette intégrale arülicielle n’en existe pas moins, car les inégalités algébriques 1 —p<1,1—q<1 permettent évidemment d’assigner des exposants posiuifs Uo, pu inférieurs à 1 et Lels que les produits xmf(x), (x —1)"f(x) soient finis, le premier pour limx = o, le second pour limx —1 (428, 1).
Il est évident que l’intégrale(3) est une quantité positive qui décrott toujours quand l’un des exposants p, q vient à croître; car si l’on a par exemple p!<p”, on a aussi, pour toute valeur réelle
de æ comprise entre o et 1, RME D) LEP TERRE d'où, en intégrant de o à 1, B(p', g) > B(p", q) (28).
On a en outre B(p,g)=B(g,p),
car la substitution de 1 — 4 à x change la différentielle en — 19-1(1— £)P=1 dt,
et le chemin d'intégration en ce qu'il devient quand on le parcourt en sens contraire. |
Nous utiliserons incessamment les formules suivantes
l. Quel que soit l’entier positif n, on «a
g(qg +1) (ZEN) (p+g)(Pp+g+i)...(p+qg+n—i1)
L'intégration indéfinie par parties (270*), (83) donne
Jar de = PT 4 fort at #2 ie
d’où, en remarquant que p, q étant positifs le premier terme du second membre s’évanouit pour x = o et == 1 (219 Ds),
B(p,9+n=€ f xP(i1— æ)7=1 dr.
Si sous cette dernière intégrale on remplace un facteur x par 1—(1—x), elle devient
1 1 Ni æP—1(1— x) 1 dx - f TP — x)1 dx = B(p,qg)—B(p ga, 0 0 el la relation précédente donne facilement
Pur
(5) Dépot) = BD
d'où la formule (4) en attribuant successivement à q dans celle-ci
II. On a rl an Gb) AE EU CRM VTÉ
Pour g = 1, la formule (4) donne effectivement
2 an D Æ1W0PE0).. (pr A)
B(p, Panne: B(p, 1),
et l’on a'évidemment
B( [) hi xPp—1 dx ce P; 3 p
431. On définit l'intégrale eulérienne de deuxième espèce par la formule
Le] (3) r(p)= [| ærte-rdr,
p étant toujours une quantité positive, et l'intégration devant être exécutée sur la partie positive de l'axe des quantités réelles. C’est encore une intégrale définie artificielle, parce que le chemin d’intégration est illimité, et que la fonction sous le signe entre dans une phase singulière en x —0, quand p n’est pas un entier positif.
Pour nous assurer de son existence, nous appellerons x, une quantité positive quelconque et nous la décomposerons en
X; æ 11 æP=-1e-x dx + [ æœP-le-x dx, 0 LE
intégrales auxquelles les lemmes du n° 498 sont applicables. Dans la première effectivement, la fonction à intégrer HrcienenNpeu’t cesser d’être olotrope qu’en æ —0; mais, comme ci-dessus (429), on peut toujours trouver un exposant p 0 el <1, qui rende le produit xt.f(x) fini pour limx —0o. Dans la seconde, f(x) est toujours olotrope, et, si l’on appelle v un exposant quelconque, le
1 xŸ+P—1 : : : Ÿ roduit x'f(x\— “—— est toujours infiniment petit, à plus forte
raison fini, pour une valeur de x infinie positive; ceci résulte de la discussion de ce rapport qui n'offre aucune difficulté (CF. 207).
Il est évident que l’intégrale (7) est toujours une quantité positive.
Des discussions précédentes, on conclut encore que les intégrales (3), (7) ne cessent pas d'exister quand p, q sont des quantités imaginaires à premiers éléments positifs. En développant, soit (1 — x)?! en série entière par rapport à æ, soit x?-! en série entière par rapport à T—1 , puis intégrant terme à terme les séries en lesquelles cette opération transforme les fonctions à intégrer, on prouverait facilement aussi que ces mêmes intégrales sont infinies dans tous autres cas. Mais ces constatations nous sont inutiles.
452. L'intégrale eulérienne de deuxième espèce se rattache à celle de première espèce par la formule (8) F(p)=lim{rPrB(p, n+:1)],
où n désigne un entier positif qui croit indéfiniment.
AS t ; ne La substitution x — = donne immédiatement
1 , nm l CAR EL f art xy dr = — ef <) dt
VE nP n
c'est-à-dire nPB(p, n+1)=T,(p),
en posant, pour abréger,
(9) me [ea s) de.
Pour toute valeur positive et fixe de 4, et pour toute valeur de » supérieure à £, la quantité positive
t\r It
croit avec 2 en tendant vers e-‘ pour n infini (Cf. 213), à cause de
t\n t ROME LÉPVN n n DAT SAV
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de plus elle est égale à e-f en 4 —0, inférieure à et ailleurs, même pour { — 7 puisqu'elle s’évanouit alors.
On en conclut immédiatement (28) qu’en appelant T, T, deux quantités positives invariables quelconques, et supposant n supérieur à toutes deux, les trois quantités positives
Lo, Ti]n, [ T1, T5 x; LT, N]n;
valeurs de l’intégrale (9) prise successivement de o à T,, de T, à T,, de T, à n, croissent avec n en restant respectivement
inférieures à [o, ia [ Ti, T: |, [ Te, œ |,
valeurs (positives) de l’intégrale (7) prise de o à T;, de T, à T, de T, à l'infini. On en conclut encore
HAT TOUT EE TL
À cause de
T'(p)=f[o, Ti] [Ti To] + [To, ©], T»(p) = [o, Tin + [Ta Tor + [To, n]n,
la différence FT Ale est ainsi positive et décroïît toujours
2 J quand # augmente. Elle peut, en outre, être rendue inférieure à toute quantité positive e; car, étant évidemment inférieure à
[CTs Te] — [Ta Ton) + Lo, Ti] + (Ta, œ,
il suffit de prendre T, assez petit, T, puis assez grands, pour que les dernières parties de cette expression et la première ensuite
soient chacune + La différence en question est donc infiniment
petite, ce que nous avions à constater.
On a
. nP 1.2..7 10 1e = lim :
Ho) () É Boo | Cette formule, qui est fondamentale dans la théorie de la fonction T'(p}, est une conséquence immédiate de celles inscrites sous les n° (6) et (8) ci-dessus.
M. — II. dE
482 DEUXIÈME PARTIE. — FONCTIONS D'UNE SEULE VARIABLE. 434. L'intégrale de première espèce s'exprime au moyen de celle de deuxième espèce par la formule
Gin) B(P, 2)= Hop)
I. Pour toutes valeurs (positives) de p, q, et pour n énfin
on & dm Pr REA TER = B(p, n +1)
Quand qg = 1, la chose est évidente.
Quand g est un entier >> 1, la formule (4) donne, par la substitution de n+iàgetdeg—1àn,
Bree) 7 mére (et ot
B(piR Er) pEn ti pEn to ODA ES
et chacune de ces g — 1 fractions tend vers 1. Quand g est compris entre les entiers non nuls Q'Z Q”, on a (429) B(p,n+Q)>B(p,n+g)>B(p, n + Q"),
et le rapport considéré est compris entre les fractions
qui tendent toutes deux vers 1 par ce qui précède. Quand enfin g est 1, on tire de la relation (5)
B(p, n+gq) _p+n+q B(p, n+g+i) B(p, n +1) n + q B(p, n +1)
moyennant quoi les choses se passent de la même manière à cause
deg+ixr.
Il. Maintenant les formules (4) et (6) donnent immédiatement
B(p,9)= | 1.2... n APEDIE 9 C0 (pe ge ne 0 JOUE P(P+1)...(p+n)qg(g+1)...(qg+n—1)] B(p,n+1)
d’où la relation (11); car, en supposant n infini, le dernier facteur
I. Comme on peut écrire
2 2 3 n+rl|x n x ! £ Ten _ — ee — - — —— 122 n nm +I RAT ut x LU n x = 1 _— I “= te A LPO I Ÿ 2 À n } n +1 à
Il(æ, »)est égale au produit des(r + 1) premiers facteurs de la série
factorielle 4 FE I\Z 1\x (1+:) (1+1) (1+2) A I 2 An (2) FT æ UE Fe Su FT LE g} LA
ñn X + NE par ( ) ; et comme cette dernière quantité tend vers 1 quelle FES
que soit x, 1l nous suffit de prouver que cette série à un produit indéfiniment méromorphe. Nous pourrions raisonner directement, en nous appuyant sur le théorème général du n° 371; mais ici, il vaut mieux procéder indirectement comme il suit.
Il. En appelant y un entier positif choisi à volonté, puis suppo-
1 VA sant nr >> y, modx<y, et mod sont 1,et l’on a
1272 I T T T HUB E Ne LS N n 72 n VER 3°
ae Æ x? æ3 lfi+ = )= = — — +. FN LE n D 2 n°? 3 n:
où les logarithmes sont, dans la première formule, celui qu’il nous.
faut adopter, dans la seconde celui que nous adopterons; et à
l’intérieur du cercle [y] qui a l’origine O; pour centre avec y pour
rayon, ces deux fonctions sont olotropes, avec des olomètres, 1llimilé pour la première, égal à n — v pour la seconde, par suite toujours égaux à 1 au moins.
En appelant w, le (n +1)" facteur de la série (2), on aura
ainsi
ARRETE I ’ Ra 1 [a?—x TITRES HUE I — | — — ]= — | — _ Se ÿ D n 2 | 2 3n Ô É
fonction encore olotrope dans le cercle [y], avec un olomètre égal à rt au moins quel que soit » > y. Dans le même cercle en outre, on a évidemment, quelle que soit x,
I V2 y VEN) VE + y mod /(u + —_———— © +...
(un) < | D 3(v+1) 4(v+1}? | quantité positive où la série entre crochets est visiblement convergente, et qui est elle-même le terme de rang n dans une série convergente (273, I).
On en conclut (275* bis) que, dans le cercle [y], la série
(3) LQuy1) + l(uyrs) +...
a pour somme une fonction de æ, f,,:,(x), qui y est olotrope avec 1 pour olomètre, puis, en repassant des logarithmes aux nombres, que l’on a
Uy+1 Uyys ... = fra),
fonction de æ encore olotrope dans le même cercle avec le même olomètre.
Le produit F,,,(x) des (v +1) premiers facteurs de la série factorielle (2) étant d'autre part une fonction de æ évidemment méromorphe à l’intérieur du même cercle, cette série a un produit
Fi (Cr ) ef y+1lx)
qui jouit de la même propriété, qui, par suite, est indéfiniment méromorphe, puisque le rayon y de ce cercle est arbitraire.
nn à dt noue dde D di. à dan CE SE nn co ST LDC
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436. Au n° 433, nous avons vu que la limite de l'expression (1) est égale à l'(p) pour toute valeur réelle et positive p attribuée à æ, et jusqu'ici aucun sens n’a été donné au signe (x) pour d’autres valeurs de x. Il est donc naturel et avantageux d'employer le même signe à la représentation de cette nouvelle fonction méromorphe dont voici les premières propriétés.
I. Pour seuls infinis, tous simples, elle a les entiers non
positifs
On = NM — 2, HT, O.
Car on a (435, IL) (4) T(r)= Fyn(zr)eftn, et dans le cercle [v] de rayon quelconque, le dernier facteur ne peut ni s’évanouir ni devenir infini puisque c'est une exponentielle
dont l’exposant est'olotrope, tandis que le premier facteur a évidemment les seuls infinis
tous simples.
Il. Le résidu de T(x) relatif à l'infini — K est
Car en faisant x — — k dans le produit de l'expression (1) par æ + k, il reste le produit de cette quantité par l’expression
OR ER en à MN OU RE
qui a 1 pour limite. | Les fonctions simples fournies par la décomposition de Ha (39) forment donc la série
I L I 1 IN DDASS ER
ayant visiblement pour somme une fonction Y(Z) indéfiniment méromorphe. La différence
est donc indéfiniment olotrope.
UT. Za fonction T(x) n'a aucun zéro.
Car le premier facteur de l’expression (4) n’en a point, ni le second non plus dans le cercle [v] comme nous l'avons déjà dit (D).
; I Lee ’ ‘ | :
Il en résulte que NES) est une fonction indéfiniment olotrope;
elle l’est effectivement aux infinis de (x) puisque celle-ci y est méromorphe (42), puis partout ailleurs comme inverse arithmétique d’une fonction qui y est olotrope sans s’évanouir (250*, [IDE
IV. L'expression (1) étant, quel que soit n. réelle pour toute ( sq I ) P
valeur réelle de x, et positive pour toute valeur posiuve de +, ilen est de même pour sa limite T(x). |
Quand x est réelle, cette fonction ne peut changer de signe qu'aux moments où æ passe par ses infinis, puisqu'elle ne peut s’évanouir (IT); et alors son signe change effectivement, parce que tous ces infinis sont simples (1). Comme elle est positive de + —=0 à æ — +, elle est donc négative de o à — 1, redevient positive de — 1 à — 2, etc.
On a (5) P()= 7, à cause de
LL GLS n ) = n Ei °
437. De ce que nous avons dit tout à l’heure (435, ID), et du n° 279* bis, il résulte que la série (3) est de celles qui peuvent être indéfiniment différentiées ou intégrées terme à terme. En considérant donc T(x) comme le produit de la série factorielle (2er prenant les logarithmes comme nous l’avons fait, il vient
IT (x) = IDE (ui) +. + U(ün)+..4
puis en différentiant une fois
URANTT Te (6) Brasseries 1) : ]-
(Far
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On a d’autre part, pour 7 > 0,
(7) Li - Eee sie , — = — Rd Cns 4 n ( D + n+i f; où I DCE I FD Chr —= — - Lu — __—— ds () +56) ; et la série (8) C1+Co—+e.. Cp...
est convergente, à cause de :
Il } I ï c - , Sn ei I Tune pe I — nn e—., nm —I
terme général d’une série convergente (273, [). En faisant donc la substitution (7) dans le terme général de la série (6), sommant à part les quantités c, et représentant par — C + 1 la somme de la série (8), la formule (6) prend la forme suivante, qu’on lui préfère,
MAD) T'(r) 1 I I I Fo = — ——C+(-—-)+ft-— — )dx Le I æ 2 1+ x I I +(i =)
La quantité C, valeur de — T'(1) à cause de T(1)—1, est positive; des artifices que nous ne pouvons rapporter donnent effec-
uvement CE 0,57721504000;
On la nomme la constante d’Euler.
438. En différentiant encore l’une ou l’autre des relations (6), (9), on arrive à cette autre
diT(æ) © 1 I 1
(10) dx? ga (æ +1)? (æ+n)
très simple et très employée aussi dans les questions se rattachant à la théorie de la fonction FT.
Elle donne des indications utiles à la discussion de F(x) pour
des valeurs réelles de x. Comme alors son second membre est
essentiellement positif quand il n’est pas infini, Fes 7) Gont il est la
dérivée est une fonction toujours croissante ne Son par suite éprouver qu'un seul changement de signe, en s’annulant, entre deux infinis consécutifs de T (x), de o à + aussi, et l'(x) jouit de la même propriété parce que (x) conserve un signe constant dans chacun de ces intervalles.
D'ailleurs ce changement de signe unique s'effectue toujours : 1° entre o et + co, pots une valeur à de x comprise entre 1 et »,
parce que Tee 1 S'évanouissant pour æ = 1 et — 2 (436, IV), .
(439, inf.), sa dérivée l'(x) s’annule certainement dans cet intervalle (23); 2° entre — 1 et o, parce que, e étant une quantité posive infiniment petite, T(x) est infinie négative, partant croissante en æ— — 1 ++, infinie négative encore, partant décroissante CNT Re IEC:
De z—=0oàù x —u, T(x) décroît donc de. à un certain minimum (positif et << 1), pour croître sans cesse ensuite dex = y à æ — +, et cela indéfiniment (439, inf.).
439. Nous passons aux propriétés spécifiques de cette fonction. On a l'identité
(11) T(x+1)=zxT(zx).
Car la formule (1) donne immédiatement
I(z+1, 7) n = D —— ; I(x, n) T+ TR HA
où le dernier facteur tend vers 1.
Quand x est un nombre entier positif N, cette identité combinée avec l'égalité (5) conduit immédiatement à
On a identiquement (11 bis) T(æ)T(1—x)= HAE
La formule (1) donne immédiatement
LI n
Il IT (1 — = ) (x, n)I(1—x,n) D Coprs
P,(x) désignant le produit (1) du n° 985, construit avec Il — 1, en écrivant # à la place de k. A la limite, il vient donc bien I T
O(PRNUUSINTT
] L L] Pour x — 5° On trouve en particulier
où il faut prendre la détermination positive du radical, parce que T(x) est positive en même Lemps que æ-. Cette égalité est utile dans plusieurs circonstances.
AM. Pour tout entier positif k, on a enfin
k—1 rare g)er (+5) LAS T(Æx) La
HE 0 NOR out
où les radicaux du second membre doivent être pris positivement.
En appelant j un entier positif quelconque, on a
| I 2 k —1 À + ÿ)(e+ Fe +) …(e+ NT + 7 [Am jk]ke + jh]. [Ar JE + kr]
Jr
Moenetaisant y —0, 1425402071; PUIS multipliant membre à
membre, on tire facilement
(x, DLIEES n).n(e+ n) #1 nÂzn ? Kti+0Ek(1.9...n)* _ Ax(kv+i)...(kKæ+nk+k— si)
A AE EEE ART 2 RASE — Fes Qu nk«k + t —1) A EE TE
où V, dépend de », mais non de x.
Le facteur médian tendant vers 1 quelle que soit +, et le quotient du premier membre par le premier facteur du dernier ayant . évidemment pour limite le premier membre G(æ) de la formule (12), V, a nécessairement une limite V, naturellement indépendante de >, et l’on a
On arriverait donc directement à la formule (12) en cherchant V=—limV,; maisil vaut mieux opérer indirectement comme il suit.
IT. Comme V est une constante, la relation précédente donne en particulier V —((o), c’est-à-dire, en remarquant que, pour limzx—o, on a limk“*— 1 et HimfxT(x)]= 1 (436, IL), d'où limfaT(kæ)]= 7,
I 2iù k —1 V=ar(g)r(g)er(n),
quantité qu’il nous reste à calculer.
En élevant au carré les deux membres de cette égalité et ayant fe | AE égard ar (E)r (1 — pl ë (440), il vient
k PRET sinÿ +
où TT
2Ti 27 i 2Ti = 2 LE CMS 7e) |, SE + MHACACR Fr) = TR TR TT IN TS
Ti 9 TÉ “ Ti 26—1%%—ieke k ...e k
> MTS . T H = sin sin2-.-.sin({ —1)— k k
en exprimant les sinus au moyen d’exponentielles.
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Le produit des exponentielles figurant au dénominateur se
RENTE 7 k--1 Ke, e 2 —\e 2 — th —1 ;
celui des binômes figurant au numérateur est #, valeur de
réduit à
Mr
pour £—1, parce que leurs seconds termes sont précisément les racines autres que 1, de l'équation binôme {*—1—o (201, VI). Moyennant quoi, il reste simplement
à. AUDE; P
fe Per 7
uis la formule (12) que nous avions à établir. Les radicaux doivent P ;
être pris positivement, parce que son premier membre est positif pour toute valeur positive de x.
449. Les propriétés de la fonction T(æ) dont nous venons de parler, et d’autres artifices dans le détail compliqué desquels 1l nous est impossible d'entrer, rendent relativement facile la construction d’une Table de ses valeurs (ou plutôt de celles de son logarithme) pour les valeurs positives de æ, et la formule (11) permet de limiter son étendue à l'intervalle compris entre 1 et 2 par exemple; l'emploi de la formule (11 Des) permettrait même d’abaisser à + la limite supérieure de cet intervalle. Cette Table est utile au calcul numérique de beaucoup d’intégrales définies réductibles aux intégrales eulériennes.
Quand x est une quantité positive très grande, une formule curieuse, que nous ne pouvons pas non plus faire connaître, fournit pour {T(x) une expression très simple et d'autant plus approchée que la valeur de x est plus grande. Elle permet ainsi (439) d'évaluer rapidement et avec une grande approximation le produit 1.2...(N — 1) quand N est un entier considérable, question fort importante dans certaines applications de
l'Analyse combinatoire, qui trouve ainsi des ressources inattendues dans la théorie de la fonction Tr.
D'après l'équation différentielle (10), la fonction T2 peut être considérée comme engendrée par deux intégrations successives d’un tronçon illimité du développement de la fonction &:(æ,1) (278, IV, 3°), accompagnées d’une détermination convenable des constantes arbitraires et suivies du passage des logarithmes aux nombres. Cette observation fait présumer que trois intégrations, exécutées sur telles ou telles parties illimitées du développement de E;(æ) (342) et suivies des mêmes opérations accessoires, conduiraient peut-être à de nouvelles fonctions méromorphes ressemblant plus ou moins à la fonction T.
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