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A\'ERTISSEMENT DE LA DEUXIÈME PARTIE
Si le rapprochement des principes généraux les a éclairés les uns par les autres, s^il a mieux fait sentir la fécondité de la notion si simple, néanmoins si solide, d'où tous peuvent être directement tirés, il a donné au Volume précédent un caractère d'abstraction soutenue, qui a pu fatiguer le lecteur par moments. En revanche, il a déblayé le terrain pour les monographies rassemblées à leur tour dans celui-ci et dont ainsi rien d'étranger ne viendra plus obscurcir la filiation, ni embarrasser l'exposition. Leur cohésion est en outre augmentée par l'uniformité de la méthode, et par l'unité du principe dominant qui, avec des illustrations variées, y trouve, ce me semble, une sorte de justification a /705^^r/or2. Aux procédés de circonstance j'ai invariablement préféré, comme toujours, ceux qui se recommandent par leur caractère naturel et leur aptitude à de nombreux emplois. Eux seuls laissent à nu le fond des choses, en un mot instruisent; jamais les artifices, si rapides et si brillants qu'ils puissent être.
Les deux premiers Chapitres contiennent cette suite de propositions générales, si élégantes et si nettes, que les fondateurs de la théorie moderne des fonctions ont substituées à des notions informes. Ce sont elles qui, peut-être, mettent le mieux en évidence les liens serrés rattachant à l'Algèbre pure tout le reste de l'Analyse; c'est la facilité des méthodes j trouvant leur appui, qui doit avoir fait naître la confiance dont les nouveaux aperçus ont fini par devenir si justement l'objet. Quelques lignes m'ont suffi pour faire entrer dans le Chapitre I la démonstration de l'existence des racines de toute équation entière, que j'ai publiée récemment sous une forme élémentaire mais plus longue (*); elle me semble
(*) Méthode directe /ondée sur remploi des séries pour prouver l'existence
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être aussi naturelle qu'on peut le désirer. Pour les fonctions méromorphes fournissant la matière du Chapitre II, j*ai préféré à la dénomination employée dans mon Nouveau Précis celle bien meilleure que MM. Briot et Bouquet ont choisie plus lard. J'y ai placé la discussion des expressions indéterminées courantes, parce que le cas où elles sont rationnellement composées de fonctions olotropes et méromorphes d'une variable est le seul dans lequel il soit possible de formuler avec sûreté des règles tant soit peu générales.
J'ai expliqué, dans l'Avertissement de la première Partie, comment il m'est devenu facile de faire de toute la théorie des radicaux un simple corollaire de ma théorie générale des fonctions implicites. A part cette simplification, le Chapitre III est la reproduction du Mémoire où j'ai traité celte question d'après le fond des vues d'Abel (*). Quelques personnes reprocheront sûrement des longueurs à ma méthode; je n'aperçois cependant aucun moyen meilleur d'éliminer complètement les considérations trigonomé- Iriques dont le parasitisme séculaire avait envahi cette théorie, et enraciné sur un point des plus importants l'illusion qu'en Analyse rintrusion de faits géométriques pouvait être une nécessité. Ces longueurs n'en seront plus pour qui voudra bien faire le juste total de ce que j'ai ôté de leur place. De cette manière, les racines de l'unité se présentent comme de simples accessoires, et non plus comme des objets à part dont les propriétés domineraient celles de l'équation binôme. Si l'on estimait trop peu naturelle l'intervention incessante des séries et du cheminement, je prierais d'observer qu'elle est de toute nécessité pour la construction des Tables qui seules, à défaut de ces considérations employées directement, rendraient pratiquement possible le calcul des valeurs imaginaires d'un radical. Au n° 106, comme au n° 13 avant lui, le lecteur trouvera (je l'espère tout au moins) les premières justifications de ce que j'ai avancé à la page 287 de la première Partie, sur la valeur ajoutée à ma théorie des fonctions implicites, par ce qu'il
des racines des équations entières à une inconnue, par la simple exécution de leur calcul numérique {Bull, des Sciences math,, a* série, t. XV, 1891).
( * ) Théorie des radicaux fondée exclusivement sur les propriétés générales des séries entières {Bévue bourguignonne de l'Enseignement super., 1. 1, 189 1).
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y a de direct el de coulanl dans son application à la résolution (théorique) des équations numériques.
Dans le Chapitre IV, j*ai reproduit en l'améliorant, la méthode suivie dans mon Nouveau Précis pour exposer et étendre aux racines d'une équation olotrope quelconque la découverte capitale de Puiseux sur les irrationnelles algébriques. Sous le nom de Principe de la conservation du nombre des racines, j'ai mis en saillie une observation générale qui, plus loin, donnera une grande évidence à certaines propriétés fondamentales des fonctions périodiques, et que, dans le Chapitre I tacitement, j'avais déjà utilisée partiellement pour la résolution d'une équation entière. Ce principe est un de ceux qui n'existent pas en dehors de la conception des quantités imaginaires, de ceux aussi qui, si je ne me trompe et quoique d'une manière un peu latente, dominent toute l'Analyse moderne. Les deux premiers paragraphes de ce Chapitre sont plus longs que je n'aurais voulu; mais je n'aurais su les abréger sans me départir de la rigueur dont je me suis fait une loi.
Le logarithme népérien étant la première transcendante à dérivée algébrique, j'ai tenu à donner à sa théorie des allures que l'on pût retrouver, quoique sous des complications, quand on passe aux fonctions circulaires, elliptiques, etc. ; en particulier, j'ai présenté la fonction exponentielle comme le simple résultat de l'inversion analytique du logarithme. Tout en fournissant une préparation à des études moins aisées, il s*est trouvé, selon moi tout au moins, que cette marche est facile en elle-même, et encore par le retour de considérations déjà utilisées pour la fonction radicale.
Ayant mis fin à toute intervention de la Géométrie, j'ai pu sans inconvénients renverser l'ordre habituel des choses et placer l'étude de la tangente et de la cotangente, que leurs propriétés analytiques rapprochent beaucoup de l'exponentielle, avant celle du sinus et du cosinus ayant une parenté plus étroite avec les fonctions elliptiques. Par analogie avec ce qui se passe pour celles-ci, j'ai présenté ces dernières fonctions circulaires comme les plus simples de celles que fournit l'inversion des intégrales où la différenlielle est composée rationnellement avec la variable d'intégration et la racine carrée d'un trinôme du deuxième degré. De cette manière, et tout en restant placé au point de vue préféré dans le calcul pratique de ces intégrales, on aperçoit nettement la
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nature analytique du sinus et du cosinus. Mais, dans l'exposition de leurs propriétés, je me suis bien gardé d'abandonner pour de plus générales les méthodes si simples qui dérivent de leur étroite connexité avec la fonction exponentielle. J'aurais abrégé sensiblement le Chapitre VII, si, devant employer la même méthode pour les fonctions elliptiques, je n'eusse tenu à en expliquer le mécanisme sur les thèmes les plus simples. Je ne crois donc pas qu'il y ait là des longueurs inutiles; il me semble en outre qu'on voit bien mieux le fond des choses en procédant ainsi.
Dans l'étude des fonctions elliptiques, beaucoup d'auteurs ont cessé de prendre l'équation différentielle pour point de départ.. J'ignore pourquoi, si ce n'est à cause des difficultés que paraissait présenter, dans cet ordre d'idées, la démonstration de la nonnullité du moment des périodes. Mais ayant réussi à établir fort simplement ce point essentiel (* ), jugeant artificielles et beaucoup moins bonnes les méthodes d'exposition où le rôle dominant est conféré aux fonctions 8, je me suis contenté de Téquation différentielle à l'époque éloignée déjà, où j'ai rédigé pour moi-même et en partie pour mon enseignement ce que j'ai placé dans les Chapitres VIII à XII. Je crois avoir amélioré plusieurs parties de cette théorie. Par exemple, je raisonne sans cesse sur la fonction elliptique la plus générale, et je réduis ainsi à un fort petit nombre cet amas de formules embarrassées, qui sont habituellement présentées indépendamment les unes des autres, que personne ne retient, dont beaucoup, sans doute, sont à peine lues. De cette manière, on aperçoit bien mieux aussi l'origine des propriétés spéciales des fonctions X(a:), \i-{x), v(^), de celles en particulier qui ont fait choisir la première pour type de toutes les fonctions elliptiques. Sur toute cette théorie, M. Riquier a bien voulu me faire part d'observations variées dont plusieurs m'ont été d'un grand profit.
L'espace me manquait pour pousser la théorie des fonctions eulériennes au delà de ses éléments rendus si nets par des recherches relativement récentes.
L'exiguïté de mon cadre et la destination de ces Leçons s'oppo-
( * ) Sur l 'existence effective des deux périodes des fonctions elliptiques {Ann, scient, de l'École Normale sup., 3' série, t. I, i884).
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saienl également à ce que j'j fisse entrer des développements sur les singularités essentielles, objet des travaux de M. Weierstrass et d^autres géomètres à sa suite.
MM. J. Tannery dans le Bulletin des Sciences mathématiques, C. Juel dans ie N^t Tidsskrift for Mathematik, C. Bourlet dans les Nouvelles Annales de Mathématiques, E. Ghailan dans la Revue bibliographique universelle, A. Morel dans le Cosmos, J. de Séguier dans les Études philosophiques, etc., E. Humbert dans la Revue générale des Sciences, H. Duport dans la Revue bourguignonne de l'Enseignement supérieur, ont honoré mon premier Volume d'appréciations dont l'indulgence est chose peu accoutumée pour moi, et dont je leur exprime cordialement toute ma reconnaissance. Leur courtoisie a sûrement exagéré leurs éloges; je crois cependant pouvoir retenir comme un encouragement précieux, comme une espérance, l'approbation réfléchie qui semble en faire le fond. M. Juel assurant par exemple qu' «... après s'être habitué au nouveau vocabu- » laire, on lit l'Ouvrage avec une grande facilité ... », M. Ghailan renchérissant encore (i), éloignent de moi la crainte, exprimée quelquefois, que Je fil de mes raisonnements ne soit malaisé à suivre. Déjà M. Riquier a fait à mes Principes généraux l'honneur de les prendre pour base générale de son enseignement à la Faculté des Sciences de Gaen; c'est là un autre suffrage d'une valeur considérable, dont mon excellent et habile Gollègue a rehaussé le prix en m'autorisant à le proclamer.
La bienveillance de mes critiques ira sans doute jusqu'à me permettre d'opposer quelques mots à des affirmations de leur part qui ne m'ont pas encore convaincu. M. Tannery signale les développements trigonométriques parmi les modes de représentation des fonctions qui pourraient faire concurrence aux séries entières. Outre l'extrême rareté des circonstances où ils sont utiles, je rappellerai que, sans l'intervention des séries entières, la notion des fonctions circulaires, leurs matériaux essentiels, serait analytique ment inabordable (*). Je suis infiniment plus disposé
(') « ... Si le lecteur veut bien oublier tout ce qu'il sait, sauf les opérations » sur les polynômes et les lois de la logique, puis admettre sans réticence leprin- » cipe fondamental de M. Méray, il trouvera que l'étude de l'Analyse, ainsi pré- » seotée, est toute simple et pleine de charmes ...» i^Rev. àibl, univ., janv. 1895, p. il). La justesse de cet éloge me procurerait la récompense la plus précieuse de mon travail; je ne pourrais cependant souscrire au passage que j'ai souligné si, contrairement à l'intention de M. Ghailan, il devait être entendu dans le sens que ma théorie, partageant Tinfirmité commune à celles que j'ai abandonnées, reposerait sur quelque Postulatum spécial, étranger aux axiomes nécessaires à l'Arithmétique des nombres entiers; je pense effectivement que la rigueur de mes raisonnements ne le cède jamais à celle de la démonstration vulgaire du Binôme de Newton, par exemple.
(') En particulier, un point fondamental de la théorie courante de ces fonctions est la propriété du rapport du sinus à l'arc de tendre vers i quand ce dernier est
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que M. Tannery ne le suppose, à croire que « la chose en soi est une fonction » analytique », c'est-à-dire, en un langage précis, à voir une grande loi de la nature dans l'aptitude des séries entières à nous raconter mathématiquement tout ce qui se passe dans le monde matériel. Cette loi, je suis bien forcé de l'admettre, puisque dans les expériences et aussi bien dans tous les calculs qui ne sont pas des romans, rien jusqu'ici n'a pu la mettre en défaut. C'est dire que je ne puis éprouver les appréhensions de M. Juel sur rinsufHsance possible de la notion des séries entières dans les questions de Physique mathématique. Pour pouvoir raisonner sur ce terrain, il faut de toute nécessité hasarder la présupposition que les fonctions naturelles sont continues, même douées de dérivées, intégrables, .... A quel danger plus effrayant, je le demande un peu, pourrait-on bien s'exposer, si au lieu de tout cela on prenait leur simple « olotropie » pour autre axiome, puisque, dans les formules susceptibles d'application, cette propriété n'est pas moins constante pour elles que la continuité, etc.?
C'est répéter enfin que la conception des fonctions, développée systématiquement en dehors de la notion des séries entières (immédiate ou
infinimeot petit, propriété ayant pour point d'appui, nécessaire dans cet ordre d'idées, celle appartenant à tout arc de surpasser sa corde en longueur, d'être inférieur au contraire, quand il appartient à une ligne plane et qu'il est convexe^ à tout arc analogue l'enveloppant.
La comparaison numérique de deux longueurs est sans doute directement possible quand elles sont indéfiniment sécables en parties géométriquement superposables, c'est-à-dire quand elles sont rectilignes ou découpées suit sur une même circonférence, soit sur une même hélice. Mais ces trois cas sont les seuls de leur genre, et en dehors d'eux la comparaison ne peut s'effectuer autrement que par celle des longueurs variables de lignes brisées à côtés infiniment petits, inscrites convenablement dans les arcs considérés; avant tout il faut prouver que chacune de ces longueurs variables est douée de quelque limite. Cette preuve est des plus faciles à faire nettement et rigoureusement, quand il s'agit d'un arc dépourvu de points singuliers, c'est-à-dire entièrement décomposable en parties pour chacune desquelles deux des coordonnées d'un point sont exprimables en fonctions olotropes de son autre coordonnée (tels sont, qu'on veuille ou non en convenir, ceux que l'on trouve sur toutes les lignes prises en quelque considération jusqu'ici), et quand on fait appel aux propriétés les plus simples des séries entières. Autrement je la déclare absolument impossible à fournir, sinon (et encore!) par des moyens infiniment plus gauches et encombrants, n'embrassant d'ailleurs rien de plus en fait. A qui le désirera je montrerai l'infirmité à peu près incurable des raisonnements de ce genre qui se répètent pour ainsi dire partout.
Admettons encore que la mesure des figures courbes dont on se contente au Baccalauréat et même plus haut soit irréprochable : je demanderai toujours quels titres spéciaux la Géométrie peut invoquer pour intervenir dans l'Analyse plus que la Mécanique, la Physique, la Chimie, etc., quelle fondation solide on pourra bien lui trouver si, au lieu de l'appuyer sur l'Analyse, on veut échafauder celle-ci sur elle.
AVERTISSEMENT DE LA DEUXIEME PARTIE. XI
médiate), n*esl pour moi (comme la Géométrie non-euclidieiiDe) par exemple) qu'une fantaisie de l'imagination mathématique, fantaisie brodée même sur des vues imparfaites de la nature positive des fonctions, obscure et décevante, fastidieuse au possible. Je ne songe pas, je n'ai jamais songé à mettre en cause le talent des géomètres qui ont employé leurs forces à ce labeur ingrat; la plupart ont d'ailleurs des titres autrement sérieux à notre admiration. Mais le seul secret des choses qui existent^ avec lesquelles le genre humain est condamné à compter, est trop difficile à pénétrer, leur étude par surcroît est trop vaste, trop attachante, pour qu'il puisse être bien sage à nous de lâcher la proie pour l'ombre, en consumant nos efforts dans la conquête d'un monde imaginaire.
SUR
ET SKS
FONCTIONS OLOTROPBS D UNE SEULE VARIABLE EN GENERAL
Zéros simples et multiples.
1. Les fonctions d'une seule variable ont une grande importance, soit parce que leurs propriétés spéciales sont nécessaires à l'étude de celles des autres, soit parce que la facilité relative de leur théorie a permis d'en découvrir un nombre bien plus grand. Nous commençons naturellement par celles qui demeurent olotropes dans des aires données, en signalant d'avance au lecteur la presque identité de beaucoup de propositions avec les principes de la Théorie des équations algébriques.
Si /(^), supposée olotrope dans l'aire quelconque S, mais non identiquement nulle, s'y évanouit pour x=^a^ on a identiquement
m. désignant quelque entier positif et /o{x) une fonction qui
M. — IL
est aussi olotrope dans toute l'aire S^ mais qui ne s'évanouit plus pour X = a.
Par hypothèse /(a) = o, mais les dérivées dey(x) ne peuvent pas s'évanouir toutes en a, puisque nous supposons cette fonction non identiquement nulle (187*) ( * ). En appelant donc m l'ordre de la première des quantités /'(a), /''(a), . . . qui n'est pas nulle, la formule de Taylor donne immédiatement la relation (i), pourvu que l'on y prenne
Cette nouvelle fonction est olotrope dans toute l'aire S, savoir : f^ dans une aire partielle Sa délimitée autour de a de manière que la distance de l'un quelconque de ses points à a reste inférieure à quelque quantité positive, inférieure elle-même au rayon de convergence de cette série entière enx — a, parce qu'elle y est précisément représentée par la somme de la même série (141*); 2** dans le surplus de l'aire S, parce que (x — a)"* ne s'y évanouit pas et que, d'après la relation (1)1/0 (-3?) est de la forme
rapport de deux fonctions, olotropes dans ce surplus, dont la seconde ne peut s'y annuler (2o0*, III).
Pour ^ = a, la formule (2) donne d'ailleurs
quantité que nous supposons non = o.
2. Réciproquemen t, si Viden tité ( i ) a lieu, /o(^)y désignant une Jonction olotrope et non nulle en x = a^ cette valeur de x annule f{x) et ses m — i premières dérivées, mais non la m'^"**.
Pour ^=a, la fonction îp(:r) = (j7 — a)^ s'annule avec ses jyt, — i premières dérivées, mais cp^'"J(a)= i .0.. . . m est essentiel-
( ■ ) Dans ce Volume, un numéro de renvoi visera la première Partie de TOuvrage ou celle-ci, selon quMl sera affecté d'un astérisque ou d'aucun.
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lement non =o. Cela posé, en appelant A un indice quelconque, on a généralement (235^)
Si Â* < m, on a toujours aussi /? <! m, et chaque terme de ce développement contient le facteur nul (f^P^(a). Si k = m^ le terme en ^^'"^{ct)/o{a) n'est pas nul, mais les autres le sont tous parce que p y est < k. D'où résulte évidemment ce que nous énoncions.
Une quantité telle que a, racine de l'équation
se nomme un zéro de /(a:), et l'entier correspondant m, le degré de multiplicité de cette racine ou zéro; d'où les dénominations de zéro (ou racine) simple, double, triple, . . . selon que m = i ,
Le degré de multiplicité est ainsi caractérisé par deux propriétés dont chacune entraîne l'autre : il est l'ordre de la première des dérivées successives de/{x) que le zéro n'annule pas, et il est aussi bien l'exposant de la puissance du binôme x — a qui divise/(x) en donnant un quotient olotrope et non nul en ^ == a.
Si k est -< m, a est encore un zéro def^^^{x)^ mais de degré de multiplicité m — k seulement; effectivement, pour x = a^ /^*^ {x) s'annule et toutes ses dérivées jusqu'à celle d'ordre m — A-, qui est/^'"^(ic), exclusivement.
Au contraire, le degré de multiplicité s'élève à m-{- 1 pour F{x)^ détermination de f/{x)dx qui s'annule en x =:^a; car, quel que soit A", Ft*+*^(a:) = /^*^(x).
On a quelquefois intérêt à considérer fictivement une valeur de X n'annulant pas /(a:), comme un zéro de cette fonction dont le degré de multiplicité serait = o.
4. Si f{x) est olotrope dans une aire limitée S, ses zéros numériquement distincts y sont en nombre limité, ou bien cette fonction y est identiquement nulle.
Cette proposition est un corollaire évident de celle qui a été
démontrée pour les fonctions de variables en nombre quelconque (188*).
5. Sous les mêmes conditions, f{oc) ne peut, dans Vaire S, reprendre une même valeur A qu!un nombre de fois limité, à moins de s'y réduire identiquement à cette constante.
Car la différence f{x) — A étant, comme f{x)^ ololrope dans l'aire S, s'y annule un nombre de fois limité, ou bien identiquement (4).
6. Sous les mêmes conditions, en supposant f{x) non identiquement nulle et en appelant
(3) «1, aj, ..., a
les zéros numériquement distincts que cette fonction possède dans l^aire S, en nombre essentiellement limité (4), puis
(4) f^iy ^ti •••) ^^ff
leurs degrés de multiplicité, on a la formule
(5) f{x) = (a? — aiy«i(ar — a,)'". ... (a? — a^y^gf^i^),
fg{oc) désignant quelque fonction, olotrope dans Vaire S et ni! y ayant plus aucun zéro.
Ona(l)
(6) /(^) = (ar-ai)'«i/i(^)»
où la fonction olotrope /i(^) n'a plus le zéro ûf|, mais admet tous les autres aux mêmes degrés de multiplicité. Car, en écrivant
en remarquant que le second facteur est olotrope en a^ par exemple, sans que lui, ni aucune de ses dérivées, s'y évanouisse, et en raisonnant comme au n° 2, on prouvera que pour ce produit l'ordre de la première dérivée qui ne s'y évanouit pas est le même que pour son premier facteur. On aura donc aussi
(7) /iC»') = (a? -«.)"•/, (x),
CHAPITRE I. — FONCTIONS 0L0TR0PE
f%{x) ayant, sauf «2» tous les zéros de/i {x) aux mêmes degrés de multiplicité, c'est-à-dire tous ceux de /'(^), sauf «i et a^; puis de même
I/,(a?) =(ar — a3)'">/3(a7),
A-i(^) = (ar — o^)'»f/r(ar),
o\xfg{x) est oiolrope, mais dépouillée de tout zéro.
Cela posé, il suffit de multiplier membre à membre la suite des identités (6), (7), (8), et de supprimer les facteurs communs aux deux membres, pour arriver à la relation (5) qu'il fallait établir.
7. Si /g{x) est une fonction olotrope et indéterminée, mais sans aucun zéro dans Taire S, le second membre de la formule (5) est ainsi le tjpe des fonctions qui sont olotropes dan^ l'aire S et y ont pour zéros les quantités (3) aux degrés de multiplicité (4).
A l'aide du raisonnement que nous exposerons seulement aux n®* 34 et 33 in/, pour en éviter la répétition, on prouve que cette expression ne peut se réduire identiquement à une constante non =o,à moins que Von n'ait m^ = /W2 = • • . = m g = oet que fg{x) ne se réduise à la constante dont il s'agit, et aussi que la décomposition de f{x) résultant d^ une formule analogue «(5) ne peut jamais donner que les mêmes facteurs.
7 bis. Si/(^) est olotrope en a avec
/'(a) = /'(a) = ...=/'«-»)(a) = o, /'"^a) non =0,
et si l'on attribue successivement à x deux accroissements infiniment petits b^\Xj ^iX à partir de a, la formule (i) donne
Al/ /o(a-f-Aiar) \^ix/
Par conséquent, si A|â7, I2X sont tellement choisis que la clef de leur rapport (72*) tende vers une certaine limite Ç, la clef de celui de A|/, A^/ tendra aussi vers une limite cp pour laquelle on aura toujours
car le premier facteur du second membre tend forcément vers i.
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Gela posé, si Ton a égard aux premières propriétés des tangentes aux lignes planes, ainsi qu'aux représentations graphiques de la roultiplication et de la division imaginaires (86^), on en conclura facilement que deux lignes décrites successivement par x à partir du point a {ordinaire pour chacune) et les deux lignes correspondantes décrites par la valeur de /{x) se coupent mutuellement sous des angles dont le second est égal à m fois le premier.
Cette observation est sans portée théorique, mais elle explique certaines particularités graphiques de la discussion des fonctions olotropes d'une seule variable. Comme on a /n= i, sauf en des points exceptionnels (195*), ces deux angles sont généralement égaux.
Fonctions indéfiniment olotropes.
8. Quand la fonction f(x) est olotrope dans toute l^ étendue du plan servant à la notation graphique de x, elle est certainement infinie pour quelque valeur infinie de la variable, ou sinon elle dégénère en une constante.
Comme dans la formule de Tajlor appliquée à une pareille fonction, rien ne limite ni la valeur initiale de x^ ni le module de Taccroissement (206*), /"(^r) est pour toute valeur de x développable par la formule de Maclaurin et, en conséquence, représentable par une même série entière en x
ao -4- «1 iT^-H a^x* -+-..•
de convergence illimitée.
Si donc la somme f{x) de cette série ne se réduit pas identiquement à la valeur «o qu'elle prend pour x = o, l'un au moins des autres coefficients ai, a^) ••• n'est pas nul (191*); on en conclut que f{x) est bien inflnie pour quelque valeur infinie de X (133*).
9. Dans la même hypothèse, et en appelant X une constante choisie à volonté, il arrive de trois choses Vune : ou bien Inéquation numérique en u
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possède quelque racine, ou bien quelque valeur infinie de u donne
(a) Iim/(w) = X,
ou bienf{x) dégénère en une constante.
SI le premier fait éooDcé n'a pas lieu, ni le troisième non plus» la fonction de u,
n'a aucun zéro et ne se réduit pas à une constante ; de plus, comme elle est indéfiniment olotrope, son inverse arithmétique l'est pareillement (250*, II) et ne dégénère pas en une constante. On en conclut par ce qui précède (8) l'existence de quelque valeur infinie de Uj rendant infinie l'expression
rendant par suite infiniment petit son dénominateur (3), ou bien, ce qui revient au même, donnant la relation (2).
10. Les deux propositions précédentes ont lieu et se démontrent de la même manière pour un nombre quelconque de variables indépendantes. Elles montrent que toutes les valeurs imaginables, même l'infini, si Von peut parler ainsi, sont accessibles à une fonction indéfiniment olotrope {ne dégénérant pas en une constante).
M. Sous les mêmes conditions comprenant en outre pour f{u) celle de ne pas dégénérer en une constante, et en appelant
les zéros que peut posséder f {u)^ en posant
(5) û' = /(b'), a' = /(b'), ... et
(C) a?o=/(Mo),
oà «0 est une quantité non égale à quelque terme de la suite (4), mais d'ailleurs arbitraire, r équation numérique (i) n'a pas d'autres racines que les termes de la suite (4) satisfaisant par hasard à cette équation, avec les valeurs acquises au bout de tous les chemins tracés de Xq à X. sans contenir aucun des points (5), par la fonction implicite u^^^{x) que définit l'équation
accompagnée de la condition initiale
u = uq pour X = Xijj dont l'égalité (6) autorise ^adoption.
I. Soit U une racine de l'équation numérique ( i), ne se trouvant pas dans la suite (4)* Comme dans tout espace limité, les quantités (4), zéros de /'(«), ne peuvent être contenues qu'en nombre essentiellement limité, parce que f'{u) y est olotrope mais non identiquement nulle (4), on peut évidemment découper dans le plan servant à la notation graphique de u une aire limitée Su contenant les points Uq, U à la fois, mais aucun des points (4)) et de configuration telle qu'on puisse y tracer de Wo àU une ligne brisée dont les côtés sont de petitesse arbitraire.
II. On peut assigner une quantité positive V telle, que deux racines de l'équation (7), résolue numériquement par rapport à u pour une valeur quelconque de x^ soient égales toutes les fois que l'une d'elles est intérieure à S« et que le module de leur différence ne surpasse pas T.
C'est une simple conséquence particulière du théorème général (308*) qui est applicable ici; effeclivemenl/(w) — .r, premier membre de Téquation (-j) mise sous la forme normale, est une fonction indéfiniment olotrope, et sa dérivée par rapport à u se réduit à f'(u), fonction indépendante de x^ pour cette cause ainsi que par hypothèse, non = o pour toute valeur de x associée avec toute valeur de u tombant dans Su.
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III. Considérons maintenant Téquation différentielle immédiate
_ du ^. . i
^ dx ^ ' f{u)
dont toutes les intégrales, évidemment ordinaires, comprennent en particulier les diverses fonctions implicites fournies par la résolution de l'équation finie (7) (307*) (309*).
Comme son second membre est d'une part indépendant de x^ d'autre part fonction olotrope de u dans l'aire S„ parce que/'(«) l'est elle-même sans jamais s'y évanouir (250*, II), on peut, en vertu de la théorie générale des équations différentielles totales (301*), et cela quelle que soit Xy assigner une quantité positive A, telle que toute intégrale de cette équation ait un olomètre au moins égal à A tant que sa valeur tombe à l'intérieur de l'aire Sa.
En vertu de la même théorie (301*, III) et pour la première des raisons invoquées ci-dessus, le module du coefficient de [x — j:^®^]'^, dans le développement de l'intégrale ({/^^^(x) se réduisant à u^^^ pour x = x^^\ est inférieur à une quantité positive de la forme
où ®, 0 sont deux constantes dépendant seulement de la configuration de Taire S„ et de la nature de la fonction F(w); on peut donc, pour toute valeur de w^®^ tombant dans l'aire S^^ et quelle que soit x^®\ assigner une quantité positive C < A telle que pour tout module de x — x^^'^SC le module de if^^^[x) — u^^^
soit <- (II).
IV. Comme enfin on peut écrire /(a -}- k) — /(u)= ky{u^ A:), où, pour toute valeur de u tombant dans S^ et pour tout module de k inférieur à une certaine quantité positive, on peut assigner quelque limite supérieure àmody(M, /r)(200*), il est possible de tracer de Uq à U, dans l'aire S„, une ligne brisée
[UoUiUi . . . Ui . . . U],
dont les côtés soient tous < - en donnant quel que soit i
(9) mod [/(«/+,) — /(a/)] < 6.
V. Tout cela posé, coostruisons dans le plan servant à la notation graphique de x la ligne brisée
[XqjPiXi ... X/ ... X]
ayant pour sommets les points
a?0=/(Wo)i iPl=/(Wl), •• » 3!'i=f{Ui) X=/(U).
La quantité i/q tombant dans Taire S^ et Finégalité (9) donnant
mod(ari — a7o)< <î^ < A,
on peut faire x = Xi dans le développement en série entière par rapport à x — Xq de la fonction implicite u = '^(x) définie dans notre énoncé, puisqu'elle n'est autre chose que l'intégrale de l'équation différentielle (8) complétée par la condition initiale u = Wo pour x = Xq; et en appelant u\ la valeur correspondante ^{Xi) de cette fonction, l'inégalité précédente entraînera
encore
mod(w', — Mo)<- (ni),
Mais on a par hypothèse
mod(wi — WoX -; on a donc aussi
moâ{u\— Ui)= mod[(wi — Wo)--(mi — Mo)]< ^% d'où
u\ = ui (II),
parce que W|, u\ sont deux racines de l'équation numérique
/(u) = Xiy
dont la première tombe dans Su et dont la différence a un module < r.
Partant de là, on démontrera successivement de la même manière que les quantités
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existent et sont égales respectivement à Or l'égalité finale
est précisément celle que nous voulions établir.
12. Ce théorème est d'une utilité extrême dans la résolution des équations de la forme (i). // permet effectivement de calculer exactement les racines simples d^une pareille équation, dès que les racines de la première équation dérivée sont connues seulement avec une approximation suffisante. Il peut donc aussi fournir indirectement les racines multiples, puisquelles sont toujours simples pour quelque équation dérivée.
Nous verrons plus tard (163, 160, i/i/.)queles racines multiples peuvent être obtenues par cheminement direct, et qu'on peut même supposer /'(uo) = o.
Résolution théorique des équations entières à une inconnue. 13. Si
/( a) = Ao -4- Al a -h . . . -+- Am w**
est un polynôme entier en u de degré effectif M > o, c^està-dire où le coefficient A^ est non = o, l'équation numérique
offre des racines distinctes dont la somme des degrés de multiplicité est précisément égale à M, et elle n'en a point d'autres.
Comme y( 2/) est une fonction indéfiniment olûtrope de u, qui, à cause de M> o, ne dégénère pas en une constante et qui, pour toute valeur infinie de w, devient infinie (150*), partant non infiniment petite, l'équation (i) possède nécessairement quelque racine ai (9). De plus, le degré de multiplicité /w« de cette racine ne peut surpasser M, parce que/^"^(a) = 1.2 ... M. An est une constante supposée non = o.
On a donc identiquement (1)
/(w) = (w — «i)'"«/i(w)> la fonction
mi 1.2. . .(mi-+- 1) i.a...M
qui ne s'annule plus pour ii = a< étant un polynôme entier en u dont le degré efîectif est M — m^ et où le coefficient de w""*"» est
. 1.2.. .M. An
Si/Wi =M, notre théorème résulte de l'identité
Sinon, et en raisonnant de la même manière, on trouvera successivement
/,(a) = (M~aO'««/î(«).
/,(a) = (M-asV«./s(w).
jusqu a
/y_,(M) = (w — a^)'«ir/4r(a) = Am(w — a^)'«f,
oiimg=zM — mi — ma — . . . — m^_j,et où les quantités a2,ûr3, . . ., ag sont toutes inégales les unes aux autres ainsi qu'à a|. Ces relations conduisent immédiatement à l'identité
(2) /(w)= Am(« — ai)'"t{a — ai)'"»...(a = a^)mg
d'où résulte notre théorème, à cause de m^ + /W2 H- . . . -f- nig = M et parce que An est une constante non = o.
14. La formule (a) montre que tout polynôme entier à une variable est exactement décomposable en facteurs linéaires {distincts ou non). Si le lecteur s'en souvient, c'est la proposition capitale dont l'existence est assurée par l'introduction des quantités imaginaires dans les spéculations analytiques; nous l'avons dit pour la première fois aux n°* 55*, 68* ; le suivant en contient une autre démonstration toute différente.
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nécessaires pour calculer eiïectivement toutes les racines de l'équation entière (i). Mais auparavant, et vu Timportance de la question, il n'est pas sans intérêt de voir qiCà lui seul il suffit, dans le cas qui nous occupe, pour établir V existence de quelque racine appartenant à Inéquation (i), c^est-à-dire l'équivalent de la proposition fondamentale du n" 9.
I. Comme /'(w) est indéfiniment olotrope et non identiquement nulle, Téquation
n'a, dans un espace limité, que des racines en nombre limité (4), et Ton peut trouver sans la moindre difGculté une quantité Uq donnant
/'(Mo)non = o.
Cette quantité ayant été choisie à volonté, nous poserons
(4) /{Uo) = ^Qf
et nous appellerons R^ une quantité positive quelconque supérieure àmodoTo*
II. Comme inodf(u) est toujours infini en même temps que modu (150*), on peut assigner une quantité positive R^ telle, que pour
on ait toujours
(5) inod/(tt) > Ro- > modaro.
III. Dans les plans servant à la notation graphique de u et de
décrivons, des origines 0«, O* pour centres, avec R^, Rj pour rayons, les cercles
(7) [0„, Ra], [0^,R;r]
dont le second contient évidemment Xo, dont le premier, par suite.
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contient Wo, sans quoi el à cause de Tinégalité (5), ^o[=/(''o)] serait extérieur au second.
L'équation (3), ne pouvant avoir, à l'intérieur du premier cercle, que des racines en nombre limité, parce que/'(w) y est olotrope mais non identiquement nulle, n'y possède à plus forte raison qu'un nombre limité de racines
faisant tomber à l'intérieur du second cercle les quantités
Si l'une de ces quantités tt^'^ est nulle, l'équation (i) possède la racine b^'^, conformément à l'énoncé du théorème du n** 9 que nous avons en vue.
IV. Si, au contraire, toutes les quantités (9) sont différentes de o, appelons pj. une quantité positive inférieure aux distances des points correspondants soit à l'origine ^ =0, soit à Xq, soit à la circonférence [0^, Rx] ainsi qu'aux moitiés de toutes les distances mutuelles des mêmes points.
A cause de la continuité de/'(w), on peut assigner une autre quantité positive pu inférieure à la fois aux plus courtes distances des points (8) à la circonférence [0«, Rm], aux moitiés de toutes leurs distances mutuelles et, en outre, assez petite pour que, quel que soit i, le module de
/[bU) -H k] -/[b'')] =/[b('J -f- k] — a«'
soit inférieur à px toutes les fois que modX: est^p«.
Il est clair que les cercles de rayon commun pu, qui ont les points (8) pour centres, sont tous extérieurs les uns aux autres mais en même temps intérieurs au cercle [O^, R^], que les cercles de rayon p^, ayant les points (9) pour centres, offrent la même disposition par rapport les uns aux autres et au cercle [Oj., Rj?], qu'en outre aucun de ces derniers cercles ne contient les points x = Xo, x = o. Il est clair, par suite, que l'ablation faite aux cercles (7), de ceux qui viennent d'être définis respectivement, laisse deux aires limitées (perforées)
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jouissant de cette propriété que la première ne contient aucune racine de Téquation (3), que la seconde contient les points x = Xo^ a: = o pouvant y être réunis par une ligne brisée dont les côtés sont de petitesse arbitraire, qu^enfin le point (6) est toujours en dehors de la seconde quand u est en dehors de la première.
V. Cela posé, la fonction implicite u que fournit la résolution
de l'équation finie
accompagnée de la condition initiale
u = Uot pour T = JTo,
rendue admissible par Tégalité (4), est localement olotrope dans toute l'aire Sx (310*), parce que le premier membre de cette équation est fonction olotrope de x, u dans celte aire et dans S,^, parce quey'(w) sa dérivée partielle par rapport à u ne peut s'y évanouir et parce que la valeur de u ne peut sortir de Sa aussi longtemps que x reste dans S^*
Il suffit donc de calculer la valeur de u au bout d'un chemin tracé arbitrairement de x = Xq k x = o dans l'aire S^?, pour obtenir une racine de Téqualion (i); c'est ce que nous voulions prouver.
16. Une méthode élémentaire bien connue permettant de décomposer Téquation entière quelconque (i) en d'autres n'ayant toutes que des racines simples respectivement égales, pour la première aux racines simples de l'équation proposée, pour la seconde, la troisième, ... à ses racines doubles, triples, . . . , nous pouvons admettre que cette équation n^a que des racines simples et procéder comme il suit à sa résolution elleclive.
L En supposant connues les racines (lo) b', b', ...
de l'équation (3) qui n'est que de degré effectif M — i , en appelant
(il) tt', û', ..., tt<C)
celles des quantités /(b)= il (toutes non nulles) qui sont numériquement distinctes, en désignant toujours par Uq une valeur de u
non égale à quelque terme du groupe (lo) et par Xq la quantité /(lio)j il est évident que la fonction implicite définie cidessus (15, V) est localement olotrope aussi longtemps que x ne prend aucune des valeurs (i i), et qu'à partir de chaque nouvelle valeur initiale xi de cette variable, son développement en série entière par rapport à x — Xi admet pour rayon de convergence toute quantité positive inférieure à la plus courte des distances de Xi aux points (i i) (201*).
II. On obtiendra donc les M racines cherchées (H) en calculant les valeurs de cette fonction implicite au bout de tous les chemins tracés de x = Xq kx = o sous la seule condition que les longueurs de leurs côtés n'excèdent jamais les rayons de convergence indiqués ci-dessus (I).
Comme deux de ces chemins conduisent toujours à la même valeur finale quand ils ne sont séparés par aucun des points (i i) ( 173*), on se bornera naturellement à la considération de ceux que un ou plusieurs de ces points sépareraient, et Ton s'arrêtera quand on aura obtenu M valeurs finales inégales.
III. La résolution de Téqualion (i) étant ainsi tamenée à celle de l'équation (3), dont le degré est moindre d'une unité, et à des développements en série en nombre limité, toute équation du premier degré étant d'autre part immédiatement résoluble, on voit ainsi que des développements en nombre limité fourniront toujours toutes les racines demandées,
IV. Au lieu de chercher les diverses racines par des cheminements exécutés sur des chemins différents, on peut évidemment en calculer une seule a^ sur un chemin quelconque, puis chercher de la même manière une racine ^2 de l'équation
et ainsi de suite.
V. On notera que le tracé de chemins praticables exige seulement une connaissance suffisamment approchée des quantités (i i) [ou (îo)]. Chacun des deux procédés ci-dessus peut donc fournir exactement les racines de l'équation (i), aussitôt qu'on
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a résolu l'équation (3) avec une approximation dépendant des circonstances.
Le second (IV) n'exige même que la construction (relativement facile) d'une aire limitée et imperforée ne contenant ni X = o, ni X = jTo, mais à laquelle tous les points (i i) soient intérieurs. Car alors, pour avoir une racine, il suffit de cheminer dexo à o, à l'extérieur de cette aire.
VI. Ayant seulement en vue la résolution théorique des équations entières, il nous suffit d'avoir indiqué cette méthode qui semble la plus directe et la plus naturelle. Quant aux artifices, d'ailleurs très variés, à l'aide desquels on abrège le calcul approché des racines des équations numériques, ce n'est pas ici le lieu d'en parler.
Propriétés spéciales des fonctions olotropes qui sont réelles
en môme temps que la variable.
17. Si le rôle théorique que nous faisons jouer aux quantités réelles est à peu près nul, elles interviennent exclusivement dans les applications; et comme les fonctions d'une seule variable y tiennent la plus grande place, nous consignerons ici plutôt qu'ailleurs diverses propositions générales sur les fonctions réelles, dont on fait un usage presque continuel dans les discussions numériques.
Si, entre certaines limites, une fonction olotropef{xj y, . . .) a une valeur réelle pour toutes les combinaisons de valeurs réelles des variables, ses dérivées de tous ordres y jouissent de la même propriété.
En supposant réelles et tombant entre les limites considérées les quantités x^y, . . . , j: -h A, jk -+- A", . . . , la quantité
est toujours réelle par hypothèse. Si, en outre, on suppose assez petites les valeurs numériques des accroissements A, /r, . . . , la formule de Taylor
f{x ^h.y~\- k, . . .) = X{a,n,n.„.fi'"k" . . .)
est applicable et donne la série entière en A, A-, . . - ,
pour second élément de la même quantité, en appelant a^, ,, celui
de «/»,/!,....
La réalité constante de fi^x -|- A, ^ + A', . . ,) exige donc que la somme de la série (i) soit nulle pour tous les systèmes de valeurs réelles de A, A*, • . ., et par suite, puisque chacune de ces valeurs peut varier arbitrairement et indépendamment des autres dans un espace limité, que l'on ait «w,ff,...= ^> quels que soient les indices w, /?,... (135*), c'est-à-dire que ««,«,... soit toujours
réel. Or, aux facteurs réels près, ces coeffi-
cients sont les valeurs des dérivées de tous ordres de/(a:, ^', . . .).
18. La fonction d^une seule variable J{x) étant supposée olotrope et réelle dans V intervalle réel X'<;X", c^est-à-dire pour toute valeur réelle de x satisfaisant aux inégalités
V accroissement f (a '\' 11) — /(a) qu^elle subit quand on attribue à Xj à partir de la valeur fixe a prise à volonté dans V intervalle considéré, un accroissement infiniment petit h réel et de signe constant, finit aussi par conserver un signe constant.
En exceptant, bien entendu, le cas où f{x) dégénère en une constante, et en appelant m l'ordre de la première de ses dérivées qui n'est pas nulle pour^ = a, la formule de Taylor donne immédiatement
e désignant une quantité réelle qui tend vers o en même temps que h.
Le dernier facteur conserve le signe de son premier terme, à partir du moment où la valeur numérique de e reste inférieure à celle de ce premier terme. Le premier facteur conserve, lui, le signe -I- si A reste positif ou si m est pair, le signe — si A reste
CHAPITRE I. — FONCTIONS OLOTROPKS
négatif avec m impair. Donc le produit finit par être toujours de quelque même signe.
19. En a: = a, la fonction y(j:) est dite croissante ou décroissante, selon que pour des valeurs positives attribuées à h le signe final de Taccroissement (2) est -h ou — .Le théorème ci-dessus montre immédiatement qu'//^ a croissance ou décroissance selon que la première des dérii^ées de f{x) qui n'est pas nulle en a est positive ou négative.
Comme, dans l'intervalle considéré, /'(a;) ne peut s'annuler que pour des valeurs de x en nombre essentiellement limité, sans quoi elle y serait identiquement nulle (4) et /(x) dégénérerait en une constante, c'est le signe de cette dérivée première qui, habituellement, servira de critérium.
20. Pour que le signe final de l'accroissement (2) soit indépendant de celui de A, il faut évidemment et il suffit que m, ordre de la première des dérivées de/(^) qui ne s'annule pas pour x =^ o, soit un nombre pair; il faut donc en particulier que f'(a) = o. Comme h"* est alors toujours positif, ce signe final est celui môme de y^'"^(a). Selon qu'il est -|- ou — , on dit qu'en a la fonction est minimum ou maximum. On se trouve ainsi dans le premier ou le second de ces deux cas, selon qu'on a/^'"^(a)^o. Dans la troisième Partie de cet Ouvrage, nous approfondirons les considérations de ce genre.
21. Dans l'intervalle X'< X", la fonction /(a:) est dite croissante ou décroissante, selon qu'elle jouit soit de l'une de ces propriétés, soit de l'autre, pour toute valeur de x tombant dans cet intervalle.
Si f{x) est croissante dans l'intervalle en question, on a l'inégalité
Supposons d'abord que f{x) ne s'évanouisse jamais entre X' et X", cas auquel (186*) on peut y assigner à sa valeur absolue
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quelque limite inférieure fixe /^o, et écrivons d'après la formule de Taylor
Nous savons (200*) qu'on peut assigner à mody(^, h) quelque limite supérieure fixe u, pour toutes valeurs de x tombant dans l'intervalle considéré et de h numériquement inférieures à quelque quantité positive s. A partir du moment où la valeur absolue de h sera inférieure à une quantité positive r^ inférieure elle-même à la
fois à £ et à —> le dernier facteur du second membre de la rela-
tion (4) aura le signe de /'(^r), savoir le signe -h puisque /(or) est supposée croissante, et si l'on prend h >► o, ce second membre sera aussi positif.
En partageant donc l'intervalle considéré par des points de division :C|, X2', . ' ', Xg en nombre limité, et donnant
ce qui est évidemment possible, la relation (4) conduira successivement à
/(X'-+-^,-X') -/(X')=/(rO-/(X')>o,
d'où l'inégalité (3) par une addition membre à membre.
Supposons enfin que f'{x) s'évanouisse entre X', X", et soient «i, «2, ..., ..., Oh', rangés par ordre de grandeur, les zéros qu'elle y possède, en nombre essentiellement limité (4). Comme /'(«« + A) finit par conserver le signe + quel que soit celui de l'accroissement infiniment petit A puisque y( a:) est croissante, il faut que la première des dérivées de f'{x) qui n'est pas nulle en .r = rt, soit d'ordre pair (20), c'est-à-dire que la première de celles de f{x) qui jouit de la même propriété soit d'ordre impair 27 -H I. Il faut de plus que /^^^^^^(ai) soit positive à cause de la croissance de f{x) en «,. La formule de Taylor donne ainsi
/(a, hA)— /(«!)= Aî'/^i( Ah- £),
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A étant positive, et s infiniment petite en même temps que h ; d*où, en appelant a\ <Ccii<C ^[ des valeurs réelles de x suffisamment voisines de dZ|, et prenant successivement A := n\ — a^ et A = a\ — a^^
Comme /'(j:) ne s'évanouit plus entre X'et a\^ on a par ce qui
précède
et Taddition membre à membre de ces trois inégalités donne
En nommant eî!J, «j, . . . , aj[ certaines quantités réelles respectivement supérieures à a^i ^'3? • • • ? ^a, oïi trouvera de même
f{0-f{ci\)>o, .f(al)-f{a\)>o,
/{X')-/(aI,)>o,
d'où l'inégalité (3) par une nouvelle addition membre à membre de ces dernières.
Quand f{x) est décroissante dans rinte/valle considéré, on
trouve au contraire
en raisonnant exactement de la même manière»
22. Si les quantités f{X!)^ f{\!') sont de signes contraires, Véquation
offre au moins une racine dans l' intervalle X', X''.
En appelant h un accroissement infiniment'petit, la diflférence f{x 4- II) — f{x) est infiniment petite aussi, de quelque manière que X varie simultanément dans l'intervalle considéré (200* bis).
Si donc on nomme cu/, quelque variante positive infiniment
petite, si l'on partage Tintervalle considéré en un nombre limité de fragments inférieurs à o>;i, et si l'on nomme x'^^ x"^ deux points de division consécutifs en lesquels f{x) ne prend pas un même signe, points qui existent, car autrement les quantités y(X'), . . . , /{^'n)i /(^//)» • • • 9/(^") auraient toutes un même signe contrairement à l'hypothèse, /(^J,) et /{^'„) tendent toutes deux, vers zéro. Car, ces deux quantités n'étant pas de même signe, la valeur absolue de chacune d'elles ne peut surpasser celle de leur différence /(^*,) — /(^n) qui est infiniment petite, comme nous venons de le rappeler, puisque j:* — x'^^ tend vers zéro.
Aucune limite inférieure n'est donc assignable à mod/(:c) dans l'intervalle considéré, d'où résulte ce que nous voulions prouver (185*).
Le théorème du n" 11, élargi au besoin comme nous l'avons indiqué à la fin du suivant, permettrait encore de prouver Texisience de pareilles racines et aussi bien de les calculer par cheminement.
Sirona/{X')=/(X") = o, l'équation
offre au moins une racine dans l' intercalée considéré.
En a, zéro quelconque de degré de multiplicité ni àaf^x) qui tomberait dans l'intervalle considéré, on a (1 ), si l'on appelle ^{x) quelque fonction olotrope non nulle en :r = a,
d'où
Le multiplicateur de x — a est olotrope en a, parce que son dénominateur y prend la valeur m'f(a) essentiellement diilérente de zéro (2S0*, III); de plus il y acquiert la valeur essentiellement
positive
En appelant donc h une quantité infiniment petite positive, les
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quanti lés
Aa-^h) f(a-h)
finissent par conserver la première le signe H-, la seconde le signe — .
De là et de l'hypothèse y(X') = /(X'') = o, il résulte que les valeurs
du rapport considéré sont de signes contraires, si les quantités e', e'' ont été prises toutes deux positives et assez petites.
Cela posé, si l'équation f{x) = o n'a aucune racine à l'intérieur
de l'intervalle considéré, les numérateurs /(X' 4- e')» /(-^^ — ^") sont tous deux différents de o et ne peuvent être de signes contraires (22); les dénominateurs /'(X'+e'), /'(Xl'—z") le sont donc forcément, et l'équation (5) a au moins une racine dans l'intervalle partiel X'-+-e', X" — e", par suite dans l'intervalle total considéré.
Si au contraire elle en possède, ces racines sont en nombre limité (4); en les appelant donc ai, as, . . . , a^, le raisonnement ci-dessus prouve que l'équation (5) en a au moins une dans chacun des g -^ I intervalles partiels [X', ai], [ai, aj], . . ., [a^, X''].
24. Les mêmes choses étant admises que ci-dessus, toute détermination de V intégrale indéfinie ff{x)dx dont la valeur initiale Uq est réelle, est réelle aussi dans tout r intervalle [X', X"].
Le premier développement de la détermination dont il s'agit est effectivement (215*)
—I- • • • ) i.îÉ
où tout est réel, savoir w© par hypothèse, /(xo),/'(^o)î/''(«a^o)> • • • parce que/(x) est supposée réelle dans l'intervalle considéré (17), et ^ — Xo parce qu'il ne s'agit que de valeurs réelles de la variable. Les développements subséquents, à exécuter pour cheminer dans l'intervalle considéré, ne conduiront jamais aussi qu'à des quan-
tilés réelles, parce que, pour chacun d'eux, la valeur initiale de l'intégrale est la valeur finale fournie par le précédent.
25. Si le chemin d'intégration coïncide avec un se gment [X'X"] de Vaxe des quantités réelles, V intégrale définie
(()) Ç f{x)dx
est nécessairement réelle. Car, en appelant F(j:) une détermination réelle de l'intégrale indéfinie, sa valeur initiale F(^o) ^^ sa valeur finale F(X) atteinte au bout du chemin d'intégration sont deux quantités réelles (2i) dont la différence F(X) — F(xo) est par définition la valeur de l'intégrale définie considérée (228*).
26. Deux chemins tracés de ^o à X sur l'axe des quantités réelles peuvent évidemment être amenés à coïncidence (en côtés et en sommets) par simple déformation exécutée sur cet axe, c'est-à-dire dans un espace o\x f(^x) est tacitement supposée olotrope. Ils donnent donc la même valeur à V intégrale définie (229% II).
Le plus souvent on suppose donc un chemin d'intégration réel parcouru par une marche de sens constant, et, en changeant au besoin le signe de l'intégrale définie (229*, IV), on prend pour limite inférieure la plus petite (algébriquement) des quantités j^oi X.. C'est ce que nous ferons en particulier ci-dessous.
27. Si entre Xoet^(> Xo),f{x) conserve un signe constant, ce même signe appartient aussi à l'intégrale (6).
Si par exemple ce signe constant est H-, F(^) est une fonction croissante dans l'intervalle (j7oX) à cause de F'(:r) =/(^)> o. On a donc F(X) — F(^o)>o (21).
28. Si donc entre Xq at H on a constamment /i {x) > ou <./2{x), on aura aussi selon le cas
f fi{x)dx> ou < / fi{x)dx\
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car la différence de ces intégrales,
est positive dans le premier cas, négative dans le second.
28 bis. La proposition du n** 24 est un cas particulier très restreint de celle-ci :
Pour des valeurs réelles des variables, les intégrales d^un système immédiat d^ équations différentielles totales ou partielles le demeurent elles-mêmes, aussi longtemps que les seconds membres de ces équations conservent des valeurs réelles pour des valeurs réelles de toutes les quantités qu^ils renferment, à condition toute/ois que les valeurs initiales des variables aient été prises réelles ainsi que les valeurs ou déterminations initiales imposées aux intégrales considérées.
Il est évident, en effet, que, dans chaque nouveau développement des intégrales, les coefficients des séries sont réels, ainsi que les accroissements des variables par rapport auxquels elles sont ordonnées.
PONCTIONS MEROMORPHES D UNE SEULE VARIABLE EN GENERAL
Infinis simples et multiples.
29. Nous dirons qu'une fonction /(J?,JK, . • .) est méromorphe : 1° dans des aires limitées Sx, S^, . . . , si, pour toutes les valeurs de x^y^ ... y tombant, elle peut être mise sous forme du quotient
des fonctions F(x, y, . . .), o^x^y. . . .), toutes deux olotropes dans les aires dont il s'agit; 2^ dans des aires toutes ou partiellement illimitées, quand elle jouit de cette propriété dans toutes portions limitées de ces aires.
Le rapport (i) étant olotrope quand <f{x^yj . . .) ne s'évanouit pas (2S0*, Ili), la classe des fonctions méromorphes contient celle des fonctions olotropes comme simple cas particulier.
Les fonctions rationnelles sont évidemment méromorphes dans telles aires qiCon voudra (150*).
Elles constituent le type le plus simple et le plus remarquable des fonctions de ce genre, qui jouissent d'ailleurs de la plupart de leurs propriétés générales.
CHAPITRE II. — FONCTIONS HEROHORPHES
Le rapport (i) n^étant pas autre chose que la racine u deTëquation
les fonctions méromorphes font partie de la grande classe des fonctions implicites qui sont définies par des équations ayant des premiers membres oiotropes et dont nous aborderons bientôt l'étude. Mais, comme celte équation est linéaire, elles offrent cette particularité caractéristique d'être définies sans ambiguïté, par suite d'être monodromes, partout où les fonctions F, <j) le sont ellesmêmes.
Nous passons au cas d'une seule variable, le seul dont nous ayons à nous occuper.
31. Si la /onction de la seule variable x^ est méromorphe dans une aire limitée S, on peut poser
OU
(3) ai, cfj, ..., agy
sont des constantes inégales en nombres limités, où
(5) /W|, /Wï, ..., nig,
sont des entiers positifs, où enfin f(^) est une fonction qui est olotrope dans Vaire S et ne s^y évanouit pas.
En appelant a', a", ... les zéros de F(j;) situés dans Taire S, et m', m", . . . leurs degrés de multiplicité, en appelant a', a", . . ., ;jl', [ji'', ... les mêmes objets pour cp(^), en appelant enfin Fi(a:),
cpi(^) deux fonctions de ar, ololropes el sans aucun zéro dans l'aire S, la formule du n^ 6 donne immédiatement
On en déduit la relation (2) par la suppression de tout diviseur commun aux deux termes du premier facteur du second membre;
car la fonction — ^ — • est olotrope et dépourvue de tout zéro dans
Taire S, comme rapport de fonctions jouissant toutes deux de cette double propriété.
32. La formule (2) conduit immédiatement à plusieurs conséquences qu'il importe de noter.
I. Dans l'aire S, la fonction méromorphe f{x) ne peut cesser d'hêtre olotrope qiiaux points (4). Car elle est aussi le rapport des deux fonctions olotropes
{x — ox )"»• ... (a? — aff)'ng^{x) et
{x — ai)l*i . . . {x — a^)f''T,
dont la seconde ne s'évanouit qu'aux points dont il s'agit (230*, III).
II. Les seuls zéros que f{x) possède dans l'aire S sont les quantités (3) aux degrés de multiplicité (5) respectivement.
Car le rapport ci-dessus mentionné (I) ne peut s'évanouir que pour les valeurs de x annulant son numérateur, qui se réduisent aux quantités (3) parce que f(^) n'a aucun zéro dans S.
D'ailleurs on peut écrire, par exemple,
OÙ, à cause de l'inégalité de toutes les quantités des deux suites (3), (4), le dernier facteur du second membre est olotrope et non nul en a7 = ûri, comme rapport de deux fonctions dont chacune jouit de cette double propriété (3).
CHAPITRE H. — FONCTIONS HÉR0M0RPHE
III. Quand x tend vers Viine quelconque des valeurs critiques {^), f{x) est infinie, partant non olotrope.
Car on peut écrire aussi, par exemple,
(j?— ai;^'
où, pour les'raisoiis ci-dessus (II), la fonction
( JT — a, )'«. . . . < .r — rt^y"irf(2:)
^x — ajjK-i . . . (a? — «Y j^ï
olotrope en x = ai, y prend une valeur essentiellement différente (le zéro.
33. En conséquence, on nomme les valeurs singulières (4) de la variable unique de la fonction niéromorphe /(x) les infinis de cette fonction, et les entiers positifs (6) leurs degrés de multiplicité.
Pour exprimer ce double fait qu'une fonction est infinie en j? = a, mais niéromorphe, la plupart des auteurs disent maintenant qu'elle y a un pôle, et aussi qu'elle y est afl'ectée d'une singularité polaire.
D'après la formule (7), et en appelant [x un entier positif indéterminé, le produit {x — oli)\^/{x)^ qui est méromorphe dans l'aire S, est, en .r = a,, infini si [jl<;jjl,, olotrope et non nul si [jL = (A,, olotrope mais nul si a>> [x,. On peut donc dire aussi que le degré de multiplicité d'un infini a, est le plus petit des nombres entiers [x, jouissant de la propriété de rendre le produit en question, ou bien olotrope en x = ol^, ou bien même seulement non nul.
Quand une valeur de x ne rend, ni nulle, ni infinie, la fonction méromorphe /(x), on dit quelquefois, non seulement qu'elle est pour celte fonction un zéro de degré de multiplicité nul (3), mais encore qu'elle est un infini, de degré de multiplicité nul aussi.
34. Si f{x) représente une fonction quelconque, olotrope et sans aucun zéro dans l'aire S, le second membre de la relation (a) constitue un type général des fonctions qui sont méromorphes dans cette aire, en y possédant les zéros et infinis (3), (4), aux degrés (5), (6).
30 DEUXIÈME PARTIE. — FONCTIONS d'UNR SEULE VARIABLE.
Poiu^ qiCune expression de cette forme se réduise identiquement à une constante non nulle, il faut et il suffit que Von ait
(8) mi = /«j — . . .= m^= jjL| = |xj = . . .= (jLy = o,
et que f{x) se réduise identiquement à la constante dont il s'agit. Car si /Wi, par exemple, n^étaitpas nul, Texpression s'annulerait pour a: = ai; si ^^ ne l'était pas, elle serait infinie pour j; = a,. Les égalités (8) doivent donc être satisfaites, et comme elles réduisent l'expression considérée à f(^), il faut bien que cette dernière fonction soit identiquement égale à la constante voulue. Il est évident d'ailleurs que l'ensemble de ces diverses conditions est suffisant.
35. Pour que deux fonctions, méromorphes dans l'aire S^y soient égales identiquement, il faut et il suffit que leur décompositionpar la formule (2) donne, pour l'une et Vautre, des facteurs respectivement identiques. Il faut effectivement que leur quotient se réduise identiquement à la constante i; or, après réduction, ce quotient se présente sous la même forme
d'où (34)
m\ = ml, . . . , m'^ = m* ,
T(ar) = 'f(a;).
Par suite, la formule de décomposition (2), appliquée à une même fonction méromorphe, ne peut jamais donner que les mêmes facteurs,
36. La dérivée f\x) de la fonction f{x) du n^ 31, qui est aussi méromorphe dans l'aire S (30), admet les mêmes infinis (4), mais aux degrés de multiplicité [X| -h i , . . . , [Xy 4- i .
Une fonction et toutes ses dérivées étant toujours olotropes ou non en même temps (165*), (213*), il suffit d'étudier ce qui se passe en quelque infini ai def{x).
CHAPITRE n. — FONCTIONS MfiROHORPHES
A cet é^ard, la formule (7) donne
.,f. — Ki./i(a^)-4-(y — gi)/;(ar) ^^^^- (:p-a,)|i.^i '
où, en a; = ai, le numérateur du second membre est ololrope, avec la valeur — [Xi/, (ai) essentiellement différente de zéro. Pour/'(2?), le degré de multiplicité de Tinfini ai a donc bien augmenté de I (33).
Il s'ensuit immédiatement que, pour /^''^ (x)^ les degrés de multiplicité des infinis sont tous augmentés de tordre même k de cette dérivée.
Pour la même raison, ai, par exemple, est un infini de degré |JL, — f seulement pour ff{x)dx^ si toutefois cette intégrale est méromorphe en a^ ce qui est loin d'avoir lieu toujours (41, in/.).
37. Pour des valeurs de x suffisamment voisines de l^ infini quelconque ai de degré (Ji|, la fonction méromorphe f{x) est développable, et cela d'une seule manière, en une série procédant suivant les puissances de x — a^ à exposants entiers, et croissant algébriquement à partir d'un terme en {x — ai)"i*« dont le coefficient n'est pas nul.
D'après la relation (7) on a
/(a?) = (ar — ai)-l*i/,(ar),
où fi (x) est olotrope et non nulle en a: = ai, et à cause de ceci
/i(ar) = Ay>-hAVK^-«i)+---^-AÎ,*L,(ar-a,)!*.-i4-AJtV(a7--a,)l^i-h...,
où A|^*'non = o; on a donc, aussi longtemps du moins que cette série entière est convergente
(t)_. k(ii
-f- AltV 4- A[iî,î*-i (a? — a, ) -h . . . ;
c'est précisément le développement annoncé. Il est d'ailleurs unique, comme celui defi{x)^ d'où nous l'avons tiré.
On notera la formule évidente
38. Nous avons eu déjà à rappeler (280*) qu'on nomme simple toute fraction rationnelle d'une seule variable, ajant pour numérateur une constante, pour dénominateur une puissance (entière) d'un binôme du premier degré où l'on peut évidemment supposer égal à I le coefficient de la variable (sauf à modifier la constante du numérateur).
D'après cela et la relation (9), la fonction méromorphe f{x) est décomposât le en une somme de fractions simples de dénominateurs (x — a< )l*i, {x — a, y~*, . . . , {x — a, ), dont la première a un numérateur non = o, et d* une fonction f, (x), olotrope en aj , mais méromorphe dans Vaire S avec tous les infinis de f(x)^ saufoLiy aux mêmes degrés de multiplicité,
La diflférence
est méromorphe dans l'aire S (30, II) et ne peut évidemment y avoir d'autres infinis que a,, commun à ses deux parties, avec aj, as, . . ., ay autres infinis de f{x). Mais elle est olotrope en a,, puisque, d'après la relation (9) et pour des valeurs de x suffisamment voisines de ai, elle est représentable par la série entière
A jt\' 4- A[i\Vi(^ — «1 ) -h . . . .
Quant à l'infini a2, par exemple, elle l'admet au degré de multiplicité [X2, parce que |A2 est évidemment la plus faible valeur de l'exposant [jl qui puisse rendre le produit {x — ^2)^^\{^) olotrope et non nul en j: = a^ (33).
La fonction f\{v) jouit donc des propriétés énoncées, et la relation (9), écrite
opère précisément la décomposition dont il s'agit.
CHAPITRE II. — FONCTIONS MÉUOMORrilES
39. La fonction méromorphe f{x) est décomposable en la somme des f^roupes de fractions simples correspondant à ses divers infinis et d*une fonction fy(x) qui est olotrope dans toute Vaire S.
Kïi recommençant la décomposition pn^cédenle sur f|(j:) puis sur les autres fondions complémentaires ^-^i^x)^ f^i^)', • • • qui s'inlroduisent successivement, il vient
OÙ fi{j^) est une fonction méromorphe n'ajant d'autres infinis dans l'aîrc S que a/^.!, a/^2j • • «^ a^, où en particulier fy(x) y est olotrope puisqu'elle n'y en a plus aucun. En ajoutant membre à membre, il reste, après simpliHcation, la décomposition annoncée
Ail) ^0
(j ai)[>-t
{JT — ^y)^'^ X 3t/
OÙ les numérateurs des fractions simples seront fournis par des formules telles que (lo).
40. Si fY(j?) représente une fonclion quelconque de x, olotrope dans l'aire S, le second membre de la relation précédente (i4) fournit un autre type général des fonctions qui sont méromorphes dans cette aire, avec les infinis (4) aux degrés de multiplicité (6).
Pour quune expression de cette nature soit nulle identiquement, il faut et évidemment il suffît que l'on ait
ttvec fy(^)=:o identiquement. Car si, par exemple, on n'avait pas AJj*' = o, le produit (x — %t)^if{x) se réduirait à AJ," et non à o pour :r = ai ; et de même successivement, pour les numérateurs des autres fractions simples. Ces conditions réduisant f(x) à M. - II. 3
fy(j;), il faut bien aussi que cette dernière fonction soit nulle identiquement.
Il s^ensuit que le résultat de la décomposition de f{x) par la formule (i4) est unique. Car la différence de deux semblables résultats reprend, après réductions, la forme du second membre de la formule en question, et il doit être identiquement nul. De part et d'autre, les fonctions simples doivent donc être identiques, ainsi que les termes complémentaires olotropes.
41 . Pour que ff{x)dx soit aussi méromorphe dans Vaire S supposée imperf orée, f{x) désignant toujours le premier membre de la relation (i4)j H ^st nécessaire et suffisant que Von ait
(15) A|,V-i=AiiLi = ... = Ajî}_i = o.
Le résultat de la différentiation du second membre de la relation (i4) est évidemment une expression de même forme, et, par suite (40), il est celui de la décomposition de f{x) en des groupes de fractions simples accompagnés d'une partie olotrope. Comme cette différentiation augmente de i les degrés de tous les dénominateurs des fractions simples, la décomposition de f'{x) ne peut donner aucune fraction simple ayant un dénominateur du premier degré. Pour que f{x) soit la dérivée de quelque fonction méromorphe, il faut donc aussi que sa décomposition ne donne aucune fraction simple de cette espèce, c'est-à-dire que les égalités (i5) aient lieu.
Ces conditions sont d'ailleurs suffisantes; car, si elles sont satisfaites, l'intégration par décomposition du second membre de la relation (i4) donne (215% II, IV)
Ai»' I . . A[,\L. I
f «6) ff{x)dx= [ )^f\^(x)dx.
— fJLy-f-i {x — !Z.)Fr-i — i X — a
cVst-à-dire une fonction qui est méromorphe dans l'aire S, parce que celle-ci est imperforée, et qu'ainsi ffy{^)dx y est olotrope (209% VI).
CHAPITRE II. — FONCTIONS HÊROMORPHES
Chacune des constantes (i 5) qui ne serait pas nulle, introduirait dans l'intégrale un terme logarithmique dont nous ne pourrons étudier la nature que dans le Chap. V (in/,).
42. Vinverse arithmétique de f{x)^ qui est aussi méromorphe dans l'aire S (30, II), y a pour zéros et pour infinis les infinis et les zéros de f{x)^ aux mêmes degrés de multiplicité respectivement.
La formule (2) donne effectivement
f{x) "" (a? — a,)'«. ...(ar — a^)'«f J(x)'
et, dans Taire S, le dernier facteur du second membre est une fonction olotrope qui ne peut s'y évanouir, puisqu'il est l'inverse arithmétique de f(^), fonction jouissant de cette double propriété (2S0*, II).
En particulier, /?owr obtenir le degré de multiplicité d'un infini
de f{x)^ on peut chercher son degré comme zéro de ^i — \' c'està-dire V ordre de la première des dérivées de cette dernière fonction qui ne s'y évanouit pas,
43. Une fonction d'une seule variable g{x) est méromorphe dans l'aire quelconque T, quand elle cesse d'y être olotrope seulement en un nombre limité de valeurs de x
pour lesquelles son inverse arithmétique redevient olotrope.
En pi, —- — - qui est supposée olotrope s'évanouit certainement,
car sans cela g[x)^=\ : — - — - ne cesserait pas d'être olotrope (250*, II); on a donc
où V| est quelque entier positif et yj^x) quelque fonction olotrope
et non nulle en 3,. Il en résulte
^i(x) élant ololrope el non nulle en [3,.
Celte nouvelle fonction est encore ololrope dans loul le reste de Taire ï, sauf en ^^^ • • • 1 ?x) où son inverse arithmétique le redevient; la relation précédente donne effectivement
le second membre étant ololrope partout où «-(jt) Test elle-même, son inverse . - l'étant en pa par exemple, parce que
— — ■ est supposée Têlre et que q-— Test aussi à cause de
p^non = P|. On trouvera donc de même
où gi{x) est olotrope partout où ^(j;) Test elle-même et de plus en ^:J|, p^, •••, p/, où par suite g%{x) est olotrope dans toute Taire T. Or la multiplication membre à membre des relations (17), (18) donne, après suppression des facteurs communs aux deux membres,
ffi^) =
donc g{x) est méromorphe dans Taire T, puisque les deux termes de cette fonction y sont olotropes (29).
Phases critiques des fonctions composées rationnelles de fonctions simples d'une seule variable, olotropes et môromorphes.
4t. Les principes exposés dans ce Chapitre et dans le précédent fournissent la solution d\me question qui se pose à chaque instant :
Discuter la phase critique (146*) dans laquelle entre une
CHAPITRE II. — FONCTIONS MÉROMORPIIES
Jonction composée, à composante rationnelle, de plusieurs fonctions simples de x, méromorphes ou olotropes [méromorphe par suite (30, II)], quand x prend une valeur ol pour laquelle la théorie générale des fonctions composées n'est pas applicable {^4S*).
I. Supposons d^abord que la composante soit un polynôme entier, cas auquel il faut que Tune au moins des fonctions simples soît infinie pour j: = a, sans quoi la fonction composée se trouverait dans une phase ordinaire.
En développant toutes les fonctions simples en séries procédant suivant les puissances de x — a à exposants entiers, les premiers éventuellement négatifs (37), en substituant ces développements dans le poljrnome entier dont il s'agit, puis en effectuant les calculs (multiplications et additions de séries), on mettra la fonction composée, si elle ne se réduit pas identiquement à o, sous forme d'une série de même nature
où X est un entier (positif, nul ou négatif), où Hx, H)^i, ... sont des coefficients constants dont le premier peut être supposé non = o.
Cela posé, si X est nul ou positif, la fonction composée est olotrope en a, et, dans le second cas, admet cette valeur de x pour zéro de degré de multiplicité X.
Si X est négatif, la fonction composée n'est plus ololrope en a; elle a celte quantité pour infini de degré de multiplicité — X.
II. Supposons en second lieu que la composante soit une simple fraction, c'est-à-dire que la fonction considérée se réduise au rapport
de deux fonctions simples. Ici, il faut supposer pour la raison ci-dessus (I) qu'en x = a le dénominateur est nul ou infini, ou bien que le numérateur est infini.
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D'après les n" 1 et 32, III, on peut, poser
U(a:) = (x-a)«U,(ar), V(ar) = (a:-a)XV,(2r),
OÙ M, N désignent certains entiers (positifs, nuls ou négatifs), et Ui{x)f V|(a7) des fonctions olotropes et non nulles en j: = a; moyennant quoi, la fonction composée considérée (i) prend la forme
ViC^j
Le dernier facteur de celte expression étant olotrope et non nul en 0? = a, on en conclut que :
Si M >> N; la fonction (i) est olotrope en a, et admet cette quantité pour zéro de degré M — N ;
Si M = N, cette fonction est encore olotrope en a, mais ne s'y évanouit pas;
Si M < N, elle n'y est plus olotrope, mais elle offre a pour infini de degré N — M.
III. Tous les autres cas de la question qui nous occupe se traitent évidemment par la combinaison de ces deux procédés.
45. L'étude d'une fonction composée de cette nature, pour des valeurs infinies de x, se ramène évidemment à la question qui vient d'être traitée, quand le changement de variable (148^)
transforme toutes les fonctions simples en des fonctions de x' qui sont méromorphes en x'=o. C'est ce qui a lieu, non toujours assurément, mais quelquefois, par exemple, pour des fonctions simples rationnelles (50, II, in/.).
46. La méthode de discussion que nous venons d'expliquer embrasse la plupart de ces expressions dites se présenter sous les
formes -, -> o x oo, oo — oc, . . . , mais non toutes.
Quand il s'agit seulement du rapport (i), et que ses termes sont
CHAPITRE II. — FONCTIONS MÉR0M0RPHE
tous deux olotropes en a, leur différentiation simultanée, poussée assez loin, suffit pour reconnaître si, en j? = a, ce rapport est infini ou fini et, dans ce dernier cas, pour avoir sa valeur. EfTectiveraent M, N sont alors non négatifs, et égaux respectivement aux ordres des premières dérivées de U(j:), V(a:) qui ne sont pas nulles pour a: = 0L (3). Si donc la dîfférentialion parallèle de ces fonctions conduit pour le numérateur à une dérivée qui ne s'annule plus et pour le dénominateur à une dérivée (du même ordre) qui s'annule encore pour x = a, on saura par là que M est < N, par suite, que le rapport est infini. Si l'inverse a lieu, M est > N, et le rapport s'évanouit pour x = cx,. Si enfin les dérivées des deux termes s'évanouissent simultanément jusqu'à un même ordre 0 exclusivement, où elles ne sont nulles ni l'une ni l'autre, on a
et, pour X = a, le rapport considéré prend la valeur -y-, — du dernier facteur de l'expression (2). Mais, comme on a
Ui(«) = 7-^— U^"'(«J, V,(a)= —1— Vo)(a),
la valeur de notre rapport en ;r = a est précisément égale à celle du rapport des dérivées d'ordre 0 de ses deux termes.
On retombe ainsi sur la célèbre règle de Lhôpital^ on a trop souvent le tort de la présenter comme générale, tandis qu'elle est exclusivement applicable au cas où les deux termes du rapport sont olotropes pour la valeur de x qui annule le second.
Fonctions indéfiniment méromorphes.
47. Si f{x) est méromorphe dans toute V étendue du plan servant à la notation graphique de x^ et si X désigne une constante quelconque, ou bien chacune des équations numériques
(I) /(eO=X,
^^^ 7ôô=^
admet quelque racine, soiljinie, soit infinie, ou bienf{x) dégénère en une constante.
Supposons que le dernier fait n'ait pas lieu : si l'équation (i) n'a aucune racine (finie), la différence ^(w) — X, méromorphe comme /{u), ne possède aucun zéro el par suite son inverse
arithmétique -^^ — -^ est indéfiniment olotrope (230*, II), (4-2),
sans dégénérer en une constante. Cette fonction est donc infinie, ou, ce qui revient au même, son dénominateur est infiniment petit, pour quelque valeur infinie de u (8), ce qu'il suffisait de prouver.
Notre proposition est donc vraie pour l'équation {'i) aussi, puisque son premier membre est comme f(u) indéfiniment méromorphe (30, 11).
Le théorème du n" 11 donne immédiatement cet autre
En appelant
' { : injin is de /{ii)j p u is
les zéros de f{u)^ pu is
les valeurs correspondantes /(h') ^ f{^")^ • • • ^^^ /('')» P^^^^ "« une quantité quelconque étrangère aux suites (3), (4), en posant enJin/(uo)= Xqj les racines de C équation (i) s^ obtiennent en prenant d'abord celles des quantités (4) qui satisferaient par hasard à cette équation^ en prenant ensuite au bout de tous les chemins tracés de Xq à X dans des aires ne contenant ni les points (3), ni les points (5), les valeurs finales distinctes de la fonction implicite u de x, définie par V équation et la condition initiale
f{u) = Tj 11= Uq pour X = Xq.
Les racines de V équation (a) sont fournies par ce dernier
Voici un corollaire important du théorème du n
Pour prouver quUine fonction sue {d* autre part) indéfiniment méromorphe se réduit à une constante, il suffit de constater que, pour aucune valeur finie ou inf nie de œ, elle ne peut, soit prendre quelque valeur donnée, soit devenir inf nie.
Celte observation fournil un moven d^invesligalion des plus précieux dans la ihéorie des fonctions indéfiniment méroniorphcs. Comme toute fonction composée, à composante rationnelle, de pareilles fonctions y*i (x), ^^(j:), . . . est aussi indéfiniment méromorphe, on pourra trouver toutes les relations rationnelles pouvant lier celles-ci les unes aux autres, en formant simplement avec elles toutes les expressions rationnelles non susceptibles de devenir infinies, ou bien d'atteindre telle valeur déterminée. Une hypothèse particulière simple faite ensuite sur la valeur de x donnera la valeur C de la constante à laquelle se réduit une expression de cette espèce, û[/i (a:), fi{^')i • . •]» et
iif/.(>),/2(.r), ...]=G
sera l'une des relations cherchées. La théorie des fonctions circulaires et elliptiques ((^hap. VII et suiv, inf,) mettra mieux en lumière l'extrême utilité de ce principe.
50. Les fractions rationnelles forment la variété la plus intéressante de la classe des fonctions indéfiniment méromorphes. Elles se distinguent par deux particularités à noter.
L Pour chacune, les zéros et les infnis sont en nombres essentiellement limités. Car, en appliquant la formule (a) du n" 13 à la décomposition des polynômes entiers servant de termes à une fraction rationnelle donnée /(x), en produits de puissances de binômes linéaires, puis en supprimant, s'il y a lieu, tout facteur
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commuD, on met/(j;) sous la forme
c'est celle du n° 31, particularisée par celte circonstance que le facteur complémentaire f{x) se réduit ici à la constante A. Les zéros ai, . . . , ag du numérateur sont ceux de /{j^) et ceux du dénominateur a^ , • . . , Oy sont les infinis de cette fonction, les uns et les autres aux mêmes degrés /7i| , . . . , U| , ....
II. La fonction 'f{x') =/(—, j est méromorphe en x' = o. En appelant effectivement IVf la différence
(mi-h/wj-f-. . .H- nig) — (jxt-h fji, -♦-. . .-4- (jiy)
des degrés effectifs du numérateur et du dénominateur de /(^), il vient immédiatement
'f(x'\— — V 0 — «1 J^'V"' « . . (i — a,fX')'»9 J'< f x'^' (I — aia:')l*«...(i- «yar'jl^T '
et, pour x^ = o, le produit des deux derniers facteurs est olotrope et non nul (= A). Cette valeur nulle de x' est pour 'f{x^) un zéro ou un infini de degré de multiplicité zp M, selon que M est ^o. Uapplication de la formule (9) du n° 37 à la fonction '/(x') et à son infini x' = o donne une série procédant suivant les puissances de x'j à exposants entiers d'abord négatifs. En y remplaçant x'
par -> on trouve pour /(:c), relativement à des valeurs infinies
de .r, un développement procédant suivant les puissances de x k exposants entiers décroissants et d'abord positifs. Il peut être considéré comme un cas particulier de ceux que nous étudierons aux jjos jgj ^^ suii^. (in/,),
51. Quand l'inversion arithmétique des variables (148*) transforme une fonction en une autre jouissant de certaines propriétés pour des valeurs nulles des nouvelles variables, on dit volontiers, pour abréger et imager le langage, que la fonction donnée jouit des propriétés en question à l'infini.
On pourra donc formuler la dernière observation ci-dessus, en
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disant (\\\^ une fonction rationnelle est toujours méromorphe à V infini, olotrope même quand M < o; que dans ce dernier cas elle y a un zéro de degré — M ; qiCelle y a au contraire un infini de degré M, 5t M > o.
52. Ea supposant fi^x") rationnelle, Papplication de la formule (i4) du n*' 39 à la totalité des infinis de cette fonction donne un lerme complémentaire fy{x) qui est nécessairement rationnel comme excès de la fraction rationnelle /{x) sur la somme des fractions simples commençant le second membre, et qui par son origine est dépourvu de tout infini ; il se réduit donc à quelque polynôme entier (pouvant être identiquement nul)
(7) AqxV- -^ AixV--^ -h . . .-h A
et la formule considérée fournit ce qu'on nomme la décomposition de/{x) en fractions simples.
La recomposition du groupe des seules fractions simples donne une fraction rationnelle dont le numérateur a un degré nécessairement inférieur à celui de son dénominateur; celle de tout le second membre de la formule de décomposition reproduit la fraclion rationnelle proposée. On en conclut facilement que le polynôme additionnel (7) est précisément le quotient de la division algébrique du numérateur de f{x) par son dénominateur.
Si donc M est < o, c'est-à-dire si le degré effectif du numérateur de/(:r) est inférieur à celui de son dénominateur, ce poljnome se réduit identiquement à o, et la décomposition de f{x) ne donne absolument que des fractions simples.
Si ces degrés sont égaux, on a [x= o, et le polynôme en question se réduit à une constante. Comme, pour j? infinie, la somme des fractions simples est infiniment petite, la valeur de cette constante est égale à la limite de f{x), c'est-à-dire au rapport des coefficients des termes de plus hauts degrés dans les deux termes de cette fonction.
Si le premier de ces degrés surpasse le second, on a |jl = M.
53. C'est au moyen de la division algébrique que l'on calcule le plus volontiers le polynôme additionnel (7); mais on peut aussi
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Tobtenir par un procédé analogue à celui qui a fourni chacun des groupes de fractions simples.
Le changement de variable j^ =: — , exécuté dans celle même formule (i4) du n° 39, donne facilement
Ay'2r>.-i , ^ a;,»Li
(»)?Ap!
et l'expression entre accolades est évidemment olotrope en wc' = o. Les fractions simples venant à la suite de cette expression sont
donc celles qui dans la décomposition de —>/[—>) correspondent
à rinfini x' de cette nouvelle fraction rationnelle; et la méthode du n** 37 fournira leurs numérateurs, c'est-à-dire les coefficients du polynôme (7).
51. Les observations du n^oO ont des sortes de réciproques fort utiles à connaître.
Si une fonction indéfiniment nié romo rphe f{x) possède des zéros et des infinis en nombres limités, elle est nécessairement rationnelle, quand pour aucune v>aleur infinie de x le rapport
n'est, soit infini, soit infiniment petit, M désignant ici l'excès de la somme des degrés de multiplicité des zéros sur celle des degrés des infinis.
En appelant <7|, . . . , a^ les zéros de f{x), et a,, . . . , a «- ses infinis^ puis mi, . . . , nig les degrés des uns, [jl,, . . . , [Ay ceux des autres, le rapport
est, d'après le n" 31 , une fonction indéfiniment olotrope, dépourvue de tout zéro proprement dit. Pour des valeurs infinies de x, il se
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présente d'ailleurs sous la forme
c, T, ëlant des infiniment petils. Si donc l'expression (9) n'est, par exemple, infinie ponr aucune valeur infinie de x, il en est de même pour celte dernière fonction ololrope qui se réduit ainsi (8) à quelque constante A; d'où pour/(j:) la forme rationnelle (6). De même, pour le cas où l'expression (9) ne serait infiniment petite pour aucune valeur infinie de j:, ceci d'après le n° 9.
53. Si la fonction indéfiniment méromorphe f{x) possède des infinis en nombre limité, elle est encore rationnelle quand elle est méromorphe même à V infini (ol).
En vertu de celte dernière hypotlièse, et en appelant [jl quelque enlier positif, on a (37)
'f{x') représentant une fonction olotrope et nulle en x'=o^ ou bien en revenant à la variable x
(10) /{x) — {XoX\i--h A,.rlA-i -+-. . .-+- Ajx) = f(x),
cette dernière fonction étant comme /{oc) indéfiniment méromorphe avec les mêmes infinis, mais, de plus, infiniment petite pour toutes valeurs infinies de x.
L'application de la formule (i4) du n'^ 39 à la décomposition totale de f{jr) donnera donc
^ désignant la somme des groupes de fractions simples correspondant aux divers infinis de f(^), et fy{x) une fonction indéfiniment olotrope. Mais cette dernière, difi'érence des fonctions f{x) et S toutes deux infiniment petites pour x infinie, l'est aussi, par suite non infinie -, elle dégénère donc en une constante (8), et celleci se réduit à zéro puisque nous venons de constater que fY(^) est nulle pour x infinie.
La combinaison des relations (lo), (i i) donne ainsi
f{x) = 2 H- Ao^rlA-f- A,:rl*-»-l-. . .-f- \^,
formule entraînant ce quMl fallait prouver.
En recomposant le second membre en une fraction rationnelle irréductible, on aperçoit immédiatement que le degré de celui des deux termes où il est le plus grand est égal à p. augmenté de la somme des degrés de multiplicité des infinis de/(2:).
Principes du Calcul des résidus.
Dans la question d'intégration traitée au n® 41, un rôle
important était joué par le coefficient de dans le développe-
ment d'une fonction méromorphe de x ayant Tinfini a, que nous avions fait connaître précédemment (39). Ce fait et aussi une utilité spéciale d'une nature toute différente que présente quelquefois dans la théorie de ces fonctions, dans celle même des fonctions olotropes (61, 62, 65, m/.), la considération du coefficient dont il s'agit, ont conduit Cauchy à lui imposer un nom, et à voir toute une doctrine dans les règles générales des calculs où il intervient. Nous allons exposer les principes de cette élégante théorie qui, cependant, n'a pas à nos yeux toute l'importance que son illustre auteur semblait lui attacher.
En posant, comme le théorème du n" 37 autorise à le faire,
pour la fonction méromorphe f{x) ayant l'infini a au degré |x, on nomme A,jt-n coefficient de — — - dans ce développement, le
résidu partiel de/{x), relatif à l'infini a. On le représente par la notation
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moyennaDl quoi la formule (lo) du numéro cité donne
Quand, au lieu d^élre un infini de/(^), a est une valeur ordinaire de X, cette définition ne s^applique plus à rien. Mais alors la série de Tajlor peut être considérée comme un cas particulier du développement (i), caractérisé par les conditions numériques
, Ao = A| = . . .= Aj|.-i = 0,
et il est permis de continuer à dire que le résidu existe, mais quUl est nul. Cette fiction peut être utile comme celles des n®'3 et 33. Dans une aire S où f{x) est méromorphe avec des infinis en nombre limité, on nomme résidu intégral de cette fonction la somme de ses résidus partiels, relatifs à tous les infinis qu'elle y possède. Ce résidu intégral se représente par une notation analogue à
Quand f{x) est décomposable en deux facteurs '/(^), V("^)î méromorphes dans Taire S, n'y ayant chacun aucun infini qui soit pour l'autre un infini ou bien un zéro, on a quelquefois à considérer la somme des résidus partiels de cette fonction, correspondant aux infinis de l'un seulement de ces facteurs. Cette somme se représente alors par
en renfermant entre des crochets trapézoïdaux celui des facteurs dont il s'agit.
57. Si, en appelant f\{x)^ /a(^)) • • •? fk{x) des fonctions méromorphes, et a^^ a^^ . . . , an autant de multiplicateurs constants, on a identiquement
(2) /(^) = «i/i(^)H- a,/,(ar) -+-. . .-h a*/fc(ar),
on aura aussi
(3) J^/(^)=«i^/i(a?)-l-a,J^/,(a7)-4-...-ha*^/* x).
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Celle égaillé esl évidenle quand il s'agit de résidus parliels relatifs à un même infini a des fondions considérées; car, à cause
de la relation supposée (2), le coefficient de dans le dévelop-
pementde/(.r) en série procédant suivant les puissances de (x — a) à exposants entiers, les premiers d'abord négatifs, est égal à la somme des produits par les multiplicateurs ai, a^, . . ., ak des mêmes coefficients dans les développements semblables àefi{x)j
En ajoutant ensuite membre à membre celles qu'elle fournit pour les divers infinis que les fonctions considérées peuvent offrir dans une même aire S où elles sont toutes méromorphes, on obtient la même relation entre les résidus intégraux de ces fonctions, pris dans l'aire dont il s'agit.
S8. Quand une fonction méromorphe dépend de plusieurs variables indépendantes, on peut naturellement 'la différentier, rintégrer et aussi prendre son résidu partiel ou intégral, par rapport à telles ou telles de ces variables. Il y a toujours, entre toutes ces opérations, V indépendance que nous avons constatée entre les deux premières seulement (158*, 224?* et suiv,)^ chaque fois quà partir des valeurs particulières considérées pour les variables indépendantes la /onction est développable en série, procédant suivant les puissances à exposants entiers, les premiers éventuellement négatifs, des excès à modules suffisamment petits, des valeurs courantes des variables sur leurs valeurs initiales. Il nous suffira d'établir ce principe dans les cas simples que voici.
I. Pour un indice de différentiation quelconque A*, on a
Effectivement, les quotients par i . 2 . . . A* des deux membres de cette relation ont évidemment pour valeur commune le coefficient de (x — a)~^ ( Y — y^ dans le développement, supposé essentiellement possible, de/(^, r) en série procédant suivant les puissances à exposants entiers des différences x — a, Y — y^ quelquesuns de ces exposants pouvant être négatifs pour la première.
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II. On a encore, sauf détermination convenable des quantités arbitraires
Par hypothèse, en effet, la fonction considérée est de la forme
/(^ir) = (^ — «)~^[«o,o-+-«i,o(^ — a)4-ao,i(7--J^o)-^...l;
on a donc
d'où, pour le premier membre de la relation (4), l'expression
'C(x) étant une fonction arbitraire de x. On a de plus
"(^{x) étant une autre fonction arbitraire de x^ qu'il faut supposer méromorphe, d'où, pour le second membre de la même relation, Texpression
évidemment contenue dans la précédente (4 bis),
La formule (4) s^ applique évidemment à des intégrations définies exécutées sur un même chemin parcouru par y.
III On a enfin
car les deux membres ont évidemment pour valeur commune le M. - n. 4
coefficient du monôme -, ^ 5-7 dans le développement dont
nous supposons /(j:,j^) susceptible.
IV. II est clair que toutes ces relations, établies pour des résidus partiels, s'étendent d'elles-mêmes au cas de résidus intégraux pris, pour chaque variable, dans une même aire limitée,
59. La somme des fractions simples qui figurent dans la formule de décomposition {\^) du /i*' 39 a pour expression
ce résidu intégral embrassant tous les infinis de f{t) qui, considérés comme valeurs de x^ tombent dans l'aire S.
La considération du développement (i) donne d'abord par définition
(6) Ap,_i=X f(x) = l fit),
car les deux derniers membres de ces égalités sont évidemment la même quantité représentée par deux notations d'aspects différents. Comme Ajjt-a est le coefficient de _ dans le développement analogue de (x — a)/( jr), on trouve encore
puis de même
A, =r (<-«)ti-'/(o-
L'addition membre à membre des égalités (6), (7), (8) multipliées préalablement par (:c — a)-*, {x — a)-^, (a: — a)-», ..., }x — a)~^) donne ensuite successivement, en ayant égard aux
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diverses règles contenues dans la formule (3), A > Ai Ajx _ I
t=OL
fit)
= / [(^ — a)l*-»-+"...-h(x— a)(f — a)(A-2-+-(f — a)!*-M , = r (r — g)t*--(/ — g)t* fit)
Effectivement, comme a est un inflni de degré [jl de /(O, le produit (/ — a)f*/(^)estolotrope en ^= a (33), ainsi que la fonction de t figurant sous le second signe X de Pavant-dernier
membre de cette suite de relations, et ce résidu partiel s'évanouit (56).
La somme des fractions simples qui commencent le développement (i) étant ainsi égale à la partie du résidu (5) qui correspond à rinfini f == a, la somme des divers groupes semblables, correspondant respectivement à tous les infinis de f{x) contenus dans Taire S, est bien représentée par ce résidu intégral.
60. Le Calcul des résidus n'a pas l'importance de ces théories qui dominent de vastes parties de l'Analjse, mais il a fourni quelques formules d'une rare élégance. Voici celles dont nous pouvons parler en ce moment.
Si/(^) est une fraction rationnelle, le résidu (5), étendu à la totalité des infinis de cette fonction, donne naturellement la somme de toutes les fractions simples provenant de sa décomposition (52). Mais le polynôme entier
(9) k^xV- -\- kxx}f-- -f-...-HA|i,
qui accompagne éventuellement ces fractions, peut aussi être représenté par un résidu. Effectivement, l'application des considérations du numéro précédent au calcul du groupe de fractions simples qui terminent le second membre de la relation (8) du n^ 53,
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conduit à
d'où, en multipliant les deux membres par x^ et remplaçant x'
par -I
On a rfonc la formule
(.0) /(.)=rL^+r Mi)),
oà /e premier résidu doit être étendu à toutes les racines de l'équation entière obtenue en égalant à zéro le dénominateur de /{t). Elle fournit pour la décomposition totale de/(x) un procédé mécani(jue n'ayant pas une valeur inférieure à celle de tout autre. Le second résidu se réduit naturellement à zéro, quand le degré du numérateur de /{x) est moindre que celui de son dénominateur.
61. Nous savons que le polynôme (9) est précisément le quotient de la division algébrique du numérateur de /{x) par son dénominateur (52).
En appelant donc D(^), d{x) deux polynômes entiers quelconques, la formule
QW = £,_
permet de développer par de simples dijférentiations le quotient Q^{x) de la division algébrique du premier par le second.
62. Dans le cas d'une seule variable, l'énoncé suivant est le plus général que l'on puisse donner du problème de V interpolation, dont la solution trouve des applications si utiles dans les calculs
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numériques et aussi dans la représentation par des formules appro* chées, des phénomènes naturels dont les lois mathématiques ne sont pas exactement connues :
Etant donnée une fonction ?(.^), olotrope dans l'aire S, et étant nommées
(il) a^i, Xf, ..., Xft
n valeurs particulières (inégales ou non) de x tombant dans cette aire, tromer un polynôme entier ^n{x) de degré inférieur à n^ tel qu'on ait toujours
, . ( <p„(ar/) = tp(a-/), <p;(a7/) = ^'(^/)»
ki désignant généralement le nombre de celles des quantités (1 1) qui ont xi pour valeur commune.
Le polynôme fA(^) existant certainement et étant unique (411*), nous n'avons plus qu'à le calculer par un procédé quelconque. Posons
(i3) t3i{x)'=.{x -'Xi){x — Xi).. .(^X — Xn),
polynôme de degré /i en or; à cause de la formule (lo) du n** 37, à cause aussi des conditions (12) combinées avec la nature de la forme générale des dérivées d'ordres quelconques d'une fraction, exprimées en fonctions composées diOTérentielles des deux termes, il est évident que, dans l'aire S, la décomposition des deux fonctions méromorphes
w(a7)' ci>(a?)
donne les mêmes groupes de fractions simples (39). On a donc (59)
parce que le degré du polynôme cp/i(^) étant essentiellement inférieur à celui de b>(a:), la décomposition de cetle dernière fraction rationnelle ne donne que des fractions simples (52), qu'ainsi le
second membre de la formule (lo) se réduit au premier des deux résidus qui le composent.
La relation précédente conduit à
et le développement de ce résidu fournit immédiatement le polynôme cherché (fn(x).
63. La considération de la relation (8) du n^ 53 permet de calculer facilement le résidu intégral d'une fonction rationnelle, qui joue quelque rôle dans certaines questions.
Pour des valeurs de a?' sufGsamment voisines de zéro, les fractions entre accolades sont évidemment développables en séries entières par rapport à x\ et la somme de tous leurs développements, jointe aux fractions simples extérieures aux accolades,
fournit le développement de —/(->) en série procédant suivant
les puissances croissantes de x^ à exposants entiers, les premiers négatifs,
Mais comme, d'une part, toute fraction entre les accolades, si le degré de son numérateur surpasse zéro, ne fournit à ce développement que des termes de degrés positifs, comme, d'autre part, les fractions extérieures aux accolades ne fournissent que des termes de degrés négatifs, Ap^^,, terme constant de ce développement, se réduit nécessairement à la somme A|4*jl_i+ A[iî|Li4-. . «-hAjJ^Li des termes constants dans les développements des dernières fractions des diverses lignes du groupe intérieur aux accolades, c'est-à-dire au résidu intégral de /(x). On obtiendra donc ce résidu en cherchant, par un procédé quelconque, le coefficient A,juj.i du terme de degré zéro dans le développement (i4)'
Le cas particulier suivant procure immédiatement la solution de tous les autres.
Pour
CHAPITRE II. — YONCTIONS MER0M0RPHB
01/ m est un entier positif quelconque^ où b){x) est le polynôme (i3) rfe degré /i, on a
(l5) £^/(x)=o ou —Zm-n-^-u
selon que
m <C. n — 1 ou oon < n — i ,
Sm-/i+i représentant dans ce dernier cas la somme de tous les monômes entiers dissemblables en ^i, ^2, . . . , Xn^ qui sont du même degré m — n-\- i et qui ont i pour coefficient commun.
Comme ici, on a évidemment
1 fl\\ ^ __}_ \
le terme constant dans le développement du second membre en série procédant suivant les puissances de x^ à exposants entiers, négatifs et positifs, est égal au coefficient de x'**""**"* dans le produit des sommes des séries entières en x^
I — XxT
- = n-aria?'-ha?îa:'«-t-. . .,
7 = I -^x„X*-hXlx'*-h..,,
I ^~" Xéê X
c'est-à-dire à zéro ou à llm^n+tj selon que m — n + 1 est négatif on non.
La formule (i5) s'établirait facilement encore par voie de vérification progressive, en prouvant qu'elle est vraie pour des valeurs données des entiers m, n^ si elle l'est pour toutes les combinaisons de valeurs moindres.
64. On en conclut notamment que si dans f{x) Vexcès du degré effectif du dénominateur sur celui du numérateur est >> i o// = I, le résidu intégral a pour valeur, dans lèpre-mier cas zéro, dans le second, le rapport des coefficients des
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plus hautes puissances de x dans les deux termes de cette fraction rationnelle.
6S. En appelant généralement Jît,» le coefficient de {x — x^)^ dans le développement en série procédant suivant les puissances Ae X — Xo à exposants entiers, négatifs puis positifs, de la fonction méromorphe/(a?) ayant l'infini Xq de degré |Ji, on a évidemment
fiT^
Cette observation, que nous avons déjà mise à profit au n° 59, s'applique d'elle-même au cas de |jl = o, c'est-à-dire oiif{x) serait olotrope en x^. Elle fournit ainsi, pour les coefficients du développement par la formule de Taylor d'une fonction d'une seule variable, une autre notation qui rend dos services d'une utilité appréciable dans certaines circonstances. L'exemple le plus saillant est fourni par les formules de Cauchy pour l'intégration des équations différentielles linéaires à coefficients constants, dont nous aurons à nous occuper dans la troisième Partie de cet Ouvrage.
FONCTION RADICALE SIMPLE
Règle de convergence de Oauss.
66. Cette règle, d'ailleurs fort belle en elle-même et fort importante, nous sera utile plus tard (243, 273, iVi/.); nous en plaçons la démonstration ici, parce que nous aurons besoin, dès ce Chapitre, de quelques-unes des propositions sur lesquelles elle s^appuie.
Soit hn une variante réelle infiniment petite qui finit par conserver un signe constant, et posons
Vn =(l -+- A,)(l + A,) . . . (H- hn),
en admettant qu ^ aucun facteur de ce produit ne se réduise à o. Si la série
(l) Ai-H /l, -H. . .-+- An-I-...
est divergente, le produit P„ est infini ou infiniment petit pour n infini, selon que le signe final de hn est + ou -.
Supposons d'abord d'un même signe tous les termes de la série (i).
S'ils sont positifs, sa somme est infinie (102*, I), et P/i à plus forte raison, à cause de P^ > i 4- A| 4- Aa + • • • -1- h».
S*ils sont négatifs et tous << i en valeurs absolues, l'inégalité évidente i — (db A/,)^ < i donnera
puis
Pn<
(i-Ai)(i-A,)...(i-A«) où le diviseur est infini par ce qui précède.
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Quand'les termes de la série (i) n^ont pas tous un même signe, ni des valeurs numériques <^i, ils finissent néanmoins par satisfaire à cette double condition, et Ton raisonne de la même manière en négligeant pour un instant ceux des premiers facteurs de P» qui ne la remplissent pas.
67. La règle que nous allons établir repose sur la comparaison des séries qu'elle intéresse avec la suivante
où Ton a
f'k\ 1?/^ /. „\ (^-Hi)(«'4-^)-..(a-4-/i)
expression dans laquelle a, b désignent deux quantités réelles invariables ne se réduisant ni l'une ni l'autre à un entier négatif, qui, par suite, est toujours réelle et conserve un signe constant à partir du moment où a + n, 6-1-/1 restent positifs. La nature de cette série est déterminée par un théorème dont voici Ténoncé.
Quand on a {algébriquement)
la série (2) est convergente, et sa somme S', son reste R^, sont donnés par les formules
Quand on a au contraire
la somme de ses n premiers termes est infinie ; par suite, il y a divergence.
L Pour n infini la variante (i), qui conserve la valeur con^
stante 1 quand a = b est, infinie ou infiniment petite selon
qu^on a
CL O -T- I
En appelant A, B des valeurs inégales quelconques des paramètres a, 6, l'égalité évidente
F(A, B, N)- F(A, B, N -i)= ^^ F(A, B + i, N -i) donne généralement
F(A, B + i, N-i)= ^^ [F(A, B, N)-F(A, B, N-i)], puis en particulier
F(a-Hi, ^ + 1, N-i)= ^^^^^ [F(aH-i, b. N)-F(a + i, b, N-i)],
après les attributions A = a + i , B = 6 autorisées par la condition (7).
Cette autre égalité évidente
donne donc
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d'où l'on tire la relation (8) en faisant successivement N = /i H- i , /i -H 2, . . . , /i +/?, puis sommant.
IIL Dans le cas spécifié par l'inégalité (4)) la condition (7) est remplie, et la formule (8) donne pour la somme S)^ des n premiers termes de notre série, écrite
l'expression
S;.= ^ -r- -^^~ [F(a -hi, b, n)~F(a-M, 6, i)]
qui, pour n infini, tend vers
parce que la condition (4), ou bien (a -h i) — 6 < o, donne
limF(a H-T, 6, /i) = o (I).
De là résultent la convergence de la série, ainsi que la formule (5). La suivante (6) se déduit de la relation (8) en y faisant/; infini, puis en remarquant qu'alors le premier terme de la différence entre crochets tend vers zéro, toujours à cause de
IV. Pour a — 6 > — i , la condition (7) est encore remplie, et la formule (8) conserve sa validité. Mais comme alors on a
le premier terme de la différence entre crochets est infini avec n (I), S)^ aussi, et par suite il j a divergence.
V. Pour a — b= — i, la formule (8) devient illusoire; mais alors b ne peut s'évanouir puisqu'on suppose a non entier négatif,
F(ûr, 6, n) se réduit à ^_^ » et notre série à
dont la somme est infinie (98*).
Dans une série
fl-T- . .
(9) 1*1-+- Mj-f-.. .-f- U,
dont les termes finissent par être réels avec un signe invariable, le rapport -^^ du terme de rang /i 4- i à celui qui le précède est une quantité variable qui finit par rester réelle positive, et qu^on peut ordinairement considérer comme une certaine fonction 11 ( - )
de la quantité positive — infiniment petite pour n infini.
Quand cette fonction tend vers une certaine limite p non = i, la série (9) est convergente ou divergente selon que p>i; car, en appelant p'une quantité positive comprise entre p et i, on finit
par avoir 1fl(i)<p' (102% VI).
Quand on a p = i , nous ignorons ce qui se passe ; mais le théorème de Gauss répond à la question dans un cas très vaste qui est
lui-même renfermé dans celui plus étendu oà TA(-jJinitpar
être développable en une série entière par rapport à -• Nous démontrerons effectivement la proposition suivante.
Quand on finit par avoir
les coefficients g^, g^i - • . étant naturellement réels, la série (9) est convergente ou divergente selon qu*on a
ou
I. Dans le premier cas on peut trouver une quantité réelle g\ donnant (algébriquement)
moyennant quoi le rapport (10) finit évidemment par demeurer
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inférieur à la quantité, finalement positive aussi,
n \ n / . ^i n — ffi
qui, pour n suffisamment grand, est précisément le rapport du (n — G -h i)*^"® terme au précédent dans la série dont
est le terme général; G désigne ici quelque entier positif choisi assez grand pour que les quantités G — i , G — g\ — i ne se réduisent ni Tune ni Pautre à un entier négatif.
Cette dernière série étant convergente (67), parce qu'on y a
a = G — I, 6 = G-/r'i — I, d'où
la proposée (9) l'est également (102*, IV), et Ton obtient immédiatement une limite supérieure de la valeur absolue de son reste, en combinant les formules (9) du numéro cité et (6) ci-dessus.
II. Dans le second cas, appelons 0 une quantité réelle non égale à un entier négatif et satisfaisant à l'inégalité algébrique
Pour la série à termes finalement positifs
0 -M 6 H- «A " 6 -+- /t le rapport du (n 4- i)**^"* terme au précédent,
finit par rester inférieur au rapport (10), même quand g\ = — 1 . Cette série étant divergente (98*), la proposée l'est forcément aussi (102*, V).
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au n®69, semble indiquer pour critérium de la convergence ou de divergence d'une série telle que (9), la nature spécifique de la
fonction 11( — ) pour les valeurs infiniment petites de -• De plus
il épuise la question dans le cas où cette fonction est olotrope
Â ce point de vue, il resterait donc à étudier les séries à termes positifs, classées diaprés les phases singulières de diverses natures, dans lesquelles 11 (- ) peut entrer en - =0.
Nous ne pouvons nous engager dans cette discussion ; mais, dans un cas comprenant celui où cette phase est de nature rhizomorphe (153, inf.)^ on peut formuler la règle suivante :
Si Vonfinit par avoir
ou les exposants d, e^^ ... sont des quantités positives croissantes quelconques (212, in/.), et où les coefficients (réels) Gj, G2, . . . sont tous différents de o, la condition nécessaire et suffisante pour que la série (9) soit convergente est qu'on ait e<?i, avec Gi<;o dans le premier cas, G| <; — i dans le second. Sa démonstration ressemble beaucoup à la précédente.
Propriétés générales de la fonction radicale simple.
71 . Nous allons étudier les fonctions implicites u de x, engendrées par la résolution de chacune des équations entières à deux termes seulement, de degré quelconque /n^o,
La première est binôme par rapport à la fonction inconnue </, et se change en la seconde par la substitution à n d'un entier négatif. Nous pouvons donc la considérer exclusivement, à condition d'admettre que l'exposant n peut y prendre indifféremment des valeurs
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positives et négatives. CVst ce que nous ferons désormais pour plus de commodité.
Ces fonctions sont les plus simples des irrationnelles algébriques (32*) (303*), et jouent un rôle extrêmement important dans la théorie des fonctions implicites, ainsi que dans tout le reste de l'Analyse.
L'application des principes généraux (307* et siiiv.) à ce cas particulier conduit tout d'abord aux conclusions suivantes.
I. On peut, cela même d'une infinité de manières, trouver une paire de quantités Xq, Uq qui ne soient nulles ni l'une ni l'autre et satisfassent numériquement à l'équation (i).
Il suffit effectivement de choisir arbitrairement une quantité non nulle w^, puis de prendre Xq = wJ,", Uo= «vJ; car les égalités évidentes Xq= iv„""= //J* donnent
(2) uy*--a:3 = o.
Nous aurions pu dire encore que, pour une valeur quelconque Xo de x^ l'équation (i) se change en une équation numérique entière à une seule inconnue u^ qu'ainsi elle admet au moins une racine Uo (13), et remarquer que Uq ne peut être nulle si Xq ne l'est pas. Mais il est tout aussi simple, et nous jugeons préférable, de rendre nos raisonnements indépendants de la théorie générale des équations.
II. La condition initiale
u = Uq pour X = Xq^
rendue admissible par l'égalité (2), ayant été annexée à l'équation (1), celle-ci définit une fonction implicite qui est localement olotrope partout ailleurs qu'en x=^o (17o*, IV).
Soient en effet S^: une aire limitée, de forme et d'étendue quelconques, qui contienne le point x^^ mais non l'origine x = o^ puis i'<;Ç" deux quantités positives, la première inférieure à la plus petite distance à l'origine Ox des points intérieurs à l'aire Sx, la seconde supérieure à la plus grande, puis encore u'<;u" deux
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autres quantités positives choisies, comme on le peut évidemment, de manière à satisfaire aux inégalités
si n est positif, ou bien
si n est négatif, puis enGn S„ l'aire annulaire comprise entre les deux circonférences ayant l'origine 0« pour centre commun avec i>', \j" pour rayons respectivement, aire évidemment limitée qui contient I/o, mais non le point u ^=o.
Comme le premier membre de l'équation (i) est olotrope à l'intérieur des aires Sx, Sa, comme d'autre part sa dérivée première par rapport à w se réduite mw*""*, fonction qui, quelle que soit x^ ne peut s'évanouir que pour a = o, valeur extérieure à Su, la fonction implicite u existe et reste localement olotrope aussi longtemps que sa valeur ne s'échappe pas de l'aire S« (310*). Or c'est ce qui arrive aussi longtemps que x ne franchit pas les limites de l'aire Sj., car on y a les inégalités constantes
{'<modar <t'
dont la combinaison avec les précédentes (3) ou (4) et l'équation (ly donne constamment aussi
u'< modu < u*.
III. A partir de toute valeur initiale de x^ x/^o, le développement de la fonction implicite u par la formule de Taylor admet au moins modxi pour rayon de convergence (Cf. 78, III, inf).
Car u est localement olotrope à l'intérieur de tout cercle décrit de x/pour centre avec un rayon quelconque inférieur à modxi (H) ; de plus, elle est monodrome dans cette aire parce que celle-ci est imperforée (173*), et partant olotrope, à proprement parler (201*).
IV. Pour toute valeur de x y^o^ et quel que soit V indice Â , on a
OÙ nous avons posé pour abréger
— = fji.
On trouve d'abord (311*)
du _ nx'*-^ _ .r'» j— * u
à cause de Téquation fondamentale (i).
Il vient ensuite pour une valeur quelconque de l'entier q
d u __ i du " _ \ ''
'dx'xh " 'xh'dx^^ x-/^ — ( l^ — î' ) — fTî
relation dont la combinaison avec la précédente différentiée indéfiniment conduit a celle que nous avons en vue.
V. Si donc on appelle Ui la valeur atteinte par u en j: = x/, la formule (5) donne pour le développement de celte fonction par la formule de Taylor à partir de x^
(Ui X — Xi
en posant généralement pour abréger
m mCm — i)...(m — X-^-i) , (7) o(m, n-;)=:n £-f-...H j -' <*-h
VI. Si [JL se réduit à un entier positif {ou nul), la fonction u est encore olotrope en a; = o, par suite indéfiniment (II). Sinon elle y entre dans une phase singulière, en y étant méromorphe (29) quand jx est un entier négatif, mais non méromorphe dans tous les autres cas.
Dans le premier cas, tous les termes du développement (6) qui sont postérieurs au (uL-f- i)*'™® contiennent le facteur nul (ix — jjl); ce développement se réduit donc à un polynôme entier en {x — Xi) de degré [x, et Ton a évidemment
/ X — xAV- ui
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Si u était olotrope en a; = o en dehors de ce premier cas, elle serait développable par la formule de Maclaurin
où nous avons écrit seulement le terme effectif de moindre degré;
on en déduirait
et l'équation (i) donnerait Tidentité
Or cette dernière est impossible ; car, si n est négatif, le second membre n'est pas olotrope en j: = o, tandis que le premier Test; si n est positif, l'identité des termes effectifs de moindres degrés dans les deux membres exige en particulier que l'on ait
mq = n,
d'où — = [jL = <jr = un entier positif, contrairement à l'hypothèse. Quand [x est un entier négatif, on trouve comme tout à l'heure
" = -Ji ^^y
monôme infini, mais méromorphe, en j? ^^ o (1S2*).
Quand [jl n'est pas un entier, u n'est pas méromorphe et infinie en X = o, parce que son inverse arithmétique, racine de l'équation binôme
où le rapport n'est pas un entier non plus, n'est pas ololropc
eo j; = o, comme nous venons de le constater (42).
VII. Hors le cas oà (x est un entier non négatif, mod Xi est le rayon de convergence maximum du développement (6).
Car si ce développement admettait un rayon de convergence R >► modo:/, la fonction w, qui serait alors olotrope dans tout l'intérieur du cercle ayant a:i pour centre avec R pour rayon, le serait
en particulier en x = o, point intérieur à ce cercle. Or nous venons de constater le contraire {Cf. 78, III, in/,),
VIII. La fonction u ne peut s'évanouir pour aucune valeur de X non = o.
Ce fait est rendu évident par l'équation fondamentale (i); il résulterait encore d'un raisonnement identique à celui du n^ 80, IV {inf.).
72. Nous discuterons la série (6) pour les valeurs de x tombant sur la circonférence de centre xi et de rayon = modo;/, en posant
OÙ mod6=i, et en mettant les termes postérieurs au premier sous la forme générale
i Ui (-f^-i-^O^-!^ — i-^a)...(— {X — f-f-A-) Q^
( =M^F(-{jL-i,o, A:)e^
où F désigne l'expression numérique définie au n** 67.
I. Si [X est positif, on a (— [x — i) — o< — i, et la série
(9) F(— [1 — I, o, i)4-F(— fx — I, o, 2)-^...,
est convergente {loc, cit.) avec celle formée par les modules de ses termes, parce que ces derniers sont réels et conservent un signe constant à partir du moment où — [x — i -f- A* reste positif. La série (6) jouit donc de la même propriété.
Quand [jl est < i , ces derniers termes sont tous négatifs ; il en résulte que, si 0 est réel positif, c^est-à-dire si x est située sur le segment rectiligne dont xiet o sont les extrémités, le module de la somme de la série (6) privée de son premier terme est précisément égal à la somme de la série formée par les modules des termes restants. Nous consignons ici cette observation de détail que nous aurons à utiliser plus tard (163, inf,).
Pour a: =: o, on a 0 = I, et la somme de la série (6) est = o,
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parce qu*elle se réduit au produit de iti par la somme de la série (9) augmentée de i, c'est-à-dire par o (67, III).
IL Si [X = o, toutes les quantités (9) sont nulles, et la série (6) se réduit à son premier terme m.
III. Si [Ji est négatif, il y a plusieurs cas à distinguer
Quand j? = o, la série (6) est divergente avec une somme infinie ; on a eiïectivement 0= i, et la série (9) a une somme infinie à cause de ( — |x — i) — o> — i (67, IV).
Quand xnon = o, le second facteur de l'expression (8) est infiniment petit, constant (= i) ou infini, pour k infini, selon qu'on a( — [X — i) — 0 = 0, c'est-à-dire (jl| — i (67, I).
Dans les deux derniers cas la série (6) est divergente parce que son terme général n'est pas infiniment petit. Mais dans le premier elle est convergente à cause de modO = i avec 8 non = i, parce que le second facteur dont il s'agit finit par conserver un signe constant et par décroître numériquement sans cesse (100*).
La combinaison de ces conclusions avec le théorème du n^ 126* montre que, même dans ces cas extrêmes, la série {&)^ pourvu qu'elle soit convergente, a toujours pour somme la valeur acquise par la fonction u au bout d^un chemin ayant xi et x pour derniers sommets. En x ^=0 toutefois, il faut avoir égard à ce que nous dirons plus bas (103, inf^ sur la variation de la fonction u qui, en général, n'y est plus olotrope.
73. Nonobstant ce qui vient d'être observé, nous n'emploierons jamais le développement (6) que sous la condition de rigueur
mod(27 — ir/)< mod:r/.
En procédant ainsi nous aurons toujours des séries de convergence certaine, et surtout nous ne serons pas exposés à atteindre la valeur :r = 0 pour laquelle notre fonction cesse habituellement d'être olotrope.
Sur un même chemin donné, issu de la valeur fondamentale x^ de x^ la valeur de la fonction u ne dépend jamais que de celle de
la fraction — > nullement de la forme de cette dernière, et aussi de
sa valeur fondamentale u^ qu'on peut choisir de plusieurs ma-
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nières ; c'est ce qui résulte des diverses observations faites au n** 71 . Nous représenterons donc provisoirement la valeur que u acquiert en X par
en sous-entendant qu'il s'agit d'une valeur fondamentale de u et d'un chemin, tous deux préalablement définis.
74. La plupart des propriétés générales de la fonction /résultent des combinaisons variées des formules fondamentales que nous allons établir.
Si, appelant x'^ x"^ , . .yX^^i^ g variables indépendantes cheminant arbitrairement à partir des valeurs fondamentales x'f^f xl, . . ., xf\ on représente par
les déterminations de la fonction /( — y xj gui correspondent aux valeurs fondamentales
t/' II" iM^
et si K', K", . . ., sont g exposants entiers de valeurs et de signes quelconques, on a Videntité
le premier membre étant, bien entendu, la valeur de la fonction u =f( — y Xj au bout du chemin décrit à partir de
par
cette Jonction u partant de la valeur fondamentale
En élevant à la m**"* puissance le premier membre de la rela-
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tion (lo) et chacun des facteurs du second, on trouve le même résultat {a^^' x^^\ . .)", à cause de l'identité de définition
Il en résulte que ces deux membres sont des racines de la même équation en U
(II) lI'«-(x'K'a^Kv..)« = o,
dont le premier membre est fonction olotrope de U et des g variables indépendantes x'^ x*' ^ . . . , x^s) puisque chacune de ces dernières ne prend jamais la valeur o. D'autre part, les valeurs initiales des deux membres de la relation (lo) sont égales par hypothèse, de plus non nulles, et par suite n'annulent pas mU'"~* dérivée première par rapport à U du premier membre de Téquation (i i). Ces deux racines de l'équation (i i) sont donc égales quelles que soient x\ od\ . . ., x^s) (310*), ce que nous voulions prouver.
75. En appelant K|, K^, . . ., K^ des exposants entiers de valeurs et de signes arbitraires, on a, au bout d'un même chemin quelconque issu de Xq, l'identité
1 "^ \ mi m^ " nig J
pourvu seulement que cette relation ait lieu numériquement
en X — Xq»
Si, posant
M = m* //*• . . . ntip, Ml = — > • • • > M«. ~ — »
on élève à la M^^™* puissance le premier membre mis préalablement sous la forme équivalente (73)
Kl Ml /Il -f-. . .-4- K^M^n^
et les divers facteurs du second semblablement transformés, on
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obtient les résultats identiques
En d'autres termes, ces deux membres sont des racines de la même équation
dont les valeurs fondamentales en j:© sont égales. D'où l'on achève la démonstration comme ci-dessus (74).
76. Si —, est une autre fraction à termes entiers, le second positif, on a au bout d'un chemin quelconque lUdentité
pourvu toujours quen Xq cette relation ait lieu numériquement.
On raisonnera de la même manière, après avoir observé qu'en élevant le premier membre à la puissance m'""®, puis à la puissance m*^'"*', et le second à la puissance (mm')*^"*, on obtient les résultats identiques (a;")"' et ^r'*''*.
Quand —7 se réduit à un entier, cette relation équivaut à un cas
particulier de Pidentité (12).
77. Les énoncés se simplifient, les résultats s'élargissent en
même temps, par la substitution à la fonction implicite/^ — > x j ,
d'une antre pseudo-fonction au moyen de laquelle elle s'exprime très simplement.
Moyennant l'égalité (2) l'équation fondamentale (i) peut s'écrire
\Uo/ \XoJ ~^'
d'où la formule évidente
(i3) f(^,x) = u = uo^l^f — Jj
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OÙ ^ ( — j ïj représente généralement celle des racines U de l'équation binôme
tt*» — r» = o,
que précise (sur un chemin convenable) la condition initiale évidemment admissible
tt = i pour r = i.
Nous dirons aussi bien avec une autre notation, que ^ ( —9 xj est
ce que devient la fonction u quand on prend Xo= Uo=i^ c'està-dire la pseudo-fonction ayant pour premier déi^eloppement la série ('j)pour
m = fji, t= , (^0 = 1)-
Xq
78. Désormais nous considérerons plus volontiers la pseudofonction ^(m, x) dont le premier développement commence à
^0= i, et s'obtient en substituant =z x — i à t dans cette
' Xfi
même série (7), mais où nous supposerons que VX représente une quantité quelconque (réelle, commensurable ou non, ou bien imaginaire). Voici les premières observations à faire à ce sujet.
I. Cette série est entière en t^ et ses coefficients sont des polynômes entiers en Ht, de formes spéciales, dont tous les coefficients sont réels.
II. Pour ^ = o, et aussi pour VXz=o, on a toujours
III. Sauf le cas ou VX est un entier non négatif, la série (7) a I pour rayon de convergence maximum.
Car alors elle est illimitée, aucun de ses coefficients ne pouvant s'évanouir, et le rapport du (Âr + i)'ènic terme au A^®™® se réduit à
k ^' quantité dont, pour k infini, le module a pour limite mod^, quel
que soit Ht. Si donc modt est >• i, le module du terme général finit par croître sans cesse, et il y a divergence. Si l'on a au contraire
mod / < I ,
le module du terme général est fini parce qu'il arrive à décroître sans cesse. D'où Ton conclut (114*) que la série admet pour rayon de convergence toute quantité positive inférieure à i, par suite i aussi.
IV. La série {'])p6ut être mise sous forme d\ine série entière en ni, t indistinctement, dont les rayons de convergence sont le premier illimité, le second = i .
Si M, T désignent les modules de lit, /, la somme de ceux des termes élémentaires du développement du terme général de notre série en un polynôme entier par rapport à tit, f est évidemment
M(M -hO...(M-4-A- — 0 ^f,
c'est-à-dire le terme général de la série <p( — M, i — t). Cette dernière étant convergente quel que soit M pour t < i (IH), le point en question est une conséquence immédiate du théorème du n» 107*.
En ordonnant cette série par rapport à lit, et posant ainsi
(i4) tp(m, 1 -•- 0 = I -t- Aim-h Ajm»-f-. . .,
les coefficients Ai, A2, • . . sont des fonctions de f, d'une forme très simple que nous indiquerons tout à l'heure (80, in/.).
79. La/onction ^1 (ttt, :r) se réduit toujours à ,x^, pour Ht entier (positif ou négatif). Car, par définition, son premier développement (f (nt, I H- 07 — I ) est alors en fait celui même de ce monôme, construit par la formule de Taylor à partir de a: = i (177*).
A l'aide du lemme suivant nous lui étendrons immédiatement, pour toutes valeurs de Ht, les propriétés générales trouvées aux n®* 74 et suivants, pour des valeurs réelles commensurables de ce paramètre.
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Soient
un polynôme entier de degrés m^ n, ... par rapport aux h variables x^y^ . . . , e^
yu r«i •••» y^^
h groupes de M"^ niyîi'^n, ... valeurs numériques de ces diverses variables, dans chacun desquels deux quelconques sont inégales. On a identiquement
si l'on a numériquement
(i6) V{xt,yj, ...)=o,
pour toute combinaison de valeurs des indices «, y, ....
Pour /t = i, le point en question a été établi antérieurement (412*, II). Si ensuite on le suppose démontré pour h — \ variables, et si Ton nomme
(«7) Po(7» •••)» Pl(j^i---). --M P/nO'» •••)»
les coefficients de i, x^ . . ., x^ dans P(j:, ^, . . .) ordonné par rapport à x^ les conditions (i6), jointes à ce que nous venons de rappeler pour A = i, montrent qu'on a les égalités numériques
pour toute combinaison de valeurs des A — i indices y, .... L'hypothèse faite àrinstanl entraîne donc la nullité de tous les coefficients des polynômes (17) et par suite l'identité (i5), puisque l'ensemble de ces coeiBcients est précisément celui des coefficients de P(:r, y y . . .).
Notre théorème démontré directement pour h = i s'étend donc aux cas de A = 2, 3, ....
On en conclut immédiatement l'identité
P(^iri ••.) = n(ar,7, ...),
si P, n sont deux polynômes entiers de degrés inférieurs à M, N, . . . , qui donnent lieu aux égalités numériques
* (^ô yji . . . ) = u (^1, yjj . . . )•
En supposant praticables pour la pseudo-fonction
u = ^Km, x)
tous les chemins à considérer, point que nous éclaircirons dans un instant (III, inf.)y nous aurons ce qui suit.
I. Cette fonction satisfait à V équation différentielle d^ ordre quelconque k
^'^^ -rf^"=«("»-0...(m-A--hi)i^..
Pour toute valeur réelle commensurable — = u. du paramètre ÎR,
le premier développement de tj; (m, :r) satisfait certainement à cette
équation, car il est alors celui même de//—, x\ construit sous
la condition numérique :ro=-Wo=i? qui satisfait, comme nous
l'avons vu, à l'équation (5), forme correspondante de celle-ci.
D'autre part, en substituant à m le premier développement
de if{X(if x), savoir ç(ni, i -{- x — i), série dont tous les coefficients sont des polynômes entiers en m, à -^ son développement
par la formule de Taylor à partir de a; = i , les deux membres de cette équation se transforment en des séries entières en (x — i) dont les coefficients sont tous évidemment aussi des polynômes
entiers en Ht; et l'égalité identique de ces deux séries pour m = —
entraîne l'égalité numérique indéfinie pour les mêmes valeurs de tn, des polynômes entiers qui dans les deux membres servent de coefficients à des puissances semblables de ^ — i. Les valeurs inégales de ce genre qu'on peut attribuer à Ul étant en nombre évidemment illimité, les polynômes dont il s'agit sont égaux entre eux pour toutes valeurs de îll (79); par suite, les premiers développements des deux membres de l'équation (i8) sont égaux identiquement pour toutes les valeurs imaginables de m. Tous
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leurs développements ultérieurs sont donc aussi identiquement égaux (177*), ce qui est précisément le point à établir.
II. Ainsi qu'au n° 71, V, on en déduit immédiatement pour le développement de ^(W, x^^ à partir de x =^ jt/,
(19) iKm, x) = M/ç ^m, I H- ^— j »
où Ui représente toujours la valeur acquise antérieurement par t!/(in, x) en Xi.
III. Pour m non entier nul ou positif, la série ç(ltî, 1 4- t) ayant i pour rayon de conv.ergence maximum (78, III), le développement (19) reste valable pour toute valeur de x intérieure au cercle de centre xi et de rayon = mod j?/, et cesse de Vétre en dehors.
Il en résulte évidemment qu'on peut arriver par cheminement à toute valeur de x non nulle, en d'autres termes que ^(ni, x) est localement olotrope partout ailleurs qu*en x = o.
Mais cette fonction cesse d'être olotrope en x = 0, car autrement elle le serait indéfiniment, et le rayon de convergence du développement (19) serait illimité (206*) au lieu d'avoir modxi pour valeur maximum.
Pour elle comme pour/( — > x), les seuls chemins praticables
sont donc ceux dont aucun sommet ne coïncide avec l'origine Oj?, et dont la longueur de chaque côté est inférieure à la distance de son sommet antérieur à cette origine.
IV. Pour aucune valeur de x non = o, la fonction A ne peut s'évanouir. Car, si l'on avait Ui = o^ on aurait, d'après la formule (19), 'i(ni, x)^=o identiquement, ce qui n'est pas, puisque son premier développement contient certainement des coefficients non nuls.
V. On notera que la série cp(m, 1 -\- t) n'est pas autre chose que la valeur de ^(llt, x) à l'extrémité du segment rectiligne allant de j: = I k X = i-{- 1.
VI. En considérant le paramètre Hl comme une seconde variable
indépendante, et en ayant égard à l^alinéa FV du n° 78, la fonction ^'(ni, x) est localement olotrope pour toutes valeurs de VX associées avec toutes celles de x, sauf x = o.
81. L'artifice employé ci-dessus (80, 1) fournit aussi facilement Textension à la pseudo-fonction '{^(lîl, x)^ des propriétés générales
I. Avec les notations du n° 74, on a identiquement
pourvu seulement que la notation du premier membre s'applique à la valeur de ^(Wl, x) au bout du chemin que font décrire à x = x'^'x"^' . . . les marches simultanées dex'^ x^, . . . à partir de i , i , ....
Quand lU se réduit à une quantité commensurable quelconque — .
cette relation est un simple cas particulier de Tidenlité (lo) parce que pour j7'= x" = . . . = x'^' x"^' . . . =: i les deux membres prennent les valeurs initiales i = i"^!^". . . .
Comme, d'autre part, les premiers développements des deux membres en séries entières par rapport aux différences x' — i, x!' — I, ..• ont évidemment pour coefficients des polynômes entiers en Ht, leur identité pour lit commensurable impose la condition d'être numériquement égaux pour toute valeur de lit réelle commensurable, à deux quelconques de ces polynômes servant de coefficients à des termes semblables dans le premier membre et dans le second.
Deux semblables polynômes sont donc égaux quelle que soit la valeur du paramètre îîl (79), d'où résulte l'identité (20) pour les premiers développements de ses deux membres, et par suite pour tous ceux qui peuvent lui succéder (177*).
II. En conservant les notations du n® 75, on a au bout d^un même chemin quelconque , et cela quelles que soient les quantités tlt| , . . . , tn^,
(21) ^/(Kiin,-h. . .-f- K^m^, x) = [^^(mi, x)^^ . . . [i^(in^, x)\^g.
III. On a de même, pour toutes valeurs de m, lU
Même raisonnement (76).
82. La relation générale (21) permet de mettre sous une forme remarquable la formule de différentiation (18).
En y prenant ^=2, K< = — K2=i, in« = IH, HI2 = A", elle donne
On en conclut
r/*^(ni, x) , ^ , , . , , , .
83. Quand m n'a pas la valeur — i, le changement de ÎH en ni 4- I et l'hypothèse A==: i réalisés dans la formule (22) donnent en intégrant
/4,(m, X) dx == '^^'" "- '' -^^ ^ C ^_ -^i^Sah^ ^ c (81,11). •'^^'^ in-+-i nn-i \»/
Pour m = — I, cette formule devient illusoire : ^{tti, x) se réduit à -> et l'intégrale est le logarithme népérien dont nous
parlerons longuement plus tard (Chap. V, in/,).
84. Cette autre propriété caractéristique d'un genre tout différent nous sera bien utile aussi.
Si les quantités
• . . Xl—\^ Xi y Xi+lj
forment une progression géométrique de raison y, les valeurs
correspondantes de ^(îH, x) en forment une autre de raison
Car (en supposant ces valeurs de x suffisamment rapprochées) les égalités
donnent
— ^< — ^i-^ _ ^1-^1 — ^i Xi-i Xi
d'où (80, II)
85. Maintenant il nous est facile de calculer les coefficients de la série (i4)' Comme cp(tn, i H- ^)estla valeur de ^{^(tn, x) à Textrémité du segment rectiligne allant de ^ = i à j: = i -h ^, l'identité (ai) donne, pour ^ = 2, K| = Ko = i , îHi = lîl, 1112 = A,
«(m-i-A, i-h*) = ïp(m, i-i-f)çp(A, iH- 0-
En égalant les coefficients de h dans les deux membres, celle-ci donne
*Pm;V("*' i-i-0 = Aiç(m, 14-0,
d'où, en égalant encore les coefficients de m*"*,
puis immédiatement
D'ailleurs on a visiblement A, = T, si pour plus de commodité
on pose
Il en résulte finalement
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formule qui met en lumière le point de contact fort étendu, existant entre la présente théorie et celle des transcendantes exponentielles et logarithmiques (Chap. V, inf.).
86. La comparaison des valeurs finales acquises par ^(m, x) au bout des divers chemins qui peuvent conduire x de jro(=^ i) à une même valeur finale X est une question d'importance majeure que domine cette première observation.
Deux chemins conduisent if {xa^ x) {et toutes ses dérivées) aux mêmes valeurs finales, quand ils ne sont pas séparés par Vorigine Ox, c'est-à-dire quand il n'est pas nécessaire de faire franchir ce point à Vun des deux chemins pour V amener à coïncider as;ec Vautre par déformation progressive.
Car t|/(nt, x), étant localement olotrope partout ailleurs qu'à Torigin'e X =^o (80, III), Test nécessairement à Finlérieur de Taire à faire balayer par Tun des chemins pour l'appliquer sur l'autre^ puisque cette aire est supposée ne pas contenir ce point (173*).
La même observation s'applique évidemment à deux chemins de première extrémité commune Xi quelconque, pourvu toujours que ^(in, x) (et ses dérivées) partent de :C| avec les mêmes valeurs initiales pour l'un et pour l'autre.
87. Quant aux chemins séparés par l'origine, ils peuvent être ramenés comme il suit à des formes facilement comparables.
Renfermons l'origine dans quelque aire limitée par un contour fermé ne se coupant pas lui-même ou anneau [Oj?], et traçons de Xo à X quelque chemin [xo:r(i)X] passant par un point x^s) pris arbitrairement sur l'anneau. Il est visible que tout chemin tracé de XoàlLpeut, sans franchir l'origine, venir s'appliquer sur celui quon forme en plaçant bout à bo^it, d'abord le premier tronçon \^x^x^%)^du chemin [j^o^rn^]» P^is l'anneau [0^?] parcouru de x^s) à x^\) dans un sens de rotation et un nombre de fois convenables, puis enfin le dernier tronçon [^(<)X] du même chemin [j?o^(«)X.]. Il en résulte (86) qu.^ au point de vue des valeurs finales de ^{VX, x), le premier de ces chemins équivaut au second.
Il est encore visible que deux chemins du genre de ce second M. — II. 6
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sont séparés par Vorigine, quand ils ne diffèrent Vun de l^ autre que par le nombre ou le sens des révolutions à faire sur Vanneau.
Il nous resle donc seulement à comparer les uns aux autres les divers chemins formés en compliquant le parcours du même chemin [a:o^(oX] que nous dirons simple dans un sens relatif, par des révolutions de sens et de nombre quelconques, exécutées sur le même anneau [Oj.] intercalé entre ses deux tronçons.
Les deux sens opposés dans lesquels un observateur peut marcher sur Panneau se distinguent par cette circonstance, que dans Tun il aperçoit l'aire extérieure toujours dans la direction où, regardant Torigine d'un point de la partie positive de Taxe OX', il verrait celle de OX" (à sa droite, pour la disposition relative des axes convenue au n**92* 6w), que dans l'autre il aperçoit toujours cette aire dans la direction opposée.
Nous dirons le premier sens de rotation direct, le second rétrograde.
Nous observerons encore que les deux tronçons du chemin simple ayant été tracés une fois pour toutes, la forme de l'anneau [Oj;] {non le sens de son parcours) est sans influence sur la valeur finale de '}(nt, x).
Car deux anneaux qui l'un et l'autre partent de x^t) pour y revenir, et qui, bien entendu, sont parcourus dans des sens de rotation identiques, peuvent être regardés comme deux chemins de mêmes extrémités, que l'origine ne sépare pas (86).
Tout ceci posé, on a ce théorème
La valeur finale U acquise par ij{yx, x) au bout du chemin simple [a:o^(i)X], et celle U^-*^ qu'elle atteint au bout du même chemin compliqué de k réi'olutions sur l'anneau, directes dans le premier cas, rétrogrades dans le second, sont liées par la relation
où ^ est un certain multiplicateur ne dépendant que de la valeur du paramètre VX.
I. Appelons W(ij la valeur acquise par w = i}/(m, x) en or^ij
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extrémité du premier tronçon du chemin simple, puis
(îi4) ^(11» ^(1)» •••> ^is)i ^(1)
les sommets du chemin constitué par Panneau, écrits dans Tordrn où on les rencontre en y faisant une révolution directe, et
W(i), M(i), ..., M(/)i Wjjj
les valeurs correspondantes de u.
La formule générale (19) donne
en posant pour abréger
(.5). ,„ = ,(«, ,^Sf±.'_ZfV.).
On en déduit successivement
(26) a[lî = *.«(,), où
Comme, en vertu de la formule (19), les développements de ^(in, x) à employer pour repartir de ar^ij, d'abord après le simple parcours du premier tronçon [.roJr(i)], ensuite après le même parcours allongé de celui de Tanneau, sont
et
la relation (26) montre que les coefficients du second se réduisent aux produits de ceux du premier par la constante 4>. La valeur de ^(01, x) sur le second tronçon [j?(i,X] précédé de Tanneau, s'obtiendra donc toujours en multipliant par 4> sa valeur au même point de ce tronçon non précédé de l'anneau (177*). Il en résulte
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notamment
II. Comme aucune restriction n'a imposé une forme spéciale au chemin [^o^(i)X], dont la qualification de simple est purement relative, la formule précédente montre que l'addition d'un anneau direct à un chemin quelconque, multiplie simplement par ^ la valeur finale de '{^(ni, x).
Le chemin qui conduit u à U^"*"^^ résultant de l'addition d'un anneau direct à celui qui a donné u = U^"*"*^, on a, d'après l'observation précédente,
et de môme
(29) ut-^*> = **u.
III. En partant de x^x) pour y revenir, après avoir parcouru l'anneau d'abord une fois dans le sens rétrograde, puis une fois dans le sens direct, on marche sur un chemin fermé qui peut évidemment être réduit à des dimensions insensibles sans franchir l'origine. En adjoignant donc un pareil contour au chemin simple, on laisse celui-ci équivalent à lui-même. En d'autres termes, l'adjonction d'un anneau direct à un chemin formé par le chemin simple allongé d'un anneau rétrograde le rend équivalent au chemin simple, d'où (II)
D'ailleurs O ne peut pas être nul, car autrement U^"*"*^ le serait d'après la formule (28), ce qui est impossible (80, IV); on a donc
relation à laquelle on arriverait encore en faisant à rebours les opérations de l'alinéa I (après s'être arrangé de manière que le cheminement inverse fût praticable).
De là, le raisonnement de l'alinéa II conduit à la formule
formant avec (29) l'équivalent de la relation générale (28) qu'il fallait établir.
IV. Considérons enfin deux anneaux directs quelconques
sur lesquels nous marquerons à volonté les points 'j:(|)% "^(i) respeclivement) et, par ces derniers, traçons de x^o) à X deux chemins non séparés par Torigine.
L'équivalence de ces deux chemins simples entraîne évidemment celle des deux chemins formés en les compliquant des deux anneaux '[O^], "[O^] respectivement. Si donc on appelle U la valeur finale donnée par run.ou l'autre des chemins simples, et '4^, "^ les multiplicateurs correspondant aux deux anneaux, on a
d'où
à cause de Unon = o. La valeur du multiplicateur 4>, étant la même pour tous les anneaux, ne dépend ainsi que de celle du paramètre m.
89. Rien n'empêche de donner à k révolutions rétrogrades exécutées sur l'anneau [0^:] le nom de révolutions directes en nombre — k. D'après cette convention et le théorème précédent, les valeurs finales de ^(ttl, x) au bout du chemin simple, cornpliqué d'anneaux directs en nombres
sont respectivement les termes de la progression géométrique de raison ^, indéfinie dans les deux sens,
(3o) ..., *-«U, *-iU, *'>U = U, *U, *«U, ....
90. En représentant par 4> (lit) la valeur du multiplicateur 4> qui correspond à la valeur m du paramètre de la fonction ^, on a, d'après les formules (27), (aS),
Cette quantité ^{tx) est donc développable en une série entière en Ht, dont le rayon de convergence est illimité; chaque facteur du second membre jouit efiectivement de cette propriété (78, IV) (116% VII).
En particulier, ^{XSi)est une fonction indéfiniment olotrope de m (140*).
Avec les notations du n^ 81, II, on a
(32) <l»(Kimi-f.. . .-+- K^m^) = [*(mi)]Ki . . . [*(m^)]»r.
On obtient immédiatement cette formule, en calculant au bout d'un même anneau direct les deux membres de l'identité (ai).
Discussion numérique de la fonction 4^(111, x)^ quand son paramètre m est réel.
92. Le seul cas qui nous intéresse en ce moment est celui où Ht est un nombre fractionnaire; mais nous l'élargirons un peu, en supposant désormais que ce paramètre se réduit à une quantité réelle quelconque [x. Il en résulte, pour notre fonction i/^ plusieurs propriétés essentielles; nous les rassemblons dans ce paragraphe, où le numérotage des formules prolonge simplement celui du précédent.
En appelant e une quantité réelle <C i en valeur absolue, et ^{^L^ X -\- ex) la valeur que prend notre fonction, quand on passe directement de x à x -{- ex, en partant du premier de ces points avec la valeur ^([l, x), on a
(33) ^Kfx, :i7 + Ear)=H4/(|x, ;r),
où H est une quantité positive = i , selon que le produit ^l€ est = o,
1. Pour des valeurs réelles de t (numériquement < 0» '^ somme de la série f ([Jt, i -h t), qui l'est évidemment aussi, est une quantité positive |i selon qu'on a [jl^|o.
Le second de ces trois points étant évident (78, II), supposons
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d'abord que |x soit > o, mais inférieur à i ainsi qu'à > en appelant T la valeur numérique de /, puis considérons la série
dont les termes décroissent évidemment sans cesse et sans limite^ en valeur absolue.
Si / est positif, tous les termes sont positifs et négatifs alternativement à partir du premier, la somme de la série est une quantité positive (101*), et ?((x, i 4- /) = i -[- 6 en est une autre > i .
Si t est négatif, tous les termes de la série (34) le sont aussi, et la somme de leurs valeurs absolues, inférieure à
[IZ -h |JLT* ■+■ fJLT» -4- . . . = JJl — * ^ ?
Vesi à fortiori à i, en vertu de Thypothèse faite sur la valeur de (x; G est donc une quantité négative dont la valeur absolue est <C 1 , et C5({JL, I 4- /) = 1 + S est une quantité positive <C ' •
La même conclusion subsiste pour toute valeur positive de |jl;
car, en appelant K un entier positif >► |x et >> _^> ^ est <! i
et< ^-^; àcausedeo([x, i 4-/) = i([x, 1 4-0(^0? V), onadonc (81, 11)^
où, par ce qui précède, la quantité entre crochets est positive^ et^i selon que t est^o.
En supposant enfin u.<o, — |jl est >>o, et Ton vient de voir que ©( — u, 1 -h ^) est positif et ^ i selon que t est ^o ; on a donc
©((X, 1-4-0 [= "^ ' r (81, II)]>o et <i.
II. La relation (33) est maintenant évidente (80, II), à cause de
H = cp ( [JL, IH -^ ) = ?(|^, i -h e).
De là, cette conséquence graphique évidente : Quand le
point X se déplace sur une demi-droite fixe issue de Vorigine O^, le point a = ({/(ix, x) se meut aussi sur quelque demidroite fixe issue de V origine 0„, et, par rapport à leurs origines respectives, les mouvements simultanés de ces deux points sont de sens identiques ou opposés selon quon a jjl^o.
Ces deux points traversent toujours en même temps les circonférences de rayons i, ayant les origines pour centres (95, in/.).
9-4. Le point a:© = i se trouvant sur la partie positive de Taxe des quantités réelles, ainsi que toute valeur positive de x^ on peut atteindre cette dernière par un cheminement exécuté exclusivement sur cette demi-droite, et chaque accroissement attribué à x sera de la forme ci-dessus ex. Comme on part de a: = a:© = i avec la valeur initiale réelle positive <]^([x, i)=(p(a, i -h o) = i , l'application répétée de la formule (33) montre que la valeur atteinte par 4'(^*'? ^) sera toujours aussi réelle positive.
Cette valeur positive de ^{[^^ x)est unique, parce que tous les chemins de mêmes extrémités, dont les sommets appartiennent à la partie positive de Taxe des quantités réelles, s'équivalent évidemment.
95. Quels que soient la valeur de x, de module $, et le chemin suivi pour y arriver, on a .
(35) modiKix, a?)==4;(|x, 0»
valeur positive atteinte par ^([jl, a:) partant de t}/([A, i)=i, quand on chemine de i à\ sur la partie positive de Vaxe des quantités réelles (94). D'où en particulier, pour mod^ = i ,
modiKlx, x) = ^([i, i) = i.
Si ï désigne la quantité conjuguée à :r, on a sans cesse (73*)
cl par suite (81, I)
Mais les facteurs du membre médian sont évidemment des quantités imaginaires conjuguées, parce que x^ ï le sont sans
CHAPITRE III. — FONCTION RADICALE SIMPLE
cesse et que [x est une quantité réelle. Leur produit est donc égal à [modtj;(|ji, x)]^, d'où
relation qui entraîne la proposée (35), parce que les deux membres de cette dernière sont des quantités positives.
96. Ainsi donc, au point de vue graphique, quand le point x se meut sur une circonférence [0^, Ç] ayant V origine Oxpour centre et Ç pour rayon, le point z^ = tj/( [x, ^) se meut sur la circonférence [0«, u] de centre 0« et de rayon \) = ^([jl, \).
De plus, les mouvements simultanés de ces deux points sont de même sens {direct ou rétrograde)^ ou bien de sens contraires, selon que kl est '^o,
En passant de xi à xi^x par la droite qui joint les points correspondants, on marche dans le sens de rotation direct ou rétrograde selon que le second élément du rapport -^ est positif ou
négatif (98, 1, inf,). Si donc la quantité XiJ^^ est infiniment voisine de j?/, la relation
montre facilement que le second élément du rapport des valeurs correspondantes de <J'([x, x) finit par conserver le signe de celui
de — ^ ou bien le signe contraire, selon que [x est positif ou négatif. Car, si l'on nomme t' le premier élément de -^ = — ^ — i,
' * Xi Xi
et t^ le second élément tant de ce rapport que de —^y il vient immédiatement
= p(ix, i + o[i-^7^+...] (81,1),
parce que cp(|jL, i -|- ^) n'est pas autre chose que le premier développement de ^([ji, i + /). Or <p([x, I 4- 1') est réelle positive, et,
à cause de lim/''= o, le second élément
1 Vi4-/7 1.2.3 \TT77 "^•••
de la quantité entre crochets a un signe final évidemment identique à celui de [Lt^\
Le rapport des vitesses angulaires des mêmes points est égal à |[jl| valeur absolue de \k.
Car la relation (35 bis) donne encore
|.^niod(f/ 1-4-1— M/O __ I I y inod(a7/4.i — Xi) ~ '*^' |' d'où
Vj., Vu désignant les vitesses absolues de ces points.
Quel que soit |a, on a
mod*(|x) = i (90).
Car le module de ^([a, a:)ne dépendant que de celui de x (9S), et nullement du chemin suivi, l'adjonction d'un anneau à ce chemin ne peut que multiplier par i le module de la valeur finale de notre fonction.
98. La suite de la discussion de ^([Jt.) exige certaines constatations numériques auxquelles il faut préalablement nous livrer.
I. Si a est non nul et b non réel, le passage de a à ab, sur la droite qui Joint ces deux points, s'effectue dans le sens de rotation direct ou rétrograde, selon que le second élément de b est positif ou négatif.
Si a désigne le module de a, la chose est évidente pour le passage de a à a6, toujours sur la droite joignant ces deux points; elle
est donc vraie aussi pour le passage deax- = aàa6x - = ai, parce que la multiplication de a et de a 6 par la même clef- ne
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fait qu'imprimer à Tensemble des points correspondants une certaine rotation autour de l'origine (86*).
II. Pour faciliter le langage, nous appellerons un instant jortmaire, toute quantité ayant ses deux éléments positifs, et aussi pente d'une pareille quantité, le rapport (toujours positif) de son second élément à son premier.
1® Deux quantités primaires a=^a' -{- ia"^ 6 = 6'-f- ib" de pentes w, y^ étant données, leur produit a toujours son second élément positif, et son premier élément est négatif, nul ou positif selon qu^on a
tiTx|i.
Dans ce dernier cas, le seul oit le produit soit aussi pri^ maire, sa pente est supérieure àm-\- y.
On peut effectivement écrire
ah = (i — By^)a'6'-4- i{'m -^fja'b'^
et dans le dernier cas on trouve pour valeur de la pente du produit la quantité
2** Si Ts > y, le quotient j est primaire et de pente inférieure km — y; car on a de même
et la pente de ce quotient est la quantité
3® Si les quantités
(36) a,, aj, ..., a
er
sont toutes primaires, ainsi que les produits de 2, 3, . . ., ^ d'entre elles prises au hasard, la pente de leur produit total
(Il Q>% . . . (Xg
diminue toujours, quand on diminue celles de quelques Jacleurs sans augmenter celles des autres.
L'observation ci-dessus (i**) rend ce point évident pour un produit de deux facteurs, puis pour un produit de trois facteurs, considéré comme le produit partiel de deux d'entre eux par le troisième; et ainsi de suite.
4° Pour que tous les produits a à 2, 3 à' 3, ... des quantités primaires (36) soient aussi primaires, il suffit que les seuls produits partiels.
le soient tous,
La pente de a^a^ surpasse la somme de celles de ai et de ai(i^); pour la même raison celle de aia2a3 = (^1^2)^3 surpasse la somme des pentes de ai, as, a^ el, à plus forte raison, chacune d'elles. On en conclut (2°) que les produits
ai <i\
sont comme a^ a^ tous deux primaires.
En considérant ensuite le produit a^ a^ a^ a^ , on prouve de même que a3a4, aia4, a2a4 sont primaires comme aia2^ a2ai^ a^a^y ainsi que a2a3a4, a4a3a4, aia2a4; et ainsi de suite.
5® Une quantité primaire A de pente quelconque II est décomposable en facteurs primaires dont les pentes ne surpassent pas la quantité positive nr, si petite qu^elle soit, et dont les produits 2 à 2, 3 à 3, ... sont tous primaires aussi.
Si, a désignant quelque quantité primaire de pente gj, les quantités
A. A . Ai a .a
, Ai=— , A, = -- = —, ..«, A^=-—
a Cl a^ Ofi
sont toutes primaires, on a sûrement §"< -» puisque (2®) leurs pentes 11^ IIi, . . . , 11^ satisfont aux inégalités
IIi<n— ro, IIi<IIi — TîT<II — ain, ..., II^<II — ^w.
On peut donc assigner au-dessous de - > un entier G tel, que A, A|, . . • , A(; soient toutes primaires, mais que Ag+, ne le soit plus.
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Il en résulte que la pente de A^ ne surpasse pas w, et la dernière des relations
opère évidemment la décomposition cherchée (4°)«
III. 1° Quand une quantité est de la forme iSH . c'est-à-dire quand son premier élément est nul, l'autre positif, le quotient de sa dis^ision par une quantité primaire quelconque a! ^t- ic^ est encore primaire.
On a effectivement
t'A' _ _Ajri' _ . A" a'
a' 4- ia" " a'î -i- a"» "^ * a'» -f- a"» '
2** Toute quantité de la forme iA" est susceptible de la décomposition exécutée ci-dessus (II, 5**).
Si a désigne toujours une quantité primaire de pente gj, le quo-
«A' tient — est aussi primaire (i°), et il peut être décomposé en facteurs ai, «2, . . ., afii tous primaires et de pentes non*>-Tîi, dont les produits a à a, 3 à 3, ... sont primaires aussi (II, 5^). On a
donc
t'A' = aai «2 . . . a/i,
et tous les facteurs sont primaires, ainsi que leurs produits partiels 2 à a, ... , que ceux-ci contiennent a ou non. Car cette propriété appartient déjà aux produits partiels du second genre, et elle s'étend à ceux du premier, puisqu'ils peuvent être considérés comme les quotients de iA? par ceux du second genre (i**).
IV. I® On peut décomposer i en facteurs primaires, eux et tous leurs produits partiels, dont les pentes sont toutes inférieures à \j et dont les modules sont tous égaux à i .
On peut effectivement poser (III, a°)
* = QiQj...Q(7,
où les quantités Qi, Q2, ••., Qa sont primaires, elles et tous leurs produits partiels, avec des pentes toutes inférieures à i.
Comme on a ainsi
mod Qi . mod Qj . . . mod Q j = mod t = i , et comme les quantités
^*~"inodQ,' *"• ^'"raodQa
ont des modules tous égaux à i, avec des pentes égales à celles de Q<, . . ., Q<j respectivement, la formule
opère évidemment la décomposition voulue.
2** Quand on augmente la pente de la quantité primaire q z:^ q' -\- i(^' en laissant à son module la valeur i, q' décroît et q^ croit.
La relation
permet effectivement d'écrire
99. Si la quantité primaire q ^q' -y- iq" a son module = i avec une pente <C.i, on a
inod(9' — 1)< I.
Car la relation (38) donne d'abord
[moâ(ç - i)p = (q'-iy -h q'^ = 2(1 - q\
puis
puis, par sa combinaison avec ^ < i ou bien q[^^ <; y'^^ d'où finalement
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Il en résulte qu*onpeut calculer t}^(ix, q) par un seul pas fait de X =^\ à X = qy au moyen de la formule
Cela posé, nous avons encore à reconnaître que, si ix est compris entre o et i, ^{^((x, q) est une quantité primaire de pente inférieure à celle de q.
Pour cela nous substituerons à la marche directe de i à ^ deux pas faits, le premier de x =: i k x = q' sur l'axe des quantités réelles, le second de x = q' k x^=^q*--^i^^ ce qui est évidemment permis et donne (80, II)
y désignant la pente de 7, supposée •< i.
Les éléments '^ , "<p du second facteur sont immédiatement fournis par les formules
où, à cause de X<C'^ [^<C'î ^^^ termes des séries entre crochets sont positifs et négatifs alternativement à partir des premiers, et décroissent sans cesse et sans limite. Les sommes de ces séries sont ainsi des quantités positives inférieures à leurs premiers termes; 'ç, "cp sont donc des quantités positives, la première ]]> 1, la dernière < |jl-^, et ç([x, i -|- «y) est ainsi une quantité primaire de pente inférieure à jxy.
Quant au premier facteur 4^([x, <7'), il est réel, positif (94). Le second membre de la relation (89) est donc aussi une quantité primaire, et sa pente est égale à celle de son second facteur, c'està-dire inférieure à (xy, à plus forte raison à y.
100. Considérons maintenant les quantités formées comme il suit avec les facteurs de la formule de décomposition (87)
37^0)=:,^ a;(i) =^,, ar^i) — q^q^, ..., x^^^ =q\qi-.»qa= «,
De x^^^ à :r^*+*^ on marche, quel que soit A*, dans le sens de rotation direct; car on a toujours j:^*+*^ == ar^^^^r, q désignant l'un on l'autre des facteurs Çi, Çi, • . ., q^ tous primaires et, par suite, pourvus de seconds éléments positifs (98, I).
On a
mod ,,, =mod(7 — i)<i,
parce que mod<7 = i et que la penle de q est toujours < i (99).
Enfin la ligne brisée fermée qui a tous les points correspondants pour sommets enveloppe une seule fois l'origine. Effectivement, de :r^®^ = i à x^^'^ = /, on marche à l'intérieur de l'angle formé par les parties positives des axes, parce que x^*\ . . . , x^^-*^ sont toutes des quantités primaires; de x^^^ = i à a;^^^^== — i, on marche dans l'angle formé par la partie positive de l'axe des seconds éléments avec la partie négative de Tautre, parce que les quantités x^^^^^ = ix^*\ . . . , x^^a-o ^^ i*^(<T-0 ont leurs premiers éléments tous négatifs et leurs seconds tous positifs. De x^^^^ = — i ^^(3(y) -- — i^ piijg dex^^^^ = — ièiX^*^^ = i, on marche enfin dans l'angle des parties négatives des axes, puis dans celui de la partie négative du second avec la partie positive du premier, ce dont on s'assure de la même manière.
Il résulte de tout ceci que les quantités (^o) peuvent être prises pour sommets de Vanneau [O^] du n^ 87.
En adoptant ce tracé et en ayant égard aux formules (3i), (4o), on trouve immédiatement la suivante
que nous écrirons (81, II)
(42) *(fl)=<p(4tX, I -+-5^1—1)... 9(4 jx, l^~g~^).
101. Cette dernière rend facile la discussion de ^([x), qui se résume comme il suit.
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ce qui est évident (78, II), et
cfoù plus généralement, en appelant E un entier quelconque {positif, nul ou négatif),
La formule (42) donne effectivement
*(7) = ?('' n-<7i— i)...?(i, n-^(j— «j = ^1^1- • 3^(1= «\ à cause de (p(i, 1 -|- /)= i 4- / (79). II. Quel que soit (x, on a donc (91 )
et
(43) *(Eh-|x)=*(E)*(|x) = *(jx).
La première formule ramène le calcul de ^([x) au cas où [x tombe entre o et 7- La seconde montre que de[x = Eà[jL = E-i-i,
4>([jl) reprend les mêmes valeurs que de (x ^ o à [jl = i.
m. Pour des valeurs de [jl comprises entre o et jy 4>(jjl) est
une quantité primaire dont la pente varie dans le même sens que [JL.
Car, 4p» étant positif et < 1, les facteurs du second membre de la formule (4^) sont tous des quantités primaires, de pentes inférieures à celles de gr,, q^y ..., q^ respectivement (99). Si donc g désigne quelque entier inférieur à o-, les produits partiels des g premiers facteurs et des o- — g derniers sont deux quantités primaires de pentes inférieures à celles de q\qi- • •qg et M. — II. 7
^® 9g-¥i y^+2 ' • ' 7<ï respectivement (98, II, 3**), Comme le produit de ces dernières pentes est =i à cause de
celui des pentes des produits partiels en question est <I i ; le produit de ces produits partiels, c^est-à-dire ^(;a), est donc une quantité primaire.
Soient maintenant |jl, A|x et |jl + Ap. trois quantités positives
inférieures k -; ^(p-), 4>(A|jl), 4>([jl -+- Ajx) sont trois quantités
primaires, et la pente de la dernière surpasse celle de la première (98, If, I*») à cause de
IV. Si Von fait croître ^de oà i dans les intervalles successifs
Oa^j 7»-» -a-;» T*!,
et si Von représente les éléments de ^([a) par '<ï>(|x), "^(j^^) : I® '^((x)/?a55e, en variant chaque fois dans un sens constant,
de i à o, de o à — ly de — i à o, de o à i;
2° ^^{l>') passe de la même manière, de o à \ ^ de i à o^ de o
à — \y de — I à o.
Dans le premier intervalle, '^{^) décroît de i à o, et''^^([jL) croît
de o à I, parce qu'on a <l>(o)= i, ^f i j= i (I), et qu'entre ces
valeurs extrêmes, ^{y-) ^^^ ^^^ quantité primaire^ de module i, dont la pente croît sans cesse (HI), (97), (98, IV, 2**).
La discussion des autres intervalles se ramène ensuite à celle du premier, par l'emploi des formules
4> ^i 4- {X^ = i«*( ji.) = -'*(^)- i'*(Hi), * ^? -+- ,x) = t»*(|JL) = '<|»(|x)- r4>(tJi).
V. Comme ainsi de o à 1 , *(tx) n'est égal à i que pour |x = o
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OU =1, la relation (43) montre que les nombres entiers (de valeurs et de signes quelconques) sont les seules valeurs de |jl qui puissent donner <I>([jl) = i .
VI. Les quantités ^([Ji), ^( — u) sont toujours conjuguées. Car toutes deux ont i pour module (97), et leur produit
*(lx)*(-;x)=*(o) = l
se réduit au carré de leur module commun (73*).
VU. La considération du point qui représente graphiquement la valeur de ^([x) donne lieu aux observations suivantes :
I ** Ce point est toujours situé sur la circonférence de rayon i , qui a son origine pour centre (97).
2*» Quand |x crott rfeEàE-Hy* E4--, E-f--, E-f i, il passe
de i à iy — I, — /, ï^ en exécutant sur cette circonférence une seule révolution de sens direct autour de r origine (IV).
3° Quand (x décroît de E à E — -, E > E — rt E — i , //
passe de i à — /, — i , /, i , par une seule révolution rétrograde (Yl), (IW).
4** Les points qui correspondent à des valeurs de \l en progression arithmétique de raison quelconque h sont les sommets d^une ligne brisée régulière de côté [mod^(A) — i], inscrite dans la même circonférence. Les relations ^ ( (x -|- A ) = <ï> ( ja) ^ (A) et mod^([x) = 1 donnent effectivement
mod[*(|H-A)— 4>(fA)] = inod4>(fjt)mod[*(A)-- 1] = mod[*(/i)— i].
VIII. Le développement des facteurs de l'expression (4»), opéré comme nous l'avons expliqué au n^85, fournirait celui de ^(p^) en une série entière en [x, de convergence illimitée (Cf 90). Mais la théorie de la fonction exponentielle nous conduira à un résultat beaucoup plus net (212, inf).
102. Relativement aux valeurs finales de ({/([x, x) au bout des divers chemins qui conduisent de â;o = 1 à X, on a ce théorème :
Quand [x est un entier (de valeur et de signe quelconques),
toutes ces valeurs sont égales, et 4'([Jl, x) est monodrome.
Quand jjl est une fraction irréductible — de dénominateur m> i^ i^{^, x)a précisément m valeurs finales distinctes et par suite tt^ est pas monodrome.
Quand \k '^est incommensurable , toutes les valeurs finales de <j>(|Ji, x)sont différentes les unesdes autres, et cette fonction n^ est pas monodrome,
I. La relation générale (Sa) du n^ 91 donne au rapport des termes de la progression géométrique (3o) du n° 89, où l'exposant de ^([a) a les valeurs inégales A"«, A'a, la forme
Si donc [JL est un entier, {k^ — k^)^- en est un autre, et ce rapport se réduit toujours à i (101, I). L'identité 'Kix, a:) = xl*, existant dans ce cas particulier (79), rendait facile la prévision de cette conclusion.
IL Si [JL = — , et parce que n est supposé premier à m, laquantité (^2 — A-|) — ne peut être un entier, et par suite (101, V)
4> {k^ — ^** ) ~" ne peut se réduire à i , que si A'2 — k\ est divisible
par m.
Il en résulte que les m valeurs finales de A f — > x]
sont inégales, mais que chacune des autres est égale à quelqu'une de celles-ci. Les termes de la progression (3o) du n** 89 se reproduisent indéfiniment à m rangs de distance.
IIL Si [X est incommensurable, {k^ — ^Ol^ ^^ peut se réduire à un entier, ni par suite ^[(A'a — ^*i)H^] à i; deux termes quelconques de la même progression sont donc toujours inégaux.
103. Quand x tend vers o, ^([a, x) est infiniment petite ou infinie selon qu^on a jx^o.
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On a toujours modt{y(pL, j:) = '|([jl, Ç), valeur atteinte par un cheminement exécuté de i à ^:=mod^ sur la partie positive de Taxe des quantités réelles (95). Nous savons en outre que la variation de ^(p(>, i)est toujours de sens identique ou contraire à celui de la variation de Ç selon qu'on a (x^o (93), et qu'à des valeurs de X en progression géométrique, correspondent toujours des valeurs de 'Kjx, x)^ en progression géométrique aussi (84).
Faisons donc tendre ç vers o, par des valeurs en progression géométrique décroissante. Dans le premier cas, celle que forment les valeurs de ^([a, Ç) est décroissante, et Ton a lim'|(|jL, x) = 0. Dans le second cas, cette progression est croissante, et ^}'([x, x) est infinie.
104. Quand [x n!est pas un entier positif [ou nul), toute dérivée de 'Kjjl, x), dont l'ordre k surpasse [jl numériquement , est infinie en x = o. C'est ce qui résulte de la proposition cidessus et de la formule (2a) du n° 82, où aucun facteur numérique ne peut s'évanouir dans le second membre.
Cette simple observation prouverait qu'alors ^([x, x) ne peut être olotrope en x = o (165*) (C/. 71, VI; 80, III; 102).
105. Pour des valeurs infinies de x, ^{^^ J^) ^st infinie ou infiniment petite selon qu^on a [x^o.
On raisonnera comme au n° 103, à cela près qu'on attribuera à i des valeurs en progression géométrique croissante.
Résolution numérique de l'équation binôme. — Racines de l'unité. 106. U équation binôme numérique
où l^ exposant m est un entier positif, se résout comme il suit.
Quand X est = o, elle a pour racine unique u ^= o, au degré m, de multiplicité (3).
Quand X est ^z^o, en appelant U la valeur acquise par
♦|> f — > J7 j au bout de quelque chemin tracé à volonté de x =z i
à ;r = X, elle a pour seules racines, toutes simples, les m quantités non nulles et toutes inégales (102, II)
(2) U, ^f-^U, *«f-)u ^//«-ifl'^u,
ou bien, ce qui radient au même (91),
Le monôme u'^ ëlant une fonclîon indéfiniment olotrope de i/, le théorème du n° 11 est applicable à l'équation dont il s'agit.
La dérivée première de u'" est mu'^'^ fonction qui s^annule pour £/ = o seulement. Si donc X = o, cette valeur nulle de u vérifie l'équation (i); elle en constitue la seule racine, et son degré de multiplicité est m, parce qu'elle annule aussi, jusqu'à l'ordre m — i seulement, les fonctions
mu"^-^y m{m — i)a'"-*, ..., m(m — i)...'2.i, o, o, ...,
dérivées successives par rapport à « du premier membre mis sous la forme normale.
Quand X est non = o, le zéro unique de la dérivée mw"»"* ne satisfait pas à l'équation proposée, et celle-ci ne peut avoir que des racines simples. Comme l'équation
( 4 ) u"' — jr=o
est vérifiée numériquement pour x = u = ly on obtiendra toutes les racines de l'équation (i), en cherchant au bout de tous les chemins praticables tracés de :r = i à x = K, les valeurs finales de la fonction implicite définie par l'équation (4) complétée par la
condition initiale
u = I pour X = i.
Or cette fonction implicite est précisément celle que nous avons
représentée par ^( — f ^j (77), dont les valeurs finales distinctes
sont les m quantités (2) ou (3), ce que nous avions à prouver (86 et suiv,).
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107. Au sujet de ces racines, et en excluant le cas où X = o, nous avons à faire les observations générales qui suivent.
I. En posant modX = S, toutes ont pour module commun la quantité T, détermination réelle positive rfe i ( — > EJ.
C'est ce qui résulte immédiatement du n® 95.
II. Elles sont représentées graphiquement par les sommets d'un polygone régulier de m côtés, inscrit dans la circonférence de rayon X quia V origine Ou pour centre. Et si Von part de U pour y revenir, en marchant sur ce polygone de manière à rencontrer successivement les racines dans r ordre (3), on exécute une révolution de sens direct autour de 0« {pourvu toutefois que m soit > 2).
Comme les quantités o, —»—>•• -, — ^^^ croissent en proerres-
*■ mm m r o
sion arithmétique dans Fintervalle de pi = o à |x = 1 , les m points
sont les sommets d'un polygone jouissant de toutes les propriétés énoncées, à cela près que le rayon de sa circonférence circonscrite est = I (101 , VII) ; et Ton peut passer des quantités (5) aux quantités (3), en multipliant toutes les premières, d'abord par T, puis
par ^ clef de U (72*).
Or la première multiplication transforme le polygone ^5) en un autre homothétique, dont la circonférence circonscrite a X pour rayon; quant à la dernière, elle imprime à ce nouveau polygone une simple rotation autour de Torigine O^ (86*).
III. Quand X est une quantité réelle positive, on peut prendre
pour U la détermination réelle positive de ^( — > Xj. Les seules
quantités réelles contenues dans la suite (3) sont alors U si m est impair, et ±1] si m est pair.
Dans le premier cas en effet, i est le terme réel unique de la
suile(5);danslesecond, on y trouve encore <I>(^— j = <I>(-j = — i, mais aucun autre (101, IV).
108. Les racines de l'équation (i) sont ce qu'on nomme les racines m'^'"" de la quantité X. On représente par le signe \/\
ou bien encore X'"(H8, iVi/.), tantôt Tune d'elles spécifiée convenablement, tantôt Tune ou l'autre indistinctement. Dans ce dernier
cas, et pour Xnon = o, ces notations, équivalentes à ^f — • X),
sont essentiellement ambiguës, puisqu'elles ont m déterminations inégales.
Quand X est réelle positive, y/X représente habituellement la
détermination réelle et positive de ^(— » Xj. On a ainsi, par
exemple,
mod "v/\ = "v^modX.
Les rcgies du calcul des radicaux imaginaires résultent toutes des combinaisons variées auxquelles se prêtent les formules fondamentales des n°* 74- et suiv. (ou 81). On peut dire qu'elles sont les mêmes que pour les radicaux arithmétiques, sauf la nécessité de choisir convenablement les déterminations des expressions ambiguës.
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circonférence de rayon i, et orienté de manière à avoir toujours un sommet au point u = i .
II. La suite (7), qui contient toujours le terme réel i, renferme en outre $^— — j=i<ï>(ij = — i quand m est pair ^
quand m est multiple de 4 (101, I).
III. Toutes ces racines {sauf i et aussi — 1 quand m est pair) sont deux à deux réciproques, en même temps conjuguées.
On a effeclivement, quel que soit gy
carré du module commun aux deux facteurs (91), (101, 1), (73*).
IV. Comme, dans la suile (3), U représente au fond une racine de Tëquation (i), dont le choix s^est fait arbitrairement, toutes les
déterminations du radical ^/% s^ obtiennent en multipliant une seule quelconque d^ entre elles par chacune des m racines /n'^'"^* de V unité.
110. Le produit des racines (7) élevées à des puissances d^ exposants entiers quelconques {positif s, nuls ou négatifs) ko, X:,, . . . , km_i régénère toujours quelqu'une des mêmes racines.
EfTeclivement (91) ce produit se met immédiatement sous la forme
OÙ q, r représentent le quotient et le reste (positif) de la division de o.A'o + I .A"i H-. . . -|-(m — i)^m_i par /w-
111 . En particulier, la progression géométrique (8) .... *(-^), ., *(^), *(M), ...
formée par les diverses puissances d^une même racine quelconque ^( — ) ne contient que des racines, et même elle les
renferme toutes dans des cas qu'il importe de spécifier.
Soit d le plus grand commun diviseur (pris positivement) des entiers m, gj et posons m = dm\ g'=. dg'^ en sorte que m', g* soient des entiers premiers entre eux, le premier positif. Pour que
les deux termes <I>(-^j» ^(^^j de cette progression soient
égaux, il faut et il suffit' que leur rapport
soit égal à I, et pour cela (101, V) que — ^ — r^— ^ se réduise à
quelque entier, c'est-à-dire que k^ — k^ soit divisible par m' puisque g' est premier à m'. Un groupe de m' termes consécutifs dans la progression n'en comprend que d'inégaux, mais ensuite chaque terme se reproduit indéfiniment à m' rangs d'intervalle dans les deux sens. Les seules racines de V équation (6) qui se trouvent dans la progression sont ainsi celles du groupe
- Ks)' -m- •■■■ -[''^i-
et leur nombre m' est en même temps l'exposant de la plus
faible puissance de la racine considérée ^(^) qui puisse être
égale à i . On exprime ces deux faits équivalents, en disant que la racine en question appartient à l'exposant m!.
Quand g est premier à /w, on a rf= i, m'^= m^ g'=:^ g^ et la
racine ^(~) appartient au nombre m lui-même, c'est-à-dire
que ses diverses puissances reproduisent toutes les racines de l'équation (6), et qu'aucune d'elles ne peut être égale à i si son exposant n'est pas divisible par m.
Ces racines appartenant ainsi au degré m lui-même de l'équation considérée (6) sont les plus remarquables et ont reçu le nom de racines primitives. Elles sont en nombre évidemment égal à celui des entiers positif s g inférieurs et premiers à m, k m — i
CHAPITRE III. — FONCTION RADICALE SIMPLE
par exemple quand m est premier; ce sont alors toutes les racines autres que i .
Il est évident i^une puissance d^une racine primitive est aussi primitive ou ne V est pas, selon que son exposant est premier à m ou non,
112. En raisonnant comme au n** 101, VII, 4°> on aperçoit de suite que les quantités (8), puissances successives d^une même racine quelconque de V équation (6), sont représentées graphiquement par les sommets d'un certain polygone régulier inscrit dans la circonférence ayant 0« pour centre et i pour rayon.
Le nombre des côtés de ce polj'gone est évidemment l'exposant m' auquel appartient la racine génératrice ^f — j* Sa forme
est liée à la nature relative des nombres m, g d'une manière inutile à préciser ici. Il est tantôt convexe, plus souvent étoile,
H3. Comme i et m — i sont forcément premiers à m, les
racines ^( — ]<?/4>(— — j = *( ^j, réciproques et en même
temps conjuguées (109, III), sont toujours primitives.
Le polygone régulier de m côtés qu'engendrent les puissances successives de la première a pour sommets les points (7) respectivement, et en marchant sur son périmètre de manière à rencontrer successivement ses sommets dans l'ordre où ils se présentent ainsi, on exécute autour de l'origine une seule révolution de sens direct (107, II). Celui qui correspond à l'autre racine coïncide géométriquement avec le précédent, et son parcours fait faire encore autour de l'origine une révolution unique, mais de sens rétrograde.
Les polygones réguliers fournis parles autres racines primitives ont bien aussi m côtés, mais, au lieu d'être convexes comme ces deux-ci, ils sont étoiles; de plus, le parcours de leurs périmètres constitue toujours plus d'une révolution autour de l'origine. A cause de cela nous nommerons principales les deux racines primitives dont il s'agit, la première directe, la seconde rétrograde.
Pour 771 = 2, on a la seule racine primitive ^(-) = — * ! à
proprement parler, elle n'engendre plus de polygone régulier, el la dénomination de racine principale devient sans objet.
Pour m = 4, les racines principales sont 4>(=ii ^j= ± /(lOl, I),
la première directe, la seconde rétrograde.
Dans la théorie de la fonction exponentielle (201, IV, inf.)^ nous rencontrerons des expressions remarquables des racines m**"""* de l'unité.
113 bis. Nous aurons à utiliser les observations suivantes.
I. Si m, M, q sont trois entiers positifs donnant /w
chaque racine principale m*^'"* de r unité est égale à la <jr'^'"' puissance de la racine M**^"* de même nom. Car ces deux racines
ont pour valeurs, la seconde ^ f dz -^ J » et la première
H. La quantité rood ^ ( ±: — j ^- i L côté du polygone régulier ayant pour sommets les puissances successives d^ une racine principale m'^'"*', tend vers o, quand m augmente indéfiniment. Car <I>(m) est une fonction de Itt qui est olotrope (90) el prend la valeur i pour îll = o (101, I).
114. En appelant »,, «2» • • • ^ ^m les racines m'^'"*^' de l'unité et A"i, Â'a, ..., km des entiers quelconques (positifs, nuls ou négatifs), la fonction symétrique
plus généralement même la somme des valeurs distinctes que les seules permutations circulaires des m racines donnent au monôme mis en évidence, est nulle toutes les fois que son degré {positif ou négatif) K = A'< -h A'a -f- . . . + ^m nest pas divisible par m.
On peut évidemment prendre «< égale à quelque racine primitive et 8/ = 8* , d'où
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Cela posé, si l'on multiplie par af = «J'aJ» . . . hf"» un terme quelconque de la somme considérée, par exemple celui qui est en évidence, il vient de suite
et chaque terme éprouve ainsi la modification qu'j produirait Fexécution de la permutation consistant à remplacer 8^ par «2} «2 par 83, . . .y 8/„ par 8|. Cette permutation étant circulaire laisse invariable la somme dont il s'agit; on a donc 8|^S = S, c'est-à-dire
et par suite S = o, parce que la racine 8| est primitive, l'exposant K non divisible par m, et qu'ainsi on ne peut avoir 8f = i .
Pour la somme des puissances semblables de ces racines
on trouve en particulier
toutes les fois que leur exposant A' n'est pas divisible par m. Quand l'exposant est multiple de m, on a au contraire
a cause
de 8^ = bJ . . . = 8*, = I .
116. Le produit 8182. . . 8,„ des racines /n*'-'"" de l'unité est une fonction symétrique du genre de la somme (9), et comme la précédente, de degré divisible par m. Sa valeur est intéressante à calculer.
On a
selon que m est pair ou impair.
En prenant effectivement ces racines sous les formes (7) et ayant égard à la relation générale (82) du n*» 91, il vient immédiatement
116 bis. Les racines communes aux deux équations
(lO) U'«i=l, «"». = 1
sont celles de l'équation
(il) arf=i,
d représentant le plus grand commun diviseur de m^ , m^.
Pour que la racine quelconque 4>f — ,j de la première équation (lo) appartienne à la seconde, il faut effectivement et il suffit, en posant
[ue
par suite (101, V) que — ^ soit un entier, ou bien, puisque m\
est premier à m^, que g soit divisible par m\, c'est-à-dire de la forme y/Ti, , y désignant quelque entier. Il faut donc et il suffit que
*( — j se réduise à ^(^^) = ^(^)' c'est-à-dire soit quelque
racine de l'équation (i i).
Plus généralement, les racines communes aux équations semblables en nombre quelconque
(la) M"»« = i, u'"»=i, w'»3=r, ...,
sont celles de l'équation
(i3) Mrf=i,
où d est le plus grand commun diviseur de tous les degrés /Wi, m^j m^j • • • .
Si en particulier ces derniers nombres n'ont aucun diviseur commun >i^les équations (12) n'ont d'autre racine commune que I, racine unique appartenant à l'équation (i3).
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Observations complémentaires.
117. Quand les quantités X, Xq ne sont =o ni l'une ni Vautre, toute racine U de Inéquation numérique
peut être considérée comme la valeur acquise au bout de
quelque chemin conduisant de Xf^ à X, par la fonction fi^y x)
du n® 73, construite à partir de Xq avec une valeur initiale égale à quelque racine «©> convenablement choisie, de l'équation numérique
Traçons effectivement de X à Xq une ligne brisée [Xâ?o] dont la longueur de chaque côté soit inférieure à l'une et à Tautre des
distances de ses extrémités à l'origine O^, et appelons F| — > xj
la fonction f que l'on pourrait construire en prenant Xq = X, Wo = U.
11 résulte du n° 71, II, et de la théorie générale du cheminement (173"^), que sur le chemin [Xxo] parcouru d'une manière
quelconque dans un sens ou dans l'autre, F( — » xj est une pseudofonction monodrome. Si donc on nomme Uo sa valeur atteinte en Xo, cette quantité Uq estracine de l'équation numérique (2), et, en rebroussant chemin jusqu'à X, on retrouve U pour valeur finale de la même pseudo-fonction. Or la dernière partie de ce cheminement équivaut évidemment à celui qu'on exécuterait de Xo à X,
sur le chemin dont il s'agit, pour la fonction fi —9 x\.
118. Il résulte de cette proposition que quand x varie, les m racines de V équation
appartiennent respectivement à autant de pseudo-fonctions dont chacune est déterminée exactement par la connaissance
de celle des racines de r équation numérique (2) qui constitue
sa valeur initiale en j^oj ^^ pO'f^ l^ chemin suivi à partir de x^.
Nous appellerons ces m pseudo-fonctions les déterminations
de la fonction radicale simple ^x". Elles s^expriment immédialement au moyen de la fonction if du n® 78 et des racines m""** de l'unité (109). Car, en faisant j:o= i dans la formule (i3) du n° 77, et y prenant en conséquence pour u^ quelque racine m**"* de Tunité, elle devient
(4) u = Wo4'f£»:rV
Cette relation confère immédiatement à la fonction radicale simple toutes les propriétés fondamentales de la fonction ^ (78ef suiv,)y (103 e^ 5MÛ'.). Pour rappeler la grande ressemblance de la plupart des autres (81 et suiv,) avec celles du monôme à exposant entier, on appelle aussi cette fonction le monôme à exposant fractionnaire, et on la représente souvent par
11 faut toutefois retenir que cette notation acquiert un sens précis, après spécification seulement, tant des valeurs initiales adoptées que du chemin suivi à partir de celle de x.
Enfin le changement de la fraction — en une autre — >> égale
mais à termes différents, en altérerait la signification; car j;'" a m
déterminations, tandis que x*"' en a m'.
Sous le bénéfice de ces observations et en posant — = \^j les
principales formules de la théorie de la fonction ^ conduisent aux suivantes
(5) pï7r = f^(5^-0.-.([^-/^ + i)-
f ^ jx(|x — !)...( jjL—/?-M).rl^-/' (80, I)et (82),
(6) fa:V-dx = -^^ -h C = ^^^-hC (83),
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sauf le cas où [jl = — i , puis enfin
(7) {x-^h)V-=^xV'-\-^x^-^h-\-,,, (80, II), (82),
où il faut supposer x non = o avec modA < mod j;.
Grâce à la notation x^^ ces formules ont conservé les formes extérieures connues dès les premiers éléments pour le cas de |jl entier positif. La dernière est le Binôme de Newton pour un exposant fractionnaire.
En appelant U la valeur acquise en X au bout d^un
chemin donné, par quelque détermination u de x""^ et U^=*=*^ ce qu!elle devient par V adjonction au chemin considéré de k anneaux directs ou rétrogrades tracés autour de V origine O^, on a
où a désigne la racine principale directe m'^'"* de l'unité (113).
La relation (4) combinée avec les propriétés de la fonction A (88) donne immédiatement
or <^ ( — ) est précisément ce que nous avons appelé la racine principale directe /n*'"* de Tunité.
120. Les valeurs finales en X, de la détermination u, sont ainsi les termes de la progression géométrique de raison a"
Cette suite ne contient naturellement que des racines de l'équation numérique (i); mais elle n'en renferme de distinctes qu'en nombre évidemment égal à l'exposant auquel appartient a" considérée comme racine m^^"^^ de l'unité, c'est-à-dire au quotient ^> rf désignant le plus grand commun diviseur (pris positi-
vement) des entiers /n, n (111).
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Si donc n est divisible par m, cas où Von a rf = /?i, -j = i ,
tous les termes de la progression (8) sont égaux à U.
Dans Vautre cas extrême où m, n sont premiers entre eux,
on a d^=\ et -7 =^ m] la suite (8) contient m termes distincts,
et, par conséquent, la totalité des racines de V équation (i).
Entre le cas où /w, n sont premiers entre eux et celui où leur plus grand commun diviseur est > i , il existe ainsi une différence essentielle. Dans le premier, la progression (8) renferme toutes les racines de l'équation (i)^ ainsi donc un chemin tracé convenablement de Xq à H. permettra toujours, quel qu^ait été le choix de Uq, d^ obtenir en IL^pour la valeur finale de u, telle racine qu!on voudra de cette équation numérique.
Dans l'autre cas au contraire, et quel que soit le chemin suivi, mais bien entendu en partant toujours de la même valeur initiale Wqj ^^ n^ obtiendra jamais pour valeur finale de uen\
que /w'= -T racines distinctes de V équation {i). Ce sont évidemment les m' racines de Téquation de degré sous-multiple
121. Le second des deux cas ci-dessus peut être rattaché au premier, au moyen d^une décomposition connexe du premier membre de Téquation (3) en d facteurs rationnels. Il y a grand intérêt à le remarquer.
En appelant »o bj, . . ., 8^ les d racines rf**"**' de Punité, on a les rf — I égalités
Sbi = Sbi Bjt = 2«i »j 83 = . , . = 0,
parce que les degrés des termes généraux de ces sommes sont 1,2, 3, . . . , d — I, partant non multiples de d (114); on a en outre
81 8,... 8rf = (—!)<'-* (116).
On en conclut immédiatement Tidentité
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OÙ rJ représente le quotient ^> et en vertu de laquelle Féquation
fondamentale (3) se décompose en les d autres de même forme (sauf les coeflicients constants 80 • • •? ^d dont la présence est indifférente)
Dans toutes ces équations les exposants de x^ u sont maintenant premiers entre eux, et chacune d'elles rentre dans le premier cas. Si donc i/o est une racine de
cas auquel U est nécessairement racine de
les chemins tracés de*^o à X feront atteindre à u les diverses racines de cette même équation numérique
à Texclusion de toutes autres valeurs finales.
122. Si, après avoir rangé dans quelque ordre déterminé les m racines de Téquation numérique (2) et les avoir prises pour valeurs initiales des racines variables de Féquation (3), on calcule, sur un même chemin, leurs valeurs finales en X, on obtiendra évidemment les m racines de Féquation numérique (i)
(9) U, U', ..., U('«-iJ
rangées aussi dans un ordre déterminé. Cela posé, les quantités (9) se partagent en d groupes de m' chacun
, , ; «13, aï+'^U, , a^+im'-i)d\]
( arf-*U, arf-»+<'U, , a^-i+im'-Ddu^
dans chacun desquels, si Von modifie arbitrairement le tracé
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du chemin sans changer Vordre des valeurs initiales, les racines qui le composent éprouvent une simple permutation circulaire.
Supposons que la déformation du chemin ëquivaille à Tintercalation d'un anneau direct autour de l'origine, entre deux tronçons en lesquels on le diviserait, et considérons le premier des groupes (lo).
Comme n' est premier à w', les restes de la division par /n' des
nombres
o.n', i.n', -Art', ... (m'— i)/i'
reproduisent, à l'ordre près, les nombres
Ceux de la division par m = dm' de
o, n = dn, in ^ idn' y ... {m! — i)/i
sont donc, à Tordre près,
o, rf, id, ... (m' — \)d.
Par suite, les racines de notre premier groupe peuvent être écrites, toujours à Tordre près,
(il) U, «''U, a»«U, ..., a('»'-i>«U.
Cela posé, Tintercalation de Tanneau, changeant U en a"U(119), changera respectivement ces diverses racines en
c'est-à-dire opérera une simple permutation circulaire dans la suite (ii)ï et aussi dans le premier groupe du Tableau (lo) qui est composé des mêmes éléments ; k anneaux directs y produiront la permutation circulaire équivalente à celle-ci répétée k fois; k anneaux rétrogrades y produiront évidemment la permutation circulaire inverse de celle-ci. El de même pour les autres groupes du Tableau (lo), car les éléments de chacun d'eux s'obtiennent en multipliant ceux du premier par quelque même puissance de a. Notre proposition est donc démontrée, puisque toute déformation
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du chemin équivaut à Tin tercala lion d\in pareil anneau, à parcourir un certain nombre de fois dans un sens ou dans l'autre (87).
123. Ce fait remarquable s'exprime en disant que les racines de V équation (3) se partagent en d systèmes circulaires de m! racines chacun.
Quand d=mj chaque système circulaire est composé d'une seule racine; quand d=i, toutes les racines appartiennent au même système circulaire.
La décomposition de cette équation opérée au n® 121 permettrait encore de rattacher à ce dernier cas extrême celui où d est >> i .
124. Le cas simple où m = 2 se présentera souvent à nous; il est remarquable en lui-même, parce que l'équation binôme numérique (6) du n^ 109 admet alors la racine principale unique a =: — I qui est réelle et à la fois directe et rétrograde, ou plutôt neutre (113).
Quand n est pair, a" est = i , les racines de l'équation (3) sont monodromes, par suite olotropes en x = o si /i est positif.
Quand n est impair, a" est = — i et ces racines ne sont pas monodromes; l'adjonction d'un seul anneau ou d'un nombre impair d^ anneaux parcourus autour de r origine dans un sens quelconque, change toujours U en — U ; celle d'un nombre pair d'anneaux laisse la racine invariable.
On rencontre fréquemment des expressions de la forme
composée d'une fonction simple connue U =/(x, y, . , .) et de
la fonction radicale simple ;/"* prise pour composante, dont nous supposerons l'exposant — irréductible.
Cette dernière étant olotrope pour toute valeur de u autre que o (80, III), l'expression considérée l'est en tout système de valeurs de x^y^ ... rendant f{xj y, . . .) olotrope et non = o (248*).
On obtiendra donc les seules valeurs àe x, y^ ... qui soient critiques pour cette fonction composée, en cherchant :
I. Celles qui sont ordinaires pour f{Xj y^ . . .) et satisfont à V équation numérique
f{x,yy ...) = o;
II. Celles qui sont singulières pour f{x^ y y
La discussion de valeurs du premier genre «, 6, ... s'opère en considérant le développement de/(x, ^, . . •) en série entière par rapport k x — a^ y — 6, .... Si les coefficients de ce développement ont des valeurs telles qu'il soit la puissance m*^"® exacte de quelque autre de même nature, ce dont on s'assure en extrayant sa racine m""*, comme s'il se réduisait à un polynôme ordonné suivant les puissances croissantes Aq x — a^ y — 6, . . . , il est clair que V expression (12) a m déterminations toutes olotropes en X = a^ y= b, .... Sinon, et en particulier quand l'ensemble homogène des termes effectifs de moindre degré n'est la puissance m*^*"® d'aucun polynôme de cette espèce, il est évident qu'aucune de ces déterminations n'y est olotrope. Par exemple,
la fonction yJ\x) est olotrope ou non en x = a, selon que le degré de multiplicité de a considéré comme zéro de /{x) est ou non divisible par m (3).
La nature d'une phase critique du second genre est entièrement subordonnée à celle delà phase singulière danslaquelley(ar,^, . . .) est supposée entrer, et naturellement on ne peut rien dire avant que cette dernière ait été précisée. Si, par exemple, on avait
/{Xyy, ...) = [(f{x^y, ...)]**, <f{x,y, .-.) étant olotrope et nulle en x=: a, y = b^ . . . , mais non puissance à exposant entier de quelque autre fonction olotrope, l'expression (12) y serait
nN olotrope ou non, selon que — ^ se réduirait ou non à quelque
entier positif.
En un infini a, de degré de multiplicité [x, def{x) supposée méromorphe, on peut poser
d'où
[/(ar)]'^=(a7-a) '^[/oCa?)]'".
Ce dernier radical étant olotrope en :c = a parce qu'il porte sur
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une fonction qui l*est elle-même sans s'évanouir (33), cette fonc^ tion composée y est ou non méromorphe, partant monodrome, selon que (x est ou non multiple de m.
126. Pour suivre par cheminement la valeur de la fonction composée (i a), on peut procéder comme nous l'avons depuis bien longtemps expliqué (251*). Nous ferons plus bas (166, inf,) une étude de ce genre, mais par des procédés un peu différents qui reposent sur la discussion de radicaux simples de la forme
En appelant Xo, Xles valeurs extrêmes de :r, puis X\ une valeur intermédiaire, puis [:ro^|X]un chemin simple tracé par ces trois points, puis enfin [a] un anneau passant par x^ et enveloppant une seule fois la valeur critique il, on aperçoit immédiatement, en raisonnant comme au n® 87, que tout chemin conduisant de Xq à X peut, sans franchir le point a, être amené à se composer des tronçons [oto^i], [>^<X] avec soudure intercalaire de l'anneau [a] parcouru plus ou moins de fois dans un sens ou dans l'autre.
Quand x décrit cet anneau, la différence j: — Cl représentée graphiquement sur un plan spécial y décrit évidemment, autour de son origine O' et dans le même sens de rotation, un anneau [O'] géométriquement superposable au premier. Après chaque révolution nouvelle, notre radical revient donc en Xx à sa valeur primitive multipliée par a-" (119). Les changements que produit dans la valeur finale acquise en X par notre radical l'intercalation entre les tronçons du chemin simple de Tanneau [a] répété un nombre quelconque de fois dans un sens ou dans l'autre, sont donc déterminés textuellement par les propositions des n®' 119 et suivants.
127. La règle de différentiation delà fonction composée [U(:r)] est fournie par la formule évidente, de même forme que si l'exposant était entier,
^[U(a;)]'"=^L^Hil U'(*)=^[U(x)]« U'(^) (256*),(U8). Pour la fonction composée plus générale ii\y^■, U(:c)], on trou-
verait (80, I), (82)
dx
^.[m,U(x)] = m!?lîJj^!p
mais il vaut mieux rattacher ce qui intéresse cette fonction à la théorie du logarithme et de ^exponentielle, comme nous le ferons plus tard (212, inf,).
CHAPITRE IV
ÉTUDE DBS PRINCIPALES PHASES CRITIQUES D*UNE FONCTION IMPLICITE d'une SEULE VARIABLE, DÉFINIE PAR UNE ÉQUATION UNIQUE.
Recherche des racines olotropes u de Téquation f(x, u) = o, dans le cas où / est une composante olotrope dont la dérivée première par rapport à u a une valeur initiale nulle.
128. Parmi les phases critiques où entrent les fonctions implicites quand les conditions sous lesquelles nous avons énoncé le théorème fondamental de leur théorie (307*) ne sont plus toutes remplies, les plus intéressantes, et de beaucoup, sont celles que fait naître la nullité du déterminant diflerenliel des premiers membres des équations génératrices, pris par rapport aux fonctions inconnues, ces premiers membres étant toujours supposés fonctions olotropes des variables indépendantes et des fonctions inconnues, pour les valeurs initiales de toutes ces quantités. La discussion de ces phases critiques est infiniment trop vaste pour pouvoir être exécutée dans toute sa généralité; d'ailleurs on serait bientôt arrêté par l'exiguïté des connaissances acquises sur les systèmes de polynômes entiers à plusieurs variables; mais elle a été épuisée dans son cas le plus simple et le plus important aussi, celui où il s'agit d'une équation unique définissant une fonction implicite d'une seule variable indépendante. La résolution d'une pareille équation engendre alors plusieurs fonctions implicites répondant aux mêmes conditions initiales, et tes phases singulières de celles qui cessent d*être olotropes sont toujours réductibles à celle de la fonction radicale simple (71, VI), (80, III), ( 102 et suiv,). C'est la principale des constatations que nous avons à faire dans le présent Chapitre.
Nous supposerons donc que le premier membre de l'équation
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finie donnée
(i) /(j-, ii) = o,
à une seule variable indépendante x et à une seule fonction inconnue i/, est olotrope pour les valeurs initiales de x, i/, mais qu'on y a
Pour simplifier Técriture et le langage, nous raisonnerons dans l'hypothèse toujours réalisable, où ces valeurs initiales sont nulles toutes deux, où, par suite, le développement dey(x, u) à partir d'elles se réduit à une simple série entière en Xy u, ayant zéro pour terme constant. Nous entendrons exclusivement par racines de l'équation (i), les fonctions de x de toutes natures, annulant/(x, u) quelle que soit x (dans le voisinage de x=^o) et tendant vers zéro en même temps que x.
129. Dans la série entière f(x^ u) que nous devons supposer non identiquement nulle, nous appellerons terme principal celui de moindre degré en u parmi les termes effectifs (112*) où x figure à sa plus faible puissance f, et aussi grade de cette série, le degré g par rapport à u, de son terme principal.
Gomme tous les termes de /{x, u) sont divisibles par x^y mais non par ^*"*"*, on peut écrire
(2) /(Xy M) = a:f[D(a)-+-a:E(ar, u)],
D(tt) représentant une série entière en u seulement, de même grade g, et E(a:, u) quelque série entière en ^, u.
130. Si le grade fl se réduit à zéro y V équation (i) ri! a aucune racine.
Dans cette hypothèse, le second facteur de l'expression (a) ci-dessus prend la forme
Af.o4-I(ar, a),
où le premier terme est une constante non = o, où le second est une série entière sans terme constant. En appelant donc e quelque
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quantité positive inférieure à modAf^oy on peut en assigner deux autres Ç, vj telles que pour tout système de valeurs de x, u ayant des modules inférieurs à ces dernières, on ait
modI(â7, w)< £, et par suite
mod[Af,o-+- K^T w)]>inodAf,o — e.
Il est donc impossible qu'une fonction de x annule identiquement ce second facteur et par suite l'expression (2) elle-même, si les valeurs qu'elle prend pour les valeurs de x dont les modules sont inférieurs à \ n'ont pas des modules au moins égaux à tj, en particulier si elle est infiniment petite quand x tend vers zéro.
131. Quand fl = i, Inéquation (i) possède une seule racine qui est olotrope en x = o.
En égalant à zéro le second facteur de l'expression (2), on obtient effectivement une équation de la forme
où rf| n'est pas nul, et qui par suite rentre dans la théorie générale (307*). Car en x = u = o, son premier membre est olotrope et nul, mais non sa dérivée première par rapport à u qui se réduit à rf|. Cette équation admet donc pour racine unique (308*) une fonction de x^ olotrope en x = o, qui seule évidemment aussi peut annuler identiquement l'expression (2).
Nous n'avons ainsi à nous occuper que des cas où g est >• i , et nous commencerons nos recherches par celle des racines olotropes (en :r = 0).
Si l'équation (i) possède la racine olotrope
(3) M = <p(ar)= aior-f- aiic^H-. . .,
et si l'hypothèse u = 'f (^) annule identiquement {pour toutes valeurs de x suffisamment voisines de o)/(x, u) et ses m — i premières dérivées par rapport à u seulement, mais non la /n'^'"*', on a, quelles que soient x, u {dans le voisinage de 0,0), V identité
OU m est un entier >i et ^^^f{x, u) une nouvelle fonction ototrope en x^= u=^Of telle en outre que Inéquation
n'admet plus la racine dont il s'agit,
I. Supposons d^abord que Ton ait
«j = aj =, . . = o,
c'esl-à-dire cp(jr) = o quelle que soit x, et ordonnons par rapport à 1/ le développement de/(x, u) par la formule de Maclaurin
En vertu de l'hypothèse, les coefficients de w'*, w, ..., «"*""" sont nuls quelle que soit x^ mais non celui de u"^ ; en supprimant les termes correspondants il reste donc
où, comme nous l'avons annoncé, ^^^{x, u) est une série entière en x, Uy qui pour ^^ = o se réduit à la fonction de x non identiquement nulle
IL Sinon, et cela pour les valeurs de x rendant mod<p(x) suffisamment petit, la substitution
transforme /{x, u) en F(j:r, U) fonction de x, U olotrope en :r = U = o, qui donne évidemment
L'hypothèse admise, combinée avec la conclusion de l'alinéa
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précédent, donne donc quelles que soient x, U (dans le voisinage de 0,0)
F(ar, U)=U'«(oT(a?, U),
(«)F(j:, o) n'étant pas nulle quelle que soit X] d'où la relation (4) en faisant la substitution inverse U = «/ — ?(^)? ^^ ^^ appelant ^^^/{x, w) la fonction (®^F[x, u — ?(j^)]> évidemment olotrope en X = u = Oy qui pour u = o{x) se réduit à ^^^F(x, o).
Nous appellerons l'entier m le degré de multiplicité de la racine (3) de l'équation considérée (i). On peut évidemment lé regarder encore comme V exposant de la plus haute puissance de la différence u — ?(^) qui divise /(x^ u) en donnant un quotient olotrope en x= u =0j de plus non nul quelle que soit X pour u = ^{x).
133. Si r équation (i) possède, aux degrés de multiplicité (5) mi, mj, ..., nigf
les g racines
1' <p,(ar)=aiJ" -^a'^x^ -h...,
^g(x) = a^^'^x + ajf' xî -h . . . ,
olotropes et nulles en x = o, de plus toutes inégales^ c'està'dire telles que, dans les développements par la formule de Maclaurin de deux quelconques, les coefficients des termes semblables ne sont pas tous respectivement égaux ^ on a quelles que soient les valeurs de x^ u {^suffisamment voisines de 0,0) V identité
(7) /(^, m) = [m— ç),(2r)]'«.[a-^,(ar)]''«. . . . [a~cp^T)]'«, ^g>f{x, u),
^^^/{xy u) désignant une fonction olotrope en x = u = o, telle en outre que l'équation
n'admet plus aucune des racines dont il s'agit.
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D'après le théorème du n^ 132, la fonction
(8) ^^^f{x, u)=/ix, w)[f^-<?i(ar)]-«.
est olotrope en x = m = o, et n'est plus nulle quelle que soit x pour u = (fi (x) ; mais, pour u = <p(^), autre racine quelconque de degré de multiplicité m du groupe (6), elle l'est avec toutes ses dérivées par rapporta ;/ jusqu'à celle d'ordre m exclusivement. Comme par hypothèse les racines Çi (^), ç(^) ne sont pas identiquement égales, on a
le premier des coefficients constants A^, A^^.i, ... n'étant pas nul; il en résulte (250% I, II)
[o(ar)— <pj(a:*)]-"»i = a?-'»t7[A^-h A^^.ta7 -h. . .]-"»!
= a?-'"i^(6o + 6ix -I-. . .),
expression qui, à cause de &o non=:o, est évidemment olotrope et non nulle pour toutes les valeurs de x en nombre illimité qui, sans être nulles, sont suffisamment voisines de zéro.
Cela posé, si dans la relation (8), et dans celles qu'on en déduit en la diflPérentiant 1,2, . . . , m fois par rapport à u, on pose u = <p(^), un raisonnement tout semblable à celui du n° 6 montre que les identités supposées
/[a?, ?(ar)]=/(o,i)[a7, ^{x)] =. . .=/(o,m-i)[ar, 9(37)]= o, entraînent
pour toutes les valeurs de x dont il s'agit, par suite identiquement, puisque celles-ci sont en nombre illimité et que ces fonctions d'une seule variable sont toutes olotropes (4). Mais il montre aussi, à cause de
pour les mêmes valeurs de x^ et de
pour toutes les mêmes valeurs de x^ sauf peut-être quelques-unes
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d'entre elles en nombre limité, sans quoi cette dérivée m""** serait identiquement nulle contrairement à Thypothèse, que ^^^f^^^^\x^ u) ne s'évanouit pas quelle que soit x pour i/ = (p(x).
On a ainsi
puis de même et successivement
où généralement ^^^f{x^ u) est une fonction olotrope en j: = ;^ = o telle que Féquation
n'admet aucune des i premières racines (6), mais admet toutes les autres aux mêmes degrés de multiplicité m/^i, m/^2, . . . , nig.
Pour obtenir l'identité (7), il ne reste plus maintenant qu'à multiplier ces ^relatibns membre à membre; puis à supprimer les facteurs communs î*y, ^^y, . . ., ^s-^^f.
134. Il est évident que, dans le produit de plusieurs séries entières de la forme (2), le terme principal est précisément le produit de ceux des facteurs et, par suite, que le grade du produit est égal à la somme de ceux des facteurs.
Comme le grade de chacune des séries u — Çi(^) est évidemment I, ceux des g premiers facteurs du second membre de l'identité (7) sont mi, ma, . . ., mg. En appelant donc ^^^g celui du dernier facteur, cette identité donne
(9) 0 = /ni -h /nj -h . . . -♦- /n^ -h <*''0,
égalité en vertu de laquelle la somme des degrés de multiplicité des racines olotropes inégales de Inéquation (i), à plus forte raison chacun d^eux ainsi que le nombre de ces racines, ne peuvent surpasser le grade % de son premier membre.
Si Von représente par
(10) aiX-^-atX^-^'. ..-^-akx^
quelque polynôme entier en x sans terme constant, par u^ une nouvelle variable et par
la série entière en x^ ua mise sous la forme (2), qu^on obtient en opérant dans f{x^ u) la substitution
la série 11^(0*) se réduit nécessairement à quelque polynôme entier [/jo/i identiquement nul puisque f* représente Vexposant de la plus haute puissance de x qui divise tous les termes effectifs de fk{x^ ua)].
Si en outre Inéquation (i) possède les g racines olotropes (6) aux degrés de multiplicité (5) et si dans tous leurs développements les termes de degrés ^ k forment le même polynôme (10), r équation numérique entière en u^
admet la racine a^ à un degré de multiplicité (3) qui est au moins égal à
Si enfin V équation (i3) n^ a point de racine égale à a*, r équation (i) ne possède aucune racine olotrope dont le développement commence par les termes du polynôme (10).
I. Même avant toute réduction, le développement de
ne peut donner que des termes en x^\)\ où Ton a (i5) r>î-^ks.
Car, la nouvelle variable u^ n'entrant dans le second membre de la substitution (12) que par le terme \)kOC^ où elle figure au premier degré et multipliée par x^^ tout terme du développement de la partie quelconque
(16) AfH.R,sa7f+R(a,a7 -h. . .4- a;t-i^*~*-«- UA-ar*)S
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de la série composée (14)9 qui est divisible par u^ Test forcément aussi par x^'^^'^' au moins et par suite, quel que soit R, par x^^^** au moins. On en conclut rinégalîté (i5) entraînant
("7) * = nt"'
et toutes deux subsistent après la réduction, puisque cette opération n'introduit aucun terme dissemblable à ceux existant avant elle.
L^ordination ultérieure donne donc pour coefficient de x'", une série entière en Ua ne pouvant renfermer, quel que soit /•, aucun
terme effectif de degré supérieur au plus grand entier contenu
dans —j—' Cette série se réduit donc toujours à quelque polynôme entier, ce qui a lieu en particulier pour 11^(1**) coefficient de x^*.
II. En vertu de l'hypothèse admise, on a pour toute valeur de
r indice i
«1 :r -4- . . . -f- ajt-i a:*-' -+- ux a?* — ^i(r)
A cause de la relation (7), la substitution (12) change donc/(a:, u) en
9a(^, ua) étant quelque série entière en ^, ua, et
représentant la forme analogue à (i 1), du résultat obtenu en opérant la substitution (12) dans ^^^/(^, u).
Maintenant, l'exactitude de la seconde partie de notre énoncé résulte de l'identité
que donne l'identification des termes de moindre degré en x dans chacune des expressions (1 1), (18).
III. Si réquation proposée (i) avait la racine ololrope
l'équation numérique (i 3) admettrait au moins une fois la racine a^, comme nous venons de le constater, et Uhjpothèse de la troisième partie de notre énoncé serait contredite.
136. Si, faisant successivement A:=i, 2, ..., et prenant pour coejffïcients de la substitution (la) les k — i premiers termes d^une même suite illimitée quelconque de quantités données
(19) ai, «2, ..., a^_i, ûfx
on construit les équations numériques correspondantes analogues à ( 1 3 )
(•20) ni(ui) = o, ii,('j2) = o, ..., nA.(uA.) = o, ....
et si^pour celle de rang ky on nomme i/t son degré (effectif)^ nt/t le degré de multiplicité (non nul ou nul) auquel elle possède la racine aj^^ on a indéfiniment
(21) Ililî'ièïni^lJj^mj^...,
d^oà Von conclut que les entiers {positifs ou nuls) composant cette suite finissent par conserver une certaine valeur invariable mÇ^o).
Si de plus m est > o, /a série entière
(22) Oia: -f-aja:*-+-. ..
admet un rayon de convergence ^o, etsa somme est une racine olotrope de l'équation proposée (i), dont m est précisément le degré de multiplicité.
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degré de multiplicité d'une racine d'une équation entière quelconque ne peut jamais surpasser le degré effectif de celle-ci.
On a ensuite, toujours quel que soit A\
Effectivement, cela même avant toute réduction, le développement de la série composée (i4) contient, quel que soit l'entier [jl, un terme en x^'^'^^u^^ mais aucun autre semblable. Car la nature même de la formule du binôme impose aux exposants de Xf ua dans chacun des termes provenant du développement de l'expression (i6), les formes simultanées
f -i- R -h I Jl -+- 9- 5j -+- . . . -4- A 5^., Sji.
OÙ 5f, 5^, . . •, Sk désignent les éléments de quelque sj'stème de solutions positives ou nulles de l'équation indéterminée en nombres entiers
Pour que ces exposants soient égaux précisément à f -}- Â u, [jl, il est donc suffisant, mais nécessaire aussi, de faire
R = Si = St = .. .= SA 1 = O, S/,= {JL,
d'où R = o, S = |x, c'est-à-dire de prendre le terme unique de la forme voulue
qui existe dans le développement de l'expression (i6)
pour R — o, S — fi.
Pour certaines valeurs de [jl, ce terme peut avoir un coefficient nul; mais il est effectif quel que soit k pour [a = fl, car alors son coefficient Af,g est celui môme du terme principal de /(^, u) qui est essentiellement non=:o. Etant unique de son espèce, il ne peut être détruit par aucune réduction ultérieure, et il subsiste ainsi comme terme effectif dans la série (ii), ce qui donne évidemment
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La relation (17) donne d'ailleurs
inégalité qu'il suffit de combiner avec la précédente pour trouver celle que nous voulons établir (24).
Plus généralement on a, quel que soit p(^>o),
(25) VXk^tk^p,
Si la substitution
(26) 'J* = ait -h MX-
transforme la série (11) entière par rapport à Xy ua? en cette autre de même nature relativement à jt, ur
(27) ik{x, Uk)=^x^\[?k{uk)-\-xTk{x, Uk)\, on aura évidemment
et avec cela
xh-^f,[\\k^,,{^Jk-^p)->r X^k-^p{x, 'JA+/1)] (28) { =/*-^/'(^' ^*-»-'')
= îk(T, ak-^xx-^-, . .-+- ak+p-ixP-'^ ->r '^k-^pX^'^P), parce que la substitution
(29) u =^ axx -^ . . .-^ akX^ -{- , . .-^ ak^p-ix'^'^P-^ -h 'Jk+p^'^^P peut être considérée comme composée de (12), de (26) et de
( 30) Uk = «jt+i X -^, . ,-h Uk-i-p-i xP-^ -h 'ik-^p^P-
En outre VX^ degré de multiplicité de ak considéré comme racine de Téquation (i3) est Texposant de la plus haute puissance de \ik — ctk qwi divise 11^(1»^), celui par conséquent de la plus haute puissance de Uk qui divise Vk{uk)=^k{ctk-\- Uk)^ c'està-dire ce que nous avons appelé le grade (par rapport à Uk) de la série (27).
Maintenant la relation à démontrer (26) n'est plus autre chose
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que la relation (24) appliquée à la série (28)/A+;,(jr, ^k+p) déduite de fit (^9 Uk) par la substitution (3o) exactement comme /^(a;, ua) l'avait été de/(x, u) par la substitution (12).
Cela posé, la première des inégalités (21) est la relation (24) pour A* ^ I ; les autres de rangs impairs se déduisent de la relation (25) en y prenant/? = i, puis y faisant successivement /c = i, 2, . . .; celles enfin de rangs pairs sont toutes contenues dans la relation (23).
II. Supposons d^abord que l'on ait indéfiniment
(3i) jï = il = mi = ïj = mt = . . .= w,
cas auquel les premiers membres des équations numériques (20) prennent tous les formes simples
TîT,, Tîjj, . . . représentant certaines constantes (non nulles). Supposons en outre, pour plus de simplicité, que la série x^D{u) se réduise au terme principal de /(x, w), que nous représenterons maintenant par mx^u'^y en sorte que l'on ait [formule (2)]
f{Xy u) — xi[mu'" -h arE(a7, m)].
De la relation générale évidente
où l'on a représenlé par ^(^r, a), i une fonction olotrope et un indice de diiTérentiation quelconques, on déduit ici en particulier
(Sa) < =37^*-'* /n(m — i)...(m — t-+- i)nT^(uA- — «a)'""*'
En y faisant « = i, 2, . . . , m — i, cette relation montre que pour chacune des dérivées
/(o,i)(ar, W), /I0,î)(;r, M), ..., /o,m-i)(T, w),
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la suite (19) jouit exactement des propriétés admises pour/(j:, u) dans la seconde partie de notre énoncé, à cela près que la valeur invariable des entiers (3i) s'abaisse à
m — I, (m — '.>.), . . ., I respectivement.
Ceci a lieu en particulier pour la dernière
comme elle n'est plus que de grade i, Téqualion obtenue en l'égalant à zéro possède une seule racine olotrope en .r == o (131), et le développement de cette racine ne peut être que la série (^'à). Effectivement le théorème du n° 133 montre que les coefficients de ce développement satisfont nécessairement et respectivement aux équations linéaires
m(m — i) . . . '..^1(^1 — ai ) — ni{ni — i) . . . '2.Tn2(jî — a^) = ...:= o.
Cette série (22), qui représente ainsi une fonction olotrope en :r = o, admet donc bien quelque rayon de convergence >o. En supposant maintenant que \Jk soit remplacé par
Clk -H ^A-l-l ^ -^
quotient de la division par x^ de l'excès de la somme de la série (22) sur la somme de ses k — i premiers termes, le dernier membre de la relation (Sa) représente évidemment, à cause de celte relation elle-même, le résultat de la substitution de cette série à u dans/^°''^(j?, u).
L'inégalité (i5) appliquée au terme en j;^iujk existant dans le second membre de la relation (i i) donne
et ici à cause de ï^ = f^i
d'où
f;t — ik 1(-+- k{m — i).
D'autre part, \Jk — a^t étant maintenant une série entière sans terme constant, le second facteur de l'expression (82) en est certainement une dont tous les termes effectifs contiennent en fac-
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leur «ne puissance de x d'exposant au moins = i, si toutefois i est <; m. Dans celte même hypothèse, k{m — /) est au moins égal à A*, et Texpression dont il s'agit est une série entière en x dont tous les termes sont divisibles par jc^+*+* au moins, dans laquelle, par suite, les coefficients des puissances de x ayant des exposants inférieurs à f + k -\- i s'évanouissent certainement. Tous les coefficients de cette série sont donc nuls, puisque l'entier A* est arbitraire. En d'autres termes, la substitution
annule identiquement /(^, ii) et ses m — i premières dérivées par rapport à u.
Mais si i^nij le second facteur de la môme expression (Sa) devient la série
donl le terme constant ne peut être nul et la substitution dont il s'agit ne peut annuler identiquement /^^•>^^{x^ //). L'équation proposée (i) admet donc bien la racine (22) au degré de multiplicité m.
m. Supposons enfin que les termes de la suite (21) soient égaux à m, seulement à partir de IHa inclusivement, et, de même que pour établir l'inégalité (25), transformons/(x, u) en ik{jCy ith)t par la substitution
composée de (12) et de (26). Le grade de fA(a:, wa) étant précisément Wa comme nous l'avons constaté à celle occasion, le polynôme Pftii^k) se réduit à quelque monôme efTectif tel que phu"ki parce que son degré efTectif ï^ et son grade tlt^ sont tous deux supposés = /7î, d'où
En outre, les suites
w* = ^k = Wam-i = ^A+i — . . . = m
jouissent évidemment, par rapport à celte fonction, des mêmes propriétés exactement que celles attribuées ci-dessus (II) aux suites analogues (19), (3i) relativement à/(;r, u). L^équation
admet donc au degré m de multiplicité, la racine olotrope
(33) Uk= «;t^_^x-i-aAM-^J^'-^
Mais, en raisonnant comme nous l'avons fait pour obtenir la relation (Sa), on trouvera
f^^J\x^ a^x -¥■ «iJ-^-h. .. =/^^>f\x, ai iT-h. ..-4- aji-x^-h a*x*) = x-^*^'{'^*'^{Xj u/i) = 0, ou ^ o,
selon que i est <i m ou = m, La série (22) est donc bien encore racine multiple de degré m de l'équation proposée ( i), ce qui généralise complètement l'exactitude de la dernière partie de notre énoncé.
137. Ces diverses propositions ramènent évidemment la recherche des racines olotropes distinctes de l'équation (i), la supputation de leurs degrés de multiplicité, au calcul de toutes les suites pouvant jouir des propriétés supposées à la suite (19) dans la dernière partie de l'énoncé du théorème précédent. On procédera comme il suit.
I. La substitution
conduit à l'équation (entière)
n,(uO = o,
dont la résolution (16) fournit les seules quantités pouvant être prises pour premier terme de la suite (19).
Si son degré b« se réduit à zéro, elle n'a point de racine, et, par suite, l'équation proposée (i) n'a aucune racine olotrope (135).
Sinon, on prendra l'une quelconque ^1 de ses racines, et la substitution suivante
u = aix-h ujt'
o, déduite de la substitution
et ainsi de suite, les coefficients déjà obtenus fournissant toujours les données nécessaires au calcul du suivant.
Si le degré ï diminue jusqu'à zéro, l'opération ne peut être poursuivie, et l'équation proposée (i) n'a aucune racine (olotrope) dont le développement commence par les termes obtenus jusqu'à ce moment (135).
Si, pour Téquation nA = o et les suivantes, il finit par conserver la valeur constante m ^ o, les équations subséquentes de la suite (20) n'auront plus jamais qu'une seule racine de degré de multiplicité m. Pour poursuivre le développement de la racine olotrope de même degré de multiplicité m, qui alors (136, III) appartient à l'équation (i), on aura avantage à en tirer le reste de l'équation bien plus simple obtenue en différentiant m — 1 fois par rapport à Uk (136, II) l'équation
qui admet m fois aussi la racine (33), comme nous Tavons constaté incidemment ci-dessus.
II. L'exécution de la substitution générale (12) se simplifie dans une mesure considérable, quand on utilise les résultats, alors connus, des substitutions antérieures.
Comme nous en avons déjà fait implicitement la remarque, la substitution (29) est composée de (12) et de
(34) Ujt = ak-^ak+xx-^-. . .4- a^+p-tarA»-»-»- Ujt^-^a•/',
et Ton a évidemment
xh +j> [Uui-p( ux M-p ) -4- a: Sk^p ( x, uam-p )]
= 5rU[ïT/,{aA' -^ OA+iiT -+-. . .-4- ^Jk^pXP) -H xQ^i^j ak -+-. . .-h UA-i-pa:P)].
Pour former la (A* -f-/>)*^"* équation (20), il suffit donc (en négligeant le facteur insignifiant a;^*) d'opérer simplement la substitution (34) dans
(35) \^k{'^k)^3C^k{3C, uaO,
et d'égaler à zéro le coefficient de la moindre puissance de x subsistant dans le développement du résultat, réduit, puis ordonné par rapport à cette variable.
Le fractionnement de l'opération donne évidemment tous ses avantages, quand on le pousse à l'extrême en rendant indécomposables les substitutions (34), c'est-à-dire quand on prend toujours /> = I. Alors et pour toute valeur de Ar, l'équation \\.h^\ (ua+i) = o se tire du résultat, traité comme nous venons de l'expliquer, de la simple substitution linéaire
faite dans la série (35).
m. Pour obtenir la totalité des racines olotropes de l'équation (i), il suffit d'employer à la formation de suites analogues à (19), toutes les racines des équations numériques (20) (16), disposées dans un ordre de succession convenable. Une image matérielle fera peut-être mieux saisir la marche générale et les résultats de cette opération.
Prenons fl rubans de môme largeur, illimités dans les deux sens et indéfiniment divisés, dans leur longueur, par des traits transversaux, en des segments tous d'une même longueur quelconque; empilons-les, tendus en ligne droite, face sur face, lisière sur lisière, trait sur trait, maintenons-les par une ligature serrée au niveau d'un trait, et rejetons tout ce que détache de la liasse une section générale opérée à gauche et tout près du lien. Sur chacun d'eux inscrivons la quantité o entre ce lien et le premier trait à sa droite, puis pratiquons une deuxième ligature au niveau de tous ces premiers traits.
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Ceci fait, considérons la première équation (yo) de degré ï|. Si "b| est < fl, nous commencerons par couper g — l^i rubans entre la dernière ligature et leurs premiers traits à sa droite, pour rejeter définitivement de la liasse tout ce que ces coupures en ont détaché. En appelant ensuite «'/', al\ . . . , af'^ et mi\ m','\ . . . , mj*»' les racines numériquement distinctes de cette équation et leurs degrés de multiplicité, nous diviserons le surplus de la liasse engi liasses partielles composées respectivement de ni[^\ mj*', ... et /wj*'' rubans infinis vers la droite; nous inscrirons la quantité a^i^ sur chacun des m^ rubans de la première, entre la dernière ligature et les premiers traits à sa droite, puis nous la consoliderons par une nouvelle ligature couvrant tous ces nouveaux traits, et nous ferons de même pour chacun des gi — i autres liasses partielles, à cela près qu'au lieu de a'/* les premiers segments de leurs rubans porteront les inscriptions a'*' dans la seconde, a^" dans la troisième, et ainsi de suite.
La racine a[^^ conduira, par la substitution \)i = a'/^-|- i»i*\ à Téquation ^*^n2(ui*^) = o au mojen de laquelle on coupera, marquera et ligaturera en sous-liasses tous les rubans de la première liasse partielle, exactement comme nous l'avons indiqué pour la liasse totale. On procédera de même pour la seconde liasse partielle au moyen de l'équation ^2)n2(uj" ) = o provenant de la substitution Ui = al**-}- 'j'/*, pour la troisième, ... et ainsi de suite en recommençant indéfiniment pour ces sous-liasses, pour celles provenant de leur division, pour les faisceaux suivants, etc., ce que nous avons fait pour la liasse totale après la seconde ligature.
Si tôt ou tard les rubans arrivent à être tous coupés, l'équation proposée (i) n'a aucune racine olotrope. Sinon, chaque liasse partielle saisie à droite de la première ligature au delà de laquelle il n'y a plus à en subdiviser ni à en couper les rubans, détachée de la liasse générale et débarrassée des rubans coupés qui peuvent s'y trouver mêlés, correspondra à une racine de l'équation (i) : le nombre des rubans de longueurs infinies qui la composent marque le degré de multiplicité de cette racine, et les coefficients du développement de celle-ci se trouvent écrits sur chacun d'eux dans leur ordre de succession naturel. Les développements de racines fournies par des liasses partielles différentes peuvent avoir les mêmes coefficients jusqu'à tels ou tels termes; mais on finit tou-
jours par j rencontrer des coefficients de mêmes rangs qui sont inégaux, et les racines ne sont jamais identiques. •
138. Dans les développements des diverses racines olotropes de l'équation (i), les termes à coefficients nuls ne comptent pour rien au point de vue numérique, et il y a un intérêt évident à opérer de manière à n'obtenir que les termes effectifs de ces développements, à éviter ainsi dans chacun d'eux les substitutions souvent nombreuses et pour ainsi dire sans objet que la méthode générale impose pour passer de chaque terme effectif au suivant.
On remarquera d'abord que ^existence d^une racine dont le développement ne contient aucun terme effectif, c* est-à-dire de la racine u =o (quelle que soit x), est indiquée par celle de quelque puissance de u divisant tous les termes effectifs de /(.r, u)y et que son degré de multiplicité est précisément V exposant maximum d^ une pareille puissance.
On réussit à calculer exclusivement et successivement les termes effectifs des développements des autres racines par le procédé suivant qui comporte naturellement la détermination simultanée de leurs degrés. Cette méthode est très expéditive pour séparer les racines de l'équation (i), c'est-à-dire pour arriver aux premiers termes de leurs développements dont les coefficients ne sont pas égaux, opération importante à laquelle se limitent dans la pratique les calculs indéfinis expliqués ci-dessus; de plus, elle nous rendra bientôt un service théorique des plus importants (141, inf).
Appelons k^ le degré inconnu du premier terme effectif du développement de la racine (22) que la suppression des termes précédents à coefficients nuls réduit ainsi à
où a^^ est essentiellement différent de o. Comme on a par hypothèse a, =a2 = ... = ajt,_i = o, la substitution correspondante (12), se réduisant à
est d'une exécution directe aussi facile que si kt était = 1, à cela près que cet exposant est inconnu. Le premier membre de notre
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équation (i) devient ainsi
et l'entier A"|, ainsi que le polynôme n^^(u^J réduit à ses termes eflectifs, sont caractérisés par ces trois particularités essentielles qui suffisent à leur détermination : i" à cause de la nature monôme de la substitution, ce polynôme a pour coefficients ceux mêmes de certains termes effectifs de la série f{x^ w); 2** puisqu'il s'évanouit pour u^t, = ^k^J quantité essentiellement supposée non =o, il contient au moins deux termes effectifs] 3** j;^*in^^(u^^) est V ensemble des termes effectifs de moindre degré commun en x {en nombre >2) dans V expression (36) ordonnée par rapport à x.
Soient
deux termes effectifs (dissemblables) àef{x^ i/), donnant dans la série (36) les termes de degrés égaux en x
cas auquel, en appelant t la valeur commune de ces degrés, on a soit encore
(39) Ar,i^'-W',
quelque autre terme eflectif de f{x, u) en dounant un dans la série (36), dont
est le degré par rapport à x.
Les équations (38) conduisent d'abord à
r't'— i-'4'= -■:(*'- s'), kx{r's'— r's') = T(r'— /•'),
d'où
parce qu'on ne peut avoir ni s' — s"=^r' — /•''=o, à cause de la dissemblance des termes (3^), ni t = o. Combinées avec l'équation (40)7 elles donnent facilement ensuite
en vertu de quoi la différence t — 6 est nulle, négative ou positive, selon ^que le second déterminant est nul, de signe contraire ou identique à celui du premier.
Pour que les termes (Sy) fournissent à quelque poljnome de la nature de Il^tX^*,) les termes
il faut donc que le déterminant (4i) ne soit pas nul, puis que pour tout autre terme (89) on ait 6^t, c'est-à-dire que le second des déterminants dejla relation (42) soit de signe contraire au premier, ou bien encorde nul, cas auquel Ar^s^ii ^^^ aussi un terme du même polynôme.
Les termes de coefficients A^'^,', Ar^s'i ^r^^s'i • • • qui peuvent appartenir à un même polynôme de cette espèce ayant été tous découverts ainsi, les équations (38) et analogues donnent ensuite
(43) Ai = -
et il faut en outre que cette valeur de k\ soit un entier positif. Ces trois conditions sont évidemment suffisantes et permettent d'abord d'obtenir les valeurs dont l'exposant k^ est susceptible pour les diverses racines de l'équation proposée (i), puis de former pour chacune d'elles Téquation numérique
(44) nx,(u,,) = o,
dont les racines non nulles sont seules à garder, aux mêmes degrés de multiplicité, comme valeurs possibles de a^^.
Pour obtenir ensuite le second terme effectif de quelque racine olotrope
(45) ak.x^t -4- ak.xfit 4-. . . ,
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dont le premier a été ainsi calcule, il suffit de chercher, comme nous venons de l'expliquer, le premier terme effectif d'une racine olotrope infiniment petite Uj^^ de Téquation
qui est de même nature que la proposée (i), ou bien, ce qui revient au même, de poser
dans la série (36), puis d'y opérer, relativement à A'2, ^, ^k^, exactement comme nous venons de le faire relativement à A'i, Xy u^. .
Du second terme effectif du développement (45), on passe au troisième par les mêmes moyens, et ainsi de suite.
La découverte d'une racine secondaire Uj^. identiquement nulle, de degré de multiplicité m, indiquera que le développement commencé n'a plus de termes effectifs postérieurs à aj^^a/^'j c'est-à-dire que la racine olotrope correspondante de l'équation (i) se réduit au polynôme entier
avec le même degré de multiplicité m.
Les équations numériques (44) ^^ subséquentes que ce procédé permet d'enchaîner les unes aux autres coïncident d'ailleurs avec celles de la méthode générale, dépouillées de leurs racines nulles, et les conséquences à tirer de leur discussion sont exactement celles du n*» 137.
139. La formation des équations numériques analogues à (44) (et de toutes celles subséquentes enchaînées avec elles dans une suite plus ou moins ramifiée) est singulièrement facilitée par le manuel graphique ci-après expliqué. Il a pour base la représentation préalable des paires d'exposants
de tous les termes effectifs de /(^, u) [puis ultérieurement de f{x^ ayt^a:*i-H WjtJ, . . ., nouvelles séries entières en x, Uj^^, . . .], par des points ayant respectivement les premiers et seconds éléments de ces diverses paires, pour abscisses et ordonnées dans un
système de coordonnées reclllignes planes dont, pour fixer les idées, nous supposerons les axes, le premier horizontal, le second vertical. Comme ces exposants ne sont jamais négatifs, tous ces points ou jalons tombent nécessairement sur les parties positives des axes et dans leur angle. Pour /(^, u) aucun d'eux ne peut se trouver à l'origine, parce que cette première série est supposée ne point avoir de terme constant.
Considérons maintenant la droite Cô menée par deux jalons (r'j 5'), (/•", /) représentant des termes de /(x, «), propres à en fournir deux correspondants dans une équation du genre de (44)- La première condition analytique à laquelle sont assujettis ces exposants, la non-nullité du déterminant (4 1), impose à la droite cô la condition géométrique de ne pas passer par Vorigine. La deuxième impose à la même droite celle de contenir tout jalon (r, s) correspondant à quelque autre terme de la même équation num>érique et de partager le plan des axes en deux demiplans contenant le premier V origine, le second la totalité des autres jalons. Car, en appelant r, s les coordonnées courantes, Féquation
représente précisément la droite (JE), et 1° le jalon (r, s) est situé sur elle quand le second des déterminants (42) est nul, 2** il tombe ou non par rapport à elle du même côté que l'origine, selon que les signes de ces deux déterminants sont identiques ou opposés. Quant à la troisième condition, elle impose d'abord à la même droite celle à^ avoir sa parallèle par V origine dirigée à V intérieur des angles des axes opposés au sommet, où les coordonnées d'un même point sont toujours de signes contraires. Il en résulte que toutes les droites (0 ne peuvent se trouver que parmi les / droites CO,, (JO2, . . . , 00/ dont nous. allons assigner les positions. Appelant So la plus faible valeur de s dans les couples (46) et To la plus faible valeur de r dans ceux où 5 = 5o, nous tracerons d'abord par le jalon (/'o, Sq) une droite horizontale (Qq qui évidemment ne laissera aucun jalon au-dessous d'elle, et n'en contiendra point à gauche de celui-ci ; puis nous la ferons tourner autour de
CHAPITRE lY. — PHASES CRITIQUES DES FONCTIONS IMPLICITES
ce même jalon, d'une manière continue et dans le sens rétrograde, jusqu'à sa première position (£)| où, sans avoir été verticale, elle passe par un autre jalon au moins ou bien par plusieurs, le cas échéant (tous d'abscisses inférieures à /'o, d'ordonnées supérieures à 5o). Nous appellerons
la totalité des jalons qui tombent alors stir (D|, écrits dans l'ordre où Ton a To ]> r^ ]> rj > . . . > Ti , et aussi par suite, à cause de la direction de cette droite, ^o <C ^o <^ ^o < • • • < ^« • Nous lui ferons poursuivre ce même mouvement de rotation autour de (ri, ^i) pris ensuite pour pivot, jusqu'à une nouvelle position (O^ où, toujours sans avoir passé par la direction verticale et sans avoir franchi aucun jalon, elle en contiendra deux ou plus que nous écrirons dans un ordre analogue
puis de même en prenant pour pivot (r2, ^2), puis (tj, 5j), et ainsi de suite jusqu'à une dernière position CD/ contenant les jalons
et au delà de laquelle une nouvelle rotation rétrograde autour de (f, g) ne pourrait l'amener à passer par un nouveau jalon sans lui faire atteindre ou franchir la direction verticale.
Les droites (ôj, CÔ2, ...7 ^h contenant respectivement les groupes de jalons
(ro, *o), (^'o»*i)> ('•ï» *î)» •••» ('•11*1),
(r/-i, st-i)y , (f, 0),
et réduites aux segments compris entre leurs jalons extrêmes, forment ainsi une enceinte partielle à l'ensemble de tous les jalons (46), ou graphique de l'équation proposée (i), dont tous les côtés sont obliques à l'axe horizontal des coordonnées, en donnant des valeurs essentiellement positives à la quantité k^ définie par les formules (43).
Mais on ne retiendra comme utiles, c^est-à~dire indiquant des groupes de termes de /{^^ u) qui conduisent à des équations numériques du genre de (44)> que ceux donnant à k^ des valeurs entières. Le côté (£)/ sera utile ou non, selon que la valeur commune des fractions positives
^i- 1 — Si- 1
Si— Si-i
sU
Jl 5l_l
sera ou non un nombre entier k^. Dans le premier cas, l'équation numérique correspondante se réduit à
*-+- Ar,_„«,_, — 0,
après suppression des racines nulles.
Le nombre et les positions des côtés utiles sont entièrement subordonnés aux circonstances numériques de la question. Nous y adjoindrons la droite horizontale (S>o qui allonge l'enceinte en deçà, quand elle laissera l'origine au-dessous d'elle; car alors Sq est >o, a*« est la puissance de u d'exposant maximum qui divise tous les termes effectifs de f{x^ m), et l'équation proposée (i) possède la racine u = o (quelle que soit x)y au degré de multiplicité So marqué précisément par la hauteur de (Do au-dessus de l'axe horizontal.
De nouveaux graphiques construits suivant les mêmes règles pour les séries subséquentes /{x, a;^^J?*«4- Uj^^)^ . . . permettront de prolonger aussi loin que possible, par des termes effectifs, les développements commencés antérieurement, et aussi de découvrir par la survenue de côtés horizontaux utiles, l'existence de racines secondaires identiquement nulles réduisant à des polynômes entiers certaines racines olotropes de l'équation proposée (i).
140. Si la somme des degrés de multiplicité des racines olotropes inégales dont nous venons d^ expliquer le calcul est égale au grade de /{x, w), l'équation (i) n'aplus aucune autre racine {olotrope ou non).
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En représentant par les notations (6), (5) les racines dont il s'agit et leurs degrés de multiplicité, Fégalité supposée
m|-h mi-f-. . .4- m^ = 0
entraîne ^^^Q = o à cause de la relation (9); par suite (130), l'équation
(«')/(ar, a) = o (133)
ne possède aucune racine. On ne peut donc satisfaire à l'équation (i) autrement qu'en annulant identiquement l'un ou l'autre des g premiers facteurs du second membre de l'identité (7), c'està-dire qu'en prenant u égale à l'une ou l'autre des fonctions olotropes (6).
Mais, quand cette somme est inférieure à g, l'équation (i) possède des racines non olotropes (en ^ = o) dont nous allons maintenant nous occuper.
Racines non olotropes.
141. Nous conserverons dans ce paragraphe les notations du précédent dont nous suivrons aussi le numérotage, et nous établirons d'abord ce théorème fondamental :
En appelant t une nouvelle variable indépendante, on peut assigner un entier positif Xi tel, que V équation
de même nature et de même grade fl (> o) que V équation proposée (i), ait des racines, fonctions de f, olotropes et nulles en r = 0, dont la somme des degrés de multiplicité reproduise précisément le nombre J.
I. La multiplication par quelque entier positif /i, de tous les nombres r exposants de x dans/(^, m), change l'équation (i) en une autre de même nature et de même grade, que nous représenterons par
/[/il(^i m)=o,
et elle imprime à tous les jalons du premier graphique (139), des déplacements variés qui sont horizontaux et dirigés de gauche à
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droite. Mais tous les jalons qui traçaient primitivement Penceinte du graphique la tracent encore après sa déformation; car la multiplication, par une quantité positive quelconque, de tous les éléments d'une même colonne de Tun ou Tautre des déterminants (4^), ne peut ni changer leurs signes, ni les rendre nuls quand ils ne Tétaient pas; d'ailleurs le côté horizontal a simplement glissé sur lui-même.
Comme les nombres s exposants de u ne varient pas, tout côté utile de l'enceinte primitive [dOoCDi .•-(!)/] reste utile après la déformation de celle-ci; car, d'une part, la hauteur de (0o au-dessus de Taxe horizontal reste la même; d'autre part, la multiplication, par n, des numérateurs de fractions telles que (48), les laisse divisibles par leurs dénominateurs. En outre, l'équation numérique correspondante (49) reste la même quel que soit n.
Mais il y a plus : on peut trouver pour n une valeur /i' rendant utile un côté oblique (D, choisi à volonté dans l'enceinte primitive. Car, pour amener tous les numérateurs des fractions (48) à être divisibles par leurs dénominateurs, il faut et il suffît évidemment que le nombre n par lequel on les multiplie tous soit un multiple entier quelconque n' de o-/, dénominateur de la forme
réduite — de ces mêmes fractions. La valeur minimum de n^ est o-/,
c'est-à-dire un entier > i , quand CD/ n'était pas utile, et 1 quand ce côté l'était déjà.
II. En supposant que l'enceinte du graphique de l'équation proposée (i) ait ainsi un côté oblique devenu utile pour l'équation
(51) fln]i^j W)=0,
en appelant aj^^ une racine de l'équation numérique correspondante (49); nous formerons l'équation subséquente en Uj^^
( 52 ) fin] (^, ak^ a?*» -4- MA-, ) = o,
et si l'enceinte du graphique de celle-ci offre encore quelque côté oblique, on trouvera de même qu'un nouveau multiplicateur convenable n"(> i) des exposants de x change cette équation en une autre
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ayant un graphique dont Tenceinte contient au moins un côté oblique utile. En d^autres termes, on pourra pousser jusqu'au second terme effectif inclusivement le développement d'une racine olotrope hypothétique de l'équation
Si, dans l'enceinte de son graphique, l'équation (52) avait un côté horizontal utile, elle admettrait la racine olotrope 1/^^ = 0 (identiquement); par suite, V équation (5i) aurait la racine olotrope entière u=^ ai^^a^*^ à un degré de multiplicité évidemment égal à celui de ai^^ considérée comme racine de V équation numérique dont la résolution a fourni ce coefficient (136, I, in fine),
III. Le même raisonnement recommencé indéfiniment pour les équations subséquentes en e/^t,, u^^^ • . . conduit à cette conclusion évidente : on peut assigner une suite de multiplicateurs entiers
tels que pour un des % rubans choisi à volonté dans la liasse définie au n° 137, III, toute coupure puisse être évitée, ou tout au moins que la première à opérer soit repoussée aussi loin quon voudra, par le changement de l'équation proposée en
Le premier cas se présente quand il survient un graphique dont l'enceinte contient un côté horizontal utile auquel on s'arrête \ la suite (53) est alors limitée, et le ruban considéré donne pour l'équation (54) une racine olotrope se réduisant à un polynôme entier.
On se trouve dans le second, quand les graphiques successifs à construire contiennent tous dans leur enceinte des côtés obliques que l'on choisit pour prolonger le développement commencé ; la suite (53) est alors illimitée.
IV. Quand l'emploi d'un nouveau multiplicateur n^J^ de valeur minimum > i est nécessaire au calcul d'un nouveau
terme effectif a/fX^'^ Véquation numérique dont dépend a/,, offre au moins deux racines inégales»
Pour que celte nécessité sUmpose dans le calcul de a^^, il faut que Ton ait choisi, pour opérer, quelque côté oblique (D| de l'enceinte [(DotOi ...CD/], donnant lieu à l'inégalité <ri>-i. Comme tous les dénominateurs des fractions (4^) sont divisibles par o-/, on a notamment, en appelant ^/, . . ., 9/.|9 ç'i^^ certains quotients entiers,
ce qui permet d'écrire l'équation (49)
Tous les coefficients étant 7^0, les racines le sont toutes aussi; en appelant donc a^^ l'une quelconque d'entre elles et 8 quelque racine ^ i de l'équation binôme 6'^*= i, qui en possède certainement de telles (109), ôût^^ quantité ^ a,,^ est évidemment une autre racine de l'équation ci-dessus. (On pourrait encore considérer que le premier membre de la même équation ne peut se réduire à une puissance d'aucun binôme linéaire en Uj^^, parce que les exposants de cette inconnue dans les termes effectifs n'appartiennent pas à une progression arithmétique de raison = i.)
Le même raisonnement s'applique au calcul de a^^^ . . . , car nous avons constaté implicitement dans l'alinéa II, que la poursuite du développement ne comporte jamais que la simple répétition, sur d'autres données, des opérations expliquées pour le calcul de son premier terme effectif.
V. Quand la suite (53) est illimitée et qu^on en réduit tous les termes à leurs valeurs minimums, le nombre de ceux qui sont y>i ne peut surpasser fl — i .
1° Si Q = i, le calcul de ai^^ rC exige V intervention d^ aucun multiplicateur de valeur minimum >\^ et Véquation numérique dont ce coefficient dépend est unique et linéaire.
Entre les exposants 5©, 5| , . . . , 5/ (= fl) fournis par le tracé de
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renceinte du premier graphique, on a Tëgalité générale évidente
Si donc J = i, / ternies du premier membre se réduisent à o et l'autre à i. Mais ^o ^^ P^ut être celui-ci parce qu'alors tous les autres seraient nuls ; le tableau (47) ne contiendrait aucun groupe, et Téquation (5i) ne conduirait pas, comme nous le supposons implicitement, à quelquedéveloppementcommençant par le terme effectif ajt^x*'.
Donc 5o = o; ce tableau contient un groupe unique, composé seulement de deux paires d'exposants dans lesquelles la différence des valeurs de s se réduit à i ^ la suite de fractions égales (48) n'en contient donc qu'une dont le dénominateur est i, valeur minimum du multiplicateur n' (I).
2° Même chose a lieu pour le calcul de cii^.^^^ quand ai^. est racine simple de Inéquation numérique qui en détermine la valeur, en particulier quand cette équation est linéaire.
Car le grade par rapport à e/^. de Téquation
toujours égal au degré de multiplicité de af^. (136, I, in fine) ^ se réduit à I, et a^j..^^ s'obtient en traitant celte équation par rapport à Ui^. comme l'équation proposée (1) l'a été par rapport à w, pour obtenir la valeur de a^^. On peut alors recommencer le raisonnement ci-dessus (1").
3** Quand la valeur minima du multiplicateur /î^^'^ est > i , l'équation qui fournit aj^. a des racines non toutes égales (IV), par suite de degrés de multiplicité tous inférieurs à son degré.
Le degré de l'équation qui donne a^.^^ est donc inférieur à celui de la précédente, puisqu'il ne peut surpasser le degré de multiplicité de a^. (136, I).
Si donc l'emploi d'un pareil multiplicateur s'impose g — i fois, il faut que la première valeur i^.^ de ce degré qui ne peut surpasser g (136, I) soit égale à J, et que sa valeur pour l'équation numérique venant immédiatement après celle que le (g — lyème multiplicateur a permis de former, soit égale à (j — (jj — i) = i. A partir de ce moment, aucun multiplicateur de cette espèce ne devient plus nécessaire (a*^).
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VI. En supposant les multiplicateurs (53) réduits à leurs valeurs minimums, puis en appelant /i| leur produit quand leur suite est limitée, ou le produit de ceux > i quand elle ne l'est pas (V), le produit n'nJ'n"' . . . finit, dans le second cas, par conserver la valeur constante n^.
Il est donc certain (III) que le changement de Péquation (t) en
supprime toute coupure dans le ruban choisi, en même temps, par suite, dans tous ceux de la liasse, sur lesquels la multiplicité des racines des équations numériques a pu faire inscrire les mêmes coefficients.
En appelant n^ un second multiplicateur que Ton trouvera par des calculs semblables, le changement de l'équation (i) en
laissera intacte quelque liasse partielle d'autres rubans ; et de même avec d'autres multiplicateurs 713, . . ., n/,, jusqu'à l'épuisement de tous les rubans.
Comme les multiplicateurs n<, /i^, . . ., n/t conservent évidemment toutes leurs propriétés quand on les multiplie par des entiers quelconques, les 0 rubans de la liasse resteront tous intacts par le changement de l'équation (i) en
(54 àis) /imC^S m) = o,
U désignant un quelconque de leurs multiples communs. Cette dernière, en d'autres termes, possède des racines olotropes dont les degrés de multiplicité ont une somme égale à fl, ce qui achève la démonstration de notre théorème, à cause de l'identité évidente/j„j(r, w)=/(r", u).
Si les nombres ai^, n^, . . . ^ rih sont les plus petits de ceux qui jouissent des mêmes propriétés, leur plus petit commun multiple sera évidemment la valeur minimum de H.
VII. On arrive à la même conclusion par un autre raisonnement qu'il n'est pas sans intérêt d'indiquer sommairement.
Comme aux côtés C©o> <^o •••j CD/ de la première enceinte.
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sHls sonl Utiles, correspondent des équations numériques (49) dont la somme des degrés efiectifs, égale à
d'après le tableau (47)9 reproduit le grade j de l'équation (1), la somme totale des degrés de multiplicité des racines de ces / + 1 équations est précisément égale à ce même nombre Q (13).
D'autre part, on constatera facilement que, dans le passage d'un côté utile de cette première enceinte à l'équation subséquente (45 6/5), le grade de celle-ci (par rapport à Ui^^) est précisément égal au degré de multiplicité auquel Uf,^ avait appartenu, comme racine, à l'équation numérique dont la résolution a fourni ce coefficient; et de même, dans le passage d'un côté utile d'une enceinte ultérieure quelconque, à l'équation transformée subséquente.
Par conséquent, si les enceintes des graphiques successifs ne contiennent jamais que des côtés utiles, il est certain que dans le prolongement opéré simultanément et parallèlement, des développements de toutes les racines de l'équation (i), les coefficients de ces divers développements seront, relativement aux équations numériques qui les fournissent, des racines dont la somme des degi^és de multiplicité conserve indéfiniment la valeur g.
L'utilité de tous les côtés de toutes les enceintes à construire successivement pour l'équation précédente (54 bis) ayant été assurée par l'emploi du multiplicateur n, il est donc certain aussi que cette équation elle-même, l'équation (5o) par suite, possèdent des racines olotropes dont la somme des degrés de multiplicité est précisément J.
142. La proposition précédente doit être complétée par des observations essentielles.
L Soient
(55) bitP^^blXP^-\-,,.
le développement {réduit à ses termes effectifs) de quelquune des racines de V équation (5o), m son degré de multiplicité, et ts le plus grand entier qui divise à la fois n, /?«,/>2) • • • î posons
en outre
HT 73 TiT
et appelons
les V racines de V équation binôme (56) av = i (109).
Deux quelconques des v séries entières
.-^. , 6i(aîr^)«^iH- Aj(aîrCT)''»H-
\ 6i(avr*^)^i-h6j(avr«')«'a-4-. . .,
[^comprenant (55)] ne sont pas identiques, et, comme (55), chacune déciles est une racine multiple de degré m de Inéquation (5o).
Uidenliié de celles de ces séries où figurent a/ et ay (^i^j^ en- Iraînerait efleclivemeot
puisque ces quantités sont deux racines de l'équation binôme (56),
d'où, contrairement àThypothèse, — = i, parce que les entiers v,
Tï5|, nj2, . . . n'ont aucun diviseur commun > i (H6 6w). Le second point est évident parce que la fonction
reste identique à elle-même quand on y substitue a/f à X^.
Le raisonnement pourrait encore se faire d'une manière moins expéditive, mais plus directe, par la simple discussion des équations entières qui nous ont fourni successivement les coefficients 6,,6.>, ... (141, IV).
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fonction de t olotrope et nulle ent = o^ et en appelant ^^y(l'", u) une fonction de r, w, olotrope en X = u = o^ de grade nul, et dans tous les termes effectifs du déi^eloppement de laquelle les exposants de ï sont divisibles par Xi ^ on a l^ identité
(58)/(r^l^) = ...{|a-4/(alrc^)]''»[w-l|;(a,rc^)]'«...[w-^.(avr^T)]/«^
où les points remplacent des groupes de facteurs semblables à celui mis en évidence entre des accolades, et où deux quelconques des facteurs linéaires en u placés entre crochets ne peuvent être identiques.
On a de plus pour chaque groupe
(59) J3t = n, et pour leur ensemble
(60) 2[vmJ = fl.
Comme Téquation (5o) ne peut avoir la racine à{i^) sans avoir aussi, au même degré de multiplicité, toutes les autres du groupe (57) (I), la relation (7) appliquée à/(r", w), en faisant intervenir la totalité des racines de cette même équation, donne une identité de la forme
/(r", lO = . . . I [" - ^(otirCT)]/'! ... [a -^(oLyf^)yn j . . . (A)F(r, u),
où tous les facteurs entre crochets sont différents, pour laquelle les égalités (9), (55 bis) ont lieu, et où f^^F(r, u) est forcément de grade o.
Maintenant, le développement de l'expression
en série entière par rapport à f, se décompose évidemment en termes de la forme
B ( Sa*» a*» . . . ajv ) r(Ai4.A-,-»-. . .-^-K^rs^
OÙ le coefficient B est indépendant de C, et où le second facteur est une fonction symétrique des racines de l'équation binôme ( 56), de la nature de celles faisant l'objet du théorème du n° H4.
Comme cette fonction symétrique se réduit à o, quand la somme
k\ -+- AJ H- , . • -f-ATy
n'est pas divisible par v, les exposants de r dans tous les termes effectifs du développement de (6i) sont divisibles par VTzr = tt, et la relation est nécessairement de la forme
où les composantes . . . , T, ... sont olotropes en o, o.
Dans les termes effectifs du dernier facteur f^'F(r, z/), il faul donc aussi que les exposants de f soient tous divisibles par n, sans
quoi ils ne pourraient l'êlre dans ceux de/(r", a), produit de tous ces facteurs. On a donc
ce qu'il restait à constater.
143. Ce même théorème conduit immédiatement au suivant. Toute racine de V équation proposée (i) est de la forme
biX
fonction composée de quelque fonction radicale simple de la
Jormex" (1 M) et de quelque composante de la nature de (67 bis)^ dans laquelle les exposants nji, t«I2î • • • des termes effectifs et l'indice v n^ admettent aucun diviseur commun.
Les racines pour lesquelles v = i sont olotropes en x = o {on retombe ainsi sur celles dont nous nous sommes occupé dans le paragraphe précédent); les autres ne le sont pas, mais chacune d'elles est accompagnée, au même degré de multiplia
cité, par toutes celles qui correspondent aux y — i autres déter-
minations du radical x^,
La somme des degrés de multiplicité de toutes les racines inégales est égale au grade g du premier membre f{x^ «).
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La substitution r = j?" transforme effectivement Tidentilé (58) en
pour laquelle l'égalité (60) subsiste, et le dernier facteur étant de grade o ne peut s'évanouir par la substitution à u d'aucune fonction de X tendant vers o avec cette variable (130); les seules racines de l'équation (i) sont donc les fonctions tj; figurant entre les crochets, dont la nature a été spécifiée conformément à notre énoncé dans le numéro précédent.
Comme v est positif, x* et, par suite, toutes ces racines tendent vers o avec x (103).
A cause de l'égalité (^y), \x^) est l'une des déterminations du
radical x^y dont l'ensemble est
OL^X^, ŒjT^, ..., «v^^ (109, IV).
Pour une valeur de v = i, cet ensemble se réduit à x, et l'on a une racine (simple ou multiple) de la forme
partant olotrope.
Pour une valeur de v>»i, cet ensemble contient plusieurs termes et donne v racines non olotropes en x=^o. Car, si l'on avait, par exemple,
il viendrait aussi en changeant x en x'^
identité impossible puisque les exposants sont divisibles par v dans le second membre, alors qu'ils ne le sont pas dans tous les termes effectifs du premier.
A ces V racines correspondent, dans la relation (62), v binômes élevés à des puissances d'un même exposant m auquel nous conservons le nom de degré de multiplicité des racines dont il s'agit,
comme si elles étaient olotropes. Il est évident, en effet, que la
substitution u = ^\J?7 annule identiquement /(x, //) et ses m — i premières dérivées par rapport à w, mais non la m**"* parce que toutes les racines considérées sont inégales (142, II).
La fin de l'énoncé est Tégalité (60) formulée en langage ordinaire.
1 4i. Pour étendre tout ce qui précède au cas de valeurs initiales quelconques x^^ Wo rendant /(.r, u) nulle, mais toujours olotrope, il suffit d'y remplacer jt, u par les difl'érences x — Xq^ u — u^. Car la double substitution x — 0:0 = x\ u — f/o == w' ramène l'équation proposée (i) à celte autre
à résoudre à partir de ^'= w'= o valeurs pour lesquelles son premier membre est aussi olotrope et nul.
Si, comme il importe de le faire toujours, on a divisé /(jr, u) par(^ — "^o)S plus haute puissance de a; — Xq figurant comme facteur dans tous les termes effectifs de son développement par la formule de Taylor, le grade de ^f{x\ u!) est l'ordre % de la première des fonctions
il, ^ du du^
que l'hypothèse numérique a: = ^oj u^= Uq n'annule pas, c'està-dire le degré de multiplicité (3) de u^ considérée comme racine de l'équation numérique
En désignant encore par ^(^) la composante définie ci-dessus (143), mais augmentée de la constante Woj le théorème précédent se change en celui-ci :
Chaque racine de V équation proposée (i), tendant vers Uq quand x tend vers Xq^ est de /a forme
r n El Hî
(64) ^'[(ar — a-o)^J = Wo-f-6i(ar — iFo)^4-^>,(a7 — a:o)^4-...,
où le radical {x — ^0)^ est susceptible de ses v déterminations indistinctement.
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Toute racine où v = i est olotrope en Xq. Les autres ne le sont pas, et celles qui sont formées avec la même composante i^
et les diverses déterminations d'un même radical (x — x^y ont toutes un même degré de multiplicité.
La somme des degrés de multiplicité de toutes les racines inégales reproduit g, même nombre pour la racine numérique Uq de V équation (63), qui est leur valeur initiale commune.
V identité (62) devient enfin
^^^/{x, u) désignant ici une fonction qui en Xq^ Uq est toujours olotrope, mais ne s'y évanouit plus.
lio. En raisonnant comme au n® IA% II, on voil sans peine que le produit partiel
[a — 4*1*1 (^ — ^0)7] X ... X [tt — ^'l^ŒvC^ — -a?o)7j
de V facteurs binômes du second membre de Pidentité précédente,
formés avec la même composante ^ et les v déterminations d'un
même radical (x — ^oT^ se réduit à une fonction V(a:, u) entière
et de degré v par rapport à w, olotrope en Xq par rapport à x.
Aucun autre groupement de ces facteurs ne pourrait donner des
produits partiels de cette nature.
La formule
décompose donc f{x^ u) en un produit de puissances de facteurs non identiques, tous olotropes en x = Xoy entiers et de degrés minima par rapport à u, accompagnés d'un facteur complémentaire ^^^f{x^ u) olotrope mais non nul en a; = ^r©, u = u^.
Si, contrairement à ce que nous supposons maintenant, f{x^ u) s'évanouissait quelle que soit u pour ^ = Xq^ le produit comprendrait en outre un facteur de la forme (.r — ^o/«
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Cette formule est applicable à toute fonction olotrope de deux variables, mais seulement pour les valeurs de x, u suffisamment voisines de Xo, //o-
146. La présence de racines multiples complique évidemment beaucoup leur séparation et leur développement, ainsi que tous les calculs où Péquation (i) est intéressée. Comme en Algèbre, on évite ces difficultés en déduisant de f{x, w), par des différentiations relatives au et des divisions successives convenables, les premiers membres d* équations semblables à la proposée^ mais n^ ayant plus que des racines simples égales aux racines simples, doubles, triples, etc. de celle-ci.
Il faut toujours commencer par cette simplification quand elle est praticable, et raisonner en la supposant efTecluée. Ici les opérations portent sur des séries et non plus sur de simples polynômes entiers ; mais, à cela près, leur mécanisme déduit de la relation (65) ou (65 bis) est analogue à celui de la méthode dite des racines égales, ce qui nous dispense d'y revenir.
147. En vertu de la relation (65) aucune racine de Inéquation (i) ne peut annuler f^^^^^ {x , u) identiquement aussi, sans être multiple. On peut toujours alors, comme nous venons de le voir, ramener cette équation à d'autres n'ayant plus que des racines simples et dont les premiers membres, encore olotropes, ne peuvent jamais par suite s* évanouir identiquement à la fois y eux et leurs dérivées premières par rapport à u.
Cette décomposition du premier membre /{x^ u) s'étend évidemment, par voie de cheminement, à toutes les valeurs des variables pour lesquelles il reste olotrope. C'est à elle que nous faisions allusion dans le n^ 322 de notre première Partie.
Autres phases singulières des racines de la môme équation.
148. Nous passons à l'examen d'autres cas, très intéressants aussi, qui échappent à la théorie générale des fonctions implicites et qui se ramènent immédiatement à celui que nous venons de traiter si longuement.
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On dit que réquation
résolue par rapport à u^ a une racine infinie en ;r = x^j quand une de ses racines, calculée (par cheminement) pour quelque valeur de x infiniment voisine de x^j est infinie. L'équation
est alors satisfaite pour a: = a:©, w'=o, et s'il arrive, chose très fréquente, qiCelle y ait un premier membre olotrope ou bien seulement qu'elle soit équivalente à quelque autre
Jouissant de cette propriété, les notions précédemment acquises rendent très facile l'étude de ce qui se passe.
L'équation (2) possède alors (141) une ou plusieurs racines infiniment petites, simples ou multiples, dont chacune est de la forme
u' = b'^{x — XqY* -^ b\(x — Xq) ^' -4-...
où b'^ n'est pas nul et où, dans les termes effectifs, les numérateurs des exposants et leur dénominateur commun v n'ont aucun diviseur commun >■ 1 . Il en résulte
ce qui donne
a=^=(x — xo) ^^4-...,
— TT — BT4-1
(3) tt = 6o(a? — Xo) ^ -+-6,(ar — a?o) ^ -f-...,
série procédant suivant les puissances de {x — ^0)^ à exposants entiers et croissants, les premiers négatifs, où, comme tout à r heure, 60 n'est pas nul, dans laquelle aucun entier >> i ne peut diviser à la fois les numérateurs et le dénominateur commune des exposants des termes effectifs,
C'est une fonction composée du radical {x — x^ et de la compo-
M. — II. iz
sanle bo t~^ -\-b^t "*'+* -H . . . , infinie mais méromorphe en / = o (40). Si Tony réduisait ào les coefficients des termes à exposants négatifs, on retomberait sur la forme (64) du n"* 144, que Ton peut ainsi considérer comme contenue dans ce développement.
149. On dit encore que pour x infinie l'équation (i) a une racine finie Uq^ ou infinie, quand une de ses racines, calculée (par cheminement) pour quelque valeur infinie de Xy tend vers Uq dans le premier cas, est infinie dans le second. L'équation
possède alors une racine finie ou infinie en x' =: x'^, et Ton est ramené aux deux cas précédemment étudiés, quand cette équation, ou sa transformée en u', est équivalente à une autre dont le premier membre est olotrope en x' = x'q^ u=^u^yOy\ en x' =zx'^j w/ = o. Pour des valeurs de x' suffisamment voisines de x'^ , chacune des racines considérées de Féqualion auxiliaire (4) est de la forme
CT rT-»-l
dans le premier cas (144), de la forme
rr — CT-»-i
dans le second (148). En remplaçant donc x' — x'^ par-> et en supposant mod:r suffisamment grand, il vient pour le premier cas
rr CT-+-1
(5) M = Wo + ^0^ ^ -»- ^1^ '^ -+-
et pour le second
tj ri— 1
(6) u = bax"* -^b^x ^ -+-....
Dans l'expression (5), les numérateurs et le dénominateur commun des exposants des termes eflectifs n'ont aucun diviseur commun >• I. C'est une fonction composée de la composante
Uq -+- ^0 1~^ -H bi f-to+i) -t- . . . ,
olotrope à V infini (51) et du radical x^\
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Dans l'expression (6), il faut supposer Ùq non = o et même propriété arithmétique aux exposants. C'est une fonction composée du même radical et de la composante
méromorphe à V infini (51).
150. Toutes les considérations développées dans ce Chapitre sont applicables aux équations entières; car si f{x, u) est un polynôme entier en x^ «, l'équation (i) a son premier membre
indéfiniment olotrope, et ses transformées en w'= - > x'=i x'-\ —
équivalent évidemment à des équations entières en x^ u'^ ou a:', w, ou x\ ?/'.
151. On rencontre assez souvent les séries procédant suivant Jes puissances du même argument [x — Xq)^^ exposants fractionnaires, positifs ou négatifs, croissants ou décroissants, auxquelles nous a conduits la résolution de l'équation (i) dans les principaux cas échappant à la théorie générale. En représentant par
( 7 ) Ao t-^ -t- A, <-cT »-i -+-...-+- Act -I- Acj+i t -+-
le développement d'une composante méromorphe en ^ = o (olotrope quand Aq = . . . = Au-i = o)j par v un entier n'ayant aucun facteur qui divise tous les exposants de t dans les termes effectifs, leur type général s'obtient évidemment en remplaçant t
par {x — Xq)-\
En appelant R un rayon de convergence du développement (-j), puis 8 une quantité positive inférieure à R^ ou supérieure à R~^ selon que le signe à placer devant v est + ou — , une série de cette espèce
— CJ — CT+l
(8) Ao(a:— :ro)^''H-Ai(ar — a:o) =^'' ^-...,
convergera pour toute valeur de x donnant mod(x — ^o)<I 2 dans le premier cas {saufx = x^ quand les coefficients des termes CL exposants négatifs ne sont pas tous nuls) ou mod(a: — x^) > S dans le second.
152. Pour toute valeur de x tombant dans ses limites de convergence (sauf Xq quand il s^agit du signe H-), la somme de la série (8) est olotrope.
Car alors la difTérence x — Xq n*est pas nulle, et {x — Xo)"^^ est olotrope (125), de plus non nulle (71, VIII). La somme de la série (8) est donc olotrope aussi, en vertu de la théorie des fonctions composées (248*), comme formée avec la fonction
simple, / = (j; — ^o)"*^ et la composante (7), toutes deux olotropes pour les valeurs considérées de x et t.
153. En a: = Xq^ et quand il s'agit du signe +, il y a plusieurs cas à distinguer.
I. Pour V =: I , la série (8) est méromorphe, avec Xq pour infini de degré «de multiplicité xs (quand Ao non = o), olotrope quand
II. Pour v> I, la série n'est ni olotrope ni méromorphe, ce dont on s'assure immédiatement en raisonnant comme au n^ 143. Elle entre dans une phase singulière d'une nature spéciale, qui est nouvelle pour nous, et qui nous autoriserait à proposer pour cette fonction la qualification de rhizomorphe.
Quand x tend vers Xq^ avec Ao non = o, elle est infinie, d'ordre
(fractionnaire) — par rapport à (x — ^o)~S comme on le dit
quelquefois (103).
Si Ao = Aï = . . . = AcT_4 = o, elle tend vers Acy ; si en outre les coefficients des premiers termes à exposants positifs s'évanouissent
jusqu'à celui de{x — 0:0) "exclusivement, elle est infiniment petite d'ordre - par rapport à (x — ^0 )•
154. Quand il s'agit du signe — , il n'y a lieu de se poser de pareilles questions que pour des valeurs infinies de x.
I. Pour V = I , la série (8) est visiblement méromorphe ou olotrope à l'injini (51), selon que l'exposant de son premier terme effectif est positif ou non.
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II. Pour V > I, elle ne l'esl pas, et on peut encore la dire rhi~ zomorphe à TinGni.
Elle est alors infinie, finie ou infiniment petite, de tel ou tel ordre fractionnaire, selon que dans son premier terme efiectif Texposant est positif, nul ou négatif (105).
Il est bon d'observer en passant, que la fonction radicale simples; constitue le cas particulier le plus simple de la série (8), celui où elle contient un seul terme effectif en {x — o).
155. Pour les valeurs de x ci-dessus définies (152), la série (8) est de celles dont on peut exécuter la différentiation ou l'intégration en opérant séparément sur chacun de ses termes.
En supposant d'abord qu'il s'agit du signe +, nous décomposerons la série en la somme de l'expression
contenant tous ses termes à exposants négatifs, et de la série
(10) Acj H- Acy^-l {X — Xoy-+- AcT-Hl (x — 370 )^ -h . . .
formée par ses termes à exposants nul et positifs.
Sauf en Xo, tous les termes de cette dernière sont olotropes; en outre pour toutes les valeurs de x rendant mod(x — ^o)<! 8' (8'<[ 3), leurs modules demeurent inférieurs à ceux positifs de la série
mod Agy -+- mod Anj+i R' -¥■ mod Aty+j R'' -4- . . . ,
qui est convergente parce que R'=(3')^ est inférieur à R(>- 8^), rajon de convergence de la série (7).
Les théorèmes des n^' 274^, 275* sont donc applicables à la série (10) et, par suite évidemment, à la proposée (8), parce que les termes de l'expression (9) sont en nombre essentiellement limité.
Le cas où il s'agit du signe — à prendre devant v se traite exactement de la même manière.
Une différentiatîon de cette série donne ainsi (H
r — CT — CT-H "1
^- — --r^ x\.o{a: — xo)^"* -\ ~ — - A,(a? — aro) =^ -+-... ,
X — 0^0 L ± V ^ zh V J
expression qu'en se prémunissant contre J'ambiguïté, on peut écrire aussi
Ao(a7 — iTo)-^ H it: Ai(^ — iCo) '^''' -4-...,
série de même nature que la proposée.
Des différentiations répétées conduisent à des résultais analogues.
Quand l'exposant du premier terme effectif de la série (8) est positif, sa somme est infiniment petite avec {x — Xq) si les exposants vont en croissant, infinie avec x s41s vont en décroissant. Mais comme chaque différentiation diminue tous les exposants de I, on peut arriver à des dérivées qui sont infinies dans le premier cas, infiniment petites dans le second.
157. Quand la même série ne contient point de terme effectif en (x — ^o)~S son intégration donne (H8)
— CT à — CT-Hl
(J7 — j?o)| "-'■ (a? — a7o)-^^H ^ (:r — To) =^'' -f-...
TïT -T- I
''" (^_x„)*>+ ^J (x-Xo)"^"V...,
m — Tn -h I
c'est-à-dire encore une série de même nature que la proposée ; l'augmentation subie par les exposants donne lieu à des observations inverses de celles qui terminent le numéro précédent.
Quand elle contient un pareil terme, l'intégrale est compliquée, comme pour les fonctions méromorphes, d'un terme logarithmique que nous discuterons bientôt (170 et suiv,, i^f')'
158. Parfois on a à discuter une expression rationnelle par rapport à des /onctions rhizomorphes d'une variable x infiniment voisine d'une valeur critique commune ci, c'est-à-dire de
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la forme
où F est une composante rationnelle, où ^4, J'a? • • • sont des fonctions méromorphes (ou olotropes) pour la valeur o de leurs variables uniques. Cette discussion se ramène immédiatement à celle des n*** 44 et suiv, par la substitution
en appelant N quelque multiple commun des entiers v,, V2, . . . , le
plus petit par exemple; car alors ^j [(j; — ïï)^*Jî . • • se changent
en <{^| \^^v, . . . fonctions toutes méromorphes en f = 0.
Après simplification et développement de l'expression transformée en une série procédant suivant les puissances de ^ à exposants entiers positifs ou négatifs, la substitution inverse
donne un développement dont l'examen rend visible ce qui se passe en j: = tt.
Tout cela est trop facile pour que nous insistions ; nous ferons seulement remarquer que l'on se trouve ici dans un de ces cas signalés au n^ 46, où la règle de Lhôpital n'est plus applicable. Si, par exemple, on essayait de s'en servir, seulement pour discuter en «r = o l'expression très simple
les différentiations parallèles qu'elle comporte conduiraient dès le premier ordre à des termes toujours infinis.
Observations complémentaires sur le calcul par cheminement des fonctions implicites considérées dans ce Chapitre.
1S9. La théorie générale des fonctions implicites, combinée avec le théorème fondamental du calcul par cheminement des fonctions localement olotropes (307* et suis?,) (173*), exige, pour
que la discussion d'une racine déterminée u de l'équation
soit possible dans une aire limitée donnée S^, que u n'y soit jamais infinie, puis que pour toute valeur de a: y tombant, associée à la valeur correspondante de i/, /(^, u) soit une fonction olotrope de deux variables, puis enfin que pour les mêmes valeurs de Xy u on n^ait jamais
Mais les notions nouvelles que nous venons d^acquérir nous permettent maintenant de nous soustraire à ces diverses restrictions, la seconde naturellement exceptée, moyennant toutefois, relativement à la première, que l'équation
jouisse de la propriété spécifiée au n® 148.
Quand l'équation (i) a été traitée par la méthode esquissée aux n°* 146, 147, ce que nous supposerons désormais, elle forme avec (2) un système d'équations numériques simultanées aux inconnues Xj m, dont les couples de racines ayant leurs premiers éléments
à l'intérieur de l'aire Sj? sont en nombre évidemment limité. Il en est de même (4) pour les racines
(5) ai, aj, ...
de l'équation, à premier membre olotrope,
qu'on obtient en faisant w'=o dans l'équation (3) convenablement transformée.
Rien ne s'oppose d'ailleurs à ce que quelques-unes de ces quantités appartiennent aussi à la suite (4); car quand x tend vers ai, par exemple, il peut fort bien arriver qu'une certaine racine de l'équation (i) soit finie et fasse tendre /^®»*J (a:, u) vers o, en même
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temps qu'une autre racine soit infinie. Mais alors chacune de ces racines se comporte comme si Tautre n'existait pas, et les choses se passent à peu près comme en une valeur de x où l'équation (i) aurait plusieurs racines multiples numériquement inégales.
Ces valeurs (4) (5) de x sont les seules évidemment qui, dans l'aire S^, soient critiques pour telles ou telles racines u de l'équation (i) (146*).
Quand la valeur initiale de x choisie pour commencer
le cheminement est une quantité a appartenant à la suite (4), et
que la valeur correspondante b choisie pour u est racine simple
de l'équation numérique
on rentre dans la théorie générale, et nous n'avons rien à ajouter à ce qui a été dit au n^ 307*. Mais quand b est racine multiple, sa connaissance ne suffit plus à l'exécution du cheminement, à cause de l'ambiguïté naissant de l'existence possible de plusieurs racines de l'équation (i) se réduisant toutes à 6 pour x = a. Celles de ces racines qui sont olotropes en ^r = a ne peuvent se distinguer les unes des autres que par les premiers schémas de leur développement (172*), poussés les uns et les autres jusqu'aux points où ils diffèrent par quelque article » Pour préciser celle qu'on entend calculer par cheminement, on indiquera donc son premier schéma choisi naturellement parmi ceux que fournit la méthode expliquée dans les paragraphes précédents.
Mais pour les autres qui sont de la forme ^[(^ — a)^J où V est >• 1, ^indication du schéma [nous voulons dire des coefficients du développement de la composante olotrope ^(t)] ne
suffit plus à lever C ambiguïté , à cause de la multiplicité des
valeurs du radical {x — ay. Il faut alors indiquer, en outre, celle
de ces valeurs qu'on entend substituer dans i({t) pour commencer l'opération. Au fond, les conditions du cheminement sont totalement modifiées par celte intervention d'un élément étranger au schéma, et encore par l'emploi d'un autre développement que celui de Taylor. Cette valeur a de ^ correspond alors à ce qu'on nomme souvent un point de ramification pour les racines u en question.
161. Quand la valeur initiale a de j: fait partie de la suite (5) et que celle de u est infinie, les choses se passent de la même manière, à cela près que les composantes A(f) ne sont que méromorphes en ^ = o, et que leurs schémas contiennent des coefficients de termes à exposants négatifs; on abandonne encore la série de Taylor.
Si l'équation (i) possède ijine seule racine, méromorphe en a: = a,
l'ambiguïté n'existe pas-, pour plusieurs racines de cette espèce
elle se lève par le choix fait entre les schémas réduits à des termes
assez nombreux pour mettre leur non-identité en évidence. Pour
les racines non méromorphes, il fauty ajouter comme ci-dessus Tin-
dication de la valeur à prendre parmi les v distinctes de {x — a)''.
En a on a encore, mais d'une autre manière, un point de ramification.
Quand la valeur initiale de x appartient à la fois aux deux suites (4), (5), les deux ordres de faits qui viennent d'être signalés se présentent simultanément sans modifications réciproques.
162. Une deuxième question à résoudre consiste à assigner le résultat auquel un cheminement déterminé conduit en û, valeur finale de x appartenant à telle ou telle des suites (4), (5), ou bien à toutes deux à la fois.
Soient
(6) b,, l»j, ..., et b^ (au figuré)
les valeurs numériques distinctes, finies et infinie, des racines que l'équation
peut posséder, et ù! une valeur de x choisie sur le chemin considéré, de manière :
1° Que les développements (olotropes, méromorphes ou rhizomorphes) des racines distinctes de l'équation (i) qui tendent vers les quantités (6) quand x tend vers û, soient tous convergents pour X = a', ce qui est réalisable dans les cas courants, en particulier dans celui où ces quantités (6) sont en nombre limité;
2® Que pour ^ =: a' ces développements prennent des valeurs numériques inégales, ce qui est réalisable puisqu'ils diffèrent les
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uns des autres, soit par leurs composantes d/(^) (olotropes ou méro-
morphes), soit par les valeurs des radicaux de la forme (x — ûy à y substituer à t. Appelons enfin
**lî Kf •••
les groupes de valeurs numériques dont il s'agit.
Quand x arrive en a', u atteint une valeur nécessairement égale à quelqu^ine b^''^ de ces quantités. Cela posé, il est évident que, quand x passe de a' à a par un dernier pas, u offre b/ pour valeur finale {finie ou infinie), et qu'en a; = a, a est olotrope, méromorphe ou rhizomorphe selon que b/^ est la valeur numérique qu*a prise en :r = a' un développement de la nature homonjme.
163. Il est bon d'observer qu'on pourrait encore achever le cheminement d'une manière directe, c'est-à-dire à l'aide d'un développement de M, fait à partir d'une valeur de x non égale à (I, mais suffisamment voisine de cette quantité.
I. Supposons d'abord que l'on ait a = o, que u y prenne la valeur finale zéro, et nommons n un entier tel que toutes les racines de l'équation
qui s'évanouissent pour r =:o, y soient olotropes (141).
On peut évidemment délimiter une aire Sf renfermant l'origine r = o, de plus assez petite pour que toutes les racines considérées de l'équation (8) y soient olotropes; on pourra donc choisir dans cette aire une valeur f/ de Xj à module suffisamment petit pour que les développements de toutes ces racines, faits à partir de f/, aient des rayons de convergence tous supérieurs à modfi, et par suite, pour qu'en y faisant r = o ils convergent, eux et aussi les séries formées par les modules de leurs termes.
Si donc on prend Xi= r^, il est certain que le développement à partir de Xi d'une racine quelconque de l'équation (i) s'évanouissant avec x converge pour x = Oj quand bien même cette
racine n*y serait pas olotrope. Effeeti veinent on peut le former en substituant à r — T/ dans le développement de la racine de l'équation (8), dont les modules des termes forment une série convergente pour x^=o comme nous venons de le constater, celui
1 i de x^ — x" en série entière par rapport k x — x/, lequel jouit de
la même propriété en x = o, et dont la somme a précisément pour module celle de la série formée par les modules de ses termes,
cela à cause de o<C - < i (72, I injine).
En prenant donc xi suffisamment voisin de û, le cheminement qui conduit x en û(= o) peut être achevé comme si cette valeur n^ était pas critique, par un dernier développement de u construit à partir de Xi,
II. La même conclusion subsiste évidemment quelle que soit la valeur de d, quand u y prend la valeur quelconque b ; car la discussion se ramène à celle de quelque racine a' s'évanouissant avec x', de Téquation de même nature
/{a-hx', b-f- u) = 0.
C'est elle, avec celles des n**' 160, 161, qui assure l'exactitude des observations faites à la fin des n"' 12, 48.
III. Quand u est infinie en x = ù^ les choses se passent de la même manière, à cela près qu'il faut substituer à la considération de u celle de la racine correspondante u' de l'équation transformée (3).
164. Traitons encore cette troisième question qui se présente fréquemment.
Appelant Xq , X deux valeurs non critiques dex, données dans l'aire Sx^ distinguer parmi les racines de l'équation numérique
celles qui sont les valeurs finales de u calculées par cheminement, à partir d'une même valeur initiale i/o {ou schéma) en Xqj sur les divers chemins qu'on peut tracer de XoàH dans cette aire.
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I. Comme dans S^? la fonction implicite u déterminée par la valeur initiale qu^on lui impose en Xq est localement olotrope partout ailleurs qu'aux valeurs critiques (4) (^)) il ^st certain, pour la raison déjà invoquée au n? 86, que Vun quelconque des chemins considérés est laissé équivalent à lui-même (c'est-à-dire qu'il ne cesse pas de conduire pour u à la même valeur finale en a.) par toute déformation ne lui faisant franchir aucun des points dont il s'agit.
Si donc on trace par x^^ à volonté mais une fois pour toutes, des boucles (ou lacets)
(10) (ai), (a,), ...
dont chacune (a) enveloppe une seule fois le point correspondant a à Fexclusion de tous les autres, puis un chemin [jtoX] conduisant à X, que nous appellerons encore simple comme au n°87, tout autre chemin tracé de Xq à X équivaudra visiblement à quelqu'un de ceux qu'on peut former en parcourant d'abord des nombres de fois respectivement donnés, dans des sens de rotation (directs ou rétrogrades) respectivement donnés aussi, telles ou telles des boucles (lo) (i i) rangées dans un ordre de succession déterminée, puis après elles le chemin simple [xqH]. Cette observation réduit l'examen de tous les chemins imaginables à celui des tracés qu'on peut former en plaçant avant le chemin simple les diverses combinaisons de ces boucles.
II. Le parcours d'une boucle (ù) de Xq k Xo^ y ramenant u à une valeur que laisse invariable toute déformation de cette boucle ne lui faisant franchir aucune des valeurs critiques (4) (5), nous pourrons évidemment la former : i° d'un chemin [:rotl'] tracé dans son intérieur jusqu'à un point ù' jouissant des propriétés spécifiées dans le n° 162; 2° d'un anneau [a] passant par a' en enveloppant a une seule fois et de telle sorte que la distance maximum de tous ses points à ù soit inférieure aux plus petits des rayons de convergence des développements des racines de l'équation (i) qui ont pour limites les quantités (6) quand x tend vers ù] 3® du chemin [a'oTo], géométriquement identique à [^o^']> t^^i^
parcouru en sens contraire; et nous donnerons la même forme spéciale à chacune des autres boucles (lo) (i i)*
III. Supposons maintenant qu'il s'agisse rf'w/i chemin (^o^) réductible à la boucle (o) à parcourir une seule fois avant le chemin simple [xqX], et soient b^°^ la valeur acquise par u en a'
après le parcours du chemin [^roCl'J, puis ^^^if\ [x — a)^J celui des développements des racines de Téqualion (i) tendant vers b quand x tend vers (l, qui prend la valeur b'°^ pour x = II'.
Si V = I, le parcours de l'anneau [û] ramène u en o' à sa valeur primitive b^®^ = ^^^^L(tt' — a), et le parcours ultérieur de [û'j:©] ramène u en Xq k sa valeur initiale. Les choses se passent comme si la boucle (a) n^ avait pas été placée avant le chemin simple.
Mais si v est > i , et si Ton nomme a la racine principale directe de l'équation binôme
le parcours de l'anneau [rt] fait passer {x — a)^ de (rt' — n)* \en désignant ainsi la valeur qu'il faut attribuer à ce radical en a'
pour que <®^i|^[(a'— 0)^J = bf<'V ^ a-'(a'-— a)^ selon que le sens de rotation est direct ou rétrograde (126), et u revient en o' avec
une nouvelle valeur b^-*^ = ^®^t}/[a-' (a' — û)^J. Le parcours postérieur du chemin [û'^o] ramène u à une valeur différente de sa valeur initiale, et la dernière marche à faire sur le chemin simple [:roX] conduit cette fonction en X à une v^aleur finale différente aussi de celle qu^ elle y aurait atteinte sans V adjonction de la boucle {d) faite en tête de lui.
Pour V = 2 on a a = a~* = — i , et le sens du parcours de la boucle (û) est sans influence sur le résultat (113).
IV. Quand la boucle (rt) doit être parcourue k fois dans le sens
direct ou rétrograde, les choses se passent de la même manière,
à cela près que le passage de a' à a' sur l'anneau [û] multiplie
par or^* la valeur primitive du radical [x — a)^ (126), et qu'ainsi u
passe de bto)==f»^'}[(a'— a)^J à bf~*J = to)t]>[a=^*(a'— û)^].
Si Â: n'est pas divisible par v, V adjonction de cette boucle multiple change comme ci-dessus la valeur finale en X que le che-
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min simple donnerait sans elle. Mais elle ne la change pas si k est multiple de v, à cause de a-* =
V. L'acquisition faite une fois pour toutes, de documents numériques en nombre limité suffit donc à la discussion de tout ce qui peut résulter de V adjonction en tête du chemin simple, d'une seule boucle (a) répétée un nombre quelconque de fois dans un sens ou dans Vautre.
Ces documenls sont évidemment :
i" La valeur b^*^^ à laquelle u arrive en û' au bout de la ligne [xq û'] ;
2** Les valeurs b^*^, b^^^, . - ., bf^~*> auxquelles u revient en o', après 1,2, . . . , V — i parcours de l'anneau [a] dans le sens direct; leur choix dans la suite b', b", . . . s'opère en y prenant dans un
ordre convenable lesv — i valeurs de l'expression ^^^'}[(rt' — ^Y j-, autres que b^'^^;
3" Les valeurs Wo> w^'\ w^^^ •••> u^^~*^ auxquelles u revient en Xot après le parcours de [û'j:©] f^ît en parlant de rt' avec les valeurs b^®^, b^*\ b^^^ . . ., b^^~*^ respectivement;
4*» Les valeurs finales U, U^*^ U^^^ .. ., Uf^-*J auxquelles le parcours du chemin simple [xoX] commencé avec les valeurs initiales Uq, w<*\ u^^^, . . . , «^^~*^ conduit u en X.
VL Le chemin formé par deux boucles (simples ou multiples) précédant le chemin simple, pouvant être regardé comme résultant de l'adjonction de la première en têle d'un nouveau chemin simple qui résulterait de la combinaison de la seconde boucle avec l'ancien chemin simple [xqX], des documents numériques plus complets, mais' toujours en nombre limité, suj/îsent à la détermination de la valeur finale de u résultant du parcours d'un chemin quelconque réductible à ces deux boucles et au chemin simple primitif.
Et de même ensuite progressivement, pour le cas où au lieu de une ou deux boucles il y en aurait trois, quatre, etc., c'est-à-dire où il s'agirait d'un chemin quelconque tracé de Xq à H. dans l'aire Sx.
On aperçoit suffisamment, sans que nous ayons à les détailler, les résultats numériques préalables fournissant dans tous les cas
la solution du problème. Il est visible qu^ils sont contenus dans la connaissance des faits suivants :
I® Mode de décomposition des éléments de chaque ligne du tableau (7) en groupes comprenant chacun les v valeurs d^ une
même expression de la forme <]> [ (ïl' — ^Yh f<^f^g^^s dans V ordre
ou Von peut les déduire de l'une d'elles en y multipliant la
valeur correspondante du radical {ù! — ûy par les y — i premières puissances de la racine principale directe v*'"* de i; 2° Valeurs acquises en tt'^, û!j, ... [valeurs de x jouant relatis^ement aux quantités ttf, ^2» • • • des suites (i) (5) indistinctement, des rôles analogues à celui de n'par rapport à a] et aussi en X, après le parcours des lignes [^o^'i] [^o*ïj]> • • • et du chemin simple [x^lL], par la Jonction u partant de Xq avec chacune des racines de l'équation numérique
pour valeur initiale.
Mais la connaissance de tous ces résultats peut dépasser de beaucoup les besoins de la discussion dans Taire S^, de la racine u définie parla seule valeur initiale Uq.
165. L'étude à laquelle nous nous livrons depuis le n** 159 peut être faite dans une aire illimitée de forme quelconque, quand les quantités (4) (S) y sont en nombre limité, et même sans cette restriction, à cela près que les conclusions de Talinéa VI du numéro précédent ne subsistent plus.
Et même, quand l'équation auxiliaire
jouit des propriétés mentionnées au n° 149, les valeurs infinies de X donnent lieu à des observations presque identiques, quant au langage, à celles faites quand x est infiniment voisine d'une valeur critique telle que tt. Le développement à employer pour les discuter est la série (8) du n® 151 avec le signe — placé devant le dénominateur commun v des exposants, avec la notation Xq substituée à Xq» Au lieu d*une boucle comme celle que
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nous appelions (a) tout à Theure, il y a ici à en considérer une autre composée de ; i'* une ligne [^o**!] tracée delà valeur initiale Xo de x^ à une valeur a^ de module assez grand pour que le développement en question converge; a® un anneau [oo], maintenant de très grandes dimensions, conduisante; de fl^ à a^ par des valeurs qui tombent toutes aussi dans les limites de convergence de la même série, et enveloppant une seule fois l'origine, ou bien, comme on peut le dire encore, l'aire imperforée infinie qu'il limite intérieurement; 3** la ligne [tt^J?©]*
Nous fatiguerions inutilement le lecteur en insistant davantage, car nous n'aurions qu'à lui répéter avec d'autres mots les détails de la discussion de la racine u de l'équation auxiliaire (12), dans une aire limitée contenant la seule valeur critique x'^,
166. Toutes les considérations précédentes sont applicables aux équations entières, comme nous en avons déjà fait la remarque (150); c'est même pour elles qu'on a le plus souvent à les utiliser.
La plus intéressante pour nous des discussions de ce genre est celle de la racine u de l'équation binôme à second membre rationnel
(i3) 1*'"= Ho (ar — ûi )«!...( a? — a^)«ff,
que sa forme simple rendra très facile à traiter par des moyens spéciaux. On a Ho^ o, et les exposants m, /i|, . . ., /i^ sont des entiers, le premier positif, les derniers indistinctement positifs ou négatifs. Les valeurs critiques de x sont les quantités ûi, . . ., a^, que nous supposons toutes inégales; elles font acquérir à l'équation (i3) des racines (numériques) multiples, nulles ou infinies selon que la valeur correspondante de l'exposant n est ^o.
Pour Xo, X, extrémités du chemin simple, nous prendrons toujours deux valeurs de X non critiques. En représentant par /(x) le second membre de notre équation, nous prendrons pour Uq, valeur initiale de m, une des m déterminations numériques (inégales) du radical //(^o)? choisie à volonté une fois pour toutes, et nous appellerons U celle des déterminations du radical "i/fiX.) que le parcours du chemin simple donne en X pour valeur finale de u.
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I. On obtient presque immédiatement les développements des racines pour des valeurs de x suffisamment voisines d^une même valeur critique d correspondant à ^exposant n. On peut effectivement écrire
et, comme la fonction rationnelle placée sous ce radical est olotrope et non nulle en ^ = (I, ce radical lui-même l'est aussi (ISS), partant développable en une série entière par rapport à a; — a,
^o-H Ai(a? — o)-+- Ai(a- — a)*-H.. .,
où Ao 7^0, qui donne
En appelant m! y n! les quotients des entiers m, n par leur plus grand commun diviseur d^ puis Q|, O27 * • "i^d les d racines ^èm«s jg l'unité, les m déterminations de cette expression rhizomorphe se partagent en les e/ groupes suivants
0,(37 — o)"»'[Ao -h Ai(ar — û)-4-. . .],
\ erf(a: — o)^'[Ao-h Ai(ar — o)-h. . .J,
qui chacun en contiennent ml ^ et où il n'y a plus de diviseur commun entre le dénominateur de chaque exposant et son numérateur.
II. Supposons maintenant qu'on place la boucle (a) avant le chemin simple, et soit i l'indice de Q dans celui des développements (i4) parmi les valeurs duquel potir :r = tt' se trouve la valeur b' acquise en ce point par u après le parcours de la ligne [xott'].
Une révolution faite par x dans le sens direct ou rétrograde sur
l'anneau [a] fait passer le radical (^ — o)'"', de sa valeur primitive en û', au produit de celle-ci par la puissance d'exposant db ri de a«' racine principale directe m'**"*® de l'unité (126); comme le premier facteur 8| est constant, comme le dernier Ao-l-A|(ar — a)
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est olotrope en a, partant monodrome, le développement revient en û' avec la nouvelle valeur a^f'b'. Il en résulte qii^ après le parcours de la boucle (o), la racine u partie de Xq avec la valeur initiale i/o y repasse avec la nouvelle valeur a^' w©? ^^ p^f suite, qu^au lieu de U, elle atteint en X au bout du chemin simple la valeur finale a^'U.
Le parcours préalable de la même boucle, fait k fois dans un sens ou dans l'autre, donnerait évidemment pour valeur finale a**" U en particulier elle rendrait U de nouveau, si k était divisible par m',
III. Il est maintenant évident que
représente la valeur finale de u en IL après le parcours d^un chemin réductible au chemin simple précédé des boucles enveloppant les valeurs critiques et décrites A^, A'2, . . . , kg fois respectivement dans un sens ou dans l'autre.
Ici le résultat est absolument indépendant de Tordre dans lequel les diverses boucles se succèdent, ce qui n^a pas lieu nécessairement dans les autres cas.
IV. Considérons enfin la boucle de l'infini (x>), pour laquelle il suffit de prendre la quantité d'^ avec un module supérieur à tous ceux des valeurs critiques proprement dites, et dont on peut former l'anneau avec une circonférence ayant l'origine pour centre et moda[^ pour rayon.
Si N désigne la somme (algébrique) des exposants /i| . n^, . . .-, n^, on a (50, II) pour les valeurs de x dont les modules surpassent tous ceux des valeurs critiques, en particulier sur l'anneau [00], le développement
/(ar)=HoiF^-f-Hia?>'-ï-+-Hja?^-«-i-..., puis
u = j;"»(Hi-h Hia:-»-4-...),
expression dont le second facteur ne peut s'évanouir pour aucune des valeurs de x que nous considérons.
En appelant ici N', m' les quotients de N, m par leur plus grand commun diviseur, et dm' I^ racine principale directe de l'unité dont
rindice est m', le parcours direct ou rétrograde de Tanneau multiplie le premier facteur par a^?' parce que j: tourne une fois autour de l'origine (119); il ramène d'ailleurs le second facteur à sa valeur primitive en a'^ parce qu'il est méromorphe à l'infini. On en conclut facilement, en raisonnant toujours de la même manière, que k parcours de la boucle de V infini avant le chemin simple changent U en a^PU.
Quand N est divisible par m, on a m'= i , cl„^-= i, et /a racine u est monodr orne, partant olotrope, dans toute la partie illimitée du plan qui est géométriquement extérieure à Vanneau [oo].
167. Revenons aux généralités pour faire deux observations intéressantes, auxquelles conduit la considération simultanée de toutes les racines de l'équation (i).
Soient ^o> ^ des valeurs de x non critiques, puis
les racines de l'équation numérique
puis respectivement
celles de l'équation (i) qu'on obtient comme valeurs finales, après avoir parcouru un même chemin [^qX] considéré comme simple, en prenant les quantités (i5) pour valeurs initiales de m, et cherchons d'abord la nature de la permutation qu'opère dans la suite (i6) l'adjonction d'une boucle (a) en tête du chemin simple, les quantités (i5) restant toujours placées dans le même ordre de succession.
Appelons i [(^ — ^Y \ '^ développement rhizomorphe à même composante i (olotrope ou méromorphe) d'un groupe de v racines de l'équation (i) infiniment voisines de b=:A(o) (ou infinies) quand x tend vers û, puis
(17) b', b', ..., Mv)
les V valeurs
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de l'expression ^[(tt' — ^)^J> * désignant toujours la racine principale directe v*^"** de l'unité, puis
(l8) il, M, ..., u
celles des quantités (i5) qui prises pour valeurs initiales conduisent u aux valeurs (17) respectivement après le parcours de la ligne [jTod'], puis enfin
les valeurs finales obtenues au bout du chemin simple, quand u part de œ^ avec les valeurs initiales (18).
Une révolution de x sur l'anneau [d] dans le sens direct change
généralement {x — ny en a(x — a)^; les v racines u qui parties de ^0 avec les valeurs initiales (18) arrivent en d' au bout de la ligne [^0^1 avec les valeurs (17) 7 reviennent donc après le parcours de Tanneau, avec les valeurs
elles repassent ainsi en x^ au bout de la ligne [tt'^o] avec les valeurs
et finissent, par suite, en X au bout du chemin simple [^0^] avec
les valeurs
U', U", ..., Utv), U',
se déduisant de la suite {iq) par une permutation circulaire.
Il en résulte, tout comme pour les racines de l'équation binôme (122), que, relativement à une valeur critique donnée de X, les quantités (16) se partagent en groupes ou systèmes circulaires, c^est-à-dire tels, que V adjonction de la boucle correspondante en tête du chemin simple ne change pas la composition de chaque système, mais opère dans ses éléments une simple permutation circulaire.
Le doublement, triplement, etc., de la boucle dans le même sens provoque deux, trois, etc. permutations circulaires dans chaque système. Son parcours en sens contraire produit la permutation circulaire opposée.
Les valeurs finales des racines qui sont monodromes autour de la valeur critique dont il s'agît peuvent être considérées comme formant des systèmes circulaires composés chacun d'un seul élément.
Il est clair que, relativement à deux valeurs critiques différentes, le partage des quantités (i6) en systèmes circulaires s'opère en général de deux manières entièrement différentes aussi.
168. Quand les équations (i), (3) jouissent dans tout le plan servant à la notation graphique de x^ des propriétés spécifiées au n® 159 pour une aire limitée S^^, le calcul par cheminement d'une racine quelconque de l'équation (i), de toutes par conséquent, ne rencontre jamais aucun obstacle el peut être poussé indéfiniment dans toutes les directions, soit par le développement de Taylor, soit quelquefois par ceux étudiés dans le paragraphe précédent. Gomme en outre, d'après les notions acquises dans le présent Chapitre, plusieurs racines d'abord numériquement distinctes ne peuvent devenir égales sans que leurs degrés de multiplicité s'ajoutent, sans qu'une variation ultérieure de x les sépare de nouveau en plusieurs autres dont la somme des degrés de multiplicité reprend la même valeur, la somme des degrés de multiplicité d'un groupe donné quelconque de racines conserve une valeur constante, tant qu'aucune d'elles ne devient numériquement égale à quelque autre étrangère à ce groupe.
En comptant, comme on le fait souvent, une racine m^P'* pour m racines simples, on peut dire que /e nombre des racines d'un groupe donné reste invariable, aussi longtemps du moins qu'aucune autre ne vient à s'y introduire.
Cette deuxième observation constitue ce qu'on pourrait nommer le Principe de la conservation du nombre des racines, renfermant celui qui a lieu plus strictement pour les équations entières; il offre une importance du même ordre, et n'existe comme lui que grâce à l'extension des opérations analytiques aux quantités imaginaires.
CHAPITRE V
LOGARITHME NÉPÉRIEN ET FONCTION EXPONENTIELLE.
Origine et propriétés fondamentales du logarithme népérien.
169. Au point de vue purement analytique, le seul auquel on puisse se placer quand on tient à concevoir les choses dans un enchaînement clair et naturel, et sauf de bien rares fonctions dont la plupart ne jouent aucun rôle sérieux même dans les spéculations abstraites, toutes les transcendantes peuvent être considérées comme des résultats, prochains ou éloignés, dHntégrations exécutées sur des expressions de nature auparavant connue. Cette conception, qui en fournit la classification la plus nette, place au premier rang celles dépendant d^ équations différentielles exclusivement algébriques par rapport aux variables indépendantes, aux fonctions inconnues et à leurs dérivées.
Les intégrales abéliennes sont les transcendantes les plus remarquables de cette espèce; on a donné ce nom à toute intégrale iudéfînie à une seule variable principale x^ de la forme
(1) f?{x,y)dx,
on y désigne une fonction implicite de x*, racine d'une équation entière donnée
qu'on peut supposer irréductible, c'est-à-dire dont le premier membre est indécomposable en facteurs entiers de degrés moin dres, où F est une composante rationnelle à deux variables, donnée aussi.
170. Quand l'équation caractéristique (2) est du premier degré
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seulement par rapport à j% cette fonction implicite se réduit à quelque fonction rationnelle de Xy la fonction composée F(j?, ^) également, et l'intégrale (i) à
(3) f^(^)dx,
OÙ F (a:) n'est plus qu'une fraction rationnelle.
La décomposition de F(j:) opérée au n^52 fournit des monômes entiers de la forme
et des fractions simples de la forme
Aux monômes correspondent dans l'intégrale (3) calculée par décomposition (215*, II) les termes similaires
^ a:"»+« (215% IIJ);
aux fractions simples où [f-^i, correspondent encore d'autres semblables
(ar— a)-|A-»-i (loc, citX
— fi-Hi ^ ^ ^ ^
Mais si la décomposition de F{x) a donné des termes eifectifs en
ils introduisent dans l'intégrale (3) une partie linéaire et homogène par rapport à des intégrales indéfinies telles que
dont jusqu'ici la nature propre nous est entièrement inconnue. En posant
l'intégrale (4) est W(x — a), quelle que soit la constante a. C^est donc en définitive à cette dernière Jonction, la plus simple évidemment de toutes les intégrales abéliennes, que se rame-
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nent ainsi tous les éléments encore inconnus de V expression (3), intégrale indéfinie d'une différentielle rationnelle quelconque.
Telle est la principale cause de Timportance des diverses questloDS qui se rattachent à l'intégrale (5), dont nous allons maintenant faire une étude minutieuse.
171. Toutes les déterminations de Fintégrale indéfinie (5) ne différant les unes des autres que par des quantités constantes, on peut se borner à considérer une seule d'entre elles; il y a intérêt à choisir celle qui se réduit à o pour x = ij c'est-à-dire la fonction (plus exactement pseudo-fonction) définie par la formule
où l'intégrale doit être prise sur tous les chemins partant de a: = i ^ ou bien, ce qui revient au même, définie par l'équation diflférentielle et la condition initiale
, . du i
(7) dx^x' w=opoura: = i.
On la nomme le logarithme népérien de x^ et on la représente par le signe l{x).
Voici les premières conséquences de cette définition.
I. Le logarithme est localement o loir ope pour toute valeur de X non nulle, mais non olotrope en x=io. Car la fonction
fractionnaire simple -y qui est placée sous le signe d'intégration
dans la formule (6), jouit précisément de ces mêmes propriétés (153*) (208*).
On peut donc développer cette fonction par la formule de Taylor à partir de xi, valeur initiale quelconque de x non == o, et le rayon de convergence maximum de la série est modxi, distance de xi à cette unique valeur singulière o (201*).
II. Comme la difiiérentiation indéfinie de l'équation (7) donne immédiatement
le développement dont il s'agit est
i Xi 1 \ Xi / m \ Xi 1
Nous récrirons quelquefois
(9) a=- w/-+-Xn-+-î-^^V
en posant, pour abréger,
série entière dont le rajon de convergence maximum est i , et dont l'étude directe, faite parla méthode employée au n° 78, III, ramènerait par une autre voie aux conclusions ci-dessus (I) (C/". 80, III).
III. De ce que les quantités positives
décroissent sans cesse et indéfîniment, on conclut (100*) que la série (lo) qui a i pour rayon de convergence maximum est encore convergente pour toute valeur de /, ayant ipour module sans être = — i .
Il en résulte que la formule {^)est encore valable pour toutes les valeurs de x situées sur la circonférence de centre xi et de rayon = mod^i, à V exception de la valeur x = o. Car la série est convergente comme on vient de le voir, partant continue (126*), et le logarithme aus^i, puisqu'il y est olotrope (I).
Les séries (i o), (8), sont divergentes,- la première pour / = — i , la seconde par suite pour x = o. Cette valeur de x n'est donc jamais accessible au cheminement, et nous l'exclurons absolument de nos calculs, comme aussi tout développement fait autrement que sous la condition
mod(ar — ^/)< modxi.
Pour le tracé des chemins praticables au cheminement, nous retombons donc exactement ici sur les règles concernant la fonction Jf(VX, x) (80, III in fine),
V. Si les quantités
forment une progression géométrique de raison q, les valeurs correspondantes de l{x)sont les termes d^ une progression arithmétique de raison X(i + y — i).
Car les égalités supposées
_ ^^ — ^<-n _ _ donnent
_ Xj ~ Xj-x _ Xj^x — Xj _ _
d'où (II)
. . . = Ui — M|_i = Uf+i — M/=...= X(n-^ — l)
[en supposant bien entendu mod(^ — i)<C i].
VI. Nous noterons enfin une relation très intéressante entre le logarithme et la fonction ^(tlt, x) des n°' 78 et suiv.
L'expression de la valeur de cette dernière au bout du chemin [xq{=^i)xxX2 . . Xi_iXix] est évidemment
On a de plus (85)
Si donc on fait lit =: o dans la formule (12) différentiée une fois par rapport à Ut, et si l'on a égard à la formule (i i) construite pour le même chemin, il vient, toujours au bout du même chemin,
C'est la relation dont il s'agit; elle permettrait de déduire facilement, des propriétés fondamentales de la fonction '{'(îW, :r), celles du logarithme qui précèdent et beaucoup de celles qui vont suivre. Mais la méthode directe est évidemment préférable, bien qu'elle soit un peu plus longue.
172. Si les variables x\ x", . . . , x^^^ cheminent arbitrairement (à partir de x'=^ x"^^, . . = x^s) = i), e/ si
K', K', ..., K'iT)
sont des exposants réels commensurables quelconques, on a toujours identiquement
pourvu, bien entendu, que l'on ait pris i pour valeur initiale commune de tous ceux des monômes x'^\ x"^\ . . . dont les exposants sont fractionnaires (118), et que la valeur du premier membre de cette relation soit calculée conformément aux règles de la théorie des fonctions composées (231*).
Pour établir cette identité dans toute sa généralité, il suffît (252*) d'en vérifier l'exactitude sur les premiers développements des deux membres, c'est-à-dire /?o//r toutes les valeurs de x\ x"^ . . . rendant inférieurs à i les modules des excès sur i, tant de ces
valeurs elles-mêmes que de la quantité x^^'x"^\.. (71, III) (171, I). Or c'est ce qui a lieu :
I. Quand g se réduit à i , car alors les dérivées par rapport à x' des deux membres de la relation (i3), savoir
se réduisent respectivement à
rL^ = ^ (118), (171);
de plus ces deux membres s'annulent simultanément pour x'= i;
II. Quand g a une valeur quelconque, si on suppose l'identité démontrée pour g — i variables, car alors les mêmes déri-
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vées prennent encore les valeurs identiquement égales
et, pour j:'= I , Tidentité se réduit à
qui est supposée exacte ;
III. Quand g a une valeur quelconque, et maintenant sans condition, carnotre identité, ayant été établie pouru ne variable (I) est vraie pour deux, puis pour trois, et ainsi de suite (II).
173. Comme la distribution des valeurs ordinaires et singulières de x^ observée pour la fonction ^(llt, x) (80, III), se reproduit identiquement pour celle que nous étudions en ce moment, les mêmes particularités se représenteront aussi dans le calcul de cette dernière par cheminement, excepté, bien entendu, celles tenant à la nature propre du développement élémentaire (8) qui est ici entièrement différente. Par exemple, les mêmes tracés de chemins sont permis ou non, et tout chemin conduisant Ae x^klL équivaut, pour le calcul de la valeur finale de u en X, au chemin simple [j:o^(|)X] du n** 87, compliqué par quelque parcours de l^anneau [O^] ceignant l'origine Ox-
La comparaison des valeurs finales de u = l{x) au bout des divers chemins qui mènent de J^o à X conduit à ce théorème :
En appelant U celle qui correspond au chemin simple, et U^*^ celle résultant de l'insertion entre ses deux tronçons [xo^(<)] [j7(i;X], de Vanneau \0x\ parcouru kfois dans le sens direct (89), on a
(i4) Uf^'^= U-4-/:nT,
OÙ xs est une constante spéciale dont la valeur est indépendante de la forme de Vanneau.
I. Conservant les notations du n^ 88, nous appellerons 1/(4, la valeur acquise par l{x) en jî^ij, extrémité du premier tronçon du
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chemin simple, puis
les sommets du chemin constitué par Tanneau, écrits dans l'ordre où on les rencontre en y faisant une révolution directe, et
"(i)j "(î}» •••> "{*)» "(il»
les valeurs correspondantes de /(a;).
La formule générale (9) donnera
en posant pour abréger d'où successivement
puis en ajoutant membre à membre
(i5) u\\]= u>i)-hm,
où l'on a posé
(16) TB = Tïï(i> -h T!T(i) -h . . .-+- W^f).
De la formule (i5) on passe immédiatement, par le raisonnement employé au numéro cité, à
puis à la relation générale (i4)*
II. Avec deux anneaux directs quelconques '[O^;], "[0«], et deux chemins non séparés par l'origine que nous tracerons de Xq à X, nous formerons, comme au n° 88, IV, deux chemins composés équivalents. On en conclut
OÙ 'ro, "cj représen tent les valeurs de la constante xs qui correspondent à ces deux anneaux, puis
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ce q\ii nous restait à démontrer. [On pourrait dire encore que les valeurs de Tintégrale (5), prises sur chacun des anneaux, sont égales parce que ceux-ci sont tous deux directs et que la fonctien x~^ placée sous le signe / est olotrope dans l'espace qui les sépare (229*, V)].
Nous reviendrons incessamment (180, inf.) sur le calcul de la constante xs.
174. D'après cela, les valeurs finales de l{x) au bout du chemin simple compliqué d^ anneaux directs en nombres
sont respectivement les termes de la progression arithmétique de raison w, indéfinie dans les deux sens
..., U — am, U — Wy U-ho.nT = U, U -t- tu, U -h aw,
175. Nous passons aux résultats essentiels de la discussion numérique du logarithme.
En appelant e une quantité réelle < i en valeur absolue^ et l{x + e^) la valeur que prend le logarithme quandonpasse directement dexàx -j-tXj en partant du premier de ces points avec la valeur l{x), on a
(17) l(x-htx)= l(x)-hh,
oïL h est une quantité réelle =0 en même temps que e. La formule générale (9) donne immédiatement
série dont la somme est nulle si e = o, négative si € <; o, car alors tous ses termes sont négatifs, positive enfin si e >- o. Effectivement et à cause de e <C i > ses termes sont alternativement positifs et négatifs, avec des valeurs absolues qui décroissent sans cesse et indéfiniment (101*).
176. Au point de vue graphique, on en conclut ce qui suit : quand x se meut sur une demi-droite fixe issue de V origine O^,
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le point II = l{x) se meut dans le plan des axes OuU', Oul^'^ sur une parallèle au premier de ces axes et cela dans sa direction positive ou négative, selon que, dans son mouvement, le point x s^ éloigne ou se rapproche de V origine O^. Effectivement le premier élément seul de l{x) varie, en croissant dans le premier cas, en décroissant dans le second.
Nous verrons tout à l'heure (178, inf,) que m traverse Taxe OuL'' quand x traverse la circonférence de rayon i décrite de l'origine O^ comme centre.
177. Le point Xq-=\ se trouvant sur la partie positive de l'axe des quantités réelles, ainsi que toute valeur positive de x^ on peut atteindre cette dernière par un cheminement exécuté exclusivement sur cette partie, et chaque accroissement attribué kx sera de la forme ci-dessus tx. Gomme on part de :r = ^o = i sivec la valeur initiale réelle /(i)^o, l'application répétée de la formule (i^) montre que la valeur atteinte par l{x) sera toujours réelle; de plus elle est unique, parce que tous les chemins de mêmes extrémités dont les sommets appartiennent à la partie positive de l'axe des quantités réelles s'équivalent évidemment.
Cette valeur réelle de l[x) est^o^ selon que la va leur positive de X à laquelle elle correspond, est^i. Car, en partant de i et marchant sur l'axe O^X', d'abord dans sa direction positive, ensuite dans sa direction négative, l{x) part de o en n'éprouvant jamais que des accroissements qui sont positifs dans le premier cas, négatifs dans le second.
1 78. Quels que soient la valeur de x de module Ç et le chemin suivi pour y arriver, et si Von représente par 'l(x) le premier élément de l(x), on a
valeur réelle atteinte par l(x) partant de /(i) = o quand on chemine de i à ^ sur la partie positive de l'axe des quantités réelles (177).
D^ou en particulier, pour modx := i ,
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Si X désigne la quantité conjuguée à :r, on a sans cesse et par suite (172)
Mais les termes du membre médian sont des quantités conjuguées, parce que Xy x le sont sans cesse, et que les coefficients de la série (lo) sont tous réels. C]ie membre se réduit donc à 2'l{x),
d'où
ce qu'il fallait prouver.
179. Ainsi donc au point de vue graphique, quand le point jr se meut sur une circonférence [Ox, Ç] ayant l'origine Oxfour centre et \ pour rayon, le second élément de l{x) seul varie, et le point u = l{x) se meut ainsi sur quelque parallèle à raxeOuU',
Quand la rotation de x est directe, la translation de u a la direction de la partie positive de Vaxe dont il s'agit, et inversement.
Si le passage de Xi à Xi^\ s'effectue par exemple dans le sens
direct, le second élément du rapport — ^ est nécessairement
positif (98, I), celui àtt = t'+ it"^ '^i^^zJ^ = f^ _ , également, par suite aussi celui de
Car, tétant infiniment petit, on a )^(i -f- f)-h l{i = t), d'où (172)
= X(i-ht')-\ -, — ( — -, ) -f-...
= >0Y.*[Kt|7)'-Kt^)'-]
expression dont les deux premières parties sont réelles, et dans M. — II. i3
laquelle le coefficient de i finit par conserver le signe -h parce que t^ tend vers o et f aussi en restant positif.
En appelant Vj-, V^ les vitesses simultanées de ces deux points, on a
(i8) Xfi = I.
Si l'on fait tendre Xij^\ vers :r„ la formule (17 bis) donne efFec-
livement
,. mod(M/4.,— Ui) ï
iim j = r-»
mod(j:|>j -- Xi) Ç/
180. V augment w (173) est une quantité imaginaire dont les éléments sont, le premier nul, le second positif ,
Nous calculerons plus commodément la constante rs en donnant à l'anneau la forme déjà utilisée au n^ 100 dans la théorie de la fonction ^{\f-^ ^). H vient ainsi, d'après la formule (16),
(19) uj = 4 [X (l -+- yi - l)-H X (iH- yj - 1) -h. . .-+- X(l -h ya- 0]»
les lettres y 1 , 72, . . . , (/a conservant, bien entendu, le sens qu'elles avaient au numéro cité.
Pour calculer généralement ).(i -{- q — ij, nous observerons que ' cette quantité se confond avec la valeur acquise par l{x) en q^ au bout d'un pas fait directement de a: = i k x = q que nous décomposerons, chose évidemment permise, en deux autres conduisant, le premier de ^ = i à x = q', premier élément de q^ le second de x = q' kx = q'-\- iq" = q.
Le premier de ces deux pas donne en q'
le second donne en q, si l'on représente par x(<^*) '^ pente de q (98, II),
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En mcltant en évidence les éléments de l{q)^ et posant pour abréger
. il vient finalement
parce que mod^y étant = i, le premier élément de
s'évanouit (178). La formule (19) donne donc (22) m = i[4(r,-h...-h Va)],
où, en vertu de la relation (21), Fi, . . . , F,, et par suite le multiplicateur de I sont des quantités toutes positives.
Les formules (ai)? (22), très légèrement modifiées, sont celles qu'on emploie effectivement au calcul numérique de tïj(193, in/.).
La non-nullité de Faugment xn est un point essentiel de la théorie dont nous sommes occupés. On peut Félablir d'une manière entièrement différente qui sera indiquée plus loin (219 bis, in/,).
181. Quand \. est une quantité réelle positive, tout chemin non équiK^alent au segment [i X] de Caxe des quantités réelles donne pour /(X) une valeur imaginaire.
Car ce segment donne pour /(X) une quantité réelle (177) et un chemin non équivalent, cette même quantité augmentée de Xr.cj, où HT est imaginaire (180) et A* ^ o par hypothèse.
182. «S/X est une quantité non réelle positive, /(X) est imaginaire quel que soit le chemin suivi.
En appelant X(t) la trace de la demi-droite O^X sur la circonférence [Oj, 1], nous remplacerons le chemin considéré par un autre équivalent composé de : i® Farc de cette circonférence conduisant de X = I à :r = X^g par une marche de sens rotatif constant; apparie segment de la demi-droite, qui conduit de x = X^i) à ^ = X.
En supposant d^abord direct Farc considéré, qui par hypothèse
n'est pas nul, appelant n le plus grand nombre des quadrants qui j sont contenus, il est évident qu'on peut écrire
X(i, = t«Xiîi,
où le dernier facteur n'a aucun élément négatif, puis décomposer/ et X[^', en facteurs primaires q de modules = i et de pentes y < i» tels (98, II, III, IV) qu'on pourra effectuer le parcours de cet arc en faisant passer x successivement
de I à 5^1, puisà^'i^r,, à ^i^s^i,. ..., à ^i^, . . . 5^2 = X(i), ce qui donne comme ci-dessus (180)
/(X(t,)=«(ri-i-... + rv),
le multiplicateur de / étant essentiellement positif.
Quant au segment rectiligne, son parcours laisse invariable le second élément de /(j?) (176).
Le cas d'un arc rétrograde se ramène immédiatement au précédent, par la considération de l'arc conjugué qui est alors direct, et par un raisonnement analogue à celui du n° 178.
183. Il résulte des premiers principes de la théorie du cercle, que le second élément de /(X) a pour représentation géométrique la longueur même de l'arc considéré ci-dessus, prise positivement ou négativement selon que le sens de son parcours est direct ou rétrograde.
Ce fait se rattache aux applications géométriques, et ce n'est pas ici le lieu de l'approfondir. La formule (18) suffit toutefois à en constater l'exactitude; car pour Ç= i, les vitesses des points x et u = l{x) étant toujours égales, les espaces parcourus en même temps par le premier sur la circonférence [0^, i] à partir de j; = 1, par le second sur l'axe des seconds éléments à partir de w = o, sont égaux nécessairement aussi. Les mouvements simultanés de ces deux points ont d'ailleurs les directions requises (179).
On a en particulier
TS = l.ITZ,
in représentant y comme d'habitude, la longueur de la circonférence de rayon i . Cette observation n'offre aucun intérêt ana-
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Ijlique, parce que toute expression est susceptible de quelque représentation géométrique, et qu'à ce point de vue il n'importe en rien que ce soit l'une ou l'autre. Mais elle était nécessaire poui justifier l^ usage de représenter par aizi Vaugment du logarithme népérien , usage auquel nous nous conformerons désormais.
184. Quand x est infiniment petite ou infinie^ le second élément de l{x) est indéterminé, mais le premier est infini, négatif dans le premier cas, positif dans le second.
On a effectivement
où l{\) est la détermination réelle du logarithme de $, module de X (178), où w* représente l'arc de cercle défini ci-dessus (183). Cette dernière quantité est indéterminée, comme le mouvement giratoire dont x peut être animée en se rapprochant ou s'éloignant de l'origine.
Si l'on suppose ensuite que Ç croisse de o àoo par des valeurs en progression géométrique croissante de raison q (positive et ^ i), les valeurs correspondantes de l{\) seront les termes d'une progression arithmétique de raison \\\ -\- q — i) ^^ K^) ^ ^ {yi\ , V) (177), partant croissante^ par suite l{\) croîtra de — oo à +00.
Les choses se passeront de la même manière pour tout autre
mode de croissance de $, car la dérivée -z de /($) (171) étant toujours positive, cette fonction est toujours croissante (19 et sui^f,).
185. Le signe /(X), posé sans autre indication, représente assez souvent l'ensemble des valeurs que l{x) acquiert en X au bout de tous les chemins pouvant être tracés de x = i à ^ = X, et qu'on nomme alors les logarithmes de X. Quelquefois aussi il représente l'un de ces logarithmes, spécifié d'une manière ou d'une autre.
Ce point de vue comporte quelques observations :
L Sik représente un entier absolument indéterminé (positi nul ou négatif), tous les logarithmes de X sont renfermés dans l^ expression
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OÙ /(X) désigne l^un (Tentre eux choisi arbitrairement (173) (183).
II. Tous ces logarithmes sont ima g inaires ^ sauf le cas où X est une quantité réelle positive, et où l'un d^eux, mais un seul,
estréel{\Tl){\^\){\%±),
Dans ce dernier Ccis, la notation /(X) représente liabilncUement cette détermination réelle unique.
III. La relation (i3) cesse en général d'être exacte quand on y remplace les déterminations voulues des logarithmes, par d^ autres prises au hasard ; mais elle le redevient par l'addition au second membre, de la constante
(a3) (-/-4-A-'K'-hA-"K''-.-...-hA-'^^K'^0îï-^
où /r, A', . . . sont des entiers convenablement choisis. Car les déterminations des logarithmes requises pourTexaclitade de cette relation sont respectivement égales à d'autres quelconques augmentées de tels ou tels multiples entiers de 2Tzi (ï).
IV. Mais quand les quantités x', x". . . . , sont toutes réelles positives, et quand on adopte pour x'^\ x"^\ . . . leurs déterminations positives (94), pour leurs logarithmes et celui de leur produit, leurs déterminations réelles, la relation (i3) subsiste toujours sous la même forme extérieure. Car le choix de pareilles déterminations rendant réels à la fois les deux membres de cette relation, il faut de toute nécessité que dans le terme additionnel (îî3) le facteur entre parenthèses se réduise à o.
A un facteur constant prés {^Q%etsuiv., inf,)^ cette formule est alors celle qui fait des logarithmes un instrument si expéditif pour l'exécution indirecte des calculs numériques usuels. Les cas pai*ticuliers les plus employés sont
(24) l(i) = li^')-l{^').
V. Les seconds éléments des logarithmes de X sont ce qu'on nomme les arguments de cette quantité; ils sont représentés
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géomélriquement par les arcs de cercle définis au n® 183, augmentés des multiples entiers de la longueur air de la circonférence de rajon i .
En égalant les seconds éléments des deux membres de la formule (i3) modifiée comme nous l'avons expliqué ci-dessus (III), on obtient en particulier une représentation géométrique de la multiplication, de la division et de l'extraction des racines. Mais nous n'en avons que faire, et nous n^insisterons pas.
186. Les logarithmes des racines m'^™** de l'unité ont dç» valeurs remarquables qu'il est utile de calculer.
En appelant oLfn=^( — ] la racine principale directe (113),
chacune des autres a pour expression a"^ = ^ ( — j, où /z est quelque
entier positif <;/w; en représentant alors par 1{ol"„) la valeur de i{x) au bout du plus court chemin qui conduit ^, dans le sens direct, de i à a^ sur la circonférence de centre O;^ et de rajon = i , on a toujours
(25) /(ctj,)=n^.
Quand on a mod(a;,t — i)<i\^ les quantités
jalonnent un chemin fermé qui est praticable pour le calcul de l{x)^ parce qu'on y a sans cesse
(26) mod ('''" ^ 7 '''^*) = mod(g,„ - i)< i,
d'où mod(aJ^* — aj^) < modaJ„(171, III). D'autre part, le passage de chaque sommet au suivant ajoute à l{x) l'accroissement de valeur constante
A = x(i-^^^-''7^'-) = x(i + ;:;;^rT) (i7i,ii).
Enfin le chemin considéré fait faire à x une seule révolution de sens direct autour de l'origine O^, et son premier tronçon limité
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à ajj conduit l{x) à la valeur cherchée. Il en résuite immédiatement
/?tA = 2'7rfc (183), /(aJj) = /iA,
d'où la formule (25).
Quand on a, au contraire, mod(a,„ — 0= * » ^^ prendra un multiple de m, M = mq assez grand pour donner mod(a3( — i)< i (113 bis, II), et la considération du chemin analogue, mais maintenant praticable,
conduira à
par suite à la formule (aS) encore, à cause de a5'^(aî)"= a^ (113 6w, I).
On notera les cas particuliers suivants
/(0=/(aJ)=i ^ = Y' /(-i)=/(aî) = 3i^ = 5,:,.
S'il s'agissait du plus court chemin conduisant de i à a^ sur la même circonférence, mais dans le sens rétrograde, il faudrait évidemment remplacer la formule (26) par
tn m
186 bis. On a quelquefois à calculer l'accroissement éprouvé par l{x) quand x chemine d'une valeur particulière :ro(non =0) à axcsproduit de celle-ci par quelque racine de l'unité. En supposant a = a^, et ce chemin équivalent au plus petit arc direct que ces points découpent sur la circonférence ayant Oj pour centre avec mod^To pour rayon, la considération du chemin
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conduit comme ci-dessus à
27) 1(7l7„Xo) — 1{Xo) = n — ^.
S^il s'agissait du plus petit arc de sens rétrograde découpé par les mêmes points sur la même circonférence, on trouverait
(28) l(oiiiXo)— 1(xq)=: —{nt — n)
//If
Pour m = 2, n = 1 , on aurait par exemple
selon que la demi-circonférence à considérer serait directe ou rétrograde.
Tous les autres chemins donnent évidemment à Taccroissement de l{x) Tune ou l'autre des valeurs (27), (28), sauf des multiples entiers de 2Tzi qui s'aperçoivent immédiatement.
187. Le logarithme ne cessant d'être olotrope que pour une valeur nulle (ou infinie) de la variable (171, I), les phases singulières de la /onction composée ll]{x,y^ . . .) ne peui^ent correspondre qvHà celles de la fonction simple U(:r, y, . . .), ainsi qu'aux valeurs de x^y^ . . . , la rendant nulle ou infinie.
Comme au n° 126, le calcul par cheminement de /U(^, >', . . .) se ramène au tracé de la ligne décrite par u = U(ir, y^ • • •)> P***^ au calcul de /(i/) sur ce chemin (171, II). Quand U(a:, y^ . . .) est décomposable en facteurs plus simples, la relation (i3) peut rendre l'opération très facile. On en trouvera plus loin un exemple (190, inf.y
Pour difl'érentier /U(x), on a la formule évidente (236*)
dx - XM.x)^^''^'
Une fonction composée de /(a;) se trouve naturellement dans une phase singulière, tout au moins critique, quand x est infiniment petite ou infinie. Assez souvent on a intérêt à y remplacer x par e^y pour étudier ensuite ce qui s'y passe quand on rend le premier élément de j^ infini, négatif ou positif (201 , m/.) . Par exemple.
on trouve ainsi que, pour x infiniment petite positive, j:ï^[/(x)]^ tend vers zéro, quels que soient les exposants commensurabies positifs u, V (207, inf.),
188. Le logarithme népérien que nous connaissons maintenant par ses valeurs numériques et par ses propriétés caractéristiques, à peu près comme nous connaissions auparavant les fonctions rationnelles, les monômes irrationnels, etc., fournit le dernier élément qui nous manquait pour opérer Tintégration d'une fonction rationnelle quelconque (170), et pour compléter, dans tous les cas, l'expression que nous avons donnée de l'intégrale indéfinie d'une fonction méromorphe dans une aire limitée donnée, ou d'un développement rhizomorphe (41) (1S7).
Quand la fonction sous le signe d'intégration contient dans son développement un terme de la forme
où A n'est pas nul, il lui correspond évidemment dans celui de
l'intégrale le terme
Kl{x -a)
introduisant dans sa phase singulière en a: = a une complication logarithmique. De ce chef, par exemple, V intégrale augmente de A. 2 7r/ à chaque révolution directe de x autour du point a ; effectivement, nous avons déjà remarqué au n** 126 que la difTérence x — a se meut par rapport à sa propre origine, comme x relativement au point n (173) (183), etc.
189. Voici la plus importante des propositions se rattachant aux considérations de ce genre : Si la fonction /(x) est méromorphe dans l'aire limitée et imper/orée S, mais olotrope sur
son contour (C)j r intégrale dé/inie f /(x) dx, prise en parcou-
rant ce contour une fois dans le sens direct, est liée au résidu intégral de /{x) dans l'aire considérée (56) par la relation
(ag) f /(x)dx = 2iti r /(x).
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En intégrant par décomposition, après avoir substitue k f(x) le second membre de la relation (i4) du n° 39, et en représentant par F(x) celui de la formule (i6) du n** 41, il vient évidemment
(3o) f/(x)dx = F(x)-h\l\lii{.T - a,)-^-. . .H- A}J»_,/(:p - «y).
Quand x revient à son point de départ après avoir parcouru le contour (C), le terme F(j:), méromorphe dans Taîre S partant monodrome, revient à sa valeur initiale et ne donne rien dans l'intégrale définie. Mais comme le contour constitue un anneau direct autour de l'un quelconque des points a,, ao, . . ., chaque logarithme augmente de 27zi (188). Il reste donc
/ /{x)dx = 27r£(A'ji[_,-r-. . .-î- A|J^Li),
où, par définition, la somme entre parenthèses est précisément le résidu intégral figurant dans la relation ('^9).
En faisant varier la nature de /{x) et la forme du contour (C), en exécutant des transformations variées, Cauchy, auteur de ce théorème, en a déduit les valeurs d'une foule d'intégrales définies, les unes nouvelles, les autres déjà obtenues, mais par des procédés bien plus pénibles. Dans notre troisième Partie, nous expliquerons cette élégante méthode sur plusieurs exemples.
On a cru qu'elle réduisait des intégrations aux simples différentiations nécessaires pour calculer les résidus, et l'on s'en est étonné. Mais la relation transitoire (3o) montre bien qu'au fond l'intégration est simplement ramenée à d'autres intégrations dont les résultats sont fournis, une fois pour toutes, par la théorie du logarithme.
190. Nous plaçons ici un autre théorème de Cauchy qui porte encore son nom.
Les mêmes choses étant admises que dans le précédent, as^ec la condition, pour /(x)^ de n'avoir aucun zéro sur le contour (C), si l'on nomme m la somme des degrés de multiplicité des zéros de/{x) intérieures à l'aire S, |jl /ûr même somme pour les infinis de cette fonction et ^l/{x) la variation que fait éprouver à l/{x) le parcours du contour (C) dans le sens direct, on a
En choisissant convenablement les déterminations des logarithmes, la relation (2) du n** 31, combinée avec la formule (i3), donne immédiatement
d'où, après le parcours direct du contour (C),
M/{x)= ZmiM{x — ai)— SjjliA/( j: — ai)-H A/f(x).
Dans le second membre de cette égalité, le dernier terme se réduit à zéro, car, î{x) étant olotropc et sans zéro dans Taire S, li{x) y est localement olotrope (187), par suite monodrome, puisque cette aire est imperforée (173*). D'autre part, on a, comme tout à l'heure,
A/(J? — ai) = A /(a: — Xç) = 27: t.
Il reste donc
A //(a:) = {Zmi— £[Jti)2iri,
ce qu'il suffisait de prouver.
191, Quand /{x) est olotrope dans l'aire S, le nombre jjl est nul, et la formule (3i) ramène au calcul de A//(x) celui de m, somme des degrés de multiplicité des racines de l'équation
situées à l'intérieur du contour (C).
En prenant, par exemple, pour /(x) le poljrnôme entier de degré effectif k,
OÙ a/ç^o et où e(x) tend vers zéro quand x est infinie, puis pour S un cercle ayant son centre à l'origine et son rayon assez grand pour que sur sa circonférence on ait constamment
(33) mode(j:)< moda*,
on trouve immédiatement
A//(.r)— k\l(x)~{- A/[aAH- e(x)] — k.i-^i.
Effectivement ^l(x)= 2Tzi parce que la circonférence est un
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certain anneau tracé autour de Torigine, et H[ak-he(x)] = o, à cause de la condition (33), parce que le mouvement de x fait décrire à aA-f-^(^) un contour fermé qui peut évidemment se déformer jusqu'à des dimensions insensibles, sans franchir l'origine spéciale à laquelle on supposerait cette quantité pour un instant rapportée.
La formule (3i) fait donc retrouver m =: Ar, principe fondamental de la théorie des équations entières. Mais cette démonstration n'est pas bonne, en ce sens qu'elle implique des considérations trop indirectes et par surcroît trop étrangères à l'Algèbre pure. Nous ne la reproduisons qu'à titre de curiosité, et nous lui préférons celles que nous avons données aux n*'* 13, 15, cette dernière principalement.
192. Si de plus Téquation (32) n'a que des racines simples à l'intérieur du contour (C), la formule (3i) en réduit le dénombrement même au calcul de ^lf{x).
Cette quantité contient 211 £ autant de fois évidemment qu'autour de l'origine 0« de u =f{x) il faut superposer d'anneaux identiques (directs), pour réaliser un chemin fermé jusque auquel, mais sans lui faire franchir cette origine, on puisse déformer le contour fermé (Q) que la marche de x sur (C) fait décrire à u. Le nombre de ces anneaux a une relation très simple avec le nombre et la disposition des intersections par la ligne (Q), des parties posi-
lives et négatives de l'axe 0„U', points où le rapport — ; des éléments de u s'évanouit; on constatera sans peine c^viHl est précisément la moitié de l^ excès du nombre de fois que, pendant le
u' mouvement de x sur (C), le rapport —^ passe en s^annulant du
négatif au positif, sur le nombre de fois que le même rapport pa^se semblablement du positif au négatif. La simple discussion de ce rapport, faite sur le contour (C) à ce point de vue, procure ainsi le dénombrement des racines; Cauchy a complété son théorème par l'indication de procédés spéciaux pour l'effectuer dans certains cas intéressants pour la théorie des équations entières; mais ces développements sont trop en dehors de notre cadre, et nous ne pouvons nous y engager.
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193. Voici, pour terminer ce paragraphe, la méthode la plus expëdilive pour exécuter le calcul numérique du nombre ir.
Pour m = 8, n = I, la formule ( 25) montre que -: est le second
élément du logarithme de ag = ^(^) racine principale directe S'*^"* de l'unité, ce logarithme étant calculé sur le chemin défini au commencement du n** 186.
En faisant 0Lg= a'-t- «a", où a">o puisqu'il s'agil d'une racine principale directe, la relation aj=a| = / (113 bis) conduit à a'* — ol"' = o, 2%'ol"= i, égalités montrant que a' est positif aussi, de plus égal à a'', qu'en conséquence a^ est une quantité primaire de pente = i . D'après cela, nous formerons d'abord les puissances
(34) I, y, ^«, ..., q^, qff^i,
d'une quantité primaire quelconque g de module i et de pente y < I , en allant assez loin pour que, toutes ces puissances restant primaires, les pentes des deux dernières comprennent i. En représentant un instant par ^£(a) la pente de la quantité a supposée primaire, l'emploi répété de la formule
fera connaître successivement les pentes des quantités (34)7 p^'' suite l'exposant^ et aussi les pentes y', y'', toutes deux inférieures à y, des quantités primaires, de module i aussi.
Posons mainlenant
Si y/<y/j le chemin sans rebroussement
['» qy <7% •••: q^y «s] donne facilement, comme au n® 180,
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Si au contraire /"<[ /', on préférera le chemin où le dernier pas est rétrograde, et l'on aura visiblement
En choisissant pour y^ une très petite fraction, y' et y" en seront de plus petites encore, les séries (35) convergent très rapidement, tous leurs termes sont des quantités commensurables, et l'on obtient facilement une grande approximation. Une manière
d'opérer particulièrement avantageuse consiste à prendre y= r» ce qui donne g ^ i= \, y" = — - , puis
Fonction exponentielle.
194. L'étude des fonctions engendrées par V inversion des intégrales abéliennes (329*) (169) est as;5urément l'une des parties les plus intéressantes de toute leur théorie. Nous avons à la faire actuellement pour le logarithme népérien.
La résolution par rapport à u de V équation
donne une fonction de x qui est indéfiniment olotrope, et dont le développement par la formule de Maclaurin est
(i) a = IH —
Cette équation étant satisfaite numériquement pour :r==o, M = I , hypothèses qui laissent son premier membre olotrope et
n'annulent pas - dérivée de celui-ci par rapport à w, possède une
seule racine olotrope en a: = o et y prenant la valeur u = i (307*);
et cette racine est déterminée aussi bien par inéquation différentielle immédiate et la condition initiale
du dx
pour
Comme les formules ultimes relatives à cette dernière équation (290*) ont la forme générale évidente
dx'f*
on trouve immédiatement la série (i) pour premier développement de rintégrale u.
Le rayon de convergence de cette série est d'ailleurs illimité;
effectivement, pour tout module R attribué à x^ le module
du rapport d'un terme au précédent est infiniment petit pour m infini y d'où il résulte que celui du terme général est infiniment petit, à plus forte raison fini (114*).
L'intégrale cherchée est donc bien la fonction indéfiniment olotrope dont la formule (i) fournit le développement.
195. En représentant provisoirement cette fonction par o{x)^ il est évident que la résolution de Véquation
(p(ar)r= M,
faite à partir rfe w = i , or = o, reproduit l(u) ; car celte équation finie équivaut à l'équation différentielle ^'{^)-j- =»? ou
dx I
bien ^ = -5 accompagnée de la condition initiale x = o pour
u= ly et, par définition (171), le premier développement de l'intégrale de cette dernière est précisément celui de l{u),
196. La différentiation de la fonction o{x) la reproduit indéfiniment; en d^ autres termes, on a, quel que soit V indice m,
Cette identité n'est pas autre chose que la formule ultime (3)
CHAPITRE V. — LOOARITHMB NÉPÉRIEN ET PONCTION EXPONENTIELLE
écrite d^une aulre manière. D^ailleurs la difTérentiation de la série (i) la rend évidente à posteriori.
Cette fonction ne peut donc s^ évanouir numériquement pour aucune valeur de x. Car alors la relation précédente entraînerait la nullité simultanée de ses dérivées de tous ordres, par suite (187*), la nullité identique de f (x). Or ceci ne peut avoir lieu, puisque les coefficients de la série (i) ne sont pas tous nuls.
197. A la propriété caractéristique du logarithme népérien (172) correspond par inversion celle de o(^) que nous allons énoncer, et qui est fondamentale.
Au bout de chemins quelconques issus de
a?' = a?" = . . . = ar^*"' = o, on a identiquement
pourvu que ces radicaux partent des valeurs initiales
Les trajets imposés à x\ x" ^ . . . font suivre aux quantités
des chemins au bout desquels on a la relation (i 3) du numéro cité
/(X'*^' . . . X<ér)«^''^) = K7(X')-f-. . .-h K(^^ /(X^^?) = K' x' + , , . ^ K^s^ x^ér\
parce que (19o) les formules (5) donnent inversement
Or, et cela par définition (194), la résolution de cette dernière par rapport à la quantité dont le logarithme figure dans son premier membre donne précisément celle que l'on veut établir (4) après substitution de ^(^'), ?(^")î • ■ ' ^ ^'' ^"j
198. Quand les nombres K', R", . . . sont tous entiers, Tidentité (4) ne renferme que des fonctions indéfiniment olotropes; par suite, elle subsiste indépendamment de toute condition M. - II. ,4
accessoire. Dans ce cas, la considération de la série (i) en fournit une démonstration bien facile.
La formule de Taylor, indéfiniment applicable à la fonction ^{x) (206*), donne pour toute valeur de x et de A, à cause de l'identité (3),
(6) (p(a7-4-A) = o(ar)9(A), d^où facilement
puis en prenant ^'= ^ = . . . = x^s) = x^
(7) ?(^^) = [?(a^)]*'- On a, d*autre part, à cause de (i), (6),
on en conclut
?(-^)=[?(^)]-S puis en vertu de (7)
Une combinaison évidente de loutes ces formules particulières conduit ensuite à la forme de l'identité générale (4) que nous avons en vue.
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SOO. La relation (4) donne en parliculier
cp(K^)=[ç(a?)P,
d'où pour X = 1
On représente par la lettre e la constante 7(1), en posant
c = cp(i) = n 1 h. . .= 2,7182818
On a ainsi
pour toute valeur de x réelle et commensurable, formule qu facilite beaucoup la conception de pareilles valeurs de notre fonction.
Pour X non réelle commensurable, le signe e^ n'a point de sens ; mais rien n'empêche évidemment de lui en attribuer un, en posant pour toute valeur de x^ ceci conventionnellement quand il y a lieu,
C'est la notation que nous adopterons désormais conformément à l'usage. Elle a le double avantage de fournir les valeurs de notre fonction dans tous les cas où elle a un sens propre, et de rappeler aux yeux Tanalogie parfaite de sa propriété caractéristique (197) avec les règles du calcul des exposants. D'où le nom de fonction exponentielle, auquel on ajoute quelquefois le mot népérienne pour la distinguer d'autres fonctions analogues dont nous parlerons plus loin (209, inf.).
201. La discussion numérique de la fonction exponentielle se ramène immédiatement à celle du logarithme népérien, en vertu de cette observation que le théorème du n® 11 rend évidente.
Si le parcours par u d^un chemin quelconque [i, U] fait
décrire à
le chemin [o, X], on aura certainement
Il j a cependant quelques faits intéressants à établir directement.
I. Quand X est réelle et croit de — oo à H- oo, e* e5/ réelle et croit de o à +0C.
Le premier point résulte de ce que tous les coefficients de la série (i) sont réels. Comme ils sont en outre positifs, e^ est positive aussi pouf a: ^ o, et même pour x < o à cause de e~^ == — (197).
Enfin e^ dérivée première de e* (194) étant ainsi toujours positive, e^ est toujours croissante, et même à Tinfini à cause de e^> j:. Quand x décroît jusqu'à — oo, e^ tend vers zéro, parce que — x
est une quantité positive infinie et que Ton a e^= -3;^-
II. Quand x^, premier élément de x = x^ -h ioi? , est nul, on a
(g) modc-^= mode'**= I.
A cause de la réalité tant des coefficients de la série (i) que de x"j les quantités
sont conjuguées, et le carré de leur module commun se réduit à i,
à cause de
{moàe^^'Y = ei''e-i''= e« = i (197).
III. Dans les autres cas on a
( I o ) mod «*'+'*' = e^'.
Car e^ est une quantité positive (I) donnant (197)
quantité de module i (II).
IV. Quand x se meut de — oo à -f- oo sur une parallèle à l^axe Oj.X', menée à la distance x^ de cet axe, u = e^ marche de o àco sur la demi-droite tracée de V origine Ou à Vextré^ mité d'un arc de longueur ± x" mesuré à partir du point u = i sur la circonférence [Ou, t], dans le sens de rotation direct ou dans le sens rét ograde selon que x'^ est ^o. Car x = l(u) décrit
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précisément celte parallèle quand u se meut sur la demi-droite en question (176) (183).
V. Quand x se meut uniformément de — oo à -4- oo sur une parallèle à l^axe O^X", menée à la distance x' de cet axe, ii'=:e^ tourne uniformément dans le sens direct sur la circonférence [0„, e*"] en passant en u = e^ au moment ou x passe en a^ y et en y faisant une révolution entière chaque fois que x se déplace de 2tc sur la parallèle considérée. Car x=l{u décrit précisément cette parallèle, quand u décrit de la manière indiquée la circonférence en question (179).
VI. Si m, n sont deux entiers, le premier positif , et si a.m désigne toujours la racine principale directe m'^'"* de l'unité, on a
d'oii, en particulier,
e*^' = — I , e * = dz i.
Ces formules sont des conséquences évidentes de celles inverses du n® 186; elles fournissent pour les racines de l'unité, des expressions que l'existence des Tables trigonométriques (250, inf) rend les plus convenables pour leur calcul numérique.
202. Comme la fonction exponentielle est indéfiniment olotrope, elle a pour phase singulière unique celle correspondant aux valeurs infinies de x.
En vertu de la relation (lo), combinée avec les conclusions des alinéas qui la précèdent dans le n° 201, elle est infinie quand le premier élément de x est infini positif, infiniment petite quand il est infini négatif, indéterminée dans tous les autres cas.
Un pareil mode de variation sépare absolument cette fonction de toutes celles à une seule variable que nous avions rencontrées dans les Chapitres précédents, chacune de ces dernières tendant vers une limite déterminée ou bien étant infinie pour des valeurs infinies quelconques de la variable. On dit qu'elle possède à Tinfini une singularité essentielle (259, inf).
L'équation numérique
est impossible ou possible, selon que X. est =o ou non. Dans le dernier cas, elle a pour seules racines toutes les déterminations de 1{X) (18S).
Nous savons (11) que cette équation n^a pas d^autres racines que ies valeurs acquises par la racine variable u de Téquation
définie par une condition initiale quelconque, en particulier par u = o pour X = 1, au bout de tous les chemins pouvant conduire jj de I à X. Nous savons d'autre part (193) que celte racine variable est précisément l{x).
Cela posé, si X = o, tous ces chemins conduiront le premier élément de l{x) à l'infini négatif (184); si au contraire X est non = o, ils donneront naturellement toutes les déterminations de /(X), savoir
en appelant U l'une d'elles choisie à volonté, et k un entier quelconque positif nul ou négatif (173) (183).
204. La périodicité est une propriété extrêmement curieuse et importante qui, sous des formes variées, appartient à une infinité de fonctions engendrées par l'inversion des intégrales abéliennes. Dans la suite, nous aurons à en parler longuement; mais, pour le moment, il faut nous borner à la définir sommairement et à constater qu'elle appartient déjà à l'exponentielle.
Soient /{x) une fonction d'une seule variable, et II une constante donnée non = o; on dit que /(x) admet U pour période si, quel que soit l'entier m (positif ou négatif), on a identiquement
f(x-{'mU)=/{x).
Les fonctions douées ainsi de quelque période sont dites périodiques.
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Cela posé, la fonction exponentielle admet zb 27ct pour période.
Car, par ce qui précède (203 ), et quelle que soit Xj Téqualion
a pour racines toutes les quantités de la forme x + m^^iti.
Cette période est élémentaire (260, inf.) parce que Téquation (il) n'a pas d'autres racines.
205. Relativement aux parties aliquotes de sa période 2iri, Texponentielle jouit d'une sorte de périodicité imparfaite. Car, en appelant m un entier positif et a^ la racine principale directe m»^"** de l'unité, on a (201, VI)
mi TKi x+n n
ITZl
L! addition à x d'an multiple entier de — reproduit donc
encore l* exponentielle, mais au facteur a'|,/?/é5, qui se réduit à I quand n est multiple de m.
206. La composante e*^ étant indéfiniment olotrope, la fonction composée e^<''^.-) l^est elle-même aussi longtemps que la fonction simple U(a:, j', . . .) jouit de cette propriété (248*).
Quand la fonction simple est une fonction méromorphe U(.r) d'une seule variable, on voit sans peine que les infinis de U(x) sont des points singuliers essentiels de e^^^^ (259, inj.).
La diiférentiation de e^^^ donne
-^=au,..u'(.).
207. L'observation suivante est utile à la discussion de beaucoup d'expressions compliquées d'exponentielles.
Quelque grand que soit l'exposant positif fractionnaire ja, le rapport
est infini pour des valeurs positives infinies de x.
Car, à cause du développement (i), ce rapport est supérieur à
où M est un entier quelconque supérieur à (x.
Logarithmes vulgaires et autres fonctions connexes.
208. La relation fondanientale (i3) du n** 172, étant linéaire et homogène par rapport aux logarithmes qu'elle renferme, reste exacte quand on les multiplie tous par une même constante quelconque a que nous supposerons non =o. Ces produits sont les
valeurs de la fonction
ai{x)
pour X = ûc\ x'\ ... et se nomment les logarithmes de ces quantités, pris dans le système de module a. On représente celte fonction par loga(^), et Ton appelle base du système la quantité
A = e" dont le logarithme de cette espèce est = i .
D'après cette définition, les logarithmes népériens appartien-
nent au système qui a pour base e' = e.
209. Il n'y a intérêt à considérer ces nouveaux logarithmes, que dans le cas où a, module du système, est une quantité réelle, et où l'on fait abstraction de leurs déterminations imaginaires. Ils sont encore réels, quand ils appartiennent à des quantités positives, et ils conservent les propriétés exprimées par les formules (24) du n® 183.
Quand x est une quantité positive, on peut considérer u = loga(j?) comme la racine réelle unique de l'équation
La fonction e** jouit évidemment des propriétés caractéristiques de l'exponentielle; de plus, elle est égale à la détermination posi-
tive de yc^'j , quand j: est réelle commensurable (118), (197). Pour
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ce double motif, on la représente souvent par
L'équation précédente s'écrit alors
Quand on donne la base A = e" (réelle positive), le module est évidemment fourni par la formule
d'où
Ao- -, ^a./(A) = , + ?K^ _+.
en se bornant à la détermination réelle de /(A).
210. En prenant A = io, base du système de la numération décimale, les logarithmes des puissances de lo deviennent précisément égaux à leurs exposants. C'est cette particularité, très avantageuse dans la pratique, qui a fait adopter les logarithmes de cette espèce pour l'abréviation des calculs numériques, sous le nom de logarithmes de Briggs ou vulgaires, pour la désignation desquels on se contente du signe log.
D'après la formule (i), leur module a pour valeur
et Ton a généralement
log(a7) =
/(lO)
Cet emploi des logarithmes vulgaires est à la fois l'origine historique des transcendantes dont nous nous occupons, et la plus utile de leurs applications pratiques.
211. Comme un logarithme vulgaire est le quotient de deux logarithmes népériens, la construction d'une Table de logarithmes exige seulement le calcul des logarithmes népériens de toutes les
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quantités positives. Les quantités incommensurables ne figurant jamais dans les calculs numériques que par leurs valeurs approchées, et, le logarithme d'une fraction pouvant s'obtenir par la différence de ceux de ses termes, la question radient en dernière analyse au calcul des logarithmes népériens des nombres entiers positifs*
L'emploi répété du développement (8) du n° 171 y suffirait, car il donne immédiatement, pour toute valeur de N au moins égale à i ,
d'où, en partant de /(i) = o, on déduirait successivement /(a), /(3), .... On remarquera la formule
Mais on obtient des séries d'une convergence infiniment plus rapide, en opérant comme il suit.
Pour j?i = I, ^ = I ± A, ce même développement donne
puis par soustraction
formule valable comme les deux précédentes seulement pour mod/i << i . En y faisant donc h = —^, > elle devient
série très rapidement convergente pour peu que N ne soit pas très petit. Elle fournit de proche en proche comme ci-dessus les logarithmes de 2, 3, 4) • • •• Cet artifice donne une idée des moyens
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indirects par lesquels les calculateurs habiles savent abréger leur travail.
Les logarithmes sont en général des nombres incommensurables dont les Tables peuvent seulement contenir des valeurs approchées. Le degré d'approximation dont on se contente est déterminé par cette condition générale, que les erreurs, dont remploi de logarithmes inexacts peut entacher les résultats des calculs numériques, puissent facilement être maintenues audessous de celles que pourrait faire commettre la mesure directe des grandeurs physiques correspondantes. Les meilleures Tables usuelles donnent les logarithmes avec sept décimales exactes; si les artistes parvenaient à augmenter beaucoup la précision des instruments de mesure, il faudrait, pour n'en pas perdre le bénéfice, augmenter parallèlement l'approximation des Tables.
212. La fonction ^(Hl, x) étudiée dans le Chapitre III s'exprime très simplement au mojen de l'exponentielle et du logarithme népérien. D'après ce que nous avons vu au n" 80, le premier développement de cette fonction est
car la série représentée par T n'est pas autre chose que X(i -h /) qui fournit le premier développement de l{x) (171, II). On a donc identiquement, au bout de tous les chemins imaginables,
Comme l'exponentielle est indéfiniment ololrope et que le logarithme népérien ne cesse de l'être (localement) qu'en :r = o, cette valeur de x est la seule qui soit critique pour cette fonction composée. En étudiant la fonction <{/, nous avons vu ce qui s'y passe quand Ht est réel (102 et suis?.).
Pour VX imaginaire, cette fonction n^y est jamais olotrope; car l'adjonction à un chemin quelconque, d'un anneau direct enveloppant le point ^ = 0 augmente l(^x) de 27c/ et, par suite, multiplie la fonction par e"'*^', facteur qui ne peut être égal à I = e^-'^"^^ puisque ttl n'est pas un nombre entier (204).
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On notera la relation
provenant de ce que le facteur en question se confond nécessairement avec le multiplicateur $(în) du n® 90.
Pour rappeler à la fois les propriétés caractéristiques de cette fonction, identiques à celles des monômes à exposants entiers ou fractionnaires, et aussi les valeurs qu'elle prend quand m est réel commensurable, on écrit
212 bis. La formule (2) rend facile la discussion de x^ pour des valeurs de x infiniment petites ou infinies. En supposant par exemple ttl réel non = o, puis appelant \ le module de x, et /(Ç) la détermination réelle de son logarithme, on trouvera immédiatement
OÙ l'exposant est toujours infini, offrant le signe final + quand x est infinie avec îlt>>o, ou bien infiniment petite avec ni<Co, offrant le signe final — quand x est infinie avec în<[ o, ou bien infiniment petite avec Ht >> o. Cette fonction est donc infinie ou infiniment petite, selon qu'il s'agit des deux premiers cas ou des deux derniers.
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d'où, ce qui équivaut à (3),
\iml(i-h~j =Xy
parce que la somme de la série entre crochets tend vers i .
214. On rencontre encore d'autres expressions compliquées d'exposants non réels commensurables ; les considérations précédentes en fournissent facilement l'interprétation. Par exemple, au lieu de x^, il faut lire 'K^, ^)= e*'^*^, .... Mais les questions de ce genre offrent un bien médiocre intérêt.
FONCTIONS CIRCULAIRES
Tangente et cotangente.
215. L'inversion de l'intégrale indéfinie d'une différenlîelle rationnelle, qui nous a conduit à la fonction exponentielle dans son cas le plus simple, donne encore quelques fonctions, non plus indéfiniment olotropes comme celle-ci, mais indéfiniment méromorphes; nous allons étudier les plus intéressantes.
En représentant par p {a) ^ P(^) deux polynômes entiers, de degrés effectifs A:, k, sans dis^iseur commun, la condition nécessaire et suffisante pour que toutes les intégrales de l'équation différentielle
du ^ p(u)
^ ^ dx |l(M)
soient indéfiniment méromorphes est que Von ait
Considérons l'intégrale particulière précisée parla condition initiale u = Uo pour X = ^o> en supposant que Uq n'annule pas />( w), sans quoi cette intégrale serait u = Uq identiquement,
r. Si l'on avait k>o, le dénominateur 9(u) aurait quelque zéro b (13), (15), et comme la fonction inverse x de u satisfait à l'équation difierentielle
du- p{u) ^^^^' quelque valeur û de j: rendant m = b serait finie; car on en trou-
II. L'hypothèse k = o réduit Téquation (i) à la forme
et l'hypothèse Ar ^ 2 rend finie quelque valeur a de j? pour laquelle u
devient infinie. Des valeurs de ce genre sont efi^ectivement fournies
par la formule
r* du
en prenant l'intégrale sur quelque chemin tracé de Uq à l'infini sans passer par la valeur a = o ni par les zéros de />(</), et cette intégrale est essentiellement finie : car la substitution u= - (334*) la change en
dt,
où le chemin d'intégration, tracé par les valeurs de t= -9 peut
maintenant être supposé limité, parce que u ne passe pas par la valeur o, et ne contient évidemment que des valeurs de t, ordinaires pour la fonction placée sous le signe /.
Or, si l'on avait Ar]> 2, l'inverse arithmétique (^ = - de l'intégrale w, qui prend la valeur t^ = o pour x = 0Lj n'y serait pas olotrope; elle satisfait efiectivement à l'équation différentielle
dx
c'est-à-dire
ds^
dx ç»^-*
où le second membre est le quotient de deux polynômes entiers en V, san? diviseur commun, dont le second s'annule pour i^ = o (I). L'intégrale u ne serait donc pas méromorphe en ^ = a, puisqu'elle y serait infinie sans que son inverse arithmétique y fûl olotrope (42).
III. Pour A" = I , on peut écrire
où g^o^ et l'équation diflFérentielle (2) donne par inversion,
comme ci-dessus (I),
dx I
du g{u — a) d'où, généralement (170), (171),
X = — l(u — a) -h C; puis inversement (194), (200),
fonction de x qui est indéfiniment olotrope. IV. Pour X: = 2 on a (14), soit
soit
p{u) = g{u — a){u — b), {bnon = a).
1° Dans le premier cas, l'inversion donne
dx __ !
du ~~ g{u — a)* puis (215% III)
X = ^ hC,
ff{u — a
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d'où
fonction rationnelle et par suite indéfiniment méromorphe. 2^ Dans le second cas, on trouve de même
du
^(a — a)(a — 6) ^(a — 6;\m — a u — bj
par la décomposition du second membre en fractions simples (52). L'intégration donne ensuite (215% II, III), (170), (171),
d'où (194), (200),
La résolution de cette équation donne pour u une fraction dont les deux termes sont des fonctions linéaires de cette dernière exponentielle et par suite indéfiniment olotropes. L'intégrale u est donc indéfiniment méromorphe (29).
En prenant
l'équation difi^érentielle (2) devie*^*
du
(5) aï = «*+'.
et ses intégrales, toutes indéfiniment méromorphes (215, IV), jouissent de propriétés relativement simples et intéressantes. Celle que détermine la condition initiale
(6) w = o, pour a?=o,
se confond pour les valeurs réelles de x^ avec la fonction connue
dès les éléments sous le nom de tang;r. En lui conservant cette
M. — II. i5
notation, les considérations précédentes fournissent bien facile ment son expression au moyen de rexponentielle. Dans les formules (3), (4) il faut faire
^ = I, a — — h^i\ la première devient
puis, pour :r = a = o,
o = Ch-— . — i) = C-4- -^-Arir (186), (185, I}.
d'où, par exemple,
(8) C = -^; la seconde devient alors
(9) '^^ = e'^r"*"») = e'«eS'> = - e*'* (197), (20J, VI),
et donne
(10) " = langer = ii^-î^^.
217. La formule précédente combinée avec les propriétés générales de la fonction exponentielle fait connaître immédiatement toutes celles de tang^.
I. Les infinis de tang^ sont les quantités réelles
(II) - -H A-TÎ,
Ji —
car ce sont les zéros du dénominateur i -h e^'* = e^'* — e * (201 , Vly , (204), qui ne peuvent annuler le numérateur. Ces derniers étant tous simples parce que la dérivée ate^'* ne peut s'évanouir (196), les infinis en question sont simples aussi (31 et suiv.).
II. Le développement de lang(^-4-/t) par la formule de Tajlor est donc possible toutes les fois que x ri! a pas une des
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valeuF's (il) ei que modA est inférieur à la plus courte des distances de x aux mêmes valeurs singulières (201*).
En faisant u = tango: dans les expressions ultimes des dérivées de u tirées de l'équation différentielle (5) (290*), on obtiendrait les coefficients de ce développement sous forme de polynômes entiers en tangj?; mais les calculs se compliquent rapidement (*).
III. La fonction tango: admet la période ihn (204) gui est élémentaire (260, inf); car Téquation numérique en X,
tangX = tangT, revient à
d'où Ton lire immédiatement (204)
IV. A cause de cette périodicité commune tant de tango: que de ses infinis (I), tous les résidus de cette fonction ont la même
valeur (56), (2o2, inf.). £a faisant tendre x vers l'infini -> on trouve pour le résidu correspondant
i.lini(i — e^'^).lim
Six
Le second facteur est égal à i — e''^= 2; le troisième a pour
valeur le rapport de celles que prennent pour x = - les dérivées
des deux termes de la fraction correspondante (46), c'est-à-dire
. . = ;' // reste donc
pour valeur commune de tous ces résidus»
(*) En dehors de cas très simples dont le nombre est extraordinairement petit, nous sommes dans l'ignorance la plus profonde sur les expressions générales des coefficients des développements des fonctions. 11 y a là sans doute matière à bien des recherches intéressantes. Ces ténèbres épaisses ont été cependant percées çà et là par la perspicacité de M. D. André, mon ami et regretté Collègue, dont le talent sur l'Analyse combinatoire est tout à fait hors de pair. En particulier, il a donné ces expressions sous les formes les plus élégantes pour les développements de lang^ et de sêca? {Comptes rendus, t. LXXXVIII, 1879).
V. Six = x' -\-ix" est infini, tang^ tend vers ±i quand ±x*^ est infini positif .
Car on peut écrire
tang3r = /. -,.,> ,^> >
où, à cause de la réalité de x\ x", e*'-^' conserve i pour module (201, II), où e-^jrv es^ infiniment petit dans le premier cas, infini dans le second (201, I).
Mais quand x" n'est pas infini ai^ec un signe final invariable, cette fonction est évidemment indéterminée ,
Elle possède à l'infini une singularité essentielle (259, inf),
VI. On a les identités
(12) tang( — ar) = — lang^,
(i3) tang(- 4-x) = — --'— .
^\i J lang.f
Le second membre de la formule (lo) change effectivement de signe, quand on multiplie ses deux termes par e^'-^ après j avoir changé x en — x.
A cause de (?'^= — i, la substitution àe x -\- - k x dans le
même second membre le change en i _ ^.^ » expression qui est son inverse arithmétique changé de signe.
VII. Pour l'addition et la soustraction des arguments, on a les formules
(i4) tang(r±y)= ^ ^^^.
^ ^^ ov ./^y iqi tango? tangj^
La formule (lo) donne
lang(arH- y)= t "" ,. — rr- (197),
d'où l'on déduit la première des relations dont il s'agit en substituant à e-'-^, e^'^ leurs expressions en tango:, tangj^ tirées de la même formule (lo).
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La seconde s'obtient de la même manière, ou bien par la combinaison de la première et de Tidentilé (12).
VIII. En partant de la première des formules (i4), on arrive de proche en proche à la multiplication de l'argument. On obtient ainsi pour tangmo: une fraction rationnelle en tang^r, dans l'un au moins des termes de laquelle cette dernière fonction entre au degré effectif m,
La substitution de — à x dans cette relation entre idnismx
et tangx conduit ainsi, pour la division de l'argument, à une équation entière de degrés m, i entre lang— et tangj:.
IX. Les zéros de tangx sont les quantités réelles
(i5) kiz,
zéros simples de i — e^'-^ numérateur du second membre de la formule (10). Tous sor\t donc simples aussi.
X. Pour des valeurs réelles de x^ tang^ est toujours réelle. C'est ce qui résulte du calcul du second élément de tangjr, exécuté au moyen de la formule (10), dans cette hypothèse qui rend mod^^'^= I (201, II), ou bien encore de Téquation différentielle génératrice (5) et de la condition initiale (6) où tout est réel (28 bis).
Ajoutons c^xx'alors tang^r est sans cesse croissante, car sa dérivée première est toujours positive en vertu de l'équation (5) (19).
218. La fonction inverse arc tangx est la racine u de l'équation
tan g u = X.
Elle s'exprime immédiatement par des logarithmes, à Taide de la formule (7) que la permutation de x, u et l'attribution à C de la valeur (8) changent en
(16) tt- - !!-,--L/(x-0-— . /(^-hO-
Les phases singulières de cette fonction correspondent aux
valeurs de x qui annulent l'une ou l'autre des quantités soumises au signe / (187), c'est-à-dire k x =^±i. Ses diverses déterminations sont
u-\ : /w.airt = w-H mr (185).
Tous les chemins conduisant de Xq à X, valeurs de x non = ±: t, sont réductibles à l'un d'entre eux précédé de boucles enveloppant une fois, les unes le point /, les autres le point — t. L'adjonction d'une boucle du premier genre, parcourue dans le sens direct ou rétrograde, augmente de dz it la valeur finale U de arc tang x, parce que la quantité x — i fait alors un tour direct ou rétrograde autour de sa propre origine (126), et que l{x — i) augmente de ±: iTzi (173). L'adjonction d'une autre boucle augmente U de ifiir, parce que le logarithme correspondant est précédé du signe — .
219. La série de Maclaurin est applicable au développement de arc tang^„ jusqu'à moàx = i, plus courte distance de l'origine aux valeurs singulières x= ± i (201*). De
— ; = ± i>, /( — 0= hm'.'iTzL l(i)=z- — h/n'.a?:* (186),
on tire (172), (171, II)
moyennant quoi la formule (i6) donne immédiatement
(19) u = arc tanga? = /«tc h ô" "^ "^
Les séries (17) et (18) étant convergentes l'une et l'autre pour toutes valeurs de x de module i, sauf -[- i qui fait diverger la prjemière et — i qui fait diverger la seconde (171, III), cette dernière (19) Test pareillement; à cause de sa continuité (126*) et
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de celle de arc lang^, elle représente encore celte fonction pour de pareilles valeurs de x.
L'inversion de Tëquation (5) donnant
T ^î— = = I — JT» -h xî — . . .
dx I -h x^
pour modj'<i, l'intégration de celte dernière ferait retrouver immédiatement la formule précédente.
Quand x est réelle, toutes les déterminations de arc tangj: le sont évidemment aussi, de plus croissantes puisque leur dérivée première commune est toujours positive en vertu de l'équation (20). D'autre part, et à cause de tango ^o, une seule détermination est susceptible de s'annuler, ce qui a lieu pour elle en JT = 0 exclusivement. On en conclut facilement que pour chaque valeur positive de x^ cette détermination est la plus petite de celles qui sont positives. Quand x est << i , on obtient son développement en prenant m = o dans la relation (19)9 ce qui donne
X x^ ar*
arc tangr = 5- "+- -t
Si l'on fait ici j:= i, et si l'on remarque que, d'après la relalion (10), les valeurs de x rendant tango: = 1 sont - + wtc, parmi
les positives desquelles - est la plus petite, on arrive à la formule
IC __ I I I
elle est curieuse, mais sans utilité pratique, à cause de la lenteur avec laquelle converge la série.
219 bis. En étudiant l'équation différentielle (5) par la méthode directe que nous suivrons aux n°' 299 et suiv., in/., on prouve sans difficulté : i^ que ses intégrales sont toutes indéfiniment méromorphes et ne dégénèrent jamais en des constantes; 2" que les racines de l'équation numérique
tango? = U
sont, quelle que soit {] ^ ± ly les valeurs de Tintégrale déCnie
r^ du ^ I r" du I r" du
prises sur tous les chemins conduisant de o à U, qu^elles sont par suite de la forme X 4- mil, où X représente Tune d'elles et II la valeur de la même intégrale prise sur Tune ou Pautre, à volonté, des deux boucles enveloppant les valeurs singulières ± i respectivement; 3° que la même intégrale est finie quand U s'éloigne à l'infini sur un chemin ne faisant autour de ± i que des lacets en nombre limité {Cf. 296, i**, inf,). De tout quoi, et en raisonnant exactement comme au n° 302, VIII, inf.y on conclut l'inégalité n ^ o. C'est la seconde démonstration dont nous avons parlé au n** 180 in fine j car il est évident, par la relation précédente, que n est précisément la période de l'exponentielle, au diviseur 21 près.
220. La combinaison des relations (12), (i3) donne immédiatement
tangi ar 1= •
\i I tanga?
On affecte le signe spécial cot^ à la représentation de la valeur commune des deux membres de cette identité, et l'on a ainsi, d'après la formule (10),
(21) cota? = = t -— .
tanga? c*'-^ — i
Les propriétés de cette nouvelle fonction se déduisent si facilement de celles de tangx, que nous nous contenterons d^énoncer les principales.
L Elle satisfait à l'équation différentielle
^^ di=-'''-'^
autre cas particulier de l'équation (2), et à la condition initiale
p = 0, pour a: = -.
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On s'en assurera par la substitution </ = - faite dans Téqua-
tion (5), et par la prise en considération des conclusions de l'alinéa Iduno2i7.
II. Elle est indéfiniment méromorphe comme tangj; dont elle a la période ±: tz (loc. aV., III) toujours élémentaire (260, m/.), avec ses zéros (i5) pour infinis et ses infinis (ii) pour zéros, les uns et les autres tous simples.
Ses résidus ont tous la valeur
III. On a les identités
cot(-^)=— cotJT, cot ^^ -+- a:^ = — ^^ (217, VI),
et aussi
(aa) cot( x) = = langa?.
IV. La valeur de cot^r est réelle pour toutes les valeurs réelles de X (loc. cit., X), (28 bis).
Etc.
221. Les deux fonctions que nous venons d^étudier ont avec sinjt; et cos^r des relations très simples sur lesquelles on pourrait fonder pour elles une théorie toute différente, mais moins propre selon nous à mettre bien en évidence leur véritable caractère analytique (248, in/.).
Réduction des intégrales circulaires, elliptiques et ultra-elliptiques. Expressions générales et inversion des premières.
222. Après les intégrales de nature abélienne qui nous ont donné, directement ou par inversion, le logarithme et l'exponentielle (Chap. V), puis la tangente, la cotangente et leurs fonctions inverses (215e^ jaeV.), les plus simples sont celles dont l'irrationnelle caractéristique y dépend d'une équation entière où elle entre
au deuxième degré. Sans restreindre la généralité de Vintégrale
(i) f¥{x,y)dx,
on peut toujours supposer alors que cette équation se réduit à
OÙ ^{x) est un polynôme entier en x^ dont le degré effectif k est >- o, et qui est dépourvu de tout zéro multiple*
Car Féquation en question est nécessairement de la forme
(3) A7«-f-2Bj^-+-G=o,
A, B, C désignant des polynômes entiers quelconques en x^ et en appelant ^{x) le produit de tous les facteurs linéaires distincts de B^ — AG qui figurent dans ce polynôme avec des exposants
impairs, on a
B» — AG = K«(p(ar),
où K est un nouveau polynôme entier en x. Cela posé, la résolution de l'équation (3) donne
y = — x'^ii v?(^)»
et <f{x) ne peut se réduire à une constante, puisque alors l'équation (3) serait réductible contrairement à l'hypothèse du n® 169. Or il est évident que toute fonction composée rationnelle de x
et de y est aussi composée rationnellement de x et de ^^{x)j
c'est-à-dire de x et de la racine d'une équation de la forme (a).
Dans cette hypothèse, où nous nous placerons désormais, on a
deux théorèmes généraux que nous commencerons par établir.
223. Une simple substitution rationnelle du premier degré (30*) permet, soit d'augmenter d'une unité le degré k du polynôme ^{x) si ce nombre est impair, soit de le diminuer d^une unité s'il est pair.
Nous écrirons
<p(a?) = («1 H- 6, ar) . . . (a^r -4- bfix)^
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les coefficients 6|, , . ., bft et les déterminants (aibj — cijbi) étant tous différents de zéro, et, appelant t une nouvelle variable d^intégration, nous exécuterons la substitution
dont les coeffîcients provisoirement indéterminés sont assujettis à la seule condition de donner
a 8 — Py ?^ o, et qui conduit alors à
dx=r — - — -^ dt,
(Y-hoO*
Si k = 2n — 1 , il vient ainsi
[(«î«-i T -i- ^tn-1 a) + («s/i-i ô -+- 6,„_i P) f] [y h- 5/] i ,
et l'expression y^it) entre accolades est un polynôme entier sans facteurs multiples, en outre de degré effectif 2n, si les coefficients de la substitution (4) ont été choisis de manière à ne rendre ^o, ni 8, ni aucun des binômes a/S + 6/^. On aura donc ainsi
où F| est une nouvelle composante rationnelle. Si A:= 2/2, il vient
et l'expression tj;(/) entre accolades est encore un polynôme entier en t sans facteur multiple mais de degré effectif 2 /i — i seulement, si Ton prend maintenant pour S, 0 des valeurs annulant l'un des binômes a,- 8 4- 6iP.
Or, on trouve comme ci-dessus,
F[x, /,T^] d.=- ;Li--ji F [g^;, , *^, 1 dt
où la composante F2 est toujours rationnelle.
224. Quelle que soit la composante rationnelle F, Vintegrale (i) se ramène à la somme :
i"* Uune expression rationnelle et logarithmique
intégrale indéfinie d'une certaine différentielle rationnelle en x\
2° Du produit
d'une certaine fonction rationnelle de x, \){x)^par le radicaly ; 3® D'une fonction linéaire et homogène des k — i intégrales
c ette troisième partie n'existant pas toutefois si l'on a A' = i ; 4® D'une fonction linéaire et homogène d'intégrales en nombre indéterminé, de la forme
dx
OÙ a n'est pas un zéro de ^{x).
I. En mettant Y{x^y) sous forme d'un quotient de deux polynômes entiers en x^ y^ groupant dans chaque terme de cette fraction les monômes de degrés pairs en y^ ainsi que ceux de degrés impairs, et mettant ce radical en facteur dans les derniers groupes, il vient
M, M', N, N' désignant des polynômes entiers en x et en j^^^ ^j^ ^
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seulement, par suite, si Ton y remplace^* par ^{x) en vertu de Vëquation (2). En multipliant ensuite les deux termes de cette dernière fraction par N — N'j^, il viendra
(MN — M^N>^)-h(M'N — MN^)y
X, P, P|, P' désignant encore des polynômes entiers en a;; on en conclut
et la première intégrale du second membre de cette formule de décomposition donne Texpression désignée par ^{x) dans notre énoncé.
II. Quant à la deuxième, si Ton décompose la fraction rationnelle y ^^ monômes entiers et en fractions simples (52), elle deviendra une fonction composée linéaire d'intégrales des formes
ei
dx r dx
/dx r dx
(x-ay/y J u--u/>
711, q, r, . . . étant des exposants positifs et U, b, ... des constantes inégales.
III. Cela posé, en appelant pi un entier positif quelconque, on aura identiquement
Dx{^^-^y) = ( Hi — \)x[^-^y ■+- x\i--^ Djcy
OÙ, à cause de l'équation (2), l'expression entre crochets est un polynôme entier en x,
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de degré effectif A: — 2 + |jl ; car, en appelant ao le coefficient de x^ dans f (^), lequel est essentiellement non = o, on a
Ar=(i--'+^)«..
quantité qui ne peut s^évanouir. En intégrant donc les deux membres de l'identité précédente, il vient
(.0 ..-.^=Ar/î^^^^Ar/^^'^---An../f •
Maintenant nous distinguerons deux cas.
1*» Si /r = i, nommons M — i le plus grand des exposants m dans les intégrales (9), et faisons successivement p. = i , 2, . . . , M. La relation précédente donnera M équations dont la résolution fournira, linéairement par rapport à
les expressions des M intégrales de la forme (9) où m ne surpasse pas M — I . Effectivement ces équations sont linéaires, et le déterminant des coefficients de ces intégrales s'y réduit à A„ ' AJ,^' . . . AJ*\ produit non = o comme chacun de ses facteurs.
2° Si A>i, nous appellerons M l'excès sur k — 2, du plus grand des exposants m dans les intégrales (9), et nous ferons encore [a = i, 2, . . ., M. Les M équations fournies par la relation (i i) ne pourront plus être résolues par rapport à la totalité des k — 2 + M + I intégrales qui figurent dans leurs seconds membres; mais, pour la même raison que ci-dessus (1®), elles donneront les M d'entre elles où m surpasse k — 2, exprimées linéairement au moyen des fonctions (12) et des intégrales (7).
. IV. En appelant enfin y^ un entier positif quelconque, on aura encore identiquement
Ce dernier facteur entre crochets est un polynôme entier en ;r , de degré égal à A" en général (moindre toutefois si — '/-t- ' H — = o ) ;
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après l'avoir mis sous la forme
(i4) B'^^'-hB7'(x-a)-hB;>C>(ar — o)« -+-... -h B2C'(^-tt)^
nous distinguerons deux cas.
I® Si a est un zéro de 'f(^), le polynôme (i4) est divisible par X — CI, mais non par [x — û)^; car le quotient de sa division par X — a est
expression qui, pour a: = II, prend la valeur ( — y-4 — )?'(^)
essentiellement différente de zéro, puisque cp(^) n'a pas de zéro multiple et que '^ est un entier. On a donc B'^^'= o, Bj^'non = o, et la relation (i3) devient, après intégration,
Ici faisons successivement ^ = 2, 3, . . . , Q, Q + i , en appelant Q la plus grande valeur de l'exposant q dans celles des intégrales (10) impliquant des puissances du même binôme x — (1. Il viendra Q équations du premier degré, permettant d'exprimer linéairement au moyen de
et des intégrales
<'") JT' y-T— ' •••' J- -y '
lesquelles s'expriment linéairement d'elles-mêmes au moyen des intégrales fondamentales (7), les Q intégrales de la première des formes (10) où y a les valeurs 1,2, . . . , Q (en particulier celles que nous avons à considérer). Effectivement le déterminant des coefficients de ces Q intégrales se réduit à Bi^'B''' . . . Bi^"^*^, quantité encore non = o.
2® Si tt n'est pas un zéro de o{x) et si y^ est > i, le coefficient BJX^ du polynôme (i4)j savoir ( — /-+" 0?(^)j ^^^ essentiel-
lement difTérent de zéro, et l*intégration de la relation (i3) donne
(a:-fl)~-X^-i^ = B'-/' f ^^^ -f- B'X' f- ^^
+ B7Yr- ' V. •
En faisant ici y= 2, 3, .,., Q, il viendra Q — i équations simultanées du premier degré, où le déterminant Bi'^BJî^^ . . . B^J^' des coefficients des Q — i intégrales de la première des formes (10) dans lesquelles q a les valeurs 2, 3, . . ., Q n'est pas nul; par suite on en pourra tirer celles de ces intégrales oîj g' > i en fonctions composées linéaires de
des intégrales (16), par suite des intégrales fondamentales (7)^ et finalement de l'autre intégrale fondamentale (8).
V. Si l'on opère de même pour toutes les autres intégrales (10), et si l'on réunit tous les résultats obtenus, on arrive bien à la formule de réduction spécifiée dans notre énoncé; car le groupe des expressions (12), et (i5) ou (17) selon qu'il s'agit du cas i® ou 2° de l'alinéa IV, donne ce que nous avons appelé \j{x)y.
22o. La proposition précédente a une grande importance parce qu'elle ramène toutes les intégrales (i), où le poljnome ç(^) est le même, aux expressions (5), (6) qui sont connues, et aux intégrales fondamentales (7), (8) qui ne le sont pas, mais dont le nombre est essentiellement limité, si du moins on considère comme se confondant dans leur essence, les déterminations de l'intégrale (8) qui correspondent aux diverses valeurs du paramètre a.
La facilité extrême avec laquelle le théorème du n® 223 permet de passer de celles des intégrales (i) où^=:2n — i à celles où A* = 2 71, et inversement des dernières aux premières, a fait ranger les unes et les autres indistinctement, dans une seule classe caractérisée naturellement par la valeur correspondante du nombre n.
Quand on a n = i, c'est-à-dire /: = 1 ou = 2, les intégrales (1) sont dites circulaires, parce que l'une d'elles fournit l'expression
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de la longueur d^un arc de cercle en fonction des coordonnées rectiiignes de ses extrémités; ce sont les seules dont nous nous occuperons dans le présent Chapitre.
Si /i = 2, c'est-à-dire si A* =3 ou =4, les mêmes intégrales sont dites elliptiques, parce qu'on en rencontre toujours une en calculant de la même manière la longueur d'un arc d'ellipse; nous en parlerons longuement dans les Chapitres VIII et suivants.
Pour n >• 2, c'est-à-dire pour A" > 4> oi* a les intégrales ultraelliptiques; nous n'avons pas à faire leur étude qui se rattache à la théorie générale des intégrales abélîennes.
S26. Le calcul des intégrales circulaires est dominé par cette observation générale, que toutes sont exprimables au moyen des fonctions rationnelles, radicales et logarithmiques étudiées dans les Chapitres qui précèdent celui-ci. En conservant pour y(^) la notation du n^223, et en représentant par r(5) comme au n® 224 quelque composante rationnelle et logarithmique, provenant de l'intégration d'une certaine différentielle rationnelle en Sj on a effectivement cette proposition.
L'intégrale (i), supposée circulaire, a pour expression :
si A: = I ,
(i8) v(v/a,^^T^) = rW?î7)\ ;
si A* = 2,
I. En supposant A' = i , appelant s une nouvelle variable d'intégration, et posant
d'où
s^ — at , is ,
l'intégrale (i) se change en
M. — II. i^>
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et la fonction de s placée maintenant sous le signe / est rationnelle. Celle dernière intégrale est donc de la forme ^(5), et la
substitution inverse s = y/aj -|- 6, a; = \/cp(a:) conduit bien pour la proposée à ^expression (18).
II. En supposant enfin k = ^, nous exécuterons d'abord la deuxième substitution du n° 223 en prenant
a = i, p = — as, Y = o, 0 = 6,,
pour annuler le coefficient de t dans le second facteur de '!^(l), c'est-à-dire en faisant
Il vient ainsi
moyennant quoi (1) l'intégrale (1) exprimée en fonction de t est de la forme
Il suffit maintenant de transformer celte fonction par la substitution inverse de (21), savoir
r ai -h bfX
pour obtenir l'expression (19).
227. D'après ce qui précède, il est évident qu'en composant la substitution (21), rationnelle et du premier degré en ^, avec la substitution entière et du second degré en 5,
bti^aibi — Uibi/
c'est-à-dire en exécutant une seule substitution rationnelle mais du deuxième degré en Sy on rend rationnelle dans le dernier des cas ci-dessus la différentielle de l'intégrale circulaire considérée. Comme la substitution (20), qui jouit de la même propriété dans le premier cas, est aussi rationnelle (même entière) et du deuxième degré, une substitution convenable de cette sorte peut toujours
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ramener le calcul d^une intégrale circulaire à V intégration d'une différentielle rationnelle.
Cette remarque est la base des procédés en usage pour le calcul pratique des intégrales circulaires; mais ce que nous avons à en dire sera mieux placé dans notre troisième Partie.
228. On peut exécuter aussi le calcul d'une intégrale circulaire, en la ramenant d'abord à ses intégrales fondamentales par la réduction expliquée au n° 224, puis en appliquant à ces dernières, qui sont fort simples, la méthode du n® 226.
I. Pour /.- = 1 , il y a une seule intégrale fondamentale que nous écrirons
, . r du
J {il — a) /G {u — a)
en appelant désormais u la variable d'intégration et G, a, û trois constantes, la première non = o, les dernières inégales. La substitution
d'où
du = 25 ds,
change cette intégrale en
I r ids __ I r/ I I
ds
La substitution inverse s=^\/u — a donne pour expression définitive de l'intégrale cherchée (22)
(.3) . ^Iv^-V^I^G.
/G (a — a) Lv" — a -{- /a — a\
IL Pour A: = 2, il y a une seule intégrale fondamentale At première espèce et une seule aussi de dernière espèce, que nous
écrirons respectivement
J (u — a)yO{u — a){u —
OÙ les constantes G, a, 6, D sont la première non = o, les trois autres toutes inégales.
1^ La substitution (âi), qui est ici
d'où
du = - -- di,
change l'intégrale (24) en
df
c'est-à-dire, au signe près, en ce que devient l'intégrale (2*2) quand
on y remplace 1/, G, a, a par ^, G(b — a), _^ , » o. Celte dernière a donc pour expression (()
■^ L\/''-î^*vV-^J
que la substitution inverse t= — —y change facilement en
2** L'expression de l'intégrale (26) s'obtiendrait de la même manière; mais on opère plus rapidement en y faisant la substitution w == a -i — J qui la ramène immédiatement à la précédente. Le résultat de ce calcul n'a rien d'intéressant pour nous.
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229. L'ambiguïlé des expressions (28), (26) se lève par des moyens fort simples dont le principe est applicable aux cas analogues qui se présentent à chaque instant.
La détermination de chaque radical écrit plusieurs fois doit naturellement être partout la même. Il faut en outre que celles des radicaux constants et les valeurs initiales des radicaux variables soient choisies de manière à assurer l'identité des premiers développements, tant de la dérivée de l'expression considérée, que de la détermination adoptée pour la fonction placée sous le signe J dans l'intégrale (1). On assigne enfin au logarithme une quelconque des valeurs initiales dont il est susceptible, puis à la constante arbitraire une valeur telle, que l'expression considérée ait bien pour valeur initiale celle qu'il aura plu d'attribuer à cette intégrale.
230. Voici, le plus intéressant des résultats fournis par l'inversion des intégrales circulaires.
L^ inverse de ^intégrale de première espèce (26) est une fonction indéfiniment olotrope qui est réductible à volonté, soit à une fonction composée rationnelle et du deuxième degré d^une seule exponentielle à exposant linéaire, soit à une fonction composée linéaire de deux exponentielles de cette sorte, dont les exposants sont égaux et de signes contraires.
En égalant à x l'expression (26) de cette intégrale et tirant de l'équation ainsi formée la fraction sur laquelle porte le signe /, on trouve d'abord
V u — b puis^ sans difficulté,
gV^(J-C)_i g-v'Ô.r— 1.)_^ _ ,
(b — ^ i/r,^ r, b — a TT^p b -^ a
fonction de x évidemment olotrope dans toute l'étendue du plan,
comme chacune des deux exponentielles dont elle est linéairement composée.
La combinaison de celte formule avec les propriétés générales de Texponentielle fournit toutes celles de la fonction w, et de même pour sa fonction inverse (26), en utilisant les propriétés des radicaux et du logarithme; de même encore pour loules les autres intégrales circulaires. Il nous suffira amplement toutefois d'étudier les déterminations particulières dont nous parlerons dans le paragraphe suivant.
Remarquons enfin que la même fonction étant naturellement l'intégrale générale de Téquation différentielle
du
de même forme, plus simple encore, que Téquation différentielle fondamentale de la théorie des fonctions elliptiques (299, //i/.), ses propriétés générales, à elle-même et à sa fonction inverse, pourraient être déduites de cette équation par la méthode directe que nous serons forcés de suivre au numéro cité. Mais cette considération même nous dispense de faire connaître ici la méthode dont il s'agit; il importe, au contraire, de prendre la formule (27) pour base de la théorie qui va suivre, afin de laisser tout à fait en évidence sa connexitc très étroite avec celle du logarithme et de l'exponentielle.
Sinus et cosinus.
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les valeurs de x, et en nous souvenant de la dernière égalité du n? 201, YI, nous aurons donc, mais ici par définition,
i COSX = : = »
I Sina? = : : = : >
fonctions indéfiniment olotropes comme nous Tavons dit au numéro précédent et dont ces formules, combinées avec les propriétés de Texponentielle , vont nous permettre de faire très facilement Tétude simultanée.
Les développements de e'^, e~'* fournissent immédiatement les séries de convergence illimitée
Ces fonctions sont liées Tune à Tautre par les relations
(6) cos*a?-t- sin*j: = I,
, , dcosx . / ■ d s\nx / r— r—
(7) — -1 = — sina?= Y i — cos*ar, — -^ — = cosa? = ^ i --sin*iP,
que les formuleç de définition (3) rendent évidentes, et par ces deux-ci
cosa?
sinx
(8) cos
que donnent les mêmes équations combinées avec la dernière égalité du n^ 201, VI.
On a souvent besoin de la formule
, . ,. sina?
pour lim;r = o; elle résulte immédiatement du développement (5).
La résolution par rapport à X de réquation
(lo) cosX = cosx
peut s'effectuer en tirant d'abord e'^ de l'équation du second degré, équivalente en vertu des formules (3),
l son e
ce qui donne facilement
( soil e-»-»^,
puis X de ces dernières équations (204), ce qui conduit à
I soit iar-4- m.iiziy
{ soit — la? -h 771. 2711.
Il en résulte pour X ces deux suites de valeurs
I..., jr — 1.27:, X — 271, X, X -r- '>.TZ, a?-+-2.27r, ..., , — x — ir.f — -r, — J7-+-27t, ,
dont l'existence entraîne les identités
(12) cos(a: -h m.27r)= COSX, cos( — ar) = cosa;.
En opérant de la même manière, ou bien en utilisant la première des relations (8), on trouve que l'équation
(i3) sinX = sina:
a pour racines
( ..., X — 2.271, X — 271, X, X-\-2TZy a;-h2.9:r, •••?
( , Tî — X — 271, TT — X, 7: — a:-h27r, •
d'où les identités analogues
(i5) sin(a7-+- //i.27ï)= sinx, sin(7r — a?) = sinj7.
L'avant-dernière formule du n** 201, VI donne immédiatement ces deux autres relations
(16) cos(x-i-7:)= — COSX, sin(x-r7r)= — sinx,
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dont la combinaison avec les dernières écrites dans les lignes (12), (i5) conduit à
cos(— a? -^ 7r)= — cosar, sin( — x)= — sinx.
233. La nature des racines (11), (i4) trouvées ci-dessus aux équations (10), (i 3) montre que le cosinus et le sinus sont des /onctions périodiques (204), avec la même période ± itz qui est élémentaire (260, inf,).
Les identités (16) confèrent à nos deux fonctions une périodicité imparfaite relativement à leur demi-période r.
234. Les zéros du cosinus et du sinus s'obtiennent en résolvant les équations numériques
cosa: = o, sin;r = o.
A cause de la formule (5), la dernière peut s'écrire sinj; = sino, d'où (232) X =
..., — 3iT, — 21^, — iT, o, t:^ 2*7r, s*:!, .... La première écrite sin ( - — x\^ sin o donne x --
71 TZ Tt 7C TZ
.... 211, — — TT, — y — -T-'T, — -4- 27^, . . • ,
Ces zéros sont tous simples (3), car chacun dç ceux d'une fonction diffère de tous ceux de l'autre, et, par suite, ne peut annuler cette seconde fonction, c'est-à-dire la dérivée de la première au facteur numérique ±: 1 près (231).
235. Les coefficients des séries (4), (5) étant réels, les valeurs du cosinus et du sinus le sont aussi pour toutes les valeurs réelles àe X) il est facile maintenant de les discuter; nous le ferons pour le sinus entre o et 2 7t, ce qui est suffisant à cause de sa périodicité.
Comme ûnx n'a aucun zéro entre e, quantité positive infiniment petite, et tz — e, il conserve un signe constant dans cet intervalle (22); ce signe est -4- parce que, D smx = qosx se réduisant à I pour x=iO d'après la formule (4)? sino; est croissant en j; = o
(19), (21), et d^aîlleurs =o. Mais, comme ses zéros sont tous simples et réels, sin:z; change de signe en chacun d^eux (18) et prend le signe — de — lï-f-eà — e.
Il en résulte, diaprés la seconde des relations (8), que cosx
est positif de o à -; e, négatif de - -t- e à t:; on a, d'autre part,
sin- :=coso=: I. De x = oàj;=-»le sinus croît donc deo à i :
de X = — k X = 71^ il décroît de i à o. Après quoi, la seconde des
relations (i6) montre que, de it à ^ ti, sina; décroît encore de o à — I, que de |it à 2 7C, il croît de — i à o.
236. Les relations de définition (3), combinées avec les propriétés fondamentales de Texponentielle et les identités évidentes
(17) «''■'= COS 37 -4- «sin 37,
(18) e ''* = cosa7 — isinx,
donnent facilement les formules
!cos(a7z^:j^)= cosarcos^u: sinarsin^, s\n{xzLy)= sinrrcosj^ d_ cosa? sin^,
pour Y addition {oxx la soustraction) des arguments dsius le sinus et le cosinus.
On peut en déduire de proche en proche celles relatives à la multiplication de Targument, et aussi à sa division. Mais il y a pour cela une autre méthode bien préférable que nous indiquerons plus loin (244, inf,).
237. Les relations (19) fournissent facilement les éléments du cosinus et du sinus. La première donne, par exemple,
cosa: = cos(a7'-f- la?') = cosa?' h isinar' •
Le premier terme du second membre et le coefficient de i dans le dernier, étant des quantités évidemment réelles, sont précisément les éléments de cosj;; de même pour sinx.
238. La formule précédente facilite la discussion de cos^ pour des valeurs infinies de la variable.
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D'une part cosor', sinx' ne peuvent jamais s'évanouîr en même temps, à cause de la relation (6); d'autre pari, pour x^^ infini, Tune des exponentielles e^, ^""^est infinie, Tautre infiniment petite. Il en résulte que, si j:"est infini, cosj: l'est toujours aussi ; que sinon jc' est infini et cos j; indéterminé. Les choses se passent de même pour sin j;. Chacune de ces fonctions possède une singularité essentielle à l'infini (2o9, «/?/.).
239. On représente par arc cosx, arcsinx, les fonctions inverses {/ fournies respectivement par la résolution des équations
(20) . COSïl = ;r, (•21) sin u = X.
On trouverait immédiatement leurs expressions logarithmiques et radicales en réalisant les hypothèses numériques (i), (2) dans la fonction (26) du n"228, après y avoir écrit j;à la place de u ; mais,
comme on a arccosj:= arc sin j; (231), il suffit d'étudier
cette dernière fonction, et il vaut mieux la tirer de l'équation (21) transformée par la substitution à sinc^ de son expression rationnelle en e'", fournie par la seconde des relations (3). Cette équation devient ainsi
et donne d'abord
tf'" = ix H- /i — x^, puis
(21) M = arc siniF = -r /(i-c -h y/i — -a;*).
Cette fonction composée peut cesser d'être olotrope seulement pour les valeurs de x annulant, soit l'expression placée sous le signe /, soit le radical (187), (125). Les valeurs du premier genre n'existent pas, à cause de l'identité évidente
Les seules phases critiques de arc sinx correspondent donc à
Ce sont même des phases singulières; effectivement quand x est très voisine de di i, on peut développer le logarithme de la formule (22) en la somme de l{ix)^ fonction olotrope, et d'une série
procédant suivant les puissances entières de la quantité — -. — »
alors très petite (171) ; or la somme des termes de la série où celle quantité est affectée d^exposants impairs ne peut évidemment être olotrope en 57= ib 1. La méthode des n°' 141 et suiv., appliquée à la résolution de l'équation (21) à partir de x = =b i , donnerait des développements rhizomorphes (153).
L'équation différentielle (24) du n'*242, «/?/., rend d'ailleurs ces
divers points évidents, en montrant immédiatement que -j- n'a d'autres phases singulières que x = ±: i (165*), (125).
240. En appelant u quelque valeur de arcsinx, toutes celles qui correspondent à la même valeur de :r et à la même détermination du radical sont de la forme
u -h m — ^ = M -,- /Il . 1 TZ.
Celles qui correspondent à la détermination opposée du radical
sont de la forme
car l'identité (aS) donne
l{ix -T- ^i — x^)-\- l[ix — /i — X-) = l{ — i) = i^-Tz-h m.ir.). Ceci s'accorde avec ce qui a été dit au n'* 232.
241. Les incidents du calcul de arc sin:r par cheminement sont intéressants à étudier. Tous les chemins à considérer se composeront ici d'un chemin simple précédé de quelque combinaison des deux boucles (4- i), ( — i), enveloppant +1 et — i, seules valeurs de X qui soient singulières pour cette fonction.
Nous prendrons j:o = o> la valeur initiale du radical =-f-i, celle du logarithme = o. Nous tracerons le chemin simple [oX] arbitrairement, sauf la condition de ne contenir ni -|-i, ni — 1, et nous appellerons U la valeur finale de arc sin^ à son extrémité X.
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Nous composerons la boucle (-f- i) : i** du segment [o(i — e)] de Taxe des quanlités réelles, allant de Torigine au point i — e, où e est une quantité positive très petite; 2® d'un anneau également très petit [-{- i], commençant en i — s et y finissant après avoir enveloppé une seule fois le point -h i *, 3° du même segment [0(1 — e)] parcouru en sens inverse. Pour la boucle ( — 1), nous prendrons la symétrique par rapport à l'origine 0^, de celle qui vient d'être tracée.
Posons
IT ■+- /l — J?â = (^ = p'-T- iv"^
et plaçons d'abord la boucle (+1) avant le chemin simple.
Pendant que x marche de o à i — s sur le segment [0(1 — e)], on a
''= v/i — -rs
parce que x et le radical restent réels; d'autre part, v' décroît sans
cesse de -h i à -f- v^s ( a — e), i^' croît de o à i — e , et l'on a constamment ç;'2 _|_ ç/'2 _- , ^ Il en résulte que le point v se meut dans le sens de rotation direct sur la circonférence [O»/] ayant Oy pour centre et i pour rayon, en passant de i^ = i à
point très voisin de v = /'.
Sur l'anneau [+ i], a; reste très voisine de i , le radical de o, et r
de i\ après son parcours, le radical écrit i{x — i)*(^ -i- 1)* revient
en I — e avec la valeur finale — ^^{,'>- — s)» produit de sa valeur
initiale -f- y/e(2 — s) par — i racine carrée principale de i (166). Quand x revient en o: = o, marchant à rebours sur le segment
rectiligne [0(1 — e)], v décroît ainsi de — y/£(à — s) à — i , et i^" de I — e à o; il s'ensuit que (^ marche sur la circonférence [O,.],
et toujours dans le sens direct, de ^== — y/e(2 — e)-|- i(\ — s) à t'= — I.
Le parcours de la boucle (H- i) ayant ainsi pour effet de transporter t'de (^ = -f-i à(' = — I, par un demi-tour direct autour de O»., fait varier l{y^ de o à r,i (186 bis).
Poursuivons notre marche sur le chemin simple [oX], Si pour
un instant on représente par ±)/i — x'^ les valeurs atteintes en x par les déterminations du radical qui partent de jer = o avec les valeurs initiales ± i respectivement, l'identité (23) qui donne
l{ix^ )/T^^^^) -+- l[ia: -h /i — J?») = /(- i) = îti,
en attribuant en a: = o aux deux logarithmes les valeurs initiales 7t/et o, montre qu'en X la valeur finale du premier est égale à l'excès deuf sur celle du second. Mais il résulte de tout ce qui précède, que la première est celle de i arc sin^ après le parcours de la boucle (-hi) suivie du chemin simple, que la seconde est celle de la même fonction calculée sur le chemin simple seulement, c'est-à-dire iU. Le chemin simple précédé de la boucle (-4- i) conduit donc arc sin j; à la valeur finale tz — U.
En raisonnant de la même manière, on trouve que Remploi de Vautre boucle ( — i) substituée à la première donne la valeur finale — ti — U.
Si Uon place avant- le chemin simple la même boucle parcourue deux fois, on retrouve U pour valeur finale. Car la seconde donne ±tz — U, et la première placée avant celle-ci
±71— (dziT— U)=U.
Si Von place d^ abord la boucle (-f-i) et ensuite la boucle { — \)jOn obtient la valeur finale stt -h U. Car la seconde seule donne — iz — U, et ensuite tz — ( — t: — U) = î^tt + U quand on la fait précéder de la première. Si Von parcourait d^ abord la boucle ( — i), puis la boucle (-H i), puis le chemin simple^ on arriverait à — air + U.
Chacun trouvera maintenant sans difficulté la modification apportée à la valeur finale de arc sin^, par l'adjonction au chemin simple, d'une suite quelconque des deux boucles arbitrairement répétées.
242. On obtiendra naturellement la dérivée de w = arcsinu:, en particularisant par les attributions numériques (i), (a), la fonction placée sous le signe / dans l'intégrale (24) du n** 228, et en y précisant convenablement le radical, après y avoir remplacé u par X. On peut aussi difi«ércntier l'équation (21), ce qui donnc^
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en verlu des relations (7),
du I T
dx cos u J^ art
OÙ il faut choisir celle des deux déterminations du radical qui est ëgale à cosu.
243. Le seul développement usité de arcsinjr est celui de Maclaurin, auquel Téquation différentielle (^4) conduit immédiatement.
En considérant, par exemple, la détermination de arcsin^ qui s'annule en j: = o, le radical de cette équation doit être pris avec la valeur initiale 4- i à cause de coso = i , et son développement par la formule du binôme (118) donne
. f. du , -.-1 I , «-3 . i.3.5...(a/i — 1) ,„
(25) -;-=(i— a:*) * = i-+--a;*-i -ar*-i-...H -— j;ï«-t-....
En intégrant et ayant égard à la condition initiale, il vient donc
(26) M = arcsinrF = -H --h... h ;— ; h
Si Ton choisissait la détermination de arcsinj: égale à ir pour ^ = o, il faudrait, à cause de costt = — i , attribuer au radical la valeur initiale — i, ce qui changerait tous les signes du développement (aS). On obtiendrait ainsi celui de cette détermination, en retranchant de tz la série (26).
Le rayon de convergence maximum de celte série est naturellement I, plus courte distance de zéro, valeur initiale de j:, à -h i et — I, seules valeurs de cette variable qui soient singulières pour arcsinx (201*). On remarquera que cette série converge encore, et même celle des modules de ses termes, pour moàx=z 1 .
Effectivement cette série de modules est
I II i.3i 1.3. ..(2/1 — i) i
I 23 2.4^ 2.4. ..2/1 2/tH-l
pour laquelle
(on-.). /_j_y/ j_x-.,
rapport du (/i + lyèmc terme au /i*'"*', se développe en une série entière par rapport à -»
dont le premier terme est i, où le coefficient de - est la quan-
lilé algébriquement inférieure à — i (69).
La série (26) restant ainsi convergente sur la circonférence de son cercle de convergence, y est continue (126*); d'autre part, la relation (22), combinée avec la proposition du n° i03, montre que arcsin^c jouit de la même propriété pour toute valeur de x.
Il en résulte que la formule {26) a lieu, même pour modx = i .
En particulier, la somme de la série (27) est égale à -> valeur
finale de arcsino; au bout du chemin rectiligne conduisant de X = 0 à ^ = I.
244. La théorie dont nous nous occupons comprend des formules très nombreuses, parmi lesquelles nous devons nous contenter d'indiquer les plus importantes. En appelant m un entier positif, les identités (3), (17), (18) donnent aisément
cos/?ia:= = - [(cosarH- l'sinx) '»-+-( cos a: — tsinar)"»],
ginx ' g — imx j
s'inmx = . = — : r(cosa? -h ismx)'^ — (cosar — i sinar)'»»!.
2£ ai ^
En développant les seconds membres, on voit ainsi que cosmx, sinmx sont exprimables en fonctions composées entières de cos:c et sina:.
Ce sont les formules pour la multiplication de V argument.
Eu substituant y/i — cos*^ à sino; dans la première et y/i — sin^jr à cos;r dans la seconde, on obtient pour cosmjr, sinmx^ des expressions renfermant seulement cos^ et sino; respectivement; la première est toujours entière; la seconde est entière ou irrationnellc; selon que le nombre m est impair ou pair.
245. Si, dans ces dernières formules, on changre x en —, elles
Les formules (3) donnent encore
Le développement des seconds membres, suivi de Taccouplement des termes où les exposants de e sont opposés, donne cos'^x en fonction composée linéaire des cosinus des quantités mx, (m — a)a;, (m — 4)^> •••> ^^ sin'^x exprimé de la même manière au moyen des cosinus de ces quantités quand m est pair, de leurs sinus quand m est impair.
247. La propriété de la fonction exponentielle, d^avoir des valeurs en progression géométrique quand celles correspondantes de la variable sont en progression arithmétique (199), jointe à la facilité de la sommation des progressions géométriques, permet de sommer, facilement aussi, les valeurs du cosinus ou du sinus qui correspondent aux valeurs de x,
a, a -^ kf a -+-2 A, ..., aH-mh,
Pour h^o, la sommation de la progression géométrique suivante conduit à
gia -4- e/(a+A) + ...-+- e^t«+'»>A> = jj^ = , ,
ai SID- •2
d'où, en changeant a, A en — a, — h,
M. — IL
atsin-
Si l'on ajoute ces égaillés membre à membre, il viendra, en vertu de la première des formules (3),
cosa-h cos(a ■+- /i)-*-. . .-+- cos(aH- mh)
sin I a -h ( m -h - I A — sinfa j cosfaH — —\
sin
asin- sin —
Si l'on retranche la seconde de la première, on trouve une formule analogue pour la sommation des valeurs correspondantes du sinus.
Chacune de ces formules fait retrouver l'autre, quand on la différentie par rapport à a. Différentiées indéfiniment par rapport à /i, elles conduisent à une foule d'autres inutiles à consigner ici.
Les relations très simples
^\x\T cosar
tanff j' = > cotJF = — . — >
^ cosar sinj:
que rendent évidentes les formules (3) du n° 231 et (lo), (21) des n"* 216, 220, sont celles dont nous avons parlé au n° 221. Elles permettraient de déduire immédiatement les propriétés de la tangente et de la cotangente, de celles du sinus et du cosinus que nous venons d'exposer.
219. En réalisant les hypothèses numériques (1) dans l'équalion (28) du n'' 230, elle devient simplement
et il importe de retenir qu'au point de vue analytique sin j:: et cosx sont simplement les intégrales particulières de cette équation difTérentielle, caractérisées par les deux conditions initiales
u^-o (avec i/i — a* = -t- \\ )
' J pour ar =0.
De même, arc sin^ et arc cosx sont les déterminations de Pin-
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légrale circulaire spéciale de première espèce
/dx
sous les condilions initiales respectives
/i — 0?* = -h I, arcsino= o, j
^ \ pour 37 = 0.
V'i — X' = — I, arc ces 0= -» l
Le rôle joué par ces diverses fonctions dans la théorie des intégrales circulaires est identique à celui des fonctions elliptiques canoniques, dans celle des intégrales de celte dernière sorte (Chap. XII, inf.).
230. Quand x est réelle, cos:r, sinj?, tangjr, cot.r le sont aussi, et la relation (17) montre que les deux premières fonctions sont respectivement alors les premier et second éléments de g'*'^, c'està-dire (201, V) r abscisse et V ordonnée rectangulaires de rextrémité d'un arc de longueur algébrique = x, mesuré à partir du point (1,0) sur la circonférence de rayon =: i qui a l'origine pour centre. On en conclut facilement (248) que tangj:, cotx sont les longueurs algébriques des segments des tangentes aux points (i ,0), (o, i) de la même circonférence, compris entre ces points et les traces du rayon vecteur passant par l'extrémité de l'arc, que les fonctions
sécj? = 7 coséc =
cosx sin:r
mesurent algébriquement les segments du même rayon vecteur allant de Torlgine à ses traces ci-dessus.
Cette représentation géométrique a valu à ces six fonctions et à leurs inverses, ainsi qu'à toutes celles qui en sont composées, le nom générique de fonctions circulaires, et leur assigne un rôle de la plus haute importance dans toutes les questions impliquant directement ou indirectement la considération du cercle, par exemple dans la Géométrie (métrique), la Cinématique, l'Astronomie, etc. Combinée avec la facilité extrême de la comparaison numérique des arcs de cercle, elle a permis d'édifier sur les propriétés les plus
simples de la ligne droite et du cercle, la théorie de leurs valeurs réelles. C'est la méthode suivie dans les traités de Trigonométrie, auxquels nous renvoyons le lecteur pour les détails que nous avons dû omettre.
Mais si elle est plus élémentaire, si elle suffît aux besoins de la pratique (qu'elle dépasse même de beaucoup trop au détriment d'études mathématiques plus sérieuses), elle n'en est pas moins artifîcielle et imparfaite, car elle laisse dans l'obscurité la plus profonde la nature analytique propre de ces fonctions, notamment leur étroite connexité avec l'exponentielle et le logarithme.
L'utilité pratique extrême des fonctions circulaires a rendu nécessaires des Tables fournissant des valeurs numériques suffisamment approchées de sino?, cosjt, tang^, cotj: pour les valeurs réelles de x^ ou plutôt leurs logarithmes vulgaires, car on s'arrange toujours de manière à exécuter les calculs par logarithmes. Nous ferons connaître plus tard (292, III, inf.) le principe de la construction de ces Tables; avec un peu d'attention chacun reconnaîtra que, jointes à la Table des logarithmes des nombres, elles équivalent à une Table unique à double entrée qui donnerait les valeurs numériques de e^"^^^ pour toutes les combinaisons de valeurs des éléments x\ x" de V exposant.
ET EN SÉRIES FACTORIELLES
Généralités sur les fonctions unipériodiques.
251. Maintenant nous aurons à employer fréquemment le moyen d^investigation spécial dont nous avons fait connaître le principe au n° 49.
Comme sa mise en œuvre implique essentiellement la considération des infinis et des zéros des fonctions à comparer, comme, d'autre part, les fonctions dont nous aurons à nous occuper sont périodiques (204), il faut avant tout étudier avec soin les caractères généraux imprimés par la périodicité à la distribution de ces quantités et aux autres particularités les concernant.
Sauf mention du contraire, nous supposerons expressément que les fonctions périodiques dont nous parlerons sont indéfiniment méromorphes {ou olotropes) et ne dégénèrent pas en des constantes.
Pour une fonction de cette espèce /(j;), nous appellerons deux valeurs données a, b de la variable (et aussi les points correspondants) congrues ou incongrues selon sa période II, suivant que la différence a — b est ou non de la forme mil, m désignant quelque entier (positif ou négatif).
252. 'Si les valeurs initiales Xq, x^^^ de x sont congrues, les termes semblables dans les développements de
en séries procédant suivant les puissances de h à exposants entiers, les premiers éventuellement négatifs (37), (56) sont respectivement égaux.
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Car, à cause de
ar^o) ^ h = Xo-h h 4- (ar^o) — jr^) = xq -h A 4- m II, l'identité fondamentale (I) f(x-hmU) = /(x)
donne, quel que soit A,
ce qui entraîne évidemment Tégalilé numérique des coefficients dont il s'agit.
En particulier, toutes les dérivées cle/{x)j si elle est olotrope, ont en Xq et x^^^ des valeurs égales; si Xo est un zéro où un injîni, x^^^ est aussi un zéro ou un infini de même degré de multiplicité, et dans ce dernier cas avec le même résidu, etc.
253. Siy dans les mêmes développements, les coefficients des termes semblables sont respectivement égaux, la différence ^(0) — Xq est une période de/{x).
Car alors l'identité (2) a lieu pour toutes les valeurs de A à modules suffisamment petits, puis s'étend par voie de cheminement à toutes les valeurs imaginables de cette quantité (177*). En faisant donc h = x — Xq^ elle donne, quelle que soit x,
f[x-h{x^^^^Xo)]=fix), ce qu'il suffit évidemment de prouver.
2o4. Toute période U de /(x) appartient à ses dérivées de tous ordres, La différentiation de l'identité fondamentale (i) donne effectivement pour toute valeur de Tindice k
On remarquera bien qu'une fonction n'admet pas nécessairement une période appartenant à sa dérivée. Soit effectivement f{x) une fonction douée d'une période ; f'{x) en est douée aussi comme nous venons de le voir, /'(:r)-h C pareillement; cepen-
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clant y'(x) -I- C est la dérivée de /(a?) -|- Cj? qui ne possède pas celle période quand C est -^ o.
25o. Une même période II appartenant à la fois à f\{oc)^ /ji^)^ • • • appartient aussi à une fonction composée rationnelle quelconque, finie ou différentielle, de toutes ces fonctions simples. Car elle appartient à toutes les dérivées des fonctions f if fit • • • (234) et par suite évidemment à toute expression composée rationnellement de ces diverses fonctions simples.
Dans beaucoup de cas, une fonction composée à composante irrationnelle peut être méromorphe et admettre la période II, ou tout au moins une période multiple de celle-ci; mais dans Tétat présent de TAnaljse, il serait bien difficile de les assigner à /?rio/7 (cf 330, inf).
256. Si f{x) admet la période II, F{x)=f(aœ -f- 6), où a, b sont des constantes, la première yé o admet la période - •
Car F( X -h /n - j=:/(aa: + b -\- ml\)=if(^ax -|- 6)= ¥{x).
2o7. Nous appellerons souvent moment de deux quantités o = a'-h irt", b=: b' -\- ib" le déterminant de leurs éléments
Sa valeur numérique est représentée géométriquement par l'aire du parallélogramme construit sur les rayons vecteurs menés de l'origine aux points a, b.
Il s'évanouit naturellement quand l'une de ces quantités est nulle; mais, quand la seconde ne Test pas, il est toujours de signe
contraire au second élément du rapport t> ou bien nul en même temps que lui, à cause de
a a'b'-^^a'b' . oC h" — a b
Ce rapport est donc réel ou non, selon que le moment est nul ou ne t^ est pas. Dans le premier cas, les directions des deux rayons
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vecteurs ci-dessus soat identiques ou opposées ; dans l'autre cas, elles font entre elles quelque angle proprement dit.
On peut dire encore qu'iY existe ou non entre a, b une relation linéaire et homogène à coefficients réels non tous deux = o, selon que leur moment est nul ou ne l^ est pas.
258. Cela posé, si Ton considère quelque autre constante B offrant avec la période II un moment non nul, et si Ton choisît arbitrairement une valeur particulière de x^ a'=^a! ^icF ^ toute valeur a?'-+- ix" de x est congrue à une autre de la forme
où />, t sont deux quantités réelles convenables, la première comprise entre o et i. Car alors l.e sjstèrae d'équations linéaires simultanées à coefficients réels
\ U'P -^e' t = x' — a\ \ n'P-he'f = ar'— a'
est possible et déterminé, parce que le déterminant des coellicients des inconnues P, / ne s'évanouit pas ; et en appelant m, m + i les deux entiers consécutifs qui comprennent P, on a P=m4-/>, p tombant entre o et i . Ces équations donnent donc bien
Tous les points dont les affixes sont de la forme (3) tombent évidemment dans une bande illimitée, comprise entre les droites menées par les points a, a + II, parallèlement à 6 (qui n'est pas parallèle à II). En outre, si l'on ajoute à toutes les valeurs de x tombant dans cette bande un même multiple entier de II, |xn, on obtient toutes celles situées à l'intérieur de la bande de même épaisseur, à bords parallèles menés par les points
Les points ayant pour affixes les termes de la progression arithmétique de raison II, indéfinie dans les deux sens,
..., a — alT, a — II, a, a -h II, a-i-2ll, ...,
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partagent évidemment en segments égaux à modll la droite menée par a parallèlement à II, et les droites menées par ces points parallèlement à 6 découpent le plan en bandes égales. Il résulte des observations précédentes que les valeurs prises dans une seule de ces bandes par f{x) et par ses dérivées (ou autres coefficients de ses développements) se répètent indéfiniment dans chacune des autres aux points respectivement congrus. L'étude de cette fonction périodique peut être limitée à Tintérieur de Fune quelconque de. ces bandes; pour fixer les idées on prend =o, la quantité arbitraire a, et Ton choisit la première bande, celle dont les bords passent par o et II.
Ces bandes restent les mêmes quand on multiplie 6 par une quantité réelle; mais elles changent si Ton vient à remplacer cette quantité par une autre de direction différente.
Quand x est infinie sans rester à l'intérieur de bandes données en nombre limité, f{x) est essentiellement indéterminée. Une pareille fonction ne peut donc être méromorphe à l'infini (SI), car alors des valeurs infiniment petites quelconques de x' feraient
tendre la fonction y(— j vers quelque limite, ou au moins la rendraient infinie, au lieu de la rendre indéterminée.
2o9. Donnons ici une définition qui ne serait pas mieux placée ailleurs. Une phase singulière dans laquelle une fonction donnée d'une seule variable, F(^), entre en x = ù, est dite essentielle, quand cette fonction, n'étant pas méromorphe en a, est néanmoins olotrope, ou au moins méromorphe, dans tout fragment d'une aire donnée contenant a, auquel ce même point est extérieur.
Quand F ( — ) entre dans une phase singulière essentielle en
a:'=o, on dit que F(x) est douée d'une singularité essentielle à Vinfini, C'est ce qui arrive, par exemple, quand ^{x) étant indéfiniment méromorphe (ou olotrope) sans dégénérer en une constante, l'une ou l'autre des équations
possède une infinité de racines distinctes ; car alors celles de ces racines qui sont extérieures à une aire limitée quelconque S^;, étant
toujours en nombre illimité aussi, puisque Taire en question ne
peut en contenir qu'un nombre limité (31), Ff — i — A, Ff— ;W
possèdent en nombre illimité dans une aire limitée quelconque Sx'-, contenant Torigine jr'=o, des zéros dans le premier cas, des infinis dans le second. Comme le contraire aurait lieu si ces fonctions étaient méromorphes dans S^', elles ne peuvent l'être, et cependant elles jouissent visiblement de cette propriété dans
toute aire à laquelle le point j:' = o est extérieur; la fonction Ff — )
entre donc dans une phase singulière essentielle en x'=o, puisqu'elle ne peut évidemment être méromorphe en ce point.
D'après cette définition et les observations faites dans le numéro précédent, la fonction périodique f{x) possède nécessairement une singularité essentielle à V infini.
Nous devons nous borner à ces indications, la considération des phases singulières essentielles étant inutile aux théories dont nous avons à nous occuper.
260. Quel que soit Tentier jx, /(^) supposée douée de la période II, admet évidemment aussi la période II, =: iaII, que l'on dit composée de II; mais, sauf le cas de [Ji = ± i, cette nouvelle période n'est pas équivalente à II, parce que les valeurs de l'expression mlli ne comprennent pas toutes celles de mil.
Une période de /(^) est élémentaire, si elle n'est composée d'aucune autre a)'ant un module inférieur au sien. Une pareille période est évidemment celle de moindre module parmi toutes celles qui en sont composées.
Cette fonction admet nécessairement quelque période élémentaire. Car, si jjL, jx', ;jl", . . . désignant une suite illimitée d'entiers tous >> I en valeur absolue, f{^x^ admettait pour période
chacune des quantités II, - = n', —, = 11", .... ,. ,, = 11^'^ . , . ,
le module delI^'J décroîtrait sans cesse et indéfiniment pour {infini, et, en supposant/(^) ololrope en x^^ réquation/(x) — /( j^o) = o, qui est satisfaite quel que soit i par^ = jtq -|- 11^'^ posséderait une infinité de racines dans une aire limitée quelconque contenant le point ^To; /(a?) se réduirait donc à une constante (4), ce qui est contraire à Thypothèse.
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Si n est une période élémentaire, nx( — i)= — Il en est une aussi, et la seule autre qui puisse évidemment exister.
En prenant une période élémentaire dey(j:) pour base du tracé expliqué au n® 238, on obtient, pour une même direction de la constante auxiliaire 0, des bandes de largeur commune minima, qu'il convient, à cause de cela, de considérer préférablement à toutes autres. Ce sont les bandes élémentaires de/(x)-, il est évident qu'au point de vue graphique leur ensemble coïncide avec celui que fournit l'autre période élémentaire.
261. Si, outre la période élémentaire H, f{x) admet encore une autre période û, de deux choses Cune : ou bien û est composée de n, ou bien le moment (2o7)
des deux périodes n^est pas nul.
Si ce déterminant est nul, on a
d'où.û = Â:n, k désignant quelque quantité réelle non nulle. En appelant donc m un entier quelconque, n et n H- i deux entiers consécutifs donnant n ^ mk •<[ /i 4- i , par suite mk = /i 4- tq, où vi est une quantité réelle positive et < i, on aura
/nS2 = mkU = nll -i- r^IÏ.
Attribuons maintenant à m une infinité de valeurs distinctes m^, 1722, ... ; il est impossible que t^j, 7j2, . . . valeurs correspondantes de 7^, soient toutes inégales. Car, en supposant/(j:) ololrope en Xq, et à cause de
l'équation f{x) — f(^Xo) = o aurait pour racines les quantités Xo-{-r^Uy qui sont toutes inégales et en nombre illimité. Comme toutes ces quantités tombent à l'intérieur du cercle qui a J^o pour centre et modll pour rayon, /(x) dégénérerait en une constante (4), ce qui est contraire à l'hypothèse.
En appelant donc i,j deux indices convenables, on a
/n/û — mU = mjil — njUy c'est-à-dire
(mi— mj)Q — (ni— ny)n,
el, comme m/ — my, ni — ny né peut être nul, puisque une Test pas. Si [Lf V sont les quotients des divisions de ces différences par leur plus grand commun diviseur, celte relation s'écrit
et donne
(4) n = [ij, û = vu,
u désignant la valeur commune des derniers rapports.
Soit enfin />, q un couple de solutions entières de Téquation
qui est possible puisque (a, v sont premiers entre eux. Les égalités (4) donnent
u =/?n -f- çQ,
moyennant quoi o est aussi une période de/(^), et II en est composée à cause de la première. Mais, Il étant élémentaire, il faut que [A = ± I , d'où u = ±: II, et la dernière des mêmes relations donne û = ±: vil, ce qu'il fallait établir.
262. Nous appellerons unipériodiques les fonctions de cette espèce, c'est-à-dire celles dont toutes les périodes sont composées d'une seule période élémentaire.
Pour ce qui les concerne, il y a quelque chose à ajouter aux observations faites précédemment sur toutes les fonctions périodiques.
1. Si les fondions /(x), f (x), . . . dun^ 254 sont toutes unipériodiques, elles ont nécessairement les mêmes périodes élémentaires.
Soient effectivement II une période élémentaire de /(^), par suite (élémentaire ou non) de /'(^), et ts une période élémentaire
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de celte dérivée. L*inlégration de
donne, en appelant C quelque constante,
(5) /(a:-4-m)=/(a?) + C, d'où
(6) f{x -h mm)=:/(x)-\- mC.
Comme II, période quelconque de f'{x) supposée unipériodique, est nécessairement composée de sa période élémentaire m, on a
(7) n = iitiT,
le multiplicateur |jl étant un entier 72^0. Cela posé, Thypoihèse m = [X, faite dans Tidentité (6), donne
d'où [xC = o, à cause de /{x -i-U)=f(x), puis C = o à cause de [x^^o.
L'identité (5) montre ainsi que ta est aussi une période de/{x)\ elle est donc élémentaire puisque cette fonction est supposée unipériodique et qu'en vertu de l'égalité (7) sa période élémentaire I! en est composée.
Même raisonnement pour la comparaison des périodes de/\x) et/'(x),/V)et/"(^), ....
II. Si au n^ 235 la période El est élémentaire pour les fonctions/^i (a:), /a (x), . . . , elle appartient bien, comme toute autre, aux fonctions qui en sont rationnellement composées ; mais cela peut être parfaitement à titre non élémentaire.
III. Pour les fonctions /(x), F(^) du n° 256, il est évident que les périodes II, — sont en même temps élémentaires ou non.
- 263. De ce que nous avons vu, dans les deux Chapitres précédents, il résulte évidemment que les /onctions e*, tangx et cotx,
sin^ et cosx sont unipériodiques avec zh inzi^ ± tî, tz pour ±2 périodes de moindres modules, partant élémentaires.
Les relations entre leurs périodes sont conformes aux observations ci-dessus; par exemple e^ ayant la période ±1211/, les fonctions e^'^, e'-^, par suite langj: et cot^, sinx et cosx, qui sont rationnellement composées de ces dernières respectivement, ont au même titre élémentaire les périodes linr, lii 211; cos^r, dérivée de sina?, a la même période élémentaire ±271, ....
On peut tracer les bords des bandes élémentaires : pour e^, par les points ..., — iTziy o, 27:/, ..., parallèlement à Taxe des quantités réelles; pour tangx et cot^r, par les points ..., — t, o, 7:, . . . , parallèlement à Taxe des seconds éléments; pour cosx et sin^, par les points ..., — 27:, o, 27:, ..., dans la même direction.
Plus généralement, toute fonction rationnellement composée de l^ exponentielle e"^ est évidemment unipériodique avec la
période — —9 qui n'est pas forcément élémentaire. Nous verrons
bientôt (268, inf.) qu'inversement les fonctions unipériodiques i'ormant la classe la plus simple sont toutes exprimables de cette manière.
264. En attribuant à t dans l'expression (3) des valeurs infinies, soit positives, soit négatives, la valeur correspondante de x s'éloigne à l'infini à l'intérieur de la bande ayant pour bords les parallèles à 8 menées par «, a 4- TI, soit dans la direction même
de 8, soit dans la direction opposée; de plus, le second élément
du rapport — est infini avec un signe final identique à celui de / =1
constant par suite. Pour abréger, nous caractérisons une pareille variation de x (ou de toute valeur congrue) en disant que celte variable est infinie dans une direction polaire, et nous nommerons cette direction boréale ou australe selon que le signe final
du second élément de yr sera 4- ou — .
Quand x est infinie dans une direction polaire relativement à quelque système de bandes, elle jouit évidemment de la même propriété relativement à tout autre système.
Pour deux systèmes à bords tous parallèles, construits sur les
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périodes II, [aFI, les directions polaires de même nom sont identiques ou opposées selon que le multiplicateur [x est positif ou négatif. En particulier, elles sont toujours opposées pour les périodes équivalentes II, — II.
Il y a grand intérêt à considérer la manière dont la fonction unipériodique varie quand la variable devient infinie d^une manière quelconque dans Tune des directions polaires ou bien dans Taulre : pour une direction donnée elle peut être indéterminée; elle peul aussi être déterminée, c'est-à-dire tendre vers quelque même limite ou bien devenir infinie. Dans ce dernier cas, nous dirons que la fonction a pour valeur polaire {boréale ou australe) cette limite ou bien Tinfini.
Les fonctions unipériodiques les plus simples sont celles qui sont ainsi polarisées, c'est-à-dire douées de valeurs polaires tant boréales qu'australes. Telles sont, en particulier, celles que nous avons déjà citées comme exemples.
Relativement aux périodes -f- 27v«, -h tî, + 27:, et en donnant aux bandes les formes du n°263, la direction boréale est : pour e-*, celle de la partie négative de Taxe des quantités réelles^ pour langjT, cotj:, sin:r, coso:, celle de la partie positive de l'axe des seconds éléments. Relativement aux mêmes périodes, les valeurs polaires, boréales et australes, sont : i**, o et oc, pour e^; 2", -+- / et — I, pour tangj:; S**, — t et -f- 1, pour cot^; 4", oc et 00, pour sin^ et aussi pour cosx (î201, I), (217, V), (220), (238).
Plus généralement, toute fonction R(e''"^) rationnellement composée de r exponentielle e^^ est unipériodique (^Qd) et polarisée. Car on obtient évidemment ses valeurs polaires (indistinctement) en faisant successivement u =0, el u infinie, dans la composante rationnelle R(w).
Si la fonction unipériodique f{x) est polarisée avec
pour valeurs polaires y et si la quantité Uq n'est égale à aucune de ces deux-ci, Inéquation numérique
(9) /(a?)=Mo
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oj^re dans une même bande des racines distinctes dont le nombre est essentiellement limité.
Si, en outre, m désigne la somme des degrés de multiplicité de ces racines, laquelle est évidemment la même pour toutes les bandes, Inéquation
résolue numériquement par rapport à x^ pour toute valeur U de u non égale à Vune des quantités (8), aura dans chaque bande des racines distinctes ayant le même nombre m pour somme de leurs degrés de multiplicité.
I. Si Téquation (9) avait dans la bande considérée les racines distincles
en nombre illimilé, des valeurs infinies de Findice i rendraient certainement Xi infinie^ car autrement la fonction méromorphe f{x) — £/o posséderait une infinité de zéros dans quelque portion limitée de cette bande, ce qui est impossible. Certaines valeurs de ar, infinies dans une direction polaire, rendraient donc f{x) constamment égale à i^o ^^ donneraient par suite lim/(j;)=Uo} tandis que par hypothèse /(j;) tend toujours vers Tune ou l'autre des quantités (8).
II. La deuxième partie de ce théorème est une conséquence immédiate de ce que nous avons appelé le Principe de la conservation du nombre des racines ( 168).
Nous savons effectivement (48) qu'en a = U, Téquation (10) n^a pas d'autres racines que les valeurs finales acquises, au bout des divers chemins conduisant de Uq à U, par les racines variables ayant pour valeurs initiales les racines de l'équation numérique (9). Or le cheminement peut être pratiqué sur tout chemin ne contenant aucune des quantités (8), parce que x n'y devient jamais infinie; et, pendant tout son cours, la somme des degrés de multiplicité conserve la valeur constante m pour le groupe des déterminations de X qui partent eu. u=z uo^ avec des valeurs initiales égales aux racines numériquement distinctes que l'équation (9) offre dans la bande considérée. Cette somme conserve donc aussi la même
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valeur m pour le groupe des déterminations de x qui à chaque instant tombent dans la même bande ; car, à cause de la périodicité de/(j?), aucune détermination de x ne peut évidemment sortir de cette bande sans qu'une autre n'y pénètre en même temps av^c le même degré de multiplicité.
En II = fZ-t, et pour celles des valeurs correspondantes de x qui sont alors inflnies, ces conclusions s'évanouissent; effectivement les considérations du dernier paragraphe du Chapitre IV supposent essentiellement que l'équation (lo) puisse être transformée en une autre à premier membre olotrope en x'.= o^ par la
substitution x = —, (accompagnée de w = — , quand la valeur
considérée de u^ est infinie). Or cette transformation est ici
impossible, à cause de la singularité de nature essentielle dont /{x) est affectée à l'infini (239).
266. L'entier m se nomme Vordre de la fonction unipériodique polarisée /(j:), relatif à la période ±: H à laquelle correspondent les bandes considérées. Relativement à la période ± (jlTI, l'ordre de y(j?) devient naturellement [aw; pour une période élémentaire, il a donc sa valeur minimum qui est l'ordre absolu de cette fonction.
Quand aucune des valeurs polaires (8) n'est nulle, l'ordre est égal à la somme des degrés de multiplicité, dans une même bande, des racines de l'équation
c'est-à-dire des zéros de/(x).
Quand elles ne sont infinies ni Tune ni l'autre, aucune ne s'évanouit pour Y — 7 fonction indéfiniment méromorphe comme /(a*)
et de même période ainsi que de même ordre évidemment. L'ordre âe /{x) est donc égal aussi à la somme des degrés de multiplicité,
dans chaque bande, de ses infinis, zéros de -?
Quand ces deux circonstances se présentent à la fois, chaque bande de/{x) contient des zéros et des infinis dont les degrés de multiplicité offrent des sommes égales entre elles et à l'ordre /// M. — II. i8
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de celte fonction^ ce qui la rapproche des fonctions bipëriodiques (320, in/,).
Par exemple, e^ ayant o, a> pour valeurs polaires est d'ordre absolu I sans avoir aucun zéro ni infini dans sa bande élémentaire; sino; dont les valeurs polaires sont infinies, est d'ordre absolu 2 et a dans sa première bande élémentaire les deux zéros simples o, n, sans infini; même chose pour cosor ayaAt les zéros simples ^ ir^ | tc. Pour tang x, dont les valeurs polaires ± i ne sont ni nulles ni infinies*, la première bande élémentaire contient le seul zéro simple o, le seul infini simple ^ 7c,.et l'ordre absolu est i ; particularité semblable pour cotj;.
Naturellement ces notions ne sont pas applicables aux fonctions unipériodiques dépourvues de polarité, comme celles dont nous nous occuperons plus tard (374, in/.); mais elles le sont à celles dont nous parlerons jusqu'à la fin de ce Chapitre, parce que nous les supposerons essentiellement polarisées.
267. Le théorème suivant peut être utile, mais surtout il établit uue nouvelle analogie entre les fonctions unipériodiques polarisées et les fonctions bipériodiques {C/. 328, in/.).
En appelant /(ûs) une /onction unipériodique de période n, aux valeurs polaires w^, w_, toutes deux finies, et ^ son résidu intégral dans une bande quelconque (36), on a la /ormule
(il) a= — -.(m-— M+).
Soit X une quantité infinie dans la direction polaire boréale, sur le bord de la première bande qui passe par:r:=o; en parcourant successivement les segments rectilignes allant de — X à — X -f- n, de — X + n à X 4- n, de X 4- n à X et de X à — X, on marche évidemment dans le sens direct sur un certain contour fermé (C), à
l'intérieur duquel on finit par avoir T /(x) = <Â et, par suite (189),
l 27riA= 1 /(x)ctr= / /(x)dx-h j /{x)dx
f /{x)dx-r- f f{x)dap.
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De ces quatre intégrales, la seconde et la dernière se détmisenl; car la substitution j? ss II -f- r, d'où dx = dly /(Il -h ^) ^:=/{t)f change la seconde en
J f{t)dt=^^J f(t)dL
La première a pour limite u_ïi parce que, sur son chemin, tétant infinie dans la direction australe, on peut écrire /(j?)= «_H-e, où e est une quantité infiniment petite, d'où
-x+ïl ^-x-i-n .,-x+n
lim i f{x)dx= j u^dx -h iim f edx=u-.U (237*).
La troisième ayant pour limite — 2^^.11 pour une raison semblable, la relation (12) entraîne notre formule (11) dont on peut vérifier l'exactitude sur les fonctions tango? et cotj?.
268. Si deux fonctions iinipériodiques {polarisées) de la même variable, f{x), F(^)j ^^^ w'*^ période commune H, relativement à laquelle elles sont d^ordres m, M (266), il existe entre elles une identité entière irréductible, dont les degrés effectifs JH, IH en f{x) et ¥{x) sont les quotients des entiers M, m par quelqu^un de leurs diviseurs communs.
La démonstration générale de ce théorème se fait exactement comme celle que nous donnerons pour les fonctions bipériodiques (331, inf,)^ sauf une légère complication naissant ici de la nécessité de considérer les valeurs infinies de la variable. Nous nous bornerons donc à l'établir par des moyens spéciaux et appropriés à nos besoins actuels, dans le cas parciculier de M = 1 , le seul dont la considération nous soit présentement utile, en prouvant qu'alors /(a:) est une fonction composée rationnelle de F(j?), contenant cette fonction au degré effectif m dans ses deux termes, ou bien au degré m dans l'un et à un degré moindre dans Vautre.
I. Soit d'abord F(^) = e " , fonction d'ordre 1 relativement à sa période II, et supposons, pour commencer, qu'aucune des valeurs
polaires y^., /_ de f{x) ne soit nulle ou infinie. Alors, dans une bande déterminée (266), cette dernière fonction possédera certainement, en nombres limités, des zéros et des infinis numériquement distincts
(13) «1, «î, ..., Gg^
dont les degrés de multiplicité
(i5) nixy /Mj, ..., /w^,
(iG) jxi, jxj, ..., \x^
donneront des sommes toutes deux égales à m.
Cela posé, il est évident, d'après les propriétés de l'exponcnlielle F(:r), que la fonction
^ '^ '^- ^ [F(x)-F(aO]l^' LFW-F(«iJ>' ...[F(^)-F(flc,)]MT
est indéfiniment méromorphe, qu'elle admet la période II, que, dans la bande considérée, elle a pour seuls zéros et infinis les quantités (i3), (i4) aux degrés de multiplicité (i5), (i6), qu'elle a pour valeurs polaires, boréale et australe, les quantités
^^ [F (ao JS^. [P{^i)\^^ . . . L> («v)]!^: ' ^" ~ ' '
dont aucune n'est nulle ou infinie. Il en résulte que dans celle
bande le rapport '^ > indéfiniment méromorphe et de période II,
est dépourvu de tout infini, de tout zéro, et qu'il a pour valeurs polaires les quantités non nulles, ni infinies,
Dans la même bande, dans tout le plan par suite, on peut donc assigner à son module quelque limite supérieure et aussi quelque limite inférieure non r- o. Or une seule de ces circonstances suffit pour que le rapport en question se réduise à une constante C (49 :,
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d'où l'idenlilé annoncée
/(ar)==C<p(a:).
II. En appelant/^Of/'M^O) 9i quatre constantes toutes ^o ainsi que leur déterminant, telles en outre qu'aucune des expressions
ne s'évanouisse par la substitution à f{x) d'une valeur polaire finie et 7^0 quelconque de cette fonction, on constatera immédiatement que la fonction
de période II, d'ordre m évidemment aussi, ne dégénère pas en une constante, que ses valeurs polaires sont toutes deux finies et ^o. En prenant donc pour <f{x) quelque expression de la forme (17), on a (I)
identité dont la résolution par rapport à /(x) fournit cette fonction sous la forme voulue.
III. Quand F(x) ne se réduit pas à l'exponentielle de l'alinéa I, cette fonction est, par ce qui précède, exprimable au mojen d*elle par une fonction composée rationnelle la contenant au degré effectif I, dans l'un de ses termes, au degré effectif i ou o, dans l'autre terme. Inversement par suite, cette exponentielle s'exprime d'une manière semblable au moyen de F{x). Cela posé, il n'y a qu'à remplacer l'exponentielle par cette expression dans celle de /{x) au moyen de l'exponentielle (I), (II), pour obtenir celle de/(x) en F(^) que nous cherchions.
IV. Du point où nous nous trouvons, on passerait sans difficulté au cas général de notre théorème; il suffirait d'exprimer rationnellement au moyeu d'une même fonction du premier ordre à période égale (de l'exponentielle ci-dessus par exemple) les fonctions données /{x), F(x) d'ordres quelconques, puis d'éliminer cette fonction auxiliaire entre les deux identités ainsi obtenues. Mais il serait oiseux d'insister.
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269. La possibilité de représenter toujours la fonction unipériodique /(^), de période II et d'ordre m, par une fonction rationnelle
'*q' F?' -t- . . . H- By'
contenant Texponentielle
F(a7) = ell',
aux degrés effectifs, m dans Tun de ses termes, m ou moindre dans l'autre terme, a diverses conséquences qu'il est utile de noter.
Dans le numérateur et le dénominateur de l'expression, nous avons mis en évidence les termes effectifs extrêmes, et nous supposons p^^p'-, <f> y'« L'un au moins des exposants /?'', ^' est égal à m, l'antre ^/n; quant aux exposants^', ^', ils ne peuvent tous deux être ^o, car alors les deux polynômes seraient divisibles par F, et cette expression serait réductible, contrairement à ce que nous sous-entendons.
L On peut écrire l'expression (i 8)
»'-<»' A/y^FP'-P' H- ... -I- Ap>
ty*F^-^'-h...-+-By'
et comme l'exponentielle F^'~^' n'a ni zéro ni in6ni,y(a;) a pour seuls zéros et infinis respecti{>ement, les racines des équations
Ap" Fp'-P' -+-...-♦- Ap'=: o, Bq' Ff'-7' -h . . .-V Bç' = O,
dont pour chaque bande les sommes des degrés de multiplicité sont p^ — /?', q^ — gr'.
Effectivement, par exemple, la résolution de la première de ces équations entières par rapport à F, donnera pour cette exponentielle/>^ — p' valeurs (inégales on égales) à cbacune desquelles correspond une seule valeur de x dans chaque bande, parce que F(ir) est comme e* du premier ordre.
IL Pour quef{x) soit dépourvue ou dHnfinis ou de zéros, il
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faut donc que le dénominateur ou le numérateur du second facteur de V expression (19) soient de simples constantes.
Dans le premier cas, y(x) se réduit à une fonction linéaire d^ exponentielles de la forme ¥^-=¥{kx), où les exposants entiers A' (de signes quelconques) ne peuvent surpasser m en valeurs absolues.
Pour que f{x) soit dépourvue à la fois de tout infini et de tout zéro, ilf^uty par suite, que les termes du même second fadeur soient tous deux des constantes; alors f(x) se réduit (à un facteur constant près) à r exponentielle
et naturellement on a /?' — q'= ± m.
III. La fonction f(x) est toujours décomposable en une autre semblable mais dont les valeurs polaires sont finies, et en une fonction linéaire d'exponentielles ayant pour exposants des multiples entiers {éventuellement positifs, nuls et
négatifs) de -j=- x.
Dans le résultat de la décomposition de Texpression rationnelle (18) en fractions simples^ on obtient presque immédiatement les tétines en F*», F~l*, où les entiers m, |i sont positifs, puis, par différence, l'ensemble d'un terme constant et d'autres en (F — a)"**, où (L^o, Or les valeurs polaires de cette deuxième partie sont évidemment finieS) parce que celles de F sont o, 00; quant à la première partie, on peut j remplacer toute puis&ance F</de l'exponentielle F(^), par F(jx),
IV. Pour X infinie d^une manière quelconque dans une direction polaire déterminée, et pour h constant ou bien variable mais alors fini, et en appelant p(A) wie certaine fonction de h indéfiniment olotrope, on a
ce que nous exprimerons plus brièvement en disant que^^-^-?^^ — — ^ tend vers V{h).
A cause de F(^ 4- h) = F(^)F(A), le rapport en question est pour le numérateur seulement de Texpression (i8),
Ap''FP'[F(h)]P''-^. ,.~^ \p^FP'[F(h)]P' Ap'FP'-^-, ..-hXp'Fp'
Il tend donc : vers [F (A)]''', s'il s'agit de la direction boréale parce que F(:r) tend vers o; vers [F(A)]''^, s'il s'agit de la direction australe parce que F{x) est alors inGnie. Pour le dénominateur seulement, on trouvera que les limites analogues sont [F(A)]^', fF(A)]^''. Pour la fraction (i8), on trouvera donc les limites
(p-q')--h ip'-q'^ h
que nous nommerons quelquefois les raisons boréale et australe def{x).
On remarquera la valeur
airt
du rapport des deux raisons polaires. La quantité -77-^5 dans
^exposant de e, y est multipliée par V excès, pour une même bande, de y" — q\ somme des degrés de multiplicité des infinis de /{x)y sur p" — /)', même somme pour les zéros (I).
270. Les dérivées d'une fonction méromorphe unipériodique polarisée, une fonction rationnellement composée de plusieurs fonctions de cette sorte, à même période II, et de leurs dérivées, sont toujours polarisées aussi. Car, les fonctions simples étant toutes exprimables rationnellement au moyen de l'exponentielle à
ÏTCI JE"
même période e^^ (268), leurs dérivées et la fonction composée le sont également (264, in fine).
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Développement des fonctions circulaires en séries de fractions
simples.
271. Une fonction rationoelle de x, type le plus simple des fonctions indéfiniment méromorphes, est décomposable en fractions simples (accompagnées éventuellement d'une partie olotrope) (52). Ce fait pose immédiatement pour toute fonction indéfiniment méromorphe la question de savoir si elle ne serait pas susceptible d'une représentation analogue ou, pour parler avec plus de précision, si elle ne serait pas développable en une série procédant suivant des fractions simples ayant naturellement pour infinis dans leur ensemble ceuK même de la fonction considérée. Cette recherche conduit à des résultats d'un grand intérêt, et la réponse est affirmative pour beaucoup de fonctions périodiques.
Nous étudierons d'abord en elles-mêmes les séries de fractions simples, en nous restreignant au cas où leurs infinis forment des progressions arithmétiques, disposition affectée par ceux des fonctions périodiques et en particulier des fonctions circulaires. Mais auparavant il convient d'établir, sur des variantes dont la génération implique la considération de pareilles progressions, diverses propositions dont nous aurons besoin ici et ailleurs.
272. La variante Um étant définie pour toute valeur positive, nulle ou négative de son indice unique m, on dit que la série doublement infinie
(l) .. .H- M-j-i- a_i-+- Mo H- Ml -♦-"«-+-•• •
est convergente quand, k'^ k" désignant deux entiers positifs, la somme
de tous les termes où m est compris entre — Ar' et k' inclusivement, tend vers une même limite, de quelque manière que k et k' croissent indéfiniment. Cette limite se nomme alors la somme de la série (i).
Pour qu'il y ait convergence, il faut évidemment et il suffit qu'il
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en soit ainsi pour chacune des deux séries ordinaires, formées par tous les termes qui sont placés soit eii4eçà soit au delà du si^e + qui sépare deux termes consécutifs quelconques. Il en est ainsi dans le cas particulier très remarquable que voici.
273. La série donblement infinie qui a pour terme d^indice m une fraction rationnelle en iw,
est convergente, elle et celle des modules de ses termes, si la différence A — \ des degrés effectifs des polynômes F (m), f(m), est au moins égale à 2 [on supprime, bien entendu, les termes en nombre limité dans lesquels F (m) s^évanouirait].
I. Lexposant g étant positif {^ï^)^ ia série à termes positif s
est convergente ou divergente selon que g est ]> i ou non. EflFectivement le rapport du (/w H- iyè«n« terme au m**"*' est
et l'on a algébriquement — g <C — i ou non, selon qu'on se trouve dans le premier ou le second cas (69).
II. En désignant par a, A les coefficients de m\ m^ dansy(/n), F{m) et par e, E deux quantités infiniment petites, on a
f(m) _ I a I H- e F(ïn) "" ^Â^ A I -hE'
d'où en supposant m > o, appelant a le module de jr^^^^ S, deux constantes positives choisies arbitrairement, la seconde <^ 1 ,
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a partir du moment où m est assez grand pour maintenir mode*. modE au-dessous de s, X.
Or, à cause de A — \^ 2 >- 1 , la quantité positive qui forme le second membre de cette inégalité est le terme général d'une série convergente (I) (114*, I).
Pour A — )* <C 2, il y a évidemment divergence.
274. Si, dans un tronçon de progression arithmétique de raison constante h(^o)
le terme de moindre module est une variante infinie, la somme des modules des puissances d^ exposant entier i>i des inverses arithmétiques des termes de ce tronçon tend vers zéro, de quelque manière que leur nombre g varie simultanément.
Comme, à partir du moment où le moindre module des termes du tronçon reste []>i, la somme considérée diminue toujours quand i augmente, il suffit de faire la démonstration pour i=. 2.
En supposant d'abord que u^ soit le terme de moindre module, en posant Ui= u\-{- iu\^ h = h' -^-ik"^ on aura généralement
[mo<i(a,-hmA)]«=a'4*-hu'i«-4-a(^'M;-+-A''MÎ)m-*-(A'«-+-A'«)/n«;
et, comme pour m = i , cette quantité est au moins égale à u^ -h u^j il faut qu'on ait algébriquement
d'où immédiatement
[mod(ai-hmA)]*>(A'«-hA'«)[U-4-(m — 1)«],
en représentant par U la quantité positive, infinie aussi,
Au diviseur constant près, la somme de modules coasidérée est donc inférieure au résultat obtenu en ajoutant à la quantité mfini-
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ineat petite |t> la somme de la série convergente (273)
U ■ U-hi» U-+-2* UH-m*
Or, cette somme est infiniment petite aussi ; car le plus grand entier positif M dont le carré soit <; U est infini comme U, et, d'une part, la somme de ses M premiers termes, inférieure à M fois le premier, l'est à M rî^ = ïj à plus forte raison ; d'autre part, la somme des autres termes est moindre que
M* (M-Hi)«
reste d'une série convergente (273, I).
Si le premier terme Ui n'est pas celui de moindre module dans le tronçon (3), on prouvera comme dessus que la somme considérée est infiniment petite pour les termes qui suivent ce dernier et pour ceux qui le précèdent, ce qui entraîne immédiatement ce que nous avions à démontrer.
275. Si le rapport de r\=i modA au module de Vun quelconque des termes du tronçon (3) est inférieur à la quantité positive 0 < 1, et si l'on représente par
l'accroissement éprouvé par l{t) quand t chemine de t =^ Ui à t=z Ufç^i en passant successivement par les valeurs (3) {toutes en ligne droite)^ on a
II II ,/w^-»-i\
Ux 1^2 Uf à \ Ui / '
avec Vinégalité
(6) modf_,< 7j(j_, ^,
(T.j désignant la somme des carrés inverses des modules des termes du tronçon (3).
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A cause de modA <i mod i/| on peut efTectivemeiit écrire
et le module de la somme de la série entre parenthèses est évidemment inférieur à
i-i-e-he«-f-...=
Cela posé, il suffit de faire i = i, 2, . . . , ^dans la relation (^), d'ajouter membre à membre et de diviser par hy pour obtenir la formule (5) complétée par Tinégalité (6).
276. En supposant maintenant infini le terme de moindre module dans le tronçon (3^, le facteur o-_2 est toujours infiniment petit (274), et la formule (5) montre que la somme des inverses des termes de ce tronçon ne peut alors tendre vers une limite,
que s'il en est ainsi pour /(-'—) ef, par suite, que si le rap-
On remarquera que les quantités
port -^^ tend lui-même vers quelque limite A^o,
Ut f/3 W^4.1
sont toutes infiniment rapprochées sur un même segment rectiligne mobile autour du point i, qui finit par ne jamais contenir le
point o; de plus, /( — ^— j est constamment la valeur finale qu'un
cheminement opéré sur ce segment, de <= 1 à /= -^^t fait acquérir à l{t) partant de ^ = i avec une valeur initiale nulle. Cela posé, il y a plusieurs cas à considérer :
II. ^ réel négatif
1° Si le second élément de -^^ finit par rester positifs le
segment i, — ^^ finira par étrQ équivalent au chemin composé
du segment conduisant de ^ = Ta t = mod-^^> puis du plus petit
arc, de centre f = o et de rayon = mod-^^ > conduisant dans le sens
direct de t = mod^^^ à / = ^!^^. De
Ux Ui
on tire alors (186 his^
Iim/^!^) = /(t,)-4-7r«,
/(t) étant la détermination réelle de /(raod^).
2° Si ce second élément finit par rester négatif j on trouvera de la même manière
parce que l'arc analogue est rétrograde.
3** Si enfin ce même second élément n^a pas un signe final
invariable, /fi^^^j passe indéfiniment de l(t)-f-7zi k /(t) — -rzi
et, inversement, à des quantités infiniment petites près; ce logarithme, par suite, ne tend vers aucune limite.
277. En appelant x une variable indépendante, Il une constante ^ o, et i un entier positif, l'expression
(a; — mil/
est, par rapport à l'indice m, une fraction rationnelle où le degré effectif du dénominateur surpasse de i unités celui du numérateur • quand i est ^ 2 par suite (273), la série doublement infinie dont
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elle est le terme général est convergente, même aussi celle des modules de ses termes, pour toute valeur de x (aon de la forme mU) et définit, par sa somme, une certaine fonction de cette variable. Quand < = i, les choses ne se passent pins de la même manière, parce que la série est divergente (9S*); mais, en opérant convenablement, on en déduit encore une fonction du même genre, et sur toute cette matière, on a le théorème fondamental que voici.
Pour i^ 2 la somme de la série doublement infinie dont (8) est le terme général est une fonction indéfiniment méromorphe de x^ que Von peut différentier et intégrer sur un chemin queU conque, en traitant séparément de la même manière tous les termes de la série.
Pour i=i et Ar', k" tous deux infinis, la somme
a pour limite une fonction jouissant exactement des mêmes
propriétés, pourvu toutefois que le rapport -p tende vers une limite K 7^ o.
I. Supposons t^2, et, dans le plan servant à la notation graphique de X, considérons une aire limitée S^; appelons S^ ce qu'elle devient quand on l'accroît d'une zone d'épaisseur supérieure à la quantité positive S, puis A une autre quantité positive supérieure à tous les modules que ;2; puisse acquérir dans S^, puis enfin VX un entier positif donnant ttl modll > A.
Chacune des fractions simples (8) où lu valeur numérique de m surpasse VX, étant développable par la formule de Maclaurin pour toute valeur de x tombant dans S^ parce qu'on y a
m.oda?< A < mod{niJl),
est certainement ololrope dans S^avec un olomètre au moins égal
à 0; de plus elle y a, quelle que soit x, un module inférieur à la
quantité positive
(ii*modn— A)*'
terme général d'une série convergenle à cause de e^a. On en conclut immédiatement (273* et siiiv,) que la série formée par les fractions simples dont il s'agit a pour somme une certaine fonction de x^ olotrope dans Taire S^ avec un olomètre au moins égal à 3, et susceptible d'y être différentiée et intégrée par les mêmes opérations exécutées séparément sur ses divers termes.
La fonction, somme totale de la série dont la fraction (8) est le terme général, est donc méromorphe dans l'aire Sx, puisqu'on l'obtient évidemment en ajoutant à la fonction olotrope dont nous venons de parler la somme des mêmes fractions simples où m est numériquement '^m, fractions dont le nombre est essentiellement limité. Elle est donc indéfiniment méromorphe (29), puisque la forme et l'étendue de l'aire S^ sont entièrement arbitraires.
II. On a évidemment
X— mil "" ^ — m 11 "^ ï ^^ niU{x — mn~)'
oii toutefois les sommations du second membre ne doivent pas s'étendre à la valeur o de w?, et l'on prouvera exactement comme ci-dessus (I) que la dernière somme du second membre a pour limite une fonction de a; jouissant de toutes les propriétés mentionnées dans notre énoncé. Il en sera donc de même pour la somme (9), si seulement celle qui forme le premier terme du second membre tend vers une limite. Or, en y supprimant les termes qui se détruisent, cette dernière se réduit à celle des inverses des termes d'un tronçon de progression arithméti(|ue de raison — II, termes dont le moindre module est infini et dont les
extrêmes ont un rapport égal à -p^ — ou à — ri— 7 selon que A'^ A'. Elle n'aura donc point de limite ou en aura une = — , selon
que -77 ne tendra pas ou tendra vers une limite K non = o (276).
C'est ce qui nous restait à constater pour achever notre démonstration.
278. jNous représenterons généralement par ç/(;r), d'abord pour i=i la détermination de celte dernière fonction qui correspond
I. Toutes sont liées à la première par la relation
On a effectivement, parce qui précède,
-» *"^^ dx^-i (X — m 11 )
dxt
II. Celle dUndice i a pour seuls infinis, tous de degré i, les quantités mil, et relativement à chacun d^eux^ sa décomposition (38) donne la fraction simple unique - — -- — -— •
III. Chacune d'elles est unipériodique, avec ± U pour période élémentaire.
Car l'addition de H à a: accroît l'expression (10) de la différence
[a7-h(A:-+-glJJ' (ar — X:U/ qui tend vers o.
La disposition des infinis constatée ci-dessus (II) montre d'ailleurs que la période ± Il est élémentaire et unique (260), (262).
IV. La fonction \\{x) est polarisée, avec ip -^ pour valeurs boréale et australe relativement à la période -j- Il (264).
1° Supposons d'abord n = i, et cherchons la valeur polaire boréale de Çi(^, i), détermination'correspondante de notre fonction, en faisant marcher x = ^'4- ix!' à l'infini dans la direction M. — II. 19
polaire boréale, c^est-à-dire en faisant o^^<Ci et od' infini positif.
A cet effet, nous appellerons M un entier positif variable» tel que le
rapport — soit infini (il suffirait par exemple de prendre M > J^'^*),
et nous considérerons la somme Su des inverses des termes du tronçon de progression arithmétique
a?' -H M -+- «0?^, ar' -h M — IH- iixf ^ . . . , ar'-+- 1^, . . . , a?' — M -h iaf
de raison — i , termes dont celui de moindre module est évidemment infini. On a (275)
rr'-— I .aT*'
avec lime.2=o, et la fraction entre parenthèses ayant pour limite — i, avec un second élément sans cesse positif, le logarithme a pour limite /(i)4-T:e = ir/ (276, II, i**), c'est-à-dire que
On a de plus
(12) liin[5,(a:)-2M] = o.
On obtient efi*ectivement la difi'érence entre crochets sous la forme
ar« — (M-f-i)» ar» — (M-ha)* a;«-(M-i-^)* '•"'
en supprimant dans l'expression (lo) construite avec t = i , n = i , les termes où la valeur numérique de m ne surpasse pas M, accouplant ceux des autres où /n a des valeurs égales et de signes contraires, et prenant pour k infini la limite de la somme des nouvelles fractions ainsi obtenues.
Comme, dans le terme général de cette série,
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tous les termes est visiblement inférieure à
(^+'>[Mpnrô-*-r
ce que donne immédiatement la sommation de cette dernière série, procurée par la transformation du terme général en
n 71 -i-i L'expression (i 4) étant infiniment petite, parce que — ; est infini,
la quantité (i3) tend vers o, ce qui entraîne la relation (12), puis, par sa combinaison avec celle qui la précède,
(i5) liin^i(â7, i)= — ICI.
2^ Quand af est infini négatif, on trouve
(16) liin£i(:r, i) = art,
soit par le même procédé, soit en combinant l'égalité (i5) avec ridentité (18) ci-dessous.
3® En représentant par \i{x^ II), Ç,(a:, m) notre fonction \i{x)^ et ce qu'elle devient par la substitution dernàU^ona l'identité évidente
(,7) ÎK:r,n) = (^)^(j:r.»).
On a en particulier
«.(x.n)=lî.(|,,).
moyennant quoi les formules (i5), (16) donnent bien, quand le second élément de = est infini positif ou négatif,
V. Pour f > I, la fonction Si(^) est toujours polarisée, mais avec des valeurs polaires toutes deux = o.
En faisant d* abord n = i, o<a/<<i, et s? infini, on trouvera immédiatement pour di m = lu > o,
inod(rr'-4- ix' — my> mod[(iu — i)-h iar']*> a;^*H-(iu — i)«.
La somme des modules des termes du développement de Çi'(j;, i) est donc inférieure à l'expression
dont le premier terme est infiniment petit et le second aussi, pour la raison indiquée au n^ 274 à propos de la série (4)- En d'autres termes, les valeurs polaires de Ç/(^, i) sont toutes deux nulles, conclusion que l'identité (17) étend à toutes les valeurs de II.
VII. Quand i est impair, on a les égalités
Car la fonction '\i{x) entre crochets dans la première est olotrope en a: = o, et la relation (18), donnant ici '\i{x) -i- %{ — x) = o identiquement, donne numériquement 2'Çi(o) = o.
La même relation donne encore
d'où notre seconde égalité, en posant dans cette identité j; = o et remarquant que — n'est un infini d'aucune des fonctions i{(x).
279. aSi a, p, . . . , Y sont des constantes quelconques incongrues selon la période II (251), toute fonction composée linéaire
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et homogène de quelques fonctions
d^ indices quelconques est une fonction unipériodique de x, admettant la période II, ayant des valeurs polaires finies^ et dont l'ordre relativement à U est la somme des indices maximum.s qui affectent ces diverses fonctions dans les termes effectifs de la fonction composée,
La période D appartenant à chacune des fonctions simples (19) (278, III) appartient aussi à la fonction composée (255); elle est unique à cause de la disposition des infinis de cette dernière qui sont les quantités
a-i-/?in, p-t-TwlI, ..., X -4- mil.
Les valeurs polaires de la fonction composée sont évidemment
Ho q= ( A, -+- B, -f- . . . H- L, ) ~ ,
en appelant Ho ie terme constant de la composante et Â| , B4 , . . . , L| les coeffîcients des fonctions simples d^ndices = i (278, IV, V). Enfin, puisque les valeurs polaires de la fonction composée sont toutes deux finies, son ordre est la somme des degrés de multiplicité de ses infinis incongrus a, ^, . . . , X, c^est-à-dire celle des indices maximums des fonctions simples (266).
280. Réciproquement, si f{x) est indéfiniment méromorphe^ unipériodique avec la période II, et polarisée avec des valeurs polaires finies toutes deux, elle s* exprime linéairement au moyen de fonctions analogues à (19).
Soient . . . ; ay; ... les infinis distincts de f{x) tombant dans une même bande, lesquels sont en nombre limité, puisque f{x) est supposée polarisée avec des valeurs polaires non infinies (265), et ... ; Af j, Aj j, . . . , A/j, ... ; ... les numérateurs des fractions simples en . . . ; (^ — *y)~S (^ — *y)"^» • • • ) (a: — oty)"' . . . , ... ; . . . , fournies par la décomposition de f{x) dans la bande considérée, en ces fractions accompagnées d'une partie olotrope (39). Gomme en étendant la sommation à toutes
294 DBUXliMS PARTIE. — FONCTIONS D*X7NB SEULE VARIABLE.
les valeurs des indices i, j qui sont à considérer pour /(^), la
diflFérence
/(a?) — SA/,yî/(ar — ay)
est indéfiniment méromorphe et dépourvue de tout infini proprement dit; comme, d'autre part, elle ne peut devenir infinie pour aucune valeur infinie de x^ puisque ses valeurs polaires sont finies à cause, soit de la nature des fonctions \ (278, IV, V), soit de l'hypothèse faite sur/(x), elle se réduit à quelque constante An- On en conclut bien (49)
/(a?) = Ao-+-2A/,yÇ/(ar — ay).
281. Quand les valeurs polaires de f{^x) ne sont pas toutes deux finies, l'exécution préalable de la décomposition expliquée au n® 269, III permet de la décomposer toujours en exponentielles accompagnées de la somme '^^ij \i {x — ay) ci-dessus. C'est, pour les fonctions unipériodiques polarisées, la réponse à la question que nous nous étions posée au commencement de ce paragraphe.
282. Voici les applications les plus intéressantes de cette formule de décomposition.
I. La fonction cot^, de période it, a dans sa première bande le seul infini x = o qui est simple avec le résidu i , et ses valeurs polaires sontq= t (220), (263), (264). On a donc
(20) cota: = Ji(a7,7r);
la constante est nulle, parce que les valeurs polaires de \\{x, ir)
Tzi sont aussi ir: -— = =n e.
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infini double x = o dans sa première bande. Pour des modules de X suffisamment petits, on a d^ailleurs (231)
SÏtt^X . / X* \ * 37* ^ ^ X^
**('~TX3-^-)
La décomposition de cette fonction dans la première bande donne donc les seules fractions simples -=> -) et Ton a
parce que les deux membres ont o,o pour valeurs polaires (238), (278, V).
IV. La fonction -; — a la période 2tz avec les infinis simples o.ir
dans sa première bande où elle est infiniment petite à Tinfini. Ses résidus sont i en a: == o et — i en a? = ir, à cause des relations (9) du n» 231 et (i5), (16) du n« 232. On a donc
= îi(a:, ai:) — 5i(ar — TT, air),
SlDâ?
parce que les deux membres ont encore 0,0 pour valeurs polaires. Etc.
283. La sommation, pour toutes valeurs de n, e, de la série Jl(x — mU)~^=li{Xj n), résulte immédiatement des considérations précédentes.
L'identité (17) donne d'abord
' 5i(^,n)= Jt,^J^,^^= Jcotja? (282,1).
Il vient ensuite (278, 1)
Jy(a?, n)= — tzlïll — ^ D'-icot-:r,
expression qui se met facilement sous forme d'un poljnome entier en cot- X (217, II, in fine)*
284. Indiquons, en terminant, une manière toute différente d^exécuter la sommation exprimée par la formule (20), d'où se déduisent toutes les subséquentes.
I. La fonction [$i(:r)]' />eM^ être mise sous forme d^une expression linéaire en
ou le coefficient de \i{^x) est non = o.
C'est une conséquence immédiate du théorème du n^ 280, car cette fonction n'a dans sa première bande que l'infini x = o qui est de degré effectif i.
On peut donc résoudre successivement dans leur ordre naturel, cela par rapport aux i fonctions (22), les i équations linéaires existant ainsi entre elles, d'une part, et
5i(^), [ït(^)]«, [Çi(^)]», ..., [Çi(^)?',
d'autre part, c'est-à-dire mettre inversement \i{x) sous forme d^ un polynôme entier en Ç| (x).
II. D'après cela, on trouvera (278, I
dx
= — Sj(a?, Tt) = Ao-+- Ai5i(a7, ir)-h A,[Çi(a:, Tr)p,
d'où, pour X infinie dans les deux directions polaires successivement,
o = Ao — Alt — A„ o = Ao-hA,t— A„ (278, IV)
et, par suile.
Al = 0, Ao — Af = o,
^^^^£^ = Aoll4.[îi(a7, X)]t| = -Î,K TT).
Comme d'ailleurs pour x infiniment petite on a, d'après la nature de la série S(^ — mil)"*,
liina?*[5i(ar, ic)]« = lima?*Çi(a7, ir) = i,
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il reste définitivement Ac = — i , et
dx
Les fonctions \\ {Xy ir) et cot j; sont donc identiquement égales (382*), puisqu'elles satisfont à une même équation différentielle
immédiate (220, I), et que pour x = - elles prennent la même
valeur numérique o (278, VII), (220, II).
III. Un autre procédé bien plus expéditif aurait consisté à établir tout d'abord la formule (21), ce qui se fait à très peu de frais parce que les valeurs polaires de \2{^) s'aperçoivent presque immédiatement, à descendre ensuite par difTérentiation aux expressions de i3(x), \x{x)^ . . ., à remonter enfin à celle de \%{x) en s'ap-
puyant sur l'intégration à vue exprimée par la formule évidente
/dx -. - — = — cota: -h C. Nous aurions ainsi abréffé considérablesin*x °
ment toute cette théorie, car nous aurions évité la recherche, fort longue en somme, des valeurs polaires de ii(x). Mais, outre que les préliminaires de cette recherche nous seront d'une grande utilité dans la théorie des fonctions elliptiques (340 et suiv., inf.)^ nous avons préféré, ici comme partout ailleurs, les méthodes directes aux tours de main ; les unes sont fécondes et mettent à nu le fond des choses, les autres le dissimulent toujours et sont stériles autant que leurs apparences sont séduisantes.
Développement des fonctions circulaires en séries
factorielles (*).
285. L'analogie invoquée au commencement du paragraphe précédent entre les fonctions rationnelles et les fonctions indéfiniment méromorphes, conduit encore à essayer sur ces dernières un autre développement, imité de la décomposition des termes d'une fraction rationnelle en puissances de facteurs linéaires s'évanouissant, les uns aux zéros, les autres aux infinis de la fonction (50).
(*) Quoique les propriétés spéciales des séries factorielles ne soient pas indispensables ici, j'engagerai le lecteur à jeter un coup d'œil sur les n*' 369 et suiv. {in/.), avant de lire ce paragraphe.
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Pour les foDclions unipériodiques, cette recherche nous sera singulièrement facilitée par les résultats de la précédente.
Si la constante U n^ est pas nulle, le produit variable
tend, pour k infini, vers une /onction de a: qui est indéfiniment olotrope.
En intégrant de o à :r sur un chemin quelconque ne contenant, sauf o, aucun des points mil, et en choisissant convenablement les logarithmes, on a évidemment
la sommation Sa s^étendant aux valeurs — Ar, — {k — i), . . . , — i , 1,2, . . . , A: de m. Il en résulte (277), (278)
en désignant cette intégrale par X(a;) pour abréger, puis
(3) limPA.(ir) = a?ôto).
L'exposant X(j:) n'a, comme ii(^) , d'autres phases singa-
lières que x = mll (mnon=ro); mais dans le voisinage de pareilles valeurs on a
'^{x) étant olotrope. On a donc aussi
(4) \imPj,(x) = x(^i---^y¥'\
fonction olotrope en j? = mil.
Si, au lieu des facteurs de l'expression (i), on avait considéré le facteur médian x accompagné des k^ placés à sa gauche et des /^ placés à sa droite, et si, appelant K quelque constante positive on
avait supposé //, /r" inCnis, avec Hhitj = K, on aurait trouvé, à
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l'aide du même raisonnement basé sur les résultats obtenus dans l'alinéa II du n** 277, que le produit de tous ces facteurs a pour lijnite
e Al liinPA(ar).
Nous nous bornerons donc à la considération de la fonction WmVki^x) que nous représenterons par o(a:).
286. Les propriétés essentielles de cette fonction résultent immédiatement de son mode de génération.
I. En vertu des relations (3), (a), elle est liée à \\{^x) par l'équation différentielle et la condition initiale
/ - — = o, ou bien ~ ' h pour ar = o.
II. Elle a pour zéros y tous simples, les quantités mil. C'est une conséquence de la formule (4) et de l'impossibilité pour l'exponentielle de s'évanouir quand son exposant n'est pas inGni.
III. On a les identités
(7) cr(a?H-II)= — o(ar).
La relation (5), combinée avec ce qu'elle devient parle changement de a? en— :r, avec o'( — jr)= ~^JÏ~"^ 5*( — ^)= — Si(^)
(278, VI), donne facilement
dx o{x)
d'où en intégrant
(8) o( — a?)= Co(a?),
ou bien encore
Comme l'intégrale figurant dans la relation (2) tend vers o pour
lima; =o, on tire de l'équation (3)
On en conclut C= — i, moyennant quoi la formule (8) donne ridentilé (6).
Le changement de x en x -^U dans la même relation (5) conduit pareillement à
(9) o(X'\-U) = Co(x)
à cause de $< (j: -f- II) = Ç| (x) (278, III), En faisant ici a: = — 7 et ayant égard à (6), il vient
(G-hi)=o,
d'où G = — I parce que — n'est pas un zéro de o{x) (II). Celle
valeur de G portée dans la relation (9) la change en l'identité (7) qu'il restait à établir.
IV. La /onction o{x) est unipériodique avec zball pour période élémentaire.
D'après l'identité (7), on a
o(a?-i-aIT) = o{x\
et 2II est ainsi une période de cette fonction.
Mais, à cause de (5), toute période de o{x) appartient à \\{x) (2S5); la première fonction ne peut donc être qu'unipériodique comme la seconde, et sa période élémentaire est de la forme |xll, multiple entier de celle de Çi(^). Or l'identité (7) montre qu'on ne peut avoir [jl = ib i .
V. Pour X infinie d'une manière quelconque dans les deux directions polaires respectivement (264), et pour h constant, ou bien variable mais alors fini, on a
/ X 1- O(X-hh) ^rt''
(.0) i.B,__J = en,
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c^est'à'dire
lim ^ . , — e ^A =0. L o{x) J
L'équation difTërentielle (5) montre que to{x) est olotrope aussi longtemps que Ç| (x) ; /o(a: + h) est donc développable par la formule de Taylor jusqu'à un module de h égal à la plus courte distance, indéfiniment croissante, de x aux infinis mil de Çi (x) (202*). On a donc, en vertu de la même équation difTérentielle,
à cause des relations (i i) du n^ 278.
Appelons maintenant t^ le module de A, et supposons pour commencer 7ï<;i; appelons encore S/, pour f>i, la somme des modules des termes du développement de ^i{x) en fractions simples (277, 1). Comme x est infinie dans une direction polaire, on finit évidemment par avoir
S, > Sa > Sv > . . . ;
de plus, nous avons reconnu incidemment que Sa tend vers o (278, V). Le dernier membre de la relation (ri) finit donc par avoir un module inférieur à
par suite il tend vers o, ce qui donne
relation équivalente à celle qu41 fallait établir.
Du cas où mod A <^ i , on passe au cas général, au moyen d'iden lités analogues à
o(x -f- Al -+- A,) o(x ■+■ Al) o(x -H A| -t- A|)
0{X) 0(X) Oi^X-trài)
VI. La fonction o{x) est polarisée, avec des valeurs polaires toutes deux infinies.
Cette fonction étant indéfiniment olotrope (285) et né dégénérant pas en une constante est infinie pour quelque valeur infinie de X (8), que sa périodicité permet d'astreindre à varier dans une même bande. Ainsi donc o{x) est infinie quand x s'éloigne indéfiniment dans une bande, et, à cause de la relation (6), la marche de X peut être supposée s'effectuer aussi bien dans la direction boréale que dans la direction australe. La relation (lo) montre, de plus, que si une marche à l'infini de direction donnée rend o[x) infinie, la marche correspondante àe x -^ h jouit de la même propriété. Or, à cause de l'indétermination de A, j? -h A n'est pas autre chose qu'une autre valeur de x allant à l'infini d'une manière quelconque dans la même bande et dans la même direction.
Comme les valeurs polaires de o{x) sont toutes deux infinies, l'ordre de cette fonction (266) est 2, somme des degrés de multiplicité de ses zéros simples o, II, contenus dans sa première Bande élémentaire (II), (IV). La considération de ses raisons polaires (269, IV) conduit à la même conclusion; car, d'après la formule (lo), l'exposant de e dans leur rapport est
'ICI , TTi , . . aiti ,
n n ^ ^ an '
et an est la période de o{x) qui n'a point d'infinis.
VII. Entre o(x, II), o(j?, o), déterminations de notre /onction o{x) qui correspondent aux demi-périodes U, o, on a la relation
(12) 0{Xy U)= -Of^^» ®J-
Elle résulte effectivement, soit de la formule fondamentale (5) combinée avec la relation (17) du n° 278, IV, 3°, soit des identités évidentes
X ïï^ n /w \
mil muj BJ \I1 /
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duit des 2A:+ i facteurs
OÙ m a les valeurs — A", — {k — i), ... — i, o, i, . . ., A:, et en intégrant de o à a? sur un chemin ne contenant aucun des points 0 + ^n, on trouve, par un raisonnement identique à celui du n«28o,
(i3) liin/QA(a-)= f iix{x — ^)dx
ou bien
limQx (a: ;=«•'«
fonction de x encore indéfiniment olotrope que nous représenterons par o(x, n, 8).
Elle se ramène immédiatement à o{x^ II) \ car les relations (i3), (5) donnent
d'où
^ /o(x, n, 6) = 5i(ar-0)= ^ lo{x^^, H),
/o(a7, n, 6) — lo(x — 6, n) = / - ' ^ „, =5 consl. ^ ' ' o{x — 0, U)
et, par suite aussi,
On a d'ailleurs C= ^ parce que o(a7, O, ô) se réduit
évidemment à i pour x=-o. Il vient donc définitivement
Soienr
(i5) /yit» ''^t» •••» 'w^»
(l6) JA|, {A,, ..., fty
dieux groupes d^ entiers positifs quelconques, et (17) ai, ai, ..., a^,
(18) «1, Oj, ..., «y
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deux groupes correspondants de quantités quelconques, incongrues suivant la quantité W ; appelons en outre X un entier = o ou I, selon que la différence des sommes des entiers (i5), (i6) est paire ou impaire. L'expression
est une fonction de x indéfiniment méromoi'phe de période II et polarisée, ayant pour zéros et infinis les quantités (17)1 (18) aux degrés de multiplicité (i5), (16).
Le premier point est évident, parce que o{x) et l'exponenlielle sont iadéGniment olotropes.
L^addition de II à j: multiplie Texponentielle par e^^' = ( — i)\ et chacune des fonctions o par — i (286, III); elle multiplie donc <p(x) par une puissance de — i dont l'exposant
X -i-(mi^-. . .-h nig) — (|Jii-+-. . .-f- fXy
est toujours pair, c'est-à-dire par i.
Le dernier point est évident parce que rexponentielie n'a ni zéro, ni infini, et que les fonctions o{x — a), o{x — a) admettent 6r, a pour zéros simples (286, II).
Quant à la polarisation de 'f (j:), elle résulte de celle de son premier facteur et de o{x — «i), . . . , fonctions qui toutes admettent la période ail (270).
289. Réciproquement, si Von représente par les notations ( 1 7), ( 1 8) /e5 zéros et infinis, aux degrés de multiplicité ( 1 5), ( 16), de la fonction indéfiniment méromorphe f{x) à la période unique O et polarisée^ qui tombent dans une même bande, on aura
OÙ k est quelque entier [positif, nul ou négatif) et K une constante.
Il est évident, en effet, que le rapport "^j^ est une fonction indéfiniment méromorphe, de période unique II, et polarisée, qui
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est dépourvue de tout zéro et de tout infini. Il est donc de la
forme Ke " (269, II).
Cette formule fournil, pour toute fonction unipériodique polarisée, la décomposition à laquelle nous faisions allusion au début de ce paragraphe. On déterminera Tenlier k par la condition que la raison polaire boréale (ou australe) de l'exponentielle (269, IV) soit égale au quotient de celle de /(^) par celle de ^(x) dont le calcul est facile (286, V). La valeur du facteur constant K se tire ensuite de ce que devient la formule pour x = Xq, valeur particulière n'annulant pas son second membre.
Aux fonctions o{x — ai), ..., on peut y substituer les produits o( — «4, U)o{x^ n, ai), . . . (287).
290. Le développement de sino: fournit l'application la plus intéressante de cette formule. Au lieu d'opérer directement, nous substituerons à sinor, de période 2 7? et d'ordre 2, la fonction y(jc)=: c'-'sin^, de période t: et d'ordre i seulement, avec le zéro simple unique x = o.
Comme on a ici A = i , -rj- = 2i, il vient
c'est-à-dire
sinx = Ke*-"'*o(r, it).
L'expression de sinj? en e^^ donne immédiatement pour sa raison polaire boréale e~'^, égale à celle de o{x, tî) (286, V); il en
résulte à- = o. On a d'ailleurs K = i parce que les rapports — — ,
tendent tous deux vers i quand x tend vers o (231), (286, 1).
Il vient donc définitivement / sina; = o(Xf ir)
ou bien, en groupant les facteurs équidistants du facteur médian x^ 291. Le développement de cosx s'obtient de la même manière;
mais il est plus expéditif de le déduire du précédent. La formule (19) donne effectivement
ros
x = — sinix — -) = — o(x 9 TZf
= lim
ir
en groupant les facteurs qui se permutent par le changement de a; en — x.
292. Voici des conséquences intéressantes des formules précédentes.
I. Les développements de sinx, cosx par la formule de Maclaurin, et les séries entières fournies par les développements des seconds membres (effectués comme si le nombre des facteurs y était limité (371, in/,) étant nécessairement identiques, les coefficients des termes semblables y sont égaux. En égalant ceux de j:', par exemple, dans les deux membres de la formule (20), il vient ainsi
Etc.
IL Pour j; = -« on a sin- = 1, et la relation (20) donne
('2 — 1H-2-T- 1) (4 — OU-^-U (2m — l)(2mH-IJ
"" 773 3T5 ' " (2m — i)(2/?i-hi)' ' ' '
c'est la célèbre formule de Wallis.
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III. En choisissant convenablement les logarithmes, on tire de la même formule (20)
et, pour X réelle et <I "î^ numériquement, tous les logarithmes postérieurs au premier dans le second membre sont développables par la formule de Maclaurin (171), en séries entières jouissant évidemment des propriétés mentionnées dans l'énoncé du n° 105*. On met ainsi l'excès de Zsinj; sur Ix sous forme d'une série entière en x^ facile à calculer avec une approximation déterminée.
De même pour Icosx à cause de la relation (21). Ces deux formules servent de base au calcul des valeurs de logsino;, logcoso:, par suite de log tang^, log cota:, qui seules figurent dans les Tables Irigonométriques.
• 293. Les formules (12), (i4)î ('9) donnent immédiatement
o{x, n) = — sin— a?, o(x, II, 0) = ir II
294. La relation (2), combinée avec la formule (20) du n° 282 et avec l'intégration à vue
//*COS 37 /*cl 9>îï\ CP coix cCx = / -. — dx = I — i '• = /sina: H- C, J sina? J sina:
nous aurait conduit immédiatement à la formule fondamentale (19). Nous aurions pu également y arriver plus rapidement en approfondissant d'abord la nature du produit variable Pa(^) considéré en lui-même. Mais, d'une part, l'étude d'une série factorielle (produit de facteurs en nombre infini) ne se fait bien commodément que par l'intermédiaire de la série ordinaire procédant suivant les logarithmes de ses facteurs; d'autre part, nous aurions laissé dans l'ombre l'étroite connexité existant entre les fonctions o{x), \\{x). Nous avons donc préféré la méthode ci-dessus, moins expéditive, mais bien meilleure au point de vue déjà signalé à la fin du n° 284; en outre, elle nous laissera bien peu à ajouter, quand nous traiterons la même question pour les fonctions elliptiques (351 et suiv., inf,).
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Intégration des fonctions unipériodiques polarisées.
295. Ce problème se confond avec celui de Tintégralion d*une fonction composée rationnelle quelconque d'exponentielles et de fonctions circulaires méromorphes, toutes à même période; il esl maintenant susceptible d'une solution très simple et très générale, dont on remarquera la grande analogie avec l'intégration des fonctions rationnelles par décomposition en fractions simples.
Soit/(ar) une fonction unipériodique quelconque, de période D, et polarisée. Nous avons vu au n^269, III, que/'(j:) est décompo-
sable en une fonction linéaire d'exponentielles de la forme e "^ (les multiplicateurs k étant des entiers de valeurs et de signes quelconques) et en une fonction de même période H, dont les valeurs polaires sont finies. Cette dernière, à son tour, est réductible à une fonction linéaire de fonctions ^i(x — ay) (280). On a donc en résumé
où, dans la première somme S, k ne prend pas la valeur o.
On a maintenant, en faisant abstraction des constantes arbitraires,
/.tni .tKt
e 11 dx= , .e n , k.2TZl
puis, si i est > i (278, I),
puis enfin, si i = i (286, I),
f\i{x^nj)dx = lo{x — aj).
11 vient donc
f/{x)dx=:C-hBoX-h—.y[^e 11 "^
237^?/-i(^-«y) + 2:Ai.y/o(x-«,).
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C'est la formule que nous voulions obtenir, et dans Tavant-dernière partie de laquelle, l'indice i ne peut prendre la valeur i . On peut naturellement j remplacer les exponentielles par des
sinus et des cosinus, les fonctions Ç/_| {x — ay ) par — cot^ {x — ay )
et par ses dérivées (283), et les fonctions o{x — ay) par
nsinj(ar-ay) (293),
ce qui donne à l'intégrale une apparence circulaire s'il y a quelque raison pour la préférer.
n faut évidemment et il suffit :
1** Pour que l'intégrale soit méromorphe, que la cinquième partie de l'expression (i) n'existe pas, c'est-à-dire que tous les résidus de f{x) soient nuls;
2^ Pour qu'elle soit indéfiniment olotrope, que la quatrième partie n'existe pas non plus, c'est-à-dire que f{x) n'ait aucun infini;
3** Pour qu'elle soit périodique, que la cinquième parti** n'existe pas, et en outre que Bq = o.
295 bis. Les considérations si simples du numéro précédent fournissent, pour des différentielles courantes formant une classe fort étendue, une méthode d'intégration systématique qui, à aucun point de vue, ne nous paraît inférieure aux artifices en faveur. Nous y reviendrons dans le Chapitre I de notre troisième Partie; mais, en attendant, peu de mots nous suffiront pour en faire apprécier le mécanisme.
I. La combinaison des formules (20), (2 1) du n° 282, ( 1 1) du 278, donne immédiatement
doc
T-r- =/Sî(^» 'K)dx = — Si(x, 7t)-!- G = — cot^H- C.
sin*a?
IL Celle des formules (20) du n° 282, (5) du n« 286, (19) du n® 290, conduit à
f cotxdx = /Çi(a?, Tz)dx= lo(Xj it)-»- C = /siiia? + C.
m. On trouve de la même manière (282, IV), (293),
= lo(Xj ai:)— lo{x — ic, 2w)-h C
,/2Tr . T \ .Fait . it xl . r»
= /( — sin — X ) — l\ — sm — (x — ?:) -t- G
\ t: air / L it 27t 'J
sin —
= / ; — r- -4- c = / lang- -h C.
Etc.
Ces formules sont connues de temps pour ainsi dire immémorial, et les procédés qui les ont procurées sont des plus élémentaires; mais ils sont absolument empiriques aussi, et aucun d^eux ne peut en expliquer les natures variées.
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Classification des intégrales elliptiques et ultra-elliptiques.
296. Les premières idées acquises sur les transcendantes étudiées dans les Chapitres précédents ont été inspirées aux inventeurs par les besoins de la pratique, et, quoiqu'elles soient bien loin encore de n'avoir plus cours, nous les avons abandonnées complètement pour remettre ces fonctions à leur place naturelle, pour les montrer sous leur vrai jour. Il n'en sera pas ainsi pour celles dont* nous allons maintenant nous occuper, parce que ce sont des considérations purement théoriques qui ont guidé les géomètres dans la recherche de leurs propriétés.
Revenant aux intégrales abéliennes considérées aux n°' 222 et suiv., dont la forme générale est
où F désigne une composante rationnelle, et y la racine carrée d'un polynôme entier ç(^) de degré efleclif /:>>o, et sans zéro multiple, nous supposerons maintenant, comme il est permis de le faire d'après le n^ 223, que ce degré k est un nombre pair a/i. Alors les intégrales fondamentales (7) du n** 224
rxf^dx r xs ,
(1) \--~=\-—=dx, (^=0, !,..., 2n — a)
sont en nombre égal à an — i .
Si on les prend de a?o à X (sur un chemin de longueur limitée), toutes sont finies. Effectivement, les seules valeurs de x pour lesquelles la fonction placée sous le signe / cesse d'être olotrope sont les zéros de ç(^) (125). En appelant a l'un d'eux et posant
9(a:) = (a? — a)(Pi(a:),
©< (x) ne s'évanouit pas en x = a et l'on a
= (x — a) « = Ao(3? — a) "-h Ai(a? — a)*-f-
parce que, v/f4(^) étant olotrope en x = a^ le second facteur du membre moyen est développable par la formule de Taylor. On en conclut (157)
x^dx ^ ho , vi ^i / xf
jr I ^ 3 ^ '
expression finie pour x = a.
Quand X est infinie, on peut écrire
J^* xërdx _ r'' £^^ f
en allongeant assez le premier tronçon du chemin d'intégration
pour que le deuxième ne contienne pas la valeur particulière o de jt.
La première intégrale du second membre est finie comme on
vient de le voir. En faisant x= - dans la seconde, elle devient
<«'-»-«-« vARÔ
le polynôme ^(t) étant de degré an [2/1 — i, si çp(o) = o] et donnant A(o)^o. Cela posé, et en admettant, bien entendu, que,
quand x s'éloigne de Xt à l'infini, t = - décrive un chemin limité
en longueur de — à o, il y a deux, cas à distinguer.
1° Si g = n — 2, ^+2 — n est un entier nul ou négatif, on rentre dans le cas précédent pour l'intégrale auxiliaire (2), et V intégrale considérée est comme celle-ci finie.
2® Si g' > /i — 2, ^ + 2 — /i est un entier positif^, et ces deux intégrales sont infinies. Car dans le voisinage de ^ = o, la fonction sous le signe se développe en une série de la forme
hot-^'-hhit-f'-^^-\-..,,
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OÙ Ao n'est pas nulle, dont l'intégrale indéfinie (157)
Ch ^ — <-«''+« -h...,
si^>- ï, ou C + Ao/(^)-f-. . . , si ^= 1, est infinie en ^ = o.
Ainsi donc les n — i intégrales fondamentales (i) où ^ a les valeurs o, i , . . . , n — 2 sont finies pour x infinie ; on les nomme intégrales de première espèce.
Au contraire, les n autres où cet exposant a les valeurs n — 1 , n, ..., ^n — 2 sont infinies pour x infinie, et sont dites de deuxième espèce,
297. Quant aux intégrales fondamentales de la forme (8) du même n" 224, chacune d'elles devient infinie, mais seulement pour la valeur CI de Xj qui annule le multiplicateur linéaire du radical; on s'en assure en posant x = û -\- t et raisonnant comme cidessus (296, 2"). On les nomme intégrales de troisième espèce.
Le nombre et les valeurs des quantités d dépendent non seulement de la nature du poljnome <p(x), mais encore de celle de la composante rationnelle F. Pour un même polj^nome ^{x), le nombre des intégrales de troisième espèce, qui est celui des quantités dont il s'agit, est donc illimité, ce qui n'a pas lieu pour celles de première et de deuxième espèce. Néanmoins si, dans l'intégrale en question
dx
{x — a)jr
on considère tt comme une variable paramétrique, on peut dire quHly a une seule intégrale de troisième espèce, fonction des deux variables ^, a. Cette seconde variable tt se nomme \e paramètre de l'intégrale de troisième espèce. La distinction faite au n*' 224 entre les cas où a est ou n'est pas un zéro de f (^), devient alors très secondaire.
298. Pour les intégrales elliptiques (225) doht nous allons maintenant nous occuper, on a 2/1 = 4j et, d'après ce qui précède, chaque détermination du polynôme biquadratique ^{x) donnera seulement comme fonctions nouvelles pour nous une inté-
grale de première espèce
dx
deux intégrales de deuxième espèce
, . r X dx r x^dx
e^ une intégrale de troisième espèce
dépendant tant de x que de son paramètre tt.
Première étude de la fonction inverse de l'intégrale elliptique
de première espèce.
299. La théorie des intégrales elliptiques a pour base les propriétés de celle de première espèce (3) du n** 298, que nous allons tout d'abord étudier.
Désormais nous appellerons u la variable d'Intégration, puis a, 6, c, d les quatre zéros simples el nécessairement inégaux du polynôme biquadratique <p(w) qui prend ainsi la forme
où la constante G est ^^ o.
Nous appellerons x une détermination donnée quelconque de l'intégrale indéfinie de première espèce, de manière à avoir
/du
u) oc =
ou bien, ce qui revient au même,
du
u désignant maintenant la fonction inverse de l'intégrale indéfinie, dont la considération est préférable.
300. La discussion de l'intégrale de l'équation (2), précisée par
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des coDditioDS initiales données, et considérée seulement pour des valeurs de x suffisamment voisines de sa valeur initiale, conduit aux résultats suivants.
I. Si pour X = aro, valeur quelconque de ar, on doit avoir u = w©, valeur quelconque de u non égale à l'un des quatre zéros a^ 6, Cj d de <p(^)) le radical figurant dans le second membre de (2) est olotrope parce qu^il ne s'évanouit pas (123), et, en vertu de la théorie générale des équations difTérentielles totales (301*), cette équation admet une intégrale qui est olotrope en Xq.
On sous-entend toutefois, que le radical a été exactement précisé par un choix préalable fait entre les deux déterminations initiales opposées dont il est susceptible pour u = e/o* Si Ton admettait indistinctement ces deux déterminations, notre équation différentielle aurait deux intégrales distinctes (olotropes en x^ et s'y réduisant à f/o)-
II. Si pour x = Xq^ u doit se réduire à Vun des quatre zéros de 9(^1), à a par exemple, le changement de fonction inconnue
( 3 ) u = a -\~ u'Jl^
transforme notre équation en une autre se dédoublant en
(4) <'a = o (identiquement),
et simultanément la condition initiale en </^= o, pour x^=Xq.
A cause de l'inégalité numérique des zéros de f (^), le radical de Téquation (5) ne s'évanouit plus en a^= o; il y est donc olotrope (12o), et par suite cette équation, comme (2) dans le cas ci-dessus (I), admet en ^ = Xq deux intégrales olotropes qui correspondent aux deux déterminations maintenant distinctes du nouveau radical.
Mais chacupe d'elles est égale au produit de l'autre par j— i; car, en changeant u^ en — w^ dans l'équation (5), on ne fait que passer de la détermination du radical (où u'^ entre seulement par lî^) à la détermination opposée, sans modifier la condition initiale. En les portant donc, ainsi que u^=^o (4)) dans la formule (3), on trouvera pour u deux fonctions seulement se
réduisant à a pour x = Xo^ et toutes deux y sont olotropes; l'une reste égale à a quelle que soit j?, Vautre est variable,
III. U équation (2) admet deux intégrales assujetties à la condition d^étre infinies pour x = ^©î toutes deux sont méromorphes en ce point,
La substitulion
/c\ ' Ay ^ du I du'
transforme l'équation (2) en
(7) -j- = — ^G{ i — au" ){i — bu" ){i — eu" )i^i^ du ),
et la condition initiale en u" = o, pour x = Xq.
Comme ce nouveau radical ne s'annule pas en u" = 0^ il y esl olotropCy et, sauf distinction faite entre ses deux valeurs initiales, l'équation (7) admet deux intégrales nulles et olotropes enx = x^ (I). En les portant dans la formule (6), on obtient deux fonctions non olotropes en j:©? mais méromorphes, parce que leurs inverses arithmétiques u" y sont olotropes (43) ; ce sont les deux intégrales que notre énoncé mentionne pour l'équation (2).
301 . Dans toute l'étendue du plan, une intégrale déterminée quelconque de notre équation différentielle peut être calculée indéfiniment par cheminement, soit directement, soit indirectement par l'intermédiaire des fonctions a^, w^, m^, m^^, vf cidessus (300), et elle y est méromorphe,
I. Pour toute valeur de u^ tombant dans une aire S^ contenant le point w^ = o, et délimitée de telle sorte que la distance de l'un quelconque de ses autres points à celui-ci reste inférieure à une quantité positive f\ moindre elle-même que le plus petit module des^racines carrées de 6 — a, c — a, d — a, le radical de l'équation (5) reste olotrope, parce qu'il ne peut s'y évanouir. On peut donc, puisque ce radical n'est pas compliqué de x, assigner un même olomètre p^ à l'intégrale w^, pour toutes les valeurs de x qui font tomber la valeur de cette fonction auxiliaire dans SJ^, et, par suite aussi, en vertu de la relation (3), à notre intégrale Uy pour
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toutes les valeurs de x qui font tomber la sienne dans une aire S^, délimitée autour du point a, de manière qu'aucun de ses points ne s'écarte de celui-ci d'une distance supérieure à r\^ (301*).
On déterminera semblablement trois autres quantités positives p^, p^, p^, et trois aires S^, Se, S</ contenant les points m = è, Cy dj lesquelles jouiront de cette propriété, que pour toutes les valeurs de x plaçant celle de u soit dans S^, soil dans S^, soit dans S^, cette fonction ait pour olomètres p^, p^, p^ respectivement.
On peut de même assigner un même olomètre p" à w''= -,
intégrale de l'équation (7), pour toutes les valeurs de ^ qui placent celle de u" dans une aire S^ contenant u'^=o, et telle que les modules des quatre quantités au'', bu"^ eu" ^ du!' j restent inférieurs à une quantité positive 0 <C i , c'est-à-dire qui font tomber u dans une aire (illimitée) S^ dont tous les points sont séparés du point u = o
par une distance supérieure aux modules des quantités "û» â' â' ë'
Appelons enfin S ce qui reste du plan servant à la notation graphique de £/, après l'ablation des aires Sa, S^, S^, S</, S^; il est évident que cette aire est limitée et que le radical y est olotrope, puisqu'il ne s'y évanouit pour aucune valeur de w (ni de j: qui n'y entre pas). On peut donc encore, toujours en vertu de la théorie générale (301*), assigner un même olomètre p à notre intégrale u, pour toutes les valeurs de x qui ne la font pas sortir de S.
Comme la réunion des aires S^,, S*, Se, S^, S., S reconstitue la totalité du plan où nous notons u, il est clair qu'en appelant 8 la plus petite des quantités p^, p^, p^, p^, p", p, on peut calculer u par cheminement dans tout le plan de notation de x en faisant des pas d'amplitude au moins égale à S. Seulement l'opération qui est directe quand u tombe dans l'une des aires S^, S^, Se, Sa et S est indirecte quand la valeur de cette fonction se trouve dans S.; elle s'eiLécute sur la fonction auiiliaire u" d'où l'on repasse à w au moyen de la formule (6).
II. Soient enfin Sx une aire de dimensions inférieures à 8, délimitée arbitrairement dans le plan servant à la notation graphique de X, Xi une valeur de celte variable intérieure ksx, et «// la valeur atteinte par u en ce point. Dans 5a; et d'après ce qui précède, cette
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fonction est olotrope, si ui tombe soit dans S^, soit dans S^. soit dans Sc) soit dans S<f, soit dans S, et méromorphe seulement (43)
si c'est dans S. puisque «"= - est certainement olotrope enx/.
Quoi qu'il puisse arriver, elle est donc méromorphe au moins dans Sx, partant dans toute aire limitée, puisqu'on peut évidemment décomposer celle-ci en un nombre limité de fragments analogues à Sxy c'est-à-dire indéfîniment.
302. En exceptant comme de raison les quatre intégrales (singulières) de l'équation (2) u = a^ b^ c, rf, qui sont identiquenienl constantes, et appelant E(a:) une des intégrales ordinaires variables que désormais nous considérerons exclusivement, il résulte de tout ce qui précède que cette fonction E(:r) est indéfiniment méromorphe, et qu'elle est entièrement déterminée par la connaissance : 1° de la valeur Uo = E(j:o) qu'elle prend pour une valeur particulière Xq de x ne la rendant pas infinie; 2® quand o{ih)
n'est pas nulle, de la valeur correspondante Rjr, du radical y^'f («), choisie naturellement parmi les deux valeurs numériques opposées
dev^'f(^^o)-
Oci rappelé, on a le théorème fondamental dont voici l'énoncé :
Quelle que soit U, Inéquation numérique
(8) E(x)=zl]
a une infinité de racines finies, et, en appelant X une quelconque d^ entre elles, toutes sont fournies par les formules
(9) x= X -h mil -4- /iii,
(10) a? = S — X-h/nlI -h /lû,
oà nij n sont des entiers {positifs ou négatifs) absolument indéterminés, et S, II, Q trois constantes dont les deux dernières ont un moment y^ o (257).
I. La quantité ar© étant arbitraire, nous la choisirons de telle sorte que Mq = E(j:o) ne soit égale à aucune des quantités a, 6, c, rf, ce qui est possible, puisque E(^) ne dégénère pas en une constante; ensuite nous observerons que E(a;) étant indéfîniment méromorphe, les racines de l'équafion (8) sont les diverses valeurs
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acquises en U, au bout de tous les chemins conduisant de a = Uo k u = Uj par la racine variable x de Téquation
(il) E(X)=M,
que précisent les conditions initiales x = Xq, pour uz=: uo, condition ne comportant aucune ambiguïté, puisque E'(xo) = \/'^Uio) n'est pas nulle (48).
La fonction implicite x que déGnit cette équation finie n'est pas autre chose que l'intégrale de l'équation dififérentielle
dx I I
du E\a;) /cp(a)
déterminée par la même condition initiale accompagnée de
^^{u) = R,^, pour u == Uq, Il en résulte que les racines de notre équation (8) sont égales aux diverses valeurs de V expression
r du
(12) To
U intégrale
du
étant prise sur tous les chemins imaginables qu'on peut tracer de Uo à U, et la valeur initiale du radical étant toujours = R^.^. La fonction placée sous le signe f ne cesse d'être olotrope qu'aux points a, ft, c, d; un quelconque de ces chemins peut donc être amené par déformation progressive, faite dans un espace où cette fonction reste olotrope, n'altérant pas par suite la valeur de rinlégrale (i3), à se composer d'une succession, avec ou sans répétitions, de quelques-unes des boucles simples
allant de Uo à Uo et enveloppant une seule fois chacune le point correspondant à l'exclusion des trois autres, puis d'un chemin
(i5) [uoV]
tracé arbitrairement et une fois pour toutes de Wo à U (229*, U).
Nous appellerons I la valeur de Finlégrale (i3) prise sur ce dernier chemin, et X la valeur correspondante Xq-^-I de l'expression (12), qui est une première racine de Téquation (8).
II. L'intégrale (li), prise sur l'une des boucles (i4)j (a) par exemple, a une valeur A„^ indépendante du sens de rotation dans lequel cette boucle peut être parcourue; on a de plus
(16) A„. = '2 r -fiL= (239-),
r intégrale étant prise sur un chemin [wo^] tracé de Uq à a, de telle sorte que, doublé par lui-même en sens in\?erse, il puisse être considéré comme une boucle {u^auQ) limitant a\^ec (a) une aire ne contenant aucun des points 6, c, d.
Soient [^/o^oJS ['^0^0]'' l^s chemins d'intégration constitués par la boucle (a) parcourue ci partir de Uo dans les deux sens de rotation possibles, A|^^, A^^ les valeurs correspondantes de notre
intégrale, et '^(w), "^{u) les valeurs acquises par - pu un
même point u de ces deux chemins géométriquement identiques, après le parcours des arcs de l'un et de l'autre qui conduisent de Uo en ce point, le radical, lui, partant dans les deux cas de la même valeur initiale R- .
On a 'f!^(u):= — ''^(m), parce que chacun de ces arcs devient équivalent à l'autre quand on le fait précéder de la boucle (a) (166, II), (113, infine)\ il en résulte évidemment
parce que [wq^o]" n'est pas autre chose que [uqUoY parcouru à rebours.
Déformons enfin la boucle (a), sans qu'elle franchisse aucun des points a, 6, c, rf, jusqu'à ce qu'elle se compose : i°d'un arc[ Woa] du chemin [tto<3j]> limité à un point a se rapprochant indéfiniment de a ; 2® d'un contour fermé [aa] de dimensions infiniment petites, enveloppant a une fois seulement; 3** de l'arc [oluq] géométrique-
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ment égal à [^^o^]* On aura évidemment sans cesse
*^lM,aî •/{«al "^{aMol
- r" du r du
la première intégration devant s'effectuer sur [mq*] à partir de la valeur Rj^.^ du radical, et la seconde sur le contour [aa] à partir de la valeur finale à laquelle le chemin précédent a conduit le même radical.
En posant ç(tt) = (w — a)'fi(u)^ on a évidemment sur le contour [aa]
<p,(M) = Ao4- Ai(m — a)-i-.. .,
d'où
[?(")] ~*=(u-a) H<fi(u)] î=Ho(a-a) *-4- Hi(tt-a)»-+-. . .,
parce que ho = (f^ (a) n'est pas nul^ on en conclut (157)
puis
/ -7=^=2(a-a)»rjHo-f.?H,(a — a)H-...|,
parce que, de a en a sur le contour [aa], (u — a)' passe toujours de sa valeur initiale à la valeur opposée (126), (113). Celte dernière quantité tendant vers zéro quand a tend vers a, on a bien
(17) A„. = 2lim ^--^=2 T-^ (239*).
du r^ du
Nous représenterons par
(l8) A-Mo» ^Wo» ^"i» *^W«
les valeurs de l'intégrale (i3) prises respectivement sur les boucles (i4)* Elles ne sont pas indépendantes de la position du point {/(i; car, s'il passe en u^ après avoir décrit l'arc [wo^i]? sans, bien entendu, que la boucle correspondante franchisse quelqu'un des points a, b, c, d, la formule (17) montre que chacune d'elles M. — II. 21
diminue de
rintégrale étant prise sur cet arc.
III. Les valeurs de l^ intégrale {i 3) y prises sur les boucles (1^)^ allongées du chemin (i5), sont respectivement
Car le parcours de la boucle («), par exemple, donne d^abord une partie de Fin tégrale qui est égale à A„^ ( II ) , et ramène en w = k«,
le radical y/^^ à la valeur finale — R,, (166, II), (113). Cette quantité étant bien la valeur initiale qu^il faut attribuer au radical pour achever Tintégration sur le chemin (i5), on trouvera — ï pour dernière partie de l'intégrale, puisque nous avons appelé I ce que donne le même chemin quand le radical part de R^.^.
IV. L'intégrale (i3) prise consécutivement sur deux desboucles (i4)> {à) puis {b) par exemple, suivies du chemin (i5), a pour valeur A„^ — B„^ -|- I.
Nous venons de constater que le parcours de la boucle (6) suivie du chemin (i5) donne B,^^ — I; en plaçant la boucle (a) avant le nouveau chemin ainsi composé, on trouvera donc, comme ci-dessus (III),
excès sur ce qu'il fournirait seul, de ce que donne la boucle qui le précède.
Si les deux boucles considérées se réduisaient à la même parcourue deux fois, (a) par exemple, on trouverait é\îdemmentpour rintégrale A^, — (A„^— - 1) = I.
On remarquera que la succession de deux boucles (a), (6), constitue un chemin fermé équivalent à tout autre enveloppant dans un sens déterminé convenable les deux points a, 6, à l'exclusion des autres c, rf, et sur lequel le calcul de l'intégrale (i3) donne pour résultat A,^^ — B,^^. Ici le résultat ne dépend pas de la position de «/oî car, en passant de u^ku^, A„^ comme B,^ diminuent simultanément de la quantité (19), ce qui ne change pas leur
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différence. On le verrait encore en raisonnant comme ci-après (V, tVî/.), c'est-à-dire en prouvant qu'entre deux chemins fermés
de cette espèce \l^{u) reste olotrope, ce qui entraîne l'égalité des valeurs de l'intégrale (i3), prise sur l'un et l'autre dans des sens de rotation identiques (229*, V). Mais le résultat dépend de l'ordre dans lequel les boucles se succèdent; il est A„^ — B^ pour l'ordre (a), (6), et B„^ — A„^ naturellement pour l'ordre (6), (a). Un raisonnement analogue à celui de l'alinéa (II) donnera
l'intégrale étant prise sur un chemin tracé de a à 6, de manière que sa duplication faite à rebours donne un contour fermé, déformable jusqu'à celui que composent (a), (6), sans que c, d soient franchis. En un point a. très voisin de a sur le chemin, il faut faire un choix convenable entre les deux déterminations du radical, sans quoi le second membre de cette formule serait non égal, mais opposé au premier.
On notera encore que le parcours de deux des boucles (i4) (différentes ou identiques) ramène le radical à la valeur R^. ; car celui d'une seule l'amène à la valeur — R^,^ que celui de l'autre change en — ( — RjpJ = Rj.^. De même pour toute autre combinaison de ces boucles prises en nombre pair.
Si, au contraire, on prenait des boucles en nombre impair, la valeur finale du radical serait — R^^.
V. En supposant, comme il est permis de le faire, les boucles (i4) tellement tracées que, sans franchir aucun des points a, b, c, rf, on puisse déformer le contour fermé que donne leur soudure les unes aux autres faite dans l'ordre ou nous les avons écrites, de manière à le superposer à un contour J'ermé{¥J) bordant une aire où ces quatre points tombent simultanément, on a
(21) A,/, — B„, H- Cm, — D„^ = o.
Par exemple, si aucune des quantités a, 6, c, d n'étant sur le segment rectiligne tracé d'une autre à 2/09 elles se trouvent écrites dans Tordre circulaire où les rencontre une demi-droite
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pivotant aotonr de ce point dans on sens de rotation constant, on réalisera cette disposition en faisant les quatre boucles équi^*alentes aux quatre segments rectilignes [if^a],! [i/«6], . . •, doublés cbacun par lui-même pris à rebours (II).
La fonction est localement olotrope dans Paire comprise
entre le contour (K) et celui qu'a créé la soudure des quatre boucles, parce que (f{u) ne s'y évanouit jamais. Elle j est en outre monodrome, car deux chemins de mêmes extrémités tracés dans cette aire peuvent se déformer de l'un à Fautre, soit sans franchir aucun des quatre points a, 6, c, d, soit en les franchissant autant de fois les uns que les autres, ce qui multiplie la valeur finale da radical par une puissance de — i dont Texposant est nul ou multiple de 4* Elle y est donc olotrope d'une manière absolue ( IT^"*), et rinlégrale (i3) a des valeurs égales, soit sur Tun, soit sur l'autre de ces contours fermés qui la bordent, l'un intérieurement, l'autre extérieurement, quand on les parcourt, bien entendu, dans des sens de rotations identiques (229*, V).
Sur les quatre boucles soudées, l'intégrale est égale à
Sur (K), sa valeur est indépendante des dimensions de ce contour dont nous pouvons ainsi supposer tous les points infiniment éloignés de l'origine. Alors en posant, comme au n** 300, 111,
« = -7r> d'où du = wi du"^ rinlégrale dont il s'agit est égale à
du"
v/G(i — aw*)...(i — du")
prise sur le contour fermé {^) décrit par «"= - pendant que «
décrit (R). Les points de (R") pouvant être supposés aussi rapprochés qu'on le veut de o, valeur de u" qui n'annule pas ce nouveau radical, la fonction sous le signe est olotrope à l'intérieur de (R') et l'intégrale est nulle (229% III); d'où la relation (21).
VI. Un chemin formé par une soudure de boucles (i 4 ) prises en tel nombre et en tel ordre qu^on voudra, puis terminé par
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le chemin (i5) donne pour Vintégrale (i3) une des cinq quantités
augmentée d'une somme de multiples entiers {positifs ou négatifs) des six différences
des quantités (i8) prises deux à deux.
Dans un pareil chemin, toute paire de boucles identiques et continues n'a aucune influence sur la valeur de Fintégrale, ni sur la valeur initiale à attribuer au radical pour poursuivre l'intégration après leur parcours (IV).
Si donc les boucles restant après la suppression des paires de ce genre sont en nombre pair, elles donnent une partie de l'intégrale évidemment égale à une somme de multiples entiers des différences (23), ramènent le radical à la valeur R^^, après quoi le parcours du chemin (i5) donne une dernière partie égale à I.
Si elles sont en nombre impair 2 A: -h i , les 2 A: premières donnent, comme tout à Theure des multiples entiers des difTérences (28) et ramènent le radical à R^^; puis (III) la (2^-1-1)*^"* suivie de [£/oU] ajoute à cette somme quelqu'une des quatre dernières quantités (22).
VU. Actuellement représentons par II et Û deux des différences (23) ayant un terme commun, en posant, par exemple,
On aura d'abord
puis on trouvera successivement, en ajant égard à l'égalité (21),
I ^"•"" ^"« = - °' ^"•'" ^"^ = - n -*- û, B,,,— D„, = - an -h û,
moyennant quoi les valeurs ci-dessus (VI) de l'intégrale (i3) prennent les formes
(aC) I-hmn + /ii2 et A„,— I H- mil + /lû.
En ayant donc égard à la relation X = a:o-hI(l)et posant
il est évident que les valeurs de l'expression (12), c'est-à-dire les racines de l'équation (8), sont bien celles qu'assignent les formules (9), (10).
Inversement, toutes les valeurs de x données par ces formules sont des racines de cette équation. 11 est évident, en effet, qu'une soudure convenable de boucles (i4)ï placée avant le chemin (lo), peut faire acquérir à l'intégrale (i3) une valeur égale à l'une quelconque des quantités (26).
VIII. Il nous reste à prouver qu'entre les éléments de II, û on a l'inégalité
A cet effet, faisons mouvoir x sur un chemin \^Xq\\ ne contenant aucun infini de E(^), ce qui est possible puisque cette fonction, étant indéfîniment méromorphe (301), ne peut offrir dans une aire limitée quelconque, que des infinis en nombre essenliellement limité (31 ). Le point u = E(a:) décrira simultanément une ligne limitée [wo^]j de «o = E(a;o) à u = E(i); et inversement (I), l'intégrale (i3) prise sur cette ligne est égale k\ — JCo*
En appelant Ç^**' — Xq la valeur de la même intégrale prise sur quelque autre ligne [^ou]^®^ tracée arbitrairement de u^di u, on pourra, d'après ce que nous avons remarqué à la fin de l'alinéa VU, trouver pour les entiers m, n des valeurs donnant
(29) mn -h /lû = soit Ç — ^(oJ, soit \ — [A„,— ï^o)].
Maintenant la quantité Ç est arbitraire en module et en direction, sauf la minime restriction de n'être pas un inCni de E(^); d'autre part, et cela parce que l'intégrale (i3) est de première espèce (296, i**), la quantité Ç<**^ conserve, quelle que soit y, un module inférieur à une certaine limite qu'on peut assigner, pourvu seulement, ce que nous sous-entendons expressément, que la ligne [wou]^°\ en s'allongeant, ne fasse jamais autour des points 6r, fe, c, rf, que des lacets en nombre limité. Il en résulte évidem-
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ment que, dans chacune des quantités $ — 1^^\ ç — [A„^ — 5^®^]? le rapport des éléments peut, lui-même ou son inverse arithmétique à volonté, être rendu numériquement supérieur à une quantité positive donnée quelconque. Donc, en vertu de l'égalité (29), la même chose doit pouvoir être réalisée par l'attribution de valeurs convenables aux entiers m, rtj pour les rapports équivalents
mU'-k-nQ' mW-^nQ' mW-hnil"' mU'-hnil' '
Cela posé, on ne peut avoir :
1*» Ni n'=n"=Û'=û" = o; car alors II et û seraient nulles et l'on aurait toujours Ç = Ç^®^ ou = A„^ — ^^^\ ce que rend impossible rindétermination absolue du module de Ç, combinée avec la limitation de ceux de A„^ et Ç^®^;
2® Ni Û' et û"^o, avec n'= Arû', ff'= A:û"; car, en supposant Ç/yéo pour fixer les idées, le premier des rapports ci-dessus se
réduirait quels que fussent m, n à la quantité invariable —^y et ne
pourrait par suite lui être rendu numériquement supérieur;
3° Ni n' et ff'^o, avec Û'^A-II', Çi'=kli\ comme on s'en assure par le même raisonnement. La relation (28) a donc lieu, parce que la nullité de son premier membre entraînerait l'une ou l'autre des conséquences dont l'impossibilité vient d'être constatée.
Cette inégalité est fondamentale, car sans elle la double périodicité des fonctions E(a:) et toute leur théorie dont elle est la clef de voûte s'écrouleraient comme de vaines illusions. L'étude des propriétés de ces fonctions, approfondie plus que nous ne pouvons le faire, fournirait une autre démonstration ressemblant beaucoup par son principe à celle du même point pour la fonction exponentielle, que nous avons donnée au n® 180.
L équation
a une infinité de racines qui, toutes aussi, sont fournies par deux formules analogues à (9), (10).
En raisonnant comme ci-dessus (302, I), on trouvera que les racines de celte équation s'obtiennent en ajoutant Xq aux valeurs
que peut prendre Tintégrale (i3) sur tous les chemins imaginables tracés de Uo à Tinfini. Comme cette intégrale est de première espèce, elle a certainement une valeur finie sur quelque chemin particulier de cette nature [t^o^] (296, i**), et ses autres valeurs s^obtiendront toujours en plaçant avant ce chemin telle ou telle soudure de boucles (i4)« Effectivement l'intégrale (i3) prise jusqu'à U', valeur de u s'éloignant indéfiniment sur un chemin quelconque, a la même valeur que sur quelque pareille soudure suivie d'une partie du chemin [mo^o] dont Textrémité U*' s'y éloigne indéfiniment, suivie enfin d'une ligne [U"U'] dont tous les points sont comme U', U", infiniment éloignés de l'origine. Or la portion de l'intégrale afférente à celte ligne est infiniment petite; car la substitution w = ^"*, d'où du= — t~^dt^ la change en
— /['*?(^"*)] ^^^J ^^ '® nouveau chemin d'intégration finit par élre tracé dans une aire où la fonction à intégrer est olotrope, entre des points tous deux infiniment voisins de la valeur f =o. Il en résulte, pour ces valeurs de l'intégrale, des expressions de la forme (26), et par suite, pour la représentation des racines de Téquation (3o), des formules du genre de (9), (10).
304. Des théorèmes précédents résultent immédiatement plusieurs propriétés capitales des intégrales de l'équation (2).
I. Chaque intégrale E(:r) satisfait quels que soient les entiers m, n aux deux identités
(3i) E(ir -+- mn -t- /lû) = E(3?),
(32) E(S-ar) = E(ar).
Ces relations ne sont effectivement que les formules (9), (10) écrites autrement.
La première montre que E(a;) est une fonction périodique (204), mais maintenant de deux manières, parce qu'elle admet indistinctement pour période l'une ou l'autre des quantités H, û satisfaisant à la condition (28). Nous reviendrons longuement sur cette périodicité double qui est devenue la base de la théorie des fonctions elliptiques. Comme au n** 251, nous dirons congrues ou incongrues selon les périodes II, û, deux quantités dont la différence est ou n'est pas de la forme mil + nù.
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La similitude de la seconde avec les dernières relations (12), (i 5) du n°232 pour cosoret sinx nous autorise, relativement à la nouvelle fonction E(a:), à nommer supplément d'une valeur donnée de X la quantité S — x qui figure dans cette identité, et aussi à donner le nom de supplémentaire à la constante S servant ainsi à former les suppléments.
A. cause de l'identité (3i), cette seconde subsiste encore si l'on remplace S par une quantité congrue quelconque. La fonction E(x) possède donc une infinité de constantes supplémentaires; mais toutes sont évidemment congrues deux à deux,
II. Si E(:r) désigne une intégrale particulière de Inéquation (2), choisie à volonté y et F une constante arbitraire ^ chacune des expressions
(33) E(r-l-rF), E(r — ar)
renferme toutes les autres intégrales.
En appelant E| {x) quelque autre intégrale, les racines x et Xi des équations finies
Et(a7)=w, E(a?i)=M
satisfont aux équations dififérentielles
dx I dxi î
du Jtr, i j. \ du
ce que nous avons vu au n° 302, 1. Selon donc que pour une même valeur de u les radicaux devront avoir des valeurs égales ou opposées, on aura
dx\ _, dx
du du
c'est-à-dire
d'où, en intégrant,
puis
Ei(a:) = M = E(a7,) =
d{xx^^x) _ du ""^'
a?! = r db ar,
soit E(r-+-a7),
soit E(r — ar).
Ainsi E| (^) est contenue dans Tune ou dans l'autre des expressions (33) et même dans l'une aussi bien que dans l'autre, parce
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qu'elles renferment toutes deux les mêmes fonctions de x exactement, à cause de Tidenlité (32) qui donne à volonté
E(r— ar)= E(S— r-l-ar)= E(ri-+-a:), E(r-h.T) = E(S — r — x)= E(r, — ar).
Inversement, il est évident que toute fonction renfermée dans les expressions (33) est, comme E(a:), indéfiniment méromorphe, et qu'elle satisfait à l'équation (a).
Deux intégrales correspondant à deux valeurs F', F', attribuées à r dans l'une de ces expressions, sont différentes ou identiques selon que la différence F' — F' n'est pas ou est de la forme mll + nû.
III. Les intégrales de V équation (2) admettent toutes les mêmes périodes, mais non la même constante supplémentaire.
Soient E(a:) et E|(^)= E(F-f- j?) (II) deux de ces intégrales. n et û les périodes de la première et S, S| les constantes supplémentaires de l'une et de l'autre. On a évidemment
E,(a?-i- /n[ÏH- /ii2)= E(r-+-a:-h/nn -f-/iû)= E(r H-a?) = E,(ar),
en vertu de quoi les périodes II, ù appartiennent aussi à Ei(îc). Mais on a aussi
Ei(S, — a:)=E,(a7) = E(r-f-ar) =E(S — F — a?)
= E(r H- S — aF — ar) = Ei(S — aF — a:),
d'où
Si = S — 2r -h mil -4- nû.
Pour que S< = S, à des multiples entiers de périodes près, il faut que 2 F soit une somme exacte de pareils multiples et par suite que F soit congrue à l'une des quantités
Les conclusions du présent alinéa s'accordent avec les remarques du n® 302, II, IV, sur la manière dont varient les intégrales (18) el leurs différences deux à deux, quand leur limite inférieure commune Uq change de valeur, et nous aurions pu les en déduire.
IV. Si U n^est pas égal à quelqu^un des quatre zéros (34) a, bj c, d
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de <p(m), les racines de l'équation (8) sont simples; sinon elles sont doubles et congrues aux quatre quantités
S S n S û S n -hû
respectivement, si toute/ois S, D, Q ont été choisies conformément aux égalités (24), (27).
Si ç(tt) ne s'évanouit pas pour m = U, E'(ar) = y/cp(M) en vertu de l'équation difTérenlielIe, (2) ne s'évanouit pas non plus pour les valeurs correspondantes de x^ qui toutes sont ainsi racines simples de l'équation (8).
Si ç(m) s'évanouit, ce qui exige U = a, 6, c, rf, ¥J{x) s'évanouit aussi, et toute valeur de x correspondant à U est racine multiple. Mais, comme l'équation dififérentielle donne
et que ?'(U) n'est pas nulle parce que ^{u) n'a que des zéros simples, W{x) ne peut s'évanouir, et la valeur considérée de x est racine double.
A cause des quatre relations (17) et analogues, les valeurs de l'intégrale (i 3) pour U = a, 6, c, rfsont congrues à ce que deviennent les quantités (22) quand on y substitue successivement à I les moitiés des quatre intégrales définies (18), c'est-à-dire à ces moitiés elles-mêmes, comme on le constatera facilement. Pour les mêmes valeurs de U, les racines de l'équation (8) qui sont de la forme (12) se réduisent donc bien de même aux quantités (35), ce que l'on aperçoit sans peine en ayant égard à la formule (27) et aux trois dernières égalités (26).
Nous appellerons valeurs cardinales de E(j?) ces quantités remarquables (34) dont la substitution à U rend ainsi doubles toutes les racines de l'équation (8), et aussi, relativement à cette fonction, valeurs cardinales de x, les racines mêmes de cette équation, congrues aux quantités (35), comme on vient de le voir.
Pour U = o, les racines de celte même équation sont les zéros de E(;r).
V. Les racines de l'équation (3o) sont les infinis de E(j
Chacun d^eux est simple, et tous sont congrus à deux d^ entre eux incongrus.
Un infini a, de degré jjl pour E(a:), est de degré jx -f- i pour E'(:r) (36), par suite de degré 2([xH-i) pour [E'(a:)]*; d'autre part, il est de degré 4 p- pour <p[E( j;)], polynôme de degré effectif 4 en E(j?). L^équation différentielle (2) donnant [E'(x)]^ = ç[E(a;)], on a donc 2 ( |jl -h i ) = 4 , d'où [x = i .
On arrive à la même conclusion, en observant qu'en vertu de la formule (6) et de l'équation différentielle auxiliaire (7), a, infini
de w, est zéro simple de 1^"= -•
La quantité ^ = S — a est un second infini de E(j;) à cause de l'identité (32), et tous les autres sont congrus à a ou à ^ (303). Mais on ne peut avoir ^ — a = /wn-[-wû, car cela donnerait
S — aa = mn-h /lû,
d'où a = quelque valeur cardinale de x (IV), ce qui est impossible puisque les valeurs cardinales correspondantes (34) de E(x) ne sont pas infinies.
VI. Si, pour une Intégrale donnée E< {x) = E(x H- F) de l'équation (2), la constante supplémentaire Si est nulle (ou congrue à 0), la relation E, (S| — x) = E(:r) prend la forme E| ( — x) = E| {x), propre à cos:r (232), et en vertu de laquelle E| (x) est une fonction paire de x. On a S| = S — 2 F (III) ; pour qu'il en soit ainsi, il faut donc que la différence S — 2 F soit congrue à o, par suite que F soit congrue à quelque valeur cardinale de x.
Parmi les intégrales de l'équation (2) figurent toujours ainsi 4 fonctions paires, et pas davantage. Pour ^ = o, elles se rcduisen t respectivement aux quatre valeurs cardinales de E(a;) (IV).
303. Terminons ce paragraphe par une étude rapide de l'intégrale (i) dans le cas où le radical porterait sur un polynôme ^(m) du troisième degré seulement, mais toujours sans zéro multiple.
D'après le n° 223, l'intégration de l'équation
(36) £ = v/ij'(ii-»Ku-li)(u-c)
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se ramène à celle de Téquation (2) par une simple substitution rationnelle du premier degré.
En appelant ^, d deux constantes 7^0, dont la première n'est égale à aucun des zéros «, 6, c de ^(u), et posant
, o N ^"-"^ (^ . de-
G n'est pas nul, les quatre quantités a, 6, c, ^ sont deux à deux inégales, et la substitution
amène Téqualion (36) à la forme (2) précédemment étudiée. Son intégrale E.(j;) est donc fournie par la formule
Il résulte de là que E^(a:) est, comme E{x)y indéfiniment méromorphe, et qu'elle jouit de toutes les propriétés générales reconnues à cette fonction dans les deux numéros précédents. Celles qui font l'objet des alinéas IV et V du dernier se modifient toutefois comme il suit.
I. Les infinis de E^(^) sont doubles et tous congrus à l'un quelconque d'entre eux. Ce sont effectivement les zéros du dénominateur E(j:) — dj qui sont tous doubles pour lui et congrus à
parce que d est une valeur cardinale de E(^) (304, IV).
II. Si a est un infini de E.(j;), la constante supplémentaire de cette fonction est congrue à 2 a.
En outre, l'équation
acquiert, pour t) = a, 6, c, des racines doubles congrues à
La constante supplémentaire de E^(j:) coïncide évidemment avec celle de E(j?), pour laquelle on peut prendre la quantité S
définie par la formule (27). Comme on a Ef — | -^ — ) — ^
(304, IV), E,(x) est infinie pour ar = 7 H ; — 9 d'où
s = aa-4-mn -+-nC.
D'autre part, pour qu'une valeur de x annule E^(:r), il faut et il suffit, en vertu de la relation (38), qu'elle annule E'(x), dès lors (/oc. cit,) qu'elle soit l'une des trois premières valeurs cardinales (35), puisque la dernière rend infinie E^(x) et par suite E^:r).
Comme les valeurs correspondantes de E(:r) sont a, 6, c, celles de E,(:r) sont «, 6, c, à cause de la même relation (38) combinée avec les formules (37).
On retrouverait facilement toutes ces propriétés de la fonction E^(^), en étudiant directement l'équation (36) par la méthode suivie ci-dessus pour l'équation (2).
III. En résumé, et nonobstant la dissemblance e:itérieure des équations différentielles génératrices, les fonctions E(:r), E.(x) ne différent les unes des autres qu'en ce seul point : les quatre valeurs cardinales de x (35) rendent toutes E(a;) finie, tandis que l'une d'elles rend E^(a:) infinie. En d'autres termes, E(x) a ses quatre valeurs cardinales finies, tandis que E,(a:) en a trois finies et une infinie, particularité que notre notation rappelle.
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Considérations arithmétiques.
306. Nous dirons qu'une fonction f{x) d'une seule variable est bipériodique, au couple de périodes II, û, de moment non nul (2o7), quand elle satisfait à l'identité
f{x-\- mU -h nQ,)—f{x),
quels que soient les entiers positifs ou négatifs m, n.
En supposant, comme nous le ferons toujours, que f{x) est indéfiniment méromorphe et ne dégénère pas en une constante, cette fonction jouit, relativement à chacune de ses périodes, considérée isolément^ des propriétés générales des fonctions unipériodiques mentionnées aux n"* 2oi et suiv.
307. Comme nous l'avons constaté (304), (30o), les fonctions E(:r), E^(ar) sont toutes bipériodiques; il en est de même pour les fonctions composées rationnelles, finies ou différentielles, de pareilles fonctions quand elles sont douées des mêmes périodes (255).
Inversement, on démontre qu'une fonction méromorphe bipériodique s'exprime toujours algébriquement au moyen tant de E(:r) que de E^(^), si toutefois ces fonctions ont les mêmes périodes (381, inf.). Il y a ainsi identité, au fond, entre la théorie des fonctions E(^), E^(a:), et celles des fonctions bipériodiques méromorphes de toutes origines. Mais la double périodicité de ces fonctions une fois établie, on facilite beaucoup leur étude ultérieure en délaissant souvent l'équation différentielle génératrice, pour adopter cette nouvelle propriété comme base principale du rai-
sonnement. La théorie des fonctions E(jr), E.(a?) {comprenant celles de leurs composées algébriques) prend ainsi les allures d'une théorie générale des fonctions bipériodiques, considérées indépendamment de leur provenance. Dans bien des questions d'ailleurs, les fonctions bipériodiques s'introduisent autrement que par la composition de E(j:), E^(:r) avec des composantes algébriques.
308. Relativement à ses deux périodes II, û, considérées ensemble, une fonction bipériodique jouit de propriétés générales caractéristiques dans le détail desquelles nous allons entrer.
On a d'abord cette proposition :
La valeur particulière a = a' -^^ ia" de x ayant été choisie arbitrairement, toute valeur x'-\- ix^ de cette variable est congrue (304, I) à quelque autre de la forme
(i) a-+-/>Il-f-yû,
où p^ q sont des quantités réelles convenables tombant l'une et Vautre entre o et i.
Le système d'équations linéaires simultanées
n'P-+-û'Q=x' — a', Il'P-hii'Q =:f'— a'
est possible et déterminé, parce que le déterminant des coedicienis des inconnues P, Q, moment de II, û, est essentiellement supposé 7^ o ; et, si /n, /n + I et /i, /i -I- 1 sont les paires d'entiers consécutifs entre lesquels tombent P, Q,onaP = /wH-/?, Q = /i-t-5', p, q tombant entre o et i . Ces équations donnent donc bien
X = a-^pU -+- qQ -\- {mU -^ nQ).
309. Tous les points dont les affixes sont de la forme (i) tombent évidemment à l'intérieur du parallélogramme constituant l'espace commun à deux bandes dont les bords de l'une passent
par les points
a, a-hU
et sont parallèles à Û, dont les bords de l'autre passent par
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et sont parallèles à II. D'ailleurs les bords de l'une ne peuvent être parallèles à ceux de l'autre, parce que le moment de II, û n'est pas nul. En outre, si l'on ajoute à toutes les valeurs de x tombant dans ce parallélogramme une même somme [xll + vû de multiples entiers de II, û, on obtient toutes celles situées dans le parallélogramme, superposable au précédent par une simple translation, dont les points sont intérieurs à la fois à certaines bandes de mêmes directions respectivement; les bords de celles-ci passent pour l'une par a -h [aII, a-|-(p- H- i)n, et pour l'autre par a-^^ÇX^
En attribuant à [jl, v toutes les combinaisons de valeurs entières possibles, on obtient une infinité de parallélogrammes de cette sorte; leurs côtés sont tous parallèles et égaux, les uns à II, modll, les autres à û, modQ; tous ces parallélogrammes sont égaux entre eux, ils remplissent exactement le plan comme un pavage sans lacunes, et on peut les considérer comme y étant découpés par un double système de droites menées parallèlement, les unes à û, par les points
les autres à II, par les points
. . .", CL — 12) a, a -h û, ....
Enfin, leurs sommets ont pour affixes les termes d'un ensemble doublement indéfini qu'on peut considérer comme formant une sorte de progression arithmétique aux deux raisons II, û, et qu'on peut écrire
, , a — Il -+- 12, a-f-û , a-\-
.... a — U , rt , a -h
. . . , a — II — 12, a — il y a H-
II -h
a-f-aïl-hQ ,
Il résulte des observations précédentes, que les valeurs prises dans un seul de ces parallélogrammes par /{x) et par ses dérivées {ou autres coefficients de ses développements^ (2o2) se répètent indéfiniment dans chacun des autres aux points respectivement congrus, qu'on peut ainsi limiter à l'intérieur de
l'un quelconque d'entre eux, Tétude de cette fonction bipériodique.
Nous appellerons l'ensemble de ces parallélogrammes le réseau construit sur le couple (II, û), chacun d'eux une maille, et leurs sommets (2) les nœuds de ce réseau.
Pour fixer les idées, on prend = o la quantité a, et l'on considère plus volontiers la première maille du réseau correspondant, ayant pour sommets o, II, û» Il -h û.
On remarquera que Vaire de chaque maille, double de celle du triangle ayant pour sommets o, II, û, est précisément mesurée par la valeur numérique du déterminant des coordonnées de ses deux derniers sommets, c'est-à-dire du moment même du couple
La maille d'une fonction bipériodique joue ainsi un rôle identique à celui de la bande d'une fonction unipériodique (2o8); mais l'une est une aire limitée, tandis que l'autre est illimitée; à cela tiennent en majeure partie les dissemblances des propriétés de ces deux sortes de fonctions.
310. Si les deux multiplicateurs entiers qui forment chacune des paires a, ^ et y, 2 ne sont pas nuls simultanément, la fonction bipériodique /{x) au couple de périodes (II, û), admet évidemment pour période l'une quelconque des deux quantités
dont le moment 01L| est lié à OÏL, moment du couple (U, Û), par la relation évidente
(4) DTLi = V01l,
en posant, pour abréger,
Si donc V, déterminant des quatre multiplicateurs, n^ est pas nul, DTL| ne le sera pas non plus, et notre /onction sera encore bipériodique au nouveau couple (IIi, û,).
Nous dirons alors que le couple (U,, û,), son réseau, sa maille, sont composés du couple (II, û), de son réseau, de sa maille.
CHAPITRE IX. — FONCTIONS BIPÉRI0DIQUE8 EN OÉNÉRAL
L'égalité (4) montre que l'aire de la maille composée est le produit de celle de la maille primitive par le déterminant (5) des multiplicateurs, qui est entier comme eux.
On pourrait prouver que la maille composée est sécable en fragments polygonaux (en nombre limité) dont un autre assemblage reproduit une aire résultant de la juxtaposition de ± V mailles primitives.
311. Entre deux réseaux dont Pun est ainsi composé de Tautre, il existe une relation de la plus haute importance; mais nous ne pouvons l'établir avant d'avoir démontré un théorème d'Arithmétique, se rattachant à une généralisation fort étendue de la division élémentaire des nombres entiers.
La théorie d'un système de formes linéaires exige la considération continuelle de l'ensemble de leurs coefficients, abstraction faite des variables. En écrivant sur une même ligne ceux d'une même forme, et sur une môme colonne ceux d'une même variable dans toutes, on obtient un tableau décomposable en Jiles tant horizontales que verticales, pour lequel j'ai proposé le nom A^ abaque du système de formes (*). La largeur d'un abaque est le nombre de ses colonnes, c'est-à-dire des variables dont les formes sont fonctions; sa hauteur est le nombre de ses lignes ou bien celui des formes composant le système.
Soient maintenant un abaque carré de hauteur 2
ayant pour éléments des nombres entiers (positifs ou négatifs), de déterminant D^o; soient encore
et
{7 bis) p, q
une colonne et une ligne contenant chacune deux éléments entiers.
( * ) Exposition nouvelle de la théorie des formes linéaires et des déterminants. Paris, Gaathier-Villars et (ils; 1884.
Pour exprimer que les deux relations
\ ki = aip'^biq,
I kt=afp-hbiq
existent entre tous ces nombres, nous dirons que la colonne (7) est divisible par Tabaque (6) et que la ligne (7 6^) est le quotient de cette sorte de division.
Quand on a zh D = i , cette division est toujours possible, parce que les équations linéaires (8) sont, quels que soient leurs premiers membres, toujours résolubles par rapport à />,çr en nombres entiers.
Appelant encore différence des deux colonnes entières
la colonne
Ui"
nous dirons que ces colonnes sont congrues ou incongrues suivant r abaque (6) pris pour diviseur, selon que leur différence esi ou n^est pas divisible par cet abaque.
Cela posé, voici l'énoncé du théorème en question :
Suivant le diviseur (6) de déterminant D, on peut assigner ± D colonnes entières incongrues deux à deux, mais à Vune ou à Vautre desquelles toute colonne imaginable est congrue; plus brièvement, il y a db D restes incongrus et pas davantage.
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qui rentre dans le cas ci-dessus (I), Tabaque
des coefficients de />, q étant toujours de déterminant D. Cela posé, et suivant ce dernier abaque, les colonnes
sont congrues ou incongrues en même temps que les colonnes (9) suivant (6), pourvu que leurs éléments aux unes et aux autres soient liés par les relations
k[ = Kj, ( k'[ = Kj,
Il en résulte évidemment (I) que, suivant l'abaque (6), les ± D colonnes (10) sont toujours incongrues entre elles, mais que toute autre colonne imaginable est congrue à Tune d'elles convenablement choisie.
III. Si ai, bi sont quelconques, mais premiersentre eux, nous appellerons ai , a^ une paire de solutions entières et nécessairement premières entre elles, de l'équation toujours possible
(11) aiai-+- tiaj = I,
puis j3|, ^2 une paire semblable pour l'équation possible aussi
«1 Pi
X:, = AiP4-B,Q, A-, = A,P-i-B,Q
OÙ Ton a posé, pour abréger,
ai%i-hbiai= A,, ai?i-i-^i?î= B,,
et il est évident : i** que les divisions de la colonne (7) par les abaques (6) et
sont en même temps possibles ou impossibles, que par suite deux mêmes colonnes données sont simultanément soit congrues, soit incongrues, suivant Tun et l'autre; 2" que le déterminant de (i3), produit de celui de (6) par le premier membre de (12), se réduit à D. Comme, d'autre part, on a A| = i à cause de (i i), on rentre dans Tun des cas précédents (I), (11), et les colonnes (10) sont encore celles dont il s'agissait de prouver l'existence.
IV. Si enfin le plus grand commun diviseur rf de flr,, 6, est quelconque, appelons '<7i, '64, 'D les quotients ^j -jy -j*
Pour que la colonne (■;) soit divisible par (6), il faut évidemment et il suffit que 'kt = -j soit un entier, et que
soit divisible par
br'
abaque de déterminant 'D, dans la première ligne duquel les éléments sont premiers entre eux. De là et de l'alinéa précédent, on conclut aisément que, suivant (6), les ± d'D= dz D colonnes
\ o II I 2 ( d — 1
10 (I (a ( rf-i
|ifc'D-i' i+'D-i' |±'D-r • ' (zh'D — i
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sont deux à deux incongrues, mais que leur ensemble en contient toujours une congrue à toute autre colonne donnée.
312. Il y a précisément ± V nœuds du réseau construit sur les périodes simples II, û, qui tombent dans chaque maille du réseau construit sur les périodes composées VL^ , û| du n° 310.
Suivant Tabaque-diviseur
de déterminant V, soient
(=tV)
les ± V restes incongrus (311), et appelons encore x^ un nœud quelconque du réseau simple. Deux quelconques des ±: V nœuds de ce réseau
(i6) xo-h m'n -+- /l'û, x^->r m'U->rn'Q^ ...
sont incongrus selon le couple des périodes composées II4, û| ; car si les deux premiers, par exemple, étaient congrus, on aurait
(m'— m')n -4-(n'— n';û =/?iIIi-i- çTiÛi,
/?!, qi désignant deux entiers. En substituant à II|, Ûf les seconds membres des égalités (3), il viendrait ainsi
(17) [m'— m'— (a/>i-hY^i)]n-H[/i'-/i'— (p/?i+85',)]û=o,
d'où (257)
^Px-^^q\ = n'' — n',
apx H- Y^j = m'— m'
parce que, dans l'égalité linéaire et homogène (17) entre II, Û, ces quantités ont un moment JTL yé. o, et sont multipliées par des coefficients réels. Les deux premières colonnes (i5) seraient donc congrues suivant Tabaque (i4)ï ce qui est contraire à Thypothèse. Mais tout nœud Xo + MlI-f-NQ du réseau simple est congru suivant le couple composé (II,, û,), au nœud Xq-\- m^'^II -4- /i^'^û
du groupe (10) qui correspond a une colonne J congrue a J
suivant Tabaque (i4)) ^^ s'en assure par le même raisonnement.
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Enfin tout point congru selon le couple composé (n^ ^i) à un nœud du réseau simple est encore un nœud de ce même réseau.
En appelant donc ^i, ^2» • • m ^±^ ^^^ points qui, dans une même maille donnée du réseau composé, sont respectivemenl congrus aux points (16) selon le couple composé (II|, Û|) (308), les points Xi, ^3, . . ., x^ sont aussi des nœuds du réseau simple, tous diiTérents les uns des autres puisqu'ils sont incongrus selon ([II, û|), et tout nœuddu réseau simple étant congru à quelqu'un d'entre eux selon (IIi, û|) coïncide avec lui ou sinon tombe à l'extérieur de la maille considérée.
313. Pour que le couple (II, Û) soit lui-même composé de (IIi, û|), il est nécessaire que V se réduise à±i\ car le moment du second couple, qui est toujours un multiple de celui du premier, doit alors en êlre à la fois un sous-multiple, ce qui exige Oit, == ±: OIV, d'où V = zt I à cause de la relation (4). Cette condition est d^ ailleurs suffisante, parce que les égalités (3) donnent inversement
II — SB ni-+ -=- ^ii
où les multiplicateurs de IIi, O'i sont nécessairement entiers, ù cause de V = ±: I.
Deux couples analogues à (II, û), (II,, Q,), dont chacun est composé de l'autre, sont dits équivalents; les mailles des réseaux correspondants ont des aires égales, bien qu'en général elles ne soient pas superposables; une maille de l'un contient un seul nœud de Tautre (312), et les deux réseaux ont les mêmes nœuds s'ils en ont un seul commun.
Un couple donné (II, Q) a une infinité de couples équivalents qui sont évidemment fournis par les formules (3), si l'on y prend pour a, p, y, 0 tous les systèmes de solutions entières de l'équation indéterminée
ao — Py = =^ * •
Parmi ces couples équivalents, on remarquera (II, — û), ( — II, û),
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314. Un couple de périodes esl dit élémentaire, s'il n'est composé d'aucun autre de moment numériquement moindre.
Toute fonction bipériodique f{x) possède quelque couple de périodes élémentaires.
S'il n'en était pas ainsi, on aurait, à partir du couple donné (n, û), de moment OPL, une suite illimitée d'autres couples, de moments OPl', 3[C , . . ., Olt^'^ . . ., composés chacun du suivant à l'aide de systèmes de multiplicateurs entiers dont les déterminants V, V", . . . , V^'^, . . . seraient tous > i en valeurs absolues.
Les relations (4)
OÏL = r OlL', OÎL' = V Oïl', donneraient
et les périodes II, Q résulteraient ainsi de la composition des périodes II^'\ û^'^ par un système de multiplicateurs dont le déterminant 6/= VV . . . V^'^ serait numériquement aussi grand qu'on le voudrait.
En appelant maintenant Xq quelque valeur de x rendanty(;r) olotrope, l'équation f{x) — /(^Xq) = o admet pour racines au moins tous les nœuds du réseau construit sur 11^'^ Ù^'\ à partir du premier nœud Xq. Et, comme ± ©/ de ces nœuds tombent dans une même maille [M^] d'un réseau construit sur II, Q (312), cette équation aurait dans l'aire limitée [«fll] des racines distinctes en nombre au moins égal à ± 0/, c'est-à-dire illimité. Or, c'est impossible (31), puisque /(a:) y est méromorphe et ne se réduit pas à une constante.
Les périodes des fonctions E(^), E. (j;), considérées aux n°' 304, 30o, sont évidemment élémentaires.
315. En composant un couple de périodes élémentaires, avec des multiplicateurs de déterminant ±:i, on obtient une infinité d'autres couples qui sont également élémentaires.
Un réseau, une maille sont élémentaires, quand ils sont construits sur des périodes élémentaires.
Toute période d^une /onction méromorphe bipério
digue est composée d'un couple donné quelconque de périodes élémentaires,
Soient/(.r) la fonction considérée, D = O'-f- iW, Û = Û'-h /Û' un de ses couples de périodes élémentaires, et r = r'-hiT* une période quelconque de la même fonction. Appelons /><, /?2, ... une suite indéfinie d^entiers inégaux, puis pi, pa, • . . les quantités qui, dans une même maille [IIÛ], sont congrues kp^X^ p^^t ••respectivement (308).
Il ne peut arriver que pi, ps, ... soient toutes inégales; car autrement, et à cause de
/(^) =/(^ -*-/>^') = /(^ + 'wn -4- nÛ -+- p) =/(a7 -f- p),
où /w, n sont des entiers convenables, l'équation y(:r) — y(^o) = o, x^ n'étant pas un infini àaf^x)^ aurait pour racines les quantités distinctes Xq + p qui sont en nombre illimité et tombent toutes dans l'aire limitée que constitue la maille de sommets ^o? ^o + D? ^o + û, Xq-\-VL-\-Ù] or c'est impossible, puisque la fonction f{x) — /(^o) est méromorphe dans cette aire, sans dégénérer en une constante.
Il existe donc deux indices i^ j donnant p/:= py, c'est-à-dire
PiX — /w/II — n/û = pjX — mjU — /lyû,
bm * * ^ #
len
— {mi— mj)U —{ni — nj)Q -h(/?/ — />>)!' = o. En d'autres termes, l'équation indéterminée
Uni -h Un -^ Yp = o,
résolue par rapport à /n, /i, p, admet quelque système de solutions réelles et entières, où la valeur de p n'est pas nulle, ni par suite celles de /n, /t à la fois, à cause de T ^ o. Soient
ces solutions entières, débarrassées de tout diviseur commun >> i. En vertu de la théorie générale des équations linéaires à coefficients entiers (*), l'équation de ce genre en )., u, v,
(i8) cjX -+- tu[x -f- uv = o,
(*) Voir mon Mémoire intitulé Solution du problème général de l'Analyse indéterminée du premier degré {Annales se. de V École Normale sup., mars i883).
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admet quelque paire de systèmes de solutions entières, dans le tableau desquels
les déterminants des éléments laissés parla suppression successive des colonnes i, 2, 3 sont égaux à tît, to, u, respectivement. Comme on a
( ao) mlT -h (i>û -4- uV = o,
l'équation (18) admet encore le système (II, û. T) de solutions (non entières), outre ceux du tableau (19). Mais ces derniers étant distincts, on a forcément, en vertu de la théorie générale des équations linéaires (voir par exemple l'opuscule cité p. SSg)
ill — XiM -h Xji?, r = vi w -i- vjp,
Uy V désignant certaines quantités (imaginaires) convenables.
Comme les déterminants tîj, w, u des trois paires de colonnes du tableau (19) associées deux à deux n'ont aucun diviseur commun, il résulte encore des principes généraux de l'Analyse indéterminée, que les équations à coefGcients entiers
XiX-h [XiY-i- V|Z = I, X j X -H (jit Y -+- vj Z = o
admettent quelque système de solutions entières X, [jl, v, et l'addition membre à membre des relations (21), multipliées par ces quantités respectivement, donne
w = Xn -h fxU -h vV,
en vertu de quoi u est aussi une période de f{x). On prouverait de même que v en est une autre.
Or ces deux nouvelles périodes w, i> sont élémentaires, puisque n, Û, qui sont élémentaires aussi, en sont composées d'après les deux premières équations (21). On a doncT^i [Aj — )i2[A| = 'j= ±: i , ce qui réduit la relation (20) à
et r est bien composée de II, ti.
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317. En particulier, deux couples de périodes élémentaires sont toujours équivalents (313); car chacun d'eux est composé de l'autre, d'après ce qui vient d'être dit.
318. Aucune /onction d^une seule variable, indéfiniment méromorphe, ne peut {sauf dégénérescence en une constante) avoir trois périodes irréductibles à d^ autres en moindre nombre.
Car si deux de ces périodes ont un moment nul, la fonction dont il s'agit^ considérée comme unipériodique, en admet une autre de moindre module, dont elles sont toutes deux composées (261).
Si le moment de ces deux premières périodes n'est pas nul, la fonction considérée comme bipériodique possède nécessairement quelque couple élémentaire (314) dont la troisième est composée (316).
319. Sif{x) est une fonction bipériodique, cas auquel f'{x), f {x)^ . . . jouissent de la même propriété (234), toutes ces fonctions ont les mêmes couples de périodes élémentaires.
Soient (n, û) un couple de périodes élémentaires de /(or), par suite de périodes, élémentaires ou non, de/'(a:), et (w, co) quelque couple de périodes élémentaires de cette dérivée. De
on tire, en intégrant et appelant C, 1) certaines constantes,
f{x -f- m) =f{x)-hC, f(x -+- o)^ =/(ar)-f- D,
et plus généralement, en appelant m, n des entiers quelconques,
(22) f(x -^ mm -h nia) =f{x) -h mC -h nD.
Gomme II, Û, périodes def^(x), sont composées de ses périodes élémentaires nj, w (316), on a
i n = «TU -h p(o,
( Q =. yru -i- 8(0,
les multiplicateurs a, p, y, 0 étant entiers et de déterminant ^o. Cela posé, l'attribution successive à m, n, dans l'identité (22),
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des couples de valeurs (a, P), (y, 8), donne, à cause des dernières
égaillés écrites,
puis
. aG-+- PD =o,
( YG-+-8D =o,
parce que II, C2 sont des périodes de/(^), puis finalement C = D = o, à cause de ao — ?Y t^ ^'
L'identité (22) montre ainsi que m, co sont des périodes de/(ir); elles sont donc élémentaires pour cette fonction , comme poury'(^), puisque les périodes élémentaires II, Q en sont composées. Même raisonnement pour/'(x) e\.f'{x),f"{x) Qif"{x), etc.
Propriétés générales d'une fonotion bipériodique indéfiniment
méromorphe*
320. Si f{x) est une fonction bipériodique indéfiniment méromorphe, la résolution, par rapport à x, de l'équation
fournit, dans chacune des mailles d'un même réseau, des racines numériquement distinctes, dont la somme des degrés de multiplicité est au moins z= i,et conserve, quelle que soit u, une certaine valeur constante.
En outre, la somme dont il s'agit a des valeurs égales pour les équations (i) et
I. Tout d'abord, et pour une même valeur particulière Uq attribuée à u dans Téquation (i), il est évident :
1° Que ces sommes sont limitées; car, s'il en était autrement,
f{x) — Uo, ou y 9 se réduiraient à des constantes (31 ), et par
suite aussi /(a:), contrairement à l'hypothèse, puisque cette fonction est indéfiniment méromorphe, et que chaque maille constitue une aire limitée ;
•2° Que la valeur de chacune est la même pour toutes les
mailles^ parce <\mg f{x) a pour périodes les deux quantités sur lesquelles le réseau a été construit (2o2), (309).
II. Nous observerons ensuite que toute fonction implicite x de 11^ racine variable de r équation (i) s' il en existe, peut être calculée indéfiniment par cheminement, en faisant des pas d^ amplitude au moins égale à quelque quantité positi\re invariable 3, et cela à Vaide de développements soit olotropes, soit rhizomorphes (133), mais alors dépourvus de termes à exposants négatifs, qu'en conséquence, tout cheminement limité laisse cette racine essentiellement finie.
Soient
les racines de Téquation (2), infinis de f(x)^ contenues dans une maille donnôe du réseau, lesquelles sont en nombre limité (I, i°)el
des aires délimitées autour de ces points avec des dimensions assez faibles pour donner mod/(^) > R ^o, chaque fois que x tombe dans Fune ou dans Tautre. Soit encore ( Jtt) la partie de la maille considérée, que laisse l'ablation des aires (3).
Dans l'aire limitée (JH), f{^) est olotrope, par suite sa valeur reste dans une aire également limitée ; de plus l'équation f'{x) = o n'y possède que des racines en nombre limité.
Aussi longtemps donc que la marche de u ne fait pas sortir x de l'aire ('^U)» l'équation (i) remplit, soit les conditions sous lesquelles subsiste le théorème général du n** 307*, soit au moins celles assurant la validité des conclusions formulées aux n^* 141 et suiv. ; les développements successifs (olotropes ou rhizomorphes) de X ne contiennent aucune puissance à exposant négatif des accroissements de u, et il est visible qu'aux rayons de convergence de tous ces développements, on peut assigner une même limite inférieure positive 8'.
Dans les aires (3), y — : jouit des mêmes propriétés que f{x)
dans {Sli)\ chaque racine x de l'équation (i) écrite
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est donc toujours susceptible aussi de pareils développements dont les rayons de convergence sont tous égaux au moins à quelque autre quantité positive ù'\ cela maintenant pour toutes les valeurs de u qui, tombant dans une aire limitée quelconque, amènent x dans Tune ou l'autre de ces aires (3).
Si donc on nomme 8 une troisième quantité positive, simultanément inférieure à 8', ù", le point en question est vrai tant que la valeur de x tombe dans la maille considérée, puisque la réunion des aires ( Jll) et (3) reconstitue intégralement celle-ci. Il Test donc pour tout le plan; car, à cause de la périodicité de f{x)^ la quantité d a la même valeur pour toutes les mailles du réseau.
HT. Observons enfin que V équation (i) possède au moins une de ces racines dont nous venons de parler. Car, en appelant Xq quelque valeur de x non égale à un infini de/[x) et posant ^/o =/{^o)j cette équation, satisfaite numériquement pour u=Uo^ x = Xoy admet certainement pour racine, quelque fonction implicite x de Uy tendant vers x^ quand u tend vers Uq (li4).
IV. Soient maintenant
des quantités quelconques congrues à toutes les racines simples ou multiples, mais inégales, que l'équation numérique
possède dans une maille donnée, et
(5) J7|, Xij . . . , T^
toutes les racines de l'équation (i), auxquelles conduit un cheminement commencé en Uq avec les valeurs initiales (4)* Cette opération qui laisse finies ces diverses racines (II), peut faire varier les degrés de multiplicité de quelques-unes, ainsi que le nombre de celles qui sont numériquement inégales^ mais, en vertu du Principe de la conservation du nombre des racines (168), elle laisse invariable la somme de leurs degrés de multiplicité.
Or les racines que l'équation (i) possède dans la maille considérée sont évidemment toutes congrues aux racines (5); de plus elles sont caractérisées par les mêmes degrés de multiplicité, à
cause de la périodicité de f{x) (252). La somme de ces degrés conserve donc la valeur constante dont nous venons de parler.
V. Comme y-, — est une fonction méromorphe aux mêmes périodes (\\xcf{x) (2oo), et qui est olotrope quandy(a:) est infinie (42), la somme, pour une maille donnée, des degrés de multiplicité de Téquation (2) est égale à sa valeur pour l'équation
(6) /fe-'^"'
V n'étant pas nulle, ou ce qui revient au même pour Téquation (i) en y prenant m = -•
VI. En comptant une racine m"P^® pour m racines simples, ce théorème s'énonce plus brièvement en ces termes : Quelles que soient u et la maille considérée {dans un même réseau)^ l'équation {\) y offre des racines en nombre invariable,
Les racines des équations
sont respectivement les zéros et les infinis àe f{x). En comptant chacun d'eux pour autant de simples qu'il y a d'unités dans son degré de multiplicité, le théorème précédent montre que, dans chaque maille, les uns et les autres sont en nombres égaux, et que ce nombre commun est le même pour toutes les mailles d'un réseau construit sur deux périodes données quelconques.
Cet énoncé comprend celui du théorème en question, et on le lui substitue souvent pour plus de commodité; c^rfix) elf(x) — u sont deux fonctions bipériodiques de x, aux mêmes périodes, qui ont évidemment les mêmes infinis ^ si donc dans chaque maille les nombres de leurs zéros sont égaux respectivement à ceux de leurs infinis, les zéros de la seconde, c'est-à-dire les racines de l'équation (i), ne peuvent manquer de rester en nombre constant.
Ce nombre, de la grandeur duquel dépendent les propriétés les plus importantes de /(^), se nomme Vordre de cette fonction,
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relatif aux périodes sur lesquelles a été construit le réseau considéré.
Il ne peut [sauf le cas oàf{x) dégénérerait en une constante^ s'abaisser au-dessous de i (320, III), ni même au-dessous de 2, comme nous le verrons bientôt (326, inf.).
322. Les ordres M, M| de /(x), relatifs aux couples de périodes (H, û), (IIi, û|), ce dernier étant composé du premier avec des multiplicateurs de déterminant V (310), sont liés par la relation
Une racine donnée de Féquation (i)et toutes celles qui lui sont congrues suivant le couple (H, û) ont des degrés de multiplicité égaux (252); elles coïncident avec les nœuds d'un certain réseau construit sur ces périodes; en outre, ± V de ces nœuds tombent précisément à l'intérieur d'une maille donnée de tout réseau construit sur II,, Û| (312).
Cette observation répétée pour toutes les racines de l'équation (i), que contient une même maille du réseau simple, met en évidence l'exactitude de notre théorème.
En particulier, les ordres de f{x) relatifs à tous ses couples de périodes élémentaires (314) ont une même valeur (317), qui est minimum, et qu'il y a tout spécialement à considérer; on la nomme Y ordre proprement dit ou absolu de cette fonction.
323. Les fonctions E(a:), E. (j?) étudiées aux n^^ 302 et suivants, sont du second ordre.
Car leurs périodes II, û sont élémentaires (314), et, d'après les n"* 304, V et 305, I, chaque maille du réseau construit sur elles contient deux infinis simples pour les premières, un infini double pour les dernières.
Elles sont les fonctions bipériodiques les plus simples, parce qu'il n'en existe aucune qui soit du premier ordre (326, inf,).
324. Non seulement (320), la somme des degrés de multiplicité des racines variables (5) de V équation (1) conserve, quelle que soit a, une valeur constante, mais encore la somme
(7) I(w) = Wl|iFi-4- /Tlja^j H-, , .-h /n^a?^
M. — II. a3
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des produits de leurs valeurs par celles de leurs degrés de multiplicité /W|, . . . , trig (variables aussi quelquefois), est une fonction de u qui se réduit identiquement à une constante.
I. La fonction l{u) est indéfiniment olotrope
La théorie générale des fonctions implicites (307*) rend ce point évident pour chacune des racines (5) considérées individuellement, par suite pour leur fonction composée linéaire l{u); ceci du moins est vrai aussi longtemps qu'aucune de ces racines n'annule /'(x), c'est-à-dire que u n'atteint une des valeurs cardinales de fi^)^ nous voulons dire, comme aux n*** 304, IV et 30o, TI, une de celles données à cette fonction par les racines de l'équation numérique
valeurs qui, à cause de l'identité des périodes de/(j?),/'(^) (319), sont en nombre au plus égal à l'ordre de/'(:r), partant limité.
Supposons maintenant que u atteigne une semblable valeur u^^^, pour laquelle la valeur correspondante j:[^' de l'une des fonctions implicites (5) soit racine multiple de l'équation /(:r) — u^^^ = o. Pour des modules suffisamment petits de la différence u — Uq^ celles des quantités (5) dont les excès sur x^/^^ sont infiniment petits avec elle se partagent en sj'stèmes circulaires dans chacun desquels elles ont les formes
toutes avec un même degré de multiplicité pi, où 6|, ..., ^y
représentent les v séries rhizomorphes dans lesquelles se change
quelque même composante W(^), olotrope et nulle en ^ = o, parla
substitution à t des v déterminations du radical (u — u^^^y (lU). La somme des racines (8) multipliées par leur degré de multiplicité commun \k est donc
c'est-à-dire une fonction de u qui est olotrope en Uq, Effectivement, dans l'expression entre parenthèses, le coefficient du terme en
(£1 — u^o) j^ contient évidemment comme facteur la somme des
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puissances 73**°" des v racines v'^"**" de l'unité, o par suite toutes
les fois que - n'est pas un entier (115).
L'expression (7) est donc olotrope, même pour ces valeurs critiques u^^^ de u, puisqu'elle se partage toujours ainsi en une somme d'autres analogues à (9) qui le sont toutes.
IL On peut, quelle que soit w, assigner une même limite supérieure à modl(M).
PourmodM^R, quantité positive donnée quelconque, la chose est évidente puisque I(w), olotrope dans tout le plan (I), l'est en particulier dans un cercle de rayon R ajant l'origine pour centre
Pour mod a > R, on a mod ^ = ]7> si l'on prend (> = - .
Comme -ft—^ est aussi méromorphe et bipériodique, on peut de
même assigner, pour modi^^-^' ^^^ même limite supérieure au module de J(^), somme analogue à I(w) pour Téquation (6). Mais si l'on prend w=-, on a modw>R, et I(w) = J(i')
évidemment, pourvu, bien entendu, qu'en résolvant l'équation (6) on ait pris les quantités (4) pour valeurs initiales de x correspondant à r= ^0= — 7 parce que cette équation peut s'écrire aussi
bien/(^) = o.
Si donc on nomme L', U des limites supérieures, l'une de
modI(i/) pour modi/^R, l'autre de modJ(ç^) pour mod^^-rr»
et L une quantité supérieure à ces deux-ci, on aura modI({/) < L, aussi bien pour mod e/ ^ R que pour mod </ ^ R.
IIL Puisque I(a) est indéfiniment olotrope et ne peut être rendue infinie par aucune valeur de u soit finie, soit infinie, elle se réduit forcément à une constante (8).
325. Des racines quelconques de Téquation (i), choisies de manière à être incongrues deux à deux, mais congrues dans leur ensemble à toutes les autres, ne diffèrent jamais des racines (5), que par des multiples des périodes; en les leur substituant dans
l'expression I(w), on ne fait qu'augmenter celle-ci d'une somme de semblables multiples, ce qui la laisse encore indépendante de u. Une somme de pareilles racines multipliées par leurs degrés de multiplicité, quelles qu* elles soient et quelle que soit u, conserve donc toujours une valeur constante, à des multiples des périodes près.
La considération de l'équation (6) montre que cette valeur se conserve aussi pour les infinis de f{x). En particulier : dans une même maille, la somme des zéros de f{x) multipliés par leurs degrés de multiplicité est toujours congrue à la même somme pour ses infinis.
Ces diverses propositions comprennent, comme cas particuliers^ les propriétés de la constante supplémentaire S des fonctions du second ordre E(j?), E. (j;) (304), (30o).
326. // n^ existe aucune fonction méromorphe, bipériodique^ et ne dégénérant pas en une constante, qui soit du premier ordre seulement.
Car pour une pareille fonction le groupe (5) des racines de l'équation (i) ne contiendrait qu'un terme, et celui-ci serait essentiellement variable. L'expression !(«) ne pourrait donc pas conserver une valeur constante (324).
327. Pour établir qu^une fonction donnée d'une seule variable se réduit à une constante, il suffit donc de prouver qiCelle est indéfiniment méromorphe, bipériodique, et que son -irdre est o (320) ou i (326), de prouver, par exemple, que dans quelque maille d'un réseau, elle ne peut pas avoir plus d'un zéro (simple) ou d'un infini (simple).
328. Dans chaque maille de tout réseau, le résidu intégral d'une fonction bipériodique méromorphe se réduit à o (o6).
Ce résidu multiplié par 2'ïie reproduit effectivement l'intégrale ff{x)dx prise en parcourant une fois dans le sens de rotation direct le périmètre du parallélogramme qui constitue la maille considérée (189). Comme f{x) est identique à elle-même aux points congrus de deux côtés opposés de ce parallélogramme, et
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que ces côtés sont nécessairement parcourus dans des directions inversement parallèles, il est visible que les parties de l'intégrale aiTérentes à deux côtés opposés sont égales, mais de signes contraires; l'intégrale est donc nulle, ainsi que le résidu {Cf. 267).
329. Le raisonnement qui précède ne laisse rien à désirer en solidité, en élégance et en brièveté; il a néanmoins le grave défaut de laisser absolument isolé de la théorie générale le fait important dont il s'agit. Mais la démonstration suivante, dont nous indiquerons seulement le principe, le rattache étroitement aux autres propriétés des fonctions bipériodiques.
Si a est un infini [x'^p*® de /(^), on a dans son voisinage
(p(j7) étant olotrope et non nulle en x = a, et le résidu correspon-
L'inverse arithmétique de y(^) y est olotrope avec a pour zéro [jl"p**; on en conclut facilement (141 et suiif,) que l'équation
f(x) cp(ar)
résolue par rapport à x a, pour v infiniment petite, p. racines infiniment voisines de a et de la forme
(lo) X = CL-k- a\V^-\- aiv)^-\-.. .j
ce qui, en posant v = ^l*, donne
a? = a -f- «1 f -h ûfj i' -h . . . , puis l'identité
çp(a -4- ai^-H aj/*-*-. . .) = (ai-f- aj^ -i- a3<»-f-. . .)!*.
On en conclut d'abord ç(a) = a^^ d'où a\ yé. o, quel que soit (x ; on en conclut ensuite, pour |x= i, 2, 3, ... successivement,
ïp(a) = xai, (p'(a) = i.2at, ç'(â)= i.2.3as, ...,
c'est-à-dire
£ = iai, 2ai, 3^3, ...,
et ai, ^2,^3, • • . ne sont pas autre chose que les coefficients de f^ dans la série (lo) construite pour |x = i, 2, 3, ....
Le résidu intégral se trouve être ainsi le coefficient de p dans le développement, par la formule de Maclaurin, de Texpression J(i^) du n° 324, II. Il se réduit donc à zéro, comme les coefficients de toutes les autres puissances de i^, puisque J(p)= I(i/) n'est qu'une simple constante.
Relations diverses entre des fonetions bipériodiques ayant en commun un même couple de périodes.
330. Voici d'abord une extension de l'observation générale du n» 255.
Si les coefficients de l'équation entière en U,
sont des fonctions toutes bipériodiques {indéfiniment niéromorphes)^ admettant un même couple de périodes (U, Û), et si cette équation offre quelques racines, fonctions indéfiniment méromorphes de .r, chacune de celles-ci admet un couple de périodes communes à toutes les fonctions f\ (a:), . . '^fm{^)»
Comme le changement de :r en :r + Il n'altère aucun des coefficients de l'équation (i), les racines méromorphes de celle-ci se permutent simplement entre elles, et, par suite, se partagent en certains groupes, dans chacun desquels le changement considéré opère une simple permutation circulaire.
Supposons donc que l'addition de II à ^ change ainsi les p
racines
Fi(rF), F,(a?), ..., Fp(a?).
en
F,(ar), F3(ar), ..., F,(a?),
respectivement. Les identités
F,(a?-4-n) = F,(a:), F,(a?-4-n) = Fj(a?), ..., Fp(a?-+-n) = Fi(ap)
entraînent celle-ci
F,(ar-4-/>n) = Fi(ar),
en vertu de laquelle toute racine F|(x) appartenant au groupe
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considéré admet pU poar période; et Ton prouvera de même, que F4(^) admet une autre période de la forme qQ, où q est un entier. Or, />II et qù sont des périodes de moment 7^0, qui sont communes aussi à tous les coefficients de l'équation (i).
331. Réciproquement, si les fonctions indéfiniment méromorphesf{x)^ ^{x) ont un couple de périodes communes (II, û), relativement auquel elles sont d^ ordres m, M (321), elles sont liées l'une à Vautre par une équation entière et irréductible de
degrés M|= ^> m^= -^9 oh d désigne un diviseur commun
des nombres m, M, qui sera précisé tout à V heure,
I. L'ordre de/{x) étant m, elf'{x)y dérivée par rapport à a: du premier membre de l'équation
ne pouvant, parce qu'elle n'est pas identiquement nulle, s'évanouir pour toutes les valeurs de x, u qui vérifient numériquement cette équation, la résolution de cette dernière par rapport à x fournit certainement (147), (320), (321) m fonctions implicites de {/, savoir
dont deux quelconques ne peuvent être, quelle que soit e/, égales ou congrues selon II, û, puis, outre ces racines, une infinité d'autres dont chacune au contraire est, quelle que soit 2/, congrue à quelqu'une d'entre elles. Et, à cause de la communauté de ces périodes, la substitution de toutes ces racines dans F(^) donne d'abord les fonctions de u
(4) F(ari), F(a:,), --.i F(^/n),
puis une infinité d'autres dont chacune est identiquement égale à quelqu'une de celles-ci.
Cela posé, les ordres m, M ont un diviseur commun dÇt i)
tel, que les fonctions simples (3) ^e partagent en /ni = -^
groupes de d chacun^ jouissant de cette propriété que deux des fonctions composées (4) sont identiquement égales entre elles
OU inégales, selon qu'elles correspondent à deux des fonctions (3) appartenant ou non à un même groupe. De plus, d divise M, et M racines analogues X de V équation
M se partagent en M, = -^ groupes de d chacune, jouissant des
mêmes propriétés relativement à/(x).
1^ De uà u^on peut faire décrire à cette variable un chemin fermé tel, que Vune des fonctions (3), Xi choisie à volonté, soit changée par ce parcours en une autre Xj également arbitraire.
Si, pour la valeur initiale (et finale) de u considérée, toutes les fonctions (3) sont numériquement inégales, on obtiendra évidemment un pareil chemin en faisant marcher x de Xi à Xj sur une ligne quelconque, puis en prenant la ligne que décrit simultanément u=f(x). Cette dernière ne peut manquer d'être fermée, puisque f{xj)=f{xi){= u).
Sinon, et cela parce que les fonctions (3) ne peuvent être identiquement égales, on prendra pour u une valeur u^ assez voisine de sa valeur initiale pour qu'on puisse aller et revenir directement de w à w' (163 et aliàs), rendant numériquement inégales en outre les quantités correspondantes x\<i ..., x'„/, on tracera de i/' à u' un chemin fermé [m'] changeant x^ en Xj (i°), et, pour le chemin fermé cherché, on pourra prendre évidemment celui que forment: le segment rectiligne [uu'], le chemin [u'] et le même segment [a' «] parcouru à rebours.
2^ Admettons maintenant que d des fonctions composées (4)i les d premières pour fixer les idées, soient égales identiquement entre elles, mais non à quelqu'une des m — d autres (en supposant d <C m); faisons décrire à e/ un cheminfermé changeant Xi en Xd^ij et nommons Xd+2^ «^^rf+s, •••, x^a les fonctions de la suite (3) qui sont congrues, suivant les périodes considérées, à celles dans lesquelles se changent en même temps X2', x^y • • • j ^d- Les identités
(6) F(ar,)=F(ar,) = ...= F(arrf)
donneront évidemment aussi
F(rrrf4.i) = F(ar,/+0 = ...= F(ar,rf) (252*),
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après quoi, si ^d est <! m, on trouvera de la même manière un troisième groupe de d des fonctions simples (3) dont la substitution dans F{x) identifiera les d fonctions composées correspondantes, entre elles mais non aux précédentes; et ainsi de suite,
jusqu'à épuisement de m. Il faut donc que mi = -^ soit un entier.
3® Maintenant, la résolution de l'équation (5) fournira semblablement M fonctions de U incongrues entre elles
(/) X-i, Xj, ..., Xji,
qui, en appelant D quelque diviseur de M, se partageront en
M| = -^ groupes jouissant de propriétés analogues relativement
k/ix).
Or, on ne peut avoir D <Zd; car, à cause des identités (6), la substitution U = F(ari), faite dans les fonctions implicites (7), rend certainement d d'entre elles, les premières par exemple, congrues k œ^y X2f . . ., 2:^ respectivement, et donnent par suite
/(X0 = /(XO = ... = /(Xrf) [=/(a:^) = ,,. = /ix^)=u],
On a donc D = rf, car, en renversant le raisonnement, on prouve de la même manière qu'on ne peut avoir rf< D.
[On peut observer le fait en question sur deux fonctions des genres E(:r), E,(:r), ayant les mêmes périodes élémentaires. Ici l'on a m = M = 2 (323), et la suite (3) se réduit à a?,, S — j:,, où, S est la constante supplémentaire de la première fonction. Si cette constante est égale (ou congrue) à celle de la seconde, on a, quelle que soit w, F(a;, ) = F(S — ari ), d'où rf = 2, mi = M| = i . Sinon, d= i, m< = M|== 2].
II. Si
est le dés^eloppement d'une fonction de iJ, méromorphe en 0 = o, e/ si
représentent les v déterminations du radical t^, toute fonction symétrique rationnelle des y fonctions composées
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est une fonction de t, qui est méromorphe {ou olotrope) en t = o.
Quand la fonction symétrique considérée se réduit à la somme des valeurs dissemblables que les i • 2. . . v permutations des fonctions (8) donnent à un même monôme les contenant sous des exposants entiers, un raisonnement calqué sur celui du n° 142, II montre que, dans son développement, le coefficient de toul terme où t est affecté d'un exposant non entier se réduit à zéro.
Notre lemme est encore vrai quand cette fonction symétrique est entière, mais de nature quelconque, parce qu'elle est toujours réductible à une expression linéaire par rapport à des sommes de cette espèce.
Il est donc général; car une fonction symétrique rationnelle peut toujours être mise sous forme d'un quotient de deux fonctions symétriques entières, et le quotient de deux fonctions méromorphes est aussi méromorphe.
III. En représentant par
(9) or', a?', ..., ar<'".>
mi des fonctions implicites (3), choisies respectivement, mais à volonté, dans les m^ groupes définis au commencement de l'alinéa I, toute fonction rationnelle et symétrique des m^fono tions composées correspondantes
se réduit à une fonction de u, P(m), qui est simplement rationnelle.
D'après une remarque faite à la fin de l'alinéa précédent, il nous suffira de raisonner dans le cas seulement où il s'agit d'une fonction symétrique entière.
1° Si, pour les valeurs de u suffisamment voisines de Uiy V racines de Inéquation (2) s'y réduisant à xi^
(11) oc', oc', ..., xîv)
forment un système circulaire (167), et si S{x) désigne une composante quelconque méromorphe (ou olotrope) en Xi^ toute
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fonction rationnelle et symétrique des "^fonctions composées de u
est méromorphe {ou olotrope) en u= ui.
Comme, d'une part (144), (320, II), les développements des
fonctions implicites (i i) s'obtiennent en substituant à la variable
d'une certaine série entière les v déterminations du radical
{u — UiY^ comme, d'autre part et par hypothèse, ^{x) est déve-
loppable en une série procédant suivant les puissances de 2; — Xi à exposants entiers croissants, les premiers éventuellement négatifs, les développements des fonctions composées (12) sont par rapport k u — ui de même forme que ceux des fonctions (8) par rapport à /, et le point en question résulte immédiatement de l'alinéa II.
0? Si deux seulement des fonctions (12) sont égales identiquement, toutes le sont aussi et se réduisent à une même fonction de u méromorphe {ou olotrope) en Ug.
Car le parcours effectué par u d'un anneau qui enveloppe le point Ui changeant x' en jc", x" en «"', . . ., «^^^ en «', l'identité, supposée
par exemple, entraîne évidemment d'où
fonction de u qui est méromorphe (ou olotrope) en w/, parce qu'elle est rationnellement et symétriquement composée des fonctions (12) (1°).
3® Si l'on a g groupes de variables indépendantes^ contenant respectivement ^i^ Va, .•., v^ de celles-ci, toute fonction rationnelle et symétrique des V| -h Vj -H . . . -h v^ variables considérées est exprimable rationnellement au moyen de certaines fonctions symétriques rationnelles des V4 variables seulement du premier groupe, de fonctions de la même nature relativement aux Va variables du second groupe, etc. Ce point est trop facile pour que nous nous arrêtions à sa démonstration.
4^ Gomme chacune des fonctions de u^
(.3) F(.v'), F^v"), ..., F(oc«v)),
se retrouve forcément dans la suite (lo), parce que cette dernière contient toutes les fonctions distinctes de u que la substitution dans F (x) des diverses racines de Téquation (2) puisse engendrer, cela à cause de l'identité des couples de périodes considérées, on
aura par exemple
Si donc deux des fonctions (i3) sont égales identiquement, F(x') est fonction méromorphe (ou olotrope) de m en m = «1(2**); sinon toutes sont inégales et v des fonctions (10) auront, méromorphes (ou olotropes) en w/, toutes leurs fonctions symétriques rationnelles (1°).
Il en résulte immédiatement que les fonctions (10) se partagent toujours en certains groupes dans chacun desquels, considéré isolément, leurs fonctions rationnelles et symétriques sont méromorphes (ou olotropes) en w = w/, par suite (3*), que la fonction P(m) jouit de la même propriété.
5** La fonction P(w) est méromorphe (ou olotrope) à Vinfini (51). Car, la fonction -tt— jouissant par rapport à F(a:) de
toutes les propriétés sur lesquelles ont été fondés les raisonnements ci-dessus, la considération de l'équation
équivalente à
montrera de même que P(-) est méromorphe (ou olotrope) en
6° Le nombre des valeurs distinctes de u qui peuvent rendre P(m) infinie est essentiellement limité. Car la fonction symétrique actuellement en vue étant entière, il faut alors que la valeur de quelqu'une des fonctions implicites (3) soit congrue à un infini de F(^), c'est-à-dire que u ait l'une ou l'autre des valeurs (non infinies) de /{x) correspondant à tous les infinis
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de F(.r). Le nombre de ces valeurs ne peut donc surpasser celui des infinis incongrus de F{x) et, à plus forte raison, Tordre M de cette fonction.
■j® La fonction P{u) se réduit donc à une fonction rationnelle de a, puisqu'elle est méromorphe partout, même à Tinfini (4**)? (5^), et que ses infinis sont en nombre limité (55).
IV. En appelant ainsi
-Pi(w), P,(a), -P,(a), ..., (-iV«.P^.(a)
les sommes des produits des fonctions (lo) prises i à i, 2 à a, 3 à 3, •••, mi à /W|, toute valeur U prise par F(^) pour une valeur de x rendant /(a;) «^gale à u est racine de Téquation entière de degré /Wj,
dont tous les coefficients sont des fonctions ratiohnelles de ;/, et que l'expulsion des dénominateurs transforme en une autre
celle-ci ayant pour premier membre un polynôme entier en U, //, de degré effectif m^ par rapport àU, et n'admettant pour diviseur aucua polynôme entier en u seulement, de degré effectif >>o.
V. V équation (i4) est irréductible, et de degré M| par rapport à u.
I** Si <p(U, tt), x(Uî u) sont deux polynômes entiers sans diviseur commun, on ne peut avoir à la fois les deux identités
car alors les équations simultanées entières en U, u,
auraient pour seules racines un nombre limité de couples de constantes, à l'un ou à l'autre desquels se réduiraient F (a:), y(x), quelle que fût x. Or, c'est impossible, puisque nous supposons essentiellement qu'aucune de ces fonctions ne dégénère en une constante.
2^ Si appelant ^i, q^i • • •tfjg d^s exposants entiers positifs, en nombre ^> i, et çpi(U, w), . . ., f^(U, u) des polynômes entiers en U, u, deux à deux sans diviseur commun, et de degrés tous >* o, on avait, quelles que fussent U, u,
*(U, u) = [^i(U, «)]-/«... [?^(U, u)]7,, la double substitution
qui annule identiquement 4>(Uy u) à cause de Péquation (14)9 annulerait identiquement aussi Tun de ces polynômes au moins, puisqu'ils sont en nombre limité, mais aucun autre avec lui (i**), et toutes les fonctions de u, racines de l'équation (i4)) satisferaient par exemple à Téquation
Or c'est impossible parce que ces racines sont toutes non identiquement égales et en nombre mi, tandis que le degré en U de cette dernière équation est <; mi, à cause de la présence effective certaine de U dans chacun des autres polynômes ^2, ....
3° Gomme il résulte d'un raisonnement tout semblable, que U, u satisfont à une équation entière irréductible contenant u au degré M|, comme d'autre part (1°) le premier membre de cette équation et ^(U, u) se divisent l'un l'autre, à un facteur constant près, ces polynômes sont identiques, et ^(U, u) est bien de degré M| par rapport à w.
332. Pour construire effectivement l'équation (i4)) on emploie des procédés variant avec les circonstances et comportant plus ou moins l'emploi de la méthode des coefficients indéterminés.
Les deux corollaires suivants sont quelquefois utiles.
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rationnelle irréductible contenant f{x) au degré effectif M^^ on a M = M| m. Car ici mj = i .
II. L'ëquation (i4) étant irréductible, son premier membre divise forcément celui de toute équation entière pouvant exister entre les mêmes fonctions U, w(331, V, i*^). Si donc on a obtenu, par un moyen quelconque, une relation de cette nature^ ses coefficients satisferont forcément aux équations de condition exprimant la possibilité de cette division.
En particulier, ces coefficients seront tous nuls^ si l'un des degrés de cette relation est inférieur au degré correspondant de V équation (i4)-
333. En appelant m Vordre absolu (322) d'une fonction méromorphe bipériodique, et y le nombre de ses infinis numériquement distincts que contient une même maille élémentaire, cette fonction u =^f(x) satisfait à une équation différentielle du premier ordre et de la forme
où Pi, . . ., Pm-o Pm sont dcs polynômes entiers en m, le der^
nier P^ de degré effectif /w'=/wh-y, r avant-dernier P^-i
identiquement nul, et tous les autres de degrés effectifs <C /n'.
En outre, cette équation est irréductible, c'est-à-dire qu'en y
du
écrivant iH à la place de ^i son premier membre est un polynôme premier en m', m.
D'après quoi, la fonction u provient toujours de V inversion de quelque intégrale abélienne (169).
I. L ordre absolu de f {x) est m
Soient o(|, a2, . . . , ocy les infinis distincts quey(:r) possède dans sa maille élémentaire, et fx,, |X2, . . ., [x^ leurs degrés de multiplicité dont la somme reproduit m (321). Ces infinis appartiennent tous à f'{x), mais aux degrés [X| -f i , [Jia -h i , . . . , [Xy + i (36) ; et, dans la même maille qui est élémentaire aussi pour/'(:r) (319), cette fonction n'en possède aucun autre (165^). La somme m + Y = '^' d® ^®s nombres est donc l'ordre absolu de/'(j7).
II. Les foDclions u'=/'{x), m, étant méromorphes et d'ordres m'f m, relativement à leur couple commun de périodes élémentaires, sont donc liées par une équation entière irréductible
dont les degrés eiTectifs sont les quotients de m, m' par quelque diviseur commun (331).
III. Deux valeurs particulières x^y x^ de x sont congrues suivant les périodes élémentaires, si l'on a à la fois
et si les valeurs de ces dernières quantités n'annulent pas ^(1,0)^!^'^ f/) dérivée partielle par rapport à u\ du premier membre de V équation (i6).
L'équation diiTérentielle (i6) ne contenant pas x explicitement, les fonctions de f , tti =f{xi -i- r), Ua =/(x2 -H f), satisfont toutes deux à la même équation différentielle du premier ordre
(17) V(u', tt) = 0,
et respectivement, par suite, aux équations différentielles immédiates
OÙ tj'i(tt), ^2(11) sont deux racines convenables de l'équation (17) résolue par rapport à II'. Mais comme pour r = o par hypothèse, on a <«îtt', :=^°'U',, <o>Il| = «>^Ua, et que ces quantités n'annulent pas W<«»»^(w', tt), la racine dont, pour U = î<>^ll| = («JUj, la valeur initiale est <«^u', = f^^^ll^j est unique etolotrope (307*), (308*). Les composantes ^i(li)) ^2(11) sont donc identiques, de plus olotropes en tt= <<»)ll, = ^<>^U2» et les deux fonctions U,, 02 satisfont à une même équation différentielle immédiate
dont le second membre est olotrope dans ces conditions initiales. Ces mêmes fonctions, ayant pour r = o des valeurs initiales égales,
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sont identiques (302*, III); en d'autres termes on a, quelle que
soit Xy
/(a7i4-r) = /(ar2-+-r),
moyennant quoi (2o3), la différence x^ — x^ se réduit à une certaine période de/(j:), par suite (316) à quelque somme de multiples entiers des périodes élémentaires de cette fonction.
IV. Les polynômes V, ^*^*>®^ ne pouvant avoir aucun diviseur commun, puisque le degi'é du second est inférieur à celui de l'autre et que celui-ci est premier, la résolution par rapport à u\ u du système formé par les équations entières (16) et
ne peut fournir qu'un nombre limité de couples de solutions communes. En appelant donc u^ une valeur particulière de u n'appartenant à aucun de ces couples, n'étant égale en outre à aucune des valeurs cardinales de/(x) [nous parlons comme au n" 304, IV, des valeurs en nombre ^ m', que donnent à cette fonction les zéros de /'(^)]j '^^ racines incongrues de l'équation numérique
<|ui ne peut en avoir de multiples, sont en nombre m et donnent à /'{x) m valeurs toutes inégales (III). On en conclut que pour les fonctions/(a:),/'(a;), le diviseur d du n°331, 1, se réduit à 1, d'où nii =^ /n, m\ = m.
V. Dans Inéquation (16) ordonnée par rapport à «', le coefficient de u"* se réduit à une constante {non = o). Car si un polynôme en Uj de degré effectif > o, servait de coefficient au terme de degré maximum en «/', il s'annulerait pour quelque valeur b attribuée à w, et parmi les racines de l'éqnaûon f{x)=bj il y en aurait une au moins qui rendrait /'(j?) infinie; or c'est impossible puisque f{x)^ f\^) sont toujours en même temps ololropes ou non (165*), (213*).
L'équation (16) prend donc la forme (i5) après la division de tous ses termes par ce coefficient constant de u'^^,
VI. On prouve de la même manière que le coefficient de w'"' dans l'équation (i5) ordonnée par rapport à u se réduit encore à
une constante (non = o). Il en résulte que le degré effectif de Pot(w) est = m', que ceux de P^-f, Pm-2? • • •> P« sont tous <C m\
VII. Comme toute fonction implicite de w, fournie par la résolution de Téquation
satisfait à Téquation différentielle
,^ /<£r\'n _ /dx\'»-< _ ldr\
les dérivées
dx\ dx^ dx
du du du
de m fonctions de cette espèce, incongrues suivant les périodes élémentaires, sont évidemment les racines de l'équation (18)
résolue par rapport ^-f- On a donc identiquement
P;,j_i dxx dX'k dx
du -^rf^-^-'-^-rfir^sii^""-*-''-^---"-^"^'
d'où P/n-i = Oj puisque la somme ^1 -|- x^ -r • • • -h Xm est indépendante de u (324).
[On remarquera que la nature spéciale des équations différentielles dont rintégration nous a fourni les fonctions du second ordre E(j;), E«(:r) au Chapitre VIII, est conforme au dispositif de ce théorème.]
334. Le rapport de deux fonctions bipériodiques méromorphes douées des mêmes périodes, F(;r), /{x), se réduit à, une constante, si, dans une même maille, elles ont les mêmes zéros et les mêmes infinis, tous aux mêmes degrés de multiplicité.
Car ce rapport est une fonction de même nature, qui, dans celle /naille, ne possède évidemment aucun zéro ou infini, et dont par suite l'ordre s'abaisse à o (327).
Si K désigne la valeur constante de ce rapport, réqualion entière irréductible entre F, /(331) est
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Ici l'on a m< = M| = I , et le nombre d est l'ordre commun des deux fonctions.
335. Soient f\{x)^ /^{x)^ ..., fq{x) plusieurs fonctions bipériodiques méromorphes possédant les mêmes périodes y ^^ Si7 (?2> • • • > Qq l^s groupes de fractions simples provenant, pour chacune, de sa décomposition en une somme de pareilles fractions correspondant à ses infinis situés dans une même maille donnée et en une fonction fi{x) restant olotrope dans cette maille (39). Si les groupes dont il s*agit satisfont à quelque identité linéaire et homogène
(19) «lO'i-^- «î5*î"~-- -+"^71/7 = ^'
les fonctions proposées sont liées aussi par i^ne identité linéaire de la forme
at, . . . ^ aq et a désignant des constantes. En ajoutant membre à membre les q identités
multipliées auparavant par «i, . . . , a^, il reste à cause de (19)
Le premier membre de cette relation étant une fonction méromorphe aux mêmes périodes que les proposées, le second jouit de la même propriété. Mais il n'a plus d'infinis dans la maille considérée, puisque fi(^), . . ., fq{x) y sont olotropes; il se réduit donc à quelque constante a, parce que son ordre est nul (327); d'où la relation (20).
336. Par exemple, la différence F(x) — f{x)se réduit à une constante, si, dans une maille de leur réseau commun, la
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décomposition de ces deux fonctions donne les mêmes fractions simples.
En appelant a celte constante, Téqualion entière entre F, /est
et Tobservation finale du numéro précédent lui est textuellement applicable.
SIMPLES OU DE FONCTIONS CIRCULAIRES, ET EN SÉRIES FACTORIELLES
Origine et propriétés générales des fonctions Si(:r). 0(x).
337. Les questions résolues pour les fondions unipériodiques polarisées, dans les derniers paragraphes du Chapitre Vil, se traitent pour les fonctions bipériodiques par des moyens tout semblables.
Une série quadruple ment infinie est l'ensemble des valeurs en nombre illimité,
de quelque variante Um,n ^ deux indices//?, /z, qui est définie pour toutes leurs valeurs positives, nulles ou négatives.
Nous dirons contigus deux termes quelconques où, les valeurs d'un même indice étant égales, celles de Tautre diffèrent d'une unité seulement, et continu tout amas de termes tellement composé qu'avec deux quelconques d'entre eux il en contient forcément d'autres pouvant être écrits entre ceux-ci de manière que deux consécutifs quelconques soient toujours contigus. Nous représenterons en outre par S^ la somme des termes de tout amas contenant ceux au moins où les valeurs numériques de m^ n ne surpassent pas l'entier positif k.
Cela posé, si Sa tend vers une limite pour k infini, sous la seule condition que l'amas sommé reste toujours continu, la série est
convergente. On aperçoit immédialement alors que la valeur de la limite est indépendante de la composition variable de Tamas continu considéré, et on la nomme (au figuré) la somme de la série. Le reste de la même série bornée à Tamas qui a fourni une valeur de la variante S*, est S — Sa, excès sur S* de la somme S de la série, c'est-à-dire la somme de la série encore convergente obtenue en substituant zéro dans la proposée à tous les termes pris pour former S^; il tend naturellement vers zéro, quand k augmente indéfiniment.
La série est divergente dans le cas contraire, c'est-à-dire s'il est possible de former des amas continus de cette sorte, pour lesquels Sa n'ait point de Jimite. Une pareille série n'a point de véritable somme; néanmoins on peut souvent, par telle ou telle composition convenable de l'amas continu considéré, faire acquérir à Sa telle ou telle limite intéressante à étudier, ce que nous verrons bientôt. Une pareille limite dépend, dans sa valeur comme dans son existence même, de la loi qui a présidé à la formation progressive de l'amas correspondant; à bien des égards, on peut la regarder comme une somme fictive de la série, relative à la sommation spéciale qui l'a fournie.
338. Quand les modules de ses termes sont eux-mêmes en série convergente, la série (i) jouit de propriétés fort précieuses et de tout point identiques à celles que nous connaissons depuis longtemps dans le même cas aux séries ordinaires (ou simplement infinies). On prouvera notamment sans difficulté :
1° Qu'elle est convergente aussi;
2® Qu'elle conserve cette propriété quand on y substitue zéro à tels termes qu'on voudra, c'est-à-dire que toute série partielle formée avec des termes non répétés est également convergente;
3** Que la variante Sa tend toujours vers la somme de la série, quand bien même l'amas correspondant serait discontinu, ou bien, si l'on préfère parler ainsi, que le déplacement et le groupement des termes ne peuvent jamais ni détruire la convergence de la série, ni modifier sa somme;
Etc.
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Il est évident enfin, que ces mêmes \nodules sont en série convergente, si des groupes formés avec eux suivant quelque loi donnée ne comportant aucune omission fournissent des sommes qui, écrites consécutivement , constituent une série {ordinaire) convergente,
339. Si f{u^ v), F(w, v) sont deux fonctions entières de degrés effectifs \ A par rapport aux variables m, r, et si le polynôme homogène Fa(w, v) formé dans la seconde par les termes de degré A ne peut s'évanouir pour aucun couple de valeurs réelles de u, v [(o, o) naturellement excepté], la série quadruple ment infinie ayant
pour terme général, est convergente avec celle des modules de ses termes, quand on a
[On remplacera toujours par o les termes où F(/n, n) s'évanouirail, et qui sont en nombre limité comme nous le constaterons incidemment tout à Theure.]
I. Si l'on appelle
nr = cj'-h im", u) = w'-h tw*
deux quantités de moment OXi^o (257), puis [jl, v deux quantités réelles dont- numériquement l'une est ^'^, puis 6 la plus petite des racines carrées positives des quantités
on a
inod(|JiT7 -f- va>)^yO.
C'est ce que rendent évident Tégalité
(|lTïj'-f-VCu')î-i-((JlTij'-t- V(i)')*
''J^rl
__ ^ (w' ui' — m" oi')^ [|jL(Tiy^o>^-i-Tg'a)0-4-v(fa>'»H-a>^«)[
et celle s'en déduisant par la transposition simultanée de cr'et to', de tu" et w", de [x et v.
II. Écrivons maintenant
le développement de/(e/, c), et
.Ad 1.2. . ./>. 1 .'2. . . ^. l .'2. . . r '^'^' ^
celui de Fa_«(w, r)=F(w, (>) — Fa(w5 t'), polynôme de degré (A — i); soient aussi a fe plus grand des modules de <Xp,q^n ? ^^i même chose pour bp^q^rt et A^ la plus grande des valeurs numérique s de m, n. On trouvera facilement
mod/(m, n) <a(a/:-M)^, modFA-i(/n, nX ^{ik-^\y^-K
D'autre part, dans chacun des A facteurs linéaire s
en le produit desquels Fa(m, ^) peut être décomposé, les coefficients Tij, o> ont un moment non = o; car, s'il en était autrement pour l'un d'eux, ce facteur et par suite Fa (m, v) s'évanouiraient, contrairement à l'hypothèse, pour quelque couple de valeurs réelles de w, ç non toutes deux = o.
Donc, en appelant 0/ pour le t'*^™" facteur quelque quantité positive convenable (I), on aura
mod(TEr/m H- u)|/i)> 6/A:.
d'où
inodFA(/w, /i)>0i02...e^Y^'^>®^"^»
en appelant 0 le produit positif 0| O2 . . . 8a> puis, à cause de Tiden tité F(w, v) = Fa(w, v) + Fa_i (w, r) combinée avec les inégalités précédentes,
F(m, n) eA-A— p(2A--f-i;A-i inégalité ayant lieu aussitôt qu'en croissant, k atteint la valeur ^
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parlir de laquelle le dénominateur de son second membre se maintient positif; F(m, n) alors ne peut plus s^évanouir comme nous Pavons annoncé.
Groupons maintenant les modules de ceux des termes de notre série, où k est précisément la plus grande valeur numérique des indices m, n. Leur nombre étant 8A% ils finissent, d'après ce qui précède, par former une somme inférieure à
8aA-(2A:-+-i)>'
eM_3(.2A--Hi;-^-i
terme d'indice k dans une série ordinaire qui est convergente (273), puisque A — (X -I- i), excès du degré du dénominateur sur celui du numérateur, est au moins égal à 2, à cause de A — )^^3 . Ces sommes forment donc à plus forte raison une série convergente, ce qu'il nous suffisait d'établir d'après l'observation finale du numéro précédent.
Quand l'inégalité (3) n'a pas lieu, on prouve facilement que la série est divergente.
340. Les considérations précédentes sont applicables aux séries quadruplement infinies dans lesquelles, x désignant une variable indépendante, on a
{j; — //lil — nily
inverse de la puissance d'exposant i (entier positif) du terme général d'une progression arithmétique aux deux raisons II, û, de moment non nul (309); effectivement Um^n est ainsi une fraction rationnelle en m, /i, où (mn + ziO)', ensemble des termes de degré maximum dans le dénominateur, ne peut s'évanouir pour d'autres valeurs réelles de m, n que (0,0), à cause de l'hypothèse faite sur II, û. Ce sont les propriétés de ces séries que nous allons approfondir.
Pour i^3, la somme d'une pareille série, qui alors est toujours cons^ergente ai^ec celle des modules de ses termes (339), est une /onction indéfiniment méromorplie de x^ qu!on peut différentier et intégrer sur un chemin quelconque, en traitant
séparément de la même manière tous les termes de la série. Pour i= 2, la somme variable
des termes d\in amas continu (337) tend vers une limite jouissant des mêmes propriétés, à condition toute/ois que la même somme construite pour ;r = o, savoir
le {mil -h /ii2)«
tende vers une limite.
Pour /= I, et pour la somme variable
j^x — m II — nil
même chose a lieu encore, sous la condition précédente accompagnée de celle que la somme de composition semblable
ait aussi une limite.
[Nous supposons naturellement chacune des sommes (6), (8) débarrassée de son terme impossible où m = n = o.]
Pour démontrer ce théorème, on raisonnera exactement comme nous l'avons fait au n° 277 dans une circonstance analogue, en s'appuyant sur celui du n° 339, sur le fait particulier établi dans Talinéa I de la démonstration de ce dernier, puis, pour ce qui concerne les cas où f = 2, î = i , sur les formules
fournies par une décomposition évidente de tous les termes où « = mil H- nÙ n'est pas nul.
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nié re qu^ elles aient respectivement pour limites deux quantités arbitrairement choisies.
I. Les mêmes choses étant posées qiHaux n^^ 274 et 275, on a arec
(i2) modf_3< r^(T_3 p-,
o'-j désignant ici la somme des cubes ins^erses des modules des termes du tronçon de progression arithmétique considéré.
On raisonnera exactement comme au u^ 275, mais en partant de la relation
Ui-h h Ui ' a? M? \ Ui uf '"J^
également applicable à partir du moment où mod— se maintient au-dessous de 8 < i .
II. 1** Pour faciliter la conception des choses, nous tracerons deux axes rectangulaires sur un tableau plan, et nous nommerons jalon d'un terme quelconque Um,n d'une série quadruplement infinie le point de ce tableau ayant m, n pour abscisse et ordonnée.
Appelant ensuite M| <C Mj deux entiers de signes quelconques, N«, Nj deux autres entiers de même signe, donnant numériquement N4<;N2, nous construirons sur le tableau le rectangle [M|, M2, N|, N2] dont deux côtés opposés sont empruntés aux droites m = M|, /w = M2, les deux autres aux droites /i = N|, n = N2, et nous évaluerons d'abord la somme Sh^ h^ Nj,n, de tous les termes de l'expression (6) tombant (c'est-à-dire leurs jalons) sur le périmètre ou à l'intérieur de ce rectangle; ces termes sont ceux où m est compris entre M4 et M2 inclusivement, n entre N| et N2. Nous supposerons ensuite Nj, N2 positifs pour fixer les idées, et aussi Ni. assez grand pour que, dans les termes considérés, les rapports de modll et de modû à mod(mn -j- nù) soient toujours inférieurs à une quantité positive donnée 8 < i (339^ 1).
Les termes de notre somme où /i a une même valeur sont les carrés inverses des termes d'une progression arithmétique de raison — II, ayant pour extrêmes M,n -|- /lû, M i II -h /lû; la formule (il) donne donc pour leur somme
11 L(Mj — i)n-f-nQ M,n-hniiJ
-heL"^
Il faut faire ensuite « = N|, N| -f- 1, ..., N2, puis sommer de nouveau; la formule (5) du n® 275 donne alors
^ 1 \ r(Mi-i)n4-(Nt-hi)Qi rM,n-KN2-^i)ûi/
=>M,.M„N..N, j^^jj 1^ (Ml— 1)11 -h N, 12 J l M,nH-N,l> Ji (i3) ( "=>•«
On remarquera que la dernière partie de cette expression est la somme des termes tombant dans notre rectangle, d'une série quadruplement infinie qui est convergente elle-même et celle formée par les modules de ses termes. L'inégalité (12) montre effectivement que les modules des termes élémentaires de tîf,' sont inférieurs aux quantités positives
formant elles-mêmes une série de ce genre (339).
L'inégalité (6) du n° 275 montre que les termes de l'avant-
dernière partie, si l'on y néglige le facteur commun — —> ont des modules inférieurs aux quantités
TrT'"«'^(M.ll + /»!!)«' (« = N„N. + i, ...,N.)-
Si donc M2, N| restent fixes, et si N2 augmente indéfiniment, cette avant-dernière partie a une limite (273). Si M2 ou N<, ou Ions deux sont infinis, elle est infiniment petite; ceci résulte de ce que nous avons vu aux n*^' 274 et suivants.
Et de même pour l'antépénultième partie, où M| — i, N,, Nj jouent les mêmes rôles que Ma, N,, N2, dans l'avant-dernière.
2° Appelons maintenant M, N deux entiers positifs infinis, puis
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[M, N] le rectangle variable dont deux côtes opposés ont pour équations /n = ± M et les deux autres /i = zii N. Appelons en outre [M I, N|] un rectangle de ce genre, mais invariable, en dehors duquel le module de mil + nQ soit toujours supérieur à modil et a modû.
Si Ton décompose le rectangle [M, N] en sept autres, savoir : 1® le rectangle [M,, N|], 2° celui dont les côtés opposés ont pour équations /?i=±:M, n = Ni ou N, 3*^ celui dont les côtés sont caractérisés par m = — M ou — M|, n = o ou N<, 4 " le symétrique de celui-ci par rapport à l'axe des n, puis enfin les symétriques des trois précédents par rapport à Torigine des m, riy la formule (i3), appliquée successivement à chacun des six rectangles variables, donnera facilement, pour la somme ^h^^ des termes de l'expression (6) non extérieurs au rectangle [M, N],
2 ,r— Mn-uNûl
où xp^ ji est une certaine variante ajant une limite déterminée, de quelque manière que M, N augmentent indéfiniment.
Ainsi donc, on créera une limite pour Vexpression (6), en la composant des termes non extérieurs au rectangle [M, N],
et en assujettissant Cun ou Vautre des rapports -^^ i^à tendre
vers une limite déterminée,
3® En choisissant convenablement la limite de Vun ou Vautre des rapports ci-dessus, et en ajoutant aux termes contenus dans le rectangle [M, N] ceux que renferment certains polygones additionnels contigus à ce rectangle et formant avec lui un ensemble symétrique aussi par rapport à V origine des m, n, on peut faire acquérir à Vexpression (6) telle limite qu!on voudra.
Nous supprimons, pour abréger, cette partie de la démonstration dont les conséquences ne nous sont pas indispensables.
III. Les jalons non extérieurs au polygone déGni ci-dessus (II, 3**) ayant deux à deux des coordonnées égales et de signes contraires, la somme (8), quand on la compose de termes ayant ces
mêmes jalons, s'évanouit sans cesse et par suite a zéro pour limite.
Mais si, appelant M' la plus grande valeur de m dans ceux de ces termes où m > o, n = o, puis M'' un autre entier infini donnant au
rapport -^, une limite |jl non nulle, on introduit dans celte somme
les termes contigus
quand [jl > i, ou bien si l'on y supprime les termes
quand |jl est << i, la limite de cette même somme augmente toujours de — Jp (276, I). Elle augmente semblablement de -^ par
l'introduction ou la suppression de termes de la forme — • Pour
lui donner la valeur quelconque — > il suffit donc, en posant
a = a'-H ïV, de trouver pour [jl, v deux quantités positives donnant
( Û'/(fx)-hn''/(v) = a',
équations toujours résolubles de cette manière à cause de la nonnuUité du moment de n, û.
L'introduction ou la suppression des termes de mêmes jalons dans la somme (6) n'en modifie pas d'ailleurs la limite; car elle lui ajoute ou lui retranche les sommes des carrés inverses des termes de deux tronçons de progressions arithmétiques, dont ceux de moindres modules sont infinis (274).
Cette dernière observation achève évidemment la démonstration que nous avions à faire.
342. Les sommes qui constituent les derniers termes des formules (9), (10), ajant des limites indépendantes de leur composition, parce que leurs termes généraux appartiennent à des séries quadruplement infinies qui sont convergentes même quand on
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réduit chacun de leurs termes à son module (339), il résulte de ce qui précède que toutes les fonctions méromorphes que les sommes (5), {']) peuvent avoir pour limites, quand on les compose convenablement et semblablement , sont renfermées dans les formules
(i4) --+-C'— Cr-+-f,(a:),
OÙ C, Q sont deux constantes arbitraires et f|(x), (2(x) deux fonctions qui en sont indépendantes et s'évanouissent pour x = o.
Pour plus de simplicité nous rendrons C'=o, en prenant toujours symélriqye par rapport à l'origine des m, n le polygone réglant la composition variable commune des sommes (6), (8), comme nous l'avons indiqué ci-dessus (341, II, 3°), et nous représenterons alors la seconde de ces fonctions par H| (x), la première par H2(^).
Pour i^3, nous représenterons par S|(x) la somme de la série ayant (4) pour terme général, moyennant quoi on aura aussi bien
pour toute valeur de i et pour toute composition de cette somme semblable à celle ayant déjà engendré H| (x) et E2{x).
343. Les propriétés suivantes de toutes ces fonctions sont à peu près évidentes.
I. On a, quel que soit i
Car nous avons vu, au n** 340, que pour différentier la limite de la somme (7), quand elle existe, il suffit de différentier séparément chacune des fractions simples dont elle est composée (C/. 278, 1).
IL Celle d'indice i a pour seuls infinis, tous de degré iy les
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quantités mW-^-nù^ et en chacun d^eux, sa décomposition
donne la seule fraction simple 7 = 777-, (Cf. 278, II).
•^ ^ (x — mU — niiy ^ «^ ^ '
III. On a identiquement
Car le poljgone du n" 341, II, 3**, qui règle la composition de la somme (i 5) pour i= i ou i = 2^ et quipeul être censé la régler aussi pour £^3, ayant été essentiellement supposé symétrique par
rapporta l'origine des m, n, cette somme ne se compose, outre -^ï
que de paires de termes où m, n ont des valeurs respectivement égales et de signes contraires. Le changement de x en — x laisse
donc — et chacune de ces paires invariables, ou bien les change de
signe, selon que i est pair ou impair ( Cf. 278, VI).
IV. Pour i impair, on a
[='(')- îï].=r''-
Car, après la suppression de -^ dans la somme (i5), rhvpo-
thèse X = o y rend tous les termes deux à deux égaux et de signes conlraires(C/. 278, VII).
344. En appelant /?, q deux entiers indéterminés, on a ^identité fondamentale
(17) Si(a?-i-/?n-f-5rû) = S,(a7)-f-/?AnH-<7Aû, où An, Au sont deux constantes liées par Inégalité
(18) ûAn~nA.û=zii:i7c*,
selon que le second élément du rapport - est positif ou négatif. On a aussi
(»9) An=2Si^~J, Aû = -2Si^^j.
De plus, cette fonction Ei{x)peut être unipériodique, mais non bipériodique.
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I. Supposons pour commencer, que le polygone réglant la composition de la somme variable (7) soit le rectangle [M, N] du n" 341, II, 2®, puis, pour fixer les idées, que Ton ait
L'addition de II à j; augmente évidemment cette somme de la quantité
^ ^-+-(M-i-i/n — nû "" Zà X— Mil — /il2 '
qui (276, I) a pour limite évidente
et l'addition de û à j: augmente la même somme de
II. En posant
r, = Mn — Nû, f, = Mn-+-Nû, ^8 = — ^1= Nû — Mn,
et précisant les logarithmes comme au numéro cité, on a
<"' 'fê)-'(s)-*'-'
selon que le second élément de = est positif ou négatif,
I** Le premier membre de cette relation est évidemment égal à
m-'Cù'
accroissement éprouvé par /(^) quand t décrit la ligne brisée conduisant de t^ à ^3, puis de ^2 ^ ht ou bien, ce qui revient évidemment au même, quand t décrit la demi-circonférence de centre / = o, conduisant de ^< à ^3(= — t^ ), dans le même sens de rotation. Cette somme se réduit donc à ± izi suivant que ce sens est direct ou rétrograde (186 bis),
tl
2^ Maintenant, et en thèse générale, on observera que, trois points quelconques /|, t^^ t^ étant donnés, tout déplacement de Tun qui ne lui fait pas franchir la droite joignant les deux autres, c'est-à-dire qui ne fait pas passer par zéro la valeur du déterminant
et qui, par suite, lui laisse un signe invariable, ne change pas, pour un observateur placé au milieu du côté [/{ ^3] du triangle [^1 t^tz^. le seps de rotation du mouvement d\in point mobile allant de t\ à ^3 sur les autres côtés [/| ^2]» [^2^s] (lu même triangle.
Il en résulte que ce sens est direct ou rétrograde, selon que le déterminant (22) est positif ou négatif; car, sans changer ce sens, on peut amener les trois points en question à coïncider respectivement dans le premier cas avec i-j-i.o, o+i. i, — i-l-i.o, points pour lesquels à la fois le sens est direct et le déterminant positif, dans le second cas avec i -|- /.o, o-f- 1( — i), — i + l'.o, points pour lesquels les inverses ont lieu.
3° Comme pour nos points ^<, t^y <8= — <i, ce déterminant caractéristique se réduit à 4MN(n'Û'^— ff'û') et que MN est positif, il faudra bien, dans la relation (ai), choisir le signe + ou le signe — , selon que le moment (n'û" — U'^û') sera positif ou
négatif, c'est-à-dire selon que le second élément de ~ sera ^o (2o7), ou bien que celui de — sera ^o.
III. Les relations (20), (20 6/5) et (21) donnent immédiatement
Maintenant la fonction 'S| {x) précisée ci-dessus (l) et la fonction Si(j?) étant deux déterminations de l'expression (i 4) pour C'=o, on a
C désignant une certaine constante. On en conclut immédiatement
Si(ar -h n) — £1(2-) = en + e.l>n = An,
d'où la relation (17) complétée par l'égalité (18).
IV. Pour /? = i, q = 0 et x = > valeur qui n'est pas un
infini de S|(x) (343, II), la relation (17) donne (343, III)
An =3.(1) -s. (-5) = ,2.(5),
et l'on obtient de même la seconde des formules (19).
V. A cause de la propriété exprimée par Féquation (17), nous dirons que II, û sont de fausses périodes pour S| (a?), et nous appellerons An, Aq les augments correspondants de cette fonction.
VI. La distribution des infinis de ^\{x) (343, II) montre immédiatement que les seules périodes possibles de cette fonction sont de la forme pW-^-qQ {p, q non tous deux = o) ; et, en vertu de la relation (i^),/?! Il -|- Ç|û est effectivement une période si, par hasard,
ce qui est réalisable, par exemple, quand An = o, en prenant qi = o et Pi à volonté (Cf. 359, in/.).
Mais si /72 H + 92^ét^ît une seconde période, on aurait en outre
/>îAnH-^iAo = o, d'où
Pi ^1
Pi Ci
parce que, d'après l'égalité (18), on ne'peut avoir An= Aq = o. On pourrait donc trouver quatre entiers p, <|, [jL|, [1.2 donnant Pi = |jL,p, q^ = fX|cj,/>2= ['•2jpf ?a= \'-2^}'i moyennant quoi ces deux périodes seraient certainement composées de la période unique
pli +C|Û.
34S. Pour 1^2, la fonction E/(:r) est bipériodique aux périodes élémentaires II, Û.
Car la différentiation de la relation (17) combinée avec (i(3) donne alors l'identité caractéristique
Ces périodes n, Q sont d'ailleurs élémentaires, à cause de
la distribution spéciale des infinis communs de ces fonctions (343, II).
On pourrait encore employer le raisonnement direct du n^344, appuyé sur le théorème du n^ 274.
346. Si a^ ^, . . ., X désignent des constantes quelconques, mais incongrues selon le couple (II, û), toute /onction linéaire de quelques fonctions
(23) E(a7-a), S(a?-P), ..., S(ar-X),
dont celles d^ indice i sont d^une même pro^fenance quelconque, est une fonction bipériodique de x admettant les périodes H, û, pourvu toutefois que, dans cette expression linéaire, la somme des coefficients des fonctions H d'indice i se réduise à zéro.
Soient Â, B, ..., L ces coefficients de S» (a: — a), S|(j? — p), ..., H| ( x — X). Comme les fonctions S dUndices >> i admettent les périodes II, û(345), l'addition kxàcpYl + ^û augmente simplement l'expression linéaire considérée de
(A -H B -4-. . .-h L)(/> Aj, 4- ^r Aq),
c'est-à-dire de zéro en vertu de l'hypothèse (344).
Cette fonction a pour infinis évidents les quantités a, ^, . . ., )^; leurs degrés de multiplicité sont les plus grands indices des fonctions S où l'on a substitué (x — a), {x — P), . . . , (x — X), et les coefficients de l'expression linéaire sout précisément les numérateurs des fractions simples provenant de la décomposition de la fonction bipériodique ainsi engendrée.
347. Réciproquement, toute fonction bipériodique indéfiniment méromorphe f{x)^ aux périodes TL^ û, s'exprime linéairement au moyen de fonctions analogues à (28) et à indices convenablement choisis.
Soient . . .^clj, ... les infinis de/(x) tombant dans une méoie maille de son réseau élémentaire, et Aj j, A2,y, . . . , A/j, • . . les numérateurs des fractions simples en {x — ay)~*, [x — ^j)"^^ • - - , {x — ay)"', . . . provenant de la décomposition de f(x) relative-
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ment à ay. Le résultat de la sommation
SA/,yS/(ar — ay)
étendue à toutes les combinaisons de valeurs de e, j, qu'il j a lieu de considérer pour/(:r)y est indéfiniment méromorphe et admet les périodes II, û, parce que la somme des coedGcients de . . . , S|(j: — ay), ... s'y réduit au résidu intégral de f{x) dans la maille en question, c'est-à-dire à zéro (328), (346). De plus, cette fonction ne diffère de f{x) que d'une constante, parce que la décomposition des deux fonctions dans une même maille donne les mêmes fractions simples (343, II), (336). Donc, etc.
348. Appelons 'S,i(x) une détermination quelconque de S|(j:), construite sur les périodes (vraies ou fausses)
'n = «n -<- pu, 'û = yn -h 8û,
a, p. Y, 5 désignant des multiplicateurs entiers satisfaisant à la condition
Posons en outre
(25) 7g('A.n-«An-PAû)=l('A^a-YAn-5Aû; = A,
où 'A'n, 'A'û représentent les augments de 'S| ( j?). On a les relations
(26) 'S,(a?) — Si(ar;= Aar,
et, pour 1^3,
Cette dernière identité est évidente; car, pour t^ 3, S|(j?) est la somme d'une série quadruplement infinie dont les modules des termes sont en série convergente, et qui peut être sommée d'une manière quelconque sans altération de résultat. Or, le changement
du mode de sommation, accompagné de celui des périodes, n^est au fond qu^un simple changement dans le mode de la sommation ; car, à cause de la condition (a4)) Tensemble des valeurs de m'U-^n'Q coïncide exactement avec celui des valeurs de m II + n û.
Maintenant, comme à quelque facteur numérique près (343,1) le premier membre de (28), pour t = 3, est la dérivée première de celui de (27), seconde de celui de (a6), ceux de (a6) et (27) sont des formes linéaires ùlx + C et — A, où A, C sont des constantes qu41 nous reste à calculer.
La seconde est nulle, parce que, si Ton pose x =odans le premier membre de (26), après avoir retranché - de chacun de ses
termes, il reste o — 0 = 0 (343, IV).
ËnGn, et en vertu du théorème du n^ 344, le premier membre de (26) augmente de 'A'jj — (^A-u+PAq) quand x augmente de 'n = an + ^û, et le second de A'II; d*où pour A» la première valeur assignée par la formule (26). La seconde valeur s'obtient de la même manière en faisant croître a: de 'Û = yïl -h 8û. Leur égalité serait encore assurée parla combinaison des relations (18), (24)-
349. Comme toutes les déterminations de la fonction S| sonl celles de l'expression (i4) pour C'=o et pour une valeur quelconque attribuée à l'autre constante C, l'expression
(29) £:^a?)-hAa?
est réciproquement une certaine détermination de la fonction S| , quelle que soit la constante A.
On notera qu'eV existe toujours une fonction S|, mais une seule, ayant une quantité quelconque donnée pour augment de nom donné.
Pour que le premier augment par exemple de la fonction (29) soit égal à oAoq par exemple, il faut effectivement et il suffit que l'on ait
d'où
Mais l'autre augment n'est plus arbitraire, car il est lié au premier par la relation (18).
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3S0. En appelant M un entier positif, puis -*'S| {x) la fonction H| construite sur les fausses périodes t|> Û, açec un pre-
niier augment égal à An (349) et un second égal par suite à MAq [à cause de la relation (18)], on a V identité
G désignant une constante, nulle pour t > i, mais égale à pour i= i.
La difTérence dont il s'agit, qui est indéfiniment méromorphe,
admet ^> û pour périodes, ce qui est évident pour î > i (34o) et
vrai aussi pour / = i . Dans ce cas, en effet (344), l'accroissement ^r
attribué à x augmente respectivement ses deux parties des quantités éî^ales
Si^j7-f-M^^-S,(a7), An
et l'accroissement û les augmente des quantités encore égales
Aq X M, MAq.
D'ailleurs la même différence n'a pas d'infinis; car ses deux
termes ont pour Infinis communs les quantités m^ -^ nù^ et
ils donnent par leur décomposition les mêmes fractions simples pour chacun d'eux. Elle se réduit donc à une constante (336), et celle-ci est nulle quand z > i, parce que l'identité (3o) relative à ce cas peut aussi se déduire par différentiation de celle relative ki=i (343,1).
Si, quand 2 = 1, on ajoute membre à membre l'identité (3o)
pour x= -^ avec ce qu'elle donne pour x= ^y il vient
facilement (343, III)
à cause de
et l'on a bien C = F.
Cette formule (3o) est quelquefois utile à la simplification des expressions fournies pour les fonctions bipériodiques par le théorème du n® 347.
351. En ayant égard à la propriété de toutes les fonctions S, de pouvoir être difTérentîées et intégrées par la diflférentiation et Tintégration séparées, des fractions simples dont la sommation les a engendrées, et en raisonnant exactement comme aux n'** 28o et suivants, on obtient immédiatement les propositions qui terminent ce paragraphe.
Le produit des binômes linéaires
/Il II -H /i i2
dont sur le tableau les jalons remplissent un polygone de dimensions infinies jouissant de la double propriété d^étre symétrique par rapport à l'origine des m, n et de faire converger la somme (6), tend vers une limite 0{x) qui est une fonction de x indéfiniment olotrope; on suppose remplacé toutefois par x le facteur impossible oà m = w = o. Le produit semblablement composé des binômes
6 H- mW -hnii'
OU le paramètre 8 n'est pas de la forme mil -{- nÛ, tend aussi vers une limite 0{x, 6) qui est indéfiniment olotrope.
Ces fonctions s^expriment au moyen de la fonction S, (de
CHAPITRE X. — DEVELOPPEMENT DES FONCTIONS BIPÉRIODIQUBS
provenance semblable) par les formules
0{x) =arc^o L '-* (C/. 285),
/ S,(jr--6)rfx
0(:p, 6)= e^o (Cf.fSl).
353. Voici les principales propriétés de la fonction 0{x), T. On a l'équation différentielle et la condition initiale
f / — ^^ — ' = o, I OU bien = i I » pour a? = o, j
Cette équation montre que 0{x) peut avoir comme 3|(^) une période, jamais deux (344, VI), {Cf. 365, inf.)
II. Les zéros de 0(x) sont tous simples et se réduisent aux quantités mU 4- nQ (Cf. 286, II).
IV. On a les identités
(34) 0(a7-f.n)=— /°('"^?)o(jr), 0(ar + Û)= - cM"^«)o(;r). L'équation différentielle (82) donne
■^[iO(x-hU)-iO(x)] = :E,(x-hU)^s,,(x) = Xn (Ui),
d'où, par intégration et passage des logarithmes aux nombres,
0(a:-f-n)=Cc^n'0(ar),
C désignant une certaine constante.
En faisant dans cette relation x= — — > ayant égard à (33) et
divisant par 0( — j qui ne peut s'évanouir (II), il vient
An-r
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ce qui donne la première des formules (34); l*autxe s^établit de la même manière.
Toutes deux montrent que Taddition de pU-i-qQ à x multiplie 0{x) par une exponentielle dont le signe et l'exposant, fonction linéaire de x, s'obtiennent immédiatement.
Comme au n^ 344, V, nous appellerons II, û les fausses périodes de 0{x).
353. Pour exprimer 0{x^ 8) au moyen de 0{x)^ on a la relation
Soient
(36) mi, mj, ..., m^,
(3?) R» fAî, ..M f^r
deux groupes d^ entiers positifs satisfaisant à la condition
(38) (mj-4-/n2-h...-h m^) — ((Xi-f- jxj + ...-+- [Xy)=o, et
(39) ai, ai, ..., a^, (4d) ai, a,, ..., «y
deux groupes correspondants de quantités quelconques, mais toutes incongrues selon le couple (H, û), et satisfaisant à cette autre condition
(40 {ntiai-h /Wjat-f-. . .-H m^a^) — (jxiai 4-... -H ji^ay) =/>n h- g^Û,
/>, ç désignant deux entiers quelconques {positif s ou négatifs). Posons enfin
. . ^ __ kn(pU'{-qQ)z^q.2Tzi _ XQ(pU-i-çQ)±p.i7zi (42) A- ,
quantités égales en vertu de la relation (18).
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Uexpression
est une fonction indéfiniment méromorphe de x, aux périodes II, Û, ayant pour zéros aux degrés de multiplicité (36) respectivement les quantités (Sg), et pour infinis aux degrés de multiplicité (87) les quantités (4o).
Chaque terme de cette fraction étant indéfiniment olotrope comme 0{x) (351), et Texponentielie Tétant aussi, la fonction ^{x) est indéfiniment méromorphe.
Maintenant, si Ton change x en â?+n (352, IV), le second membre de notre formule est multiplié par — i élevé à une puissance d'exposant (/Wj + . . . 4- mg) — ( jjL| -H • • . -f- fty) et par une exponentielle d'exposant
An -f- An [(m,-4-. . .-4- m^) — (fji, -4-. . .-*- ixy)] far -h - j
— [(m,aiH-...-t-w^a^) — (fiiai-+-...-4-|Xyay)]
c'est-à-dire par iX^^^^'=i à cause des conditions (38), (4 ï)> (4^). Notre expression a donc II pour période, et de même û.
Finalement, comme 0{x) n'admet pour zéros, tous simples, que les quantités mil + nù (352, II), la même expression a bien pour zéros et infinis, aux degrés de multiplicité spécifiés, les quantités (89) et (4o) (avec toutes les valeurs de x qui leur sont congrues).
355. Réciproquement, si l'on représente par les notations (39), (4o)> (36), (37) les zéros et infinis incongrus de la fonction méromorphe F{x) aux périodes II, Û, ainsi que leurs degrés de multiplicité, et par A un coefficient convenablement choisi, on aura
(44) F(a7) = K*(ar),
K désignant une certaine constante.
D'une part (321) les entiers (36) (37) remplissent la condition (38); d'autre part (325) les quantités (39), (4o) satisfont à
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la condition (40? sauf à choisir convenablement les entiers/?, q. Si donc on prend pour A la valeur donnée par la formule (4^)9 l'expression (43) sera, diaprés le théorème précédent, une fonction méromorphe bipériodique, et aura en commun avec F(x) ses périodes II, û, ses zéros et infinis aux mêmes degrés de multiplicité. Le rapport ^ se réduit donc nécessairement à une constante (334), d'où la formule (44)-
Dans chaque cas particulier, la valeur de K se déduit d'une hypothèse numérique simple faite sur x. On pourrait remplacer
0(x — at), ..., 0(ir — at), ... par
0(a?, a,)0(— ai), ..., O^a?, ai)0(— «i), ... (353).
356. La formule suivante permet quelquefois de simplifier l'expression (43).
En appelant^^^O{x)^ la fonction O engendrée par r intégration de la fonction ^**'S|(j:) définie au n° 350, on a V identité
oà H est une certaine constante.
Pour y arriver, il suffit d'écrire l'identité (3o) pour î = i, de l'intégrer au moyen de la relation (32), puis de passer des logarithmes aux nombres.
£n faisant j? = o dans cette relation, après avoir divisé par x les deux termes de son premier membre, il vient (352, I)
357. La formule (44) fournit, pour la fonction bipériodique quelconque F(j:), une expression composée avec la seule fonction simple 0{x) [ou 0{x, 8)]; pour les calculs numériques, elle est donc bien préférable à celle du n" 347, qui contient les fonctions différentes S|, H2, . . . , et qui n'est pas comme celle-ci calculable par logarithmes. On conçoit qu'une Table des valeurs d'une fonc-
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tion Oi^-x;) puisse permettre de trouver facilement celles de toute fonction bipériodique offrant les mêmes périodes. On préfère naturellement pour cela une des deux fonctions 0(x) qui sont unipériodiques, et dont nous parlerons dans le prochain paragraphe (365, in/.).
358. Si'0{x), 0(x) désignent les deux fonctions O engendrées par l'intégration des fonctions 'S, (x)j S| (x) du n^ 348, on a entre elles la relation
En opérant sur Fidentité (26) comme nous Pavons fait au n® 356 sur ridentité (3o), on arrive à
et Ton a C = I, parce que le premier membre tend vers i quand x tend vers o (352, I).
Fonctions Si (a;) et 0{x) douées de périodicité simple.
359. Dans le paragraphe précédent, dont nous conservons les notations pour celui-ci en prolongeant son numérotage, nous avons vu (349) qu'on peut donner une valeur arbitrairement choisie à Tun ou à l'autre des augments de la fonction E| (x). Si donc on réduit le premier à o, elle acquiert la (vraie) période D, et si c'est le second, elle acquiert la période Q. L'autre augmenta alors déterminé par l'équation (18), ne peut jamais s'évanouir. Ce sont ces deux fonctions douées ainsi de périodicité simple, dont nous allons nous occuper; nous les représenterons par ^^^S|(j:), ^^'S|(j:), et nous ne parlerons que de la première, parce que tout ce qui la concerne s'applique à la seconde, mutatis mutandis.
En faisant An = o, l'équation (18) donne pour le second augment
de ^^^S| (j:), la valeur
. ITZl
selon que le second élément du rapport g est ^ o.
Comme la formule (20) donne *
JUjj =0
quand JÇ^= o, la fonction ^^S| (x) est la limite de la somme {'j) composée des termes dont les jalons sont contenus dans le rectangle [M, N] rfa /i** 341, II, 2®, pourvu quHl s'agrandisse indéfiniment sous la condition
(45) Iimjj=o.
360. La fonction ™Si (x) se développe en série trigonomé-trique doublement infinie par la formule
(46) t")Si(a7)= g'iin^^^^n (^ — ^*Û), {pour N infini).
I. On fait acquérir des limites aux expressions (6), (8), en composant chacune de tous les termes qui remplissent le rectangle [M, N] {celui ou Von aurait m = n = o, bien entendu, excepté), puis en faisant croître indéfiniment, M d^ abord, N ensuite,
\^ C'est évident pour l'expression (8) qui, étant ainsi toujours nulle, tend nécessairement vers o.
2® Pour M infini, la somme des termes de l'expression (6), où /i = o, a pour limite le double de la somme de la série
i^n» 2*n» mïfl*
qui est convergente (273). Celle des termes où n a une même valeur ^ o, tend, d'après le n** 283, vers
Ç,(/iû, -n)= f-JL-V-^J—, OÙ l'on a posé pour abréger
TZil
CHAPITRE X. — DÉVELOPPEMENT DEB FONCTIONS BIPÉRI0DIQUE
En négligeant donc le double de la quantité (47) et le facteur (3^) ' l'expression considérée tend, pour N invariable, M infini, vers le double de
sin'iv sin*2L '" sin'Nv
Or cette dernière somme est celle des N premiers termes d'une série convergente; car v n'étant pas nul, puisque le moment de n, û ne l'est pas, on écrira, si /est positif,
(t^\ t ^ at ^ ^ijer^')^
d'où
mod sin
à partir du moment où le module de l'exponentielle {C^'f^y infiniment petit à cause de — v''<o, se maintient au-dessous de la quantité positive invariable e <C i , et le second membre de cette inégalité est le terme général d'une progression géométrique de
raison e*"'^''< i.
Quand %," est négatif, on arrive à la même conclusion en multipliant par e^^' les deux termes de la fraction formant le membre médian des égalités (4S)-
II. Les limites mentionnées ci-dessus (I) sont égales à celles que fournit le rectangle [M, N] s' agrandissant sous la condition (45).
1*^ C'est encore évident pour l'expression (8) qui se réduit sans cesse à zéro.
2® Appelons maintenant Supi l'expression (6) composée des termes dont les jalons remplissent le rectangle [M, N], et $.,;« sa limite pour M infini, N conservant une valeur invariable.
Il est évident que la différence S.^i, — Su,?, est le double de la limite vers laquelle tend, pour M' infini, la somme Sh^i|.^_ji,î« des quantités^— = trrr dout Ics jalous remplissent le rectangle ayant ses
(mn-4-/iû)* j r D ./
côtés empruntés aux droites w = M -f- 1 ou = M', et /i = it: N.
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Or la formule (i 3) légèrement modifiée permet d'évaluer Suh.^^^, puis sa limite Su « _;v,n pour M' infini ; à part des quantités qui sont toujours infiniment petites quand M, N sont infinis, l'expression de cette dernière ne contient plus qu'un logarithme que la condition (45) fait tendre vers zéro. On a donc bien, sous cette condition,
lim Sm,n = fini S«,n.
III. Pour obtenir ^^Ej (x), il suffit donc, en vertu du théorème du n^ 340, de donner à la somme variable (7) la composition spécifiée dans l'alinéa (I).
Quand on fait croître M indéfiniment, la somme des quantités — — — ^^—2 — 77 dont les jalons tombent dans le rectangle [M, N], et où n a la même valeur, tend vers
t,(a? ~ nû, n) = J Ç, [ J {X - /ii2), «] = J cot J (x - nQ) (Î83),
et la formule (46) se trouve établie.
361 . En vertu des théorèmes des n*** 340, 277, on pourra diffêrentier la formule (46) ou V intégrer sur un chemin quelconque, en exécutant séparément les mêmes opérations sur les divers termes composant la somme variable du second membre.
Cette observation, combinée avec la relation (16), conduit pour la fonction S2(:r) de même provenance j c'est-à-dire limite de l'expression (5) composée comme nous l'avons expliqué cidessus (360, I), à la formule
(n)£,(2:)= (^)'liiny ' , (pour N in f ni).
^"/ ^sin^^(x^nil)
Ici on peut remplacer le second membre par la somme véritable de la série doublement infinie ayant f — ) î Dour
terme général, parce que celle-ci est convergente, même quand on réduit ses termes à leurs modules, comme le prouve le raisonnement fait ci-dessus (360, I, 2®).
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En poursuivant les difTérentiatlons, on obtient les développements des fonctions Z^{x)j E^Çx), • . • (dont la provenance est indifférente), en séries doublement infinies procédant suivant des fonctions circulaires faciles à calculer.
362. Chacune des fonctions ^^Si (^), ^^^S2(^), S3(^), S4 (x), ... est développable en une série qui, sauf son premier terme ^ procède suis^ant les sinus et cosinus des multiples entiers d'une même fonction linéaire de x. Et cette série converge pour toute valeur de x tombant entre deux droites parallèles à la période II menées par deux des infinis communs à toutes ces fonctions, de manière à n'en contenir aucun autre dans la bande qu'elles limitent.
Nous appellerons
le rapport — dont^ pour fixer les idées, nous supposerons le second élément p" positif; nous poserons, pour simplifier,
(49) e>«^P = e-iiip'e««''p' = y,
et l'on retiendra que mod^ < i à cause de p"> o.
I. Notre théorème est vrai pour la fonction ^^^S, {x) et pour les valeurs dex comprises entre les parallèles à II, menées par les infinis o,Q.
Les valeurs de x en question sont de la forme gW-^hù^ où g^ h sont deux quantités réelles dont la première est absolument indéterminée, dont la seconde est algébriquement > o et < 1.
En appelant v un entier positif, posant pour abréger — =- ^ = /,
et exprimant en exponentielles les cotangentes figurant dans le développement (46), il vient (220) :
1° Si n = V,
col- (a?— /iû)= i ^- — 7 = iii-k-iq^e-^-^ 2<7*^c-*'-»-. . .),
M. — II. a6
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2** Si 71= — V,
En négligeant efleclivement leurs premiers termes, les séries entre parenthèses sont des progressions géométriques dont les raisons q^e~^^ q^e^ ont des modules tous < i, parce que ce sont des exponentielles ayant pour exposants les quantités
dont les parties réelles sont essentiellement négatives.
En additionnant membre à membre, il vient, pour toute valeur de n non nulle,
(5o) ' cotg(a? — /iÛ)-t-col^ (a: -4-/112)
et dans la série entre crochets, non seulement les modules des termes forment une série convergente (ce que nous avons vu implicitement à l'instant), mais encore la somme Sv de cette série de modules est le terme général d'une série
§1 -t- è>2 -+-. . • -\~ ôy "^
qui est elle-même convergente. Car si l'on pose e~*^P' = 6 <[] i , les termes de 8v sont, dès que v est ^ i, inférieurs à ceux, de la progression géométrique décroissante
d'où
inégalité dont le second membre est le terme général d'une série évidemment convergente, à cause de 6^~* < i.
Il en résulte (107*) que, dans la série qui a pour termes les somïnes des séries figurant dans les seconds membres des formules analogues à (5o), on peut écrire et grouper d'une manière quelconque les termes élémentaires de ces séries partielles. Gela posé si l'on somme séparément ceux de ces termes élémentaires qui contiennent les mêmes différences d'exponentielles, et si Pon rem-
:ne
ui
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place ces différences par des sinus, la relation (46) donne
(n)^.(x)=-cotij*H--[^s.n-^+^,s.n>-*+...
C'est la formule que nous voulions établir dans la bande considérée.
II. Notre théorème est vrai pour la même fonction ^^^S« (œ) et pour les valeurs de x intérieures à la bande comprise entre les parallèles à n menées par les infinis A-û, [k -h i)û.
Si l'on pose j: = A:û h- r, en se souvenant que Aq = =- (359)
parce que nous supposons positif le second élément de — > il viendra
(52) tn>S,(a7) = (">S(r-4-X:û) = — X-~J'£-H("S,(r),
et r tombe dans la bande dont il était question ci-dessus (I). La formule (5i) est donc applicable au développement de ^^^S|(r) en série de sinus. En faisant ensuite X= x — /:û dans celte série^ portant celle-ci dans la relation (52), puis y remplaçant
sin/n— {x — kil) = sin ( it^-tt x — m.kiTzp \ par
(52 bis) cos/nX:2rp.sin/n— x — sin /n A: 2^^.00 s m— x,
on obtient dans la bande voulue le développement de ^^'Si(j?) en
série procédant suivant les sinus et cosinus des multiples de — j^.
Mais il faut y laisser groupées, les deux parties du terme général mis sous la forme (62 bis).
^.>^ III. Notre théorème est applicable à toutes les autres fonc-
j^l- tions spécifiées dans son énoncé.
Il résulte implicitement des considérations précédentes, que, ^- ^ en amincissant la bande où Ton a développé ^^^S| {x), par quelque
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rapprochement simultané des parallèles qui la limitent (si faible qu^il soit d'ailleurs), on obtient un espace où les modules des termes de la série (5i), ceux aussi des termes (non dédoublés) de la série construite dans Talinéa (II), restent respectivement inférieurs à des quantités positives en série convergente. Le théorème sur la diflPérentiation des séries de fonctions (275* bis) est donc applicable à celles dont il s'agit. Il suffira donc (343, I) de différentier séparément tous les termes des séries en question pour obtenir, à des facteurs numériques près, des développements analogues des fonctions ^^^^Sa(x), S3(;r), ....
Nous avons raisonné dans le cas où p'', second élément de
p = -> est positif; s'il était négatif, le module de e^'^'9 serait > i ,
mais alors celui de g-^ic/p serait < i , et, en représentant cette dernière quantité par q, on arriverait aux mêmes formules.
363. Par un simple changement de variable on déduit des considérations précédentes que, quelle que soit la constante a, les /onctions ^^S, (x — a), ^^^Sa (x — a), . . . , Sj (^ — a), . . . , sont susceptibles de développements analogues à ceux spécifiés aux n^* 360 et 361, ainsi qiCau n^ 362 pour V intérieur de toute bande parallèle à II, qui ne contient aucun de leurs infinis OL -i- mil 4- /ïû.
364. De pareils développements sont applicables à toute fonction de x^ indéfiniment méromorphe et bipériodique, ceux du /i° 362 n'étant valables qu^à l'intérieur d'une bande dont les bords sont tracés parallèlement à une période en laissant tous les infinis de la fonction à, son extérieur.
Ce théorème résulte immédiatement de la combinaison du précédent avec celui du n° 347 appliqué à la décomposition de la fonction bipériodique considérée en fonctions S ayant toutes en commun la période dont il s'agit.
Nous devons passer sous silence les détails de la construclion de ces diverses formules et les transformations avantageuses qu'on peut leur faire subir parfois.
365. Nous représenterons aussi par ^^^^0{x)y ^^^0{x) les fonc-
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lions 0{x) déduites de '^'S| (x), ^'^^Si (j?), par ÎDtégration et passage des logarithmes aux nombres 3 il nous suffira naturellement de parler de la première.
Comme on a ici An = o, Aq = ip -=- (359), les formules (34)
deviennent
(53) <")0(x -h n ) = —(^)0(x\ (n>0(a7 -f. û) = _ e=^ n r "^ « ; (n)O(ar). La première de ces relations donne
en vertu de quoi la fonction ^^^^0{x) est unipériodique avec la période iW\et cette dernière est élémentaire.QdXy d'après l'équation différentielle (Sa), toute période de ^^^0{x) est le produit de la période élémentaire de *^'S| {x) par quelque multiplicateur entier, pour lequel la première des formules (53) s'oppose à ce que Ton prenne i.
366. On a, pour le développement de cette fonction en série factorielle trigonométrique, la formule
(a7)=lim|
L ^^"^ïï^"
) sin^(a:-f-û) ^ ^
^^^0{x)—\\n\\ ... X— sin--r . TT it II
lin^ (a? — i2) sin^ (a:— Nl2) |
sin^(-û) sinJ(-Ni2) J
X • • . ^ ly {pour^ infini).
On obtient effectivement cette fonction (351 ), (359), (360, III)^ en formant le produit de tous les facteurs (3i) dont les jalons remplissent le rectangle [M, N], en cherchant ensuite la limite de ce produit pour M infini, puis la limite de cette limite pour N infini.
D'après le n° 293, les limites, pour M infini, des produits partiels de ceux de ces facteurs où n = o et de ceux où /i ^ o sont
*'"tï ^^ — ^^^ o(t, n)= — sin— a: et o(j?, H, /iû)= y
sin-(-/ili)
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mojennant quoi, la limile (toujours pour M inGni) du produit total considéré est bien le produit des 2N + i facteurs entre crochets dans le second membre de la formule (54) qui se trouve ainsi démontrée.
367. La relation (35) donne immédiatement la formule analogue
rsin!^(a? — e-4-Na) L sin-(— e-hNû)
\ sing(-e)
sin-^(ar — 0) sin^(a? — X • • • |> (pour ^infini).
iin^(a?-0 — Nû)!
sinJ(-e-Ni2) J
368. L'accouplement des deux facteurs où le multiplicateur de û a des valeurs égales et de signes contraires, suivi de transformations faciles, change la formule (54) en cette autre, ne contenant plus qu^une série factorielle simplement infinie :
<n)0(:r)=Hsin^xl 14- ÎL-)...( |_^ V/'--
'^ ^ it II \ (i_y)î / \ ^ (1-^')* /
ait A / 'Alt
n . ,: /i-^ycos-a. + y«\ li—,q
= — sm— ■ x
"cos— ir-f-ç*« \
La constante q est toujours définie par la formule (49)? et il
n^importe pas ici que p", second élément de p = => soit ^o ; mais dans le premier cas on peut écrire
(">C/(a?) = - sin- X- ; ^^ 1
parce que les séries factorielles formant les termes de cette fraction sont toutes deux convergentes (370, inf,).
La formule (55) se met par les mêmes moyens sous des formes semblables que le lecteur construira facilement.
Ces développements des fonctions ^0(j?), ^^0{x^ 8) reodent
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relativement facile la construction de Tables contenant les valeurs de leurs logarithmes, fournissant par suite (355) celles de toute fonction méromorphe ayant II et û pour périodes (C/. 292, III).
369. La fonction ^^'O(^) peut être développée en une série trigonométrique très remarquable; mais avant de la construire, il nous faut entrer dans quelques considérations générales qui, d'ailleurs, sont utiles dans plus d'une autre circonstance.
Étant donnée la suite des valeurs d'une variante à un indice,
le produit P^ des n premières est une nouvelle variante de même indice /i, qui peut ou non tendre vers quelque limite P, pour n infini. On dit dans le premier cas que la série /actorie lie
(56) UiUi...lln
ayant Un pour /acteur général, est convergente, et l'on nomme la limite P son produit, que Ton représente aussi par la notation (56).
On dit dans le second cas qu'elle est divergente, et aussi qu'elle a un produit infini, si P;, est une quantité infinie.
Quand l'un des facteurs est nul, P,, finit par l'être sans cesse, et la série a un produit = o. Ce cas excepté, on peut formuler cette observation générale :
Pour que la série (56) soit convergente et ait un produit différent de o, il est nécessaire et suffisant que Pn,p^ produit des p /acteurs qui suivent le /i*^'"*, tende vers i pour n infini, quelque relation qui puisse être établie entre n et p.
On a effectivement
d'où \im(Pn^p — i) = o, si l'on suppose que Pn tend vers une limite ^ o.
Réciproquement, si limP„,p= i, on peut assigner un entier v assez grand pour que, quel que soit/?, Pv,;y soit de la forme i + &, e ayant un module inférieur à une quantité positive e-< >• Alors
pour toute valeur de n supérieure à v, P« = PvPv,n_v a un module inférieur à (i + s)modPv, et, dès lors, n'est pas inGnie. Donc Prt+/, — P/i = P«(P/i,/» — i) tend vers zéro, et P« est une variante douée de limite (54*).
Pour les mêmes valeurs de /i, on a enfin modP/, > (i — e) modPy ; donc limP,, n'est pas nulle.
370. De là il résulte notamment que si la série (56) est convergente sans avoir un produit nul, son facteur général tend vers i , que par suite il est de la forme
Un=l-^C[
nt
OÙ an est une quantité infiniment petite. On a maintenant la règle particulière de convergence que voici :
Si
(57) «1, tf], . . ., Œ/i, . . .,
modules de
forment une série (ordinaire) com^ergente, la série factorielle
(58) (i -4- ai)(i + a,) . . . (i -h a„) . . .
est cons^ergente aussi {avec un produit ^ o, quand aucun facteur ne s'évanouit).
I. On obtient une série convergente en écrivant, dans un ordre quelconque, les quantités
produits des modules (57) associés odo, lài, 2^2, 3^3, . . . , indéfiniment et de toutes les manières possibles y mais sans répétition.
En posant
(60) ai -h ai -h «8+...= Si,
et formant les carré, cube, ... de cette série par la règle du
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n® 111*, on voit iinmédialement que les séries
«1 fltj -f- «1 otj -4- ajftj -+-... = Sji (^0 { «!«,«, -H = 23,
sont convergentes, et que leurs sommes satisfont aux inégalités
Si l'on a S, < I , la série i + S, + Sj + . . . est convergente, et la série i -i- S, + 22 + . . . aussi à plus forte raison^ la série de séries, formée par i suivi des premiers membres des égalités (60), (61), remplit donc les conditions permettant de lui appliquer le théorème du n° 107*, d'où résulte immédiatement le point en question.
Mais il subsiste encore si Ton a Sf ^ i ; car alors, en appelant ay un terme assez éloigné dans la série (60) pour que le reste correspondant SJ'» soit <i, puis If^\ 2'^\ ... ce que deviennent les séries (61) quand on y substitue o aux modules
puis enfin
les sommes des produits de ces derniers modules associés 1 à i, 2 à 2, . . . , V à V, on a évidemment, au delà de /i = v,
moyennant quoi i, S|, Sj, £3, ... forment encore une série convergente, parce que la condition S7'< 1 assure la convergence de la série 1 + 2^^+ S!J'^ + . . . , comme nous l'avons constaté tout à . l'heure.
II. Les produits
I, aj, cixi ^3} ..., cLxCt^j cL\CiZi ^i^ii ••.) diCt^ai, ...,
ayant précisément pour modules les produits semblables (Sg), les conclusions de Talinéa précédent leur sont textuellement applicables. Or on peut évidemment les écrire dans un ordre de succession, et assigner un entier N/i infini avec n, tous deux tels que la
somme des N/, premiers termes de la série convergente qu^ils forment ainsi soit précisément le développement de P/j produit des n premiers facteurs de la série factorielle (58). Cette dernière est donc convergente, puisque P/i a pour limite la somme de la série ordinaire dont nous venons de parler.
Sous la même hypothèse, la série factorielle
(62) (i-haiar)(n-ajar)...(i-+-artir)...
converge pour toute valeur de x^ et a pour produit une fonction indéfiniment olotrope de cette variable.
Car, en appelant \ un module quelconque attribué à x^ la con~ vergence de la série (60) entraîne toujours celle de la série correspondante
en outre, l'application des considérations de Talinéa II du numéro ci-dessus aux quantités
\j a\X^ Or^^i CL%x^ •••7 aia^x^y aia^x^j a%aix^^ .,., axaia^x^, ...,
permet de mettre immédiatement le produit de la série factorielle (62) sous forme d'une série entière en x dont la convergence est illimitée.
On remarquera que (si an ^ o) cette fonction indéfiniment olotrope a les quantités
ai
y an
pour zéros tous simples, et qu'elle n'en peut avoir d'autres (369).
372. Nous avons encore quelques mots à dire sur les séries doublement infinies de la forme
(63) ... -h a_na?-'»-h...-{-a-ia7->-i- ao -+- «i ic -H . . . -h a^ ^"* H- • • ■ ,
c'est-à-dire procédant suivant les puissances à exposants entiers d'une seule variable x^ croissant (algébriquement) de gauche à droite, décroissant de droite à gauche.
CHAPITRE X. — DÉVELOPPEMENT DES FONCTIONS BIPÉRI0DIQUE
I. Une pareille série pouvant être considérée comme provenant de la réunion de deux séries entières par rapport, Tune à x^ Tautre
à -, la condition de sa convergence pour quelque valeur de x
est l'existence de deux quantités positives S < R telles, que le module du terme général soit fini pour rood^ = R quand son indice est infini positif, et aussi pour mod^ = S quand cet indice est infini négatif (272), (114*).
II. Quand de pareilles quantités existent, les modules mêmes des termes de la série forment une série convergente pour S < mod^< R, c'est-à-dire pour toute valeur de x intérieure à la couronne de convergence [S, R] comprise entre les circonférences décrites de l'origine O^ pour centre avec S, R pour rajons {loc. cit.),
III. Dans la couronne de convergence [S, R], la somme de la série (63) est une fonction olotrope de x.
Les séries entières
aj^ant évidemàient les cercles de convergence [O^, R], 1 Ox^-^
décrits des origines 0^, Ox' pour centres, avec R, g pour raj^ons, j sont respectivement olotropes (140*); la fonction composée ^(^x)='^(-j est donc olotrope à l'extérieur du cercle [Oj., S] décrit de Ox pour centre avec S pour rayon, parce que la fonction simple — y jouit de cette propriété, et qu'elle n'y prend que des
valeurs intérieures au cercle Ox', 4 (153*), (248*). La somme
ff{x) -^- ^{x) de la série (63) est donc olotrope dans l'espace à la fois intérieur à [Ox, R] et extérieur à [Ox, S], c'est-à-dire dans la couronne [S, R].
Comme à l'intérieur de la même couronne, la série (63) ne cesse pas d'être convergente quand on réduit ses termes à leurs modules (II), on y peut différentier ou intégrer sa somme terme à terme (275* bis).
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IV. Pour que la somme /(w) de la série (63) soit nulle identiquement dans la couronne précitée, il suffit évidemment et il faut aussi que tous ses coefficients soient nuls.
I® Pour toutes valeurs de x non extérieures à une couronne
comprise entre les circonférences de centre commun Ox et de
rayons S', R' donnant
où les lettres S, R conservent la signification qu'elles avaient dans Falinéa II, on peut assigner des limites supérieures Mm, N^n indépendantes de X et tendant vers o pour m, — n infinis, aux sommes des deux séries (simplement infinies) formées par les modules des termes de (63) dont les indices surpassent m ou sont inférieurs à — n, et aux modules mêmes des sommes des deux séries formées par les termes dont il s'agit (117*).
2° En s*appuyant sur cette observation, et en raisonnant comme au n° 130*, on prouvera sans difficulté que, parmi les valeurs de x ayant un même module r compris entre S et R, il en existe nécessairement quelqu'une rendant
inod/(a:)^a^r*',
module correspondant d'un terme quelconque de la série (63). Si donc on a toujours /(^) = o, on aura certainement a^ = o pour toute valeur positive, nulle ou négative de l'indice g,
V. Pour que deux séries de cette forme aient des sommes identiquement égales, il est suffisant et nécessaire que les coefficients de deux termes semblables y soient indéfiniment égaux {Cf. 137*).
VI. Pour toutes valeurs de x intérieures à une couronne de coni^ergence commune à plusieurs séries de la forme (63), on peut y comme si elles étaient de simples polynômes entiers en x et x~* , développer en une nouvelle série de même forme, admettant la même couronne de convergence, toute expression entière formée avec leurs sommes {Cf. 116*, VII).
En supposant p" > o comme au n^ 362, on a pour ^0{x
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le développement doublement infini
(°>0(a7) = HL... + (-i)— «y » e '" +...-c"n%-e"'
^ttt converge pour toute valeur de x^ et que l'accouplement des exponentielles transforme en la série simplement infinie
sin-jar— <7 * sin3 Tj a?-4-y » sin5 ^ a? — ... j, formules où Von doit prendre
27tl
Si
l'on
pose
27ti 1(1 — ^,)(i — g*). ..]'
— -JT
la subslilulion des exponentielles aux sinus permet de mettre la formule (54) sous la forme
parce que l'égalité mody<;i entraîne la convergence de la série modqr + mod 5^^ + . . . , puis (370) celle des trois séries factorielles entre crochets, ceci pour toute valeur de^^ o.
Comme les deux dernières sont développables en deux séries entières, l'une en j^, l'autre en^~' (371)? le produit ^^^^0{x) est développable en une série de la forme (63) par rapport ky (372, VI). Nous allons en calculer les coefficients.
II. Le développement de l'expression où n est un entier positif, où z représente une variable indépen-
dan te, est une somme de monômes en js à exposants positifs et négatifs compris entre — /i et + n inclusivement, et eu posant
(69) (n{z)=z O-nZ-'^'h. ..-4-0^3*'-+-...-+- Û«5«,
les coefficients a sont des polynômes entiers en q s'obtenant comme il suit.
La relation de définition donne immédiatement
fnCgz) = r ^ (niz) = (n{z),
c'est-à-dire
{q^ ^ Z)in{qz)^{\->r q^ Z)in{z),
d'où en remplaçant în par son développement (69), et égalant les coefficients de -3^*, (S'<'*)7
puis la relation générale entre deux coefficients consécutifs
I I — qn-<r\-^g *^ qg x^qH-g *^>
Si y maintenant, on fait successivement dans cette récurrence ^ = A", A" -I- I , . . . , (/i — i), si l'on multiplie membre à membre, et si l'on observe que û,i est nécessairement égal à gr'+2+ ■•+f"~*', produit des coefficients de z dans les n derniers facteurs de l'expression (68), on trouve pour l'expression générale de Oai
m. Quand n augmente indéfiniment, f/ï(-3) a pour limite
parce que les séries factorielles entre crochets sont convergentes pour la même cause que celles de la relation (67); et il est évident (370) que le polj^nôme û>t se change en une série entière en q^ dont la somme est précisément a*, coefficient de s* dans le développement de f(^z) en série doublement infinie procédant suivant les puissances de s à exposants entiers positifs et négatifs.
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Le dénominateur de la fraction figurant dans Pexpression de ûk a pour limite le produit (non==o) de la série factorielle (i — gr)(i — gr2) . . . ^ qui est convergente comme toutes celles dont nous avons parlé. Quant au numérateur, il a pour limite i, parce qu'il est précisément le produit des n — k facteurs suivant le {n -h A:)'^"* dans la même série factorielle (369). On a donc
(70 ) ai: = IJm ûjt = f-.
IV^ Le développement du produit des trois derniers facteurs de l'expression (67) étant évidemment égal à celui de
f(—y*) __ X' /_,u/T,vtA-i
on trouve bien la relation (64) complétée par la formule (65), en faisant pour a^ et y les substitutions (70), (66), et en écrivant /72 + I à la place de A*.
374. Les fonctions unipériodiques ^^S« {x)y ^^^0{x) ne sont pas polarisées (âBl).
Car si la première Tétait, sa dérivée — ^^'S2(^) le serait aussi (270). Or, c'est impossible, car celle-ci admet l'autre période û (345), et, dans toute bande construite sur II, parallèlement à Û, qui contient une infinité de mailles élémentaires, l'équation — ^'^^^.;^[x)= Uq possède, quelle que soit ao, des racines en nombre illimité (265), (320, III).
Si c'était la seconde, la fonction Z^!},""] ='^^^{^) (352, I)
serait aussi polarisée (270)^ or nous venons de constater l'impossibilité de ce fait.
Expressions générales des intégrales elliptiques.
375. Au moyen des fonctions que nous venons d'étudier (et des fonctions algébriques, logarithmiques, etc.), on peut exprimer toutes les intégrales elliptiques, et en parliculîer les plus simples
d'entre elles, auxquelles toutes peuvent être réduites (298). Mais auparavant, il convient de résoudre le problème suivant dont on remarquera l'analogie avec celui du n^ 295, et qui se confond en quelque sorte avec celui du calcul d'une intégrale elliptique quelconque (377, inf,),
E7t>4.ésignant par f{x) une fonction bipériodique indéfini-ment méro^HOi^he, calculer V intégrale indéfinie
^"-^^ ff{x)dx.
Nous pouvons procéder exactement comme si f{x) était une simple fraction rationnelle. Soient effectivement (II, û), un couple de périodes de f{x) (qu'il y aurait avantage à prendre élémentaires s'il s'agissait de calculs numériques) et Sf {x)^ "E^^x)^ . . . , 0{x)y les fonctions connexes des paragraphes précédents, construites avec n, Û pour fausses ou vraies périodes.
D'après ce qu'on a vu au n** 347, /(a?) s'exptime linéairement au moyen des fonctions S par une formule pouva>3it être écrite
f{x) = K -H I.kij'Eiix - oLj),
ai, ..., ay, ... étant les infinis numériquement distincts que f{x) possède dans une maille donnée de son réseau, et A<y le numérateur de la fraction simple qui a (j? — ay)' pour dénominateur dans la décomposition connue àe f[x).
L'intégration indéfinie de cette formule donne, en appelant G la constante arbitraire,
ff{x)dx = G-hKj7H-2A./,y/Sj(:r '-QLj)dx,
Or on a (aux constantes arbitraires près) : 1** Quand i est > i (343, I),
f'Ei{x—7.j)dx =
3,_,(a7 — ay);
— t-hi
2« Quand f = i (352,1),
ce qui achève la solution du problème.
L'intégrale se compose donc de quatre parties, savoir : i ° la fonction linéaire G -i- Kar ; 2° une partie méromorphe et bipériodique,
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aux périodes II, Q dey*(^), c'est l'ensemble des termes contenant des fonctions S d'indices ^2 (345); 3° une partie encore méromorphe, ayant II, Û pour fausses périodes, c'est le groupe des termes contenant des fonctions £i; 4^ une partie non méromorphe ayant des phases singulières logarithmiques, c'est celle qui contient les fonctions I0{a: — ay)^ ces termes proviennent de ceux de la formule de décomposition (1) où S a l'indice i. Selon les valeurs des coefficients A/j, telle ou telle de ces parties existera effectivement ou manquera dans l'expression de notre intégrale. Et l'on aperçoit immédiatement les conditions que /(x) doit remplir pour que l'intégrale soit de telle ou telle sorte ; pout que celle-ci soit méromorphe par exemple, la condition est la même que s\f{x) était une fraction rationnelle : il faut et il sujjlt que tous les résidus def{x) soient nuls.
Chacune des fonctions £2 (•2? — olj) entrant dans la deuxième partie de l'intégrale est du second ordre, parce que sa maille élémentaire contient un seul infini qui est double (321 ) ; elle est ainsi exprimable algébriquement au moyen d'une fonction quelconque du second ordre à périodes égales (331), (381, inf.)\ de plus, les fonctions correspondantes ^^{x — ay), ^^{x — ay), . . . sont les dérivées de ces expressions à des facteurs numériques près (343, 1). Cette seconde partie de Vintégrale est donc transformable en un polynôme linéaire par rapport à des fonctions algébriques d'une même fonction du second ordre et à quelques-unes de leurs dérivées,
376. On donne souvent à la solution de ce problème une forme différente mais bien moins nette, en exprimant y( a:) au moyen d'une fonction du second ordre aux mêmes périodes et de sa dérivée (381, inf.)^ puis en faisant usage de formules de réduction qui ramènent le calcul de l'intégrale à celui de quatre autres relativement très simples. Mais le fond reste le même, et l'algorithme devient celui de la réduction de l'intégrale elliptique la plus générale, tant soit peu déguisé.
377. Le calcul de l'intégrale elliptique quelconque (a) /F[u, /^(ïï^]€ftt,
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F désignant naturellement une fonction rationnelle de deux variables, et cp(;/) un polynôme du troisième ou du quatrième degré en {/, se ramène au problème précédent, comme nous le disions tout à Theure. Appelons efiectivement C{x) une intégrale E^(x) ou E(x) suivant le cas (305), (302), de Téquation diflëren-
tielle
du /—> - -
et exécutons dans Tintégrale (2) la substitution (3) u = C{x), d'où du = C'(x)dx.
Comme on a
dx
il vient
/f[w, y/^)]du = fF[C{x), C'(x)]C'(x)dx.
Or maintenant (255) la fonction sous le signe / n'est pas autre chose qu'une certaine fonction de^r, méromorphe etbipériodique. Après avoir calculé cette intégrale (375), il suffira d'y remplacer x par sa valeur en u tirée de l'équation (3), pour obtenir l'intégrale cherchée (2).
378.' Le calcul de l'une des intégrales elliptiques réduites (298) est naturellement le cas le plus simple de la question précédente. La substitution (3) ramène l'intégrale de première espèce à
(4) fdx,
celles de deuxième espèce à
(5) fC{x)dx, fC{x)^dx, et celle de troisième espèce a
/dx C(x)^a
L'intégrale (4) est simplement la fonction inverse de C(jr), c'est-à-dire la racine de l'équation (3) résolue par rapport à x, La première des intégrales (5) est d'une nature ou d'une autre.
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selon que ff{u) est du troisième ou du quatrième degré. Dans le premier cas, C{x) a un infini double (305, I), et Tintégrale est mëromorphe. Dans le second, C{x) a deux infinis simples (incongrus) et l'intégrale a pour valeur A/ ^^ — "ErWs + ^î *? P désignent ici ces infinis de C(x), et A, — A, les résidus correspondants (328). De même pour la seconde de ces intégrales, dont la nature dépend en outre des valeurs des coefficients des premiers termes du développement de C{x) en série procédant suivant les puissances de (x — a) à exposants entiers, les premiers négatifs, différence où a représente un infini de la fonction.
Comme H n'est pas un zéro de f (</) (2S4), cette quantité n'est pas une valeur cardinale de C(x) (304, IV), la fonction figurant dans rintégrale (6) n'a que des infinis simples, et celle-ci a toujours des phases singulières logarithmiques.
Si II était un zéro de f{u)^ c'est-à-dire une valeur cardinale de C(x)j la fonction sous le signe / n'aurait que des infinis doubles, et l'intégrale serait méromorphe. Celte influence de la valeur de Cl sur la nature de l'intégrale, s'accorde avec la distinction analogue que nous avons dû faire dans la réduction de l'intégrale ultra-elliptique.
Plus tard (415 et suiv., inf.) nous achèverons cette solution, en transformant les intégrales elliptiques de façon à spécifier la fonction C{x) de la manière la plus avantageuse.
CHAPITRE XL
SUITE DBS TROIS PRÉCÉDENTS. — POINTS SAILLANTS DE LA THÉORIE DES FONCTIONS BIPÉRIODIQUES DU SECOND ORDRE.
Expression d'une fonction bipériodique quelconque au moyen d'une fonction du second ordre aux mêmes périodes. -— Addition et soustraction des arguments; multiplication et division.
379. Dans sa maille élémentaire, une fonction bipériodique du second ordre ne peut avoir que deux infinis simples ou un seul infini double (321), et nous avons remarqué (323) que les fonctions E(a:), E^(a:), étudiées au début de cette théorie, sont du second ordre.
Réciproquement, toute fonction bipériodique du second ordre u =if{x) est une fonction E(j?) si ses infinis sont simples, une fonction E^(;r) sUls sont doubles.
Nous reportant au n^ 333, nous remarquerons que dans le premier cas on a m =^ 2, Y = 2, d*où m -h y = 4 î ti est donc l'intégrale d'une équation différentielle de la forme
(I) (5ïj-?(") = ^>
où ^{u) est un polynôme de degré effectif 4, et sans facteur multiple. Effectivement si ^{u) était divisible par {u — a)*, la substitution M = a -f- - changerait Téquation différentielle (i) en une
autre exprimant -,- par un radical carré portant sur un polynôme
en v^ du deuxième degré seulement, et v^ u par suite, ne seraient pas bipériodiques (228 et suis?.).
Or l'équation différentielle (i) est bien celle d'une fonction E(x), et le raisonnement est le même pour le second cas de l'énoncé.
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Cette identité complète entre les fonctions du second ordre et les fonctions E(x), E^(a;) nous permet de confondre désormais toutes celles-ci sous la dénomination de fonctions du second ordre, les premières à infinis simples, les dernières à infinis: doubles,
380. De toutes les fonctions bipériodiques méromorphes, celles du second ordre sont les plus simples, notamment par leur équation différentielle (333); en outre, toutes les autres leur sont liées par de simples équations du premier ou du deuxième degré (331). A ce double titre, elles méritent donc une étude plus approfondie; mais Texiguïté de notre cadre n*en comporte pas les détails étendus et minutieux, et nous devons nous borner à de simples aperçus.
Une fonction du second ordre dépend de six paramètres, en particulier des cinq coefficients du polynôme du quatrième degré en u qui figure dans Téquation différentielle (celui de u^ étant =s o pour les fonctions à infinis doubles), et de la valeur qu*elle prend pour une valeur initiale donnée de x^ l'ambiguïté comportée par ces données se levant par la désignation de celle des deux valeurs opposées du radical, à choisir pour sa valeur initiale.
Mais il est souvent avantageux de choisir ces paramètres d'une autre manière. On peut prendre à cet effet les deux périodes, la constante supplémentaire, un zéro, un infini, et la valeur de la fonction qui correspond à une valeur de x n^ étant ni un zéro ni un infini. U résulte effectivement : i" du n° 354-, qu'on peut toujours construire une fonction du second ordre pour laquelle ces six objets aient des valeurs données quelconques (n'impliquant toutefois aucune contradiction, comme par exemple si le moment des périodes données était nul, si la valeur du zéro donné était congrue à celle de l'infini, etc.); 2® du n** 334, que deux fonctions du second ordre ne peuvent satisfaire simultanément à toutes ces conditions sans être identiques.
Ce sont tels ou tels de ces paramètres, qui habituellement entrent, explicitement ou implicitement, dans les formules relatives aux fonctions du second ordre.
381. Soient u =f(^x) une fonction du second ordre ayant S pour constante supplémentaire, et U = F(;r) une fonction
d^ ordre m admettant les périodes élémentaires de f{x)\ F(jr) s^ exprime algébriquement au moyen def{x) : I** Si Von a V identité
(2) F(S-a:)=F(ar),
par la formule
M, L désignant des polynômes entiers en f{x) sans /acteur commun, dans l'ensemble desquels le degré effectif de cette
fonction atteint précisément — {alors nécessairement entier) \ 2® Sinon, par la formule
(4) F(,)=MdlN^.
^(/) représentant le polynôme du quatrième ou du troisième degré en f{x), produit des excès de cette fonction sur ses quatre ou trois valeurs cardinales (304, IV), (305), et L, M, N trois polynômes entiers en f dont les degrés ne peuvent respectivement surpasser les limites m, m^ m — a.
I. La première partie de notre énoncé est un simple cas particulier du théorème du n° 331, où Ton a e/= 2 à cause de l'identité (2).
II. Si f{x) est la fonction u = E(;r) étudiée aux n^^ 302 et suivants, et si Von appelle y^u) un polynôme entier en u sans facteurs multiples, la condition nécessaire et suffisante pour
que ^x{u) soit fonction méromorphe de x est que y{u) se réduise au produit d'une constante par un nombre pair des facteurs linéaires de (f{u)^
En vertu de la théorie des radicaux (125), celui que nous considérons ne peut cesser d'être fonction méromorphe de x que pour quelque valeur de x rendant x{u) nul ou infini; et alors il cesse
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efiectivemeDt de Tétre ou non, selon que le degré de multiplicité de la valeur correspondante de x est impair ou pair {loc. cit.).
Soient u — k un facteur linéaire de x{u)j et Ç une racine de E{x) = k. Si k n'est pas l'une des valeurs cardinales a, &, c, rf, 5 est zéro simple de w — k (304, IV), de x{u) par suite qui n'a par hypothèse que des facteurs linéaires distincts, et notre radical cesse d'être olotrope en x = ^. Si au contraire A' est Tune de des quatre valeurs, ^ est zéro double de /(^)) et notre radical est olotrope en :r = Ç.
Soit i un infini de E(;r); comme il est simple (304, V), son degré de multiplicité pour ^(e/) est le degré même de ce polynôme. Notre radical reste donc méromorphe en â? ::^ i ou non, suivant que ce degré est pair ou impair.
De la combinaison de ces deux observations, résulte bien l'exactitude du point que nous avions en vue.
III. Pour que le même radical \J'fJ^u) admette en outre les périodes II, û de E(a;), il faut et il suffît que x{u) soit une constante, ou bien le produit d^une constante par les quatre binômes (5).
La condition énoncée est évidemment suffisante; car si elle est remplie, notre radical se réduit à une constante, ou bien, sauf un multiplicateur constant (302), à E'(j:;) qui a bien II, û pour périodes (319).
Pour prouver sa nécessité, supposons que y^{u) contienne seulement deux des facteurs linéaires (5), que l'on ait par exemple
résolvons par rapport à x l'équation
E(ar) — u =0,
en prenant pour valeurs initiales un couple quelconque (xq, Uo)^ de solutions numériques de cette équation, Xq n'annulant pas toutefois E'(x)= a', demi-dérivée partielle par rapport à u'= ~r-àii
premier membre de l'équation difTérentiellede la fonction 2/ = E(^); faisons cheminer u de Uq à Uq sur deux boucles consécutives [6],
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[a], enveloppant respectivement les points 6, a^ une seule fois chacun, mais aucun des deux autres c, d^ et nommons x'^ la valeur finale de x.
Inversement ii = E(^) suit de Wo en Uq les deux boucles [6], [a\y quand on fait décrire à ^, considérée maintenant comme variable indépendante, le chemin que cette quantité traitée comme fonction implicite de u avait parcouru. Or
et ce radical revient évidemment à sa valeur initiale; on a donc à la fois E(:c;) = E(^o), E'(x;)==E'(^o), d'où (333, III)
Mais comme ce cheminement de x ramène y/a — rf, y/// — b à leurs valeurs initiales multipliées respectivement par -f- i et — i,
notre radical ^y{u) revient à sa valeur initiale multipliée par — 1 5 il n'admet donc pas les périodes O, û.
IV. Quand u est une fonction de second ordre à infinis doubles, on obtient de la même manière les conditions voulues pour que le
radical yJxi^O (supposé non constant) soit méromorphe, puis pour qu'il ait les périodes de u. En appelant/), q, r les valeurs cardinales (finies) de w, la première condition est que le polynôme y^{it) ^c contienne que tels ou tels des facteurs linéaires
u — /), u — y, u — r; la seconde est quHl les contienne tous trois.
V. En vertu de l'hypothèse combinée avec le théorème du n^ 331, U est liée à u par une équation irréductible de la forme
LU» — 2MU-hP=o,
où les degrés effectifs de L, M, P, polynômes entiers en w, ne surpassent pas m, l'un au moins atteignant ce nombre. La' résolution de cette équation donne
On peut mettre la formule (4) sous Informe
(7) r(ar)= j^ ,
se réduisant à
si Von a par hasard
A cause de l'équation différentielle de la fonction du second ordre/ (379), et à un facteur constant près, le radical de l'expression (4) se réduit précisément à/'(j:), d'où la formule (7).
La différentiation de l'identité fondamentale
(10) f(S^x)=f{x) donne
(11) fXS-x) = -f(x).
Si donc la relation (9) a lieu, le changement de ^ en S — x dans (7) n'y change que le signe du premier membre et celui du dernier terme du numérateur du second membre. On en conclut M = o, puis la formule (8).
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383. Le théorème précédent trouve une application intéressante dans la démonstration de celui-ci.
En appelant x^y deux variables indépendantes, on a
oùAy B, C, D, H sont des polynômes entiers €n/{x)y/(y), sans diviseur commun à tous, jouissant en outre des propriétés suivantes : A., D, H sont symétriques par rapport à /(x)^ /(y)t mais la permutation de ces dernières /onctions change h en C, et inversement; les paires de degrés maximums en J{^)',/{y)i des 5 polynômes A, B, C, D, H sont respectivement ( 2, 2), (o, 2), (2,0), (0,0), (2,2).
I. Comme f(x -{-y) est, pour toute valeur de y, une fonction de Xf bipériodique et du second ordre, admettant les périodes élémentaires II, û de /(^), elle s'exprime au moyen de cette dernière par la formule (7), N étant indépendant àe/(x), L, M étant des polynômes entiers eny(x), de degré 2 au plus. On trouve ainsi
OÙ maintenant Lo, • . • , Mo, . . . , No sont tous indépendants de x. En y changeant j? en S — Xy puis en ayant égard aux identités (10), (i i)> il vient une autre relation qui, retranchée membre à membre de la précédente, conduit à celle-ci
dont le second membre est, pour toute valeur de x, une fonction bipériodique de y, aux périodes II, û. En attribuant maintenant à X trois valeurs particulières x^, X2, ^3, telles que/(X|),/(jr2), f{xz) soient deux à deux inégales, on déduira de cette relation
trois équations linéaires simultanées, d'où les rapports fT' fr^ ^
pourront être tirés, parce que leurs coefficients y ont un déterminant p^o (411*, II). Et les expressions de ces rapports sont ainsi
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des fonctions bipériodiques de y, aux périodes II, û communes aux trois seconds membres.
En y ayant égard, et en raisonnant exactement de la même manière sur l'équation (i3), on constatera que les trois autres
rapports -—> -^9 — sont de même nature que les précédents; en
d'autres termes, les 7 coefficients Lq, ... sont proportionnels, égaux même comme on peut évidemment le supposer, à autant de fonctions bipériodiques de y aux périodes H, û, partant exprimables en f{y)y f'{y) par des formules du genre de (7). Ces raisonnements supposent que No n'est pas =0, quelle que solt^; or c'est ce qui a lieu. Car autrement, on aurait, quelles que fussent X et y^ f{x +y) :^/(S — x -\-y) =f{^ — JK)j identité dont la fausseté est évidente.
IL On mettra ensuite la formule (i3) sous la forme (12), en y portant ces expressions de Lq, . . ., multipliant les deux termes du second membre par ce que devient son dénominateur quand on y substitue — f'{y) à /'(x), remplaçant partout [f'(y)Y par son expression entière enf(y), ^[f{y)] tirée de l'équation différentielle de f(y) (379), en supprimant enfin tout facteur entier enf(x), f{y)i qui diviserait à la fois le dénominateur et les coefficients de ^^ f'{x)^ f'{y)'if'{^)f\y) au numérateur.
III. Permutons maintenant x et y^ appelons Jl>, ... ce que deviennent Â, . . . , et égalons identiquement cette nouvelle expression Ae fi^x +jk) à la première (12) ; on obtient ainsi
(HX-SA)-f-(HG-5B)/'(rr) -h(Haft,-5G)/'(j^)H-(H(D-5D)/'(rr)/'(r) = o.
Mais, comme les équations différentielles de f{x), f{y) sont entières et du deuxième degré en/'(^),/'(j^) (379), de plus irréductibles (333), pette relation ne peut avoir lieu, quelles que soient ar, j^(332, II), sans que les polynômes en/(^),/(j^) y multipliant ^ y f'{^)^ f'{y), f\x) f'(y) soient tous identiquement nuls, ce qui donne
A "" B "" G "" D " h "'' comme on le constate sans difficulté.
IV. En s^appujant sur l'irréduclibilité des équations dîffërentîelles àef{x),/{y) et sur la symétrie de H, on prouve enfin que ce dernier polynôme ne peut avoir un diviseur entier en f{x)^ rationnel en f{y), /^{y)j sans qu^on ne puisse supposer celui-ci entier ^n /(y) aussi, et indépendant de /'(y)', mais la démonstration est plus longue que difficile, et nous la supprimons pour abréger.
On en conclut que les expressions
(i4) II, K-hCf'(y), B + D/'(j),
considérées comme des polynômes entiers en /{x)<, n'ont aucun diviseur commun de ce genre, dont le degré efiectif soit >o. Car ce diviseur commun, forcément rationnel enf{y)^ f\y)^ pourrait être supposé se réduire à un simple polynôme entier en /(a:), /'(^) seulement, se transformant dès lors en lui-même par la substitution de S — y ky^ divisant ainsi
en outre et à la fois, divisant simultanément en conséquence Â, B, C, D, H, lesquels, au contraire, ont été débarrassés de tout diviseur commun.
L*égalité identique des seconds membres des relations (12), (i3) et l'irréductibilité de l'équation différentielle de f{x) assurant la proportionnalité des expressions (i4) ^ trois polynômes entiers en f{x)^ de degrés maximums 2, 2, o, ces mêmes degrés seront précisément ceux des expressions considérées, puisqu'elles n'ont aucun diviseur commun entier en /{x). D'où résulte immédiatement l'exactitude des valeurs assignées par notre énoncé aux degrés des polynômes A, • . . .
V. Quant aux coefficients des polynômes A, . . . , leurs valeurs se calculent, pour chaque fonction /(a:), par la méthode que nous suivrons pour celle qui sert de type à toutes les autres (405, in/.).
384. L'expression de/{x — y) se déduit de la formule (12) par le changement de x en S — x, qui laisse/(^) invariable, qui change f{x) en -/'(x), et f{x +y) en /[S - (x -y)] =/(x -y).
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385. En faisant successivement j^ = x^ ax, . . •, (/i — i)^(lans la formule (12), ellefournit des expressions de /( 2 j:),/( 3 a:), . . ., f{nx)^ qui se ramènent facilement à des fonctions rationnelles de/(a:),/'(:r), contenant cette dérivée au numérateur seulement et au premier degré. C'est immédiat pour/(2 j:), par la substitution deo[/(j:)] à [/'(^)]*. Dans /( 3 j:) figure /(2a?) déjà connue, el f\*kx) qu'on en déduit par différentiation. On introduit ainsi f^{x)^ mais on s'en débarrasse au moyen de l'équation différentielle de/, donnant f'\x)=^^^'{f). On amène le dénominateur à ne plus contenir que des puissances paires dey*'(^), en multipliant les deux termes de l'expression par un facteur convenable; puis on substitue partout {p(/) à/'^. Et de même ensuite pour /(4^), ....
Une méthode plus directe consiste à remarquer (\we¥{x)=f{nx)
est une fonction du second ordre aux périodes élémentaires -« -9
partant une fonction d'ordre 2 /i^, relativement à (II, û) (322). Il en résulte immédiatement (331), que F(x), f{x) sont liées par une équation entière de degrés 2, 2/1^, ou 1, /t^, suivant le cas, ou bien encore que la première fonction s'exprime au moyen de la seconde de la manière indiquée tout à l'heure.
On a F(S — ^)=y(/iS — f^^)s si donc il existe entre S, II, û et l'entier n une relation telle que S, /zS soient congrues suivant le couple (n, û), on aura F(S — x) = F(.r), et f{x) n'entrera pas dans l'expression de/(/iJc) qui sera de la forme (3). C'est ce qui arrive quel que soit /i, quand S =^ o, c'est-à-dire quand f{x) est une fonction paire de x.
386. En substituant -kx dans la relation entière entre f{nx) el/{x)j celle-ci se change en une équation entière de degrés 2,2/1* (ou i,/i*) entre /(^) et/[-]> et la résolution de cette dernière
fournira l'expression de/f - j au moyen de/(x).
Transformations primaires.
387. La réduction et la classification des intégrales elliptiques ont d'abord occupé les géomètres, qui n'ont pas tardé à recon-
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nailre Timpor tance relalive plus considérable de celles de première espèce. Ne pouvant les exprimer au moyen des fonctions qu'ils connaissaient, ils ont cherché des substitutions algébriques de nature à modifier seulement les coefficients du polynôme du troisième ou du quatrième degré figurant sous le radical, sans que Tintégrale cessât d^être elliptique et de première espèce. lis voulaient ainsi faciliter le calcul numérique de ces intégrales en les réduisant à des formes plus simples et moins nombreuses, et aussi obtenir entre elles des relations intéressantes en théorie. Cette recherche constitue le problème de la transformation des intégrales elliptiques de première espèce, qui peut s'énoncer comme il suit :
Dans l'équation différentielle
dux _^ du
entre la variable indépendante u et la fonction u^y on donneles coefficients a^^\ . . ., a^*^ du second membre; trouver pour ceux du premier toutes les combinaisons de valeurs satisfaisant à des relations données entre eux et a^^\ .,., a^*\ qui font acquérir à cette équation une intégrale algébrique, c'est-à-dire racine de quelque équation entière entre elles et u
(2) u)(mi, w) = o;
calculer en même temps l'intégrale dont il s'agit, ou, ce qui revient au même, les coefficients de cette dernière équation.
Ce problème étant résolu, il est clair qu'en tirant inversement de l'équation (2) u ='^(W|), cette substitution donnera à Tintëgrale
la forme
du
du
que l'on avait en vue.
A la fin du n** 223 nous avons exécuté une opération de ce genre pour une intégrale ultra-elliptique, en cherchant la substitution (4) où t, 0? jouaient les mêmes rôles qu'ici m,, u; les relations impo-
GHÀPITRS XI. — FONCTIONS BIPÊRIODIQUES DU SECOND ORDRE
sëes entre les coefficients du poljnôme ^(t) se réduisaient à celle égalant à o celui de t^".
Tout d'abord la transformation a été traitée directement, c'està-dire par des procédés impliquant seulement la considération de fonctions algébriques (rationnelles ou irrationnelles), et ce sont précisément des solutions se formulant d'une manière simple et remarquable par l'introduction des fonctions inverses, qui ont fixé définitivement l'attention des géomètres sur ces dernières. C'est ainsi, par exemple, qu'ils ont découvert la formule de l'addition des arguments (383), mais inversée.
Une fois acquise et développée, la notion des fonctions inverses a permis de résoudre le problème d'une manière infiniment plus nette, et de tirer de ses diverses solutions autant de propriétés particulières de ces fonctions. C'est ce que nous allons expliquer.
388. On peut considérer u^ et u comme fonctions d'une même variable x, à laquelle elles seraient liées par les équations difierenlielles obtenues en égalant séparément à dx les deux membres de Téquation (i). Ces équations définissant alors deux fonctions bipériodiques de second ordre W|=/, (j;), ii=/(^x) (302), le problème de la transformation revient à ceci :
La fonction f{x) étant donnée, trouver toutes celles de second ordre f\{x) qui lui sont liées par quelque équation entière et irréductible
et pour lesquelles les coefficients a^^\ • . ., a^^^ satisfont aux conditions posées; calculer simultanément les coefficients de cette dernière équation.
Les théorèmes des n" 330, 331 permettent d'assigner immédiatement la nature générale de/i . Il faut en vertu du premier, que les fonctions f^^ f aient en commun quelque même couple de périodes, c'est-à-dire que leurs périodes élémentaires soient liées par deux équations linéaires et homogènes à coefficients entiers
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telles, qu^ aucun des déterminants
Pi Çi
Pï 9ï
ne soit nul. Et cette condition est suffisante en vertu du second théorème.
Les fonctions /i se trouveront ainsi parmi les fonctions du second ordre ayant pour périodes élémentaires toutes les valeurs de IIi, Û, tirées des équations (4) après Tattribution aux éléments entiers des déterminants (5) de toutes les combinaisons de valeurs possibles. On limite le nombre des solutions en imposant à l'équation (3) la condition de contenir /i, / à des degrés effectifs déterminés, et on achève en s'arrangeant de manière que les coefficients a^^\ . . . , a^^^ satisfassent aux conditions voulues.
389. Le cas le plus simple, et qui est utile à la solution de tous les autres, est celui où f^ doit n'entrer qu'au premier degré dans l'équation (3), être par suite exprimable rationnellement au moyen de /. La transformation est alors dite rationnelle, et l'on nomme son degré, le degré même de celte équation (3) par rapport à/*.
Pour quey« soit fonction composée rationnelle de/*, il faut et il suffit (381) que les périodes élémentaires de /soient des périodes de/i, et que la constante supplémentaire S de /"soit congrue à celle S| de /i suivant le couple (H,, û|), c'est-à-dire que l'on ail
/?in,H-gr,û, = n,
S| = s -h /'illi-h *iûi,
/7i, ' . . , 5| désignant 6 entiers.
Si l'on pose
l'ordre de/i(a:) qui est a relativement à (IIi, û,),est ± 2N relativement au couple (II, û) (322). Le degré de la transformation
est donc égal à — - = riz N.
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Pour obtenir une transformation de degré donné X, il faut donc trouver, pour N = ±»}î!), quelque système de solutions entières de l'équation indéterminée ('^ bis) aux 4 entiers inconnus ptj q^j p\ , q\ , tirer des équations (6) les valeurs correspondantes de Hi , û| , puis conserver parmi les fonctions du second ordre qui ont ces périodes élémentaires et une constante supplémentaire congrue à S suivant ces mêmes périodes, celles qui correspondent à des coefficients a*,®\ . . . , a^^^ satisfaisant aux conditions posées. Les coefficients de la fonction rationnelle en /qui est l'expression de fs se calculent ensuite par tel ou tel moyen particulier.
L'exiguïté de notre cadre nous interdit de pousser la solution au delà de cette grossière ébauche; d'ailleurs on n'exécute guère d'autres transformations, que celles intéressant la fonction elliptique )^(^), dont nous parlerons dans le Chapitre suivant. Nous pouvons cependant traiter un cas des plus faciles, qui conduit à la connaissance de propriétés essentielles des fonctions du second ordre, et à l'explication du choix que les géomètres ont fait de cette fonction X pour type de toutes les autres.
390. Nous exécuterons une transformation rationnelle du premier degré, en imposant aux coefficients a',®\ . . . , a^/^ de l'équation (i) la condition d'être respectivement égaux à a^'\ . . ., a^*\ Les fonctions /< (x), /(^) introduites au n** 388 seront alors des intégrales de la même équation différentielle
dx et Ton aura par suite (304, II)
r désignant quelque constante. Les deux fonctions /i, /'ayant ainsi les mêmes périodes élémentaires, les équations (6) sont possibles en nombres entiers donnant N == =b i . Mais il faut encore, en vertu de (7), que leurs constantes supplémentaires soient congrues. En appelant toujours S celle de /(x), celle de f{^x -f- r) est évidemment congrue à S — iY, Il faut donc que iY soit congru à o, c'est-à-dire que l'on ait à des multiples près des M. — îl. 28
périodes élémentaires II, û, commuDes à/(ar),/4(jr),
r = o, ou = — > ou = — » ou = •
En d'autres termes : si T a Vune de ces quatre valeurs, ù l'exclusion de toute autre^ on a identiquement
a, p, Y, S désignant certaines constantes dont le déterminani n'est pas nul {sans quoi /{x -{-T)^ partant /{x)y dégénéreraient en des constantes).
Des quatre formules ainsi obtenues, la première se réduit à f{x)=.f{x) et n'apprend rien; la dernière est une conséquence de la seconde et de la troisième, car on l'obtient évidemment en
tirant de cette troisième l'expression de/(^ + 7 H — ) ^i" moyen
de/(xH ] y puis en remplaçant dans le résultat /[x H j par
son expression en f{x) fournie par la seconde. Mais la seconde et la troisième ont des seconds membres distincts, car autrement
on aurait identiquement fix H — j z=flx -\ — ] > ce qui ne se
peut, puisque —» - ne sont pas des quantités congrues; et elles
expriment des propriétés nouvelles et fort importantes d'une fonction quelconque du second ordre. Nous les nommerons les deux transformations primaires de cette fonction, relatives à ses périodes élémentaires II, û, respectivement,
La formule (8) oii F représente ainsi — » ou -i s'écrit encore
^f{^)f{^ H- r)H- P/(:r)H- 8/(ar + r)4- y = o,
et donne par le changement de ^ en ;r + F,
à cause de/(x -H 2T) = /(x), En retranchant membre à membre, il vient donc
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d'où 8 = p, parce que, x -\-T et x n'étant pas des quantités congrues, le second facteur ne peut s'évanouir identiquement.
Cette observation donne à la transformation primaire qui correspond à la période élémentaire quelconque T, la forme définitive
(9) «r/(-P)/(^^- i)^ Pr [/(^)+/(^-^ ^)]
+ Yr = o.
391. Qu'elle soit du genre E(x) ou E^{x)j la fonction /(:c) a toujours trois valeurs cardinales finies
(lO) Oy by c,
au mojen desquelles les coefficients de cette transformation s'expriment immédiatement. Mais, auparavant, il faut préciser des corrélations importantes entre leurs combinaisons et les divers couples possibles de périodes élémentaires.
Des racines quelconques Xa, xsj Xc des trois équations numériques
/(x) — a=o, f{x)—b = 0y J{x)—c = Oy
étant doubles chacune, les sommes Xa-\- :Ca= a^r^, 2x1,^ iXc sont toutes congrues à la constante supplémentaire de f{x)^ suivant un quelconque (II, Û) de ses couples de périodes élémentaires; par suite, elles le sont deux à deux. Comme deux de ces racines ne peuvent jamais l'être, les trois différences
OC(i — • SOffy 3C(i ^o *^b '^c
le sont respectivement aux trois quantités
disposées dans un ordre convenable. Si ces congruences ont lieu précisément pour l'ordre ci-dessus, nous dirons que la période D et C association {ab)j la période û et V association (ac), s'appartiennent, réciproquement et respectivement.
Les points suivants s'établissent ensuite très facilement.
I. A toute association de deux des trois quantités (10), appartient toujours quelque période faisant partie d'un couple été-
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mentaire; ea faisant donc abstraction de Tordre des périodes, tous les couples élémentaires se partagent en trois genres, caractérisés chacun par telle des trois combinaisons deux à deux des trois associations possibles (bc), (ca), (ab).
II. Pour que le couple élémentaire quelconque
i n, = ocn + pu, j û, = YH -h 8û,
avec
= rti.
soit du genre rfc (II, û), il faut et il suffit que, dans ce déterminant, les éléments soient impairs sur une diagonale, pairs sur l'autre; et, selon que la diagonale principale contient ainsi des éléments impairs ou pairs, O^, Û4 et II, û individuellement et respectivement, ou bien û|, IIi et II, û appartiendront aux mêmes associations des valeurs cardinales (10).
Par exemple, pour la fonction E(^) étudiée au n° 302, les périodes n, û fournies par les formules (24) de Talinéa VII, c'està-dire par le calcul de l'intégrale ( i3) de Talinéa I sur deux chemins fermés enveloppant l'un a et 6, l'autre a et c, à l'exclusion de toutes autres valeurs cardinales, appartiennent aux associations {ab) et {ac) (304, IV).
392. Si, maintenant, on suppose, pour fixer les idées^ que la période T soit n appartenant à l'association {ab)^ et si, dans la
transformation primaire (9), on fait d'abord x=^Xat x -\
deviendra congru à Xb^ d^o\i/(xa) = ct^ f(xa-] — ) = ^j P*iîs
(12) aba^'{-(a-^ b)Pj^-h^^==o.
Si l'on y fait ensuite x = Xc, on aura/(j:c) = c ei/(xc-\ — ) = </f
quatrième valeur cardinale de f{x)^ parce que ql{xc-\ ) étant
une quantité congrue à la constante supplémentaire, alors que
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Xc-\ ne peut l'être ni à Xa, ni à a:^, ni à Xcy f{xc-\ ) est une
valeur cardinale de /(x) étrangère au groupe (io). Il vient ainsi
(i3) cd^ji -H (c -h rf) Pn + ïn = o.
Les équations (12), (i3) sont précisément celles dont la résolution fournira des quantités proportionnelles aux coefficients ajj, ?n> Yn» ^^^) s' '^s déterminants des coefficients de ces inconnues prises successivement deux à deux s'évanouissaient tous trois, il viendrait immédiatement
a -\- b = c -h d, ab = cdj
d'où a = c, 6 = rf ou bien a = d^ 6 = c, ce qui est impossible. Si </ était infinie, réquation(i 3) devrait naturellement être remplacée par
Les équations linéaires simultanées
l bd0L^^{b-^d)^^-^^^ = O
détermineront de même les coefficients de la transformation primaire relative à la période û supposée appartenir à l'association («è).
393. Le théorème suivant ne nous est pas encore utile, mais nous le plaçons ici pour le rapprocher de ceux sur lesquels sa démonstration s'appuie.
Nous appellerons E(^) la fonction bipériodique du second ordre des n"' 302 et suiv., aux valeurs cardinales a, 6, c, d, finies toutes quatre, aux périodes élémentaires II, Û, appartenant aux associations (a6), {ac) (391), puis H une constante ^o, et nous .considérerons la fonction
que nous savons être méromorphe (381, II), avec quelque couple de périodes appartenant à E(a:) (330). Cela posé :
Si Von a l'égalité
la fonction X(a:) est du second ordre avec
„ « n n, ûH —
pour périodes élémentaires.
Sinon, elle est du quatrième ordre avec
pour périodes élémentaires.
T. Les périodes de X(x) appartenant à
X(ar)»=H[E(r)-a][E(a7)— 6],
nous déterminerons d^abord toutes les constantes F rendant la différence
(i6) X(a7 + r)«-<3^(x)> = H[E(:FH-r) — E(x)][E(a?-+-r)-HE(a:)— (a-h6)]
nulle identiquement; ce seront les périodes de ^(x)', parmi lesquelles nous chercherons ensuite celles de ^{x). On annulera naturellement le premier facteur de cette expression, en prenant pour F une somme de multiples entiers de n, û; le second facteur reste donc seul à discuter.
L'identité
(17) E(a7-4-r)-+-E(ar) — (a-i-ô) = o
est nécessairement quelque transformation primaire de E(x) (390) ; d'où (à des multiples de II, û près)
r=~ ou =— ou = •
Les coefficients a, p, y de ces trois transformations se tirent d'équations linéaires simultanées analogues à (12), (i3), et, en exprimant qu'ils ont pour valeurs o, i , — {a-\-b) respectivement, on forme les trois systèmes de conditions correspondants
(a-hô) — {c -{- d) cd — ab ab{c-hd) — cd{a'-\-b)'
{a-^c) — {b-\-d) ~~ bd — ac " ac(b -h d)--bd{a -^- c)*
(a-4-c/; — (6-H-c) "~ bc — ad "" ad{b -¥- c) — bc(a ■+- d )'
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Le second système est irréalisable, car il donnerait
(18) a-{-c = b-hd,
puis
ac{d — a) -h bd{b — c) = o.
Cette égalité combinée avec la précédente
conduirait soit à d — a=zb — c = o, ce qui est impossible, puisque a, fr, c, d sont des quantités toutes inégales, soit à
(19) ac == bdy
ce qui est impossible encore, car les égalités (18) et (19) entraîneraient pour a, c la propriété d'être respectivement égales kb^d ou à d^ b.
Le troisième système Test également pour des raisons semblables. Le premier système seul est possible ; il entraîne Tégalité (i 5),
conditions nécessaires et suffisantes pour que l'identité (17) puisse avoir lieu.
IL Si Fégalilé (i5) n'exisle pas, 2f(y{a:y ne peut ainsi avoir d'autres périodes que celles de E(^); et comme les périodes élémentaires deX(:r) appartiennent à son carré, elles sont nécessairement des formes
Mais en raisonnant exactement comme au n^381, III, on trouvera
(ao) 5^(a?-+-n)= Sf^(x),
(ai) X(a? H- û) = — Sl^{x) ;
il faut donc que g y s soient des entiers pairs et l'on obtiendra IIi, Ûi, en donnant au déterminant {ps — qr) sa valeur minimum qui
est ici ±2. On pourra donc prendre
lli=n, û, = 2Û,
comme le dit notre énoncé.
Les infinis de X(j:) sont évidemment ceux de E(x), simples aussi, et sa maille élémentaire, double de celle de E(j;), en contient 4; cette fonction est donc du quatrième ordre.
III. Uexamen de Tautre cas exige le lemme suivant. Posons
appelons «', u"{==.%0 — u') deux valeurs de u symétriques par rapport au point O, et [u' u"]i un chemin tracé arbitrairement de u' à w" sous la seule condition que réuni à son symétrique [m"«']2 il forme un contour fermé [u'u"u'] sans nœud et ne passant pas par a (ni partant par b). Cela posé, quand u décrit le chemin [a'w"], le radical
(22) ifl(a)= ^~(u~âj(u^-b)
revient à sa valeur initiale ou bien passe à la valeur opposée y selon que le contour \^u' id' u'^ ne contient aucun des points a, 6, ou les contient tous deux.
i^ Supposons d^abord que Ton ait
a = — b = i\^Of d'où 0 = 0, avec
(23) ^(m)=: v/â* — qî.
Quand le contour fermé [u^u" u'] laisse les points =i= qen dehors de lui, le chemin [w'a"], quel qu'il soit, peut être remplacé par la droite u^Ou suivie de la droite 0„m". Alors, u^ dont les éléments restent proportionnels à eux mêmes, comme ceux de m, décrit le segment rectiligne joignant u'^ à o, puis ce même segment en sens contraire à cause de u"^ = ( — w')^, et le radical (aS) revient visiblement à sa valeur initiale.
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Quand le même contour enveloppe 4 (et partant — ij), le chemin [w'w"] peut être remplacé par un autre composé de [w'U'], segment du rayon vecteur Ouu' conduisant à une quantité U' de module supérieur à modi|, de [U'U"] demi-circonférence ayant pour diamètre le segment rectiligne tracé de U' à U"^ = — U', et enfin du segment [U''w"]. La marche de u sur ce nouveau chemin fait décrire à u^ le segment rectiligne [m'^U'*] dont le prolongement seul contient le point w'==o, puis la circonférence entière [U'* U''*] de rayon ]> mod()^, puis enfin le segment [U'=^ u!^\
Il en résulte que le radical
revient à sa valeur initiale, parce que, pendant le mouvement
de u^ sur la circonférence [U'^U"*], -^ conserve un module < 1.
Le radical considéré A{u)=- uSi^{u) passe donc à une valeur finale opposée à sa valeur initiale, parce que u passe de u\k u" •=■ — u' . 2° SUl en est autrement, la substitution
M = tf -h u.
donne au radical (22) la forme y/'u- — fl*-* considérée ci-dessus (i**), où Ij = ih — ^ — ^o, et les mêmes conclusions subsistent.
IV. Nous plaçant enfin dans le cas spécifié par l'égalité (i5), nous tracerons le contour fermé [ a' w"w'] de manière qu'il contienne à son intérieur a, partant b aussi, mais non le point 0, ni par suite
le point d à cause de = = 0, et nous ferons décrire
à M le demi-contour [«'w"]. En vertu du lemme précédent (III), le radical (22) changera alors de signe, mais non le radical
et ^^[u)y égal au produit de y'G par ces deux radicaux, changera de signe.
On en conclut que l'intégrale (i 3) du n®302, prise sur [«'^/w'], c'est-à-dire II, est double du résultat obtenu en la prenant sur
[w'a"]i seulement. On a eflectivement
Jf* jiu r du, C ^^^^
et si, dans cette dernière intégrale partielle, on pose « = 20 — t?, d'où y (m) =: <p(r), du^= — dv^ le nouveau chemin d'intégration coïncidera avec [m'w"], et, d'après le lemme III, les valeurs du nouveau radical devront être prises opposées à celles correspondantes de Tancien; or, ces diverses modifications se compensent évidemment, de manière à rendre cette seconde intégrale égale à l'autre intégrale partielle.
Celle-ci étant ainsi égale à — > on voit que réciproquement
m[= E(^)] passe de u' à «/"(par le chemin [ a' «/]), quand x passe (par un chemin convenable) de x\ racine quelconque de E(x) = m',
à x^ -\ — j que, par suite (III), le radical (22) change de signe. En
d'autres termes, on a
(24) Sf^(x-\-^\ = — ^{x),
D'ailleurs, et comme dans l'alinéa II, on aura ici encore la relation (20) (renfermée maintenant dans l'identité précédente), et aussi la relation (21).
Les quantités —y û sont ainsi des périodes de ^{^xY\ de plus,
elles sont élémentaires, parce que cette fonction ayant dans la maille construite sur II, û les deux infinis deE(jr), mais chacun double, y est du quatrième ordre, et qu'ainsi sa maille élémentaire ne peut être moins de la moitié de celle-ci. Relativement aux périodes élémentaires IIi, ûf de X(x), on a donc pour la même raison que ci-dessus (II)
rr n ^
et les relations (24), (21) montrent que /?, q doivent être de même parité ainsi que r, s. Dans ces conditions, on donnera au
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déterminant ps — qr sa valeur minimum ± 2, en prenant /? = 2, ^ = o, r = .ç r^ I , d'où
ni = n, ûi = û-H~,
comme le dit notre énoncé.
L'aire de la maille construite sur II,, Û* est évidemment égale à celle construite sur II, û, c'est-à-dire au double de celle de la maille élémentaire de dt!>(j?)^. Il en résulte que Tordre absolu de 3'^(:r).est 2; car, s'il surpassait ce nombre, l'ordre de ^{xY relatif à cette maille double serait >• 4i au lieu d'être = 4 comme nous venons de le constater.
SUITE DES QUATRE PRÉCÉDENTS. •— FONCTIONS ELLIPTIQUES CANONIQUES
Propriétés spéciales de la fonction X(2r) ou sn^:.
394. La forme d'une relation entière, cherchée entre des fonctions bipériodiques dont les périodes sont composées les unes des autres, se découvre en général à priori par des procédés du genre de ceux indiqués dans le dernier paragraphe du Chap. IX. Il reste ensuite à exécuter le calcul effectif des coefficients de la relation, en appliquant d'une manière ou d'une autre la méthode des coefficients indéterminés. Pour les fonctions du second ordre, les identités que nous avons nommées les transformations primaires (390) sont habituellement d'un très grand secours, parce qu'elles sont très simples, et qu'elles contiennent au premier degré seulement chacune des fonctions y entrant.
Parmi les fonctions du second ordre qui ont des périodes élémentaires données, et au moyen desquelles s'expriment algébriquement toutes les fonctions bipériodiques ayant avec elles quelque couple de périodes communes, il y a donc avantage à choisir comme fondamentales celles dont les transformations primaires sont les plus simples. Ces fonctions d'un maniement relativement plus facile, ceci pour d'autres causes encore, sont celles auxquelles les géomètres ont donné plus spécialement le nom de fonctions elliptiques.
395. Soit f{x) une fonction du second ordre, aux périodes élémentaires El, û appartenant respectivement aux associations {ab), {ac) de ses quatre valeurs cardinales
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Si sa seconde transformation primaire a la forme de simplicité maximum
la première prend simultanément la forme simple
Et, pour quHl en soit ainsi^ il faut et il suffit que Von ait
ce qui entraine pour f (/), polynôme entier en f figurant dans l'équation différentielle de f{oc)^ la propriété d'être bicarré, et pour cette fonction, par suite, celle d'être du genre E(a;).
Pour que ]a seconde transformation primaire ait la forme (a), il est nécessaire et suffisant que les équations (i4) du n° 392 donnent aQ=:YQ = o, pû^z^o, c'est-à-dire que les égalités (4) aient lieu. Si elles existent, aucune des quantités (i) ne peut être nulle, sans quoi une autre le serait aussi, et <p(/) serait divisible par le carré /^; elles donnent ab = crf, en outre a-\- bjéo, sans quoi on aurait b = c, puis enfin c -f- rf^z^ o pour la même raison. Les
équations (12), (i3) donnent donc Pjj = o, -^ = — A', en posant
Yn
moyennant quoi la première transformation primaire prend bien la forme (3).
Réciproquement, si le polynôme f (/) est bicarré, un accouplement convenable de ses zéros donnera les égalités (4), d'où les formes simples (2), (3) pour les transformations primaires.
396. Les zéros et les infinis de la fonctiony(^) douée de pareilles transformations ont une disposition spéciale qu'il faut noter. Si ^0 est un zéro, la transformation (2), qui donne
montre que ^o H — en est un autre, et tous deux tombent évidem-
ment à l'intérieur d'une même maille élémentaire. Comme /"(j:) est du second ordre^ ces deux zéros sont simples, et il n'en existe pas d'autres que les quantités congrues. La transformation (3), écrite
•^("-^°)=vb)
fait voir que ^o -i — ^st un infini (simple), puisque ^o ^^^ ^^ zéro (simple); l'autre transformation (2) montre ensuite que ÇoH i — en est un second. Ces deux infinis tombent encore
dans une même maille élémentaire, et ils sont les seuls incongrus que /(a:) puisse posséder.
Réciproquement, les transformations primaires de f{x) relatives à Û, n, ont les formes (2), (3), si ses zéros et infinis sont distribués de cette manière. Effectivement, la formule (9) du n*^390, qui s'écrit
donne pour x = J^o» P^is = Ço H — '
Yû = «û = o, et, en divisant par ^q, qui n'est pas nul à cause de
on retrouve bien la forme (2).
La transformation primaire relative à II donne de même, pour x = Î^Oî
et aji, Yn ne sont nuls ni l'un ni l'autre, à cause de la même condition (6). On retombe donc sur la forme (3), en divisant cette
transformation par yu, puis appelant k la constante qui est
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397. Une fonction du second ordre n'est pas entièrement déterminée par la connaissance de ses périodes élémentaires II, û, relativement auxquelles ses transformations primaires prennent les formes simples (3), (2). On peut encore disposer à volonté de sa
constante supplémentaire !^o-t-(soH — )= ^^o-i — » puisque le
premier zéro ^0 est arbitraire; après cela, ses zéros et ses infinis sont entièrement déterminés par les observations précédentes, et la fonction ne renferme plus qu'un facteur constant indéterminé (380).
On rend la constante supplémentaire S égale (ou congrue) à ->
en prenant 2^o = o; la transformation (2), combinée avec
donne alors
ce qui rend la fonction impaire, et lui confère en même temps comme une demi-périodicité relativement à -•
Il est facile d'assigner la forme de l'équation différentielle
de la fonction /(x) ain.si définie. Les conditions (4), (5) donnent
5=,» c = — a, d = — ,-> ka ka
d'où, en posant y ^^ = g,
équation à compléter par les conditions initiales
pour a: = o,
dont la seconde suppose que Ton ait représenté par g celle des
deux valeurs de l/p» à laquelle, en vertu de Téquation différentielle (8), reste égal le rapport de/'(:r) au radical iGgurant dans son second membre.
En appelant ^^^ comme au n^ 391, une racine de Féquation
numérique f(^x)=^a^ Xa — ^c est congru à - parce que la pé-
mm
riode Û appartient à l'association (ac); Xa — 7 est donc congru à Xc^ d'où
f[xa - - j =f{xc) = c = —a.
A cause de l'identité (7), on a donc/( — ^«H — ) = a; les quantités Xft, — Xa-\ — sont donc congrues entre elles, puisque Téquation /{x) = a n'a que des racines doubles. Il en résulte que Xa est congru à -> c'est-à-dire qu'on a a-=/(-j' Si donc on dispose
du facteur constant encore indéterminé auquel nous faisions allusion tout à l'heure, de manière à rendre
on aura a = i, et, en posant/(a:)= m, l'équation différentielle de notre fonction prendra la forme définitive
(10) ^'^=^^(j—iir)ij^kû^)
accompagnée toujours des conditions initiales
(11) a = o, et le radical = -h I, poura7 = o.
398. Réciproquement, si, appelant k une des racines carrées de k^ choisie à volonté, et posant
a = r, 0 = j, c = — I, d= — j, on adopte pour V intégrale u=/{x) de l'équation (10) corn-
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plétée par les conditions initiales (ii), des périodes élémentaires appartenant respectivement aux associations
(ab)y (ac)
des valeurs cardinales, les transformations primaires de cette fonction auront les formes (3), (2); sa constante supplémentaire sera congrue à -9 d'où résultent pour ses zéros et infinis
les valeurs mentionnées au /i° 397, et elle satisfera à la condition numérique (9). C'est évident.
Pour n, û, on peut prendre, comme nous Tavons expliqué au n" 391, les périodes-types considérées au n® 302. La seconde est la valeur de Tinlégrale (1 3) de ce numéro, prise sur deux boucles simples partant de l'origine O^ et enveloppant les points a = 4- 1 , c = — 1 respectivement. Ces points étant symétriques par rapport à Forigine, on peut aussi supposer telles les boucles correspondantes; on en conclut sans peine que la valeur de l'intégrale est double de ce qu'elle serait, prise sur la première boucle seulement. D'après cette remarque, la seconde des formules (24) d^i dernier numéro cité donne
r* du
après quoi, si on le veut,
le chemin d'intégration étant, si bon semble, le segment rectiligne tracé de a = o à u = I .
La première des mêmes formules donne
_ . rfu
où l'on peut aussi supposer rectiligne le chemin d'intégration.
399. Une fonction du second ordre, définie comme ci-dessus (397), se nomme une fonction elliptique '^{x) (notation de M. - IT. 29
Brîot et Bouquet), ou bien sn;r^ comme écrivent maintenant beaucoup d'auteurs. Elle est complètement déterminée, soit par la connaissance de deux périodes élémentaires donnant lieu aux relations (2), (3), (7), soit par Téquation différentielle (10), les conditions initiales annexes, et l'indication de la valeur de k (choisie, bien entendu, parmi celles de ^k^\
Une infinité de couples de périodes élémentaires, mais non tous, donnent lieu à ces relations (2), (3), (7); pour les distinguer de ceux qui ne jouissent pas de cette triple propriété, on les dit elliptiques. Et, comme dans chaque couple il y a une distinction évidente à faire entre les deux périodes, on nomme première période celle û figurant dans les formules (2), (7), seconde période l'autre II entrant dans la relation (3). Désormais, nous les représenterons par 0), (1)', notations de Briot et Bouquet.
Quand on part de l'équation diflérentielle (10), les formules (i 2), (i3) respectivement donnent un couple de valeurs de oj, tJ.
Tout autre couple (h, a') de périodes elliptiques devant être du même genre que (co, w') (391, 1) lui est lié par les relations (1 1) du numéro cité où a, 8 sont impairs, mais ^, y pairs. La condition /( M = i =/( -7 ) exige, en outre, que et ^ soient pairs
aussi, ce qui donne à ces relations (interverties) les formes définitives
8 =(4pH-i)w-+-4'iw',
les entiers p, <\, t, « étant choisis arbitrairement parmi ceux qui satisfont à la condition
(4p H- l)(2A -+-!)— 8qt = ±1.
En résumé, la fonction ^^{x)^ aux périodes elliptiques données w, o)', est caractérisée, comme fonction bipériodique du second ordre, par les identités
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d^où ToD tire aussi
et parla condition numérique
donnant encore par sa combinaison avec les précédentes
^ /ti) to'\ I
Ses zéros sont congrus à
et ses infinis à
to' O) -H tu'
400. La constante k figurant dans la transformation (i6), et aussi dans Téquation différentielle (lo), mais alors par son carré, est le module de la fonction ; il ne peut être égal ni à -j- i ni à — i , car autrement le polynôme sous le radical aurait quelque facteur multiple.
L'intégrale de l'équation (lo) avec les conditions initiales (i i) est unique; elle donne néanmoins deux fonctions X; Tune a pour module A* (l'une des racines carrées de k^) et certaines périodes elliptiques; l'autre a pour module — A, mais d'autres périodes ellfpliques.
La deuxième constante g entrant dans l'équation différentielle est le multiplicateur de la fonction.
401. Les périodes elliptiques de l'intégrale de l'équation (lo) ayant été choisies de manière que son module soit A", cette fonction se représenle quelquefois par
>^(^i ^, A), et simplement par
quand le multiplicateur g se réduit à i.
L^équatîon différentielle donnant évidemment
X(T, g, k) = \{gx, k\
l'étude de toutes les fonctions \ peut être limitée au cas où le multiplicateur g se réduit à i .
402. Il faut noter quelques particularités numériques de la fonction \{x^ k).
I. Pour lim x = o, on a
lim = I.
Cette limite a effectivement pour valeur V(o, A:)= i, à cause de l'équation différentielle (lo), où ^= i, et des conditions initiales annexes.
II. Dans le développement de X(j:, k) par la formule de Maclaurin, les coefficients des puissances de x à exposants pairs sont tous = o, et celui de x est = \ .
Le premier point résulte de Tidentité (17) et le second de la remarque précédente (I).
III. Les résidus de X(j?, k) sont égaux à ±: t» selon que les infinis correspondants sont congrus à — ou à — ;
Le résidu relatif à a représentant Tun ou l'autre de ces infinis est, parce que ceux-ci sont simples, la limite du produit {x — ri)\{x^ k) pour lim^r = a, ou bien de A(a -f- /, k) pour t infiniment petit. Or, en remplaçant a par ces valeurs, puis ayant égard aux transformations (i5), (16), il vient
ce qui réduit ces limites à ± t (I).
IV. Dans la série
développement de X(x, A*) en série procédant suivant les puissances de {x — a) à exposants entiers, négatif s puis positifs, les coefficients des puissances paires de x — a sont tous nuls.
Nous avons trouvé (III)
A[aH-(ar — a), k]= tt-t -,
kk{x — a, k)
et auparavant (II)
Il en résulte bien
±1 (i8) \{x, k)= ^^^^^ [iH-rT^3(3r — a)«-4-...].
V. Pour la dérivée V(^), on a enfin (quels que soient g et k) les identités
(ao) r(^x) = V(x)
qui se déduisent de (i 4), (■ 5), (17) par de simples différentiations.
403. Dans le problème de la transformation des fonctions elliptiques, tel qu'on le pose habituellement, Péquation (1) du n*» 387 est
dui __ du
Il diffère ainsi de celui dont nous avons formulé l'énoncé par ces deux particularités : que le polynôme du quatrième degré donné a^®^ + . . .-ha^*^u^ est de la forme (i — U'){i —k^u^), et que les relations auxquelles doivent satisfaire les coefficients du
polynôme inconnu rt^°'4-. . .+ a\^^u\ sont de nature à lui imposer la forme ^^(i — «î)(* — '^'i "?)•
Les relations
et la formule
Kl = ku
donnent une transformation du premier degré évidente, qui équivaut à la relation
enlre la fonction )v(x, A) et la fonction 'iJkx, t ) au module réci-
p roque -r •
403. L'achèvement, pour la fonction X(x, A), de la formule relative à l'addition des arguments, dont la construction a été commencée dans le Chapitre précédent, va montrer comment il faudrait procéder pour toute autre fonction de second ordre dont les propriétés caractéristiques seraient aussi connues.
Parmi les polynômes A, . . ., entiers en A(;r), )^(y), qui figurent dans la formule générale ( 1 2) du n** 383 appliquée à la fonction )v, B est indépendant de X(^), D de )^(^) et de )^(j'); nous écrirons les autres Ap+Ai, Cp-|-Ci, Hp-f-Hi, en décomposant chacun en deux parties contenant exclusivement, la première les puissances paires de X(j;), la seconde les puissances impaires de
cette fonction, puis nous ajouterons - à ^, ce qui, en vertu de la
transformation (i5), change 'k{x) en — ^(^), par suite Ai, Ci, Hi en - Al, — Cl, — Hi, puis V{x) en — V{x) (402, V), l{x -f- v) en — \{x-\'y), mais laisse tout le reste invariable. En écrivant donc que cette opération multiplie simplement par — i le second membre de la formule en question, il vient facilement la condition
HpAp-HiAi-HiBX'(x)-i-(HpCp-HiCi)X'(jK) — HiDX'(^)X'(^') = o» quelles que soient Xyj\
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Comme celle relation esl enllère en a(j:), ^'(^) en ne conlenanl )v'(.r) qu'au premier degré, de même nature aussi relativemenl à )w(j>'), V(^'), on a forcément, comme au n® 383, III,
HpAp - H; Al = HlB = HpCp - HlQ = lUD = o,
quelles que soient A(jr), )^(j>'). On ne peut avoir simultanémenl B= D = o, car alors la formule considérée ne conliendrail pas )/(t) ce qui est impossible (383, I, in fine). On a donc
H| — o, d'où Ap = Cp = o,
parce que IL, Ili ne peuvent s'évanouir identiquement tous deux. En conséquence, on a d'abord
parce que ce polynôme, dont le degré par rapport à )v(^) esl^ 2, ne peut contenir que des puissances impaires de celle fonclion et qu'il esl symélrique par rapport à )^(.r), X(j'). On a ensuite
C = cX(ar),
parce que ce polynôme, de degré ^2 enX(j:), n'en peut contenir que des puissances impaires; d'où
B = cX(/),
parce que la permulalion de X(^), ^^{y) permute aussi B, C. On a enfin
parce que ce polynôme ne contient que des puissances paires de \{x)y que le degré de celle fonction n'y peut surpasser 2, et qu'il esl symélrique par rapport à X(a:), )^(y). Et dans ces qualre formules, a, c, . . . sont mainlenanl des conslanles. Sous le bénéfice de ces observations, la formule cherchée prend la forme
Si maintenant on y fait y =z .r, le premier membre s'éva-
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nouit quelle que soit:r, et par suite aussi le numérateur du second membre, se réduisant à
(22) aX(r)» — DX'(ar)»
à cause des identités (i4)) (19)9 cela parce que le dénominateur qui devient ho-\- ^^^'^{xy -h h^'k{xy n'est pas identiquement infini. Le polynôme (22), entier en X(^), X'(^), contenant la première fonction à un degré <C4î degré par rapport à ^(x) de Téquation entière irréductible entre cette fonction et V(x), est identiquement nul (332, II), d'où a = D = o, ce qui réduit la formule (21) à
(.3) X(.-^^)= clU.)r(y)^X(y)r(.)]
ho-hhi[l(x)i-hl{y)^]-hh,,l{x)n{y)^
Pour j' = o, on a X(j') = o, V(y) = i , et le premier membre se réduit à ^^{jc); comme il doit en être ainsi pour le second, on a 7*2 = o, c = /iq.
Enfin l'hypothèse j^ = — j? H- ~ rend le premier membre infini,
mais non le numérateur du second, cela du moins quelle que soit œ; elle doit donc annuler le dénominateur, et, comme ^(>')
devient — , ^ en vertu de la transformation ( 16), il faut qu'on
ait A4 = — k^/iQ. Moyennant quoi, la suppression du facteur commun c = ho donne à la formule cherchée la forme définitive
\t^^^^ X(:r)Xïr)+X(r)XV:r)
L'expression de X(a: — y) se déduit de celle-ci par le changement du signe affectant le second terme du numérateur (384).
406. En considérant la /onction f"S| (x) à la période unique to, à la fausse période co', définie au n^ 3S9, on a
Comme — > sont les seuls infinis incongrus de X(x, A),
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avec ±: t pour résidus correspondants (402, III), il est certain (347)
que les deux membres de cette relation ne diffèrent que d'une constante.
On a ^"^^eJ— ^) = — <*^^H,(-^ j, parce que ^«^a,(^) est impaire (343, III), puis =o, parce que w en est une période.
On a, d autre part, ^^^a, f x — — 1 -, =o pour x= —
(343, rV). Si donc on retranche ^ -, des deux membres de
la relation (24)? îls s'annuleront à la fois pour a: = —1 à cause de
ce que nous venons de dire et de la forme du développement (18). La constante en question se réduit donc à o.
407. Le théorème du n** 364 fournit, dans une bande comprise entre deux parallèles à la période w menées par les points y co' 1
ço>'H , le développement de )v(j:, A-) en série procédant suivant
les sinus et cosinus de m — ^- x. Chacun construira aisément la
Ul
série qui, d'ailleurs, est inusitée.
En appelant 2r(x) la fonction ^^^Oi^x) du n
construite avec n = — > O = co', o/i a
(a5) Mx,k) = ^(-'Çj
selon que le second élément du rapport — est positif ou négatif.
Nous appliquerons les considérations du n° 355 à \{x^ k) fonction du second ordre aux périodes (o, (o', ayant dans sa première
maille (o, — ] et (— > ] pour zéros et infinis, tous simples,
en prenant pour 0{x) la fonction unipériodique ^^^0{x) con-
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struite avec II := w, Û = to' (365). On a alors
(/Wi«,-hmia,) — (iJi,a, -4- {Xja,) = f I.0-4-I. -;- 1 — f I. h i . 1 =
d'où p = o, q = — I . Comme A^) = o, on a de plus A = db — ^>
et il vient, en appelant K quelque constante à déterminer ultérieurement,
X(ar, A:)=Ke «
A cause de Ac^ = o, la quantité F du n® 350 est nulle, et le théorème du n° 356 réduit le numérateur de cette fraction à
Hâr/a:-. Îîî^ = -H&(J•) (363).
Le dénominateur se réduit donc aussi à — îi^yx — j> d'où
En faisant enfin tendre x vers zéro et se rappelant qu'on a
lim^^=liin?^-^^ = i (335, I), (402, ï),
il vient, pour déterminer K, la condition
ce qui donne bien à la dernière relation la forme voulue («5). 409. Comme on a (353)
M CO
les signes supérieurs devant élre adoptés, ou les signes inférieurs, selon que le second élément de — est positif ou négatif.
D'après le n'^ 366, les seconds membres de ces formules ne dépendent que de — qui est donné, et de -^» ce dernier rapport entrant simplement comme facteur dans les numérateurs. Cela posé, la première fournit ; — sous forme du quotient de deux séries
factorielles; d'où to = — x 'at:, puis w'= w x — • La valeur de —
une fois connue, la seconde formule fournit celle de k sous la même forme.
410. Dans les applications, le module de )^(^, k) est toujours réel, et on le prend positif. Comme il ne peut être == i (400), la transformation du n® 404 permet de le supposer toujours <C 1 . La fonction jouit alors des propriétés numériques suivantes, résultant immédiatement de l'équation différentielle (10) combinée avec les propriétés fondamentales résumées au n" 399; nous nous contenterons de les énoncer.
L Des deux périodes fournies par les formules (12), (i3),
la première est réelle positive, la seconde a sa partie réelle nulle.
IL La fonction est réelle pour toutes les valeurs de x^ soit réelles, soit ayant un multiple entier de — pour partie imagi-
na naire.
III. Quand X croit de zéro à j, puisde -à — > puisde — à
puis de — à iù^ ^(^î ^) croit de zéro à i , décroit de i à zéro,
puis de zéro à — i^ et croit ensuite de — i à zéro. Sa marche générale rappelle ainsi celle de sin^r.
IV. La partie réelle de "^{x^ k) s^évanouit, quand celle de x
est nulle ou multiple entier de —; la valeur correspondante
de V(x^ k) est toujours réelle.
En appelant x\ x" les deux éléments de x, et appliquant la formule d'addition (405) au calcul de A(j:'-h tV', Ar), on discute facilement la fonction pour toutes les autres valeurs de x. On voit ainsi que la fonction n'a quelque élément nul que dans les cas spécifiés ci-dessus.
4H. D'après la formule (26), X(x, k) est le quotient des deux
fonctions 2r(;r), e ^ 3 (a:, — ]• Dans le cas qui nous occupe, oii to
est réelle et co' de la forme t(o^, w^ étant réelle, on remarquera que ces deux Jonctions auxiliaires sont aussi réelles pour toutes les valeurs réelles de x.
Effectivement, si l'on réalise ces hypothèses en faisant H = ->
û = i(o'^^ dans le développement (54) du n** 366, on voit de suite que le facteur médian est réel, que ceux équidistants des extrêmes sont imaginaires conjugués, d'où la réalité de ^(x). Comme )i(jc, k) est réelle dans le cas dont il s'agit (410, II), l'autre fonction ne peut manquer de l'être aussi, chose facile à vérifier par l'examen du développement (55) écrit au n® 367.
Des Tables des valeurs réelles de ces deux fonctions (ou mieux de leurs logarithmes) suppléeront donc à celle des valeurs réelles de 'k{Xj k).
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Expressions des intégrales elliptiques réduites à la forme
canonique.
412. L'adoption des fonctions X(x) pour tjpe des fonctions bipériodiques du second ordre rend avantageuse la transformation préalable de toute intégrale elliptique que l'on aurait à évaluer, en une autre où le polynôme sous le radical a la forme bicarrée de celui qui figure dans Téquation différentielle des fonctions 'k(x). La remarque suivante rend évidente la possibilité de cette opération.
On peut assigner quatre constantes />', /?", ^r', q" de déterminant ^ o, telles que les transformations primaires de fx (x) liée à la fonction quelconque du second ordre f{x) par la relation du premier degré
aient les formes simples définies au n^ 395.
11 est permis d'admettre que la fonction considérée /(x) est à infinis simples ; car, si c'était une fonction E«(j;), il suffirait, après avoir choisi arbitrairement quelque constante h non égale à l'une des trois valeurs cardinales de cette fonction, de poser
d'où
(2) Eoo(^)=-^ y
pour que la fonction du second ordre f{x) aux mêmes périodes n'eût que des infinis simples.
Cela posé, soient II une période éléme«taire de /(x) et a, p, y les coefficients de la transformation primaire correspondante
a/(:r)/(x+ J^ + ^^f(^x)-^f(x -^^^'^^ ^( = o; n est aussi une période élémentaire de ft(x) pour laquelle les
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coefficienU de la transformation primaire correspondante ont les valeurs
Pour que cette nouvelle transformation ait la forme voulue, il faut donc et il suffit qu'outre pi ^^ o on ait a, = 71 = o, et, pour cela, que (/V, 7'), (/?", (f) soient deux couples de solutions de Tëquation homogène du deuxième degré
olFrant un déterminant 7^ o, c'est-à-dire distincts.
En représentant par {ab) l'association des valeurs cardinales de/(.r) à laquelle appartient la période 11, les coefficients a, p, y, déterminés par les équations (i-^), (i3) du n** 392, sont proporlionnels, ëgaux même si on le veut, à
(4) d'où
(a-f-6) — (c-t-rf), cd — ab, ab{c ■+■ d) — cd{a-^-b),
ps - «Y -
[\ .d{a — c)-^ i,a{b — d)] [i(a [b.d{a — c)'^c,a{b — rf)] [b{a-
c'est-à-dire p- — av=;z£o, parce que les quantités a, 6, c, d sont essentiellement inégales. L'équation (3) admet donc bien les deux couples de solutions distincts (//, ^'), (//, <7"), dont nous avons besoin.
D'aitleurs, on a
Pî=P«-arri=(p«-a7)(/<7''~//^')*^o, d'où ,3|^o comme il le fallait aussi.
413. Considérons maintenant l'équation diiïérentielle de la fonction /(o*),
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on ^{f) est un polynôme en /du quatrième ou du troisième degré, et exécutons-y la substitution du premier degré
identique à (i) dans le premier cas, ou résultant de sa composition avec (a) dans le second.
Les transformations primaires de f\{x) ajant la forme canonique du n^ 395, Téquation difierentielle devient
OÙ »i est maintenant un polynôme bicarré. Mais, comme ^ s'est
ri f
transformée en le produit de -^ par
le radical se transforme nécessairement en le produit de s/'^\{J\) par le même facteur, d'où cette conclusion :
La substitution rationnelle du premier degré
change C intégrale elliptique générale (G) J^[ih)/^^)]du
en une autre
(7) |Fi[wi,V^^i(wi)]«^Wi»
oii '^i(wi) est un polynôme bicarré tel que
(8) <!p,(M,)= A(i-f-m'ttî)(i-+-/n'aî).
On notera que les constantes F, ... de la substitution sont les
racines de l'équation du deuxième degré (3), dont les coefGcients s^expriment toujours rationnellement au moyen de celles de Téquation entière f{u) =o (du quatrième ou du troisième degré).
114. Dans cette dernière intégrale, il suffit actuellement de l'aire
V — m puis de poser, en supprimant les indices,
pour obtenir la forme canonique
il5. Pour obtenir maintenant les expressions des intégrales réduites des trois espèces, il faut se reporter an n** 378 et prendre i:{x) = 'k{x)^ le module de )^(:p) étant A*, c'est-à-dire exécuter dans ces intégrales la substitution
L'intégrale de première espèce est toujours (à une constante arbitraire près) la fonction implicite de u que définit l'équation (9) résolue par rapport à x,
416. La première des intégrales de deuxième espèce (298) s'obtient par les procédés élémentaires sans le secours de la substitution (9). Car, ayant la forme
ru du „ Vh'
011 R est bicarré, elle se ramène immédiatement aux intégrales circulaires (225), en faisant u^ = p, d'où w rfw = i dç.
La seconde intégrale de deuxième espèce devient
fX(x)^dx,
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En élevant au carré la formule (i8) du n° 402, IV, il vient
et, pour chacun de ses iafiaîs a, la décomposition de '^{-x)' donne ainsi l'unique fraction simple rjr — — — -• On en conclut (347)
H désignant une certaine constante à déterminer, et S.^ ayant été construite en prenant II = to, û = »o'. L'application du théorème du n^ 350 donne plus simplement
Sa ayant maintenant—» w' pour (vraies) périodes. Aucun terme constant n'est plus à ajouter ici, parce que les deux membres s'évanouissent pour a: = o, à cause de Sof j = Sif — ] (343, Ilf).
L'intégration donne
C étant la constante arbitraire.
En choisissant la fonction S| dont l'augment A^^ est nul, on
T peut, dans cette formule, introduire partout la fonction 2r(^)
définie au n° 408. Effectivement, on a alors (332, I)
418. On obtient un résultat plus élégant, et encore exprimable au moyen de la fonction ^{x), en considérant, au lieu de l'intégrale M. — IL 3o
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de troisième espèce
du
la différence de deux semblables intégrales
/du C ^"' = a r ^" (« — a)v/R J (a + a)/K~^ J (m« — a«)/R'
qui est équivalente à la proposée parce que, R étant bicarré, leur somme
jlu du
est réductible aux intégrales circulaires, comme dans le cas mentionné au n*^ 416.
Au lieu du paramètre a, nous introduirons une racine quelconque a de l'équation X(x)= a, qui ne peut être congrue ni
à ± -, ni à ih ( - + — ) I parce que a est supposé n'être égal ni
à dr I , ni à dz ^, racines de R = o. Après la substitution (9), nous aurons donc à calculer
Chacune des fractions entre crochets est une fonction du second ordre aux périodes élémentaires o), co', et à infinis simples, à cause
de a non congru a±-»niaii:(--f- — );ces intinis sont
db a -+- m 10 -4- »i eu , — ip a -h m eu h- m w ,
les signes supérieurs donnant ceux de la première, et les signes
inférieurs ceux de la seconde, avec les mêmes résidus yt — '
__ «_i , pour les infinis correspondants des deux fractions, à
cause des relations (19), (20) du n« 402, V.
En vertu du théorème du n° 347, la fonction sous le signe est
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donc égale à
— Si(a7-ha)4-Hifar-4- a+ - M-+-H>,
Si ayant o), a>' pour fausses périodes, avec un premier augment que nous prendrons de suite nul. Le théorème du n° 350, qui est encore applicable, réduit cette expression à
Hi ayant maintenant —^ co' pour fausses périodes avec un premier augment toujours nul, et Ton a
parce que la fonction placée sous le signe / dans l'intégrale (lo)
s*évanouit pour 4:= — • En intégrant Texpression (11), il vient
pour notre intégrale (10), en se rappelant la définition de la fonction 3r (408)
rr^r/|f^^H-KJ + G (332,1),
et, pour déterminer K, on peut employer au lieu de (12) la formule équivalente
Ht-') -Htâ
419. Dans les applications numériques, les coefficients du polynôme ^(u) et de la fonction rationnelle F de Tinlégrale elliptique générale (6) sont naturellement réels; il importe donc de conduire sa réduction de manière à n'introduire aucune quantité imaginaire, et aussi à avoir pour le module Ar de l'intégrale de première espèce une valeur <^i, condition particulièrement avantageuse pour la construction de Tables numériques. Voici, en gros, comment on y parvient.
Dans la subslitution (2), s'il y a lieu de l'employer, od prend pour h une quantité réelle.
Quant à la s ubstituiion ( i ), on peut toujours s'arranger de manière que ses coefficients soient réels. Ils dépendent efiectivement de l'équation du deuxième degré (3), susceptible de trois formes difiérentes correspondant aux trois associations deux à deux possibles de trois racines choisies à volonté parmi celles de l'équation du
quatrième degré
Comme les coefficients de cette dernière sont réels, les trois cas suivants pourront seuls se présenter.
I. Les quatre racines sont réelles
En appelante, ef la plus petite et la plus grande (algébriquement), les valeurs (4) de a, p, y sont réelles, et l'on a p- — ay >>o à cause de la relation (5).
II. Il y a deux racines réelles et deux racines imaginaires conjuguées.
On prendra pour c, d ces deux dernières. Les quantités (4) sont encore réelles, avec ^^ — ay > o, parce que a — c^a — rf sont imaginaires conjuguées ainsi que b — c, b — d,
III. Il y a deux paires de racines imaginaires conjuguées. En constitujant les couples {ab)y (cd) avec ces deux paires respectivement, les quantités (4) sont toujours réelles, avec ^^ — ay >o, parce que les produits partiels (a — c) (a — d) el{b — c){b — d) sont imaginaires conjugués.
En opérant de cette manière, les coefficients A, m', m*' du polynôme bicarré (8) et ceux de la composante rationnelle F|, dans l'intégrale (7), ne peuvent manquer d'avoir des valeurs réelles; si, de plus, m', m" sont tous deux positifs, A l'est forcément aussi, sans quoi le radical serait imaginaire pour toutes les valeurs réelles de W|, ce qui ne peut se présenter dans une question pratique.
Arrivé là, on décompose l'intégrale en deux parties de la forme
J V?i("i) J V?i(Wi)
Ti, "F|, désignant des composantes rationnelles.
partie la forme canonique (p2(w2) = (i — "*)(' — f^^^^\)^ s^vec k
. réel et < I , en posant w, = ^(i/a), u étant une fonction algébrique
très variable avec les signes relatifs de A, m', m'', qui laisse fonc-
tion rationnelle de u\ le multiplicateur de ' sous le signe/.
/?i("î) Ces substitutions, au nombre de 5, n^ofTrent aucun intérêt théorique, puisqu'il s^agit simplement de satisfaire à certaines inégalités numériques. On les trouvera dans tous les ouvrages spéciaux sur les fonctions elliptiques.
Fonctions elliptiques canoniques auxiliaires {i(^)ou cnx,v(â7)
ou ànXy m{x) ou lux,
420. Dans les formules relatives à la théorie des fonctions elliptiques, l'usage a introduit d'autres fonctions du second ordre spéciales dont il nous faut parler encore.
On désigne par [x(j?) ou cnar, la fonction composée irrationnelle de '^{x) [écrite au lieu de X(:r, A")], que définit la formule
(1) jx(x)= /T-Ti^,
le radical partant en x ^ o, de la valeur initiale -i- i . Elle coïncide avec la fonction J^(^x) étudiée au n^ 393, en prenant
E(a^) = X(x), n=a>, û = uj', H= — I.
La relation a -\- b =^ c -\- d{= o) nous place dans le premier cas du numéro cité; [x(a:)est une fonction méromorphe du second ordre ayant
(1)1 = u>, Wj = 0) H
pour périodes élémentaires. Ses zéros sont les valeurs de x rendant X(4:)= ±: I ; ils sont congrus à i y suivant w, to', et aussi
bien à
suivant Wj, o)',. Ses infinis sont ceux de X(2:), congrus à — j
suivant co, co', et à
tO| (Oj 0)1 (i)i -4- to'j
suivant (Oi, co',.
La constante supplémentaire de p-(^), pour laquelle on peut prendre la somme des zéros diminuée de (Oi, est = o, d*où
421 . En conséquence, la fonction du second ordre jxf 7" "*" -^ ) *
aux périodes 0)4 , co'^ , a ses zéros et ses infinis congrus, les premiers à o, — ) les seconds à — > — -; déplus, elle seréduità[jL(o)= i
pour xz=-j. C^est donc une fonction elliptique X| , aux périodes
elliptiques (0|, iù\ (399). [1 est facile de calculer son multiplicateur g^ et son module k^ .
On a d'abord ^^, = V,(o_)= |x'(- î^) = (i'(- ^) (397); la différentialion de la formule de définition (i) donne
v/i — X(ar)«
l'égalité V(o)= I (402, I), assujettissant ce radical à la condition initiale y/i — /r*'^X(o)^= i. Si donc on pose
en choisissant celle des deux déterminations de ce radical numérique, qui est la valeur finale en a: = t^= — y»^" radical
variable précédemment défini, on aura
gx = k\
Cette quantité A:' se nomme le module complémentaire de Ar, à cause de k^-\- k'^=\.
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On a enfin (399)
OÙ il faut choisir le signe ambigu de manière à obtenir la valeur
it> co'
de p-(^) en x = j + — • On en conclut
Al — :î: -jpj d'où
4ââ. Cette relation donne pour les transformations primaires de |iL(a?)
dont la première résulte encore de l'identité (24) du n^ 393. 423. La fonction v(j:) ou dnx se définit par la formule
avec la condition initiale v(o)= i. Elle coïncide encore avec la fonction «%(i:) du n° 393 en prenant
a=T, b = — jf c = i, rf=— -I, G = A:*,
E(x)=:X(a:), H = — A'«, mais ici
II = w-h2a)', 12 = 0)',
pour avoir des périodes appartenant aux associations (^6), (ac), des valeurs cardinales (391).
L'égalité a -j- è = c4- rf( = o) nous place toujours dans le premier cas du même n**393; v(a:) est encore une fonction méro-
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morphe du second ordre, ayant les périodes élémentaires co-f- 2 w', — h '2<i}'j auxquelles nous pourrons évidemment substituer
(i)j = 20) , CD, = —
Ses zéros, rendant )^(x) = ih t> sont congrus à ± f ^ -h ~ ] suivant (0, iù\ et à
suivant 0)2, (o^.
esinhnis, appartenant a À (:r), sont congrusa —^ — ; — suivant to, (11' et à
suivant (Oj, o).^.
Sa constante supplémentaire, somme des zéros ou bien des infinis, est congrue à o, et Ton a encore
v(— ar) = v(a?).
424. La fonction du second ordre v — (t"^")"^"^' *"^ périodes (1)2, co^, a, d'après ce qui précède, ses zéros et ses infinis congrus a o, — et -;^> — = -\ en outre, pour j; = -j = — , elle
réduit à v(-^) = v(^) = 4/i-A-^X/^y = A:'(421).0/ic/i
conclut que t? v — f ^ 4- ^ j + x e^/ une fonction elliptique y<^{x)^ ayant (i>2., (o^ pour première et seconde périodes elliptiques. Calculons encore son multiplicateur g^ et son module ^2.
On a
et de
(4) j-,v'(a:) = -gx(a:) ^jg^^=-gx(ar)(.(x).
se
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on déduit
diaprés la relation (3) où nous avons levé Tambiguïté du radical. On a de plus
d'où
et finalement
/_ÎJ_î^+ar) = it'X(qz »>,*').
425. D'après cela, les transformations primaires de v(x) sont
dont la première résulte encore de Tidentité (24) du n° 393.
426. Quand le multiplicateur g se réduit à i, l'équation différentielle de \{xy k) (397), combinée avec les définitions de |A(ic, A*), v(^, A") et les relations (2), (4), montre que ces trois fonctions peuvent être considérées comme les intégrales du système immédiat d*équations différentielles totales
dk du. ^ d^ ...
di = ^''' 35 = -^^' 55 =-*^''' complété par les conditions initiales
X = o, |x = v = i, pour x=o,
427. En adjoignant à '^{x, k) les fonctions [x(^), v(x) mentionnées ci-dessus, et quelquefois aussi
tli
fonction du second ordre aux périodes élémentaires -» 201', aux
transformations primaires de la forme simple du n® 395, impaire, ayant pour zéros ceux de )'(<^) et pour infinis ceux de fi'(<^), fonction que l'on représente encore par tn x, on a ce que Ton nomme plus spécialement les fonctions elliptiques; toutes dépendent uniquement du module k de la première. En imitant ce que nous avons fait pour celle-ci (406 et suiç.)^ le lecteur exécutera sans peine les développements de ces autres fonctions, dont la possibilité pour la fonction bipériodique la plus générale a été établie ou Chapitre X. Ceux en séries 'factorielles peuvent tous être formés au moyen de la fonction â du n® 408.
La structure si simple et si maniable des transformations primaires de X(x), son imparité, rendent son emploi particulièrement avantageux dans les calculs numériques relatifs aux fonctions bipériodiques. Ce sont ces motifs qui ont fait adopter les fonctions X pour type des fonctions du second ordre.
Les fonctions accessoires p., v, C7 (avec d^autres analogues) peuvent débarrasser les calculs de certains radicaux ambigus, et simplifier quelques formules; à cela nous semble se limiter leur importance qui est comme nulle en théorie. Auprès de X ( j;), elles occupent une place comparable à celle de cos:r, tang^ à côté de sina:; mais il ne faut pas forcer Tanalogie. Ces trois dernières fonctions sont liées très étroitement par le cercle qui en représente géométriquement les propriétés, et qui, en Mécanique, en Physique, joue un rôle absolument hors de pair (ceux de la droite et du plan toutefois exceptés). Rien de semblable n'existe pour les fonctions X, {jl, v, i7, • . . , dont la portée des propriétés relatives ne dépasse pas celle d'un artifice quelconque de calcul.
NOTIONS SUR LES FONCTIONS EULEBIENNE
Réduction de l'intégrale de première espèce à celle
de deuxième espèce.
4â8. Les transcendantes étudiées jusqu'ici provenaient, directement ou indirectement, d'intégrales indéfinies considérées comme fonctions de leurs variables principales; celles dont nous allons nous occuper, et auxquelles le grand nom d*Euler a été attaché, ont bien toujours l'intégration pour origine première, mais elles sont fonctions de variables paramétriques accompagnant la variable principale dans certaines intégrales définies artificielles (238* et suiv.). Leurs propriétés sont fort curieuses, ainsi que leurs points de contact, soit entre elles, soit avec le logarithme, l'exponentielle et les fonctions circulaires.
Pour établir leur existence, nous nous appuierons sur deux lemmes qui d'ailleurs sont utiles dans beaucoup de circonstances analogues, et que nous commencerons par démontrer.
T. Sur un chemin d'intégration {limité) où f(x) offre une phase singulière en x = ol seulement, l'intégrale définie artificielle ff{x) dx existe, s' il est possible d'assigner un exposant positif [JL < I (212), tel que le produit <^{x) = (x — ol)V-/(x) soit fini quand x tend vers a.
Nous supposerons pour fixer les idées^ que cette valeur singulière a est précisément la limite supérieure de l'intégrale considérée
Jf f{x)dx= I (x — a)-\i-^(x)dx, et en appelant q quelque exposant positif (entier si on le veut)
qui soit > > en opérant la subslitulion a: = a-}-/^, d'où
dx=iqt^-^dt^ puis en posant fo = (-2:o — 3t)^, nous changerons notre intégrale en celle-ci
dont le chemin d^ntégration est évidemment limité aussi, et, relativement à la fonction placée sous le signe, ne contient toujours que la valeur singulière ^ = o.
Or cette intégrale existe (242*, I), parce que la fonction placée sous le signe est maintenant finie pour limf =o; effectivement son second facteur ^(a 4- t^) est tel par hypothèse, et l'autre est infiniment petit à cause de (i — y-) 9 — ' > o (212 bis).
II. Quand f{x) est olotrope sur un chemin d'intégration conduisant x de Xq à l'infini^ mais cela d'une manière telle
que - parcoure en même temps un chemin limité, l'intégrale
définie artificielle
(i) J* f{x)dx,
prise sur ce chemin, existe sHl est possible d' assigner un exposant positif v > i , tel que le produit'W{x) = x^/{x) soit fini quand x s'éloigne indéfiniment sur ce chemin.
Nous supposerons d'abord que le chemin illimité en question ne contient pas la valeur ^ = o, et en opérant la substitution x= -i
d'où dx = — — dtf puis en posant ^o = — , nous changerons notre intégrale
/{x)dx=: / x-'^W{x)dx
en
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dont le chemin d'intégration, limité par hypothèse, ne peut évidemment contenir d'autre valeur de t, qui soit singulière pour la fonction placée maintenant sous le signe, que / = o.
Or 2 — V étant < i algébriquement, à cause de i — v < o, il existe certainement quelque quantité positive [x comprise entre 2 — V et 1 , et le produit de cette fonction par /H- est fini en ^ = o ;
car son dernier facteur^*/-] est tel par hypothèse, et son autre
facteur ^i^-fî-v) a un exposant positif (212 bis). L'intégrale (2) existe donc (1) et, par suite, la proposée (i) aussi.
Si le chemin d'intégration illimité dont il s*agit contient la valeur x = o^ son partage en deux tronçons, l'un limité, l'autre illimité, mais ne contenant plus celte valeur, décomposera l'intégrale (1) en deux autres existant, la première parce qu'elle est naturelle, la seconde parce que les considérations précédentes lui sont devenues applicables.
429. En supposant x réelle non < o ni >- 1 , appelant />, q deux quantités positives quelconques et xP~^, (i — x)^~* les valeurs de e^^"*^'^, e(^-0/(«-x) correspondant aux déterminations réelles des logarithmes (212), on définit l'intégrale eulérienne de première espèce par la formule
(3; B(/?, <7)= f xP-Ui — x)i~idar,
où l'intégration doit être effectuée sur le segment de l'axe des quantités réelles, ayant a: = 0, :r = i pour extrémités.
La fonction à intégrer y( a:) cesse d'être olotrope seulement en ^ = o quand/? n'est pas un entier positif, et en ^ = i pour les mêmes valeurs de q (toc. ait,); mais cette intégrale artificielle n'en existe pas moins, car les inégalités algébriques i — p < i , i — 7 <C ' permettent évidemment d'assigner des exposants positifs u.o, [jL| inférieurs à i et tels que les produits xV-*/{x), {x — i)v-i/(x) soient finis, le premier pour Umx = o, le second pour lim^r = 1 (428, 1).
Il est évident que V intégrale {"i) est une quantité positive qui décroît toujours quand l'un des exposants p, q vient à croître; car si l'on a par exemple p'<Cp", on a aussi, pour toute valeur réelle
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de X comprise entre o et i ,
d'où, en intégrant de o à i, B(/?', y)>B(/?% q) (28). On a en outre
car la substitution de i — t \i x change la difTérentielle en
et le chemin d'intégration en ce qu41 devient quand on le parcourt en sens contraire.
430. Nous utiliserons incessamment les formules suivantes. I. Quel que soit V entier positif n, on a
L'intégration indéfinie par parties (270*), (83) donne
/xP(\ x^*i a r xP-i (i — x)*/ dx = — î i. -f- i I xP{i — x)9-^dx,
d'où, en remarquant que /?, q étant positifs le premier terme du second membre s'évanouit pour a; := o et = i (212 bis),
B(Pj q-hi)=^ 1 xP{i — x)9-^dx.
Si sous cette dernière intégrale on remplace un facteur x par I — (i — x)y elle devient
Ç xP-^(\ — xyi~'^dx— j xP-^(i^x)fdx=zB(p,q)-'B(p,q
et la relation précédente donne facilement (5) B{p,q^i)= -^n(p,q),
d'où la formule (4) en attribuant successivement à q dans celle-ci
II. On a
Pour y = I , la formule (4) donne effectivement
et Ton a évidemment
431. On définit Fintégrale eulérienne de deuxième espèce par la formule
(7) r(/>)= r xp-U'^dx,
/> étant toujours une quantité positive, et l'intégration devant être exécutée sur la partie positive de Taxe des quantités réelles. C'est encore une intégrale définie artificielle, parce que le chemin d'intégration est illimité, et que la fonction sous le signe entre dans une phase singulière en x = o, quand p n'est pas un entier positif. Pour nous assurer de son existence, nous appellerons x^ une quantité positive quelconque et nous la décomposerons en
xP-^e-^eix -h 1 xP-^e-^dx,
intégrales auxquelles les lemmes du n^ 428 sont applicables. Dans la première effectivement, la fonction à intégrer f{x) ne peut cesser d'être olotrope qu'en x = 0] mais, comme ci-dessus (429), on peut toujours trouver un exposant [jl>>o et < i, qui rende le produit x^/{x) fini pour lima: = o. Dans la seconde, f{x) est toujours olotrope, et, si l'on appelle v un exposant quelconque, le
produit x'*f{x)= — - — est toujours infiniment petit, à plus forte
raison fini , pour une valeur de x infinie positive ; ceci résulte de la discussion de ce rapport qui n'offre aucune difficulté {Cf- 207).
Il est évident que l'intégrale (7) est toujours une quantité positive.
Des discussions précédentes, on conclut encore que les intégrales (3), (7) ne cessent pas d'exister quand />, q sont des quantités imaginaires à premiers éléments positifs. En développant, soit (i — :r)^~* en série entière par rapport à x, soit xP~^ en série entière par rapport à j; — 1 , puis intégrant terme à terme les séries en lesquelles cette opération transforme les fonctions à intégrer, on prouverait facilement aussi que ces mêmes intégrales sont infinies dans tous autres cas. Mais ces constatations nous sont inutiles.
432. U intégrale eulérienne de deuxième espèce se rattache à celle de première espèce par la formule
(8) V{p)=\\m[nPÏ^{p, /n-i)],
où II désigne un entier positif qui croit indéfiniment.
La substitution x ^ - donne immédiatement
Jf xP-Hi — xYdx=— I tP-ni ) dt
c'est-à-dire '
nPB{p, /i-+-i)= Vn(p),
en posant, pour abréger,
Pour toute valeur positive et fixe de ^, et pour toute valeur de n supérieure à /, la quantité positive
croît avec n en tendant vers e~'pour n infini (C/. 213), à cause de
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de plus elle est égale à e~' en / = o, inférieure à e""' ailleurs, même pour t = n puisqu'elle s'évanouit alors.
On en conclut immédiatement (28) qu'en appelant Ti<^T2 deux quantités positives invariables quelconques, et supposant n supérieur à toutes deux, les trois quantités positives
valeurs de l'intégrale (9) prise successivement de o à T|, de T|
à T2, de T2 à n, croissent avec n en restant respectivement
inférieures à
[o,T,], [T„T,], [T„oo],
valeurs (positives) de l'intégrale (7) prise de o à T<, de T| à T2, de Ta à l'infini. On en conclut encore .
liin[T„T,]„=[T„T,].
A cause de
rO>)=[o, T,] -4-[Ti, T,] -+-[T„oo], Tn(p) = lOy T,]„-i- [T„ T,]„4-[T,, n]«,
la différence r(^) — ^n{p) est ainsi positive et décroît toujours quand n augmente. Elle peut, en outre, être rendue inférieure à toute quantité positive e ; car, étant évidemment inférieure à
[[T„T,]-[T„T,]„î-h[o, T,] + [T„oc],
il suffit de prendre T| assez petit, T^ puis n assez grands, pour que les dernières parties de cette expression et la première ensuite
soient chacune <! 0' La différence en question est donc infiniment
petite, ce que nous avions à constater.
On a (10) ro>) = iimr
^ ' ^ Vp (/>H-0(/'-+-a)...(/>-+-/i)J
Cette formule, qui est fondamentale dans la théorie de la fonction r(/>), est une conséquence immédiate de celles inscrites sous les n*** (6) et (8) ci-dessus.
M. — II. 3i
434. V intégrale de première espèce s'exprime au moyen de celle de deuxième espèce par la formule
I. Pour toutes valeurs (positii^es) de p^ Çj et pour n infini, on a
Quand 9 = i , la chose est évidente.
Quand g est un entier >• i , la formule (4) donne, par la substitution de /i -i- I k q elàe q — i à /i,
B(/), 71 -4- ç') _ nn-i n-\-7. n-^q — i
B(/?, /i-+-i)~/?-+-/i-i-i p-hn-\-'i p-k-n-^q — 1
et chacune de ces q — i fractions tend vers i.
Quand q est compris entre les entiers non nuls Q'<CQ% on
et le rapport considéré est compris entre les fractions
Bip^n^Q^ B(p, n -+- Q^) B{p,n-hi)' B(/j,n-hi)
•qui tendent toutes deux vers 1 par ce qui précède. Quand enfin ^ est <C i, on tire de la relation (5)
B(p, n -h g) _ p -h n-^- g B(/?, n-h y-f- 1) B(/>, /i-Hi) "~" n-^g ' B(pj n-^i)
moyennant quoi les choses se passent de la même manière à cause de gr -i- I ^ I .
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appelle U/,.!, V,i_i, Vin-i ce que devient l'expression entre crochets dans la formule (lo), quand on y écrit n — i à la place de n et qu'on y donne kp les valeurs/?, q, p -}- q-
Propriétés essentielles de la fonction T{x), 435. Uexpression
^^ ^ ' ^ vC (a?-f-i)(a7-i- u). ..(ic-H/i)
déduite de celle du n^ iSUpar la substitution àp d^une variable indépendante x^ où n* est toujours la valeur de e^^^"^ correspondant à la détermination réelle de l{n), a pour limite une fonction de x qui est indéfiniment méromorphe.
I H IH J H
par ( — ^~) ' ^^ comme cette dernière quantité tend vers i quelle
que soit x^ il nous suffît de prouver que cette série a un produit indéfiniment méromorphe. Nous pourrions raisonner directement, en nous appuyant sur le théorème général du n** 371 ; mais ici, il vaut mieux procéder indirectement comme il suit.
II. En appelant v un entier positif choisi à volonté, puis suppo-
sant /i > V, mod^c^v, - et mod- sont -< i , et l'on a
\ nj \ n) n 2/1* i
,/ x\ X x^ / IH- - = ^
\ nJ n 2/1'
OÙ les logarithmes sont, dans la première formule, celui qu'il nous faut adopter, dans la seconde celui que nous adopterons; et à l'intérieur du cercle [v]qui a l'origine Ox pour centre avec v pour rayon, ces deux fonctions sont olotropes, avec des olomètres, illimité pour la première, égal k n — v pour la seconde, par suite toujours égaux à i au moins.
En appelant Un le (/i-h i)»*"« facteur de la série (2), on aura ainsi
fonction encore olotrope dans le cercle [v], avec un olomètre égal à I au moins quel que soit /t >> v. Dans le même cercle en outre, on a évidemment, quelle que soit x,
^ ' /i*L '^ 3(v-m) 4(v-hi)* J*
quantité positive où la série entre crochets est visiblement convergente, et qui est elle-même le terme de rang n dans une série convergente (273, I).
On en conclut (275* bis) que, dans le cercle [v], la série
(3) /(Mv4-!)-+-/(«V4-i)-4-...
a pour somme une fonction de ^, /v+i (^)j qui y est olotrope avec I pour olomètre, puis, en repassant des logarithmes aux nombres, que l'on a
fonction de x encore olotrope dans le même cercle avec le même olomètre.
Le produit Fv^_i(a?) des (v4-i) premiers facteurs de la série factorielie (2) étant d'autre part une fonction de x évidemment méromorphe à l'intérieur du même cercle, cette série a un produit
qui jouit de la même propriété, qui, par suite, est indéfiniment méromorphe, puisque le rayon v de ce cercle est arbitraire.
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436. Au n® 433, nous avons vu que la limite de Texpression (i) est égale à T(p) pour toute valeur réelle et positive p attribuée à Xy et jusqu^ici aucun sens n'a été donné au signe T(x) pour d'autres valeurs de x. Il est donc naturel et avantageux d'employer le même signe à la représentation de cette nouvelle fonction méromorphe dont voici les premières propriétés.
I. Pour seuls infinis, tous simples, elle a les entiers non positifs
..,, — /i, — n-hi, ..., — 2, — I, o.
Car on a (435, II)
(4) r(a^)=Fv-Hi(:r)e/v..('',
et dans le cercle [v] de rayon quelconque, le dernier fadeur ne peut ni s'évanouir ni devenir infini puisque c'est une exponentielle dont Texposant est olotrope, tandis que le premier facteur a évidemment les seuls infinis
tous simples.
II. Le résidu de r(^) relatif à V infini — k est
Car en faisant x=^ — k dans le produit de l'expression (i) par X 4- À*, il reste le produit de cette quantité par l'expression
qui a 1 pour limite.
Les fonctions simples fournies par la décomposition de T{x) (39) forment donc la série
ayant visiblement pour somme une fonction "^{v) indéfiniment méromorphe. La différence
est donc indéfiniment olotrope*
III. La fonction r(a:) na aucun zéro
Car le premier facteur de l'expression (4) n'en a point, ni le second non plus dans le cercle [v] comme nous l'avons déjà dit(-I).
Il en résulte que =^-;t est une fonction indéfiniment olotrope;
elle l'est effectivement aux infinis de T{^x) puisque celle-ci y est méromorphe (42), puis partout ailleurs comme inverse arithmétique d'une fonction qui y est olotrope sans s'évanouir (2S0*, II).
IV. L'expression (i) étant, quel que soit /i, réelle pour toute valeur réelle de x, et positive pour toute valeur positive de x^ il en est de même pour sa limite ^{x).
Quand x est réelle, cette fonction ne peut changer de signe qu'aux moments où x passe par ses infinis, puisqu'elle ne peut s'évanouir (III) ^ et alors son signé change effectivement, parce que tous ces infinis sont simples (I). Comme elle est positive de a: = o à X = 4-00, elle est donc négative de o à — i, redevient positive de — là — 2, etc.
On a
à cause de
437. De ce que nous avons dit tout à l'heure (435, II), et du n° 275* bis, il résulte que la série (3) est de celles qui peuvent être indéfiniment différentiées ou intégrées terme à terme. En considérant donc r(a:) comme le produit de la série factorielle (2), et prenant les logarithmes comme nous l'avons fait, il vient
/r(ar)=/(i)4-/(wi)-+-.--+^(w«)-t-.--»
puis en différentiant une fois
dlT{x) r(x)
dx
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On a d'autre part, pour /i >o,
OÙ
et la série
(8) Ci-h Cj -4-. . .~h Cn -^. . .
est convergente, à cause de
^""^ a (/i-t-i)« I ^(/i-hi)»'
terme général d^une série convergente (273, I). En faisant donc la substitution (7) dans le terme général de la série (6), sommant à part les quantités cn et représentant par — C + 1 la somme de la série (8), la formule (6) prend la forme suivante, qu'on lui préfère,
I dx r(x) \l Xj \2 \-\-xJ
La quantité C, valeur de — r'(i) à cause de r(i) = 1 , est positive ; des artifices que nous ne pouvons rapporter donnent effectivement
On la nomme la constante d^Euler,
438. En différentiant encore l'une ou l'autre des relations (6), (9), on arrive à cette autre
, ^ d^lTix) I I 1
dx^ X* (ar-hi)* (a?-f-/i)«
très simple et très employée aussi dans les questions se rattachant à la théorie de la fonction F.
Elle donne des indications utiles à la discussion de T{x) pour
des valeurs réelles de x. Comme alors son second membre est
essentiellement positif quand il n'est pas infini, dont il est la
dérivée est une fonction toujours croissante ne pouvant par suite éprouver qu'un seul changement de signe, en s'annulant, entre deux infinis consécutifs de r(j:), de o à +<x) aussi, et r'(j:) jouit de la même propriété parce que r(j:) conserve un signe constant dans chacun de ces intervalles.
D'ailleurs ce changement de signe unique s'eflectue toujours : i" entre o et + oo, pour une valeur (x de j; comprise entre i et a, parce que r(a:) — i s'évanouissant pour j: = i et = 2 (436, IV), (439, t/i/.), sa dérivée r'(j;) s'annule certainement dans cet intervalle (23)^ 2® entre — i et o, parce que, e étant une quantité positive infiniment petite, r(j7) est infinie négative, partant croissante en :r = — i + e^ infinie négative encore, partant décroissante en x= — e; etc.
De a: = oà a; = jjL, r(j:) décroît donc de +00 à un certain minimum (positif et <C 1 ), pour croître sans cesse ensuite de x = ia à J?= +00, et cela indéfiniment (439, /n/*.).
439. Nous passons aux propriétés spécifiques de cette fonction.
On a V identité (II) r(a:-M) = a?r(jr).
Car la formule (1) donne immédiatement
n(x-+-i, ri) n
n(a7, n) ar-h n -h 1
où le dernier facteur tend vers i .
Quand x est un nombre entier positif N, cette identité combinée avec l'égalité (5) conduit immédiatement à
moyennant quoi T[x) augmente sans limite pour des valeurs positives de x indéfiniment croissantes (438).
On a identiquement
(Il bis) r(a:)r(i — ar)= -r-^î^.
sinicâ?
La formule (i) donne immédiatement
n(jr, /i)n(i — iT, n) =
Prt(a7) n — a? H- I
Pa(j7) désignant le produit (i) du n^ 285, construit avec II = i, en écrivant /i à la place de k. A la limite, il vient donc bien
r(ar)r(i-a:)=-y^ = -^^^ (293).
Pour ^ = - > on trouve en particulier
où il faut prendre la détermination positive du radical, parce que r(j;) est positive en même temps que x. Cette égalité est utile dans plusieurs circonstances.
I. En appelanty un entier positif quelconque, on a
__ \kx-{-jk\\kx-\-jk-\- i] . . . \kx -hjk-^k — i] d'où, en faisant y =o, i, 2, . . ., /i, puis multipliant membre à
membre, on tire facilement
n{Xy n)u(x-h y^ nj,,.l\(x-\ r— > nj
kx ( A:.r -h i ) . . . ( Ara: -H /lA- -h /: — i )
OÙ V/i dépend de /i, mais non de x.
Le facteur médian tendant vers i quelle que soit x^ et le quotient du premier membre par le premier facteur du dernier ayant évidemment pour limite le premier membre . ^{x) de la formule (12), V/2 a nécessairement une limite V, naturellement indépendante de X, et Ton a
On arriverait donc directement à la formule (12) en cherchant V = lim V« ; mais il vaut mieux opérer indirectement comme il suit.
II. Comme V est une constante, la relation précédente donne en particulier V = C)*(o), c'est-à-dire, en remarquant que, pour lima: = o, on a limX:*^= c et lim[j;r(a:)] = i (436, II), d'où
lim[a7r(Ara:)] = ^>
v = "(J)rQ)...r(Lji).
quantité qu'il nous reste à calculer.
En élevant au carré les deux membres de cette égalité et ayant
égard àr(^)r(. - Ç\= ^ (440), il vient
Vî = _ ' _ , H
où
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Le produit des exponentielles figurant au dénominateur se réduit à
celui des binômes figurant au numérateur est Ar, valeur de
pour ^ = 1, parce que leurs seconds termes sont précisément les racines autres que i, de Téquation binôme L^ — i = o (201, VI). Moyennant quoi, il reste simplement
" = \k-V d'où
puis la formule ( 1 2) que nous avions à établir. Les radicaux doivent être pris positivement, parce que son premier membre est positif pour toute valeur positive de x,
442. Les propriétés de la fonction r(a:) dont nous venons de parler, et d'autres artifices dans le détail compliqué desquels il nous est impossible d'entrer, rendent relativement facile la construction d'une ^Table de ses valeurs (ou plutôt de celles de son logarithme) pour les valeurs positives de x, et la formule (11) permet de limiter son étendue à l'intervalle compris entre 1 et a par exemple; l'emploi de la formule (11 bis) permettrait même d'abaisser à ^ la limite supérieure de cet intervalle. Cette Table est utile au calcul numérique de beaucoup d'intégrales définies réductibles aux. intégrales eulériennes.
Quand x est une quantité positive très grande, une formule curieuse, que nous ne pouvons pas non plus faire connaître, fournit pour /r(;r) une expression très simple et d'autant plus approchée que la valeur de x est plus grande. Elle permet ainsi (439) d'évaluer rapidement et avec une grande approximation le produit i .2. . . (N — i) quand N est un entier considérable, question fort importante dans certaines applications de
TAnalyse combinatoire, qui trouve aiasi des ressources Inattendues dans la théorie de la fonction F.
D'après Téquation différentielle (lo), la fonction r(j:) peut être considérée comme engendrée par deux intégrations successives d'un tronçon illimité du développement de la fonction iaC^j I ) (278, IV, 3°), accompagnées d'une détermination convenable des constantes arbitraires et suivies du passage des logarithmes aux nombres. Cette observation fait présumer que trois intégrations, exécutées sur telles ou telles parties illimitées du développement de ^^{x) (342) et suivies des mêmes opérations accessoires, conduiraient peut-être à de nouvelles fonctions méromorphes ressemblant plus ou moins à la fonction F.
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