Leçons sur l'intégration des équations aux dérivées partielles du second ordre à deux variables indépendantes
Edouard Goursat
Lu avec liregratuitement.com, la bibliothèque des livres libres et gratuits.
Leçons sur l'intégration des équations aux dérivées partielles du second ordre à deux variables indépendantes
Louvrage dont je publie aujourd'hui la première partie forme une suite ualujelle dts Leçons sur rintét/raCior) des équalions aux dérivées /lartitllea du premier ordre, qui ont paru il y a quelques années. Ce premier volume coTitienl la Lhéori*^ des caracléristiques, l'exposition détaillée des Tnéthodes d'intégration de Kfonge et d'Ampère, et la recherche des intégrales intermédiaires, pour des équations de forme quelconque. La seconde partie, qui paraîtra bientôt, je l'espère, reolermera la transformation de Laplace, la méthode de M. Darljoux et Vinlégration par quadratures partielles.
La théorie des équalions aux dérivées partielles forme un sujet de recherches si étendu, que je crois devoir indiquer en quelques mots dans quel esprit cet ouvrage est conçu. A la recherche, le plus souvent impraticable, de l'intégrale géTiérale d'une équation aux dérivées parli^'lleSj s'est substituée peu à peu. principalemenl sous l'intluence des travaux de Fourier. de Ca uchy, de Himann et de leurs disciples, Tétude des propriétés des inté^ales particulières, satisfaisant à des condi tiens aux 11 mites données, et
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la recherche de ces inlégralcs. On pourniil évidé-mment varier k l'infini les conditions aux limites; mais la pl-uparl d*'S }ii<»blf»mes (lue I on a traités jusqu'ici se rameneiil à deux t\pes dislinc(i>. Vme intégrale est. en gémirai, déte^min^''e. comme l'a nionlré Cau chy, si on se donne une courbe située sur cette surface intégrale et le plan tauj^enl en clia«|uo point de cette courhe. pourvu qu'on suppose cette iutéjrrale représentée par un développement en .série culiève; c'est la reciierche de celle intégrale particulière qui constitue le Pmblt'me de Caucliff. On peut aussi, en se 1). .ruant aux variables réelles, définir une inirgralu par la suilc continue des valeurs qu'elle prend le long d'un contour fermé, celle intégrale devant, en oulie, rester coTilinue. ainsi que ses dénTées, à l'iatérieur du contour. Tel est le célèure Problème de iJirichlet pour 1 équation dei-apluce; on sait (pic de.s travaux récents, parmi lesquels je dois cjter ceux de Nf. Picard, ont permis de traiter le même problème pour des équations beauccmp plus générales. Je m'occupe exclusivement dans ce premier volume du problème de Cauchv et je ne coubidere. par- conséquent, que des soluli(ms analytiques.
L'étude de ce problème pour les équations linéaires en r, 4, L ri — s* conduit immédiatemcnl à une notion fondamentale, celle de.s multiplicités caractérisliquos, qî."i esl la Lase même des travaux de Plonge et d'Ampère. Lorsque les équations des curax:téristiqiie> de l'un des systèmes admettent deux combinaisons intégrabies. la méthode de Monge ramené lu solution du problème de Ouchy à linlégration d'un système d'équations ditl'éreulielles ordinaires. La méthode d'Ampère est plus élastique, (juûiqu elle conduise aux mêmes calculs que celle de Monge
lorsque C'^IIf' ci psI, applicable : m.'ji?i ollp h l'îivHJilage de s'appliquer è de:s équalioiis que la ini'lhndp do Monge ne pcnnctlrnit pas d'inlégivr. Dans la troi^iiMiM' cl la quulriOmf. |)ailii' de son m«hiioirc. Ampère nionlrc que, lor?;(|ue les (^(jualions do l'un ou doTaiiIro des systèmes des caractéristiques, ou dos deux à la fois, préstMitent un« seule combinaison intégrable, on peut ramoner l'équation proposée à une autre où ne ligurent qu'une ou deux dérivées du second ordre. On n'a pas assez remarqué, il me semble, ces profondes recherches du grand jréomètre, où sont employées des transforniaiions de contact tout à tait générales, un demi-siècle avant les travaux de M. Sophus Lie.
Dans le dernier chapitre, jéteiids la notion de caraciénstiques à des équations de foi-me quelconque, et je démon.tre en toute rigueur que tous les élémeats dune caractéristique appartiennent, en général, k une infinité d'intégrales, dépendant d'une infinité de constantes arbitraires. J'insiste assez longuement sur une distinction essentielle entre les deux- espèces de caractéristiques, du premier ordre et du second ordre, distinction qu'Ampère avait déjà faite, en partant de considérations apriori sur la l'orme des intégrales. A la théorie des caractéristiques du premier ordre se rattache la recherche des intégrales intermédiaires. L'étude du cas où les équations; qui déterminent ces intégrales intermédiaires forment un système en involution m'a conduit à une classe nouvelle et assez étendue d'équations intégrables, pour lesquelles Ihs deux systèmes de caractéristiques sont confondus.
On trouvera, cites, dans le courant do ces le(;ons, tous les travaux de quelque importance, qui m'étaient connus, relatifs au sujet traité. Pour la rédaction, j'ai utilisé plus particulièrement
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los mémoires He MoTige,, de M. Barboux. de M. Sophus Lie. Je traité dMmscheaGlsky. el surtout L'admirable Tnémoire d'Ampère dont les notations trop compli(| nées rendent malkeiireusement la lecture un peu difficile.
.1 "adresse tous mes remerciements à M. Bourlet. qui a bien voulu m'aider dans la correctioTi des épreuves, et à Tnon éditeur. M. Hermann, qui adonné tous ses soins à l'exécution malérielle de r^i livre.
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LEÇONS
AUX i)KiavKi:s paktimlks nu sixonu okoui:
GHAriTUE PREMIER
ÉTIIDK DUNK CLASSR I^AUTICUIJfeUE DKQUAÏIONS. PROBI.KMR DE CAUCHY fM
Kqu;iii<ius iiux «IcrivOos puilit^llcs des surfaces eiiiçendives par Ia> (.imbes d im coinitl»-xi', on Hii\>;loppços par Ips siirf;i(;»'S .rnii compl«'xr. - hil<'gralion do ci'S efi|uatioi)s. — Inléjirales sin^dlièiPs du pîiniifr oidrc. — l>é(initioii de l'iiiiégralc griiôralt'. — l'ioMèm^* de «-.lucliy. — Kfiiia)!|ins .sur la mi'lliude de la vaiialioii il«'s (•onslaiite-..
1. Les équations aux dérivées partielles (.lu pr.niicr ordre admetteiiL deux formes dislincfes pour l'intégrale générale. Si une équation est lirnaire, l'intégrale générale est représentée par une équation dt la forme
où « et V désignent des fonctions déterminées de .r, y, z, et (p une fcnction arbitraire; pour une tcpialion non linéaire, Tinlt^grale générale est donnée par un système de deux équations
V [x, //, j, <7, qp a i] = o (2' dV , M'
\} . Auteurs îi consulter ; I>Aitii.)i)x. « >(riiii<>iri.' .sur \v^ sulsilions singulières t'es équations aux "lérivOcs partielles du pr»Mni«;r i»rtlro ". FV" partie {Mémoires présentés pur dirent savants, etc., t. xxvii;: Sonius Lik. •• L'ehor Cninplccn. insh«'sonilerp Linien und Kiii,'ol-('oinp!exe, mil .Viiwendun^f auf die Tliforie p.irlieilcr Dittfrnulitlgli'ichiiiii^fn » MufheinnliscUe Annalen, t. V; I'. Ki.ki.n, « UrliT frfwi.sso in der Linieiiijcuiiiolric rtuftrrlonde Diir<Meulialglcicliuagen > ^Mu'Jieindtische Annalen, t. V;.
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2 CHAPITRR I
OU a désigne tm paramètre varialde, la lonclion î, (rt^ rostiin* arbitraire. En lungnge géométrique, ou peut dire (|ue l'iutégralo géui-ralc d'une équation linéaire s'oblieut eu prenant une stiilo simplement infinie de courbes d'une l'OTigrueuce. tandis <|ue l'intégrale j^'nerale d'une e(pial ion non linéaire est furniée par leuvcloppe d'une suite simplemoul iutiuio de surfaces dépendant de deiix [)aramélres, quand on établit enire ces deux paramètres une relation arbitraire. On sait, d'ailleurs, que cette distinction n est pas absolument essentielle, en ce sens que l'intégrale générale d'une éiiuatiou linéaire peut aussi être représentée, et d'une infinité de manières, par des formules de la forme (2).
U"ne généralisntion, qui s'offre d'elle même, consiste à augmenter le nombre des paramètres {'); par exem|»le, si on considère dts courbes ou des surfaces dépendant de /roi.s paramètres, on est conduit à des éijuations aux dérivées partielles du second ordre, dont la théorie oITrc la plus grande analogie avec celle des équations du premier ordre. C^s eqiiatinns ne forment," il est vrai, qu'un groupe tout particulier, parmi les équations générales du second ordre, mais elles oflrent un ensemble de propriétés cilrHClé^i^til|ues, qui les distinguent nettement. Aussi nous commencerons par les étudier en délai!.
2. Considérons un ay/npleœe de courbes, c'est-à-dire une famille de courbes C, dépendant de trois paramètres a, b, c,
( ^K y. z, a, 6, Cj = o;
si on établit entre les trois paramètres a, b, c, deux relations quelconques, de façon à ne laisser dans les équations (3) qu'un paramètre variable, la courbe (' engendre une surface, appelée surface du complexe^ dont on obtiendrait l'équation en éliminant a. A, n entre les équations (3; ei les relations
établies entre les paramètres. Toutes les surfaces du complexe satisfont à une mt''me équation aux dérivées partielles du second ordre, que nous allons former.
Soient : C.une courbe du complexe, correspondant aux valeurs a, i, c, des paramètres; m, un point de cette courbe; S, une surface passant par celle courbe, ayant pour équation :
C) Voir HERMiTr, Cour» d'analyse Je l'École poLytechiiiqttc.
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<l^sign(tns par les leUn-s p, 7, r. .v, t, les dérivées prerAiéres et secondes de c. par rapport à x et à y,
_ ^ _ '^ . _ ^ _ ÈIL — ^.'J.
fia lettre S «'appliquant aux différentielles relatives à un déplacement le long de la courbe C, on a, puisque cette courbe est située sur la .surface S,
on lire d'ailleurs des équations (3)
ce qui nous donne
en désignant par 0 une variable auxiliaire el en posant, pour abréger,
A_!liZLî), ii-I^^^f\ c~^^^^-
La première des équations (A) dcvioot alors
(6) A = Ap + B, - <: = 5^1 P + ?fi; , - e.'/:-^ = o; ^ ' *- I T D'y,*) D(^,a;} D(a'.y)
celte relation exprime simplemeiiL que la tangente, à la courbe C est située dans le plan langent ù la surface S. Pour calculer oV, 5-y, 0-^, imaginons qu'on ait pris 0 pour la variable indépendante, on a alors
Vx ^ 5A56 = W^ (^ A + ^-^ B 4- ^ C).
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en roinpiavaiil o.v, ov. 5i, Z-x, ô-v. 5'; par leurs valeurs dans la seconde des équations '41 «'l divisnnl par r,')'^. il reste :
(7) AV-+- 2AB*-r R»/ - H:
en désijfMHfil par II lexpression suivante qvii ne contient pas /•, .<?, f,
„=A'^-+l.^<>c^-_,(.4Vl4V(■.^')-./(A^+l^^!?+r.'^')
Si maintenant nous éliminons a, 0, c, entre les quatre ('qnatiofis (3). (t>) et (7\ nous sommes coiiduitsà une relation entre a;, y, z,p, q r, s,l, qui est veriliée par toutes les surfaces du complexe, puisqu'en clia<pie point d une pareille surface il passe une courbe du couiplexe. située sur la surface. Pour ctlecluer celle élimination, on peut imag-iner qu on ait tire a, b, c des équations i'.V- et ^O), en fonction de x, y, -% p, 7, et qu'on les remplace par leurs expressions dans léqualion (7). 1/équalion obtenue est donc de la forme
(8) \?r -f -2LM.S- 4- ^V-t -f N = o,
L, M, N étant des forictions de jc, //, 2, p, q seulement. Ce résultat donne lieu ù plusieurs remuniues.
Hemaik^ck 1. — La nlaliun ^7) a une signilication géom<;triquc qui j>ermetlrait de l'écrire immédiatement. Imaginons que, par le point «*, ou mené la iiormale jnn à la surface S, et <jue, par le centre de courbure O' do C, on élève une ptMpendiculaire au plan osculaleur en m à celle courbe. Ces deux ligiuîs droites se coupent en un j)oint () qui, d'a[irès le théorème de Mensnier, est le cetjtre de courbure de la section normale, passant par la tan;;^ente en n à !a courbe C. Kn écrivant celte propriété, ou voit, Sans peine, qu'on retrouve préciseinent la relalioui7i.
l{K>iAHot'i% 11. — lui effeclunnt directement l'élimination de fr. à, c entre les équations ';{), 't'») et (7\ on n obtiendra pas nécessairement une cipialion mise sous la forme simple (H). Si, par exemple, les é(jualious .'Ji et (rt) déterminent h systèmes de valeurs distinctes pour a, b, c, on aura, après rélimiiialion, une équation «le deJ^'•ré h eu r, a-, l, <\u\ se déconqjosera en h éiptations linéaires de la forme iHj.
KtMAHgcB m. — Toute e<]ualion de la forme ''8], où L, M, N sont des fonctions quelconi]ues de x, y. z, p, «y, n'est pas susceptible d'être
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intc^réo <lo celte façon. Les fonctions L, M, N doivent satislairc a certaines conditions, qui seront rl.ablies plus tard.
3. Proposons-nous maintenant de trouver toutes les intc^grales de rt'(|ii;ition 'H). Pour oÎjtLMiir cotte équation, nous nous soinnu's servis unifjuetnrnt <les ndatious (3) et (4), qui sont équivalentes aux relations (.'i), lO^ cl (7). Or, c^s équations (4) expriment que la courbe C du complexe et la surface S ont un conta<;t du second ordre. L'équation (8) exprime donc la propriété suivante des surfaces inte<^raleb : par tout point de l'une de ces surfaces, il passe une courbe du complexe qui lui est osculatrire, c'est-à-dire qui a un contact du second ordre avec la surface. 11 est clair que les surfaces du complexe jouissent bien de cette proprict'», mais rien ne prouve jusqu'ici qu'il n'en existe pas d'autres.
En clia(]ue point m d'une surface intégrale S, il passe une courbe (' du complexe osculalrice à la surface; soit mt la langeiitc à cette (;ourbc. Nous appellerons lignes d'oscula lion les courbes situées sur S, qui sont tangentes, en chacun de leur?, points, à la courbe C correspondante, ou à la droite ml. Imap-inons que l'on se déplace sur une de ces lignes d'osculafion; les paramètres d, h, c de la courbe osculalrice devionnenf des fonctions dune seule vaïiable, dont noiis allons calculer l«-s diflorentielles, la. Ib, oc. Ces paramètres «, A, c sont déterminés par les équations i'3) et ((») ; on en tire :
'^ ,^a ^ \ru ^ Yu- + Y Sa- -{-^hy-h y^ oz = o,
^la -\- -{ U -]- -X ÔC + r^ Lv -I- -- 5.V -f ;,-^ 8^ — o, en cb dr- \r ' ôp cz
la lettre S indiquant les différentielles relatives à un déplacement le long de la ligne d'osculation. Mais on a
tV' iV ^r
-L ?,u: -\- ^ h^j + ^ iz = o, dx ^V '^■^
dcc i\v i^
puisque la ligne d'osculatiim est tangente à la courbe C. On n aussi
r- S.r 4- r- ^v + ^ û2 -f Ao;) -j- lio^ = o,
car opltf êqualion dewIoppHP donne
C ?C DC
A [rlx -f- slt/] -f B (fhx -f /8y) — 7' ^ *" — T~ 5.V — — Si
si on y remplace Sar. 8y, o;: par ks qiiantifés proportionnelle!^ A, B, C, on relrùuvo pr*"ciscmenl l'utpialion {!). On a Honc les trois relations
— Srt -4- — o6 -f -r- 6c = o, ?rt 1^// ic
pour déterminer ^n^ S6. oc.
Sii|.p(»sons d'abord que le déterminant fonclionnel
ne soit pas mil ; on tire alors les équations ftf) :
î,a = ô/i = Zc = o.
I,a (rourl)c du c.ompk'xe, tangente à la surface i-ntégrale, reste la mémo tout le long de la ligne d'osculation, et. par cons*»quent, se confond ivec la lij^ne d'osculation elle-même. La surface intégrale est tJonc (Liigendrée par les courbes du complexe; nous retrouvons la sointioi connue a jtrinn. Le raisonnrnient est en défaut, si le déterminant prêt «dent est nul. Kn éliminant o, b. c entre les équations (3), (6) et IVqiiation
lui ~-r- ~ f = O,
on est conduit à une équation aux dérivées partielles du premier ordre (il) Fit, y, ;î. p. 7)t=o.
et les Jnlégralc» de l'équation (H), qui ne sont pas formées de surfaces du complexe, appartiennent npcessairem^ni « léquation du premier ordre (llj.
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lnversem«;nt, les intégrales de l'éciualion (11) satisfont-elles à l'équation (8) y Voyons pour cela la signiiicHMon geonietriqvie de l'équation M IV Les relations /'= o. ^ =-- o. A =: o donnent a,^, <■. en fonction de a;, y, z. p, q\ en d'autres termes, elles déterminent les courbes du complexe, qui sont tangentes au point \x, y. z) au plan fie co<!fricients anpilaires p, q. Or, pour trouver ces courbes, on peut procéder comme il suit : iinaffinons le cAne (T) ayant pour sommet le point de coordonnâmes ^07. y, z) et pour génératrices les tangentes aux courbes du complexe qui passent par ce point. Le plan de coefficients angulaires p. q, passant par le sommet, coupe, en général, ce cône (T) suivant un certain nombre d(; génératrices distinctes, dont chacune est tangente à une courbe du complexe réj»ondant à la question. Pour que le déterminant fonotii)nnel
soit nul, il faut que deux solutions soient confondues, ou que le plan de coefffcients angulaires p, q soit tangent au cône (T). Telle est la signitication géométri(}ue de Tcquation iW).
T,a réponse à la question proposée est maintenant bien facile. Fin effet, les courbes du complexe sont, pour l'equatiou (11), des ccmr-Ms Vtîtéffrnlei, et on sait qu'elles ont un conctact du second ordre avec les surlaces intégrales de cette équation, qui leur sont tangentes f). Par conséquent, les intégrales de l'équation (11) appartiennent aussi à l'équation (8), une exception pouvant seulement se produire pour l'intégrale singulière, s'il y en a- une, de Téqualion du premier ordre. Comme les surfaces intégrab^s de l'équation (11) ne frml pas, en général, partie des surfaces du complexe, on dit que l'équaiioii (llj est une intégrale singtili'&re J/v. premier ordre de l'équation (8).
11 peut arriver, d'ailleurs, que ce soit cette intégrale singutiêrc qui donne la véritable solution du prolilème. Hln effet, si l'on se propose directement de trouver les aurraccs qui sont osculatrices en xhalMm de leurs points à unft des courbes du complexe ('!), on est conduit à l'éqtiation '8), dont 1 intégrale générale se compose des surfaces du cemplexe. C'est là une solution bnnule, évidente à prio7'i: mais la véritable solution du problème est fou rràe précisément par les intégrales de l'équation du premier ordre
P (ic, y, er. p, q) =z o,
('*) Voir mon oavruge Leçons mvr l'mlèfjroli<>n des équations aux dérivées partielles du premier ordre, p. 19i. g 'TT. (Paris, Heruiaïui. 1891.)
fjiii uc sont, au point «le viie annlyti(|ue, que df^s solufions sinpfulières. Supposons, paî cxcuiplc, qu'on demande les ?uifaoes dont les lignes asvmptotiqups, de Tun dos systèmes, ont pour tangentes des droites appartenant à un complexe de droites donne. Comme les tangentes asYtnpIotiqncsont un contact du second ordre avec la surface, en mettant le problènu^ en équation, on est conduit à une équation de la forme (8), dont l'intégrale générale se compose des surfaces réglées (Kuit les génératrices appartiennent an complexe. Celle étpiation admet, en outre, tout» s les intégrales «le l'èrpi ition du premier ordre dont le cône (T), roh'.tif a un point quelconque de l'espace, est précisément le cône du complexe ; c'est donc cette équation du premier ordre qui donne la vraie solution du proldéme. Remarquons que les caractéristiques sont précisément les lignes asymplotiques.
4. Considérons, par exemple, les surfaces engendrées par des droites parallèles au plan des .ry
^ = a, y = bx -{- c;
en prenant x pour variable indépendante, on a
oz =^ o'z =^ o, ly ■-■ fnx, Z^y = bl'X = o.
Les équations (4) deviennent
l'élimination se fait imniédiatemiut, et on est conduit à réquation du second ordre
Il n y a pas d'intégrale singulière du premier ordre, car le cône (T) se réduit à un plan
Prenons encore les surfaces engendrées par un cercle de rayon constant, dont le plan reste parallèle an plan dés ry. Les équations de la ligne génératrice sont in
z = a, ix — ô)» -f (y — c\^ — R* = 0;
on en déduit, en prenant x pour variable indépendante,
Iz = S'i = 0, (x — b) Ix -{- [y — c) ly = o, Ix^ -f oy' -i- (y — c) l'^y = o.
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Les ôquations (4) deviennent
p [y — o) — 9 fa: — h) = o,
et réliminalioii Je a, f>, c, conduil à IN^quation
qni se réduit à l'équation précédente quand on suppose le rayon R infini. Si R n'est pas infini, il y a une solution singulière du premier ordre:
p2 _|_ ry3 :=r o.
Avant d'étudier les enveloppes de surfaces à trois paramètres, nous présenterons d'abord quelques remarques essentielles sur la théorie du contact.
5. Étant données deux multiplicités d'éléments (') Mj et M'2, ayant un élément commun {x\ y, z, p, q). on dit que ces multiplicités sont oscula- <r/cefs, lorsqu'elles ont un élément commun infiniment voisin du premier {x -f- div^ y -\- c/y, z -\- dz, }> •]- dp^ q -f ^7)- Supposons que la première multiplicité se con^pose dune surface S et de ses plans tangents, la seconde d une courbe C et de ses plans tangents. Pour que ces deux multiplicités aient un élément commun, il faut, d'abord, que la courbe C soit tangente à la surface S. Si on prend le point de contact pour origine des coordonnées et le plan tangpnt à la surface pour plan des xy, cette surface est représentée par une équation de la forme
-r = F (.r, y)=ç, {rx^ + 2«a;j/ + ty"^] -^ ^^ (x, y) 4- ...
tandis que la courbe C est représentée par trois équations
où
/■ (o) = ^ (o) = 1^ (o) = o, <li' (o) = o. Si les deux multiplicités ont un élément commun infiniment voisin du (•) Équations itu prctnifr ordre, cliapitro x.
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premier <dx, dy, dx, dp, dq), on aura a la fois
dz =z pdx -f qdy, d^s = pd'x -f qd^'y -f- dpdx -j- dqdni, dp :=: rdx -f xdy,
dq -=:. xdœ -f- tdy,
et, par suit€,
U^s — piPco — qd'y = rdx^ -f" 2<ûtr% -|~ '^*'
rfa^tA^.r/^a", fl^.V, «^- «l^si^naiit lesdiiïérenliclles /"(o) rf/, ({.'(o) <//, A^fo) </«-, ^'(n) rf/', vî/'^o'i û?/*. Cette relalioii exjn'im'e (jue lacourhe C el lasurruceoiit à l'origine un cmluf-l du Sc'cmd ordre,- au sens habituel du mot. Si, par exempi»;, lo courbe C est une droite, on peut supposer que œ, y, z sor»l des fonctions linéaires de l\ on a alors d*x = d-y = d^z = o, el la relation précédente devient
rdx"^ -f- Isda^dflf -\- tdt/^ = 0,
ce qui montre que la droite doit èlr*' iuive des asymptotes do l'indica- Irioe. Parrhaque point dune surface, il passe donc deux lig-nes droites osculatrices à la surface, qui .sont les lung-enfes aux deujc lignes asymptotiques de la surface passant par ce point.
Supposons, en second lieu, (|ue les deux mulliplicités qui ont un élément commun soient deuxiiurfaces. Si on prend pour origine le point de contact, et pour plan des xy le plan tancent commun, les deux surfaces sont représenlées par doux équations de la forme
X = F (r, y) = I [ra^ _{- 2*a;y 4. ^t) + .^^ (x, y) -f ... ;r= F, 'x,y] = ^- '^x^ + 2*,,Ty -f /,y») -f -^ (a-, y)...
Pour que les deux surfaces soient osculatrices en qe point, il faut que, pour une certaine valeur du rapport -p* les valeurs de dp et dedq soient les mêmes pour les deux surfaces, c'est-à-dire que l'on ait
rdx -f- sdy = r^dx -\- s^dy, sdT -|- fdy = s^dx •\- l^dy, et, par sui^e.
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*l es* facile «l'avoir une interprétation géométrique de cette con(l*»ion ; «ITel. les (tmix" surfaces se coupent snivnfil une courbe, dont ,jrf>-
ou sur le plan des ry a pour équation
- r,) a-» -f ^ (.«f - s^) ayy^U-t,) y' + 2^, (.r. y) - ^b;, fr, y) + . . . r= o.
CeUe courbe a un point doubla à l'orij^ine, et l'ensemble des langenles au point double est dontié par l'équation
(y __ r^) .1-2 -{--lis -.<^^) xy + (/ — t,) y' — o ;
les deux tangentes sont confondues si la condition (12) est sofisfaite. et le point double est un point de rebroussement. Donc, pour qtie deux RurTaj-es s(»ient osrnlatrices en un p<»îni de conlaol. il faut et il suffît que la courbe <I inter<(;ctiori de ces deux surfaces ait un poàKit de rehronsftomenL eu ce point.
Prenons, en particulier, le cas où l'une des surfaces est une spbére tangente au plan des a:»/
on peut toujours prendre pour axes des x et des y les deux axes de rindicatrice de la seconde surface qui a, dans ce système de coordonnées, urje équation de la forme :
s- = ^ (ro-' -f ^^f) -{- ,,(.tr, y) -}-...
Si on porte celle valeur de i^ dans l'équation de la sphère, on a l'équation de la projection sur le plan des a// de la courbe d'intersection des deux surfaces. C'^ttc équation est, tti n'écrivant que les termes du second degie ;
a?» {{ - hr) -\- y- (I — fti) 4 . . =: 0.
pour que l'origine soit un point de rebrous.sement, il faut que I on ail
/( =--ou A =r > c'est-à-dire que la sphère doit avoir |)Our centre un des
oenties de courbure principaux de la surface, f/a tangente de relîrnussemonl est alor.^ Taxe des x un l'axe des y, c'cst-à-dirf l'un dps axes de l'indicatrice.
(^) Sopuu.s Lie, hfuthtmitoUche Antmlen, \. V. p t^i D*nuoux.>'t>//<#»orj Kimçuftrres, p. ilv
6 On pont déduire do co qui précède une gonf^ralisation de l;i tliôn des lignes nsymplotiqucs et des lignes de courbure (M. Etant don» une purfaoe lixe S, et une fiimille (\e surfaces S' dt-pendant de qui paramètres : 1
1' (r, V, ^. o^, a^, a.j, fl^; = o,
on peut disposer de ces <juatre paraniolres do façon que la surface S' soit osculatrioe à la surface S en un point donné de ciMle surface. Il y aura, en gcnéral, un cortain nouihre de surfaces de c^tlc famille n'pondaiit à la question. A chacune de ces surfaces correspond une direction dans le plan tancent à la surface S, celle de la taugenlo de rebroussemenl do la courbe commune à ces deux surfaces. On ap[>el!e lignes d'osculntion sur la surface S, les courbes qui sont tangentes en chacun do leurs points à l'une dos directions que nous venons de définir. Si la tamille de surfaces S' se compose de sphères, l^>s lignes d'osculation coïncidoni avec les liy-aes do courbure.
De niOme. si on a une famille de courbes (> dépendant de quatre paramètres, on peut disposer de ces paramètres, de façon que la courbe C suit o«5culatrice à la surface S en un point donné. On appelle encore lignes dosculation, les courl>es qui sont langenfos en chacun de leurs points à une courbe C osculatrice à la surface. Si los courbes C sont des lignes droites, les lignes dosculation coïncident avec les lignes asymptoliques.
Il est clair que toute transformation de contact change deux multiplicités osculatrices en deux multiplicités osculalrices Si donc on applique à une surface la Iransfttrmation de M. Lie, qui remplace les lign<-s droites par des sphères, les tangentes asymptotiques deviennent les sphères osculalrices, et les lignes a.symptotiques de la première surface deviennent les lignes de courbure fie la notivelle surface.
7. Etant données dans l'espace deux familles de multiplicités \fj, compo.sé('s de surfaces ou de courbes, chacune d'elles dépendant de trois paramètres, on peut toujours trouver une transformation de contact, qui change une de ces familles de mullijjlicités en la seconde famille. Nous allons montrer, en effet, qu'on peut toujours trouver une transformation de contact qui change les multiplicités M.^ d une famille u trois paramètres, en de nouvelles multiplicités, dont chacune se compose dun point de l'espace et de tous les plans (|ui y passent.
Supposons d'abord que l'on ail une famille de surfaces S, définies par 1 équation
KTLDK d'I'.NK «I.ASSE I'AK liri IMIiHE d'K'JI ATFo.Ns ''^
de lu lelalion fondanienl.ile.
on déduit une transformation de contact définie par celle relation et les suivantes (')
dV , c^F DF , M^ i^F , „i>F dF , ,^ d¥
.v^-^^5^ =-^°' ^ + ^^^'^- .^\+' ^,^"' DV + ^^V.^'^-
( loonie'(ri<juomonl, on sait (|ut'. lorsque le point './•. y, :} ilt'crit une certaino surlaco i], la suifaoe représentée par rofpiatiofj ; !.'{;, où l'un regarde X, Y, / (.■(»inine dos c<>oi-donrR'es courantes, (Mivel<»ppe uiuau(re surface ï', qui est la transformée de la surface ï. Ov. si l.j point (j?, ^, ^) décrit une surface S delà famille, corrospundant ;iii.\ v.ilfurs a. h. c des paramètres, la surface (13) passo constannnent |»yr le j.oini X =-a, \ :=.b,'L =':. A la surface S correspond donc r<; (loinl.
De même, si l'on a une famille de courbes
!a transformation de contact déduite des deux lelations :
fait roncspondre un poinl a une rourbe de celle famille. Si on a deux l'atuillob de courbes ou de surfares, dcpt-ndant chacune de trois paramètres, on peut donc ramener cliacuni; »le ces familles à l'ensemble des points d^! IV'space par une transformation de tH>nlaot convenable, et, en combinant les deux transformations, on obtienL ur\e nouvelle transformation, conduisant de lime des familles à l'autre.
8. llonsi<lerons miiiiilen;i!il une famille de surfaces S, dépendant de trois paramètres, ou ^:unq\k\C''. de surfaces :
^\^\ Ff.x, xi. z ; -v b, r, - (. :
(•) Ê''itiit(ionf l'it jji-en.tt'r ordre, i> -01
U (IHAPITRB I
si on ttahlit entre les trois paranièires a, b, c deux relations de forme «rbilraire, do façon a Pf laisser qu'un seul paramètre arbitraire, les surfaces auront une sinfare enveloppe (\i), chacune d'elles clanl tangente h leuveloppe tout le luug dune courbe caractéristique.. Si, par exemple, OD u pris
i — o(a). Cf= 'f (rt),
les caractéristiques sont représentées par le système des deux équations
/ F[r,7/, z]a,o{à], fl(a)] = o,
(16) ôF , :>y ,, . , ^F .., ,
et on obtiendrait l'équation d<t la surface enveloppe en éliminant a entre ces dt-ux équations. Toutes ces surfaces enveloppes, qui dépendent des deux fonctions arbitraires o e\ 6, sont des intégrales dune même équation aux dérivées partielles du second ordre, que l'on obtient très simplement comme il suit
Par chaque point d'une surface enveloppe, il passe une surface du Complexe qui lui est osculatrice, puisque les deux surfaces ont une infinité d'éléments communs tout le lon^ de la courbe de eonluct. Exprimons cette propriété. Les valeurs de p et de q sont les mêmes pour la surface enveloppe et pour la snrface du complexe ; on a donc, pour les deux surfaces :
De plus, pour une certaine valeur du rapport r^i les valeurs de Zp et
de ofj sont les mêmes pour les deux surfaces; pour la surface enveloppée, a, i, c restant constants, on a
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011, ^n développant:
{il)
, fy^F . ^ D^F , , y'F\ . , îiF .
+ [ji^ + -'^ :^ + ^ ô"iïj '^ + î:^ "^ ^ ''•
Pour la surface enveloppe, on a
V, s, t désignant les valeurs dfis dérivées secondes relatives à la surface enveloppo. Kn. écrivant que ces valeurs de op et de Zq sotiI les
mêmes, et en éliminant le rapport :r'' on parvient à l'équulion suivante:
/?F\' DF <)¥ iF
(18) (^) ,,,-.') + c2i-,._.BJ;. + A^^r+AC-.B> = o.
en posant, pour abréger
^2F , ^2p ^ap' ;^2p
On parviendra à l'équation demandée en éliminant a, 6, c entre les relations (14), (16) et (18). Pour effectuer cette élimination, on peut imae^iner qu'on ait tiré des trois premières les expressions de a, b, c en fonction de x, y, z, ;), q, et qu'on porte ensuite ces expression» dans, la dernière. On obtiendra ainsi une équation de la forme
(19^ \\r -\- 2Ki- -f- \J -f M -f N {>-l — j») = o.
H, K. L, M, N ne renfermant que x, y, z, p, q, ou, plus p^énéral»»ment, une équation décomposable en plusieurs équations de la forme
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pn'c»><!ontr', si les relations [ïi\ oi IHj fournissent plusieurs systèmes de valeurs j)Our a. *, c.
9. InverscuitMit, prtiposons-nous de trouver toutes les surfaces qui satisfont à l't'iiuation ,!'.»; ; d'a()i«'s lu l'avon dont elle a ét«? obtenue, cell-e »M|uulion exprime uniijucnieiil lu pi\i[)rielo suivante des suiiïices intégrales: par tout point dune surface intefrraK.. il passe une surface vin complexe ^li;, ipii est osculatri«e à la première. I.c !onn d'une li^ne d'o>oulation, les paramètres a, 0, c de la surface osoulalrice sont des fonctions dune seule variable indépendante, dont nous allons calculer les différentielles. Les valeui's de a, b, c sont déiinies par les trois relations :
quand on se déplace le Ion;,'- d une lii^ne d osculalion on a : -- ce -r Ç- '^y -•■ T~ ^' = ^.
.>F„ . , W. . , Mv, . , OF ,
— ôxt- y;^vH--5j^^-^-4-^-6.y--o,
puisque les valeurs de ô.r, Zy, 5î, S/), 07 sont les mômes, par Uypi»tlièse, pour la surface intégrale, et pour la surlace Ju complexe. On a donc aussi
aF . , DF ,, , aF ,
— oa -h — 60 -4- r - 5c ^^ o, «>rt ^ù oc
>>a db ' àc
oa ûh ' de
ce qui exige que l'on ait :
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à moins (|ue le déterminant ne soit nu) :
V D (F, F., F,) D rt, h, c)
Dans le premier cas, la surface du complexe, tanijfento à la surface intégrale, reste la niéuie tout le long d'une ligne d'osculation ; les surfaces du complexe, tangentes à la surface intégrale, ne dépendent donc que d'un paramètre variable. Nous retrouvons ainsi la solution connue a priori.
f.e raisonnement ne s'applique plus, si les valeurs de a, 6, c, tirées des équations F = o, F^ = o, F^ = o, salisfo.it ^ussi à la relation A = o; l'élimination de a, 6, c entre ces quatre équations
F =0, F, = o Fj = o, A = o
conduit à une relation entre x. y. z, p, q,
et nous voyons déjà que toutes les intégrales de Icquation (19), qui ne hont [>as comprises parmi les surfaces enveloppes représentées par les formules (15), sont des intégrales de léquation aux dérivées partielles du premier ordre (20).
10. Réciproquement, proposons-nous d'examiner si toute intégrale de l'équation (20) est aussi une mtégrale de I équation du second ordre. Celte relation (20; exprii:iH une propriété de l'élément {x, y, z, p, q;., dont nous allons d'abord chercher la signillcalion geométri(jue. Etant donné un élément (.r. y, z, p, q), absolument quelconque, on peut toujours disposer des trois paramètres a, 0, c, de façon que la surface S, représentée par l'équation
admette cet élément ; les valeurs convenables de a, b. c, sont déterminées précisément par les trois équations
cF ?F ^V JF
En général, ces trois équations admettent un certatti nombre de systèmes de solutions, distincts les uns des autres. Mais, si on a en
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même temps
~ D iû, h.c) ~ "
deux (Je ces systènipsdo solutions sont venus se confondre ('). 1, 'équation 20) exprime donc que deux des .surfaces S du complexe considéré, qui advu'tlenl f éfément {x, y, •, p, 7). sont confondues. II est facile do déduire de là que toutes les mulliplioitfs M^, composf«'S d'éléments possédant cette propriété, sont, en chacun de leurs éléments, oscuiatrices à la surface correspondante du complexe, en d'aalres termes, que toute intégral'» de Ifqualiou du pren»ier ordre (20) vérifie aussi l'équati<»n du second ordre (ll'i. Kn effet, imaginons qu'on efTecluc une transformation de contact, de fa^on que les surfaces S du complexe devipnnent l<>s courbes C d'un complexe de courbes. I.» relation (20) se chancre en une nouvelle relation
(il) 'l»i {r. .y, -p. p, q) ^ o
qui exprime «pie deux dos coût bes (". du complexe;, qui sont tangentes à l't'lément [x, y, 2^ f, 71, sont, confondues. I.a prof>osition qu'il s'agit d'étaldir se tronsfoimc donc en un théorème démontré antérieurement (n* :{;, à savoir, que les eouibes C onl un »:»)ntact du second tudre avec les surfaces inlt'j^rales de réfjuation (21 j Kn faisant maintenant la transformation de contact inverse de la précédente, ou en conclut que toutes les intégrales de réfjuation du premier ordre <1» = o vérifient aussi ré(p;ation du second ordre (19;, exception faite des intégrales singulières, s'il en existe. En général, les surfaces intégrales de 'I» = o ne font pas partie des surfaces enveloppes reprt'sentées par les formules (15) ; la relation «^ = u constitue donc une intégrale singidière du pre-mter ordre de l'équation du second ordre 1 19j,
11. ExFMPi E I. — Supposons que le complexede surfaces soft formé par l'ensemble des plans
F (x, y, z ; a, b, c) = z -{- ax -\- by -{- c z= (}\
(') Si dans !♦•& (^quaUons 1" :=r o, Fi — o. Fj rr n, an ref,Mi<i*' c. y, z, p, ij .omrrK» doMi's ef tf. '■'. c i.omme (les rfi^rdoniiées «vniraiitHs. r es Irrijs pqualiotis iepre5»-fi(«Mit trois surface"-, dont il faut i-hercticr Ifs points communs. Si. «rn un de c»-- ^^l)inls (a, b, C. on a A ^=0. 1*3 plans l.'ingciits iiiix trois surfaces se coupent suiVHnt une aiè:iie >.!r(iite: lt> suifnces '>iit Jour «iiux points coniiniias conf<jn<l».s l'n Ui, />. c;.
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les équations (i6) et (17) deviennent ici
Sp =r O, 07 = 0,
I es deux dernières équations ne renferment pas o, A. c, et, en éliminant le rapport —■ entre ces deux équations, on estconduit à l'équation connue qui caractérise les surfaces développables
ri — ■ s^ = 0 ;
Dans le cas actuel, le déterminant A se réduit à l'unité; il n'y a donc pas de solution singulière.
12. Exemple II. — Considérons l'ensemble des sphères de rayon constant H :
F = {x — oY -f (y — i)' -f U — c)2_R^ =0;
on a ici
F, = (îr — a) -f- (z — C-) /) = o. F, = (v — 6) -f- ir — c) 7 = o,
et léquation (18) devient
On tire des premières relations
y/TTp' -h 7'^
et. en portant cette valeur de ^ — e dans la dernière, l'on est conduite l'équation
(22) R»rr/-.sVHVl-^;/'+V't(I4-7"^)r-|-!l4->)^V-2p7i(-l-(l47)^ + 7-;-=:o. On a ici
'iO r.iiM'inîK I
r«'.liiiiiMiitioM t\e a. b. •■, t.nti-o Ifs qualrc cqualitms
conduit ù l'éqUiTlinn du prtMiiirr ordre
<|ui coMsUdie hic'ii luie iiitL-ijr.ile première de réquation 52}, car un lire aussi delà nlation précédante :
rt — A-2 =r o.
On voit donc t)ue rinlci;f;de jj^énéralc de ré(|iiati<)n (22) se composa de surfaces enveloppes d'une sphère de rayon U, dont le centre décrit une courbe ^'•anclie arbitraire; 1 inlégralc sinoiilière du premier ordre déliait les surfaces développables qui |)assent par le cti'cle à l'infini.
Iteinarque. — I/érjuation ''22i, étant mise sous forme entière, se compose, en réalité, de deux é({uatiojis Jin<'uucs en r, s, /, H — a-, (|ue l'on obtient en prenant successivement les deux signes devant le radical rh \ t -\- p- -h 7". Une intégrale doit annuler un de ces facteurs ; mais, bi ou a l -\- jr -f" 7' = ^i c'est-à-dire si on coasidèn; une solution siniiulièie, ces deux facteurs linéaires sont idt'iiliijues. (rest là un fait géiiffial. ilepoilons-nous. en efi'et. a lu l'orinalion de l'équation du second ordre ; on tire les valeurs de a, h, <■. des équations
pour porter ces valeurs dans l'équation (18 ''n" S;. Sujjp(»sous, jtour fixer les idées, cpui les équations (2-4i admr>ltent un nombre tini de systèmes de solutions, p, par exemple. Rn portant ces videuis du a. h. c dans la dernière oquali(ui (IS), on obtient une équation du second ordre (K), qui est, en réalité, le }»i-oduit de p facleui-s linéaires en >•/ — ir, )\ X, t: Pour une intégrale quelconque, un seul de ces facteurs est nul, en ^'énéral ; mais, pour une intégrale singulière, on a vu (jue deux des systèmes de solutions des équations [tW sont venus se Confondre. I*ar conséquent, deux des facteurs linéaires de ré<|uation(E) doivent être identiques, et s'annuler en même temps.
13. Exi Mj'i.E III. — l'renons, dune manière plus générale, un complexe de surfaces, se déduisant d'une surface donnée par une translation, d'ailleurs quelconque (') ; ces surfaces sont représentées par une
(*} Muxot. ApplicaltoH de L' analyse à la 'jcomi-l-iitf. i XII i.
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tiquai ion «le la forme
Les surfaces envelo[»p(;s de celle famille de surfaces, quand on ntablit enlre^t, h. c deux relations de l'orme arbitraire, satisfont à une équalion aux dérivées partielles du seeond ordre, que l'on obtiendra par la méthode générale exposée plus haut. On remar<]nera que les quatre é(|uations, entre lesquelles on doit éliminer «, i, o, ne renferment (pie .t; — /r, y — h, z — c, <le sorte que r«''quation, à la(pielle on parvient ainsi, ne contient que les dérivées 7), </, '*, -", ^- Celte équation du serund ordre admet une intégrale sinp;idière du premier lu-dre, qui s'obtiendra comme il suit : les trois équations
\ ~ o, t-,\Vt^ ~ ^»' r- -f 7 r; — o
o.t c^ ùy oz
permettent d'exprimer a: — a, y — h, z - c au moyen de p et q. Imag'inons, pareNemple, que Ion liie .'>■ - (X i'\ y — b de deux de ces équations, et qu «»n porte ces valeurs daiis la troisième; on a une équation entre p, '/, z — e, el, pour obtenir l'intcjxrale sing-ulière du premier ordre, il faudra écriry que celte équation en -z — eu une racine double. La condition à laquelle on arrive :
définit des surfaces développables qui coupent le plan de Tinlini suivant une laome courbe, qui est piecisé-ment la courbe d*ruter?ection des STirfaces du complexe avec le plan de l'inlini.
14. RxKMi'LE IV. — Appliquons encore la mclliode générale à la solution du problème suivant : T)ét';rrninei' wne surface, cmntuiitsavt une relation entre les quatre pa^'amèfn's d'une '(es deux sphères osculatrices en chaque point (').
Soit
l'équation d'une sphère osculatrice. et
la relation qui lie les quatre parauièlr«!.s a, [i, ■[, U. (') l>AKi;oiix, SiilnUotis sùifjulirnx. de. \>. 21'^.
L<»s sphères de celle espèce forment un c(»mplexe de sphères, c«r on peut imaginer que de l'équation /"= o, on ait tiré un des quatre paramèlros «, P, Yi l^- <?» fonction des trois auti-es. Le problème proposé n'est donc qu'un cas particulier de la question générale qui vient d'être traitée. En écrivant que les quatre paramètres d'une des sphères osculairicps à une surface satisfont à la relation /*=: o, on est conduit à une équation aux dérivées partielles du second ordre, dont l'intégrale générale se compose de l'enveloppe des sphères :
{x - .)« + cv - py- -f f.^ - y)> - r* = o.
quand on établit entre a, p, Yi ^^ deux autres relations arbitraires
Celte solution était évidente a priori, mais l'équation du second ordio admet une intégrale singulière du premier ordre, qui donne la véritable solution du problème proposé. Pour obtenir cette intégrale singulière, considérons les équations
F = (x - a)' + ly - p)> 4- (x - y)=» - R2 = o,
Fj = (y - P) -h 7 (^ - ï) = o,
qui déterminent a, p, Y' ^ ^" fonction de x, y, z, p, q. Imaginons, par exemple, qu'on tire |î, y. R cle trois de ces relations, et qu on porte les valeurs obtenues dans la quatrième, on a une équation entre x,y, z, p, ç et a ; on aura la solution singulière du premier ordre, en écrivant que celte équation en « a une racine double.
Si la relation /" = o ne contient pas R, cette équation
représente une surface (T), elle problème proposé peut s'énoncer ainsi : Déterminer les surfaces dont les centres de courbure de l'un des systèmes àont situés sur fa surface (£). L'intégrale générale est formée de sur laces enveloppes de sphères, dont les centres décriveal une courbe quelconque de la surface (T).
Pour avoir la signification de l'intégrale singulière du premier
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ordre, remarquons que les équations :
qui déternïinent a, p, y en fonclion de x, y, ^, p, 7, sont aussi celles qui donnent les coordonnées des points de rencontre de la surface (Ij avec la normale à l'élément {x, y, g, p, y), menée par le point [x, y, z). On obtiendra donc l'intégrale singulière du premi.er ordre, qui donne la véritable solution du problème, en cherchant les svrfaces dont les normales sont tangentes à la surface (II). On sait que ce problème est équivalent à celui-c» : Déterminer les lignes géodéiiques de (2).
15. Toute équation aux dérivées partielles du second ordre, appartenant à lune des classes que nous venons de considérer, peut se ramener, par une transformation de contact convenable, à l'équation aux dérivées partielles des surfaces déveioppables s^ — rt = o. On a vu, en etîel (n" 7), que toute famille dp multiplicités M^ (courbes ou surfaces), dépendant de trois paramètres, se change, f)ar une tran^iformation de contact convenal>f»^ment choisie, en une nouvelle famille de multiplicités M j, composée da Tenseiuble des plans. Par cette transformation, toute surface osculalrice, en chacun de ses éléments, à une multiplicité M j, se change en une surface osculatrice. en chacun de ses éléments, à un plan, c'est-à-dire en une surface developpable. L'équation aux dérivées partielles du second ordre, correspondant k la famille de multiplicités M^, devient donc, après la. transformation, s^ — rt = 0.
Remarque. — Il peut paraître paradoxal, au premier abord, qu'une équation du second ordre, qui admet une intégrale singulière du p.. mier ordre, se change, par une transformation de conlaet, en une nouvelle équation s- — rt = o, qui n'admet plus d'intégrale singulit^re du premier ordre. Cela tient à ce que les formules, qui définissent la transformation, deviennent illusoires dans le voisinage des éléments qui satisfont à l'équation du premier grdre 4> =: o, qui représente l'intégrale singulière. Un faitde même nature se présente déjà pour les équations de premier ordre, puisqu'on u vu, qu'étant données deux équations quelconques du premier ordre, à un même nombre de variables indépendantes, on peut toujours passer de 1 une à l'autre, par une tranifor-
mation de contact ('
(') Equations du premier ordre, p. 2%.
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16. ].fs équations que nous venons il'ctuJicr n<* forment (ju'une catégorie tuni à fait particulière, parmi les équations linéaires on >•, .v, /, ri — vV- : ou verra, au chapitre suivant, oomnn'nt on peut reconnaître si une rquatiou donnée «le cette forme appartient ù lu classe précédente.
On a reconnu directement, pour ces équaiions, qu'il existe un ou plusieurs systèmes de formules, représentant toutes les intei>rales de l'équalion proposée. Mais c'est là un fait tout exceptionnel.
Etant donnée une équation quelconque du second ordre, rien ne prouve, /ïpr/or/, qu'il existe un système île formules pouvant représenter toutes les intégrales de celle équation, quand on attribue aux fonctions arbitraires, qui figurent dans ces formules, toutes les formes possibles. Il est donc nécessaire de donner un sens précis à cette expression que l'on emploie à chaque instant dans cette théorie: Que faut-il entendre par intégrale générale d'une équation du second ordre
nous adopterons la détinition que M. Darboux a déduite des travaux de Cauchy.
Proposons-nous d'abord le problèn^f suivant, r|ue nous appellerons, pour abréger, le problème de Cauchy, parce qu'il est intimement lié, comme on va le voir, aux travaux de l'illustre géométro sur l'existence des fonctions intégrales. Étant donnée une équatio'i du second ordre de la forme (28), cherchons à déterminer une surface intégrale passant par une courbe donnéo C et tangente, tout le long- de cette courbe, à une développable donnée D. En un point de C, x, y, z, p, q sont des fonctioDS connues d'une variable auxiliaire (i ; les valeurs do r^s, t. en un point de cette courbe, doivr'nt satisfaire à l'équation (28) et aux deux équations
' ) dq =z sdx -j- idy,
la lettre d indiquant des différentielles prises par rapport à la variable auxiliaire 0. Ces trois équations admettent, en général, un certain nonibre de solutions communes en »% i-, t\ supposons que, pour le système choisi, le déterminant fonctionnel des trois premiers membres par r&pporl à r, jr, /, c'est-à dire
dx dy o 0 dx dy K S T
= Tc/ic' — ^dx dy + Rc/y-,
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iô
où on a posé
ne soit pas nul. On peiil alors {l«''terriiiiK r sans difficulté les valeurs de toutes les dérivées successives de - par rnpporl l\x et à y, en un point quelconque de la courlie C Ainsi, supposons qu'on c^iit obtenu les valeurs de toutes les dérivées jusqu'à celles de l'oidre n inclusiveinHnt. Pour calculer les dérivées d'ordr*' n -f- t, nous aurons In -\~ 2; («qualitins linéaires, à savoir les n équations qu'on obtient en différentiant n — 1 fois l'équation proposée par rapport à a: et a ,v, et les deux équations qui donnent c/"p fld''q. Le déterminant de cts (//-}"-) «iquations linéaires est
dx"
ndx" -
^dy~
dx '
r)dx"-*dii
.... nd..:dy"
on peut vérifier, comme il suit, que l'on a
^^ - t T</.k2 —^dxdy^ Wdy'- " ; désignons par a et ft le^; racines de l'équation
Ty.2 -f- Sx + R
et multiplions les éléments de la deuxième colonne du détermitiaiît A, par a, ceux de la troisième par a', etc., puis ajoutons à ceux de la première colonne. On voit ainsi que A, est divisible par (dx-\- idyY, et on verrait de ménie qu'il est divisible par ^dx 4- 'idif)". D'ailleurs, le coeflicicnt de {dx)-" est le même dans i^, et dans {'ïdx- — Sdxdy -\- ï\d)/^)" ; donc les deux polynômes sont identiques. Par conséquent, si Tdx^ — Sdxdij -|- Wdi/' n'est pa.-» nul. on déterminera de pioche en proclie, sans ambiguïté possible, les vab-urs de toutes les dérivées successives de z par rapport kx et à y pour un point de la courbe donnée, ïl ne peut donc exister qu'une seule ititég-rale satisfaisant aux conditions précédentes, et développable en série entière dans le voisinage d'un point de la courbe donnée (nous ne considérons d'ailleurs ici que de pareilles njtég-rales).
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17. Pour démontrer que la série entière que l'on forme ainsi est converg-'^nte, au moins dans un certain domaine, il surfit d'employer la transformation suivante. Supposons que, dans le voisinage d'un point (j?j, y„, -Î0)dc la courbe donnée C, les équations de cette courbe soient mises sous la forme
(30) t/ = ri^). ^ = ?(-^'),
f{x) et ^ fx') étant développables en séries entières dans le voisinage do X = Xq. Prenons trois nouvelles variables X, Y, Z, liées aux variables primitives x, y, z par les formules
(31) x=X, y=:/(X)-f-y. x=.p(X) + Z; la relation dz — pdx — qdy — o devient
^'(x) rfx + rfz = /)c/x -h y { rfY +/"'('x.) d\ y
et on f n déduit les valeurs des dérivées premières r^' ry'
(32) ^-|=p4-9ArX)-^'(X). ^ = v,
d'où on tire inversement
/»n\ <^Z, ,,vi »^Z,, /v. 4IZ
Des relations
on lire de môme
dp = rrfx -f- *^!/'
dX
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OU inversement.
•■ = P - 2/- <>^) Àt? + F?; î ^' i^) !' - H /" W + »" "^i-
(dO; ^ * = ^^^^ - / (\) ^.
Par ce changement de variables, l'équation proposée (36) F ix. y, z, p, q, r, 5, f,) = o
se change en une nouvelle équation
et on vérifie aisément, d'après les formules précédentes, que Ion a identiquement
(38) |^rfj,»-f rf,rrfy+^rfar-^
Voyons ce que deviennent les conditions aux limites; l'intégrale cherchée z = ^ (x, y) doit contenir la courbe C., représentée par les équations (30) et, par conséquent, le fonction correspondante Z doit s'annuler puur Y = o. D'autre part, puisque le plan tangent est donné tout le long de la courbe C, q est une fonction connue de x, et, par suite, Q est une fonction connue de X. On est donc ramené au problème suivant :
Déterminer une inlégrate de l'équation (37J, se réduisant à zéro pour
\ = o, e/ dont la dérivée 777 se réduit en même temps a une fonction
connue de X,
Puis(|ue la courbe C correspond, par l?i transformation employée, à l'axe des X, on a. en vertu de l'identité (38), le long de l'axe des X,
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(.'oninie le proniitT nicnibro de ccito c'iralilé est dillôrent Jo zc'to lo lonjr de la courb».' C. par liypctlluse, on m coîiclul que la dérivt-o
n'est pas nulle non j^liis pour les conditi(»iis iiiilinlos. Par conscWpient,
i<n peut supposer l'é^pialion (-JT) résolue par rapport ;'• r^-^, »t lui appli-
ipior le lliéorème g-éncral de Canchy (^\,
il resulle de ce Ihèorônie que l'oiputlion (37) admet une intéi,Tnle développable en série entière, vl satisfalsatit aux roiiditions initiales: 1 équation !'3r>) admet donc aussi une i7ité*;nile liolomorplie, satisfaisant aux premières conditions données.
18. Cela po>é, nous dirons qu''<??« intéfp'nlp est i/èncfah'., si Von peitf cfisposer rft^s nrUitraires qui y figurent, fotictions ouconstantrsev nomhre illitiiité^ de manière à rrlrovvev les xolufions dont les théorèmes de Cauvhy nuu^ démoiHrcvt l'existmce, c'cst-à-t/ire df manière à atlrihufir à la l'onrlloii tvcontiui' et à L'une de ses dèrirees premières des vafrurs se sucfédanf suivant vue loi rumtinve t/uelct»)(jut\ donnée à l'nvavre, pour tous If^s points d'une covrhe ['■').
Kn langage îjéonutrirpic, ilest évident (pic lesconditicms précédentes reviennent à se donner une courb**, située sur la surface intéi^rale cheichee, elle plan tancent à cotte surface tout le loni:^ de la courbe donnée. L'inté<^rab'. jjénérale, l'Ile qu elle vient d'être définie, doinic nécessairenient toutes Ks intégrales de l'équation considcrée, dont le lliéorèm«' de Cauchy nous dénientre l'existenco; mais il i>c««t arriver qu'elle ne n^présenlc pas toutes les intégrales de celte équation.
Pour fixer les id('os. supposons que le |)ieniier nienilMê de Téquatioa proposée
scit un polynôme, ou, plus g-încralcnient, une fonction entière, rationnelle ou transcendante, des variahl^'s x. y, -, }>, <7, r. s, i. Soit
(•) Éqiialions dit pietn'fr «rdre. j». 12.
;«) Dabbo'-x. Leçons sur la théorie (jéncralr des sur/mci, t. Il, p. tf8.
i'T[nK d'iink <;i,.\ssf, i'miticui.ièrk d'i%ol; axions '29
une iii(t''}4:ralt' iJc cetto éj^iinlioii. Appelons S la siirliin' ippri-sciili-c pur l'équaliori -iO . et prenons sur ccJte siiiTaoo une ooiiriji; (1 ahsnluniorif quelconque. I.o plan (angcnl a la siiiracc S le Ion;; île la courbe C enveloppe une surface dcvclopftalilo I). Le théorème de Canirliy nous apprend ([u'il existe une intéjçrale de l'éipialion (39), (pii (umlient la eourUe C. et qui est lari^ente à la développuble D, le long de celte courbe, a moins »pie l'on n ait, tout le long delà courbe C,
(*h II chf' - S ('xrly -f T'/^:"-* = O.
L'intégrale z ^= ']> [x, y\ est donc une de colles dont le théorème de (^auchy nous démontre rcxistence, sauf si lu condition (41) est véridce, quelle que soit la courbe C située sur cette surface, c'est-à-dire si l'intégrale <I» (.r, y) satislait, en même temps, aux trois équations
De telles intégrales, s'il en existe, sont appelées intégrales singulier e>-.
19. Nous allons appli([uer ces géuéraiilés aux équations étudiées au début de ce chapitre. Reprenons, par exemple, les surfaces àtroisparameires iS;, représentées par une équation
Quand on établit deux relations de forme arbitraire entre ces trois paramètres
nou^ avons vu (n* 8) que les surfaces enveloppes, représentées par les formules
vérilient, quelles que soient les fonctions arbitraires f et j/, une môme équation aux dérivées partielles du second ordre (E). Les formules (42) représentent l'intégrale générale de l'équation (E), telle que nous venons de la définir. En elTet, considérons une courbe gauche, tout à fait arbitraire C, et une surface développable D passant par cette courbe. Nous pouvons disposer des trois paramètres a, b, c dont dépend la sur-
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face (s), de façon (|iie celle surface soit tangente à la développable D en un point donné M de laiourhe C. F.orsqne lo point M pai'i'ourl la courbe C. Ib surfai-e (i!) ainsi déterminée ne dépend que d'un paramétre variable: la surface S qu'elle enveloppe <|ui est, d'après ce (pi'on a vu, une intej^iale do l'équation fK\, satisfait évidemment aux. conditi<»ns de Cauchy, c'fst-à-dire quelle est tangente à la développablo l) lont le lougf de la courbe C.
On a vu aussi que 1 équation (Ej admet en g-énéral, une inliuité, d'inlé- ^rale^, qui ne sont pas comprises parnji les surfaces enveloppes (45), et qui vérifient une équation du premier ordre
il est facile de montrer que ces intéj^'rales satisfont bien a la définition précédpute des intégrales singulières. En effet, on a remarqué que, r<>quationdu second ordre (F.^ étant mise sons forme entière, le premier membre de celte équation est. le produit d'un certain nombre de facteurs linéaires en r, s, t. rt — s- ; pour une iiitég-rale de l'équation du premier ordre * = 0, deux de ces facteurs linéaires sont nuls en même temps (n'-lii) et, par suite, les dérivées partielles
àF ^F àF
ir hs i>l
sont nulles aussi pour cette intégrale.
Kkmauque. — Si le premier membre d'une équation du second ordre n est pas mis sous forme d'une fonction entière de x, y, 2, p, 7, r, s. l, elle peut admettre des intégrales singulières sous d'autres conditions. C est ce quiarriverait par exemple, si dans le voisinage de tout système de valeur (jc^, y„, 2-^, p„, q^, r„, .v„, /„) convenant à une intégrale, le premier membre n'était pas une fonction bidomorphe. Il est clair que le théorème de Cauchy ne peut pas démontrer l'existence d utie pareille intégrale. Ainsi ré<|uation des surfaces canaux formée plus haut (a® ii) admet pour intégrales singulières toutes les intégrales de l'équation du premier ordre
Dans tout le coups de cet ouvrage, nous aurons surtout e/i vue de rechercher les intégrales d'une équatiou du second ordre, dontle Ihéolème de Cauchy nous démontre lexistence, bien plutôt que d'obtenir uu symbole plus ou moins compliqué, propre à représenter toutes les intégrales, symbole dont nous ignorons a ■priori la possibilité. A nu
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problème un peu vague, se trouve ainsi substitué un problème beaucoup plus particulier, mais qui a 1 avantage d'être bien défini. Je dois ajouter que la question sera considérée comme résolue, toutes les fois qu'on aura 1*éussi à en ramener la solution ù Tintégration d'un ou de plusieurs systèmes d'équations dilTérenlielles ordinaires.
20. On dit souvent que l'intégrale générale d'une équation aux dérivées partielles du second ordre à deux variables indépendantes dépend de deux fonctions arbitraires d'une variable. Cette expression un peu vague ne doit pas étrepi'ise à la lettre. Prenons, par exemple, l'équation
une intégrale de cette équation est complètement déterminée, si elle est as.«ujettie à se réduire, pour x = jp^, à une fonction donnée de
y, /"/y), tandis que la dérivée première r-^ se réduit, pour la même
valeur de r, à une autre fonction donnée de y, 9 iy). On peut donc dire que l'intégrale générale de 1 «quai ion (44) dépend des deux fonctions arbitraires /"et <p. Mais on peut se poser la question autrement: supposons (ju'on veuille obtenir une intégrale de l'équation (14), seré('"'sant, pour y = y„, à une fonction donnée •> (a?), qui est, par exemple, liolomorphe dans le voisinage df la valeur x = oC„. Les coefticieTils du développement en série entière, <lans le domaine du point (.r^,, y^i, de l'intégrale cherchée, sont complètement détermines par la condition initiale. Kn effet, on connaît immédiatement les valeurs de z et de toutes
les dérivées — ;; pour a; := .r^. y =: Vo si on différentie les deux membres
de l'équation (.44), un nombre quelconque de fois par rapport à a*, et qu'on fasse ensuite x = .r„, y t= Voi on a toutes les dérivées
y = vo.
exprimées au moyen des précédentes. En différentiant les deux membres de l'équation (44), une fois par rapport à y, et un nombre quelconque de fois par rapport à j*, on obtient ensuite les valeurs des dérivées
\è.v"ày') ^ = '''0 et ainsi de suite. On voit donc qu'en opérant de la soiit, on peut dire
aussi (|uo liiilégralc <j:tiKraIf de locjuation (44) dépend de la seule fonction arbilraiie ■]/ '.r".
L«^s doux rosullals no sont coulradictoiios qu'en apparence. En effet, se donner une fonction arbitraire d'une variable revient à se donner une suite simplement inlin'o do coeflicients
puisque nous ne considéroi\s quo des l'onclions analyliipuîs, par exemple les coofiicients du dcveloppemon* en série entière de cotte fonction; se donner p fonctions arbitr;>ires, c'est se donner/) séries de cette espèce
/o + ^ + - 4 fn 4-
Or. on sait qu étant donné un tableau tel que (B), on peut toujours disposer les nombres dé ce tableau en une seule série, de façon que chaque nombre de ce tableau arrive à un rang" déterminé, et inversement, étant donné une série tuile (|ue ,A;, on peut toujours disposer les termes de cette série en un tableau tel que (B). Autrement dit, on pont toujours établir une correspomlanee univoque entre tes termes d'une série (A et les termes d'un tableau B' à un noml>re quelconque de lignes. Bar exemple, si p = '^, on pourra former le tableau 'B'I en mettant dans une ligne tous les termes de (A) d'indice pair, et dans une autre ligne tous les termes d'indice impair-. On voit donc que, se donner une fonction arbitraire, ou se donner p fonctions arbitraires, cela revient dans les deux cas à so donner les termes d'une série arbitraire ; le degré de généralité est au Tond le même dans les deux cas.
La seule conclusion ipie nous voulions déduire de là pour le moment, c'est que, pour reconnaître si une intégrale est générale, il ne suftit pas de compter le nombre de fonctions arbitraires qui y figurent. Le critérium qui se déduit des théorèmes deCauchy est toujours le moyen le plus sur de reconnaître le degré de généralilé d'une intégrale donnée a priori. Ainsi, pour l'équation (44j citée plus haut, un connaît depuis longtemps une formule donnant l'intégrale générale
- = / e- "^ <p [x -\- 2?« S y) du,
/ — cr-
ne dépendant que d'une fonction arbitraire i C). (') A^tPKKK, Journal de V École polijlechnique, X Vil' tuilier |j. i.'J.
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21. 1 -a méthode d intégration des équations considérées au début de ce cîiapilre constilue, en un certain sens, une g'énéralisation de la méthode de la variation des constantes arbitraires. litaiit donnée la facilité avec Idijut'lle la connaissance d'une intégra!*; ctnipiéte d'une écjuation aux dérivées partielles du picinior ordre conduit à linlégrale, générale, il semble qu'on pourrait espérer que la mérue théorie, convenableniont généralisée, permeltiuit aussi doolenir aisément 1 intégrale jçénéralc d'une equalion du second ordre. Nous allons voir qu'il n'en est rien.
Toute fonciion de deux variables, qui dépend de moins de cinq paramètres, satisfait à une infinité d'équations aux dérivées partielles du $eoo!id ordre; par conséquent, une intégrale comp'ète d'une équation du second ordre doit reni'crnier cinq paramètres. Soit donc
^45) «l» [X, y, z ; «,, Oj, ^3, a^, a.,) — 0
une relation déllnissant z en fonction des variables ,r, y, et dépendant de cinq constantes arbitraires a,sn^, a.,, a^, a^. De l'équation (45) on déduit, en dilTérentiant, par rapport à rc et » i/, les cinq relations suivantes entre les dérrvées du pruinier et du second ordre/), «7, ;•, 5, t,
èx'èi^ ' dydz ' 0x0 z iz- ' bz
'i t'y- ' "^ àydz ' ^ ?j^ ' ùz
L'élimination des cinq paramètres a,, a^, «3, <i^, r;,. entre les six équations (45) et (46). conduit en général à une seule relation entre «î y, 2,;), V, »', s. ^
la fonction définie par la relation ('io), d'où on est parti, constitue une intégrale conq)lèle de cette équation. Pour en déduire toutes les autres intégrales, remarquons <jue 1 équation (47), provenant de l'élimination dfris paramètres ai entre les équations (45) et 46). exprime la pro[)riété suivante des surfaces intégrales : en tout point d'une surface intégrale, les équations i4o; et (40; admettent un système de solutions
LNTtOHATKJN DKS ÉfjUATIONS. 3
GHAPITRI-: I
communes en a^, a.^,a.^,a^,a^. En lanp^age géométrique, cela veut dire que, par tout point d'une surface inlégrale, on peut faire passer une intégrale complète, ayant un contact du second ordre avec cette surface intégrale. La question qu'il s'agit de résoudre peut donc s'énoncer ainsi : Qin'//es i-elalions faut-il éinblif entre /en cinq paramètres a^y Aj, «3, a^y ^5, pour que ta surface enveloppe de la famille de surfaces ainsi obtenue ait, en dtaque point, -un contact du second ordre avec la surface eyweloppèc l
"Noiis traiterons auparavant le problème préliminaire suivant : Étant donnée une famille de surfaces à un ou deux paramètres, quelles sont les conditions nécessaires et suffisantes pour que la surlace enveloppe de cette famille-ait, en chaque {)oint, un contact du second ordre avec Ja surface enveloppée? Prenons d'abord une famille de surfaces à un paramètre
[i8j \ {x,y, z,a)z=zo\
la caractéristique est définie par les deux relations :
art
En un point de la surface enveloppée, les valeurs de p, g, r, s, t, sont données par les relations
^x "^ oz
on- , ^, D^v , ,^'v , , DV
pour la surface enveloppe, r et a doivent être considérées comme des
fonctions de x. Les dérivées partielles du premier ordre r' c-» ;-» t"
"^ '^ ex c'y l'a: Oy
s'obtiennent au moyen des relations
iy + dz ày ~ ^'
3V cW ^ _
cU- "^ cV :^x ~ °'
M^x "^ :^x .VcV "^ >a^ :>x ~ ^'
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1 , . hz dz
dont les premières montrent cMie I on a v~ ^ P, t— ^= 7- Quant aux
de ùt/ ^ '^
, O-'z ^2. ^2^ valeurs de --^» r~ï~' r~i' r-elativos a la surfacoenveloppe, on les obtient
en dilTérentiant de nouveau les formules (Bl), ce qui donne :
^a-d,/'^ \chz dy~^ hy^z ùx ' ùj^ ajray'" a* ^j^c^^"" V«'>» ' «)/T.^î.y).'<y~*''
poiir que les valeurs des dérivées secondes soient les mêmes pour la surface enveloppe et la surface enveloppée, il faadra donc que l'on ait, en chaque }>oint de contact,
^^ èa^x "'" >ac>z ;>x ~ ^' èaày ~^ M^z ^y ~ ^'
car on ne peut avoir r— ^ o. — = o en tous les points de la surface
^ ex ùy ^
enveloppe. Les deux conditions précédentes se réduisent, d après les formules (52j, à la relation unique
Pour que les deux surfaces aient un contact du second ordre en tous les points de la caractéristique, on doit donc avoir, en tous les points de celle courbe,
V = O, -:— = O, rr— s=:0;
ôa oa'
l'élimination de z ei de a entre ces trois éi[ualions doit conduire à une identité.
On peut remarquer que les équations ^53) ont une sig;nification géométrique évidente; elles expriment que les deux surfaces
OU l'on regarde a comme une constante, sonl Ungentes tout le long de la caracloristi<|ue.
Si l'on considère uiainlennnl ut«e famille de surfacefi à deux paramètres
la surface enveloppe est déliniu par les trois équations :
où l'on considère z, a ail comme des fonctions de «et de y. En reprenant les mêmes calculs que tout à l'heure, on trouve que les conditions nécessaires et suflisantes, pour que la surfac*^ enveloppe ait, en chacun de ses points, un contact du second ordre avec la surface enveloppée correspondante, sont exprimées par les trois relations suivantes :
^ ^ ) ?fl» ^x ^y ~^ daèb \^x èy ^" èy ?^j ' df>' dx Ôy """ "' in- \èy} "^ }>aib iy ^y "*" ^b^ \èy} '" ^"
Nous pouvons considérer ces relations comme trois équations
.... ^ D»V <viV ^'V ,. , , ^.
uneaires et homogènes en -r-T' T~S7' "^Â^' ^" oeveloppant le déterminant de <e8 équations, on trouve qu'il a pour valeur :
el, par conséquent, il ne peut élre nul dans le cas où nous nous plaçons. Les équations (56j entraînent donc les suivantes \.
^ do* da^b ^b^
pour que la surface enveloppe ait, en cha-^un de !»e8 points, un contact du second ordre avec la surface enveloppée, il faut que ces relations aient lieu en même temps que les relations (55).
étl'dt: d'l.n'f cuassk pARTir.uLiÈnK I) ÉorATio.Ns rt7
Celii pose, soit
l'équalion d'une famille «le purfaccs à cinq paramètres. Si on pf.iblit quatre relafions entre ces cinq paramèlies, il ne veste plut» (ju'un paramètre variable; on peut supposer, par exemple, qu'on ait pris pour aj, rt,, fl^, ffj, des fonctions de «,. Pour que la famille de surfaces ainsi obtenues ail un contact du second ordre avec son enveloppe, il faut, d'après ce qui précède, que l'on ait en tous les points d'une caractéristique
, .. . ^ ô<l> èH' .... , ,
les dérivées r — r-r étant prises en reffaraant <7.>, a., a,, a» comme àa, da^ ' ^ '•••'>
des fonctions de ^/,. Si doiu; on élimine deux des variables x\ y, z, entre ces trois équations, x et ?/, jiar exemple, le résultat de Vcliminalion doit être indépendant de z. Eu exprimant cette condition, un obtient, en général, pour déterminer les fonctions inconnues rt^, «3, «4, «5, un nombre d'é((uations supérieur à celui des fonctions inconnues, équations qui ne sont pas nécessairement compatibles. Ce n'est donc que dans des (as tout particuliers ([ue l'hypotlièse considérée peut conduire à des intéf^rales.
Supposons, en second lieu, que l'on établisse fro*.* relations seulement entre «,, a.^, «3, a^, a^, par exemple, que Ton prenne pour a.^, a^, o.^^ des fonctions de rt, et de a^. l*our que la famille de siirfaces à deux paramètres
ail un contact du second ordre avec son enveloppe, il faut, nous lavons vu, que l'on ail, pour le j>oinf de contact
(60) ft» ~ o, r — = o. r— — o, r — :; — o, .—— - =: O, r — r = 0,
les dérivées étant prises en regardant a^, a^, a^. comme des fonctions de a,, a^. En éliminant .r, y, z entre ces six équations, on est conduit à trois équations simultanées du second ordre pour déîerminer u^, «^.Uj. en fonction de ât, et a.^, c'est-à-dire à un problème plus complique en apparence que le problème lui-même qu'il s'agit de résoudre.
U s»?mblo donc que In méthode précodeTite soit, suivant l'expression de J.agranjj'c \^^) « plus curif^tise qu'utile >>. Il ne faut pourtant pas en conclure que la méthode de la variation des constantes n'est d'aucum? utilité dans la théorie des équations aux dérivées partielles du second ordre. Kn poursuivant lu généralisation dan.^ une autre voie, Ampère (*) a été coaduitàune metliode généiale de transformation, qui est précisémentidentique à celle que l'on déduit de la théorie des transformations de coTilact.
('} * Sur les intéyr aies purliculicrcs des i-qoations différentielles » {NoweaurlAémaires de V^indèmie deUevIiu. 1774. p. 26(i}.
(*j « NTi^moiro contenant lapplicaLioTi de la théorie exposée dans le XVH' cahier du Journal rte V Ecole polytechtùqiw, à l'intégration des é^iualions aux ditiérentielles partielles du premier ot du second ordre y> [Journal de l'Ecole ■polytechniqwe. XVIil" cahier;. Voir, eu particulier, la .'!• et la 4' partie du mémoire.
LES ÉQUATIONS DE IVIONGE ET DAlVrPÈRE (')
Étude du problème de Caucliy pour Ihs équ.'itions linéaires en r, S, C, rt — it^.
— Déftirition dos multiplicités C'irarléristiqur's. ~ GénéTalisation de 1a notion d'inU'graie. — Application à divers cxomplos. — iviéthode d'iuCégralioTi de3Ion£;o. — Solution du problème de Cauchy pour l'équation a ^=: o.
— RecTieTche générale des intégrales intermédiaires. — Examen des dill'érents cas où il exLsted.es intégrales iTitermédiaires. — Méthode de transformation d'/Vmpère. — Hemarque d'Imsc]ienelsl<y. — Intégration de léquation aux dérivées partielles des surlaces mimma, d'après Ampère. — Généralisation de cette méthode. -- Solution dn problème de Cauchy pour les snrfaces de translation.
22. J^ous étudierons, dans ce chapitre, les équations du second ordre linéaires en r, s, c, rt — 6-, qui se pTésentent dans un grand nombre de questions d'analyse et de géométrie, el (|ui jouissent de propriétés pailiculières. Une équation de cette tonne s'écrit, avec les notations d'Ampère,
{i) Ur -f- "liKs + L^+ M + "N (rt — s^) = o.
H, K", L, M, N" étant des Jonctions quelconques de x. y, z, p, g.
{') AutiMus à. consult<>r : \fitN02. «Mémoire sur le Calcul intéjjral des équalions aux tiiir<TL'iices [t;irlielles » (Histoire de VAcadémits den Scirnca:. 17iJ4); .Amhehe. <i Mémoire contenant ra[>[>licatinn rie la ttiémie exposée Hans le X Vjl' rwbif r », etc.... {Journal de l'Kiole pohjtei-hnufup, Xyill-- cahaer. 1820;; Booi.k, «"CcbeT âio paitieilo DiUnrontialgleichunKen 2. Onlnmis:, Rr -f Ss -|- T/ -f L'(/-/ — r^) ^V» iJmirual de Crclle, I.LXI, 1803): Buim. '< Sur Tintegration ries rrqiialions ditrércaliclles p'utielie.s du premier et rlii sr>cnnd ordre >> {Journal de l'École polytechnique, t. XXII'i; an. M.OKGAA' [CambTidge Philosopkicaf transac fions, vol. IX): Imschktnktsky. « Fturle sur les méthodes HinlégratioTi des é'iiiatioTiij ai!x dérivées partielles du second ordre à\m.i- fonction djc deux vairiabies rndopRiidante.s •> 'traduit du russe par Holid): GriAjNOoRr.E, 0 Mémotra sur l'intégration des équaliou.s aux dérivées pajtiellos des deux premiers ordres ■< {Mrnwircs àe 7/3 Société -roj/dle t/e* .^cîenG^.v de Liège, 2" série. C. V, iS'J?') : Somus Lrt, « Neue Tntegralions-inethode dcr Mnnge-AinperescTien Gleiohung ■. 'Arcfnv for Mathema'if; o^ Tiaturvide-nshab. f. I, 1876), « Ucbfr Comple^re, etc. . > {Muthemalv;rh.e AnmiLen. X- "V. -1872) ; D/Rijoux, Mémoire sur tes solutions singulières des équation.^ aux dérivées pajlit^lli's du premirr nnire > (iff^moire.s c/«.v Savants étrangers, X. XXYTI, 1883. j». iOa-i'^iS) <> Théorie dos surfaces \>, t. III, p. 203 et suivantes.
Proposons-nous de déterminer une surf«<« intégrale del'équation (1), passant par une coiirl)e «Jonncf C, et tangente, tout le longdeC, à une développable donnée I). passant par cette c«)urbe. Soient
le* éifualions qui représeutonl la courhe C, > désifrnant tin paramètre variable, p et 7 les coeflicienls angulaires du plan tangent à la surface diveloppable D, qui passe fiar le puint {.v. y, z) de C: p et q sont aussi des fondions de \. et. comme le plan tancent à la surface D doit contenir la tangente à la courbe C, les cinq fonctions cr, y, z, p, q du paramètre / doivent satisfaire ù la relation
di — pdx -f- qdy.
Autrement dit. j'ensenilile de la courTie C H des plans tangents à la développable D forme une multiplicité .M, à une dimension (').
Soit S une surface (Quelconque tangente à la développable D, le long de lu courbe C, et leprésenlée par Téqualion
quand on se déplace le long de cette courbe, les dérivées secondes
relations :
i dp :=n rdx -\- sdy.
} dq = sdx -f f'dy.
f/j-, dy, dp, dq désignant loujctirs les différentielles relatives à un déplacement le long de C Si on suppose, en outre, que la surface S est une intégrale de l'équation proposée, Ibs dérivées /*, «, t doivent aussi vérifier l'équation (l) ; et on a. pour déterminer les valeurs de ces dérivées en un point ([ueiconque de la coujrbe C, les trois éq^iationsH) et (3'.
Une iiilcrprélation ijéométriq-ue facilite beaucoup la discussion. La courbe C etla développable D étant données, nous pouvons considéTer, dans les équations (1) et (3), r, y, *, p, 7 comme des quantités connues,
f) iù'junlionn du premier lyrdrt. cTiapitr*? f .
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et '■. 5, / comme les coordonnées «'artésiennes d'un point à déterminer. Or, quand on regarder, s, f, comme des coordonnées courantes, ré<|ualion (1) représente une snrface (Z), les équations i'3) représentent une droite A: le point inconnu (/•. », l] est donc a l'inlersection «le la droite À et «le la surface (iJ). Si N n'est pas nid, la surface 'H) est une surface du second dej^ré, dont les génératrices sont parallèles a celles du cône (T) qui aurait pour équation
si N est nul, la surface (H, se réduit à un plan. Quant à la droite à, elle est toujours parallèle à une ^n}nératric«; du cùne (T). On v(tit d(jnc quels sont les dilTérents cas qui peuvent se présenter :
1" Rn g-ûnéral, la droite A rencontre la surface (2) «mi un seul point a distance finie. Il est facile de le vérifier, car, si on tire deux des inconnues r. s. t des équations (3), et «pion porte ces valeurs dans l'équation [l], on aboutit à une équation du premier degré, en cfénéral, pour déterminer la troisième inconnue. On a démontré plus haiil (n" Ifii, d'une façon beaucoup plus générale, que les valeurs des dérivées suivantes sont aussi déterminées sans ambiguïté, et qu'il existe une surface intégrale, et une seule, satisfaisant aux conditions proposées. Cette surface est représentée par une équation
où V est une fonction développuble en série entière dans le voisinage d'un point de la courbe C (').
2* Il peut arriver que la droite A ne rencontre la surface S en aucun point à distance finie. Dans ce cas, il est impossible de trouver pour r, s. t. ^«^ç vaîeuis liu.'co salisfaisnnf : !c. '"«^«s aux é«|uations (1) et (3). S'il existe une surface intégrale satisfaisant aux conditions de"i\.';;i'>nco, elle admet la courbe C pour ligne .singulière. Ce fait est analogue à celui que nous avons déjà rencontré dans la théorie des équations du premier ordre, avec les courbes appelées courhcs huégrales '(-].
3° Rnfin, il peut arriver que la droite A soit située tout entière sur la surface (il). Les équatioTis (Ij et (3) se réduisent alors à deux équations distinctes, et m\Q des trois dérivées secondes r, .«:, /. peut être prise arbi- Irairenient. Nous dirons, dans ce cas, que la multiplicité M, définie plus
(') Kii elVct. il est ficilc He vcrilitr que. pour les cooidonnccs r, a. t du p.>icit ooniiniin d la surface (fli et i la droite Jk. on ne peut avoir MJ'j- — ^rixdtf -}- Tcbi- =- o. car II, S, T so'il les piiraiiiètrcs dirocleurs du y.lSii tangeut à {ï'] et d!i\ — àrdy, dx^ les paramètres directeurs Je la aroiti- A.
(-) EquaLiotis du premier ordre, p. 19^.
hfinl, of^lwne mullrpHoitii caracténslnqv.r do l'équalion (1). Nous laissons de côlé, pour le momeTit. une queslioTi (jui se pose naturellement ici, et (|iii consisleraità rechercher s'il existe effectivemi'nl une inUrriLéde surfaces ÏTitégralcs, tangnirteâ à la déveioppableD. le long de la courbe G. Remarquons seulement que, s il existe une iulinité de surfaces intégrales de l'équation (4), dependanl d'un ou plusieurs paramètres arbitraires, ayant un contacl du premier irrdre seulemenl lo long d'une courbe C, cette courbe C, et l'ensemble des plans tangents communs à toutes ces surfaces le long de ceile courlDe, forme nécessairement une multiplicité caractéristique de "Péq-uatioii proposée.
Sur chaque surface (S) il ejùste, en général, une double infinité de génératrices parallèles aux génératrices du. cône (T). Toute équation de la forme (1) admet donc, en général, deux systèmes de multiplicités caractéristiques. Nous allons former les équations qui définissent ces deux systèmes.
23. Supposons d'aboid que le coeOicient N ne soit pas nul; l'équation (l) représente une surface du second degré (S), qui admet deux syslèniL's de générajtrices rectilignes, sauf dans le cas particulier où celte surface se réduit à un cône. Vomt obtenir ces deux systèmes de génératrices, nous écrirons l'équation (1) comme il suit, en multipliant tous les coeflicionts p;ir N.
fN"r 4- L) (N^H- H) - IvPs^ -I- 2KNs -f MN - IIL = o,
ou encore :
(4) {Nr + L] {Ni -f H) - (N. -f X,) (N* -i- XJ ^ o ;
X,, X; son» 'e* deu* lacines dt' Téq^iation du .second degré
(») )» + 2KÀ 4- HL — MN =r o ;
(6)X, =:= — K -f- vK^-IlL-l-MT^, X,=— K-v/K' - HL -h MN.
L'é^^uation (4) met en évidence les deux systèmes de génératrices de la surface i^) ; on obtient toutes les génératrices d'un système, en attribuant au paramétre m. toutes les valeurs possibles dans l'un des systèmes d'équations
, . ) Nr -h L = [^ (N« + À,), ,o> .1 N»' -f l^ = 1^ (N* -f À,), ^^f ) N« -f î^î = K (Ni -h H), ^ >* 1 N5 + X, = ,x (N/ -f H).
Pour qu'une multiplicité M , formée d'une courbe, et des plans tangents
LES ÉQUATIONS DE MONOE ET d'aMPÈRE 43
à une surface dôveloppahle passant par celte coiirbo, soit une multiplicité caractéristique, il faut que l'on puisse idenliJior les éqiiations (3) avec l'un des systèmes (A) ou (B). En identifiant, par exemple, les équations (3) et (A), on a les relations
rf.r dy dp dq
et, en éliminant le paramètre p, il reste les équations de coTidilion
:Ndq -f ).jflte -f Hdi/ ^ o,
auxquelles il faut joindre la relation :
dz — pdx — qdi/ = o.
Le second systèniu de multiplicités oaTactéristiques est défini par un système déquations qui se déduit du précédent, en permutant X, et Xj, En résumé, lorsque N nestpas nul, toute multiplicité caractéristique de l'équation (1) doit satisfaire nl\m des deiix systèmes d'équations cidessous :
I(fz — pdx — qdy = o.
Sdp -f Ldx 4- >,</!/ =r o, N</y -f l^d.v -f- Mdy = o.
Îdz — pdsp — f/dt/ =■ 0, ISrfp -f Ldx -f \^dfj = o, Ndq '[ l,dx ^Hdi/—o.
Pour que ces deux familles de caractéristiques soient confondues, il faut et il sulfit que Ton ait X, = X,; la surface (2) se réduit alors à un cône. La condition, pour qu'il en soit ainsi, est exprimée parla relation
(9) K»— llLfMN=o.
Chacun des systèmes de caractéristiques dépend d'une fonction arbitraire d'une variable. Par exemple, dans le système (7), on peut prendre pour y une fonction arbitrairement choisie de x, et il reste trois équatioiib difTeTentielles du premier ordre, pour déterminer^.j) et q en fonction de x.
24. Le rôle capital, que jouent les cnractéristiques dans la théorie de l'équation (i), tient à la propriété suivante : Etant dcmaiêe une. surface
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inléçrali' de fé<jnafio)i (t). par foui point de celte surface passe une caraclcrixfiqiie du c/mf/w st/.<ttrme, située tout en'ière sur celle surface.
PreuiMis, par exemplQ, Je systL-mo (7; ; si on y remplace dp par rrfor -|- sJij et dq par sd-r -J- tdy, ou obtient les deux c<|uations
(10^ (Nr f L) dr ~\- l'Nx -f >,; d,/ — o,
(Hj {N5 -t- >,) dv -f (NV -t 11) f^i/ = o,
ol lelimmalioii ihi ranittirl - eiihe ces «ioux relaliuiis conduit a 1 equa-
tiun
ilVr -f X) 'N^ 4- »n — (Ns -f A,l (Nv + \^) — o,
qui est identique a l'équation (1). Il en réstdte que, si l'on a une surface intégrale S, et si on suppose qu'on ait remplacé z, p, 7, /% s, t par !eui3 valcuis en fon- lion do jr oL de ^, les deux équations ilO) et (11) d<'vionnenI identi(|U08. Fdles déterininent pour chaque point de la surf;ice S un»- direction silin-e dans le plan tangent. Les courbes de îa surface qui sont tanginles en cliaque pomt k la direction correspondante sont définies par une uqualion différentielle du premier ordre; par cKaque point de la -urfaco il passe donc une de ces courbes, et une i^euie en général. S(»it C une de ces courbes, p et </ les coeflicients angjdaires du plan laiigent à la surface .S. Le long de C. .v, y, z, p^ </ sont des foiiction.s d'une seule variable, et comme on a toujours
dp = rdx -\- sidy. dq r= sdx -\~ tdy,
on peut remonter inversement des équations (10) et (11) aux équations (7j, et on en conclut que l' assemhlag>' formé par la courbe C et les plans twiiganla à la surface S le long de *! ronMitue une multiplicité caractéristique de l'équation (!).
Comme la démonstration s'applique aussi au système (8), on voit que. par tout point d'une surface inlt-grale, il passe deux caractéristiques, une de cfiaque système. Les deux valeurs correspondantes de
dy
-.- sont respectivement
dy-
dx ■"
dx
X, et X, étant les deux racines de l'équation (5) ; on en conclut que ces deux valeurs de -^ sont racines de ré<{uation du second degré
Nt + H) dxj' -j- -2 (Xî - K) dxdy -f- (Nr -f L) dx'^ «= o
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(12) Rrft/» — Sdxdi/ -f T (/a;' =^ o,
H, S. T désigimnl los dérivées partielles du premier nicmhre de l'équation (I) par rapport a r, s, t respectivement.
Inversement, totite surlace, qui est un lieu do caractéristiques, est une surface inlégrale de réquation (1). Mais il faut préciser ce qu'on doit entendre par là. (^)nsiderons, dune manière g(''nérale, une famille de multiplicités M, dépendant, en outre, d'un paramètre variable À. Cliacune de ces multiplicités se compose d'une courbe C et de l'ensemble des plans tangents a une développable I), passant par cette courbe. Lorsque le paramètre X varie, la courbe C engendre une certaine surface S; mais, en général, le plan tangent à cette surface, le limg de la courbe variable C, reste tangent à une surface développable dilîérente de la développable D. De sorte que lu midtiplicilt; .Mj, formée par la surface S et l'ensemble de ses plans tangents, n'admet [»as les mêmes éléments que l'ensendjle des multiplicités M, Mais, s'il arrive que la développable, circonscrite a la surface S tout le long de la courbe C, soii précisément la développable D, alors la multiplicité M, est formée par l'ensemble des éléments des multiplicités M,, en nombre infini. C'est ce qu'on exprime en disant (pie lamulliplicité ^X^est le lieu des muliiplicités Mj. Pour qu'il en soit ainsi, il faut et il sullit ([ue l'on ait
la lettre o désignant les dilférenficlles prises par rapport au paramètre À, qui varie quand on passe dune multiplicité M, à une autre de la même famille.
Cela posé, supposons qu'une surface S, représentée par l'équation
soit telle que, par tout point de cette surface, il passe unecourbeC telleque, le long de C, les valeurs de a;, y, z, p, q, dx, dy, dz, dp, dq vérifient ie système (7). Alors les valeurs de r, s, t, en un point quelconque de celte surface, satisfont aux deux équations{10) et (11 j et, par conséquent, à l'équation (i), que l'on obtient en éliminant le rapport — entre ces deux relations.
25. Lorsque le coeflicient N est nul, les calculs précédents ne s'apph({uent plus. La surlace ^— ), représculfc parl'équalion (1), quand on y
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regarde t, y, j, p, q commo des paranièlrcs et ?% s, t comme des coordonnées courantes, est un plan. Le plan parallèle, mené parle sommet du cône (T). coupe on fr^^néral ce cône suivant deux gcnéralrices distinctes ; la surface (î^) admet donc encore deti"x" familles de génératrices reetilignes, parallèle.^ à des ^énérairices «lu cône (X).
I*our former les eq^uations ditTérenlielles des caractéristiques, il suffit d'exprimer que les trois équations
Hr 4- 2K* 4- L< -f M = o, dp — rdx — sdij = o.
(fq — sdx — tda. = o,
qui sont linéaires eu r, .<?, t, se réduisent à deux équations distinctes. (>omme les deux dernières sont évidemment distincles, il faut pour cela que la première soil une combinaison linéaire des deux autres, ou que l'on ait
(13) H»' + 2Ks 4- L< + M = A {dp — rd<K — sdy) -\- B (cA/ — sdx — ldy\
A et B étant indépendants de r, s, /. Cette condition est équivalente aux quatre relations suivantes :
il -j- Kdx = o, L -j- Bdy = o, 2K -f Aaf.v + Bda: = o, "M — Adp — Bdq = o,
qui doivent admettre un système de solutions communes en A et B. Poiir qu'il en soil ainsi, il faut (jue tous lesdélciminants d'ordre 3, obtenus en supprimant ane ligne du tableau
da-
dy
dy
dx
dp
dq
soient nuls. On obtient ainsi les quatre relations
Wdy- — "iKdxdy -f hdx'^ = o,
Hdpdy + Ldqdx -\- Mdxdy = o,
Mdx^ -f- ^Kdqdx -f Ud^fx — Hdqdy = o,
^\dy' -1- 'IKdpdy -j- Ldqdy — Ldpdœ — o,
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qui se réduisent à deux relations distinctes. Plusieurs cas pouveiil se présenter :
1" Supposons d'abord (ju'aucun des coenicients H. L. ne soit nul;
les deux premières des é«^jaa.tions (14) donnent A = — — ; \i = — -—
et, en portaJit ces valeurs de A et B dans les deux dernières, on a, pour défiTiir les caracbjristiques. les deux équations
^^^^ i Udjxii/ -h Ldqdœ -\- Mdady = o,
qui se décomposent en deux systèmes distincts : dy — l^dj: rrz: o.
'*^^ 1 m,dp -f Ldq -f MÀ.rf.r = o,
dt/ — y^dœ •-— o,
HXjC^/j -4- \.dq H- U\,^dv — o,
X^, Xj désignant les deux racines de l'équation
(iH) Hà' — 2KX-I- L = o;
2" Soit H = o, L ^ o. La première des équations (44) donne A= o,
ou dx — o, et la seconde doiinc B = — —• Si on prend A = o, et
qu'on [iorle la valeur de B dans les deux dernières, on trouve les deux équations
2K.</.v - Ldx — o,
Mc/y -f- -Lciy — o.
qui définissent un premier système de caractéristiques. En prenant dx = o, la troisième équation donne A — - -j~ et, en portant A et B dans la quatrième, il vient :
"Meîj/ + 2Krfp -f Ldq — o.
(In a donc un nouveau système de caractéri;>tiques détini par les deux équations
{ dx := (I,
^ ' j }\dy -\ t\idp -f U^ = o.
Ces deux systèmes se confondent si K --:= u.
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3" Soit 1. =r o, H ^ o. ('r cas se di'diiil du précédenl en permutant X et y. Oa a deux systèmes de caractéristiques, en général dislincls. qui se confondent si K = o.
» "IKrfx — Wdy -^ 0,
( dy =: u, ^^'^' ) Mrf-u; -f '■iV.dq -f Wdp = L
4" Soit H — li = o. Les deux premières des équations (14) donnent \djc = Bdy =. o. li y a deux combinaisons possibles (A = o, dy = o), (B = o, flte = o) et, par suite, deux systèmes de caractéristiques, qui sont toujours distincts
. ^ ' I 2Krf/) 4- Mrfi/ = 0, ' / "iKdxi -f Mrfa: = o.
N. B. — Pour abréj^er, on a omis d écrire chaque fois la relation dz r=z pdcr -\- qdy. qui doit être ajoutée à chacun des systèmes précédents d'équation».
26. Si, dans l'un quelconque de ces systèmes d'équations, on remplace
dp pai rdj'- -\-sdy,d<f par sdx-\~tdy^ puis qu'on élimine le rapport -p
entre les deux relations ainsi obtenues, on retrouve précisément l'équation. (1). Les conséqui-ncos sont les mêmes que celles qui ont été développées au n" th. Par cIijkjuc point de toulo surface intégrale, il passe deux courbes situées tout entières sur la surface, et jouissant de la propriété suivante: l'assembla^'efarmé par l'une de ces r-ourbes et les plans tangents a la surface le long de cette courbe forme une mulliplicité caractéristique.
Les tangentes aux deux courbes caractéristiques, qui passent par un point donne de cette surface, sont toujours données parles deux racines de l'équation
Wdy- — 2Kdx'dy -{-l^x* ^- o, qui peut encore s'écrire :
K ''y- — ^ Udy -j- '\dx^ = u,
R, S, T ayant la même signilication que plus haut .p. 45) ; ces deux systèmes de caractéristiques sont confondus si l'un a
(24) K^ — IIL r. o.
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Tnv.TSr-rm-'iil, louto r^iirrat'.t;, «jni f*st un lien lo nuiltiplicitos caractéristiques, est une surlaco intojîrale. Nous avons R.xpliqué précédemment (p i;i) K' sens prPC'S qn il faut alfnclior à colle proposition.
On reinanpifra (pu-, lorsque N n'est pas nul, les équations de l'un quelconque des syslèmes de earactéristiqnes peuvent être résolues par rapport à dp et dq: tandis que, lors(pu' le terme «mi ri — 5- manque <lans léquation (1), il y a, dans cliaque système de earactéristiques.une é(|ualion ne renfermant ni dp, ni dq.
27. Kn suivant la voie ouverte par M. Sophus Lie, pour les équations du preitner ordre, nous allons ninintenanl élargir la dédnitiou ordinaire de l'intégrale, pour donner [;lu.s de m'-énéralité à la tlieorie. (Considérons une équation de la fonr.e fl), et les équations qui définissent un des systèmes de cariietéristique-. que nous écrirons pour embrasser tous les cas,
( dz — pdx — <idy -~ o, (-5) \ V (a?, y, S",- p, q\ dx, dfij, dp, dff) ±: o,
F et F, étant des fonctions linéaires et hamogènes de f/x, dy, dp, dq. Nous appellerons intégrale de léquation (Ij (oïde^tTiiiltipUcilé cf éléments M,, fei/'.' que, par tout élrm&nt -ii: oelte wullt'p'icité. il pasise toie tnxlfiplicilé caraclérislique M,, satisfaisant aux équations (25), et dont toits les éléments appartiennent aussi à Mj.
Si les éléments de la nmlliplicité Mj sont formés pan les ponits d'une surface S, chacun de ces points étant associé avec le plan tangent correspondant, la surlace S constitue une intépralc ail sens ordinaire du mot. Kn elTet, si r, y, / désignent les trois dérivées partielles du second ordre en un poi/it de cette surface, les deux relations obtenues, en reM\pla«;ant dans les étpialions f^.'i^ '//< p.ir rd.r -\- sdj/, ^l dq par
sdx -f- ^rfy, admettent une solution connnnne en -7-' et nous avojis
déjà fait observer qu on éliminant -y- entre ces deux relations on retrouve précisément l'équation (1) d'où l'on est parti.
Mais, si la multiplicité \î^. satisfaisant a la définition précédente, se compose d'une courbe et de l'ensemble de ses plans tangents, ou d'un point et de l'ensemble des plans qui pass'Mjt par ce point, elle ne définit pas une intégrale, au sens ordinaire du mot 11 peut y avoir cependant a-aniage, dans certains cas, à ne pas négliger de pareilles solutions.
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Prenons, par exemple, réipialion
où r est «ine fonction quelconque àe x, ;/, :r, p. ij. Un des systèmes de caractéristiques est défini par les équations
,/x =. o, dp -j- /Xv = •>, ^^ — p'^^ — 'i^y = ** ■»
on satisfait à ces trois équations en prenant :
x^, Vg, z^, Pq désig:na?it des constantes qii«.'lconques. Lorsque q varie, la multiplicité coractOristiquo M, décrite par l'élément {x'^,J/o^ ^cPoi?) se compose d'un point fixe de coordonnées .r^,, y^, z^ et de Tensemble des plans passant par ce point, et par la droite fixe parallèle au plan des o-j. (|ui est représentée par les deux équations
Cela posé, considérons une courbe plane (], située dans un plan quelconque parallèle au plan des .r:r, et la multiplicité M^ form«'e par cette courbe et l'ensemble do ses plans tangents : M, est une intégrale de l'équation .ç -)-/'= o. au sens étendu du mot. En effet, la midtiplicité M, formée par un point quelconque de la courbe ('. et 1 ensend)le des plans passant par la tangente en ce point constitue, d aprè» ce (]ui vient d'être dit, une multiplicité caractéristique. On peut dire encore que ré<piation s -{- f = o admet toutes les intégrales de l'équation du premier ordre .?/ = y^, «pielle que soit la constante //„.
Il suffit de la transformation de l.egendre jiour ramener ces intégrales à des intégrales ordinaires, car l'équation i/ = y^ df'vienl alors q ^=^ j/q, et la nouvelle équation du second ordre doit adfiu^ttre toutes les intégrales de l'équation du premier ordre q r= y^. II est facile de le vérifier. La transformation de Legendre est définie par les formules
on a, pour calculer les dérivées secondes r , s\ t' de la nouvelle fonction *' par rapport aux variables r', y', les relations
dq* =z s'dx -j- t'cly,
ou
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doo = r'dp -\- s dq =: r' (rdx -f fdy) -f- *' f-^dx -f- fdy}, dy = s dp -\- tdfi =. s [rdx -f- sdi/j -\- l' {sd.c -\- Idij)^
qui donnent
rr -j- ss =. 1 ,
5»-' -j- to' — o,
rs '\- st' = o,
sa' -{- It' = l.
On en lire
r t — « 2 »• ^ — s - ri — 5 *
et ri;quulion s -f /* — o devient
la nouvelle équation admet bien toutes les intégrales de l équation q' = c, qui sont de véritables intégrales.
28. Dans la nouvelle définition de l'intégrale, l'équation du second ordre elle-même ne joue qu'un rôle tout à fait secondaire ; ce qu'il y a d'essentiel à considérer, ce sont les équations linéaires en dx, dy, dp, dq qui définiss-cnt l^s multiplicités caractéristi(iues. On peut se d.uncr arbitrairement, pour déiinir ces multiplicités, deux équations distinctes linéaires et homogène? en <tx, dy, dp, dq,
\ Xdx + H^.v -f Cdp -f- Ddq = 0, ^ ' i X'dx -f- ndy + Cdp -f ])'dq = o,
A, B. C, D. A', R', C, D étant des fonctions quelconques de x, //. 7, p, q. Si. en offot, on remplace dans ces équations dp par rdx + s'fy et
dq par sdx -f- tdy, puis qu'on élimine le rapport -^ entre les deux relations ainsi obtenues, on aboutit toujours à une relation de la forme (1), et il résulte des d«H'eloppements des paragraphes précédents, que les équations '26) délinibsent un des systèmes de caractéristiques do l'équation du second ordre a laquelle on est conduit. II n'y aurait d'exception possible, que si les deux é<|uatioiis (2G) ne renfermaient ni dp, ni dq, et se réduisaient par conséquent ddx := o, dy = o. Nous reviendrons tout à l'heure sur ce eus smgulier.
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Quand un clTorhie sur ks varialilep .x, y, -, /^ 7 xine transform.ition de contact,
X = /', (.r. y\ z\ )i\ 7), y = f., (.r , y', z\ p , 7'), S' — /Il (•'*'', y' 2', p\ (/'), p — fx l>''i .'/'. 2', yî', 7% V = /:; ("^''i y\ ^\ P\ 7)1
lu lolalioii dz ■-- p(f.v — 7^)/ =- u so chaiij^o eu d:: — // </ r' — 7 '('/' -= t>. et Idule cquali«»ii lincairc et hoiii(»g«.'ne (;ii d^, dij^ dp, d<i, «Jonue une éqnatidii linca're el honio^t'ne (!n dr , dif\ dp', dq' . 'lout f^ystonio do la firme <-T.y- s(^ cliani;c donc en un système de même fui nu^
1 dz' —p'dr — n'dy ~ o, (25 Ih) (; (^'^ y'^ .', ^/^ ,-. ^^.-^ ,iy'^ ^^,^ ,i,^^ ^ t,,
d'adleurs, Icute mullipliciU- inléorale M., du système (25) se cliange en une multiplicité intégrale M^ du nouveau système. Nous sommes conduits ainsi à cette propriélé fondamentale des équations d<.' Mon^e et d'Ampère: quand on applique à une e,quation de celtr esi;i^re une translonnatijn de contart arbilraire, on est condail a une nouvelle équation de mcme forme. Le raisonnemeiil pnnivr, en outre, (jue la transformation chavfje les raraetérisfiques en de noucelles caraclérisf iq ues .
On déduit, delà. 1<^ moy.'>ii [)ralique le plus simple pour effectuer la Irunsfurmation, une fois qu on a formé les équations d'un des systèmes de caractéristiques. Il consiste à ntmplacer dansées équations, .r. 7/, Zy p, q. d.r, dij, dp, dq par leurs valeurs en fonctions di? x\ y\ z , //, 7', dx , dy\ dp', dq'. On a ainsi intm<'diatement les relations ([ni définissent un des systèmes de caractéristiques de la nouvelle équation, d'où il est facile de remonter à la nouvelle équ;i!ion elle-même.
Keprenons, par exemple, léqualion v -\- f := o, pour laquelle un des systèmes de caractéristiques est donné par les relations
djc = 0, <^P ■{- f<iy ^^ ^1 ^^ — P^^ — 7^y =^ o ;
lu transformation de Legenrire remplace ce syâtème par le suivant
dp' = o, dx -\- fdq .= o, d%' — pdx — qdy =^ o.
dy l,a nouvelle équation s'obtiemira donc en él i nu nan t ,'- entre les ^ dx.
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tîeux relations
t-'c/cr' -\- s' ri If' = (), (hi '■ fs -J- i) -f- ft'dj/' —- O,
co qui donne
s — f{rt' — s'-) = (\
Considérons encore l'équalion
ri, — s-* =r- o:
Tes équations diff^renfiollp?; des caraclérisliqufS sont ici
dft -— o, iiq TTz (), âz — /x/.T — • qdy --z^ o.
î^i on eiïectiip la même transforinfilion de Legendre. on est ronduil au s^sléme
ff.c' :— V; £^'/' '~ O, dz' — p'dx' — i^f^!/' = O
auquel ne corrrsjjond nucune eqnation du second, ordre. Si on applique, en eflef, les formules générales d»^ transformation obtenaes plus haut (p. ?>1 ). y ri't'iiation r> — .v- ,z^ o elle-tnèine, on est conduit à la nouv&lle équahdn
qui n'a évidemment aucun Sf^ns. O résultat singulier s'inlerprèlei sans difficulté avec la notion généralisée d'intégrale. Toute rnultiplicilé jVI, satisfaisant aux relations
dœ = <). :'/2/ cr: a, d: — yjrtû; -- qd't/ rr= o
se eomposn nécessairement d un puinf et de tous les plans tangents a un cAne, d'ailleurs arbitraire, ayioif ?(.m sommet en ce point. 5>i on a une famille de pareilles nmlliplicités M,, dépendant d'nn paramètre, et engendrant une multiplicité NT^àdcux dimensions, «^elte multiplicité Mj se composera nécessairement d'une cotn-Le <'l de I ensendd^ de ses plans tangents^ ou d'un point et de l'ensemble des plans qui passent par ce point ; mais M.^ ne poun-a jamais sr c«>mposei- d une surface, truand on #>lîectue la tiansfornialion dr I-egendre, à un point correspond un plan et a une courbr^ une surface developpable. l/pipiation )■{ — s^ -- o admet donc ]»our intégrale générale une surface developpable quel-
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conque, résultat bien connu, (lue nous reU'Ouverons d'ailleurs par l'applicrtlion d'une mrlliode générale.
Uemarquons encore que, lursqu'une équation de la forme ;1^ ne renferme pas de terme en rt — *', on peut toujours lui appliquer une transfornipJion de contact, de façon que la nouvelle équation renf»'rme un pareil terme. Si le terme M, indépendant de r, *, <, n'est pas nul, il suffit dVrnploycr la transformation de Legendre. Si ce terme est nul, on peut poser d'abord
Z élanl la nouvelle iouctiuu inconnue et <l» {x, y) n'étant pas une intégrale ; la nouvelle équalioii, n'admeU.anl pas la solution Z = o, aura forceint m un terme indépendant de r, 5, /, et on sera ramené au cas préco«lent.
29. Pour donner un exemple de ces considérations générales, reprci.ons les surfaces d'un complexe
(27"; F (ar, y,z\a, b, c) = o,
ei les surfaces enveloppes de cclleslà, représentées par le système des deux équations
/ V{x,y, -r; rt, T. (a), ^(a))= o, •>) OF , ?F ,. . , .>F ... ,
où ^ {a) et -l (a) désignenl deux fonctions arbitraires.
Il est clair que toutes ces surfaces *ont engendrées par des multiplicités M, définies par les équations
iï^ + '^y.^^'
a, b. c, 6,, c, dé>ignant cinq constantes arbitraires.
Entre ces quatre équations et celles qu'on obtient par la différentiation, on p^at éliminer a, b, c. 6,, c, et on parvient ainsi à trois relations entre a:, y, z, /j, r/, c/.r, dy, dz, dp^ dq, indépendantes de a, 6, c,
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ft,,c,, îHixquelle.s pntisfonl foules c^s mulliplicilés M,. L"un»f d»? ces relations est préci<;oineiil
dz — pdx — qdy =. o ;
les deux autres s'obtiennent comme il siiil. On tirn des e(|uations (!Î9i
les différentielles étun». prises en y regardant a. h, c, comme des consianles, et remplaçant dz par pdx -\-qdij ; si on ren)place dansées éfjuationsrt, b. c, par leurs valeurs tirées des frois relations
l^Oj b=o, -H-;,- = o. -4.^--_-o,
on est conduit à deux équations linéaires en de, dy, dp, dq. Par conséquent, toutes les surlaces enveloppes des surfaces du ctmiplcxe satisfont bien ii une équalinn du second ordre de la forme (!', q»ie I on
obtiendra en éliminant a, 0. c et .- entre les équations (30) et les deux équations
'' (tI-) + fi -'•°'^' + '"'^'' + 1"' (i j = "■
-' Q + f ■'"'■' + '■'"■ + -'-' iji) = "•
On roinarquerii que celle méthode conduit aux mêmes calculs que celle qui a été exposée plus liaul(n" 8).
30. Considérons encore les .sur/aces de tvaiinlation , qui sont engendrées par le mouvement de translation d'une courbe de forme constante. Une surface i\c translation peut encore être définie comme il suit: Soient \\ I ', deux courbes fixes quelconques, m un point quelconque de r, ni' un point quelconque de i""', et M le milieu de la droite qui joint ces deux points m. m', l.e lieu du point M est une surface de translation (S). On voit, en effet. <jue lorsque, le point m restant fixe, le point m décrit l' , le point M décrit une courbe "' bomolbélique à V
avec - pour rapport d'homotbétre; la surface (ii) est donc engendrée par
56 CllAPITHi; H
la Iranslalion d'une courbe y <I«^ furnie invariable. De mOnif. lorsque, le point m' restant fixe, le poiiU m dérrit la cou-be 1'. 1*^ p«iint M décrit
une courbe Y homothétiqtie à 1" avrr- pour rapport H honiolliptie. Toute
surface «le translation peut donc éfre ensçendréc de dt^vacynmvièr^s difTArrvte.f par la translation (Vvnn crturhe do forme invariable.
.Supposons mainlonaiU (pie les lang'^ntcs à la coijrbe V soient parallèles aux ^••én'^ratrices d'nii rt^rtain cône, c'est-à-dire que l'on ait pour cette couri)e une relation tlo la fnrnie
tp id r^ dy. d~^ = o
filtre les paramètres dirioteurs de lu tanj^onte. cl 'Mie ndalion de même Airnie pour la courbe I""
Il [d.r\(iy^ dz) = o.
Chacune de ces ccuibes F et V dépend d'une fon-Mion arbitraire; l'^s surfaces (i' de traii'slatioii, obtenues en pretuiat pour 1 une courlie quelconque satisfaisant à la condition ;p [dx, dy, dzi ■=: o. et pour F «ne aiiiie combe sali<i}'atsant à la er.rxiition "j/ \drr. dy. rfr) — o. dépetidc nt oon-": de deux fonctions arbi'raiiv?.;. Joules ce< surfaces st»nt des iulej^raies d une niéine é<pialu>.i du secoiul ordre de la furnne (I). Pur tout point de l'une de ces sinfaees. passe une courbe v Tiouicihétique a V \ considérons les multiplicib's M^ lonnées par une courbe y et les plans lang-ents à la surface S) le long de cette courbe. La surface (1^) est engendrée par la translation d^• la oourl)e y, cbacun des points de y décrivant une courbe y' boniotliéiique à V . Il pu réstiite <(ue les plans tanpenls a la stirfuce (L) le long de y, enveloppent un cylindi>' ayant ses génératrices parallèles à une tansfcnte a X". On déduit de la que ces multiplicités \f, satiiifunt n deux equaliojis de la forme (iCi). D'abord, en écrivant que la tangent»* à y est parallrle à une i»'éiiératri(îe du premier cône donné, on a une première relation
3 [d.'\ dy, dz j = o :
écrivons, d autre pari, que la droiîe d'intersection de deux [dans tangents intiiiimenl voisins le Mng dey est [larailèle à une génératrice du second cùne. Celle droite est définie pai- les deux équations
(X — r dp -f- 'Y — y\ dq -— o,
LES- IlOUMIONS DP. MuNGF. ET 1) V^ll'ÈKr: el les paramètres direclrurs sont lespecliveinenl
dr/, — dp, pHq - qdp,
el o\i a une socondt^ relation
■| idq, — dp, pdq — qdp) — O.
De l'équolion
^ (dx, dy, pdx -\- qdi/) = o
du . 11.
on liTV pour -j- >ine expression de la lorme
dx
dy , ,
de la seconde équation on lire de niémp
Remplaçons rltpp^y rd.r -A- sdy éq par zdx -\- tdy et éliminons ensuite
"T ; nous soniipcs conduits à une pquafinn rie îa forme a a:
E.- -h i»Fv -f- Cl. ^ ".
uù C, F, (j «ont des fonclinn? dt ;d et de 7 ieulemenl, à laquelle satisfont lotîtes les surface'' de Ij-anslalion /S) considérée-; (*).
On verra plus loin comuienf on p^ut reconnaître si une équation Je la forme précédente pst suscepliiile détre intégrée de celle faç(m.
31. T.u méthode d'inlégration de Mong-e et d'Ampère consiste essentiellement à iecdieroher sil exislf^ des combinaisons infég) ailles des é({uali(>ris qui dt'linissenl un d<'s systèmeij de earacti'ristiques de l'équation {\). Supposons. j>our fixer Us id«!'es, que le coeflioiHnt N ne soit pas nui, cl considérons un des svtjfèmos de carartéi'istiqnes
[ d^ — pd-x — qdfi ^= o.
( >>/'/ -f >ia''.'4- Hrf.y — o:
('; On o))lioiil inuii'^dialciiiCMil cetli- é<|ii<ition en ^.rivant que les Iwni^entes ju.x •Jt'»:x cnurbes y. / . qui pu>scnt pnr un poiîil do la stu'face, «oui cunjiif'ufes.
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soient À, «a. v, trois coeflicienls. fonctions de x, //, c, /), q, tels que
X {dz — pdx - 9<v) 4- .ui(Nû?|î -f- F;rfj*-f X,rfv) -f v (Hdq -\- X^dx -f- Udy)
soit une «liffërenliclle totale exacte dV. Nous allons montrer que toutes
les inlégrale.'i de C équation dv premier ordre
V = fonsi .
satisfont à Fèquation p-opo<tée. Soit, en offcl, M, une ntultiplicité d'éléments satisfaisant à la relalion c/V = o. D'aput'S l'identité prêcédenic, les deux dernières des équations (7) so réduisent à une seule. On peut donc trouver sur celte muUiplicité M., une suite de multiplicités M, satisfaisant aux équations (7), car on aura, pour déterminer ces multiplicités, une seule é(|uation différentielle du premier ordre ; M^ est donc une inléj^ralo de l'équalion proposée. I-o raisonnenient ne pourrait être en défaut que si, pour l'intégrale considérée, un des fadeurs X, v. a, devenait indéterminé.
Si l'un des systèmes de caractéristi«jues adnjel deux combinaisons inlf'prales du, dv, il admet aussi la combinaison inlegrable
du — <{.' (v) dv =. d [u -- <^ (v)],
où o (e) désigne une fonction arbitraire de v ; par suite, toutes les solutions de 1 équation du premier ordre h — t [o] =ru appartiennent aussi à la proposée. Il est, du reste, facile de vcrilier que le premier membre de celle équation est identique, à un facteur pr^s, au déterminant fonctionnel t^.— -• Cherchons d'abord à quelles relations doit
satisfaire une fonction V frr, y, z, p, q) pour que rfV soit une combinaison intéj^rable des équations (7). Oii u, en remplaçant dz, dp, dq par leurs valeurs tirées de ces équations dans c/V,
la fonction V doit donc satisfaire aux deux équations linéaires simultanées
et ces conditions nécessaires sont aussi sudisantcs.
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On remarquera que les équations précédenlos s'ohlienncnt eu remplaçant dans les relulions (8) qui (Jeliuissent le second sysicinc do caractéristiques dx, rf.v, d/j, d<], respeclivrnient par
Ccln post', soient u et v deux intégrales cornfnunes aux deux ér|ualion!> (3i I : en fenant compte de ces relations, on vérifie aisément que l'on a
D (>/, v) _ (L + N?) 'H 4- NQ -- ;>. -f- Na) (À^ -f N»-. / ^ ^ _ ^« ^\
c'esl-à-dire. en se reporlanl au n' ^.1,
D (m, 0) _ N {H — .<?') 4- H/- + 2K.S- f L/ 4- M /^u ?y _ ^/ ry\ D (a-, y)~ N \Sp ô<7 hj dp /
On voit donc qu'en négligeant certaines solutions exceptionnelles qui pourraient rendre le facteur précédent nul ou infini, l'équation proposée est équivalente à Téquation du premier ordre u — qp (p) = o. Donc, v» l'toi dtrs ftysiètnes de caracléri^liquei admet deux combinaisons inlér/mh/es u e( y. l'inléiji'niion de l'rqualion proposée esl ramenée à l inlégrntion d'ioie eqvaHon du premin' ordre avec unt' fonction arbilrnive
On remarquera qu'inversement, si on se donne arbitrairement doux fonctions n et c de x, y. z, p, 7, louies les intégrales de léqualion du premier ordre h — ^ (o) = o. satisfont, quelle que soit la fonction 9. à une équation du second ordre de la forme (1 , qui n'est autre que
32. Lorsqu'une équation du second ordrf possède une inlcgrale ini.ermédiaire du premier ordre, telle que u — ^ [v) := o, on ne pourra pas, en général, achever l'inlcg'ration de celte équation, tanlqu'on n'aura pas particularisé la fonction ^. Mais la solution du problème de Catichy, tel qu'il a été posé au chapitre précédent, peut toujours se ramener à lintégralion d'une équation déterminée du premier ordre. Supposons, en effet, qu'on veuille obtenir une surface intégrale passant par une courbe C, et tangente le long de cette courbe à une développahle donnée ; les coordonnées x, y, z d'un point de C, et les coefficients angu-
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lairt"; p, q au plan l«ngcnl einm pointHerelte cnnrbe, sont des fonctions «l'uno seul«; variaMe nn\iliaiivO. etinianJ on remplace .r, y, s, )), q par lenrs valenrs.7,'.et c rleviennonl des fonctions de 0,'{ = F (0), v r^ F, (6). et l'équatiDn d»; oi.ndilion
JeleriTiine la foTiction arhitrairt' z. CpHp fnnclion x ain>i délorrninéiî. ni)ut; n'avons p'iis qa'a rprhprchrr nne inlé^ralo iliine iMjualion <iu premier oïdi'u passanl par \h conibpC.
Prenons, pd'" exemple. Téquation Hit^mentairp
pl pr<pn<;up.<s-iious Je delerminer une inlograle de (îolle éc|uafion passant" par uPf courbe donnée, et. tangente à une dévelo[)pable donnée le Inni^ dn cette roiirbe 5>i)i>^rit
X r- /•, ^Oj. v = f\ {(,), z :rr f, (O). /> :^r .^, (0), q =z -i.. (^),
le< .;quauiun> qui definis^nni. i^ette cuurbf el la dév»-!iippab!e ; les cinq fcrcticns/^. /g. /r,, ^y, i»« verifirint identiquemenf ia r^lytioa
"T^n das systcmes de caracl^fiitiquc? de I équahou pi-op<,«;oc est fourni par If i rt'iaLionji
r^2f — prix — qdi/ — U. rix =i O. Jp := u,
dont !rs dcL..< dprmpres sont inlegrables. On a dnr:c Tiiiléirrale inlcrmediaire
p~-- V (.t) et la fonction ■» est ot^rprminep par fa condition a^ip Ion ait
1,' 'iitcgralp chnrihéf e^t donc
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ou, en posont a- = /", (0\
c = / ^^^ (oV( '^) «'o -f- y,
"Où
YéKtnt iiiio l'onction do y soulernpnf. On pourrait se servir des rondilions inil.iales pour dôtermiaer ceUo fonction Y, mais il vauf niieu): employcrla seconde intégrale intermédiaire
qui esl fournie par le serond système de caractéristique?? ; ou fpouve ainsi que la snrCuce cherchée est représentée par le système des trois équations
X = f, (0), !/ = A vf>
- = /"•}. v'J r\ (0) rfO -f r to (t) /^ (t) c/t I- ^„
0 et T désignant deiix variables auxlliaire-s, et (.r^. v„, :rpi les coordonnées du point de la courb<j donnée qui correspond à la valeur 0„ du paramètre. î^i Ton fait dans ces foru)ult;s t = J, on retrouve bien la courbe don une.
IIkmaium;!-;. — La formule i, (0) -tr o [/', (0)], qui détermine la fonction arbitraire -j. devient illusoire lorscpu- /", (0) se réduit à une cotjstanle. cl on voit que le problème est impossible, à moins que y, 'j, jie suit aussi indépendant de 0; dans ce dernier cas, il y a indtHei-mination, car la fonction -j est airsujettie à la seule condition lie [-«rendre une valeur donnée pour une valeur donnée de la variable. Géométriquement, cela signiiie que le problème est impossible lorsque la courbe donnée C est située dans un plan x = a;,, parallèle au plan des yz^ à moins que la surface développable, circonscrite à la surface le long de cette courbe, ne soit \\\\ cyhndre ayant ses génératrices parallèles au plan des .r. c. 11 est facile de voir que le problème est bien indéterminé dans ce dernier cas; soient, en effet,
ce = iTj,, cr = •]/ [y]
les équations de la courbe C, et ^)„, 0, 1, les paramètres directeurs des génératrices du cylindre circonscrit. La surface
satisfait aux conditions initiales, pourvu que la fonction «1» (a?) soit nulle pour X = Xq cl t|ue sa d(Mivée promièro •!»' ix) prenne la valeur p^ pourx — - x^J. Tous ces résultats sont bien conformes à ce qui sera éta- Itli plus loin sur leS caractéristiques.
33. Nous allons retrouver et comploter les résultats qui précèdent, par une autre méthode. Ktant donnée une équation i\u second ordre, de forme quelconque, nous appellerons, en général, intégrale intermédiaire du premier ordre, toutp équaticm du premier ordre
V [r, y, *, p, 7) = const.,
dont toutes les intégrales, saitf peut être quelques intéj^rales excepliunnclles, appartiennent à l'équation proposée. ]*our trouver ces fonctions V (x, y, z, p. ./•, remarquons que le.s caractéristiques de l'équation V= C satisfont au système d'équations di(îérentifcll«:s
dx <y^ de — ilp — dq
Â^ ~ è\ ~ }\ }\ ~ ?v , èw ~~ ^\ , av'
et inversement, par toute raraclérislique de l'équation du premier ordre, il passe une inlinité d'uitegralrs de cette étjualion ayant un contact du premier firdre tout le long- àv celt« courbe. Ces carartéristiques de loqualion du premier oidre doivent donc faire [»artie de l'un des systèmes de caractéristiques de réipiation du second ordre p. 42'; par conséquent, la fondion S [x,y. z, p, q) doit .saiis/'oirr a l'un des systi^mes d'équations linéaires que l'on obiie)it eii remplaçant dans l'un des systèmes qui dé/inissenl les cai'acféris tiques de l'équalion du second ordre proposée, dx, dy, dp, dq, par
— » — r— -f- ^ T— I' — x" -f- 9 T" respectivement (n-* .il).
èq \cx CZ J \ày ^ ^ âz ' *
Inversement, si V (x, y, z, p, q] est une intégrale commune de ces deux équations, toutes les caractéristiques de IV-quation du premier ordre V = C font purtie des caractéristiques de l'équ.'ttion du second ordre et, comme toute intégrale de l'équation du premier ordre est un lieu de caractérLstiques, elle satisfait aussi à i'éf|ualion du second ordre. On voit que le théorème ne peut souffrir d'exception que pour Ici solutions singulières, s il en existe, de l'équation du premier ordre.
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On arrive encor*» au m^me résultai de la façon suivante. Si une fonction z =/"(a7, y) saliflfait à l'équation du premier ordre
V Ix, y, z, p, q) = C,
les dérivées partielles du second ordre r, .*, /, vérifient les deux relations
Si les trois équations (1) et (32) peuvent être résolues par rapport à r, .?, t, on en tirera
»" = ?i (^1 .y> -> p. 7)' •'^ = ?a (^> y^ -2' p' ?)' ' = Ts (^. .V' -2' Pi v).
et toute intégrale de l'équation V ^r^ C, qui satisfait aussi à l'équation proposée du second ordre, doit être une intép*ale du système d'équations aux difTéroutielles totales
dz = pilx -j- qdy,
dp ■= z.fdx -}- z.,dy, dq — -^j.^dpc -f- ^3'/y,
dont la solution dépend au plus de trois constantes arbitraires, puisque toutes les dérivées successives de ^, /j, q, peuvent être calculées de proche en proche, si on se donne les valeurs initiales «0, p^, 7^, po\ir des valeurs initiales x^. y„ de icet y. Il suit de là qua V = C ne peut être tine intégrale intermédiaire que si les trois équations (1) et (32) admettent une infinité de systèmes de solutions communes en r, s, i. Or, les équations (32] deviennent identiques aux équations (3) si on y remplace
par — dp\ — dq, dx, dy tespoctivement; ce qui conduit aux mêmes résultats que par la preniièie méthode.
Nous sdlons maintenant passer en levue les difTtTentes circonslances qui peuvent se présenter dans la recherche des inlégfrales intermédiaires ; mais nous ferons remarquer d'abord qu'on peut se borner au cas où le coefficient de ri — s^ n'est pas nul, car une transformation de contact ramène toujours à ce cas, et il est clair qu'une pareille
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trati^furmation cliancrc loujnurs une inlo}2^ralt^ intermédiaire en une intéj^rale intermédiaire; avec la notion généralisée d'intégrale, cette propriété est absolument pféru'rale.
La «ietennination des intégrales intermédiaires se ramenant îi une question que 1 on sait traiter, la recl'erolie <les intégrales communes à d»»ux équations linéaires du premier ordre, je supposerai toujours, par la suite, que le lecteur est en possession de celte théorie. Je ne donnerai, dans ce chapitre, qu c.n petit nondirp d'exemples, réservant les plus intéressants pour un autre ciiapilre. Dans la plupart de ces exemples, on ap»Mt;»<it inmiédiulemenl les combinaisons intégrables des équations dilVerentielles des caractéristiques.
34. Ou vient de voir que. si le roefticicnl N est diR'erent de zéro, toulp intégrale intermédiaire de l'equalion '1; doit satisfaiie à l'un ou l'autre des syslènuis d équations
Soit Th, o'' le cro<'hel de .laolu
^"' '*^ ^ ùp U "^ ^ <rJ + ^, [y, -+ '/ yj
SI u, c désignent deux fonetions quelconques de a;, y, ^, p, q, on vërilie ai.:;ément que Ion a identiquement
Par l'onséquent, si v es! une inl'^graledu système '33; et u une intégrale du système {34 j, ou a toujours
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si on convient de dire que deux fonctions m. y, pm.r lesquelles le crochet [»/, pi est nul, sont en involution, on voit don. ;|ue deux inlcfjmles intermédinires, appartenant à deux systèmes de en racléristiques diffé renls. sont toujours en invotidio),. ].e tln'-orrnie s'étend évidemment aux équations qui ne renferment pas de terme en rt — 5', car le crochet [m, r" est un invariant, relalivomenf à toule transforuialion de contact. Il est, du reste, aisé de démontrer directement celle propriété. Si, en particulier, À, = Aj^ ^^s deux systèmes (33^ et i'3i) sont identiques, et on en conclut que, lorsque les deux ayslèmes de caractéristiques sont confondus, deux intégrales intermédiaires quelconques sont toujours en involution.
Chacun des systèmes (33) et (34) admet au plus trois intégrales distinctes. Nous allons d'abord chercher les conditions pour que le système (33), par exemple, possède ce nombre maximum d'intégrales, c'est-à-dire soit un système complet. Pour simplifier les calculs^ imaginons (ju'on divise tous les coeflicienls par N, et soit
toute intégrale commune à ces deux équations satisfait aussi k l'équation
A' [B'(Vm — B':A'(V)] = 0,
c'est-à-dire ' ')
Cette é<(uation ne peut être une conséquence algébrique des deux équations A (V) = o, B (V) = o, puisqii elle ne renferme ni — • ni — • Pour que le système proposé soit jacohien, il faudra donc que l'on ait
.lV\ n'(\i\^.
(') Équations du premier onlre, p. 48.
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La première relation donne Xj r:= X,, et nous voyons déjà que, vt fun d^s systèmes de caractémstiques admel trots combinaisons in tég râbles , les deux systèmes de caractéristiques sont confondus.
Si les trois conditions préoédenles sont remplies, le système (33) est un système complet, et admel trois intégrales distinctes u, y, to. L'équation du second ordre proposée admet donc deux intvf^rales intermédiaires distinctes, dépendant chacune d'une fonction arbitraire
(33) u = cp(M?), ■ V — -1 (jc),
car cette équation du secrond ordre peut s'écrire î'n**31) I) (u, w) D {v, w)
r-^-î ' = 0, TT-, = 0.
Nous allons montrer (jue Com peut obtenir l'intégrale générale de ce système d'équations du premier ordre, par de simples éliminations, quelles que soient les fonctions if et v}/. Kn effet, les deux systèmes de caractéristiques étarit confondus, on a
[u, v] = o, [m, ic] = o, [y, w] = 0,
et les trois éq-aations
to = a, u ■=. 'f (a), V = <b (a),
où a est «ne constante arbitraire, représentent une multiplicité M^, dont tous les éléments satisfont aux équations (3Hi, c'est-à-dire une intégrale complète de ce ^.ystème {*] ; on en déduira les autres intégrales par la méthode onlinaire. Supposons que celte intégrale complète se compose d'une famille de surfaces; ou oblieodra l'équation de cette famille de surfaces en éliminant p et q entre les trois éauations
ce qui conduit à une équation de la î'orme
•l» la;, y, z : a, t^ (a), ^ (a)] = o.
J-'intéfrrale générale du systècne (35), qui se confond ici avec l'intégrale complète, est représentée par Téquatiou précédente. Mais le
(') Équaiions du premier ordre, p. 290.
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système (35) admet une autre intégrale, qui est l'enveloppe de l'inlépralc complMe, et qui s'obtient en éliminant a entre les deux équations
/ *-[x. ?/, ^ ; ff, 9 [n), l [a]] — o, (36) ! M* . M* . . . . :>'l> .. . .
ces deux équations, où ^[a] et •} (a) désignent des fonctions arbitraires, représentent, par conséquent, l'intégrale générale do l'equalion du second ordre proposée. Nous retrouvons ainsi les équations Oonsidé- Técs au premier chapitre, dont l'intégrale générale est formée par les surfaces enveloppes des surfaces d'un complexe. L'équation générale des surfaces de ce complexe
s'oTatient, d'après ce c[ui précède, en éliminant p ei q entre les trois équations
io = a, M =: ô, t? = c.
On a donc la règle pratique suivante : Lorsque les équalions diffère nlielles des caraetérisli'ques présentent trois combinaisons inléf/rables distinctes : du =û, rfu= o, dio =:o, on élimine p et q entre les trois équations
et on obtient f équation d'une famille de surfaces dépendant de trois paramètres, a, b, c. On a f intégrale g&nérale de l équation proposée y en établissant entre ces trois paramètres devx relations de farine arbitraire. et en prenant f enveloppe des surfaces ainsi obteirues.
On peut encore présenter le raisonnement comme il suit. Toute intégrale de l'équation proposée satisfait à une équation du premier ordre de la forme
M -- ç (fc) = 0 :
or, on aune intégrale complète de cette équation en posant
io ^=: a, u =z i, « = ^ [a)
et le raisonnement s achève comme plus haut.
Lorsque l'éliminalion de p et de 7 entre les trois équations précédentes conduit à deux, relations distinctes entre or, y, z, a, ^ (a), ^,
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l'équation u — z. hc) = o admet nno iiil.^;;i'alo romplolo formée rf'une famille de courbes. C'est donc iitio ("(jualion linôaiio, <'t l'inlêj^nile généralo se compose des surlaces eriijeiidrées par les emirbes de n-lte famille. Par conséquent, lorsque Peliminalion de p et q entre le>- trois équations
te =: a, " n:;: ^, r = C
Cunduilà deux relations distinctes
cei flenx éqitnlîûns re})résenten( un coniplexe de courbes, et l'inféffrale gèuérule «e compose dex surfaces enr/endrées par Jeu conrhes de ce compfexe, associées suivant une loi arbitraire.
Nous retrouvons encore une classe d't'quations étudiée? au début de rouYrag;e. Nous savons que, dans ce cas, l'éijuatii'ii ne présente pas de terme en rt — a-, tandis qu'elle u un terme de celle espèce, lor<ique rélimination de p et q eiilrc les trois équations ic =. a, v = b, V := c, conduit à une seule relation.
35. Appliquons cette méthode à quelques exeniple>. Exemple I. — Soit à intégrer l'equati-ui
rt — <* — : o ; on a ici
Les deux systèmes de cararlérisliques sont confondus, et leurs équations se réduisent à dp = o. dq — o, dz — pdx — qdi/ ==; o. On aperçoit iminédialemenl trois oomltinaisons intégrables
dp = 0, dq z^ Oy d [z — px — qy\ ~ o ;
coTTformérrient à la règle générale, si on élimine pet q entre les trois relations
p — a, q—b, z —px — qy = c,
on est conduit à l'équatior d'un plan
z =: (tx -\- by '\- c.
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I.'inlV'^rale générale se compose donc dos snrfacos enveloppes d'un plan mobile, dont l'équation renfei'nirï un paramètre variable, c'est-àdire (les surfaces developpables.
Remarquons que toute équation de la forme
F (p, q, z — px — (jy) — G
est une intépfrale intermédiaire de l'équation ri — s* = o.
Or, celle équation du premier or<lre admet une intégrale singulière qui est l'enveloppe du plan mobile
F (a, b^ z — ax — hy) = o,
lorsque « et i varient indépendamment l'im de l'autre. Cette solution singulière, n'étant pas une surface dévcloppable, n'appartient pas à l'équation du second ordre (n° 33).
Exemple II. — Soit à intégrer l'équation
r/'-*/' — 2 pqs •\~'p'^l ■=. <i\ on a
H =r 7^ K r^ — y)7, L = p% M r=: rVi = O.
Les deux systèmes do caractéristiques sont confondus, et les éijualions dilTérenlielles sont (page 47)
dz — lido) — qdy = o, pdx -f- '/l'.y = o>
qdp — pdq == 0 ;
elles présentent trois conbiiiaisons intégrables Posons, d'après la règle générale,
Télimination de ^ conduit aux deux équations
î = a, y -\~ bx = e,
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qui rpprosOTilent une droite parallèle «lu plan des a:y. L'intetjprale générale lie iVquaiion du second ordre se compose donc des surfaces engendrées par une droite variable, qui reste paiallèle au plan desxy. Soit b=: <^ (a), c = 'f(a)-: l'équation de cette surface sera
y 4- ic» (s) ^ i (::),
o(z) et i<(z) étant deux fonctions arbitraires.
36. On a déjà fait reîuarquer {n" 15': que toutes les équations précédenten peuvent se ramener à Tune d'elles, par exemple, à l'équation s- — ?•^=o, par une transformai ioTi de conlact. Ce point peut encore s'élablir comme il s-uit j les froi? fonctions u. t\ w étant en involution deux à deux, on peut trouver deux autres fonctnons p et « donnant lieu à l'identité {*) :
dtr — j>Jw — orfr =^ K{de — pdx — Ç^y). ou
d{tc — çu — cv) -\- udp -\' vdfs = K \dz — pdx — qdy).
Les formules
X = — f , Y -= — <J, X r=r w — pu — <JU, V =: w, Q =: U
définissent une traasformation de contact ; si on l'applique à l'équation proposée, doait les équations différentielles des caractéristiques admettent les trois combinuisoub intégrahles : du =: o, dv s= o, dw = o, on est conduit à une nouvelle équation du second ordre, pour laquelle les équations diiïérenlielles des caracléristi([ue6 admettent les combinaisons inlégrables dP = o, dO ■— o. Ces equatiojns diffère ntielle^ peuvent donc s'écrire
c/Z -^ Pf/X — Qt/Y = o, dV - o, '^Q = 0,
et l'équation du second ordre est, par conséquent,
S» — RT = o.
Inversement, étant données trois functions n, y. w, deux à deux en involution, la transformation inverse de la précédente conduira de l'équation dus surfaces dévelojqjables à une équation du second ordre
'^') Équations du premier ordre, p. 21'i.
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p«)ur ljir|iiellelos»''quntions difFéreiitielles des caractéristiques admettuât li-ois conihinaisiins iiitéj^rables du = o, dv = o, rfir =0. Celto équation admet les deux inlôgiales premières
u = ziw), V = 4/(to),
et est é<|uivalcntc à l'une ou l'autre des deux équations
il suit de là quo ceadeux déterminants fonctionnels ne peuvent dilTérer que par un facteur, indépendant de r, s, t, ce qu'il est facile de vérifier 1*).
Remarque I. — Au lieu d'adopter l'équation s' — ri = o comme forme canonique, pour la classe d'équations que nous venons de considérer, on pourrait prendre, comme forme canonique, toute autre équation appartenant à la même classe, par exemple, l'équation r = o.Pour celte équation, les équations différentielles des caractéristiques sont
dy =0, dp = o, dz — -pdx — qdy = o;
la transformation d'Ampère
X = .r, Yr=_^, Z = z-gy, P = p, Q = y
appliquée au système
dP =0, d(l — o, d'A — PrfX — QrfY = o,
conduit bien au système précédent, et, par conséquent, ramène Téquation des surfaces développables à l'équalioTir =0. Comme vérification, il est aisé de déduire la solution générale de l'équation s'^ — rt =0 de celle de l'équation r ;= o, qtri est
Rkmatiqur If. — Si une équation du second ordre possède une inté-
(')Le«; équaliofis du second urdre, pour lesquelles les équations diiTcreril telles des cjtTactérisliquos admellent Irnir, conihiiiaisons inU';,'rabl«;s. uni été déterniinfes par iM Pophui Lie {Archiv fer MaLhemalik oy t^ulurvidensknh. X. I) et par M. Darbou\ Qfc^oire sur les solutinvs singulières das cqualion-f aux dérivées partielle» du premier ordre :Juurnal des Sovanh éLrunyers, \. XXVll, p. 'i!2).
grale première de la forme
où [m, v] = o, on peut trouver trois autres fonctions w, f, «, telles que l'on ait identiquement (')
dto — fdu — aih =r K [dj; — pdx — Qdy)^
et les raisonnements préoédenls s'appliquent sans modillcation : on peut ramener l'équation proposée à la forme s' — ri z= o par une transformation de contact. Il suit de là et d'une remarque faite plus liaul <p. 65; que, si les deux systèmes de caractéristiques sont confondus, il ne peut y avoir deux combinaisons intégrables seulement ; s'il y en a deux, il y en a nécessairement une troisième, et l'équation ap])arlicnt à la classe que nous venons d'étudier.
RFMAnQiE IH. "- Les équations du second ordre qui ne renferment que les dérivées de la fonction inconnue, par rapport à une seule des variables indépendantes, peuvent être intégrées comme des équations différentielles ordinaires, à une seule variable indépendante. Par exemple, soit l'écjuation
r -j- M (a;, y,z,p) = o; nous pouvons intégrer l'éqdalion diiïérentielle du second ordre
comme une équation diiïérentielle ordinaire, en y regardant y comme un paramètre. Soit
riut''grale géneralo, (', C, étant deux cunslanles arbitraires; il suffit d'y remplacer C cl <>, par deux fonctions arbitraires de y, pour obtenir l'intégrale générale de l'équation proposée, considérée comme une équation aux dérivées partielles. Gitte intégrale est doue engendrée par les courbes du complexe
(1) Êquaiion» du premier ordre, chapitre- xf.
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associées suivnnt «ne loi arbitraire. Notre équation appartient, par conséquent, à la classe précédente; il n'est pas sans intérêt de vérifier que l'appliration de la niélliode générale d"inl('f,'i'ation conduit précisément aux mêmes calculs que la méthode qui s'oiïre d'elle-même. Les caraclénstiques de l'équation
doivent satisfaire aux deux relations
d>/ = 0, Mdx -\- r/p = 0 ;
toute intégrale intermédiaire V doit donc être une intégrale commune aux deux équations
cq i*x ' <>z ^p
Ces équations forment bien un système complet ; la première montre que V ne dépend pas de </, et Tinlégralion de la seconde revient à l'intégration du système
dx dz __ dp
c'est-à-dire à l'intégration de l'équation ditTérentielle du second ordre
Soit
une équation, on ÎS n'est pas nul, et pour laquelle les équations différentielles des caractéristiques présentent Irois combinaisons inlégrables du = 0, dv = o, dîc ■-= o. Les trois équations
représentent une famille de multiplicités M^>, formées do surfaf'os, dnrt on obtiendra 1 équation en éliminant p et q entre les trois équations précédentes ; soit
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ré(]iialion de ce o>inplexe de surfaces. Toute courbe C située sur une surface S de ce complexe, jointe aux plans tan_<ifents h S le long de cette courbe, foirne unemullipliciféAf, (|ui satisfait auxéquations u = a, r = ô, fP =: c et, par suite, aux relations
(lu = o, dv z= o, dw = o ;
c'est donc une muUiphciié caractéristique. Si on se propose de déterminer une surface intégrale passant par la courbe Cet tangente à la surface S tout le long de cette courbe, on ne peut jamais appliquer le théorème général de (]auchy, quelle que soit la courbe C choisie sur la surface S, puis(ju'on se trouve toujours dans le cas d'indétermination. Les sur faces S du compLsxe ftont donc des intégrales singulières de l'équafion du second ordre
Cotte remarque peiinel de retrouver les équations de condition obtenues plus haut. Sur une surface intégrale, il existe, eni général, deux familles de caracléi-iistiques; les tangentes aux deux caractéTistiques qui passent par un point sont déteiininées par l'équaLion du second degré (n* 24)
R4v' — ^dxdy -\- TJa;2 = o.
Si la surface est une intégrale singulière, toute courbe de cette surface doit être une caractéristique, et l'équation précédente doit: se réduire à une identité, c'est-à-dire que rinlégrale singulière doit être une mlégrale commune aux trois équations
K = H -h N< = o, S = K — N.v = o, T = L -f Nr = o.
L'intégration de ce systèm»; revient à l'intégration dii système d'équations aux différentielles totales
dz ■=. pdx -{- qdy^ (37) l^dp=:-^da:^^dy, dq r:=^dx~-^ dg.
L'intégrale générale de ce système contient au plus trois constantes arbitraires, à savoir les valeurs initiales de r, p. q, pour un système de valeurs données de x et de g. Or, le complexti de surfaces précédent dépend bien de trois constantes; il faut donc que le système (37) soît
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complètement intégrnhle. En posant
les conditions dinlégrabilité sont
ces équations jointes à la relation
(9) K^ — HL + MN = o,
qni exprime que les deux systèmes de caiaclérisliqiies sont confondns, soni bien equivalontesaux conditions trouvées plus haut (n" 34). Toute multipli(UtP M,, composée d'une courbe C située sur uTie surface S du complexe et des plans tangents à la surface le long* de C, satisfait aux équations dilTi-rentielles des ijaractéristiques. Cependant, ce n'est pas en général une caractéristique, au sens géom.élrique du mot, car les Courbes, suivant lesquelles les surfaces du complexe touchent leurs envcluppes, sont représentées par les deux équations
«I» [o:, y, z \ a. tb (a), il» [o)] :^ o.
da c>cp [a] ^ ^4* (^)
et dépendant seulement de cinq paramètres a, cp(a), »'(«), i/ia), «fX»*)- Ainsi, dans le cas dé l'équation r( — 5'' ~ o, toute courbe plane est une caractéristique au sens analytique, mais les véritables caractéristiques sont des li<.çnes droites.
38. Nous avons toujours su4)p<»sé jusqu'ici que le coefficient N n était pas nul. Proposons-nous encore de former explicitement les conditions pour que les équations des caractéristiques admettent trois combinaisons intégrables, lorsque N est nul. Nous savons déjà qne les deux systèmes de caractéristiques doivent être confondus, ce qui pronve que l'équation contiendra au moins une des dérivées r et t. On peut supposer, par exemple, que; le ternie en r ne manque pas, et écrire
l'equalion
r + 2Ks + Kn 4- M r:= o :
les équations difTcrenliHUes des oaractérisliquei» sont alors
f/j/ — Krf.r = o,
dp ~f- Kdq -j- McAr = o.
Toulo inlOjjfrolo ijiloniiédiaire V doit salislaire aux deux équations
A !,Vj =-- — K T- r= o 0</ Jj}
pour que ce syslènje soi! un système jaoobien, il faut et il suffit «jue I on ail
/oc», \ A i 1\) = T- — K — = o,
39. Nous allons continuer l'examen des divers cas qui peuvent se présenter dans rinfégri>lion des deux systèmes qui d(»nneni les intégrales intermédiaires, et nous achèverons d'abord l'étude des équations où les deux sysièrnes de caractéristiques s«int confondus. On a déjà fait remarquer qu'elles ne peuvent admettre deux intégrales intermédiaires distinctes seulement (u" 30). Il ne reste donc à examiner que le cas où les deux é(juations du système (33l ont une seule intégrale commune. Soit n cette intégrale c<jmmunc; l'équation du second ordre proposée admet toutes les intégrales de l'équation du premier (M-dre
u {x. y, c, p, q) =r const.
On obtiendra ainsi une intégrale dépendant dune fonction arbitraire, mais non pas l'intégrale générale, puisqu une intégrale d'une équation du premier ordre est, en général, déterminée, si on l'assujettit à passer par une ruurbe donnée, tandis qu'il n'en est pas de même pour une ëquntion du second onlre.
Dans ce cas, la métlioile de Monge ne permet donc pas d'obtenir l'intégrale générale d'une équation du second ordre. Ampère a démontré, par des calculs assez pénibles, qu'on peut alors ramener l'équation o une autre ne contenant que r comme dérivée du second ordre. As'ec la
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lh»'(tru' (!«•> Iransfonnalions Jt; cojila.i, coll<; prourit-k' »^'<'tnbiit rii*»'nitMif. Soient k. /" (Jonx aiilrcs f.uirlion.- «Je r, y, z,]t, q ftinnaiil avec a un syslriiif on invoInliDu, c'os(-à-cJir<; k-llos (|u<' l'un ait
I'm, (j] z=: o. [/f, \r,\ =: o, [y, mj] — o;
il PxisJf alors doux aulros fonctions p et d donnant lieu à l'identil*'
du- — idu — <jr/j5 -rr k [di — prix — 7^//).
Cela posé, appliquons à réquatiori Ju secend ordi"^ proposée la transformation de conlaei
elle se chang-e en ■ .'.e nouvelle é((iiation du second ordre, dont les deux sysUbnies de caractéristiques sont encon; confondus ct^ admettent la coml.unaison intégrablcf^y' = o. On peut donc prendre dy = o pour une dos éiiuations dilîéreiitielles des earactérisliques, et, par conséquent, la nouvelle équation du second ordre ne contient pas de terme en ri — s- n" 2(i. p. iU'i. cille est donc de la forme
)1V'4- 2K'.s' 4- LV 4- M' = o; en posant
on a, pour les caraclcrisfiqucs, la relation
lf'rfy'2 — 2KV,'-V/y' -f- ï/f/x'2 = o.
qui dwit être satisfaite en prenant dy = o. c«' qui exige que l'on ait M -- o. Comme les deux systèmes de caracléristiques doiveni élre confondus, il faut que Ion ait aussi K' = o, et la nouvelle équation ne contient que r', comme nous l'avions annoncé.
La recherche de deux fonctions r, w, formant avec u un système en involntion, revient à intégrer l'équation
u = », car les irois équation;;
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OÙ jJ. v) sont deux nouvelles coiislanUs arbitraires, représentent alors une iiilpprale complète de réquatioii m -- a. Inversemeirt, soit :
une intégrale complète de réqualion ?< = a ; si on résout les trois équations
F far, y, z, a. p. it) = o.
par rapport à. a, p, t,, on en lin;
et les trois fonctions m, y, ^o ainsi ol>tenues sont deux à deux en involution I M.
40. "Nous allons appliquer cette transformation à quelques exemples. ExEMi'i-E 1. — Soit l'équation {'■')
(40 xh- — Ax^qs -^- 472^ -f 2/u?3 = o ;
les deux systèmes de cara/vleristiques sont confondus, et leurs équations différentielles sont
S'T^t/j) — i(/ol(/ -f- i'O-cdx = o, x'^dy -{• Iqdx = o.
La première est une différentielle exacte, et donne l'intégrale
d'ailleurs, il n'existe pas d'autre combinaison intégrable, comme on s'en assure aisément, en app! quant la méthode générale. L'équation ic'p — 7* = 2x s'intègre facilei.ent en séparant les variables et posant
7 = ô, yix^ — 2ï -f e*,
(') équations du premier ordre, p. 2<>1.
(*) Ampèbe, Journal de l'École pulylechnitfue, XVJll cahier, p. 128.
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et on en déduit l'intrj^ralc complète
La transfovnution de contact déduite de la relation
est définie par les formules
W PY
;) = -^^' (2X + Y2), ry=:Y;
Les équations différentielles des caractéristiques deviennent
U\ = o, c/Q — Pd\ = G.
La nouvelle îéquation aux dérivées partielles sera donc
par suite, linlégrale gcnéralu de l'équaliuii (40; est représentée par les formules (41), où Z désig^nel'inlégiale générale de léquation (42) et où oh pose
On verra plus loin comment on peut intégrer l'équation (42), au nwyen de quadratures partielles.
Exemple IL — Prenons encore l'équation (')
(43) r -f -2 (<i —Jr)s'\-{q — x)- < — (/ = o.
IjOS équations différentielles des caractéristiques sont
<') AuPKKE, local., p. I3t.
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011 a une seule intégrale intermédiaire
qu'il est facile d'intégrer et qui admet l'intégrale complète
La transformation de contact déduite de la relation
est définie par les fe)rmulei>
Appliquons-la à l'équation (43); les équations dillérentielles des caractéristiques deviennent
et la nouvelle équation est, par conséquent,
On la ramène à l'éiiuation (4'2) en cbangcanL X en — X. Ampère applique encore sa mélliode ù ré«)ualiu/i
[x -f- ry )2 >• -f 2 ;a.' -j- q] \y -f- i/. * -}- 'y + pY ^ -r '^ -^ -t 5) ly + Z') = "» que l'on peut ramener à l'équation
par une transformation de contact \*).
M) Ampère simplifie ensuite celle c-quatiorien posanl X — x', Y = yx'e'f; ce qui cnnduit à l'équation r— t^ — 2j' r— = o.
LES KOI ATIONS I)K MONtVK RT I)' VMPkRK RI
41. liOrsqiic les dnix sysl(";iiies de ('arart<;risli(|up.s <lo 1 équation 1) sont distincts, chacun d'eux a<linet au plus deux combinaisons int.>gniblfts dislitïclcs. ou, ce (jui revient au inêine, chacun des systènios d'équations linéaires (33} et (34) admet au plus deux inté«rralfts. OMisidéroMh d'alxinl le cas où ce nombre maximum est atteint pour chaeui: des sy;'tèmes. Soient : n et y, deux intégrales distinctes du systèn.' (ÎW) ; m,. et i\ deux intégrales distinctes du système (34). l^'éiiuation nu second ordre proposée est équivalente à chacune des équations
elle admet donc deux intégrales intermédiaires du premier ordre, renfermant chacune une Foncti«)n arbitraire
(44) M =?(w.), Ui — t'i'i);
ces deux équations (44) sont, d'ailleur.s. compatibles, quelles que soient les fonctions •* et à, à cause des relations (n" 34)
qui entraînent la suivaîite
Si donc on tire les valeurs de p et q des équations (44), et qu'on les porte dans la relation
d2 — pdx — fj[d>/ -= o
on est conduit à une équation complètement intégrable, quelles que soient ^ et •\. Comnic on ne peut pas, en général, tirer;) et q des équations '^44), lorsque les fonctions 3> et J/ sont quelconques, nous prendrons deux nouvelles variables indépendantes * et S m posant
de ces quatre équations, on peut tirer quatre des variables a*, y, z, p. ;
on de a, fi, » (a), •} (P) et de la cinquième. En portajit ces
ns la relation dz -- pdx -\- qdy, nous sommes conduitsàune
où A B C"!*''^''^'^^^"'' •nlPg''''^^''^' quelles «pjc soient les fondions ^
premier syî^''^"^ montrer que V intégration de celte équation se rumène
admet une {^i'^yc^-
ON DES KyuATioecs, <»
Hi Chapithe ii
Nous nous appuierons pour cela sur le lemme suivant, qui sera souvent utile par la suite :
I.i HMK. — Pour (jn'unc cquatian de la forme (l) puisse être ramenée 'i la forme
],or une h ans formation de contait, il faut et il suffit que les deux systèmes de caractéristiques soient distincts, et que les équations de chacun d'eux adniellcnt au moins une combinaison intègrable.
D abord, ces conditions sont nécessaires, car les deux systèmes de caractéristiques de l'équation (45) sont distincts, et admettent respectivement les combinaisons intogrables r^a: = oe\ dy = o. Il en sera donc de mrme de toute écuialion déduite de celle-là par une transformation de conta<l. hiversem^'n!. soient du z=z o, dv = o, deux combinaisons ijifcprables des équalions différentielles des deux systrnies de caractéristiques, supposés distincts, d'une équation du second ordre. On a vu que I on avait [t/, v] =- o. On peut donc tiouver trois autres fonctions tr, f , c de JT, y, z, p, q donnant lieu à l'identité
dw — çidu — <jdo =■ k (dz — pdx — qdy]
et les formules
c' = u, //' := V, z' — te, p' =: p, q' z=z n
détinissenl une transformation de contact. Si on l'applique à l'équation con*;idérée, elle se change en une nouvelle équation, pour la(|uelle les équations dilTérenlielles des caractéristiques admetlent respectivement les deux combinaisons intégrables
dx = o, dy' =■ o.
Cette nouvelle équation est nécessairement de la forme fi3). Revenons maiutenaul aux équations qui admettent les deux intégrales intermédiaires
si on applique à cette équation une transfoimation de cont^ tj el v^ se changent en x el y respectivement, la nouvelle
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de la forme (45) et admet deux intégrales intermédiaires
Les deux fonctions U et Y doivent satisfaire aux deux conditions
c*» qui montre que U ne dépend pas de q et que V ne dépend pas de p. On doit avoir aussi
c esl-à-dire
ou
dp èq
U ne dépendant pas de q, et V ne dépendant pas de p, la valesir commune de ces rapports est une fonction linéaire de p. et une fonction linéaire de q . Elle est donc de la forme
Mpy -h Hq + N> -^ P, M, N, N', P ne dépendant pas de p et de q, et on doit avoir
- = -,Mp-hN), T, = :^ ^^'' ^ ^^-
On d-édirit aisément de là que U et V sont respectivement de la forme
U = F (Ap -j- B, X).
V = F, C7-hD, y),
où A,B, C, D ne dépendent que de x, y, - Prenons, par exemple, le premier système; il admet l'inté^frale U =: x. Pour démontrer qu'il ta admet une autre qui est de la forme Ap -\- B, remarquons que ce S)s-
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tetn»? complet est équivalent à l'equaiioii coinplèleinent iiilc^grable
,ip z= — (N'y) -f- P) dy - (Mp -f N) rf-,
dont l'iiilcirration se ramène a riiitégralioii de Jeux équations linéaires successives, et dont l'intégrale générale est, par conséquent, de la forme
hp -{- H = consl.
Les deux équations (46) peuvent donc s'écrire
I A/> -f- B ^ F La;, '^ (.c)l = .1. f.r).
'^ . ! c^-f n = F, Lv, -f (.vj] - '\r[y).
La condition d'intégrabilité
[Kji -f B, G/ -f- Di -= »
nous donne alors les reintions suivantes
dz Jj dx àz ôz dy ôx ày
la première montre que le rapport ^ ^^t indépendant de r. . Posons C = Ac' ; les suivantes deviennent
2L> _ . è\ dz èy
DifTérentions la setwmde [»ar rapport à j?, la troisième par lapport
a ^ et elimmous -— -' il vient
'd.rdy ' ?!)/ 'àx oyez
Infin. si l'on diiîérentie la première par rapport a y et qu'on compare à cflle-ci, il reste
A — = a dxhj
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On voit «lonc que le rappoil -r- fst de 1» l'orme r^ ' '' {^) »c dépen-
dahl que de .r. et 0, fv) ne dépendant que de y. Multiplions la première des équations ! 47) par 0 (.r), la seconde par 0, //), on a deux nouvelles équation!* de même fonnc où A = C
l A,)-fB = Of.r)'t. (.r), ^^ I A7-f-D^0.(.v)T(y),
et les. conditions dinl«*g'rabililé sont
àjr ^^ d^ by l>x Tijf
On voit que A, B, C sont les trois 3ériv<*es partielles d'une nième fonction W f.r, y, z)
W (.r, y, ^) =:r f ^'l^ + Brfa: -f- D^Zy,
et les équations (Wj peuvent s'écrire
L'inU'fjra/e générale est donc d07iné(* par la formidu (49) W ix. ;/, i) =j\ [x) «I» (x) tfx -f- J^O, (3/) H' (3/) </// ;
on est bien ramené à des quadratures, couirne nous l'avions annoncé.
42. Si on veut obtenir une surface intégrale passant par une c<»urbe doniiée et tangente à une developpuhie donnée le \oi\g de celte courbe, les fonctions -j et ']> sont détfrniinees par là inètno, et les équations (Iti) auxquelles le problème est ramené en delinilive s'integienl parties quadratures. Donc, pour les équations du second ordre considéi'ées ici, la solution (ht proèlt-me de (.auchy se ramené à d>>s quadratures. On suppose, bien entendu, que l'on a obtenu les deux intégrales intermédiaires V — »',v), w, =^ f *-'()' ^"6 M"i **xi[^e l'intégration préalable .le deux systèmes complets.
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Mais il est possible d'ohienir, pour l'intégrale générale de l'équation du second ordre, des formules où les fonctions arbitraires ne figurent sous aiu un signe d'intégration. En effet, s cl «f étant des fonctions arbitraires, il en est de même de ft (a,*) 4> (x), et de 0, (y), W (i/V et on peut poser
X étant une fonction arbitraire de a;, et Y une fonction arbilrairede y; l'intégrdle générale des équations (48) est alors
f\ renferme explicitement Ifs deux fonutions arbitraires X et Y. Il en •^ora, par conséquent, de même pour les formules qui représentent l'in- Icgrale générale de l'équation du second ordre.
43. 0«i peut arriver au même résultat par une étude directe des équations de la forme (43)
(45 his) s — X (x, y, z, p, q) = o.
Les équations dilîérentielles des deux systèmes de caractéristiques sont respectivement
ici: — pdx — qdy = o, ( dz — pdoc — 'fdy := o,
du- = 0, / c/y ■= o,
c//j = X dy^ (</</= X dx.
Les équations linéaires, qui déterminent les intégrales intermédiaires correspondEintcs, sont
PreTions. par exemple, le premier système. Il doit admettre une intégrale différente de V = y. La première équation montre que cette intégrale ne dépend pas de p ; il en est donc de même de
àV ^ ?V
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et, par suite, X doii ètrp une fonction linéaire d(^ /). On verra de m^ms que, si le second système admet une autre intégrale que V = //, À doit être une fonction linfjaire de q ; ) doit donc élre de la forme
X = Apr/ -f- B;> -|- C7 -|- D,
A, B, C, D étant des fonctions de x. y. i s'^ulemenl. Rnmplagons > piir celte valeur dans le premier système : la seconde équation dev ient
et, comme V ne dépend pas d«; />. on doi! avoir séparément
- + (Cç -h D) - = 0, ^ -^ (A5 + B) - = o.
Pour que ces deux équations forment un système complet, il faut que l'on ait
c'est-à-dire
dx dx ÛX ' iz
En exprimant de mèrae que le second système admet une autre intégrale que V = ic, on trouve les conditions
on a donc à la fois
m_m: ^_i!B ^_î[B ^x es iy iz 2y J.r
ce qui montra que A. B, C sont les trois dérivées partielles d'une foiiction ■— U (x, y, ^)
^=-Tz' ^' = 'Yy' ^' = -i^'
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on a ensuite
d'où on lire
L équation (45) iw est donc de la forme
^au .au .au , ^,1^, ^ . /u/^uau , a^UN , <
U étant une fonctiou de x, y, z, et VV une fonction de a; «rt do y.
Soit maintenant V (a?, //, z\ uni fonction indéterminée de «•. y, z. Prenons-la pour nouvelle lonction inconnue ; on a
av av a»z a^v , a-^v , a^v , a^v , av
L'équation ^r-^ — o sera donc identique à. 1 équation précédente, pourvu que l'on ait
?iY 1!Y 1'^
^^ _ ^ ^y}i _ ^ ^iT^ _ iy
^ ■" a^ ' jay^ ~ a.v ' _M^ ~ a.r '
as a^ 'hz
Il suffira de prendre pour cela
V r:=.Je'Ulz^^,{x.y).
V| (a?, y) étant une intégrale de l'équation
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On voit Jonc qu'il suffit d'un simple changement de fonction inconnue pour que l'éqnalion prenne la forme
Nous pouvons, par conséquent, énoncer le lliéorème suivant: Tontes les équations du second ordre qui admellent deux inlêgrales intermédiaires du premier ordre, contenant chanme une fonction arbitraire et appartenant à des caractéristiques différentes^ peuvent se ramener^ par une transformation de contact, à Véqualion s := o (').
Appliquons les méihodf^s p4'écédentes à l'équation
(oO) ',\ -^ q^) s -- pqt - o,
qui définil les surfaces, pour lesquelles les sections faites par des plans parallèles au plan dfs ifz sont des lignes de courbure. T^es deux systèmes de caractéristiques sont définis par les équations
dz — pdx — qdy = o. dz — pdx — qdi/ =: o,
d.r = o. pqdx -{-'{ -j- 7- ) c/y = o.
il -f- 7^. dp — pqd'i — o, dq =r o.
On aperçoit immédiatement deux combinaisons intégrahles danschacun de sos systèmes, sans qu'il boit nécessaire de form<^r les systèmes complets correspondants. Os ccmihinaisons sont, pour le pren)ier système
cir = o,
et, pour ie second système
dq = 0. d{if -\- qz) = o:
lequation du second ordre admt^t donc les deux intégrales intermédiaires
(') Ce rôsullat a été obtenu par M. Sophus l.ie et jiar M. Darboux dans les inéoioires qitt-s plus \\mi\.
Ponr appliquer la première méthode, prenons pour variables indépendantes .V et q ; on tire des éqnations précédentes
p = Vl + q^ \'> (.r), y = 4. (q) — zq,
et en le» portant dans l'équation
d^ •=. pdT -\- qdy, il vient
ou
dz = \fl -f- 7' ^^ (a-) rfa- -f- çvf' (7) rfç — qhiz — zqdq,
diz >jrr?) = V^} dx + 4== <iU-
Comme o et •} sont deux fonctions arbitraires, on peut remplacer f {x\ par <^'' {x) et effectuer le changement de variable
en posant <]/ (ç) = •'(''). La formule qui donne z devient
Celte formule, jointe à la relation
oa
représentent l'intégrale générale de l'équation proposée.
Pour ramener l'équation TSO) à la forme canonique s = 0, il suffit do lui appliquer la transformation dAmpère
le premier système de caractéristiques devient
dx' = 0, (1 + y ') dp — jiy'dy = o.
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f*a nouvelle (équation est donc
(1 -\- y'*^ s' — pV = o.
et il suffit de poser / = \/i -\- i/- u pour avoir léquation
ih^ _
45. L'équalion .t = o admet les deux intégrales intermédiaires
Soient X, Y, Z, P, Q, cinq fonctions de x, y, z, p, q donnant lieu 4 l'identité
dZ — P</X — Qc/Y = p (rfz — pdx ~ qdy) ;
la transformation de contact
appliquée à l'équation s = 0 conduit donc à une équation qui admet les deux intégrales iitterniédiaires
P=:^(X), Q = -HY
et inversement, on obtient ainsi toutes les équations du second ordre, admettant deux intégrales intermédiaires, appartenant à des caractéristiques différentes, et dépendant chacune d'une fonction arbitraire. Comme exercice, on peut vérifier que les deux équations
sont équivalentes.
Remarque. — Étant données quatre fonctions distinctes de x, y, z^ p, q, satisfaisant aux relations
[tt,ti,]=o, [m. wj=:u. [0, 2/,]=o, [y,i7j=o, fu,î;]^o, (U|,o,l^o»
il existe toujours une équation du second ordre admettant les deux intégrales intermédiaires
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Considérrms. en effet, l'équation du ?ei:ond ordre
Oi-v.y
qui est l'qiiivalenlo à 1 équation du premier ordre u — 3(0)1=0 avec une fonction arbitraire o. f.es caractéristiques «le celle équation du premier ordre sont données par l'intégration de l'équation linéaire
qui admt't les deux inlégfrales //, et r,, quelle que soit f. Tonte intégrale dp l'équation h — © (y) — o satisfait donc aussi à une équation de la forme /f, — -j, (r,) = o.
46. Considérons maintenant le cas où un seul des systèmes de caractéristiques adme^ deux combinaisons inlég-rables£/M -= 0, </u = o, tandis que le second système de caractéristiques admet \ine seule combinaison intégrable dw = o. Les trois fonctions w, c, to sont distinctes, *^t on a
[a, c\ ^ u, [//., w\ =^ o, [», ro] = o.
L'équation du second ordre admet l'intégrale intermédiaire
H — Tf {«') = o.
dont Vintéyration se rmuènfi, quelle que soii fa fonclioa orhUrairè -f. à Cinféf/ralion cTune équation diffèrerttieUf ordinaire du premier ordre. On a, en eiïet. quelle que soit la fonction 9.
[u — 3 ic), vy\ — o; si des deux équations
w — (p 'v) = o, ir z=i a,
OÙ a est une constante arbitraire, on lire deux des variables .r. y, z^ 7>, 9 en fonction des trois autres et qu'on porte ces valeurs dans l'équation
'âz — (tdjc — qdy = o,
on trouvera une équarion aux dilTéronti»-lles lolalps complètement intégrublf, dont Tinlegralion donnera une intégrale complète de l'équation
Lb:S EOlIATrONt: DK MONGF. KT D AMPKRK 93
ft — -i, ffi'i :^ o. Il sera, commode dinf i-oduire une nouvelle variable xen posnnl :
ol de (irer trois des variables .r, y, z; p. q en fonction des deux dernières et de la nouvelle variable a, puis de porter dans l'équation fJz — pfhv — qdy = o.
I^a solution tlu proi)lème de (^autliy est donc ramenée à l'intégration d'une équation différentielle du premier ordre ; mais il est, en général, impossible d'obtenir, pour l'intégrale générale des formules où les fonc- |i«ms arbitraires ne figurent sous aucun siifne d'intégration, comme cela est possible dans les deux cas déjà examinés.
On peut encore opérer comme il suit. Imaginons qti'on ait effectué une transformation de contact de façon à ramener l'équation a la forme
ce qui est possible, puisque cbacun des systèmes de caractéristiques admet une combinaison intégrable. fi'u'n des deux systèmes de caractéristiques de la uouvell.; équation doit admettre deux combinaisons inicgrables , supposons que ce soit le système
ds — pdx — f/df/ = o, dx ■■= o, dp — Idy = o. Les équations linéaires correspondantes
doivent admettre une autre intégrale commune que V =: j?; la première équation montre que cette inté'grale sera indé[)endante de cf. l^lle sera donc <!e la forme V = f{x, y, z, p), et léqualion (Tj!) aura une intégrale intermédiaire de la forme
f {•■«^. y^ -^1 p) - ÎP {x).
que l'on peut intégrer comme une équation dilTérentielle ordinaire à deux variables x et z.
Si lés éijtatious (52; admettent une intégrale, autre que V — a, ne
dépendant pa? de y, la spconde équation montre que > sera de la formo
A et B étant des fonctions de x, //, -*, p el la seconde équation (52) se dédouble en deux équnti<)ns distinctes:
— -fB;— = 0, r ^Ar— = 0,
ày ^f) os àp
qui doivent former un système jacobien ; ce qui exige que l'on ait
^j_A— -~4-B— • ^* ' èp il/ i>p
On voit de même que la condition nécessaire et suffisante pour que l'équalion
i- = Cp -f D.
où C et D sont des fonctions de jc. y, z, q, admette une intégrale intermédiaire de la forme /", (œ, y, z,q) z= ^ (y), est exprimée par la relation
^j-C— ---4-D— • àz iq i.v 'bq
Considérons, par exemple, une équation linéaire de là forme
(53) H -\- ap -\- hq -\- cz = o
où a, 6, c sont des fonctions de x. y seulement. Écrivons-la
5 = C^ -}- 1) en posant
C = — n, \) z=. — bq — cz:
la condition pour qu'elle admette une intégrale intermédiaire du premier ordre aveo une fonction arbitraire de y est ici
r — y ah — c =. 0.
ex
Si cette condition est lemplie, l'équation peut en effet s'écrire
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elle admet par conséquent l'inl^igralt' intermédiaire
Mx
[54) ^ -i-az = ye J .
Y désignant une fonction arbitraire de y. L'équation (54) peut être intégrée comme une équation linéaire du premier ordre ordinaire, et l'intégrale générale est donnée par la formule
■•'■"'[ X+/Y/"''--^"'rfy|,
X étant une fonction arbitraire de x. On voit que l'une des fonctions arbitraires X figure explicitement dans celte formiile, tandis que la
seconde fonction arbitraire Y est engagée sous le signe /. Tout pareillement, si on a
_4_ «6-0 = 0, l'équation proposée i53j admet l'intégrale intermédiaire
et l'intégrale générale est
- I'ImIt
Y-fJX.-/'**'-/'^^rfa;j.
Prenons encore l'équation
(55) s — ^pz — o,
où k désigne une constante ; elle peut s'écrire
^ :Vz kz'^ \
Vx \6y~ Y / "^ ^
et admet, }>ar conséquent, l'intégrale intermédiaire
hz kz'
ç étant une fonction urbitiaire. L'application de la méthode générale
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montre, d'ailleurs, qu'il non existe pas d'autre. Pour intégrer cette équation différentielle, remarquons qu on peut poser
tj/ (y) étant aussi une fonction arbitraire de p, et, en faisant le changement de variable
l'équation devient
Yy - ^ {y} " - ô ^'- ^ "•
Keprésentons A-^ {y) par tt-x' et posons en<u)re
M = u6 {y) ; l'équation prend la forme
dont l'intégrale générale est
X étant une fonction arbitraire de a?, et Y une fonction arbitraire de y, égale à / 0 (y) û(?/. On eu déduit successivement
(^)=Y', ^(,y;=:il,,.
de sorte que l'intégrale générale de ré(| nation proposée est donnée par la formule
_ i_ r iiY
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On ramène à l'éfjuation C55) l'équation suivante
ix^y
ku
intégrée par Lioiiville (*) à l'aide de «'.onsidéralions géométriques. Si on pose eu effet
l'équation préréd*^nle peut s'écrire
Pour éliminer u entre ces deux relations, il suflit de différentier la seconde par rapport à y, ce qui nous donne
on retrouve bien l'équation (35) et ou en conclut que l'intégrale générale de l'équation de Liouville est donnée par la formule '')
XY
A (X + Vl«
48. Lorsqu'un seul des systèmes de caractérisliques admet deux combinaisons integrables du = o, dv r= o, et que l'autre n'en admet aucune, l'équaticn du second ordre proposée admet l'intégrale iutermé-
('') Moitct, Application de l'anahfse à lu (féometrie. 5' c«îihon. oorrip«e par Liouvili*». Note IV. p. r.91.
(-) On voit de même que l'intégrale générale de l'équatiou — + — = «*" est
donnée par la fornuile
r désignant une intégrale qu'^lconquc «le léquaiion de Ijaplace
INTÉCKATION ors KOL' ATIOÎC9.
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inuis les fonctions m et i? peuvont être absolunu'iit «juclronques. Tant qj» on ne particularisera pas la fonction a-, on ne pourra pas, en général, achever linlégration. I,a solution du proMènio de Cauchy sera ramenée à l inlétjration d'un système d'é(juations diiTérenlielles ordinaires.
Si aucun des systèmes d"o<|uations dilTérentielles qui définissent les caractéristiques n'offre deux ccunbiiiaisons intégrables, la méthode de Monge ne permet pas d'obtenir l'intégrale générale de l'équation proposée. Elle permet seulem«'Mt d'obtenir des intégrales dépendant d'une fonction arbitraire, lorsque l'un ou l'autre des systèmes admet une combinaison inlégrable.
Nous avons déjà vu que, lorsque les deux systèmes offrent chacun une combinaison intégrable, 1 é((uation est réductible h la forme simple
par une transformation de contact. Si un seul des systèmes de caractéristiques présente une combinaison intégrable, on peut toujours faire une transformation de contact, de façon que celte combinaison intégrable soit dt/ =: o. L'équation n'aura doue pas de terme en rt — s^ (n° 20, p. -49) et sera de la forme
n>'-}-2Ks -f- U -f M = o.
Une des équations différentielles des caractéristiques est Hdi/-^ — 2K dxdy -f X.dx"*- — <. ;
il faudra donc qua l'on ait L = »», et la nouvelle équation aura la forme simple
Hr -f 2K.Ç -|- M = 0.
Nous allons appli<pier ces transformations à quelques exemple.s. 49. Considérons ré(|uation(')
les équations différentielles des deux systèmes de caractéristiques sont (') AiirÉrit, Journal de l'École polytec/imyiir. 18* cahier, p. 174.
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respeclivnment
dz — pdx — (](ly — o, dz — pdx — ({d;i = o.
x'^dy -{- qd-r = o, ^'^f^y + '■iqdx = o,
x^dp — 2qdq -f- ^pxdx = 0, x^dp — qdq -\- ^pxdx = o.
Les dernières équations deces deux systèmes donnern.immédialoiiu'nJ. deux intégrales premières
px^ — ^ =r a, px^ — -^ ~ h,
et il est facile de vérifier, en appliquant la méthode générale, qu'il n'y en a pas d'autre. Pour avoir une troisième fonction en invuliition avec ces deux-là, il suffit d'intégrer le système formé par les deux équations précédentes. On en tire
et par suite
n->fb
Remplaçons rt et b par leurs valeurs, les trois foncti(»Qs
X = px'^ — ^ . V -- px^ — -f-' 'A= s -^px — 7.V
forment un système en involution. Si nous portons «es valeurs de X, Y, Z dans la relation
d'A — PdX - Q'^Y — ç'dz— pdx — '/rf/yj,
nous trouvons
ir 2y " ^7 ^x
Inversement, en résolvant par rapport a x. y, z, p, q, un a jps formules
, ^ ^ _ ^_=J»pL±.Çi' 4. , p ^ ;,(), X - Y)
qui définissent une transformai ion de contact. Appliquons-la à lYqnalion proposée; le second système de caractéristiques devient
rr/-Pf/X-QcfY = o, f/Xr:.o, i(X-Y)./P+.P+3Q)'/Y = o. La nouvelle équation est donc
Étant donnée une équation
FIr 4- 2K*' -\- U — o.
on les coefficients H. K, L ne dépendent que de /> et 7, les équations diirércaliclles des caractéristiques sont, en désignant par X, et X.^ les deux racines de l'équation.
HX2 _ 2KX + L = o, dz — pdx — iji/i/ r= o, ch — prfx — qdy = o.
di/ — "y^dx -=■ o, dy — X^r/a? = o,
lIX,c?p -f- Lrf^ = o, HXo^p -f \.dq = o.
Comme H, L, X,. Àj ne dépendent que de p et do 7, les deux équations
HXjrfp -|- V.dij = 0, W./lp 4- \Âq = o.
donneront deux combinaisons intég-rables
|x, [\\\^dp -f- Lf/7) — d/ti ip, 7) =0, 1x3 (HX.rfp -f- Lt/7) = (^^ (/i, 7) ~ o,
|jt, et p.^ désignant deux facteurs intégrants. I.ps formules
X ^ u fp, 7), Y= v{p, 7), 7.= c — pu- - 7//
définissent une transformation de contact qui, appliquée à l'équation
proposée, conduira a une équation ne renfermant que „ 1^ comme
dérivée de second ordre; il est facile d«! voir quelle contiendra linéairemt-nt les dérivées du premier ordre.
Appliquons ceci à l'équation aux dérivées partielles des surfaces minima
(o6j (1 -}- (f-)}' - ^pqs -h i\ 4- /)•-) / :^ o.
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Leséqiialions diff<'rfi»lielled «Jes caraclérisliques sont res[»ocliven»ent
(dz — pria: — f/dy =. o, ..., (i + q^) dy -f Ip7 - isjY^^-'^~f) e/a- = o, ((14- Y^ r/;. - (/i^ r *■ S''«T?'"+ 7'i du ■-= o:
( a;; — ptuc - - r/ay :- o.
i^) \ C 4- 9'} ^J -^' ^Vn -F 'V > 4 "'4- 7-1 clx'= o, ( (1 -1- q'^) dp -- \pq— isl'i 4- p- + r/-') t^ç - o.
La nernière des équations ''A), résolue pax- rapport à p. dunne
C'est une «équation de (!)lairaut, à^tni l'inle^ralp jj^énérale est donnée par la formule
p -Cq ± i /r+T5
ou, en résolvaril par «apport à ('.
pq -àiisj i -\- p- 4- q^ _
Jsi on a éj^^ard au signe du radical, nu voit aisément que lintégrale générale de la dernière des équations 'A est
* -f -7d^ même, l'intégrale générale de la dernière des équations (B) est
Léquation aux dérivées partielles df>s surra( es ininima admet donc toutes les intégrales des équalions du premier ordre
K ^P, 7)'=^ C, v fp. q\ - C.
Le leot»"ur vérifiera facilement que les snrrao«>s amsi ol)fenues sont des cônes, ayant leur sommet en un point imaginaire du cercle de linfmi. TT
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y i» 8u<îsi utit"» intôfrinle inttM'm«''diair<» singulière
qui donne tontes les SJirfares développables. circonscrite» au cercle de l'infini.
Si on effectue la transformation de contact, définie par la formule
on est oMiduil i\ une équation n^ renfermant qu'une dérivée du second ordn" -Cy^y* '^'""' "^' développerons pas le calcul, qui sera effectué
t«>nt ;i riieure d'une fat.on plus générale. Remarquons seulement que, si on eni[)loie la transformation do Legendre, ré<juation (oG; devient
(^'") (' + .'/') >' -f- '^'js + (1 + a;2) / = o
Suit encore
(:.«) Ar j- '>\h -f C^ -f- Dy. -f- E7 -f Fz -+ (; = o
Mpf ('qiiation linéaire du second ordre, où A, B, C, D, E. F, G, sont des fonctions quelconques do .r, i/.
D une manière générale, supposons que l'on substitue aux variables x,y. deux nouvelles variabl^-s $, t,, liées aux premières par les formules
a: = cp (;, Y,), ^ = vj. (ç. •/!); on a
3£ il ^^ i_ if ^0
dx ~ a; Âr "^ atj ïx'
^£ _ ^ ^ dx .Sj
^r2 - a^» \^j:) -^ ' .>: V,. a.r ix "<■ cV/ \ A.7 ' ?; .V» "T" ^r, ^x'^' ^y- à':,^ Vy) "^ ^;^ ^H i»J ^ 3/1^ \:iy) "f" ,^; ^y^ "^ br^ h/
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et I équation foB) se «'lianj^e en une ijouv^îlle ét|uat'uMi
ou on a
^' - ^ yr c\r + *^ L>^ .V ^ .V '^-^ ' "^ '\'/ '\V
C, = A-(^y^^2B^-^'^vc (^^)^
\»V/ dx C'y V'///
àv^ àxôy <^if^ dx oy
Les coefficients A, et C, seronJ nuk si l'on 'prend pour $, Y| deux intégrales dislincles de )'e(|uati()n
Si on a B- — AC q^ o. l'équation
AX-' 4- 2B). -f C ^ 0
a ses deux racines distinctes X, et X^ ; il sudira de prendre pour ; (r, y) une intégrale de Vpcjuafion
àx * dy
et pour 7) une nilégrale de lequotion
?z , dû -r-* — /, r-L =7 o.
<3.r - Jy
Ceci fist bien d'accord avec la Ihéone <î-«'nérnle. car cf: (j\ v) =r: o et <it\ (J7, //) = o sont alors deux combinaisons intégrables des étpialions différent ielles des iar.nlérisli(|ucs.
Ce calcul ne s'applique plus, lorstjue W — AC — o. On peut alors
prendre pour t, ,x. V/ une intéprrale de loquation
et pour l (.r, i/) une fonction quelconque distincte de celle-là. On aura alors pour lu nouvelle équation
52. Lorsque les équations diiïérentielles des caractéristiques n'admettent aucune combinaison ififograble, les méthodes précédentes ne uernietlent plus de ramener l'équation proposée à une forme plus simple. M. Imschenetsky a remarqué que, quand on connaît unr^ intégrale d une équation du second ordre, renfermant trois constantes arbitraires, on peut, par une transformation de contact, en déduire une autre équation ne renicrmaiit pus de terme en rt — s*. La proposition est facile à établir a priori.
En effet, si une équation du second ordre ne contient pas de terme enrl — «'.l'équation qu'on en déduit par la transformation de Legendre ne renferme pas de tornie indépendant de r,s, t, et inversement ip. 51). Or, uneécpiation qui ne renferme pas de terme imlépendant est caractérisée par la propriété suivante : elle admet pour intégrale une fonction lint'aire quelconque de x et de y, z = ax -\- by -\- c. Cela posé, supposons qu'une équation de la forme (1) admette une famille d'intégrales dépendant de truis paramètres
(60) (D ix, y. z ; a, 6, çj r= o :
on peut effectuer une transformation de contact, telle que ce complexe de surfaces devienne l'ensemble des plans de l'espace. Si on applique cette transformation à l'équation proposée, la nouvelle équation admettra donc, poar intégrale, une fonction linéaire quelconque, et il suffira de la transformation de Legendre pour être conduit à une équation linéaire en r, s, t.
L'ensemble do ces deux transformations équivaut à une transformalion unique, qui! est facile de définir. Considérons, en effet, la transformation de ccmtact^éduite de la relation fondamentale
(01) 01 (oT, y. î; X, Y, Z) = o.
Lorsque le point x, y, z décrit une surface S du complexe, corres-
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pondante aux valeurs a, b, c des paramètres, la surface X représentée par l'équation (Gl), où on regarde X, Y, Z comme les cooidonnées courantes, passe constamment par le point
Aune surrace du complexe correspond donc un point; si on eflectue maintenant la transformation de Legendre, un point se change un un plan. La transformation de contact cherchée est donc celle qui est déduite de la reintion fondamentale ^61).
53. La détormination des intégrales intermédiaires donne lieu â une observation que nous avojis laissée de côté, pour no pas multiplier les remarques secondaires. Soient
di =r pc/x -j- qdy, H {ce, y> «" p, «/ : 'Jx, dy. dp, dq^ = o. H, [x, y, 2, jt, q: dx, dy, dp, dq) = o,
les équations difTérentielles de lun des systèmes de caractéristiques, qui sont linéaires en dx, dy, dp, dq ; si toutes les intégrales île léquation du premier ordre
satisfont à l'équation du second ordre proposée, la fonction V doit satisfaire à un système d'éqnafious linéaires et homogènes, que l'on obtient en remplavant dx, dy, dp, dq par
?V .>v /A' , .w\ /av . av\ >'^' - U ^^77)' ^ te "^ ^ 37/
respectivement, dans le système précédent, ou dans le système analogue relatif au second système de caractéristiques. Toutes les fois qu une équation du second ordre admet des intégrales i ntermédiair>'S, dépendant d'une constante arbitraire, on les obtiendra certainement de cette façon. Mais, si une équation du second ordre admet une intégrale intermédiaire V = o, ne dépendant pas d'une cojistante arbitraire, il n est pas nécessaire que les relatiout» linéaires obtenues en
av ?y
soient vérifiées identiquement, il sutlira qu'elles le soient en tenant
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compte «lo lii rel.ition V = o. ('Jn «vile i*ette diflirultV' on supposant que de l'équalion
on ail lin- iitip ()»'.•« im'onnni":, z par exomf»lo. on fonction «les autres variahlos .r. «/. P. 9.
^ = fl-v. //, p, 7V
Les équations obtenues pour V se cliang*»nt on un systr>me d'équations linéaires, mais nf)n homogènes, qui déterminent la fonction
Reprenons, par exemple, IVquation des surfaces niinima ; les équations auxquelles doit satisfaire une intégrale intermédiaire sont les suivantes
Si on y remplarf- \ par i -}- }r -{- 7', If résultat de la substitution dap^ la première est
ce résultat n est pas identiquement nul, mais il est nul en tenant compte de la relation V = o. 1/équatiou des surfaces niinima admet donc Tintégralc intermédiaire
résultat déjà signalé plus haut m" 5()j.
54. La méthode d'Ampère est, a certains égards, pbis générale que celle de Monge; elle se rall.'içhe aussi a la théorie des caractéristiques. Considérons, d'une manière générale, une équation du second ordre do la forme il), et soient
1 dz — pc/jc — qcfy •= o.
(6^ I Adx -f Ri/y -f CHp -f \)flq =-. o,
( Ar/x + Bdy -}- Cdij-\- Wdq — (.,
les équations différent ielj es d'un des systèmes de caractéristi«iues.
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Soit S une surfuco inft^pfrale; rapporlons cdle surface à un sy.^l»^me de coordonnées curvilig^nes (a, p), les courbes p = C" étant précisément les caractéristiques de cette surface qui f^atisfonl aux équatitms (6:2i, et les courbes a rr: C* étant absolument quelconques. Alors les coordonnées^, y. X d'un point de cette surface sont des fonctions des deux variables indtîpendantes a et %
(63) X —. /"(a, f}), ?/ = ;{, (x, fJV z ~ •\> (a, ?),
et ces trois fonctions doivent satisfaire, aux conditions suivantes. Les valeurs de /) et de y étant délerniinées par les relations
lOi'
lorsque le paramètre p reste constant et que a varie seul, l'élément (.r, y, 3-, p. y) dait décrire une multiplicité caractéristique, satisfaisant aux équations (62). On doit donc avoir
si on imaofine qu'on ait remplace jC, y, z, p, q par leurs valeurs tirées des formules (63) et '6ii, on a ainsi deux équations simultanées, renfermant les dérivées partielles du second ordre, entre les trois fonrti«M)H /\ <p, <J/. Inversement, si ces trois fonctions vérifient les deux relations (6o). la surface représentée par les formules (()3) est un lieu de multiplicités caractoristiqueîi et, par suite, une surface intégrale (n''24).
En appliquant ce procédé, on a donc seulement deuor équations pour détei-mincr Irois fonctions mcoimues. Ceci tient à l'indétermination df* la seconde famille do courbes coordonnées t. =^ C" ; on pourra, dans chaque cas particulier, choisir ces courbes coordonnées, de façon a simplifier les équations (<>.*>]. si c'est possible. Par exemple, si les deux systèmes de caractéristiques, de l'équation proposée sont distincts, on peut supposer que les courbes a-=: C"" représentent les caraderisfiques du second système. On est ainsi conduit à ajouter aux équations (6S) deux nouvelles éqnations de même toruic. ce qui l'ait en tout qonlrf équations pour déterminer trois fonctions inconnues/", o. ■}. Nous savons
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a priori que cos quatre éqnntions sont oompatihics, mais le prohlèmo parait sV-Ire compliqué.
Ctomnio on peut changer 3 on n (a), S en / (S), tt et / étant des fonctions arbitraires, les étjualions auxquelles on est conduit doivent conserver la nu'nie forme par ce chnnfçenient. mais on peut quelquefois profiler de l'indoterminalion «les fonctions 7t Ix) et y (p) pour simplifier le problème. Par exemjdo, iorsqpp l'un des systèmes de caractéristiques admet une combinaison inléi^rablc
on peut prendre 8 pour paramètre correspondant de ce système de caractéristiques, et remplacer l'une des équations diflérentielles des caractéristiques pa»- l'équation précédente. On procédera de la môme façon si le second système de caractéristi«|ues admet aussi une combinaison intép^rable.
Considérons enfin le cas où les équations différentielles de l'un des systèmes de caractéristiques admettent deux combinaisons iutégrables ckt = o, et de r= o, de sorte que ré<iuation <iu second ordre admet une intégrale intermédiaire avec une fonction arbitraire
Pour tixer les idées, supposons que l'équation du second ordre renferme un terme en rt — s- : si nous désignons par a, fJ les paramètres des deux systèmes de caractéristiques d'une surface intégrale, les coordonnées X, y, z d'un point de cette surface et les coeflicients p, n du plan tangent doivent satisfaire aux six équations (n" 24)
^z «)cc ?v
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Si le système 'B) admet les deux combinaison<î intégrables du = u, (h = o, on peut remplacer les équations (B) par les suivante»
le lon^ d'une caractéristique du second système, m et v restent constants. On peut donc supposer que l'on a pris m =: a, et alors on a nécessairement t? = '1 (a). Si des doux équations
on tire deux dos variables a?, y, -r, />, q en fonction des trois autres et de », puis, qu'(jn porte ces expressions dans les équations (A\ on est conduit à un système d'équations difTérentielles ordinaires, où n'entrent que des dérivées par rapport à la variable x. Ces équations étant intégrées, il restera à choisir les constantes arbitraires qui ligurent dans l'intégrale, et qui dépendt?nf de fi, de façon à satisfaire à la dernière relation
iV t'.-r- i^v
Les calculs auxquels on est conduit sont identiques, il est aisé de s'en assurer, ù ceux que l'on aurait à elîectuer pour intégrer l'équation du premier ordr»; o — •]> [u] = o par la inétbode de Cauchy. En elTet, les équations dilTerentielles des caractérisliques de cette équation sont
rix dy ds
dp ' ■ ' d/i cV/ ' ■' ' iff ^ dp ^ dq \ ^P *^h\
— dp — dq ^
de , dv , , idu , du! dv , do , , . idti , dui *
>.r: + " ?; - + '"' fil + " si Jy ■ ^ » 57 - + '■"> iFy + 1 Û
ces équations admeUent l'intégrale première
prenons pour variable indé[H;ndanle » = a. el . par suite, posons O"- b ^a). Si de ces deux relations on tire deux des variables x, y, c, p, q, on peut
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remplacer les o([ijalions difrérontielles précédentes par Irois des équatiotis
l'i l'a Jx
mais u et u (n** 31) vérifient les deux équations simultanées
à l'aide desquelles on voit que les équations difi"ér«ntielles des caractéristiques entraînent les suivantes
l'a Jx l'a
Par suite, l'inlfgralion de l'équation du prenii<.'r ordre v — •} (m) = o se ramène, au fond, à l'intégration des équatiims (A^, et la méthode d'Ampère conduit, dans ce cas, aux mêmes calculs que celle de Monge, Mais cette méthode s'applique aussi quelquefois à des équations auxquelles la méthode de Monge est inapplicable. Ampère en a donné un exemple remarquable avec 1 V(]uation aux dérivées partielles des surfaces minimrj. Nous allons ex[)0ser rapidement ce calcul.
TT
hnaginons que les coordonnées a\ y, z d'un point d'une surface niiiiima soient exprimées au moyen des deux paramètres a et 8 ('
,aa\ P^ 4- i Vl 4- p' 4- 7' ft P' — ' v^t 4- p^ 4- 7^
(bb) a — -^ .— ; — J ' — '■ ' ? = -, — | 5
dont chacun correspond à un syslènie de caractéristiques différent. Les équations différentielles des caractéristiques deviennent respectivement
/)74-jVÏ+p'»+7"'-»(1+7'')=o, f ^.y_.VHy+?-8('4-7'l-o, ï restant constant pour une caracléri&tique du premier système, et p,
(') Le» calculs dii texte paraissent plus siuipies tjue ceux d'Atupère, parce qu'où I a pris tout de suite a et fi pour variables iadépcndaiites.
^^•i r.HAiMTRK ii
poar une caractérisliqne dti secmnl syslrnic. I^es trois fonctions J*, t/, s de a. p doivent donc salisf'ure aux (juatr»' «jqnations
/ ^c A'- èi/
I Jj à.r ^1/
3S ^TH-'^tH^''''
les valeurs de p et de 7 étant déduites des» dernières équations (A') et ; B') qui donnent
p -^ «9 4- W»* -f 1, P = h -f ^ Vfi' -i- 1,
ou
En differentianl les deux dernières équationr. (K7) par rapport à a et p respectivement, il vient
el, par suit»',
On voit que a-, par exemple, «st lu somme d'une loncUoTi de * et d'une fonction de p; soit
il vient ensuite
d'où on tire
y ^ 'i (a) — tt;p' ;aj -^ <i (p) — p-i ({i) ;
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enfin la valeur dp z est donnée par la formule
qui devient, en rcmpla/^aiit .r, y, p. </ pur leurs valeurs et en réduisant.
dz - i vx'^ + 1 :^" fa) (/x -h '■ S'P -f 1 •}" 'P':(l?- On a donc
j ~ i Ç>J\~J^^i -/' U) 4x + i j'yji -f- ?-'•]/" (à, 'h,
et il suffît de poser, avec Legendre,
Y (xi — (1 4- X-)* -I»' (ï), •]/ (fi) — (I -h [l"-»i^ M^' (fil
pour aboutir a des formules débarrasst^es de tout sicrnp d'inlégration ■ ' . 56. Prenons encore Tequalion plus j:^énéraie
(68; ![/■ 4- ':iKj-f- L/::r o.
où H, K et L sont des fondions de }> el q sçuleTn^nl. et soient /,, Xolcs deux racines de l'équation
les équiitions différentielles des deux systèmes de caractéristiques sont respectivement ( II" 25}
( (iz — 'pd-x — qcb^ = o, 'A) \ <Jy — t ^ dx — o.
Idz — p'i.^- — qdtf ~ I», //</ — / ._, ijx -= o, '//^ -f- / , 0^7 =: o :
(.•■on»me /., et X.^ uo dépendent (\ni'(\y p cl de 7. «m p(Mit intégrer l<'s df'ux dernières équations de chaque i^roup»* iNunmi^ des «équations dilTerentielles ordinaires à deux variables // et 7. Soient »/ (p. 7) = C"" l'intégrale générale de l'écpiation dp -\- }.., <i'i ^=0. el v (/», q) .=. (> l'intégrale générale de l'équation dp -\- X, dq =. o. l'itaut donnée ime surface inté-
('} l)\uii<)i'.\, ïUéoite di's surfiiLits. I. I. p. 28*.
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grale de I équation (68), itnao:in(>ns. c«)nninp plus haut, qu on ait expiiinê a\ y. s au moyeu des doux paraniëtres x — h (}>, (f) «-1 p — v {p. q) qui conviennon» aux deux systoincs de caracJcnsliques respeclivemertt. (les trois fondions x. y, ^ de x. (i doivent satisfaire aux «juatre rnlalious
èx
dp
3x 'Vr.^""'p et 9 sont supposés rcmphu'os par leurs valeuis déduites des formules
u (p, 7) - a, y fp, î 1 ~ p,
et p., V désignent ce que deviennent X, e» A^ q'^^ind on remplace p et ^ par leurs expressions. Le problème est donc ramené à linlégralion des
équations (69). Y.n égalant les deux valeurs de — ^^ déduites des deux dernières relations (69), on parvient à l'équation
, 1>'-X 2ij. dx à'* dx
connaissant r, les formules (69; permettront ensuile do déterminer y et z par des quadratures. î/intégiation dune équation de la forme (68) est donc ramenée à l'intégralion d une équation de la forme (70); on a vu plus haut [n"* 50) qu'une transformation de contact conduit à un résultat analogue, mais les équations obtenues par les deux méthodes sont dilTérentes, comme on peut le. voir déjà par l'exemple des surfaces minima. Pour que le procédé «jui a réussi pour l'intégration de r«'*quation aux dérivées partielles des surfaces minima s'applicpu- uvec le même succès à l'équation plus générale ('68;, il faut «'l il suflit que I étpialion 70' se réduise à
dix _ c'est-k-dire ([ue |x soit une fonction de la seule variable ^. et v une fonc-
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lion de a. S'il en est ainsi, on a d'abord
puis
(72j // =J^f (»> dx + j\^l (fi) rffi,
et s est donnée par l'étjualion
dz = pdx -{- qdy^ ou
dz - (p_ 4- yv) ©' (a) dx -\- ip -f vjjl) if' (9) dp.
Pour que le second membre soit une différentielle exacte, quelles (|iie soient les fonctions arbitraires ^ et 4", ou doit avoir identiquement
et, par suite;
dp ^ dn 3^ dp
;) -f- 9^ ^st donc une loncLion de x. p, 'xl. et /) -j" 9M ^^^ fonction de p, «t, (pj. Il vient alors
(731 z - /'», (r) 5' (x) dx '\-f'^, [h r (^^ c?p :
les formules (71), (72), (73) représentent l'intégrale générale deléquation proposée.
On peut obtenir pour celte intégrale des formules débarrassées de tout signe de quadrature. Remarquons dabord que les formules pn^cédentes m.ettent en évidence que les surfaces intégrales sont des *?<r/aoe.v de traiis/ation. Les courbes F, P' qui servent k définir la surface sont représentées respectivement par les équations (n" 30)
- ^ 2yV. {x)<f{x)dx- \ z^ ^.j\, (p) 4>' (6) <8 ;
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quelles i\nf soionf los fon('li<)ni< arbitraires z. pi i^. les tan^ontos aux oourltos r »'l r' sonl parallèles aux j^nMiéralrices de doux pônf^s fixes. J*r«^n<»ns. par exemple, la courlui V, on a
C'f 1 éliminafioii <!« ïonfro ces doux rolalionscondiiil à un^* équation in«lépendanlo d*^ Ui Conup <lo 1« foncli«)n!;p
On voit «loin.- que les Hny^nlfs à la royrhe 0') sont parallèl<»H aux «,'riit'ralrifes «lu cmik' qui a fjour équation
ou voi-rnil <Jp morue que les lanjr^.-riles a la Courbe (\ ) sf)iit ^)arall••l<^s aux î^i'utTalricos d un second coiu', qui f»eut, du reste, èlre identiqurau pieniit-r, <omme dans le cas di-«s surfaces niiniina. C.omineoapeul o|)l<;tiir pour ces .ourljes T) et T; des forrnufes où \\^^ ligurc aucun sif^no de quadrature ('), il en sera de rnèine pour les formules qui ri^pres»jiil,eni l'intégrale générale de l'équalii>n considérée, qui appartient à lu. ealégnrie du n' 3(1.
Il est facile d'tdjteuir le.-î londitions j)our qu'uu'.' éq-iaiinu dr la i'nrino ((»K) puisse être inti-içrée de celte fa«;on. l'our que ^^ se réduise à une fondion de r fp,'/), il faut que À, = C" repiést.'nlo i intégrale générale de i équation
(Iji -\- l^ifi/ '-~ o.
ou que cette équation s(ut une oqualion de CJairaut. il doit «;n être de mé?ne de la seconde é(|uatioii
f/ft -f- /■.(jI(/ ^^ o,
et. par conséquent, l'équation
[li, H(/p- -f- '■iKdpd.i A- \.dir ~ o.
qui esl équivalente a lenscmble de5 duux équarion^. précédentes, doit
*" f; Èi^iuUiùiit du f)rem:er oi(!re, p. 101.
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se dt'CorTipftser en deux équations do ClHii-anl. Le proniiet- meJTibre doif ddiir, ctn,' uiM' rnnction deti/i. cZy. f/Hp — p'^fj, et cette condiliori néc^'S?ain.' est sullisant*'.
liKMAiiour,. — F)nîis le cas où ikhis nous plaçons, l'intégral»^ gônôrale de r(j<[ualinn (7 4) pful.ètro r<'j)résonlt'<* par une. ou plusieurs formules linéaires on pet 7
C désifjTianl uno conslante aj-bilrairo. La i*>lalion préc»}donle ost un»; intégrale int»'rm«^:d"iaire de l yquaiion du second ordre : cette é'-{nalion linéaire du prcnirer ordre, qui s'intèyrr immédiatement, admet pour inl«''grale géiiérale lej» surfaces (jylindriques dont les gon<;ratric-es som parallt'desà une génératrice dn cône dont il a été question pln^ liant, cette génératrice' étant variable avec la constante C. Il y a aussi nue intégrale «lu premier ordre, qui délinif les surfaces dcveloppabics dont les génératrices sont parallèles à c<;lles du même eônefClf. ti" 1)0).
57. On peut reconnaître d'une autre manière si une tiquation de la forme
où H. K,^.. sont des fonctions de 7), q. senlenient. appartient â la catégorie pTécédente f). Considérons les deux dire»-tions situées dams un f)!an de coefficients angulaires p, //. définies parla lelation
nr/.y2 - 2Kdrdy -j- \.dx' -^ o ;
l'équation du second ordre exprime que les deiix directions précédentes sont conjn^^nées relalivemenl à tontes les siirl'Hces intégrales tauj^entes au plan <le (;oet'fiHer>l s angulaires/), 9. Si Icquationdu sticond ordre appartient à la classe précédente, ces deus directions devront être parallèles aux ijéniM-atrices d un cône. Par conséquent, lorsque le plan de coeflicierits angulaires [p. q) touinera autour d'un point fixe de l'espace, dt^l'ongine, par exemple. il y anraunlieu pourle.s droites prëcédentes ; on pourra donc éliminer p ctq entie le-- deux équations
dz — pdx — qdy =•. o.
y\dij' - ^iKcùrdy 4 l.dx' -- o,
ce qui n"a pas lieu en g-éneral.si les fonctions H. K. 1 sont quelconques.
(') SoPHO? LiK, {JnlcfsuchHwçivn nhor Iroii.tlr^t.i'jn/làcheii . IS'.(2 [Heiifhte lier K-migl. fiâchs. Gesnellarhn^t dtir Wisfcnschaflt'n).
l.ors(|u*» oetto condilion csl rtMuplie, l'eliininaliDn île /* ef do q conduit à une relation homo^nno
F [iKt\ dy, dz\ =: o
qui «lôfinit le cône ou les cônes dont les gonérnlrices sont parallèles aux taii;:entes des coiirLfs V cl V On pourra donc obtenir sous forme expliiite Ip'-' forniulos qui roprésfilenf l'intCjifrale g-éneralo de 1 iJquati4.n (In s0(\'i»ul ordre, sans avoir aucune inli'jfralion à etTe<'luer.
(^n poiil encore raisonner comme il suit. Si l'é^piation du second ordre* deHnil des surfaces de translation, les plans tanjjents le lono- d'une caractéristique de l'un qtielconque des systèmes enveloppent im cylindre et. i»ar conséipu-iit, tout le long d'une caractéristique, il doit y avoir une relation linéaire entre p et 7. Par suite, l'équation différentielle
H'0>* -f -2\\dpdq -f Lrf7' = G,
qui est une conséquence des équations dilTérenticiles des caractéristiques, doit être une équation de Clairaut ; c'est le résultat trouvé an paragraphe précédent.
58. I. Otjuation (70j s'intègre par des quadratures lorsque j* nedépend que «le [i,ou lors(jue v ne dépend (pie de a. Supposons, par exemple, que f* ne dépende que de fc : l'équation (7<)i devient, en posant
et on en tire successivement
ex I hdfi
4» (a; et 'r(_i) étant de.s fonctions arbitraires. On a ensuite y et * par deux nouvelles quadratures ('>.
Pour que p ne dépende que de p, il faut et il snfHt que 1 intégrale
(') Nous applir^uons plus loin ceUc méttiorie a un exemple ri Ampère.
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générale de lequulion
dp -{- À , dq -- o
soit >, — C". c'est à-dirc que l'équation (lilTéi-entielle
Hrfp- f 'l\Updq 4- i.dq' = o
se dédouble en une équation de Clairaul et en une équation de forme quelconque. Oéomélriquement, cela signifie que lea démloppahtes circnnscril.es le long des f-aracté risliqv.es de l'un des si/stèmes doivent, et ru des cylindres ayant leurs générn'rices parallèles à celles rfun certain cône.
59. Nous lenninerons ce chapitre en montrant comment on peut résoudre le problème de Cauchy pour les équations du second ordre considérées aux pariigraphes précédents ('). Les données sont les snivanles : on a deux cônes (T), ^T ) qui ne sont pas nécessairement distincts, une courbe gauche (1 dont chaque poinlMest associé à un plan [* passant par la tangente en ce poinL II s'agit de trouver deux courbes gauches (T), r ), dont les tangentes sont respeclivemont parallèles aux génératrices des deuxcônes(T)et ('l")etqui sonltelles que la surface (I) décrite par le indien d'un seg^nient. dont une extrémité est sur la courbe (F) et l'autre extrémité sur {V\, passe par la courbe C et soit tai»jçenfe en chaque point M de celle courbe au plan 1* corespondanl. Supposons le problème résolu : soient m. m' lespointsdea deux courbes (r), (r'\ tels que l^' milien du seg-ment m m' soil le point M de la courbe C ; d'après le mode de génération de la surface (S), le plan tangent en M a cette surface est parallèle à la fois à la tangente en m à la courbe (F) et à la langenfe en w' à la courbe (r ; (n' 30). Il résulte de la que les din'ctions de ces deux tangentes petiveîil être regardées comiur connues. Coupons, en ellét, les deux cônes (T). 'T j par un plan parallèle au plan P passant par leur sommet commun ; ce plan coufie chacun des deux côn^s suivant nn certain nomiiro de generalrices el. en associant les génératrices deux à deux de toutes les manières possibles, on a un certain nombre de combinaisons à considérer. Prenons-en une en pai i.ioulier ; Irs paramètres diroileurs des tangentes en m et on m' aux. deux courbes \V) et iT) sont alors des fonctiou» l'omnue^ du f>nramètre variable X dont dépemlent les coordonnées du point M de la courbe C pt le problème à résoudre est équivalent a celui-ci :
C) SOHIIUS I.IE. toc. i.it , p. i'j'i.
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Kiitnl ffonnée ur*e cuvrbi' C, prendre^ n partir d'uji )>oii)t de citte rourbe, un si'gmcnt felr/tif In fnnprnle à /a courbe d^criJU/ pnr /'p.vfrén>ité de rc srf/wrnt ait pour coefficients annuf/itre.s ii, y, w, tnudts que la tangente à fa courbe décrite par t'crtrémité d'un .segment égal nu ftrentier, pur te m seiif totitroire, ait pour coefficients avgulaires u\ v', in. Soient X. ^ . / K"^ projections du sepment inconnu sur les jixes ; le» « f«|UHtiniis do cundiUoii ^ont les suivantes:
dx-\- d\ _ dy 4- d\ _ d2 -f 'f^
dx — d\ dy — d\' _ d: — dV.
u' V fO
et. en désignant respccUvemenl par de et dt les valeurs de ce» rapports, on peut écrire
dx -f- d\ rn luh. d.r — c/X .-=• ii'dn, dy -)- f/Y =- r//f . dy — /7Y — n'd^j, dz -j- dA r-r loU^ dz — dL — w'd'J.
et. en iliuiinanl d\, <A', (C/., on a, pour déterminer d^ el dt, les trois relations
( •id.r =: udç, -\-it'd's, [l<^) \ tdy = w/s -f- ^d'iy
I -idz .--■ irdf. -j- )r'd<j
Ccb Iruis relalion? sont «-(tnipatihles. car le déterminant
'IjC u u'
dy V v'
dz w w'
est nul, puisriue les tanj^entesà la courbe C et aux deux courbes inconnues 'Y) et (r') sont p«,raJlcles à un même plan On déduira donc dv et t7f des relalionsj (76», et on aura ensuite X, Y. Z par des quadratures. On pouvail prévoira priori qu'on ne pourrait ol»tenirune solution plu» simplt», puisque la surface (^) ne clianjre pas quand on fait subira ta courbe (l'y une fertaiiie translation, pourvu qu'on fasse subir à la courbe (V) une t^an^'latiun éirale à la première et de sens contraire. ËxLMi'LE 1. — Kt'prenons le Droblènie de t'.autîhy pour l'équation
IFS ÉOUATIONS DE MONGE KT d'aMI^ÈFIE <21
j» =: o ; snionl
les fornrmlfis qui déliiiissciit In conihe donnée i\ el la lutrmale à la surface le long de ceLLe courbe, ces fonctions /",, /*^, /",. ■},, •{,,, vérilianL la relation
(77) n ^^0 = '\^ '0) /•; : 0^ + -fj Ci) /-i ro).
Les cônes (T) et fT') se réduisent, ici res[>ectivementau plan des jrz et au plan des ijz. Je sorte qu'on poul prendre
U — . O, p = 1, VJ r- •1;.^ (0), /<' r= 1, u' X-: O, w' = •!/, ,0j,
elles formules générales (76) deviennent
2/-; (f)) /yo -— rf(T, tf!i (0) tzo = f/o. 2/-;, (o) r/o = f^ <'^\ 4 -f |, (»*) dn.
On en lire
rfX — — <ir, r^Y - dif. H7. = -2-J/, (0) fj f)) '/*» — /":; {'<) <f'> : OH "peut donc prendre pour équations de la courl^e fl")
in
z, = : 4-'/.^ if^, ('♦) /'i (0) dh:
la courbe (F') aura de mr^ni*" pour éqtialions. en désignant par une lettre différente r le paramétre variabl»^.
[Vf)
z., = z-Z^ "if.U) - '>j*'i, H /-^ (t) rfr.
La t'ormuln qui donne z ^ peut encore s'écrire, en lenuni compte de la relation 77^,.
'•.. = 2/4'.HA;(t)c/T.
1Î2 CHAIMTRE II
ei la surfnoe chorcliûe csl rpprês«»nl«»t' p.tr les equalions
.- = -■ii.'j = j';, :t) /■, (T. rfT +f}, («) /i {«) rf«.
L»» résiiltiit est identique à celui que nous avons obtenu plus haut (n« :«).
ExKMPLE fî. — PropoPons-noMS encore Ue traiter le problème fleCanohy pour les surlaces minima. Swent c. //• <■ IfS coordonnées d'un point d'une courbe donnée C, a. B, f^c9, cosinus directeurs de la normale à ia surface chercliée le lon^r de la courbe C : t, y, 2, x, p, y sont six-fonctitins dune variable 9. satisfaisant aux relations
» tZ,ic -j- p dj/ -\- yfii =^ o.
Le plan x.v-\-^f/ -j- y-? — 0 coupe le cône ^T) qui a ici pour équation
snivant deux géncralrices dont les paramétres directeurs sont respectivement
u = f^- -\- v'. r = — T|i -J- 17. if ~ — av — /p,
i/' =: {J- -j- v', r' rr — 2f5 — 'Y- '0 = — »y H" '(!•
Les formules (7('»} deviennent
^dv = [f- -f f} {dr> -I- di),
2dij = — iH ic/p -f do) -|- »•' (f/p — </«),
iic/:: .=r ^ av (t/p -\- do • - i'i [dz — di] ;
on en tire
u(/f. = (^- -f- Y^'f^,' — o'i H- ' K* — Y^'.V,e». par suite,
Les valeurs de Y et de Z s'oblieiment aussi sans difliculle, mais on
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peut les déduire de la val*iur de X par des permulationH circulaires
y :^ i I ydr — xdz.
Z rr- ■/' I xdfi - PMrr:
les courbes minima \V), (P'), dont on pouf drduire la siirface minima cherchéo, sont doue lopréseulees respectivement parles équations
/ x^ —x-x-ij ^ds — 'fdy,. i x.. = x — ij^dz — -[dy,
(r) ( j/^ = y -f i I fdx — %dz.. 'I") / .y, ^= // ~ ^ f Y<^-^ — *^--
' 3y-=. z •\- i l %d>f — 'idx\ I <?2 = -^ — ' / "^^y — ^<i-''-
N(»ns retrouvons ainsi les lorrnales de M. Schwarz ^'). (') Miscellev aits dem G-:hieLe der MinimaLfidchen (Journal de Crelle, t. I^XXXX. 181î>).
APPLICATIONS T>IVKHSES
Surfaces de loachiinsijl. — Surfaces de "Nonye. — Surfaces à lignes de courbure plane^ dttUs les »lciiv systèmes. — Le firoMèmc de la repréier ati<ta <phénque. -- Intégiation des équatioiii Xpt -f- rt — s- — jO, qr -f- (zq — /»)s — p;i .^ o — Equations dont l<i> carH.-téi'istiques sont dus li^'nes as>'nipu>tique3. ou des lignes de courbure, ou des lignes rcnjuiiuccs. — Inlecration de I équation (r — pt)* i= q^rt
60. J'ai réuni dans ro chapitre un ociiain nomhre d exemples empruntes, jKJur la plupart, à la théorie des snrJatPS. En traitant ce.-? exemples, j'ai •voulu seulement montrer l'application des procédés gréncraux d'inté^i'ation, sans m occuper de mn^lre le résultat sous la form** la plus simple pos>ibie.
Enumplr I. — Surfeues de Jotichimxlal. — Proposons-nous de déterminer les surfaces dont lès ligrles de. courl)urc de l'un des systèm.^s soT^t des courbes planes dont les plains passent par une druitP tixe.
Prenons cette di-oite fixe pour axe des z. L'cqnation difTérentielle des projections sur le plan des ay des.lij;nes de courbure est .
dr{i r- ft'} -\- P'jc^v _ pqdx-t- df/ (1 f- y-). ro'v -j- <rf(/ "~ sdx -^ ttly
cette équation doit être sati-'faite lorsque cLc et «/'/ sont proportionnels a X et à V Tespectivement. L'cquation aux dcriToes partielles des surfaccis cherchée» f-*;!. par iOnscqucRt.
(I) Ht + 2Kv-|- \.i - ,..
APPLICATIONS JJIVKHSES les coeflicionts II. 2K, L av;inl ios valeurs Muivajite^:
L = — (1 -\-p^) .ry - pff}/*.
Om a, |)oiir Uîs l'îiniatiuiis dilîci'enlielles rj«!s caraclcrisliq^iirs (n" -2,"») \\</pt/i/ -{- \.ffqdT _- o,
<Ih la depiiit!rr on lire, en Tomplaçant II. K. L |) n- Io'ms oxprcssions
cl en resolvant, les deux vu leurs suivanles de — •-»
tix
d.0 r, lLx pq.r -f- |l -f- q'^) >/
t|ui' r<(ii |)«irh' efisuile.diins la pjeniièro lolatinn, cl, linalcrncnt. U.'S deux systvmes do caracteiTslit^ues sonl délinis ]»ar les equalion.-» siiivaiiloâ
I(U — prix - qdy = o.
.rdff — ydx, '- o.
( fis — yCrûix' — ÇÛ^;'/ - o,
.'Av/.r 4- //i/.v f- [})V -f <///) (/»r/a: j- qdy) -- o.
On ajteirtdl inirnédialemeut une conibinaisoa iiilégrablr dans cliacun de ces deux syslèiiies, à .savoir :
d{2 — px- — qt/) =^ O ;
pour savoir s'il é*i existe d'autres, ap|di(|Uons la uiélhode gtMK'raJij. Conforinninent à ctîtte méthode, nous avons à chercher les intéj^rîilf'S des deux systènieb d'é<îuali(U»s linéaires [H) et (4)
CO
/^V , èX\ f?\ ^\■■^
1% GiiAFiiHi: m
Considérons d'abord lo système .'{) ; Tinlégrale générale de la proinière équation de co systrine csl
en posant, pour abrép»r, u ^^ pr -\- qy. Cherchons A déterminer la fonction F, de fugon à satisfaire aussi ii la seconde des é(jualions (3); cette équation devient, avfc ks variables r, y, 2", m,
^F , . , àF , , . / W , ^1'
ly
àx ^ ' ' ' ài/
, « — qt/
OU, en remplaçant p par — ; — ^'
^F. . > aF, „ . „ , . /^F . 3F \
et, comme la fonction F ne doit dépendre que de .i-, y, ^, w, le coefficient de (/ et le terme indépendant de q doivent être nuls séparément. La fonction F doit donc vérifier les deux équations simultanées
àF ,3F ,-'3F , /'3F , 9F v -^ 3a: 3y 3/; ' ^ \du ^ dz /
l'élimination do - -\- y '"onduit à une équation plus simple
qui peut remplacer lu dernière des équations (6).
Appliquons le même procédé au nouveau système; l'intégrale générale de l'équation (7) est
et, en portant cette expression de F dans la première des équations (6), elle devient
2l< T- — — — -— rrr 0,
3/» du ^e '
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dont l'intégrale générale ost
En revenant au Système (3). on en conclut que ce système admet deux intégrales dislincles
s — px — qj/, et x"^ -j- y'^ -\~ (;).r -f qi/)-.
Traitons de la même façon !<; système (-4); toute intégrale de la première équation de ce système est de la forme
on posant u =^ - > a =^ px -\- qy — s ; prenons pour variables indépendantes
la seconde équation du système (i) devient
i/>-| 7M^' ^ »^> ' p-f-f/i«^i'j ' |j9-f-5'U ^ ' '\ihi ' p-\-qu i>yl
Comme la fonction F ne doit pas contenir ?, le coeHicient de z'* doit être nul, ainsi que le coefficient de 4 et le terme indépendant. II faut
donc (lue l'on ait -— = o. c'est-à-dire que la fonction F ne renferme
que les variables p. q, m; par la suppression du facteur t? -f- -. d reste une seule équation de condition
dont l'intégration se ramène à celle de l'équalion dilîerentielle
vdp — dq + (7) -f" qu\ iqdp — pdq) = o,
qui rentre dans un type classique, en prenant pour nouvelle inconnue le rapport '• On trouve ainsi que l'intcgralc générale de celte équation
«28 cii\PiTRK m
(lilTrrenlicllp est donii»^»; pnr ht rclttlion
"Vi 4 P- +7'
l,os ••(juatiuns (4, aJinettenl donc *W\\\ intéprales communes distinctes
Kn résnnift, l'i-qualion du second ordre proposée admet deux intégrales intermédiaires appartenanf à doux systèmes de caractéristi<|ues ditîé'rcnts, et dépendant «hacune d'une l'cmclion arbitraire,
•^'- -f y- + [?^ -f- V.V»- <P [2 — Poc — qy), nv — 7>' _ . /.V\ .
on peut d(»nc rajnener cetic équation à la forme canonique j := o par une transformation de conlact; mais, avant dViïectuer cette réduction, nous remanjuerons que les résultats obtenus jusqu'ici peuvent être interprétés géométriquement. Les équations (A) admettent, d'après ce qui précède, les deux intégrales premières
y ^ c^ mjzijir. ^. c,
«lont la première montre i|U<' les caractéristiques de ce système sont de» cour!)es planes, dont le plan passe par l'axe des z\ ce sont, donc les lignes de courbure des surfaces intégrales. La seconde équation exprime, il est aisé de son assurer, que le plan y = Cx coupe la surlace sous un angle constant.
Le .système (13 admet de même les deux intégrales premières
2 — px — (jy — C. ' X' -f ,y3 -f (p.y 4- qyf = (/,
doù on liie aussi
x'-{-y' + (2 - rj2 = c.
équation qui montre que les caractéristiques du second système sont
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situc''< Hur (ies «^pluTos ayjtil leur cenlf sur \\\\>' ih'< c. La •••^hliun
<r — f)x — fji/ — ('.
proiîvo qiio le pl;in lan;jetit le U>n^^ d'une oai-arlt'iisliquo reiu'onh»; l'axe «lf»s z »»n un poiiil tixo; la dovt'loppable oirconsorite se réduit doue à un cène. Knfin, laspliére proc<'nl<«n(e (.(Mipc la surlace orlliot::onalpniont, <'ar les oiismus din'flt'urs de la normale a ia splu'TO sont propui lionuels H X, y, : — C, l'I «eux de la normale à la sniTace sont propuiiioniieis « 7>, '/. - l. Le* <'araetèristif]ues du second syslrnie sont donc aussi les lig-m's de courbure du second sy^lènu"* d»'s sinlaces intégrales.
Pour ramener l'équation ^1) à la l'orme canonique .v -;^ o, on p-^ul d'abord eonnncnccr par ranicnt-r l't'qu.iliou à une autre ne renfermant que S' connue dérivée du second ordi-e; il sullit pour cela iv M Hr
trouver une troisième fonction foi'iniiut av«'C *- t>l ^ — p.i' — <^c/ un sys-
tcuu' en in\\)lution. Kn [noccdanl »-oninie plus haut, on trouve que
^r -f- 7". satisfait a cette condition ; po^^cns
y = 3- - po- - 7.V. V' —\^- r .Zip -\~ ç
et déterminons p ot </' |.wr la condilitm que lot» ail :
f^jr' — p'cfrr' — '/dp' =^ -^{dsT - ftffx - qdy
il vitM»! :
Si inversement on nsout ci>s r<luli«'ns par rapport a r. tj, .-, j). «/, on a une Iranfornialion de contact dcfinic piti les formule*'
(S) T .--: — -. y -z, —^^ 7 .r — ~ ' p ^ f —qy , i — '{
r.«»s équations (U) du second sy'^tème Av e-iriictei-istiques peuvent s'écrire
dit — pcr - - ./»/) ,0. (/ 1 jr^ L yS ;_ (^x _(_ çy;* j =■ •>:
iK IV on A nom OKs i'qiatiom» û
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après la transrorni«tii>n dp coalaf t, rll«^s deviennent :
I.a ii.iiivellr équation aux dériv(^es partielles est, par conséquent,
{* + .v'* -h -'*) s' - VV' - P'q'^ - o ; si on prend pour inconnue nouvelle
cl c se réduit à
L'intégrale générale estdonr représentée par la formule
X dfisigimnt une fonction arbitraire de a:', et Y une fonction arliilraire d • y ; on en tire
X^Y' - (1 + y'') 2 XY
et les formules ,8) donnent alors l'intégrale générale de l'éc^uation pn»posée, pourvu qu'on y remplace ^ par la valeur précédente, p' par —,
et (f par — • On a ainsi les coordonnées d'un point de la surface intégrale exprimées on fonction, des deux variables indépendantes x' et y', qui sont les paramètres des hgnee do courbure.
61. KxHMPLE 11. — Surfaces de Monge. — (Cherchons les surfaces d«tnt les lignes de courbure de 1 un des systèmes sont situées sur des sphfires concPntriques. Le centre des sphères étani pris pour origine de? Coordonnées, on a, puui une ligne de cuurbure sphérique, les trois relations
dx -{-pda _ <^ + 2^-?
rf/x -f- sdy ads; -|- tdy^ dz := fid/c 4- qdy^ xdx -j- ydy -f- ^dz = o ;
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en remplaçant (iz par savaU'ui- »il éliminant lo rapport--' *>\\ parvient à i'éq^ualion aux dérivées purtielles des surfaces clierchées
(9) Hr 4- -iKs -f U = o,
les coefPuMJMils II, 2K, L ayiuit les valeurs suivantes :
H ^ p,f [y -f y^; - (i -f q\ {co ■\-pz] [y f qz;,
2K= (1 4- r/) (x+pr)-» ~ (i + vh (y + qzf,
X = (I -f p>) (a; + pz) (y -f r/^) — pq {.r- -f- pj)*.
Les caradéristiques sont données pur les deux équations (n" 25)
Wdif — 2K dxdy -j- L<ir» = o, Wdpdy -\- Ldqdar = o ;
remplaçons H. K, L, par leurs expressions, et résolvons la première équation ; nous en lirons deux valeurs pour -jr »
Km portant ces deux valeurs dans la seconde relation, un trouve les équations diïïérentielies des deux systèmes de caractéristiques
ctï — pdx — qdy = o,
(A; j (^ -h P^) dœ -\- [y-^- qz) dy — o.
\ dz — pdsc — qdy = o.
(b; ! iy-\- ?-) ^p — ("^ 4- p2) dq -iiy
' \pqy—3c{i-^q^)—pz\dy—\pqx—y[{ -j-p-*)- <73-}</xf^ 0.
Les systèmes d'équations linéaires correspondantes sont respectivelnent
l-^5 CJiAPiTKr. rrr
-f // ■/'•'' 4- 7ff — =) -- // (^ -f /J' -f 7"-':j(^5^+ «7 T; ) ="•
(lonsidcidiis daliorcl lo SYsIrrit- (l^^); lu ilpi-riicrf' éf{uaf''oii de ce sYslùme s'intégre sans diflinilté, pI l'inle^Tale géné;ale osJ une l'onclion arbitraire de p, q. px -f- '/.'/ — -.-. •'■'■ +- i/* -f" ^~- Clioisissons pour variables indépendantes
p. C, p': -\- (JiJ — ,--=:<'. rr- -p y- -|- ;- rt_ y, i 4-^,3^ ^2 -^ ,^ .
If sy>li'nie (lU dt-vifut, en posant V - K(", r. «/;. />, A.
py — 1^ ^p <^« c'K
l,a pr«f!!iiHrp f^quatinn montre que F ne doit pas dépendre de z. et,.
coin m»' If cocfticient dn — conlifut 2 p\plici{«^m»'nt, quand ou roxpiinipau moyen «les variables >', r. w. /). c, il l'aut que l'on ail sépar»'nienl
c»7< du;
l.a fonction I'' ne dépend donc que de ?/, t», <c et son expression générale est, d'après la dernière relation,
•!• désiji'nani une foncli'in ai'bitraire. Le sysièinc (10) ailmel clone deux intégrales distinctes
p.r -f qy — c;2
f'.n traitant de la même manière le système '[H), on trouve qu il admet
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les deux inléffcalf": distinctes
P h (r\ 'IX - - PV.
,1C V pZ X -\- p3^
l'pquotion consiflnree est donc intégrable pnr lamefliDdc d« Mon^'e.
L«js rpsnitats ol)lenub s'irtMi-prètent g-éoinétriquemenl couime i] suit. Le svslèmn fA) decjuatinnij dilTerenlir'IIes admet les deux intégrales
dont la premi«*re exprime que les cararléristiques du ptnruiler sysfinrie sont situées sur des sphères courentriques, tandis que la seconde exprime que le plan tang-ent à la surface le lonj^r de celle caractéristique fait un angle conslant avec le rayon de la sphère, Er) s'appuyaut sur cette propriett connue des lignes de cuurhure sphériqu*^s. on aurait pu ^cr\re inimtdiatement 1 intégrale iulermédiairP
■px 4- Qy — ^
Vl + i.2 4. ,^t y[^l _^ yïj^ .i
de l'équation aux dénvéfs partielles considérée. Le second sysfèine fB) adinel les deux intégrales
x-^- pz '" X ^ pz
on en tire d'abord la relation
y — Cjc -j- Ci = o,
qui prouve que les caractéristiques du second système sont des courbes planes, dont le plan passe constamnr>ent par l'onginc. On a ensuite
q — Cp ~ C ~ o.
relation qui montre qu»' I*" plan prcccdent est normal 0 la surface «m» tous les points de la rarartiM-istiqne située dans ce plan. C»^s raract*'ristiques sont par conséquent les lignes de courbure du si-cond syst»"me.
IT est aisé de déduire dr* la le modf» de génération indiqu'» par
ISi CttAPITRR III
Mongo. Lcfi plans de? lignes de conrbMro <lu second système enveloppent évidemment un c^no nyanl son sommet à l'orif^ine ; comme chacun de ces plans coupe la surface à angle droit, celle surface s'ol'tieaLen associant les trajecforires orthc^gonales de ces plans. Or, on sait que. lorsqu'un plam mobile T«>ul9 sans «glisser sut un Cf>Tie, un point de ce plan décrit une trajectoire orthogonale. Les surfaces cherchées s'oblionnent tlonc en prenant ie-t positUinn successn-rs d'une courbe plane nrbilraire cU/ttt le plan rnub' sans glisser s</r un cmi» arbUraire.
Pour appliquer la mélhwde générale (n» 41), nousTamcnerons irabiïTd l'équation (0) à iine aulre équiUion ne renfermant qu'une dérivée du second ordre. \\ suffit pour ct^lu de trouver uue foncliou.Z en involutiou
avec a- -j- v* + -* et '' ; . Toute fonction qui satisfait à la relation
est do la l'omie
Posons, pour abréger, u = -j^ ; on aJ'égalité
ou
OF
: l'a- -!- pj] ^ . ^ ( ps gT (g -i- pz) ) __
(y + U^y ly^ èz\ t/ + qz~ (y -f qz)^ j " "
y~hqzix {y + U-^y ly èz\y~\-qz [y -\- q^f
Ce qu'on pL-ut encore écrire
Comme Fiiedoit i-enfermer quea;, y, z, w, on doit avoir séparément:
dF W aF
o: dx ày
et F est de la forme
F (m, 2/ + ttx).
On a donc un système de Uois fonctions en iiivnJuUo-n en prenant
an moyen del'idfmliLé
dZ — PrfX: - Qc^Y = f (c^^ — pcfo; - qdt/), on trouve ensuiU qu'il faut prendre
Inversement. les formules
a:=:Q, y:=Z-QY, ^ = y/X - Q' - (Z - QYi=».
op V op
P = u. ^. .^ ^^Ao^' ^
v/x: - Q« - (Z - QY)^ v/X - Q2 - (Z - QY)'
définissent une transformation de contact.
Appliquons cette transformation à léquation (9). Les équations du second système de caractéi'isliques peuvent s écrÎTe
après la transformation elles devieiment
et la nouvelle équation est. toutes réductions failes.
(l3)-l^__ZzA_pn XY 14- Y- ^ YZ
<^X3y~X+KY^ Z' -^"^X+XY^-Z' ^^ 2(X+ X Y^-Z'; ^ ' 2 PC-I- XY'-Zi)
Cette équation rentre dans le type du n" 43 (p. 88). On. pourrait appliquer la melhode générale, mais on arrive plus vite en remarquant que cette équation admet 1 intégrale inlermédiarre
Vx - Q' - (Z - qyf
nfi
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qui pput ? ci-rire. en résolvant par rapport h Q et rhangeant un peu Ifts nnlafinns.
^ -^ Y^; «'Innt <'ncore un<' fonction arbitraire de Y. Le pjeniier meniltre de celte équation n'est autre chose (pie:
arc sin
l'intégrale génc-ralc de IVqnation '13} est. par conséquent, donnée par la r<)r:nult'
2^ =^ y/xirry^) nn {0 (X) -f- 6. (Y)(,
fi el 0, désijjnant des fondions arbitraires. Les formule? (l^i donnent ensuite r, y. z, exprimées au moyen des deux variables indépendantes XetY.
62. Pm-mple m. — S^ur/'aces à ligncx <Jf f:cnirrhure plnnes. — Quand ime surface a un syslème de iiffnes de rourbure planes, on sait que les courbfes sphériques correspondantes, dans le mod»» de représeuiation de Causs. sont aussi des courbes planes, cV«il-à-dire des cordes, et récipntqnement. Si une surface a ses lignes de courbure planes dans les deux syst''mes, la re{)résenlatioM sphérique devra donc se composer de dfny lainilles de cercles oilhogonales, c'est-à-dire, comme la démontic NI. « ). Bonnet, de deux familles de cercles dont les plans passent respect ivemcnl par deux droites fixes, conjuguées l'une de l'autre pai* rapporta la splière. Le problème esl donc celui-ci: Trouver /a^s surfaces dont la ri'pr^soi'fotion sphérique d'n^i des systèmes de lignes de courbure secoiupose de (crcffs pns^iuif pnr dcurr 'point'! /î.res de /a spfièn'.
lùrivons l'équation du plan tangent a la sucla«e cherchée sous la furme
'i (K - »Y} + ^ (X + tY) — (1 — x[j) Z = ti,
a el {J «'tant les païamélres des génératrices de la sphère (*).
L érpiation dill'erentielle dps lignes de courbure est, dans (!e système
(') î)AftBoi;x, Théorid dits sur fac's. 1 I, p 'i;6.
de variables.
si 011 a pris pour point do vue l'un df^s points fixe? dp la spliero par ou passent Ions les cercloR qui sont, les imag»^s dt\s lignes de oourbur« d'un système, les ptispectives de ces cercles sont dcb droites pnssanl par un point fixe {a, h) ; ces petits cercles seront représentés avec les variables (a, <i\ par l'équation
^ ^ ^' y. — (a + i6) ?A"qnation (l-i) doit dom* admettre toutes les solutions de léqualion
ce qni exigée que l'on ait
on
Pour employer les notations otdinaircs, remplaçons
X — (a 4- ib), p — (rt — î6), «
par 07. y. 2" respectivement, Vequalion a intégrer s'écrit
(16) x'-r — yH = o .
Les équations différentielles des caractéristiques sont respeclivernenl
idz — fïdx — qd.r - o, ( d/Z — prUc — qdnf = o,
l'A) \ xihj — ydc ^= », (Bj < X(hj -J- yd-x — o,
\ ,T(lp — yd<( — o ;. ( xdp r y<i<i = o:
il est inutile de recourir h la méthode «générale, car on aperçoit aisément
138 cnAPiTRE m
dfux c«>nibinaisun:> jntëgrables pour chacun des systèmes
pour Ip premier système^ et
d (»y) = o, d (j - px -^ (fy) z= 0
pour le second système. L'équation (16) peu* donr. être ri^menée à U foroie canonique s = o. Pour effectuer' cette tran&foiniahonj prenuas d'abord deux iiouvelle& variables
y -^ ' xy - X, ■z. — y'^
on a
^ ~ ïx' ^ ~ dy x*' ^ "■ 3j;' ^ ' V *
par c% changement de variables, l'équation (16) devient
h.v'èy' dy'
ou, en posant j = Z n/x ,
dx'ày' L'intégrale générale de i ëqualion (<6) est donc
^ =V?W(*')+ t(y')i ou, en rerenanl aux variables x, y, et modifiaTït un pew les notations,
T^EMAAQUP I. — Lopsqu une équation ^sLJineaire. par rupp«»rt à z et à ses derrivées fi, ç, r. x, /, il est évidi-nt que la somme de deux raté-
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graJ»*s esl aussi une intégrale. Celte remarque permet d'écnre immedifltemenl l'inlt'grale générale de l'equatio-n MB). On sait, en oITet. qu'elle admet toutes les integraiea des deux équations du prnniier ordre
/)/* — 7// -- o, e — "prc — 7V := (»
qui sont Tespeclivemenl ^ = :p {xy)^ z = jc'| (- j; l'inlégrale gémérale
s'obtient «n faisant la somme de ces deux ijitégrales particulières, qui dépendent chacune d'une l'onrfiun arbitraire,
Remar«ju£ Jl. — Si les deux droites conjuguées par rapport à la spheie se réduisent a deux, droites recta agui aires tangentes à la sphère en un même point, les» perspectives despetits cercles qui sont les images des lignes de courburo se réduisent à des droites parallèles On peu! supposer qu'on a pris les axes de telle fa«;on que ces droites aient pour équalion
l'équation à intégrer est alor^
r = t, et l'intégrale générale est
63. Exemple IV. — La recherctie des surfaces adiiiettanl une rejn-ésentation sphérique donnée se ramène, d'après ce qui précède, à VinJbegration d une équation de la forme
(48) r = X2 (aj, y) «;'
nous allons chercher, comme exercice, a quelles conditions doit satisfaire la fonction X (r, y) pour queJ'équation (18) soit integrable par la méthode do Monge. I^es équations différentielles des. caraclcrisliques sont respect ivement
idy — Xdcr = o, / dp -\- Xdx =■ Oj
dp — ydq — o, B j djD -I- \dq = o.
di - pdx- — (jdy — o. ^ dz — pdx — qdy = o.
et les systèmes d'équations linéaires correspondants sont
av . ^V 3V , ?V , ÎV cW
c- :i: A — = 0, — 4- p — - qr / - :r / 7 — -^ ^ o,
I^f* r.HAIMTH]; 11 T
le-j sigiios dr ^^^ corrcspnnHanl Haiif^ les doux équatinns. Prenons par ^x»*inplH le sig'iie — : nous avons a rechercher ilans «piels cas los doux tfr|iiation<:
éx dz ày iz
a<imp|f^iif deux inlegralts or»mrfiuriHs dislincles. L'intégrale générale <|p la premirre étfuution es!
V —- V ix, y. ^, p -f- '^ç)-
Pfnon'i yiuiw variables indépondantes a*. »/, î', q. v. =: p -f X7 ; la première équation dovioni
et la cecmde devient
^F . , al- , , . , èV ii? . . ,})V] , ^F
ai -^ ^' » Tu +• ^" - '-^^ âl - '1 ay -^ ^^^ X; 1 - ^"^ % -■ " '•
fomnif F ne doit pas dépendre de 7. il faut que Von âil séparément
àV , iV . aF
' èx 6Z d'if
iV aF
Linleirrale génorale de la dernière équation est
F = «l> fv, y. 'iÀ" A- (>.; — )Ày'! 2 ; prenons comme variables indépendanle.< x. //. * et 0 - 2Xf^ -]- ,X:r — ^K) «'• L'équation ,J2j se réduit a
APPLICATIONS blVEItSKS *'*'*
et la premiorf drvÏMnt
pour que ce sri^lùmc <ï'équiilions ["l'.i) el (:1'4) ndmctln deux intpyralt^s
distiiicfos, il faut et il suffit une le l'nellicienl de -- unisse sexpiiimM-
au moyen de x, y, v. c"est-ii-diiv soit proporlioiincl à y, puii^quil ciMilieiit n liMéaireinent, ainsi cpie r. Lu l'onction À [x, y] doit donc -^aLislaire à l'cquation
pour quil existe doux intéirralps inl^rmédiaire«i, apparleiiynt à «les caraoteri^^tiqups dijïprcntcs. et renfermant chacune une foMciimi arbitraire, il faul, en outre, que X vprifie l'équation obtenue en changeant X eu — X dans la relation précédente.
64. Remplaçons dans l'équation (25^ X par ^ pour cons<"rver les notations habituelles ; ell^^ devient, en simplifiant,
(2ti^ 3..r — Ac'h l- 2<r^l 4- ipq^ — '/'s- — 'ip- ■- o;
elle admel un seul système de raracterisiiques (|ui er,t delini par les équations différentielles
( dz — pc/.i; — f/dn/ = o ,
i - 'l^dp 4- 2c'Vy -\- {q-^- -^ -V" — ip/Z") dv rr o
Pour savoir si ces équations admettent des combinaisons intégrables il faut rechercher (n" 31) si les équations linéaires correspondantes
admettent des intégrales commun^'S. I.n prenant pour variables indépendantes a, .V, 5', y etp — 5'-* ■= u, ces eipiations deviennent
2c :- - 'h/'- -- , "izu — 4- .{'u"— - — o: dOi- ÙM ùK ca
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U demicry équation ne rcnfermajM pa» la variable y, on voit que cos équations admctient ti-ois iniagrales (v^mmunes dnitinrips et, par suit«. V^Hiualion [iB] appartient à la classe étudiée au n* 34. Pour former ces *roi& intégrales a^mmunes, noas oonsidérons le système d'équations ihfftrenlielles ordinaires
ctr Jjf di '/m
Ti ~ ~27' ~ §77* ~ 3^
dont TintecraJe générale qui s'obuenl sans difHcult^ esl donnée par les forwulds
conformément à la mélhode gérverale ^n' 34). éliminons i» entre ces trois relations. Of qaii nous conduit aux equaUOns d un complexe àe courbes
[y — Cj {x — 5> — 4fl —. o:
qn on déduira 1 intégrale générale en étublis«iant deux relations arbitraires entre les trois paramètres a. b. i . Prenons, par exemple,
Dooa arrivons alors à la. conclusion suivante : ïmtégrale pénérafe df féquation i25) s'obtient en cfiminavl Le paratnttre variable s entre les deux ét^uaiiom
^~ l Ti/ — » » «^ — w a X -|- » =: o,
f (a) et y (a) elaiil deux fondions ^rriti aires.
L«* résultat obtenu peut s inierpreter comme il suit. Coa&idérons la famille de courber représentées par 1 équation
xy — * fi^ y — *)' (°) ^ ~r » = o, ou a désigne on paramètre arbitraire ; poui avoir l'equation difTerentiella
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de cette famille de courbes, il faut éliminer a entre cette équation et sa dérivée
Otj cette dernière relation devient idenliqueàlapreraière des relations (27; si on chanjjn // en — X [x^ i/). Donc fa condition ';i5) exprime q"e VirUêfircUc gé/uïTale de l équation
est représentée par une équation de In fonne
29, xy-\- \y -\- ^x •\- C = o;
A, B. C étant des f*mcl>iuns quelconques dune constante arbitraire. Or, d après ce «jue l'on a vu plus lutul in" 62;, l'équation (28j est ieqiialion ditTérentielle des ima^s spliéi-iques de l'un des systèmes de lignes de courbure de la surface cherchée ; x, y étant les paramètres des génératrices de la sphère, une équaiion de la forme (29) représente un cercle, et le résultat obtenu peut s énoncer comme il suit:
Pour qtte Véquation aux déricées partielles dr„s surfaces, qui admettent xjne représentât icm sphérique d/jnnée pour Leurx lignes de courbure, possède une intégrale intermédiaire dépendant d'une fonction arbilraire, il faut et il suffît que les images apkériques des lignes da courbure de L'un des systèmes soient des cercles, c est à-dire que la surface ait un système de lignes de courbure planes (*).
Pour que l'équation (18) dont dépend le problème de la rppp'sentation sphérique soit réductible à la forme s — 0, il faut, d'après cela, que les images des deux systèmes de hgnrs de courbure soient des cercles. Gest le CHS que nous avons traité au n" 62.
RxMARVL'E. — Toute équation de la forme
r = À» (a:, y) t peut être ramenée par un changement de variables à la fomie (n** H
s -{- ap -\- hq = o,
où a et 5 sont de8 fonctions des variables indépetidu/ites seulement; il ('; Ce théurèiue est du à 0. Uoiinel.
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suflil de ppf lidre p"iir nouvelles variables une intégrale de l'^'qualinn
l't une intéj^-ale de l'étjua«ion
rr^ ^ ,. f- = O.
èx 01/
Si It-quation r =:: À*/ possède une intégrale iutermédiairo avec une fonction arbilraire, il en sera de même de lêquation transformé^'
elle rentre donc dans la classe signalée au n* 4B. L'intégrale générale conlient explicitement une fonction arbitraire, et l'aulre fonolion arbi-
^rairw est engagée sous le signe /•
Pour pouvoir efîerlner la transformation précédente, il suifit d'avoir inlégré les deux é(juations
c'est-à-dire d^ connaître les deux familles de courLes'ortliogonales qui forment les images sphériques des lignes de courbure.
65. On pouvait prévoir par des considérations géométriques une partie des résultais [jrécédents. Quand on se donne les images sphériqnes deP deux systèmes de lignes de courbure, les surfaces sont déterminées par une éijuatinn de la fi>rme M S) dont les caractéristiques correspondent aux lignes de courbure. Irnagiiuuis (ju'on forme l'équation aux dérivées partielles de ces surfaces en coordonnée.* cartésiennes, ce qui revient à effectuer une transfunnatton de contact ; les caractéristiques de la nouvelle é(ju;*tion stront les lij.'ncs de i-,,urbure elles-mêmes ues surfaces intégrales. Or, il est fa<n«' de prouver (pie. lors(jue les i/uages spliérh|ues de l'un des systèmeî» ^^out des cercle ^, les équations dilTéieutielles des caractéristiques correspondautes iidniettenl deux combinaisons miégrables. Soit c un «le ces cercles, C la ligne de courbure plane dont cJle est l'image sphérique, ff) le cône ayant pour sommet le centre de la sphère et pour directrice le cercle c, x, {J, y Tes cosinus «lireclt-urscle l'axe de ce cône de révolution, u> le demi-angle au sonun*'t ; x. Ji, y, <i> sont des fouclious d'un paramètre b, doni lu variation <lonne tous le»
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pctils cercles qui sont les imaji^es splién^^ocs de <;o système de hgne^ de Cùurbure. On sait que le plan do la liofne de courbure C oRt parallèle au plan du cercle c et que ia normalp h li< surface en un point de C est parallèle a une gcuératricc du cône (T). f)n a donc
COS
K étant une constant^. En n'solvant la dernière équation par lapport à 6 et remplaçant h par la valeur obtenue dans la première, on voit que ces relations peuvent s'écrire
z> et I étant des fonctions déterminées. (lonuTie K et 9 restent constants tout le lono; d'une caracléi'isli<pie. on voit que les équations différentielles de ce système admettent les deux combinaisons intéirrables
fi-^ = o, d'il = o.
KxBMPLE V. — Soit à intégrer Téqual ion
(30) \pt -j- rf — 5^ r- o,
X étant une fonction (juelcontjue de a- ('). Il y a un seul système de caractéristiques dont les équations différentielles sont in" 23)
IrfJ — pdx — qdjt/ — : D, r^V = O, dp -(- Xpdx =; O ;
on ^'oit tout de suite deux combinaisons intégrablc^ .
do =0, — 4- X.dx -zz O.
et, comme les deux systèmes de caractéristiques sont confondus, il doit
C) Celte equ;ilioii se i»rf>5<*ntt? quand on chfiche s il est possible (Je (iéforrnpr mit? surfucf «le telle laçwii qu une sciie Aè st-ctions (ilunes. «ilm-?^ dans ries [ti.ifis parai lèles, se ehangciil en une nuuvellp série de sections planps. sili.iées dans dfts plans parullt'ies. V«»ir mon Mémoire ^ar un probl^m'i rclalif à In clvfotmalion des miffacea [American Journal of Mnl/iemalics, vol. XIV).
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li^i r.MAi'miK (Il
) en avi'ir mie lroisi«m<: jr 'M\ . On lire eu elli-l des di'iiv pitMinrros
(j iz: //, p-l .r; zz A,
en fwsant ^ ,a' =; « ; si on porte ce> valeur^ «le p et de 7 tlaiis- la pelalion
<h — ptLr — <;o'// — o, elle lievi^ni
aJ — —r . — ^'</'/ = O
e\ donne
r — 6/ ^aA — ay :=^ <\
en
pusunt /■ [x] :^ I -r-, — • ( >n a donc, en définitive. Irois iiitéjrrales p(nir
los équalions dilTércntieJle^ des ciiraclonscjnes
•j — a, pif .r) — 1.. ^ ~ iif [x) '\ ..r — 7// -- c.
»loMfurn»»3nienl à la méthode générale ^i" .T*). si nous éliminons p et q •cntn* ces trois équaîiOr.s nous sommes uOnduTts n l'ét|iiatiim dune 5url'ncc dependaiii de iroi'? pjirarnèUes a. h. c.
z — ni, ^/ {'') — ^ ~ *'.
et. Iintci^iale yOiitiinle df: l'<(pialloii (:{(• rsi icprirseMlé»' pai- li; sT5l(*;mtJ des dciiX relntiruib
où & et 1 «ont deux fimctioris arhitraiieîî, et où on po>,e
t'y. iCvKMl'T.F. VI. — Soit a irtté;^r-ci' Vcqualion (')
C3;i^ qr -\ {Zq — p) s — ftil . r. .
'■") «".ciLs e.,uâti.-.ri se piestn-t.* q\idn^ ort cfteicho a l-rrruM ÀCs ù.(U.ili.iii' fjTfteteri ticllc>; du |.rt'miC;r ordir \nlP;»i ahles /« 1^ fucoi, dr ! iquriiion de l'ifiiiaiil. "Voii rna not*: S'u'" '//î^ C:/j»<'. A'cqt.'jVons arLaJo^ut<! .> i'r^quatirjn de Claif-anl liuUcLi'i île la.
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les yfjujilions •lifTéreiitielles d'js «I-mix syst«Mii<'s de -ir.'i';topi«tiqijes sont rospcoliveinent
dz — pfJx — '/c^y :-:-- •>, i d? — pdy: — ifdi/ = d
pd.r -i- cjdi/ -- o, (|{) / rdr, — df/ - o, ( (fp ~\- Z'i'l r— <»: f 90^/» - i^tdq ■-- n.
ro'pi'eniij^r systOnio adin»^1 les «Jeux comhinuisons inlej^raf)I«.'S :
d: = o, d {p -\- qz) = o;
on .1 doiic l'iiij^rale ii\f»irmodiaiio :
P -f Y- =- ? fs-.,
dont 1 irilé^iJ'tion se rainj^nij a eelln du système d'érfnaMons différentielles ordinaires
, d.r dif dz
Comme 2. ^^' est une fon<lion arbitraire île s, on pi'iii posiM*
v*t l'intc^^ralt' j^t''n«'rdle du systeni»- 'M) o^t donnée par le;; loinmies: x - y U) = C, y — 2'V (:) -f 'l ,» r= C.
et l'inléti^raie générale de l'equatirm {li'i} est represcnt»*!' par une <»<|italion de la fornit;
ffl j/ étant deux foncti«)ns' arliitrainjs.
68. Nous allons .Undier maintenant l'^s ♦'M|uations aux dérivées parlielles «lout les caractôristi<|ue:< jouissent de «^ueltpiH pTopnoLc lumarquHhU.', relative à la courhnrH. (ilieroinjui d'abor»! les équations dont les caractéristiques de l'un des systèmes sont d<»s li^'-nes asyiii|»totiques des surfaces intégrales. Soient
/ d^ — pd:i' — qdy r= .».
cri) ' \djc -f B</v -f Cdp -I- \hj', ^ o.
l A 'dx ^- li oi*/ 4- C V7/ -h I ) d.f — o .
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les équations diiïérentiolles do ce SYSti-mc ilo «\irai'téristit|no.'s ; la rolulion
{'MV i^].'f.c 4- dtidy .- . o,
qui rlt-nnil les hgnos asyiuplotiqiic.^. doit clro uck^ « orisr(|iienco dts éqwatii»ns i3")). Or. si l'on n^parde d.i\ dv, dp, dq comme les coordonnées lioinogèncs d'un point, la i*elaliou (ItB repivsente une surface du second degré, les doux dornièros t'quations i'.\Ti] rcpresenlont une lif^no droite: il faut donc «|ue cette li^■ne droite soit u))e ^énoratrioe do la surfaoi" du second degré. Par ronséquent, les équations diiïfrentiollos des caractéristiques peuvont être mises sous l'une dos formes suivantes :
. dz — pdx — qdy - o, ' d^ — pd.i' — qdi/ ■■-. .»,
(A, •] djj '-- /.dy. (B) j dp — Idq.
\ dij = — )dx ; * \ dy -. — t.dx.
Dans le premier cas, l'équalion aux dérivées partielles e.st de la forme
les deux syst»'mes de caractéristiques sont distincts (sauf si À ;:r oi, et, comme le second système se déduit du premier en changeanl X en — À, un voit que les caractéristiques du second système sont aussi des lignes asymptoliqnes.
Dajis le second cas, l'équation aux dérivées partielles est dn la forme
les deux système» de caractéristiques sont confondus.
69. Ktudions d'abord les ocjuations de la forme {M : f.n poul en d<mner la signification géométri(|ue suivante. Considérf»n=i une surface inteçjrale a'Imetlant ''''lément .t, y, z, p, q) : les lan;;entes aux deux lignes a'iymptotiques de la surface issues de cet elémenl sont données par l'équation du second degré
r -j- 2i/// -j- Im^ .— L),
m étant le coeflicient angulaire de la j rojt.ction de l'une de ces tangentes sur le plan des vy l'équation ;>«-!; muJilre (jne l'une des racines de cette équation en m est égale a — À. Par conséquent, toutes les sur-
faces inlegralpsqiiiopl! élément (r, jy, ^. p. ^lont une lan<,'onle asymplotique commune en ccl élénicnf Par cxt^mple. si X no dé(tenfl que 'les variables r et y, l'équation (;J8^ exprime que les lignes asj-niplotiques dfi l'un des s;ystt'mes se projet «enf sur le plan des xy suivant des courbes données qui S'.:;'. l'^s courb'»'^ intégrales de l'équation dilTêren tielle
Pour que léquation puisse éire intégrée complètement par la méthode de IMoiige, il faut que les équations dilTéremielles des oaractéristi(|ues présenlenl tiois combinaisons intégraVdes. ou <|ue le système
àq dp hx èz ^y <?^
soi! un système complet. Les conditions pour qu'il en soit ainsi sont
O'i ûf, ^x dz dtj i^z
Suppt»sons X défini pur une relation
la l'onction ■i» doit satisfaire aux deux conditions
dq ip dx ôz ôy oz
qui deviennent, en prenant pour variaTdes indépendantes ce. y, *,X. 7,
dq d.T oz 01/
L'intégration se fait d'elle-même, et on voit que X doit satisfaire à une reiftiioi» «l*» U tonne
«1> [y -f X.r. X, /) — Xf/. .V ip — hf) — z] — o.
On pourrait poursuivre le calcul, ruais on a. rive plus siniplemenl au résultat au moyen des remarquer suivantes. Si les équations ditferen-
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liojlei) Jes caracl«nsli(jues «l'une -iqujiion de 1h (oimp (38) j.»i(iscnleiit tmis cniiibtnni.sons inlégr.«l»les. on >ail (n" '\'i) .|Ut» l'tntCijiMU; ^'ciicrule se conipose des iurt.icos eagcndrées par les courbas d'un complexe, <:l ]e> v'ourbes de ce «•ninpIe'XP sont des cauicteTisliques Oi'. il esL facile de nïûnli-ti- que les cnruclérisliques sont dos lignes droites, loisque le"* ivlalions (-lO) sont. veri4ipcs On tire, en yflet. des relui iuu.s
rie — i^Hx — <jdif = o. dp — hlii. dy ■\- hfx .:— o,
en ditlei enliant !a deniieic,
?X iV à) »^> ^/
d-u -4- \d-x i- ■— d.v* -f- - tf.rifu -*- — d.rdz ■\- ~- dpdo; 4- - dqdx ^=«», OJi ?fl * -v ^P ^^
ou en ixMhplav.int ctij. dz. dp par Nmips vahiuts.
Si le?. cr.nditi«»ns '^,i\), sont vriifiées, '»n a d<»nc
si oïl u. plis X puur Ta variable indépendonLe, on a (/^.t =:o»;t. par Suite, d'-y =: o. On a cnsuile
d'^z — /■/li-.t' -j- qd?y z= o :
y *ii ? sont dc$ fonctions linéaires de jc. On voit par conséquent (pie, pour ubifciiir Unîtes l»'s équations de la forme (.'ià) qui sont intégrables par la métbode de Mong'e, il suf^f de prenAn un cotnplecre de dt'cnJ>:^ que 1er, au lie el de former réunaf.ioii atuc dérivées partielles das swf'uoes ré^léci fToiitlHit yéiiCTatrices nppaT't-icn»erLt à en corûplejce
Il est aisç d expliquer ce résultat par la géo'.n'Hiic. Etant donaé un eomplexi; de courhes C. quand on associe ce"* courtes de façon à former une >»urf;tceS. le plan tatiifi^rt à la =iiirl'ac« St.'unn point d une courLo C varie en geDerail avec la loi suivant laquelle on associe ces courbes. Pojir que Iri courbe soit toujours une ligue a&'^inpiotique de la surface «.'n'^endréc, il faut donc que le plan osculaleurà cette couii>esoiL rndcternnnc. c'esl-à-dire qu'elle se rédui.se aune lig-nc droite.
Comme oa* particulier, seppoeons que > ne renferme que les vaj'ial»les x hi y\ > doit «satisfaire à une équation de la forme
réquiilion difFiTonliclIf // -\-y =- (, «les prujeclioiis «les ]ii:!;iie^ as.ym[ifotiques peut alors sécrite
<!• // — y'js, — //'; rr ,1.
(l'esl une <''<)iiali.»n do Clairanf dtMit l'intégral'^ générale se conipos»» dos tanuft^nlos à une oonrlie C; le coroplexe pré«î('denl est formé par les tuii|L;onles au rylindro projetant la courbe C parallèlement à oz.
Lorsque ). ue renferme que p et q, on doit avoir une relation do la form»'
4> 0, ;) - Àr/' = o.
Ci! cas peut se déduire du précédent par la transformation de Legendre. i.e complexe hsI formé des droites parallèles aux génératrices d'un ctMie.
70. En delitirs du cas qup nous venons d'<.'xamiiier, les équations différentielles des caractéristiques de réquation (38} ne peuvMil admetlri' plus d'une combinaison inlfgrable. S'il eji existe un»^, ou j>ourra *>'en servir pour ramener l'équ'atiou à la forme ^^iiiiple
r + r'-v, y. z, p, fj; = o.
Ainsi, supposons qti'on cherche les surfaces dont les lignes asymptoiiques de l'un des systèmes se projettent sur le plan den xy suivant les courbes
l'équation aux dérivées partielles correspondante est
' \oy.i dxoi/ ' \o.vJ
et les équations différentielles des caractéristiques
d: — pdt. — qdi/ = u, ^./.-f^-^^y^o,
admettent la combinaison intégrable
i.'iS CHAPITMF. III
Si on proiiH pour variables indi.>}..emluiilPS r et f .c, »/) (n" 51), l'équalion prend la funne
r -|- np -}- }(i =• o,
n pl l ne ronfennani que l«*s \anabl''s iiulépendanlcs. Pour développer les cuK'uls, posons
X = .r, .y' = / ^a^ y) ; oïl a sucressivemont
^X c>.3 ' 3;/ dx
l'équalion f40" devient, toutes réductions faites,
On voit qu'elle est de la forme sinip^ ('^
(*-)Ji"»ine manière gt'TK^role. loul' 'quation lin- ;<ire de Informe
/• — 2/4- -L A*' ^ np -i- btf ^ cz -j- d=- f»,
où >, ff. i. c. </ ne renferment que -i et y. peu! 'Hre ramenée d'une infiniU' de manières .1 la fornip simple
II su:tii de pren'lre p. air nnjuelles viriables un»' intégrale df l'équalion
^ — ) ^ =^. 0 et une int/yrale de l'équalion
r — i')à -i- )-/ + fl'/) + l>q = 0. Toute solution de lequation f 10) perniet donc de la ramenf;r à la forme simple
r H- hn = 0 La. solution évidente z= t donne la iransformali"» du texte.
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pour que lo ^ooffinV-nl b sp rédnise à une <',onsfante, il faut que la Iotiption f{r^ y ) vérifie l'équation «lu second ordro,
où K pst uno constanio. l'ette «quation n'ost pas inléj^rable par la mélhode do Mongo, mais il est facile d'oMonir des solutions particu- 'i(;rf&. p.M- exemple
f -- A.r -fB/f.v - C). /■ = Ay -j- Ba-.
Considérons mainfenaiU les équations de la forme
M) ri — s' -f ,:- =: o^
que l'on peut aussi écrire
lo premier mcnribrf de ciMte équation représente la courbure lolale, de sorte que lr>ute priuation de la fbrme»(41^ établit une relation enJre les coordonnées [x, y, z. /). q) d'un élément d'une surface intégrale, et la «'ourbure totale en cet élérrienl. I 'équation aux dérivées partielles des surfaces ù courbure totale constante rentre evidemnient dans celle catefri)rie: il suit di> là que les caractéristiques de cette équation sont les lignes dsympîotiques. On peut aussi en déduire un lliéorénif dû à Enneper : 'es Uyiie-i f'syniploiiquex d'une ^LO^face ù courO'jie constante sont des ligties à lorxion f.onslanie. Représentons par — a- la courbure totale constante: réqualion aux dérivées f<artielle3 est
vi — s'^ -i-o- a -t- /)- + </'^)- — o.
et les équations difTérentielles d«îS caractéristiques sont
/y* — pda- - rjcfy = 0. dp ^= ± u [\ 4- p'^ -f~ Y** <^y«
dq =- ^: a l -j- /)■ -j- 7*) dx.
les signes supérieurs ou iiiieneurs étant pns en même lomps
Pri'uons, par excm{)le, la première combinaison de signes ; les cosinus directeurs de l.'t binormale sont
'' IK — V _ — l
Vi + V' + q^ v'MVTv' n^- p' + v'
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puisque l.j plan iisculftl»'ur •oinci<lt nvec lo j»l;m langoii». On déduit Ui> la
*ju. eu reniplai,unl t//y «M t/'y pi<r leurs valeurs.
un a de iiiênit-
il 4- p' i ffxjj-jhftOi
rfh — — û
\'i + p^ -V 7' et, par suite,
cf qui établit la proposition d'Kuneper. 72. L'équaliDn
que Ion rencontre dans la théorie mttcauique dt' li« chaleur, rippartient à Ifl catégorie précédente. Les équations dilïcroiitielles îles caiaftéris»tisques sont respectivement
iih — ihKc — >{f1y — o, ( (h — p{f' — Y"^// - O,
dp -f- odfj r:= o, iB^ < f/p — fidif = «>.
rff/ — adx ~ iK ' d(^ -\- nd.T = o;
les deux ileruières équaiiou> de chacun de ces s\slème.s sont dcS différei'tielle? exHct«,'S, de sorte que 1 équation [42, admet «leux iutygrales intermédiaires dépendant eliac-une d unt fonction aibilruire.
q — (lu: — 5 (p -j- rt.y,, '/ -^- «.< - / (/y — uy)
On anivt' aibenienl à 1 inle^^iale générale -^in^ aucun»- trausf«ui nation de contact. Posons
p -f ^'.v ^=2- p — "// "^ fi.
'y -- t/./- - ■^ (i). .y -j-- (IX — V ;|i;;
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on firc de Ik
~ 'la
„ _ Vlli
ol (»ii p'irUuil cos y;»1c.u-> (\*^ >', v, />, 7 «hiiis l;t i-'''a(i')'i
ol!t; d(;vifnl
dU -=: ^ ('ii - cl.) -1- ^-ti (./y. - ./f,)
On dédiiif de ià. en iiilégranl,
, ^ (t '^) fl ».n^: J)i _ .1- A,- f,, rf, ^ i- Ai (p; .«;
(.11 peut débarrasser celle J'oiinule de tout sif^iie de quadrature en remplaçant tp(7.) et •} (;'i) par des dérhvds ;p'(/.i et y' ^fl). L'nité^Tale générale est aloi's représentée par l'i^? l'orniides
•y rii) - - o {y^
(- r ^) î Vf^) - o-(a)(-^f(.)-^M^)
Je sigMalerai encore rOiy.jjition sui\'nnt/î(')
qiii admet deux itile^rale-i iiilermidiaires de|ietidant d'une toiiction arLUraire
f -^- y "(yro—q)
(I) f;ct «<finpli; est dir a M Sophus Lie H-'lfrùye luv nlliifm^inKnfr.Tisforinalio/tt
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ol que l'ou p«?ul, par roiTsequein, ramener a la forme v i:r o par une traiisforuiatioi) (le cont«n"l.
73. On «ibtionl dr nu^nie lc«> equaliims <U>nt lo-: raractéristinues de l'un des syslemes spnt des ]ig-ae<i de courbure des surfaces inlé^ralcs. L équation différentielle dos lignes île courbure
Il -f- )>'< ffx 4- p</(tf/ __ PU'' c -\- \ f 7"! (/i/ du dq
doit être une conséquence des équations linéaires tn t/,r, ^/v. •'/>, c/ç qui Uelinissenl les earav-ierisliqui-s. l*ar suite, les equalionsdes eara«.t*»risii((ues s«int de la furnio
dp — - /. i i, I 4~ P* ^^ ~r P'i^nl' dtf. z^ À [i<qdx -^ {\ -^ q'^ dp], d: = pdx -f qdy.
ou dtr I;ï lornie
dq -= Mp, pqax -f- 1 + •/' f/?/ =r X [(1 4 r'^ '^J" -h 7>9''»/).
Dans le premier cas, icquation est de là forme
,• _ y (1 4-.p>)) f/ — À .1 -^. 7'^] — (s — ^.ry ,= - „ ou. en développant.
les deux systènn's de earacténsiiques sont confondus, et lequalion expriuie une relation entre les coordonnées dun élenieîit [x. y. ■?• P- q) el le ravun d un»^ des sphei-es o>cuiatHceia la surface «-n cet élenienl. Dans le second cas, l'é<|uation aux dérivées partielles est
i4i) X»^;)^r-^i-|-|,«:ij-|->4fI4-«)'«/— (l-hyV.c 4-;jî;1-)-9«; -P^'l -•»;
les deux sjrstèmcs de caraclérislique»; sont distincts, et le second •système se' déduit du premier en remplac-ant l par
;1 r y') — Ipg />7 — ' ( l -f p* '
ce qui prouve que les caraclenstiques du second système sont aussi
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des lioiies de rourbijrc. Lesériiialiori'; élwliéesaux n^'Ho.fil soni des cas
p;ji'fi''u!iei"s d»' Toqualion g-piiérale '44\ Si f)n reiiiphic*;. dans celte
jvjfis -r 'I -r v-i c/v 1. . ,• I , . • -
canaJioM, /, n.ir -— — r~7 — r^ — r' I oquation obtenue est prc(;ise-
' il -f- 7'" ''•■'■ -^ P^'^'.i
menl Icquation dilTér<'nticHo <|iii donne les projections des ligne<^ de Cunrlujrc sur le plan des xy, de sorte que l'intégration de l'équatian ^44^ est. au fond, é(piiva!<'nte au problème suivant : A chaque «'iémenf {a\ y, -,/). q), on /'ai f correspondre d'u}K' fa<;o)i arhilraire fleur directions reclangu/nivps issues du point [x. y. -z^. et. situées dani /r plan de coei'Hrients angulaire^ p, q: irouKor les surf'a':i's qui, en chacun de leurs éiéments, ont pour tangentes a"w iigni':» de rourhure /en deux directions prérédenles.
Les équations (43) et (44) se déduisent respectivement des équations (381 et (41) parla Iransfonualion de M. ÎJequi chanj^^o les lin^ncs droites en spbores et les lip-nes asymptoliques en liji^nes de courlDure. On en déduit également toutes les ét|ualions, de la form»* '43). integrables par la métliodo de Mon^e. On les obtient en formant réqualion aux dérivt'es partielles i\cs surfaces enveloppes d'mi eopnplexe de spher^^s quelconques (n'*44). Dans un iin|>orlan1 Mémoire ('). déjà cité plusieurs fois. M. Soplius l.ic s'est proposé de résoudre le même problème poulies équations fil) ou, ce (jui revient au même, pour les t'»qnalions '44;.
l. étude de ce problème n<»us entraînerait trop loin ; nous énoncerons Seulement le rt^sultat suivant, relatif aux équations de la foime ^44;. Il es! rlair qu'une sphère «pielconcpu? est Miie intégrale de (^etle expiation ; sur cliafpi'.' spliére nous avons donc deux familb^s de courbes orlhoy^onales qui correspondent aux caractéristique.-^. J^oui' que les éouations diffen-ntielles de i un des systèmes de cararlérislinues admettent deux combinaisons integrables, il faut que, sur une splii're quefcoiiqne, le-i carncf''ns(iq>4rs r/o' ccKe fumdle so/e)il des cercle". Pour <]ue l'équation i44' admette Meux mtej^rales intermédiaires distir^ies. renfermant clia<,une une fonction arbitraire, d faut, par <ons»-quen«, que, sur une sphère qut^lcfMupie, les deux familles de <'aractéristiques soient composées de cercles, ou. ce qui revient au même, (pie les caractéristiques de l'une des familles soient des cercles passant par deux points lixeg. On vérilie aisément qu** ces conditions sont véritiées pour les t-qualions qui ont été inlé^'rées plus haut iii"* 00. 01 et f>^).
.\ppliquons encore ce résulta* aux équations de la forme (44: où X est une fonction des variables x et v Sf'ulenn-nt. \.f nroblème est alors
(MLcie/' complexe, im.hfsouùi'it Lin>.rn und Ku^ei-comph-Xf. mil ittiiui'ndung /tuf die Théorie pnrlifller fh/JerenlialqltuhungPfi [MnUierhuliiche Inn/den. I.V. p. I ibV Voir, en [)articulitT, i^i o- partie du mccnciirf . p. 18 '2?.3.
i:iH CII.M'I riîF MJ
é«|nivi«loi)t h colni-ri : HclofriiiinM' 1rs muIhc'^ (IdjiI I(\s li^nos de riMirbnro i\c lun des systrni» s s»' projellPiif sur Ir pion «Ins ry suivant iiiu" famille do rnurhos doniu'O. Sur iinr >pli. lo (pn'loonfpif, l»^*; lig^nes do courbure do l'un dr»; syslt-nn-s »;onl i\ rintrrsorlicn do colle spliôre m| dos l'ylindros dont los <,'oncral rires «'nt parollolos a (>/, «'f «pii ont pi)nr <lirootrii"es los conrl>os planes do la faniillo ionsid('Ti'M'. Pour <pio cos liefnes de oourlmro soient «l»'s cercles, ipn-llo ipi»- sciit la spfière donnée, il faut ovideinnienf que ees cylindres se ro<liiisent à des plans, et on est ramené à chercher les snrfaees dont les lijrn'^s de eoiirhnre de l'un dos systèmes sont situées dans les plans taiip^nts d'un cylindre. Des Considérât ions tout à fait pareilles à celles du n" <m prouvent bien que, dans cr cas. Ic^ étpiations de ce sysl«Tne de caractérisliqyes aduieltenl doux condtinait-ftns intégrables. Pour que le second système de caractéristiques donni; aussi une inté-oivdo intermédiaire avec une fonction arbili'aire. il faudrait «pio los caraclérist,i«pies du pr<Mnier systén)e situées sur une sphère passent par deux points tixes, c est-adire que Itr cylindre ?e réduise à une llffno droite. ( )ii retombe sur les surfaces d<' .l.i.icliisuitah
D'uTic manien' trcuorale, si on»'lierclic les surfaces, diuit le«î ligues de courbure do I un des systèmes si»ut situées «ians les jdans tangents d'une sin^ace developpyble. l'équation '44^ correspiunhuite admet une inlé{Ti'!de intermédiaire du ])reniior ordre, avec une fon( imu arbitraire, et une seub:. satif dans le cas qui vient d'être rappelé.
rhf:relniiis encore los e<piulions
11/ 4- -iKv ^ 1./ -I- M -f N ,w - V-) "„,
telles (|ue ics «Jeux système^ de caractéristique^ loniierit ^iur chaque surface intégrale, deux familles do courbes C(.uju^uees. j.ts i.in«{:enles aux deux caractéristifpie? issues «1 un point sont do.nnées par les racines de l'équalItMi du second dc^ré
Il 4- 'St) ./^« — 2 fK — N.v! 'L^cfy + (L -|-\/-; dx^ = o;
si m. m Sont les deux racines do cetfo équation, la condition pour <|ue les deux tanj,'-entes soient coiiju},^uér'S est exprimée par la relation
/ -f- 5' ;•/>< -|- l'a) -\- lUlhi J^ o.
i{ui d«/\'ient. en remplaçant m 4- m' it\ yicm' \yav leurs valeurs (11 -I- N/) .• ^ 2v ^K - N^' -f (\. I- .N/-/ / ^ o,
OU
Hr -j- ±\\.i -\~U -\- 2N {rt — .v-j = o.
I^our que cette équation soit idi»nfique à r'''qMation proposof», il faut. et il suffit que l'on ait M = N = o, et on voit que toutes les l'-quations (le Monge et d'Ampère qui satisfont à )a condition s«»nt de la forme
^5) . H»'-f 2K«+Lt :^ o,
H, K, [. étant dos fonctions quelconqiies de .r, ?/, z, p. q. T. os tangentes aux deux caractéristiques, qtii sont nécessairement eonjupnées, «iont déterminées par l'équation du secOud degré
Hrfj/=' — '■IKdx'dy + Ld;c* — o,
et le problème de lintégration de l'êquatiftn (io) peut so formuler ainsi : A tout éléûieiH hr,>/, i, /.. i/) on fnitcorvA!;ponclre. d'une fa<;onnrhilraire^ deux directions issuen du pnmt (r, v, z) ft sifoées dana le p'an 'fe ri/ff^.cierifs anfjulairea p, q y troifver u»e K»r/'<Jioe <^n>. en chncvn de ^fis él^.ine)ii.s\ admet/ f pour direcHoyn conjuguées Ifs 'Irnix dlrecHonfi cri-vospou' dan les.
Nous avons déjà étudie plus haut (n" o6-5S) quelques cas [iatli<idiors. Si Ips cocfllcienls II, K. L uu dépendent que de ;» et de 7, un a vu que lors((ue 1 équation
(46 j [{dp- -H '2\\dpd>/ 4 \.d^-i - o
se dédouble en deux éq.ualion3 de Ci.iiraut. ou peut intégrer r.ipiation 1 45) sans auenne (juadratuie. tandis que. si cette équation (4-'») --.e décompose en une équation »le Clairaut- et une équafion d'un*; aulre forme, l'equatiou '45 s'intègre par d€;s q^uadratiirrts.
Prenons enc(»re le <.;as où 11. K, \j ne dépendent que dos variables x et y ; ré{(uatiuu
(47) Udfr — •l\\d.cdy -r \.d."- = n
délinit deux familles de courbes plHllf^^ (pii sont l'^s projeclioriô des carac'téristi(jues sur le plan des j;y, de sotte (jue le pioblpine revi^^nt h chercher 1-es suri'aves qui admettent denx lamilles dp coijr"bes conjuguëes se projelant. suivant deux famiUcs de courbas données, sm- le plan des J'y. Si ou applique k i'équatiuu {\^] la iTanslormalion de Lpgendie.
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elle devieiii
(48; Lr - 2K.^ -f- Uf = o,
X et y otant remplacés dans H. K, L par p el >/ respectivement. L'équalion dilTërentielle des earaclenstiques (47) devient de même
(4») Hdg- - 'iKâpciq + Ldp^ — o.
Par con'ït^qncnt, si l'équalion (47^ se dpcomposc on deux écpiations «le C.lairaul, il en est de même de lequation ^49) el, d"apri'>s la propriéié qu'on vient de rappeler, rerjuation ^48j s'intègre sans quadratures rint<\4ïrale gfcnérale se compose de surlVices de translation. On peut dune Irouv»'!* toutes les surfaces qui admotteal deux l'umilles conjucfuées formées de courbes planes, les plans do ces deux familles de courbes envelopi>ani deux cylindres dont les généralrices sont parallèles ; ces surlaces se dcduisenl des suilaces de ti-auslalion par la transformation de Legendre.
De même, si l'équation ^47), qui définît les projections des deux familles de lijnies conjuguées, se décompose en une éijuation de (!lairaut el une autre équation de forme i|uelconque, l'équation '^481 et. par suite, l'équation l iS) s'intègrent par des quadratures.
75. Le problème de la déformation infiniment pe*ite d'une surface conduit a étudier le problème suivant i'). Soient S,, S. doux surfaces représentées respeclivemenl par les deux équations
-, = A {^. if), z z= f[x, y]\
si on fait correspondre les points des deux surfaces qui sont situes sur une même verticale, la condiiiun, pour (jue les lignes asymploliques de l'une ae ces surfaces projelées verticalement decoupenl sur la seconde un reseau conjugué, est exprimée par la relation
'■|, *i, ^1 étant les dérivées partielles du second ordie de «,. Si la surface S, esl donnée, la reenerche des surfaces S, salislaisaui a la condition preceilente, esl ramenée a l'integraiicn de 1 équation (50), qui est de la forme considérée au" précédent paragraphe. Le réseau coniugue de S
C) D.\UBOOX, Ihéone de^ surfaces tomr- fV p 10
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se projette iiiivanl les inémes courbes que les lignes asymploliques de S|. SI la surface Si f^st du second degré, les projections des lignes asymplolif|ues sont des droites: l'équation
se décompose donc en deux équations de Clairaul et, par jfuitfi. on peut trouver toutes les surfaces S sans aucune quadraluie. Si la surface S< est simplement réglée, une famille de lignes asymptotiques de S, se projette suivant des droites. Donc, on pourra trouver les surfaces S nar des quadratures.
Par exemple, si la surface S, est la sj)hére
l'équation (50) est
(x^ — rt-) r -f- 2.ry7 -f (v3 — a^) / = o : après la transformation de I.egendre. elle devient
(y- — a-y — ^pqs -i- (p* — a^)t — o,
cette équation s'intègre absolument comme l'équation aux dérivées partielles des surfaces minima: les courbt^s minijua son.l seulement remplacées par les courbes {^anolie'î qui satisfont à la relation
£//-• = rtVx'H- <^y-)
76. Pour terminer ces applications, nous intégrerons encore, pai- la méthode du n" o8. l'équation
(51) (r — pty = q-rt.
qui est le premier exemple traité par Ampère (').
Cette équation peut s'écrire, en la résolvant par rapport à r,
(52) r - f^JL±jL±±}lîjL±S' \ l=o; et comme on a
2p -f 9^ + 9 ^'tp -f <7' _ 9_-f- yJ^P + 9'. 2 "" ' " 2
l') Journal de l'Ecole Pelifterhnfque. XVIJI' cahier; p. 46 fl suivantes.
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les équations différenlielles des deux systèmes de caractéristiques sont reppectivenient :
(BJ
j (fs — pd:c — qcfy = o,
ap ^ — ' — *= — - dq := o
La dernière équation du système (A) est une équation de Clairauf, dont I intégrale générale esl. par conséquent.
ou p -f av = «2 ;
la dernière équation du système (B) devient, en faisant disparaître le
radical,
C'est une équation linéaire en p et q (jue l'on peut intégrer par le
rocédé classique : en prenant ] conduit à l'équation homogène
procédé classique : en prenant pour inconnue auxiliaire n = —• on esl
du du
dq dq
dont l'intégrale générale esl
On obtient donc l'intégrale g»'^nérale de l'équation (Si) en éliminant « euti*e les deux relations
p = u* — 7«, u (2u — [\q)'- ~ ji,
APPLICATIONS DIVERSES ce qui conduit à l'équalion
<i±sft±^^;^rzrq,.^^.^^.
Les équations fliiTérentielles des caractéristiques admettent donc respectivement les intégrales premières (53) et (35). Cela posé, imaginons que les coordonnées .r, y, z d'un point d'une surface intégrale soient exprimées au moyen des deux variables indépendantes x et 8, a restant constante le long d'une caractéristique du système (A),etfJ restant constante le long d'une caractéristique du système (B). Ces trois fonctions x^ 7/, t doivent satisfaire aux quatre équations (n°54)
SC
àz
èx
^X , Cl,
àz
ion "bu
au
■^ ' àp ^ •■•''
iy
Oa. àx
quant aux valeurs de p et de q, elles sont fournies par les relations (53) et (55), qui notis donnent
Des deux dernières formules (86), on tire, en égalant les deux valeurs ae 7— rr» I équation
CXC'j
dont l'intégrale générale est
(50) <p et ^ désignant des fonctions arbitraires ; on a ensuite
- V'â<p'(îl),
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et, par suite,
(60) y = — V» *(f^) +Jav|/' '«)<■/«.
Fnlin, <»n a
^ àr S sVb - r' \X- ,„ .
i"enipla«;on8 ^ et r^ nar leurs valeurs ; il vient enfin
/^j ^ x^il fï^ ^ï-- — ^ — ' r/a rr «P + rr "^.
«■Il
Les formiil»'5 (59), (GO) et (61) représeptent l'intég-rale géiieialH do l'équation proposée (51). Il est facile de se dt*barrasser de tout signe de quadrature; il suffit, pour cela, de remplacer vj/ {%) par V'(a) ^^ 9 ^^) par \J^'V (jj\ et on obtient pour jr;, y, ^ Ihs expres'^ions suivantes :
z =a-'r'(xj-2aV'(a, + i>T(a)— — Tj-" '1'' (fj) -f .- P'i»' (ft) - "y-^' (62^(v= _ V^^ «h (f,; -f- a'r f-x) - V (.), '.r T=r 1^^4''(à)+ »ir' (ij.
Remaiiqie I. ^ On peut aussi employer la métltude de Monge pour intégrer l'équation ^"1;. Kn effet, les équations (A) admettent deux combinaisons inlégrahles
d(q-{- s 4M^7') --^ o. ^by 4- ^u H- v^i/TT ?) ^'I = o.
et on a. jjai- conséi^uenl, I intégrale inlerniediuire
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f élant UM«» fonclion arbitraire. Si on emploie la Iranjjformnlion de Lej^piidre, on poiit rpiriplacor cette équation par réquation linéaire
2<? + (y -f- Ai^ i- y'^) 1' =r{y f v^î^MV).
dont l'inlé^ration se ramène à celle du système d'équations diftéren- Melles ordinal reâ
du dx dz
2 y ^ ^itx -}-. y2 f {y -f- S/\X + y')
Si l'on pK^nd pour variables indépendantes y et ._
,r' = làdl±±yly
on a
d.T = '^v'd^' — œdf/ — f^dx ;
et If syslènne (03) devient
/x...\ ^ i%v' — y)dx Idz
La première équation
nous donne d'abord
et il reste à intégrer l'équatiOn dinérenlielle
20^;^ = f I <p ix) ~ :> {x') \ dx'
avec unr fonction arbitraire ^p. Si on remplace d'abord (p {r') par if firj, on a
1z = \'h{.f) -^J^^''^^'{a:)dx:
x' '^ f (.'r') c/a-' = X ^ -l {x) -\-iJr ^ ^ {r,') dx ,
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et il surtit d»î n^inp)ac<'r -j/ <.t') para*' ' F (a'j pour n'avoir plus aucun siguo (le quadrature.
HKMAnn» R 11. — L'équation (ni) admet inie intégrale singulière du premier ftriire
\oh deiLx facteurs liiuairos eu /•, / eu lesquels elle se décompose, devïpuneut alors identiques (Cf. n" 12).
Hb.marqi'k III. — On a trouve plus haut que, le long d'une caiactérislique du sy-'^tèmc (Hl, fin a
dx dt. dx Da
et, par suite,
( ^\ _ tl .
les caractéristiques du système (B) ont donc leurs tangentes parallèles aux génératrices du cône
On voit, en outre, que, l*^ long d'une caractéristique du système (A), « restant constant, les tangentes aux caractéristiques du système (Bj restent parallèles, de sorte que les plans tangents à la surface intégrale enveloppent un cylindre, dont les génératrices sont parallèles à la droite
les caractéristiques des deux systèmes sont doîic conjuguées, ce qui résulte aussi du n" 74. Enfm les équations (A) et (B) nionlrenl que les projections sur le plan des xt/ des tangentes aux deux caractéristiques issues d'un point onl leurs coefticienlg angulaires égaux el de signes contraires. En réunissant ces différents résultats, on peut donner de l'équation proposée (51) l'interprétation géométrique suivante. Considérons un élément {x, y, z, p, q) ; le plan P qui a pour équation
cuupe le cône
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suivant tJeiix ^♦'•rtérulrices. Soil D ime «le ces géneraliices, 1 la droite «lu plan P, t»;Ile que les projections sur le plan des ry des droit*» 1) et A aient des coellicicnls angulaires égaux et de signes contraires: Jj'er/uation (Fil) txprhne que ces deux (froiles ]) et à sont fleur directions c.oi\ju<jtu'es de la ^itr/ace.
LYH|uation du premier orilre
dcHnil les surfaces développables dont les génératrices sont parallèles à celle» du cône 05;. il esl évident que ces surlacfs satisfont à la condition précédenle, caria droite D est alors confondue avec la génératr--»»,
EXEMPLKS (M
i" Jutégrer les équalions à coelficienls constants
Hr -\- 2Ks -h ÏJ — o,
Ib- -f- 2K.y -f \A -f M -= o,
llr + -2K« -h \X + M + N [ri — s») = o:
2* Intégrer les équalions
\ a;— y/ {L -f- f?7 i-r — '1 b f cq) [a -V- cp) s -\- [a -f- rpf'f = o, • x^r -j- tri/s -f- y^t r=. o, r — u'^t -f- 2«è [p T oq):^ o, tpqyr 4- \'p^y -\- qx)s -\- xpf — xy — p-q rt — s-) = o, 2(1-4- 9« W' -^'-Ifjqss f 3- •'! -1- p-) / -J- 1 -1- p» -f 7* + 2'^ [rt — Vj — o, •joqr -f- yp< — pq — vy [ri — a'^) = O, q^r 4- ^pqs ^ p'^t — a^ -\- p^q^ {ri — s^) = O. . sry -\- z —ftx — qy — o, pqs — z {rt — s', = o, q"' 'z~ px — qy) = {pf — qs) XZ, pif -j_ ^^pr^s ^_ q'ii _ fx/) 4- yq\ [rt — .»') = o. (1 -I- pqi [r — s\ — ip* — ./-J / -j- p-r — qH, r (I -\- q- 4 pq' -r -f (7'^ — V'^' — ' (• -^- y'' -^ /'Vj = "> .;.r J.. t/)(r _ 7) + V = o, ^P ~h 7 +■ ''^l ' * -^ '^ — (* — *)' = ^ flnischenelsky'i » (a + 7) /■ -f i'i ',[i -f 7; — * i'« + V)\ •< — P {* -h P,' ' ~ •"*•
(ly J'ui emprunte un grunU aoiuhre d exemples à lexcelleat traité de Fohstth, A Irtaliic en di/jerentiul eqtiatiom.
IG8 r.HÂPîTHF ni
où
7r -1- (.r -f ;)^ 5 -|- /// -f- 7 + y (»■/ — .v*) =: o (Imscheiietsky); J" Ranienor l'^qualion
.r'»r -I- 2jr».-f + ^0;^ — ^\ l — Zz-o
à 1 équation
par une tronsformation de coiilact (Ampère et Irnsclienctsky); ^i° Ramener l'équalion
r 4- ^^ +• ir - ''') I- q^o à la l'orme
par une Itaasforuialion de contact (Ampère): 5° Ramener 1 iéqualion
-rs 4- - -f ^9 ^ «
a l'équalion
par ine transformation do oontacl (Ampère et. Imsohenelsky) ; . •>• Ramener l ('qualion
.cr -\- fp ^ or) s ■]- pt — X = o a 1.1 f'iriric
T-a' unt* Irjinsiormation de contact (Ainpere) ; 7» Ramener leqiidiion
r 4- 2^" 4- (y"'' — A'-) < — o a la forme
p?«r une Iransfortnalion de conluct (Ampèrej;
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/- [Ç -f- fl -f- xy) ç] 4. x(,-\~ <x' -{^ xy~ y) q — p - o où
à la lonne
! [r) -f- xr — /> = 0
p;i! 'ine transfonnaliou pnnctuplle (Imschfnelskyj j 9" Ramener l'équalion
à r»'-<juation
par une tiansloi-niation de conlael (Ampère) ; 10" Même question pour réquation
pt -\- \ ziri o (Ampèrr) :
?//* Ramener l'équafion
à une équation linéaire à coefficients constants, par une transformation de contact.
[On s^ seri de l'intégrale z -~ %x -\- ^,y 4- yxy, qui renfernie trois conslanles arbitraires a, (i, y] (Irnsclienetsky).
{^" Ramener l'équalion
à la forme
par une transformation de contact ( Kuchs) ;
13" Résoudre 1p problème de Cauchy pour l'équation de Laplace, en considérant les surfaces intégrales comme des surfaces de translation î
14" Déterminer les équations telles que les deux systèmes de caractéristiques iurmenl, ?ïur chaque surlace intégrale, deux familles de courbes orthogonales.
(70 CUAlMTKi: III
IS" l.» fl^lcrniinalion ilos siiiTacns, Jonl les lignes asymptotiques de l'un des systi^nu's sont situées sur des cylindres de révoluticjn uyanl le même axo, se ramène à rinlep;raiion de l'équalitm r r= ^ /L Biauohi);
16' Inlég^rer par la niétliode d'Ampère l'équation
l"' L'équalion au\ dérivées partielles des surfaces ii courbure lolale constante se ramène à l'équation aux dérivées partielles des surfaces à courburo moyciuir constante par une transformation de contact.
(O. Bonnet.)
THlîORrK GF.NÉUALK DCS CARACTERISTfQUKS (•)
Délinilion des raractérisliques. — Caraclérisliqucs du premier et du second ordre. — Caracl'jt islique? d'ordre supérieur. — Tous les éléiucnts dune earaclérislique du Séfoud ordi*» apparlieniienl, en général, à une inliniLc de surfaces intégrales. — lieUiur sur le prdblème de CaucTiy. — Kqiiafions qui adnielienl dea caracléristiquesdu preinierordr»'. - Hecherche générale des intégrales intei inédiaires. — Klude du cas cù les équations qui déterminent les intégrales intermédiaires forment un système en involulion. — Apereu du ménioiie d'Ampère.
77.ielucle du problème de Cauchy pour les équations de Monge et d'Ampère nous a conduits à une notion fondamentale, celle des caiactérisliques. Nous allons maintcnani, en nous plaçant à un point de vue plus général, étendre celte notion aux équations de forme quelcofujuc.
Soit
(1) V {x, y, z, /», 7, r, s. t) — o une équation du .second ordre de forme arbitraire el
une \niégrn\e von siuffuliére de celle équation. Sur la surface (S) représentée par l'équation (2), considérons les deux familles de courbes qui
(') Auteurs 3 consulter: A.MPi.nK. Considérations générales sur les inlégrales des équo lion!) aux ftiMéronlielles prirtielles ;./ot/r«a/ rie l'Hcolr. Fobjlechniquc, XS'II' cahier); Bàckmjm), (.efmr pur Lie/le (/i/[rrrntial;/len/niii<'feit /inherer ordnung. die inlermfdiare ersle intégral': besiUen .Mnfhrfr.iilis'^fie Av.nai''.n, i. XI et Xlll^ : Zur théorie [1er ihoruklerisLiken i/er pc/rHelirn f/i/lerrn/iali)l<'ichungen twHlrr ordnunq (IbiiL, t. .Mil): E. GoiiKSAT, Sur une classe à éqiialion.s au.\ dérivt-es p.irtiellcs du second ordre et sur la iliéoric des iritcgraleâ iiUennédiiiU-es (Acta Mnthematica, t. XIX}.
sont définies par IVquation différentielle
on on pose
èr às if
si on iniaginc que, dans IV-qnalion (3), on tiil remplacé ^. p. 7, ?% », t par ienrs expressions en fonction de .r, y, déduites de la relation (2j,
àx iij C.r- c^xdy Oy^
on a une équation difTérenti»^lle ordinaire entre les variableb x et y, du
premier ordre et du pecond degré en -f-- Par tout point de la sur-
fac»* \S), il passe donc en général dpux courbes distinctes, satisfaisant à léqualion (3). Soit C une quelconcjue de ces courbas; le long de C ^- y^ ^1 P^ 9' **( -'1 f sont des fonctions d'une seule variable indépendante (]ui satisfont aux relations
^ (^- ^1 2, P. 7. /•' *% 0 = "- R^/.V' — S(/a<y 4- To'//- — 0.
(4) ^ dz =^ pdx -f- 7c/y,
dq = .«rfo- -|- tdy ;
à ces cinq relations on peut en ajouter deux autres indépendantes de l'intégrale considérée 4» (r, y). Posons, pour abréger.
/^/F\ W , c>F . ?F , aF {dV\ W , aF , àF . aF
on a, en tout point de la courbe C, (5)
Uy/
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relations que l'on oh(i(inl on dilîérpntianl I équation (i). par rapporta jt et « }/; on a aussi, puisque la coui-be C a[q)ui-lient a la surface (S),
I dr - 'j.da- 4- p<y//, (G) (/v =^ ^iilr -I- Yo'y.
Supposons, afin de fixer les idées, que les dérivées H et T ne sont pas nulles sur la surface intégrale ; ulois le rapport -77 n'est ni mil ni infini, et on lire des relations (6]
"^ "^ d'y~ dy- "' \dy) '
_ (/t dsd^ drdx- ^ C^V dy " 'hr '^' d,f "■Kdyj
En remplaçant [i, y- ^ p<'^'' ces valeurs dans la premier** des équation? (5), X disparaît du résultat en vertu de la formule (3), et il reste
rd\~\ , c, dr ^ T fds drdcr \
Wd,j-' J{-ld.c' ou, en remplaçant b par — ~7~j
la dernière des relations (oj devient de même /dV\ , „ ds ^ di
Cela posé, appelons élétnenl du second ordre tout système de valeurs des variables [a:, y, =. y), 7, r, 5, /); on appelle muUiplirUé caractéristique ou, plus simplement, oaracférisliffuc de l'équation (J) tout système simplement infini d'éléments du second urdre, satisfaisant aux relations
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qui vieniienl d'être établies,
d: — /i//x -f v'yf/;) tur rrf.i* -|- sJy, (7) ( t/<r .— 5(/:c -|- t(/t/.
L ëqnalii'fi
possède, eu g:enéi*al. doux ladnes dislincles
dy dii
c/jL- d.c
en remplaçant àucccssivemerit <'/</ par m^dx ot par tn^^fx, on obtient deux syslèuies d'équations Unmircn par rapport aux (lifférentiolles des variables a;, //» i^, y), (j, r, sj \ de sotte (pio tonte «équation de la forme (1) possède, en général, deux systèmes distincts de raractérisliques.
Les équations (7) se réduisent, eu réalité, à six équations distinctes. Si, eu effet, ou multiplie ravaul-dernière équation par r/.r, ia dernière par dy et qu'on les ajoute, il vient
ou, en tenant compte de l'équation fli) et eu développant,
'al'' W H' DF ^F
— £ir -j- --dy 4~ — \pdx -f (/f^'y) + -r— (ra'.rr -{- sdyj + — (sdx -f /r?»/)
-f TWr + S</.v -i- 'l'<f/ — O,
c"est-à-dire t/F — o. Si on lire une des variables de la relation F = o et qu'on porte la valeur obtenue dans les suivantes, on a donc un système de six équations dilléreutieiles, qui se réduisent à cinq équations distincte», enlr^f sept variables. La solution la plus générale dépend d'une ronclica arbitraire; car. si on regarde x, par exemple, comme la variable iudépeudanlt- , on peut pr«;udre pour uue autre des variables une fonction arbitraire de a* et les cin(j variables restantes sont déterminées en fonction de x par un système de cinq équations.
THi:ORIE GÉNKRALK DES fARACTÉRlSTUjUES 175
78. Korsqu'iino des df^rivécs K ou T est nulle, les formules (7) (|ui définissciil les raracl«''risliqu<'s doivent ^-Ire modifiées. I*ar exemple. supposons que T soi» nul, et que H soit différent de zi'to ; on a un premier système de earaeférisfiques défini par les relations i7) où on aiirnit remplacé la seconde ('quation par Rdy — Sdan = o. Les équations différentielles du second systùnie sont
F ^= o, dy -- o, (h — pdx, dp = rdx. r/y = sdx, (7 his) { \dx) '^ dx "^ ^ kr - ^*
^;F\ , ^^ ds^ , c di_ _ dx dv
af)+«
I orsque R est nul el T différent de zéro, on a de même deux systèmes de caractéristiques dont les équations se déduisent dos précédentes en permutant x et y. H et T. Finfin, si U et T sont nuls simultanément, les équations différentielles des deux systèmes de caractéristiques sont respectivement
IF = 0, de ■=. o. d.z = 7»^/'/, dp =r. sdy, dq ~- Idy, / l*" =^ O, c/v ;=-■ o, dz ^=. pdx^ dp = rdx, dq =z sdx.
Remarque. — I^'s doux systèmes de caractéristiques sont confondus si ré(juation f3j a ses racines éçcales, c'est-à-<lire si l'on a
(8) S2 - \KV - o ;
la relation i8) peut être une conséquence de l'équation F = o ellemême, de sorte que sur toute surface intégralp il n'y aura qu'une caractéristique issue de chaque point. Il est facile de caractériser les équations du second ordre qui jouissent de cette propriété ; considérons, coinme au n" 2l2, a*, jy, z. p, q comme des constantes, r, s, t comme les coordonnées cartésiennes d'un point, Véquation fl } représente une certaine surface (ïi. L equalion 8), qui est une équation aux flérivees partielles du premier ordre, exprime que la surface (ï, est une surface dévelnppahledont \*> plan longent reste constanmient parallèle à un plan tangent au cône (T) représent*'' par l'équation
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79. Appliquons «'Os géneralilës aux t'quations de Mongi? el clAmpèro
(9\ F ---r H, -f- ^2 K.* -f I7 -1- M -I- N (rt - .v-i) ^= (1,
cl supposoii«i. pour MOUS hoi-fvr au cas gcnéial, que N no soit [las nul. Les premières oqiialious (Ij soûl ici
(H 4- N/) <v' — 2 (K — Ns-t dTdi/ -f (L -f Nr) c^.>y-î = o, (11), ( rf^- = pd-JC -\- qdy.
dp =rz rd.v -|- «rf.v, rfç — : sdx -\- iJif ;
la secundo peut s rviiir
Ht/y- — ^Kd.rdi/ J- l.rfT- -j- NW.r (rrix + srfy) -f- Ndi/^sd.r -\- tdy) — o,
ou encore
(I Ij Hdy"- — 2K'jLvd,/ -\- I .rf^-' -f- N (dpdc + ^/r/^i?//) = o.
Dp méme.siou lire rel < de»; d<'ux «leruières relations (lO^clqu on porte leurs expressions dans l'^quaiion F = o, il vient, en tenant compte de la formule (tlj.
(1-2 U^pd// ~\- l.d^d.c -\- Mdrdy -\- Ndpdq =^ o ;
de sorl«' qu*" le sysième (10) est équivalent au système formé des cinq équalions suivantes :
Wdpd/j -f- l.dqd.v -t- M</r<v + Nrf/Jc/r/ = o, îl^v' — 2Kdid// -j- \Mx- + N[dpdx -f- dr/dy) = o. (I."{) ( dj — pdx -\- qdy.
dp z=. rdrr -\- sdi/.
drj = sdor -\- Idy.
Rn efTr't, si on remplace dp el dq par rdjo + sdy el rdx -{- tdy dans les équations MI; el (Itiy, la formule (11) devient identique à Ja seconde
des formules (10) el, en rliniinant —■ entre les relations (il) et (12), on
retrouve précisément l'equalion F — o.
Les trois premières des équations (13) ne renferment que les variaMes X, y. z, /), (j el leurs ditTérentielles ; nous appellerons caractéristique du premier ordre de lequalion (0; toule suite simplement infinie d'éléments
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du premier ordre (.'•, y, z, p, 7), vérifiant Ici; trois preiuièrr.': équations (13). Il est aisé de s'assurer que ces laractérisliques du piemicr ordre sont identiques aux multiplicités carucléiistiques etudites au chapitre it (')• On voit doue (|uo loulc multiplicité curictérislique du second ordre d'une rqualion de la forme (0) renferme une mulliplicilé caract«'*ristique du premier ordre, et, eu conservant les noialions du n" 2.'». les équalionsdiiïérenliellesdes deux systèmes de caracléi.i.-tiques du second ordre sont respectivement
/ Nr/;) -f L'/.r-f-X/^/ -. o.
X(V7 -f- Kc/.x' -\- Uiij/ — o, flz — pdx — qdy =; o, dp — rd.T — sdy r=z v, ^^, > dq — xdx — Idy := o.
, Tfffs df
-^^d. ^^ dv = ""•
le second système se déduisant du premier en pernmtant À, cl À,. Inversement, toute caractéristique du. premier ordre appartient, en gênéroL à ntie infinité de caractêrialiqHes du second ordre, dépendant dune cons^ tante arbitraire. Soient, en otTct, a*, y, z, p, q cinq fonction-, d'une variable indépendante a satisfaisant aux relations
I NVj3 + \.dx A^ \^dy --z= o, (15) ' \dq -\- Xjc/.'.' -f- Wdy i^ o.
( dz — pdx — <idy = o ;
• •) I.e cnjrnl peut sn fairo «le I.i f.içon suivante. P<»sons :
F, — »l'/.v- — 2K^^.'r/v -i- \.(ts" -f .\ {itf»tx -L dqâ\f) r= o. Fj = Il fZ/Jr/y + hiliiiLv + M</.r<y + ^i-tpdq =. o; (iii » :
NF.. -\- XF, — {Sftp j \.>ir -r >////} (N</7 + 11^// + hlj) — fV- f 2K.). -f lit. — MN) ilx(/^ — 0.
Si on pread successivement pour ). tes deiiK racines >., et ).■> (te I cqualion :
;*. j. iK), + IIL — MN = o,
on est conduit aux deux équations :
[>ii/p -I- \j/.v + X, <///.' N'i? + •!"'.'/ + >-i'^J^) = f>
qui se décomposent cliacuiie en deux autres. Rn associant convenablement les facteurs obtenus, ou retrouve tes équation^ du n* 'i3.
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pour Evoir une caraclérisliquo dti sorond ordre, il f«ut ensuife dc-ter- «niner r. * / .^n moyen des quatre équations ivstantes
dp — yifjc — 9(iy = o, (fff — it/u' — hhj =-- o,
it>>
qui sr réduisenl à trois relations dislinch'S. Kn eiïel, les cinq pretniôres équations J l) iMiliafnenl la relation F = o, et on a vu plus haut qu'on avait, en tenant compte des valeurs de <.h, dp, tfq,
dF = l'V^ + ••'A- Donc, ëi on lire deux des varialdes r, .«, t dos relations :
dp — rd'c — sdi/ = o, drj — fidr - tdt/ — o,
ft qu'on porte ces valetirs dans les deux équations F, = o, Fo ^= o, celles-ci se réduiront à une seule. On a, par exemple, en tirant >' cl l m roncliou de »,
o*ya — drJx — dsdy — id-x — sd^ij t- o.
~ dx
si on remplace r, t et dr par loirs valeurs dans la relation F, =: o, on et»t conduit à une équation difTôrcnlielle du premier ordre pour délerininer «, et le coeificienl de ds dans celle équation est
Idj^ — E<v« .
dx^dy '
ce Coefficient ne peut être nul, à moins que l'on 'l'ail S* — iKT = o, cas que nous écarterons tout d'abord, car telle est la condition pour que les deux équations
Kc/yî — S</.r,/// -\- 'Y de' _ o, Kdy^ — IV/x' — o
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soient compatiblos, lorbcjuc R et T sont didéronts de /♦ro.Par consp({ueril, <ii on imagine x, y, s-, ;), y exprimés on fonclion «Je la variable indépendante X, t est flélerminé par une équation du proinier ordre
on aura ensuite r et t
dp — sdv dn — vc/a*
dx dy
L'équation (17) admet une infinité de solutions dépendant d'une constante arbitraire, ce qui déroontrc le théorème énoncé plus haut. On sait que l'intégrale de l'équation fH) est déterminée, si on connaît sa vahîur pour une valeur particulière de a; par suite, si les valeurs de >•,.«, l sont connues en un point de la caractéristique du premier ordre, elles sont dt'terminéns par là même tout le long de cette caractéristi(|ue. Par conséquent, ai deux sur/'oces intégrales admettent tous les éléments d'vne caractéristique du premier ordre et si ePes ont un contact du second ordre en un point de celte caractéristique^ elles ont un contact du second ordre tout le lovfj de la ciiracléristique.
80. I.cs énoncés précédents supposent que S' — tRT est différent de zéro. Des circonstances tout à fait difTéroates se présentent lorsque celle quantilé est mille ; en effet, dans l'équation qui doit déterminer .y, le coefficient de ds est nul et on a trois équations pour déterminer r, s, t, ne renfermant plus les différentielles. Prenons, par exemple, l'équation aux dérivées partielles des surfaces développables
.v2 — rt — o:
les équations différentielles d'une caractéristique du second ordre sont
dp :-- o, dq =: Oy dz — pux — qdy = o,
rdœ -}- sdy — o, sdx + tdy = o,
dr , ds ds , dt
€lx dy dx dy
On tire des équations de Ut seconde ligne
rd-.xs -\-sd^y •\dsdy
or rr —
dx
scC-'x -^-td-'i/ 4- chdx
dt = : ~
dy
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el, p»> portant dans los /'quaiions «le la dernière lif*oe. il reste
r.Va- -f S(Pi/ — o, sd-.r -\- /c/'y -= O ;
en comparant ces relations aux précédenles, on voit que Ion doit avoir
y z^ s = t = o ; à moin? (|tte l'on ait
dj/ dx
c'est-à-dire à moins que la caractéristique du premier ordre considérée ne se compose d'une ligne droite. Dans ce cas, les quatre dernières équations de la caraclérisli(jue du second oidre se réduisent à deux
rdb: -}- sdy = o, sdx -}- Idy = o ;
on pputprendje pour une des trois déiivées r, 6',/une fonction aihitraire» et les deux autres sont déterminées par là même. On voit donc qu'une caractéristique du premier ordre est contenue dans «ne seule caractéristicjue du second ordre, ou bien elle est contejiue dan$ une infinité de caractéristiques du second ordre, dépendant d'une foticlion arbitraire. Prenons encore l'équation
les équations différentielles des caract('*ristiqu('s du second ordre sont
di/ = 0, dp — qdv = o, ds — pdx =^ o
dp — rdu- =^ o, dq — sdx = o,
, dr , ffs
si on connaft des valeurs de x, y, s, p, q satisfaisant aux trois premières relations, les dernière.s font connaître sans aml<iy;uilé r, x, t. Donr une caractéjislique du premier oi'dre appartient à une seu/e caractéristique du second ordre.
Lhs deux exeniplt"^,(jue nous venons de traiter, montrent bien la nécessité d'étudier ii part les équations aux dérivées partielles, pour lesquelles les deux systèmes de caractéristiques sont confondus.
Këmaiivce. — Les éijualions de Mon<^t^ et d'Am|)ère ne sont pas les seules qui admettent des caracléristique^ du premier ordre. Cette propriété appartient aussi à d'autres é<piations que nous définirons plu» loin.
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81. On petil aussi ('«msidérer <Jes Jérivéfis •lim onJre qm-Njonquo, «-t la suite «les valeurs qu'ell<»s prennent le long d'ime caractéristique. Prenons, par exemple, les «lerivées du troisième onlre
P30- ;,;^3- Pï. - ,s^-..>,/ />.-.. -- ^v-^,^' y'o.i == ^',
nous appellerons âtémettt iIh troisihne ordre tout système de valeurs pour X. .y, z, />, 7, r, .?, ^ />;,„, P2i,;ïi3, ;»„:,. Plus crénéralement, désignons par P//1 la «lérivée
nous appellerons élémmj/ rfav^t'c n t<»iii système de valeurs
{.r. y, ;, JD, '/, r, .Ç, /. ;7,o, ... /i„o, />«_,., ... p„J
attribuées à x.i/, z »'t aux dérivées partielles de z, par rapport à.n^l à y, jusqu'à l'ordre n inclubivement. Quand on .se déplace le long d'une caracterjstique, la suite simplement inlltiie d'éléments d'ordre n est une caractéristique de l'ordre n. On établit les équations différentielles d'une caractéristique d'ordre n, comme on a établi les équations d'une caractéristique du second or<lre. Bornons-nous, pour [)lus de simplicité, aux caractéristiques du troisième ordre. Nous emploierons, pour abréger, la
notation suivante : appelons -— la dérivée seconde de F par rappt^rt a
X, celle dérivée étant p rise en regardant s comme une fonction de a? et de ^ , e\ p, 7, r, s, t, comme ses dérivées partielles du premier et du second ordre, et posons
(-T— r-jel (t-j) ayant des significations analogues, on a les trois relations
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duillcurs, <)i u aussi
si on lire de tes relations p.,,. jv.., /),y et (|uon les porte dans les équaliujis '18), elles deviennent, en tenant couiple de la relation (3;,
t/^-/ d.r ai/
On obtient les équations différentielles d une cara»térisli(]ue du troisième ordre, en ajoutant aux équations (7; les relations (I9i et (20;
ifir - ;)3ur/a7-f pj, dt/,
Lesbix équations que l'on ajoute ainsi aux équations (7) se réduisent, en réalité, à quatre équations distinctes, de sorte que Von n'a en tout qu*' d»\ équations entre les douze variables ar, f/, z, p, y, r, «, /, .":»«> P-ii. P^t^ Pmr 1'^" effet, si, dans les deux deniièrcs équations (7), on I cniplacp ilr, tf», dt par les valeurs (2(>), elles deviennent (c'est le même ' njcul qui a été fait plus haut (n" 77)
Fi = (^-) + Hp,, 4- S/îj, H 'l>.2 - <■'•
ï'a ■--' [jj;^) -(- ^^Pii -h ^i>u -I- ''>o3 = ^;
d aoîre part, si nous multiplions la première équation (10) par ?6?, la seronde par cfi^. il vient
et on 0. de même,
dV\ -- L', (/a -K Uj c/»/.
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Par consequenl. les équations (1),joinlesaux équalions(^0;.enlraineiit les suivantes
IT, rfx -f- U2 fil/ - (., IJ, tf.X -|- U, d'J ■= n.
ve. qui montre ((ue doux des relations
sont une conséquence de la Iroisirme.
D une manière générale, on obli«'nt les équations dilTercTilielles d'une earacleristiquederordie /', en njoutanl aux équalionsdiffôrenliclles d'une caraotérisli<|ue d'ordre n — ! les 'in «'quations suivantes
(21) / \7.;^^f'^^^^~dir^^-~-d;, -=''''
l \du"-*f ~ dx ^ dtj
! dp^. „-, — Pp ,_, dx -\- p^„ dy:
on démontre, comme plus haut, que ces iln équations se réduisent en réalité à (« -{- 1; cqiialions distinctes, en tenant compte dos précédentes, dcvsorlequt' le nombre d<'S équations diiïprenlielles d une caractéristique d'ordre n est toujours inicrieur de deux unités au nombre des variables qui y lio;unMit.
Kn reprenant les raisonnement? du n" 7P, on démontre de la mérne façon les théorèmes ci-dessous qui sont une généralisation des précédents:
Si S- — 4HT n'est pas nul : l' une carwlêiustiquc d ordre n est renfermée dons une in/inùr de carncicriaiiiiws d ordre. /» f- 1, dé/tendtint d'une ronslanlc arbifruirc ;'i" une r.aranlér-î^lirjue d'nrdm, ti eut renfermée dans un^ infinité de car'i<:féti'sli.ques d ordre n -f- r, dcfn-ndnnlde r constanks arbitraires: 3" si deacr sar/ncfts inlégralfs: ont çn "Oinman luttu tes èlcnrienls (f'nne e.araeLérisfiqne du second ordrr, ei si elles on' uii cOitlucl d'ordre n en un potnl dereiic caractcrùliifw, ^U.esoni un conUict d ordre n ioitt te long de la Citraetérisd'fue.
181 CHMMTnr IV
Lorsquf S- — iKr_:=o, les conclusions ■«ont lout'^s cliiïcrcntos. Sans cnlrcr ici dnns l'i'xanii-n «li-laillr de ce oas. jo m«' bornerai à faire i>'nKir(|iirr qu'";* f/em'rat niw . .ii'aolr.rislituiH ildrdre v ost alovs con tenue dans une «eule r;iru(.t«'risliqnt' d'ordrt* // -\- 1.
82. Notts avons maintenant U nous oceuper d'uiic question importante. Klanl donnt-e une caraetéri<!fiqnH «lu second ordre, pour laquelle S- — IHT nVsl p:is nul [ca-i aiiqtiel n<iiis nous bornerons d.'sormais"), exisl»'-t-il d«'s surfaces intégrales, admeftant tous les •'•léments de cflle caraclérisliqne? Nous avons laissé docôlé l'examen de ce problèm»* an n" 16; si l'on veut appliquer la même nirllindy qui a été snivie à ce ])aragrapbe, on a, pour déttirminer les valeurs des «ii rivées successives en un |)oint delà rîiractéi'ibt'qiie, uîir; s-iit^ de syslèmcs d'équations linéaires, (pii S'<nl on inconTiputibles on indéleî'milU'S. Il résulte de l'étude que nous venons de faire qu"// 1/ a io'ijouvs inilètennioalion ; en effet, la suite des relations qui existent entre les valeurs des déiivées successives en un point de la earaclérislique est identique, en réalité, à la suite formée par les équations difféienlielles des caracléristiipies successives.il suflil. en etTet, de réfléchir un moment à la fui^on «lont on a formé ces é(pialions diiTércn'ielles. pour reconnaître, que chacun des deux systèmes d'équations entraine l'antre. Or, nous venons de voir que, dans les équations des caractéristiques, on peut pivudrc arbitrairement la valeur d'une dérivée de chaque ordre en un point. On [leut donc former une infinité de séries entières. d«';pcndant d'une inlinité de constantes arbitraires, qui satisfont /*orjwé'//c?/?<î/j7 à l'équation pro[)Osée 11 reste à démontrer que l'on peut toujours choisir ces constantes arbitraires, de facjon à obtenir une série convergente.
Nous nous appuierons pour cela sur le théorème suivant que l'on va d'abord établir |'j: Soit
iint: 'qualiru du second oi-dre où le second memltre. est holomorphe dans le coisinage des valeurs x^, y^^, s^. ^>„ , q^, ?(,, ^g, des variables ■*i Vi ^t Py ^y i"-, f > soient a» \x'j <:t •!/ [y) deux fondions holomorphes dans fe 'bjrnaine d^s points x^ et y,,, respectivement , et telles que Con ail
«p 'a^o)= -0' r' (-^oJ ~ A'o' ?" '^0^ = >'o'
{').rai énoncé «e ttiéorémr et indiqué r;i|ii(lciiieiil lu ijeinonslralion rJnns une note présentée à l'Académie dc8 Sciences (Co////y/»',v reiidus. t. C.XX. 1" .jvril lSi».4. p. Hi)'
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Si, en outre, les deux dérivées nnrfielli'.s ~ ■> -- sont nulles pour '-en
cr ?(
vnleurs i,n'liafes. réjiutition [%\) adntcf mie ùifét/ra/e holomorphr dons
le voùùnngc du point [x^, »/„), xe rédnisnHl à o (r) jujur i/ = y„ et a -l (.v|
pour :>• = .r„.
(^11 no (liniiiiuo pas la <;éiu'ralilp du tlipoivmr» en supposant
'^.. --• .'/,» = -•.. -~- ;>u --- Vo = 'o " ',. =-- •\ ? (■'^') = o, J/ (y) -. o,
car il siiflit dr i-emplacer jc, i/, j, par .r^ -[- .r'. ?/„ -j- >/',
respectivement pour èfre ramon»^ à co cas. L'éqnalion (23- est alors de lu fûrine
s = a -{- hx -\- cy-\- dz -f gp -^ ffj -^ •••
les termes n(m écrits étant d'im deyre supérieur au premier; on penl aussi supposer que le terme a est nul. car, si on pose z = a.v^/ -j- z'. ce terme disparaît. On peut donc écriie Téipialion (23^
(24j .V = bx + ey -f- dz -f ep -f ///-}- ...,
les termes non écrits étant au moins dusocoud degréen.r, y, z, 7), </, >•,(. Si cette équation admet une intégrale liolomorplie se réduisant à zéro pour c = 0 et pour y =: 0, on pourra calculer les coefficients de proche en proche par les seules opérations d'addition et de multiplication. Kn effet, tous les termes qui contiennent o- seul ouï/ seul sont nuls par hypothèse,
et on a aussi | r— r- ) = u.
Nous connaissons déjà deux des dérivées Iruisièmes ( '-^ ) et ( t— 1 ) :
«n di(T»;renliant les deu.x membres de l'équation (:ii) par rapport à a; et à y successivement, on en déduira :
^z \ / c^cr
M^t CHAPITRF. IV
puis, on calculera les dérivéos quatrièmes :
W'^vV W^yVJ Vdx?yV,
el ainsi de suilo. On n a jamais dans le second membre (jue les valeurs dC'S dcrivccs déjà connues, rar les ooeflicients des dérivées du même
ordre que celles que l'on veul <-aleuler sonl T7 ou — ' (.ocflicieuls qui
sont nuis pour les valeurs initiales.
Pour démontrer lu convergence du développement ainsi obtenu, on peut donc cm()loyei- la méthode des fonilions )najoraulcs. S4ippusons que la s^rie du second membre de léquaiion (*ii) soit converj^onle tant (|ue le module de chacune des variables x\ y, z, p, q ne dépasse pas p et que le module de r el de / ne dépasse [»as B, el soit M une limite supérieure du module de F" (a;, y, z. p. <y, )•, l) dans ce doniaine. I.a fonction
est majorante relalivoinenl a la fouclion "F i.r, y, z, p, q, r, /;, car les coellirients de /• et tic /, et le terme constant, sonl nuls dans les deux séries. Si donc on cherche à déterminer une intégrale de léquaiion auxiliaire
^io) X =:; V a-, "y, z, p, 7. r. /)
qui soil nulle pour x — o el pour y -- o, les coefficients de la série obtenue seront tous positil's et plus grands que les modules des coeflicients correspondants de la pÉeni'"re série obtenue, »>n partant de l'équalioii ^4
1^ convergence de ce nouveau développeiuenl sera établie, si ou montre qu^ léquaiion (2o^ admet une intégrale lioloniorphe dans le domaine de 1 origine, représentée par un développement «n série dont tous les coefticienls sonl réels el positifs. Caries coefficients Je celroisième dévcloppemenl seront nécessairement supérieurs aux coeflicients correspondants du second, puisque les coeriicicMl.-5 des teiuiC"; en a^" el en y*" sont supposes positifs, et que les autres se déduisent de ceuxlà par voie d'addition et île multiplication. Finalement, tout se réduil
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ù établir <|ue réquaiioti auxiliaire i25;
('-^^""r^'^Jl'-nT)
admet pour înté^jrale une série mljère ronvei'gente, doiil lous les cof ffi jienls sont r»'els cl positif!;:. C-liorchons, pour cola, à satisfaire à cotte ^quatiou, en prenant pour s une tonclion de x -f- y = ?<; cette équation devient
qui peut encore s écrire:
en posant
Si on développe le second membre en série, on a une série entière, dont tous les c-oefficients sont positifs; soil
^ (-■' "' à) '^ ^' + ^"^ -^ ' Vu +
uc dt'veloppemeni. Lé<jualioii (2G) admet une intégrale holomorphe dans le «lomaine de lori^ine, se réduisant à zéro, ainsi que ses deux premières déiivéus. jiour u = o. Les eooflicients suivants se calculent de proche en proche ; on a, par exf'uiple
Il ^ 2;^ _. _- I ^l t. f, "r ' ... iu* ?«? ^le^ -t- ^f i ^ ^3 , -r
Ce qui montre que ( -^ ) esl positif. On a ensuite
— . rr- iA T-3 ) -1^ iA — , — T 4 ' -h
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Pi, paroonsoqiu'nt, (^^) •'^l enoorp p<\siiif: en rontimiaut ninsi, on
voit que tcus les roefticients sitcrosçifs do ce dévoloppomeni soiil positifs, et df là résultp roxartitude d«i Jiit'ori'nîe énonc»* plus lioiif. (p. 184).
83. Poiirapplif|uoi <<^ linVinnio à la lliéoricdescuraotrrisl'cjues, nous stjpposcrons qu'on a olT<'Ctué, comni<' au n" 17, une transformaliou poncUicIle de telle façon «|ue la inulliplicilt' poncluelle à une dimension «pii est contenue dan.<î celle caracléristirpie se réduise à l'axe des .r. Les LUjualions finies de la caraclérisilitpie considérée sont alors de la forme
si (»n iait le cl«ang«n»enl. de variable
les équations finies de la cara<trrisli(|ue deviennent
c'est sous cette forme simple que nous allons les conserver. Soit
F (rt. 1/. z. f), q, r. s, l) r=. o
l'équation aux dérivcespartielles correspondante, dont nous supposons le premier membre holomorpliedaiis le voisinag-e des valeurs
l'équation différentielle des caractéristiques
Kr/j/- — S'^'jîf/y -L '\(lx^ = o
doit admettre la solution dy =z o pour l'orig'ine, et, par conséquent, T doit être nul pour ces valeurs des variables. Comme, d'autre part, nous n'étudions que le cas où S* — iKT n'e.st pas nul, il s'ensuit que S n'est pas nul pour ces vfdeurs, et on peut résoudre l'équation aux dérivées partielles par rapport à s. On peut donc prendre^ cette équation sous la forme
s — ar -)- hy -\- cz -\- dp + eq -\- fr -f ...
TiiJioiHi: (ik.m;i<alk dks cAirvcTKiusTKjrEs 189
loslernics non écrits élunl d undegn- supc'ricur .m prcinior ; il n'y a pas . de It^rmc du pr(;niicjf degré on /, pni.scjui' la dérivée T doit éln- nullt; pour l'origine. Une dernière lransf«)imalj()n simple, »pri (consiste a remplaeer x par x -\- ///, ce rpii ne change pas les équations de la caracléristiipie, permet de faire disparaître le coefficient /', et finalement nous avons à considérer nne équation de la forme
(•28) .V — «1» (.r, //, z, p, q, )\ i) -- (IX -\- h,j -\~ cz -{- dp -f g^ + • •
où les termes non écrits sont de degré supérieur au premier, etji laquelle on peut appli(juer le théorème démontré au paragraphe précédent, lîlxprimoiis d'abord que les ë(pialions {'il) représentent une caractéristique : les équations des caractéristiques so réduisent ici fn" 78) aux suivantes
On voit donc que la série entière <1» [x, y, z, p, q, r, t) doit contenir en facteur dans chacun de ses ternies une des variables y.2,p. q,y,t,
et il doit en être de mén;e de — et de -r-, c'est-à-dire qu'il ne peut y
avoir dans le second membre de l'érpialion (1'^) aucun terme en x" , ni en iix'\ ni eu fx". (]os conditions sont d'ailleuis sutlisantes ()our que les formules ["Il ■■ définissent une caractéristique de l'écpiation (28;.
Cela posé, soit •]/ i//; une fonction holomorphe dans le voisinage de loriginc, nulle, ainsi que ses deux premières dérivées, pour y = o. D'après le théorème démontré plus haut, il existe une intégrale de It'qualioJi proposée, holomorphe dans le domaine de l'origine, se réduisant à zéro pour y = o, et à^ (y) pour x =^ o. Nous- allons montrer que le df'veloppenieut de cette intégrale en série entière ne contient aucun terme du premier degré ni du second degré en y, quels que soient les coeflicients de la fonclioii •!/ [y). Employons de nouveau la notation
l'équation (2Sj peut s'écrire :
;>,, = 't> 'x.y, z, j),o, p^u^ Pio. Poï)» et on a, en dilTérentiant par rapport ;» // et refnplaçant p^ , par sa valeur : M> M* M> ^4* >!>
i. (/ lo W'iu '/'oi '^l'io Wi».'
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(3 après les condilions initiales l't K'^; conditions anx<|uelles satisTait la fonction •^, on voil que p^^ cl ;),3 soiil nuls à l'orij^int'. Nous allons montrer t|ue, *\ toutes les «K'i ivi'es p,,, p,j, où l'inilice i est inférieur ou égfRl à n, sont nulles à l'orifjfine, il en est Je tnèiiio d»!S dérivées suivantes f),^,., et p^, ,2. Ru eiYet, tous les termes du développement de y),, conlieniii'nt t'u farleur une des variables >/, ?. ;î,„, ;'„i'P?o' A'02 » après avoir dilTert-nlie -r? fois pai" rapport à r, clia<|»e terme du résultat sera divisible, par une des variables précédentes ou par une dérivée de la forme p/„ ou de la forme
P'.n Pli
l'indice i ne dépassant pas n: par suite/),,*,, , sera nul aussi. De même, dans /),2, si l'on fait abstraction des termes
lous IfS autres termes contiennent en facteur une des variables »/, r, Pio' P-20^ P')i ^^ après avoir diiïérenlié >i fois par rapport h .r, tous les résultats partiels seront nuls, pour la même raison cpie tout à l'heure. Les seuls termes qui demandent un examen particulier provieiinenl de
quand on dilTércnlie ii lois par rapport à j; le produit
fous les termes coiiliennent en facteur une des dérivées
et le coenicient de p„i2 > ^*^* 1 '■'^* dérivées ;>*,•.. p„ , sont nulles
par byputlièse pour l'origine, nous venons de voir quep„ + |., l'est aussi, vl le coefficient r — lest ét^alemenl.
"Enfin, la dérivée r — salisfai» »*}% mêmes <^onditions que la fonction 4^ ••Ile-même, c'est-à-dire que chacun de ces termes contient en facteur
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une des variables y, -, P^q- p,){-, ;>2o- Vn '< ^" P^"' donc rrpéter pour le produil 7 — /îflj le raisonnement qui a clé fait pour la fonction 1>.
Les tlérivée» /),, et p^,^ étant nulloRa l'orij^itàe, on démontrera de cette façon, de proche on proclie, qu'ï' en est de même de toutes les dérivées surr<»ssiveâ p„,^ et /),.j. L'intégrale satisfaisant aux conditions initiale» données ne renferme donc aucun terme du premier dogré ni du secon»! <lc'gro en y, et, par suite, les dérivées /), y, r, .<?, / sont toutes nulles pour y -= o.
Nous pouvons, parcon'^éqnont, énoncer h; théorème suivant: Toux te a éféments d'une caradérislique du aecc/nd ordre pour faquelle S' — IK T n'est pnx nul] apparliennenl à une infiniiè de aurfacea 'intégrales^ dépr.n' dant d'une ivfiailé de conslanles arbitraires. (]os conslanics arbitraires sont précisément les coeflicients de la série entière rj; (y), qui sont assujettis h la seule condition de rendre celte série convergente. On peut toujours prendre arbitrairement les 77 — 2 premiers («étant nussi grand qu on Je veu1),et choisir ensuite les autres d'une inliniléde manières de fa^on que la série soil convergenle. Or, les valeursdesTi preniièresdéri vées partielles à Torigine ne dépeudei'f oiu; des n — 2 premiers coofficienls de <f \y). Par suite, étant donnée ime surface inlégr.ile qui i-enferme lou^ les «déments d'une caractéristique du second ordre, on peut en tT<»uver une infinité d'autres, dépendant d'une infinité de conslantes arbitraires, qui ont un contact d'ordre n avec la première tout le long de celle caractéristique.
84. f.e théorème du n"82 peutélrè présenté sous une forme plus générale. Soient C, (''deu\ courbes quelconques, ayant «m point commun O, sans être tangentes en ce point, qui est supposé un poiiil ordinaire pour <'hacune d'elles. Proposons-nous de rechercher s'il existe une surface intégrale <i'une é<piation du second ordre
«jui passe par les deux courbes C et C et qui soil représentée par un développement en série entière dans le voisinage du point 0. Si cette surface existe, le plan déterminé par les tangentes aux deux courDes est nécessairement le plan tangent; ce qui fait connaître les valeurs des dérivées p ei q au point O. Pour avoir r, .v, /, représentons par les lettres d et S les difTcrcntielles relatives aux deux courbes C. C respectivement ; ces courbes devant être situées sur la surface cherchée,
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on a les deux relations
d^z — p'I'x 4- q<Py -f rdx- -1- -2.sv/,rrf// -f khf, 0-.- =r^ j)5'.»' -j- '/B^y -|- ro i" -f- '5»oa;5^ -|- toy^.
qui, jointes à l'équation (2îV), déterminent ;■, .?, /. On connaît donc, parla même, rélémcnl du second ordre de la surface cherchée au point 0 et, par conséquent, les directions des tang-entes aux deux coractérisliques de celle buriace qui sont issues du point 0 ; ces directions sont données par 1 équation du second degré
Rr/y2 _ Sdxdy + 'ïd.c^ = o.
Nims allons nous borner au cas où ces deux tangentes coïncident avec les tangentes aux deux courbes données C et C ; ce cas ramène à celui qui a été traité plus haut, imaginons, en elîet, que nousayons prispour axes des x et des y les tangentes aux deux courbes C,C' respectivement; les équations de eus courhes seront de la forme
U — 5- '•'-) - <J ; ' 2- — ^, (yj — o ;
A/",, 'f. ï-, désignani de? séries qui commencent par des termes du second degré au moins
r. {i/j = «,y' + ô,^^+••• Faisons la transformation
y ^=y — fi^'j —■ y — ■^x^ — fu-'...
on tire Je ces formules pour x et y des fonctions holomorplies de x et de y'. L'équation (29; est remplacée par une équation de même forme, et les courbes C et C sont remplacées par deux courbes planes situées respectivement dans le plan des xz et des yz. Soient
z =: 'U (x'), z = >r yy'\,
les équations de ces deux nouvelles courbes, et
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la noiiveUe «équation du socorul ordre; comme iiiie Irmisformation ponctuelle ne clmng-u pat; r«>quati<>n dilTérenlielIo dns caractérisliques, un doit avoir pour lu tiouvdle équation
a I ongnie des coordonnet's; pur conséquent, rr "e peut être nul, el,
en résoIvniU In nouvoUe équ»lion par rapport à v', elle est de la forme
Mous sonimes donc ramenés au cas qui a ete traité au n" 82, et nous pouvons énoncer ce ihéorpuie : Ao/'ç^/^o A'*- deux courbes C el C sunt taxyenten res})t'vù>H'menf aux deux carwsléristiques issues jln point cominitiK il cj^i<;tc urvi surface inU^grale el une seule passant par ces deux courdcs et représentée par ini dei^elnppemenl en série entière dans le voislnuf/e 'M point O.
Si ruM>? de*^ courbe? C appartient à une caractéristique du second ordre ayant r«''l»Mu<nl tlu second oïdi'e déterminé par les deux rourlies C, C au point <>, celte courlu' C est une caractéristique do. la >;nrface intégrale qui passe par les deux coiuLxs. (À'Iie pro^josilion «^st identique, au fond, k celle qui a été énoncée plus iiaut (n'^Jl k laquelle elle se rameur* par les mêmes transformai ious
l'iufiu. si les deux courbes (', C aj)|»arii«Mm(;iit à deux caractéristiques du second «irdre, ayant un élément conunun du second ordfe au point <>, ces de«x conr'.jcs sont des caracléristiques de la surlaco intétfralc ipi't'lles déterminent. Donc denx <-cnactéTis>ù/ues du second ordre, apparten.ant à deux systèmes différenls et ayant un élément commun du secoitd ordre, délermin.Tit une surface intérfrale et une senle.
85. Kn appliquant ces lliéorèmes aux équations de Moiig-e et d'Ampère, pour les(jucllcs les deux systïMoes Je caractéristi<]ucs sont distincts, on arrive it des énoncés plus particuliers. Toute caractéristique du premier ordre appartient à une inliuit»' de caractéristiques du second ordre, dépendant dune constante arbiiraiie (n"7U); par suite, tous les êlénie'nls d'une rara'Hérisliqne du premier ordre apparhemient à une infinité de sTirfaces intégrales, dè^wrtdard d'une infinité de constantes arhdvaires. ISfais ou peut cIioïsh arUitrairrment lu valeur d'une dérivée parLiello du sectmd ordre en un [oint de cette caraci/>!lsti<jue, d<; sorte que l'indéterminalio]! se matiil'es,te des le second ordre, l.mdis
U>li:OllAll(i.N hKS tH'.IATJiJN'-». i'i
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(jnello nt' ctMunuMïoe tiuaux »l('iivi'e.s du Iroisi^me ordre pour nno c^jualioii de l;i foim»' la |)liis g.'iK-rale.
Considérons dpux caractéristiques du premier ordre, appartenant à deux systèmes dilîcrents et ayant un cU-nient commun (j-, y, 2, p, y); soionl
i dz — pdx — (jdy = o. / Iz — phx — r/Zy = o,
^A) •; N<//j -f- \J3'. -f- ),,</^ = o, ^ï^ \ N5/) -f ï'^-^' -f >^2«.V =^ <>i ( Nt/ç -t- X,^.r 4- Ho'y = »>; ( NS</ -I- >,o.<.- H- my - (.,
les équations dilîérejilieiles de ces deux sNslènies de raractérisiiques. l/élément du premier ordre commun est compris dans un élémcnl du second ordre (a-, y. z, p, 7. r, s. /\ où j\ v, l satisfont aux cin<| équations
F = o, dp = rdx -{- .'<dy . drj=.s(f.r-\- !dy, op=^rù.r-{ sZy, h/=s-^x-\' 'Zy.
Ces relations s<* réduisent à trois équations distinctes, car les équations fA), jointes aux relations
dp = rd:r -\- sdy, c/»/ = sdjc -|- tdy,
entraînent Ja relation F =; o in" 24), et celle relalion est aussi une conséquence des équations (B) et des relations
Zp := rZx -j- .sov/, 07 := ihx ■■{■- t^y.
Donc ces deux caractérisliïjues du premier ordre appartiennent respectivement à deux caractéristiques du second ordre, ayant un élément commun du second oidre. En rapproclianl celle remarque d'une des propositions précédentes, on en conclut que deux caractéristiques du premier ordre appartenant à des systèmes différents, et ayant un élément commun du premier ordre, détermineni une .-turfacc intégrale et uue seule.
86. I.cs équations de Mon^e «'t d'Arnpèrp jouissent, comme on voit, dune propriété parliculierc. Klnnt donnée une surface intégrale et une caractéristique sur cette surface, il existe une infinité de surfaces intégrales ayant un contact du premier ordre avec la première tout le long de cette courbe; on peut choisir arbitrairement pour ces nouvelles surfaces, la valeur d'une dérivée partielle du scî'ond ordre en un point de la caractéristique. En d'autres termes, il existe des multiplicités M, d'éléments du premier ordre qui appailiennent à une inllnilé de sur-
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faces iiil^gral^'s, la valeur dune dérivée du second ordre pouvani rire choisie arbitrairement en un point de M,. Nous allons examiner si celte propriélé appartient à d'autres équations du second ordre. Soient
une équation du second ordre, et
les (-qualions d'une multiplicité M,. Les valeurs de r, ?, t en un point de cette multiplicité sont déturmiiiées par les trois équations
(32) F — 0, dp = r'jfii; -f sdi/, dq = sdx -\- Idy
qui admettent, en général, un certain nombre de systèmes de solutions, II peut même arriver, si la fonction F est transcendante, quelles admettent une infinité de systèmes de solutions. Nous cherchons à quelles conditions une des troi« dérivées r, 5, / pourra être choisie arbitrairement. S'il en est ainsi, en tirant deux des dérivées >•, s. l des dernières relations, et portant dans léquation F =^ o, il faudra que l'on arrive à une identité. En écrivant ceci, on est conduit à un certain nombre «le relations entre x. y, ^, p, 7. dx. dy, dp, dq. Plusieurs cas peuvent se présenter : 1* il peut arriver que ces relations soient incompatibles (c'est le cas jj^Z-néral ; ; 2° il peut arriver que l'on trouve une ou plusieurs conditions lu* renfermant que cr, ^, 2, p, 7; 3" il peut arriver (|ue les équations de condition reid'ermeut toutes quelques-unes des dinérentielles dcc. dy, dp, dq et, dans ce cas, il pourra y avoir deux ou trois relations distinctes. <Nir elles sont forcément homogènes en dx, dy, dp, dq.
Géométriquement, les résultats s'interprètent comme il suit. Regardons encore x, y, ^, p, 7, dx, dy, dp, dq comme des paramètres, et r, s, t comme des coordonnées courantes. Les équations
^ ' I dq = sdx -f (dy,
reprcsenlont une droite parallèle à une génératrice du cône (T: qui a pour équation
réquation (30} représente une surface (S), Pour (|ue l'équation obtenue en éliminant deux des dérivées >-, v. t entre les équations (30)
1% CUAi'lTKK l\
e\ i'.y.i' se réduiso î\ une itlenlili!, il fauJ «l<mi' (|iw h\ surface (-) odmelto des {^fénéralrices rottiligiies parallèle'; ;i celles du cône l i Si !a foiic lion F {x, //, z, p, q, }•, s. l) est arhitiair*-, il fsl clair «]iie ccia ii'jiura jamais lieu, quelles <]uo soient l«'s valeurs des |»aratn«treh .>;, ,y. .»■, /», </. delà pcul aussi arriver si ./, //, r, ;>, f/ vériliont certaines conditions. Enfin, il peut se fairf que, (piels «pic soient r, ?/. z, p, >/, la surfaeo 1, admette des i^énéralrices paralli-lcs à cclieâ du cône H' ('c <as se subdivise lui-même en deux autres, suivant que ces f;cnéia'nce-i l'onnenl un système continu ou imn. Dans le picniier cas. il y a deux relations distinctes entre .r, y. z, p, 7, dx, dy, dp, 'h/ pour que la droite, représentée par les é(juutii>ns iM'J), appartienne à la suri'ace li]), qui est alors une surface réglée admettant le <;ône (Ti pour cône «les directions asynq»luLiques. Si les fj^énéralrices reclili^Mies «Ir- l'il), purallèles aux génératrices du cône (T). ne fj^rment pas nn syslèiue i-onlinu, les puramètr«'s j:, y, c. p, q,d.i\ dy, dj), dfj doivent vérifier li'ois lelations distinctes.
Nous appellerons cnrnrh'ristùjuc du premier or<Ix<> loni.e multiplicité M, d'éléments du premier ordre, telle que i'?s équa-tions i'.VÙi oi (.'W; se rcduisenl à deux relations distinctes.
Ou deiiionlrera comme plus haut 'n'TO; que toute caiactérislique du premier ordre appartient, en général, à une iidinilé de caractéristiques dn second ordre, dépendant d une coubtante arliilraîrc. En effet, si 3c, y, z, p, (/, sont les cooi'donnees il'un élément d'une ca.r;u:léristique du jiremier 01 die, les relations :
dp =: rd.r 4- sdif, dif — sdti: 4 tily,
entraînent, d'après la deîinition même, i'equaliou T o. On a aussi
W'fir ~- ^d.ci/i/ ; 'ïdr- -. o:
c.ir, d'après la repré»eutuliôn <<eoniéii iq-ue employéi-. (iy\ — dvdy, dxsonl k-s parainèires diiecteuis de la droite {^X.\\, It. S, T sotil les coefHcienls directeurs »lu plan tun^^Mit a i:j ; el la relation qu'il s'agit de veriiier exprime simplement que la génératrice e.st située dan.s le plan tan^^ent. I.e reste du raisonnement s'achève eomme au u" 79, une exception ne pouvant se produire (|ue si S"^ — 41M' esf nul.
Tout ce qui a été dit des caraclérisliipie.-; d'une équation de Montée et d'Anqjère s'étend évidemment a celle n'.uvelle e.spècc de caracté- J'i8ti([ues.
87. Considérons, en particulier, l< s c-qualiuMs V -- o. qui représentent une «njrfaee ivg-lco X), ayant le cône i l'i p-our cône directeur, qiu.nd
ïJitoRir, gfm:h.\i.k of.s cARACTr^inisTiouKs J07
on y regarde r. .v-, t co-nniu' des coordonfiées courantes. Poui qu»» la droite {'V.\) apport i«iiiie ;i h» surface (1^), fJx. dy, tlp.tfq doivent vérifier doux relations distinctes soulemenL hnmogônes en <h\ c?//, dp. rfq,
.. ,. j H U\ y, z, />, ç: r/.r, J//, c/jo, dq) — o.
{ H, {x. y, z. />, r/ : cir, (£;;/, ri^), «^^^ ^= o, '
ces relations, jointes aux suivante?.
d,2 --- pcte -}• qdy.
dp = rf/.r. -f- sdif, dji = 50ÎA- -|- tdy.,
représentent iiiic pri^niière famille d^^ caracléristiquos du second ordre Si S^ — KW'Ï )j'est pa.< mil. l'e(|nalion admet nue seconde famille de cai'actéristi(|nes du second ocdrc. Si S- — 4RT :r= o. la surface (il* est une surface devcloppabic, enveloppe d'un plan niohile qui rest'- constanimcnt parallèle à un pl.in làuiirenl au c<'>ne (T) (11° 78^; les géncratriees do il sont donc parallèles à celles du cône fTh L cqnati(»n admet doue nn système uni(jue de earaoléristiqncs, qui est du premier ordre.
l/étu«le (les earaclèrfî^tique? nous conduit donc a distinguer les équations du second ordre en «quatre grandes classes :
I" Les éqnatîoiis générales (jui admettent flenx sysl^mes différents de caractéristiques, tons les deux du se<-ond ordre;
±" Les équations qui, quand on y resrarde a,, y, z. /). 7. coninie des paramètres, >', v, / conmie des coordotinées courantes, représentent une surface réglée, non du second deg»'»'. «Ion» les jrénéralrices sontparallèlus â celles du x-(i\\fi (T). sans que le plan tnigent à cette surfacp soit parallèle à nn plan tangent an cône (T). l-^lles admettent encore d<Mix systèmes dillV-renls de caructérislîques, nn dn premier ordre, nn du second ordre :
;j° Les équations de Mon^c et d'AnipHre. Il y a deux syslPinns de caractéristiques, en général distincts, tous les deux dn premif^- ordre :
■4° Ivcs équations qui. avec les mêmes conventions, représentent une surface dévoloppal^io admettant le cône (T) puuT cône direeleui-. Elles admettent un seul système do oaracténsiiqnes. qui «^t i\\\ premier ordre.
il e^1 clair ([lie celle dislinclion se CuiiSciAe par toute trjusfoTrriiition de contact.
88. Ninis pouvons mainJenanl t^oniplêler la solution »iu problèiup do ( auihy. Irailc au n" 16. Ktanl «loiinéos mio courbe C et une dévelop nriblc A par^snnt paj- cette courbe, il siijj^il de déterminer une surface iîiti'iîrale d'une équation du second ordre F -= o, passant par la courbe (! et laugente it la di'velojipable A, le long de C, celle surface étant représentée par une équation :
où 4» j-, y) est dévcloppable en série entière d^n-s le voisinage d'un point de la courbe C. Celte courbe ('. et la développable A définissent une nuiltijdicité M, d'éléinenls du premier ordre (a?, y, ;, p, q). Supposons (l'abord que Mi ne suit pas une caracli'-ristique du premier ordre tic IcquatiDn F =■ o : alors, les trois équations :
F =^ o, fin = rcfjL- -'- sdi/, Jq = sdx -j- fciy,
déterminent les valeurs de r, s. / en chaque poinl de la courl»e C. c esl-H-dirc délinisscnl une uinltiplicite simplement infinie d éléments du secunil ordre, renlernianl la multiplicité M,. Si on n'a pas, pour ces valeurs de r. s, t ainsi obtenues, la rel.-jlion :
\M\) Wrly^ — <idx<iy 4- Tdx^ =r o
'ce qui est le cas général), nous avons vu plus haut (n" I 7) <|u il y avait une solution et une seule. Mais si ces valeurs de r, s, (, vérilionl la relation '30), elles doivent aussi satisfaire aux deux autres équalions différentielles des caractéristiques (n° 77) :
pour que le problème admette une solution. S'il n'en est pas ainsi, il ne peut y avoir de surface intégrale répon<lant à la question, ou, du moins, s*'l existe une pareille surface, la courbe C est une courbe sin- ^;uliiMO de celle surface. Enfin, si les équalions {liHj et. ,37 > sonl veiiliées en inèmc temps, on a vu plus haut ;n"83) qu'il exi^le une infinité de surfaces intégrales lépondanl à la question, iine exception ne pouvant se produire que si S^ — 4RTesl nul. Si la multiplicité M, est une caractéristique du premier ordre, on sait
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qu'ellp apparli^nl à une inrmite de cai-aclénstiques du second ordrp «Lt. par conséquenl. il y o encore uno infinité dt solutions, en supp<)«>jni toujours que S* — iR'l' fiGsl pas nul.
89. Consi«l»'rons maintenant en parliculior les équations de \a seconde o( de la troisième cntôjçorio. c'esl-;i-rliiv ccilo:;. (jui. quand un v regard»^ >•, s, I comme dos coordonnée.s oourantfs. rcpiéseiiU'i.f une surface r<'îgfl«''ft (ï), dévoloppable ou non, dont les génératrices sont parallèles à colles du cône (Tj. Les équations d'une droit»; parallèle à. une fçénérafricèdu cône (T; sont de la l'orme
( ? + KS -h v< — o ;
soient
les conditions 'l'iomo^;ènes auxquelles doivent «alislaire les param-'lres A, jA, V. p pour que la droite '(>\'6) soit une génératrice rie la surface (I) représentée par I équation
'4()j "F {rc. y, z p, 9, r, .?, ij := o.
On ideufifle les équations (;if{) avec les équations
( r/p = ro'ar -f .vcZy,
\ dr, z.- sdx 4- /rfy,
cil remplaçant X. p. (a. v, par — ':/p, — (7q, d.r. dj/, respectivement. Par coniiéqueni, eu faisant la même substitution dans les équations (3'.'). on aura deux relalioiis qui, jointes à la relation dz. = pdx -f- qdy, délinis.sent les caractéristiques du premier ordre
!d^ z= pdv -j- f/dy.
H {.i\ y. z, /), q : dr, dy, dp. dq) = o, H, [x, //, ^, p. q: d.v, dy. dp, dq^ = o.
L'équaHon {\0) provient de l'élimination de X, [x. v, p entre les équations ;:i8j et [o\}) ou. ce qui revient au même, de l'élimination de c/j-, dy dp, dq entre les équations (\\] et [^^i]\ si ui\ remplace dp et dq par rdn: -}- vr/y et adx -f- Uiy respectivement dans les deux dernières é({ua-
tions(i2,i, on est conduit à deux équations en j-^ et lélimination de
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ce (IfTnier rapport donnera rmalomonl lequ.ifion (M)'. 0» en conolul, en raisonnant comme ou u«27, «juo le probl.ime de litilp^ryLion de réquiUioji (U)^ peut être posé comme il t^uil ; Tro'j»tir luute< les ntultipiifj'és Mj. composées de muUipUcÀlés cai-ncléris(i<jiws M,, sadsfai^anl ivtù- équations (45).
Si l^s coordonnées d'un point (x-, y, c) d'une surface mlcgrale sont exprimées au moyen de deux varialdes independanles at et 6, (elles que les courljc-; ^ = O" soient précisément les cura/:»éristiques, x.if. -t, p,q devront satisfaire aux quatre relations:
àz _
dx
"tq
es
àp
bv.' àx) "
cf. mvt'T>ement, toulsystéme de solutions de ces quatre équations dunnf^ra une surface inlcgrale
90. A Îh. théorie des caractéristiques du premier «.rdre se rattache la recherche des inlé}<rales intermédiaires;. Klant donnée une équation du second <irdi-e (I*-). nous appeh>ns inl'fcp'ale i/t(arnféiJiat,re toute é(juution' du premier ordre
dont toutes les intégrales, sauf poul-ôlre les intéj^rales singulières, appartiennent à l'équation du second ordre proposée. Soit M, une mullipli( ifé curactéristiquc dc l'équation (43); îl existe, cpmme on sait, une infinité de surfaces intég-rales de cette équation, dépendant dune inlinlté de constantes arbitraires, admeUant tous les élémenls de M, et ajaiil un contact ih\ premier ordre seulement le Ion*.,' de M, I( en résulte que la mull.iplicité M, doit être une caractéristique du premier ordre de 1 équation (K) ; cela nous montre déjà qu'une équatiiu! du ^eotfnd 01 di-^", prise arfnlrainujiûut, n'admet pas diiiLégrale intermédiaire.
Soit donc (K) une équation du second ordre, admettant des ca.ractéri5t;qiies du piemicr ordre. Ces caractéristiques doi\ent vérifier un cer-
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taiî» OiMiibre do reluMons:
f »'♦! H, (.'•. y, j. p. 7 (ù^, c///. dp, '/^^ -z. o. H^ - o. ...
Ijoiiio^èiu'h en dx, dtf, d.^t, dq. DautiH purt. los caractéristiques «le Tôquation '43/ satisfont aux équ;ilions connues
,,M^ d:^ _ 'Ir — 'h^ — '^'/ .
/>?> dq ^x ^ '' a.' 'îy '^^
si on remplace dans Jes cqua-tions (44) (''x. dy. dp, dq p.ir les quantités proportionnelles tirées des équations (i'i). on est ct)nuuil à un cext^un
... . , ;,. . - ^^ àN n' àv ^v
■nombre ci eaiiatioits de cnnaitioii lionio£rrn<'S out— 'T~" ":"' T"' — ^'t ^ ^ àx oy àz àji dq
I.'. recherche dos iutéyiMles mterm-édiaires est ramené»' à un«i question que Ton «^nit trjiit;t;r. la reolierclie des fonctions \ [x, y, z.p.q) qui satisfont à un systèin.0 deqay lions siinultnjiéfs du premier ordre. On arrive aussi uu ntèuit; résultat par !es raisonnements employés au n" O'i. Supposons, en purtifulier. qu une equation(Ejadnielle une iiitfp'ale intei-niédiaire, dépendant de deu.\ liaraniplres essentiellement distincts a, h.
Ci*)) "V (^. y. z^\). >j\ a. h) — o:
l'éqjjation (K) doit resultei- de lélimiTiaîion de a et 6 entre les ti'ois équatirojs (Afi) et (47)
— -\- 1} — - / — — -t- .V - — -=: o. àx ^ ^ àz ^ dp~ àq
èy ' ^ dz ■ p ' iq
Si ou regarde dans ces dernières oj, y, z, /), q comme des constantes données et r, s, t comme des coordonuces courantes, elles rej)T(^sentent une droite parallèle a une génératrice du cône (T). T/équatiou (E) doit donc représenter, avec les mcmcs c<.»nventions, une surface réglée (5]) dont les gonératriees sont parallèles à celles du cône (T).
Inverseinciil, éti«nl donnée une eipialion i E ■ de cette espèce, elle admet un système d«; Ci.u'actét isliques du pri;mier ordre déliai par deux équations htmiogènes en djj. dy. dp, dq:
pour nhli^rnr ^'\ relations auTqvellt\< doif suli.^foirp une integraie nt/ertw'dinirr V, tï suf/îf d y remplacer dx. dy. dp, dq, par
respect ici' ment. Il résulle aussi fin n'Hil que celle rè^e fK'Ui t'ire rcmpluoéf |»ar la ^nivaiile : So'cnf
% [.r, y. ^- ft- Q ' '' (*• •'• r) -' "• t C"^' i'' *' P- 'i' ^- (*• ^1 !^) = "
/e« condtltorif. homfiqéoHK en >.. (/, v. p. f<<7i/r çu^ Ifi droitr
p -\~ ys -1- v^ = O,
«G<V une gènérali-ice de fa surface (S) raprésenlàe par f équation (K). 0>t remplace diin< ces équalioua X. ;;. y., v /7<7r
^V ?V '^^V ^V 'd\ tS_
^ ^f'Vz''àir"*Tz'~èp^ respertir^niCitl.
91. Lors{|u'oii connaît une intégrale inlennédiaire avec deux constantcs urbilruilvs a et (f,
Bour a remaroué que l'on pouvait on déduire une intégrale intermédiaire dépoîidanl d'une lonctior. arbitraire, par la méthode de la variation des constante:?. C'est mic simple conséquence de ce que ia fonction V est déterminée pur «les équations du premier ordre. En eiïet, Considérons les trois équations:
oùf (a) désigne une fonction arbitraire de «; si ontiit; «éludes deux dernières équations et qu on porte ces valeurs dans la première, on est conduit aune nouvelle équation V, =o, qui est aussi une intégrale intermédiaire,
... • 1. «^V. dV, <)V, à\. ^V, , ,
caries dérivées parlielles-— ^» —-'■ -r- % -r «T"^» ont les mêmes cxpres- • dx à)/ <*/ ^p oq "
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,^V dV iV ^\ è\' , . , r .
sions que — - — » — 1 — -) — • La lom'lion \, satisfait doiu- liiiii aux ô-r 01/ dz dp àq
miîmes équations <jMe V.
ï^a rrmarquo do P.onr poul vive rompIéU-»' ».'onime il suit. Iltant donnée uno équation «lu second ordre I"- (|ui admet une inlrf^'rale inleriiHdiaire avec deux constantes arbitraires \' (>•, i/, z, p, 7 ; a. h]., proposons-nous de déterminer une intéfrrale intermédiaire dont une solution soit tangente à une développable donncç A le long d'une courbe donnée C, située sur cette développable. l.e Ion;.»" de (!. x, y, z, p. </ sont cinq foncticas supposées connues «l'une variable >. vérifiant la relation dz =. pd.v -f- qdy. La fonction arbitraire 5 (a\ doit donc satisfaire aux deux relations:
iV [.T, y. î, p, 9 ; a, î, [a) — o,
où on suppose rr, v, ^, /', 7 remplacés par leurs valeurs en fonction de X. Si on difîorentio la première des équations '48) en tenant compte de la seconde, il vient
' ' hy ^ ^ hz àp ' ^ hj ^
v', r/\ z' . p', q' désignant les dérivées par rapport à /. ICn éliminant À entre l'équation (49) et l'équation V = o, on est conduit à une équation qui détermine la fonction inconnue y (a). Cette fonction ^ (a; étant connue, on en déduira par une éliminatiiui l'intégrale intermédiaire cherchée, et la solution «bi problème de Oauchj' est ramenée à l intégration d Tin système d'équations dilTerentielles ordinaires {' ••
(') Quand on élimine a prilm I»>s deii.K oqualions ^'iS*. on est ccnduil a une «iquation ilu premier ordre pour «léterminer sk''.
re) R (<'. a (")• -y {o':] =- o.
Il soniblc iloiic que l'r.ri fitvrail trouver une iiiliiiité de louclions «j» i/) rspnndanf à la question, four expliquer cette apparente conlratlictioii, imaginons <|ij"on oui renvpl.TCé .r. 7, c, j>. q i-n funciion de X, el soit V [x. y, z. p, (f^ a, u) = U ;";. ii, b\. Les équîilions '^48) doviennent
et la queslion revient ù dêterniinur ^ (») de telle sorte que les équations (48 bis) aient une solution commune en w. quelle que soii lu valeur de ),. Or. si on remplace a
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F'renons, par exemple, l'oqualioii
qui reprosenlc, quand un royardo / . .*. ' comme dys <oordonn«es courantes, un cvlindro tivantses g(Miérit trions parallèles it la droite « = o, / :- o. Pour <]iie la droilo
) -f- \<x -J- vv ^: o. f, -f* (J^-^ -}- v' =: f»
soil une génératrice déco ovlindro. il faut que l'on ait :
donc dr 90) tt)utc iiilcgrale inLe'Tii/^diiîirc V d<» IV-qualicm (50'l dnil satisfaire? aux deux équations :
IvU piPiiiicre (l*i ces deux rdalions inontro qu'iVn^» do'i! pasdépendre do p\ 01) voit pusiiiio. iti t<;iiaiiL compte de la. .second*;, que
doit êlr« une fonction linéairf de p
/•(/. .-•;. >/, 7, >.. .7) ■= f {x. II. 7. 7. t) ^ ,rl (x. y. ,-, 7, /), jmr uni" couslbiiti- ^jihilraii'c >,. U foiii:liiiu 9 r^/) Orfirn»; p^r i •jf|iiHfion T«iioiid u la quotton. car en u aussi
au , ^n
On a .lirii! lintcgrale générale de ') cqn.iiif.n (*'). mais ^\ y a.un oulre. une 'wlt^raix: smff.uheTe qu on nMicnt en éTimlndnt \ cnUe les Jeux équalinns:
IJ ~ <}. — — o.
c'rsr celle intégrale qui 'Jr.iine lit vent.ilil.j solullondu pTobteme pi<»|)o?c
TIIKOKIK CENKHALf: DES GAU A<:TKIUSTIQIJKS -iO.i
et la luiiotiOM V [x, ;/. :. 7) doii batisfairo aux deux équations :
De l'équaliori V (u;, y, 6*, </) = o ifTuiqiiioiis qu'un ail tiré 7 —À a, v ?). colt»; t'oixiioii ). «ioii éirt* uneitité_:^rak* des deux équahoiisj :
a , . Oa
Oa\
i'our que ré(|uati(»u (50) adiiK.'tte. iiuo iiitroralc inieniiédiaire dépendant (ie deux constaiiti-s arbitraires, il faut que les i^^iialioiis 52y roi'inentuu système eu iuvolutiuu. Ou apereoil aisément deux cas partie.uliers ou il eu est ainsi ; 1" si l — u, et qu<.' s. ne d<-pende pas de *, l'équatioii du se<;oud ordre v — ■\>\'i^^ y-. 7. t'i = '^ admet toutes les iuteifrales de ré<|u;diuM du preiniet- oïdiv 7 jz:/,(.r, y), pourvu que a vérifie la relation
2' si î, -- o tl que •]/ ii« dcjteride pas de .>;, l'équatioi! du second ordre .ç — ;y|i'/, :, 7, tj — o iidunt luutes les inté;;Tales de l'équation du premier oi<ire 7 =■ >, ^y, .:), pourvu «jue à vérilie la relation
93. Nous allons encore cliereher à ohtfuii- toutes les équations du second ordre, de la forme cousidér<'e, telles qu»', les deux équations, auxquelles doit satisfaire une iuté}.,^rale intermédiaire V \'".,v, 3,f>. 7;, forment \\n syslt'-me eu invululion.
Les deux iquatious homoî^èues en tf:i\ di/, dp, dij. ijui délinissen» lus OrtraolérislK|ues liii piemiet' ordre, peuvent toujours, ou le vérifie faci-
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lemenl, <Mrp resulues par rapport à l'un des roupies de dilTorenlielIes :
dp. (Jq), {dp, dy"'. (do. dx\ {da\ di/'j,
o[ on ram«'ne les Irois derniers c;i> au piviniiM- en appliipiajil à l'équation proposée la Iransfornialion d'Ani|)Lr(' nu celle de f^e^^endro. On pciil donc, sans reslreiinhv la p'nrralilé, supposer les équations dilTeienlielles des caraclérisliques du premier ordre résolues par rapport à dp cl dij ; il eu resuite que les équations auxquelles doit satisfaire uut; intégrale intermédiaire V seront résolues par rapport à
àx ^ âz ày èz
Elles pourront done s'écrire :
,^.„> 1 àx dz \ dp iV/ /
/et o Pl.-^nl des fonctions homogènes et du prenner degré ^le— • - — Pour plus à*i symétrie dan? les notations, posons:
fC — .r,, y - X.,. z ~ x.^, p = a\., y — .r^, ^V è\ 'dV 7»V ^V
les equnlions précédentes deviennent :
(54) ^ *^ ~ ''* "^ ■^''''' " ^^^'" "^^^ '^" ^^' ''5: /^r i"r.) = "' ' H, = ^^ -j- .7-5P, — o i. -'>•,, .'c.^, .^3, rr,, .tv ; 7-;.. ^jjl = o.
On sait que toute intégrale commune à ces deux é<juations satisfait aussi a l'équation :
en déveln[»panl les calculs, on trouve
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Pour que les équations (o^; formcnf un système en involulion, il faut que Véqnation (II, H,) = o soil une conséquence des premières, et. conin)o elle ne vonformo ni p^, ni p^. elle doit se réduire ii une i<lentité. D'ailleurs, elle est linéaire en p^ ; les deux fonctions /"et s doivent donc salisfaire aux detix relations:
La première équation (55) montre que f ci !j> sont les dérivées partielles d'une fonction de .r , , r^, rt-j, cr^^ Tj, p,, p,, par rapport à p^ et à p^ lespectivcnienl ; et, comme /"el -4. sont liomof?'^nes et du premier degré en p^. JO5, 01» peut supposer cpie la fonction dont elles sont les dérivées partielles est liomogène et. du second degré. Kcrivons-la:
en posant '/ = ~^- On aura donc Pi
et en portant ces valeurs de f et de * dans l'équation (a6\ elle devient
\ ^ ix^~ ^ ^r.^
VowT remonter à l'équation du second ordre elle-même, remarquons (pie les équations des caractéristiques du premier ordre seront alors, cri revenant aux nf»tations primitives,
^ + t-]f [x, y, z, p, q : oi] - m'^ = 0,
dx dm
en posant m — :^- On obtiendra l'éipiation du second ordre en rem- * diV
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plas-ant rfp par >y/.v -j- av/y. dq par v./.c -f 'dij, pI .'liiuimnt onsiiilo le
du iMpport -j-* ou, ce r|ui re
eulro lus deux tipialiont»
iMPport -r-* ou, ce qui revient au inomc. on «Miiniiiant le paranuMie m
y -f *•»/? 4- 2J/ ',.'•, ,v. ;, p. 7 ; w) — m ^^J^.:- o, i 4- bn f — î- — o.
Or, si DU regarde dans cos (tpialions x. y, z, ;j, ^ comme des conslontes données, m comme un paramètre variable, ?*, •«, f Cumme dea coordonnées courantes, elles r«iprc<;cnteut une droite qui est la carats léristique du plan inoliile
r - 2^/7/ -f- lin- -\- i-\ {•II) ■= 0.
0/J ottLient Jonc touiiis Ui-s •'•<jUJt'io,i!i du .tt'coiui ordre ckcrcluuis en é.liininanl le paramètre m enwe U^s darr équations:
/■ -f- -Isni {- f-yii"- -L tl i.r. If. ;, />, 7 ; rii\ = o, H
la fonction ■if doit en outre satisfaire à l'équation toT), oi' on aurait remplacé .i", , .r^, .''3, .c^^ ./'j, tf par :/\ y, 5", ;;, 7, m yespeclioemenl .
On remarquera (pie, pour i.ttutes ces équations du second ordre, les deux systèmes de raractci'isliqucs sont confondus ; c'esl la généralisation d'une piopriété déjà élaitlic pour les équations de Monye eld'Am' père ^n* 34).
94. 1/intégration tl'unc équation du second onlre appartenant à la classtMjue nous vciK^ns de dcfiiiir se ramène toujours u riiitoj^ralion du système en involulion (5Hj Suit, en effet, V(u\r/, s, p, q,a, h) une inlégrde dé i>e système avec deux (.unstanles arbitraires o et A. Kn différenlinnt les équations (o3i par 1 apport h a, il vient :
^fl.\.: "*" ^ >fl.>r ~ ^ ,y^\ .\u> "*~ ^ i^\ \i:>q '
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On en déduit
en remplaçant r- -\- p — ' r-r" "H P T~: P^'* 'eiirs expression:;, il
reste, en tenant compte de la relation (55),
Iv l^l_m(_i^'^j_ K-'^^^À
Comme /^ el 9 sont des fonctions homogènes el du premier degré de x— el de — ' Il vient enfm
On démontre de la même fa^^on que l'on a
si on différentie les relations (58) el (59) par rapport k b el à « respectivement, il vient:
d'où on tire :
On voit donc que les trois équations (6O1 \-o, -^-^ = .. ^^p,
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OU ft el s sont ileux onnslanl'îs qutilcoïKjuos, repr«'<*ontent une miiltiplirite Vj., dont tous les élenienis satisfont à la ivl.ilion V r=: o, c e3t-àdire nue iuti'ji^^rjile complète de ceti» iMjnalion du premier ordre. On peuJ, par suile, ohtonir l"inlegr<4le yéaérale ilel équation V ^= n par de
simples eliminalitiiis. Ccoi suppose qur Y. •-— ' — r sont des lonclions
distinctes de x, y. ~. p, g; mais on |.eiit toujours choisir "une intégrale Citmpiéte du systtun' satisfaisant à celle condinon, car on peut choisir arbriraircmeTit la fonclion de 2. p. q. a, ^'. à laijuellp se réduit V pour X zsz Xft, y =-- yj, puisque le système est en iiivolution. Si on élimine a el '' «Milro h's relatioTis
V (x, y. iT. p, 7 : o, b) =- .-> i' ---: tt (rr), T" ~^ 'Îâ ^' W ~ *'•
ou t: [a) est unefonciion quelconque de a, on obtient ane nouvelle ialégralc intermédiaire V, r= u. qm •^'inlèî^re aus^5l sans aucune difficulté. En t'iïct, pivnons pour i> une l'OTiction •} (<*, a', i]. dép«'adant<lo deuxuouvolles constantes a et b', et se réduisant à r (aj pour a' = a'^, 4' = i'^. IjU nouvelle rntegi-ale intermédiaire dépend des deux constantes arbitraires rt'et ù . t-i on pont lui appliquer la Tn(*^me méthode <|u'à la pre- Màidro. L'inté^ratKMî de l'équatiDJi du second ordre n'e.vige donc que des éliminations, si on a inlégjéle syst<-me en iTivoluli<Mi ;S.S).
95. On peut obtenir pour l'intégrale {générale de l'éciuation du second »«i-die des formules analoi^ues à. celles que l'on uobtemies au ii* iî4, dans le cas des équations de Moiiy;e et d'Ampère. Ktanf données les trois équations :
(61) V.-=o. Z. = .:a). ^lj^^lr:{a)--.:K
imaginons que des deux dernier^ on lire les valeurs do a et ^ en fom> lion de r, y, z, p, q, et qu'on poritt <e.H valeurs; de « et de 6 dans V.
— > — ; on obtient ain.si trois fonctions V^, \\, Vg, qui sonnt encore en
involution, quelle que soit la fonction i:[a\. En effet, remplaçons; dans V, a par a -}- a\ h par % [a) -f- *'t (i et è' étant deux nouvelles constantes, que nous .supposons coTmues : Si on élimine ensuite a H b «'utre les équations (ttl^, on e.st conduit à une nouvelle intégrale ialermédiaire du [tremier ordre
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qui dépend ftiicore Je doux coTistanleb a', b . On n doitc aussi :
or, pour a ^ b — o, W, t~7' -^^tt »e i-edmsent respectivement a y.,
Vj, Vj. comme il est facile de s'en, assorer. Il suit de là que tes trois équations
on X et p sont deux constantes arbitr;»ires, représenlont une JTiiégrale complète de l'équation V, = o. Cette intégrale ccrmplète s'obtiendra par Véiiminaliun <le ji et y entre ces trois équations ou encore, d'après ISLsig-nifîcaJion de \ , , Y^. V,, par l'éHmi-natioii de /), q^ a, i, entre les cinq relations
Si on élimine dabord p et 9 entre Ja premièie et les doux deriiièrt-s, il restera ensuite à eliTniner a et ft entre trois équations
Il (a?. \j, z, a, 6, tr., fj) - 0. h — 77 (a), a + tt' (d) f. =r o,
n étanJLune fonction déLermintie de a:,y^ ?, a, A, », [i. Maison peut substituer à Tune des constantes a, p, à x pur exemple, la constante o définie par l'équation a •-(- ^r' fa) fJ = o. ce qui revient à éliminer Z» et a au lieu de a et A. Cette élimination se fait delle-nicme, et ou est conduit à l'intégrale complète
II {x, y, z, rt, nia), — fJ:r' (o), f[ = o,
avec deux constantes arbitraires a et p. Si on remplace ensuite ^ par une fonction arbitraire de a, x («S on a, pour rcpresenter l'intégrale générale de réqualion du second ordre proposée, un système de deux équations de la forme suivante
l * [a-, y. z. a., r [a], n {a), x [a)] = (», (62) < M» a* ,, <)'»' wx , >!» ,f .
n et 2. étant deux fonctions arbitraires ('). On peut donc énoncer le Ihéorènic s\iivant :
Lorsque le sysLème (53) est en inmtutiov. soit V {x, //, 2, p, q, a, b) une. intégrait^ de ce sysiènte ocec devcc covsinnlois arbitraires a et b, telle
Quc V — ' — soient des fonc fions distincles de s, /), q ; l'intégrale
générale de l'équation de second crrdre vorrespowlatUe t^si représenter, par le si/stème d''i d'>uo: èqvations T»2), dont la première s'obtient en, éliminant p el q entre les trois équations
^="' Ja'-^-'^ 3?"^^'
et remplaçant bpar t (a), p p'.ir 2, [ci] et xpar — n' (a) 2 {(t).
96. Pour la delerminalion de toutes le^ équalions du second ordre qui sinlègrenl de celle l'açon, je renverrai le lectetii" à'un mémoire que j'ai pulijié ior(»mmoril (^)- Je signalerai seulement une solution évidente: lorsque la l'oncUon 0 (,r. y, z, p, q : u), qui doit satisfaire a l'équation (57) no dép^ind d'aucune des varialïles x\ g, z, p, q, celle équation est satisfaite d'elle-même. L'équation du second ordre ccu-rcspondante ne renferme que ?', .?, / et s'obtient en cherchant lenveloppe du plan mubile
r -j- 'ism -\- (m' f- 2<|* i(iii) = o,
^ ()») étant une f'onclion quelconque du paramètre m. Le système (51»), qui détermine les intégrales intermédiaires, devient ici :
èx ~^ ^ z "dp
on vérifie aisément qu'il est en involution. Cherchons une intégrale de
(') Voir ma note Sur tes întryrales inlermcdiaires des cr/autionf aux dérivées partielles du second ordrv 'Comptes rendus, torac CXll; l'J luai !8i>2;. (2) Aria Malhematua. t. XIX, p. 285-340.
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ce système de la forme
V — p -f- ft -j- <■> (z -}- ax -f 6/v. q -f • /') = <» ; ïes équations (<»•'<) devienneni
OUI , I ômX
en posant »< = *-}" ^'•'^ H" ^.V* «• =^ 7 -f '' Adjoignons aux équations (61) les deux équa lions
il vient alors
4'' (b) îî-i/'(p) — 2^(8)
et en porlani ces valeurs do o. — - —♦ v dans la relation
^ ov de
dM = — r/w -f- — «y.
3t/ ûo
on est conduit à l'équation
or*
d où on tire
On obtiendra donc une intégrale intermédiaire delà forme demandée en éliminant a et {J entre les trois équations
.L(Bi . •V(8) ■ 2<î/(6i — Sv:.'(3)
cette élimination u'esl possible que si la fonction J/ est donnée, mais on peut cependant appliquer la méthode du n" 9o sans qu'il soit nécessaire de particulariser cotte fonction. Pour la commodité des ciilçuls, chan-
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goons a en -i et posons
\' ^ z-[-ax^bu^ a2.|» (P), a et p étant déterminés par l»s d(?ux équations
f A =.- ..f (6), p + a = a j 2* (p) - Pf (p
On a
les valeui"S des (Jeiivtes partielles --• — ■ t^; r^ se tirent des deux der- ^ ôa do oa Où
nièrfs é(|ua.tiuas et il reste, toutes l'éductaons faites,
Pour appliquer h» méthode générale, nous devons éliminer « et p entre les trois équations:
V = ^ -f ff.r -f *y + ^^ (P) = f>^
el i-emplacer ensuite b par w (a), h' par/ (al et a' par — -n' («) / {à\. Ij« fonction «l» qui fîgui-e dans les formules (62j a alors pour expression
'I' [aï, y. 2, a, » (a), ir'(a). x {^)] — ^ -f- ^-^ + .V^: f«)
^ ' '• ^ ' ^ / a; -1- » (rt; ;ç (a) )
Remarque, — Les équations précédentes paraissent au premier abord 1res [)artaculières, mais il convient d« remarquer q\i"on a une catégorie beaucoup plus étendue d'éfjuatiojLS. s*intéçrant complètement jiar cette mcthode, eii considérant les éqiialions du second ordre nui peuvent se ramener à la forme précédente pau- ime traasfoa-nialifm de conlaet. "En élimiTiaTit a et p entre les eqTjaticms (65). on est conduit à une intégrale
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intermédiiiirt'de la fonue
Y — z -^ ax -^ by ->r G [p -\- ii^ q •{■ à) ~ o,
(i étant une fonction homogène et du stM-ond «Je^ré de p -\- a B\ ({-{-'> : il est facile Ol«; véiifitT qii'on n bien, quoile que suit la fonction G,
liCs équations du second ordre, que l'on déduit des précedenles par une transloimation de contact, admettent d«inc une intégiitle intermédiaire delà forme
Z -f aX -f «Y 4- G ^P 4- a. Q -f 6) :^ o.
G étani une fonction homogène du second deg^é, et X, Yj Z. P, Q cinq fonctions de o;. y. 2-. jo, Çj donnant lieu à l'identité
'/Z - Vd^ — OjPf = (,(dz - pdx — qdy).
C'est ainsi que toutes les équations de Mong-c >•[ d'Ampère, appartenant à la classe précédente, peuvent se ramener, par une transforiuation de conlact, à l'équàtàonr — o (a" 30).
37. Lorsquyne équation du second ordre ne représente pas unfi surface ré<çlée (S) ayant ses g"éaératrices parallèles à celles du cAne (T), quelles que soient les valeurs atlrihiiées à rc, y, z, p, g, elle ne peut admettre d'inte^ralô intermédiaire dépendant de deux constantes arbiiraîr'^s (n* 90) ; mais elle peut admettre des intégrales intermédiaires dépendant Anne constante arbitraire ; on les oTîliendra par Tapplication de la méthode générale, en formant d'abord les équationsdescaracteristiques du pi-emier ordre. Par exemple. Te'qualion r^ — ^t :=. o admet l'intégrale intermédiaire^ — a = o. D'une înaniére plus générale, prenons une équation de la forme
P =: (rf — y2)'» Q,
OU V e»l une fonction de />, q, r, .ç, t, homogène par rapport à r, s, t, etQ une fonction des variables .r. y^ 2, p, ç, r, *% /, qtu reste finie lorsqu»; rt — .s^ :=z o. Poisson a remarqué qu'on pouvait obtenir des intéf^rales intermédiaires de la forme
pj
on oblien», en effet, pour déterminer la fonction <^, une équation difîérenlielle du premier ordre
F fP- ?(P> ?'(7')l =«^ car on u alors
s rr •» (p) r; ' = ? (p) *'• **' — *^ = o.
Ce procède revient a chercher les surfaces développahles qui satisfont à l'équation pi-oposée. Ainsi, pour lequalion
r- — f^ — ri — \'
la fonction ^ [p) doit satisfaire à la relation
en prenant les valeurs réelles seulement, on doit donc avoir
rt ± y
bi une équation du second ordre admet une intégrale intermédiaire \' = u. ne dépendant d'aucune constante arbitraire, les équations honio-
ffenes en — '^r~'^ ' t~^' ^t"" auxquelles doil salisiaire ra fonction V, " T ^;/ d^ dp àg ^
no doivent être vériliées qu'en tenant compte de la relation V r^ o. On
lève la dilliculté comme plus haut (n" 53V en imaginant qu'on ait tiré
de cette équation une variable en fonction des aulres, par exemple
9 =_ À (x, y, z, p). Les équations en V donnent des équations pour
déterminer la l'onction inconnu*^ X.
98, Le. distinction fondamentale entre les deux espèces de caraclérifliquos, du premier et du second ordre, se trouve déjà contenue implii^itt^menl dans le mémoire d'Ampère. Nous allons indiquer rapidement les considérations dont il s'est servi, en nous bornant, pour fixer les idées, aux é(ju.ilinus de la preinicre riavse.
Supposons que les coordonnées d'un point d'une surface soient des fonctittns connues de deo.x variables indépendantes »el p. d'une fonction arbitraire s (») et d'une fonction arbitraire ji (§), ainsi que de leurs dérivées a,', ^* «{/'. 'y.... jusqu'à un ordre déterminé
( X = F, [a, p: f [uj, <p' (c), ... ^"" (a); ^ (8), ^ (p). ... .^W (p)].
[m U =--T,[r,fi-jli) •!'"'1P}1>
(c =-T,[;,y,o{x) '^<'MP3]:
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on (lit qu'une équation du second ordre appartient à lajireinière classe, si rintégrnle générale de cette équation peut (*tre repre.sef)trc par des formules de la forme (GO), les fonctions / et <!' restant arbitraires. On pourrait aussi supposer, sans que les raisonnements qui vont suivre subissent de modilicalion essentielle, que les fondions arbitraires et leurs dérivées (igurenf sons des signes d'intégration, pourvu qu'elles n'y soient engagées qv'aoec des constantes, la quantité dont elles sont composées et la différentielle de cette quantité. II pourrait aussi arriver que les deux fonctions » et vî; dépendent de la nièrne variable, a. par exemple. Enfin, les conclusions que nous allons obtenir s'appliqueraient encore au cas où les formules (6C) ne renfermjevaienl qu'une fonction arbitraire.
Les dérivées premières;) et q se déduiront des deux relations
'dz èx 2y
ap ""^^fj ■^' '^ if
on calculeia ensuite de proche en proche les valeurs des dérivées successives, ;•, s, t. ... etc. II arrivera généralement qu'au bout d'un certain nombre d opérations ces dérivées contiendront des dérivées des fonctions arbitraires <& et <h. d'un ordre supérieur à l'ordre des plus hautes dérivées qui figurent dans les formules (6b). S'il en était autrement, les expressions de x. y. i, et de toutes les dérivées partielles de z par rapport à a: et à y, ne dépendraient, en réalité, que d'un nombre fini de constantes; cas que nous écarterons. Par exemple, suppos«»ns que la dérivée 06'^+ '' i'») ligure pour la première fois dans une dérivée d'ordre n^ ptie ; alors la dérivée <p*'' *" '' (a) figurera dans les dérivée.'? d'ordre n r I • et ainsi de suite. On a, en effet,
'3p,> _ 2x av.
comme /),x contient f''*'M*)i^^ contiendra 3'/"+ 3) (a) et, par suite.
cette dérivée figurera dans l'une au moins des dérivées P; + i,a,Jîi./1 + v Lorsque les dérivées d'un certain ordre ne renferment pas d'autres dérivées de la fonction arbitraire o [\) que celles qui figurent dans les formules ((>t)j, Ampère dit que ces dérivées sont homogènes à rintégrale t'elaliûcment à x\ dans le cas contraire, elles sont heléroyènes à rintégrale. II résulte de la remarque précédente que si les dérivées d'un
ti8 (IIAPITHE IV
certain. i»rdro sonl liomoj;»Mus n linfcgralo, relativciuonl à a, il en esl de mémo de Ulules Jcs th'rivëes d'ordre inférieur it celles-là.
Q,iianH on utlrihue aux fonolicms arliilrairos f et j* dis formes délrrminees, les formules W») représentent une eirlaine surface S. Sur la surface? S les courbes x = C" représenlent des caractéristiques. Prenons, «"u elTet. la courbe a -- a^ ; on pcirt choisir, et dune infinité de • manières, une fonctioii 4» (a) qui prenTie, ainsi ()ue ses dérivées, jusqu'à un ordre aussi élevé qu'on le veul, les mêmes valeurs pour a = a„ que la fonction ^ {r) et ses dérivées du même ordre, tandis que, h partir d'un cerlaiTi ordi-e, les valeurs des dérivées de 't* \^x) et de -p ^x) ne sont plus les mêmes. En particulier, on peut cTioisir une fonction 'I»»;, dépendant d une infinité de constantes arl)itraiTes, telle que les valeurs de p et do q soient K-b mêmes, pour x = -/„ quand on remplace 'y (a) par «I» (flt). La surface obtenue on remjjlatant dans b'S formules (66) la fonction ^ ix)par '^"{»), t»)ut en «onsorvaTit la même fonction <^ (fJ), sera donc tanirente à la première tout le lor»^ de la court»; % ■::: t^, ce qui prouva l»ie!i <}ue cette courbe est irnc caractéristique.
On peut loujoars supposer que les derivces du premier ordre j» et q sont h«>mogèiiet> a ItntegraK' par rapport aa: s'il n'en était pas ainsi, il siil'firail d'effectuer nue transformation do contact pour t'-lre ramené à ce cas. Miiis les dérrvées du .secmid ordre peuvent être liomog^ènes ou hétérogènes a Vinbegrale. Dans le premier cas, les valeurs de r, s, l Konl les mêmes pour toutes les surface.s intégrales qui sont tangentes à la première le lon^ de l,i caractéristique a z- x^ \ c'est done une caractéristi^^ue àv second ordre Dans le second cas, il existe xme infinité de surfiiCe."* intégrales, dépeudant d une infinité de constantes arbitraires-, ayant un contact du premier ordre se\ilem ont avec la première surface. le long de la courbe a. — a„ : c'est donc une caractéristique duprcmier ordre.
99. Pour reconnaître si une équation du second ordre admet une intef^rale delà forme f'66j, ou la fonction ç. (a) est arbitraire, et où les dérivées du second ordre sont bétérogènes à l'intégrale relativement à a, Ampère procède comme il suit. Supposons qu on ait attribué à la fonction f une forme déterminée, et imaginons qu'on ait tiré de ces formules y et î en fonction de y et de a,
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laTelation dz ^=. prix -\- qdy nous dcHme
en posant
V-x / àa ^ ày • ^''^ ^ ••• ^- y't) (a
Représentons, poui- ahr»'fj^or, par la lettre v la valeur (!•• q ; on a
7=1/, P == e - ^' TT*
cl, par hypoLlièse, ces valeurs do /) »'t do y ne renfexnient f|iie 3. (a) et ses dérivées jusqu'à l'urdre h. On a ensnifc
^ ' ô^ 3jc àr ' ?ir 7)0. àœ
et on en. tire
bv /^\ /— \
les dérivées -^' r- ;r^ sont ovideniniont lutrnoîrmes a I inleoralt; ?x èx ^-t- '^ '^
, réiativpment à a. el la nouvelle dérivée (|ui s introduit :p'''+ '^;a) ne peut apparaître que dn-ns le terme — : -f-^w portant ces valeurs de r, *, f dans l'équation du second ordre proposée, elle s'écrit:
P. Q. R ne renformanf quea;.y< ^, p. g, -r-' n ' r'^ r^' Comme la dérivée 5. f* • '> (a) ne fitjure (juc dans le quolieiit — : '- ' il faudra donc que
iiU OHAHITRK IV
l'on ait séparëmoni :
et ces équations, jointe» aux deux relations
3ï "2^ èz iy
'àx ~ ^'^ ^ dx 'b^ ^ ^ ^'
détermineront, si elles sont compatibles, j/ et s en ftmclion de .rel de x. Il est aisf de vérilier que le calcul précédent est identique à celui que l'un devrait faire pour obtenir les conditions auxqnelie^ doit satisfaire une caractéristique du premier ordre. En effet, si on considère, dans les équations (68), r, *, t comme des coonJonnées courantes, et
— ■ -r- comme un paramètre variable, ces équations représentent une
droite ; léquation 60 est cçlle qui donnerait les valeurs du paramètre •«.'orrespondant aux points d inl^rsection de cette droite avec la surface ropré<ienléc par l'equalion du second ordre. Les équations (70) expriment donc que la droite
"Jr , au "àç , dy
est située tout entière sur la surface représentée par l'équation du second ordre; les équations (70^ sont, par conséquent. les équations différeniieljps des cararleristiques du premier ordre.
100. Prenons, par exemple, l'équalion considérée par Ampère (') (71) si -^ X {)•/ — *«)» = o.
En éliminant r et s entre celte équation et les suivantes
2x ^ zx ^x ~ ix
on est conduit a l'équation :
\^x) ^ \ :'X Kbx) YôX ^iX x) )
^ ' P \dx ' 2x bx) ^- I (1) Journal de l'École Polytechnique. XVII» cahier, p. f.4
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qui se réduit à une identité pourvu que l'on ait :
l/équation proposoe admet donc une laniille de carnclerisliques du premier ordre. Pour savoir s'il existe des intégrales intermédiaires du premier ordre, nous avons à n?rhercher les int<yrales cointnunes aux dcu.\ équations
en prenant pour variables ind*^pendantes x, y, /), 9 et v — z — qy. elles deviennent
BF (W , ^F\2 ^F/'<)F :^F
La première montre que F iuî doit pas dépendre de y : on a ensuite W ,^F\2 ^K -àF
et on en tire l'acilement une intégrale intermédiaire avec deux constantes arbitraires u et /y,
p z^la \l'x — a'^q 4- b.
Toute autre intégrale intermédiaire est de la forme Vh\ p, q) r^ o. et s'intègre par quadratures; la solution du problème de Cauchy est donc ramenée à une quadrature.
On peut aussi ol>tenir des formules pour représenter l'intégrale générale. Une intégrale intermédiaire s'obtient en éliminanl a entre les deux équations
\fx ^ aq -\ f \a] ~ 0 :
pour intégrer celle équation du premier ordre, im.tginons quon prenne pour variables indépendantes x -— q, et une autre variable p délinie par la relation :
SX = 4 — ^' lfj)i
*îiz «.ILVflTRi: IV
oe qui iluniio
()ii a jiiibi cr, p. ç on function clo x el «Ji i ; ]n>\iv délenniner v, il suffit <l rx[»rimei qun
esl une differoiitifll»' cxacle; Ce «jui Honne,
et. par siiil«, 1/ sobtienl par une quadrature. On a ensuite ^ par une nouvelle quadrature el finalement x, y, z. 7), q s'expiinient au moyen des variables a, p par Jes formules BuivaaLeS
J.es valeurs dii r, .s, / se ealcuKroiil ensuite au moyer» tle^j trois relations
Comme on devait s'y attendre, ces dérivres secondes sont hétérogènes à l'inft'giale [»ar rapport h a pt homngpnes s l'intégrale par rapport à p. Ou peut "intcgreT de la même façon les équations de ia forme
où X est une fonction quelconque de la variable x.
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ExEncici.s
I" Les seules équation*!;, dont les cnractérisliques des deux systèmes supposés HisUiiots sonld«'s lignes asymplolinuos, sont de la forine :
rt'-s^ -f /■ r^, y, z,p, q) = o:
2" Les équations dont les deux systèmes de caractéristiques sont confoadus. et pour lesquelles ces caractéristiques sont des lij^iies asymptotiqueS, sont de la forme :
X étant une fonction de x, j/, z, p, q; .']• Taiite équation fîe la, forme
P [ X.y. t, p,q; rt — .?V J = o
a un syslèTne de caraciéristiques du premier ordre, formé de lignes asymplotjqucs. Heciproque :
4"" Tiouver les équations les plus généralps pour lesquelles les caracléi'istiqups d'un seul des syslemes sont des li;^es asymntotiquos;
5° Tiailer les Tnémes questions en remplaçajtt les lignes asymptotiques par les lignes de «"ourbure ;
6" Si les caracléristiques forment sur cliaque surface ititégrale un réseau Ct>njug-ué, l'équation est homogène en r, *•, / ;
7** Si les caractérisiiques forment sur chaque surface intégrale deux familles de courbes ortbogonab'S, l'cqualiou est de la forine :
F P». !/, ', p, 7 ; pg>' — f • -f p^)i, pqi — (* -f- ?')*] = <> ;
H° Si une équation du second ordre admet des caracléristiques du premier ordre, définies par trois équations homogènes enrfrtr, dy, dp, dq,
"H» (û-', y, r,P, q: dr, dy, dp, dq) ~ o, Hg z^ o, II, = o.
les intégrales de cette équation sur lesquelles existe une famille de caractéristiques du premitT ordre vcrilient deux équations simultanées du second ordre linéaires en r, j-, i :
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Erempie: ri — ^«'x-/' -}- pi/ — qs .- o Ampère) : 9" Les surfaces eiiveli»ppées par la famille de surfaces
* -f- ac 4- yn (a) -I- ^ h i («' = o,
ou n esl un i>ar.<mflrc variable, rt [a] et ^ (^^ doux fonctions arl)ilraires, vérifient une même éqiiahun aux dérivées parliolles du second ordre; 10' Intégrer jpqiiation
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PRÉFACE
Le pirsont volume ronlermc la fin de mon ouvrage sur les Eq nations nii.i' drrirrps pnrlicllcs du sec owl ordre . Il est consacra' presijue en entier à l'exposition de la méthode de Laplace et de la méthode plus générale de M, Darboux. J'avais d'abord eu Tinlenlion de terminer ce volume par un cha[)itre sur l'intégration par ({Hodralurcs partielles. Mais j'ai préféré rester dans le même ordre d'idées, et j'ai consacré le dernier chapitre à diverses généralisations des méthodes précédemment exposées.
M. Hourlet et mon éditeur. M. Hermann. m'ont continué pour ce second volume le concours qu'ils m'avaient prêté pour le premier. M. E. Cesserai, qui a pris une part active à la correction des é|)reuves, m'a soumis sur |)lusi(nirs poiuîs des remarques (tout j'ai prolit(' pour ma rédaction. M. Léonce Laugel. bien connu (lu public mathématique par les nombreuses traductions qu'il a déjà publiées, a bien voulu traduire pour moi plusieurs mémoires importants. Je leur adresse à tous mes alVeclucMix j-emerciements.
10 (l.'rcmbrc 1807.
E. GOURSAT
LEÇONS
SUR i;iNTÉGRVT10N DES ÉQUATIONS
Les deux cas «rinlégrabililé par la méthode do Monge. — Transformations do Laplace. — Dôlmition des invariants. — Étude de la suite de F,a[»lace. — Recherche des cas où la suite de Laplace est terminée dans un sens ou dans les deux sens. — Retour sur l'équation aux dérivées partielles des surfaces minima. — Proposition permettant de reconnaître, dans certains cas, que la suite de Laplace est limitée. — Application aux surfaces à lignes de courbure planes. — Extension de la méthode de Laplace aux équations linéaires do forme quelconque, d'après Legendre. •-- Classification des équations linéaires en trois types.
Soit
une équation linéaire où les coefficients a, b, c et le second membre M sont des fonctions données des variables indépendantes x et y. Pour que cette équation admette une intégrale intermédiaire dépendant d'une fonction arbitraire, on a vu plus haut (t. I, p. 94) que les coefficients a., b. c doivent vérifier lune au moins des deux relations ('')
■r- -\- ao — c =: o. — 4- ab — c = o.
C) Auteurs à consulter: Evier. Inslilidiones Calculi Inlef/ralix (t. III). — Laplace, Recherches sur le calcul intéf/ral aux différences partielles (.Mémoires de l'Académie; 1173). — UAneoux, Leçons sur la théorie [/énérale des surfaces (t. II; chapitre ii et suivants).
(') Ces conditions ont dabord été trouvées par Eider, en cherchant à ramener Téquation (1) à l'une des formes :
par un changement de fonction inconnue tel que : := ve" (Institutiones Calculi Integralis, t. 111. Pars prima. Sectio secunda.)
IKTéoRATlOM DBS ÉQUATIOÎtS. — Tume II. 1
Supposons, par exemple, que l'on ait
l'équation [i) peut s'écrire
En prenant pour fonction inconnue :^ \- a: ^ m, cette fonction u est
«lélerniinée par l'équalion aux dérivées partielles linéaire du premier ordre
t|ui s'intègre comme une é(|uation difTérentielle et dont lintégrale générale est
u = e-f'-" j Y -^jMef'^ dx i
Y étant une fonction arbitraire de y. On a donc une intégrale intermédiaire, aver une fonction arbitraire de y,
(4) |+^. = e-/-JY+/M.>''rf.;j;
cette équation du premier ordre peut, à son tour, ôlre intégrée comme une équation différentielle linéaire, et finalement on obtient pour l'intégrale générale de l'équatiou (1) l'expression suivante
• (5) - = g- /■"'"' fx + Jj Y -{-fMef'"^ dx { e/"''^ " *"' dy\
avec une fonction arbitraire X de la variable a; qui ne figure sous aucun signe de quadrature, et une fonction arbitraire Y de la seconde variable y qui est engagée sous un tel signe.
On peut remarquer que cette expression est de la forme
z = a[x+/^Yc/i/]+Y,
a, p, Y di'signant trois fonctions déterminées de x et de j/, X et Y deux
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fonctions arbitraires de -r et de y respectivement. Inversement, toute expression de cotto forme représente, quelles que soient les fonctions a, p, Y, l'inlégrale générale d'uno équation de la forme (1), où les coefficients a, i, c satisfont à la relation (2). On tire, en effet, de la valeur de -
et par suite
A^iAf£.z:_lV-o-
si l'on développe les calculs, on trouve bien une équation linéaire en ,v, p, </, z, dont la relation (6) est une intégrale intermédiaire avec une fonction arbitraire Y.
On voit de même que, si l'on a
(7) -r- 4- ab — 0 = 0,
l'intégrale générale de l'équation (1) est réprésentée par la formule
(8) zz=e-f'"" Ty +Jj X i-fMef""" dy j g/''--""'' dxV
Dans les deux cas qui viennent d'élre examinés, l'intégrale générale «le ré<(uation proposée, s'obtient donc par des quadratures. La solution du problème de Caucliy se ramène elle-même à des quadratures ; car, si Ion a, par exemple
r — \- ab — c
la connaissance d'une courbe située sur la surface intégrale, et du plan tangent en cliaque point do celte courbe, détermine la fonction arbitraire Y qui figure dans l'intégrale intermédiaire ('4) (\ ; n" 32). On est doiu- ramené à cbercber une intégrale d'une équation du premier ordre passant par une courbe donnée. Les seuls cas exceptionnels qui puissent se présenter pont ceux où la courbe donnée est située dans un plan parallèle à l'un des deux plans .r = o. ?/ = o. Remarque. — Lors(|u'on a à la fois
,, — k «6 — c = 0, ~ -\- ab — c = 0,
«>a7 ' oy ' '
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l'équalion (l ; adiiiel deux inU'grnles inlerniodiaircs dislincles, di-poiidant chacuno d'une fonclioji arbitrai rc ; <m petit donc la ramener- à la forme j = o J ; n" 43). La vérilioalion est facile ; des relations prée»'dentes on déduit
ce qui montre que i et a sont les dérivées partielles d'une fonction V [x, >/) par rapport à r et à y respectivement,
V = fbdx + adi/.
En posant, dans l'équation (4), 2 = ve ~ '^ , on est conduit à l'équation
^'l' VM
oxcy dont l'intégrale générale est
v = r dxC MeVf/y -f X -f Y.
Lorsqu'aucune des conditions
■r- -{- ab — c = o, T — \- ah — c =■ o
Sa? ' ' oy
n'est vérifiée, l'équation proposée du second ordre n'admet pas d'intégrale intermédiaire, et la méthode de Monge ne permet pas d'olilenir l'intégrale générale. On doit à Laplace une méthode do transformation célèbre, qui permet, dans cçrtains cas, de ramener l'intégration d'une é(|uation linéaire de la forme (1), n'admettant pas d'intégrale intermédiaire, à l'intégration d'une autre équation de la même forme, pour laquelle il existe une intégrale intermédiaire ('). Une étude complète de celte méthode a été faite par M. Darboux dans le tome II de ses Leçons sur la théorie des surfaces; ]q me bornerai à en exposer les points essentiels.
i'j il c'invieut lie liiK- l'iiiarquer qu'avant Laplace Eulcr avait donné un grand nou)bre d'exemples d'équations linéaires, dont on peut trouver sotis forme explicite l'intégrale générale, sans qu'il existe d'intégrale intermi'diaire.
LA MKTIIODK DK LAHLACK Posons, fiour abréger,
'* = 5f + «*-^' /i =z ~ -{- ao — c,
et supposons que h et k ne soient pas nuls. I/cquation (1 i peut toujours s'écrire
(9) ^^ + bz, - hz = M,
en posant
10) z, = ~ + az.
L'élimination de ^, entre les deux équations (9) et (10) conduit naturellement à léquation (i) elle-même; si, au contraire, on élimine z, on est conduit à la nouvelle équation, de même forme que la première,
où Ton a
ii rt, =1^ a — — r — » . 6, = 6, c, = c — >^ -j- -- „ ^^. -, / Mo? /A , c^M
L'intégration des deux équations (1) et (11) constitue deux puoblèmes équivalents; si z est l'intégrale générale de i'é(iuation (1), la formule (10) permettra d'en déduire l'.intégrale générale de réquation (11). Inversement, si z^ est l'intégrale générale de l'équation (H), la formule (9) donnera l'intégrale générale de l'équation proposée
^^ + bz, - M
D'après les valeurs des coefiicients a,, b^, c^^ op a, pour la nouvelle
équation,
on ne peut avoir, par liypotlièse, h=:o, mais il peut se faire que Ton ait
de sorte que la nouvelle équation (11 j admette une intégrale intermédiaire. S'il en est ainsi, on pourra intégrer l'équation (11) et, par suite, l'équation proposée elle-même.
A cause de la symétrie de l'équation linéaire en x et y, on peut encore appliquer à l'équation proposée une transformation analogue à la première, en posant
ce qui conduit pour *_^ à réf[uation
cx^y ^ ox ^11
avec les valeurs suivantes de a..,, i_,, e_^, M_, :
^'x ' t)y ' dx ox
On a, pour cette nouvelle équation,
et on en déduit, pour ré(|uatirin 1 . un nouveau cas dintégrabilité, celui où l'on aurait
Remarque. — Les deux transformations de Laplace, que nous venons de définir, présentent avec les transformations de contact une différence essentielle. Tandis que toute transformation de contact, appliquée à une équation aux dérivées partielles du second ordre, conduit à une nouvelle équation du second ordre, les deux transformations
appliquées à l'équation (l), ne réussissent qu'à cause de la forme particulière de cette équation. Si Ton appliquait une de ces transformations à une é({uation de forme quelconque, on serait conduit, pour la nouvelle inconnue, non à une équation du second ordre unique, mais à un système de plusieurs équations d'ordre supérieur au second.
On peut remarquer encore que chacune de ces transformations peul se décomposer en plusieurs transformations simples; on peut écrire, par exemple,
z,-eJ ^^^.cJ j,
ce qui montre que la transformation est équivalente à la suite des trois suivantes
u = zef'""'. i;=^S z, =ve-f ''"•'■
dont la première et la troisième s'appliquent à toute équation du second ordre, tandis que la seconde ne réussit que pour des écjuations d'une forme particulière.
103. Pour continuer l'étude de la méthode de Laplace, nous remarquerons d'abord qu'on peut, sans diminuer la généralité, supposer M = o; car, si z' est une intégrale particulière de l'équation proposée, il suffit de prendre pour nouvelle inconnue z — z' pour être ramené à ce cas. Du reste, les propriétés que nous allons établir s'étepdent, sans modification essentielle, au cas où M n'est pas nul.
Les fonctions h et A, introduites plus haut, jouant dans cette étude un rôle fondamental. M. Darboux a donné à ces fonctions h et A le nom ^'invariants, qui est justifié par les propriétés suivantes :
Faisons d'abord dans l'équation linéaire sans second membre
(15) — - + a — 4-ir- + cz=o,
le chaugement de variables
on est cdiiduil à une nouvelle équation de même forme
dont les nouveaux invariants sont respectivement
Si l'on change x en y, e\. y en a;, on échange les valeurs de /i et de A. De même, si, dans l'équation (13), on pose z = Xy, X étant une^fonction quelconque de x et de y, on trouve une nouvelle éq\iatioa,^de même forme
les coefficients a, b\ c ayant les valeurs suivantes
ex ôy k oxoy
on vérifie sans difficulté que l'on a
_ -I- « /, _ c = - -f- ai - c, (18} ' "^ ''•^
On voit ainsi que les invariants de l'équation (16) sont respectivement égaux aux invariants de l'équation primitive (15).
Étant données deux équations linéaires, telles que (15) et (16), pour que l'on puisse passer de l'une à l'autre en posant z= /z', il est donc nécessaire que les deux équations aient les mêmes invariants. Ces conditions sont au£fii suffisantes ; entflet, si la transformation est possible,
les doux |)r('mit'res cqualions (17) donnent
'^ loff). , i) loi; À
et l;i condilidii d'intégrabilité
€st une conséquence des équations (18). La valeur de "k ainsi obtenue
, J(b-h)dx-r{a'-„),ly
satisfait aussi à la dernière des équations (17), comme le montre un calcul facile. On voit par suite que, si Ton ne considère pas comme distinctes deux équations linéaires qui se déduisent Tune de l'autre par une transformation telle que z = lz\ une équation linéaire est complètement déterminée, quand on connaît ses invariants. Il est en effet possible de trouver des formes réduites dont les coefficients peuvent se calculer au moyen des invariants exclusivement ('). Considérons en particulier une équation de la forme
— mz = o ;
ses deux invariants sont égaux et, par consé((uent, elle ne peut être prise pour forme canonique d'une équation linéaire quelconque. Pour qu'une équation linéaire puisse être ramenée à cette forme, // faut que ses invariants soient éf/au.v. La condition est d'ailleurs suffisante, car, si les deux invariants d'une équation sont égau.x à A, elle a les mêmes invariants que l'éfjuation
et, par suite, les deux équations se ramènent lune à l'autre.
104. Reventms maintcrfant à la transformation de Laplace. Soit (E) l'équation linéaire sans second njembre, à laciuelle on appli(iue cette transformation, (E,) l'équation linéaire de même forme que l'on en
(') Darboux, loc. cit., p. 26.
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dctiuit par la première Iransformalion de Laplace
-"« = r>y + ""'^ ( fci_,; 1 équalion que l'on déduit de (E) par la seconde transformation
appelons de inème //, A; h^^ A, ; /<_,, A_, les invariants de ces trois équations respectivement. On a, d'après les formules obtenues plus haut (13) et (14),
Les invariants des deux équations (E,), (E_,) ne dépendent donc que des invariants die l'équation (E); propriété importante, qui montre que, si deux équations (E), (E'i peuvent se déduire Tune de l'autre en posant z = Iz', il en est de mèmedes transformées cori'espondanles (E,), (E/) et(E_,), (E'_,).
A chacune des équations (E,), (E_, ) on peut évidemment appliquer de nouveau la méthode de Laplace, mais il est essentiel de remarquer que chacune d'elles ne donnera pas naissance à deux équations nouvelles. Prenons, par exemple, l'équation (E,)
et appliquons-lui la seconde transformation de Laplace en posant
en se reportant à la formule (9), et faisant M = o, il reste simplement
z' = hz^
de sorte que la seconde transformation, appliquée à l'équation (E, ), nous ramènerait à une équation qui se déduirait de (E) en changeant z en hz.
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La première transformation, appliquée à réquation (E_,), conduirait de même à nne équation qui se déduirait de (E) par le changement de z en kz. Si donc on rejjfurde comme équivalentes deux écpiations (pii se ramènent l'une à l'autre par le changement de z en X- , Tapplicalion répétée de la méthode de Laplace conduira seulement à une suite linéaire d'écpiations
...(E_2), (E_.), (Ej, (E,), (E,)...
à indices positifs et négatifs, dans laquelle chaque équation fE,) se déduira de l'équation (E,_,) par la premièi'e substitution et de l'équation (E,+J par la deuxième.
11 résulte de ce qui précède que deux équations de celte suite s'intègrent en même temps et, par suite, on saura intégrer toutes les équations de la suite dès qu'on saura intégrer l'une d'elles. D'une manière plus précise, si Ton sait résoudre le problème de Cauchy pour une équation de la suite, on peut résoudre le même problème pour toutes les autres équations de la suite. 11 suffit évidemment de prouver que ce problème se résout en même temps pour deux équations consécutives. Afin de simplifier les notations, considérons les deux équations (E) et (E,). Supposons qu'on veuille obtenir une intégrale de l'équation (E) passant par une courbe C, le plan tangent étant donné en chaque point
de cette courbe. Le long de C, x, y, z, — -> r- sont des fonctions données
d'un paramètre variable h ; quand on fait la transformation de Laplace
à la courbe C correspond une autre courbe C,. Comme l'équation proposée peut s'écrire
on connaîtra aussi la valeur de -^ le long de la courbe C,, et on aura ensuite la valeur de -r-^ au moven de la relation
On est donc ramené à chercher une intégrale de l'équation (E,) pas-
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sant par la courbe C, et ayant un plan langent connu le long de cette courbe.
Si, en poursuivant l'application de la méthode de Laplacf, on arrive à une équation (Ej) ayant un invariant nul, on ne peut plus continuer l'application de la méthode, car cet invariant sera nécessairement hi, si » est positif, et la suite de Laplaee relative à léquation (l£) est limitée de ce côté à l'équation (E;). Dans ce cas, l'équation (E/) et, par conséquent, toutes les éijuations de la suite, s'intègrent par des (juadraturos; la solution du problème de Cauchy se ramène aussi, pour l'une quelconque des équations de la suite, à des quadratures. Il en serait de même si la suite se terminait à une équation d'indice négatif.
Les invariants des équations (E,) se déduisent des invariants h et k par l'emploi répété des formules (19) et (20) ; en appelant A, et A, les invariants de l'équation (E/) on a
ki + ^ = hi
et en faisant successivement i= 0, 1, 2..., on calculera de proche en proche les invariants des équations (E,) à indice positif. Pour calculer les invariants des équations à indice négatif, on emploiera les formules
où l'on fera successivement i = — 1, — 2, — 3 ...
lOb. Lorsquela suite de Laplaee relative à l'écjuation (E) se termine d'un côté, on obtient pour l'intégrale générale de cette équation une expression renfermant explicitement une fonction arbitraire et ses dérivées en nombre fini, tandis que la seconde fonction arbitraire figure sous des signes de quadrature. Remarquons d'abord que, si z, est l'intégrale générale de l'équation (E;) d'indice positif, d'après la façon dont on passe de l'équation (E) à l'équation (E,), l'intégrale générale de l'équa-
lion (E) est une fonction linéaire et homogène de 2^,, ^•'" ^» dont les
coefficients sont des fonctions déterminées de x et de y. Si l'invariant hi de l'équation (E/)
est mil, l'inU'grale jjfénôrale de celle «'quatioii csl de \i^ forme (n*> 101)
r, =y.(\-\-fp\-dyy
a. cl [î étant des fondions déterminées de a; et de t/, X une fonction arbitraire de x, et Y une fonction arbitraire de y. L'intégrale générale de l'équation (E) sera donc
(M; .- = A (X +J"Y?rfy) + A, (x' +J\ 3^ rfy) + -
+ A,(x»'+yY^^rf,),
A, A^, ..., Aj désignant aussi des fonctions déterminées do a? et de y. On voit que la fonction arbitraire Y est engagée sous plusieurs signes d'intégration, qu'il est en général impossible de faire disparaître. Si l'on suppose \ = o, on obtient une intégrale où figure une seule fonction arbitraire X
(2.4) î = AX + A,X' -f- ... + A,X^'){
sans aucun signe d'intégration.
Réciproquement, toutes les fois qu'une équation linéaire admet une solution de la forme précédente^ oi' X est une fonction arbitraire, la suite de Laplace relative à cette équation se termine d'un côté après i opérations au plus ').
lOn effet, remarquons dàbord cpie, si l'on substitue dans le premier membre de l'équation (loi une expression de la forme (24), le résultat de la substitution est de la l'orme
MX 4- II, X' + H.X" + ... H- H, + ,X" + ";
si léqujilion doit être vt-riliée, quelle que soit la fonction X, on doit avoir st'parémcnl II := H, =r= ... = H,+, = o. Autrement, en attribuant à y une valeur particulière n'annulant pas tous ces coefficients, on obtiendrait une équation linéaire pour déterminer X. En calculant les coeffi-
(' I-mm-mk, .Méi'ioiies (te l'.icadf mie des Sciences, 1773, art. VJI, p. 362.
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cienls H,, 11, + ,. qui sont seuls uliles, on trouve les conditions
Si dans la seconde relation on remplace -r— ^ par sa valeur déduite de la première, on trouve
Cela posé, appliquons à l'équalioa, (15) la première substitution de Laplace définie par la formule
daprès les relations établies entre A,, A,_,, la solution de l'équation (EJ<jui correspond à la solution {-2i) de ré(|uation (K) ne contiendra plus les dérivées de la fonction arbitraire X que jusqu'à Tordre i — 1 au plus, elle coefficient de X''-''dansz, sera IxKi.
Par suite, en répétant l'application de la méthode de Laplace un nombre suffisant de fois, on arrivera à une équation (Ey) d'indice inférieur à i dont l'invariant hj sera nul, ou bien, après i opérations, on sera conduit à une équation (E,) admettant une solution de la forme
z r= AX,
et un calcul direct prouve que l'invariant A, doit être nul. I,a proposition énoncée est donc établie.
Remarque. — Etant donnée une expression de la forme
AX + A,X'+... +A,X
on peut toujours la mettre sous une forme analogue, où figurent une fonction arbitraire et ses dérivées jusqu'à un ordre aussi élevé qu'on le veut ; par exemple, en remplaçant X par X, -|- X'^, on a une expression qui renferme la dérivée X,''+<'. On dit qu'une expression de la forme (24) est de rang i -f i-par rapport à x, lorsque l'ordre de la plus haute dérivée qu'elle contient est i, et lorsqu'il est impossible de la
mettre sous une forme analcj^çue où ne figureraient (|ue des dérivées d'ordre inférieur à i de la fonction arbitraire.
Daprès ce qui précède, lorsque la suite de Laplace relative à l'équation (Ej se termine à une équation (E,) d'indice positif l'équation i'E) admet une solution de la forme (24). Celte solution est bien de rang i -\- 1 ; en effet, si elle pouvait se ramènera une expression de rang inférieur^" -f- 1 (i < î), l'application répétée de la première substitution de Laplace conduirait à une équation ayant un invariant nul après J opérations au plus, d'après la réciproque qui vient d'être établie.
106. En échangeant le rôle des variables x et y, on voit de la même façon que, si l'application répétée de la seconde substitution de Laplace conduit, après > opérations, à uneéquation(E_y) ayant un invariant nul, l'intégrale générale est représentée par une formule analogue à la formule [-'S), où la fonction arbitraire X figure sous plusieurs signes d'intégration. L'équation proposée admet une intégtale particulière
^ = BÏ + B,Y'+ ... -f ByY
de rang j -\- 1 par rapport à y, et inversement.
Enfin, si la suite de Laplace relative à l'équation (E) est terminée dans les deux sens, d'une part à l'équation (E,) d'indice positif, d'autre_p«rt à l'équation ( E_y) dindice négatif, les deux fonctions arbitraires peuvent être débarrassées de tout signe de quadrature dans l'intégrale générale, qui est représentée par une expression de la forme
z = AX + A,X' -f- ... H- A,Xt'> -f- BY + B,Y' + ... -[-"b^Y")
de rang (i -\- 1) par rapport koc ei de rang^ -|- 1 par rapport à y. Remarquons que toutes les équations de la suite
ont pour intégrale générale une expression de même forme. Quand on passe d'une équation (E^-) à l'équation voisine (E^t+j), le rang de la solution par rapport à x diminue d'une unité, tandis que le rang par rapport à y augmente dune unité.
107. Proposons-nous maintenant de former toutes les équations linéaires dont la méthode de Laplace peut fournir l'intégrale générale. Le problème revient évidemment à former toutes les suites d'équalions
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linonires, se d«'"<hiisanl los unes des aiilrcs par la méthode de Laplace, cl qui sont lerniiiu'es dans un sens ou dans les deux sens.
Pour oblcnir une suite terminée dans un sens, il suflit évidemment de partir d'une équati<in ayant un invariant nul, et de former la suite déqualionsque l'on obtient par l'application répétée de l'une des transformations de I-aplace. Par exemple, en partant d'une équation (E), pour laqufll»' l'invariant h est nul et en appliquant la seccmde transformation, on formera une suite en général illimitée.
Il est plusdifticile d'obtenir toutes les suites de Laplace limilé-es dans les deux sens, car, si on part d'une éipiation quelconque ayant un invariant nul, la suite de Laplace sera en général illimitée dans l'autre sens. Je rappellerai succinctement la méthode employée par M. Darboux. Soit E) une équatinn linéaire
■r-rr- -\-a— -\- b — -\-cz —o.
ôxoy ôx oy '
pour laqutdle 1 invariant A := — -f ab — c est nul ; si l'on fait la transformation
z = de -/'"'",
on est conduit à une équation en 0
qui adiiit't une inlé^jrnlf inlermédiaire <le la forme
a étant une fonction déterminée de x et de y, et Y, uiie fonction arbitraire dey. Si la suite obtenue en appliquante l'équation (25) la seconde transformation de Laplace se termine après n opérations, cette équation admet une intégrale de la forme
(27) 0 = BY -h 13, Y' + ... -^ B,Y'">
où B, B, B„ sont des fonctions déterminées dea;el de y, Y une fonction arbitraire de y, et réciproquement, s'il en est ainsi, la suite relative à la seconde transformation de Laplace se termine après n transformalions au plus.
Tout revient donc à exprimer que l'équation (25) admet une intégrale
de la forme (27). En substituant cette expression de 6 dans l'intégrale intermédiaire (26) et attribuant à x une valeur numérique quelconque, on reconnaît que les deux fonctions arbitraires Y et Y, doivent être liées par une relation de la forme
(28) Y, = XY + >,Y' :f- ... + X,^,Yf" + '»,
X, X,, ..., X„4., désignant des fonctions de y déterminées.
SI l'on remplace 6 et Y, par leurs valeurs dans l'équation (26), on devra donc avoir
^(BY 4- B,Y'-h ... -f B.Y^> = a O.Y -f À, Y' -f- ... -f À.^iY"^"),
et cela pour toutes les formes possibles de la fonction Y. Pour qu'il en
soit ainsi, il fautévidemment que les coefficients de Y, Y',..., Y "'''soient égaux dans les'deux membres, c'est-à-dire que l'on ait
Bfl = 2X„ + ,.
En éliminant les quantités B, on trouve que a doit satisfaire à l'équation
,X - 1 f ,X, ) -f ;^ [^.;- . .. 4- f- 1)- « ilii (aX„, ,) = O,
qui est linéaire et d'ordre 'n -\- 1^ par rapport à x; tous les coefficients étant des fonctions de y, on en<;onclut que a doit être de la forme
(29; a = ^,y, -f ^.ya +... + -^z. + , y/. + ,,
Xf^ X2,...,Xn^idésiffnanl des fondions de la variable x, et y,, Vj.-. y/i*i rfej fonctions de la variable y.
Il est facile délablir directement que, si a est de cette forme, on peut trouver sous forme explicite l'intégrale générale tie l'équation f23) qui
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peut aussi s'écrire
En effet, linlograle générale de celte équalion a pour expression
0 = X +JaY,(/y,
ou, en remplaçant x par sa valeur (29),
0 = X -f- .'•,///, Y, (/</ + ^r,jy.^\^d>/ + ... ■{- o^n^^ Jva^i^ ^dy ;
nous allons montrer que Von peut mellrc la fonction arbitraire Y, sous une forme telle que les [n -j- i) intégrales
(30) Ji/,Y,^(//, Jy-i^tcly, ... yî/,. ,,Y,</y
s'expriment explicitimcnt au moyen d'une fonction arbitraire Y et de
xes dérivées jusqu'à l'ordre n.
Y.' En remplaçant Y, par — ^? Yg désignant une nouvelle fonction arbi-
trair»', on fait disparaître la première (luadralure, car on aura et il restera seulement n intégrales
(31) J^Y^rf,, ji^YWv, ... /^v.''y;
d'ailleurs, on peut écrire, en intégrant par parties,
cl, en appliquant le même procédé aux autres intégrales (31), on ramène ainsi les (n -j- I) intégrales (30) à n intégrales de même forme renfermant une fonction arbitraire Yj. En répétant n fois de suite la même
LA MKTHODF-: DK LAPLACK 19
(rniisfniiuiilidii, il est rl;iir findii fcr;i ili^iiaraîli'c tmis les si<,'-iu'S 4riiili\4riili()ii, cl les • >i -\- 1 i iiilcgialfs fonsiiJéi'écs s'expriineront de la fa(;(m aimoiiccc ' .
11 est csseiiliel Je i"emat'(|iicr (|ue, si les fondions ./•,. .z'.^, a;.^, ..., r,,^, ne soiil jtas liiiéaiienicnf dislinctes. la suite de La()lace relative à rc(|ualion {'lo se lerniineni avant h opérations. Si on a, par exemple, une relation de la l'oiMne
C^x^ -}-... + C.,rV„,
OÙ C,, Cj, ..., C„ sont des constantes, en remplaçant x„ + , par celte valeur dans lexpression de a, il vient
on voit (|u'on i4 une expression du même g'enre ipie la première, où entrent seulement n fonctions de .'• et n fonctions de //. On pourrait obtenir une réduction analogue si les [n -fl) fonctions y,.?/.,, ..., y„+^ n'étaient j»as linéairement distinctes.
108. Pour donner au moins un exemple de la thc-orie générale, reprenons lecpiation aux dérivées partielles des surfaces minima. On a déjà remarque qu'on peut ramener celte éqifation à une équation linéaire de la forme considérée ici par une transformation de contact convenable (I, n° n(> . C.cll»' transformation de contact revient, au fond, à prendre les variables introduites par M. Bonnet dans la théorie des surfaces (-\ Écrivons l'étpiation dun pli.n tangent à une surface
; étant une fomlion des variables a, ,8; daprès la formule qui donne les rayons de courbure principaux, la somme de ces rayons de courbure sera nulle, jiourvu que la fonction ; vt-rilie l'équation
Pour appliquer à celle équation la méthode de Laplace, écrivons-la.
('} Pour plus de détails sur les é<|ualions linéaires dont la suite de Laplace est terminée dans les deux sens. ain>!,que pour rhisfori(|iie. je renverrai le lecteur à l'ouvrage de M. Darbuux. Je dois cependant rap[u'icr (|ue le prolilème a d'abord été résolu par M. Mnutnrd, dans un .Mémoire inédit présenté, on 1870, à r.\cadéniie des Scii-nces.
f'-'j l)\nKorx. Tlii'orie f/éuérale des surfaces, t. I, p. 2 «4.
50 CHAPITUE V
vn divisant par 2 -- fJ ,
c^x I i\3 "^ a — fl i a — îi I c^fî "^ ï — (i I "^ (x — ff^ ~ °'
cl pr.^ûn<
^« — ^rJ +
léquation devieni
lii _ — 5'— 4.
p ' (x - [i)-^ L'élimination de ; conduit à une équation en ;,
î<x:^(i" X — fi "T~(7..— [ij'«~ °'
ou
?a PfJ X — [i ) a — p I c^fi a — fi I
dont l'intégration se ramène à celle des deux équations du premier ordre
^[i- X — p "~ ■ De la première on tire
'} (P; étant une fonction arbitraire de p, et Ion a ensuite
2o (x) 4-^/4. (PH^-PW •
Çi =
— fi
f (i) étant une fonction arbitraire de a.
En remplaçant •} (P; par (]/'" (p), on peut effectuer la quadrature, et il vient
^. = 2 ^'^' j^^^'^^ + ^' (P; + (a - p; ;" ,pj ;
on a ensuite
i. _(i-iL!^
'~ 2 '* 2 Da
= (a - ?) I .f iP) - cp' (a) j 4- 2cp (a) + 2| (f);
on en déduira aisément les expressions de x, y, z en fonction de a et de p, (a;, y, z) étant les coordonnées du point où le plan variable (32) touche son enveloppe.
Il était évident a prtùn, d'après la symétrie de l'équation (33) en (a, P) que, si la suite deLaplacese terminait d'un côté, elle devait se terminer aussi dans l'autre sens, après le même nombre d'opérations.
109.Etantdonnéeuneéq«alion linéaire delaforme considérée, on peut, en partant des invariants A et A de cette équation et en appliquant les formules de récurrence établies plus haut, calculer de proche en proche les invariants des équations successives que l'on obtient par l'application répétée de la méthode de Laplace. Mais les expressions de ces invariants en fonction de h et de k deviennent très rapidement compliquées, de sorte qu'il parait très difficile de reconnaître a priori, sur une équation déterminée, si l'application de la méthode de Laplace con- <luira à une écjuation intégrable. Dans un grand nombre de problèmes de la théorie des surfaces, l'application de la proposition suivante permet d'affirmer d'avance que certaines équations linéaires sont intégrables par l'application de cette méthode.
Si, entre n -f- 1 intégrales linéairemenl distinctes de réqnalion
r—r- -\- a ~ -\- h — -\- cz = o,
il existe une relation linéaire et homor/ène dovt les coefficients sont des fonctions d'une seule des variables œ, y, la suite de Laplace relative à cette équation se termine dans un sens après n — l Iransfornialihns au plus{').
Nous disons que n -\- l intégrales sont linéairemeyit distinctes, s'il n'existe entre ces intégrales aucune relation linéaire et homogène à coefficients constants, où quelques-uns des coefficients sont différents de
(1) Voir mon Mémoire Sur les équations linéaircf! et la mélliode de Laplace {American Journal of Maffiematics, vol. XVIII). M. Darboux iivail déjà traité quelques cas particuliers et posé la question générale dans le tome IV de la Tftémrie yénérale des Surfaces.
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zéro. Lorsqu'il oxisle entre n -|- ^ inléj^rales linéaiiiiiionl dislinoles une relation linéaire et homogène dont les coefficients ne d«''pen(Jenl que d'une seule des variables, de //, par exemple, on peut supj)oser cclU' relation résolue par rajtport à l'une des inlég'rales et l'écrire
:{i c„ + , = <p, {y\ j, + <Pj (//) z.^-\- ... -\- =>„ {;/} z„
z^. -, c„^, élant les n -\- \ intégrales dont il s'agit, et
?{ \y)y ?3 ^y ' •••' ?M (y) ^^^s fonctions de y, que l'on peut aussi, sans diminuer ^a généralité, su])poser linéairement indépendantes. S'il existait, en elï«'t. une relation telle que
=-/! .'/; = ^>.?) y] + ••• + C„_,3>„-, iy) H- C„ où C,,Cj, ..., C„ sont des cûnslantes, l'équation 34) pourrait s'écrire:
^n^\ »-/i-/i ^^ Y'i (.y) \^ \ ~r '^i'""; ~r ••• ~r yi-i ''/) (-^"-t i ^'«-c^/») et l'on aurait une relation de même forme entre n intégrales seulement
On peut aussi supposer qu'il n'existe, entre les intégrales r,, Z.J, ..., Zn + ,, qu'une seule relation de la forme (34); car, s'il en existait deux, l'élimination de Zn ^ , conduirait à une relation de même forme entre n intégrales seulement.
Cela posé, vérifions d'abord que la loi est vraie pour?/ = 1 et pourn:= 2.
Si » = i, la relation (34) s'écrit
en posant, dans l'équation proposée, z = z^k, on est conduit à une équation en u qui doit admettre les deux intégrales u, = I, Wj ^= ?< [y)^
ce qui exige que le coefficient de u et le coefficient de r" soient nuls. Un ^ ^y
des invariants est donc nul pour cette équation en u et, par suite, pour l'équation en z.
Si n =-. 2, la relation (34) est de la forme
Cette relation exprime que z^, z.^, z^ sont trois intégrales particu-
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Hères d'une équation du second ordre de lu forme
où A et [j. sont des fondions de ,/• et de .y, et nous avons à rechercher les conditions pour que léquation (33i et 1 équation proposée
' (36^ r-^ + a— ^h — ^cz=o
admettent Iroi^ intégrales communes linéairement distinctes. En difTérentiant l'équation (35) par rapport à //, on trouve :
c.r^ôy ' cxôy ' ^ oy oy Ox ' oy
en différcntiant de même l'équation 1 36 1 par raj)port à a;, il vient
;)3r , ^^- , . ^^^ , ^- / , ^«\ , ^^ ^^ , ^c cx-^y c>a;^ .>xv// Ai- \ c^.r/ oa' ôy ' Jj;
En égalant les deux valeurs de . ..^ et en remplaçant ensuite r-^^ par ® dx^oy '■ d.x^ ^
/ ^3- \ ^^z ( ?>s- tV A
— ( X r— 4- u3^ ) et - , par — a — + ^ T~ + ci l» on aboutit a une \ ^x ' ) ^x^y ' \ <>x ' dy ' /
nouvelle équation
( 4- r- + <îa — Xc + ic — T-
ir = 0,
qui doit être vérifiée par toute intégrale commune aux deux équations (35) et (36). Si le coefficient de y- n'est pas nul, on en déduira, A et B étant des fonctions de x et de y,
oy ' ox
cette équation et celles qu'on en tire par des différentiations succes-
î)' + ^z sives permettent d'exprimer toutes les dérivées ^ ^.^ ^ au moyen de z.
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r-» •••! r — » ••• I) autre part, 1 fcuualion (35; et celles qu'on en déduit ^x ex" ^
en difTi'ientiant par rapport à x donnent toutes les dérivées r-y, au
moyen de a:, y, *,.^' H suit de là que, pour une intégrale commune
;iux équations (35) et (36), on connaît les valeurs de toutes les dérivées
^z en un point (^o'^o)' ^^^ qu'on connaît les valeurs de ^^ et de t— en ce
point. L'intégrale générale de ce système ne dépend donc que de deux constantes arbitraires au plus; et, comme les équations sont linéaires, elles ne peuvent admettre plus de deux intégrales communes linéairement distinctes.
Si le coefficient de r- est nul, sans que celui de r- soit nul, l'équation (37) est de la forme
ex
l'intégrale générale de cette écjuation est de la forme 2 = ;r'Y, Y étant une fonction arbitraire de y, et z' une fonction déterminée de x et de y. 11 y aurait donc entre les trois intégrales z,, ^21 ^3^ deux relations telles (jue
et nous ix'tombons sur le cas (jui vient d'être examiné.
H laiit donc que l'équation (37) se réduise à une identité, ou que
l'on ail
v + au — c = <- > ^!/ ^^'
— -f- a\i. — AC + 6*0 = r- , cy ' ' ex
l'élimination de X et a entre ces trois équations conduit à une équation de condition entre a, i, c.
Pour faire celle élimination, considérons l'invariant h de l'équation linéaire
/r = -- -j- ai — c ; ly
on a
ex tVi*i/ ' ex ex ex
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Des équations "Ài^ on tire
?xdy l'y t)j/ Oy i^y
et, eu reiiiplaçant \ ^ > r-' r-' r- par leurs valeurs, il reste, toutes ^ ôxoy ox ox ox ^
réductions faites
ox D'autre part, on a aussi
2A — ;{~2 — — — 4-aô — C=:2r- — r-. 0// Oa^ ' t)î/ c'3/
€t, par suite,
ix^y
Or, cette relation exprime précisément que l'invariant A_^ de l'équation (E _ ,), obtenue par la transformation
est nul. La suite de Laplace se termine donc d'un coté après uh€ seule opération.
110. Passons maintenant au cas général et supposons, comme on peut le faire, qu'entre les {n-{-i) intégrales ?, , ^j, . . . , z„ + , , il existe une rela-i tion et une seule de la forme (34). Dans ces conditions, les n-j- 1 intégrales z^, z.^, ..., Zn + i vérifient une même équation linéaire dordre n
(39; jj; + A,j;^ + ... + A„.,^. + A„. = a,
où les coefficients A^, ..., A„_ ,, A,, sont des fonctions de xv\. de y, et ne vérifient aucune équation de même forme et d'ordre inférieur à n. En diflércntiant l'équation proposée (36) par rapport à x, plusieurs
fois de suite, on peut exprimer.r-^— i ^ „, > •••> „, en fonction de ' ^ ^ 'ÔX01J ox^oy ox"dy
X, y, s, r-t — • • -1- — De même, en différentiant l'équation (39) par . ' ' ' ' ^y cV ^.x-" INI
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rapport f» »/, il vient
--i Ion remplace ensuite dans celle relation r — r— ' ••■) ;— r- et enfôn r-— par leurs valeurs, il reste une ('(jualion de la forme
-W Co ^r::;r:^+ C. ^-;;;rT^ + ... + c„_,. + D ~ = ^-^
qui est véritlée par toute intégrale commune aux équations (36) et (39). Si D n'est pas nul, celle équation (40) et celles qu'on en déduit par des dilTérentialions successives permettront d'exprimer toutes les dérivées partielles de z au moyen de z et de ses dérivées prises par rapport à la variable x seulement. L'équation ;39) et celles qu'on en déduit au moyen de ditTérenliations successives par rapport à x donnent d'ailleurs toutes les dérivées par rapport à .r en fonction des (n — Il premières. Il suit de là que, si z est une intégrale commune aux équations (36) et (39), toutes les dérivées partielles de cette fonction en un point {x^^, i/^) sont connues, dès qu'on connaît en ce point les
valeurs de -, r-' ""'^~;r~T ^- 'n'égrale générale du système formé par les é(|ualions (36 et (39 dépend donc de n constantes arbitraires au plus, et, comme ces équations sont linéaires, elles ne peuvent admettre « -}- 1 intégrales linéairement distinctes.
11 faut donc ([ue l'on ait D = o, et alors l'équation (40) doit se réduire à une identité; s'il en était autrement, les intégrales s",, ^2' •••' ^n+« vérifieraient une équation linéaire de même forme que l'équation (39) et d'ordre inférieur à n ; ce qui est contraire à l'hypothèse.
Si la relation '40; est vérifiée identiquement, comme cette relation a été obtenue en combinant linéairement l'équation (36) et ses n — 1 pre7 mières dérivées par rapport à x, l'équation (39) et sa dérivée par rapport à //. on a une identité de la forme
^^*)"lfa^ +^' dc"--^ ^ + ...+«„-,'I>(z) + p,-^+p,F(^)=o. en posant, pour abréger,
* (^) = r-T- -\- a r- -\- b ^-{-cz, ^ ' i^.rJî/ ox Cl/ '
a,, a^, ..., a„_ ,, p,, Pj désignant des fonctions de x et de y, dont nous n'écrirons pas l'expression, qui nous sera inutile. On dit alors que les équations (36j et (^39) forment un système un involudon.
Cela posé, nous allons montrer que, si une équation linéaire (36) forme un système en invohition avec une équation linéaire d'ordre n telle que Vèquation (39), une des équations obtenues par Vapplication de la transformation de Laplace forme un système en involution avec ure équation linéaire d'ordre n — 1.
Si on remplace 2' par z'e-J'"'^, l'équation proposée (36) se change en
une équation de même forme, ne renfermant pas de terme en ^-- Pour
'7/ ne pas multiplier les notations, nous supposerons qu'on, a effectué d'abord cette transformation de telle façon qu'on ait
Dans l'identité (41), le coefficient de . — r— est 3, + 1 ; on doit donc
ox"^y
^^ , , dF jz]
— provenant de — r-^ >^/ di/
le coefficient est — A„. Il faut, par conséquent, qu'on ait A„ = 0, et F {z) ne renferme pas de terme en z
avoir 8 — — 1 ; il n'v a qu'un terme en ^ provenant de — -r^' dont
Appliquons maintenant à l'équation <t> [z'j =z o la transformation de Laplace
la nouvelle inconnue u doit satisfaire à l'écjuation
^ , , (>^ii , ^u îlogci)u , / . ^a i^loffc
et l'on a identiquement
/.Q\ rf* (z) î^logC^ , , ^ . V
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I/éqnation F (z) = o devient de même
F. ("^ = 5;;:;rT, -r a, ^;p^ -f ... -f \.,-iu =^ o.
En dilTérenliant l'équation (42) plusieurs fois de suite par rapport a a?, on en déduira > — TTj ' *"' — .,_, exprimées au moyen
de 4> yi), *, (u), — -~ — ) •••) — \^_.^ ; l'identité (41) devient, après la substitution,
Si Ion y remplace u par r^» le seul terme en z est yc ; il faudra donc que l'on ait f = o, c'est-à-dire que les deux équations
forment aussi un système en involution. Le raisonnement suppose toutefois que c n'est pas nul, c'est-à-dire que l'invariant k de l'équation proposée n'est pas nul. Mai%, dans ce cas, la suite de Laplace s'arrêterait à l'équation elle-même.
En répétant la même transformation sur la nouvelle équation 4>,(w) =o ou (E _ <!, et ainsi de suite, ou bien on arrivera à une équation (E -/}, l'indice J étant inférieur k n — .1 , pour laquelle l'invariant k - j sera nul, ou bien on arrivera à une équation (E, _„) formant un système en involution avec une équation du premier ordre. L'invariant A, _„ sera évidemment nul, car celle équation pourra s'écrire
u étant le premier membre d'une équation linéaire du premier ordre. Dans les deux cas, la suite de Laplace est limitée du côté des indices négatifs, après n — 1 transformations au plus.
111. La réciproque de laproposition générale, qui vient d'être établie, esta peu prés évidente. Si la suite de Laplace, relative à l'équation (E), se termine à l'équation (E, _„), elle admet pour intégrale une expression
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de la foinic
-=rBY + B,V-f-... +B„_,Y''-^
B, B^, ..., B„ _ , étiiiil des fonflions déterminées de x et de y, et Y une fonction arbilrairode//. Remplaçons Y successivement par (tî -f- 1 ) fonctions Yp Yj, .... Y„+ ,, choisies de telle façon que les iTitéprales correspondantes ^,.:7.j, ...,3-,, + , soientlinéairemenl distinctes. Entre lesfn-}-! ' équations qui donnent z^, z.^, ... z^ + ^, on peut éliminer B, B,, ... B„_ ,. de sorte que ces n -f- i intégrales particulières vérifient la relation
Yo
dont tous les coefficients ne dépendent que de la variable y.
Si la suite de Laplacc relative à l'équation (E) se termine à une é(jualion (E_^), où [j. < n — 1, elle admet une intégrale de la forme
BY + B,Y' + ... B^Y
B, B,, ..., BpL étant des fonctions déterminées de .>• et de //, et Y une fonction arbitraire de y. Soient, en outre, i\, r^, ..., r„_,x-t des intégrales de l'équation (E; cp'.i ne rentrent pas dans la forme précédente. L'expression
z=. C,r, -f ...-f C„_p,-, i-„_^_, ^BY4-B,Y'+...B^YW
est au&si une intégrale, quelles que soient les valeur.s des constantes C,, ..., C,.._p._4. Si Ion attribue à la fonction Y successivement [n -j-l'j formes différentes et que Ton prenne en même temps pour les constantes Cp ..., C„_(jL_,, {n -\- 1) systèmes de valeurs différentes, on obtient (n -f- 1) intégrales -ji^s-j, ••., ■2',i + ,, entre lescjuelles existe une relation linéaire de la forme
ri
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dont les oocMicienls no dcpcndt'iit <jue de y. Il est clair qu'on peut toujours choisir les constantes C.'; et les fonctions Y,, Y2, .., Y„ + ,, de telle fa<;on (jue les [n -\- 1) intégrales;:,, C2,...,^n + 4 soient linéairement dislincles el que les coeflicients de la relation précédente soient différents dt> zéro.
112. Pdurdunner une application du théorème qui précède, reprenons le problème de la détermination des surfaces à lignes de courbure planes dans un système et supposons (ju'on se donne sur la sphère de rayon i une famille de cercles, (jui sont les imag-es sphériques des lignes de courbure planes de la sui'face cherchée (1, p. 136-145;. Si l'on écrit ré<|uation du plan tangent à une surface sous la forme (')
(a + ^) X + i (^ - a) 2/ + afi - 1) ^ + ; = o,
l'étpiation différentielle des lignes de courbure est
et les cosinus directeurs de la normale à la surface ont pour valeurs
I.a dclriiiiiiialion des suifaces admettant une représentation sphérique donnée pour leur.s li{,^nes de courbure se ramène donc à lintégration dune équation «le la forme
on a déjà remarqué f|ue, si l'on prend deux nouvelles variables p, p,, telles que les courbes p = C'*, p, = C* représentent respectivement les deux familles de courbes sphériques orthogonales qui sont les images sphériijues des lignes de courbure '\^ p. 144 . l'équation '45) prend la forme
('; Darbolï, Ihéoi-ie des Surfaces, t. I, p. 2i6.
I.V MI^nilODf-: DE I.AI'LICK
a ci fj l'taiit (les foiiclictiis de o cl de ,--,. (^ela posé, si le.i courbes ç z= C" sont dfs cercles, il cxisle doux combinaisons inlt'graMfs [)()nr les é« (nations dilTérenlielIcsdece syslùnie de cara(l«Tisli<|U{'s l,'|t.|i 4i 145) ; l'une iTclIes est (ff> = o, et par suite l'équalion (46) admet une intégrale intermédiaire de la foi-me
Il en résulte que l'invariant k = — + ab rclatil ;i 1 é<|ualion [M) doit
être nul, cl la suile de Laplace relative à celte ('qualion est limitée d'une pari à l'équation elle-même.
D'autie part, lorsque p reste constant, le point de coordonnées (c, c', c") décrit un petit cercle, et par consécjuent on a une relation de la forme
'■?( (?) + ^''fa {?} -f ^'"^a (p.) + 9-i (p) = Oi
zn (p), Oj (p), (f3 (p), cp^ (p) ne dépendant que de p ; en remplaçante, c', c" par leurs valeurs (44), on obtient une relation de même forme
(^ ') «P'fi (p) + «-h (p ' + Ph (p) -f -f'. '» = 0.
Or, quelle que soit la fonction X (a, fl), l'équation (43) admet les quatre intégrales a3, a, p, 1 ; il en est évidemment de même de l'équation (46). Par conséquent, d"aj)rès le tliéorùmc général qui vient d'être démontré, la suile de Laplace relative à cette équation doit se terminer, après deux transformations au plus, à une équation d'indice positif. lùi réunissant ces résultais, on voit que l'intégrale générale de ré(|uation (46), dont dépend le problème, a pour expression
A, B, Bp Bj étant des fonctions déterminées de p et de p,, o (s) une fonction arbitraire de p, ^ (p,) une fonction arbitraire de p,. 113. l'oute équation linéaire de la forme
(48) Ar + 2B.S- + Cl + Djo + Ery + F.- + G = o,
où A, B, C, D, E, F, G sont des fonctions quelconques de x et de y,
poul ùlre ramenée à In forme
pourvu que B^ — AC ne soit pas nul (l, n' 51 . Il sufTil de prcmlre pour nouvelles variables u et r, deux fonctions do .r, ;/, satisfaisant respectivement aux deux relations
Cic ^y Ar ^ oy
), el )j désijrnant les deux racines de réqualion
\r- — 2BX + C = 0.
Legendre a montré (') qu'on peut appliquer directement à l'équalion (48 une méthode analogue à celle de Laplace, sans »*tre obligé de faire la transformation qui précède. M. Imschenetsky a présenté le procédé de Legendre sous une forme très simple.
f/un au moins des coefficients A, C étant différent de zéro, supposons, par exemple, que A ne soit pas nul. On peut alors diviser par A el écrire réquation
(50) r + (À, + X, ; s 4- A,l.,t -f D/) + Eç + F-? -f- G — o,
D, R, F, (} n'ayant plus la même signification. Posons alors
X if) --- ^ + À, r' ^(fj=T- + ^ T^'
ex ^ oy ^ ' ox * cy
d'où on tire inversement
On aura aussi
f) nUloire de l'Académie des Sciences; 1787. — Mémoire sur l'intégration de quelques équ^liont aux ill/férences partielles, l IV, p. 319 à 323.
de sorte «lue p, 7 et r + [\^ + l.,) s + X,À,; peuvent s'exprimer linéairement au moyen do
Xi-), \{z), X[Y(z)], et l'équation proposée peut être mise sous la forme
(52) X [Y(^)] + aX (-) + b \[z) -h cz + M = o,
«,6,c,M étant des fonctions de x oi de >/. On peut encore écrire cette équation
X\y{z)+az\+b |Y(î) + a-| +z \c-ab-X(a) | + M --= o ;
si le coefficient de z est nul,
h =z \ [a) -{- ab — c = o,
l'intégration de cette équation revient à rintéo:ration de deux écjualions du premier ordre successivement,
et l'équation (52) possède une intôgcale intermédiaire dépendant d'une fonction arbitraire.
On obtient un nouveau cas d'intégrabilité en intervertissant l'ordre des opérations X et Y ; des relations (ol) on déduit
X[Y (/•)]- Y [X(/-)j = iX(X,) -Y(X.)|3^
= u [Y {/) - X (/•)], en posant
XfX,)— Y(X,)
et l'équation (52) peut encore s'écrire
(53) Y [X (z)] + (a - u.) X (r) + [b + u) Y (z) + cz + M = o,
ou :
+ [C — (rt — a) (i + u) — Y (A 4- (x)] s- + M := o.
l.NTÉon.VTIOX DES ÉQUATIONS. 3
Si la quantité
A = Y ,6 -{- ul -f (rt — ji) ^i ^ jjL^ — e
est nulle, Tinlt-gration de léquation proposée se ramène à rintégration de deux équations lUi premier ordre successivement,
Y (m) -f- \0 — jjl! » + m :^ O, X (-j)-l-(A-fa)^ =U.
Les quantités que nous avons désignées par h et k
h = X [a] -\- ab — c ]{ = Y [b -|- ;x) -f- (a — (x) (ô -f ix) — c
jouent donc le même rôle que les invariants qui sont désignés par les mêmes lettres dans la théorie de 1 équation réduite
« -j- rt/) -|~ ^^Ç -(- CZ r± o.
114. Si h n'est pas nul, on est conduit à une équation de même forme que la première en prenant pour nouvelle inconnue
z^ = Y (2) +az; l'équation proposée peut, en effet, s'écrire
X (2 J -\.bz,-{-U — h2 =0,
et l'élimination de z conduit à une équation du second ordre en Zfy
où l'on a :
i a^ = a -\- \L — \ (log A), b^=h — y.,
(55) c, = c - X (a) 4- Y (i) - ÔY (log h), ( M, = Y (M) 4- M [a - Y (log h)].
Les valeurs des quantités analogues k h el k pour la nouvelle équation sont respectivement
et ne dépendent, par conséquent, que dp h, A, y..
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De uit'uie, si /; n'est pas nul, en ap|»lit{iianl à léqnalioM proptisi'-e la li-wnsformalion
on osl condnil à nue ('••piafion chi second orcli-c pour d«*t('iiiiiiu'r i"-,,
57' X 'Y (z^^ i] + a_,X 3'_, -f- b-^\ (z^^)^\-(-^^ z_, +^^-1 = 0| avec les valeurs suivantes de rt_|, />_,, c_,, M_^,
a_,=r:a — uL, i_,=i -}-,"• — ^ (log A), /-gN e. , = c + ^ a~ ]x — Y(i + |x) — (a — u'iX Oog A), ' M -. , = X (M) + ;è + ;x — X (log k)\ M.
On a pour la nouvelle équation :
^ ' I A_, =2yt-// — VrX(l(,gA,]-f.uXaogA) + X(»-f-Y(aj— V-
Si à chacune des équations 54), (57), on applique la même méthode, on forme une suite linéaire d'équations
... :E_2, .■E_,^ (E), (E,),, (Ea),
les quantités //, et A,, relatives à liéquation (E,). se calculeron^de proche en proche par l'emploi répété des formules (%6) ou (69\ suivant que l'indiee i est positif ou négatif.
On peut donc reconnaître directement, sans avoir à effectuer aucune intégration ni aucun changement de variables, si, au bout de n transformations de ce genre, on sera conduit à une équation intégrable. Supposons, par exemple, qu'au bout de i transformations, on arrive à une équation (E,) d'indice positif, pf>ur laipiclle hi est nul. Cette équation peut s'écrire :
X [Y {z.-) + a,z,] + A, Y (z,-) -\- a,Zi] + M," = o, ,
et, pour obtenir l'intégrale générale, il faudrait intégrer successivement les deux équations du premier ordre
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L'inlrgralioii de res équations aux dérivées partielles du premier ordre se ramené, à son tour, à l'inlégratioii des deux systèmes d'équations différentielles
fi.r _ (ly — du
\ À, biU -\- M,
clx dy — dz,-
{ Àj ajZ, — «'
on est donc toujours obligé d'intégrer les deux équations différentielles du premier ordre
dy — \^dx = O, di/ — \^dx = G,
c'est-à-dire de déterminer les caractéristiques de l'équation linéaire (48) quil s'agit d'intégrer. Le seul avantage du procédé de Legendre, c'est qu'il permet d'appliquer la transformation de Laplace avant d'avoir effectué la détermination des caractéristiques.
115. Les formules de récurrence établies plus haut pour calculer A,, k,, de proche en proche, sont d'une forme plus compliquée que dans le cas
d'une équation ramenée à la forme réduite, où ne figure que , ^
parmi les dérivées du second ordre. Ceci tient à la présence dans ces formules du facteur a, ou encore à celte circonstance que les deux opérations X / ; et Y [f) ne sont pas, en général, permutables. Mais il est facile de voir que cette différence est plus apparente que réelle et qu'on peut remplacer, sans rien changer à l'exposition précédente, X (/") et Y Y par deux opérations permutables. Posons, en effet :
X, [f] = aX (/• , Y, ■f) = !iY (/•),
a et p étant deux fonctions (juelconques de x et de y\ on aura
X, [Y, (/•)] = .X (p) Y (/•) + apX [Y (/•)],
Y, [X, (/;,] = pY(.)X{/-) + a?Y[X (/•):,
et, par suite,
x.'Y, y >Y,^x,7 ^r^aXfpn'r/^-pYfa^Xf/'i-'^^i^ixrn-Yiy)!
puisijue l'on a, par iiypotliése,
Pour que los deux opérations X, (/") et Y, (/" soient permutables, c'est-à-dire pour que l'on ait identiquement
il suffira de prendre pour a et [î deux fonctions satisfaisant respectivement aux deux relations
X (log p) = — (x, Y (log a) = — (X -^
les fonctions a et p étant ainsi déterminées, l'équation du second ordre proposée peut s'écrire aussi
o, J, c, M n'ayant plus la même signification que plus haut, et l'on peut répéter sur cette équation tous les raisonnements qui ont été faits sur l'équation
<'n remplaçant partout y" P^^" X, (/") et :^ par Y, (/")(')• lX <.y
116. Tous les raisonnemennts qui ontété faits jusqu'icis'^appliquenlaussi bien aux valeurs imaginaires des variables qu'aux valeurs réelles. Lorsque les coefficients de léquation (■48) sont des fonctions réelles de X et de y, et qu'on ne veut employer que des transformations réelles, il y a lieu' de distinguer trois cas,
1°. — Si B^ — AC est positif, les caractéristiques de l'équation proposée sont réelles, et on dit qu'elle appartient au type hyperboUgue. On peut, par une substilution réelle, ramener cette équation à la forme
r-r- + ar- + ^r-H-cc--f-M — o; cx^y t>x ' C'y
on peut ensuite, en remplaçant- par X;r -{- jjl, À et it. étant des fonctions C(>nvenablement choisies de .»• et de y, faire disparaître le terme indé-
(') Au sujet des invariants de l'équation linéaire de forme générale, on pourra consulter deux notes récentes, de M. Cotton (Comptes Rendus de l'Académie des Sciences; 30 novembre 1896) et de M. Burgatti (Rendiconti délia R. ^ccademia dei Lincei; 20 décembre 1896), ainsi que le travail inséré par ce dernier, en 1895, au tome 23 des Annalidi Matemalica, 2* série.
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peiitlHiit M cl Mil (les roeflicicnls, of jcciKirt' [»iHir foniic rriluilc une des ti*oi9 formes
r-^- 4- a r- + i r- =_ o, T-rr- + a T- -}- ce = o,
iVi'y t'y
Muis OH u«.' i»«'nt i>as, en général, faire disparaître plus d'un des coefficieiils a, ô,c.
2'.- - Si B* A(] est négatif, les CKra(léristi(jues sont imaginaires, et l'équatiou appartient au type elliptique. On ne peut plus la ramener à la forme précédente par une substitution réelle, mais on i)eut prendre pi»nr forme canonique
rs nouvelles variables ?/ et v étant des fonctions réelles de a; et de y. Ku effet, si ces fondions u et v satisfont aux relations
cw ôy ' ôy ox cy ^ oy
on véritie aisément (I, n" 51 ; p. 103; (pic la nouvelle éqnalion aura la f«»rme voulue, }»onrvu (pi'on ait
Aa + B = o, A»g> = AC — B'^ ;
comm»; AC - B' est positif, a et ^ sont réels, et on jiciit, par conséquent, prendre pour u et v des fonctions réelles de x et de y. Une transformation lelb^ que z = \z' -j- |x permettra ensuite de faire disparaître M et un des coefficients a, b, c.
3*. - Knfin, lorsque B' — AC = o, il n'y a plus qu'un système de caractéristi(pies, qui est nécessairement réel, et l'équation appartient au type naraholiqt>e. Si l'on choisit un nouveau système de variables u et r, telles que les caractéristiques soient les courbes v = C", l'équation pifMidr.-i la forme
au' ou ' ôv '
en changeant ;r en 'kz •\- [*, on peut ensuite faire disparaître le terme indépendant M et le eoefticient de z, et il reste une é<juation
Mais on peut ici pousser plus loin la simplification, comme on l'a déjà remarqué (I, note de la page 152). En effet, prenons pour variables indépendantes u et une intégrale u^ de l'éfjuation elle-même; l'éijualion ne change pas de forme, et, comme elle doit admettre la solution
^ =r w., le coefficient de r^^ doit être nul. Ou peut doue adopter (^ouime
forme réduite d'une équation linéaire du typ" [)HiHlio]i(pie l'équation
on voit de plus que cette forme réduite uest pas unique, mais [iciit être obtenue d'une infinité de façons.
RBMARQrR. — Soit
cx' ùy* ' ùx cy
une équation du tvpe elliptique; les deux expressions
^a ^h , c^fl c^6 a» 4- ^•* .
H — — — ^, K — V- + T- + — ^ — — 2c C]i ùx ex oy X
sont deux invariants relativement à la transformation x = Àz'. Si H et K sont nuls, on peut ramener l'équation proposée à l'équation de
Laplace r— r + r-4 = o. Si H est nul et K différent de zéro, on peut ^ ox^ l'y'
ramener l'équation h la forme r- j + >^ , -f" ^- -^ o ; si Iv est nul,-l équa-
tion peut s'écrire
^a;< ^ :iy'a et p étant des fuuctions de x et de y •;.
(•) HuROATii, loc. cil. Annali di Malemulica, t. 23, 2' »crj«.
Généralités sur les équations simultanées dont l'intégrale générale dépend d' un nombre fini de constantes arbitraires. — Intégrales communes à une équation du premier ordre et à une équation du second ordre, — Intégrales communes aux deux équations r + f=^ o, t -|- ç = o. — Systèmes en involution. — Multiplicités caractéristiques. — Systèmes linéaires. — Exemples divers. — litude du système formé par deux équations du second ordre de forme quelconque. — Recherche des intégrales communes à une équation du second ordre et à une équation d'ordre n. — Extension des résultats précédents. — La méthode de M. Sophus Lie. — Remarque de M. de Tannenberg. — Théorèmes de .M. J. Konig sur les systèmes complètement inlégrables.
117. Depuis les travaux classiques de Cauchy,deM. Darboux et de M"* de Kowalewski sur les équations aux dérivées partielles, les systèmes d'équations simultanées, entre plusieurs fonctions inconnues et plusieurs variables indépendantes, ont été l'objet d'un certain nombre de recherches. Nous signalerons, parmi les Mémoires les plus importants, ceux de M. Julius Kônig (*), de M. Hamburger (2), de M. Sophus Lie('), de MM. MérayetRiquier(^),de M. Riquier seul('),de M. Bourlet(*), de M. Beudonf'), de M. E.vonWeber(^), de M. Tresse^), de M. Delassusf'"), etc. En particulier, le Mémoire de M. Riquier,
(•)Ueber die Intégration, etc. (Malhemalische Annalen,i. XXIII).
(») Crelle, t. LXXXI, XCIII, CX.
(*) Zur allgemeinen Théorie der partiellen Differentialgleichungen beliebiger OràJiung (Beric hie der Kônigl. Sachs Gesellschaft der Wissenschaften zu Leipzic/ 1895)
(*) Annales de l'Ecole normale ; 1890.
(') Annales de l'Ecole normale ; 1893. Mémoires des Savants étrangeit ; t. XXXIII.
(«) Thèse de Doctorat (Paris, 1891).
(') Thèse de Doctorat (Paris, 1896).
(8; Ueber gewisse Système Pfaffscher GleichuDgen (Silzvngsberichte der k. bayer Akad. der Wissentchaften. Mùnchen ; 1895;.
(») Thèse de Doctorat (Paris, 1893).
(") Annales de l'Ecole norma/e (1896, 1897).
LES SYSTÈMES EN INVOLUTION -il
publié dans le tome XXXIII des Mémoires des Savants étrangers, et les travaux de M. Delassus contiennent des résultats tout à fait g-énéraux. Comme noire but n'est pas d'écrire une théorie générale des équations aux dérivées partielles simultanées, nous n'emprunterons que peu de <liose aux travaux précédents, et les résultats dont il sera fait usage seront établis directement.
Un système d'équations aux dérivées partielles, entre m fonctions z,, z^, ..., ^m et n variables indépendantes .i\, x^i ... oc„, est dit inlé- (/rable, s'il existe au moins un système de fonctions
-3",;, rr: cp;„ I J'j , a?^, ..., ^nj,
telles qu'en remplaçant :;,, z^, ..., z„, par ces fonctions dans les premiers membres des équations proposées les résultats soient identiquement nuls. Soit p l'ordre des dérivées de l'ordre le moins élevé qui figurent dans ces équations ; si toute équation, d'ordre égal ou inférieur à p, qui admet toutes les intégrales du système, est une conséquence algébrique de ces équations, on dit que le système est complètement inlégrable [unbeschrânkt integrabel).
11 peut arriver qu'un système de m équations, renfermant moins de m inconnues, admette des intégrales dépendant d'une infinité de constantes arbitraires. M. Sophus Lie a proposé d'appeler systèmes de Larbovœ les systèmes qui possèdent cette propriété. 11 y aurait encore lieu de les distinguer en plusieurs classes, la classe la plus importante étant formée par les systèmes de Darboux, dont l'intégrale générale possède le plus haut degré de généralité possible, ou syslèynes en involution. Nous donnerons un peu plus loin une définition plus précise des systèmes en involution, pour le cas qui nous occupe. Par intégrale générale d'un pareil système, nous entendons toujours l'ensemble des intégrales dont l'existence est démontrée par les théorèmes généraux. qui vont suivre.
Parmi les systèmes d'équations aux dérivées partielles
à «variables indépendantes et à m fonctionsinconnues s-,, z^, ..., z^^Wy a lieu de distinguer tout d'abord ceux qui sont tels qu'en poussant assez loin la difTérentiation des équations (1) on puisse exprimer tuutes les dérivées d'un certain ordre des fonctions inconnues au moyen des
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varinMes, des fuiioliims inconnues elles-mêmes et des dérivées d'ordre inférieur. De pareils systèmes ont été considérés par M. Sophus Lie (•) et par M. Bourlet '). 11 est clair que l'intégrale générale d'un pareil système ne peut dépendre que d'un nombre fini de consiantes arbitraires ; en effet, si toutes les dérivées d'ordre p, par exemple, des fonctions inconnues s'expriment au moyen des dérivées dordre inférieur à ;), il en sera de même de toutes les dérivées d'ordre supérieur à p. On connaîtra donc les valeurs de toutes les dérivées partielles des fonctions inconnues en un point (a;^, ... x%), où ces fonctions sont supposées régulières, dès qu'on connaîtra les valeurs en ce même point des fonctions inconnues et d'un nombre fini de leurs dérivées ; les coefficients des développements de ces m fonctions ne peuvent donc dépendre que d'un nombre fini de constantes.
11 ne s'ensuit pas qu'un système de cette espèce soit toujours inlégrable, ni que 1 intégrale générale dépende d'un nombre de constantes égal au nombre des fonctions inconnues, augmenté du nombre des dérivées dordre inférieur à p au moyen desquelles s'expriment toutes les dérivées d'ordre p et d'ordre inférieur ; il faut, en outre, que certaines conditions d'inlégrabilité soient vérifiées. Nous renverrons pour ce point au travail de M. Bourlet, en rappelant seulement le résultat essentiel» qui est le suivant : Etant donné un système de l'espèce précédente, on peut toujours, par des différentiations et des opérations algébriques, reconnaître si ce système est incompatible, ou trouver le nombre de constantes arbitraires dont dépend V intégrale générale; la détermination de cette intégrale est ramenée à l" intégration d'un système d'équations diffé rentielles ordinaires.
Nous ferons seulement, relativement aux conditions dintégrabilité, une remarque à peu près évidente, et qui sera utile par la suite. Soit z une fonction inconnue de n variables indépendantes a?,, a;.^, ...x„, devant satisfaire à un système de [x équations dordre r,
(2) F, = 0, Fj = o F... = o,
u étant égal au nombre des dérivées partielles d'ordre r ; bous supposons que le déterminant fonctionnel des ix fonctions F,, F,, ...,F,i, par rapport aux dérivées d'ordre r, n'est pas identiquement nul, de telle sorte qu'on puisse tirer des équations (2) les valeurs des dérivées de cet ordre au mp^en des dérivées d'ordre inférieur. En introduisant comme inconnues auxiliaires toutes les dérivées paitielles/)a,aj, ..., «„
('} Théorie der Tran»formationii;^ruppen, t. I;chap. \. («) Thèse de l>»ct<>rat (1" partie;.
d'ordre infci'ieur à >•, ou peut former un système d'iu^ualifuis aux dilîérentielles totales
(3) ! ^^ ~ PiO0-(^t + PoiO-^'^i + ••• + PoO-l ^>n
\ (^Pn^.ct^...<x,^ = PaL^^K(t.,...(x,(^^^-T^^^ -^Px^.<Xi...ll,^+^dx^n
la somme a, -|- a^ -|- ... + *" étant égale ou inférieure à r — 1, qui est équivalent au système proposé (2). Il y a un certain nombre de conditions d'intégrabilité de ce système qui sont vérifiées identiquement ; ce sont celles qui sont du type
^PiXi +i,gj-...«„ '^Pai.gj-^ i....a„
où la somme a, -f- «2 "f~ •• •+ °'" ^^t inférieure à r ; les seules cond itions d'intégrabilité qui ne sont pas toujours vérifiées sont donc celles de la forme précédente où la somme a, + ••• + a« est égale àr. Ces équations de condition peuvent s'écrire
(4) 'dxk ^Xi
En différcnliant les a équations (2) par rapport à .'■/,, on peut calculer les valeurs des a dérivées
puisque, par hypothèse, le déterminant fonctionnel des fonctions F,, ..., F^n'estpas.nlil. En faisant successivement A = 1, 2, ..., «, et en imaginant qu'on substitue les valeurs obtenues dans les équations de con dition, on voit que ces conditions expriment que les relations obtenue s en différentiant les [x équations (2) par rapport à l'une quelconque des variables x,, ..., a-,,, qui sont en nombre na, permettent de déterminer un système de valeurs unique pour le.s dérivées d'ordre r -{- ^ de la fonction inconnue.
Donc, pour que le système formé par les équations (2) soit complèteme7it intégrable, il faut et il suf^t que les n^ équations obtenues en différentiant ces équations par rapport à chacune des variables se réduisent à a équations distinctes [kj! étant le nombre des dérivées d'ordre r -\- i).
Ceci peut a\*oir lieu en tenant compte des équations (2) elles-mêmes, ou identiquement; dans ce dernier cas, les équations
forment elles-mêmes un système complètement intégrable, quelles que soient les valeurs des constantes C,.
119. Considérons maintenant en particulier une fonction * de deux variables indépendantes a- et y, et soit
un élément d'ordre w (1, p. 181) est un système particulier de valeurs {x, y, -?,p,o'Pon Pao» •••. Po")^*^^^^^^^^ à a:, y,-, et à toutes les quantités p,.i^ pour lesquelles la somme i -\- k ne dépasse pas n. Deux éléments infiniment voisins d'ordre n
{x -f- dr, y -\- dy. z -\- dz, ..., p,u -f- dp,,., •..)
sont dits unis lorsque Ion a
<lz = p,^d.c -{-Poidy,
dj> ,. = p, . , ^ d.r -f- p,. K + 1 dy, [i -\- k ^ n — i).
11 est clair (|uune surface quelconque détermine une double infinité d'éléments unis d'ordre n ; une courbe située sur celte surface déteranine une infinité simple d'éléments unis d'ordre n ; nous appellerons une telle multiplicité une orientation d'éléments d'ordre n, et nous dirons qui> la ccurbe considérée sert de svpport à celte orientation d'élém«'nts.
Etant donné un système d'équations aux dérivées partielles
F, = o, Fj = o, ..., F(j.=-o,
où les dérivées d'ordre le plus élevé qui figurent sont celles d'ordre w, il est naturel, en adoptant les idées introduites par M. Lie pour les équations du premier ordre, d'appeler m/gf/ro/e tout système doublement infini d'éléments unis d'ordre n, vérifiant ces équations. Cette définition s applique à des intégrales qui ne- représentent pas de surfaces, ni même des multiplicités doublement infinies d'éléments du premier
ordiT. Ainsi soit
(3) Ur + 2K* H-L/ 4- M + N I r( — 5») = o
une équation du second ordre, et soit M, une multiplicité caractéristique du premier ordre (f, n" 27) représentée par les équations
Si on ajoute aux équations précédentes les relations
dp = J-dx + sdy, dq .— sdx -\- Idy,
ou
?; H = '• + ^n (^), ?2 (^) = s + (fi (^;,
t)npeut en tirer y, z, p, ^, ;•, s, /, exprimées au moyen de deux variables indépendantes, a; et ^ par exemple. On a donc ainsi une multiplicité doublement infinie d'éléments unis du second ordre; cette multiplicité est une intéyrale de l'équation (5), au sens plus étendu du mot. En elîet, la multiplicité M, étant une multiplicité caractéristique du premier ordre, si on tire des relations
dp = rdx -f- sdy, dq ■= sdx -\- Idy
r et s en fonction de t, et qu'on substitue dans l'équation proposée (3), on est conduit nécessairement à une identité (t. I ; n" 22). Soit
une équation du second ordre de forme quelconque . Quand on se propose de déterminer une intégrale de cette équation admettant une multiplicité simplement infinie M^ d'éléments du premier ordre donnée, cesl-à-dire passant par une courbe C et ayant un plan tangent donné en chaque point de cette courbe, on a vu déjà que l'on pouvait, par des diflérentiations et des calculs algébriques, calculer de proche en proche les valeurs des dérivées secondes, des dérivées troisièmes, etc., de la fonction inconnue en tous les points de la courbe C (t. I, n" 16), sauf dans dp<? cas exceptionnels, et en particulier dans le cas où la multiplicité ^I, appartient à une caractéristique. En d'autres termes, la connaissance d'une courbe C située sur une surface intégrale et du plan langent en chaque point de cette courbe permet de déterminer l'orientation d'éléments d'ordre »? de la surface intégrale tout le long de cette courbe, quel (jue soit le nombre entier ii.
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Nous dirons, pftur abréger, qu'une orientulion dVMéuienls d'ordre n n > 2) ap[)arlient à IVquaticui i7), lorscjue les coordonuées de tous les éléments de cette multiplicité satisfont à cette équation et à toutes celles V|u'on en déduit par des diiTércntiations successives. Toute orientation d'éléments d'ordre /i, appartenant à l'équation (7), détermine ime intégrale et une seule de cette équation, sauf lorsque i-elte orientation est une caractéristique.
120. Nous nous proposons, dans ce chapitre, déludier lés systèmes formés par une équation du second ordre et une ou plusieurs équations il'ordre quelconque.
Considérons d'abord un système formé d'une équation du second ordre
et d'une équation du premier ordre
On déduit de l'équation (9), en différcntiant successivement jiar rapport à X et par rapport à y.
'- hi ^■- :>z ^ -^^p i :^x'^^z^''^^p' i'
et, en portant ces valeurs de q, s, l dans l'équation du scmoucI ordre, il reste une relation entre x, y, z, p, r,
Plusieurs cas peuvent se présenter : si la relation (10) se réduit à une identité, l'équation (8) est une conséquence de l'équation (9) et admet, par conséquent, toutes les intégrales de cette équation du premier ordre. Si la relation (10) contient r, on voit que q, r, s, t et, par suite, toutes les dérivées d'ordre supérieur au second s'expriment au moyen de X, y, z, p. La solution la plus générale du système formé par les équations S; et (9) dépend donc au plus de deux constantes arbitraires, si toutes les conditions d'intégrabilité sont vérifiées; en supposant, par exemple, que l'intégrale soit holomorphe dans le voisinage d'un point [xq, yo', elle est complètement déterminée, si on connaît les valeurs ijji-
(iales z = z^, p = p^, pour x — i,,, y = y^. Si la relation 10 iiecoulient pas r, mais coiilit'nt p, on aura p et q oxpiinK-s au moyen de .r, y, *; linlégrale commune ne dépend donc (jue dune constante arbitraire, si la condition d'intégrabilité est vériûée.
En résumé, lorsijue l'équation du premier ordre (9) n'est pas une intégrale intermédiaire de l'équation du second ordre (8), l'intégrale générale de ce système d'équations dépend de deiuc constantes arbitraires au plus.
121. Prenons maintenant un système de deux équations du second ordre (*) que nous supposerons résolues par rapport à deux des trois ■dérivées du second ordre r, s, t. Pour que cette résolution fût impossible, il faudrait, en effet, que Ton put déduire des deux équations proposées une nouvelle équation ne renfermant plus de dérivées du second ordre, et on serait ramené au cas qui vient d'être examiné. On peut donc supposer les deux équations résolues par rapport à l'un des couples de dérivées (?% t), (r, s), [s, t), et, comme le troisième cas se ramène au second en pçrmutant x et y, on peut le négliger. Si les équations sont résolues par rapport à r et à 5
on peut admettre que ^ ne contient pas /, car autrement la dernière équation donnerait t, et on serait ramené au premier cas. Lorsque (p ne contient pas t, en faisant le changement de variables
les deux équations précédentes deviennent
r' — 2jf' -f r + f[x\ x + 7/', z, p — q, q\ t') — " O, s' — /' + cp {t\ x' + »/, z, p' — q\ q') = O, où
et peuvent être résolues par rapport à t' et r'. On peut donc toujours supposer, sans diminuer la généralité, que les deux équations du second
(') BiANGiu, liendiconti deW Accademia dei Lincçi, 4* série, t. II, p. 218. 237, 307(1886). K. VON Weber, Malhemalische Annalen, t. 47. Bbudoîi, Thèse de Doctorat.
onlre considérées sonl résolues par rapport aux dérivées r el t
{ r -\- f\x, //, z, p, q, s) = o, i ' + f (-^'i .V. ^1 Pi «/i •«) = o.
Nous nous proposons do rechercher les intégrales de ce système quï sont holomorphes dans le voisinat^o d'un point (.r,,, y,,), et qui sont tellesque les fonctions fcl ^ soient elles-mêmes holomorphes dans le voisinage des valeurs correspondantes (a;^, y,,, z^, p^, Çq, Sq). Les dérivée* du troisième ordre de la fonction inconnue sont déterminées par le» quatre équations
1 ^-^yJ +
ou on a pose
yz
Les deux équations intermédiaires (12) peuvent être résolues par rapport à p et y, pourvu que le déterminant
Os
ne soit pas nul ; la première et la dernière des équations (12) donnent ensuite « et 5. Dans ce cîis, toutes les dérivées successives de la fonction inconnue peuvent être calculées de proche en proche, dès qu'on connaît les valeurs de z, p, g, s. L'intégrale générale du système (H ) dépend donc au plus de quatre constantes arbitraires, et il n'en est ainsi que si toutes les conditions d'intégrabilité sont vérifiées. Si
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1 — y -^ = o. on pful éliminer p el y entre les équalions (12), et on est conduit à la nouvelle relation
qui est vérifiée par toute intégrale commune aux équalions (11). Nous avons encore à distinguer plusieurs cas : 1° lorscjue la relation (13) contient s, les équations (11) et (13) donnent i\ s, t en fonction de se, y, z, p, //, et on peut, par conséquent, calculer toutes les dérivées de la fonction inconnue dès qu'on connaît z, p, q : l'intégrale générale du système (11) dépend au plus de 3 constantes arbitraires; 2' si la relation (13) ne contient pas s, sans se réduire à une identité, elle constitue une équation du premier ordre, et on retombe sur le cas qui vient d'être examiné ; 3' il ne reste donc plus à étudier que le cas où Ton a à la fois identiquement
Nous dirons alors, avec M. SophusLie, que les équations (11) forment un système en involution. Un système de cette espèce admet une infinité d'intégrales dépendant d'une infinité de constantes arbitraires.
122. Remarquons d'abord que les équations (12) se réduisent à trois équations -distinctes seulement
(•^)-='+^^+(£)=M'=^+ffr+(^f)=o,C=a+|.+(^)=o,
puisque la relation
est équivalente à l'équation B = o; on peut donc choisir arbitrairement la valeur dune des dérivées troisièmes x, p, y 8. Il en est de même pour chaque ordre de dérivées. Les dérivées d'ordre n -|- 3 vérifient, en effet, les 3n -)- 3 équations obtenues en diiïérentiant les trois équations A = o, B — o, C = o, n fois de suite par rapport à x et
I5TKGRATI0S DES ÉQUATIONS. 4
de"
(iiAmni: vi
du.:"-* dij
rf"B
dy"
rf"C
dy"
t'I ci'llos-là seulement, car la dilTérenliation de léqualion
donne des relations comprises dans les précédentes. Or, d'après la dépendance qui e\iste entre A et B, les 2« -{- 2 équations des deux premières lignes précédentes se réduisent à n -j- - équations distinctes. Pour la même raison les 2n -|- 2 écjuations
rf"B, _ r^ _
dx'' ~^ dy" ~ °'
rf"C d"C
dx' ' ' ' ' ' dy" '
se réduisent à /i-f- 2 éqiwlions seulement, et comme le système
rf"B, f/''B,
dx" ~ ' • • ■ ' dy'^ ~ '
est équivalent au système
en teiijiiil curupte des relations qui lient les dérivées précédentes, on voit donc (juon n'a en tout que ?i -j- 3 équations distinctes entre les n -|- 4 dérivées d'ordrç // -|- 3. Ainsi on aura quatre équations seulement entre les cinq dérivées du quatrième ordre, cinq équations entre les six dérivées du cinquième ordre, etc. On peut donc, dans chaque ordre, choisir arbitrairement la valeur d'une dérivée partielle, par exemple
se donner les valeurs initiales de toutes les dérivées ^^ — i ou ^- Ceci
prouve qu'on peut former une infinité de séries entières, dépendant
d'une infinité de constantes arbitraires, qui satisfont formellement aux
LES SVSTFMKS KN INVOLl Tlo.N 51
équations Jl;. Il reste à démontrer que l'on peut choisir ces constantes arbitraires de favon à obtenir une série convergente.
Pour établir ce point, nous mettrons les équations (li) sous une
forme un peu différenle. Daprés la relation 1 — r^ — ^ r= o, la dérivée ' ' i'5 os
r- ne peut être nulle, pour des valeurs de ./•, i/, z.}k q^s, pour lesquelles
les fonctions /"et o sont régulières. On peut donc supposer les équations 11' résolues par rapport aux dérivées s et t, et écrire ces équations
pour que ce système soit en involution, il faut (pu* les ipiatre relations qui lient les dérivées du troisième ordre se réduisent à trois équations distinctes. On déduit dos équations (16)
' ox o: op ôq ' dr
' oy ' oz ' i>p oq ?r '
' D.r cz dp ' oq l'r
ô = r- + — 7 + -- F-f r- * + r- i ; 17/ Oz 0/) ' oq or '
si on lire les valeurs de p et de y de la première et do la troisième équation et qu'on les porte dans la seconde, on devra être conduit à une identité. Il faut pour cela que l'on ait
M» _ /DFy
(18) ;-? + ;-^ p + ;-L ,. 4. il F = ^ -f- ^ g -f ii-.F + :f *
^ C^x oz i>p oq >>!/ ^ dz ^ ' dp- ' dq
dF\W , d[' . H' , ^F ^)
, ^FpF , ^F . H' , ^F ^)
Si ces conditions sf>n( Vf'iKiées identiquement, on a le llit'orènio suivant: soient j'g, 1/^, -cPo' (/c '"c K^isi/stcme (fe valeurs (fes variaf'les x, y ^ z, p, q, )\ (tans le voisinar/c (lesquelles les pjnriions F et «l» sont holomorphes ; soit^ (le plus, U (aj une /onction holoniorphc dans le voisinage du point Xq, telle (^ue l'on ait II (a;^) = Zq,.W[.''q] = P(y, ir"'./-„) -^- r,,. Il existe
(.llAriTRF-: M
une intégra fe des è^jua fions (10 > régulière dans le voisinage des valeurs .r^, y^, se réduisant à II (.»•) pour g = //„, e( ponr laquelle la dérivée
— prend la valeur q^ pcrur x r=^ a'„, g = g^.
Les conditions préiMMlcntes reviennent à se doimot' les valeurs initiales
pour a' = ./•(), g = g^. Les équations (16) el celles qu'on en déduit ynv les dilTérenliations sucressives permet lent de calculer de proche en proche les valeurs initiales de toutes les autres dérivées. Le système (16) étant en involution. on a, en elTel, jxtur calculer les n dérivées inconnues d'ordre n, un certain nombre d'équations linéaires, qui se réduisent à n équations distinctes. On peut, par exciuplc, procf'der comme il suit : en différentiant l'équation
un nombre quelconque de fois par rjipport à a;, on calcule de procheen proche les valeurs initiales
Connaissant les valeurs initiales
w): {B-X Cv^/)„' ■••'
l'équation
et celles qu'on en déduit par des difTérentiations successives p('rn"»ol - Iront ensuite de calculer de proche en proche les valeurs initiales df* toutes les aulrf"^dérivéc^. {ilisolnni'Mil commedanslc théorème classique de Cauchy.
Pour établir la convergence du développement ainsi obtenu, nous décomposercms la démonstration en deux parties. Dt'monlrons d'abord
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(|in' la série
est convergente ponr des valeurs de x — x^^ de module suffisamment petit. Kn elTel, d'après un théorème établi antérieurement (I, n° 84) léquation
s — Y U\ !/, z, p, rj^ r)
admet une infinité 'd'intégrales holomorplies dans le voisinage du
point (^'o, ^o)» se réduisant à n (a;) pour y = ^(,< ^^ telles ([ue l'on ait
— =z fj^^ pour X = JA-Q, 1/ = //(, ; car ces condiliuns reviennent à se donner
une courbe C
située sur la surface intégrale et le plan tangent en un point (Xq, i/q, s^) de cette courbe. La tangente à la courbe C en ce point coïncide avec la tangente à l'une des caractéristiques, car l'équation qui détermine les tangentes aux deux caractéristiques est ici
^ fhf -{- dx dy — o.
Soit z = ^ {j-, y) une de ces intégrales; pour)?/ = y^» r^ se réduit à
' .V une fonction de x, holomorphe dans le domaine du point x = x^, (jui est précisément représentée par la série (19). La première partie de la proposition est donc démontrée. Nous remarquerons en passant que toutes les intégrales de l'équation s — F =r o, satisfaisant aux conditions initiales, sont tangentes le long de la courbe C, qui est une caractéristique pour chacune d'elles.
Cela posé, soit / yf) la somme de la séi'ie il9); les calculs qu'il faut
ellecluer ])our obtenir les autres coefficients du développement de la-
fonction inconnue sont identiques à ceux qui donneraient les coeffi-
- cienlsdu dévt-Ioiipement en série entière d'une fonction rt'gulière pour
X = Xq, y = j/q, satisfaisant à ré(|uation
^se réduisant à II (a?) pour, y = //q, tandis que — se réduit à /,(•>')• On sait,
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d'après lo lliéori'ino général df Caïu-hy rappelé plus haut, que le développement ainsi obtenu est convergent. La proposition énoncée est donc complètement établie.
REMAngiB. — Les conditions imposées à l'intégrale reviennent à se donner une courbe plane, dont le plan est parallèle au plan des t/z, située sur cette surface, et le plan tangent en tin point de cette courbe. Plus généralement, une intégrale du système (16) est complètement déterminée, en général, si pn se donne une courbe, plane ou gauche, située sur cette surface et le plan tangent en un point de cette courbe . Nous verrons »m peu plus loin comment on peut obtenir cette intégrale .
123. L'intégration d'un système en involution se ramène à l'intégration d'un système d'équations différentielles ordinaires par une méthode qui n'est que la généralisation de la méthode de Cauchy, pour l'intégration d'une équation aux dérivées partielles du premier ordre. Pour plus de symétrie dans les calculs, nous supposerons d'abord qu'on a mis le système en involution sous la forme (11), les relations (14) étant vérifiées identicjuement.
L'équation de condition
exprime cjue les deux équations du second degré
iV Do,
dy^ — — djcdy = o, r^ dxdy — dx^ = o,
ont une racine commune
dx
Par conséquent, si l'on considère une intégrale de l'équation r -|- /"= o, et une intégrale de l'équation / -f- (jp = o, ayant un élément commun du second ordre, les deux surfaces ont en cet élément une direction de caractéristique commune. Toute intégrale du système (11) est donc un lieu de caractéristiques communes aux deux équations r -|- /" = o, ' -|- ? = o. Ce sont ces caractéristiques que nous allons d'abord déterminer.
Soit c = F (j:, y) une intégrale du système en involution; sur cette surface (Sj considérons une famille de courbes définies par l'équation
du premier ordre
dx ^s
où on suppose z, p, q, s, remplacés p;ir leurs valeurs en fonclion des variables x, y, déduites de léqualion de la surface. Le \o\\^^ dune de ces courbes./", y, z, p, q, s, sont des fonctions d'une seule variable indépendante, satisfaisant à un système d'équations dilTérentielles ordinaires, que l'on peut form3r sans connaîtrv? l'intégrale F [x, y). On a, en effet, le long d'une de ces courbes,
r/i/ iV ch , di/ dp , dxi
Tx=7; Tx='' + ''d7 S7 = '■ + ', 77'
dx dx dx ' ' ' t.'5
ou, en tenant compte des équations (11) et (12), (20^
dx ~ D5 ' dx~ ^^ '^ "^ ^s'' dx " ^ + * O.s-'
dq _ _ Y ^ — _(iL\
IL
dx ' is dx \di//
Les équations différentielles (20), jointes aux équations (^11) ellesmêmes, définissent une famille de m|dtiplieités à une dimension d'éléments du second ordre, dépendant de c//<^ consttMles arbitraires; nous appellerons ces multiplicités les caractéristiques du système en involution. Toute caractéristique renferme, sauf des cas exceptionnels, une multiplicité poncluelle à une dimension cpii sera appelée courbe caractéristique du système. Une caractéristique est définie, en général, quand on se donne un élément initial du second ordre (jc^, î/q. Zq. p^, </„. ;•„, 5q, ^q) satisfaisant aux relations
'o -h î ("^0' .'/o' -0- Po. 70' «o) = o-
pourvu (pie les fonctions f et 'i restent holomorphes 'dans le voisinage. On en conclut que. si deux intégrales du système en involution ont un éié/nent commun du second ordre, elles ont en commun une infinité d'éléments du second ordre, qui ronstitaent la caractéristique issue de cet élément. De tout élément du premier ordre (.>;„, ?/„, Zq, Py, q^), il part une iûtinité de caractéristiques, car on peut choisir arbilraii-emenl la valeur
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initiulo s^ de s. Los courbes oarnctéristi(jiies correspoiulanles formenl, en j:jénéral, une surface aclniellanl cel élément du premier ordre.
124. Toute surface intégrale étant un lieu de multiplicités caractéristiques, le premier pas à faire pour intégrer le système en involution proposé consiste à déterminer ces multiplicités, c'est-à-dire à intégrer le système d'équations différentielles ordinaires (20). Ce problème étant supposé résolu, il reste ensuite à examiner comment on doit associer ces caractéristiques pour obtenir une surface intégrale. Pour plus de symétrie dans les calculs, introduisons une variable auxiliaire >, en écrivant le système (20) sous la forme suivante
[ ff.r (fy tlz dp dq ds
21} d T = y '" , cY"" , , y"^ y ^ (dr\
Kc/X,
K étant une constante ou une fonction de a-, y, -, p, 7, s, À, qvie Ion peut prendre à volonté. Soient
' X = t\ (X; ^0' i/o^ -01 Po» Vo^ *o)'
^ « = A ' ''- ; ^'o' yu' -^0' /'01 7o' •^0 ''
les furmiiies qui représentent liiitégrale générale de ce système, Xq, Vo' -0- Po' 7o- *o' désignant les valeurs initiales de .r, y.z^ p, -;,, s, pour la vidiur initiale de À. À = o par exemple. Toute inlég.ale du système vu invidulion est représentée par les formules précédentes, où 1 (.n remplace x^, y^, z^, Pu- 7o' ^o- P^'' ^'''^ fonctions convt'nablement choisies dune nouvelle variable indépendante a. Pour (|ue ces formules représentent bien une intégrale, il faut et il suffit que les foneliims f^. f.^ f^. de "/. el de a vérifient les relations
dz = 'pdx -\- qdy, dp — —fdx-\-uly, dq = sd.r — cp(/y ;
comme on a déjà, d'après les équations '21),
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il suffira que l'on ait aussi
U, = — — p — — ry ;^ = 0, 1 01 ot l'a
\ <>x t'a dx
Calculons ^r^r*» -tt^» -tt^ : il vient, en tenant compte des relations
l'A M CA '^
(14) et (21),
MJ,__^_ _^_ y-i/ _ ;>p ^'- _ ^q ^.t/
i>X ~ i^a^X ^ ;)ai>X ^ i"^xiU i^A :»x oà ;)a' ^^^^ 1 i^X "~ ^x:)â "^ ' Dac^A :^ai^À i>À Da "^ V'^-^/ ^»
/ ^ _ i!^. _ ^1 .^ _ ^ ^' I K /'^\ ^/'^ • 1 i^x ~" i^a;)x * :^ai>x + "f* ;)zDx i^x :^a + \dy) ^s :>x '
d'autre part, en diiîérentiant les équations (23) par rapport à a, il vient:
^^ ~ ^' ^. "^ '^ :»aS "T~ ^ Ifx + 5^ 5x'
i^aDX " ^ i^x^ ' :>x:>x "^ ;)x ^x
] ; yr ^x "^ ^y i>a "^ ^J i^a "^ i> i^a "^ i^ ^^x "^ ^s ^x) '
5^ ~ * 5I^x "" "^ 5^ "•■ i^ DX
ys 1 yrYx '^ h/S^'^ ^ ^ ^ i^n ^I "^ ^"^7 ^^ "^ Ts ^x
Retranchons membre à membre les équations correspondantes (25) et (26), et remplaçons les dérivées relatives à X de ./•, y, z, p, q, s, par leurs valeurs; il reste, toules réductions faites,
\ OX Os ( ^2 * ^p ^ ^q -^ \
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Supposons /'cl ^ luiloinorphes dans W voisinago dos valeurs iniliales ^O'i/o' *o' i'o' 9o» *o ' «iJ<^""î>» daprùs la fornit' linéaire dos (''([nations (27), pour quo U,, Uj, U3 soiont nuls, il suflira (|uils soient nids pour la videur X = o:,(m\ .r, y, -, p, 7, s se réduisent alors à-f^, //^, s'oiPo' ^o'^o-
Z)o7ie, pour obtenir une intiujrale du système en iiivolution, il suffit de remplacer dans les formules ['l'2) Xq, //^, z^, p,,, ç'q, s^ par des fondions d'un paramètre variable a, satisfaisant aiac relations
t'a " l'a. "l'a l'a <.'a l'x jx Ja ' oa
En particulier, on satisfait à ces relations en prenant pour x^, >/q, z^, Pc 9o ^^s constantes quelconques, et en posant Sq = a. Par suite, la surface engendy^ée par les caractéristiques issues d'un élément quelconque dn premier ordre est une surface intégrale.
Remarque. — Les raisonnements qui précèdent ne s'appliquent qu'aux inl*?grales qui admettent des éléments du second ordre [x, y, -^1 Pi ?» ''« -Si 0 dans le voisinage desquels les fonctions Z' et cp sont holomorphes ; la méthode suivie donnera certainement toutes ceis intégrales. Mais il peut se faire qu"?l existe aussi des intégrales, telles que, dans le voisinage d'un quelconque de leurs éléments, les fonctions f et cp, ou du moins Tune d'elles, cessent d'être régulières. Par e.xemple, si on a un système de deux équations du second ordre, non résolues,
il peut se faire que ces é(juations admettent des intégrales qui vérifient en même temps les trois relations :
W est clair que ces intégrales échappent à la méthode générale et qu'une élude spéciale est nécessaire, dans chaque cas particulier, pour reconnaître s'il en existe ;nousles appellerons des intégrales singulières du système.
125. Quand on connaît les caractéristiques d'un système en involution, la détermination des intégrales est donc ramenée à trouver la solution générale du système (28j, oii-v^, ?/^, z^, p^, 7^, s^, sont des fonctions de la variable a. On peut se donner arbitrairement trois de ces fonctions, elles trois autres sont déterminées par les équations (28).
Supposons, par exemple, que l'on veuille obtenir une surface intégrale passant par une courbe donnée (F) ; on peut considérer x^, y^, z^, comme des fonctions connues d'un paramètre a, et on a, puurdéterminer;?^, q^, «0, les trois équations (28). On tirera, si on veut, p^ de la première, s^ de la dernière, et, en portant dans la seconde, on est conduit à une équation différentielle du premier ordre pour d(''terminer<2'„; la fonction inconnue Çjjde a dépend encore d'une constante arbitraire, la valeur de q^ en un point de (P). Ainsi, po mne courbe arbitraire (F) il passe, en général, une infinité de surfaces intégrales, dépendant d'une constante arbitraire; on peut se donner arbitrairement le plan tangent en un poiyil de la courbe (F).
Soit encof e à déterminer une surface intégrale du système en involution circonscrite tout le long d'une courbe à une surface (S). Soient Xq, ?/q, 2^0 les coordonnées d'un point de cette surface, p^, q^ les coefficients angulaires du plan tangent; x^, y^, z^, pg, ç^ sont des fonctions de deux paramètres variables a et p. En substituant dans les équations de condition (28) les expressions de .Tq, y^, z^, pg, q^ en fonction de a, p, la première condition est identiquement vérifiée, et, en éliminantjL^ entre les deux dernières, on est conduit à une relation delà forme
C'est une équation différentielle du premier ordre, et les conclusions sont analogues à celles de tout à l'heure. Il existe une infinité de surfaces intégrales^ dépendant d'une constante arbitraire, circonscrites aune surface donnée (S); O" veut choisir arbitrairement un des points de lu courbe de contact.
126. Nous allons appliquer la méthode générale à quelquesexemples.
Exemple I. — Soit à intégrer le système en involution
Les équations différent ielles des caractéristiques sont ici
du . dz , dp dq ds
et l'intégrale générale est représentée par les formules
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Pour avoir uiw intégral*' tlii système en involulion. k's valours inilialos .r^, iJq, s^, Pq. q^, .v^, (JnivtMit salisfairr aux é(|uations
fiiipposons, par exemple, que, pour.r :=: C, l'intégrale cherchée doive se réduire à i, y\ On prendra x^ = C, //„ =^ a., Zq = <^ (a) ; les formules précédentes doiment
9o = ?' (*)' -'o = — f ''*) Po = — 9 («) + ^'\
C étant une nouvelle constante. L'intégrale correspondante est représentée par le système des deux équations
// = a + .c — C, z = <p (aj + C (J- — C) ;
l'élimination de i nous donne, pour l'intégrale générale du système en involulion proposé, en changeant un peu les notations,
C étant une constante arbitraire et •]/ une fonction arbitraire. On peut remarquer que le système en involution proposé est équivalent à l'équation du premier ordre
avec une constante arbitraire a.
Exemple II. — Soit à intégrer le système en involulion
les érpiatjdns difTéntil irllt-s des caractéristiques sont
«•t l'intégrale générale est
o + îo«oj {^ — ^0) + 3 *u '^ — ^of
I-es valeurs initiales ./„, i/q, Zy. ;).,, q^, *(,, doivenl salisfaii-a aux relations
hn — ^ ^ \ r. ^ iÎ£o _ _ in. ^1 , , ^
^r - ^» ^x "^ ^0 c^x ' :^a ~ li :^x "^ « .>x
Prenons, comme tout à l'heure, o'f, = (^, i/ç = a, ^o = 'f (*)' ^^ ^^ déduit
cl l'intégrale générale du système en involulion est représentée par le système des deux équations
(|* (a) étant une fonction arbitraire et C une constante arbitraire. Comme vérification, on dédiiil des formules précédentes
rfa , 2 (.r _ C ) . , . , , 2 (.r — C) T7, -r V <7 = y lai H , „ , , — '1
Exemple III. — Les équations
où X est défini par l'équation du second degré
1 + X2 + (/, 4- qXf = o,
forment nu syslrnic en involulion. Ce système peul encore s'écrire W — .s"-
la preniii'iT équation osl ci'lle dos surfaces à conrbunî lolale constante cpale à — I, la seconde dt'nnit (il est aisé de le vérifier) les surfaces réglées imaginaires dont les génératrices rencontrent le.cerde à Tinfini. L'intégrale génôrale du système (29) se compose donc des surfaces réglées imaginaires à courbure totale constante, qui ont été découvertes par Serret (') et qui résultent de la déformation de la sphère considérée comme une surface réglée.
Les équations différentielles des caractéristiques du système (29) sont, en négligeant la dernière (juil est inutile d'écrire,
En tenant compte de l'équation qui définit X, on voit facilement que l'intégrale générale est dnnnée par les équations
^0' .Voi -o'^^oi C étant des constantes. On vérifie bien, sur ces fornudes, que les caractéristiques sont des droites rencontrant le cercle de l'infini. Il serait facile d'achever l'intégration ;nousy reviendrons plusloin(n° 128), Ex F. M F' LE IV. — Le svstème
où À est une fonction de x, y, z, p, q, est en involution, pourvu (jue l'on ait
ce qui exige que À verilie une relation delà forme
3{) F (À, p, q, y — Ix, z — px — q\f = o,
la f<jnction F étant d'ailleurs tout à (ail aibiliaire. On peut donner des systèmes en involution de la forme précédente une interprétation géo-
1) Journal de Liouville, tome XIII, 1" série, p. 301 1848).
im'tri(Hic. Ht'iiiar((ii()ns d'iiliord (nic du système (.'{0) im d«'diiit
rt — s^ = o, ;• + 2À.V -f- 'j.^t = o.
l^es surfaces inlt-gralcs sont donc dos surfaces développables ; de plus, la g»''nériiliice issue de rélénienl ur, ?/, c, p, </) se projette sur le plan des jcj/, suivant une droite de coeHicient angulaire^. Le problème de l'intégration du système (30) peut donc s'énoncer ainsi: A chaque élément du premier ordre (x, y, z, p, q) de V espace, on fait correspondre une droite D issue du point (>r, ,y, ^) et située dans le plan de coefficienls angidaires /), q ; trouver les surfaces développables telles quen chacun de leurs éléments la génératrice soit la droite D correspondante.
Mais la relation entre la droite D et l'élément [x, ?/, z, p, q) ne peut pas être quelconque, puisque X doit satisfaire à une relation de la form<; (31). Pour interpréter cette condition, considérons tous les éléments d'un même plan P ayant pour équation
Z == a\ + hX + e,
et cherchons les droites D correspondantes, qui sont évidemment situées dans ce plan P.
Dans la relation (31), on doit faire p=:^ o, q = b, : — px — qj/ = c, et cette relation devient
(Slbis) F (X, a, b, // — /x, c z= o.
Or, la (Intile D issue de rt''l<''ment (.r, y, z, p, q) se projette sur le plan des .ry suivant une droite r/ (|ui a pour équation
Y = XX + .v-X,r,
et la relation 31 bis) exprime précisément (jue ces droites rfet, pai- suite, les droites D, ne dépendentque d'un paramètre quand le point (r,?/, z) décrit le plan P. Par suite, les droites D du plan P ont une enveloppe ; si une droite située dans ce plan est la droite D correspondante à un élément de ce plan, elle correspond à tous les éléments de ce plan que l'on obtient en prenant un point quelconque de cette droite. La détermination des surfaces intégrales du système en involution (30) conduit, par conséquent, à ce problème de géométrie : A rhaque plan P de l'espace oyi fait corr'>spondre, d'une façon tout à fait arbitraire, une courbe i\ située ((ans ce plan; trouver les surfaces développables telles que la génératrice de contact cl un plan tangent quelconque P à cette surface soit tangente à la courbe C correspondante du plan P.
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Vt>ifi t'iu'oif Mil l'iioiH I' cijiitvalcnl à celui ({iii itrcccdc.
Soil (A un sysli-mc géomclrique formé dv l'cnsoiul»!»' (riinc dittile et d'un plan passant par cette dri>ile : un pareil système (lép«Mul de cinq paramMres (|ue Wm peut appeler ses coordonnées. Toute surface développabh' se compose dune suite simplement inlinie de [A], chaque ffénératrico et le plan tangent correspondant formant un d(^ces systèmes. Cela posé, le prohlènie peut encore s'énoncerainsi : Trouver les surfaces (lèveloppables. composées de systèmes [X] dont les cinq coordonnées rérifienl une relation donnée, de forme arbitraire.
Par une courbe donnée de l'espace, il passe, en gt>néral, une infinité de pareilles surfaces, dont la détermination dépend d'une é<pialion dilîérenlielle du premier ordre. Mais il est possible d'obtenir pour l'intégrale générale du système en involution des formules contenant explicitement une fonction arbitraire et ses dérivées. Imaginons, en effet, qu'on efTectue une transformation par polaires réciproques ; à un plan P correspond un point M et à une courbe C du plan P un cône (T) ayant son sommet en M. Les surfaces développables qu'il s'agit de déterminer deviennent de même des courbes tangentes en chacun de leurs points à une génératrice du cône (T) ayant son sommet en ce point. Ces courbes sont les courbes intégrales d'une certaine é(|uation aiix dérivées partielles du premier ordre qu'il suffira d'intégrer pour avoir leurs équations sans aucun signe de quadrature.
L'application de la méthode générale conduit a\i même résultat. Les éipiations différentielles des caractéristiques du système (30) sont
dj dix '^ dx ' dx dx dx
il est inutile d'écrire l'équation qui donne s, car elle n'intervient pas dans les calculs. On tire tout de suite des équations précédentes p=Pq, <7 := /7q : ou a ensuite
c'est-à-dire, d'après la relation à laquelle satisfait >, d/. = o. On a donc ainsi
^ = ^01 .V = //o + ■>' — ^o) ^0' - = ■^o + ' Po + Vo'^o ' (•'' — -^0 ' les valeurs initiales p^, q^,, x^, y„, r^, ).„ vérifiant la relation
(32) F (>.„, /5o, 7oi I/o — 'o^o' ^0 — Po^o — Qs,yo) = '»•
D'après la mêlliude générale, il faut preiulre pour ces valeurs initiales des fonctions d'un pai-amèlre variable a, satisfaisant aux conditions
dPo + \s,^dx^ ~ i^thjo — G, OU, en éliminant s^ entre les deux dernières,
Soit /<Q = z^ — }IqXq — rjQj/Q ; les relations précédentes deviennent:
duo + x^'fp^ -f ija'fqo — 0,
dPo -f- \f^'h — o ; on en tire
dUn
dq, •'^» ""•~"- dq, - dq,'
et, en portant ces valeurs dansré([uation (32), on a, pour déterminer les fonctions Po, 5'o)"oi ^^ relation
connaissant Mq, p^, ç-q, on a ensuite, pour déterminer x^ et t/^i l'équiition unique
du^ + ^"o^'i^o + yo^'/o = 0.
où l'on peut choisir arbitrairement l'une des fonctions oj^,, y^. Tout s» ramène donc à l'intégration de l'équation (32 èw), c'est-à-dire, dans le cas général, à l'intégration d'une équation aux dérivées partielles du premier ordre.
Il serait facile de multiplier les cas particuliers; par exemple, si les droites D appartiennent à un complexe, le problème revient à d -ti^rminerles surfaces développables dont les génératrices font p;ir;i:; d'u:i complexe. On obtient un cas encore plus particulier, en sup;) vaut que les droites D sont tangentes à une surface (2). Les surfac s d. vcloppablesdont les génératrices sont tangentes à (S) sont, d'u i ; p:i:"t, les surfaces développables dont l'arête de rebroussement est 'S'.xi.^ sur la
INTÉGRATION I>ES ÉQUATIONS. "i
surfarr il , d'aulre pari les surfaces iléveloppables circonscrites à (S). On iloil etiusidt'rer les premières surfaces comme formant la solution générale, lantlis que les secondes surfaces ne sont <(ue des intégrales singulières. I*ar une courbe donnée, il passe, en elîel, une infinité de surfaces dévelopjiables ayant leur arête de nd^roussement sur la surface ''!£.]. tandis f|iril n"v en a (ju'une (|ui soit circonscrite à (ii)/
127. l.a llietirie des systèmes en invulution présenlt\ comme on voit, la pbis grande analogie avec \-\ théorie des équations aux dérivées partielles du |»reniier ordre. De même qu'à toute équation du premier ordre est allarhèe une famille de multiplicités caractéristiques du premier ordre, dépendant de trois paramètres, de même chaque système en involution possède une famille de caractéristiques du second ordre, dépendant de cinq paramètres. Chacpie caractëristiipie du second ordre renferme une courbe caractérislif/ue quî lui sert de support, et, en général, les courbes caractéristiques dépendent elles-mêmes de cinq paramètres. Il arrive cependant, pour des systèmes en involution d'une forme particulière, que ces courbes caractéristiques dépendent de moins de cinq paramètres. Prenons, en effet, les équations linéaires
OÙ À, fi, V sont des fonctions de œ, »/. :, ji, q\ ce système est en involution, pourvu que À. •/, v vérilient les relations
01/ Oc oq I iv; 0.
Ces conditions étant supposées vérifiées, le^ équations différentielles des caractérisli(|ues du système (33; sont de la forme
Hi/ ^ dz , . 'Ip dq
dx d.i- ' > ' (ix ' dx
ds /d i.s -\- \i.\\
'ch" ~\ Tj'f y
Les quatre premières de ces équations ne contiennent que a", y, z.
yj, Y ; buit'iil
t' V = fi ('i'; -^-o, i/o. -0' Pq> îo).
" ^^ f-i\^'> ^Q^ //o' -0' V'^0" yo)i
7 = /'t^'-; ■''o. 2/o.^o'Po. '/o).
les formules définissant l'intégrale générale du système formé par ces quatre équations. On a ensuilespar l'intégration d'une équation difîérentiolle du premier ordre, qui introduit une nouvelle constante arbitraire s^. Les formules (33 j représentent une famille de multiplicitéscaractéristiques du premier ordre, dépendant de (piatre constantes //q, s-qiPoi 7o (-^o^*^^"*' une constante numérique) ; chacune de ces caractéristiques est contenue dans une infinité de caractéristiques du second ordre, dépendant d'une constante arbitraire. L'ensemble des caractéristiques du second ordre, qui ont ainsi en commun une multiplicité du premier ordre, forme une intégrale au sens étendu du mot(n*' 119). Pour avoir l'intégrale générale du système en involution, il est inutile de tenir compte de l'équation qui donne s. En effet, les valeurs initiales x^^ y^, ^Tq, p^,, y„, Sq doivent satisfaire aux trois relations
f^^o = Po^^'-o + w^y^^
entre les(juelles on peut éliminer s„, et il reste les deux relations
qui ne renferment plus que a-,,, //(,, c^, Pq, q^^.
On obtient des systèmes en involution de la forme (33). en différentiant par rapport à r et à y une équation du premier ordre
F (^. !/, -2". P> l) = C, où C désigne une constante arbitraire. On obtient ainsi le système , c^F , c>F , ^F , c^F
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qui est toujours on involution. Mais ou na pas ainsi tous les systèmes en involution de la forme (^33) ; pour qu'un pareil système puisse être ramené à la forme (30', il faut que les trois équations linéaires
DF ' ?F , ^F
or , iT , ..
DF c^F
admettent une solution commune F [x, y, z, p, q).
128. On voit, d'après cela, qu'on peut faire la théorie complète des systèmes linéaires en involution de la forme
r -{-Xs -\- ^=: o, s -\- Xt -\- "kw = o,
où À, u, V sont des fonctions de x, y, z, p, q sans introduire la valeur de s dans les écpiations des caractéristiques. Appelons caractéristique tout système simplement infini d'éléments du premier ordre vérifiant les équations différentielles
cf}/ = mU, (fz = piii- -f- Qdn-, dp = — [J-dc, clq = — \^dx ;
il résulte de ce qui précède que toute surface intégrale est un lieu de caractéristiques; et inversement, pour que les caractéristiques issues des éléments [x^, y,„ ^o» Pm ^o) forment une surface intégrale, il faut et il suffit que a?„, y^, a-^, p^, r/^ soient des fonctions d'un paramètre variable a satisfaisant aux deux relations
dZf^ = p^dx^ + q^,dy^,
dp„ + y^dqo + [Xo^J^o + K^adj/o = o.
Ce résultat peut aussi s'établir directement par un calcul facile.
De tout élément du premier ordre, il part, en général, une caractéristique bien déterminée, à laquelle appartient cet élément. Par suite, si deu.r surfaces intégrales d'un système linéaire en involution ont un contact du premier ordre en un point, elles sont tangentes tout le long de la caractéristique issue de cet élément. On déduit de là une conséquence importantf .
Supposons que l'on connnisse une intégrale du syslrme en involution dépendant de trois paramètres a, b, c et ne vérifiant aucune équation du premier ordre indépendante de a, b, c; soit (S) cette intégrale. On peut disposer des trois paramètres a, b, c de façon que la surface (S) soit tangente à une autre surface intégrale (2) en un point donné; les deux surfaces (S) et (S) sont donc tangentes tout le long de la caractéristique issue (le l'élément commun. Toute surface intégrale (S) est, par conséquent, l' e^iveloppe cfuyxe suHe simple nient infinie de surfaces (S).
D'après cela, l'intégrale (S), qui dépend de trois paramètres, joue le même rôle que l'intégrale complète d'une équation du premier ordre. 11 y a cependant une différence essentielle entre les deux cas, qu'il est aisé de mettre en lumière. Soit »
l'équation générale des surfaces (S); quand on établit entre les trois paramètres a, è, c, deux relations de forme arbitraire
i = I, (rt), c = <l> (Vi),
les surfaces enveloppes, dont on obtient l'équation en éliminant a entre les relations
/ * [x, II, z, a, f (a), ^(a)] = o,
forment, on l'a vu, l'intégrale générale d'une équation du second ordre (I, n" 8). Pour que ces surfaces enveloppes soient des intégrales du système en involution proposé, il faut que les fonctions (p (a) et •]/ [a) vérifient une relation de la forme
(39) F [rt, a> (a), I (a), *' [a), f (a)] = o ;
on obtiendra cotte relation en exprimant que les caractéristiques définies par les équations (38), qui dépendent de cinq constantes à, <p (a), ({/ (fl), *' {a), >y (a), quand on n'établit aucune relation entre ^p et -l, sont identiques aux caractéristiques du système en involution, qui dépendent seulement de quatre constantes. On exprimera, par exemple, que ces multiplicités vérifient les équations différentielles des caractéristiques, ce qui n'exige que des différentiations et des calculs algébriques.
Etant donnée une relation de la forme (39), on sait qu'on peut exprimer a, » (a), •l (a) au moyen d'un paramètre variable a, d'une fonction
arbitraire de i el de ses dérivées en nombre fini, sans aucun signe d'intégration. Par suite, on peut toujours exprimer l'intégrale générale d'un système linéaire en involution par des formiiles où figurent explicitement une fonction arbitraire et un nombre fini de ses dérivées. Il n'en est pas de même, en général, pour un système en involution de forme quelc«»n(pu'.
Heprenons, par exemple, le système en involution (29), ([ui est linéaire ; d'après la signification de oes équations, toute sphère de rayon ^ — 1,
(40) (X — fl)« + (// — iV-» -f (j - c)» + 1 = o,
est une intégrale. Par suite, lintégrale générale peut être considéréecommi' l'enveloppe d'une sphère de rayon y' — 1 quand on établit entre, les coordonnées du centre (>, 6, ci une relation de forme convenable. Or, nous avons vu que les caractéristiques du système '29j étaient des lignes droites rencontrant le cercle imaginaire de l'infini. D'autre part, les caractéristiques de la sphère sont représentées par les deux équations (40) et il
'4! X — a fJa A^ [y — h) dh -\- [z — c) rfc =: o ;
pour que ces caraclf-ristiques soient des lignes droites, il faut et il suffit que le plan 41) soit tangent au cône asymptote de la sphère, c'est-à-dire que l'on ait
daP- + db"^ + c/c2 = 0 ;
d'où l'on conclut que l'intérjrale générale du système t'29 s'obtient en prenant fcnveloppe d'une sphère de rayon V -^ 1 , dont le centre décrit une-courbe minima.
Il peut aussi arriver que les courbes caractéristiques ne dépendent que de trois paramètres. Par exemjde, pour le système r -f ,? = o, t -\- s ■= o, les équations des caractéristiques sont
y = !/o + •'' — -''o' ^ = ^0 + (;>o + '7oî ^-^'-^o). P=Po'
on voit que les courbes caractéristiques ne dépendent que des trois paramètres y^ — ^oi Po,+ Ço- ^o — '^o Po 4" îo)- Chaque courbe caractéristique est contenue dans une infinité de multiplicités caractéristiques du premier ordre, dépendant d'une constante arbitraire, et chaque
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multiplicité caractrrislique du premier oi-drc est rcuft'rmée à son lour dans une iiifinilé de caraelérislicpie^ «In ^<'c«»iid (»rdre dépendant d'une nouvelle constante arbitraire.
129. Reven<ms maintenant à la théorie des systèmes en involulion de forme générale.
On sait le rôle important (pie jouent les intégrales complètes dans la théorie des expiations aux dérivées partielles dif premier ordre. Etant donné un système en involution
(■42) ;• + f{x, î/, 2-, p. v> i-^ = o, t -\-^ (x, y, z, p, ry, s) = o,
nous appellerons de même intégrale complète de ce système toute intégrale dépendant de quatre paramètres
de telle façon que lélimination de «,, a^i «31 «; <-Mitre la relation 43^ et les suivantes
SF , ^F
0x^1/ oxd: ••V'^- os- oz
conduise aux écpiations (42). et à celles-là seulement. Étant donnée une intégrale quelconque du système (42), on peut, d'après cela, disposer des constantes a,,^,^ ^3)^c *^c façon (pie lintégrale complète ait avec l'intégrale donnée, en un point donné, un contact du second ordre. D'après une proposition établie plus haut, les deux surfaces ont alors un contact du second ordre tout le long d'une caractéristique. Toute surface intégrale est donc l'enveloppe d'une famille d'intégrales complètes, chaque intégrale complète ayant xin contact du second ordre avec la surface enveloppe, le long d'une carac'érislique. Cela s'applique aussi aux systèmes linéaires. Par exemple, l'intégrale générale du système r -[-5 = o, / 4" * = ose compose fn" 120) de surfaces cylindrifpies ayant
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leurs génératrices parallèles au plan y — a; =: o. On peut prendre pour intégrale complète les cvlindres de révolution ayant leur axe parallèle au même plan. 11 est clair (pie, le long d'une génératrice, on peut trouver u!ie intégral»' complèlo ayant un contact du second ordre avec la surface cyliirtlrique.
11 existe cependant une différence essentielle entre une étpialion du premier ordre et un systènu' en involulion, pour la théorie des intégrales complètes. Tandis (jue toute famille de surfaces à deux paramètres
F (a-, y, ^, a,, rtj) r= o
est une intégrale complète d'une équation du premier ordre, une famille de surfaces à quatre paramètres
donne bien une intégrale complète d'un système de 2 équations du second ordre
fi (^. «/, ^, P^ 9, *', s, l] = o, f^ {x, y, 2, p, q, r, 5, l) — o,
mais ce système n'est pas, en général, en involution. Ainsi une sphère dépend de quatre paramètres ; l'équation
x^ -\- y^ + 2^ + 2a, ^'-f- 2a._jy + la^z ■]- a^ — o
est une intégrale complète du système
Les é<|uations qui déterminent les dérivées du troisième ordre ne forment un système indéterminé que si on a i -\- p^ -\- c/^ =. o \ par suite, en dehors des intégrales de cette équation du premier ordre, le système (45) n'admet que des intégrales dépendant de quatre constantes arbitraires au plus, ce sont précisément les sphères. On voit, sur cet exemple, qu'un système de deux équations du second ordre peut, admettre une infinité d'intégrales, dépendant d'une fonction arbitixi,ire^ sans être en involution. 11 faut, en outre, que, par une courbe choisie arbitrairement, il passe une infinité d'intégrales, dépendant d'une constante arbitraire, pour (jue le système soit en involution.
La connaissance d'une intégrale complète ¥ {x, y, z, a^.a,^, «3, a^ = o d'un système en involution non linéaire permet de déterminer les carac-
léristiques sans aucune i nié •^ration. Kn eiïel, toute surface intégrale étant l'enveloppe d'une suite simplement infinie d'intégrales complètes, les courbes caractéristiques font partie des courbes représentées parles équations
• J- J . J . -. ^'^2 '''«i da, ^^ . .
qui dépendent de sept paianielrosrt,, a.^, a^, a^, -r-^t —^i --— '• hn ecn-
UCl Ê ''6c I Util
vant, comme plus haut, que les multiplicités d'éléments du second ordre correspondantes vérifient les équations dilTérentieiles des caractéristiques, on établit deux relations seulement entre ces sept paramètres
. / da., da^ da,\ . /' da.\
puisque les caractéristiques dépendent de cinq paramètres. Pour obtenir l'intégrale générale du système en involution, il faudrait obtenir les expressions les plus générales de quatre fonctions a,, a.^, a^, a^, d'une seule variable, vérifiant les deux relations précédentes.
On peut aussi étendre aux systèmes en involution la notion de courbes intégrales (').
130. Comme conclusion do l'étude qui vient d'être faite, nous remarquerons qu'un système de deux équations du second ordre ne peut admettre d'intégrale dépendant dune infinité de constantes arbitraires que dans deux cas : lorsque les équations forment un système en involution, ou lorsqu'elles admettent une intégrale intermédiaire commune du premier ordre. En effet, les équations étant mises sous la forme (11), si elles ne* forment pas un système en involution, l'une au moins des expressions
c^s ^/ \dy) c\v \cfx)
ne sera pas identiquement nulle. Supposons, par exemple, que
(1) Bei!DON (Thèse de Doctorats Pour plus de détails sur les sysléines en involution de deux équations du second ordre, on pourra consulter une note que jai publiée dans les Comptes Rendus (1" juin 1896), et un niénuiire plus développé dans \e Journal de l'École polytechnique (1897).
1 — ^ ^ ne soit pas nul idontuiueinent. Les inléj^rales (lui ne satisfont pas à l'équalion
dépendent, nous l'avons vu, de quatre constantes arbitraires au plus (n" 121). Si donc il existe des intégrales communes aux deux équations proposées dépendant dune infinité de constantes, ces intégrales doivent aussi satisfaire à la relation (46 . Appelons H (jc, y, z,p, fj,sj le premier membre de celte équation ; si les intégrales considérées ne vérifiaient
pas Téquation -r- := o, on pourrait tirer s de la relation (46'^, et on en
concluerait que ces intégrales dépendent an plus de trois constantes arbitraires. Il faut donc que les inté<jfrales communes, qui dépendent d'une infinité de constantes, satisfassent à lu fois aux deux équations
Il = o, -T- =: o,
et par suite à l'écpiation du premier ordre K = o, obtpnue par l'élimination de s. Mais on a déjà reniar(|ué n" 120 qu'une équation du second ordre et une équation du premier ordre ne peuvent admettre d'intégrale commune dépendant d'une infinité de constantes (|ue si l'équation du premier ordre est une intégrale intermédiaire de l'équation du second ordre.
Si i — Y" V^ 6st identiquement nul, toute intégrale commune aux
équations H i doit satisfaire aussi à l'équation
sur laqut'lli- on |)i.Mit recommencer le raisonnement qui précède. 131. Étant données deux équations du second ordre non résolues
,^^^ I F (./;, y,, 2, p, ry, r, s, t> = o,
nous dirons de même que ces deux équations forment un système en involution, si les quatre équations que l'on obtient en les différentiaut par rapport à x et par rapport à y se réduisent à trois équations dis-
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tincles. Soit
te) = ^/"^5:^^ + 57/ + :>,'•
on a, entre les quatre dérivées du troisième ordre a, [3, y? c, les relations.
Pour que ces (|uatre équations se réduisent à trois, il faut d'abord que le déterminant formé par les coeflîcit'nts de a, S, y, 3 soit nul
DF
cM^
DF
DF
c'est précisément la condition pour que les deux équations
aient une racine commune. Une première condition pour que les équations (47) forment un système en involution est donc la suivante; en chaque élément du second ordre commun aux deux éciualions, il doit y avoir une direction de caractéristi(iue commune.
Suit m la racine commune aux équations \oO), qui vérifie les deux
relations
D_FJ^] ~ D iF. FJ ~ D iK. F.)'
si on élimine-*' enliv la première cl la Iroisiùmedcs équations (481, puis 8 entre la seconde et la quatrième, on est conduit à deux nouvelles égalités
(48 bis]
^±^/dF\ ^F /dF,\ . D(F, F,) D (F, F,) _ \ irydiJ-^'Vd^J^^ D{s,r) -^^ D(.'.r)'-^-
En multipliant la première par m et ajoutant, il vient, en tenant compte de la valeur de m. une nouvelle équation de condition
,„, Tc^F. (d?\ ^V A/FAT . ^F, /r/F\ ^F /r^\
Les conditions (49) et (ol) sont sufTisantes pour que les quatre équa-
D (F, F ) tions (4S) se réduisent à trois, pourvu ciuc le déterminant ^ , ' ^■' ne
soit pas nul, ce que nous supposerons. En elTet, les équations (48 his) peuvent remplacer deux des équations (48), et ces deux équations se réduisent à une seule. Pour que le système (47) soit en involution, il suflit que les conditions (49 1 et (oi) soient vérifiées, en tenant compte des équations (47) elles-mêmes. Si ces conditions sont vérifiées identiquement, les équations F = C, F, = C, forment un système en involution, quelles ({ue soient les valeurs des constantes C, C,.
On obtient les équations dilTérentielles des caractéristiques d'un système en involution de forme générale de la même façon que pour un système en involution de Informe (11'. Sur une intégrale commune aux deux équations (47), représentée par l'équation z = <J» (x, ij j, considérons une famille de courbes définie par léquation diiïérentielle du premier ordre
dy
où m désigne la racine commune aux deux é<|uations (50; ; on suppose, bien entendu, que. dans m, on a remplacé z. p. rj, r, s, l par leurs valeurs en fonction de x et de y, déduites de l'équation de la surface.
Le long (le l'une de ces courbes, on a
dz = pdx -\- qdij, dp = rdx -\- sd;i, d<j = sdx -\- td}/^
dr = acte -j- prfy, ds = ^dx -\- ydi/, dt ■=: -^dx -j- My ;
mais on tire des é(iuations (48 :
:>f \ d.r ) ;)/■ \dx) * + P"^ = ÎTTFTFj '
P + ^'"== DTFH^i '
D (r, /) ^F, /f{F\ _ ^F /dFj\ j c>r \di/ ) Dr y (/y / i D(F. F,)
de sorte que, le long d'une caractéristique, x, y, z, p, q, r, s, t satisfont aux équations différentielles
dx dy dp dq
D(F,F,) ~ D(F,F,) - DiF,Fj , ."" dTfVFTT" !
(52)pirp^\F,, -çf /^x_^DF,/ç^x
I D(r, /) ^i'^'i'^! M \dx) D/ \dx)
(^s dt
\ }>t \ dy ) ^t \dy ) "^l^r \dy) h- [ dy )]
Ces équations admettent, comme on devait s'y attendre, les deux combinaisons intégrables r/F = o, dh\ = o, de sorte qu'on peut les ramener à un système de tin(j équations à six varivbles. On démontre, comme plus haut, que, pour avoir une intégrale du système en involulion proposé, il suffit de prendre le lieu des caractéristiques issues dune infinité d'éléments du second ordre (xq, y^^, z^, p^, ç^, r^, s^^, l^), dont les coordonnées sont des fondions d'un paramètre variable a satisfaisant aux relations
Dx « Da *" Dx ~ ' Dx ' Dx '» Dx
132. Apivs avoir éludii' en détail les deux cas particuliers (|iii précédent, nous allons considérer les systèmes Hu'nu's dune, équation du second ordre et dune é<juation d'ordre (juelcoiupie. On ne restreint pas. la généralité en supposant que l'équation du second ordre proposée est résolue par rapport à la dérivée du second ordre r. Si, en effet, léqualion ne contient pas r, elle contiendra l'une au moins des dérivées « et / ; si elle renferme /, il suffit de permuter x ei y pour être ramené au cas précédent. Si l'équation ne renferme ni rni /, elle est de la forme «-|- /*i.r, y, 2,/), Y)=r o, et il suffît de prendre pour variables indépendantes u=: x-j-y elv = X — y pour avoir une équation résolue par
rapport à — •
Nous pouvons donc toujours prendre l'équation du second ordre sous la forme
(53) r + /-(a-, t/, ^, ;), ry, s, /) = o,
ou, en posant
cV + *Z
x\^y Pi.o + f^^^ y^ -1 i^i.o, Ri, Pi,i, ;Jo,.) = 0.
L'équation (o3j et celles quon en déduit par des différentiations successives permettent d'exprimer toutes les dérivées partielles de z au moyen des dérivées partielles ;>,,*, où l'indice i a l'une des valeurs 0,1. Ainsi, en différentiant l'équation (53) un nombre quelconque de fois par rapport à y, on obtient l'expression des dérivées
lV2^y"-2
au moyen de a-, »/,z, PoiiPo:- -m/^/.; Vk^^Vkk^ --^VK.n-K \ en différentiant ensuite une fois par rapport à x et un nombre quelconque de fois par rapport à y, on exprime les dérivées
'^x'^lxf'-'^
au moyen des précédentes, et ainsi de suite. D'une manière générale, on a, si l'indice i est supérieur à l'unité,
(54) jum — F [x, y, z. //op/'o2 Poi î Pic Pi 2- •••. />!,«-.), iAr^ — n,
la fonction F se déduisant de /'par des différentiations, des mulliplica-
lions et dos aildilioiis. Nous supposerons toujours, par la suite, à moins de mention expresse, que l'on a remplacé les dérivées p,,, [i > 1) par leurs expressions au moyen des dérivées où le premier indice ne dépasse pas l'unité.
Voici une autre notation que nous emploierons frécpiemment. Soit
U fa-, y, z,;>,(, p^^„) une fonction de a?, y, z, et des dérivées partielles
de î jusqu'à un certain ordre, n par exemple. Imaginons qu'on diiïérentie cette fonction rfois de suite par rapport k x, k fois de suite par rapport à y, en considérant z comme une fonction de x et de y, qu'on retranche du résultat les termes qui renferment les dérivées d'ordre n -|- i-\- k, c'est-à-dire
A„ Vn+i.k "T T~ P/1 + /-I.A-H "h •■• + T- Pi.n+k,
'^Pno '^Pn-\.l <^Po.n
qu'on remplace ensuite les dérivées p,,A, où î > 1, par leurs expressions tirées des formules (oAj ; nous désignerons le résultat de toutes ces opérations par
Vfx'dy'')'
133. Les caractéristi([ues de l'équation (o3) sont données par les racines de Téijuation du second degré
soient w, et m.^ les deux racines de cette équation. Si on prend, sur une surface intégrale, les courbes définies par l'équation différentielle
(/i/_ — in^(Lx = o,
l'orientation d'éléments d'ordre n, qui appartiennent à la surface intégrale le long de l'une de ces courbes, constitue ce que nous avons appelé une caractéristique d'ordre n 1, n° 81). On a d'abord, pour une de ces caractéristiques, les relations
(hj — m,rfa-, dz = /),o<''''' + Po\^^y ^P>. '^ = P> + i, '/''•^' + Pi,k^\^^yi
où i J^ k -^ n — 1, et où l'on peut supposerque l'indice i ne dépasse pas l'unité. Pour obtenir une nouvelle équation différentielle, nous n'avons qu'à différentier l'équation proposée i53) n—i fois de suite par rapport
à ^V) ^'6 iiui donne
d'autre pari, on a aussi :
(fpi,„-i = Pi.n-i dx -f- ih,»dyy dpo,n = pi,n dx -{- po... + idy.
Remplaçons dy par m^dœ, on en lire
dpo, „
dpi,„-i dfto_ „
et, en portant dans l'équation précédente, il reste:
c/ic
Les équations différentielles des caractéristiques d'ordre n sont donc les suivantes
dy = mfdx, dz = Py^dcc -\- p^^dy, dpio = Piodx -\- pixdy, ..., c^pi,„_2 = p,,n-idx -f Pi,„^idy, (56j { rfpoi = Pudx 4- poK^y, ..., dpo,u-i = pi,H-irfar -f- jîo, nC^y,
K „_ij rfa; -4- f/pi,,._i + ^idPo,» = 0.
On suppose, bien entendu, qu'au moyen des relations (53) et (54) on n'a laissé dans ces équations différentielles que les dérivées p,,/, , où l'indice j ne dépasse pas l'unité. Ces équations, en nombre 2n -\- l, renferment donc 2n -j- 3 variables; elles admettent, par conséquent, comme on l'a déjà remarqué, une infinité d'intégrales dépendant d'une fonction arbitraire. Toute intégrale des équations (56). jointe aux équations (53) et(54), définit une orientation d'éléments d'ordre n, qui est une caractéristique d'ordre»; pourabréger, quand nous parlerons des équations des caractéristiques, il sera question des éqiialions différentielles (56). On obtiendra le second système de caractéristiques en permutant m, et m .
II est aisé de retrouver, au moyen des formules précédentes, un certain nombre de propriétés qui ont été signalées rapidement (t. I, n» 81]..
Ainsi, toute caractéristique d'ordre n renferme une caractéristique d'ordre n — 1 ; car on déduit des deux é(iuations
dpi,n-i = Pi.n-idx -f- pi^„_id{/, dpo,„-i = Pi.n- i^J^' + Po.udy,
en multipliant la seconde par m.^ et ajoutant membre à membre, et remplaçant ensuite di/ par 7n^doc,
dpi „-î -^ m^dpo „^i 1 ' I N I
Pi.n-i -\- ^^ Pi.n-l "T ^ Po,n,
c'est-à-dire
(57) ( . „_;j dx -f- rf/)i,„_2 -f midpo,n-i = 0.
On peut donc remplacer, dans les équations (o6), la relation
dpt,„-2 = pi,n-îdx + pi,„^idy
par la précédente. En d'autres termes, les équations différentielles des caractéristiques d'ordre n s'obtiennent en ajoutant aux équations différentielles des caractéristiques d'ordre n — l les deux suivantes
( dpo, „ .. 1 = pi,n. idx -f- Pc ndy,
Connaissant une caractéristique d'ordre n — 1, pour avoir une caractéristique d'ordre n à laquelle elle appartienne, on a les deux équations précédentes qui déterminent pi,„_i et;jo,»i-
Si on élimine pi.n^i entre ces deux équations, on est conduit à une équation différentielle du premier ordre pour déterminer jOo,,,, où le
coefficient de -—^ est (//*.. — /»i). Donc, lorsque l'équation caractéristique
(55) a ses racines distinctes, toute caractéristique d'ordre n — 1 ai)parlient à une infinité de caractéristiques d'ordre n dépendant d'une constante arbitrair/e (Voir t. I, p. 183).
134. Dans là recherche des intégrales communes à l'équation du second ordre proposée et à une autre équation d'ordre «, o =: o, on
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peut toujours supposer qu'on n'a laissé dans cette dernière que les dérivées pok et pin, en remplaçant les dérivées ;j,a, où l'indice i dépasse l'unité, par leurs expressions tirées des formules (o3) et (34). Si, après cette substitution, l'équation «p = o se réduit à une identité, toutes les intégrales de l'équation du second ordre proposée appaHiennent à la seconde équation, qui est ainsi une conséquence analytique de la première. Laissant de côté ce cas exceptionnel, supposons qu'on ait un système formé de l'équation du second ordre (33) et d'une autre équation d'ordre >i,
(39) » [X, y y z, p,o, p,i, ..., Pi.„-i\ Pq\, po:, ■••, pon) = o,
dont le premier membre ne renferme que les dérivées pi^/,, où i ^\. En regardant z comme une intégrale commune à ces deux équations, proposons-nous de calculer les dérivées d'ordre n -|- 1 de celle fonction ; d'après ce que nous avons dit plus haut, il suffit de calculer les dérivées Pi.n cl Po. „t1- f'^ïï diiïérenliant l'équation (39; une fois par rapport à x et une fois par rapport à ^, et l'équation (33 j {n. — 1) fois de suite par rapport à y, on pai-vienl aux trois équations
où (-T^)' (t^)' (y „ - 1 ) : ont le sens expliqué plus haut (n° 132). En éliminant Pi,„-x entre la première et la troisième, on est conduit auxdeux équations suivantes, pour déterminer /3).„ etpo,„n,
I r Pl.n + Z Pù.,,ri -j- ( -r) = o.
Nous dirons que les équations
»• -|- /" = o, s = o forment un système en involulion. si les deux equal' jiis 61; se réduisent
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à une seule [^}. Pour qu'il en soit ainsi, il faul dabord f|ue l'on ait
c'est-à-dire que le rapport r^^ : t—^ — soit ('L-al à l'une des racines Wj, lUi de l'équation
Supposons, par exemple, que l'on ait
c^3) Dï»
= IHi
en tirant la valeur depi,,, de la seconde des équations (61) et portant dans la première, il vient une seconde condition
Pour que le système r-f f= o, cp =o soit en involution, il faut donc que la fonction cp vérifie un des deux systèmes d'équations
(Do t)»
( \c!xj ^ "" \dij} ^p,. . _ , \d:r -') °'
l t)cp ^m
mx ; '■Po,n t'Pl,,!-!
Kâ)+""(|)-^
Si la fonction cp satisfait à l'un de ces deux systèmes, les deux équations (61) se réduisent à une seule, et on peut choisir arbitrairement la valeur d'une dérivée d'ordre n + I ; en raisonnant comme on l'a fait plus haut (n° 122;, on verrait de même qu'on peut choisir arbitrairement la valeur d'une dérivée de chaque ordre à partir du (n-}-l)* et, par suite, former une infinité de développements en série entière qui satisfont formellement aux deux é(iuations proposées. Au lieu d'établir directement la convergence de ces développements (ce qu'on pourrait faire par
(') Il suffit que cela ait lieu en len.nnt compte de la relatiun -^ — o eile-inèinc. Nous supposerons daboni qu'il n'est pas nécessaire de tenir conqile de celte relation; ie cas où il est nécessaire d'en tenir compte est examiné plus loin (page 90, n* 139).
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un arlilicc ai»aIo},^ue à celui qui a été employé précédemment;, nous établirons l'existence des intégrales communes aux deux équations par la méthode même qui servira à les obtenir.
Auparavant, il est essentiel de romarcjuer que les deux systèmes d'équations [\) et (B) se présentent dans une aulre question. Les équations différentielles des caractéristiques (36) sont au nombre de 2n-|-l, et le nombre des variables est 2n»-|- 3, de sorle qu'on ne peut les intégrer comme un système d'équations différentielles ordinaires à une .seule variable indépendante. Les méthodes de Monge et d'Ampère consistent essentiellement, on l'a vu, à rechercher s'il existe des combinaisons intégrables pour les équations différentielles des caractéristiques du premier ordre. En généralisant cette méthode, proposons-nous, avec AL Darhoux, de rechercher s'il existe des combinaisons intégrables des équations diffère elles des caractéristiques d'ordre n, c'est-à-dire de& fonctions
<? ^-, !,'. ^, Pi.o^iJi.i, •.., i'i.,. -«; Po,«, ■■■■, Pon)
telles que l'équation
soit une consé(|uence des éciuations (36). En remplaçant dans d^ les différentielles (/y, dz, (/p,o,..., dpo,A-i, dp^n-i par leurs valeurs tirées des formules 36), il reste
r^?_l_ ... _^,J!i_^, ,_,_^ in /'^ I ^J^,^,4. ... +_^p„ \ I dx
+ 5;;::, ''''«■■- 5;^ I [Sr^J ''■■■ + '"=*«" 1 ="•
c'est-à-dire
Pour que dv = o soit une combinaison intégrahle des équations (36),. il faut que les coefficients de dx et de c/yv,. soient nuls, c'est-à-dire ^Mt; f soif une intégrale du syslème (B).
Appelons, pour abréger, systèmes (l) et (II) de caractéristiques les systèmes dont on obtient les équalioiis différentielles en prenant dy = m^ d'\ ou '/.'/=: m^dx respectivement; appelons de même invariant d'urdre n d'un syslème de caractéristiques toute fonction cp [x, y, z, 2^01 •••' >*o"/' «enfermant l'une au moins des dérivées pi,n~u Po.m et aucune dérivée d'ordre supérieur, qui conserve une valeur constante, quand on se déplace sur une caractéristique de ce système, c'est-à-dire
telle que d^ = o soit une combinaison intéo^rable des équations de ce système de caracléristiques. On voit, d'apn's cela, que toute fonction ^ qui satisfait identiquement aux équations (B) est un invariant du système (I) de caractéristiques ; de même, toute intégrale du système (A) est un invariant du système (II) de caractéristiques.
135. Cela posé, comme nous supposons que la fonction «p vérifié identiquement les équations (A), c'est-à-dire sans tenir compte de la relation <f.= o elle-même, les deux équations
forment un système en involution, quelle (jue soit la constante C. Nous allons montrer que ces deux équations admettent une infinité d'intégrales communes dépendant d'une fonction arbitraire; par une courbe quelconque (r), il passe, en général, une infinité d'intégrales de ce %ysl'emey dépendant d'un nombre fini de constantes arbitraires. Soient
y = •\ (^), z = Tz [x]
les équations de la courbe (T). Si une surface passe par cette courbe sans l'admettre pour ligne singulière, le long de cette courbe p ei q sont des fonctions de x qui vérifient la relation
On peut, par exemple, choisir arbitrairement la valeur de q, et la formule précédente donnera p; si on suppose, en outre, que la surface cherchée satisfait à l'équation r-|-/'=o, cette équation et celles qu'on en déduit par des différentiations successives feront connaître les valeurs de toutes les dérivées partielles de la fonction inconnue le long de la courbe (F), ou une orientation d'éléments d'ordre n ayant (F) pour support ('). Imaginons que nous ayons substitué dans ^ les expressions obtenues pour toutes les dérivées d'ordre égal ou inférieur à n ; le résultat contiendra, en général,
. Ù, ... tllA.
^' dx dx" - «
En écrivant que ce résultat est égal à C, on a une é(|uation différentielle d'ordre n — 1 pour déterminer q {x) \ à toute solution de cette équation différentielle d'ordre n — l correspond une orientation d'éléments
(') Il suffit de reprendre les raisonneincnls du n" 16 (t. 1. p. 24) et d'adjoindre les relations dp = rclx + srfy, <lq = sdj; + tdy, et les relations analogues.
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d'ordre n qui ajiparliennent à une surface intégrale (S) de l'équation r-j-/"r= o. Celle surface (S) donne aussi une inlégr aie de C équation (p:=C. Eu elTel, l'ensemble doublement infini d'éléments d'ordre n que détermine cette surface peut être considéré comme un lieu de caractéristiques du systi'me (il), cbacunes d'elles étant issue d'un point de la courbe (P). Or, puisque ^ est une intégrale du système (A), cette fonction * est un invariant pour les caractéristiques du système (11), et conserve une valeur constante quand on se déplai'e sur une de ces caractéristiques. Comme, d'autre part, a. = Cen tous les pointsdela courbe (r), il s'ensuit que l'on a aussi o = C en tous les points de la surface (S).
136. Cette surface (S) peut être obtenue par l'intégration d'un système d'équations différentielles ordinaires. Pour établir ce point fondamental, nous remarquerons d'abord que l'équation de condition
i)» Dtp
est susceptible d une interprétation géométrique. D'une manière générale, soit
F iX, y, -, p,o, ..., P^,n) = o
une é(juation aux dérivées partielles de forme quelconque, d'ordre n. Sur une surface intégrale de cette équation, considérons les courbes définies par réqualion diiïérenlielle du premier ordre
DF c^F DF DF
(62) r c/y" — T dx du" - ' + ^— ^— dx- dy" -■ ... ±: ^dj^" =z o;
l'orientation d'éléments d ordre n de la surface intégrale le long d'une de ces courbes constitue une caractéristique de l'équation d'ordre n. 11 y a donc, en général, n systèmes de caractéristiques distincts, correspondant aux n racines de l'équation (62). Cela posé, dans le cas d'une équation d'ordre w, 9=0, ne renfermant que les dérivées pi, „_ 1 et j)o,„, l'équation (62) se réduit à
r — ' — dx" - ' dy — T— ^ dx" = o,
et la condition trouvée plus haut
/ D3> y _ Dy
\D/Jo.../ i>5
exprime que les deux équations
ont une direction de caractéristique commune. Toute intégrale de ce système est donc engendrée par une famille de caractéristiques communes, et on est conduit tout naturellement à déterminer d'abord ces caractéristiques.
Nous supposons que la fonction i» satisfait au système (A), et, par suite, que les caractéristiques communes aux deux équations r 4-/"= o, cp = C font partie du système (1). Ces caractéristiques satisfont d'abord aux (2?2 4~4) équations (50) et, en tenant compte de ce qu'elles satisfont aussi à la relation !^ = C, on peut compléter le système d'équations différentielles. De l'égalité ^ = C, on déduit, en effet,
\dx/ ' ^Po.n ' ^Pl.n-l
\ai/ / tlpo, n *^Pi,n-l
quand on se déplace sur une caractéristique, on a aussi
dpo,„ -= Pi,,, dx -^ po,r, +i dy, dpi, „ _ , = Pi. „ _ , c/o; 4- pi,„ ({y,
et on en tire, en remplaçant dy par /n^ dœ,
dpo,n
Pl,n = -^ — Po, n + 1 W
dpi, n - I Q^Po.x , _2
en portant ces valeurs de p,.„ et de p2. „ _ i dans les formules précédentes, elles deviennent
' /Il\ , ^? '^Po.n
OPl.n-t dx
Ces équations font connaître ' " ~ ' » -^" > car r — î — ne peut être iden-
dx dx opin-i
tiquement nul ; autrement on aurait aussi, d'après la première formule (A), T-^ = o, et ^ ne contiendrait pas de dérivée d'ordre n, con-
"Po,n
trairementà l'hypothèse. On peut aussi remarquer que les équations (63) entraînent la dornière des équations (56), en tenant compte de la dernière des conditions (A). En définitive, les caractéristiques coniniunes aux deux équations r"-}- /" = o, » =: C sont déterminées par le système suivant de [in -f- 2) équations différentielles ordinaires à 2n -)- 3 variables
1 <^Po.t I dpo.„^\ ,
J ~;jj = Pii.-rPo.î'fir •■•' ^f^ =Pi,n-i+Po,„m,,
'>».n_i fia; ' \r/a;/ ' ^Pi.„-i <^/a; ' \c/i//
où on suppose toujours <iu"oii n'a laissé que les dérivées p,, ^ où i :^ 1.
Toute intégrale commune aux deux équations r-\-/' = o, (f = C s'obtient certainen)c*nt en associant ces caractéristiques communes suivant une loi convenable. D'ailleurs, on vient de démontrer que, par toute orientation d'éléments d'ordre n satisfaisant aux deux équations r -j- / = 0, ç, ^ C, et à toutes celles qu'on déduit de r -^ f = o par des différentiations successives, il passe une intégrale commune (S) ; celte intégrale commune est évidemment le lieu des caractéristiques communes qui sont issues des divers éléments de l'orientation précédente. Si donc on a obtenu l'intégrale générale des équations (64), on obtiendra l'équation de la surface (S) par des éliminations seulement.
Tout système en involution admet donc une famille de mullipUci'lés caractéristiques, dépendant de 2 n -|- ^ paramètres. Comme toute surface intégrale est un lieu de caractéristiques, on en conclut que si deuœ intégrales ont un éiérnent commun d'ordre n, elles ont en commun une infinité simple d'éléments d'ordre n, formant la caractériatique issue de cet élément.
On voit, d'après cela, que la recherche des intégrales d'un système en involution passant par une courbe donnée (F) exige l'intégration de deux systèmes d'é(juations différentielles ordinaires, absolument indépendants l'un de l'autre. L'un deux, toujours le même, quelle que soit la courbe (F), fait connaître les caractéristiques du système en involution. L'autre système, qui varie avec la courbe (T), détermine unie orientation d'éléments d'ordre n, ayant cette courbe pour support et appartenant à une intégrale du système en involution proposé ; on peut le remplacer par une seule équation différentielle d'ordre n — \.
187. Supposons (ju'on iiit obtenu les caractéristiques communes du système en involution, ou, ce qui revient au même, trouvé l'intégrale générale des équations (64). Soient
i ij = P [X, x^, I/o, Zf^\ 11,0, . . . , Ho,,),
(65) V z — Q (x, Xq, .i/o, z^; n,o, . . ., Uo„),
I p,,fc = R,A {œ, Xq, yo, Zo". n,o, . . ., Ilo,,),
les formules qui représentent l'intégrale générale de ce système, jl/o, Zq, n,,A désignant les valeurs de y, z, p, /,, qui correspondent à la valeur initiale oïq de x.
Le résultat que nous venons d'établir par des considérations empruntées à la théorie des caractéristiques peut s'énoncer comme il suit : Pour obtenir une inlégrale du système en involution proposé, il suffit de remplacer dans les formules (65) ^Jq, ^q, 2^0, 11,,^ par des fonctions d'un paramètre a satisfaisant aux relations
*o — ^' -v — ^''.0 ^ "t" iioi ^;^' Oa t'a ox
on suppose que, dans ces formules, 112,^ ait été remplacé par une expression au moyen de o^o, y^i -s'o^ n^o, ..., rii,A+ i,no,i, ..., ITo.A+a pareille à celle de/)2,A aumoyendea;, y, z, p,,o, ...,Pi, /, + 1, Po,i, ...,Po,fc+ 2, déduite des relations (53) et (54). En effet, les équations (66) définissent alors une orientation d'éléments d'ordre n qui appartient à une intégrale du système en involution proposé ; cette intégrale est nécessairement représentée par les formules (65^, puisqu'elle est le lieu des caractéristiques du système en involution issues des divers éléments de l'orientation dont il s'agit.
Le théorème précédent peut s'établir par un calcul direct, comme nous l'avons fait pour les systèmes en involution formés de deux é(|uations du second ordre. Je renverrai pour la démonstration au travail déjà cité de M. Beudon.
138. La détermination des caractéristiques du système en involution, qui constitue la partie essentielle du problème, dohne lieu à "ne remarque. Les équations (64) admettent toujours la combinaison Thtég/ahle rfi^ = o, comme il est facile de le vérifier ; on peut donc remplacer l'une de ces équations différentielles pa- la relation ç, = C, et en tirant de celle-ci l'une des variables en lunction des autres, on est
ramené à un système de 2n -f" ^ équations d^fTô^enl^elles entre %i -{- 2 variables. Mais il y a lieu de faire une distinction, ({ui peut avoir une cerlaii»e imjiorlance praliciuo. Lorsque les deux racines 7?i,, wij de l'équation
sont distinctes ^ce qui est le cas général), rftp = o ne peut pas être une combinaison intégrable des équations diiïérentielles des caractéristiques (I), car on devrait avoir à la fois
ce qui est impossible, puisque m^ est différent de m^. Par conséquent, en ajoutant aux équations (56 ^ la relation c/cp -- o. ou ç = C, on obtient un système absolument équivalent au système (64). Ainsi, pour obtenir les équations différentielles des caractéristiques du système en involution, il suffit d'ajouter la relation o.= C aux équations différentielles des caractéristiques (V) de r -{- f =1 o. Il n'en est plus de même lorsque l'équation
m^ — r^m -f- T" = 0 iV ' ot
a ses racines égales. Alors dv = o est une conséquence des équations '061, et il faut partir des équations (64) pour trouver les caractéristiques du système en involution.
139. Examinons maintenant le cas où les équations (A) sontvérifiéep, non plus identiquement, mais en tenant compte de la relation (p = o elle-même. Pour plus de clarté, supposons l'équation ^ = o résolue par rapport à la dérivée pi, „ _ 1 , ce qui est possible puisque, si <s ne renfermait pas p,_ „ _ 1 , elle ne renfermerait pas non plus po„ , d'après la première des équations (A). Ecrivons, par conséquent,
'f = p,,„ -!-+-•} (OC, .V, Z, /J,o, ..., Pon) = o;
les conditions (A) deviennent
^po„
S)+-CI;-(S^O
La première inonire (|ue j/ est une ronclioii linéaire de po.i ; la seconde doit se réduire à une identité, quand on y remplace P),„_i i)ar
Imaginons encore que l'on se déplace sur une caractéristique du système (II); le long de cette caractéristique, y, z , p,^, ..., p^,, sont des fonctions de x. Si on substitue dans tp ces valeurs de y, z, ..., p^,,, le résultat est aussi une fonction de x dont nous allons calculer la dérivée, dans cette by[)olliése. On a
dx dx ^po, n cl.v \d.rj - \dy)
ou bien, en tenant compte des équations d'une caractéristique du système (II),
dx - \dx) ^'^■' \dy) ~ \dy--0'
on voit donc que -j^ doit être nul lors(iue l'on a cp =0. Or, -7^ contient
/),,„_. 1 au second degré au plus, tandis que '^ contient ^t^n-i aw premier degré ; si l'on élimine pi, „__ 1, on est donc conduit aune relation de la forme
4^ = Ac. -f- Bo^
dx . I •
qui est vérifiée quand on se déplace sur une caractéristique du système (II). Si cp est nul pour la valeur initiale a;„, les coefficients A et B étant des fonctions régulières dans le voisinage, il s'ensuit que 3> sera nul en tous les points de celte caractérisli(|ue. En d'autres termes, tous les éléments d'une caractéristique (11) vérifient l'équation cp =: o, pourvu qu'un seul élément de cette caractéristique vérifie cette é(iualion. On en conclut, en raisonnant comme plus liaul(n° 137), que, pour toute orientation d'éléments d'ordre n appartenant aux deux équations /• -{- f =■- o, ç = o, il passe une intégrale commune à ces deux équations. La détermination de cette intégrale commune s'efîei'lue de la même façon.
140. On déduit de ce qui précède la propriété fondamentale dos systèmes en invululion, qui pourrait leur servir de définition, jetant donné un système en involution formé d'une équation du second ordre r-f/'=o et d'une équation d'ordre quelcon([ue », toute orientation d'élemeitls d'ordre n appartenant à ces deux équations détermine vne
intégrale commtiue du st/stcnn\ pourvu, hion entendu, que, dans le voisinage de celle orientation d'olt-menls, les conditions de continuité, que nous avons toujours supposées satisfaites, soient remplies. 11 est facile, <laprès cette propriété, de retrouver et de donner* la raison d'un théorème établi plus haut ( n° 134).
5j les équations r -\- f = o^ <^ = C forment idi si/stètne en involution^ •quelle que soit la constante C, ^ est un invariant d'un des systèmes de caractéristiques de l'équation r -\- f =. o.
Soit (Si une intép^rale de l'équation r-j-/" = o, ne vérifiant pas l'équation çp = C. Sur cette surface, les courbes ç» = C forment une famille ■de courbes (F) qui sont forcément des caractéristiques. En effet, le long d'une de ces courbes (Ti, l'orientation d'éléments d'ordre n de la surface (Si vérifie l'équation cp = C ; il passe donc par cette courbe une intégrale du système en involution, qui a un contact d'ordre n avec (S). Par suite, ces courbes < T) forment une des familles de caractéristiques de la surface iS; ; comme cette intégrale (S) est quelconque, il s'ensuit qu'il y a une des familles de caractéristiques de l'équation r -|- /" = o, telles que « reste constant quand on se déplace sur une caractéristique <ie cette famille.
La recherche des équations d'ordre n formant avec r -(-/' = o un système en involution est ramenée à l'intégration des équations linéaires simultanées (A) et (B). Ces systèmes seront étudiés en détail au chapitre suivant ; pour le moment, je me bornerai aux deux remarques suivantes :
1° Lorsque n est > 2, la première des équations (A) montre que les •dérivées d'ordre n, />i,„_ i et po,n ne pourront figurer dans <p que si ^ •contient la combinaison linéaire pi, „ _ i -j- '^î<Pon ; une intégrale cp contiendra donc toujours la dérivée p\,„- i ;
2° Lorsqu'on fait successivement n = 2, 3, ..., on obtient deux suites illimitées de systèmes d'équations linéaires. Chacun de ces systèmes admet toutes les intégrales des systèmes précédents de la même série. Pour le prouver, il suffit évidemment de démontrer que le système (A), correspondant à une valeur de n, admet toutes les intégrales du système précédent, obtenu en changeante en n — 1. Si on suppose, en effet, que © ne renferme que les dérivées jusqu'à l'ordre n — 1,
•on a
^ = } i^yy, Zylho, ■■■, Pi,r,-2; P0,i, • . . , ^0. ,. - l),
{£) ""^ \d^) ""^'^"^ "" ^®"'' analogue à celui de [j^. (^^. La première des équations (A) est vérifiée identiquement, et la seconde devient
D'autre part, on a, en dilTérentiant (n — 2) fois par rapport à ^,. l'équation r -}- f = o,
et, en éliminant po „ _ 2, il vient
{d.)-^'''A^,)-^^Xd?^^^
comme, par hypothèse, <} ne contient nipo.n, ni Pi, n - 1? il faudra donc que- Ton ait à la fois
h, Il - t t^Pl, n -
c'est-à-dire que '\ soit une intégrale du système (A'), analogue air système (A). Le même calcul prouve qu'inversement toute intégrale du système (A") est aussi une intégrale du système (A).
Remarque L — On a toujours supposé jusqu'ici que l'équation du second ordre proposée était résolue par rapport à r. Dans la pratique, il peut se faire que cette résolution ne puisse pas être effectuée, quoique ré(piation du second ordre contienne la dérivée r. Mais on peut toujours, en dilTérentiant cette équation, obtenir explicitement une dérivée d'ordre ({uelconque en fonction de x, y, z, p, </, r, *, t, et des dérivées p,. a d'ordre supérieur au second, où l'indice i a l'une des valeurs 0 ou 1 ; il suffit donc d'ajouter, dans les raisonnements qui ont été faits plus haut, la dérivée p^o aux dérivées au moyen des(|uelles s'expriment toutes les autres. Cela étant, pour que l'équation proposée et une autre équation d'ordre n forment un système en involution, il suffit que les conditions qui renqjlacent (A) ou (B) soient vérifiées, en tenant compte de l'équation proposée elle-même.
De même, on pourra conserver r ou p.^^ dans les équations difTéren-
tielles «les caractéristiques (Oi^, à condition d'ajoutor à ce système l'équation du second ordre donnée. Nous n'insisterons pas davantage sur les modifications que doit alors subir la méthode précédente, qui n'oiïrenl aucune difficulté théorique.
Remarque II. — On peut aussi étendre aux systèmes on involution formés d'une équation du second ordre et d'une équation d'ordre n la théorie des intégrales complètes. Une intégrale
dépendant de q paramètres Of, a^, ... a^, est une intégrale complète du système en involution si, en éliminant les paramètres a, entre l'équation 4> =: o et ses dérivées successives, on n'arrive à aucune relation entre .r, y, c, p,oi •••^ Pt.n-t, Pof, .-., Po„^ différente de 9 =0. S'il en est ainsi, on peut choisir arbitrairementa-, y, ^, p,^, ..., i>i,n-2, Pon •••' Po,„-i et une des dérivées p\,„'-^ 1 et;)^,,, ce qui exige que le nombre q soit au moins égal à 2rt. Supposons q = 2w, et soit (S) une intégrale qiielconque; on peut disposer des 2n paramètres a^, ..., a^,, de façon que l'intégrale complète ait avec (S) un contact d'ordre n en un point donné. Les deux surfaces auront alors (n° 136) un contact d'ordre n tout le long de la caractéristique issue de cet élément; ce qui prouve que toute intégrale du système en involution est l'enveloppe d'une suite simplement infinie d'intégrales complètes'.
Les caractéristiques du système en involution sont donc représentées par un système de deux équations de la forme
mais comme ces caractéristiques ne dépendent que de 2n -(- 1 paramètres, il doit y avoir, entre «,, ..., a.^„, rfa,, ... da^m (2n — 2) relations homogènes en da^. ..., da^,,
Fi<af, a^y ..., a^„,cla^, da^, ..., da^„) = 0, î = 1,2, ..., 2n — 2: ces In — 2 relations s'obtiendraient, comme plusliaut, par desdiiïérentiations et des calculs algébriques. On peut donc obtenir, sans aucune intégration, les caractéristiques dès qu'on connaît une intégrale complète. Mais, pour avoir l'intégrale générale elle-même, il faudrait trouver les expressions les plus générales de 2n fonctions a,, a^, ..., a^a d'un même paramètre, vérifiant les 2n — 2 relations F/ = o.
141. Reprenons maintenant la question générale proposée au début du n" 13i. Il s'agit de rechercher les intégrales communes à l'équation du second ordre ;• + /"= o et à une équation d'ordre n
(67) (p [x, y, z, p,,o, Pm, ..., pi,„ - 1, Po,i, •■•, Po.n) = o;
on admet que, dans cette dernière é(|uation, le premier membre est une fonction entière et irréductible des variables qui y figurent, au moins dans un certain domaine de valeurs pour ces variables, de telle sorte que les relations
^Pi, n - 1 >>Po,n
par exemple, ne peuvent être des conséquences de l'équation (67) ellemême.
Les intégrales cherchées peuvent satisfaire à l'équation r = o,
ou ne pas vérifier cette équation.
Examinons d'abord cette dernière hypothèse. Pour rechercher les intégrales dont il s'agit, on peut supposer l'équation (67) résolue par rapport à pi,„ _ i et l'écrire
{^''ï Pi,n-i -\-^ [oo, y, Z,pio, ..., Po„) = 0.
Cela posé, nous avons encore plusieurs hypothèses à examiner, suivant que l'expression
est nulle, ou non, identiquement. Si 11 n'est pas nul identiquement, et si les intégrales cherchées ne vérifient pas l'équation H = o, on a vu plus haut que l'on pourrait trouver les valeurs de toutes les dérivées d'ordre (n -|- 1) de la fonction inconnue au moyen de .r, y, z et des dérivées d'ordre moindre ; ces intégrales ne peuvent donc dépendre que d'un nombre fini de constantes, et on est ramené à un problème que l'on sait traiter.
Si les intégrales cherchées vérifient l'équation H = o, H peut contenir P(,„ ou être indépendant de po, «• Dans le second cas, les intégrales vérifieront une équation d'ordre inférieur à n. Dans le premier cas, si
Ml
on n'a pas en même temps r = o, on peut tirer po.n de l'équation
H= o, la relation (^67 j' donne pi, „_i, et, par suite, toutes les dérivées d'ordre n de la fonction inconnue s'expriment au moyen des précédentes.
Si on a à la fois H = o, t — = o, l'élimination de po » conduit à une
équation d'ordre inférieur à ».
Si II est nul identi(|uement, si on a, par exemple r-^— = »i,, on a vu
'■Po'i plus haut in* 139) que toute intégrale commune aux deux équations ;• -|- /':= o, pi.„_i + i|< = o doit vérifier aussi l'équation
où on suppose pi, „ _ i remplacé par — <^. Lorsque K est nul identiquement, les deux équations r -)- /"^ o, pi, „_. i -|- ij; =i o forment un système en involution. Si l'équation K = o ne se réduit pas à une identité, on démontre, en raisonnant comme tout à l'heure, que les intégrales communes ne dépendent que d'un nombre liiii de constantes arbitraires, ou qu'elles satisfont à une équation d'ordre inférieur à n.
il reste à examiner le cas où il existerait des intégrales communes aux deux équations
vérifiant aussi l'équation y^ = - — '^ — ;= o. On peut toujours supposer
t'Pl, u _ 1
que la relation
D fpi,„-\. Po.nj
n'est pas une conséquence des relations cp = o, ^^ = o, car on pourrait alors remplacer ces deux relations par un système équivalent, mais d'une forme plus simple. Si les intégrales communes aux trois équations
r -f /'= o, f — o, Ti — o
ne satisfont pas à la relation tt— — '"''' '^' — - = o, on peut résoudre le
D (p,, „_ ,, po,„)
système ^ = o, a,, = o, par rapport à p,, „ _ , et p^^„, et les intégrales
communes ne dépendent que d'un nombre fini de constantes arbitraires.
Si ces intégrales communes vérifient aussi la relation
D 'Pi. „ -1, po.n)
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l'élimination de ;),, „ - i et p^,, conduira à une njuvelle équation d'ordre inférieur à n.
En résumé, en passant en revue toutes les liypoliiéses que l'on peut faire, on ne tronve que trois cas à examiner : i' les équations proposées formcntun système en involution ; 2°lesintég'rales communes dépendent d'un nombre fini de constantes arbitraires ; 3" ces intégrales communes vérifient une équation d'ordre inférieur à n.
En opérant sur une équation d'ordre inférieur à n, comme on a opéré sur l'équation d'ordre n, et ainsi de suite, on voit que, en définitive, la recherche des intégrales communes à une équation du second ordre r -\- f^ o pA 'a une équation d'ordre n se ramène toujours à l'intégration d'un ou de plusieurs systèmes, en involution, ou à l'intégration d'un ou plusieurs systèmes dans lesquels toutes les dérivées d'un certain ordre de la fonction inconnue s'expriment au moyen des dérivées d'ordre inférieur. En particulier, pour qu'une équation d'ordre /2, =, = o, admette une infinité d'intégrales communes avec l'équation du second ordre r -\- f =z o, dépendant d'une infinité de constantes arbitraires, il faut que le système çp = o, r -\- f = o soit en involution, ou qu'il admette toutes les intégrales d'un ou plusieurs systèmes en involution | = o, r -\- f = 0, où •]/ est d'ordre inférieur à n.
Il peut d'ailleurs arriver que le système r -\- f ^= o, z- = o admette plusieurs ensembles distincts d'intégrales, les uns dépendant d un nombre /ini de constantes, les autres d'une infinité de constantes. Nous en avons déjà vu un exemple (n" 129) avec le système
i -\- p'^ pq 1 -[- 7"
142. Considérons encore le système formé de l'étjuation du second ordre }'-]-/' =: o et de deux éipiations d'ordre quelconcpie 3 = 0, '\i = 0. D'après la discussion qui vient d'être faite, le seul cas qui demande un examen particulier est celui où chacun des systèmes (r -^ f= o, 9 = 0) et (/• -|- f= o, <]/ = 0) est en involution. Ce cas se subdivise lui-même en deux autres, suivant que les fonctions cp et <]> vérifient l'une et l'autre des conditions du même type (A) ou (B), ou des conditions de types différents ('). Prenons d'abord le second cas, et supposons, de plus, pour fixer les idées, que les fonctions ^ et •} renferment toutes deux des dérivées d'ordre n, et aucune dérivée d'ordre supérieur, quand on ne laisse, bien entendu, que les dérivées p,,A où l'indice i a lune des valeurs 0 ou 1.
(') Dans ce paragraptie et les suivants, on suppose que les fonctions y et •\> vérifient identiquement les équations correspondantes ; le raisonnement s'étend sans difficulté au cas où il faut tenir compte des rela'ions ? = o, * = o elles-mêmes.
INTÉGRATION DES ÉQIATIONS^ ^
Dans ces concluions, la fonction a-, par exemple, satisfait aux équa tions (A)
et la fonction | aux équations (B)
Des deux équations tj, = o, •{/ = o on peut tirer les valeurs des dérivées po.n et/)|„_, en fonction des dérivées d'ordre inférieur, puisque le déterminant fonctionnel
ne peut être nul dans le cas où m, et m^ sont différents, ce que nous supposons. Si z est une intégrale commune aux trois équations proposées, on peut donc exprimer toutes les dérivées d'ordre n de la fonction inconnue au moyen des dérivées d'ordre inférieur. Prenons, comme inconnues auxiliaires
Pi.Q^ Pl,t^ •••) Pi, Il — i • pO,l j Po.2i Po, n — Il
nous pourrons former un système d'équations aux différentielles totales,
ds = Pi,odx-\-p^^idy, dpt.o = Pi. «dx + p,, ,c/y,
dpi, n - 2 = Pi. n -idx + p,, „ _ \dy^ dpo. ,. - 1 = Pi, n -\dx -\r Po, ndy,
où Pi,n-i et po.ti sont tirés des équations o = o, f = o,, tandis que p».o, Pi.i, ... Pi,n~i sont supposés remplacés par leurs valeurs déduites des équations (33) et (54). D'après la façon même dont on a formé ce système, les seules conditions dintégrabilité du système (68) qui ne soient pas vérifiées identicpjement sont celles qui proviennent des deux dernières équations. Les dernières conditions d'intégrabilité s'obtiennent n» 118) en exprimant qu'en partant des trois équations
r -f- /"=:= 0, cp = o, <|/ i^ o, on obtient un système do valeurs unique pour les dérivées d'ordre {n -\- 1), po,,i + i, Pi.h, ;3i,„_i. Orces Iroisdérivées doivent satisfaire aux cinq équations
(09) / ( y- + T-^ Po. ,. f 1 + s — ' — P^." = Oi
qui se réduisent à trois, d'après les conditions (A) et (B). En efTet. les conditions (A) expriment (|ue la seconde des relations (69) est une combinaison linéaire de la première et de la troisième ; les conditions fB) expriment de même (|ue la cjuatrième relation f69j est une combinaison linéaire de la première et de la cinquième. Les équations (68) forment donc ■>in syslcme oomplèlemcnl intéprahle.
On peut encore établir ce résultat comme il suit: Prenons un élément d'ordre n appartenant aux trois équations r -|- /" :i= o, a- = o, <]/ = o, c'est-à-dire un système de valeurs pour
•»•• //, -, Pi.k [i-,k ^n)
satisfaisant à ces trois écjuations et à toutes celles qu'on obtient en différentiant l'écpiation r -\- fz= o, (n -r i) fois au plus. Nous allons montrer que, par cet élément (E„), il passe une intégrale commune aux trois équations proposées. De cet élément (E„), il part une caractéristique du système (I) et d'ordre n, satisfaisant à la relation ^1/ = o ; en effet, si on ajoute aux équations ditri-nuitielles des caractfTÎstiques d'ordre n du système (li la relation </•} - o, uw a un système de !2n -|- 2 «''(|uations didV-rentiolles entre In A- W variables (pii admettent, en général, un système de solutions .iduiettant les valeurs initiales données. Ces iiitég-rales dclerniincnt unecaractérisli(|iie d'ordre )i, (T), du système (I), dont tous les élénienls satisfont à l'tupiation •} -- o, puisque dl = o est une des érpiations (lilî/'i-cnlicllcs donl on s>st servi, et rpie rt'lémeiil initial satisfait à •!/ -= o. (Jn voit de uu'-iiie (pie de l'élément {\\„', paît une caraoteristiipie (Tordre ?i, (T'i, du système (Il , dont tous les éléments vérilienl la relation a, = o. C^es deux caractéristiques d'ordre n, (F)
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et (r'j, déterminent une surface intégrale (S) de l'équation [*)r -\-f = 0, qui, d'après ce qu'on a vu plus haut (n" 135), doit satisfaire aux deux équations :p = o, ■]/ = o, car elle est le lieu des caractéristiques du système llj issues des divers éléments de (F), et aussi des caractéristiques du système (i), issues des divers éléments de (F').
143. La conclusion est la même iorstiue les deux équations ç ::^ 0, <{/ = 0 sont d'ordres dilTérents. Supposons, pour fixer les idées, que <p ne renferme que les dérivées d'ordre m [m < n) et vérifie les conditions (A)
tandis que •]/ renferme des dérivées d'ordre n et satisfait aux conditions H;
(') Le théorème du n° 84 (t. I, p. 193; peut en effet être généralisé de la façon suivante :
Deux caractéristiques d'ordre n, de systèmes différents (C) et (C), ayant un élément Commun d'ordre n, appartiennent à une surface intéyrale et à une seule.
Soient, en effet (t) et (c). les deux caractéristiques du second ordre qui sont lontenues dans tes caractéristi(|ues (C) et (C), et (S) la surface intégrale de l'équation V -~ f = o. qui renferme ces deux caractéristiques (c) et (r). Pour démontrer que tous les éléments des deux caractéristiques fC) et (C) appartiennent à cette intégrale, il suffit d'établir de proche en proche qu'il en est ainsi pour les éléments du troisième ordre, puis pour ceux du quatrième ordre, etc. Désignons par les lettres d et ô les différentielles relatives aux déplacements sur les caractéristiques {c) et (c) respectivement. Les valeurs des dérivées p^., et p^^ au point commun à ces deux caractéristiques sont données, sans aucune ambiguïté, par les deux équations du premier degré
dî\î = P1.2 f/a: 4- p,.3 dy
de sorte que l'élément commun du troisième ordre est déterminé ; les caractéristiques du troisième ordre, issues de cet élément commun, renfermant les caractéristii|ues 'c,, [c'}, sont elles-mêmes détecminées. Par suite, il en est de même de l'élément commun du quatrième ordre, etc., de l'élément commun d'ordre n. Cet élément commun d'ordre n appartient nécessairement à la surface intégrale; comme les caractéristiques d'ordre n, qui renferu>ent (c) et (c) sont entièrement déterminées quand on s'en donne un élément d'ordre n. il s'ensuit que tous les éléments de ces caractéristiques (CJ, (C) appartiennent aussi à la surface fSj.
il est toujours entondu (|ue et- ct'l/ ne renfcrmeul (|ue les dérivées /j,./., où l'indice i a Tune des valeurs 0 ou 1-.
L'équation r -j- Z' zzr o et celles (|uon en déduit par des dilTérentiations répétées permettent d'exprimer toutes les dérivées partielles de la fonction inconnue, ju?(jn'à celles d'ordre 7n — 1 inclusivoment, au moyen de
^» V) ^) Pl.O, i'i.li •••. Pl,m - l\ }h,\, •••1 Po,m-l\
il n'en est plus de même à partir des dérivées d'ordre in, puisqu'on doit tenir compte delà relation (j. = o et de celles qu'on en déduira par des difTérenliations répétées. Mais on peut encore, dans chaque ordre, choisir arbitrairement la valeur d'une dérivée partielle \n° 134), puisque les équations ?• -}- A = o, cp = o forment un système en involution; de sorte que, de l'ordre m jusqu'à l'ordre h — 1 inclusivement, toutes les dérivées partielles de la fonction inconnue s'expriment au moyen des précédentes et des dérivées
Po,mi Po,<ii r it •••> Pa,n - i
par exemple. A partir de l'ordre n, toutes les dérivées partielles s'exprimeront au moyen des précédentes. Ainsi, les deux dérivées po,n et j3i,„_i s'obtiendront par la résolution des deux équatiojis
Le déterminant fonctionnel des deux premiers membres par rapport ''^ Po,n elpi.„_i a pour valeur
• ^Po, m «^P I . I, - I ^P\.m-\ ^Po. H
c'est à-dire, d'après les formulés (A) et (B),
Vpi u -1 <>Pl.m-J
('connaissant po „ et pi,n-i, on formera ensuite les expressions des autres dérivées d'or. Ire )i sans difliculté.
Par conséquent, si on introduit comme inconnues auxiliaires
Pt.O, ^1,1, ••• P\,m-î\ Pn.ii Po i' •••■, Po,n-li
on peut former un système d'équations aux dilTérontit'lIes totales pour déterminer z et ces inconnues auxiliaires, dans l'.'squelles les cocllicienls de dx et de dy dans les seconds membres sont des fonctions parfaitement déterminées de x, y, s et des inconnues auxiliaires. Kn sappuyant sur ce que les deux systèmes {r -{- f-zzo, :p ^^ o), et (r +/*= o, '1 — o) sont en involution, on démontrera, comme dans le cas déjà examiné, que ce système d'é((uations aux différentielles totales est complètement intégrable.
On peut aussi employer le second procédé de démonstration. Soit (E )„ un élément d'ordre «commun aux trois équatic sr-)-/'=o, 9 = 0, i^*», c'est-à-dire un système de valeurs
a;, .V, -3, Pi.k [i-\~ k ^ n),
satisfaisant à ces trois équations et à celles qu'on déduit des deux pi»mières par des différentiations répétées. Par cet élément (E)„^ il passe une intégrale commune des trois équations. Appelons iK),„ 1 élémenl d'ordre m contenu dans (E)„, élément qui appartient aux deux écpiations r -|- /"= o, » -- o. On démontre, comme plus haut, <iuo do l'élément (K)„ part une caractéristique d'ordre n, (C)„, du système 1 II) dont tous les éléments vérifient la relation •]/ = o ; de même, de l'élémenl (K),,, part une caractéristique d'oidre m, (C%, du système (I), dont tous les éléments vérifient la relation (p = o. Cette caractéristique (C'),„ est contenue dans une caractéristique (C")„ du mémo système, à laquelle appartient l'élément (E)„ ; et, de même (C)„ renferme une caractéristique [C"')m du système 1 II;, à laquelle appartient rélémout (E)„,. Cela posé, les deux caractéristiques (C;„ et (C'j./ déterminent une ."^urface intégrale (Si de l'équation r -\- f =: o ; (S) est aussi uiie intt'-j^rale des équation 5 = o et •]/ ^ 0, car on peut la considérer, dune part, cornnie un lieu de caractéristiques d'ordre n du système (1), issues des divers éléments de (C)„ ; d'autre part, comme un lieu de caractérisli(|ues d'ordre tn du système fUj, issues des divers éléments de (C'!,„ (n" 133 .
Nous pouvons donc énoncer le théorème suivant, (|ui est très important pour la suite.
Soit '} un invariant du système (I) de caracléri.'iliques de C équation du second ordre r -\- f =z o ; soit tp un invariant du système 11 ^ de caractcrisliques de la même équation. Les trois équations
forment un système complètement itxlégrable.
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144. Lorsque les deux fonctions <p et •]/ vérifient simultanément les équations (A) ou les é(iualions (B), les conclusions sont toutes différentes. Si les trois équations
r -\- /-= o, cp = o, ^ = 0,
ont une intégrale commune, elles en ont une infinité dépendant^ d'une infinité de co?istantes arbitraires.
Supposons, pour fixer les idées, que o et •]/ vérifient les conditions {X). Soit (S) une intégrale comfliune, (C) une caractéristique de celte surface du système (I). Il existe (t. I, n" 83) une infinité d'intégrales de Téquation r -]-/*==: o, dépendant d'une infinité de constantes arbitraires, qui ont un contact d'ordre n avec (S; tout le long de cette caractéristique (C) ; nous prenons pour n Tordre des plus hautes dérivées qui figurent dans les fonctions f et •!. Toutes ces intégrales satisfont aussi aux deux équations ^ = o, J/ = o, car on peut les considérer comme un lieu de caractéristiques du système (II), issues des divers éléments de la caractéristique (Cj, éléments qui vérifient tous les relations ^ = 0, 'f =0 (voir n" 135).
II ne peut donc se présenter que deux cas pour le système proposé; ou bien ce système est incompatible, ou bien l'intégrale générale dépend d'une infinité de constantes arbitraires. Les deux cas peuvent effectivement se présenter, comme le montre l'exemple suivant. L'équation
forme un système en involution avec chacune des équations
y — -2x5 -f tp (s) = o, p — xs- -f- \|/ {s) = o,
quelles que soient les fonctions ^ et <]>. On tire de ces deux dernières, en différentiant par rapport à x, en tenant compte de r + s'^ = o,
_2.^-2a;.|î + V(.)| = o, et, par suite.
Prenons d'abord ç («) = ^f {s) = « ; la dernière équation nous donne
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— = o, el les précédentes donneraient s = o, p ^ o, y = o, c'est-à-dire que les trois équations
>' -(- s' = o, // — 2.0" -j- s ;^ o, p — XS^ -\- s =: o,
sont incompatibles. Prenons, au contraire, cp = 2x, •!/ = s' ; si on élimine s entre les deux équations
y — ±vs -f- 2« = o, /) — j's^ -|- s' = o,
on est conduit à une équation du premier ordre
Ap x— 1) — i/- = o,
dont litulesles intégrales satisfont au système:
r -f- s' := o, // — 'ixs -|- 2s ^T o, p — xs* -\- s* = o.
Toute équation de la forme
peut, comme on l'a déjà remarqué (n° 132), être ramenée à la forme
r + r[x, ih -?, P, ?. s. 0 = o,
en prenant pour nouvelles variables x -|- ^ et .r — y. Mais, comme l'équation (70) est une des plus simples auxquelles on puisse ramener une équation aux dérivées partielles du second ordre, nous montrerons rapidement comment on peut traiter les mêmes problèmes sur une équation de cette forme.
L'équation 70j et celles qu'on en déduit par des difîérentiations répétées permettent d'exprimer toutes les dérivées partielles au moyen de celles qui sont.prises par rapport à l'une des variables seulement.
Dune manière générale ^ ^^ ^ s'exprime au moyen de
D'après l'équation proposée elle-même, la loi est vraie pour i=:k = i\ pour établir quelle est générale, il sydira de vérifier que, si elle est Traie pour les dérivées partielles d'ordre égal ou inférieur à n, elle est
encore vraie pour les dérivées d'ordre ?i -f- 1 ; ce qui n'offre aucune difficulté. Un des indices dosdérivéesp,,/., au moyen desquelles s'expriment toutes les autres, étant toujours nul, nous modifierons un peu les notations employées jusqu'ici, en posant
()^ })^z if'z
^z ^^z _ yz _
et on supposera toujours que, dans les relations suivantes, on a exprimé toutes les dérivées au moyen de x, y, z, p^^ Pa--., ^p 72- •• ^^ ^' P^'' exemple,
tandis que -^ est une fonction de œ^y, z, p^, .., pi, Çf, et ^ une fonction de X, y, z,pt, q^, ..., ç^.
Cela posé, les équations différentielles des deux systèmes de caractéristiques d'ordre ?? de l'équation (70) sont respectivement
I dy = 0, dz := pfdx, dp^ ^=p^dx^ ..., dp„^^ := p„dx, ^ ^ j dq, = '^ dx, ..., dqn = ^ dx,
... \ dx = 0, dz = q^dy, dp^ = ^ dy, ..., dp,, -— '-^ dy, (11) \ './ *•./
( dq^ = q^dy, . . . , rfç„ _ , = q„dy ;
chacun de ces systèmes se compose de (2n -j- 1) équations entre (2n -f- 3) variables (a;, y, z, p^, ..., p„, 7,, ..., q„).
Cherchons les conditions pour que léquation proposée (70) forme un système en involution avec une autre équation d'ordre n
(71) cp [x, y, z, p^,p.i, ..., Pu ; 7(1 Î21 ••■> î") = o-
En différentiant cette relation par rapport à x et par rapport à y, il vient
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quand OU aura remplacé ^ et ^ par leurs expressions, ;),, + , ne figurera que dans la première équation, et 7,, + , ne figurera que dans la seconde. Pour que les deux relations se réduisent à une seule, il faudra donc que l'une d'elles soit vérifiée identiquement, c'est-à-dire que la fonction 9 doit satisfaire à l'un des systèmes ci-dessous (')
(Al j ^ = „,C^) + ^^,^<,.
Prenons, par exemple, les conditions (A). La première montre que :p ne dépend pas de q„ ; si n est > 1, le coefficient de q„ dans la seconde
est r — ■■ — On doit donc avoir aussi r — ' — =: o, de sorte que 3p ne dépend
pas non plus de 9,,-,. En continuant ainsi, on démontrera de proche en proche que s ne doit renfermer que les variables
et on peut remplacer le système (A) par le suivant
^ ^ h, ~ ' ^y + D^ ^' + Dp, Dy ^ - + cV cV - °-
On voit de même que, si une fonction ^ satisfait aux relations (B), ^ est indépendante de /),, p,, ..., p„. et on peut remplacer le système (B) par le suivant
^ Op, :>x ^ :>z' * ^ cVy, ;>./; ' :}q„ :>x
Lorsque les équations (A) sont vérifiées identiquement, il est aisé de vérifier que (/^ =1 o est une combinaison intégrable des équations différentielles des caractéristiques du système (II) ; de même, les conditions (B) expriment que d^ :=o est une combinaison intégrable des équations différentielles des caractéristiques du système (1). Les conséquences sont les mêmes que celles qui ont été développées plus haut.
146. La méthode générale d'intégration des systèmes en involution peut être remplacée ici par un procédé plus direct. Pour fixer les idées,
(') 11 suffit que ces relations soient vériûées.en tenant compte de l'équation ? = 0 elle-même.
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8upj>(>sons que s ne reiifenue cjutj les dérivées p,,/)^, ...,p„ de laloiicUorv inconnue, et qu'on ail résolu réqualion (ç, z= o par rapport à p„. Oa peut alors récrire
la s'^''(>nde condition (A') s'obtient en difîérentiant l'équation précédente par rapport à y, en remplaçant dans le résultat t-^;-' ^ ..^ > .... r — r-
par leurs valeurs eu fonction de ic, y, z, r^, <— r,'..., ^ — , r-? déduites
de rétjiiat ion proposée (70) et de ses n — 1 premières dérivées par rapport
à X, et substituant entin à la place de c-^ sa valeur — 'J/, déduite de (73).
Si on arrive ainsi à une identité, c'est qu'il existe une relation linéaire
et homogrène de la forme
.^rf"-'F(z), rf"-^Fu),_ ^ „^(^h K,v,^«,..u.«^Mi)
'^^'-^^^^ ^""^-^h^ ; ....„..-^^-^+a„_,Fu;-}-M^M-P.
yl^ )
Or
dy où on a posé
OpŒj, ..., a„_,, p, p, étant des fonctions de ic, ^, z, — < ..., c— ;73-j> t —
Gela posé, imaginons qu'on ait intégré l'équation dilTérentielIe ordinaire d'ordre nf73j, où ne figure aucune dérivée par rapport à la variable y. L'intégrale générale de celte équation est de la forme
(75) z = «ï> (a?, 7/, C,, Cj, ..., (:„),
C^, Cj, ..., C„ étant des fonctions arbitraires de y. Si on remplace - par cette intégrale dans F (z), le résultat de la substitution est une certaine fonction de x et de y, U (a;, y), qui satisfait à une relation de la forme
on déduit de là que, pour que U (x, y) soit identiquement nul, il faut et il suflit que U et ses n — 2 premières dérivées par rapport à x soient nulles pour x = a?^, pourvu que les fonctions y,, yji -mY"-» soient régulières dans le voisinage de ce point.
Imaginons que C,, Cj, ..., C„ soient les fonctions de y auxquelles se
réduisent, pour .r = .r„, .-, -, ..., ^^-^,
^0 - «po hn. {^)^ - ?. ii/h -, (jr^)^^ = ^' - . (y) ;
il résulte (lu raisonnement précédent que l'intégrale générale du système en involution
est représentée par la formule :
où les fonctions ©q (y),cp, (,v), ..., <pn-t (y) doivent satisfaire aux (n — 1) conditions
où on aurait remplacé c, ^; ..., ^^^^„_, par »(, (//), cp, {y) ..., cp„_, (?/)
respectivement, et x par ,/■„.
Il est facile de voir comment on pourra obtenir des fonctions Oq, ^,, ..., o„_, satisfaisante ces conditions. Si on se donne Oo (y), 1 équation F (z) = o devient
on en déduira l'expression de ç-, i/y i, qui dépendra d'une constante arbi-
rfF I-) traire. L'équation — ' - =r o donnera ensuite une nouvelle équation du
premier ordre pour déterminer Oj (.'/ , et ainsi de suite.
Kemabque. — L'application de la méthode générale exposée plus haut conduit aussi à l'équation (73). En elTet, d'après cette méthode, pour obtenir les caractéristiques du système en involution, on doit intégrer les équations différentielles du système (1)
c/y=o, dz = p^(/r, (fp, = p/Jx, .. , c/p„-f=p„dx.
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auxquelles on ajoute la relation
P« + 'M^. //' -, i>oPj, ...,i)„_,) = o.
L'élimination de ;>,, p.^, ..., p„ conduit précisément à l'équation (73) ; l'intégration de cette équation fera connaître z, p,, p^,... p„ en fonction de X et de n constantes arbitraires. On aura ensuite q^ en intégrant l'équation diiïérentiellc du premier ordre,
dx ~ ^.r - 1 ^"^' •^' -'^n'/.).
puis on aura q.^ au moyen d'une nouvelle équation du premier ordre
dq-i ^/,. . , ,
et ainsi de suite. F^a détorminalion des caractéristiques du système en involution se ramène donc à l'intégration d'une équation différentielle d'ordre n et de « équations du premier ordre.
147. On voit qtie le l'ait capital ({ui domine toute la théorie des systèmes en involution est le suivant : Toute intégrale est un lieu de multiplicités d'éléments qui dépendent d'un nombre fini de constantes, el qui, par suite, peuvent être obtenues par l'intégration d'un système d'équations dilTércnlielles ordinaires. Dans un Mémoire déjà cité ('), M. Sophus Lie a démontré cette propriété par une méthode ingénieuse et profonde, (|ui s'applique à des systèmes très généraux d'équations aux dérivées partielles.
Pour donner une idée de cette méthode, reprenons un système de deux é(|uations du second ordre
et soit z = F (x y) une intégrale de ce système. Si on regarde (a", //, z, p, q) comme les coordonnées d'un point dans un espace à cincj dimensions, les relations
(78) c = V yx, //), p = -, .; = -,
définissent une nuilliplicilé ponctuelle (I\,) à deux dimensions, dans cet (') lieric/ite (fer K<iiiir/l. Sùr/i.s Gesellschnft : 1895.
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€space. ('.elle mulliplicitc puncluellc (1^ sert de support à une multiplicilé M4 de X ' éléments ('), que l'on petit définir comme il suit. Appelons V^. Vy, V;, V,„ V, les coordonnées homogènes d'un plan tangent à Tj) au point (x, y, z, p, g) ; ces coordonnées doivent satisfaire à la relation
•et, comme œ et y sont des variables indépendantes, et z, p, q des fonctions de x et dey définies par les formules (78), on doit avoir séparément
v, + v.ç + v,3^^-hV,3^:=o.
D'autre part, puisque F (^, y) est une intégrale des équations (77) on a
— ^;yr,,,.c,p,q,^=0,
."^2 F ;)2p y^Y et l'élimination de r— t' r — r-- r—r entre ces quatre relations conduit à i>x^ >>xoy oy^ ^
une équation de condition
homogène par rapport à V^, Vy, Vj, V^, V,,. Tous les éléments {x, y, z, p, 7. 'Va:, Vy, Vj, Vp, Vç) de M, vérifient donc la relation (79); en d'autres termes, cette multiplicité M^ constitue une multiplicité inté-
gvale de l'équation (79) où on aurait remplacé Va: par r— 5 ••• Or, on
sait que toutes les intégrales de cette équation du 1" ordre s'obtiennent en associant suivant une loi convenable les multiplicités caractéristiques, qui ne dépendent que d'un nombre fini de constantes; il en est donc de même des intégrales du système proposé (77). Mais il est à remarquer que toute intégrale de l'équation (79) ne donne pas inversement une intégrale de ce système; il faut, en outre, que cette intégrale
(') Équatiom du premier ordre. Chap. x.
ait pour snpfxut, dans Kcspace à cinq dimensions, une niulliplicilé ponctuelle à deux dimensions.
Si le système (77) est en involulion, l'équation (79) admet une inlinité de pareilles intégrales, dépendant d'une infinité de constantes arbitraires. Cette équation est donc une de ces équations auxquelles M. Soplius Lie a donné le nom de semi-linéaires. Nous renverrons au mémoire de M. Lie pour plus de détails sur la méthode précédente.
148. Dans une note intéressante ('), M. Wladimir de Tannenberg- a indiqué un nouveau point de vue auquel on peut se placer pour étudier les systèmes en involulion, en les rattachant à la théorie des groupes de transformation et à certains systèmes d'équations aux différentielles totales, déjà considérés par M. Hamburger (^).
Supposons, d'une manière générale, qu'il s'agisse de déterminer n fonctions x^, œ^, .-., cc„, de q variables indépendantes, satisfaisant aux p équations aiux différentielles totales
(80i 0 j = Yj X.'A-^a^-t ^ o, (î = 1, 2, ... p),
oii les \n. sont des fonctions données deXf, x^^ ..., x„.M. de Tannenberg remarque que le problème est susceptible d'une simplification, lorsqu'il existe un système d'équations différentielles du premier ordre
(81) pL^^2= ... =^:=rfe,
où ;,, ;.2i •••> 1" ^ont <^6s fonctions de a*,, x.^^ ..., x„, dont l'iutéyrale générale représentée par les formules
(82) Xi=f({xlxl ...,a?5J, 6)
jouit des propriétés suivantes :
1° .i-y, ..., x^, désignant les valeurs initiales de a;^, ..., a-npourla valeur 6=0, les fonctions de 0 définies par les formules (82), quand on y regarde .r", ..., x% comme des constantes, satisfont identiquement aux équations (80);
(') Sm»' la Théorie des Équations aux Dérivées partielles (Comptes Rendus, t. G.W, p. 614; 2y mars 1895).
(-) Enreilerunçi eines PfafJ'schen Salzes auf simullane totale Di/ferential(fleichunf/en crsier Orduuny und Inter/ration einer Klasse von simultanem parliellen Differenlialgleic/tunyen' {CreWe, t. CX ; 1892).
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2*" Le système (80] est invariant pour toules les transformations (82), c'est-à-dire que, quand on regarde 0 comme constant, eta;J, ..., o?^, comme de nouvelles variables, la transformation définie par les formules (82) conduit du système (80) à un nouveau système de même forme
(83) y\%. rfo:? = o, où X?* = X,, (>r«, ..., a;»).
Dans ces conditions, pour obtenir une solution du problème proposé, il suffira évidemment de remplacer, dans les formules (82), x1,x9^. ...,x^ par des fonctions de (q — i) variables, satisfaisant identi({uement au système (83). Il y a donc une simplilicalioii.
Pour montrer comment la remarque précédente s'applique aux systèmes en involution, reprenons encore un système formé de deux équations du second ordre
Intégrer ce système revient au fond à trouver six fonctions x, y, z, p, q, s de deux variai)les indépendantes satisfaisant aux équations aux différentielles totales
Idz — pdx — qdy = o, dp -\- fdx — sdy -- o , dq — sdx -)- "iidy = o.
Considérons, d'autre part, le système d'équations différentielles
/Qs^ dx _dy _ dz dp _ d</ ds^ _
il est clair que toute intégrale du système ('8.jj vérifie identiquement les équations (84j, et les calculs du n* 124 prouvent que la seconde condition de M. de Tannenberg est vérifiée également, si le système proposé est en involution. Nous retrouvons donc les conclusions énoncées plus haut. La remarque s'applique aussi aux systèmes formés d'une équation du deuxième ordre et d'une équation d'ordre n.
Étant donné un système d'équations aux dilTérenlielIes totales de la forme (80), on verra dans la note citée comment on peut reconnaître s'il existe des fonctions ;,, ;.^, ..., ;„, telles que les intégrales du sys-
t»*me(81) satisfassent aux conditions énoncées. Ces n fonctions ^, doivent vérifier des équations du premier degré dont le nombre est supérieur à «; pour que la simplification soit possible, il faut et il suflit que ce système du premier degré soit compatible.
149. Quoique l'objet principal de ce chapitre soitl'étude des systèmes en involution, nous démontrerons, en terminant, quelques résultats dus à M. K(">nig('\ qui se rattachent aux considérations développées au début de ce chapitre. Cherchons d'abord les conditions pour que les deux équations
\ ?* -j- / {^^ .y. -1 Pi 9. •5. t) -
forment un système complètement intégrablc. En différentiaut ces deux é<|ualions, il vient, pour déterminer les dérivées du troisième ordre, les quatre relations
/du\ ,7)11. , '!>n
d'où on poura tirer les valeurs de pm. p>.\. P\.i. P). i, pourvu que le déterminant
ne soit pas nul. Si A était nul, r(''liminatio:i dss dérivées du troisième ordre conduirait à une autre relation v [x, y, «, p, q, r, 5, /, =r-. o, et le système proposé ne pourrait être complètemsnt intégrable, à moins que V ne soit identiquement nul ; dans ce cas, le système .^86) serait en involution.
Supposons donc (pie A ne soit pas nul. Les équations (87) nous donnent les dérivées du troisième ordre eu fonction der, y, ^,/), ç, .<;, /, et, pour ({ue le système proposé soit complètement intégrablc, il faut
{^) Malhematiscfie Annulen, t. XXIV,
WTÉCRATIOM DES ÉQL'ATIO.NS.
cl il s'inif .m,. l..< ,-,,iiii;i;,.iis 'l'infoij^rahilité
>•>■.. U _ ^>i.l ^Pi.i _ ^Pi.2 ^Pl.î _ ^Po.3
soient vérifiées identiquement, quand on exprime ces dérivées au moyen de JT, y, *, p, q, s, l. Or, cl'après une remarque déjà faite (n" <18), on obtient ces conditions dintégrabilité en exprimant que les huit équations obtenues en dilTérenliant les quatre équations (87) déterminent un système de valeurs unique pour les dérivées du quatrième ordre, c'est-à-dire se réduisent à cinq équations distinctes. Or, les-<]uatre é(juations obtenues en dilTérentiant les deux premières se réduisent évidemment à trois, de même que les quatre é(|uations obtenues en dilTérentiant les deux dernières. On n'a donc en tout que six équations pour calculer les cinq dérivées du quatrième ordre, et, en écrivant ([u'elles sont compatibles, on a une seule équation de condition
Le premier membre R renferme les variables x, y, z, p, 7, 5, <, et les dérivées premières et secondes de u par rapport à ces variables ; de plus, c'est une fonction entière de ces dérivées et, d'après la façon même dont on l'a obtenu, les dérivées du second ordre y entrent linéairement. Donc, potir que l'équation u = a forme avec r -\- f :=. o un système complètement intégrable, il faut que u vérifie une seule équation du second ordre R =: o.
Réciproquement, toute intégrale u de l'équation R = o, ne vérifiant pas la relation A = o, donne lieu à un système complètement intégrable
de ces équations et des relations (87) on peut, en effet, déduire les valeurs des dérivées du second et du troisième ordre en fonction de rc. y, z, p, 7 et d'une des dérivées s et <, de t par exemple. Les conditions d'intégrabilité étant vérifiées identiquement, on peut choisir arbitrairement les valeurs initiales de z, p, 9, l pour des valeurs données (r^, y,) des variables indépendantes, et le système (86) admet une intégrale dépendant de quatre constantes arbitraires, en outre de a,
z ■=■¥ (a:, y, r/,, a.,, a^, a^, Uj ;
elle contient donc en tout cinq [)aramètres, «, «,, «o» ^3^ ^\^ ^^> P^'" suite, c'est nue intégrale complète de l'équation du second ordre propo-
l.liS SYSTKMKS EN l.NVOJ-l Tl< >N 1 I .%
On verra aisément que toute intégrale complète peut, en «,aMiéial, s'obtenir de celte façon.
Prenons plus généralement un système formé d'une équation du second ordre et d'une é([uation d'ordre quelconcpie
(90) ) ^' +/'(^'y>^.Pi 9'^> 0 = o,
' ' W(^', .V, -S"! Pl.O, Pl.l, •••, lh,n-i\ Po.i, ..., Po,« =0,
où on suppose que u ne renferme plus que les dérivées p,, ;., où l'indice i a l'une des valeurs 0,1. On a, pour calculer les dérivées d'ordre (/i + i),Po,n + i,Pi,n, Pi.n-i, Ics trois Fclations
(^*) I.T;. +^w^ P2,„-i + y;— Pi... == o,
/(Ji(\ , ^^< , <)a
Si le détenninant
n'est pas nul, on pourra donc calculer les dérivées d'ordre (n -|- 1^ en fonction des précédentes. Pour que le système (90) soit complètement intégrable, il faut encore que les six équations obtenues, en dilTérentiant les écpialions (91 1 par rapport à a; et par rapport à ^, admettent un système de solutions communes en pa,,. -i,;^.,,,, /),,„ 4.,, po.» + 2, c'est-à-dire se réduisent à (piatre équations. Or, comme les quatre deritières équations se réduisent à trois, on obtient encore une seule équation de condition
renfermant a?, y, :, p,.o ..., Pi.n~i\ Po.i, ..., Po.n^ les dérivées premières et secondes de «, et linéaire par rapport aux dérivés du second ordre. Toute solution u de l'équation R = o, n'annulant, pas ^ fournit un système coiuplètement intégrable
dont liiité^-rale générale renferm? 2 î -j- ^ constantes arbitraires,
LA MLTIIODI-: D1-: M. DAUBOUX
Uappt'l (les Ihéorènios »'iioncés par M. Darboux. — Étude du cas où les deux familles de caractéristi(|ues admellent deux combinaisons intégrables. — Application à divers exemples. — Cas où une seule des familles de caraclélislicpies admet deux combinaisons intégrables. — Solution du problème de Cauchy. — (^imparaison avec la métbode d'Ampère. — Tbéorèmes divers sur les invariants. — Déterminai ion des é(|uations intégrables, ne posséilanl qu'un sysIèuK' de raracléristi(iues. — Helour sur les équations linéaires. — Discussion de léquatiou s = f{z), d'après M. Sopbus Lie. — Aulies exem|)li'S. — .Xpplication de la théorie des groupes inlinis. — I.a méthode de M. .luiiiis Ktiniic.
150. Pendant de lonj^ues années, après la publication des Mémoires d'Ampère (181i-18I9), il n'a été ajouté rien d'essentiel à la théorie qu'il avait dt'velopptM'; on ne peut signaler que quelques perfectionnements de détail, ou quehjues changements de forme plus ou moins heureux. 1/annéo 1870 marque une date importante dans l'histoire de cette théorie: c'est en effet en mars 1870 que fut présenté à l'Académie des Sciences (') un remarquable Mémoire de M. Darboux, où se trouvent des vues profondes et originales. D'après un passage assez obscur du Mémoire d'Ampère (- 1, il semble que l'illustre géomètre avait eu quelque vague intuition de cette nouvelle méthode ; mais il s'est borné à quelques courtes indications, et ce passage, d'ailleurs très confus, ne parait pas avoir appelé l'attention qu'il méritait. Depuis 1870, un certain nombre de géomètres ont développé des méthodes se rapprochant plus ou moins de celle de M. Darboux; d'autres travaux ont eu pour but. soit d'étendre cette méthode à des équations plus générales, soit d'en faire des applications. Parmi les travaux qui nous sont connus,
(') Comptes T\endus,\. LXX, p. 67.) et lif^-.Annriles de l'École normale, t. VII, première série (1870 .
(*) fie passage est reproduit phis loin (Note de la page 141).
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nous citerons ceux de M. Falk ^'), de Picart (^), de M. IlanilHiro-or ^^), de M. Winckler (\), de M. Julius K(>i)ig {^), de M. Viclor Sersawy (•), de M. de Boer (^), de M. A. W. Speckman (^), de M. Maurice Lévy [^), de M. Sophus Lie ('"), de M. Beudon i"), de M. K. von Weber ('2), de M. Sonine C^), etc.
Nous reproduirons d'abord les passages les plus importants du Mémoire de M. Darboux. Après avoir établi les équations différentielles des caractéristiques du second ordre pour une équation du second ordre de forme quelconque et rappelé la simplification qui se présente pour une équation de la forme considérée parMonge et Ampère, M. Darboux continue ainsi:
« On a vu, dans les deux paragraphes précédents, que le problème des équations d'ordre supérieur se sépare très nettement du problème relatif aux équations du premier ordre. Pour le premier ordre, en efTef, la méthode du changement de variables ramène la question à l'intégration d'un système complet d'équations aux dérivées ordinaires. Pour le second ordre, et pour les
(') Falk, « On ttie intégration of partial differential équations of the n"' order >. Nova Acla Regiœ Soc. Ups. Sér. 111, vol. 8, 1872.
2)PicAHT, Comptes Rendus, t. LXXVllI, p. 882-883, 18"i4.
») Hamburger, Journal de Crelle, Bd. 81, 1876 et Bd. 93, 1882.
*) Winckler, « Ueber eineneue Méthode zur Intégration derpartiellen Ditlereniialgleichungen zweiter Ordaung» (Sitzungsberichte der k. Akademie der Wissenschaften. Wien. Abth. II, Bd. 88 et 89, 1883-18841.
•'•) J. KoNio. « Théorie der partiellen DifTerentialgleichungen zweiter ordnung j> Matheuiatische Annalen, t. XXIV ; 1884). L'important mémoire de M. KiJnig sera analysé plus loin.
'■) Sersawy, « Die intégration der partiellen Ditferentialgleichungen zweiter ordnung » {Denkscltriflen der Kaiserlichen Akademie der Wissenschaften. Wien, Math. Natiirw. Classe, Bd. 49; 1885).
(') F. \>E BoEH, « Application de la méthode de Darboux à l'intégration de Téquation dilTérentielle s =^ f{r, t)r> [Archives néerlundaiset., t. XXVII, p. 335-412).
(*) IL A. W. Speckman, «La méthode de Darboux pour l'intégration des équations a'.x dérivées partielles, non linéaires, du second ordre» [Archives néerlandaises, t. XX VM ; p. 30.3-354). On trouve dans ce travail une analyse succincte des Mémoires <iui viennent d'être cités.
'•') .Malrice Lévy, Comptes Rendus de l'Académie des Sciences, t. LXXV (1872), p. 1.094. .
'") Sopiius Lie, <> Zur Théorie der Fl.uhen Constanter Rnimniung* {Arffti<: for Malhemalik og Saturvidenskab, t. V; 1880).
«Discussion der Ditrerentialgleichunges» =: F {z)[id. 1880).
« Résumé d'une théorie d'intégration » {Forhandlinger Videnskabs-Selskabet J Christiania, 1880).
« Ziir allgctneinen Théorie der pirtielleu DifTerentialgleichungen beliebiger Oiduuug> [Btrichte der Ildnigl. Sachs. Gesellschaft ; 1893).
• ^^j Comptes Rendus de l'Académie des Sciences, 28 mai 1894; 11 février 1895; 29 avril 1895 ; 2 décembre 1895 ; Thèse de Doctorat.
•2) Mntheinatische Annalen. t. XLVIl ; p. 229-272; Silzungsberichte der Mathemati.tche l'hi/sikalische Classe der k. Rayer Akademie der Wissenschaften, Bd. 23 et 26.
") Le Mémoire de M. Sonine, publié dans un recueil russe, est analysé dans le Bulletin des Sciences mathématiques, t. X, 1" série, p. 96,
il8 r.nAi'iTRF. VII
ordres siipérieur?, il y a, ;iu conliairo, moins (rt'iiualions que iriiironnufs h détermiinT. I-es rem.injuos i|ui suivent paraissent arcuser aussi une dillérencc profonde entre les deux problèmes.
Puisque, dans le cas où l'on se borne aux inconnues x, y, z, p, q, r, s, l, ou a 'une é<{ualion de moins (ju'il ne faudrait pour la solution cherchée du pro- Idème, il est naturel de se demander si, en adjoignant aux inconnues précédentes les quatre dérivées partielles a, p, y, 8, du troisième ordre, on ne parviendrait pas à un nombre dVquations suflisanl pour déterminer comme fonctions de .r, non seulement les inconnues primitives, mais aussi a, |3, y, o. Il se présente ici un fait important et qui, je crois, n'a pas élé remaniué. Le nombre des équotions est encore inférieur dune unité au nombre des foncliona inconnues. Ces équations ne suffisent donc pas à déterminer les inconnues, considérées comme fonctions de la seule variable x ; mais la différence enire le nombre des équations et celui des fonctions inconnues reste la même qu'auparavant : elle est égale à l'unité. Il en est de même si, au lieu de s'arrêter au troisième ordre, on continue les calculs jusqu'à un ordre quelconque: i7 y a toujours une équation de moins qu'il ny a d'inconnues.
Les résultats précédents établissent, on le voit, une difl'érence essentielle entre les équations aux dérivées partielles du premier ordre et celles des ordres supérieurs. Poqr les équations du premier ordre, le nombre des équations contenant seulement les dérivées par rapport à x est toujours égal au nombre des fonctions inconnues. Il n'en est plus de même pour les équations d'ordre supérieur. Pour l'équation de Monge, par exemple, on n'a que trois relations pour déterminer s, p, q, y, considérées comme fonctions de x. On sait tout le parli que l'on tire, d'ailleurs, de ces relations différentielles: toutes les fois quelles offrent deux combinaisons intégrables, on peut résoudre l'équation aux dérivées partielles proposée, ou du moins la ramener à une équation du premier ordre.
Les remarques que nous avons faites indiquent de même, pour les équations du second ordre, la méthode suivante :
On essayera de trouver, en dehors de l'équation pioposée, deux combinaisons intégrables des éqiialions en y, z, p, q, r, s, t. Si ces combinaisons existent dans les deux systèmes que l'on obtient en prenant successivement
pour ^ les deux racines de l'équation
le problème pourra être considéré comme entièrement résolu ; si Ion n'a pas de combinaison inlégrable, onaura recours aux équations qui contiennent les dérivées du troisième ordre. -Wors mhnc que les premières équations ne fourniraient pas de combinai>ion suscrptibir d'iutétjration, le second système formé avec les dérivées prises jusqu'au troisième ordre pourra en donner. Si ce système n'est pas susceptible d'intégration partielle, on ira jusqu'aux dérivées du quatrième ordre, et l'on pourra avoir des combinaisons intégrables; et ainsi de suite.
La remarque précédente me parait conduire à une méthode plus générale
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que celles qui sont liahilucllemént em|)l(»yt;es. On peul, du rcslp, présenter celte lUL'lliodi' sous un autre point dô vue <|ui permet d'obtenir plus facilement les systèmes successifs que l'on aura i\ intégrer partiellcnient.
Supposons que l'un quelconque de n()S systèmes conduise à deux combinaisons intégi'ables
F Li\ »/, ;, /). 7, ...) niC/", F, l'.r, //, :, jk </, ...) = C».
Les deux constantes qui figurent dans ces éqyiaWons doivent être considérées comme des fonctions d'une mante cariable; eu éliminant cette variable, on est conduit à une équation de la forme
F = fonction arbitraire de F).
Celte dernière relation peut être considérée comme une nouvelle équation aux dérivées partielles, compatible avec la première, et qui admet en commun avec elle une intégrale avec une fonction arbitraire. Nous sommes donc conduits à la solution de la question suivante, qui répond à ce deuxième mode d'exposition :
Trouver une équation aux dérivées partielles
du n"" ordre, admettant, en commun avec la proposée, une solution contenant au ynoins une fonctio)i arbitraire.
Pour cela, il suffit de remarquer que la proposée, difîérentiée » — 1 fois, donne n équations contenant les dérivées d'ordre n + f, au nombre de n + S. F, 'équation V = a, dilTérentiée successivement par rapport à x et par rapport à y, donne deux équations contenant, elles aussi, les dérivées d'ordre n -f- 1. On a donc en tout 7i -f- 2 équations contenant linéairement les dérivées d'ordre n -\- l, et qui déterminent ces n -{- 2 dérivées en fonction des dérivées d'ordre inférieur, si les deux équations aux dérivées partielles dont on cbercho la solution commune sont prises arbitrairement. Mais ici, cela ne doit pas être; sans cela les dérivées d'ordre supérieur à h -|- 1 se détermineraient toutes, comme les dérivées d'ordre n + 1» en fonction des dérivées d'ordre moindre; puisque une fois obtenues toutes les dérivées d'ordre n -f- 1 en fonction des dérivées d'ordre inférieur, on n'aurait qu'à dériver toutes les équations (jui donneraient cliacune de ces dérivées pour avoir les dérivées d'ordre supérieur ; et la solution commune, si elle existait, ne i)ourrait contenir tout au plus qu'un nombre limité de coristantes arbitraires. Il faut donc que ces n -f 2 équations contenant linéairement les h -f 2 dérivées d'ordre n -\- i forment un système indéterminé, ce qui donne deux équations de
condition. Comme deux des équations contiennent les dérivées de V, V~' V*
T-> -N-1 T"! •••» les relations de condition doivent être considérées comnie l'z <<p oq
deux équations aux dérivées partielles du premier ordre, auxquelles doit
satisfaire la fonction V. Ces équations sont homogènes et du second degré par rapport aux dérivées.
Ce qui précède explique et généralise la remarque par laquelle Bour a étaltli que l'on peut toujours reconnaître si l'application des méthodes de Mimgc ti d'Ampère pouira réussit-. Hour n'avait examiné »}ue le premier cas, Celui où on suppose que l'équation du second ordre aune intégrale intermédiaire.
Les deux méthodes que nous venons d'indiquer se retrouvent d'ailleurs dans la théorie des équations aux dérivées partielles du premier ordre. La première, fondée sur le changement de variables, est due, comme on sait, à l'illustre Cauchy, qui l'a donnée en 1819. La seconde a été introduite dans la science et développée par Jacobi. C'est en essayant d'établir un lien entre les deux méthodes que j'ai été amené à l'étude dont les résultats principaux ont été résumés ici.
La seconde méthode permet de se rendre compte simplement du nombre des intégrations qui sont nécessaires pour la solution complète du problème; mais il est indispensable qu'avant de traiter ce point, nous entrions dans quelques explications.
Soit une équation aux dérivées partielles d'ordre n
Désignons par R„, R„ _^, ..., les dérivées du premier membre de l'équation
prises par rapport aux dérivées d'ordre n, ^-y^j ^r^irp^" ' ••• ^ous appellerons
équation caractéristique de l'équation aux dérivées partielles l'équation suivante à une inconnue u
Par exemple, pour l'équation du second ordre, cette équation caractéristique serait
Rit2 -^ Su -h T = 0.
Cette définition une fois comprise, il est facile de compléter un résultat énoncé plus haut. Pour que l'équation proposée
et l'équation aux dérivées partielles \= a aient une solution commune avec une fonction arbitraire, il faut d'abord que l'équation caractéristique de l'équation V = a admette une racine de l'équation
R«2 4- Sw + T = 0.
On voit donc que les équations V= a que nous cherchons se partagent en deux classes, suivant qu'elles appartiennent à l'une ou ou à l'autre des
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racines île rt'-qualion piécédenle. Pour la solution complète du problème, il suffit d'avoir une équation de chaque classe, contenant elle-même une fonction arbitraire. Un nombre quelconque dï-quations différentielles appartenant là la même classe ne peut donner l'intégrale complète Ue notre équation. 11 est, du reste, évident que si l'équation
est irréductible, si S" — 4RT n'est pas carré parfait, il suffira de changer dans une intégrale le signe du radical pour en obtenir une nouvelle.
Ainsi, dans le cas où l'équation caractéristique est irréductible, il suffit, pour la solution complète du problème, que l'un des systèmes à intégrer fournisse deux combinaisons intégrables correspondant à la même racine de l'équation irréductible. Si l'on n'a pas le nombre voulu de combinaisons intégrables, on n'aura évidemment que des solutions particulières.
Les méthodes précédentes réussissent toujours, il est facile de le démontrer, toutes les fois que les intégrales seront de celles qu'Ampère appelle intégrales de la première classe, et qui ne contiennent pas de signe d'intégration. »
151. La plupart des propositions énoncées dans ce qui précède ont été démontrées au chapitre vi. En particulier, on a établi directement qu'il revenait au même de rechercher les combinaisons intégrables des équations différentielles des caractéristiques d'une équation du second ordre F = o, ou de chercher les équations V =: a du n"* ordre, qui ont en commun avec la proposée une solution dépendant d'une infinité de constantes arbitraires. Le seul point qui demande à être examiné de plus près est le suivant.
Supposons que les équations différentielles de l'un des systèmes de caractéristiques d'ordre n de l'équation proposée F = o admettent deux combinaisons intégrables distinctes
du = 0, dv = o,
l'une au moins des fonctions u et v renfermant les dérivées d'ordre n. Soit (S) une surface intégrale de l'équation F = o ; le long d'une caractéristique du système considéré, située sur (S), ii et v restent constants. Ce sont donc des fonctions d'une seule variable indépendante et, par suite, elle sont fonctions l'une de l'autre. Toute intégrale de Véquation proposée satisfait donc aussi à une équation de la forme
Inversement, quelle que soit la fonction o, l'équation d[u — <p(u)] = o
[il ciiArmuc vu
est une combinaison des cqualions diiïérenliellcs <lcs caractéristiques; les équations
F r= G, M — Cp (u) = G
forment donc toujours un système en invoiution. On appelle quelquefois l'équation tt — ç (u) = o une intégrale intermédiaire de l'équation du second ordre F = o.
La proposition précédente, qui est fondamentale, s'établ il aisément par le calcul. Pour fixer les idées, supposons l'équation du second ordre résolue par rapport à /•
(1) r -\- f{x,y,z,p,q,s, tj = o,
et soient m,, ?»2 los deux racines de l'équation caractéristique
Nous admettons de plus que u et v sont deux intégrales distinctes du système d'équations simultanées
^' ^Po.n ' ^Pt,n-i \dxj^ ^\dy) :^p, „_, V^y"-'/
on suppose, comme plus haut, que m et îj ne renferment que les dérivées Pijt où i est < 2. Cela posé, je dis que, si dans m et y on remplace z par
une intégrale quelconque de l'équation (1) et pi^ par r — r— ;j« le déterminant fonctionnel
e}'. il l'.l [j ! n ; 1' a i'. 0 i a, en effet,
D(u.Py
/du\ , :>u , :>u /dv\ , ?r , i^y
\dxj ^Po,n ^Pl,n-l \dx/ Dpo.,. ^Pi,»-i
yl '>Po,n <^Pl.r>-l \Uy/ Opo,„ <Jpi,n-l
si on multiplie les éléments de la seconde ligne par >/îj et qu'on ajoute à ceux de la première ligne, les deux éléments de la première ligne du nouveau déterminant sont nuls. On a, par exemple, pour le premier élément'
/rfu\ . /du\ , Dm , l Du , Dit j , Dm
,ûtr/ \dyj op,.„-i D/jo,, ' D/j,.„_i D/3o.„
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c'esl-à-dire, en tenant compte des équations (2) et des relations
r,}. -4- VI., = — j m, m., -= — >
^ ' - os * '' ot
'du et le coefficient de r est nul évidemment lorsque z est une inlc-
grale de l'équation (1), et que l'on remplace p,A par
, ,. ,. DlM, v) , , , , ,,. .
L équation ^-7 ; = o est donc une conséquence de I équation
152. Considérons d'abord, avec M. Darboux, le cas où chacun des deux systèmes de caractéristiques admet deux combinaisons inlégrables, de sorte que l'équation du second ordre F = o admet deux intégrales intermédiaires distinctes, appartenant à deux systèmes de caractéristiques différents et n'étant pas nécessairement du même ordre
Toute intégrale de l'équation du second ordre vérifie ainsi deux é(juations de la forme précédente, et inversement, quelles que soient les fonctions o et •]/, les trois équations simultanées
forment un système complètement intégrable, dont l'intégrale générale, ([ui dépend d'un nombre fini de constantes, peut être obtenue par l'intégration d'nn système d'équations différentielles ordinaires (n"' 142,143). Lorsque u, u, w,, y,, ne renferment que les dérivées du premier ordre, l'équation du second ordre considérée est nécessairement de la forme
II;- + 2K.S -I- L< -f M -f N {ri — f^=o
et appartient à la classe étudiée aux n"" 41-45. Le cas le plus simple après celui-là est celui où m, u, u^, v^ ne renferment aucune dérivée
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d'ordre supcriourau si'oond. Pour intéfifrer le système
introduisons deux variables auxiliaires a et p, en posant
de ces quatre équations et de F ^ o, on peut tirer cinij des huit variables .r, y, 2, p, q, r, 5, (, en fonction des trois autres et de a, p, o (a), •]> (fi). En remplaçant ces cinq variables par leurs valeurs dans les relations
(h = pdx -\- qdl/t dp =: rd.r -\- sdy, dq = sdx -j- Idy,
on est conduit à un système complètement intégrable d'équations aux différentielles totales pour déterminer les trois variables restantes en fonction de a et p. On ne pourra, en général, achever l'intégration tant qu'on n'aura pas particularisé les fonctions ç. et ^.
Nous allons appliquer la méthode à quelques exemples.
Exemple I. — Soit à intégrer l'équation de Liouville (I, p. 97)
les équations différentielles des caractéristiques du second ordre sont respectivement
(I) iLx z= o, dz = qd)j, dp = c'-dy^ dq = idy, dr = pe-dy\
(II) dy =0, dz =z pdx, dp = rdx, dq = e'-dx, dt = e'qdx.
Le système (I) admet les deux comijinaisons intégrables dx = 0, dir — ^)= o, et le système (II) admet de même les deux combinaisons intégrables dy = o, d (t ^'^\~ o. Il existe donc, pour l'équation 3;, deux intégrales intermédiaires distinctes du second ordre,
et l'intégration de l'équation s = e-. est ramenée à celle du système
complètomenl iiilt'grable
dq -- e-'dx + (^'^ 4- } (yA rhj, qui est lui-même équivalent à un système de six équations
la dernière équation ^ rtr -^ -|- .^ fy) a déjà été intégrée (I, p. 1)6). En
mettant la fonction arbitraire ji {y) sous une forme convenable, on a vu que l'intégrale générale peut s'écrire :
X et Y étant dos fondions ar])ilraires de .r et de t/ respectivement. On tire ensuite - de la relation
^x ce qui donne pour z une expression de la forme
'' - (X + Yr'
et on véi'ilie que, quels que soient \ et Y, cette fonction j est une intégrale de l'équation projjosée.
I^XEMPLE II. — Soit à intégrer l'écpiatitui
(4) r — qs -|- ;)/ r= o.
Les deux racines de l'équation caractéristique sont ici :
g + \'q'' — 4p _ — 7 — \ 7- — ip 2 ' '~ 2
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Kn se hornanl aux dcrivécs du second ordre, les carartérisli(iues de l'un des systèmes sont délinies par les équations
dy -^ mf(fj', dz = (p -\- </;«,) </a\ dp == {qs — pi -f- s^^u) ^'"i dq = (s -|- tm,)dx, ds -\- rn^dl = o.
On a une preniière loniiiinaisoii inlégralde provenant de la multiplication par un facteur convenable de
dp -\- m.,dq = o ;
c'est uiu" cipiation de Clairaul dont rinléj^^rale générale est m^ = C. La dernière écpialion donne alors une nouvelle intégrale s -\- m^t = C ; de sorte (pie l'éjpialion proposée admet l'intégrale intermédiaire
s -|- inj = z, ( — m^) ;
réqualion caractéristique étant irréductible, le second système de caractéristiques donne une autre intégrale intermédiaire
« -f- ni^t = -j ( — >n^ .
Pour apf)li(|uer la méthode générale, posons m., r^ — «» wi, = — p, et par suite s — al = o {z), s — P^ = «f (S). On tire de ces relations et de l'équation proposée elle-même
Les valeurs de p, q, /-, 5, t substituées dans les relations
nous donnent
on a ensuite
dp = rdx 4" sdy, dq = sdx -\- Idy^
, ad% pVp
à'-d-x ^i'dd
p(iJ- -+- flitU z= . 'T'/T"'
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et il suffirait do remplacer » a) et ^ (^j par '.,„ r's ^'^ w"'((i\ i"espective-
ment pour avoir les expressions de .v, y, ^, débarrassées de tout^igne de. quadrature. Remarqutms que les surfaces intégrales sont des surfaces de translation, les tang»Mites aux courbes des doux familles, dont la translation engendre la surface, restant parallèles aux génératrices du cône y^ -{- xz =z o.
153. [.a méthode de M. Darboux s'applique aussi avec succès à l'équation aux dérivées partielles des surfaces minima et, en général, à toute équation du second ordre qui définit des surfaces de translation. Il est aisé de s'en rendre compte a priori. Toute surface de translation est engendrée par la translation d'une courbe (P). dontles tangentes sont parallèles aux génératrices d'un certain cône (T) représenté par l'équation
l'un des points de cette courbe (P) décrivant une autre courbe (P') dont les tangentes sont parallèles aux génératrices d'un second cône (T'), diffèrent ou non du premier et ayant pour équation
ei)=«-
On sait que, dans ce mouvement, tout point de la courbe (P) décrit une courbe égale à (P') et que la surface peut aussi être engendrée par le mouvement de translation d'une courbe (P') le long d'une courbe (P). Les courbes (P) et (P') de chaque surface constituent les deux familles de caractéristiques. Pour montrer que la méthode de M. Darboux est applicable à l'équatiGn aux dérivées partielles de ces surfaces, il suffit de faire voir qu'il existe deux fonctions distinctes de ^r, </, r, s, f, qui conservent une valeur constante quand on se déplace sur une caractéristique. Prenons, par exemple, une courbe (P') ; par chaque point de (P') passe une courbe (P) située sur la surface ; soient
ij=f[x\ c = (p(a-),
leSi équations de celle courbe ; puisque la surface est engendrée par la translation de (P!,- les valeurs de y', z\ y'\ z'\ relatives à celle courbe (P) senties mêmes tout le long de (P'). Or on a, pour déterminer y', z\ y'\ -",
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les quatre équations
Fiy,;r'; = o, — ,y" + ^
jz' = p-{- qi/\ z" = >• 4- lay' + lu"^ -f qy\
qui iiioiilieut (}ue y et z' dépendent de p et de q, tandis que y" et z' dépou<lent de p, q, r, s, t. On a donc, potir les oaractérlsliques du système (F'), deux intégrales premières distinctes
dont la première ne contient que les dérivées du premier ordre, tandis que la seconde contient les dérivées du second ordre. Le même raisonnement s'applique aussi aux caractéristiques (F .
FxEMiM.E m. — Soit à intégrer l'équation
Les équations des deux systèmes de caractéristiques sont respectivement
( I Jy = o, dz = pdx^ dp ^^ — fis dx, dq = sdx^ ds-\-/"{s) dt = o ;
i f'.V — f{^) dx, dz = ]p -{- qr\s) ; dx,
) dp — ] sf {s' — f{s) ! dx, dq ^= \ s -{- tf'[s) \ dx, ds = o;
le premier admet deux combinaisons intégrables
, , ds dy = o, dt + -— - = o,
le second eu admet trois
ds = o, d\y — X f\s] ! = o, ^ ; p + ccfis) — xsf\s) \ — o.
On a donc deux intégrales intermédiaires distinctes que nous écrirons:
en posant
ds
-jr
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^ et •}/ étant des fonctions arbitraires. I^oar plus de symétrie, posons s = a, y = p ; les équations [o) et (G) donnent
On a ensuite :
dp = rdx -\- sdy = d [rx) — xdv -f- sdy
= d [rx) -r ; P - f' (a) I dx + «rfp, et, par suite,
p =: ro; + a? - f (a) = '^°:|~^ A^) + «?-?' (a). On a de même dq =^ sdx -\ ■ Idy = d {sx) — xds -\- tdy
= d [SX) H- --y^' d.. + f (3) c/? - F (a) d^.
et on en lire
On a z par une nouvelle quadrature
z =px -{-qy —J[xdp-\-ydq) ;
on peut encore écrire :
x'Ip -\- ydq = [rx -f- sy) dx -f (sa? + ly) dy
= I ap - ^/-(a) I j ^f ^/a + ?| r/3 | + | «^ + /.3 ! rfp,
ou, en réduisant,
ar/;j -f ?/Ay == c^ I x}x - "^ /-(a) j -|- J^ /"(=') - P^ [ <-/a -|- lid'i.
11 vient donc :
et, en portant dans la valeur de -. on a x, y, -, p, q exprimés au moyen de a, p.
rvTiiCnATio:** DES équations. 9
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Exemple 1\ . — Soit à intégrer l'équation
Les deux racines de l'équation caractéristique sont m, = -^» m,^ ^=- — j*
Lun des systèmes de caractéristiques est défini par les équations
c/y = ^, dz ={p + f^ ci.r, dp = (^ - 3^)cte, dr/ =ys -\- j )f/.r, ds — ^ == o,
qui admettent les deux intégrales premières
le second système de caractéristiques admet de mtme deux intégrales premières
Conformément à la méthode générale, posons
« — - = 29, 29a; — q = -ne), ï, et l/ étant des fonctions arbitraire!? ; on lire de ces équations
et récjuation proposée donne ensuite
11 reste à exprimer //, /» et z en fonction de a et de [i ; de la relation
dq = sd.i- -\- tdt/, on tire d'aljord
dq — gtlv d ((( — sx) 4- xds dy -= -^— = — -^ :
OU, en rem[)laçant .'•, r/, 5, /, par leurs valeurs et en elToctuant les quadratures,
y = |(3 - a) rf^al + Ym + f (^) - f !»•
On a ensuite p au moyen de la relation
dp = rclx -\- sdy = d [rx -\- sy) — xdr — yds, qui donne, en effectuant les quadratures,
jp^rx^sy-\-U- ?) ; f (a) + -V ([i) i + 2 i ^ (P) - cp («){, ou, en remplac^-ant .r, y, 1\ s par leurs valeurs
-f 2ai,' !>;> — 2;3f :^) -f- 2-i; (;3) — 2^(a). Enfin, on tirera z de la relation
f/Z Z=Z prix -f- ^/(/_y
par une dernière quadrature.
Le dernier exemple est dû à M. de Boer ! '), qui sest proposé de trouver tous les cas où la méthode de M. Darboux permet d'intégrer une équation de la forme f iV, 5, t) ^= o, en se bornant aux intégrales intermédiaires du second ordre. Sans entrer ici dans l'étude détaillée de cet intéressant problème, nous montrerons comment on peut trouver (les cas dinlégrabilité. L'éipialion étant mise sous la forme
soient /»,, m,^, les deux racines de léquation caractérisli([ue
les caractéristiques du second ordi-e sont définies par les équations
\ dy —. m^dx, dz = {p -\- qm^, d.c, dp = \ — f .s, t) -f- m^s , dx, I dq = [s -f- h
(') Archives néerlandatics. t. XW'H.
I dq= [s -\- iHft) dx, ds -\- 111.^(1 = o,
le second syslème se déduisant du premier en permutant u^^ et jMj. On a toujours une combinaison inlégrable provenant de réqualion ds -\- m-îdl =r o, puisijue «ij ne renferme que sel i; soit
celte intégrale première. La fonction u est une intégrale de l'équation du premier ordre
Pour trouver des cas ou il existe une autre intégrale première, il suffit de remarquer que si l'une des fonctions m,,smf — /'(•'»0i s-\-tm^ satis fait à l'équation ( 10), on a aussitôt une seconde intégrale y — m^x = C", oujj-f- /*(<, 0 — ^i^j ^' ^= C, ou </ — (* + ^'«0 (v = C. Prenons par exenjple le premier cas ; pour qu'il se présente, il faut que l'on ait
On a une combinaison analogue pour le second système, pourvu que l'on ait aussi
On peut remjilacer eus deux conditions par les combinaisons suivantes
pourvu que les racines m,, m-, soient distinctes. La première se réduit à une identité, tandis que la seconde devient, en remplaçant ?«,»?2» m^ -f- ''''-s "î? + "'2 P^f" leurs valeurs,
c est 1 L(|ualion intégrée plus haut (Exemple II, n" l.oSi pourvu qu'on y remplace / et « par .'■ et y. On en conclut <{iie toute équation de la forme
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s'iiilègre de ccUe fagon lorsque, quand un considère r, s, /, couinie des coordonnéescourantes, celle équation reprcsenle une surface de translation, les courbes des deux familles donl la translation entendre la surface ayant leurs tangentes parallèles aux génératrices du cône s^ — W= o.
155. Prenons maintenant le cas général où l'équation du second ordre proposée admet deux intégrales intermédiaires d'ordre quelconque, dépendant chacune d'une fonction arbitraire et correspondant à des caractéristiques différentes. Soit
l'équation du second ordre ; soient
du = o, dv = 0
deux combinaisons inlégrables distinctes des équations différentielles de l'un des systèmes de caractéristiques,
d^(^ rr: O, dv^ = o
deux combinaisons intégrables distinctes des équations différentielles du second système de caractéristiques. Appelons m l'ordre des dérivées de l'ordre le plus élevé qui iigurent dans u et i\ n l'ordre des dérivées de Tordre le plus élevé qui figurent dans u^ et v^ ; nous supposerons, pour fixer les idées, m ^n. Des trois équations
(12) r4-/-=o, M=^cp(u), M, =,j,(r^),
qui forment un système complètement intégrable, et de celles qu'on en déduit par des différenliations répétées, on peut alors tirer l'expression de toutes les dérivées partielles de la fonction inconnue au moyen de d^, i/, -3", Pi.o, ^11' ••MPi,m-2; i'o.i, ..mPo.u-i (n° 143) et former un système complètement intégrable de (m -]- n — 1) équations aux différentielles totales.
On peut encore opérer comme plus haut, en introduisant deux nouvelles variables indépendantes a et p. Si on pose, en effet,
tJ = a, u, = P,
on aura aussi u =r ^ (a), «, = •} (p). De ces quatre éaualions, jointes à celles qu'on obtient en différentiant l'équation »• -f- /"= o, on peut tirer
les valeurs de plusieurs des anciennes variables
^1 .V) -1 /'loi •••, 7>>,»i--2 î/^o, 1. •■•■, po.n-l
au moyen de a, p, o (x), •]/ (P), et des variables restantes. En substituant dans le système d'équations aux dilTércnlielles totales dont il a été question tout à l'heure, on a un nouveau système complètement intégrable d'équations ^ux diiïérentielles totales entre {m -j- n — 1), fonctions inconnues i-,, z^ ..., z,„+„_,, et deux variables indépendantes a et ^. L'une quelconque des équations de ce système est de la forme
^ M -h*/ ^-p ^',< ..-, ^«. + «-p ût, p, ^ (a), «f (P),cp'(a), -y (p),...] rfp;
les coefficients F, et *!>/ sont des fonctions déterminées de^,, 22,...., •3'm + /i-p '5^1 P) <?(»)i ■MP^ pouvant aussi renfermer les dérivées ç'(a), Y (P), ..., jusqu'à un ordre fini.
Exemple V. — Reprenons encore l'équation
(14) s — pzz=o,
qui a été intégrée au n" 47. Un de^ systèmes de caractéristiques admet, comme on l'a reconnu, deux cbmjjinaisons'intégrables du premier ordre,
dt/ = o, d (^q^ —^\ = o.
Les équations différentielles des caractéristiques du second système sont
dx = o, dz = q^dy, dq^^q^dy, dp^ = pyzdy, dp, = (jj^z + pj) dy, dp^ = (p^z + Sp^p.^) dy, ...
en posant
On a d'abord la combinaison intégrable dx = o, et, si l'on pousse jusqu'au troisième ordre, on trouve une nouvelle combinaison intégrable
'3pl - ^p,p 2pi
Les trois équations :
(15) S-p,. = 0, g,-Ç=^iy), ^tP^P'-M^^C^^
forment donc un système complètement intégrable, quelles que soient les fonctions arbitraires ç(//) eb 'l>{^)- Pour intégrer ce système, prenons comme inconnues auxiliaires p, et pi ; on déduit des équations (15 )
et on es. conduit à intégrer le système d'équations aux différentielles totales
l dz = p^dx + I Y + ? (y) I dy,
(16) ' dpf = p-^dx -\- PfZdy,
Pour cela, intégrons d'abord les trois équations (15') de la première ligne ou, ce qui revient au même, l'équation unique du troisième ordre
le premier membre de cette équation, qui se présente dans l'étude des équations différentielles linéaires du second ordre, ne change pas de forme quand on effectue sur z une substitution linéaife quelconque. Si donc - =: X est une intégrale particulière de l'équation (17), l'intégrale générale de cette équation est
a, ô, c, rf étant indépendantes de a-. Comme •]/ (x) est une fonction arbitraire de X, il est clair qu'on peut prendre aussi pour X une fonction arbitraire de x, et l'intégrale générale du système (16) est de la forme
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précédente, où a, b, c, rf, désignent des fonctions de la seule variable y. On jieut encore écrire cette intégrale
et si on substitue cette valeur de s dans r^ — 7-5 en écrivant que le
résultat est indépendant de X, on trouve les conditions
H (.V) - 6, (y) 6, {y) = o, 20:1 [y) + 6^ (y) = 0. Soit O3 (y) = Y ; on déduit des conditions précédentes qu'il faut
prendre 6^ (y; = — 2Y', 6, (y) = r^,i et on retrouve le résultat obtenu
plus haut (n* 47).
Exemple VI. — Soit h intégrer Téquation
rs — p = o,
à laquelle se ramène, par la transformation de Legendre, l'équation dAmpère étudiée précédemment (n" 100).
Four un des systèmes de caractéristiques, on a trois combinaisons intégrables du second ordre
pour le second système, on a une combinaison inlégrable du premier ordre dy =: o, et une combinaison intégrable du troisième ordre,
L'intégration de l'équation proposée est donc ramenée à celle du système
rs — p = o, - = <v[s — œ\ ?o3 + " P<î = '!'(y).
avec deux fonctions arbitraires o et !/. Si on prend pour inconnues au xiliaircs p, g, et (, ce système est équivalent au système complète-
ment intégrable d'équations aux tlifférenlielles totales
dz = pdx -}- ({dy.
dq = sdx -\- tdy,
dl =Pi:,dx4-pQ^dy,
où on suppose que s est remplacé par sa valeur tirée de l'équation
P\-2 ^^ Po3 s'obtiennent au moyen de la relation obtenue en difîérentiant la précédente par rapport à y et de la dernière équation
Po3 + -Pn = '^{y)'
L'intégration du système (A) présente une simplification, car s étant supposé remplacé par sa valeur, la seconde équation ne renferme plus que les variables x, ?/, p, et leurs diiTérentielles. Pour l'intégrer, posons
et remplaçons » par -^^ ; il vient s .= w;p (a), x = Uf (a) — a, et l'équation
dp = - dx -f- sdy
devient
_j fwcp' (a) — 11 , , ,
On en déduit
l'équation dz = pdx -\- qdy devient alors :
dz = 11^ j (f (a) du -\- iCf' (a) doc. — du] -f- qdy ou encore
dz = 2»^ j urf' (a) — 1 t cZa 4- j u^-f (a) + q j dy.
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Par suite, l'expression générale de z est de la forme
i = 2j«»|Mf (a)-l!(/a + Y,
el inversement, quelle que soit la fonction Y de y, on obtient ainsi une intégrale de l'équation proposée. On peut ne laisser subsister qu'un
seul signe de quadrature en remplaçant :p' (a) par , .•
157. Supposons maintenant qu'un seul des systèmes de caractéristi(|ues, supposés distincts, de l'équation
(19) r + /-(or, y, z, p, (7, 5, 0 = 0
admette deux combinaisons intégrables distinctes
dv = 0, du =. 0,
l'une au moins des fonctions w, r, renfermant des dérivées d'ordre n, et aucune ne contenant de dérivée d'ordre supérieur à n. Pour fixer les idées, supposons que u et v soient deux intégrales distinctes du système d'équations
o\xm^, m^A-r^Y l—y (j-^^^^A ont le même sens que plus haut
(Chap. vi). L'équation proposée (19) admet une intégrale intermédiaire d'ordre n
avec une fonction arbitraire ■} ; et inversement, quelle que soit la fonction •]/, les deux équations
forment un système en involution.
Pour résoudre le problème de Cauchy par cette voie, supposons donnée une multiplicité M| d'éléments du premier ordre, c'est-à-dire
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une courbe (r) dont chaque point est associé à un plan tangent à (T) en ce point. Cette multiplicité M, détermine en général une surface intégrale admettant tous ces éléments, sauf dans le cas où elle appartiendrait à une caractéristique, cas que nous négligerons. Soit (S) la surface intégrale ainsi déterminée par la multiplicité M, ; on peut calculer, comme il a été expliqué (n" 16), les valeurs de toutes les dérivées partielles de la fonction inconnue le long de la courbe (r). Si on substitue les valeurs obtenues dans u et y, ces deux fonctions ne dépendent plus que d'une seule variable, et la relation
détermine la fonction inconnue .{/. Cette fonction une fois obtenue, le problème revient à trouver l'intégrale du système en involution
qui passe par les oo * éléments du n"" ordre définis par la multiplicité M, et l'équation r -f /" = o. Nous savons que certte intégrale 'est le lieu des caractéristiques d'ordre n communes aux deux équations, issues des oo* éléments du n""» ordre dont il vient d'être question .
On obtient ces caractéristiques communes par l'intégration du système d'équations différentielles ordinaires
dy =■ m^dx, dz = Pio d^ -\- Po. i dy-,
dpi,o = P2,odx-\-p,,i dy, ..., rfpi,„_2=pj,„_2C?a;^-p,,„_, dy, dpo, 1 =Pi,i dx -\- Po, 2 dy, ., . , rfpo, n - 1 = Pi:n - 1 dx -{- po,„ dy, (23) ( (d\u-'\.{v)]\ :> \u - ■} (y)] rfp,,._. ^ ^ 1 \ dx / *" i)p,, „_i dx '
/d \u — ']> (?;)]\ :>[u~<\> {y)] dpo,n _ \ dy ). Pi,n-i dx ^ '
composé de 2n -}- 2 équations entre 2n -f- 3 variables a;, y, z, pio. Po.ii ... p,„_i, po,n; les dérivées Pi, o,p.>,i, ••• Pi,„_2 sont supposées remplacées par leurs valeurs.
Ainsi, lorsque l'un des systèmes de caractéristiques d'ordre n présente deux combinaisons intégrables distinctes du = o, dv = o, la solution du problème de Cauchy est ramenée à l'intégration de deux systèmes successifs d'équations différentielles ordinaires. Le premier de ces systèmes,
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qui donne u vt v ne dépend pas des conditions initiales. Le second système à intégrer dépend^ au contraire, des conditions initiales (').
158. La méthode précédente s'applique encore au cas où les deux systèmes de caractéristiques seraient confondus-. Lorsque ces deux systèmes sont distincts, on peut la modifier un peu. On a vu en effet (n° 138) que le système d'écjuations dilTérentielles (23) peut être remplacé fmr le suivant
j dy = m^dx , dz = pio dx -\- po. i dy
\ dp,_o = Pî,odx-\- piidy^ ..., dpi,n-i = Vi,n-idx-\-pun-idy^ (24) i dpo,i =Pi,idx -{- Po, idy^ . . . , dpo, n-\ = Pi, „ -i dx-{- po, „ dy,
auxquelles on ajoute réquation
Introduisons une nouvelle variable auxiliaire a en posant î? = a et, par suite, u = >{» (a). De ces équations, on peut tirer deux des variables ^1 y» -. Pio' ••• Po.n en fonction de x, <\i (a) et des 2n -}-' 1 vaiiables restantes. En substituant les valeurs de ces deux variables dans les équations (24), qui sont précisément les équations différentielles des caractéristiques de réipiation
n'admettant pas les combinaisons intégrables du = o, dv =: o, on est conduit à un système de 2n -|- 1 équations différentielles à 2n -j- 2 variables pour déterminer les caractéristiques communes aux deux équations
Ainsi présenté, le procédé apparaît comme une généralisation de la
(') Dans la note déjà citée des Comptes Hendua (1872), M. Maurice Lévy annonce qu'il possède une méthode générale pour intégrer toutes les équations aux dérivées parlielies du second ordre, dont lintégration se ramène à celle de plusieurs systèmes d'équations différentielles ordinaires. D'après M. Sophus Lie, cette méthode serait identique, dans ses traits essentiels, à celle qui est développée dans le texte. M. J. KôniparamenéégaleinentlasolutionduproblèniedeCauchy à l'intégration d'équations différentielles ordinaires, dans le cas où nous nous plaçons. Sa méthode sera expliquée il la fin du chapitre.
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méthode omployco par Ampère pour intégrer une équation
Ilr + 2K« -f U + M + N (rt — s») = o,
lorsque l'un des deux systèmes de caractéristiques du premier ordre présente deux combinaisons intégrables distinctes (*) (n° 54). On pcul, du reste, l'établir en généralisant le raisonnement même d'Ampère. Soit (S) une intégrale de l'équation
(25) r -f /- (,r, ij, z, p, q,s, t) =o;
(') Lorsque n = 2, Ampère avait déjà indiqué somuiairement celte méthode. Voiri le passage de sou Mémoire auquel il est fait allusion plus haut: « Cette réduction des équations qui doivent conduire à lintégrale primitive à des équations qu'on peut intégrer comme si elles étaient aux dilTérentielles ordinaires, dont le nombre n'est inférieur que d'une unité à celui des variables, n'a pas lieu seulement lorsque l'équation donnée est de la forme
ïlr + 2Ks + U + M + N (rt - s'^) = o,
mais elle a lieu de la même manière pour toutes les équations aux dilTérentielles partielles du second ordre susceptibles d'une intégrale intermédiaire. On trouve aussi dans ce cas, par le procédé expliqué dans un des paragraphes précédents, deux équations relatives à^et à «. qui parle changement du signe du radicalde la valeur de
• ■> donnent deux autres équations où ce sont x et ? qui sont considérés dx (a '
comme variables indépendantes ; la seule diflèrence est que, quand les dérivées du second ordre doivent être homogènes à l'intégrale, parce que l'équation donnée contient d'autres puissances ou d'autres produits de ces dérivées que W — s'', on a nécessairement dans le calcul dix quantités x, y, z, p, cj, r, s, t, a et ^. entre lesquelles, outre les quatre équations dont nous venons de parler, on a l'équation môme donnée et les trois suivantes
dz , (bi
diw=p-^'^iZ'^
dxyix ax{'x
ux[-x dxcL
Parmi ces huit équations, il y eh a une qui ne contient que les quantités mêmes X, y, î, p, q, i\ s, t, et cinq où il entre seulement de plus leurs dérivées relatives il X, prises en regardant x et a comme les deux variables indépendantes. Les deux autres seront relatives à .r et à fi ; mais on pourra les ramener n avoir x et a pour variables indépendantes, en y introduisant des dérivées relatives à ». S'il y a une intégrale intermédiaire, elles fourniront deux équatioQs de la forme
qui serviront, conjointement avec l'équation dr)unéc, à éliminer ;•, s, l et leurs dérivées relatives à x des cinq autres, en sorte qu'on aura dans ce cas cinq équations du premier ordre, entre les sept variables x. »/, :, p, q, a et ,5, qu'on pourra toujours intégrer comme si elles étaient aux dillcrcntiellcs ordinaires, parce (|u'elies ne contiendront point de dérivées relatives à a, ce qui réduira à six le nombre des cpatitités considérées comme variables dans cette intégration. » {Journal de l'Ecole polytechnique, .Wlll'' cahier, p. 10-71.)
dG'
rapportons celle surface à ses deux familles de caractéristiques comme courbes coordonnées, et soient x et 8 les paramètres de ces deux familles de courbes. Alors x, //, c, pi,o. Pi,i, •••, Pi.n-i, Po, i, •••, po d sont des fonctions des deux variables a et p qui satisfont aux 4n-|-2 équations simultanées
Oz l'x c'a t'a l'x
— — =;^ o-T" H-;-*l.l ^-••••' ^ = /)2,n-2T- -j-pln-i ^T»
Oa Ox t'a l'a Ox «.'a
^T" =Pl.l >- 4-P0.2T-' • • •' ^-— = Pi, „ - , T- + Po, n T-'
I t'y ^J7 i*£ ^ï' j^ iW/
I ^p,,fl ^j: i^y ^^1. ,.-2 ^J^ , t\y
^Po.i ^'P , ^.'/ i^Pu. « - I ^C , ^y
i^?^jl>?+ l>? +'«*-^-*^'
n?, et l'^jj sont les racines de l'équation caractéristique
et on su[)pose pï,o, pj,i, .-•, p.>,i, _2 remplacés par leurs valeurs en fonction de x, y, ^,pi 0. •••, Po, n- Nous savons a priori que ces 4n -j- équations à 2/i + 3 variables sont compatibles, puisque l'équation r 4" /"=-o admet des intégrales. Inversement, tout système de solutions des équations (56; et (27 . fournit une intégrale de lécpiation
Cela posé, considérons le cas où les équations (27) du second système de caractéristiques présentent deux combinaisons intégiables distinctes
du = 0, c/y = 0 ;
ceci prouve que le long dune caractéristique de ce système (a = C'*.) u et i; restent constants et ne varient que lorsqu'on passe d'une carac-
léristiqne à une autre du mèniu système. Par consécjuent, m et y sont des fonctions de la variable a seulement; on peut évidemment supposer tt = a, et on en déduit r = 'li (a), la fonction •]/ (a) étant indéterminée. On peut donc ajouter aux équations (26) les deux nouvelles relations
K = a, V = ^{ol) ;
si de celles-ci on lire deux des 2n + 3 variablesa;, .y, z, pi.o, •••, Po.n en fonction de a et des 2n -j- 1 variables restantes, puis qu'on substitue dans les équations 26)' on est conduit à un système de 'in -\- i équations différentielles ordinaires à 2?? -\- 2 variables, y compris a, que l'on peut reo'arder comme la variable indépendante. L'intégration de ce système d'équations différentielles ordinaires Yious fera connaître X, >/, z,p,_o, •••, Po.n t*n fonction de a et des valeurs initiales, qui ne doivent dépendre que de la variable p seulement. 11 reste à choisir ces valeurs initiales de façon à obtenir une intégrale. En généralisant la méthode de Caucliy comme on l'a indiqué plus haut, on démontrera qu'il suffit que ces valeurs initiales vérifient les équations ?• -\- f = o, u = <\i (u), et les 2n premières équations (27).
On voit, d'après cela, ([ue le progrès essentiel à accomplir pour généraliser la méthode d'Ampère consistait à étendre la notion de caractéristiques, en ne se bornant plus aux dérivées du premier et du second ordre, mais en considérant la suite des valeurs prises par les dérivées d'ordre quelconque. C'est ce qu'a fait M. Darboux au début de son Mémoire.
159. Lorsque les deux systèmes de caractéristiques sont distincts, on ne peut, en général, intégrer les équations différentielles (23), tant que la fonction ■]>, qui figure dans ces équations, reste indéterminée. Il n'en est plus de même lorsque les deux systèmes de caractéristiques sont confondus; alors, en effet, du = o el dv — o sont aussi des combinaisons intégrables 'n° 138) des équations 23), et dans les deux dernières équations de ce système
on peut remplacer!/' (i^) par une constante C, puisque v = O" est une intégrale première. Le système d'équations différentielles à intégrer est
donc le suivant
CFiAPiTRE vu
dy = mdx, ds = pi, o <^ -f 7>m dy,
dpiX, 1 = Pi. 1 djO -^ Po,îdy, . . . , rfpo, n - 1 = Pi. n - 1 «'■^' + Po.n f/y,
dont on connaît déjà deux intégrales premières
et ce système ne renferme plus qu'une constante arbitraire C, au lieu d'une fonction arbitraire, comme dans le cas général. Soient
y — r , (a*, a*Q, y„, -Tjj, TT) 0, ^1. 1, •••, TTi,,, — 1 ; ~o, i, •••^ ^o, « î ^-'j,
^ ^ ** y l*^» "^o» ^0' ""O- '^l 0' • ; ''^0, ni v^j»
Po.n i* i H J (-^5 I t^j;
les formules qui représentent l'intégrale générale de ce système,
^0' .'^0> "^(1' "lOi ^1. I» "M TTi „ _ I ; TTo, I, ..., ~0, n
étant les valeurs initiales de x, y, z, pio, ..., po,„. D'après ce qui précède, pour que les formules f29) représentent une intégrale dol'équation r -|- /"-= o, il faut prendre pour ces valeurs initiales des fonctions d'une variable indépendante p satisfaisant aux conditions
Tfl.n — I
ifi.», 7t2,t, ... "j.n-j s'exprimant au moyen de tt),©, •••, 7ri,„_i,ro, i, ...,
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■xo,n comme- p2.n •■■■, P2,n~i au moyen de pi,o, .-., Po.n- Reprenons, par exemple, le problème de Canchy; si on se donne une courbe (T) et une surface développable passant par celte courbe, on connaît par là même ^ci/o' -^0' ^1.0' ^0.1 ^^ fonction d'une variable auxiliaire p. Si la multiplicité précédente n'est pas une caractéristique, on en déduira, en général, par des calculs alfi^ébriques, comme on l'a déjà expliqué bien des fois, les valeurs de 7ri,i, ..., t:i,„_i, tto.î, ... :to.„ en fonction de p. Quant à C, remarquons que .lorsqu'on remplace, dans u et u, x, y, z, Pi,o, ■•■iPo,n pai' •^''oiyo' ^0' ^'.0» ••• ^0.1 respectivement, u et v deviennent des fonctions d'une seule variable p. Soient u^ et v^ ces deux fonctions : la relation
détermine ^. On a aussi
et comme C est égal à <{/' (y), on a aussi
Il est facile de déduire de là des formules pour représenter l'intégrale générale de l'équation proposée, où figurent explicitement deux fonctions arbitraires d'un même argument et leurs dérivées en nombre fiai, sans aucun signe d'intégration ('). Supposons, en efTet, que \'6n prenne pour .'/;,, uae constante numérique, puis que l'on pose
.vo = ?. -0 = ?(?). ■^io = 'l(?);
on aura, par conséquent,
TTo.l = <p' (3), -Jro.2 = Cp" (3^, ..., 7To,„'= T;'"^ (8),
TT,,, = -y (p), TTi.o = f (3j. .,.,::,.„_, = <],('-') (pV
et, si on porte ces valeurs de tto, i. ..., 7ri.„_, dans C, puis dans les formules (29), on a bien, pour représenter les coordonnées a', //, z d'un point d'une surface intégrale, des formules où figurent explicitement les deux fonctions arbitraires !p (fi) et -i^ S), avec leurs dérivées jusqu'à l'ordre n ^ \ an plus.
Je n'insisterai pas davantage sur cette remarque, parce que nous déterminerons un peu plus loin toutes les équations du second ordre,
C) Voir ma note : « Sur la inélhodc de M. Darboux \w\iy l'intégiatidii des éiin itions aiA dérivées partielles du second ordre. > [Comptes Rendus, l. CX.X, p. a42-o4S>.
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ayant leurs deux systèmes de caractérisli([ues confondus, aux(iuelles s'applique la méthode de M. Darboux.
160. On voit donc (pi en définitive tout repose sur la délermination des invariants d'un des systèmes de caractéristiipu'S de l'éijuation du second ordre proposée, ou des deux systèmes. Il est toujours possible de reconnaître s'il existe des invariants dont l'ordre ne dépasse pas une limite assignée à l'avance, puis(jue cela revient à rechercher si un système de deux équations linéaires simultanées admet des intégrales. Mais, aussi loin que l'on aille dans la série des essais, il ne semble pas que l'on puisse toujours reconnailre l'existence ou l'absence d'invariants par des opérations dont la fin soit assurée. Nous ferons connaître, au sujet de ces invariants, un certain nombre de propositions qui peuvent en faciliter la recherche (').
Remarquons d'abord que le théorème du numéro loi admet une réciproque. Soit F = 0 une équation du second ordre ; si cette équation admet une intégrale intermédiaire cV ordre n, u — o {v>) = o, c'est-à-dire si toute intégrale de cett;e équation (sauf peut-être quelques intégrales exceptionnelles) satisfait à une relation de la forme m — o {v)= o, où u et V renferment .v, i/, z, et les dérivées partielles de^ jusqu'à l'ordre n, n et V sont des invariants de l'un des systèmes de caractéristiques de l'équation F = o. On pourrait l'établir par un calcul facile, mais il vaut mieux se servir de considérations analogues à celles qui nous ont déjà servi plusieurs fois, basées sur la théorie des caractéristiques, il suffit de montrer que, quelle que soit la fonction o, les deux équations
forment un système en involution. En effet, prenons une orientation d'éléments d'ordre r?, satisfaisant aux deux équations (30) et à celles qu'on déduit de F = o par des difTérenliations répétées. Celte orientation d'éléments d'ordre n appartient à une intégrale (S) de l'équation du second ordre F = o, intégrale qui, par hypothèse, satisfait aussi à une relation de la forme u — -i (r) = o. ]\Iais, pour un élément quelconque de l'orientation considérée, u et v sont des fonctions d'une seule variable indépendante qui satisfont à la fois aux deux relations î< = cp (y), u = <]/ (r). On a donc nécessairement •]/ = o, de sorte que (S) est une intégrale commune des deux équations
F = o, w = çp (u),
(') E. GoLBSAT. « Sur la thforie des équations aux dérivées partielles du second ordre » {Comptes Rendus, 2 novenjbre 1896).
et ceci suffit pour prouver que le système (30) est en involulion (n° 140). Il en est évidemment de même des deux équations
1^"' = 0, u — tp [v) = C,
pour une valeur arbitraire de la constante C. Donc « — o (r) doit être un invariant de l'un des systèmes de caractéristiques de l'équation F = o, ce qui ne peut avoir lieu, quelle que soit la fonction &,• que si u et V sont deux invariants distincts.
Cela posé, soient u et v deux invariants distincts de l'un des systèmes de caractéristiques de l'équation F = o. Toute intégrale satisfait à une relation de la forme
et par suite aux deux relations
d^i , . . dv du , , . dv
Tx = '^^'^Tx' d^ = '^^'^di/^
il suit de là que, quand on se déplace sur une caractéristique quel-
dv dv
1 < .-.',, dv dy ^
conque du système considère, -^ et -r- restent constants. Ce sont deux
dx dy nouveaux invariants pour ce système de caractéristiques, qui d'ailleurs se réduisent à un seul, car toute intégrale de l'équation F = o satisfait aussi à l'équation
du dv
dx dx
du dv
dy dy
nous désignerons par — ce nouvel invariant du même système dé caractéristiques que u et v. Par exemple, si l'équation du second ordre est résolue par rapport à r, on pourra supposer que dans — on ne laisse
que les dérivées p,,^, où l'indice i ne dépasse pas l'unité; si on a fait la môme opération pour u et u, l'expression
dv
dv chi
du du
dy
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est ramenée à l'Clle forme sansaucuiu' Iransformaliuii nouvel le. Lorsque
u et r sont (lu même ordre n, -r- est en crént'ral d'ordre n 4- 1, mais il
ai( '
peul être d'ordre inférieur. Par exemple, nous avons vu n" l.>i) que
l'équation >• -f- /"(*) "^ o a trois invariants du second ordre correspon-
tlant à un mùme système de caractéristiques :
u = .«, , r — // — x/" [s). te = p -{- X ] f {s; — sf {s) j ;
on a deux nouveaux invariants :
fiv i — xf" (s) Pi. .> d>c s — xsf {s)pi j
du p,_2 do ' l — x/'"{s)pi,2
dont un seul est du troisième ordre, tandis que — est identique à u.
Si u et V sont deux invariants distincts d'un même système de caraclé-
ristioues, -r' est un nouvel invariant distinct des premiers. ^ dit
Si on avait, en eiïet, une relation de la forme
toute intégrale de l'équation du second ordre proposée F — o, satisfaisant à l'équation
vérifierait aussi l'équalion
dv
du '
et on aurait, par conséquent,
^' {u) = f 'W, î. rM>],
ce qui est impossible, puisque la fonction z, [><j peut être choisie arbitrairement.
Plus généralement, supposons qu'on ait 'n + 1) invariants distincts u, r,, C2> •••' ^\i'i parmi les nouveaux invariants
de, do^ dv„ du du ■■■' du
il y eu aura au moins un (jui sera distinct des précédents. Supposons, en effet, que l'on ait
du
puisque toute intégrale de l'équation F — o satisfait à a relations de la forme
on aurait aussi
et, par suite,
(h. , . . dv„ , ,
ce qui est impossible, puisque l'une des fonctions o, {u) peut être prise arbitrairement.
On déduit de là qu'au moyen de deux invariants distincts d'un même système, on peut former une suite illimitée d'invariants, tous distincts les uns des autres.
161. Considérons maintenant en particulier le cas où les deux systèmes de caractéristiques de l'équation du second ordre proposée sont distincts. On a déjà remarqué que les écjuations simultanées auxquelles doit satisfaire un invariant d'ordre n admettent pour intégrales tous les invariants du même système d'ordre inférieur à n. En approfondissant cette remarque, nous arriverons aune proposition plus précise. Supposons (jue l'équation du second ordre ait été mise sous la forme
et soient w,, wij les deux racines de l'équation du second degré
Tout invariant d'ordre n doit satisfaire aux deux équations simultanées
l r-!^ nif r i = 0,
ou à celles qu'on obtient en permutant ?», et m-2. Lorsque n est plus grand que 2, cas que nous allons d'abord examiner, la première équation (33) montre que toute intégrale do- ce système doit être de la forme
u = r. (pi.„_i + m,7)o.,.; ^. .V, -s", ••-, Pi,,.-2, Po,n-i)-
Admettons qu'il existe une intégrale ic de ce système renfermant efîectivement les dérivées d'ordre n, c'est-à-dire dépendant de
et des dérivées d'ordre inférieur à n ; on aura inversement
Pt.n-t + mipo,„ = -j/ {x, y, -, ;),.o, •■•, Pi,„-2, Po,„-., u). Cela posé, choisissons comme variables indépendantes
et posons «
^ = F ix, y, z, ..., /).,„_2, ;3o,n-),iîo,„; w;.
La première équation du système (33) devient
^F quant à la seconde, elle ne contiendra pas de terme en r-j puisque, par
liypothèse, 0 = 11 est une intégrale du système (33). Pour calculer les coefticients des autres dérivées, remarquons que l'on a
^_3F ^F Dm îy <)u c>M Dy
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r désignant Tune quelconque des variables a;, y, z, ..., }h,n-i > 2^oni et
^ïi iT
En substituant dans la seconde des équations (33) et négligeant les
termes en -r-> elle devient ou
?F ^F DF î)F
T: + ^ Pl,0 + ••• + T- P2,n-3 + Y Pxn-2
OX OZ '■^pi,n-3 '^pO,n~2
rOF ^F ?F ^F 1
I ^F i (tZl£\ 'V V \ , ^F
on n'a écrit dans les deux premières lignes que les termes qui ne renferment que les dérivées d'ordre inférieur à n. Les seuls term3S qui
renferment les dérivées d'ordre n sont, en remplaçant y par(w2, -\-m.^) et Y par w^mj,
Wo,n-l ^Pi,n-2/
Le système (33) devient donc, après ce changement de variables,
A^F)^f^=ro.
>>pOn
en posant
fdF\ ^F . ^F , , ;)F , :^F
/dF\ ^F , ?F , , ;)F , :^F
{~r) =T' -f-T~Pi.O + ••• -h ^^ P2.n-3 + T Pl.,,-2,
/rfF\ ^F , 3F , , ^F . , ^F
\~r =T" +T~ Po.i + ■•• "h Â Pi. -1-2 + ^; ;3o,.i-i-
\dy/ OlJ ' ^Z ' ' ' Mm~3 3po,n-2
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On peut encore écrire
Pi,n-l + "^iPon = ,'"j — "'l ' Pc, -r PKn -l + »',;>0.,.
et les variables'u etpo,» no figurent dans B \V) que dans lo coefficient de-r — w, T • Des deux équations
A (F) = 0, B (F) = 0, on tire
et, comme les deux racines m^, mj, sont supposées distinctes, on en conclut que F, considérée comme fonction de oc, y, r, ;3j.o, ... Po,n-i doit satisfaire au système de deux équations
où les coefficients ne contiennent pas la variable u. Les équations (34) sont précisément celles qui déterminent les invariants d'ordre n — 1 ou d'ordre inférieur. S'il ya k invariants distincts d'ordre égal ou inférieur an — 1, u^, u^, ...,"*, l'intégrale générale du système (34) et, par suite, du système (33) est donc
? (m, «,, u.^, ..., Ma).
Ainsi, lorsque les deux familles de caractéristiques sont distinctes, il y a aujtlus dans chaque famille un invariant distinct d'ordre n,pour toute valeur de n supérieure à 2. 11 faut entendre parla que tous les invariants d'ordre n, s'il en existe, s'expriment au moyen de l'un d'entre eux et d'invariants d'ordre inférieur.
Le théorème n'est plus vrai, en général, pour les invariants du second ordre, comme on peut s'en convaincre par l'exemple de l'équation 3rl^ 4-1 = 0, étudiée plus haut (nM54j; il subsiste cependant lorsque l'équation du second ordre considérée est linéaire en >-, s, /, rt — «', On ne diminue pas la généralité en supposant que l'équation ne renferme pas de terme en rt —s', puisqu'on peut faire disparaître ce
terme par une Iransformation de contact convenable. Prenons donc l'équation sous la forme
(35) ,. -^ Ks -|- [ J -f M = 0,
K, L, M étant des fonctions de a?, y, z^ p, ç ; un invariant du second ordre doit satisfaire au système
Soit te un invariant du second ordre, qui est nécessairement de la forme u = •\> (.r, y, z, /), </, s-\-Wft). Si on prend comme tout à l'heure pour variables indépendantes
en posant a. = <I' [x, y, z, p, 5', /, u), la première des équations (36) se réduit à
tandis que la seconde devient, en remarquant que le coefficient de — sera nul,
ou, en remplaçant K par )n^ -\- m^, L par ra^m.^,
Lorsque les deux racines m^, m-^ de l'équation caractéristique sont distinctes, on en conclut, en raisonnant comme dans le cas précédent, que toute intégrale des deux équations A ('!>) = 0, B (•!')= o doit vérifier aussi les deux équations
T" "~ '"« YiT = "'
1 i)x ' ^ ^y ^ Tfz ^ ^ ' cp
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ce sont précisément les relations auxquelles doit satisfaire un invariant du premier ordre, et la C(»nclusion énoncée plus haut s'applique encore, dans ce cas, aux invariants du second ordre.
Voici encore une proposition analog-ue à la précédente, quoi qu'un peu différente. Lorsque les denu- familles de caractéristiques sont distinctes, s'il ejciste un invariant du premier ordre pour une famille de caractéristiques, il y a au plus un invariant distinct du second ordre pour la même famille. Lorsqu'un des systèmes de caractéristiques d'une équation du second ordre admet un invariant du premier ordre, on peut effectuer une transformation de contact de façon que cet invariant soit y ; l'équation est alors de la forme
et les invariants du second ordre correspondant à la famille de caractéristiques qui admet l'invariant y doivent satisfaire aux deux équations
:>x ^:>zP Ip' ^ ^q :>s \dy) ~
Supposons que ce système admette une intégrale m, contenant les dérivées du second ordre s eit\ en prenant comme tout à l'heure x, y, z, p, q, t el u pour variables indépendantes, le système (39) est remplacé par le suivant
où on suppose que s a été remplacé par sa valeur en fonction de x, y,z, p, q, t eiu déduite de la relation
Des équations (40) on déduit que 1> doit satisfaire aussi à l'équation
soit
C <t> J == r- — r^ — = o ; dq OS Op
on a de même :
A[C(*)]-C[AWl = -f|^ = „.
Ecartons le cas, qui vient d'être examiné, où ■—- serait nul ; les équa-
os- ^
lions (40) entraînent donc les suivantes
et l'intégrale générale du système (39) est© (^, m), o étant une fonction arbitraire.
En résumé, lorsqu'un des systèmes de caractéristiques admet un invariant d'ordre p, il ne peut y avoir plus d'un invariant distinct d'ordre q, pour toute valeur de q supérieure à p.
162. En supposant toujours les deux systèmes de caractérisques distincts, chacun de ces systèmes admet au plus deux invariants du premier ordre, et ce nombre maximum ne peut être atteint que si l'équation du second ordre proposée est une équation de Monge et d'Ampère. Il nous reste, pour être complet, à rechercher le nombre maximum des invariants distincts du second ordre pour une équation de forme quelconque. Ecrivons l'éijuation
nous avons à rechercher le nombre maximum d'intégrales que peut avoir le système
(41) I B (cp) = ^ + m, I + IP + ni,q) ^ + {m,s - /) ^
oq { oy 0:: ' i*p Oq \ Os
Toute intégrale de ce système doit satisfaire à l'équation
+ Lv"^ - "^< -^) + "^ - "' J ^ -t- - = « ;
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pour que l«'s équations 41) forment un système complet, il faut que cette dernitTo équnlion se réduise à ur.e identité, ce (|ui exige que l'on ail m, = w,. 11 ne peut donc y a\o\r cinq invuiiants du second ordre, si les deux familles de caractéristiques sont distinctes.
(Cherchons s'il j)eut y avoir quatre invariants distincts. Supposons d'abord que
ne soit pas nul ; on lin* de la rt'lalion précédente
«•t, en n-mplaçant ^ + 9 ^ par la valeur précédente dans B (cp), il vient
Pour quil y ait (|ualre invariants distincts du second ordre, il faudrait que les trois équations
forment un syst»>nie jacobien ; or. dans la combinaison
le coefficient de ^ est B, (//) — Cfp), c'est-à-dire
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cl, par suite, ce coefficient ne piMit cire nul, lnrs(jue w, ..ol ??î^ sont inégaux.
Il nous reste à examiner le cas où on aurait
L'équation A [B (cp)] — B [A (:p)] = o donne alors ^ Oq on Os
K étant un coefficient dont il est inutile décrire l'expression développée. En supposant^ remplacé par cette valeur dans B (^p), on a trois équations, où L, M sont des coefTicients qu'il est inutile de calculer,
qui devraient former un système jacobien. Il faut pour cela que les
coefficients de ^ et de ^ dans la combinaison C 'B, (-p)! — B, [C (&!"!
01/ oz ' ^^^ ' '■ ^ ' ■*
soient nuls, c'est-à-dire que l'on ait
cl, par consé((uent, 7ni=--7n,. En dédnilive, lorsque les deux faniiUes de caraclérùifiques .sont distinctes, il e.risleau plus pour ch œune d'elles Iroi^ invariants distincts du premier ou du second ordre.
Il est facile de découvrir toutes les équations du second ordre, pour lesquelles un des systèmes de caractéristiques admet trois invariants du second ordre. Soient ii,v,ic ces trois invariants, et iS)une intégrale quelconque de l'équation proposée r -\- f =ro; celte intégrale satisfait à deux équations de la forme r = •]/ (u), îo = z (*^"i, et, d'après un théo-
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rt-me démontré antérieurement (n* I4i;, les Irt.is équations
r-\-f=o, r =•]/(» 1, fc=7t(M),
ayant une intégrale commune (S), en admettent une infinité, dépendant d'une infinité de constantes arbitraires. Or u.r, jc, sont trois intégrales de l'équation
on a doue
et on peut éliminer les dérivées du second ordre s et t entre les deux équations
Soit
le résultat de l'élimination; l'équation F = o admettouteslesinlégrales da système ^43) : elle a donc une infinité dintégrales communes avec la proposée r +/"= Oi dépendant d'une infinité de constantes arbitraires. Ceci ne peut arriver 'n** 120 - que si F = o est une intégrale intermédiaire de l'équation du second ordre r-\-f=o. On voit donc que toute intégrale de l'équation du second ordre appartient à une intégrale intermédiaire du premier ordre ; il faut, pour cela, que l'équation du second ordre proposée admette une intégrale intermédiaire du premier ordre
dépendant de deux constantes essentiellement distinctes a et i (I, n° 90).
Inversement, lorsqu'une équation du second ordre F = o admet une
intégrale intermédiaire du premier ordre avec deux constantes arbitraires
l'application de la méthode de M. Darboux donne trois invariants du second ordre, pour un des systèmes de caractéristiques. En effet, toute intégrale de l'équation du second ordre F=:o satisfait à une énuation
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(lu premier ordre obtenue en ('liniinanta et h entre les trois relations
on en déduit que les dérivées secondes r, s, t satisfont aussi aux deux relations
l'élimination de a et de b entre les relations (44) et (45) conduit précisément à ré(|uation du second ordre proposée ¥ = o et à celle-là seulement. De deux des trois équations (44 et 45), on peut donc tirer les valeurs de a et de h en fonction de o;, y, :r, p, 7, r, 5, /,
rt = M (^, ^, z, p, q, r, s, l], b=zv {.c, y, z, p, q, r, 5, t),
et on voit que toute intégrale de l'équation F = o satisfait aux deux autres é([uations
V = 'Jf [u), — -y^ = 10 (X, ?/, Z, p, q, r, s, /) — (J>' (m).
Quand on passe d"une intégrale à une autre, u, y, lo conservent les mêmes expressions et la fonction o seule vari c. L'équation proposée admet donc les deux intégrales intermédiaires du second ordre
V = o (u), W = "J [uj,
ce qui prouve que ?(, r, îc sont trois invariants d'un même système de caractéristiques (n" 100). Ces invariants sont distincts ; car, s'il existait entre eux une relation, telle que
on en conclurait que la fonction o (»<) doitsatisfaire aune équation différentielle du premier ordre
ce qui est impossible, puisque cette fonction est arbitraire.
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Le m^mc raisonneiuenl prouve (juc 1 iavari;uU ic [)cul se déduire des invariants » etv,
du
liB.MAnQiii. — 11 peut se faire tjue IDn puisse former deux combinaisons des invariants w, u, ?r, qm ne renferment que les dérivées du premier ordre p et q. C'est ce qui arrivera pour une équation deMong'e- Ampère, pour lacjuelle un des deux systèmes de caractéristiques admet deux invariants du premier ordre u et v. Il est clair que cette équation peut être considérée comme un cas particulier des équations qui admettent une intégrale intermédiaire ^'=:o dépendant de deux constantes arbitraires. D'ailleurs, on voit directement qu'il y aura un seul
invariant distinct du second ordre — •
(tu
163. Lorsqu'il existe plus d'un invariant pour un des systèmes de caractéristiques, on a déjà fait observer qu'il y en avait une infinité. Des remarques précédentes, on déduit facilement que tous ces invariants peuvent se calculer par des dilTérentiations successives au moyen de deux d'entre eux. Imaginons, en effet, la suite des systèmes d'équations linéaires simultanées auxquelles doit satisfaire un invariantdu l"ordre, du 2° ordre.... etc. Supposons que le premier de ces systèmes qui admette des intégrales soit le /)""; il peut admettre une, deux, ou trois intégrales distinctes, ce qui fait trois eas à examiner.
Premier cas. — Le premier système (|ui n'est pas incompatible admet une seule intégrale distincte; il n'y a donc aucun invariant d'ordre inférieuràp, et un seul invariant", d'ordre/). Tous lessystèmesd'équations liné-aires que l'on a à considérer, à partir dup'"*, admettent u pour intégrale. Nous supposons qu'en allant assez loi non trouve un autre système, le (p-j-^i** par exemple, qui admet une intégrale distincte de n; soit v celte intégrale. Alors tous les invariants d'ordre ;î-|-(/ s'expriment au
moven des deux invariants if et v(n° 161 1; u, = -— estun invariant d'ordre
fCU
P -{- <i -{- i, et tous les invariants d'ordre p -{- q -\- i s'expriment au
moxen de w, v, v. . De même v-, = -—■ est d'ordre p + '/ + 2, et tous les
invariants d'ordre p -\~ q -\--l s'expriment au moyen de h, y, u,, r^- En continuant ainsi, on démontrera de proche en proche que tous les invarianl-s s'expriment au moyen de ceux qui sont compris dans la suite
r/v de. dv„
Deuxième cas. — Le premier système qui n'est pas incompatible admet deux intégrales distinctes (on a nécessairement p=: 1, ou p =2).
Soient u et v ces deux invariants distincts d'ordre p; v, = — est un
du
nouvel invariant distinct des premiers, et, par suite, u, est d'ordre p + 1 .
Tout invariant d'ordre p -\- l esl une fonction de u, v, v^ ; de même
tout invariant d'ordre p -f- 2 s'exprime au moyen de m, u , u,, -r^ et le
raisonnement s'achève comme dans le premier cas .
Troisième cas. — Si le premier système qui n>st pas incompatible admet trois intégrales distinctes, on a nécessairement p = 2, et il y a trois invariants distincts du second ordre. D'après ce qui a été démontré tout à l'heure 'n° 163), on peut prendre pour m et u deux invariants
du second ordre, tels que u, = — soit aussi du second ordre. Alors
dv. , . , ... , ,-1 , ■ 1, ,
--• sera nécessairement du trDisieme ordre, car, s il était d ordre 2,
du '
dv il s'exprimerait au moyen de m, u, — ' ce qui est impossible (n° 160);
tous les invariants du troisième ordre s'exprimeront au moyen de
M, V, v^, —T^' Le raisonnement s'achève comme plus haut.
En résumé, lorsque les deux familles de caractéristiques sont distinctes, s'il existe pour l'une d'elles une infinité d'invariants, on peut en trouve)^ deux., u et v, tels que tous les iavavianti s'expriment au moyen de ceu.v de la suite
do do, dv„-.
On en déduit, comme corollaire, que le nombre des invariants distincts d'ordre égal ou inférieur à n est au plus égal à n -f- L; pour que celte limite soit atteinte, il faut et il suffit que l'équation dii second ordre proposée admette une intégrale intermédiaire du premier ordre, ave.deux constantes arbitraires. Il y a alors trois invariants distincts du second ordre ou deux du premier ordre et un du second ordre), un di troisième ordre, un du quatrième ordre, etc.
164. Tout système d'équations linéaires et homogènes du premior ordre, à n variables indépendantes et à une seule fonction inconiir.r, qui admet r intégrales distinctes seulement, se ramène, par des opérations élémentaires, à un système jacobien de r» — • r équalions. Si on
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appli»iuc ,1 LL- >\.slùmcla nu-lliode île Muvcr ' , on bail «|iie 1 iiilcyralion est ramenée à icUe d'un système de r ci|ualioiis ililTéronlielIes ordinaires du premier ordre, ou, ce (jui revient au même, à l'intégralion d'une équation difTèrontiolle unique d'ordre r. Si on applique cette méthode aux systèmes linéaires qui déterminent les invariants d'une famille de caractéristiques, nous avons vu (|u'il ne peut se présenter «|ue trois cas. Si le premier système, qui n'est pas incompatible, admet une seule intégrale, on l'obtiendra par l'intégi-ation d'une équation différentielle du premier ordre. Le premier système après celui-là, (|ui admettra plus d'une intégrale distincte, en admettra deux, et comme on on connaît déjà une, la détermination de lu seconde intégrale exigera 1 intégration d'une nouvelle équation diiïérenlielle du premier ordre [h. l.a recherche des invariants exige donc l'ititéfjrnlion de deux équations di/féren(ie/h's ordinaires di>. premier ordre.
On voit de même que. lorsque le premier système c]ui n'est pas incomiiatible admet deux intégrales distinctes, la recherche des invariants est ramenée à Y intégration d'une équation différentielle ordinaire du second ordre.
Enfin, dans le cas où l'équation admet trois invariants distincts du second ordre pour une famille de caractéristiques, on aurait à intégrer une équation différentielle ordinaire du troisième ordre.
165. Lorsque les deux familles de caractéristiques d'une équation du second ordre sont distinctes, toute caractéristique d'ordre n appartient à une infinité de caractéristiques d'ordre n -j- 1, dépendant d'une constante arbitraire, dont ladétermination exige, en général, l'intégraiion d'une équation diiïérentielle ordinaire du premier ordre. Ces caractéristiques s'obtiennent sans aucune intégration, toutes les fois qr.e le système considéré admet un invariant d'ordre n -j- 1. Pour fixer les idées, supposons l'équation du second ordre proposée mise sous la forme
r + fi^.y, ^,p. q,s, Ij = o;
une caractéristique d'ordre n est complètement définie si on connaît, en fonction d'un paramètre variable'' a, les valeurs de
x, y, z. p't,o, Pi.\ Pi.n-i'i P<y I. 2'o, 2i •••' V<>,'i-
i'uiir trouver mie earactérisli(pie d'ordre n -f- 1 renferniaiit la précé-
(') Equations du premier ordre, p. 58 et suivantes. {-j Equations du premier ordre (n* 33).
dente, il .suffira de euniiailre les valeurs des dérivées p,„ etpo. ;i + i le long d<' eetle caractéristique; on a évidemment
dpo. n _ (1^ , ^ ^.'/
ci<i dx dx
De plus, si u est un invariant d'ordre /< -(- 1 de ce système, on doit avoir aussi
et les deux équations précédentes permettent de déterminer jo, „ et /Jq. n + i en fonction de a et de la constante arbitraire C. On peut remarquer en passant que cela suffirait pour établir qu'il ne peut y avoir plus d'un invariant distinct d'ordre n -)- 1, lorsque n est supérieur à l'unité (n" 161).
Plus généralement, si le système de caractéristiques considéré possède un invariant d'ordre n -|- 1 et un invariant d'ordre inférieur, on pourra en déduire de proche en proche, sans aucune intégration, toutes les caractéristi(|ues d'ordre n -\- \., d'ordre n -|- 2, etc., qui renferment une caractéristique donnée d'ordre n. Prenons, par exemple, l'écjuation rs — 1=0; elle admet une famille de caractéristiques du premier ordre, définie par les équations difTérentielles
dij := o, dz = pd.r, dpdq = dx'^,
dont l'intégrale générale est
y = î/o. ^t; — xfix) — z>'{x), p =9" (a), q - a Y (a) — 22^' (a) -f 2cp (a), - =J ^f (2) <?'" (2) ^«1
' o (a) étant une fonction arbitraire. D'autre part, on a, pour les caractéristiques du 2- ordre de la même famille, l'invariant du second ordre
on obtiendra donc les caractéristiques du second ordre, en ajoutant aux équations précédentes les deux relations
Oa Oa l'a
d'où on tire s = x, t = — On aura de même les caractéristique»
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du troisième ordre en se servant de linvarianl ;; ;t- «m s'^p^^ -[" Po3' et ainsi de suite.
166. Nous allonls maintenant étudier dans ce paragraphe les équations du s(fcond ordre pour lesquelles les deux familles de oaractéristicpies ne sont pas distinctes. Une équation de cette espèce représente, quand on y considère x, y, 2, p, q, comme des constantes, et r, s, f, comme des cordonnées courantes, un plan parallèle à un plan tangent au cône T) ayant pour écpiation
ou une surface développable, enveloppe d'un plan mobile qui reste constamment parallèle à un plan tangent au cône (T) (I n° 78). Dans le premier cas, l'équation du second ordre est de la forme
(46) . Ah' + %\Bs 4- B»/ -h K = o.
A, B, K, étant des fonctions de x, y, z, p, q ; dans le second cas, l'équation du second ordre s'obtient en éliminant le paramètre m entre les deux équations
j r -\- 2sin 4- /??i» -f- ^ ix, y, ~, p, q; m) = 0,
Pour la question dont il s'agit, on peut se borner à ce second cas ; en effet, étant donnée une équation de la forme (46), on peut toujours lui appli(juer une transformation de contact convenable, de façon à la ramener à une équation ayant un terme en rt — s^ (n° 28). La nouvelle équation sera représentée par un système de la forme (47), où •]/ sera une fonction entière et du second degré de m.
Nous prendrons, par conséquent, l'équation du second ordre sous" la forme
la fonction /"ayant la valeur
(49, r = Irm -f tm- + 21 fr, y, z,p, 7; m), '
et m étant défini par la relation
(50 1 s -\- mt -f ;-i = o.
cm '
On d«diiit de là que, u désignant une des variables ce, ;/, ^, p, q, on a
^mi>K
ndis que
On a aussi
de sorte que m est la racine double de l'équation caractéristique.
Cherchons d'abord s'il peut y avoir des invariants du second ordre, c'est-à-dire si le système
peut admettre des intégrales renfermant 5 et t. On a déjà
de sorte que l'intégrale générale de l'équation A {z,) = o est une fonction arbitraire de a;, y, z, p, </, m. Prenons alors pour variables indépendantes
^, y, -, 2i^ q, m, t, et posons
? [x, y. -, P. î, s, t) =z¥ [x, rj, -, p, q, m, t) ;
le système (51) devient'
R,p, ^F , .>F :^F ,^ , , 2 , on , ^F , ^F/^m\
^ ^ dx ' o: ^ ^p ' ' ' ^'' ' :)<^ ' Dw \dx/
, \ ^F , ^F , :^F , ^F ) , ?F /clm\
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La dernière équation peut encore s'écrire, en réduisant et tenant compte des relations précédentes,
B (F = — + 7» — + — i p + qin ) -f- r- >» T -2f — — -^
. DF \ /dm\ , /(hn\ , \(Ii/)
DF DF DF :^F :»F
Nous remaniuons que les coeflicients de t— ^ -r-' -r-» -r-» — ne de-
» ^ \V 01/ 02 op oq
pendent que des variables x, y, z, p, 7, m, de sorte que la combinaison
conduira à la nouvelle équation
DF
om
à moins que le coelticienl de - — dans B (Fi ne soit lui-même indépen- ' D?n '
dant de t. 11 ne peut donc se présenter que deux cas ; si le coeflicient
DF
dey— dans B '^F> n'est pas indépendant de /, quand on l'expriniff^^au
DF moyen des variables./',//, -, p. </, w, /,on doit avoir ^; — =0, et, par suite,
il ne peut exister d'invariant du second ordre. Au contraire, si le coefticient de ^ — dans B (F; est indépendant demies deux équations A (F)^ o,
B (F) = o forment un système jacobien ; il en est, par suite, de même des équations (51), et on a cinq invariants distincts du premier ou du second ordre.
Nous allons chercber la condition pour qu'il en soit ainsi. On a, en posant, pour abréger,
\dx J omo.r ^m^z DmDp 1 t/ 1 ;^Tnoq
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M/ ce qu'on peul encore écrire, en rcmpl.-jr.iiil v par — :— ^ ml,
Le coefficient de ;;^ — est donc, on remplaçant s par — r itit^ r»}di
sant et multipliant par H,
Ce coefficient est donc une fraction rationnelle et du premier degré en t ; pour qu'il ne dépende pas de t, il faut et il suffit que l'on ait
La relation ainsi obtenue s'est déjà présentée dans une autre question ; elle est identique à celle qui exprime que les équations, auxquelles doit satisfaire une intégrale intermédiaire de l'équation du second '^rùre (i8) forment un système en involution (') (t. L n° 93). Nous avons vu que l'intégrale générale d'une équation de cette espèce est représentée par un système de formules où figuraient explicitement deux fonctions arbitraires, sans aucun signe d'intégration ; ce qui est bien d'accord avec la proposition du n" 159.
Cherchons encore s'il peut exister des invariants d'ordre n > -I,
o [Jr, y, :, p,., ?)i.„_i; Po.u ••- Pu.,,',
pour une équation de la forme (48). Un tel invariant doit satisfaire aux
{') L'équation (51) de la page 201 (t. I;, qui est iilealiquc en réalit»} à notre équation (52), a été écrite inexactement. (»n doit lire, sur la première li^rne,
au lieu de — ii
et le terme « r-^ r— r — de la seconde ligne doit être supprimé.
deux équations simultanées
L'intégrale générale de la première est une fonction arbitraire de
^» î/i -^.Pl.Oi "M Pi.n-îl Po.U --M Po,n-l, i^l.n-l + >»R n ', Cecl nOUS COD-
duit à prendre pour variables indépendantes
^> y? -1 Pl.O. ..-, Pl.n-î', Po,l, ..•, Po,r,-l ; Po,n, ",
en posant u = p, „_^ -f ^Pcn- La première équation du système (53) devient, F désignant la nouvelle expression de ç,
'■Pon
quant à la seconde, elle se change en une équation B F) = o, renfermant, en général, toutes les autres dérivées. Nous remarquerons sur cette équation que les coefficients des dérivées
:\x cV/ cV ^po,i ■"' Dpo,n-2 ^;>i,o ■■ ' ^;)i,„_3
ne renferment pas les dérivées d'ordre n ; les seuls coefficients qui puissent contenir les variables u et po,„, sont donc les coefficients de
DF ^F
Les coefficients de r-^^ > r-^^ sont respectivement
P2, n-t-\- mpi,, _ , , p^^_^J^ tnpo, „ ;
or Pi,„_i -1" mpo,„ = «, et en difTérentiant n — 2 fois l'équation proposée par rapport à y, on trouve que Pi.n-i -f- mpi,„_i s'exprime au moyen de ar, y, z, m, et des dérivées d'ordre inférieur à n.
^F ^F Les coefficients de r et de —- ne renferment donc pas po „, et
^Pt,n.-i OPo,n-l
^F celte variable ne peut entrer que dans le coefficient de -r— En raison-
nant comme plus haut, on en déduit que la combinaison
conduira à l'équation
à moins que le coefficient de — dans B (F) ne soit indépendant de pon-
S'il n'en est pas ainsi, il n'y^ura pas d'invariant d'ordre n; si la condition est satisfaite, les équations (o3j forment un système complet.
Le coefficient de r- dans B (F) est eu ^ '
i dm , dm i /rf"-*/"
dx * dy ) \dy où -T- et — désignent les dérivées complètes
dm ^m , ^m , yra , '^m , ^m , '^rn
dy ^y ^z ^ op cq ' Os ' i>t
Remplaçons les dérivées partielles de m par leurs valeurs, il vient \dx dy\ L'm^x omôy ' onioz ^ ' omi>p\ cm ^/
De la relation
on tire, en différentiant par rapport à y,
p,. + 2/rîP, . + ^%3 + 2|g + gî 4-^:5^4- 5^^ ' = 0,
de sorte que — — |- m — — s exprime au moyen de x, y, z, p, q, m, t.
/d"~Y\ 11 nous faut calculer maintenant les termes de | „_, I qui contiennent
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les dérivées d'ordre ;j. Après une première diiïérenliation, on a fy - 2>.,;., .. -f m -p„. , + i . ;^^ + - V + ^ ^ -h ^ ' i ,
si on dilTérenlie ensuite 2mpi,2 + m'^po.3, par rapport à ij, (n — 2) fois, le résiiltat est. en né;2:lij?oaiil les termes qui contiennent les dérivées d'ordre n -\- \ .
+ ••• + 2(« — 2i ■^P'"-' + '" ~'^~dji^^""
et les dérivées ;5|.„_i et pu.,. ne peuvent provenir que des deux premiers termes et des deux derniers. Les termes renfermant les dérivées d'ordre n sont, en délinilive, '
2 [Pli + rnpoi) (^— p,.,._, -f- -^ /3o,„j + -2 (n — 2) — ) ;),.„_, + mpo„ 1 ;
, dm i>w ^771 11, , ,
SI on remplace -7-j -r— » — - parles valeurs obtenues plus haut, on trouve •^ f/y ^s ;)^ '^ r '
finalement que les dérivées d'ordre n ne figurent que dans la combinaison p]„_i -|- mpo,„ = îi. En dilTérenliant de même (n — 2) fois par
rapport à y la somme dos autres termes de — > c'est-à-dire
- ( cv ^ ^^ ^^^p ^ cV/ ^ r
on trouve que les termes qui renferment les dérivées d'ordre n sont les suivants
On voit donc (|iic. si on prend pour variables
^-\ !/• -I /Jl). ■■■,Pl.n-2; Pn. ,P0,H-1 ; Po,,n "1
le seul terme de ( „ _ , ) ' qui renferme po«i proviendra de
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Par suite, le cocflicient de-?— dans 13 ;F) est une fonction linéairo de
ou ''
;)o,„, et le cocflicient de p„.„ est
'lia j^m— —'=>''^-^ — m ^^ •
(1x cil/ " \^q Dp/ '
en égalant ce coefficient à zéro, on retrouve précisément la relation fo2).
Les seules équations du second ordre, ayant leurs deux familles de caractéristiques confondues, auxquelles s'applique la méthode de M. Darboux, sont donc les équations intégrées précédemment '^t. 1 ; n*' 93-96), qui comprennent comme cas -particulier les équations de Mpnge-Ampère, pour lesquelles les équations différentielles des caractéristiques du premier ordre admettent trois combinaisons intégrables distinctes.
Toute équation de la forme (48), qui n'appartient pas à cette catégorie, ne peut admettre pour ses caractéristiques d'invariant d'ordre supérieur au premier; si elle admet un invariant du premier ordre, on pourra effectuer une transformation de contact telle que cet invariant soit précisément//. La nouvelle équation sera delà forme
et, comme les deux systèmes de caractéristiques doivent être confondus, il faudra que /"soit indépendant de 5, et l'équation se réduira à la forme simple
On voit, d'après ce ([ui précède, (|ue celte écpiation n'est jamais inté-
ffrable par la méthode de M. Darboux, à moins nue 7- ne soit nul; car
telle est la condition pour (jue les caractéristiques du premitM- ordre aient trois invariants distincts.
167. Nous allons appliquer la méthode générale à quelques exemples. ExE.MPLE VIL — Soit à intégrer une équation de la forme
les deux racines y>/,, m., de l'équation caractéristicjue (5nt jtôur valeurs
Tout invariant o (.r, y, z, p, </, s, /) du second ordre du système de caractéristiques correspondant à la racine m.^ doit satisfaire aux deux équations simultanées
la combinaison A [B(!p)] — B [A((p)] = o conduit à la nouvelle é([uation
comme la fonction Z' n'est pas supposée indépendante de 5, on en conclut la nouvelle équation
de même la combinaison C 'B (o)^ — B [C (o)] =^ o donne ^ = o, et il reste une seule équation
c\-/; ^p '^^si ^y ^ :>p ' \ 71 i^y^ :>p \-^
pour déterminer la fonction z> des quatre variables ./■, y^ p, s. Il y a donc trois invariants distincts du second ordre, ce qui est bien conforme aux résultats déjà connus (n° 92 et 162).
Exemple YIII, — Prenons encore une équation de la forme
posons, pour abréger, h = -\ les deux racines de ré(|iiation caractéristique sont
Un invariant du second ordre de l'un des systèmes doit satisfaire aux
deux équations
A (>rÀ —
de ces deux équations on déduit, comme tout à l'heure, en supposant
— ~ dîfr<ippnf. dp 7Prfi
C. { rrj)T=: n
d'où il suit que o est de la forme F -r, y, z, p, u . Eu prenant pour variables a?, y, -, p, 5',r<,les é(piations B f-^ =: o, C (o) = o deviennent
:^F on en déduit t- = o, et il reste une seule équation
5^ + V + rJ ^ "^ y Tu - V 3^ ~ fe + " 5^ + " ) Ta = ^
pour déterminer une fonction des quatre variables x, -, j), u. Il y a donc trois invariants distincts du second ordre (n° 92 et 162 ).
ExiiMPLK IX. — Dans lesdeux exemples précédents, on peut employer aussi la méthode des intégrales intermédiaires du premier ordre pour intégrer l'équation. II n'en est plus de même pour Téquation suivante
r -\- f (.r, p, se^') = o.
Soit J( =: se^' ; un invariant du second ordre de l'un des systèmes doit satisfaire aux deux équations
Os l op Ou ^ )
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un i'!i ilt'ilnil >;in"t"rs-^iv<'iiirnl, t-n "^uppusaiil (|Ui' la fonclimi /"('(iiilieiil n,
= o, r^ — Ki H- = o,
<.«' (jui montre que 5. est de la forme F a:, y, p, se^-).
I/équation B (ç.) ::= o devient, en prenant pour variables .'•, y, p, u,
. ^F on en déduit (lue Ton doit avoir aussi '-— nu. o, et il reste u^ seule
équation
^"^F , / Y \ .^F , /.. cV\^F
pour déterminer une fonction F {ct.p, u) de trois variables. 11 y a donc deux invariants distincts du second ordre.
168. Lorsqu'une équation du second ordre ne renferme que la dérivée seconde *, les deux systèmes de caractéristiques admettent respectivement les deux invariants ./• et y\ il suflira donc qu'il existe une autre combinaison intt'grable dans l'un des deux systèmes pour pouvoir appliquer la méthode de M. Darboux. Toute intégrale intermédiaire est de la forme
ou d'une forme analogue obtenue en remplaçant 0: par// (n" 145). On est donc ramené à l'intégration d'une équation différentielle d'ordre n, renfermant une fonction arbitraire o {x).
Considérons, en particulier, une équation linéaire
(54) s -\- ap-\- h<i + c- = o,
où a, b,o. sont des fonctions de x et de y seulement, et le système de <;aractérislique8 défini par les équations
dx = o, >)z = 7, rfy, dq^ = q./l,j^ ..., fJq„^^ — <i„fhj.
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OU 011 a pose
yz
On a
[ap^ +ir/, + cc;
V =" cv = ~ v^-' + bs^cp, + -j), + - .y, -f - zy
D'une manière générale, -^ est une fonction linéaire et homogène
do r, (/,, p^, P21 ••■1 Pu\ un invariant d'ordre n de ce système de caractéristiques est une fonction de a-, y, 2, p^, p.,, ..., p„ qui doit satisfaire à la condition
en égalant à zéro séparément le coeflicientde </, et la somme des termes indépendants de (/,, on a un système de deux équations,
où a,, 72, ..., a„ sont des fonctions de ./.-et dey, et (ï,, pj, .••, ^h des fonctions linéaires et homogènes de *,^i,i32, -.-i Pn- Nous supposerons que le système de caractéristiques considéré n'admet aucun invariant d'ordre inférieur à 71, sauf 0 =: x, de sorte (|ue les équations (00) n'admettent, en deiiors de l'intégrale évidente 0T:=.r, qu'une seule intégrale commune (n" IGl). On déduira donc des équations (00) un système complet de n -f- 1 écpiations distinctes. On a d'abord
C (o) = A [B(o)] - B [A{^)] =;S lA(p,-)-B(a,) ! ^= o;
^^ '■Pi
mais A i^,) et B (ï,) sont indépendants de xr, p^, p-,, ..., p„, de sorte que la nouvelle équation est de la forme
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Tn ïî' ••• ÏM étant des fonctions de x et // seulement. 11 vient ensuite
et la nouvelle équation C, (ç>) = o est de in'>nie forme que C (cp) = o. On a de mt>me
A (C, ii)) -C, (A(cp)) = o, C (C/?)) - C, (C(<p)) = o,
tandis que B C^ (o)) — C, (B (©)) = 0 donne une nouvelle équation de même forme
Cj (<p) = o;
en continuant ainsi, on arrivera à former in — 1) équations distinctes
de même forme (jue C (s" = o, formant avec les équations [oo] un système complet. Des relations 06; on déduira les valeurs des rapports
Ds
Dp-,
Pj, p2 Pn ne dépendant que de x et de //. On rie peut avoir P„ = 0,
car on en concluerait -^-^- =: o, contrairement à l'hypothèse. Cela étant,
'■Pu
faisons P„ -= — l,ce qui ne diminue pas la généralitt', et remplaçons "r^*-
•• » —^ — par les valeurs précédentes dans les équations A (o) = o, <>p„ - 1 '
B (5, ^ 0; nous obtenons un système équivalent au système formé par
les équations (55; et (56j
,.-,, ) ^Pk ^Pn ^P'.-i ^P'i ^2 ^Pn
I ^+ ; Kr-hK,p, + ... + K„p„ ; -^^^^zo
K. K,. ..., K„, Z ne dépendant que des variables x et y. Pour que ce
syslè:Tie soit jacobien, il faut que Ion ail
|=K+ZK.,
si ces conditions sont vérifiées, on reconnaît que
est une intégrale du système (57). On peut donc prendre pour invariant d'ordre n une fonction linéaire de z , p,, p2? ••••, Pif,
"A, A,, ..., A„ étant des fonctions de x et de y.
L'équation linéaire proposée admet alors l'intégrale intermédiaire
(^^) ^5^+-^'£^+ ... + A„_,| + A..- = cp(a:),
et les équations (54) et (58) forment un système en involution pour toutes les formes possibles de la fonction tp {x). Supposons, en particulier, &(a*) =: o ; l'intégrale générale du système des deux équations
dépend donc du. infinité de constantes arbitraires. On a démunlré plus haut (n° 1 10) que cela ne peut arriver que lorsque la suite de Laplace relative à l'équation •!> {2) z= o se termine du côté des indices négatifs après n — I transformations au plus.
Réciproquement, si la suite de Laplace se termine de ce côté après* ;) — 1 transformations, le système de caractéristiques correspondant admet un invariant d'ordre p. En effet, l'équation linéaire adiiint alors
"l.NTKGKATlON DES ÉOIATIO.NS. IJ
une intégrale de la forme
z=:BYH-B, Y' + ... +É;._,Y"'-"
B, B,, .... Bp_, étant des fondions déterminées de .'• et de y, et Y une fonction arbitraire de y. Elle a donc uno infinité d'intégrales communes, dépendant d'une fonction arbitraire, avec une équation linéaire «le inême forme que F (;r) =: o et d'ordre p
11 faut pour cela que l'on ait une relation identique de la forme
2,, ïj, ..., 3, désignant des fonctions de x et de y [n" 110). Le coefficient de -r — dans celte identité est a — S ; on doit donc avoir ^i = a, et la 1 dation (59) peut s'écrire :
'^ ("7?;î^^+»«-7ù^^^+-''+^''-'*^^^rrfjr '^' ^'^y
identité qui montre que toute intégrale de «i> (5) = o satisfait à une équation de la forme
el'"'y¥^ [z) — <i{x) = o.
L'un des systèmes de caractéristiques de l'équation du second ordre admet donc les deux invariants x et ef"''«Ff {z).
p]n résumé, si l'un des systèmes de caractéristiques admet un invariant d'ordre n, et aucun invariant d'ordre inférieur à n, autre que a-, la suite de Laplace se termine d'un côté après n — 1 transformations, et inversement. Dans le cas des équations linéaires, la méthode de M. Darboux et la méthode de Laiilace réussissent en même temps.
169. On est encore conduit au même résultat en appliquant la mé.thode générale d'intégration des systèmes en involution exposée plus Jiaut (n» 137). Intégrons pour cela l'équatioa (58) comme une équation di/Térentielle ordinaire à deux variables x et -, en y considérant y
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comme un paruinèlre ; 1 intégrale générale est do la forme
60) - = c , >o (.'/) +^rp, ? [■-'': ''•'■. + -2 :?. '.y +/fi2? X'- ^■^.
;,, Zj, ..., ;„ étant )i intégrales particulières de l'équation sans second membre, p^, p.^. ..., p„ des fonctions déterminées de x et de y, et ?o '^.V'i r'i y --M r'"-! 'y) *^'^^ fonctions arbitraires de _y. On peut évidemment supposer que l'on a choisi les intégrales particulières -^r,, Zj, ... z„, de façon que ^^ y , ç, (y), ..., ç.„_j {>/) représentent respectivement les fonctions de </ auxquelles se réduisent, pour x = cCq, les fonctions
■•« T~i' "* ^ ,//- < ' f^our qu^ la fbrmule (60) représente une intégrale de
l'équation
»1) \z) r=i a ■\- a]^ -\- hq ■\- vz = o,
il faut et il suffît que les n fonctions ^^ y \ =., (y), ..., ç.„_, iy) vérifient les relations
d\> iz) r/'-'«l>(j
où on aurait remplacé x par o-^, :: par 3^ iy^, — pari, (y), ... ,^_. par
5,j_( (i/, (n» 137 . Nous allons montrer que ce? n/bne/to/^^SQ (y), ..., 3(„_, y) peuvent s'e.rprimer, par <les fovnuih's linéaires et homogènes, an moyen (le q — 1 constayites arbiti-aires et d'une fonction arbitraire Y de y et de ses n — q premières dérivées, sans amiin siyne de quadrature (').
Soient «o'^O'^o '^'^ fonctions de y aux(juelles se réduisent «, b, r, pour ./• = Xq ; l'équation 4> [z] = o nous donne d'abord
? i' {>/) + «0?» (i' ' + *o?ô (//> + Coç,, (2/) 3= o,
ou. en multipliant par ef "*>'''■'*
T [?. (y) e/Vvj + b^-,',[y] -f rvro '!/) = o, dy
(') Voir mo n Mémoire Sur les équations linéaires et la tnétliode de Laplnce [American Journal of Mattieiiialics, t. XYIII: \k 'S'6i}.
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en posant, pour abri'^or,
Il vient, en iiilograni par parties,
«F, (y) ef""'-' + Repoli/' +/(e, - ^;) oo (yU/y =: C-.
Si r^ — TT-^ = o, il suffira de poser ©o {y) = Y, et o, (y; s'exprimera ''.'/ * ' '
aussi linéairement en fonction Je Y et dune constante arbitraire ; si
(■^ — -:^ n'est pas nul, il suffira de poser
et on trouvera pour o, {y) une fonction linéaire de Y et de Y'. Supposons la loi vraie jusqu'à la dérivée d'ordre;), dételle façon que Oo (//), ■••■>^p{y) s'expriment au moyen dune fonction arbitraire dey, de ses (p — r) premières dérivées et de r constantes arbitraires C,, C^, ... C,., par des formules linéaires et homogènes d )nt les coefTicients sjnl des fo.nctions déterminées de y. Pour calculer ensuite ç.^ ^. , (y), on part de la formule
obtenue en différentiant p fois l'equalion proposée par rapport à a* et tenant compte de l'équation même. Si on fait dans cette relation x=-=iXQy
et qu'on remplace ensuite z, -—5 •••> — £ par les expressions déjà obtenue cX'
nues pour o^iy], .... ç,,/y , — par la valeur de o^iy , puis ^ par
Op+, (yi, il vient
o'^., 'y -f-rt,^^,/y -f- /,Y + /,Y' + ... + l,-r^,\"-'-^' + >«^C, + -.
l^, f , fp-rn, »i,- ..., "*;• étant des fonctidns déterminées de y, Y une
fonction arbitraire de y, et C,, ... C,. des constantes arbitraires. Multiplions encore par e/V'', et intégrons par parties autant de fois que possible; on peut écrire la formule
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Lj, ..., Lp-r, M|, .., M,, X t'ianl des fonctions déterminées de ij. Si N est nul, on voit que z>p4.f (y) est une fonction linéaire et homogène de Y, Y', ..., Y'''"'\ C,,C2, ... C,. et d'une nouvelle constante arbitraire C,^.,. Si N n'est pas nul, on posera NY r=: Y',, Y, étant une nouvelle fonction arbitraire de >/, et on voit (jue Oq^?/), .... 0^+, ii/) seront des fonctions linéaires et homogènes de Y,, Y',, ..., Y/'-''^' et des )• constantes C,, Co, ..., C,.. La loi est donc générale.
Kn remplaçant o^ j/}, ..., 3„_, (//) par leurs expressions dans la formule 60), on trouve que l'intégrale générale de l'équation
s -{- ap -\- fjq -\- cz ^= o
est donnée par une formule de la furme
z = C,v, + ... + C,_,t^,_, 4- AY + A, Y' + ... + A„_,Y("- ^)
+ ^^fP^? {^)dx + ••• + ^nfh? (^) ^^1
y,, ..., fç-, ; A, ..., A,i_^; ^,, ,.., z„; p,. ..,, prêtant des fonctions déterminées de X et de ^, Y une fonclicn arbitraire de y, o [x) une fonction arbitraiie de x et C,, ..., C,^_, des constantes arbitraires. En supposant nulles toutes ces constantes, ainsi que la fonction i^{x\ on a une intégrale particulière de la forme
^=:=AY-f-A,Y'-f ...-f A,.,Y'«-'/\
ce qui suffit à prouver que la suite de Laplace se termine après n — 7 transformations au plus. D'autre part, si on suppose ({ue l'invariant d'ordre le moins élevé est d'ordre n, la suite de Laplace ne peut se terminer qu'après n — 1 transformations; on a donc nécessairement 5":= 1, et la formule précédente ne renferme pas de constantes arbitraires. Hemaiiqck 1. — Soit H l'invaiiant d'ordre minimum obtenu plus haut
w =.Ap« + A,;)„_, -h ... + \„3 ;
tout autre invariant est de la forme
^/ cfu d-H ilfu\
et peut contenir les dérivées dune façon ([uelconquc.
Remarqii. h. — Lors(iu'il existe une équalion
yi-l
formant un système en involution avec une équation linéaire
s -^ ap -^ bq -|- CJ — O,
on peut toujours introduire une constante dans F [z). En elTet, si on
change z en ac, l'équation linéaire ne change pas ; l'équation F [az] = o
doit donc former aussi un système en involution avec l'équation linéaire
proposée. Or l'équation F iaz) = o dépond elTectivomenl do la constante
a, à moins que F ne soit une fonction homogène et du premier degré
de z, -^ > •••» ^ ^^^' S'il on est ainsi, désignons par z^ une intégrale de
l'équation proposée qui ne vérifie pas l'équation F (z) = o ; en changeant z en r^ + «;:,, la nouvelle équation F(5^-}-^-i) =^ o dépend effectivement dcrt, car le coefficient de a se réduit à Fiz, ), pour z = z^.
11 résulte de ces remarques que, lorsque la suite de Laplace relative à une équation linéaire est illimitée dans les deux sens, il ne peut exister d'équation formant avec celle-là un système en involution. Si la suite de Laplace est limitée d'un seul côté, par exemple du côté des indices positifs, il existe une infinité d'équations formant avec la proposée un système en involution ; elles ne renferment que les dérivées partielles de z par rapport à la variable _y.
Remarque III. — Dans le cas de l'équation linéaire la plus générale,
Ar + 2B.V 4- C/ + Dp + E<j -\-¥z -\-G = o,
la méthode de M. Darboux conduit aux mêmes résultats (jue la méthode de Laplace, généralisée par Logendre. Voir n'" 113 et suivants.)
170. F.XEMPLE X. — ^L Sophus Lie f) a donné un procédé élégant pour trouver tous les cas où l'équation
est intégrable par la méthode de M. Daiboux. Prenons en particulier
I}) SopHLS Lie. Discussion cler Diffère nliabilcichun'j $=f{Zj (Archiv for Mnllietnalik. Ud. 6, Chrisliania ; 1880,.
le système de caractéristiques
dx =r O, dz = fjr,(/y, </r/, = <^.^di/, ... dq„^^ = rj„di/,
^p< — 'ù ^-'Z' '^^2 = ^' ^V' • • • ' ^Pn = % f^«/> • • • ;
on a
|=» = A-), |; = i = rwp„
D'une manière générale, appelons poids du produit
la somme a, + ^a^ + ••• + ^^^/î ^ ^st un polynôme entier Pa-_< en Po Pi. •••' Pa-1 dont tous les termes sont de poids k — 1,
Q;r._, ne renfermant que p,, pj, ..., Pk-r Si le système de caractéristiques considéré admet une combinaison intégrable d'ordre n, rfo = o, o doit être une fonction de x, y, z, p^, p.^, ...,P/i sati^aisant à la condition
et, comme o ne contient pas 7,, il faut ([ue l'on ait séparément
/Ci \
^V tVi ^ ^Pi — ^ '^P/
Les équations (61) entraînent la suivante
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ol les doux équations B (s) =o, C (cp) = o sont équivalentes, en supposant que f"^ — ff" nost pas nul, à celles-ci
,,]î+,r_r..^+i:|rwp,-,-A(.-)'^(\^ = o,
On remarquera que le coefficient de-^ dans la première équation est de la forme
tandis que dans la seconde équation il est de la forme S/_,, en désignant par H/_, etS,_, des polynômes de poids i — 1 ne renfermant que p,, Pj, ..,, pz-j. On peut encore écrire les équations précédentes
a;_, et fl/_ , étant des polynômes en yj,, P2, ■•■■, pi-i de poids i — f Formons la combinaison
nous obtenons une nouvelle équation
OÙ ^jL'i' est un polynôme de poids i — 5J. On aura de même
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/1\ étant de poids / — 3, et d'une manière générale
Mk if) = L [Mk-, (o)] - Mk-. [L (ç)] =: 2 P/J^'. ^ = 0,
^i-\ étant de poids i — K — 1. Il s'ensuit que Mk (») est de la forme Mk (<?) = flK d^- + h^py -p- 4- ...,
i'^K + l t^PK+2
Ak et ^K étant des constantes. Pour avoir la valeur du coefficient «k, remarquons que Ton a :
«K + i = L (6kPi) — Mk (;5k -f ïk) = — ^K,
et comme ai =: 1, il s'ensuit que l'on a ûk = ( — 1) *'"'^'. Au bout de « — l opérations, on arrivera donc à l'équation
M„_,{,) = (-ir^=o;
en remontant de proche en proche, on en concluera successivement que Ton doit avoir aussi
Il n'y a donc pas d'autre solution pour le système (61) que o = j?. Par sw\\.e^'Vé<iv.ation
ne peut êlve inlégrée par la méthode de M. Darboux, lorsque f"^[z) — f[z)f"{z) est différent de zéro.
Lorsque /"* — ff" est nul, on a Z' i>^ = Ae'^^, A et K étant des constantes. Si K est nul, l'intégration est immédiate; si K n'est pas nul, on est ramené à l'équation de Liouville (n° 47). Pour toute autre forme de la fonction f{z)^ l'intégration est impossible par cette voie; on en conclut, en particulier, que l'équation
^= sin^,
'dx^y
à laquelle se ramène la détermination des surfaces à courbure constante, n'est pas inté|xrable par la méthode de M. Darboux (*).
171. ExEMPLK XI. — Appliquons encore la méthode à l'équation s (x -\- !/) = 2 \Jpf/ ; on trouve deux intégrales intermédiaires du second ordre
' ■ V(L = .f iy).
Posons p =z H-, Q = v^ ; te et v s'obtiennent par lintégration d'un système d'équations aux différentielles totales
du =z \ z, ix] — — ; — dx -\- — ; — du, dv = ; dx 4- '1 (y) ; — \dy,
dont l'intégrale générale est, en remplaçant o (a?) pai' X", et •]/(^)parY",
m X désignant une fonction arbitraire de >r, et Y une fonction arbitraire de y ; on a ensuite z par des quadratures
z = / X' + -^—-^ Jx + Y' + ^^-i dy.
ce qui peut encore s'écrire :
= fx" dx + l^y^dy - ^
(') M. Sophus Lie a démontré aussi qu'il en est de même de l'équation
a» («î - rt) = (1 -f- P" + 9-)-.
qui définit les surfaces à courbure constante en coordonnées cartésiennes [Ztir Théorie der Fldchen conslanler Krtimmiing ,.
Pour faire disparaître tout signe d'intégration, il suffira d'exprimer
.r et X en fonction d'une variable auxiliaire a, de telle façon que / \'^dx
s'exprime aussi explicitement, et de même pour // et Y. Nous n'avons pour cela qu'à poser
X' = a, a; = dj" (a),
ce qui donne
X =fX'dx =foLo"' (a) dx = <iz." (a) — o' (oc), JX'^dx =fy-Y {^) dx = xY (a) — 2aç>' (a) + 2ç> (a);
de même, en posant Y' = p, y = ■]/" (^), on aura
V = pf (p) - f m
/Y'Vy = (^Y (P) - W (P) + 2 f (S).
En définitive, l'intégrale générale de l'équation s [x -\- y) = ^ \f]ïq est représentée par les formules suivantes, où s. et -j/sont deux fonctions arbitraires, » et p deux paramètres variables,
, z = ry (a) - 2af (a) + 2 o (a) + ff (?) - 2p-f' (?) + ^ (?)
172. Dans ce qui précède, nous avons supposé l'équation du second ordre ramenée à la forme r -{- /'=o,on s-\-/' [x, y, z, p, q) = o. Théoriquement, on a toujours le droit dt faire cette hypothèse, et les théorèmes établis plus haut sont vrais, quelle que soit la forme de l'équation à intégrer. Mais, dans la pratique, il peut arriver qu'il soit impossible d'effectuer la résolution indiquée ; on peut alors diriger les calculs comme il suit. SoitF = o l'équation du second ordre; en ajoutant toutes les relations que l'on obtient par des différèntiations successives jus-
qu'à l'ordre n — 2, on a en tout — ^^ relations entre les variables x,
y, z et les dérivées de - jusqu'à celles d'ordre n^ c'est-à-dire entre
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variables; on pourra donc les exprimer loutes au moyen
1 «' + 3n 4- fi nu — i) ^ , .-, . r^
<le ■ — — = zn -\- S paramètres, hn portant ces
expressions dans les 2« -|- 1 étjuations dilTérenlielles des caraclérisli([ues d'ordre n, il restera un système de "lu -\- l équations entre 2n -f- 3 variables; il y aura toujours deux éiiuations de moins que de variables.
Prenons, par exemple, une équation de la forme
/"ne contenant pas r. On reconnaît aisément que toutes les dérivées partielles de la fonction inconnue peuvent s'exprimer au moyen des dérivées pk,Q et ;)o,i; on pourra donc ne laisser que ces dérivées dans les équations différentielles des caractéristiques. Prenons en particulier le système qui correspond à la racine
de l'équation caractéristique; l'équation proposée différentiéew — 1 fois par rapport à y donne
ou, en multipliant par dx,
C'est la dernière écjuation des caractéristi(iues d'ordre n de ce système ; les autres s'écrivent immédiatement.
KxEMPLE XII. — Appliquotis cette méthode à l'équation (')
— fjz— qy(u,-\ = o;
t un des systèmes de caractéristiques est défini, en posant ii =: - et
[}) Beloos, Comptes Rendus, t. CXX. p. 902; 1895.
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poussant jusqu'aux dérivées du Iroisiéme ordre, |»ar les relations
dy = -q ;^ d.,; ,}z -^ (p - q' ;^Q dx, dp --- ]r-qf^{rj= + qY) \ d-V, dq ,(^y=-{-q^r-(q f^^d.r,
dr = pm.dx + 2h.\d>/, dt = puidx -f Vo.idy, , __\d-^\qz + 9'fiy.u)\\
( <fr )
ou on a
V,, = 1-- + (-■ + 2'/'/- +'r%-''fu + ''ïc P"- V2i = P'i +- (-■ + 29/-- f^ i) (q^ + gV) + î ^ p...
Tout invariant du troisième ordre ç. (r, y, z, p. 7, r, /, p^,^, Pcai^ doit donc satisfaire aux deux équations
Des combinaisons faciles donnent successivement, en remplaçant Jhi et ;)ji par leurs valeurs,
i\- Op i^^- cq i^t iV)„3
ce ([iii montre que o est de la forme
PiVi .
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il reste ensuite les deux équations
pour déterminer la fonction F. Si on suppose cette fonction indépendante de r, il reste la condition
il y a donc un invariant du second ordre et un invariant du troisième ordre.
173. Une équation du second ordre inlégrable par la méthode de M. Darboux est caractérisée par la propriété suivante : Toute intégrale de^ cette équation appartient à une autre équationaïuc dérivées j^artielles qui a une infinité d'intégrales communes avec la proposée^ dépendant dCune fonction arbitraire, sans les admettre toutes. Pour (ju'il en soit ainsi, il faut en effet qu'il existe une équation 9 = 0, dépendant d'une fonction arbitraire, et formant avec la proposée F = 0 un système en involution; ce qui ne peut arriver que si l'une des familles de caractéristiques admet deux invariants distincts. Lorsque chacune d'elles admet un invariant au plus, on ne peut obtenir par cette méthode que des intégrales dépendant d'une seule fonction arbitraire, mais non l'intégrale générale. 11 peut arriver aussi qu'il existe des équations formant avec F = 0 un système en involution, sans qu'il existe aucune combinaison intégrable pour les équations difTérenlielles des caractéristiques. Nous en avons vu un exemple plus haut avec l'équation aux dérivées partielles des surfaces à courbure constante (n° 126). Ces équations ne peuvent dépendre d'aucune constante arbitraire.
La théorie des groupes d'ordre infini de transformations permet de former des équations aux dérivées partielles du second ordre, intégrables par la méthode de M. Darboux ('). Nous considérerons seulement, pour fixer les idées, des transformations ponctuelles.
(1) SoPHLs Lie, « Zur allgemeinen Théorie... » (Bericide der Koniffl. Suchs. Gesen^ chaft, 1895, Kopitel IV).
BEI-D05, -Comptes Rendus '1894-189o).
Les formules
qui font correspondre au point (.r, //, -) le point {x\ y\ z') définissent une transformation ponctuelle dans l'espace à trois dimensions. Lorsque les fonctions P, Q, K dépendent en outre d'un nombre fini de constantes arbitraires, ou d'une ou plusieurs fonctions arbitraires, on a ainsi un ensemble de transformations. Cet ensemble de transformations forme un groupe, si la suite de deux transformations quelconques de cet ensemble donne une nouvelle transformation appartenant au même ensemble. Nous ne nous occuperons que du cas où on a un groupe d'ordre infini, c'est-à-dire dépendant d'une ou plusieurs fonctions arbitraires. Par exemple, les formules
(I) .r' = X ix), y = Y (;/), z' z= z
définissent un groupe infini dépendant de deux fonctions arbitraires X et Y; il en est de même des formules
(II) x' = X {x), y' = Y {y), z' = z — log X' — log Y'.
Les systèmes de formules ci-dessous définissent des groupes infinis dépendant d'une seule fonction arbitraire Z [z) ou X {x),
(III) x' = X, y' = y, z' = Z {z),
(IV) x' = X {x), y' - .y, z' = z\' [x),
(YI) x = X ix), y' = II, z' = ^^ , . — — T-^'
Quand on applique une transformation définie par les formules (62) à tous les points d'une surface (S), le point correspondant décrit en général une surface (S'). Si on désigne parp', q, r ,s',t',...,\esàér'\sées successives de z' par rapport à x' et à y\ on tire des formules (62) des relations qui expriment/)', q', ?•', s', /',...,aurhoyendea', y, z.p, q, r, s,l,
l </' = fi {-^'^ y^ -, p, 9),
' r = <p, [x, y,z,p,q, v\ s, t), j s' = ^2 (x, y, z, p, q, r, s, t), I t' = or^ ix, y, Z, p, q, r, s, t).
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Lors(|ue les formules 02' iléfinissent un groupe, les formules (62) et (63) délinissent également un groupe, qui est dit le groupe prolongé du premier. Cela posé, on dit, pour abréger, qu'une équation du second ordre F — - o admet le groupe de transformations ponctuelles (62), lorsque celle équation ne change pas par toutes les transformations définies par les formules (62) et (63;.
Par exemple, le groupe prolongé du groupe (I) est donné par les formules
, V ' X' ' ' P ' 9 ' r\'—p\" , s t\' — qY' x=\,l/=\,: =c,p=^,yq=y,^r= ^^ •s=:^,,t = ^^ i
on en déduit legralité —r-, = — > qui montre que toute équation de la ^ pq pq ^
forme
admet le groupe (I) de transformations. Des tormules (TT) on tire de même, en posant X = X [x), Y = Y [y],
p X" , o Y" ^^ = X' - X^"^ = V - Y^'' ,_rX'— pX" X"X— ^X'^' ,_ s_ ,_tr—qY' Y'"Y'— 2Y"2
s s on a-^=: — et, par suite, l'équation c- e- ^
(63) s = he-
admet le groupe (II) de transformations. Prenons encore le groupe (III) ; on a
p ^ Z>, q = ZVy, r' = Tr + 7:p\ s' = Z's + Z"pq, t' = Z't + Z"q^ ... l'élimination de Z' et Z" nous donne
ff' q q'r — T)V _ qr — m q's — n't' _ r/s — fil
ce qui montre que toute équation de la forme
/ yi ■ <n' — T)5 (n — pA,
admet le groupe (III) de transformations. On verra de même que les équations
admettent les groupes de transformations (IV), (V) et (VI) respectivement.
Lorsqu'une équation aux dérivées partielles admet un groupe de transformations, toute transformation de ce groupe, appliquée à une intégrale, la change évidemment en une nouvelle intégrale. En particulier, lorsqu'une équation du second ordre admet un groupe conmi de transformations ponctuelles dépendant de deux fondions arbitraires, on pourra déduire d'une intégrale particulière une intégrale dépendant de deux fonctions arbitraires, c'est-à-dire l'intégrale générale. Prenons, par exemple, l'équation (64), qui admet le groupe (I) de transformations ponctuelles; en cherchant une intégrale de cette équation qui soit de la forme /"(x -|- y), on trouve que la formu,le
e ^ dz = .r -j- y
définit une intégrale de cette espèce; l'intégrale générale s'obtiendra en appliquant à celle-là toutes les transformations du groupe (I). Elle est, par conséquent, donnée par la formule
e •^''''''"dz = X(xj + \{y).
L'équation (65) admet de mèms l'intégrale particulière
^'- h (.r+ yj^'
l'intégrale générale est, par suite,
Considérons maintenant une équation du second ordre admettant un
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groupe infini de transformations dépendant (Tune seide l'onction arbitraire. Nous supposerons ^ue les formules {(S'I) qui dtMinissent ce groupe renferment explicitement une fonction arbitraire et ses dérivées jusqu'à un ordre déterminé. D'après les théories générales de M. Sophus Lie, il existe pour ce groupe une infinité d'invariants différentiels, c'est-à-dire de fondions u [x, v, c, p, 7, r, 5, /,...,) renfermant les dérivées de z jusiju'à im ordre aussi élevé qu'on le veut, qui.se reproduisent par toutes les transformations du groupe prolongé. Soient w, y, ?o, trois invariants différentiels distincts, tels que l'équation proposée F = o ne puisse pas être mise sous la forme <I» (m, r, w) =^ o. Soit alors (S) une intégrale quelconque de F = o ; choisissons la fonction <1» de telle façon que cette intégrale vérifie aussi la relation * (», r, te) = o. Les deux équations
F =:t). <I> [u, r, îo) = o,
admettant toutes les transformations du groupe considéré et ayant déjà une intégrale commune (S\ ont une infinité d'intégrales communes dépendant d'une fonction arbitraire, celles que l'on déduit de (S) par toutes les transformations du groupe. Toute intégrale de l'équation du second ordre proposée appartient donc à une autre équation qui a une infinité d'intégrales communes avec F = o, dépendant d'une fonction arbitraire, sans les admettre toutes. L'équation F = o est donc intégrable par la méthode de M. Darboux.
Prenons, par exemple, l'équation
„ / p c/r — ps qs — pt \
F [X. IJ, -r ^—-H » ^ ^ — 0,
qui-admet le groupe infini de transformations
n X, V et - sont trois invariants différentiels de ce groupe. q
Toute intégrale de l'équation du second ordre vérifie donc une équation du premier ordre
qui admet une infinité d intégrales communes avec F = o, dépendant d'une fonction arbitraire. Il faut pour cela que l'équation du premier
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ordre soil une intc<i^ralc intermédiairo de l'éaiialioii du second ordre, et cello-ci doit admettre une inlég'rale inlerint'diairt,' du premier ordre dépendant d'une fonction arbitraire. Il est facile de le vériller, car, s»
on pose H -, l'équation du second ordi*c peut s'écrire
y. II, r—î — Considérons encore l'équation
<iui admet le groupe infini
,V, -' - sont trois invariants différentiels de ce groupe. Tonte intégrale
de ré([ualion du second ordre appartient donc à une équation de la forme
formant avec la première un système en involution. Pour appli([uer la méthode de M. Darboux, il faudra donc chercher une intégrale intermédiaire du second ordre.
Il en est de même de l'équation F (//, «y, t,^) ^= o, qui admet le
groupe de transformations (V) avec les trois invariants dilVérenliels ^, q, L Pour l'équation
il suflira de pousser jusi|u"aux dérivées du trcjisième ordre ;n''lT!2), car le groupe (VI) admet les invariants dillerenlicls
Tout ce que nous venons de dire s'applicjne aussi aux équations admettant nii groupe infini de transformations de contact ; mais il est essentiel de remarquer (jue la théorie des groupes ne donne pas toutes
les équations du second ordre inlég^rables par la mtHliode de M. Darboux. Ainsi 1 équation (.r -f- y)-s^ — A pq = o intégrée plus haut (n* 171) n'admet aucun groupe infini de transformations (').
(') On peut déterminer comme il suit toutes les transformai ions de contact qui ne changent pas la forme de l'équation (.r -f- //)*5^ =: Apq. Soient
les formules qui délmissent une de ces transformations. Les deux familles de caractéristiques admettent respectivement une seule combinaison intégrable du premier ordre, dx ^ o et d;/ ^= o. Les caractéristiques de léqnation transformée admettront donc les deux combinaisons intégrablcsdu premier ordre d\ := o, rfY — o. Pour que l'équation transformée soit identique à la première, il faudra donc que l'on ait
x-^\{x), y = Y{y), ou x=Y{y), y = \{x};
la seconde forme se déduisant de la première en échangeant x et y, nous pou\'ons nous borner à considérer le premier cas. Comme on doit avoir [X, ZJ =• o, [Y,Z] =0, il s'ensuit que Z ne doit pas contenir p' et g', et la" transformation est une transformation ponctuelle
a- = X (x'), y — Y (//•), z = Z (x\ y\ z). Les valeurs de p et de y sont données par les formules
et la nouvelle équation du second ordre est
(x-4-Yv-M^z , , y^z . , tVz . , ^--iz , . , ^-'Z j*
^ /?z ^ ^z \ nz
Pour quelle soit identique à la première, il faut d'abord qu'elle ne renferme que les deux termes en s* et en pq , c'est-à-ùire que l'on ait
^ , . = 0, r-rr— =0, r-— = o, -, . — o, rr-, = 0, —7=0;
ity i^; ox OC i>r - ùx oy ôx dy
Z est donc de la forme Z = A: -|- B, A et B étant deux constantes arbitraires, et il reste à déterminer les deux fonctions X (x') et Y {y'), de telle façon que l'on ait
XY' 1__
En intégrant par rapport à x', on en conclut que l'on doit avoir
xl-v = -'^ + ^(^'^'
si on attribue à// une valeur déterminée, on voit que X est une fonction de x delà forme
ex' ■\- d De mèuïe Y est une fonction de même forme de y , et, en substituant dans l'équation E , on trouve qu'il faut prendre
Y = — BlLziJl:
cy — d
174. Dans un Mémoire déjà cité ('), M. Julius Konig, en se plaçant à un point de vue tout différent, a été conduit à une méthode d'intégration qui ne diffère pas essentiellement de la méthode de M. Darboux. L'idée qui sert de point de départ et <{ui s'était déjà offerte à plusieurs géomètres, consiste à étendre à une équation du second ordre la méthode d'intégration de Lagrange et Charpit pour une équation du premier ordre. Etant donnée une équation du premier ordre F {x, y, z, p, q) = 0, cette méthode consiste, comme on sait, à chercher une autre équation u [x^ y, z, p, q) ■=■ a, telle que les valeurs de p et de (7 tirées des deux relations F = o, m = a, vérifient la condition d'intégrabilité
\dy) \dx)
De même, étant donnée une équation du second ordre
il parait naturel, pour intégrer cette équation, de chercher deux autres relations F, {x, y, xr, p, q, r, 5, l) = o, Fa {x, y, z, p, q, r, s, t) = o, telles que les valeurs de r, s, t, déduites de ces trois équations rendent complètement intégrable le système d'équations aux différentielles
totales
Idz = pdx -\- qdy^ dp = rdx -}- sdy^ dq = sdx -\- tdy.
Avant de développer les conditions auxquelles doivent satisfaire les fonctions F, et Fj, nous présenterons quelques remarques sur les systèmes de la forme précédente. Supposons qu'on ait trois équations du second ordre résolues par rapport à ?', s, ?,
r, s, l étant supposées remplacées par les valeurs précédentes dans les équations (70), les conditions d'intégrabilité se réduisent à deux
\ .\v+X-^ + ^p ^^^q^---:^x^^zP^^p^^^q ^'
( ') Malhematische Annalen, t. XXIV.
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Si CCS roMtlitiuns SDnl vérinées idenliquomonf, par (oui élément du proinitM- tirdre .»\,, //„, c„, p^,q^)), il passe une inléj^rale du svslème (71)^ pourvu que les fonctions ç,, •!/, / soient régulières dans le voisinage dos valeurs .«'p, ^q, -Tq. p^, ^^i; .'\, et ;/„ étant regardées comme des constantes numérit|ues, l'intégrale générale de ce système dt'pend de trois constantes arbitraires c^, ^)„, </(,. Il est évident qu'on ne peut pas se proposer de déterminer une intégrale passant par une courbe donnée, lorsque la courbe est quelconque; mais on peut signaler la propriété suivante, qui sera invoquée un peu plus loin. Imaginons que Ion ait une courbe C) et une surface développable (D) passant par cette courbe, en d'autres termes que-, i/,z, p, q, soient des fondions d'un paramètre 9 satisfaisant à l'équation
ff: dx dl/
Tn^^Tn^'^df^
Les deux conditions
dp , dx , f/.v
d<i , , . dx , . . dl/
dH = ■^''^' y^ - ^' '^^ .¥ +^-^^' ^' ^' ^' ^^a' .
ne seront pas en général véritiées ; mais, si elles sont satisfaites par ces cinq fonctions ./■. /y, c, /), q, le système (71) admet une intégrale renfermant tous les éléments de la multiplicité M précédente, c'est-àdire tangente à la développable (Di en tous les points de la courbe (C). Soit, en effet (./ „, ^p, Zq, p„, q^) un élément de M, tel que 3-, /, •} soient dos fonctions régulières dans le voisinage des valeurs ./ „, y^, -o' Pat 9o- (!et élément appartient à une intégrale Si du système (71), et il suffit de montrer que (S) renferme tous les autres éléments de M. En effet, établissons entre .>• et y une relation de forme quelconque 1/ = t: (?•), telle que y^-^r. (.i^i: les équations (71) deviennent
y=T. x), dz = ip-\- qz'{x) I dx,
dp==\-i + '\-^'[^) ! dx, dq = ; 1 + /y (a-) 1 dx,
et elles déterminent une multiplicité simplement infinie d'éléments M,, issue de lëlémenl (./•(,, y^,, z^, /)„, q^).
l/integrale (S) est le lieu de ces multiplicités M,, quan<l on fait varier la fonction 7: (./•) de toutes les manières possibles. Si l'on choisit la fonction r './•* de telle façon que la relation y — -k (.r/soit identique à
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celle ({ui existe entre .'• cl // le loiig-fîe la courbe donnée i'.j les équations (liiïérentielles de la multiplieiff' M, deviennent identiques à celles de M et, comme ces deux multiplicités ont un élément commun, il s'ensuit qu'elles sont idenlicpies.
Prenons mainlen.anf trois équations du second ordre de forme quelcon(|ue
(73) j F, la-, y, z, p, q, r. s, 1) = o,
( VJx, y, =,p, 7, r, s, l) = o,
telles que le déterminant fonctionnel
ne soit pas nul identiquement, ni en tenant compte des équations ellesmêmes. On peut alors en déduire les valeurs de
par un calcul rég-ulier, et, enéo^alantles valeui*s de ■^- et dp ^> et celles
^ p ' o i)y } dx
de— et de t~' ^>n obtient les deux conditions pour que le système (73) ^y >>.v 1 1 V
soit complètement intégrable sous la formt^ suivante
\dx)
As-
\dx)
HF
Mi
.\- V dy
2F, /WF,\
c\- V dy )
>r \ dy
AFa
iF
ç(FA dx) d?j dx
Il suffira que les relations (74) et (75) soient des conséquences des équations (73) pour que le système proposé soit complètement intégrable ;
si elles sont vérifiées identiquement, le système F = C, F = C,, F = Cj sera lui-même complètement intégrable, pour toutes les valeurs possibles des constantes C, C,, Cj.
175. Cela pos^, supposons qu'il s'agisse d'intégrer une équation du second ordre de la forme
et qu'on cherche pour cela à lui adjoindre deux autres équations
( r [x, y, z, ;), q, s, t) = aj,
avec deux constantes arbitraires a^ et a^, telles que le système formé par les équations (76) et (77) soit complètement intégrable pour toutes les valeurs des constantes a^ et a^. Les conditions d'intégrabilité deviennent ici, en développant les déterminants (74) et (73) et remplaçant F, F,, Fj par r -{- f, u, v respectivement.
; ^M /dv\ h) (du\ I V i ^ AiH\ ^u ; «tt I
\ Tt \dx) ~ i^t \dx) '^ -^sjTt \dt/) ~ Jt '
du\ dyl ^t \dy/
(78) . ' "•" ^< I ^* \dy) ^s \dy) \ "^ \dy) \ ^5 ^t ~ ^t ^s \ '~ ^'
^^^' ^5 \dx) + ^t \dy) ~~ \dœ) :>s ~ \dy) ^ - ""'
Ces deux équations doivent être vérifiées identiquement, quand on
remplace r par — fa-, y, z, p, q, s, t), puisqu'elles ne contiennent pas
les constantes a^ et ûj- Inversement, tout système d'intégrales (m, v)
D (u v) des équations (78) et (79), pour lesquelles le déterminant ^^^ ' ' ne
sera pas nul identiquement, permettra de déterminer une intégrale complète de l'équation proposée; car, si on tire s et t des deux relations
s= o(œ, y, z, p, q, a^, «j), < = •]/( a?, y, z, p, q, a,, ai),
le système
dz = pdx -\- qdy, dp = — fdx -f çc/y, dq =r orfa; -(- '\dy,
est complôlement intt'-grablo, et l'intégration introduira trois nouvelles constantes arbitraires a.j, a^, a^.
M. Konig discute en détail, dans son Mémoire, le système d'équat ions simultanées ( 78") et (79) ; si l'on élimine l'une des inconnues, u par exemple, on est conduit à une seule équation de condition pour u. Il est aisé de s'en rendre compte a priori. En effet, si la fonction n est telle que les équations (78) et (79) admettent une intégrale commune v pour
laquelle le déterminant -j- V ■' J^ n'est pas nul identiquement, les trois équations
admettent une intégrale commune
et on peut choisir a^, «3, a^, a^, de telle façon que, pour a; = a^Q, ?/ = 2/o, ;r, p, q et une des dérivées s ou t prennent des valeurs données à l'avance. Les deux équations
forment donc aussi un système complètement intégrable, ce qui exige (n" 149) que u vérifie une équation aux dérivées partielles du second ordre
linéaire par rapport aux dérivées du second ordre de u. Réciproquement, si M satisfait à la condition R = o, les deux équations r -(- /"^ o, ti = a, admettent une intégrale commune dépendant de quatre constantes arbitraires
z = ^ [x, y, a^, a^, «3, a^, a^), et les relations
^ ox ^y ^x* iV^y cy^
peuvent être résolues par rapport à «,, 02, «?, a^, a^ et >•, ce qui donne
r + /"= o, « = a,, V = «21 v^ = a^, Uj = ^v ^3 = ^S'
^1 V,, r-i, t'3 étant des fonctions de x, y, z, p, </, s, l\ en particulier, les
2(>'2 CIIAI'ITMK Vil
trois équalions
formonl un syslème complèlemonl inlégrable, puisqu'elles admettent une inic^rale commune dépendant des trois constantes aj, a^, a^. L'équation R =:: o est donc la résultante des équations (78) et (79), lorsqu'on élimine v (,).
L'intégratfon de Tt-quation )• -\- f -z o est donc ramenée en définitive
(») On peut obtenir cette résultante comme il suit. Si tt ne vérifie pas la relation
ou peut résoudre les deux équations (78) et (79 J par rapport à (y|) et (y )• ce qui donne le système d'équations
/i» ) l'x 0; Op Oq es ci
\ l'y cz Ou t'a
'^ t'^ c'S iV
A, B, C étant des fonctions de x, >/, r, p. q, s, l, et des dérivées partielles du premier ordre de ii, qui satisfont à la condition
La combinaison X [Y(i';] — Y [X (i-) ] = o se réduit donc à une équation de la forme
n — +K rr- = 0,
Il et K renfermant les dérivées du premier et du second ordre de u et étant linéaires po' rapport aux dérivées du second ordre. Comme les équalions (78) et (79) et, par suite, les équations (b) admettent l'intégrale v = u. il s'ensuit que l'on doit avoir aussi
Il ^" 1 V ^"
II Y + K -r = o.
Pour que le déterminant ^ . ' ne soit pas nul, il faut donc que l'on ait H = o,
K =r o : ces deux cquaticns admettent un facteur commun qui, égalé à zéro, donne la condition cherchée H = o. On voit de plus que, si u satisfait à cette relation, les équations (78; et (79y forment un système complet, quand on y considère v comme la fonction inconnue.
Lorsque u vérifie l'équation (a), un raisonnement^analogue au précédent montreque l'on doit avoir aussi
/(lu\ ^ /(Ju\ j Y ili' _ il" * _ /<l/\ l^y _ \dx) ,\ "^ Wy/ ( .\ .\ ~ ;\t\~ \d>j) \:\s} " °
pour que les équations (78) et (79) admettent une intégrale commune v telle que
ïj-^- — -jr ne soit pas nul identiquement. C'est le cas qui va être discuté dans le texte.
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à cello de l'équalion R o. 11 ne semble pas ([uil y ail là un progrès réel, puis(iue la nouvelle équation est, en général, tout aussi difficile à intégrer que la première. Mais Ictudo d'un cas sinj^ulier a conduit. M. Konig à une nouvelle méthode d'intégration, identique en réalité à celle de M. Darboux.
Les deux équations (TH. et (79), considérées comme déterminant r, sont en général distinctes. Pour cpie ces deux équations se réduisent à une seule, il faut et il suffit que la fonction i' vérifie les relations suivantes
:v? Y c\/ Y ^ ((]£\ ^ji _K ('In \ ^ Z"^' \ — /'^\ — 4- {'-]
I du V /du\
Soient m^, m.,, les deux racines de l'équation caractéristique
on voit d'abord que l'on doit avoir
— — m, -- = o. ou -— — »io T- := o.
Prenons, par exemple, la première hypothèse ; les deux dernières conditions précédentes se réduisent alors à une seule
fdu\ /''^"\ ^" l'^f
/du\ , /(in\ ôu (a \
U) + '"^ te) - ^ (^) = "■
On voit donc que la fonction n doit satisfaire à l'un des deux systèmes d'équations
j ldu\ . (du . ^// (d^ ,
'te,) + "''te)~^te)=''-
Ce sont précisément les conditions pour que les deux équations
r -[-/'= o, Il = a^ forment »in système en involulion n" 134). Ce résultat s'explique tout naturellement, si l'on remarque que les relations 78' et (79) expriment que les 6 équations obtenues en dilTérenliant r 4- f ^ o, u = a^, V = «j par rapport à .r et par rapport à // se n (luisent à quatre. Or, les quatre premières de ces relations se réduisent à trois lorsque r -\- f .= o, u =- a, form«^nt un système en involution ; il suffira donc dune nouvelle condition pour que ces six relations se réduisent à quatre. '
Lorscjue l'un des systèmes (81) ou (82) admet deux intégrales distinctes, M. Kônig démontre comme il suit que l'on peut obtenir l'intégrale générale de l'équation r -\- f = o. Considérons d'abord une intégrale u^ du système (81 1 par exemple, et proposons-nous de trouver une intégrale de r -j- /" =: o se réduisant pour a- = x^ à une fonction donnée de y, ^ (y), tandis que p se réduit à une autre fonction r (y), les deux fonctiftns C et z vérifiant la relation
"..r^, .'/, ;, t:, Ç', 7:', C") = a^. Soit
fo (y. ^' -. ^'. ^'^ ^") = o
une autre relation à laquelle satisfont les fonctions ^ et tt, telle que j^ ■ ,' 2 ne soit pas nul. On peut trouver une intégrale v (r, y, 2,p, q, s, l) de l'équation
^j \di) "^ :>t \di/) ~ [d^'j :>s ~ \<iy) :)t~^
se réduisant, pour ./• = ./ „, à Ug //, j;, tt, C', tt', C"), pourvu que x^ n'ait pas été pris d'une façon particulière, et les trois équations
dont les deux dernières peuvent être résolues par rapport à s et <, forment un système complètement intégrable. D'après la remarque faite plus haut (n* 174i, l'intégrale de ce système qui passe par l'élément
se réduit, pour x = j-g, à l{i/ , tandis que sa dérivée première^ se réduit
LA MKTHODK I)K M. DARBOUX 203
Lorsque le système (81; admet deux intégrales distinctes ?<, et u,, on peut déterminer une fonction o (?«,, «2), telle que l'on ail identiquement o(«,, M2) = o, quand on remplace j- par .r,,, et z, />, 7, s, / par ^(y), 7:(//i, Ç'(.V), Tc'{!/), V {//) respectivement, et l'application de la méthode précédente permettra d'obtenir une intégrale de r -\- f -.-. o se réduisant à Ç (>/] pour ./■ =rr a-g, tandis que p se réduit à tt (y), (juelles que soient les fonctions C et tt. Il serait facile d'obtenir de la même façon la solution du problème de Cauchy sous sa forme générale.
176. 11 semble que la méthode de M. Konig exige plus d'intégrations que celle qui a été développée plus haut ; mais, en tenant compte des résultais déjà obtenus, il est possible de la simplifier. Rappelons d'abord qu'étant donnée une équation du premier ordre f ./•, >/, ^, p, q] = o, l'intégration de cette équation est ramenée à celle de l'équation linéaire [/", o] ^='- o, z> étant regardée comme une fonction inconnue de ^"» y-, 2", p, 9, si l'on emploie la méthode de Cauchy. Lorsqu'on emploie la méthode de Lagrange, il suffit d'obtenir une intégrale de [/", o] = o,
telle que rr — '-^ ne soit pas nul ; tirant ensuite p et q des deux équations /" = o, o — «,, on a une équation complètement intégrable dz = pdx -j- qdy^ dont l'intégration donnera une intégrale complète et, par suite, les caractéristiques de l'équation proposée. Ces deux méthodes se retrouvent dans l'intégration d'un système en involution
ou dans la détermination des caractéristiques de ce système, ce qui est le point essentiel. La méthode développée précédemment (n° 136), et qui est l'analogue de celle de Cauchy pour une équation du premier ordre, ramène le problème à l'intégration du système d'équations diiïérenlielles
di/ = m^dx, dz = pdx -f- qdi/, dp -^r — fdx -f- sii/, dq = sdx -f- tdy [ix) '^ ^sZc~'^' ■ [di/j + ^
■ ou /dii\ , ^M d.s /du\ , ^M dt 1*1
— := o, OÙ VI, = ^ '
es dx ' On
OU, ce qui revient au même, à l'intégration de l'équation linéaire et du premier ordre
„„ :*u /dc\ ^'u /dv\ /du\ ?y /du\ ^v
^^^ ^ 5; \Tx) + Yt {di,} - \dx) Vs - \d!,) d7 = °'
V étant une fonction inconnue de x, y, z, p, q', s, t.
206 r.iiAPiTRE: vu
Dos idées de M. KiiniiT "H peul déduire une autre méthode, qui est analogue à celle de Lagrange pour les écjuatrons du premier ordre. Kn effet, pour (jue les é(|ualions
r-\-f=o, jtma,, V =z a.j
forment un système complètement intégrable, il suffit, d'après le précédent paragraphe, que v satisfasse à une seule relation, qui est précisément ré<[ualion (83). Si donc on a obtenu une intégrale particulière
de cette équation, telle que -pr^ ne soit pas idenlKiuement nul, en
tirant r, s, t des formules >• -|- Z' = o, » — «,, y = «o, on pourra former un système complètement'intégrable
dz = pdx -f- qc/y, dp = rdx -\- sdi/, dq = sdx -\- tdy,
dont l'intégration introduira trois nouvelles constantes arbitraires O3, a^, a-, et on obtiendra ainsi une intégrale complète
- =-- *(^, y, G,, a.,, a.,, rt^, a^j,
du système en involution proposé, d'où on pourra déduire les caractéristiques par des diiTéronlialions et des éliminations.
Lorsque l'un des systèmes (81) et (82) admet deux intégrales distinctes, la solution du problème de Cauchy se ramenant à la détermination des caractéristiques d'un système en involution, on pourra ♦•mployer Tune ou l'autre des méthodes précédentes. Remarquons que, quelle que soit la méthode choisie, il faut toujours commencer par obtenir une intégrale, autre (jue u, de l'équation (83) ou de l'équation qui joue-le même nMe.
177. M. Kiinig a généralisé sa méthode en adjoignant à une équation du second ordre une ou deux équations d'ordre quelconque. Nous nous bornerons à ((uelques courtes indications. On démontre d'abord <[ue, pour que les trois équations
l >* 4- /■ .-^1 y. -iP. î. «. 0 = O' (84) - M (x, y, 2, p, q, *•, /, . . . pi, ,.--1, Pon) = «n
\ 0[X,)/,Z, /»!,«- 1, Po/.) = «2'
où ne figurent que les dérivées p,, A-iet po.k, forment un système complètement intégrable, il faut et il suffit que m et y vérifient les
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équations simultanées
! "*" cV ( c^pi. „ - 1 \flyl ^Pi. « - 1 ' r//// i "^ ' <y,. - ,/ D ip,.„_ ,,;9o„); °'
avec la cundition accessoire que tt^ — ■ — r ne soil pas nul ideiili-
D{p,,n-l,Pon)
quenient. Lélimination de v entre les deux relations (83) et (86) conduit encore à une seule équation de condition ([ui est d-u second ordre en Ji et qui exprime que le système des deux équations r -f- /" = o, « = rt, est complètement intégrable (n° 149).
Pour que les deux relations i8o) et (86), où on regarde v comme inconnue, se réduisent à une seule, il faut et il suffit (|ue n vérifie un des deux systèmes d'équations
/du\ , (clu\ hi /d"-'f\
■ ^Po,u ' '>Pl.'<
c'est-à-dire ([ue le système r -|- /' =: o, m = C soit en involulion. M. Kônig en déduit, comme plus haut, (jue l'on peut intégrer l'équation r -\- f = o, toutes les fois ([ue l'un de ces systèmes admet deux intégrales distinctes.
De ces recherches de M. K(inig on déduit encore un nouveau procédé pour intégrer le système en involulion
quel que soit l'ordre -des dérivées qui figurent dans u. Les équations (85) et (86) se réduisant alors à une seule, soit y une intégrale de l'équation (86), telle que -rr-, ^ — — r ne soit i)as identi(|uement nul. I^
tJ IPl H-liPo/l )
trois relations
es
?• -|- /•= o, U-- Cj i* :- a.,,
et celles qu'on déduit de la première jiar des différentialions succès-
sives permettent d'exprimer toutes les dérivées parlieUes de 2 jusqu'à l'ordre n, au moyen de
^, 2/1 -. Pi.O, --M Pt.n-i, Po,l, Po,2. •••» Po,.i-l
et on peut former un système complètement inlégrable où les inconnues sont z, po, 'po.„_i, pifi,.... pT.n-î- L'intégration de ce système
introduit 2n — 1 constantes nouvelles «3, «p..., aj„ + i, et on obtient ainsi une intégrale complète
z =:¥ [x, y, C, aj, a^, ...,a.„+j)
du système en involution proposé. Les caractéristiques s'en déduiront comme on l'a expliqué au chapitre précédent (n° 140) (').
('j Parmi les travaux dont les résultats n'ont pu trouver place dans rexposition précédente, je dois citer une note de (1. Miinardi : « Conseiiuenzc a oui conduce il metodo di Charpit e Lagrangc applicato aile e(|uitioni dilferentiali partiali di 2" ordine » {Giornale dell I. R. Istiluto Lomhnrdo di Scienze, Leltere ed Arti t. IX, p. 94-102; 1856), qui, vu la date de sa pubiicalion, offre un certain interdit historique. En dépit de son titre, cette note parait bien plutôt un essai d'extension de la méthode de Caucliy. Après avoir établi exactement les équations différentielles des caractéristiques du second ordre, l'auteur recherche comment on doit associer ces caractéristiques pour obtenir une intégrale et fait l'application à plusieurs exemples.
Définition de l'intégrale générale, d'après Ampère. — Examen de cette définition. — Équations de la première classe. — Proposition de M. Darboux. — Énoncés de dilTérents problèmes auxquels conduit la mélbode de M. Darboux. — Recherches de M. Moutard. — Théorème de M. Mauiice Lévy.
178. Au début de son grand nnèmoire : Considérations générales sur les inlégvales des équations au.r différentielles partielles ! '\ Ampère adopte la définition suivante de l'intégrale générale d'une équation aux dérivées partielles d'ordre quelconque : Pour qu'une intégrale soit générale, il faut qu'il nen résulte, entre les variables que l'on considère el leurs dérivées à Vinfini^ que les relations exprimées pa)' l'équation donnée et parles équations qu'on en déduit en la différenliant. Il est relativement facile de voir que la condition énoncée par Ampère est nécessaire pour qu'une intégrale soit générale, au sens que nous avons adopté antérieurement (I, n° 18), mais il faut un examen plus approfondi pour reconnaître si celte condition est sufrisante. Afin de fixer les idées, nous nous bornerons à une équation du second ordre :
et, pour plus de précision encore, nous ne considérerons que les intégrales qui sont holomorphes dans le voisinage d'un point (.rg, yo),et qui sont telles que la fonction /' soit elle-même bolomorphe pour x = Xq, 2/ — i/oi ^ -- ^0' P =Po' 9 = 7oi * = *'oi ' — '(n en désignant par z^, p^, 7o) ^0' ^0 ^es valeurs que prennent z, p, q, s, t, respectivement pour X = .(•„, y = //,,. En d'autres termes, les intégrales ont un élément du
{^) Journal de l'École polytecliiiir/ite, 17' ciliior.
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second ordre appartenant, à un certain domaine, àlinlérienr duquel la fonction / (.r, y, z, p, fj, s,-4*i est régulière.
Si l'on diiïérontio riMjualion (I; un nombre ((iiclcoïKiut' dt* fois par rapport à .r et à >/. on obtient deux é(piations contenant les dérivées du troisième ordre, trois équations contenant les dérivées du quatrième ordre, ... et, en j^tun-ral, • n — I^ éipialions renfermant les dérivées d'ordre n; ces relations permettent d'exprimer toutes les dérivées partielles de la fonction inconnue z au moyen de x, y, z, et des dérivées pi,)i-\. /Jo,A, l'indice k variant de 1 à -j- x. Mais de l'écjuation (1) on ne peut déduire aucune relation ne renfermant que les dérivées partielles /)n'_i et;jo,A- ï-a condition d'Ampère est donc équivalente à celle-ci: pour qu'une intégrale de f équation ( l) soit générale, il faut que, de la définition de cette intégrale, on ne puisse déduire aucune relation rf'KGALiTÉ entre les variables (x,g, z, pio, Pt.i, ..., />i,a-i ; Po,u •••i Po,k), aussi grand que soit le nombre entier k. 11 est bien entendu qu'il s'agit de relations ne renfermant aucune des quantités arbitraires qui figurent dans l'intégrale considérée. Réciproquement, toute intégrale de l'équation .1), qui satisfait k la condition précédente, est générale au sens d'Ampère.
Rappelons maintenant qu'une intégrale, holomorphe dans le domaine
du point (j'j, 2/0), est générale, au sens que nous avons adopté, si on
peut disposer des arbitraires <|u'elle contient, de façon que, \)0\\t x=z x^,
^z elle se réduise à une fonction donnée o (y), tandis que r— se réduit, pour
la mémo valeur de ./•, à une autre fonction donnée i/ (y), les deux fonctions arbitraires s y) et •]/ i;/) étant seulement assujetties à être holomorphes dans le domaine du point y = y^. Cela revient à dire que l'on • peut choisir arbitrairement, pour x =z Xq, y=: y^, les valeurs initiales de z et de toutes les dérivées partielles ip,^k-\)Q, (Po,a)o> ces valeurs étant assujetties à la seule condition de rendre convergentes les deux séries :
pour des valeurs de.v — y,, dont le module ne dépasse pas une certaine limite. Nous dirons, pour abréger, qu'une intégrale est générale au sens de Cauchy, si elle satisfait à la condition précédente, le point {x^, y^) étant absolument quelconque ou pouvant varier arbitrairement à l'intérieur d'un domaine limité. 11 est clair, d'après cela, que toute intégrale, qui est générale au sens de Cauchy, est nécessairement générale au sens d'Ampère, cai la condition de rendre convergentes les séries (2) ne
peut enlrainer aucune relation d'égaliié entre un nombre quelconque des coefficients (/),, a_i)o, et (Po-A^c aussi grand que l'on suppose l'ordre des dt'iivées qui figureraient dans cette relation.
Mais la réciproque est loin d'être évidente. On peut concevoir, en effet, l'existence d'intégrales de l'équation [i) contenant assez d'arbitraires pour qu'il n'existe, entre .r, ?/, z, et les dérivées Pi,A_i et po.A, aucune relation d'égalité indépendante de ces arbitraires, sans que, pour cela, les dérivées j9i.a_i el po.k puissent prendre tous les systèmes de valeurs rendant convergentes les séries (2) pour des valeurs données de .v^ et de y^. C'est ce qui arriverait, par exemple, si quelques-unes de ces dérivées étaient assujetties à restercomprises entre certaines limites, ou à ne prendre que des valeurs d'une forme déterminée. Il pourrait se faire aussi que, quoiqu'il n'existe aucune relation de la forme
F (i-, p,o, ..., Pi,A_i, po. I. ..., Po.k) = o,
quand" les variables .>• et 3/ sont quelconques, il se présente cependant de telles relations quand on attribue aux variables o) et // des valeurs particulières. De telles intégrales, s'il en existe, sont générales au sens d'Ampère, sans être gt-nérales au sens de Cauchy. De même, étant donnée une équation de la forme
(3) s -\- f[cc, y, z, p, g) r^ o,
une intégrale est générale au sens d'Ampère, si, de la définition de celte intégrale, il ne résulte aucune relation d'égalité entre les variables
/ cV y'z :>z yz\ . , * i^ ■ ,■^
\ ■'■'> I/i ^y ^^' •••> ^^ — j ^' •••) ^^ — ' aiissi grand (lue soitn. Lnemtegraie \ i\r l'.i'" oy '^y" J
est générale au sens de Çaucliy, si on peut disposer des arbitraires
qu'elle contient, de façon que, pour .r = j\,, elle se réduise à une fonction
donnée de y, et, pour y =z y^,à une autre fonction donnée de a\ sous
certaines conditions de continuité.
Quelques exemples montreront, mieux que toutes les considérations générales qu'une intégrale peut être générale au sens d'ATnpère, sans être générale au sens de Caucby.
Exemple I. — Prenons l'équation élémentaire 5 = o; toutes les équations qui en résultent par ladifférentiation sont de la forme
Soit G (.r) une de, ces fonctions analytiques, auxquelles a conduit
Trlude des oqualions différentielles linéaires, et dont le module reste toujours plus petit que l'unité, ([uelle que soit la valeur attribuée à la variable x. Les formules :
t (Tù ç (a) est une fonction arbitraire de a, -l i^ une fonction arbitraire de p, représentent une intégrale de l'équation 5 = 0, qui est générale au sens d'Ampère. On déduit en effet des formules (4j les valeurs sui-
vantes des dérivées — • r-— • .... — » r-^' ... i'./' i'./'- c>/ l'y-
1 /GWa]\ :>z G' fa) ^'- :>a ' z,' { a) )
d'une manière générale r-^ s'exprime au moyen de 9' f^), o"(a), ...,
o^"Hx), et de fonctions connues de a, et -r — s'exprime au moven de
•y (jS), ■}" (P), ..., •I''"^(f5), et de fonctions connues de [3. Les fonctions o et •]/ étant arbitraires, il ne peut évidemment exister aucune relation d'égalité entre x, »/, z et les dérivées précédentes ; ce qui suffit pour prouver que l'intégrale est générale au sens d'Ampère. D'ailleurs, il est clair que cette intégrale ne peut être l'intégrale générale au sens habituel, dans un domaine aussi restreint qu'on le voudra, puisque le module de s est toujours inférieur à 2.
KxE.MPi.E 11. — L'équation linéaire
(5) s — qy — 0
a un invariant nul, et l'intégrale générale est représentée pat la formule
(G) ^ = X J^J\e-ydy,
X étant une fonction arbitraire de x, et Y une fonction arbitraire de y. La suite de Laplace relative à l'équation (0) est terminée, d'une part, à l'équation elle-même, mais elle est illimitée dans l'autre sens, comme on s'en assure en calculant les invariants successifs. Il résulte des propositions établies précédemment (n" 169) que toute équation aux dérivées partielles formant avec l'équation '5) un système en involutionest néces-
sairement de la forme
Cela posé, considérons linlégrale
(8) s = fXe'^ydi/,
/'/ Y dfj,
pour .X = o. Cette intégrale satisfait à la condition d'Ampt-re; en effet, si elle vérifiait une équation, qui ne serait pas une conséquence de ré({uation (o), cette équation, formant avec la proposée un système en involution, serait de la forme (7), et, en attribuant à la variable x une vaU'ur déterminée, on aurait une équation diflerentielle à laquelle devrait satisfaire la fonction arbitraire Y.
Plus généralement, soit
(9) F [u; ij, z, p, ry, r, .V, /) = o
une équation du second ordre, telle q^i'il n'existe^aucune éc(uation-aux dérivées partielles formant avec elle un système en involution. Toute intégrale de léquation (9), dépendant d'une fonction arbitraire ou d'une infinité de constantes arbitraires, satisfait à la condition d'Ampère ; car, si elle vérifiait une équation aux dérivées partielles <1' = o, autre que celles qu'on peut déduire de F = o par des difTi'rentialions, l'équation *= o auraiten commun avec la proposée une intégrale commune dépendant d'une infinité de constantes arbitraires, sans les admettre toutes. Il existerait donc une é([ualion formant avec F :^ o un système en involution, contrairement à riiypollièsc. Par exemple, si la suite dô Laplace relative à l'équation linéaire :
(10) s -\- ap -\- hq -\- CZ :z^ 0
est illimitée dans les deux sens, il n'existe nous l'avons vu, aucune équation formant avec léquation 10 un système en involution fi° 1G9;. Toute intégrale de l'équation 10 , dépendant d'une fonction arbitraire, satisfait donc à la condition d'Am[)cre. On obtient de telles intégrales si l'on a obtenu, par un procédé ([uclconfjue, une intégrale de l'écpiation (10) dépendant d'un paran\ètre arbitraire -l .r. y, x , en multiplian
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par une fonction arbitraire/' (ai et en intégrant le produit /(a. J/ ly, y, a) entre des limites déterminées :
3 ~ f-l{:c, ij, cl) f{%) dx\
or cette intégrale, si la fonction -l ne satisfait pas à des conditions particulières, n'est pas nécessairement l'intégrale générale au sens de Cauchy ('i.
Les exemples précédents montrent bien qu'il est nécessaire, pour donner une base solide à la théorie des équations aux dérivées partielles du second ordre, d'adopter la déllnilion de l'intégrale générale que M. Darboux a déduite des travaux de Cauchy et que nous avons prise pour point de départ (2).
179. Le critérium énoncé par Ampère pour quune intégrale soit générale étant une condition nécessaire, les conclusions qu'il en a déduites sont à l'abri de toute objection. Ainsi, pour quune intégrale soit gènérafe, il faut qii elle renferme des arbitraires dont le nombre croit à t infini par des différentiations.
En effet, si les formules qui donnent a?, ?/, z, et les dérivées successives de z ne contenaient jamais qu'un nombre fini K d'arbitraires, quel que soit Tordre n des dérivées considérées, à partir d'une valeur de n assez grande, on aurait
n(n.—i.) et l'élimination des K arbitraires conduiraitcertainenïentà plus de — -
relations distinctes entre x, y, z, et les dérivées de z jusqu'à l'ordre n. Une au moins de ces relations ne serait pas une conséquence de l'équation F — o proposée et de celles qu'on en déduit en la dilTérentiant ;
car on n'obtient ainsi que — —z '1 relations distinctes ne renfermant
aucune dérivée d'ordre supérieur à n.
(• *->n pourra consulter sur ce sujet un arlicle de M. Delassus : Quelques remarques sUr les intéQialea partielles {Bulletin des Sciences )n<il/iéinatiques, t. XiX, p. 37-56).
{-) On doit remarquer que, dans le passage cité plus haut, .Vmpère dit simplement il faut, mais qu'il n'ajoute pas il suffit. Il semble résulter cependant de la suite de son mémoire qu'il considère la condition énoncée comme suffisante pour la généralité d une intégrale.
Il faut elonc, pour qu'une inlograle no renfermant qu'un nombre fini d'arbitraires soit «générale, qu'en calculant les dérivées successives de la fonction :r représentée par celte intégrale, à partir d'un certain moment, il s'introduise de nouvelles arbitraires. Le même raisonnement prouve que, si, en passant des dérivées d'ordre p aux dérivées d'ordre;)-}-!, il ne s'introduit qu'une nouvelle arbitraire, l'intégrale considérée ne peut être générale. Supposons, pour fixer les idées, que les dérivées du premier et du second ordre soient homogènes à l'intégrale, mais qu'à partir du troisième ordre il s'introduise une nouvelle arbitraire à chaque difTérentiation, l'intégrale considérée, que Ion suppose renfermera arbitraires, satisfera alors à
relations distinctes au moins, renfermant les dérivées d'ordre n. Or, si on prend n assez grand, on aura encore
ou n > K — o, et la conclusion est la même que tout à l'heure. On voit donc, par exemple, que des formules de la forme
( cv = F, (a, p,o(a), o'(a), ...,oA'(a)),
^3 (^a,fi,o (ï), o' (a), ...,»/' (a)),
renfermant une seule fonction arbitraire o (a) et ses dérivées en nombre fini, ne peuvent représenter l'intégrale générale d'une équation du second ordre. Enelfet, lorsque l'on sera arrivé à des dérivées dépendant de Œ.f'' + "(a), les dérivées suivantes dépendront de ©'/' + 2>(a), ...,etc.,et il s'introduira une seule arbitraire nouvelle quand on passera des dérivées d'un certain ordre aux dérivées de l'ordre suivant. Ainsi, quand une équation du second ordre est susceptible d'une intégrale générale explicite, cette intégrale doit contenir au moins cfeux fonctions arbitraires. Il en est de même toutes les fois que l'intégrale générale appartient à la première classe, comme cela résultera facilement des considéralions développées un peu plus loin. Mais on ne peut pas en conclure que l'intégrale générale d'une ('-quation du second ordre dépend nécessairement de deux fonctions arbitra'ires, si cette intégrale n'appartient pas à la première classe.
;ii)
Prenons, par exemple, une intégrale où la fonction arbitcaire figure sous un signe d'intégration partielle :
(12) z = j o{x,y, x) fia.) doc,
où 1 désigne un paramètre variable, ç [x, y, a) une fonction déterminée, /'(ï; une fonction arbitraire, et a,, a^ deux constantes. Si la fonction ip [JL\ y y X] satisfait, quel que soit le paramètre a, à une équation linéaire
(13) Ar + 2B* H- C/ + Dp + Kg + Yz = o,
où les coelficients A, B, C, D, E, F, sont des fonctions des variables œ et y, indépendantes de a, on voit immédiatement qu'il en est de môme de la fonction 12 , quelle que soit la fonction arbitraire /'(a). On a, pour cette intégrale,
p = l ^y-'a)^/^, q=f '\yr[x)j<i,
^A^rfx, s=j 3^/-(a)rfa, t=j ^/(ajc/a,
et, d'une manière générale,
Mais la fonction o, satisfaisant à l'équation (13), toutes les dérivées partielles T — r-V sont des fonctions linéaires de quelques-unes d'entre elles ; par exemple, si A et C sont nuls, elles s'expriment toutes au moyen des dérivées ^ ^t-^" H en résulte ([ue toutes les dérivées partielles jus(|u'à l'ordre n sont alors des fonctions linéaires des intégrales
j-rdx,j ^^Jd.y...J^^,J<.)d.^j ^/'(a)c/a,...,J^/(a)rf«, «1 ai a^ a\ ai
dont les coefTicients sont des fonctions déterminées de ./; et de //• Quand on passe des dérivées d'ordre n aux dérivées d'ordre n -f- 1, on voit qu'il s'introduit deux arbitraires nouvelles
Il peut donc se faire qu'une intégrale de la forme 15) vérifie le critérium d'Ampère ; nous avons vu plus haut qu'il en estbiert ainsi toutes les fois que l'équation (13 n'est pas intégrable par la méthode de Laplace, généralisée par Legendre, et que l'intégrale (i2) dépend effectivement d'une fonction arbitraire.
Il n'est pas permis de conclure de ce qui précède que l'intégrale générale, au sens que nous avons adopté, d'une équation linéaire, peut être représentée par une formule de la forme (12). Dans un travail intéressant ' , M. Borel a démontré qu'il en est ainsi, mais l'intégrale 9 (.r, y,a) doit être choisie d'une façon particulière.
180. Il fi été déjà question, à diverses reprises, des équations qui admettent une intégrale générale de la première classe, suivant une expression adoptée par Ampère. L'illustre auteur n'explique pas, il est vrai, d'une façon bien claire ce qu'il entend par là, et il se borne à dire que, dans les intégrales en question, les fonctions arbitraires ne doivent pas figurer dans une intégrale partielle. Mais il est possible de déduire de ses travaux une définition précise, en tenant compte de la propriété fondamentale sur laquelle sont basés les raisonnements. Nous dirons qu'une équation du second ordre :
admet une intégrale générale de la première 'classe, ou,, plus simplement, que cette équation appartient à la première classe, s'il est possible d'obtenir, pour représenter l'intégrale générale de celte équation, des formules de la forme suivante
( a- = V, [a. ?, /-, (oc)./-; (a)...., A (x), n w ?, (p). ?; (P) •••],
(15) y = V, [a, p, f^ (a)./-; («), ..., A (a),/-^ (a), ...,ç, (^), çpj (p) ...], ( z=V,[a,p,/-, («),/-;(a),...,A(a),/'i(x),...,ç>,(P).?;(P)-..]'
(') E. BoRKL, Sur les équations linéaires aux dérivées partielles [Comptes Rendus, 25 mars 1893); Remarques sur l'intégration des équations linéaires aux dérivées partielles {Bulletin des Sciences nialhfn;aliques;i%9o).
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OÙ V4, Vj, ^'3 si»nl des fonctions déterminées des deux variables auxili lires a et p, dep fonctions de a, fi (a), f.^ (a), ..., fp (»), de q fonctions de B, o, (P), ..., OqiP't et de leurs dérivées en nombre /îni, les p fonctions de a, /",, fi, ..,, fp étant assujetties à vérifier p — 1 équations différentielles d'ordre quelconque, et les y fonctions de p devant vérifier de même q — 1, équations différentielles d'ordre quelconque; les formules [ll\ ne renferment donc, en réalité, que deux fonctions arbitraires, une fonction arbitraire de a et une fonction arbitraire de 3.
Il est évident que les équations précédentes comprennent, comme cas particulier, les équations qui admettent une intégrale générale explicite ; il suffit de supposer p = q := 1. On peut aussi ramener à la forme- 15 les intégrales où les fonctions arbitraires et leurs dérivées figureraient sous certains signes de quadrature, cbacune de ces fonctions n'étant engagée sous un pareil signe qu'avec la variable dont elle dépend, ou d'autres fonctions d« cette variable. Par exemple, si les fonctions V,, V.,, V3 renfermaient une intégrale telle que
fr: 7./- ('^\f; (x) f, {x:,f;, !x .... cu,
il suffirait d'introduire une nouvelle fonction fp + ^ a égale à cette intégrale et d'ajouter aux équations différentielles qui lient les fonctions /^p A »••-, /V la nouvelle relation
f'p+i = ~ '^' fi '»;. f[ i^ ' ■:■■
On "peut aussi faire rentrer dans la définition précédente les intégrales où les fonctions arbitraires figureraient, avec la. même restriction, sous plusieurs signes de quadrature superposés. Si, par exemple, les seconds membres des formules (15; renfermaient une expression telle que
Jl \, f, a , fi .X f^ <x;, f^ (x , ... dy.J- >, /-, (xi. f[ (x), .,.] f/x,
en posant : ^
fp+K Ui =J - >. fi '»;, fi (»;, •••• ^»,
fp^iiV^f'i ^, fi ^].f[-^ . ■•■^ fz ï', fî ^^U ■•']fpn (^) f^ï, no ajouterait aux équations différentielles qui ont lieu entre les
fonctions ^, ..., /),, les deux suivantes
fp^K («) = •^^ f'p+2^^) = 'Hp + i (»j.
et les formules (13) renfermeraient une nouvelle fonction de a, /"p^. j aj. D'après une remarque de M. Maurice Lévy ( Comptes Rendus^ t. 73, 1872) on peut ne laisser, dans les formules 'Jo, que deux fonctions de a, et leurs dérivées, ces deux fonctions étant liées par une équation différentielle, et deux fonctions de EL, et leurs dérivées, ces deux fonctions étant liées par une autre équation différentielle. Ceci tient à ce que, d'une manière générale, l'intégration d'un système de n équations différentielles à une seule variable indépendante et à n fonctions inconnues peut se ramener à l'intégi-ation dune équation différentielle d'ordre plus élevé à une seule inconnue ^ ' .
(') Soient, en effet, x la variable indépendante et y^, y.,, ... yn les fonctions inconnues. On peut supposer que les n équations Fi ^: o, F-v = o, ..., F» = o, ne renferment aucune dérivée d'ordre supérieur au premier, car, s'il en était autrement, il sutlirait de prendre, pour inconnues auxiliaires, un certain nombre de ces dérivées pour être ramené à ce cas. Cela posé, si les équations proposées ne peuvent
pas être résolues par rapport aux dérivées des fonctions inconnues y'i, y'o, y'n,
on en déduira un certain nombre de relations entre x, y^, y^, . . ., y». Si ces relations ne sont pas incompatibles, elles permettront d'exprimer quelques-unes des inconnues en fonction de x et des autres inconnues, et on diminuera l'ordre du système. En continuant de la sorte, si le système proposé n'est pas incompatible, on unira par arriver à un sj'stème que l'tfn pourra résoudre par rapport aux dérivées des fonctions inconnues
dx ~ ^' ^^'^^ -^!J">:, —[^ = fin [x, .vi, ..., >, ,
où m ^ n. Prenons comme inconnue auxiliaire une certaine fonction U = F {x, //i. yj, ..., ?/„,)
et soit X ' = r r - — f. -t- ... 4- - — /■„,. On aura successivement
^.' i^.Vi oym
g X(p^ étant le résultat de l'opération X( ) répétée/) fois de suite. Cette inconnue auxiliaire U satisfait à une équation différentielle d'ordre m et ne satisfait à aucune équation d'ordre inférieur, si la fonction F n'a pas été prise d'une façon particulière. Ayant obtenu l'intégrale générale de cette équation, les m équations
</U (/"'-'U U = F. — - = X Fi,..., : = X "'-'i^lF,
„ . , .• j ,. rfU </»'-'L".
permettent d exprimer //i, //.'■ • . y;» en fonction de x, L, -y;'....' . „^_|
Si nous appliquons ceci aux p — 1 équations différentielles entre les p fonctions f\{i), f-.{a.), ...,fp'a.). on voit qu'en considérant lune d'elles, /", a) par exemple, comme donnée, les p — l autres s'exprimeront au moyen dune fonction auxiliaire U (a) et de ses dérivées, cette fonction U (a) étant liée à la fonction /"i (a) par une quation ditférentielle.
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181. .\ la (iii do son mémoire (voir p. 121), M. Darboux annonce que sa niélhotle permet d'intégrer toutes les é(iuations du second ordre qui admettent une intégrale générale de la première classe. La démonstration que nous allons donner s'étend à des équations possédant une intégrale il'uno forme encore plus générale que celle qui est donnée par les formules (15). Soit /' (i une fonction arbitraire de a, et cp (P) une fonction arbitraire do p ; soient ensuite F(, Fj, ...,F/i- un système de k fonctions do a et de {J, définies par un système d'équations aux diiïérentielles totales :
(16) rfF,=*,[a,M«)/'(»).-,/^""(*),î(P)^?'{P) »""(p),F,,F„...,F^]rfa
-f n,[«.p/(a)/(«) /•"«■(o.),cp(p),o'(p),.. ,ç"')(P),F,,F2, ...,F,]rJ^
que nous s\ipposerons complètement intégrable, quelles que soient les fonctions arbitraires /' (zj et z. (["i}. Nous considérons les équations du second ordre dont l'intégrale générale est représentée par des formules telles que
(..=V,[z,p,/T(a),r(a), ..., r""W,?(?),?'(P;, -, ^'''XPl^ï'i.F.,, ..., F,],
(17) y=V.>,p,Ax),A'(»^^ ..., r"')(a),o(p).?'(p), ..., <p"')([i),F,,F,. ..., F,], • {z=y,\,%r{^Kr{7.), ...,/^""(a),9(p),9'(p) '/''(p),F,,F2, ...,F,],
où V|, Vj, V3 sont des fonctions déterminées de a, ,3, F|, ..., F^, de /*(«), s (P), et de leurs dérivées jusqu'à un ordre fini. Pour retrouver les équations de la première classe, il suffit de supposer que les fondions F,,F.^, ..., F^ se partagent en deux groui)es,lps unes no dépendant que de la variable a, les autres ne dépendant que de la variable p. On peut, en eiïet, supposer que, dans les formules (13), les fonctions/., (a), ...,/), (a) figurent seules, sans leurs dérivées ; il suffit d'introduire ces dérivées comme nouvelles fonctions pour être ramenées à ce cas.
Pour des formes déterminées des fonctions /"(a), o (fi), F,, Fj, ..., F/,-, vérifiant les relations 16 , les formules (17) représentent, par hypothèse, une surface intégrale S) de l'équation du second ordre proposée. Les considérations dont on s'est servi précédemment (t. I, n° 98) s'étendent sans difficidté à cette nouvelle forme de l'intégrale, et nous montrent que, sur la surface S;, les deux fannlles de caractéristiques sont précisément les courbes x = C'*, et p — C". Proposons-nous, en efïet, de calculer les dérivées successives de - par rapport à ./• et k j/. Les dérivées du premier ordre pel q se déduisent de lidenlilé d: = pc/j- -\- qdy ; or. si on remplace dans dx, dij, dz les difTérentielles dV i par leurs valeurs 16 , on voit que les coefficients de dx et de c/fi, renfermeront.
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outre les fonctions qui figurent dans V,, Yj, V3, les deux dérivées nouvelles /'''" ^') (x) et a/"' + <) (p). Les expressions de p ei de q contiendront donc en général a, p, F,, Fj^ •••^ ï^a- A»), ..., /'"'' + ^'(»), =>fpj, .... ;p"' + ''(p) ; si elles contiennent elTeclivcment/'^'"+*^ (a) et {p'" + *' (fi), elles sont /i^/<;Vo- ^èwes à l'intégrale, sinon elles sont homogènes à l'intégrale. Connaissant p et q, on obtiendra les dérivées du second ordre au moyen des deux relations
dp = rd.r -\- soly, dq ^ sd.r 4- Idij
et ainsi de suite. Si, à un moment, la dérivée/" '" + '- (a) apparaît dans les dérivées d'un certain ordre, les dérivées de l'ordre suivant contiendront /^"' + 2) (a), ...,etc., cliaque difïérentiation nouvelle fora apparaître une nouvelle dérivée de /'(a). De même, à partir du moment où la dérivée o"* + ^'(S) fera son apparition dans les dérivées d'un certain ordre, chaque différenliation nouvelle amènera une nouvelle dérivée de o [f). Il peut d'ailleurs se faire que les dérivées /"<"*+ ^Ua) et ç,'""* ''(p) n'apparaissent pas simultanément; c'est ce qui arrivera, par exemple, si les dérivées du second ordre sont homogènes à l'intégrale relativement à a et hétérogènes à l'intégrale relativement à p. Quoiqu'il en soit, à partir des dérivées d'un certain ordre, quand on passera des dérivées d'ordre r aux dérivées dordre r -\- 1, on introduira deux nouvelles arbitraires, 'une dérivée de la fonction /"(a) et une dérivée de la fonction o (Ô'j. Les conséquences sont analogues à celles qui ont été déduites plus haut (n° 98).
Nousconsidéronsa,B,F,,...,Fx-,A'aji--Mr"'*(3t),..., 9 (p), ..., ^""(ri), ..., comme autant d'arbitraires distinctes, quoique ces fonctions ne soient pas indépendantes. Cela veut dire uniquement que, lorsqu'on a choisi pour un système particulier % = a^, p = §„ les valeurs de F|, ..., Y /,, des fonctions /" et o et de leurs dérivées, jusqu'à un ordre délerminé, on peut encore choisir arbitrairement les valeurs des dérivées suivantes pour a = a^,, 3 = p,j, jusqu'à un ordre aussi élevé qu'on le veut. Imaginons que^ l'on ait écrit les formules qui donnent les valeurs successives des dérivées du premier ordre, du second ordre, etc. Si on élimine a, p, F(, ..., F^-, /" (a), f (a), ..., o (p), 9' (p), ..., on estconduità une infinité de relations entre .r, ^, ;:, p, q, r, s, /, ... La suite de ces relations est identique à celle qu'on obtiendrait en ajoutant à l'équation du second ordre proposée toutes celles qu'on en déduit par des différentialions à l'infini, puisque, par hypothèse, les formules (17) représentent l'intégrale générale de cette équation du second ordre.
Supposons maintenant que l'on prenne pour l'une des fonctions, © (S) par exemple, une forme bien déterminée et qu'on laisse arbitraire la
seconde fonction /* a . Les surfaces intégrales représentées par les formulas 17) ne dépendent plus cpie d'un»' fonction arbitraire f {x\ et ces surfaces vérifient une infinité dé(piations aux dérivées partielles, qui ne sont pas des consérpiences de l'équation du second ordre F=: o. Pour fixer les idées, admettons (|ue la dérivée f"" ■•" ''(a' apparaisse pour la première fois dans les dérivées d'ordre h -\- l; alors /■'"' + ^' (a) figurera dans les dérivées d'ordre h -\- l, ..., etc. Si donc l'on considère les expressions de .r, ?/, -, et de toutes les dérivées partielles jusqu'à celles dordre h -\- i -\- l, ces quantités, au nombre de
renferment m -]- '6 -\- k -\- i arbitraires, à savoir x, ,8, /'ias /" (x), ... /*"" + " (a), F,, Fj, ..., Fa. L'élimination de ces arbitraires conduira donc à un groupe G d'au moins
'- ^ 2 — im + 3 + A- + r,
relations distinctes entre .r, y, ^, et les dérivées partielles de z jusqu'à celles d'ordre /î -f" * 4" ^i d'autre part, si on ajoute à réf{uation du second ordre F = o toutes celles ({u'on en déduit par des difl'érentialions successives, on forme un nouveau groupe (G') de
équations ne renfermant aucune dérivée dordre supérieur k ?i -\- i -{- 1, et toutes les autres relations entre les dérivées que l'on peut déduire de F =: o renferment au moins une dérivée d'ordre supérieur iih -j-i -\- 1. Or, si le nombre i est assez grand, on aura certainement
+2— (m + 3-f A+ej > ! i;
il y aura donc une équation au moins du groupe (G) qui ne sera pas une conséquence des équations du groupe G). Soit (E) une équation de cette espèce ; celte équation admet une infinité d'intégrales communes avec l'éfpiation du second ordre proposée, sans les admettre toutes, et ces intégrales communes dépendent d'une fonction arbitraire/"(a-. Comme la fonction tp (6), que nous avons supposée déterminée, peut être prise quelconque, nous sommes conduits en définitive au tliéorème suivant :
Taules lesfoisquuneéquationda!iecondordreV{ï\y^z, p^q. r, s, /) =: o admcl une iulécjrale (jénéràle de la forme (17), toute intégrale de celte équation vérifie v.no autre équation aux dérivées partielles qui a une infinité d'intégrales communes avec la proposée, dépendant d'une fonction arhUro.ire , sans les admettre toutes.
On conclut de là n" 173! qu'il existe deux combinaisons intégrables pour l'un des systèmes de caractérisques de l'équation F =o, et on peut reconnaître quel est celui de ces deux systèmes, de la façon suivante : ayant attribué h la fonction s jî; une forme déterminée, et laissant arbitraire la fonction f (a), toutes les surfaces représentées par les formules (17) vérifient, d'après ce qui précède, l'équation F = o et une autre équation <i> = o, dont l'ordre peut être aussi élevé qu'on le veut, formant avec F = o un système en involution. Les courbes a = C'*sont les caractéristiques de ce système ; en effet, si on attribue à la fonction f (a) une forme particulière et qu'on pose ensuite x = :/„, en faisant varier j3, on obtient sur la surface intégrale une certaine courbe. Si l'on remplace maintenant /' x par une autre fonction de x prenant la même valeur que la première, ainsi ({ue ses dérivées jusqu'à un certain ordre, pour X = a^, on obtiendra une nouvelle surface intégrale qui aura avec la première un contact d'un ordre aussi élevé qu'on le voudra tout le long de la courbe a = a,,. La démonstration est la même que celle qui a été donnée antérieurement (t. I, n° 98"i. Il faut remarquer seulement que le long de la courbe a = a^,, P',, Fji •••' î^a sont des fonctions de la seule variable Ê définies par les équations diiïérentielles
^= ri, (x,, %f{x,\, f :a„^ ..., /->')(*„), o.f^), ..., o^'')(?),F,. .... F,);
elles ne dépendent donc que de a„ et des valeurs initiales de ces fonctions pour une valeur particulière [3„ de p, et, par suite, restent les mêmes pour toutes les fonctions /'ai, qui prennent les mêmes valeurs, ainsitjue leurs m premières dérivées, pour a = a„. '
En se reportant aux résultats établis dans le Chapitre VI, on conclut de là qu'il existe deux combinaisons intégrables pour les caractéristiques de la famille ^ =z C?^ Si, au lieu d'attribuer à la fonction o i \\\\o forme déterminée, on laissait cette fonction arbitraire en prenant pour/' (a) une fonction déterminée, on démontrerait de la même façon qu'il existe deux combinaisons intégrables pour les caractéristiques de la seconde famille x = O''. Nous 'pouvons donc énoncer"1a proposition suivante :
Toutes les fois qu'une équation du second ordre admet une intégrale
généralede la forme {11), il existe detuv combinaisons intégrab les distinctes poitr ks équations différentielles de chaque système de caractéristiques. La proposition réciproque a déjà été établie fnolSo). On peut déduire de là de nombreuses conséquences. Ainsi nous avons vu que la méthode de M. Darboux, appliquée aux équations linéaires :
conduit aux mêmes résultais que la méthode de Laplace. Une équation linéaire de cette forme ne peut donc appartenir à la première classe que si la suite de Laplace, relative à celte équation, est limitée dans les deux sens. D'une manière générale, une équation linéaire de forme quelconque ne peut appartenir à la première classe que si l'application du procédé de Legenire conduit à une suite d'équations linéaires qui se termine dans les deux sens.
On a vu aussi (n» 170) que l'équation 5 =:.sm z n'était pas intégrable par la méthode de M. Darboux; cette équation, dont dépend la détermination des surfaces à courbure constante, ne peut donc appartenir à la première classe. Il en est de même, ainsi que l'a montré M. Sophus Lie, pour l'équation aux dérivées partielles en coordonnées cartésiennes des surfaces à courbure constante. Les deux faits peuvent du reste être rattachés lua à l'autre au moyen d'une remarque générale. Supposons que deux équations du second ordre (E), (E') soient liées l'une à l'autre de telle façon que toute intégrale de l'équation (E') puisse se déduire d'une intégrale de l'équation (E) par l'intégration d'un système d'équations différentielles ordinaires. On peut concevoir analytiquement cette dépendance comme il suit : .'", y, z désignant les coordonnées d'un point d'une surface intégrale de l'équation ( E) exprimées au moyen de deux variables auxiliaii'es a, p, soient H,, Hj, .... H,, i fonctions de a, p définies par un système d'équations aux différentielles totales complètement intégrable :
(18; rfHy = RXj:-,?/,îr,p,7,...,H,,H2....,H,;c/a'-hS/a^,2/,3',23,7,....n, H,)(/y,
les coordonnées d'un point d'une surface intégrale de l'équation (E') s'expriment par des fonctions déterminées de.r, y, z, p, q, ..., et de H,, Hj, ..., K,.
Lorsqu'il en est ainsi, si l'équation (E) admet une intégrale générale de la forme (17), il en sera'de même pour l'équation (E), car, en rem-
plaçant œ, y, z, p, q, ..., par leurs expressions tirées des formules (17), on aura des formules de même forme pour représenter l'intégrale générale de Téqualion (E') avec des fonctions intermédiaires nouvelles H,, ..., H,, qu'il faudra ajouter aux anciennes F^, ..., F^.
Il y a précisément une liaison de cette nature entre les deux équations
(E) rt _ .2 _^ «2 (1 + p. ^ ^.)2 ^ o, (E') £^ = sin o.
Supposons, par exemple, qu'on ait obtenu une intégrale de l'équation (E), c'est-à-dire que l'on connaisse les coordonnées {x, y, z) d'un point d'une surface à courbure constante en fonction de vieux variables auxiliaires quelconques a et p; d'après M. Lie, on obtiendra, par de simples quadratures, les lignes de courbure de cette surface, et on en déduira ensuite une solution de l'équation (E'j. De même, connaissant une solution de l'écjuation (E'), on obtiendra une solution de l'équation (E) par l'intégration d'un système d'équations différentielles {*).
182. Plus généralement, supposons qifune équation du second ordre admette une intégrale représentée par des formules delà forme (17), mais ne dépendant que d'une fonction arbitraire /"(a),
( zr=\, (a, p, /-(a), r (»), -, r*' («), F^, Fj, ..., F,),
OÙ les fonctions F,, Fa,.., F/t sont définies par un système complètement intégrable de la form9(i6), où les seconds membres ne renferment qu'une fonction arbitraire f [x). Les raisonnements employés plus haut prouvent que cette intégrale vérifie, quelle que soit la fonction /"(»), une équation aux dérivées partielles qui nadmst pas toutes les intégrales del'équatioa du Sicoal o:lc3 proposéa. Il existe donc au moins une autre équation aux dérivées partielles formant avec celle-là un système en involulion. Réciproi|iiement, si l'équation du second ordre forme avec une autre équation d'ordre quelconque un système en involution, linté- .grale générale de ce système est représentée par deux relations de la forme
(') Darboux, Théorie générale des Surfaces. Livre Vil.
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les H fonctions /, (a), ..-:, /i„ (a) étant assujetties à vérifiera? — 1 équations dilTérenlielles. Il est clair que ces formules peuvent être ramenées à la forme (19), en prenant pour la variablepune des coordonnées ^"li/, -. On voit donc que, si une intégrale quelconque d'une équation du iecond ordre appartient à un groupe d'intégrales dépendant d'une fonction a^bitraire et représentées par des formules de la forme (19), l'un des systèmes de caractéristiques de cette équation présente deux combinaisons intégrables, et réciproquement. Si deux équations du second ordre iE},(E') sont liées de telle façon (juc toute intégrale de réquation(E') se déduise d'une intégrale de l'équation (E) par l'intégration d'un système d'écjualions différentielles ordinaires, comme on l'a expliqué tout à l'heure, et, s'il existe deux combinaisons intégrables pour l'un des systèmes de caractéristiques de l'équation (E), il en sera de même pour l'équation (El, Lorsque la liaison entre ces deux équations est réciprocjue, on voit donc (|ue, si l'une des deux équations est intégrable ;par la méthode de M. Darboux, il en est de même de l'autre.
183. L'étude de la méthode de M. Darboux suggère un grand nombre de sujets de recherches. Ainsi, il serait intéressant de connaître toales les ■ équations du second ordre auxquelles s'applique avec succès la méthode de M. Darboux, soit pour les" deux systèmes de caractéristiques, soit pour un seul système, ou du moins d'avoir des types de plus en plus étendus d'écjuations auxquelles s'applique cette méthode. Lorsque les deux systèmes de caractéristiques sont confondus, le problème a été complètement résolu (n" 16G); mais, dans le cas général, les solutions que l'on possède paraissent extrêmement particulières. Il y aurait aussi intérêt, en prenant un problème plus particulier, à former toutes les équations pour les(juelles il existe une iulégrale générale e.i'{,licite^ c'est-à-dire telles que x\ //, z puissent s'exprimer par des fonctions déterminées de deux variables auxiliaires x, 3, d'une fonction arbitraire de a et d'une 'fonction arbitraire de |ï, et de leurs dérivées en nombre fini (t. I, n° 98).
Pour bien préciser l'état de la question, nous rappellerons les résultats connus, relatifs au seul type un peu général d'équations de cette espèce qui ait été étudié jusqu'ici. Soient
i .'' = V, "a, [i; -^ ,a,), =,' ,x), ..., o") i a) ; v}/ [p), •}' (p), ..., '^f'^ (fJj],
20; >/ = \, [a, ?; o (x), ^' (a), ..., <pf') (a); •} (?), -V (fi), ..., }("> i^)],
{ z = \, x, fi; o (-x!, ç>' (a), ..., c)'') (al; •>/ (fi), •/ ifi), ..., •}"') (p)],
les formules qui représentent l'intégrale générale d'une équation du second ordre F — o; on en déduira de proche en proche les expressions des
dérivées successives j), 7, ?•, s, /,..., au moyen de a, fJ, des fonctions o (x), •]/ (p) et de leurs dérivées successives. Cela posé, puisque l'intégrale générale de lénuation considérée appartient à la première classe, chacun des systèmes de caractéristiques doit admettre une infinité d'invariants distincts. Soient, par exemple, n et r les deux invariants les plus simples du i?yslème de caractéristiques x = C'*, ceux au moyen desquels s'expriment tous les autres (n° 163). Si on remplace, dans l'un de ces invariants, x, y, :,p, 7, ..., par leurs valeurs, le résultat doitétre indépendant de H ; on a donc, après cette substitution,
u [JC, y, ;, p, <7, ...) = F >, cp (a), o' (a), ...], V (.r, y, -:, p, q, ...) = <I> >, ç> fa), ç' (a), .../,
Uf et r, étant les invariants qui jouent le même rôle pour le second système de caractéristiques ^ = C'*, on aura de même
«^ !.'•, ^, -,p, ç, ...)=F, ■^, ^(fJ), f (p),...],
L'hypothèse la plus simple que l'on puisse faire est évidemment la suivante; chacun des systènnes admet un invariant du premier ordre et, en appelant ii et i(^ ces deux invariants, on a
u ix, y, s,p, g) z= F («),
comme on peut d'ailleurs remplacer u par une fonction quelconque de M, et l(^ par une fonction quelconque de ?/,, il est permis de remplacer ces égalités par les suivantes :
L'hypofhèse que nous faisons revient donc à celle-ci : des formules (20) et de celles qui donnent les dérivées du premier ordre pet q^onpent tirer les valeurs de a et de ,3 en fouclion de .c, y, :r, p, 7.
Pour quil en soit ainsi, il faut que chacun des systèmes de caracléristicjues de l'équation du second ordre admette un invariant du premier ordre. On démontre aisément que cela ne peut avoir lieu que si l'équation considérée est une équation de Monge-Ampère, et ces deux invariants u et M( doivent être en involution, [m, uJ = o. Si on fait une transformation de contact, de façon à ce que les nouvelles variables indé-
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pendantes soient précisément u ot »<(, l'étiuation prendra la forme
et on aura pour l'intégrale générale de celte équation une fonction renfermant explicitemt>nt deux fonctions arbitraires de u et de /', respectivement, avec leurs dérivées jusqu'à un ordre fini. On est donc ramoné au problème suivant, qui a fait l'objet des recherches de M. Moutard ('):
Trouver toutes les équations du second ordre admettant u»e intégrale générale de la forme
(2i) = rr-r.r^,j,\,\' X'"; Y, y, ..., Y-'
X désignant une fonction arbitraire de ./■, et X', ..., X^'^Kses dérivées, Y désignant une fonction arbitraire de y, et Y', ..., Y'"' ses dérioées.
Les théorèmes énoncés par M. Moutard ont été démontrés par M. E.Cosserat dans une note élégante (''), à laquelle nous renverrons le lecteur en résumant seulement les résultats. On voit directement qu'une équation qui admet une intégrale générale de cette espèce est nécessairement de la forme
ce qui résulte aussi des raisonnements précédents. Mais le calcul direct montre de plus que la fonction f doit être linéaire par rapport à p et |)ar rapport à q séparément, c'est-à-dire que l'équation précédente doit être de la forme
(22 s -f- ^pq -\- ap -\- bq -\- c ^=. o,
p, a, ^, c désignant dos fonctions d& .c, y, z. Si l'on prend comme nouvelle inconnue, au lieu de z, une fonction 6 de .r, y, -, assujettie uniquement à vérifier la relation
^ = eh'-.
Ci,
l'équation définissant 6 sera encore de la forme (22), mais ne contiendra
f ; liecfiercfies sur les équations aux dérivées partielles du second ordre à dfux variables indépendantes [Comptes Rendus, t. LXX, p. 834).
{'-] Note ajoutée au tome IV de la Théorie générale des Surfaces <le M. Darboux, p. 405-422.
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pas de terme en pq^ et admettra une solution de môme forme que l'équation (22). II suffit donc de traiter le problème pour une équation de la forme
(23) s -\- ap -\- hq -^ c ^ o^
où a, 6, c sont des fonctions de a\ y, ;:.
Cela posé, pour que l'équation (23) admette une solution de la forme (21), il faut, abstraction faite de deux cas particuliers dont il sera question tout à l'heure, quô l'équation soit linéaire, ou bien qu'elle soit de la forme
m, n, rUf, »,, oj étant des fonctions de x et de ?/, et c une fonction de ^•, î/, z. Si l'équation (23) est linéaire, pour qu'elle admette une intégrale générale de la forme (21), il faut et il suffit que la suite deLaplace relative à cette équation soit terminée dans les deux sens, et nous retom- ' bons sur une question déjà traitée. Si l'équation est de la forme (24), en prenant pour nouvelle inconnue ;ro>, il faudra qu'elle appartienne au type suivant :
;— . T- (Ae- + —
[25) ^;-_^(Ae=) + f (Be-^) + C=.o,
l'y ox - hj
A, B, C étant des fonctions de x et? de y. Nous verrons au chapitre suivant comment une transformation simple permet de ramener l'intégration de cette équation à celle d'une équation linéaire. Pour que l'équation (23) admette une intégrale générale de la forme (21), il faut et il suffit qu'il en soit de même de l'équation linéaire correspondante, et on est ramené au même problème.
Si l'équation (23) n'est ni linéaire, ni du type (24), elle doit être de l'une des trois formes suivantes, dont la seconde se déduit de la première en échangeant le rôle des variables .r, y,
m, n, m^,n^ désignant des fonctions de x, y elc une fonction de .r, j/, - Pour que l'équation (26) admette une intégrale de la forme (21), il faut
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qu'en prenant pour 'nouvelle inconnue une expression linéaire par rapport à ;:. ef remplaçant y par une fonction choisie convenablement de y, on retombe sur l'équation intégrée déjà (n" 47) :
On a une conclusion analogue pour l'équation [tl). Knfin, pour que Téquation (28 admette une» intégrale de la forme (21), il faut qu'on puisse la ramener à l'équation de Liouville on prenant pour nouvelle inconnue une fonction linéaire de ;. En définitive, la solution du problème de M. Moutard est ramenée à la formation de toutes les é(|uations linéaires pour lesquelles la s'.iite de Laplace est terminée dans les deux sens.
Considérons l'ensemble des équations qui admettent une intégrale générale de la forme (21) et de toutes celles que l'on en déduit par toutes les transformations de contact possibles. Nous avons ainsi une famille d'équations du second ordre admettant une intégrale générale explicite, qui sont caractérisées par la propriété énoncée plus haut : les variables auxiliaires a et ^ sont des fonctions délenninéesde .r^y,z^p, q. La plupart des équations dont nous avons obtenu l'intégrale générale sous forme explicite appartiennent à cette famille, mais ce ne sont point les seules. Par exemple, l'équation [x -f- y) s = 2y/p^ intégrée au n"!?! ne peut être ramenée à la forme (23) par une transformation de contact, comme on le démontre facilement, en remarquant que cette transformation serait forcément de la forme
.-/•' = X ix), y'=Y{y), z'=Z {x, y, r),
ou de la forme
Cependant cette équation admet, comme on l'a vu, une intégrale générale explicite; mais on a, dans ce cas,
de sorte que a et fl, tout en ne dépendant que de./; et de y respectivement, sont des fonctions dont l'expression varie avec l'intégrale considérée. Cette remarque conduit à poser un problème plus général que celui de M. Moutard et dont voici l'énoncé : Trouver toutes les éc/xalions du
second ordre rpii admettent une i)Uégrale générale de la forme
X ne dépendant que de a, o (a), ..., 9'"" (a), e/ y ne dépendant que de p, '} (p), •]/' (p), ..., -y"' (p). Il est clair que l'équation doit être de la forme
« + f{^^ 2/1 -S"- Pi Ç-) = 0-
Il peut aussi arriver qu'une équation du second oi'dre admette une intégrale générale explicite, sans que les deux systèmes de caractéristiques admettent une combinaison intégrable du premier ordre. Prenons, par exemple, l'équation
(30) s -h tz^ + 2î^r = o ;
il existe, pour l'un des systèmes de caractéristiques du premier ordre, deux combinaisons intégrables distinctes:
dx =: o, d{p -\- qz^) = o,
tandis qu'il n'en existe aucune pour le second système. L'équation (30) admet l'intégrale intermédiaire
p -\- qz^-- «!> (j-),
dont l'intégration se ramène à celle du système
/Qi\ dx dy dz
si on pose «I) (j;) = X", l'intégrale générale du système (31) est donnée par les formules
On fera disparaître tout signe de quadrature en posant X'=r a, ./; = ^"(a), ce qui donne
X =/X' dx = ao" (a) — çp' (a), fX'^-d.r =r ^y (ï) — 2ia>' (a) -f 2p (a). Pour obtenir l'intégrale générale de l'équation du second ordre, il
faut établir uno relation arbitraire entre C, et Cj ou, ce qui revient au même, poser C, = fj, Cj = } {^^ ; finalement, on trouve que l'intégrale générale est donnée par les formules
y = ^y (,) _ 2aç' («) + 2ç (a) + 2 (ao»' (a)) - ,p' (a)) p + <p>)p»+<f (p).
Il est facile de trouver, d'après ces formules, les invariants du second système de caractéristiques. On a, en effet,
et, en différentiant plusieurs fois de suite par rapport à p, on a successivement
de sorte qu'inversement r^? rr^i rr^j ..., s'expriment au moyen de
7< ^ Pu3' ••• Mais, à partir de la dérivée troisième tt^? ces dérivées
ne dépendent que de p. On a. donc un invariant du troisième ordre et un du quatrième ordre pour le second système de caractéristiques.
184. Lorsque la méthode de M. Darboux réussit pour les deux familles de caractéristiques d'une éuqation du second ordre, l'intégration est ramenée à celle d'un système d'équations aux différentielles totales de la forme
\ chi=Oi {x, y, X, X', ..., X<^); Y, Y', ..., Y^; z,, z„ ..., z„) dx ^ ■'( +|,(a:,y, X, X', ...,X<'');Y, Y',....Y"');.-,,z„....z^)rfy, {i= 1, 2, ..., m),
qui ne diffère que parles notations du système (16]; X désigne une fonction arbitraire de x, Y une fonction arbitraire de 1/, et le système est complètement intégrable pour toutes les formes possibles de ces fonctions arbitraires. Le système le plus simple de cette espèce, où n'entre qu'une seule fonction inconnue z, et où ne figure aucune ' dérivée des deux fonctions X et Y,
d2 = <f {x, y, z, X, Y) c/^ -f 1 ( X, y, z, X, Y) dy.
a déjà été étudié au n" 42, sous une forme un peu différente. On a vu qu'en prenant pour nouvelle inconnue une fonction convenablement choisie de a:, y, -, on pouvait ramener cette équation à la forme canonique
rfZ = Xô {a:) dx'-{- Y6^ {y) dy.
Nous ne connaissons aucun travail sur les systèmes les plus généraux de la forme (33). Lorsque les fonctions inconnues c,, 2^, ..., z„, ne figurent pas dans les seconds membres, la proposition suivante permet de ramener les équations à une forme simple (').
Si l'expression
S o (a-, 2/, X, X' X'p\ Y, Y'..., Y'^)) dx
^""^^ \ + ^ (a-, y, X, X', ..., X^PK Y, Y', ..., Y'/'^) dy,
oit X est une fonction arbitraire de ce, Y une fonction arbitraire de y, et où.'^et'if renferment X et Y et leurs dérivées jusqu'à un ordre déterminé^ est une différentielle exacte pour toutes les formes possibles des fonctions X et Y, on a
Jcp dx + •]. dy =fF {x, X,X', ..., \<P^)dxi-fF, U,Y,Y', ...,Y'/') dy + F,(a-,2/,X, ...,X"'-", Y,Y', ...,Y"'-')),
F ne renfermant que X, X, X', ..., X^^; F, ne renfermant que ?/, Y, Y', ..., Y'^', et Fj étant une fonction déterminée des variables qui y figurent {•).
Supposons, po^r fixer les idées, que les dérivées de Tordre le plus élevé des fonctions X, Y, qui figurent dans ç et <]/, sont celles d'ordre p, de telle sorte que l'une des dérivées X'^\ Y"'' entre dans Tune au moins des fonctions o et '|, mais qu'il n'y entre aucune dérivée d'ordre supérieur à p. Par hypothèse, on doit avoir, pour toutes les formes possibles des fonctions X et Y,
dy dx
(') Bulletin de la Société malhémulique, t. XXV, p. 39: 1897. {■-') La proposition s'étend sans difficulté aux expressions
çirfr, 4- ifida-o 4- ... + 55;if/.r,i
OÙ fi, »2, ..., ç»i, renferment n fonctions arbitraires Xj.Xo ..., \n de.r,.i:.2, ....r,i respectivement, et leurs dérivées en nombre fini, qui sont des différentielles totales exactes pour toutes les formes possibles des fonctions arbitraires.
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en posant
cfx ~ c\v ^ .^x ^ ••• ^ cW'/--') ^ c^X"»;
on voit que -~ ne contient pas Y'''+'' et que -^ ne contient pas X'''^'>. Il faudra donc que Ton ait
-' f'' ttt;;; ~ o.
c'est-à-dire que 5. ne contiendra les dérivées de la fonction Y que jus- «ju'à celle d'ordre ji — 1 au plus, et de même •]/ ne contiendra les
dérivées de X que jusqu'à celle d'ordre p — \ au plus. Alors -f-^ et par suite -^-i doit être une fonction linéaire de X""'. On doit donc avoir
ou, ce qui revient au même,
JL [ ^^'9 "1 _ dy [WSji^'] ~ ®'
ce <jui montre que ,>^y(^w est indépendant de y. Y, Y', ..., Y'^'",
On en déduit que o est de la forme
ç> = *(.r,X,X',...,X"'))-f4., (a-,v,X,X', ...,X"'-'), Y,Y', ...,Y'''-'OXw + 1>2(^,y,X,X',...,X"'-^),Y V"-'>),
et l'un démontrera de la même façon que -l doit être de la forme
,f=V ,y, Y, Y', ..., YWj; -f >i\ (./;, y. X, X' \'p-'\ Y, Y' Y'/--*') Y</"
Le coefficient de X'/" Y /" est r^^, dans ^, et r|^, dans ^; on
doit donc avoir
ce qui montre que 4», et V^ sont les dérivées partielles par rapport à
\(p-*) et Y'^~*' respeclivoniont d'une fonction
U (a-,^,X,X', ..., X"'-*\ Y, Y', ..., Y'/»-") =J*h^clX<p-'' -{- ^\ dY^P-'K La différenlielle totale de cette fonction U a pour expression
Xf"'c/.r + U', Y'^-'f///, et l'on peut écrire
/^ (fx + 1 cfy z=U dx -\-Jw di/.-\- U -\-Co^ dx -\- •\^ dij, en posant
^' ~ ^ V^ ^^Y ^ ■•■' ^ cn''/'-=«J /
Remarquons maintenant que ç, , r/ r -f- f ( <^',y doit être une différentielle exacte pour toutes les formes possibles des fonctions arbitraires X et Y', et que s, et •lf^ ne renferment les dérivées de ces fonctions que jusqu'à l'ordre p — 1 au plus. En répétant les mêmes opérations sur
/(p,r6;-f-']'«'^''.'/. et poursuivant l'application du procédé autant de fois
qu'il est possible, on finira par arriver à une intégrale de la forme
J?P i-*-'. y y X ) c^x -f J/p ix, y, Y) dy,
où l'expression ^pdx -\-'\pdy doit être une différentielle exacte pour toutes les formes possibles de X et de Y. Ou doit donc avoir
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or, z.p ne contient pas Y, il doit donc en être de même de ^j c'està-dire que '\>p est de la forme P (y, Y) + Q (.r, y). On voit de même que z>p doit être de la forme M (w, X) -f- N (a-, y),
et la condition d'intégrabililé devient ^ -= ■-^•
L'intégrale en question peut donc s'écrire
f:,,.<Lr + -Ipfh/ =/M ^r, X I ./.r +yP (y, \) f/y +y*Nf/a- + Qf/y.
En réunissant tous les résultats obtenus, on obtient bien pour l'intégrale / z>(Li: -{- 'hily une expression de la forme aimoncée.
On voit de même que, si les fonctions ç et} renferment une seule fonction arbitraire, X par exemple, on peut écrire
J^dxJr'\dy=f¥ [X, X, ...X'-P') dx + F,{œ, y, X, ... X'/'-<)) .
Remarque. — Si l'on suppose que les fonctions cp et •]> soient linéaires par rapport aux fonctions X, Y, et à leurs dérivées, on retrouve le théorème démontré par M. Darboux (\, et qui est d'un grand usage dans l'étude des équations linéaires. En effet, les fonctions cp et <]< sont alors de la forme
a>=:A„X + A,X'+ ... +A^X'/') + BoY-fB,Y'+... + B;,_,Y"'-<), .i = CoX + C,X'-f-...+C^_,X>-<)-}-D,Y + D,Y-f-... + D^Y^,
A,, B/, C/, D, étant des fonctions déterminées de x et de y; si l'on pose
U =-^ApX>-')+DpY'^-*), on peut t'-crirt'
Jlf/u- + Ir/y = U -fi, cb- + ■}, f/y,
o, et ■}, étant des expressions de même forme que a et -i, qui ne renferment plus que les dérivées de X et de Y, jusqu'à l'ordre p — 1 au plus. En continuant ainsi, on arrivera à une expression
aX'/.r -\- fA'di/.
qui devra tir»- uuo diflérenliellf exacte pour toutes les formes possibles des fonctions X et Y, ce qui exige (jue a ne dépende que de la variable
(') Leçons sur la T/iéorie générale des Surfaces, t. II. p. loi.
./•, et ([ue b ne dépende que de la variable .y. Si ces fonctions ne sont pas nulles, on fera disparaître tous les signes de quadrature, en rem-
plaçant X par '—^ et Y par -rp, X, et Y, désignant deux nouvelles fonctions arbitraires de x et de ?/ respectivement.
La proposition est encore vraie si les fonctions s et \j; ne renferment qu'une seule fonction arbitraire, car cela revient à supposer que tous les coefficients A, et C,, ou tous les coeflicients B, et D,, sont nuls simultanément.
185. On a vu, d'après l'exposition précédente, que la méthode d'intégration de Monge, celle de Laplace et les méthodes plus ou moins particulières proposées pour des équations spéciales, sont comprises comme cas particuliers dans la méthode d'intégration de M. Darboux, qui nous apparaît ainsi comme le moyen le plus puissant pour intégrer une équation aux dérivées partielles du second ordre, ou, d'une façon plus précise, pour ramener le problème à l'intégration d'un ou plusieurs systèmes d'équations différentielles ordinaires. Dans la note citée plus haut ('), M. Maurice Lévy énonce sans démonstration une condition nécessaire et suffisante pour qu'on puisse obtenir l'intégrale générale d'une équation aux dérivées partielles du second ordre, moyennant l'intégration de A systèmes successifs d'équations différentielles ordinaires, comprenant chacun un nombre quelconque d'équations avec un pareil nombre d'inconnues; et il est facile de voir que le critère de M. Maurice Lévy est identique à celui que l'on déduit de l'application de la méthode de M. Darboux. Cette proposition est restée longtemps sans démonstration, et ce n'est que dans ces derniers temps que M. E. von \Veber(-) a donné du théorème de ^L Maurice Lévy une démonstration que nous allons reproduire, en la modifiant sur quelques points.
D'après une remarque déjà faite (n" 173), pour qu'une équation du second ©rdre F = o soit intégrable par la méthode de ^L Darboux, il faut et il suffit que toute intégrale de cette équation appartienne à une autre équation *V = o, dont l'ordre peut être quelconque, qui a une infinité d'intégrales communes avec la proposée, dépendant d'une infinité de constantes arbitraires, sans les admettre toutes. On peut remplacer ce critère par le suivant^ dont l'énoncé a un caractère plus géométrique. Prenons d'aliord une équntion ayant ses deux systèmes de
(') Comples Rniflus, t. ""i, p. lO'Jl.
(-) E. vox Wkiifu, Ueber partielle Ditlerenti.ilgleichiingen. Il Onlnung, diesicli dnrch gewohnliclie Dillerentialgleiciiungen Integrieren lassea [Sitzungsberichlr der malheinath<h-phiisik(iHsche Classe der k. bai/er. Akad.d. Wissensrhaften. Bd. XXVI, 1890, p. 425-437;.'
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caracloristinucs dislinoU, ot adiiu'ttanldeux invariants u et i% pourTun des systèmes de cai'aclérisli([ucs d'ordre »j (Cj'). Soit (C/) une caractéristique d'ordre n de l'autre système ; le long de (C"), u et y sont des fonctions d'une seule variable indépendante, et la relation « = jp (v) détermine la forme de la fonction s. Toutes les surfaces intégrales de rc(ïuation du second ordre, qui admettent tous les éléments de la caractéristique vG'j ', sont donc des intégrales du système en involution
dont les caractéristiques ne dépendent que d'un nombre /ïni de paramètres. Or, ces caractéristiques sont précisément les caractéristique de F =: o du môme système que (Cy), qui appartiennent aux intégrales passant par (C'/). On voit donc que, si une équation du second ordre F = o est intégrable par la méthode de M. Darhoux, il e.ciste au moins un des syslùmes de caractéristiques d'ordre n, tel que, si l'on considère une quelconque des caractéristiques de ce stjstcme (C"), toutes les autres caractéristiques du même système, qui appartiennent à une même surface intégrale que (C'Jl, ne dépendent que d'un nombre fini de paramètres.
Comme les caractéristiques d'ordre n qui renferment une caractéristique du second ordre no dépendent elles-mêmes que d'un nombre fini de paramètres, et qu'une caractéristique d'ordre n contient une seule caracléristi(jue du second ordre, il s'ensuit que li^ propriété précédente s'applique aussi à l'une des familles de caractéristiques du second ordre d'une équation intégrable par la méthode de M. Darboux. 11 en est encore de même pour une équation dont les deux systèmes de caractéristiques seraient confondus; en effet, si cette équation est intégrable par la méthode de M. Darboux, il résulte des résultats obtenus (n° 166) que les caractéristiques qui engendrent les surfaces intégrales ne dépendent que d'un nombre (ini de paramétres.
La condition ([ui précède est suffisante pour cpiune équation du second ordre soit intégrable par la méthode de M. Darboux. Soit (C'f) une caractéristique du second ordre de la famille qui jouit de cette propriété; considérons toutes les surfaces inlégralcs (S) qui admettent tous les éléments du second ordre de (Cf). Ces surfaces dépendent d'une infinité de constantes arbitraires, et, par hypothèse, toutes les caractéristiques du second ordre de la même famille que (C?), qui sont situées sur ces surfaces, ne dépendent que d'un nombre fini de paramètres. On peut donc les regarder comme engendrées par des courbes (F), qui ne dépendent «[ue do k paramètres, associées suivant une loi convenable,
or, si Ton considère toutes les surfaces engendrées par les courbes (F), associées d'une faron absolument arbitraire, ces surfaces vérifient une équation aux dérivées partielles d'ordre k — 1,
quia ainsi une infinité d'intégrales connnunes avec ré([uation proposée, dépendant d'une fonction arbitraire. D'ailleurs, l'équation (36) ne peut admettre loxUes les intégrales de l'équation du second ordre ; s'il en était ainsi, les caractéristiques de l'un des systèmes, se composant des courbes (r), ne dépendraient que d'un nombre tini de paramètres, ce qui est impossible si les deux systèmes de caractéristiques sont distincts. Lorsque les deux systèmes de caractéristiques sont confondus, il pourrait se faire que l'équation (36) admette toutes les intégrales de l'équation du second ordre,^ mais la conclusion serait encore la même. En effet, l'équation d'une surface intégrale s'obtiendrait en éliminant le paramètre a entre les deux relations
'h (<*), '\ï['^-i •••> «l'A- («) l'taïït des forrclions convenablement choisies de a; en écrivant que la surface ainsi obtenue est une intégrale de l'équation du second ordre proposée, on trouvera évidemment un certain nombre de relations entre les fonctions •\^ \'^}i--- '\k (x,),et leurs dérivées, de sorte que l'intégrale générale de l'équation du second ordre serait de la première classe. On peut donc remplacer le critère du n" 173 parle suivant : Pour qu'une équation du second ordre soit intégrable par la méthode de M. Darboux, il faut et il suffit que, (Cjfi élayit une caractéristique quelconque (le l'un des systèmes (convenablement choisi i, toutes les autres caractéristiques du même système, qui peuvent être situées sur une inème surface intégrale que [Q'^), ne dépendent que d' un no7nbrev\T:ii de paramètres. Lorsque la propriété appartient aux deux familles de caractéristiques, la méthode de M. Darboux réussit des deux côtés.
186. — Revenons maintenant à la proposition de M. Maurice Lcvy. Etant donnée une équation du second ordre F =^ o, intégrer cette équation revient à trouver toutes les multiplicités composées de oc- éléments du second ordre vérifiant F =: o et les relations
(38) dz = pdc -f qdy, dp = rd.v -j- sdy, dq = sdx -\- tdy.
Si toutes ces multiplicités peuvent être obtenues par l'intégration de plusieurs systèmes successifs d'équations différentielles ordinaires, mal-
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gré l'ononcé un peu vague du problème, on ne peut guère concevoir la marche des opérations à effectuer que de la manière suivante. Après l'intégration d'un ou plusieurs systèmes d'équations différentielles ordinaires, on sera conduit à un système définissant des multiplicités simplement inlinios d'éléments du second ordre vérifiant les relations (38) et l'équation F = o; soient
/ dy dt d-v
ces équations différentielles. Les fonction3 &, dépendent de constantes arbitraires ou de fonctions arbitraires introduites par l'intégration des systèmes rencontrés antérieurement, elles multiplicités à une dimension obtenues par l'intégration du système (39), en les associant convenablement, donnent une surface intégrale. De plus, toutes les intégrales, sauf les intégrales singulières, peuvent être obtenues de cette façon.
Si l'on a fixé la valeur des constantes arbitraires ou la forme des fonctions arbitraires qui figurent dans les fonctions ç>,, l'intégration du système '39: nous donnera, par hypothèse, des intégrales de l'équation F = o. M. E. von Weber admet, et c'est là le point le plus délicat de sa démonstration, que les intégrales (Si que l'on peut déduire d'un même système '39 forment un ensemble dépendant d'un nombre infini de paramètres ('). Si l'on admet ce point, la démonstration est immédiate En effet, les intégrales (S) appartiennent à une famille de surfaces engendrées par des courbes qui dépendent d'un nombre fini de paramètres, et vérifient, par conséquent, une équation aux dérivées partielles qui n'est pas une conséquence de l'équation F — o. Comme ces intégrales dépendent d'une infinité de constantes, il s'ensuit q'ie le critère pour que lîi méthode de M. Darboux soit applicable est toujours satisfait. On voit do plus que les multiplicités à une dimension définies par les équations 39 sont précisément les caractéristiques du second ordre de l'un des systèmes.
(') Voici lextiiellcment le passage du mémoire de M. E. von Wcber : V Je ot' liitegralstreifea dièses Systems iiijssen sich zu einer Inte^îr.ilminnigralligkeit von l, zusamriienordnen und die (ileictiungen (3; m issen allgemein geniig seia. iim aile nicht singul:iren, Intégrale von li in dieser Wcise zu liefern. Damit aber dnrch Rinr.itirung des Svstems'(;i; in die Hechnung eine wirklifhe Vereinfschung des Intejrrationsgeschâfts erzielt werde. d. h. damit die Ermittelun» des Systems'S' nicht ein Problém von ebenso hoher OrJnunif sei als dij nerstelliin" des (von zwei arbilriren Fimktionen eines arguments abh;ingenden/ allgemeinen Intégrais von '1.. werden wir verlinijen. dass in die liniien Seiten von i'i) ausser einer éndlichen Zabi vnn Paranietern nurnoch die Coerficienlen hochtens einer ârbitrâren Fiinklion eine? Arijuments eingehen. Aus dt^r ondlichgliedrigjn Schdar von Integralstcifen des einzelnen Systems 'i'i, mus» si.-.li somit eine unf^nfllichgliedrige Schanr zweifacli ausgedchnter Integralmannigfaltigkpiten von (l) aiirbauen iassen, da sonst die (lesamtlieit der Système 3«rnicht hinreicbin warJe, uiu das allgemeine Intégral von (I in dieser Weise entstehen zu lasjen.
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thansfokmations-dp:s k()Uations du skcond ohdhk
Hoilieiclie dos ('•([u;ilii)ii,-> du seiniul ordre, IoIIps (|ue l'nnp des di'iivécs prciiiirres de la fondioii inconiiiio vériric une s«nilo ('qualion du setond ordre. — Applicalion à divers exemples. — (iiMiéialilis sur les systèmes de deux éciualions du |)i eiuier ordre à ilcux fondions inconnues. — ('as où rélimination de l'une des inr.ounues rouduil à une équation du second ordre. — Exemples de Lransformalious. — Cas îles éipialions linéaires. — Kqnalion adjointe. — Transformation de .M. Mtuilard. — Transforinalionsde M. Backlund. — Kxemple de M. E. Cosserat. — Comparaison avec la méllioile de M. Darhoux. — Ct'-néralités sur les lransformalious des ('-(pialions du second ordre.
187. On a vu, dans Télude des équations aux dérivées partielles dii j)remier ordre, le rôle important que jou^ la théorie des transformations de contact ; intégrer une équation du premier ordre, à une seule fonction inconnue et à un nombre quelconque de variables indépendantes, revient au fond à déterminer une transformation de contact permettant de ramener cette équation à une forme immédiatement intégrable, par exemple y>, =0. Cette théorie ne permet point une étude aussi complète dos équations du second ordre; nous avons déjà rappelé (1, chapitre II) que dans certains cas, étudiés par Ampère et, après lui, par Imschenetsky, une transformation de contact permet de ramener une équation du second ordre à une autre équation du second ordre d"nne forme plus simple, mais on ne peut jamais passer ainsi d'une é(iualion non intégrable par la métlinde de M. Darboux à une équation intégrable. D'une façon plus précise, lorsque deux équations du second oi-dro se déduisent l'une de l'autre par une transformation de contact, si l'une d'elles est intégrable par la méthode do .M. Darboux, la même méthode réussira pour la seconde après le même nombre d'opérations, (^ar une transformation de contact change évidemment les caractéristiques en caractéristiques et conserve l'ordre du contact.
Nous avons déjà eu l'occasion, dans le courant de ces Leçons, d'ap-
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pliquor d'autres Iransforinations. <|ui ne réussissent que grâce à la
forme particulière des équations auxquelles on les appliijuc. Telle est la
transfurnialion de i.aplacc; telle est aussi la Iransforiualion qui permet
d'iiilégror l'écjuation (]o Liouvillc t. I, n" iTi. Nou< allons passer en
revue, dans ce cliapiirc. quelques-unes des transformations les plus
employées, en essayant di' les ramener à quelques types généraux.
i*roj»osons-nous d'abord de trouver toutes les équations du second
ordre 1-' ./•, y, z, p, 7, r. s, t) = o aux(|uelles s'applique la transforma-
tion u = T-} c est-a-dire telles au on puisse en déduire une relation
entre r, ?/, ç, ,v, /. p^^^ p^.^, p^^^ et une seule, s'appliquant à toutes les intéfjrales de celte écpialion. Si l'éciuation proposée renferme la dérivée seconde /•, on peut l'écrire
en prenant la dérivée par rapport à y, il vient
Comme il ne peut y avoir deux relations distinctes entre c, y. -, p, 7, s-, /, p,2' P-2i' Pos^ puisque les valeurs initiales des variables ce, y, z, ]), 7, s, t,p^.■,, yj,,^ doivent rester arbitraires, il s'ensuit que la relation 1 1 ne doit renfermer ni z ni p et être identique à la relation chercbée, ne renfermant que les quantités x, y, q, s, /, i>,2'i'2p Po3- Autrement l'élimination dey<^, entre ces deux relations conduirait aune érpiation de Cfuidition entre j\ //, -, p, 7, s, t, p^^, i^oa» ^^ "l"^ ^^^ impossible. Pour (jue l'équation 1 ) ne renferme ni p, ni z, il faut d'abord que 1 on ait
c"esl-H-Jire (jue /"soil de l;i fcriue
/■ r '•' .'/, -■ !'• 'il -T- •7' ■'% .'/; 7. •">■' '■) ;
en remplaeanl /' par celle expression, on trouve ensuite (|ue l'on doit avoir
yji>z ~ c>c\ ~" ^jî^ ~ cYa>- " ^'
e't ç- est de la forme
<? = ?i (-^'i y^ -) + A X, yi p -\- ■:ji \x, y, g).
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Il faut enlin que V^ + '-^ 7 + t~ P ^oit indépendant de p et de j,
OZ
c'est-à-dire que l'on ait
c'y oi/oc oc^
de sorte que le coefficient de p doit être indépendant de //, et que ^, doit être de la forme B [x) i -\- C {x^ y). En définitive, léquation (Ri doit appartenir au type suivant
X et X, étant deux fonctions quelconques de x et F une fonction de •r, y, </, s, /,de forme arbitraire.
Le raisonnement ne s'applique plus aux équations qui ne renferment pas la dérivée seconde r. Étant donnée une équation de cette espèce, supposons d'abord qu'elle dépende de p, on peut alors l'écrire
et, en différentiant par rapport à x et par rapport à //, il vient
Ces deux équations, jointes à la relation
(6) 4> (./■, /y, ry, s, ^ p.y^. p^.,, p^,.^} = O
que nous supposons exister, forment un système de trois équations renfermant les dérivées partielles du troisième ordre. Ces trois équations doivent se réduire à deux, puisque deux des quatre dérivées du troisième ordre peuvent toujours être prises arbitrairement. Comme r ne figure que dans la première relation i 4), cela ne peut arriver que si les équations o) et iG^ ne diffèrent pas l'une de l'autre, ce qui exige que l'équation (o) ne renferme pas z. On en déduit, comme tout à l'heure, que l'équation (3) doit être de la forme
Xj étant une fonction de x seulement.
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Ijiliii, si une tMinalidii du second ordre no ronfcrmo ni )\ ni p, en éliminant - entre Celte éqnalion et sa dérivée par rapport à y, on obtient bien une relation entre •>•. //,</, ,v, /, p^^, y), 3, p^^.^. Si l'équation ne renferme aucune des rpiantités :;,;), /•, elle est de la forme/' x, //. 7, v, /) — o et la dérivée '/satisfait à une é({uation du premier ordre.
Kn résum('', /ou/e équation d ( sccouf/ orJre, t-iUe r/u en prenant j^oitr nouvelle inconnue la (lérivee r- on soit condmi. à une nouvelle équation ihi xecoud ordre, peut être ramenée à la forme
(S) Xr -f X,y) + X, - + V '■•\ .'/, V. ^ 0 ^- 0,
X, X,. X.> dési(/iianl trois fiiwiions quelr-^nques de .r ('i.
En d'autres termes, les variables z, /j, r ne doivent figurer dans celle équation (juc dans une combinaison linéaire où les rapports des coefficients ne dépendent que de la variable .r. Toutes les équations qui ne renferment qu'une des trois lettres ?•, p, r, satisfont évidemment à cette condition, quelle fjue soit la façon dont y entrent les autres lettres '*i .'/. 7. •'. f- On verrait de mc-mr; que toute équation du second ordre,
telle que la transformation r = _ - conduise à une nouvelle équation du ^ ex '
second ordre, peut être ramenée à la forme
^^ +^k'1 + ^1^ + 1^ '•''1 .'/, t>^ s, r) = o, V. Y,. Y._, désignaiit trois fonctions ([uelconques de //.
188. Klant donnée \me é(|uation quelconque de la forme (81, il vient,
ITT •• . 1 i*- ^i(^
en uillerentiant par rapport a '/ et remplaçant r— par w, s par r— 5 •^ ■ ' l'V '^ ^ ex
/ par — .
test une équation linéaire du second ordre à laquelle satisfait la fonction ?/. A toute intégrale do l'c'-piation Hj correspond évidemment
' I-a proposition sélend aisément aux t-qualions d'ordre qnelconqur.
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une seule intégrale de rtMjuation D). Inversement, soit k une ink'grale de léquation (li ; proposons-noub dexauiiiier s'il lui conespond une intégrale de l'équation '8\ Une telle intégrale devant satisfaire à la relation
est nécessairement de la l'orme
y (10) . ^ = f,(dt/ + <t> U),
'Jo
<I» (x) désignant une fonction de x, etyQune constante que l'on choisira de telle façon que h soit holomorplie dans le voisinage. Si on remplace c par l'expression (10) dans le premier membre de l'équation ^8 , le résultat de la substitution est indépendant de //, puisque la dérivée de ce premier membre par rapport ù _y est identiquement nulle, d'après la façon même dont on aobterm l'équation en h. Pour que ce résultat soit identiquement nul, il suffira donc (ju'il soit nul quand on y remplace y par j/^, c'est-à-dire que l'on ail
" -^ S + ^. ^^ + --^^ + ^ [— V (^.); Gl] —
!(,., (-^1 5 i^i désignant les fonctions de x auxquelles se réduisent
respectivement u, —■' ^ pour y = //„. En définitive, si u [x, y) est une ex oy
intégrale de Véqualion (9), la formule
refiréaenle une inlégrale de Ccquation i8), pourcii que '\>-[x) soit uneintcgrnle de fcqualion \i .
Si X n'est pas nul, à toute intégrale de l'équation en ?< correspondent une infinité d'intégrales de l'équation en -r, dépendant de dcii.r constantes arbitraires, qui s'obtiennent par une quadrature et parlinlégralion d'une écjuation dilTérentiidle linéaire du second ordre, où le second membre seul est variable avec ?r. Si X est nul et X, différent de zéro, à toute intégrale de léqualii n en u correspondent une infinité d'inlé-
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grales de r«'Mjuafiun en », dt-pondant d'une constante arbitraire, qui s'obtiennent par des (juadratures. Si X et X, sont nuls et X.^ dilTérent de zéro, les intégrales des deux é(|uations (8) et (9) se correspondent une à une ; à toute intégrale de l'équation en u correspond une seule intégrale de l'équation proposée qui s'obtient sans aucune quadrature, car cette équation nous dunnc
Enfin, si l'é'qualion (Si ne renferniail ni r, ni p, ni -, la dérivée m ^-^^
vérifierait une écjuation du premier ordre et à toute intégrale de cette équation en n correspondraient une infinité d'intégrales de l'équation en ;;, représentées par la formule (10), où* [xj est une fonction arbitraire de X.
189. Un grand nombre de transformations connues se ramènent à la précédente. Prenons, par exemple, une équation de la forme
^^ PU prenant pour nouvelle inconnue ti z= —^ la métbode conduit à l'énua-
' .'/ tion
où on suppose s et t remplacés par r- et r— Cette équation peut ellemême se ramener à une équation linéaire par la transformation de I.egendre. L'ensemble de ces deux transformations revient à prendre pour nouvelles variables s,teiv=:q — s.r, — /y, ce qui ramène l'intégration de l'équation proposée à celle de l'équation linéaire
c'est précisément la méthode employée par Legendre ('). Etant donnée une équation linéaire
(12) ^J^a^:^ + b^^ + cz=-.o,
(•) Histoire de l'Académie des Sciences; 1787.
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pour pouvoir applnjuer l'une des transformations précédentes, il suffira de faire disparaître l'un des trois coeflicients a, b, c, en changeant d'abord xr en X (j?, y) z, la fonction X (.i\ y) étant choisie convenablement. Par exemple, en remplaçant z par z^eJ"''" et prenant pour nouvelle inconnue -^e-'""', on retrouve précisément une des transforma-
lions de Laplace. Pour pouvoir faire disparaître le terme en z de l'équation (12), il suffit de connaître une intégrale particulière z^. En effet, si on pose d'abord z = xr,Z; la nouvelle équation en Z, devant admettre la solution Z =: 1, est de la forme
fl3)
.VZ . . cV/ , ,, cV/
xoy c'a; oy
et on peut prendre pour nouvelle inconnue r^ ou — •
Si, par exemple, on prend pour nouvelle inconnue r— ' ^^ sera
conduit à une nouvelle équation linéaire de même forme que l'équation (12), pourvu que A ne soit pas nul. Pour l'obtenir facilement, il
suffît d'éliminer ^ entre la relation (13) et sa dérivée par rapport à y.
Mais on peut aussi se dispenser de former l'équation (13i ; on a, en effet,
yZ ^' c^v ~ ^ hj
et, comme on peut toujours multiplier la fonction inconnue par une fonction déterminée de x et de y, on en conclut que le produit
"< .V --"' hj - :^y
satisfait aussi à une équation linéairo du second ordre. Par conséquent, s/ z, est une intégrale ^particulière de l'équation (12), V expression
OU
oii Z est l'intégrale générale de l'équation (12), l'eprésenle l'intégrale
•1\H CHAIMTKK I.\
générale cf une éif nation Nnèairc de même forme [')
à toute intégrale de l'équation en u correspondent une infinité d'intég^rales de l'équation en ;:, dépendant d'une constante arbitraire, qui s'obliei\draient par une quadrature. On serait conduit à une autre équation du second ordre en prenant pour nouvelle inconnue
Sil'on connaît plusieurs intég'ralesparticulièresz,, z.^, ...,3-, de l'équation (12 , on peut appliquer plusieurs fois de suite des transformations analogues, et les combiner avec des transformations de Laplace. En partant d'une équation linéaire telle que ( l^), on peut donc former une infinité d'équations linéaires de même forme dont l'intégrale générale a pour expression
6 = A,- + B, jj + - + B„ j^ + C, jy^ + - + C„ j,-.
A, B,, ,.., B„., Cp ..., C„ étant des fonctions déterminées de x- et de?/, et z l'intégrale générale de l'équation (12) . Une étude très complète de ces transformations a été faite par M. Darboux (').
La transformation par laquelle on ramène l'équation de Liouville
s =^ e^- à l'équation ^ ^ = ku —■> ainsi que la transformation de Laplace, se rattachent au cas où les intégrales des deux équations se correspondent une à une. Ainsi, dans le cas de l'équation de Liouville, on a les deux relations
qui donnent u en fonction de z et inversement.
190. La transformation précédente conduit, dans certai!:s cas, d'une équation linéaire à une équation non linéaire ou inversenieul. Reprenons
'/) Lévy i'LLaE>), « Sur quelques équatinns linéaires aux dérivées partielles ilu sccùud ordre n {Journal de l'Ecole polytec/mique, LVI' cahier, 1880,. {-) Théorie générale des Surf(tces, f. Il, chap. vui.
TltA.NSKOl^MAl'lo.NS DKS KOlATlONS DC SKCO.M) OHDliK "iiO une é(|ii;ilinii lincnirc :
■('^) ^riT, + "?:; + '' 57, + " = "•
et prenons pour nouvelle inconnue o le logarithme de 3- ; il vient, en divisant par e'\
„ . . . . yh-> . y^v
La nouvelle équation ne contenant ni i\ ni ^p-j; ni -r—^: on peut
prendre pour inconnue une des dérivées r-? r-- Posons, par exemple, y, = ^ 5 on tire de l'équation (IG)
— -{- av^ -^ c
et l'élimination de v conduit à une équation du second ordre en v^ ; cette équation prend une forme plus simple si on pose encore v^ -\~ b = e-", u étant la nouvelle inconnue, et il reste, toutes réductions faites :
h et k étant les invariants de l'équation (15)
h = — 4- ab — c, k ~ '-r- 4- a'j — c.
ox i\/ '
La correspondance entre les intégrales des deux équations (loj et [il] est résumée par les formules
I ^ loff :r
11' loufZ OU , ,
-V^ = T- + kc" — a.;
à toute intégrale de l'équation en z correspond une intégrale et une seule de l'équation en u, tandis q-i'à une intégrale de réc[uation en u
oorresj)on<ltMit uiie infinilé dinti^g^rales de Icquation en ::, qui s'obtiennent par une quadrature.
On peut ramener à la forme (17) toutes les équations
(19) rr- -f f '^^"i - f iBt?- "j + C = o,
A, B, C étant trois fonctions quelconques des variables x, y. Si, en effet, on remplace dans cette dernière équation te par u -j- log B, elle devient
T-r- + — (ABe"j — - (e-") + . J" + C = u ;
c'est une équation de la forme [11) où on aurait
A = AB, k-h= ^-^^ + C.
L'intégration de l'équation du second ordre
T-^ + r- !Ae" — r- (B^-"; + C = O, i>Xi}y C'j- ' oy '
où A, B, C sont trois fonctions quelconques de x et de y, se ramène donc à l'intégration d'une équation linéaire dont les invariants h et h ont pour valeurs
h = AB-C- ^-^^, k = AB.
ôj.-dy
Les caractéristiques des deux équations (lo) et (17) se correspondent et chacun des systèmes admet une combinaison intégrable. Si la méthode de M. Darboux réussit pour l'une des deux équations, elle s'applique aussi à l'autre. Supposons d'abord qu'il existe deux combinaisons intégrables pour l'une des familles de caractéristiques de l'équation en u
dx = o, c/oj.r,y,u,^,-.,3^„^ = o,
d'après les formules (18;, u s'exprime au moyen de x,t/, z, r-> et on déduira de z> ix, y, u, ...) un invariant d'ordre n -\- l pour les caractéristiques du même système de l'équation en z. Réciproquement, si la
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méthode de M. Darboux s'applùjiK' à l'cMiuatioii en s, c'est (jiie la suite de Laplace, relative à cette équation, est terminée dun côté, et l'intégrale générale de cette équation contient une fonction arbitraire et ses dérivées débarrassées de tout signe de (juadralure, tandis que l'autre fonction arbitraire figure en général sous de pareils signes. 11 en est de même, d'après les formules (18), pour l'intégrale générale de l'équation en M, ce qui suffit à prouver que cette é([uation peut être intégrée par la méthode de M. Darboux (n° 181).
On voit de même que, si la suite de Laplace relative à l'équation linéaire est terminée dans les deux sens, la méthode de M. Darboux s'applique aux deux familles de caractéristiques de l'équation en u, et réciproc[uement. Dans ce cas, l'intégrale générale de l'équation (17) est de la forme
X étant une fonction arbitraire de ce, et Y une fonction arbitraire de y [n" 183).
ReMAtiQUE. — Onpeutramenerfacilementréquation(19)àlaformecanonique indiquée par M. Moutard. Si on change d'abord w en w -|- /(a;, y), on fera disparaître le terme C {x, y) en prenant pour /^{x, y) une solution
de l'éqtiation ■—- -\- C (x, y) = o. En changeant ensuite A en — A et oxdy
B en — B, on pourra écrire l'équation
^y t)a7 ^' Dy
Les invariants de l'équation linéaire correspondante ont pour valeurs :
/( — AB — -T-v— ' A = AB ;
oxdy
l'équatitfn linéaire
^"^z D logB '^z .„
^ ' lix^y ^y ^x
a précisément ces invariants, et la correspondance entre les intégrales des deux équations est définie par les formules
^u î) loo"
D logz
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On pourrait aussi raïuoncr l'équation ['iO) à l'équation linéaire
>2- ,> lo«>- \ v'^;
on passe du reste de l'équation i;21) à l'équation 23) par les formules
Consi^léroiis encore ré([ualion (M
['2i) s^ — M {x, y) pq = o,
où À a?, y) est une fonction quelconciue de x, y; on pourrait prendre pour nouvelle inconnue p ou q, mais, pour arriver à une équation plus simple, nous poserons p =:u^, q = v^, ce ([ui nous donne
i)y ox
L'élimination de c conduit à réfiuation linéaire
oxcy 1 ex oy et celle de » à une autre équation linéaire
^-y 1 ^ losrÀ i)r i>xi\(/ -1 ^y Reconsidérons, par exemple, l'équation (25;; si u (a-, ycsi l'intégrale générale de cette équation, l'intégrale génfi-iK' de l'éiiuation prop<jsé • est donnée par une (|uadraturc
Les invariants de l'équation (^23) ont pour valeurs
y- og X
('; Bulletin de Ut Suciélé tiiathémiUUjue. t. \XV, p. 30-48.
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ct'ux (|uo \\)\\ m (Ji'duit pnr l'iipplicalion de la première transformation de Laplace, et qui sont les mè-mes (|uc eeiix de l'iMpialion en ».\ ont pour valeurs
on voit qu'ils sont identiques à ceux de l'équation ;2o) pris dans l'ordre inverse. I.a suite de Laplace relative à cette équation linéaire ne peut donc se terminer dans un sens sans se terminer dans l'autre sens, d'après les formules de récurrence (pii donnent les iiivnrianls des équations de la suite (n" lOi). Lorsqu'il en est ainsi, l'écpialion proposée (24) appartient à la première classe (n" 184^ Reprenons, par exemple, l'équation intégrée plus haut
on a ici X [X, u\ = -, ; r,- et l'intégrale t^énérale de l'équation (25)
est
X et Y étant deux fonctions arbitraires de x et de y respectivement. On en tire
j \ ' X \y \ '( ' X -Yy \ •
comme on l'a déjà obtenu directement.
192. Il peut arriver, dans certains cas, que la transformation qui consiste à prendre pour nouvelle inconnue une des dérivées partielles du premier ordre de la fonction inconnue primitive réussisse plusieurs fois successivement. Ainsi, dans l'équation de M. Beudon (n" 172),
s- qz = '?-7'(^,y, -
qui ne contient ni ;), ni r. on peut poser q — c', r étant la nouvelle
inconnue, ce qui nous donne a — e' —" t =■ e v- • i. cfiualion propo- * ex oy
^o\ CMWITWE IX
sôe peut s'écrire, en divisa ni par c'\
et en difTéronlianl par rapport à t/ on a une équation du second ordre en V qui est de la forme
étudiée également au n" 167. On peut applitjuer la même transformation à la nouvelle équation en posant — z^ u; l'équation s'écrit en effet
et, en éliminant e'' entre celte équation et sa dérivée par rapport à y, il reste une équation de la forme
qui admet une intégrale intermédiaire du premier ordre dépendant de deux constantes arbitraires (t. I, n° 92).
193. En combinant la transformation qui vient d'être étudiée avec une transformation de contact, on est conduit à des transformations d'apparence beaucoup plus générale.. Pour en donner un exemple, considérons une équation linéaire quelconque
(27; A/- + iB.v + Ç^ + D;) + Eç + F- = o,
où A, B, C, ..., F sont des fonctions de x, y, et proposons-nous de trouver tous les systèmes de trois fonctions x, fi, ^ de r, y, telles qu'en prenant une nouvelle inconnue
fiSj » = ap + fl9 + Y-,
u vérifie une équation du second ordre. On peut d'abord, en changeant z en À^, supposer qu'on a ramené u à la forme
(28; H ■= OLP + fJry ;
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si on choisit eiisiiilc deux nouvelles variables indépendantes rj, ;, telles (|ue l vérifie la relation
l'équation (27) se clian^^e en une autre équation linéaire
(27)' A. 1F.+ ^-JB, If + -=o,
et l'on a (f, n" 51)
A, = Af' — 2Bap + C7.2,
tandis que la formule (28 >' prend la forme
On peut évidemment négliger le facteur K 1 ;, r, , et tout revient à cher-
cher dans quel cas la transformation y = — ? appliquée à l'équation
(27j', conduit à une nouvelle équation du second ordre. Pour quil en soit ainsi, il faut et il suffit (n** 187» que les rapports des coefficients de
r^l' rr> j soient indépendants de r,. Supposons d'abord que A, ne soit
pas nul; en cherclianl les intégrales de l'é([uation (27), qui sont .indépendantes de r,, on est conduit à une équation linéaire du second ordre dont les coefticienls sont indépendants de ■r\. Il existe donc deux intégrales distinctes de l'équation (27)' pour lesquelles on a « = o ; et inversement,
cela ne peut arriver (pie si les rapports des coefficients de r^^ » — > z sont
indépendants de y,. En revenant à l'équation (27), on en conclut que, lorsque A[i- — 2na[i -f- Cx^ n'est pas nul, pour que 'a fonction u = X)) -{- ^q -\- Y^ vérifie une é(juation du second ordre, il faut et il suffit que l'équation %p -{- Py + ;: = o admette deux intégrales distinctes de l'équation 27). La forme générale de u est donc
À {j\ y étant une fonction quelconque de x, //, et ;:,, z.^ deux inté-
'2M\ rii M'iTUF. i\
prairs tli>liiiclf!> tic \'l'i}. I.cs l'onrlicnis a, [J. •; t'Ianl donnoos, on peut
rofonnaUro sans aucuni' inlégration si u est de celti* formo. I\:)ur qu'il
<>n soit ainsi, il faut en oiïet que les deux équations i27) et » = 0
admettent une intégrale commune C^z^ -\- C.^-o. «lépendant de deux
conslanics arbitrain-^. c'esl-n-dirc qu'elles formcnl un syslcnu' comjdè-
(emenl intégrable.
Si l'on a A, = A[i-' — 2lia[i -f" ^*" = *^'' '' ''•"•'•'■i '1'"^'- <lii">^ 1 "(lualion
î)z (27)Me rapport des coefficients de — et de z soient ind(''|)endanls de y). Si
le coefficient de ^v: n'est pas nul, lécpiation (27)' admet une intégrale pour
laquelle on aura ?' = o; l'équation 27; doit donc admettre aussi une intégrale povir laquelle on aura xp -\- ^q -\- yz = o, et les rapports des coeflicients seront définis par les deux relations
Ap> - 2Ba? + Cp2 .= o, «;,, + ?7, -f- r--^ = o,
s^ étant une intégrale quelconque de l'équation linéaire.
On a une troisième espèce de transformations en supposant que les
coefficients de r^ et de rr sont nuls dans l'équation (27 '; on retrouve
ainsi, il est facile de le voir, les deu.x transformations de Laplace, généralisées par Legendre n" H3i.
HEMAriQf^I. — Il peut arriver (iuc,dans certains cas, la trausformation 28) ramène à l'équation f27j elle-même ; de toute intégrale de ré(|uation linéaire on peut alors déduire, par l'application répétée de la formule de transfoimation, une infinité d'autres intégrales. Par exemple, étant donnée une é(piation
.V + ap 4- bf/ =. o,
si on prend pour inconnue q = n, l'équation en n est en général différente de l'équation en z; pour que les invariants des deux équations pris dans le même ordre soient les mêmes, il faut et il suffit que ré([ualion proposée soit de la forme
s + \Yy* -f X,7 =-. o.
X, X, étant des fonctions de x, et Y une fonction de j/ . Si z est une intégrale, -rr -^ est aussi une intégrale. Une écjuation du second ordre
s -\~ ap -\- hq -\- cz -= 0
peut être ramenée à la forme précédente, pourvu que les invariants h et À soient de la forme :
h = YF [x], k = Y* (.t),
et inversement.
Remarque II. — Les transformations précédentes des équations linéaires ramènent, dans certains cas, l'intégration d'une équation linéaire à colle d'une équation plus simple, ou possédant des propriétés toutes différentes de celles de la première. L'exemple suivant offre un grand intérêt dans la théorie des surfaces. Etant donnée une équation de la forme
si on la rapporte à ses caractéristiques, c'est-à-dire si on prend pour variables indépendantes deux fonctions p (j;, y), pj (a;, t/), telles que l'on ait
ôx cy co: ' oy
la nouvelle équation a, en général, ses invariants h ei k inégaux . Mais si, auparavant, on a pris comme nouvelle fonction inconnue une des dérivées partielles p ou q, puis qu'on rapporte la nouvelle équation à ses caractéristiques, on est conduit à une é([uation à invariants égaux. Le calcul se fait très simplement de la manière suivante ; de l'équation r := >^, on tire
et, si on prend comme variables indépendantes p et p^, ces relations deviennent *
^p t)a7 Dp, Do; VÎ^p ^y ^p\ ^y )^
^ ^ _i_ ^^ - ^ ^? _, ^'/ ^?t . :)p ^y + Dp, hj '- J-tr-^^^^-''
en remplaçant 'y^ par \/x ^ ei^ par — \^ï -^, on en tire
Dp Dp
D/) f- Dy
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cl lolimination de lune des fondions p et q conduit à une équation à invariants égaux pour déterminer l'autre fonction inconnue. Toute éijuation linéaire de la forme
r — < + 2Bs = o,
dont K'S caractéristiques forment sur le plan des .r, vun réseau orthofijonal, se ramène à la forme ;• = X<, en prenant pour nouvelles variables X -f- »j/ et a: — iy^ et par suite à une équation de Laplacc à invariants égaux.
RE.MAnQii: 111. — 11 peut aussi arriver que l'on puisse combiner quelques-unes des transformations précédentes. Ainsi, étant donnée une équation linéaire
s -|- rtp -\-hq = o,
si Ion prend comme fonction inconnue le rapport des dérivées u := ^t
cm en déduit pour xi. une seule équation du second ordre. La valeur de u peut, en effet, s'écrire, en tenant compte de l'équation elle-même,
or, on a vu (n" 189) que, si on prend pour inconnue p, on a encore une
équation linéaire de la forme de Laplace. Si, dans cette seconde équation,
? lof ï) on prend ensuite comme inconnue — ^^^^^ (n" 190), on trouve une troi-
s ième équation du second ordre non linéaire. La suite de ces deux transformat ions est évidemment équivalente, en négligeant une transformation
ponctuelle, à celle qui consiste à prendre ^ pour nouvelle inconnue.
On peut arriver plus simplement à l'équation en u ; de léquation proposée et de la relation 7 = pi*, on tire en effet
rf log/î = — ^ -^^ ■\- — -^ — \ dx — (a-\- buj dy,
et la condition dintégrabililé donne une équation du second ordre en »'
^^ log n . ^ l'a -\- bH\ 7> ig -f- bu) _ ^x^y "^ ^y y H )~ :>x ~ ^•
A toulf-' intt'gralc de l'écjuation en z correspond une seule intégrale
de l'équation en <', tandis qu'à une intégrale de léquation en ii correspondent une infinité d'intégrales de l'équation en z, dépendant de deux constantes arbitraires; si ^, est l'une d'elles, toutes les autres sont de la forme Az^ -|- B, A et B étant les deux constantes arbitraires.
194. L'étude des systèmes formés de deux équations simultanées du premier ordre à deux fonctions inconnues conduit aussi, dans certains cas, quand on élimine lune* des fonctions inconnues, à deux équations du second ordre qui s'intègrent en même temps. Soient
j ^ / .V :>z :>ii :>i(^
deux équations simultanées du premier ordre à deux fonctions inconnues z et î(. Pour éliminer l'inconnue z, imaginons les deux équations (29) résolues par rapport aux dérivées partielles de z,
OH OU
la condition d integrabilite -p = -r-f? ou
nous conduit à une relation de la forme
^ ' \ ox 07/ Ox^ 0X0 y oy^J
d'où on tirera z et, en écrivant que cette valeur de z vérifie les deux équations proposées, on a deux équations simultanées du troisième ordre auxquelles doit satisfaire la fonction u ; à toute solution de cesys-
lème correspond uno seule valeur de z qui est donnée par la formule (31).
On s'est borne, dans cet aperçu sommaire, aux circonstances les plus générales ; il nous faut maintenant examiner les cas particuliers qui peuvent conduire à une équation du second ordre. Nous supposerons d'abord que les équations (29) peuvent être résolues par rapport aux dérivées partielles de z ; oivpeut toujours écrire la condition d'intégrabilité (31). Si celte condition renferme l'inconnue z et quelquesunes des dérivées du second ordre de u\ nous retombons sur le cas qui vient d'être examiné. Si la fonction <l) ne renferme pas z, mais contient quelques-unes des dérivées du second ordre de n, on voit que la fonction inconnue u (hit satisfaire à une seule équation du second ordre ^ et qu'à toute intégrale de cette équation correspondent une infinité de fonctions z, dépendant d'une constante arbitraire. Ce sont les deux seuls cas qui puissent se présenter lorsque la condition d'intégrabilité renferme quelques-unes des dérivées du second ordre de u (').
Remarque. — On peut former la condition d'intégrabilité (31^' sans
avoir à résoudre les é(iuations (29) par rapport à r^ et r-- Si, en effet,
on différentie ces relations par rapport à a; et à y et qu'on élimine les trois dérivées du second ordre de z entre les quatre équations obtenues,
(') Pour qu'aucune dérivée du second ordre de u ne figure dans la condition d'intégrabilité (31), il faut et il suffit que le système (30) soit de la forme
si la condition d'intégrabilité renferme z, eh écrivant que la valeur de z ainsi obtenue vérifie les deux équations (30), on a, pour déterminer m, deux équations du second ordre. Si la condition d'intégrabilité ne contient pas :, l'inconnue u doit satisfaire à une équation du premier ordre. Nous laissons de côté le cas exceptionnel et facile à examiner où la condition d'intégrabilité des équations (30) serait vérifiée identiquement.
Pour que les équations (29) puissent être ranaenées à la forme (30)', il faut que le
jxi • 1 • j • .. . , , .. , ^z ^z ^u ^u
déterminant ci-dessous, ou I on a mis p. q. p , q , au lieu de ^^ —, —, —,
^x tiy jx j)y
i>p Oq op i^q
soit nul identiquement, quels que soient ). et /i. Les systèmes (29), pour lesquels ce déterminant est identiquement nul, forment une classe toute particulière, auxquels on ne peut appliquer les théorèmes généraux de Gauchy.
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ou on a » = r— » q = r— >
d\ ^ . ? , '^ lu , 'è ?2„ ;) ^2,,
dx) "~ :^a; "^ ?^ ^ + Dm :)x "*" . /?m\ D.x-2 +
V/.v/ "~ D.y + D^ ^ + Dm Dî/ + ^ /c\<\ Da;Dy "^ ^ /Dm\ Dy^"
L'élimination de p et 5* entre les trois équations (29) et (32) conduira à la condition d'intégrabilité (31) ; si on peut éliminer à la fois les trois quantités p, q, z, on trouvera une équation du second ordre pour déterminer M.
Passons au cas où les deux équations (29) ne peuvent pas être résolues par rapport aux dérivées partielles de z. On en déduit alors, par l'élimination de ces dérivées, une nouvelle équation de la forme
Dm Dm'
si celle relation ne contient pas z, rii..égration du système (29) est ramenée ainsi à l'intégration de deux équations du premier ordre successivement et, en particulier, la fonction inconnue u satisfait à une équation du premier ordre. Si la relation (33) contient z, on peut l'écrire
/ Dm Dm\
= ? V^' ^' "' D^' Yy}
et le système (29) peut être remplacé par un système de la forme suivante
Dz Dz Dit Dm^
r, / cz cz Dit Dm\
F, 1 ar, y, z, m, r-» .— > r-» — ) = 0, ' \ "^ ex dy ex lyj
/ Dît Dm\
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réliniiiiatioM do. : conduit iiniiii'dialemont à une équation du second ordre en ?/, à moins que o ne déponde pas des dérivées de », et à toute intégrale de l'équation en ii correspond, d'après la seconde des formules (34), une fonction z l»ien déterminée de .r, y.
On voit donc que, ilans certains cas que nous venons de préciser, l'élimination de l'aune des fonctions inconnues entre les deux équations (29i conduit à une équation du second ordre pour l'autre inconnue. Il peut arriver que le fait ait lieu, quelle que soit celle des deux inconnues que l'on élimine, et Ion a ainsi deux équations du second ordre liées de telle façon que l'intégration de l'une entraîne celle de l'autre. Plusieurs cas sont encore à distinguer : 1" il peut se faire que les intégrales des deux équations se correspondent une à une ; 2" il peut se faire qu'à une intégrale de l'une des équations, la première, par exemple, corresponde une seule intégrale delaseconde, tandis qu'à une intégrale de la seconde équation correspondent une infinité d'intégrales de la première, dépendant d'une constante arbitraire ; 3" enfin, la correspondance peut être telle qu'à toute intégrale de l'une des deux équations correspondent une infinité d'intégrales de l'autre équation, dépendant d'une constante arbitraire. Nous donnerons des exemples de ces trois cas.
195. Lorsque les intégrales des deux équations du second ordre se correspondent une à une, les équations (29) peuvent être mises sous la forme
quelles que soient les fonctions /"et ç, il est clair que l'élimination de zconduit à une équation du second ordre en u et l'élimination de m à une équation du second ordre en z, à moins que l'une de ces fonctions ne renferme aucune dérivée, et que les intégrales des deux équations se correspondent une à une. Par exemple, supposons que les fonctions /* et (p soient linéaires
, , iu , "du
X z= au -\- b r: \- c — '
ox ôy
"èz 'iz
a, J, c, a,, J,, c,, étant des fonctions de x, y ; en éliminant successivement les deux inconnues, on est conduit à deux équations linéaires du
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second ordre, et la lransforinati(tn[);irla([uolleon passn de l'une àl'autre est identique, en réalité, à lunt' des transfornnlions de Laplace, sous sa forme la plus générale (n" 14i . Pour avoir une transioriualion de Laplace proprement dite, il faudrait que les formules précédentes se réduisent à l'une des formes ci-dessous
z = au-+-OT-i n = a,::-\-T
Z = aU-\-b —, M=r a,C--}-r-
De même, en partant du système
où log désigne le logarithme népérien, si on élimine z on trouve l'équati on de Liouville, et si on élimine ??, l'équation
— = Âz ^-
Prenons un cas un peu plus général ; si les formules (33) sont de la forme
A-, !/, ^, ^^ l'élimination de u conduit à une équation du second ordre
qui, résolue par rapport à s, peut s'écrire
(37) M* + Np -f- P = o,
M, N, P, étant des fonctions de a;, y, z.q. Inversement, étant don née une équation de la forme (37), cherchons s'il est possible de la rattacher à un système tel que (36). On voit d'abord, d'après la façon même dont on a obtenu l'équation (37), que la fonction -p \r, y, z, q) doit satis-
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faire à la condition
supposons qu'on ait obtenu une fonction 9 satisfaisant à cette condition, ce qui revient à intégrer l'équation dilTérenlielle du premier ordre M^/ç H- NV- = o, et soit fx la valeur commune des rapports précédents, de telle sorte que Ton ait
oq ôz ^
Si on pose u = ^ [x, y, z, q), il vient
Dm Dm D© i>9 I XT \ 1 ^o
et l'équation (37) résulte de rélimination de m entre les deux équations
si on substitue dans la seconde la valeur de q tirée de la première, on a une nouvelle relation
Lorsque z ne figure pas dans cette équation, on a une équation du premier ordre pour déterminer u, et l'équation proposée est intégrable par la méthode de Monge. Ce cas particulier écarté, on voit que le système (38) est équivalent à un système analogue au système (36) ; l'élimination de u conduit à l'équation proposée, tandis que l'élimination de z donne une équation du second ordre en u
' i^xoy t'y
où M,, N^, P, sont des fonctions de x, y, u, — (')•
(i) La transformation précédente, a été indiquée par Imschenetsky (p. 259 de la traduction de Hoùel ; Archives de Grûnert, t. LIV).
Cet exemple aété généralisé comme il suit par M. Gomes Teixeira('). Prenons le système suivant
(39) -' = ^(-'^'"'r.'rJ'
l'élimination de z conduit à une équation du second ordre en i<, linéaire par rapport aux dérivées du second ordre
A, B, G étant des fonctions de a;, y, u, <-? r-j tandis qu'en éliminant u
on parvient à une équation en z
qui, résolue par rapport à s, peut s'écrire
(41) .MsH-Np + '}(a;, ?/,.', ç?, 0= o,
M et N étant des fonctions de x, y, z, q. Inversement, étant donnée une équation de la forme (41), pour qu'on puisse la rattacher à un système tel que (39), il faut d'abord que la fonction cp {x, y, z, q) vérifie la relation N r^ — M ^ = o, ou que Ton ait
Soit <f [x, y, x-, q) une fonction satisfaisant à cette condition. Si on prend pour nouvelle inconnue u = ^ (a-, y, z, q), il vient
(>) Comptes Rendus, t. XCIII, p. "02 ; 7 novembre 1881.
et l'équalion (4P résulte de réliminalioii de u entre les relations
cV
mais de la première on tire
q =zb{x, ij, z, w),
et, en remplaçant ç et < par ces valeurs dans la seconde, elle devient
Si cette dernière relation contient z, on en tirera
et on aura bien un système de la forme (39), de sorte que u vérifiera une équation telle que (40). Si F ne contient pas z, on voit que u vérifie une équation du premier ordre, et l'équation proposée admet une intégrale intermédiaire du premier ordre dépendant d'une fonction arbitraire. On peut énoncer ce résultat comme il suit Soit Véquation
M5 -f Np -f- 1 [x, y, z, q, l) = 0, ou M et N sont des fonctioiis ch x^ y, z, q \ si on pose
où 3. désigne une solution de Véquation
ôq oz
u satisfait à une équation du second ordre, linéaire par rapport aux dérivées du second ordre, dont Vintégration entraîne celle de la proposée, ou à une équation du premier ordre.
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lorsque /" contient les deux dérivées r-' t— et «^ les deux dérivées r^» r-»
^ ex CI/ ' ox oy
les équations du second ordre auxquelles conduit l'élimination de l'une des inconnues sont encore d'une forme particulière. D'une façon un peu plus générale, étant donnée une équation du second ordre
proposons-nous de reconnaître si elle résulte de l'élimination d'une inconnue auxiliaire v entre deux équations de la forme
( ^z Ds" '^u DiA-
il> à', y, z, —1 —5 r-? r- = 0.
\ -^ Do; ?y ^x oyj
Il suffit, pour cela, do remarquer que, quand on élimine u, les dérivées du second ordre r, 5, l ne figurent dans le résultat que par les deux
combmaisons r^r-j-T^s, r-^s+T^^'l équation proposée (42), quand
on y regarde x, y, s, p, q comme des constantes données et r, s, t comme des coordonnées courantes, doit donc représenter un cylindre ayant ses génératrices 2^ciraUèles à une droite située sur le cône qui a pour équation s^ — rt = o. Cette condition est suffisante; en effet, si elle est remplie, l'équation proposée peut sécrire
(44) F, (Mr + N5, Us + N/, X, y, z, p, q) = o,
M et N étant des fonctions de x, y, ::, p, q. Déterminons une fonction cp {x, y, z, p, q) par la condition
et posons u = :j, \x, y, z, p, q) ; on aura ^u Ds i)»
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u étant une fonction de x, y, j, p, 7, et l'équation M4"i prend la forme
de sorte que léquation 44) provient bien de rélimination de u entre les deux relations
(45) I / :)u ;>iA
Il pourra maintenant arriver, dans.des cas très étendus, que rélimination de z conduise aussi à une équation du second ordre en »; c'est ce qui aura lieu si on peut éliminer p et q entre ces deux relations, ou p, q, z entre ces deux équations et la condition d'intégrabilité établie plus haut. 11 en sera ainsi, par exemple, si léquation proposée ne contient pas z et si on prend, ce qui est possible, la fonction ç indépendante de z.
Une équation linéaire par rapport aux dérivées du second ordre
(46) Hr -f 2Ks -f IJ 4- M = o
peut être considérée de deux manières différentes comme l'équation d'un cylindre ayant ses génératrices parallèles à une droite située sur le cône s' — rt = 0. Pour appliquer la recherche précédente, soit X une racine de l'équation du second degré
À2_2KÀ-f-HL = o;
léquation (46 peut s'écrire
(46)' Hr -f }5 -f r ,H« + U) -f- M = o,
et il faudra déterminer la fonction & (a*, y, z, p, q) par la condition que l'on ait
La fonction tp ayant été choisie de celte façon, si on pose H = <f.{x, y, z, p, q),
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rôqualion linéaire (40)' résulte de réliminalion de w entre les deux équations
cU' Ox oz ' 1 \oi/ ôy oz ^ J
et on aura à examiner si l'élimination de z conduit aussi à une équation du second ordre en u (').
197. Lorsque les équations (29; peuvent être résolues par rappor t
aux dérivées partielles r— » — » et ne peuvent pas l'être par rapport aux
dérivées de z, en négligeant les cas exceptionnels que nous avons laissés de côté plus haut, le système (29) pourra s'écrire sous l'une ou l'autre des formes équivalentes ci-dessous"
. / ht 7>u\
l'élimination de z conduit toujours à une équation du second ordre en M de la forme considérée tout à l'heure. Si l'équation
cl y dx
ne contient pas u, on aura aussi pour z une équation du second ordre qui sera linéaire en r, s, t. C'est ce qui aura heu certainement si les fonctions /"et <p ne contiennent pas j. A toute intégrale de l'équation en u correspond une seule intégrale de l'équation en z, tandis qu'à une intégrale de l'équation en z correspondent une infinité d'intégrales de l'équation en u, dépendant d'une constante arbitraire.
(i)Le cas particulier où 11. K, L, M ne dépendent pas de :, et où on prend aussi la fonction ^ indépendante de z, a été considéré par M R Liouville {Comptes Rendus, t. XCVIII, p. 216,569,723; 1884). On trouvera daulres cas particuliers étudiés dans un mémoire de M. (Joiues Teixeira : « Sur lintégration dune classe d'équations aux dérivées partielles du second ordre » {Bulletins de l'Académie de Belgique^ 3* série, t. III, p. 486; 1882).
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A ce cas se rattachent les formules (18), qui établissent le passage de l'équation (15) à l'équation (17) (n" 190). 11 en est de même des formules
qui conduiraiont de l'équation [2i] à l'équation (2o). Lorsque les équations (29) peuvent être résolues, soit par rapport à
T— et -—1 soit par rapport a ;— et r-i si I élimination de chacune des
deux inconnues conduit pour l'autre à une équation de second ordre, ces deux équations sont nécessairement linéaires par rapport aux dérivées du second ordre, et à toute intégrale de Tune d'elles correspondent une inlinité d'intégrales de l'autre, dépendant d'une constante arbitraire. On obtient des transformations de cette espèce en partant des deux
relations arbitraires entre x, y, :r-7 t-5 ^ît-j
^ ^r ?y ^x hj
' \ ^ ^./• c\ :>j' :>yj
Ci X, y, T— 5 — î — ? — ) = o, ' \ -^ ^x ^11 ^x ^yj
pourvu que ces relations puissent être résolues, soit par rapport à
r— et — 5 soit par rapport a r— et r— • ^Jr ôy ^ '^^ Ox cy
Un exemple remarquable et bien connu de cette dernière classe de
transformations est fourni par le système
^ + — = sin fz— M ,
ex C,C
— — — = sin iz + Mj,
qui se présente dans l'élude des surfaces à courbure constante ('). Quand on élimine n. on est conduit à l'équation
(50, ^ = |,in2.,
[}] Dabboix. Théorie f/énérale des Surfaces, t. III, p. 432 et suivantes.
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^'" J . „ ;--r- = - sm 2u ;
de toute solution z de l'équation (50) on peut donc en déduire une infinité d'autres, dépendant d'une constante arbitraire, par l'intégration du système (49), où l'on considère u comme la fonction inconnue.
198. Après ces généralités, nous allons étudier plus spécialement le cas où les formules (29) sont linéaires par rapport aux deux fonctions inconnues z et u et à leurs dérivées. Nous pouvons tout d'abord écarter le cas déjà examiné (n" 195) où ce système ne pourrait être résolu par rapport aux dérivées partielles d'aucune des deux fonctions inconnues, et écrire ces équations
a, p, Y, •••) S,, Tj, étant des fonctions de x, y. Pour que l'élimination de u conduise à une équation du second ordre en z, il faut et il suffit, comme on le voit facilement, que l'on ait
— =-r-^? ou a = — ja, =r-;
ùy ox o.r ôy
si on multiplie les deux équations {a\\ par e-^, on peut les écrire, en posant co = e^,
les coefficients S, y, S, .... -r), n'ayant plus les mêmes valeurs que plus haut; l'élimination de u conduit toujours à une équation linéaire du second ordre en :: ; si on suppose qu'on ait fait disparaître le terme indépendant de z dans celte équation, en changeant .7 en - -f" -«. on
aura r-* = -r^-, ou
et en remplaçant ?/ par « + ^'■'^' o" f^ra disparaître t) et 7),. On peut donc toujours, sans restreindre la généralité, supposer les formules qui définissent la transformation ramenées à la forme
Pour que l'élimination de - conduise aussi à une équation du second ordre en ?«, on a deux cas à distinguer suivant que yS, — Sy, est nul ou ne Test pas.
Si y5, — 8y( = o, il en sera toujours ainsi, car on pourra tirer z en
foftction de h, ^7 î:- et, en remplaçant z par cette valeur dans l'une des
deux équations, on sera conduit à une équation du second ordre en u. Étant donnée une équation linéaire du second ordre en z
(54) Ar -\- Es -]- Cl i- Dp -\- E(j -\- Fz = o,
pour trouver toutes les transformations de cette espèce qui conduisent de cette équation à une autre équation du second ordre en m, il faut l'identifier avec l'équation du second ordre
obtenue par l'élimination de u entre les formules (53) ; ce qui donne les relations
lA
z=zV,
auxquelles il faudra joindre la condition y^i — ïi^ = o- On tire de là
Y, = Ar, 8^ = Y ~h ^^^ ^ = — ^"
et par suite
Y^ + Bvî? 4- ACu' = 0,
ce qui nous donne les valeurs de y, S, Yo «o
— B dz \JB'
— -iAC
y, 8 = — Lu,
B =t v^B2 — 4 AC
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'^' 17/ ox '^ ôx oy
ef, en portant ces valeurs de p, [3,, y, Y), 0, 5, dans la dernière relation :^ — S^ ^= 1' '^i il reste une équation linéaire pour déterminer linconnue auxiliaire r,
^ cx^ cxdy ' dy' dx ^y
à toute intégrale de cette équation correspondent deux transformations distinctes de l'équation proposée (54).
L'équation (ooj est appelée l'équation adjointe de l'équation linéaire (54) ; elle exprime que le produit
V iXr + B5 -f Cj -I- Dp 4- E^ + F^)
peut être mis sous la forme
P et Q étant des fonctions de .r, y, z, p, q; on auraR pu l'écrire immédiatement en remarquant que le produit précédent doit être égal à
Ou; .V
Dans le cas d'une équation linéaire de la forme de Laplace
(06) a + ap -f- bq -\- cz = o,
on doit faire A = C = 0, B =: 1, D = «, E =: i. F =: c, et l'équation adjointe devient
^ ' 0x0 y i>x 0// \ t'a; ly/
Celle é([ualion joue un grand rJlc dans l'étude des équations linéaires, et nous renverrons le lecteur au chapitre iv du tome II de l'ouvrage
INTÉCnATlON DBS ÉQfATIOX?. — T. II. 18
!i74 (.HAIMTRE IX
de M. Darboiix. Je rappellerai souloment la propriété suivante qui se vérifie immédiatement; les invarianls de l'équation adjointe sont les mêmes que ceux de l'équation proposée, pris dans l'ordre inverse, de sorte que, si la suite de Laplace relative à l'équation (56) se termine d'un côté après un certain nombre d'opérations, la suite de Laplace relative à l'équation adjointe se termine dans l'autre sens après le même nombre d'opéi'ations.
Revenons au problème proposé ; dans le cas de l'équation réduite (56), si i', est une intégrale particulière de l'équation adjointe, on a pour [ï, Y, 5, p,, Yn ^( *îeux systèmes de valeurs
P = ^ — fty,, p^ = av^, v = v, = 5 = o, o, = y, ; ? = — *i'n P. = av^ — ^, v = — y,, v, = g = 5, = o,
et la formule qui donne n a Tune des formes suivantes
l =J- '' {^' + ^) ^^^ + (^^'< - Jif) '"^^^
d'où l'on déduit facilement que u vérifie une équation de même forme
que z (').
199. Supposons maintenant que, dans les formules i53i, yo, — y, 5 soit différent de zéro ; on peut alors résoudre ces équations par rapport
à r— et-r-î et former la condition pour nue l'élimination de z conduise ex Oy ^ '
à une équation du second ordre en u. Celle condition peut s'obtenir très simplement comme il suit; si, en éliminant z, on obtient une équation en u du second ordre, il est clair que cette équation doit admettre l'intégrale particulière u. = o). A cette valeur de n correspond une valeur de c, dépendant d'une constante arbitraire, qui doit satisfaire aux deux équations
(' Ces Iransfornialions ont été indiquées par M. Darboux {Théorie f/éurrale des Surfaces, t. II. p. 181), ainsi que des transformations beaucoup plus générales.
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il faut (Jonc ((ue la condilion dinlé^rabilité de ce système soit vérifiée identiquement. Celle condition est suffisante ; en effet, soit z, une i^^tégrale de ce système différente de zéro : si on remplace z par zz^ les coefficients p et p, de z disparaissent dans les nouvelles formules de transformation; on peut donc écrire léf. formules (o3) sous la forme
^x \ioJ ' ^x\zj ' h/ \zi
oi"i Y, 5, y,, ô, n'ont plus la même signification. Il est évident, d'après ces formules, qu'en éliminant z on arrivera à une équation du second ordre en ii.
Étant doimée une étjuation en z telle que [M), pour trouver toutes les transformations de l'espèce précédente que l'on peut appliquer à cette équation, il faut l'identifier avec l'équation obtenue par l'élimination de i( entre les deux relations (o8). Pour faciliter le calcul, nous ferons d' abord le changement dé fonction inconnue z = :r, z', et, en désignant par p\ q', r', s', /' les dérivées de z', et par p,, q^, r^, .v,, /, les dérivées de s^, les deux équations à identifier sont les suivantes
(59) xr,(A/+Bs'+Cn-h(D-2-. + 24;;, + Bry,ip'+:E^, + Bp, + 2C(7,)g' + (Ar, + B., + O, + Dp;+ Eg, + F.-,) z' = o,
il faut d'abord que J( soit une intégrale particulière de l'équalion pro-
posée (^54) et, de plus, que l'on ait
A-, B.-, C:^, 'l\p,-{-\iq,i-Dzr Bp, +2(:^,+E.-, On en tire
Y, = Ac,u, 5, = Y + 1^-1^'. 0 = — Cj,r,
«> (A-g)U) i>Y ,a* in I r> \ Ou c'y
-V + Tt + -^ = >B;,, + 2C9, + E.,) .,
ir-h cX cl/
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cl réliminalion de y conduit à une (Mjualion du second ordre en v
nous retrouvons encore l'équation adjointe de l'équation proposée. Connaissant r, on aura y par "•^'e quadrature, et on en déduira ensuite Y,, S, 8,. Ainsi, pour pouvoir appliquer une transformation de la forme (38) à une équation linéaire donnée, il suffit de connaître une infé(/rnie particulière de T équation proposée et une intégrale particulière de Véquation adjointe.
A tout couple de solutions {z^, v^) de l'équation proposée (54) et de son adjointe '55) correspondent encore une infinité de transformations diiïérentes, dépendant d**une constante arbitraire, car y est donné par une quadrature. Dans toutes les équations en u que l'on peut ainsi déduire d'une équation linéaire donnée, les rapports des coefficients des dérivées du second ordre sontles mêmes que les rapports des coefficients homologues dans l'équation en z, de sorte (|ue les caractéristiques sont les mêmes pour toutes ces équations. Si 1 on suppose que les deux familles de caractéristiques de l'équation proposée sont distincte?, quand on ramène cctle équation à la forme
(fil) s -\- ap -\- hq -)- cz = o,
par un changement de variables, l'équation en u prendra elle-même la forme
et les formules (58j seront rcmjjlacées par des formules analogues, où l'on aura o z= y^ = o. Si la suite de Laplace relative à l'équation se termine d'un côté après n transformations, il résulte d'un théorème rappelé plus haut 'n° 184) que la suite de Laplace relative à l'équation (62; se terminera dans le même sens après n -f- 1 transformations au plus ; mais il peut se faire aussi que cette suite se termine après n transformations seulement, ou môme après moins de n transformations (*).
(') On pourra consulter sur ce sujet un Mémoire de M. R. Liouviile : « Sur les formes inli-grablcs des équations linéaires du second ordre » {Journal de l'Ecole polytechnique, LVl* cahier, p. 7; 1886).
Voir aussi le Mémoire déjà cité de M. Burgatli {Annali di Matemalica, t. XXIII, 2» série).
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si 5, est une intégrale particulière, r, = x^-y- est une intégrale de l'équation adjointe, comme cela résulte de l'identité
cVcV ''' "^ '*- ~ ^r i ^x:>y ^ ^~ .V=^ ^ i .V / ^^^' -^^ ^•^^'^i/ 7 i '
il suffit donc de connaître deux intégrales particulières ou même une seule de léqualion (63) pour pouvoir en déduire une transformation de la forme (58).
Bornons-nous maintenant au cas d'une équation réduite
(64) 5 -f- ap -}- bq -^ cz =^o\
Soient z^ une intégrale particulière dé cette équation et v^ une intégrale particulière de l'équation adjointe
(6o) T-^— — ac- — 6 — -f-e— — — — )u = o;
dx:>y :^x :>y ' \ :>x :>yj
on a
Y = / xr, ( iy, — -y^j d.r — y, (q^ + azt) dy, V, — o, ô| = Y -j- v^z^, 5 = 0,
et u est donné par une nouvelle quadrature
ce qui peut encore s'écrire, en remplaçant 5, par v + i^-i et intégrant par parties,
- ^zy'"""' — /^( ^^'-'i — V^ \ dx — r, q -f- oz) dy.
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Posons
z \z (bo, — ^ j lU^ — v^ [q + az) ch/\
d'après ce qu'on a vu au paragraphe précédent, îo satisfait à une équation linéaire de même forme que z, dont y est une intégrale particulière ^c^, correspondante à l'intégrale particulière -, de l'équation proposée, et la formule qui donne î^ peut s'écrire
io,
u 10, z — tcz^
la transformation par laquelle on passe de l'équation en ^ à l'équalion en u est donc une combinaison de deux transformations déjà étudiées. A tout système de deux solutions particulières, l'une de l'équation en ^, l'autre de l'é juation adjointe, correspondent, comme on l'a déjà remarqué, une infinité de transformations de l'espèce précédente, dépendant d'un paramètre arbitraire, puisque y ou ^c^ dépend encore d'une constante arbitraire.
Ktant données deux équations linéaires telles ([ue l'on passe de l'une à laulre par une transformation delà forme
où, pour plus de symétrie, nous remplaçons y et 8, par X et fx, soient (E; l'équation en z, (E)' son adjointe, (E,) l'équation en u et (E/) son adjointe. Les invariants de l'équation (E) ont pour valeurs
) T^x \o)J ix \z^/'
<)a Da
:)xôy - ,.. - X
ces invariants ne changent pas quand on multiplie À et |>. par un même facteur constant ou qu'on leur ajoute une même constante. Remarquons maintenant que, si l'on échange X et [j., ces deux invariants
ne font que s'échantjer, et il en estévidemniînl de même pour les invariants de l'équation en u. Donc, si dans les formules (06; on échange X et a, les deux équations (E) et (E,) sont remplacées par deux é([uations respectivement équivalentes à leurs adjointes; nous disons que deux équations sont équivalentes quand on passe de l'une à l'autre en multipliant la fonction inconnue par une fonction de a?, y, C3nvenablement choisie, c'est-à-dire quand elles ont les mêmes invariants.
En particulier, si on suppose y. = — X, les invariants de l'équation (E) ne changent pas quand on permute X et ix ; elle est donc équivalente à son adjointe, c'est-à-dire à ses invariants égaux. Il en est évidemment de même de l'équation en h. Cette propriété est le point de départ des belles recherches de M. Moutard sur les équations à invariants égaux (').
La remarque qui précède conduit à une conséquence intéressante. Soit (E) une équation linéaire
f- ap -\- bq -\~ cz ^ o
dont on connaît une intégrale particulière z^ ; soit de même v^ une intégrale particulière de l'équation adjointe (E)',
(j.rJ?/ J,/; 01/ \ Oj: ôy/
En appliquant la transformation considérée qui correspond aux deux solutions z^^ y^, et en fixant la constante d'intégration qui entre dans X := Yî on parvient à une certaine équation (E,). Supposons maintenant que l'on applique la transformation à l'équation adjointe en échangeant le rôle des deux solutions c,, y, ; la nouvelle valeur Y(de y est, comme le montre tin calcul facile,
et on aura de même, pour la nouvelle valeur de ô,,
(') MoiTARD : « Recherches sur les équations aux dérivées partielles du second ordre à deux varialiies indépendantes » {Comptes Rendus, t. LXX, p. 834; 1810) ; « Sur la
constructioa des équations delà forme - . . =). U'.y), qui ailiuetlent une intégrale
générale explicite » [Journal de l'Ecole polytechnique, \L\° cahier, 1878).
Voir aussi le chapitre sur les équations à invariants égaux dans le tome 11 de la Théorie fiénérale des Surfaces de M. Darboux.
La nouvelle équation en u s'obtiendra donc en changeant À en [i et (x en X dans les formules (66^ qui conduiraient à la première ; elle aura pa> conséquent les mt^mes invariants que l'adjointe de la première. Ainsi, quand on échange les deux équations (E), (E)', ainsi que les deux intégrales z^, r^, les deux équations en u auxquelles on 'parvient sont telles que l'une d'elles est équivalente à l'adjointe de t autre.
Par exemple, si l'équation (E) est identique à son adjointe, et si on prend r, = z,, les deux transformations sent absolument identiques et conduisent, par conséquent, à la même équation en i< ; cette équation, devant être équivalente à son adjointe, a donc ses invariants égaux. Nous retrouvons, sous une autre forme, le théorème de M. Moutard. L'équation étant de la forme
T^y + '' = "' soit z^ une intégrale particulière ; si on prend r, =: z^, il vient
fi
^z dx -{- z^ r-' dy. û, = Y + ^?i
et, en prenant pour y la valeur — -^: il reste S, = ■—-' Les formules de
transformation deviennent alors, en remplaçant ti par — ex \(o/ ex \zj
ce sont précisément les formules qui définissent la transformation de M. Moutard.
La proposition si curieuse de M. Moutard se trouve ainsi rattachée à une propriété générale de celte classe de transformations.
201. On peut se proposer, sur les transformations précédentes, un grand nombre de problèmes. Cherchons tous les cas où les deux équa-
tions que l'on ramène ainsi l'une à l'autre ont les mêmes invariants. Comme on peut multiplier les deux fonctions u et z par des fonctions
quelconques dex, y, sans changer les invariants des équations linéaires
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OX OX oy ^>J
soient
les équations (E) et (E)) ; on a
A — |JL a — A A a
et, pour que les invariants soient les mêmes, il faut et il suffit que l'on ait
c'est-à-dire que a^ — a soit une fonction de y, et 6, — b une fonction de X. On en déduit, pour À et a, les relations
ce qui montre que ). et a sont de la forme suivante
)/= F l'a-; <!' y , a = F, {.c) *< iy).
Ces, conditions sont sufïisantes ; on peut en effet écrire alors les formules (67)
— — Al, ^
XY,?, ^ = X.Y
ex
X et X| étant deux fonctions de a-, et Y, Y, deux fonctions de t/, ou, en
remplaçant ^ par .. ^ ~, puis changeant X, (^n rr- et "^ 1 en r:-: A I 1 ( A , 1 (
c'a: c'a; cy c'y
iSi r.HAPl"'RE IX
ou encore
c\\,Y.^' _ Y, ht :^ (X,Y,;i ^ Xj lii^
Al- ~~ X ^.1-' ^1/ Y ^y
Les deux fonctions c et (/ vérifient une même équation du second ordre
(^^' .V^ - XX, - YY, :^.r + XX, - YY, ?y ' °'
et, si l'on connaît l'une de ces intégrales, on aura la seconde au moyen d'une quadrature
^69) „ =Jx l^ cU + Y ^ c/y,
^ X,\,J X cV ^ ^ :^î/ ^
étant donnée une équation de la forme (68 , si l'on connaît une intégrale particulière, l'emploi répété des formules '^69) et (70) permettra, en général, de calculer une infinité d'autres intégrales de la même équation. L'équation i68) peut encore s'écrire
■ F, (y) F (jc) _
' -f- ,1. .rj - 1., y i'-^ <i, a:) - *, (y ) '^ " "^ '
si aucune des fonctions * ^), *I>,,yj ne se réduit à une constante, et qu'on prenne «I» i.r) et <P, (y) pour nouvelles variables indépendantes, l'équation en 0 prend la forme suivante
les équations de cette espèce ont été étudiées par M. Le Roux dans sa thèse (').
202. Les transformations des équations du second ordre que nous venons d'étudier In" 194 et suivants) appartiennent à une classe plus générale de transformations considérées par M. Backkuid (■'). Étant
(') Annales de l'Ecole Sonnrde, 189.j. . (-) Bâckllnd, « Zur Théorie der partiellen Differcntialgleichung erster Ordnung » {Mathemalische Annalen, t. XVII ; 1880; et « Zur Théorie der Flachcntransformalionen » (Ibid., t.XIX : 18821.
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. (71) Y^{x,y,z,z\ji,q,p\q'\ — o, F2 'x,y,z,z\p,q,p\q') = o,
où z, z' sont les deux fonctions inconnues, p' et q les dérivées partielles de z\ et un système d'intégrales
considérons les deux surfaces (S) et (S') représentées par ces deux équations respectivement. Si nous faisons correspondre les points de ces deux surfaces qui sont situés sur une même parallèle à l'axe des -, les équations proposées (71) établissent deux autres relations entre les éléments correspondants du premier ordre de ces deux surfaces. En généralisant la question, on est conduit au problème suivant, que s'est proposé M. Backlund : (S) el (S') désignant deux surfaces distinctes^ peut-on établir entre les points de ces deux surfaces une correspondance telle que les éléments correspondants du premier ordre des deux surfaces (x, y, z, p, q) et {x\ y\ z\ p\ q) vérifient quatre relations distinctes données à l'avance ? Soient
(72) ¥i{x,y,z,p,q,x\ij\z',p\q')=o (i = l,2, 3,4)
ces quatre relations. Lorsque deux d'entre elles se réduisent à x ^x, y ■=.y^ on retombe sur un système de deux équations simultanées du premier ordre à deux fonctions inconnues, et on voit qu'aucune des deux surfaces (S) et (1'^ ne peut être choisie arbitrairement . Il en estde même dans le cas général. Si on suppose, en effet, que z, x'. y\ z' aient été exprimées en fonction des deux variables indépendantes x et y, on déduit p et q des relations
D-' , 'dx' , , ^>/
et en remplaçant p'et»/' par leurs valeurs tirées de ces formules dans les équations (72), on est conduit à un système de quatre équations simultanées aux dérivées partielles du premier ordre, entre deux variables indépendantes x, y, et quatre fonctions inconnues z, .<•', y', z'. L'élimination des trois inconnues .r', y\ z', conduira donc à une ou plusieurs
2Sl ClIAI'lTHi: 1\
oqiialions aux di'rivées parliellcs auxquelles devra satisfaire ^, considérée comme fonction de x^ y. Ce sont ces é»|uali(tns c|uil s'agit de former.
Nous supposerons que du système des quatre équations (72) on peut tirer les valeurs de qualre des variables x\y\ z\ p\ q\ en fonction de .r, »/, z, p, q et de la cin<juiènie variable du même groupe; autrement, lélimination de ir',_j/', z\ p\ q' conduirait à une ou plusieurs relations (Mitre X, y, «, p, q, cas que nous écarterons. 11 peut encore se présenter deux cas ; si les équations 72 peuvent être résolues par rapport à p', 9' et deux des variables x', y\ z\ on peut supposer ces équations résolues par rapport à p\ q\x\ y\ car, si elles étaient résolues par rapj)ort à p\ q\x\ z\ par exemple, il suffirait de prendre x et z' pour variables indépendantes et de regarder «/' comme fonction inconnue de ces deux variables pour être ramené à ce cas. Si on ne se trouve dans aucun des cas précédents, on peut tirer des équations (72) .r', y\ z en fonction de x,y, z, p, q. et il reste une seule équation renfermantp' et q'.
on voit facilement que, dans ce cas particulier, qui est l'analogue du cas traité plus haut (n** 194), 5, considérée comme fonction de x et dey, doit satisfaire à une équation du second ordre. En efîel, des formules qui donnent .'•', y\ z\
74) a;' = o, 'x,y,z,p,q}, y' = ^2[x,y,z,p,q), z = 'iz[x,y,z,p,q),
on tire, en porlant dans la relation dz' -.= p'do:' -\- q'dy\
OÙ
y'dbjJ^'hj-^yz'i^Tp'-^T^j''^
si on porte maintenant les valeurs de x\ y', z\ p\ q\ déduites des formules (74) et (75/ dans l'équation * = o, on est conduit à une équation du second ordre pour déterminer z comme fonction de a-, y. A toute surface il les formules 7-4 font correspondre une seule surface (i]').
Prenons le cas g'énéral où les équations 72i peuvent être résolues par rapport à x\ y', p\ q\
y' = fi (-ï*, y, -, /'< (i\ ^')i p'=A l-*-, ... : -').
H = fi, y-^ • • • ; -') ;
en remplaçant a-', ?/', ;/, </' par /", , /",, /s, /", dans la relation ds = p'rfa;' -f- q'dy', on arrive à une équation aux différentielles totales
(76) Pc/:;' + Odu' -f R</?/ = 0,
où P, Q, R sont des fonctions de .r, ij, -, j', p, q, ?% 5, <. De plus, les dérivées du second ordre r, 5, ^ne figurent que dans Q et R et y entrent linéairement; en formant la condition d intégrabilité de celte équalion
on vérifie aisément que les dérivées partielles du troisième ordre de s disparaissent, et F est linéaire en r, 5, t, ri — .s-. Il peutencorc se présenter deux cas :
1" Si réi|uation F = o contient z\ en écrivant que celte valeur de z' vérifie l'équation aux différentielles totales (7G), on est conduit à deux équations simultanées du troisième ordre pour z. Toute intégrale deces deux équations donnera une surface (S), à laquelle correspondra une seule surface (il');
2° Si l'équation F = o ne contient pas z\ on a, pour déterminer z, une seule équation du sccondordre linéaire en r, s, <, ri — s'-. Toute intégrale de cette équation donnera une surface (S), et il lui correspondra une infinité de surfaces (S'), dépondant d'une constante arbitraire, qui s'obtiendraient par l'intégration de l'équation aux différentielles totales 70).
203. Pralicpiement. il n'est pas nécessaire de résoudre les équations (72) par rapport à p', q\ cc\ y\ et on peut obtenir la condition d'intégrabililé (77) par un procédé plus élégant ('). En différentiant les équations proposées (72), il vient
(') DAttfiOLX, Théorie générale des Surfaces, l. III, p. 439 et suiv.
ces é<jualions, résolues par rapport à (Lt\ rfy, (fp\ dq, nous donnent pour dp et dq des résultats delà forme suivante
N(/p' = Wdx' -f- Kdy\ Ndq' = Ldx 4- Mr^y',
où H, K, L, M, N sont des fonctions linéaires de >■, 5, /, ri — 5^. Pour que p' et q soient les dérivées partielles 'd'une même fonction inconnue par rapport à x et y', il faut évidemment que l'on ait K =: L. En développant les calculs, on arrive à la condition suivante, qui a été donnée par M. Backlund,
j (i2) [F3F,;: + fl3) [F,F2] -f (14) [F2F3]
ou on a pose
et où le crochet [F,Fa^] a le sens habituel
'^•^*^ = V^^' + ^ Tz') -Y^-\W^i'lI') Tp'
L'ensemble des cinq équations (72) et (78) forme un systèpie équiva lent aux équations (72)et(77). Si on peut résoudre ces cinq équations par rapport à a', y\ z\ p', q\ en écrivant que les valeurs trouvées satisfont à la relation
dz' = p'dx -\- q'dy' ,
on est conduit à deux équations du troisième ordre en z ; si on peut éliminer x\ y\ 2', //, q', ce qui arrivera si, en tirant quatre de ces variables des relations (72) et les portant dans la condition (78), la cinquième variable du même groupe disparaît du résultat, on trouve pour 2 une seule équation du second ordre linéaire en r, s, t, ri — s'.
204. On voit donc (jue, sous certaines conditions que nous venons de préciser, On déduira des équations (72) une seule équation du second ordre pour déterminer z comme fonction de x, y. Cela peut arriver dans deux circonstances différentes, qui se distinguent de la façon
suivante : dans un cas, à une surface (S) correspond une seule surface ( E') qui se réduit de (S) sans aucune intégration; dans l'autre cas, h une surface (S) correspondent une infinité de surfaces (S'j, dépendant d'une constante arbitraire, qui s'obtiennent par l'intégration d'une équation aux différentielles totales.
Les deux circonstances s'étaient déjà présentées dans la discussion du système (29) (n" 194).
Lorsqu'on trouve aussi pour z' une équation du second ordre, on a obtenu de cette façon deux équations du second ordre, en général très différentes l'une de l'autre, telles que l'intégration de l'une conduit à celle del'autre, et la transformationdéfinieparlesformules '72) s'appelle une transformation de Bocklund. Remarquons que, lorsqu'à une surface (2) correspondent une infinité de surfaces fS'), dépendant d'une constante arbitraire, l'équation du second ordre en z est une équation de Monge-Ampère. Lorsqu'à une surface (Si correspond une seule surface (S'), on voit aisément que l'équation qui définit 2- représente, quand on y considère a?, ^, z, p, q comme des paramètres et r, s, t comme des coordonnées courantes, une surface réglée ayant pour cônedirecteur le cône s^ — rf= o. En efîet, avec ces conventions, les relations (7o)représentent bien une droite parallèle à une génératrice de ce cône, cette droite dépendant de deux paramètres p et q liés par la relation (73). L'élimination de p' et de q conduira donc à l'équation d'une surface réglée. Une équation du second ordre provenant d'une transformation de Bcickhind admet donc au moins un système de caractéristiques du premier ordre.
Remarque. — Si l'on se donne a priori les fonctions F,, F^, Fj, Fj, les formules (^72) ne définissent pas, en général, une transformation de Bàcklund entre deux équations du second ordre. Mais il est facile d'en former autant qu'on voudra ; il suffira, par exemple, de prendre pour F,, Fj, F3, ¥ ^ des fonctions où ne figurent pas une des trois variables X, y, z. ainsi qu'une des trois variables x\ y\ z' . En effet, l'élimination de ;>', q et des deux variables (a;', y'\ ou (x', z), ou [y\ z') entre les cinq équations (72) et (77), conduira dans ce cas à une seule équation du second ordre en x, y, z \ et on trouvera de même une seule écjuation du second ordre en x\ y\ z'.
205. En dehors des cas examinés plus haut (n° 194 et suivants), on n a étudié jus([u'ici qu'un petit nombre d'exemples de la transformation générale. M. Bàcklund a appliqué sa théorie à la recherche de deux surfaces (S), (S'), se correspondant de telle façon que la distance de deux points correspondants M. M' soit constante, et que les deux plans
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langenls en M et en M' passent par la droite MM' et fassent un angle constant f ), M. Darboux a ensuite généralisé le problème, en cliercliant les couples de surfaces se correspondant de telle façon que les plans tangents en M, M' et la droite MM' forment un système invariable; ce qui conduit à des surfaces parallèles à des surfaces à courbure constante ou à des surfaces minima. On doit à M. E. Cosserat (^i un autre exemple remarquable, qui se rattache à la théorie de la déformation des surfaces. Considérons la transformation définie par les quatre équations
( c>lO lie:
où te est une funelinu duiinée des seules variables x', y' . Ces formules définissent bien une transformation de B.icklund , car elles ne contiennent pas z\ et. si l'on prend pour variables x, = a: — ij et y^ =a'-(-^ à la place de ./■ et y. la lettre //, n'y figurera pas non plus.
Pour former l'équalioii du second ordre en z\ romarquon* qu'on tire des éqjiations (79)
si. dans la relation
dz = Pd-r -f qchj = ^^ d {X + 2/) + ^^ d {.V - y).
on remplace z, p -\- q, p — q, .>' — y par leurs expressions, il reste l'équalion aux différentielles totales
(') BÂCKi,f5D, « Om ytar nied konstant neg.itiv krOkriing » [Lu'mh Universilets Arsskrift, t. XIX; 1883).
(-) Cosserat (EiGtyz), a Sur la déformation de certains paraboloïdes et sur le tliéorénie de M. Weingarten 9 {Comptes Rendus, t. CXXIV, p. 741-744; avril 1897).
qui définit x -\- y en fonction de x', y' . En écrivant la condition d'intégrabilité, on est conduit à une équation du second ordre définissant z' en fonction de x\ y\ et on trouve qu'elle est identique à l'équation bien connue à laquelle satisfait le résultat de la substitution, dans le premier membre de l'équation d'un plan isotrope, des coordonnées cartésiennes rectangulaires d'un point d'une surface dont l'élément linéaire est déterminé par l'équation
(80) ds"- = du^ -f 2 ^ dudv + 2 ^ c/y^
' ou ' dv
OÙ II et V désignent les variables indépendantes x' et y' {*).
Pour obtenir l'équation du second ordre en z, on tirera des équations (79) les valeurs de x\ y\ p', q
oz "" Dp ^ X — y ^ X — y
où on a posé
z^ -f {x — yYpq
et où ç est une fonction des seules variables z et p. En portant ces valeurs de x\ y\ p', q' dans la relation dz' = p'dx' -f- ç'dy', et écrivant la condition d'intégrabilité, on obtient pour z l'équation du second ordre
(82) Ur H- 2K5 -j- L; -f M + N {rt — s'^) = o,
où on a posé
2K=.(.-^)Y:+(--//)\4'M^(.-y)Vî3^,+2.^>^: + -^?
^^ - 4 :)pa
Cette dernière équation peut se ramener à l'équation considérée par M. Weingarten par une transformation de contact. Si l'on considère, en
(') 0. Bonnet, Journil de l'Écjle pohj technique, XL1I° cahier ; Darbolx, Théorie ffénérale des Sui-faces, t. III, p. 261.
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oiïol, la surfaco-onvoloppe du |»lan
(l — .'7/ X -f J il + -ry Y + i./- + 1/} L — (.r — y) z = o,
<iù X, Y, Z sont les coordonnées courantes et où z désigne une solution de l'équation (82j, on trouve pour ces surfaces l'équation aux dérivées partielles
^pôq
dont M. Weingarten (') a fait dépendre la recherche des surfaces admettant rt'lément lin<'aire donné par la formule (80); p', p" sont les rayons de courbure principaux, p est la distance de l'origine au plan tangent, et q la moitié du carré de la distance de l'origine à un point de la surface.
Si l'on ('(insidt'Tc, de inrme, la transformation définie par les quatre équations
^io , ce ^r y
elle conduit pour z à la même équation (82) que la précédente ; z' est également définie par une équation aux dérivées partielles du second ordre, qui n'est autre que l'équation connue, à laquelle satisfont les ^coordonnées cartésiennes rectangulaires d'un point d'une surface dont l'élément linéaire est défini par l'équation (80). L'équation de M. Weingarten se trouve ainsi relrée aux équations établies par 0. Bonnet et par Bour dans le problème de la déformation.
206. F-itant données deux équations du second ordre (E), (E') qui se déduisent lune de l'autre par une transformation de Backlnnd, et deux surfaces intégrales correspondantes (S), (S'), les caractéristiques se correspondent sur les deux surfaces.
Prenons d'abord le cas où à la surface (2) correspond une seule surface (S ), dont les coordonnées s'expriment en fonction de a;, ?/, z^ p, q par les formules
<84) x' = Vf^{x,y,z,p,q], y' = o^{x, y, z,p,q), z' = <^^{x,y, z,p, q).
(') W'ei5ciarte5. « Sur la théorie des surfaces applicables » {Comptes Rendus, t. CXII, p. 601 et 706; 1891;.
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Soit (r) une caractéristique de la surface '^Sl, et (F') la courbe correspondante de (S'). Des formules (8ij on déduit les valeurs de p', q' en fonction de x, y, z, p, 7, r, s, (, et, d'une manière générale, les dérivées partielles d'ordre n de z' par rapport à x' et y' s'expriment au moyen de 37, y, z et des dérivées partielles de z par rapport à a; et y jusqu'à celles d'ordre n -\- l inclusivement. Or, la courbe (P) étant une caractéristique de la surface (S), il existe une infinité d'intégrales de l'équation (E) ayant un contact d'ordre m avec la surface (2) le long de- la courbe (F), aussi grand que soit le nombre entier m. A chacune de ces intégrales correspond une intégrale de l'équation (E') ayant un contact d'ordre m — 1 avec la surface (2') le long de (P'), ce qui prouve que cette courbe (f) est bien une caractéristique.
Lorsqu'à une surface (S) correspondent une infinité de surfaces (S'), ces surfaces s'obtiennent (n" 202) par l'intégration d'une équation aux différentielles totales
(80) Pch' + ClJx -f ndy = o,
où P, Q, R sont des fonctions de x, y, z, z\ p, q, r, s, /, et il suffit de se donner la valeur z^' de z' qui Correspond à un point particulier (a?o, t/q, Zq) de (S) pour que la surface '2'i soit complètement déterminée. Soit (r) une caractéristique de (S); comme le point (x^, y^, z„) est arbitraire, nous pouvons supposer que cette caractéristique passe parle point (^Tq, y^, z„). La courbe (F') correspondante de la surface (S') s'obtiendra en intégrant une équation dilTérentielle du premier ordre
dz' r= f (a;, z') dx,
que, Ton formera en remplaçant dans l'équation (85) x, y, 3-,p, 9, ?•, 5, t, par leurs valeurs en fonction de x le long de (F), et en se servant en outre des formules qui donnent a?', y', p', q' en fonction de a", y, z,p, q, z' (p. 285). Remarquons que cette courbe (F'), ainsi que le plan tangent en chaque point, ne dépend que des valeurs de .r, y, z,.p, g-, r, s, t le long de (F) et de la constante d'intégration z\.
A toute intégrale de l'équation (E) ayant un contact du second ordre avec (S) le long de (F) correspond, par conséquent, une intégrale de l'équation (E'j ayant un contact du premier ordre avec (S') le long de (F') ; on en conclut, comme tout à l'heure, que la courbe (F'} est une caractéristique.
Le même raisonnement prouve que, si l'on sait résoudre le problème de Cauchy pour l'une des deux équations (E), (E'), on saura aussi le résoudre pour la seconde.
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bi 1 u[ii u< -> u.u \ ..ju. liions osl inti'grable par la mi'thodo <le M. Darboux, il résulte d'une proposition générale déjà établie (n° 182) qu'il en est de môme de la seconde. Mais il est à remarquer que les invariants des deux équations" ne sont pas nécessairement du même ordre. Ainsi, étant donnée une équation linéaire iiilégralde par la méthode de Laplace, une suite de transformations de [.aplace, c'est-à-dire de transformations de Backlund particulières, permet de la ramener à une équation qui admet deux invariants du premier ordre, pour un même système de caractéristiques. Le même fait a lieu aussi pour l'équation de M. Beudon (n° 192). On peut encore ajouter la remarque suivante : Étant donnée une équation linéaire pour laquelle la suite do Laplace est terminée dans les deux sens, l'application de la transformation de Laplace diminue l'ordre d'un invariant d'une unité, mais augmente d'une unité l'ordre d'un invariant de l'autre système de caractéristiques. Il existe aussi des transformations qui permettent de diminuer l'ordre d'un invariant dans chacun des systèmes. Ainsi, étant donnée une équation à invariants égaux s = l(x,y)z, pour laquelle la suite de Laplace est limitée dans les deux sens, une suite de transformations de M. Moutard permet de la ramener à l'équation élémentaire s = o.
11 serait intéressant d'examiner si ces propriétés ne peuvent pas être rattachées à une théorie générale, et de rechercher à quelles conditions une équation intégrable par la méthode de M. Darboux peut être ramenée, par une suite de transformations de Backlund, à une équation intégrable par la méthode de Monge.
207. Les transformations de Backlund ne sont pas les plus générales que nous ayons eu l'occasion d'appliquer. Ainsi nous avons vu (n^'lS?- 188) que l'équation
(86) r 4- X,p + Xa^ 4- F {x, y, q, s, t) = o
se rarnone a i équation
en posant rj = u. La transformation précédente n'est pas une transformation de Backlund, puisque les intégrales de l'équation en z (pii correspondent à une intégrale de l'équation en u dépendent de deux constantes arbitraires. Ce n'est pas non plus, au moins en général, une combinaison de transformations de Biiiklund, puisque toute équation
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provenant d'une pareille (ransfcirnialion doit représenter, quand on regarde r, s, t comme des coordonnées courantes, une surface réglée ayant ses génératrices parallèles à celles du cône s^ — 7t = o ; ce qui n'a pas lieu évidemment pour l'équation (86;, si la l'onction F est quelconque.
On peut remplacer l'équation (86) par un système de trois équations du premier ordre à trois inconnues, analogue au système (29),
Si on élimine v et k, on retrouve l'équation (86), tandis que l'élimination de r et de z conduit à l'équation (87;.
Ceci nous conduit à envisager d'une manière encore plus générale les transformations des équations du second ordre. Considérons un système de m équations du premier ordre
entre deux variables indépendantes .r, y et n fonctions inconnues ir,, z.^, ...,Zn {n ^ m) . L'élimination de toutes les fonctions inconnues, sauf l'une d'elles, conduira en général à plusieurs équations simultanées pour déterminer la dernière. Imaginons que toiftes les dérivées partielles de ^2, ^3 ...,z„ puissent, au moyen des équations (89) et de celles qu'on en déduit en les différentiant, s'exprimer, à partir d'un certain ordre, au moyeu des dérivées partielles d'ordre inférieur et des dérivées partielles de -,. Si, en écrivant les conditions d'intégrabilité, on est conduite une seule équation du second ordre en z^
,90) G(<-.//.--,.7J'35;'^7^'Âî$;;-77) = "'
l'intégration du système (89) est ramenée à l'intégration de l'équation (90). A toute intégrale de cette équation correspondent des intégrales du système (89;, dépendant d'un nombre fini de constantes arbitraires, qui s'obtiennent par «l'intégration d'un système d'équations différentielles ordinaires. Maintenant, il peut se faire que cette réduction du système (89) à une équation du second ordre puisse être effectuée de plusieurs façons essentiellement distinctes. Par exemple, imaginons qu'après avoir effectué au besoin un changement de
variables clans les équations (89) l'élimination de n — 1 des inconnues nouvelles conduise, pour la dernière inconnue, à une équation du second ordre
on a ainsi établi, entre les deux équations (90) et (91), une correspondance telle que l'intégration de f une entraîne celle de l'autre. D'une façon plus précise, à toute intégrale de l'une d'elles coriespondent des intégrales de l'autre dépendant d'un nombre fini de constantes arbitraires et sobtenant par l'intégration d'un système d'équations difTérentielles ordinaires. Si l'une des deux équations est intégrable par la méthode de M. Darboux, il en est de même de la seconde (n°182). Il est clair que toutes les transformations que nous avons étudiées ne sont que des cas très particuliers de la transformation générale qui vient d'être définie.
Les transformations dont il s'agit constituent un moyen de recherches beaucoup plus puissant que les transformations de contact. Nous avons déjà fait observer qu'on pouvait, dans certains cas, ramener ainsi une équation, intégrable parla méthode de M. Darboux, aune équation intégrable par la méthode de Monge. Mais ces transformations s'appliquent aussi avec avantage aux équations non inlégrables, au moins dans certains cas, en permettant de les ramener à une forme canonique. Par exemple, étant donnée une équation du second ordre linéaire par rapport à la fonctipn inconnue et à ses dérivées
Ar -f- 2B5 -f- C/ 4- Dp 4- Eî + Fz = 0,
cette équation admet toujours un groupe tordre infini de transformations de contact, car, si on remplace z par z -(- z,, z, étant une intégrale particulière quelconque, l'équation ne change pas. Il en est évidemment de même de toute équation du second ordre qui se déduit d'une équation linéaire par une transformation de contact. Une condition nécessaire pour qu'une équation du second ordre puisse être ramenée à une équation linéaire par une transformation de contact est donc la suivante : cette équation doit se reproduire par une infinité de transformations de contact, -dépendant d'rne infinité de constantes arbitraires. Mais, si l'on emploie des transformations de Bàcklund ou çles transformations plus générales, cette condition n'est plus nécessaire. Ainsi, nous avons pu ramener à une équation linéaire l'équation s* = ^H'iy 6t il est facile de voir que les transformations de con-
tact qui reproduisent celte cfjuation ne dépendent que d'un nombre fini de constantes, lorsque À n'est pas nul. (Note de la page 19G.)
Prenons encore l'équation aux dérivées partielles des surfaces à courbure totale constante. M. Sophus Lie a démontré (jue les transformations de contact qu'admet celle équation ne dépendent que d'un nombre fini de paramétres ; il est dune impossible de ramener cette équation aune équation linéaire par une transformation de contact. Mais rien ne nous permet jusqu'ici d'affirmer qu'une transformation de Bâcklund, par exemple, ne pernjettrait pas de la ramener à une équation linéaire.
On a pu voir, par cet exposé rapide, combien nous sommes loin de posséder une théorie vraiment générale de ce sujet, et combien de questions encore obscures restent à élucider. Je n'ai pu qu'indiquer sommairement l'état actuel de nos connaissances sur ce sujet difficile.
Problème de Cauchy pour une équation d'ordre n. — Caractéristiques d'ordre n et d'ordre supérieur. — Extension des théorèmes établis pour le second ordre. — Caracléristiquesd'ordre n — 1. — É(jualioiis linéaires. — Éciualions de Xatani. — Généralisation de la méthode de M. Darboux. — Systèmes du premier ordre à n inconnues. — Caractéristiques du premier ordre. — Extension de la méthode de Monge. — Systèmes singuliers. — Équations de Jacobi. — Systèmes linéaires. — Caractéristiques d'ordre nul. — Caractéristiques d'ordre supérieur. — Cénéralités sur les équations à plus de deux variables indépendantes.
208. La notion de caractéristiques s'étend sans dilliculté aux équations d'ordre supérieur ou aux systèmes d'un. nombre quelconque d'équations, pourvu que le nombre des variables indépendantes soit égal à deux. La méthode d'intégration de M. Darboux, qui repose sur la théorie des caractéristiques, s'étend aussi, comme on peut le prévoir, sans autre difTiculté f[ue la complication croissante des calculs. Pour plus de netteté, je me l)orne, dans ce chapitre, à deux cas particulièrement importants, celui d'une équation unique d'ordre n *et celui d'un système de n équations du premier ordre à n inconnues. M. Hamburger a consacré à celte étude deux importants Mémoires (/]; la marche que j'ai adoptée est tout ;i fait diiïtTi'nte de celle suivie par ce géomètre et me paraît plus
(' /Ziir Tlieorie (1er Ivlegraiion eines Systems von niinearenpartiellen Di/ferenlialf/leiehuiif/en ersler Ordniinçj mil zuei unahhânrjifjen und n abkànf/if/en Verdnderlichen {Journal de d'elle, t. LX.XXI. p. 243-280j.
Zur Théorie der Inlef/rafion einea Systems von 7i nichl linenren parliellen lfi/f'<!renlialgleichungen erster Ordnunf/ mit zuei unabhingiyen und n abhàngirjen Verànderltchen 'Crellc, t. XCIII, p. 188-214).
Je n'ai pu utiliser pour la rédaction de ce chapitre deux mémoires rûrents de .M. E- vonWober Mathematische Annalen, t. XLIX et Journal deCrelle, t. CXVlIIJdont je n'ai eu connaissance qu'au moment de la correction des épreuves.
naturelle et plus féconde. Le point de départ est toujours le problème de Cauchy, ou le problème analogue, qui conduit immédiatement à la définition des multiplicités d'éléments, pour lesqiioUos ce problème n'admet plus une solution unique, c'est-à-dire ;i lii définition des caractéristiques.
Étant donnée une équation aux dérivées partielles d'ordre n
(I) F {œ, y, ^, P,,o, Po,P --v Pn,o, îhi-ti, ■■■,Po,n) = O,
le problème de Caucby généralisé consiste à déterminer une intégrale de cette équation admettant tous les éléments d'une orientation d'ordre n — 1 donnée, et régulière dans le voisinage de l'un de ces éléments. En d'autres termes, supposons que x, y, z, p, ^i Po^t^ •••' et toutes les dérivées partielles jusqu'à celles d'ordre « — 1 inclusivement soient des fonctions connues d'une variable auxiliaire X :
ces fonctions satisfaisant aux conditions
dZ = R,,of^X -f Ro.,rfY, rfR,^ = R, , ,,, dX. +' R,-,,^, f/Y, [i-\-k^n-2);
il s'agit de déterminer une intégrale (S) de l'équation fl), passant par la courbe C) représentée par les formules
x = X{X), 2/ = Y(X), xr = Z(X),
et telle en outre que les dérivées partielles de z par rapport k x et k y, jusqu'à celles d'ordre n — 1 inclusivement, aient en chaque point de la courbe (C) les valeurs données par les formules (2).
Les n -\- i dérivées d'ordre n de la fonction inconnue en un point de la courbe (C) doivent satisfaire à l'équation proposée et aux n relations linéaires
dpn 2, < = P" -M f^^ + Pn - 2.2 f('/, ^PO, « - < = Pi," - « ^-^ + Po. n f^.'/ ;
ces n 4" i équations déterminent, en général, un ou plusieurs systèmes de valeurs pour les n -|- 1 dérivées p„ o, p,i_(,(, •••, Po.»- Prenons un de ces systèmes en particulier et proposons-nous de calculer ensuite les
valeurs des dérivées d'ordre » -|- 1 pour le même itoinl do la courbe (C). Ces dérivées satisfont, dune pari, aux deux équations obtenues en dilTérenliaiit l'équaliun proposée par rapport à x et par rapport à y, d'autre pari aux n relations
dWn - 1 = Pi./. - « d^-^ -\- Pu.» <^^!/ + PiM - i f^^^ + 2p,,;, dxdy -|- p^,,„ + , rf^/^
les différentielles se rapportant toujours à un déplacement le long de la courbe (C). On a ainsi, pour déterminer les n -\- ^ inconnues, P/«+<,oi ••• Po'i^ii un système dé n -f-2 équations du premier degré où le déterminant des coeflicients a pour expression
dx- 'idxdy dij-
0 dx"- Idxdtj
0 0 0 . . . dx- Mxdy dy"^
en posant
En développant ce déterminant, on obtient un polynôme homogène de degré 2n en (U, dy, où le coefficient de rfy^" est (P„,o)'* ; d'autre part, si on multiplie tous les termes de la première colonne par dy'^ + \ ceux de la seconde par — dxdy'^, ceux de la troisième par dx'^dy'^~*, ..., ceux delà dernière par ( — 1)"-' dx'' + *, puisqu'on ajoute, on reconnaît que ce déterminant est divisible par
(P^.o^'y" - l'u-,.,dxdy-~^ + ... =b P,,ndx-y- ;»
il est donc égal à ce polynôme, puisque les coefficients de c/y-" sont les mêmes. Si l'expression
H = P,.,,dy" - \\,.,^,dxdy--' + ... ± P,,„ria?«
n'est pas nulle, on aura donc pour les dérivées d'ordre n -\- V wvt système unique de valeurs, et, en procédant comme au n° 16, on démontrera que toutes les dérivées suivantes sont aussi déterminées
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sans ambiguïté. Pour établir la convergence du développement en série entière ainsi formé, on procède encore comme au n° 17, en effectuant une transformation ponctuelle de façon à ramener la courbe (C) à une courbe plane située dans un plan parallèle au plan des yz ; le théorème à démontrer n'est plus alors qu'un cas particulier du théorème classique de Cauchy. On voit donc qu'en général une orientation d'éléments d'ordre n — 1 donnée détermine des systèmes formés de une ou plusieurs intégrales de l'équation d'ordre n, et que, s'il existe plusieurs intégrales, elles n'ont qu'un contact d'ordre n — 1 le long de la courbe (C). Mais le raisonnement ne s'applique plus, lorsque le polynôme H est nul, et nous sommes ainsi conduits à étendre aux équations d'ordre n la notion si importante des multiplicités caractéristiques.
209. Sur une surface intégrale (S) de l'équation proposée, considérons les courbes définies par l'équation différentielle du premier ordre
(4) ?„,,dy- - V„_^,,dxdy—^ + P„_2,20?^V3/«-3 _ ... ± ?^,,dx- = o,
où on suppose que z et. ses dérivées partielles ont «té exprimées en fonction des variables indépendantes x et y. Par chaque point de la surface (S), il passe en général n courbes distinctes de cette espèce; nous appellerons caractéristique de l'équation (1) la suite simplement infinie d'éléments d^ordre n de la surface (S) le long de l'une de ces courbes. On peut, sans connaître la surface (S), ajouter à l'équation 1 4) une autre relation indépendan 2 de l'intégrale considérée. Le long d'une caractéristique on a, en effet,
dp„-^,^ = p„,idx -\- p„-^_.,dy,
dPM,n = Pundx + PQ,n+tdy,
et on en tire, en supposant que dx n'est pas nul pour cette caractéristique,
^EsLJL — n ^.
dx ^''" ' ' dx
Pi," — ^; ' Po," t- 4
Pi-"-*- dx dx dx^P^-"^' \dx)
_ dp^,„-^^ _ dpt^n-t dj^ dp^n fdyy fdi/Y
^'•"-^- dx dx dx'^ dx [dl') ^^•"^'\dx)
_dpnj,_dpn-^,^dj^.dp,,^^^.^ldy\\ /dy\
- dx dx dx^ dx \±c) ^^ ^^ P''"^*\dx)
Pn+ 4,0 —
Transportons ces valeurs de P,,/m ^^a.'»-!» •••> P" + ^.^> ^'^^^ les deux relations
\ \di) "*" ''" ^^"^ '0 + f*"- i.t^^'M + ••• + 1V"P(." = o» ( l^-^) + i'",oP".. -|-P"-i..i^« -1.2+ ••• + lV"Po.« + ) =o; il reste, en tenant compte de la condition (4),
en posant, pour abrégi-r,
A (X) = P„>" - Pn-M^"-' + P„-2,oX"-2 ... _f_ (_ ,)„ p^^^^
A, (X) = P„,„X''-*-P„_,,,X''-2 + P^.^.oX''-^» ... -t- (- 1)"-'P,,„_,,
Par la suite, nous appellerons caractéristique toute suite simplement infinie d'éléments d'ordre n vérifiant les équations
F = o, dz =Pt,adx + Po.tdi/, dy = Idœ,
l dp,,ii — Pi+i,kdx -\- pi^k+idy, {i -\~ h^n — 1),
^' ' f^)''^'+'^'/> V/'''.o-^'.-.^>0^iî.-.,.4---+(-l)"-'A,(Xy/p,,„ ., = 0,
où X est une racine de l'équation A (X) =: o. Une équation d'ordre n possède, en général, « systèmes distincts de caractéristiques, correspondant aux n racines de A (X) = o.
, n [n 4- 1) . - 1-.. • n{n-\-i) . _ Les '■ -j- 4 équations (oj se réduisent en réalité a -^ — '■ -j- 3
équations distinctes, car on obtient d¥ ^ o en combinant les deux
(«4-1) 'n 4- 2) dernières relations. Il y figure en tout - — ■ — — ' — ■ 4" - variables,
de .sorte qu'on a n variables de plus que d'équations ; une caractéristique dépend donc de n — 1 fonctions arbitraires d'une variable.
Pour simplifier l'exposition, nous supposerons que l'équalion aux dérivées partielles proposée est résolue par rapport à la dérivée j3„,o, ce qui lie diminue pas la généralité des résultats. Soit
(7) P«,o + /'(-^, y. -,P),05 2^0.1' •••; Pn-^^^ •■■,P,),n) = o
cette équation ; en la différentiant un nombre quelconque de fois par rapport à a? et à ?/, on fjourra exprimer toutes les dérivées partielles de 2 au moyen des dérivées pi^^, où l'indice i ne dépasse pas n — 1. Nous supposerons, dans la suite, qu'on n'a laissé que ces dérivées dans les formules. Les caractéristiques sont alors définies par les équations
[ Pn,o + / = o, dz = p^f^dx -f- po, ^dy, dy = \dx, /ON 1 <iPi, k = Vi^ ukdx -'rPi,k + fCly, {i-\- k^n — l), ^' J /df\
X étant une racine de l'équation caractéristique
(9) A (X) = X- - P„_^,,X«-^ + Pn-,,'^^-' ... + (- irPo,. = o,
ou P,,A- = C
^Pi,/c
On peut aussi considérer la suite des valeurs prises par toutes les dérivées partielles jusqu'à un certain ordre le long d'une caractéristique, et définir des caractéristiques d'un ordre quelconque supérieur à n. En opérant comme tout à l'heure, on voit que les caractéristiques d'ordre n -f- A sont définies par les équations
dy = Idœ, dz = p^,f^dx +Po,idy, (10) ( ^A-A-=P,>r.c^-fP..Mrfy, {i^k%l + i-l}
auxquelles il faut, joindre les relations qui permettent d'exprimer toutes les dérivées où l'indice i est supérieur à w — 1 en fonction des autres. On remalrquera qu'il y a toujours n équations de moins que à§ variables.
Toute caractéristique d'ordre n -\- h -{■ i renferme une caractéristique d'ordre n + ^i ^^ ^^^ caractéristique donnée d'ordre n -f- h appartient, en général, à une infinité de caractéristiques d'ordre
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n -{- h -{- i, dépendant d'une conslanle arbitraire. Démontrons-le, par exemple, pour h = o. Les dérivées jusqu'à celles d'ordre n inclusivement étant supposées des fonctions connues d'un paramètre, on a, pour déterminer les dérivées d'ordre n -f- 1, les relations
dPn~2,2 = Pn-\,idx -f- Pn-^.i^y,
dPo,n = Pi, „ dx + Po, „ + , <?/.
On tire de ces dernières :
_ dPo, »
^■''"-* - dx dx ^^^'o.»-.' .
et, en substituant dans la première équation, on arrive à une équation différentielle du premier ordre pour déterminer /3o,« + «> ^^ ^^ coefficient
de - ' ^-"^^ est, au signe près,
Par conséquent, si X est racine simple de l'équation A ().) =: o, on voit bien que Po.'« m dépend d'une constante arbitraire; on peut se donner la valeur de cette dérivée en un point de la caractéristique d'ordre n, et la caractéristique d'ordre n -|- 1 est alors complètement déterminée. Les conséquences sont analog-ues à celles qui ont été établies pour les équations du second ordre (1, n" 81) :
Si À est racine simple de l'équation A (À) = o : 1° une caracléristique d'ordre n -\- h [h"^ o) est renfermée dans une infinïlé de caractérisliques d'ordre n -\- h -\- i, dépendant ctuae constante arbitraire; 2^ une caractéristique d'ordre n •\- h est renfermée dans une infinité de caractéristiques d'ordre n -\- h -\- i, dépendant de i constantes arbitraires ; 3* si deux intégrales admettent tous les éléments dune caractéristique^ tordre du contact est le même tout le long de la caractéristique commune.
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210. Pour établir qu'une caractéristique d'ordre n appartient à une iufinilé d'inU'g-rales, nous commencerons par généraliser le lliéorème du n» 82. Soil
01) ;>«-/,,/, = F (a-, î/, -, p,.o, ... ; P«,o, P«-),), •■■,Po,n)
tine équation d'ordre n résolue par rapport à la dérivée Pn-hj,- Supposons connues les valeurs initiales .r^, y^, 5^, (/),,;i;o, où l'on a i^n h — 1, ou bien k ■^. h — 1 ; si la fonction F est régulière
pour ces valeurs initiales, et si de plus, en posant P, t -— ? on a
pour ces valeurs initiales, on peut calculer de proche en proche les Araleurs, pour x = a'„, // ^^ î/^, de toutes les autres dérivées, par les «eules opérations d'addition et de multiplication. En eiïet, les dérivées d'ordre n -\-J -]- i sont déterminées par les relations
P»+J + t-/t.'i =■ l n - /i~t,h-nPn^J-h./i^ i T" • • • "T "o,nPj+ {,n 4" •••
Pli +j~/i,/iJ- \ —^ i- n~/i~ h/i + iPii -i j — /t—t,/t + 2 H" ••• r '^0<itPj^ii + i ~\~ •■•
Pn-/i + \,h + j ^==^ "n-h-\,h + \Pii-/i,/i ~ J . i -T ••• "T *0."P|.'i + y "T ••• Pn-li,hJrj + \ "^ ^ n-h-\,h+ \Pn lt~{.li- j + % H~ • • • ' 0."Po." - > -^ ( "T • • •
les termes non écrits ne rcnfcrnienl que les dérivées d'ordre inférieur àn-f-/ + l- I-a dernière équation donne pn-hji + j+{ en fonction de dérivées connues et des dérivées d'ordre inférieur à n -f-y+ 1 ; l'avant dernière équation donne ensuite /)„_/( j.i,//4.y, et ainsi de suite. En faisant successivement y = 0, 1, 2, .... on vérilie bien que toutes les dérivées successives peuvent se calculer au moyen des dérivées supposées connues par des additions et des multiplications seulement. Cela posé, le théorème du n" 82 peut être généralisé comme il suit : Soit
(12) P„-A,/, = F (j',2/,.2-, p,.o,/io., .".v.oW^- -I.., •••WV"^
une équation (Vordve n o '' le second membre est -'nlomorphe dans le voisinage des valeurs
^0'> Vùi •^0' iPi.n'o' vPo.i)oi ••• \P".o)o' IP«-m)(1' ••• \P(\.ii\\i
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ei oi< os (fcrivccs partic//i's de la fonction F par rapport à
P'i. 01 Pn — t, il -"i Pn — h ^ \,h- t
sont nulles pour ces valeurs; soient de plus
h fonctioiis dex, holotnorphes dans le voisinage du point o-q et telles que Von ait, pourx = XQ,
soient de même
n — h fonctions de y, holomorph.es dans le voisinage du point y^, et telles que Von ait, pour y = y^,
Il existe une intégrale de l'équation proposée, régulière dans le domaine du point [x^, y^), et telle que, pour y = y^, on ait
et, pour X = X(^,
^ = 4'o iyh ^ = -f . (y), ••• ^^n-^~i = '^n-n-i (y).
La connaissance desn fonctions cp^ {x), o, [x], ..., !p/,_, [x), 'j'o fy) •••> •fn_A_< (y) entraîne la connaissance des valeurs initiales de toutes les dérivées partielles (p/,a)o, où les indices satisfont à l'une des conditions it^n — ?i — i,k:^ h — 1. Nous venons de voir comment on peut en déduire de proche en proche les valeurs initiales de toutes les autres dérivées partielles de la fonction inconnue, pour x = Xq, y = y^, et cela au moyen d'additions et de multiplications seulement. On peut donc, pour démontrer la convergence du développement ainsi obtenu, employer la méthode des fonctions majorantes. Mais on peut auparavant remplacer les conditions initiales par des conditions plus simples. D'abord, il est permis de supposer x^ = yQ = o, car il suffit de rempla-
cer X et y par x^^ -\- x ot ^o + ^ respectivement pour être riuiirm'" à ce cas. Si nous remplaçons ensuite^ par «I> (a;, y) -|- m, m élanl lu nouvrlli; inconnue, et * (a;, xj) une fonction lioloniorplio dans le doiuaine du pointa:= 0, 7/= 0, qui satisfait aux mêmes conditions initiales (pie z (')
* = 'fo(y)^ 5;^ ='^(y)' ••• ^^^.,-A-i = •K-/.-,(yj. poura; = o,
la nouvelle fonction ii devra être nulle, ainsi que ses h — 1 premières dérivées par rapport à x pour y = o; elle devra être nulle également, ainsi que ses n — /t — 1 premières dérivées par rapport à y pour x = o, de sorte que tous les termes du développement de u en série entière devront être divisibles par x''y'^~'^. L'équation proposée est donc remplacée par une équation de même forme, où, pour ne pas multiplier les notations, nous conserverons la lettre z pour désigner la fonction inconnue
(13) Pn^i,.u =F ix,y. z.p^,,,Pot, ..., p„.o. "mPo.");
le second membre est holomorphe dans le voisinage des valeurs
et les dérivées partielles de la fonction F par rapport à
Pii.oy Pn- {.{) •••■> Pn -h - \.li - \
sont nulles pour ces valeui-s. Tout revient donc à démontrer que cettenouvelle équation admet une intégrale holomorphe dans le domaine de
(') Il fxislf ('videniment une indtiité de fonctions <1> », y satisfaisant à ces conditions. Pour en former une, imaginons un tableau à double entrée dont le ternie ::énéral u,k sera pris égal à {pik), si l'indice i nest pas supérieur a n — h — 1 ou linlice /c supérieur à /i — 1, et sera nul si aucune de ces inégalités n'est vérifiée. La série
ES
est convergente dans le voisinage de l'origine et représente une fonction satisfaisant aux conditions voulues.
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t'origine et satisfaisant aux conditions suivantes
- -- °' 57/ = ®' •■■' ,^7^ = O' P""'' 2/ = o, z = 0, r- =■■ o, '••j ■ — • = o, pour X = o.
Le développement de la fonction F est, en n'écrivant pas les termes de degré supérieur au premier,
«o+«i^+«2y+«î-+*«oP),o^"- + ^"-A-i-/< + iP/i-/,-),/*+(+-"+*o.«Po,«+---
les coefficients des dérivées /)„,), pn-{,i, ..., p„^/,+,,/;_, étant tous nuls. On peut encore faire disparaître le terme constant a^^ en remplaçant
z par z -\- a,, -tt-, , , , • Toutes ces réductions faites, la fonction F
admet pour fonction majorante une fonction de la forme
INI
Xi I I i_ Pn.n 4- ■•• -\- Pn.-h-i- {.h- \ /
M, p, R étant des nombres positifs convenablement choisis ; si, dans
OC
cette fonction, on remplace a: par -» a étant un nombre positif moindre
que l'unité, on augmente tous les coefficients, et la fonction ainsi obtenue est, à plus forte raison, majorante pour F. Le théorème en question sera donc établi, si on montre que l'équation
Pn.-li.n -
admet une intégrale holomorphe dont tous les termes sont divisibles par x''y'^~'^ et, à plus forte raison, si on montre que cette équation admet une intégrale représentée par une série entière dont tous les coefficients sont réels et positifs. Pour démontrer ce dernier point, cherchons une intégrale qui soit fonction de la seule variable
u = X -\- ay,
on a
z = f{x -\- ay ) ; et l'équation devient
' g ' ^^>/ ' '^ M. ;)"-3-l-t-a-f-...+x^'''-La/'- ' — ■■■4-2''/
OU encore
(») ^ s? - 1^ (s?) = *■ («• - ?:,' - 5ïï^)'
W désignant une série entière dont tous les coefticients sont réels et positifs et sans terme constant, et les coefficients A et B ayant les valeurs suivantes
Le coefficient B est toujours positif et, en prenant a assez petit, il en est de même du coefficient A ; a étant choisi de cette façon, l'équation (14) admet une intégrale qui est nulle, ainsi que ses n premières dérivées, poup u =3 o, et dont tous les autres coefficients, comme on le démontre aisément de proche en proche, sont positifs. Le théorème énoncé est donc établi.
211. Pour appliquer ce théorème général à la théorie, des caractéristiques, effectuons d'abord une transformation ponctuelle, comme au n" 83, de façon que les équations de la caractéristique considérée soient
y = 0, 3 =^ o,pa- = o, [i -\~ k ^ >'),
et choisissons lorigine des coordonnées de telle façon que le premier membre de l'équation proposée
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soit holomorphe clans le voisma<:^e des valeurs précédentes. Pour (jue Taxe des x soit une direction de caracleristi(|ue, il faut dabord que lun ail P„,o = o. et, si celte caracléristique provient d'une racine simple de lêquation (9), comme nous le supposerons, on doit avoir au contraire r„_,,, diffi'rent de zéro. On peut donc résoudre l'équation proposée par rapport à la dérivée p„_,,, et lécrire sous la forme
le second membre étant developpable en une série entière ordonnée suivant les puissances croissantes de x^ y^ c, pi^. Ce second membre doit d'ailleurs être nul, quel que soit x, pourvu que y, z et toutes les dérivées p/t soient nulles; il faut, pour cela, qu'il n'y ait aucun terme en j'"'. D'autre part, les dérivées Pa+,,o, P«,)î •••, P),« doivent être nulles le long de l'axe nx\ si on différentie l'équation précédente par rapport
M'' ^F à ./• et par rapport à y, on voit que — et -r doivent aussi être nuls,
quel que soit x, de sorte que le développement du second membre ne doit contenir non plus aucun terme en yx"\ ni en Po./i-^:^'"-
Cela posé, soit ^ [y] une fonction holomorphe dans le domaine de l'origine, nulle, ainsi que ses n premières dérivées, pour?/ = o. D'après le théorème général qui vient d'être démontré, l'équation (15) admet une intégrale, régulière dans le domaine du point a; = o, y = o, se réduisant à ^ y\ pour x = o, et nulle, ainsi que ses n — 2 premières dérivées, pour ?/ = o. On démontre, comme au n° 83, que le développement en série de cette intégrale est divisible par y"^', de sorte que tous les éléments de la caracléristique considérée appartiennent à cette intégrale, quelle que soit la fonction •{/ y ]. Tous les éléments d'une caractéristique d'ordre », correspondant à une racine simple de C équation A (À) = 0, appartiennent donc à une infinité de surfaces intégrales dépendant dune infinité de constantes arbitraires. Ces constantes arbitraires sont précisément les coefficients de la série entière •} (y), à partir du coefficient de y"**- On en conclut encore que l'on peut trouver une infinité de surfaces intégrales, ayant un contact d'un ordre aussi élevé (ju'on le veut avec une [surface intégrale donnée le long d'une caractéristique.
Les théorèmes qui viennent d'être établis vont plus loin que les théorèmes correspondants du chapitre iv. En effet, dans ce chapitre, on s'est borné à établir qu'une intégrale dune équation du second ordre est déterminée quand on se donne une caracléristique du second ordre et une autre courbe admettant un élément du second ordre de cette
caractéristitjue vl langciile à la seconde caractéristique située dans cet élément. Ici, au contraire, nous voyons qu'une intég, - 'o dune équation d'ordre n est déterminée par une caractéristique d'oruic n, et une autre courbe quelconque admettant un élément d'ordre n de cette caractéristique. Nous disons, pour abréger, quune courbe admet un élément d'ordre n lorsqu'elle a un contact d'ordre n avec toute surface admettant cet élément.
Bien qu'il y ait une grande analogie, dans les raisonnements et les résultats, entre le cas d'une équation d'ordre n et le cas d'une équation du second ordre, nous devons signaler cependant une différence essentielle. Nous avons reconnu que deux caractéristiques de systèmes différents dune équation du second ordre, ayant un élément commun du second ordre, appartiennent à une môme surface intégrale. Au contraire, dans le cas d'une équation d'ordre n > 2, deux caractéristiques d'ordre n, de systèmes différents, ayant un élément commun d'ordre w, n'appartiennent pas en général à une même surface intégrale. Nous verrons une confirmation de ce fait un peu plus loin.
212. Etant donnée, sur une surface intégrale (S), une caractéristique (C), il existe, nous venons de le voir, une infinité d'intégrales ayant un contact d'ordre n au moins avec la surface (S), tout le long de la caractéristique. Il est naturel de se demander s'il n'existe pas des équations possédant des caractéristiques d'ordre n — 1, comme cela a lieu pour les équations du second ordre, de lelle sorte qu'il existe une infinité d'intégrales, dépendant d'une infinité de constantes arbitraires, ayant un contact d'ordre n — 1 seulement le long de la caractéristicjue. Pour qu'il en soit ainsi, il faut que le problème de Cauchy, relatif à cette multiplicité d'éléments d'ordre n — 1, conduise à une indétermination pour lune des dérivées d'ordre n. Supposons que a?, ij, z et les dérivées p,,A^ soientdes fonctions connues d'un paramètre ). {i-\-k^n — 1) vérifiant les relations
dpi,k = Pi ^ ij.do' -f- PiM ^ \(hj ; a -^ k^n ~ 2)\
on a, pour déterminer les dérivées d'ordre w, les « -]- 1 équations
(^Pn-^,Q = jo„,of/.r -f pn-fy'.'/, ... o^Po."-! ~ Pi.><-> f^'' + Po,n dy .
Si on tire.n des dérivées d'ordre n des dernières relations et qu'on les porte dans F = o, on doit arriver à une identité, pour avoir une
caraclérislique. On obtiendra des équations admettant une famille de caractéristiques «l'ordre n — 1 de la manière suivante ''parlons de deux relations de forme arbitraire
'l U,>f.r.(fu: dp„_^^Q, (fPn-2^^^ -■, (^Po,n~t) = o,
où H et n, sont lioniogi-nes par rapport aux difTérentielles et renferment en outre les variables x, y, -, p,o' •••♦ Po./i-i t' ''ne façon queleon(iue. Si l'on remplace ^/p,,x ^^^ Pt-^.kdJ^^ -\- Pi.k^^(^y^ P^iis qu'on élimine le
rapport -j^ entre les deux relations obtenues, on aboutit à une équation
d'ordre n, admettant une famille de caractéristiques d'ordre n — 1, définies par les formules (16) et les suivantes :
dz = p^f^dx -\- Po.,di/, dpi^^ = p,^ t,kdx + p,, a- . idy {i + k^n — 2).
Nous nous bornerons au cas où les formules (16) sont linéaires par rapport aux différentielles, et, comme nous n'écrirons que les relations entre les dérivées d'ordre n et d'ordre n — 1, nous modifierons un peu la notation employée en posant
Les formules (l(jy étant linéaires en dx, dy.d-r.f, ..., <:/?:„, examinons dabord le cas où elles sont de la forme
17 \ ) dy = y^dx,
' I a,<:/-, -j- «2^7:2 + ... -f- a„dizn = acte,
«0 «2 ^"1 '•' H- étant des fonctions de x, 3/, z et des dérivées partielles de z jusqu'à celles d'ordre n — 1. L'élimination du rapport -fconduit ù léquation linéaire par rapport aux dérivées d'ordre n
(18j fl, (ry, + 9j>) -f a.^[q^ -f q.;,) + ... -^ a„ fç„ + ry„ + /a) = ;/. Inversement, étant donnée une équation linéaire d'ordre n, (l'J) A<9, + Ao^a + ••• + A;, + <'7„ + < = A,
OÙ A, A,, Ag, ..., A„ + , (Jt''|)('ii(Ient de x, ?/, z et des dérivées d'ordre
inférieur à n, pour qu'elle provienne de l'élimination de -j^ entre les
relations (17), il faut pouvoir déterminer a^, a.^, ..., a„, X, ix par les conditions
et l'élimination de a,, a^, .... a„ conduit à l'équation de degré n en X
(20) A,X" — A.,X''-' + AgX''--^ ... + (- 1)« A„ + , =0;
c'est précisément l'équation qui détermine les caractéristiques, comme on devait s'y attendre. Une équation linéaire d'ordre n admet donc, en général, n familles distinctes de caractéristiques d'ordre n — 1, qui sont définies par des équations linéaires par rapport aux différentielles. On peut donc étendre immédiatement aux équations linéaires d'ordre n la méthode employée par Monge pour les équations du second ordre ('). Nous n'insisterons pas sur cette méthode, qui sera généralisée tout à l'heure.
Lorsque le coefficient A, est nul, l'équation (20) en X a une racine infinie, et les formules (17) sont remplacées par les suivantes
dx = 0, A^d-K^ -f ... 4- A„a'-„^, -j- A„ + ,f/::„ = Ady.
Passons au cas où les caractéristiques d'ordre n — 1 sont définies par des formules linéaires (jiielconques
(21] • ^^^^* "^ a./lT.., -f- ... + a„di:n -f Ifdx -\- l^dy = o, ' b^d■K^ -\- b-^dr:.^ -\- ... -\- b„d-!:„ -\- !/.,</./; -|- ij..^dy = 0 ;
l'élimination du rapport -^ conduit à l'équation suivante
(22) ^{a,b/, — Ma,! ,7,(//.^ , — '/-x l'/A-j + {f-i^a^qi — l-iEbiq,qui est de la forme
(23) ^B,.a(^.î;i.+ ,— 7A7/+,;i-A,r/, + A.,q., + ... + A„,^q,,,^ = A. (1) Natani, Die hohere Aiialysis, p. 380.
Inversement, élanl donnée une équation de cette espèce, pour qu'elle
provienne de l'élimination de -r^ entre les deux relations (21), il f;mt
pouvoir l'identifier avec l'équation (22). On voit que l'identification n'est pas toujours possible, dès que n est supérieur à 3, en remarquant que,
les 2/j inconnues a^, a.y n„, h^, h^, ..., b„ sont déterminées par les
■(•(tndilioiis
afik — hia^ — B,, ^,
Jes quantités B,/. vérifiant les relations
pour que les équations précédentes soient compatibles, il faut en outre ■que l'on ait, comme on s'en assure par un calcul facile, les relations suivantes, bien connues dans la théorie de la droite, entre les quantités B,,,.
B,.aB/,./ + B/ /- Bu, + B.wB,,/, := 0, (i,k,h,l=i,% ...,n).
Pratiquement, on peut s'assurer si l'identification est possible et calculer les coefficients de la façon suivante. L'une au moins des quantités B, /, n'étant pas nulle, supposons, pour fixer les idées, que B,_j ne soit pas nul; comme B, ._, = a^b^ — b^a^, il s'ensuit que les équations (2i i sont résolubles par rapport à d^:^ et à ^712 ; on peut alors, «ans diminuer la généralité, supposer
Si l'un fait i =^ \ dans la rel-ation générale
il reste b^ =: B, ;; ; si l'on fait, au contraire, A = 2, il vient ai =^ B/, 2, et il n'y a plus qu'à examiner si ces valeurs des coefficients a,-, i^^ satisfont •aux autres conditions.
Lorsqu'il en est ainsi, il reste n + 2 équations pour déterminer les quatre coefficients >,,, Àg, ij.<, lîj, w -j- 1 de ces éf[uations étant linéaires, et la dernière étant du second degré. Il faudna encore que ces équations soient compatibles, ce qui na pas lieu, en général, lorsque n est supérieur à 2. Les équations de la forme (19) peuvent être considérées comme une généralisation de l'équation d'Ampère, maison voit, d'après
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<!e qui précède, qu'elles n'admettent de caractéristiques d'ordre n — 1 ■que si les coefficients satisfont à certaines conditions (').
213. La méthode d'intégnation de M. Darboux s'étend sans difficulté aux équations d'ordre quelconque à deux variables indépendantes. L'extension de la méthode de Monge, quand elle est possible, est comprise comme cas particulier dans l'exposition qui va suivre. Etant donnée une équation de la forme
(24) p„,o + AG^'". 2/> - ;P<,o. Po.n ■■■ ', Pn-ut^ ■■■^ Po,»)= o,
cherchons d'abord s'il existe des combinaisons intégrables pour les équations différentielles des caractéristiques d'ordre n. Soit ch = o une combinaison intégrable, o ne renfermant pas Pn,o'i si, dans ch, on remplacée/?/, dz, dp^^, ..., dpQ^„_^, et dp„_^^^ par leurs valeurs tirées des équations (8), il vient
"^^ = hl + ^/'^ + H (P''" + ''^«•<^ + ^ ^^^0 + ^'- '''^ + ••• \_L\o l'y 1.2 W-'i.o
+ \—^ ^"-( (>\) f^Pn-2.2 — ^"-2 PO C?P,._3,3 + •••
i)«A, (aic/;v
11 faudra donc que les coefficients de d.c, «'p,t_ o.a» •••' '^Po-n soient nuls séparément, c'est-à-dire que l'on ait
„ Ifej + 'C^J c>„-,,, \dy)
f i'/)„ „ 2- 2 'Pn - I , ) ^^/»0, " 'Pn-i-i
et on aura à rechercher si ces équations linéaires simultanées admettent une solution cqmmune. Les relations de la dernière ligne ont une signification importante. L'é(juation (^ui détermine les caractéristiques de léciualicn -^ = C est, en divisant par d.r et posant dy = jj.o'a',
(') Cette extension de l'équatinn «lAnipére ^ été aussi indiquée par Natani (Die hdhere Anahjsis, p. 387).
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c'est-à-dire, en se reportant à lexpression de A,, A,^, ...,
■Mal
On voit que l'équation * = C doit admettre comme directions de caractéristi<iucs les n — 1 directions de caractéristiques dv. l'équation proposée, autres que celle (jui donne les caractéristiques considérées.
De même, pour qu'il existe une combinaison intégrable pour une famille de caractéristiques d'ordre ti -\- h,
la fonction •]/ ne renfermant que les dérivées /3,,a pour lesquelles l'indice i ne dépasse pas n — 1, on trouve que la fonction <\i doit vérifier les équations simultanées
5^^ -hA„_,(;x)^-— =0,..., ^-^+(-i)«A,(À) — ^^ =0,
dont les dernières ont la même signification que plus haut. On opérerait de la même façon pour reconnaître si les équations dillérentielles des caractéristiques d'ordre n — 1, quand il en existe, admettent des combinaisons intégrables.
Cela posé, considérons une équation d'ordre n admettant n systèmes de caractéristiques différents, et soient
dUf = 0, du.j, = 0, ..., dUn-^ = o
n — 1 combinaisons intégrables appartenant respectivement an — 1 de ces systèmes, u^, u^, ..., «„_, renfermant les dérivées de z jusqu'à l'ordre n -^ h qm plus. Les n équations
OÙ C^, Cj, ..., C„_^ sont des constantes quelconques, forment un système en involution. Par toute orientation d'éléments d'ordre n -(-: A, dont les coordonnées vérifient ces équations et celles qu'oti. déduit de P/i.0 -\- f ^= ^ psr <^6s différentiations, il passe une intégrale commune. En effet, l'intégrale (S) de />„.„ -\- f = o, qui passe par cette multiplicité d'éléments, peut être considérée de n — 1 manières différentes
comme un lieu de caractéristiques. En particulier, on peut la regarder comme le lieu des caractéristiques de la famille qui admet la combinaison intégrable f/», = o, ces caractéristiques étant issues des divers éléments de l'orientation précédente. Comme u^ est constant tout le long de chacune de ces caractéristiques, il s'ensuit que l'on a bien Uf = C^ en chaque point de la surface (S), et on démontrerait de la même façon que cette surface (S) satisfait aux autres relations
Cotte intégrale commune (S) peut être obtenue par l'intégration d'un système d'équations différentielles ordinaires. D'après ce qui précède, en chaque élément de (S), les n équations
^".0 ~r~ /-— 0» ^(^^Co Mo^^Co, ..., , w„ _ ) = Cn— j
ont une direction de caractéristique commune, de sorte que (S) est aussi un lieu de caractéristiques communes à ces n équations, et il nous suffira de déterminer ces caractéristiques communes. Soit X„ la racine de A (À) = o qui correspond à ces caractéristiques ; on a, pour déterminer les valeurs des dérivées d'ordre n -\- h le long d'une de ces caractéristiques, n équations
j dpn-i,h~i — ^n-i {K)clpa-2,h + 2 -{-■■' + {— ^)"~* ^l {'>^u)dpo,n + h ••■ = 0,
/ dp,^_^J, + ^ — A„_^(X/)a!p„_■2,/J + 2^-...-f-( — l)"-'A<(^,)û?/Jo.« + /f- = 0'
dont la première n'est autre que l'une des relations (10) et dont les autres se déduisent de m, :=C,, ..., w»-, = C„_,, en tenant compte des conditions (26). On vérifie sans peine que ces équations peuvent être résolues par rapport à dp,l_^J^J^^^ ..., £^i3o.«+/M ^^ ^^^ racines X,, Xj, ...., X„ sont distinctes, comme nous le supposons. En ajoutant les relations
dy = Indx, o?3- = (p^.o + po, Cf^n)dx, dpi^ k = {Pi + ,,A + Pi, k + iK)dx,
on forme un système d'équations différentielles ordinaires, permettant de déterminer complètement ces caractéristiques communes, quand on en connaît un élément d'ordre n -f- A. L'intégration de ce système donnera l'intégrale. cherchée [S).
Plaçons-nous toujours dans le cas où les n systèmes de caractéristiques sont distincts et supposons, de plus, que, pour n — 1 de ces systèmes, il existe deux combinaisons intégrables distinctes. On peut reprendre sans modification les raisonnements qui ont été faits pour le
second ordre; réqualion proposée admet n — 1 intégrales intermédiaires distinctes
et la solution du problème de Cauchy est ramenée à V intégralion d'un système d'équations différentielles ordina'res.
Lorsque les « systèmes de caractéristiques admettent chacun deux combinaisons inlégrables distinctes, on a n intégrales intermédiaires
distinctes
u^ = cp, (r,), ..., H„ = »„ (y„),
et on pourrait démontrer, par des considérations analogues à celles qui nous ont servi pour le second ordre, (|ue ces équations, jointes à F = o, forment un système complètement inlégrable,
Remakql'e. — Nous avons dit plus haut (n" 211) que deux caractéristiques d'ordre n, de systèmes différents, n'appartiennent pas en général à une même surface intégrale. 11 est facile de le vérifier. Soit (C), (C) ces deux caractéristiques ; supposons que les équations différentielles d'un des autres systèmes de caractéristiques admettent deux combinaisons intégrables distinctes d'ordre n, du = o, dv = o, de sorte que l'équation proposée admette l'intégrale intermédiaire
Le long de la caractéristique (C), u et v sont des fonctions d'une seule variable, et toutes les surfaces intégrales (|ui admettent les éléments de celte caractéristique satisfont à une même équation u = cp^ (u), où la fonction o, a une forme déterminée. De même, toutes les surfaces intégrales qui admettent tous les éléments de la caractéristique (C) satisfont à une équation u = ^^ r,, où la fonction -^j ne dépend que de cette caractéristique. Pour que la même surface intégrale contienne à la fois les éléments des deux caractéristiques, il faudra donc que l'on ait », = ^2' ce qui n'aura pas lieu évidemment, si ces caractéristiques sont quelconques.
214. .Nous étudierons encore rapidement un système de n équations du premier ordre à deux variables indépendantes a;, ^, et à w fonctions inconnues z^, z., z„,
'^zi ':>z/
On (Jélinit les caractéristiques en se posant un problème analogue au problème de Caucby. Donnons-nous les valeurs de c,, s.^, ..., ;;„ pour une suite de valeurs des variables vérifiant une relation '^ (a?, y) =0, et proposons-nous de trouver un système d'intégrales prenant les valeurs précédentes; en langage géométrique, cela revient à cbercher n surfaces associées
^1 = /"l {^, y}y -2 = A (^' y)^ •■•, Zn= fa {x, ?/),
passant respectivement par n courbes données (F,), (Fj), ... (F„) situées sur un même cylindre ayant ses génératrices parallèles à oz. Le long de ces courbes, x, y, z^, ..., z„ sont des fonctions connues d'un paramètre variable, et les valeurs dep,,p2' •••1 Pn-, îp Q^^ ••■1 <in s'obtiendront par la résolution des îLn équations
i dz^=Ji^dx -[- q^dy4z^=p.^dx + q^dy, ..., dz,^=pndx-\-qndy\
les valeurs obtenues pour les variables Pj et g^^seront aussi des fonctions régulières du paramètre variable, à moins que le déterminant fonctionnel des 2n équations précédentes par rapport ap^Pj' ■••' p„, q^, ^21 --M (7" ne soit nul. Ce jacobien a pour expression
^Pn ^qn
^Vn
dx,
f/rc,
dy, .
en multipliant toutes les colonnes d'ordre impair par c?y, celles d'ordre pair par dx, et retrancliant chaque colonne d'ordre pair de la précédente on remplace, à une puissance de dy près, ce déterminant par le suivant
^F, , ^F, " DF, , ^F. , r — > du — r — ^ dx. r— ^ dy — r— ^ dx,
T— * dy — r — ' dx
<^Pn
DF„ , .^F„ . :>F„ . c^F„ . :)F„ , ^F„ ,
-T-^ du — r — dx, - — r/f/ — ^— dx, ... , -r — dy — - — dx
^Pi ^ ^9i ^>2 ^92 ^P" ^9n
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Clola posé, nous drlinintus U's caractéristiques comino il suit. Etant donné un systônio d'intéirralos
■". = l\ V • .'/, > ^2 = A {^y y)y •■•' • 2n= fn [x, y),
nous appollerons élémenU associés du premier ordre les éléments do ces ■n inli'^rales
•'Ny> -nPc?i)i {x>i/, ^-i^Pî, q^)^ "M (^, z/. -'M p«, 9«).
qui correspondent à un même système de valeurs pour x et y. Une caractéristique du premier ordre de ce système dintégrales est une suite simplement infinie d'éléments associés du premier ordre, définie par l'équation différentielle du premier ordre
où l'on suppose qu'on a remplacé s^^ z^, ..., «n, p,, ... P/i,9p Qi, ■■iqu
par leurs expressions en fonction de x^ y. On voit que tout système
d'intégrales possède n familles, en général distinctes, de caractéristiques.
Le rôle important de ces caractéristiques tient toujours à la propriété
dy suivante. Soit a une racine de l'équation A = o, où l'on regarde -^
comme l'inconnue ; le long d'une caractéristique correspondant à cette racine, on a, entre les éléments associés du premier ordre, les relations
,gQ^ \ F, = o, F2=:o, ..., F„ = o,
\ dy = ^dx, dZf=Pfdx-\- q^dy, ..., dz„=Pndx-]-qndy.
Nous allons montrer que l'on peut ajouter à ces relations évidentes une autre écjuation indépendante du système d'intégrales qui nous a servi à définir les caractéristiques. On a, en effet,
\dx)^ .>, ^x "^ "• "^ c>„ ^x "^ ^q^ 1>X "^ ••• ^ :>q„ ^x en posant
si on remplace -p- par "^ et -^ par -^ > il vient,
en multipliant par (hi\
"^ > \dx) ^ ^:>p^. "-^ ^ cV / ^/A- ^Pk ^ \
Imafjinons écrites ces ?i relations où l'on aurait fait successivement 1=1,2, ... n ; on peut éliminer de ces n relations les termes qui
contiennent les dérivées du second ordre ;r— • En effet, si le rapport -f-
satisfait à l'équation A = o, on pourra trouvern coefficients ).,, Xg, •.., ^^i différents de zéro, satisfaisant aux n conditions
f X , r— *■ dx — r— ^ rfy + . . . + A„ -r — dx — T — du] = o \
si on ajoute les n équations (31), après les avoir multipliées respectivement par X,, Xj, ... X„, il reste
(33)h.(f) + '.(^) + -^>..(f')|- On verrait de même que l'on a
en posant
On peut donc définir les caractéristiques comme une suite simplement infinie d'éléments du premier ordre satisfaisant aux équations simultanées (30), (33) et (34). Ces 2« + 3 équations entre 3n + 2 variables se réduisent d'ailleurs à 2/i + 2 équations distinctes, car, en ajoufant les relations (33) et (34), il vient
X,rfF, + X.rfF^ + ... + X„ d¥„ = 0,
de sorte qu'il y a n variables de plus que d'éc[ualions. Par exemple, si les équations proposées (27) peuvent être résolues par rapport à P^^ P21 ••■> Pn^ O" pourra ne laisser dans les équations différentielles des caractéristiques que les variables a?, y, s-,, Zj, ..., ;:„, </,, q^, •.•■, qn-
Cela posé, l'extension de la méthode de Mongc et d'Ampère se fait toujours d'après les mêmes principes. Si les 11 systèmes de caractéristiques sont distincts et si chacun deux admet une combinaison intégrable, les n équations
où dni = o est la combinaison qui correspond au i"^ système, forment un système complètement intégrable. Si on résout ces tn équations par rapport à p,, jJj, ..., jo„, 9,, ..., (/„, les conditions d'intégrabilité du système d'équations aux différentielles totales
dzi =pidx + qtdy (i .= 1,2, ..., n)
sontvérifiéesidentiquenient,quellesquesoientlesconstantesC,,C2,...C„. Je renverrai, pour la démonstration, au Ménioire de M. Han)burger ('). Lorsque chacun des systèmes de caractéristiques admet deux combinaisons intégrables distinctes, le système proposé admet n intégrales intermédiaires distinctes
"< = ?« {'^^)^ "2 = Î2 ("2)1 •••> W„ = cp„ (v„)t
et l'intégration du système proposé est ramenée à celle d'un système complètement intégrable
F, = o, F2 = 0, ..., F„ = o, U^ = ^f (Vf), ...,U„ = <fn{Vn)
avec n fonctions arbitraires o,, -^.^^ •■■■> 9"-
Si n — 1 seulement des systèmes de caractéristiques admettent deux combinaisons intégrables distinctes, la solution du problème analogue à celui de Cauchy se ramène encore à l'intégration. d'un système d'équations différentielles ordinaires. Pour plus de simplicité, supposons les équations (27; résolues par rapport à p^, ,.., p„, et soient •{/< {yj, -l^ (y)r ,.., •}„ 'y) les fonctions auxquelles doivent se réduire z^, z.^, ..,, 2,, respectivement pour X =■ Xq.
Les valeurs de 3n fonctions ?/, /),, qi, étant coimues pour x = j7^, on en déduira, comme on l'a déjà expliqué plusieurs fois, la forme des
(1) Journal de Celle, t. XCllI, p. 103 et suivantes.
n — 1 fonctions tp,, z,.,^ ..., cp,,.,, de sorte que le système d'intégrales cherché doit satisfaire aux 2» — 1 équations
F, = o, Fo =0, ..., F„= 0, u^ = (j,, (y,), ..., w„_, = (p„_, (y„_,);
on obtiendra ce système d'intégrales en cherchant les caractéristiques du syslt-me qui n'a pas encore été employé. Ces caractéristiques sont déliiiies par le système d'équations connues, au([uel on ajoutera les n — 1 relations
u, = cp, {v^), ..., u„.^ -= ^„_^ (i-„_,),
de façon que le nombre des variables ne dépasse que d'une unité le nombre des équations.
215. Telle est, dans ses grandes lignes, l'extension de la méthode de Monge aux systèmes d'équations simultanées du premier ordre. Celte extension suggère un grand nombre de questions ; nous examinerons quelques-unes des plus importantes. Remarf[uons d'abord que le déterminant A, qui joue le rôle fondamental dans cette étude, est un invariant, relativement à un changement quelconque des variables indépendantes. Soient x', 3/' un nouveau système de variables indépendantes, définies en fonction des anciennes par les Çormules
les dérivées p',-, ç, de c, par rapport aux nouvelles variables ont pour valeurs
l/équation F,- = 0 se change en une nouvelle équation
et l'on a
^Qk ~~ hi'k 'V Wk ^/
d'où l'on déduit l'identité
-— du — :r— dx = ( - — di/ — r-7- dx fTr '■\' ^Pk ^ ^<Jk Vp k ^Çk / D (x', y )
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Quand on effectue le changement de variables précédent, uji élément quelconque de A est multiplié par le jacobien fTfJ-^x j on a donc, en désignant par A' le nouveau déterminant,
CeUe remarque nous permet de montrer que le problème de Cauchy, tel qu'il a été posé plus haut pour un système de n équations du premier ordre à n inconnues, admet une solution lorsque le déterminant A n'est pas nul. Supposons que l'on connaisse la suite d'éléments associés du premier ordre, correspondant aux valeurs de a-, y, vérifiant une relation donnée •!» (a;, y) = o, et satisfaisant aux équations proposées (27). Les éléments appartiennent à un système unique d'intégrales holomorphes, pourvu ([ue A ne soit pas nul pour tous ces éléments. Prenons, en effet, pour nouvelles variables indépendantes, a?' = * (a?, y), y' =,W [cr, y), la fonction W étant distincte de 4> ; on aura djo' n= o, et le nouveau déterminant A' se réduira à
ce nouveau déterminant étant différent de zéro, comme le premier A, on pourra résoudre les nouvelles équations par rapport à />'<,P2' ■••iPn et appliquer au nouveau système le théorème de Cauchy sous sa forme habituelle.
Remarque I. — La méthode d'intégration qui fait l'objet du paragraphe précédent ne s'applique pas aux intégrales telFes que le déterminant A soit identiquement nul, quels que soient vLv et dy, pour tous les éléments de ces intégrales; Jious les appellerons des intégrales singulières.
Remarque 11. — 11 peut se faire (|ue le déterminant A soit identiquement nul, pour toutes les intégrales du système (27;, alors même que les équations du systènrie ont été mises sous la forme la plus simple. La llféorie des surfaces nous offre des exemples remarquables de pareils syslémes singuliers. Tel est le système
p? +pl +pî=u (^, y), fit9i+P292+P39z=^ '>' 3/).î?+5'2+93=î'-' ^^> yj ;
qui se présente dans la recherche des surfaces applicables sur une
surface donnée ; tel est aussi le système
Pi+P^^ = o, 7.4-^2 + ^35^ + ^35-^0, 9-2 + ^35^ = 0.
que l'on rencontre dans la théorie de la déformation infiniment petite.
Un système non singulier peut toujours, d'après ce qui précède, être ramené à un systèjne de forme normale
{Pi + fi K 2/1 ^n ^2> •••) 2-,,; q,, q.i, ••., 7„) = o, (36)
( Pn + fn (^, y, 2",, 2'i^ ••■, Zn\ Hx.'l'i^ •••, Qn) =0,
résolu par rapport à p^, p.^, ..., p„, au moyen d'un changement de variables, tandis que cela est impossible pour un système singulier.
216. Pour obtenir les équations dilTérentielles des caractéristiques, nous avons eu à déterminer les coefficients X^, À,' •-■i^^n par les n équations linéaires et homogènes (32), qui sont compatibles quand on remplace -7^ par une racine ja de l'équation A = o. Revenons à la discussion de ce système. Si [t. est racine simple, cette valeur de it. ne peut annuler à la fois tous les mineurs du premier ordre de A, et les équations (32) déterminent complètement les rapports mutuels des coefficients X,, Xj, ...,X„, de sorte que l'on ne peut éliminer que d'une façon les
dérivées du second ordre ^ des relations (31), Mais, si u. est racine
multiple de A = 0, il peut se présenter des circonstances toutes différentes. Supposons, pour prendre le cas général, qu'une valeur de fi annule tous les mineurs à r lignes et à r colonnes de A, sans annuler tous les mineurs qui ont moins de r lignes ; cette valeur de ;x sera d'après une théorie bien connue, racine de A = o d'un ordre de multiplicité au moins égal à w-»- ?• -}- !• Oa pourra, dans ce cas, déduire des équations (31) n — r -}- 1 relations distinctes ne renfermant pas les dérivées du second ordre. Si on suppose, par exemple, que l'on n'ait laissé dans les équations difîérenlielles des caractérisli([ues (pie Jes 2n -|- 2 variables a-, y, ^,, -j, ..., z„, p^, p.,, ..., p„,*iious aurons 2n — r -\- 2 équations, et la différence entre le nombre des variables et celui des équations sera égale à r seulement, au lieu d'Otre Tgale à //, comme dans le cas général.
Nous n'examinerons pas les modifications (pie doit subir la Ihéorio générale dans tous les cas particuliers qui peuvent se pi'èsenler, et nous nous bornerons à considérer le cas limite où r := 1. Si un tel cas se
j)it's»Mile. le système proposé n'admet qu'une famille de caracléristitjues, et ces caractéristiques sont définies par un syslèitie d'équations difîérenlielles, dont le nombre n'est inférieur que d'une unité au nombre des variables, c'est-à-dire par un système d'équations différentielles ordinaires. Ces caractéristiqiies ne dépendent donc que d'un nombre fini de paramétres, et l'intégration du système proposé doit présenter la plus grande analogie avec celle d'une équation aux dérivées partielles du premier ordre à une seule fonction inconnue.
Pour déterminer les systèmes qui jouissent de la propriété précédente, on. peut toujours les supposer ramenés à la forme normale :
(37) Fi=pi-^fi {:c, y, z,, z.^,...,z„; ?<, 93, ...,<?„) = o, (i = 1,2, ...,n);
tous les éléments de A
c>F, . :)F, . r — dy — r — dx
doivent être identiques à un facteur de proportionnalité près. Or, si on
DF . . . ^Fi
suppose i et k dilîérents, on ar— ^:^ o; on doit donc avoir aussi r — =: o, ^^ ^Pk ^<Ik
et le système est de la forme
(38) Vi = p,-{-ri{x,y,2^,z.^,...,z,„qi)=o, (î=l, 2, ..., n).
On a maintenant
^F ^F dfi
-— ' dy — T— ' (^^ = dy — -:■— dx\ ^pi ^qi oqi
il faut donc que l'on ait
el la valeur commune des dérivées précédentes est nécessairement indép». iidanle de 7,, q.y, q,,- I-«i forme générale des systèmes cherchés est dune la siiivanle
A,. \.y B,, .... B„ étant d«'s fonctions de x, y, z^, z.^ ..., z,i%
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Si on applique à ce système la théorie gi-iuTale, on voit (luil possrdc une seule famille de caractéristiques pour la(|iH'll.' on a
dx d;/ ^
en tenant compte des équations elles-mrnies. les relations
dzi = pidx 4" Çicli/
nous donnent un système de « -|- 1 équations différentielles ordinaires
dx__dy _dz^ _ dz„ ^•^^^ A, -â;- B, -• B„'
entre x, y, -,, ...^z„ seulement. On voit que l'on peut négliger ici les équations qui renferment les dérivées p, et (/,. Convenons, pour abréger, d'appeler caractéristique à.'ordre zéro toute suite simplement infinie de valeurs de (a-, ?/, 2-,, ...v Zn) vérifiant les relations (39,. ; le cafl'ul précédent prolive que tout système d'intégrales des équations proposées s'obtient en prenant une infinité simple de caractéristiques d'ordre zéro.
Soit
l'intégrale générale des équations (39). Toute intégrale des équations proposées satisfait à des relations de la forme
et inversement, quelles ([ue soient les fonctions ï.,, cp2i •••» '^n^ "" calcul direct prouve que les fonctions r,, z.^, ..., c„, définies par ces formules, satisfont bien aux équations (38) (').
217. Lorsque les équations du système (27, sont linéaires j)ai' rapport aux dérivées p/, ^,, on peut déduire des équations différentielles des caractéristiques deux relations au moins ne contenant r|ue x, y, s,,
(') Le résultat précédent est dii à Jacolii {Journal de Crelle, t. M, p. 321). (|iii n aussi étendu la méthode aux équations siuiuitanéc-j
Al T^ + ... + Arr-i-= B,-, («•= 1, 2, .... h),
t'x, t'.Tr
à un nuinbrc quelconque de variables indépendantes.
CHAriTRE X
3'j, ..., 2„. Du reste, il est facile d'établir directement ces équations. Considérons le système linéaire
«nP< + ^itPî + ••• + Û/mP" + *HÎ< + ••• + ^niÇu = «,, "iilU H- ''22P3 + ••• + ««aPn + *n?4 + ••• + *"29« = «2'
I «p. Pi + f2"P2 + ••• + ^nnPn + *<„y, + ••• + */>"5''« = «"1
OÙ les coefficients Oa-, ^tk ^t les seconds membres sont des fonctions de ar, V, Zn ..., Xn seulement. Si on pose dy = [>.dx, l'élimination de Pu Pji •'•■> Pn entre les équations proposées et les relations
dz^ = {p^ + q^u.) dx, ..., dz,, = {Pn + q„\>-)dx
conduit au système
a^^dz^ -\- ... + a„^dz„ + [ (^h — «<.M-)5'< + •••
+ {b,,^ — a„^(x)5'„ ] dx = e^dx.
a\ndz^ + ... + a,„4zn + [ (6,„ — a,,,u) 5-, -j- ...
pour qu'on puisse éliminer q^, q.^, ..., q„ entre ces relations, il faut et il suffit (pie u soit racine de l'équation
*H ^wV-i •••> *«) — ^n\V-
a«n}A •••, ^n/i «/j/iW-
Si on a pris pour a une racine de cette équation, on en déduira une relation au moins de la forme
\^{a^^dz^ + ... J- a„//z„> -f- ... + X„ {a^„dz^ + ... -|- «„„</-„) = (X,e, + ... + À„e„) dx,
ou encore
A,rfz, -f- ••• -f- ^ndzn = Bdx,
A,,..., A„, B étant des fonctions de x,y, z,,... z„. Lorsque cette valeur de ixn'annule pas simultanément tous les mineurs du premier ordre de A (u), ce qui aura lieu certainement si (x est racine simple, on n'obtiendra qu'une relation de cette forme. Nous appellerons cavaclérisiiques d'ordre nul tout système simplement infini de valeurs de x, y, z,, ..., z„ satis-
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f&isant aux dpux équations
^ ' I A , ^^ + . . . 4- \ndz„ = Bdv ;
un système linéaire possède donc, on p^énéral, n systèmes de caractéristiques d'ordre nul, correspondant aux n racines de A (u) = o, définis par des formules analoofues aux précédentes (44).
Les équations (44) admettent au plus deux combinaisons intégrables distinctes. Lorsqu'il en est ainsi, le système proposé admet une intégrale première de la forme
n et i' étant des fonctions de x, y, z'f, ..., z„. Si le même fait a lieu pour les n systèmes de caractéristi(|ues, on a n intégrales premières distinctes
?/, = o, (y,), ..., u„ = cp„ (y„),
et l'intégrale générale est représentée par les formules précédentes, cp^, Oj, ..., On étant des fonctions* arbitrairps4 Si l'on a en tout r intégrales premières (r < n)
u^ = o, (y,), ..., î/,. = cp,. (y,.),
on pourra exp^imer z,, z^, ..., z„ au moyen de.r, _?/, et de n — r inconnues nouvelles, et on ramènera le système proposé à un système linéaire de n — r équations, dépendant de r fonctions arbitraires.
Lorsque a est racine multiple d'ordre v de A (a) = o, on peut déduire des formules (42) s équations au plus indf'pendantes de//,, rj^, ..., cy„. Les caractéristiques correspondanles sont df'linies jiar '• -f- 1 é(jiia(ions
lA") ^ '^y ~ !^^''''
^ ""^ I A'\rf,, -\- A',r/-, + ... + A-„dz„ r=: B'-
où ^■ = 1,2. ..., /•, i:^r^s.
Ces équations admettent au plus «f -f ' combinaisons intégrables distinctes, dans le cas le plus favorable où /• =r .ç. Par suite, les caracl»'ristiqnes correspondant à une racine multiple d'ordre .v de A (y.) =0 fournissent au plus .s intégrales premières du système proposé. Si ce nombre maximum est atteint pour cliaque famille de caractéristiques, on aura l'inli-grale générale du système; sinon, on pourra en diminnrr l'ordrf.
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On voit donc que, dans cfilains tas, un système d'équations linéaires admet un certain nombre ilinté^j^rales premières de la forme
Vi =fi{ui), i = 1,2, ...,r,
les fonctions 5, étant arbitraires, et les fonctions Uj n'étant pas nécessairement distinctes. Mais celte propriété n'est pas spéciale aux équations linéaires ; elle appartient aussi à certains systèmes d'équations de la forme
^iiPi + ••• + a„ip„ -f b^iq^ -f ... + b„iq„ -\- ^ C;'.., (p,.*/, — p,r/,) = e,;
On trouvera la discussion complète de cette question dans le mémoire de M. Hamburger (').
218. La méthode exposée dans les paragraphes précédents, identiqaie au fond à celle do M. Hamburger, constitue en réalité l'extension de la méthode de Monge aux systèmes d'équations simultanées du premier ordre. Pour étendre la méthode de M. Darboux, il faut commencer par définir les caractéristiques d'ordre supérieur au premier. Afin de simplifier les calculs, supposons le système proposé ramené à la forme normale
(46) ) ^a + A ''^' 2/' -f ••• ^'M Yn 9a' --M 9n) = 0.
' P>, + fn (a;, y. z,, ..., z„, q^, q^, ...,q„)= o.
Les équations (40; et celles qu'on en déduit par des différentiations successives permettent d'exprimer toutes les dérivées partielles des fonctions inconnues au moyen de a:, y, z,, ...,4r„ et des dérivées partielles prises par rapport à la variable y seulement. Nous supposerons toujours qu'on ne laisse que ces variables dans les formules qui vont suivre.
Cela posé, étant donné un système d'intégrales, nous appellerons caractéristique d'ordre m la suite simplement infinie des éléments associés d'ordre »i le long dune caractéristique. Entre lès variables
X, y,z^,z^, ...,z,„q^,q.^,...,qn\ ,V ' '"' V^
[>) Journal de Crelle, t. LXXXI. p. 261-272.
On pourra consulter aussi un .Mémoire de M. Kœni^sberger : Ueber die Intégration simultaner parlieller Differenlielijleiclninrjssysleme [Matlieinaliscfic Aiinalen. t. XI^I, p. 260-285).
GÉNÉRALISATIONS DIVERSES on a d'abord les relations
dy := [i.dx, dzi = — fidx -f- qidy,
où u. est l'une des racines de l'équation
Aux formules (47) on peut en ajouter au moins une autre, indépendante du système d'intégrales qui a servi pour la définition. En différentiant m fois de suite par rapport a y la. première des équations (46), il vient
Xdy'") ' ^^Dî/'" "^ ^q^ ;>y'" + ' I ■ ■ I :\rj^^ :\y'n+^ multiplions par dx et remplaçons ^ ^ J dx par
nous trouvons
dy'"J ^ /c^z/"*t LV^^7. '/cV'"^'^ ^^\„V'J
En opéranV de même avec les autres équations (46), on arrive à n équations, entre lesquelles on pourra éliminer les dérivées d'ordre
JH-f-l
Du'" ^^ ' i^v'""*" '
pourvu que a soit racine, de l'équation A uj =: o. dette élimination
330 cnAPiTr X
nous fournit \ine ou plusieurs équations io la forme
oO)
que l'on devra ajouter aux équations (47). Dans le cas général, où [^est racine simple de A (a) = o, cette élimination ne peut se faire que d'une façon, et le nombre des variables qui figurent dans les équations différentielles des caractéristiques dépasse toujours de ti unités le nombre des équations. On montrera encore de la même façon qu'une caractéristique d'ordre m est contenue dans une infinité de caractéristiques d'ordre m -\- 1, dépendant d'une constante arbitraire.
Une fois les caractéristiques d'ordre supérieur définies, l'extension de la méthode de M. Darboux se fait toujours d'après les mêmes principes, et son application ne présente que des difficultés de calcul, du moins lorsque les n systèmes de caractéristiques sont distincts.
219. On voit donc qu'en définitive toutes les méthodes développées dans cet ouvrage reposent sur la considération de certaines multiplicités à une dimension, ou multiplicités caractéristiques, qui jouissent de propriétés particulières relativement à une équation donnée. Pour étendre ces méthodes aux équations à plus de trois variables indépendantes, il semble donc que le premier pas à faire consisterait à étendre d'abord la notion si féconde des caractéristiques. Cotte extension peut se faire de plusieurs façons, suivant la propriété des caractéristiques que l'on regarde comme la plus importante. On peut, par exemple, partir du problème de Caucliy généralisé ; c'est ce (|u'a fait récemment M. Beudon puur les équations du second ordre à un nombre quelconque de variables indépendantes ('). 11 arrive ainsi à définir des multiplicités an — 1 dimensions d'éléments du second ordre, appartenant à une infinité d'intégrides, et qui sont les analogues des multiplicités caractéristiques à une dimension pour une équation à deux variables. Mais ces multiplicités sont définies par des relations quadratiques par rapport aux dérivées, ce qui ne permet pas l'application de la méthode de M. Darboux.
On pourrait partir d'une autre propriété pour essayer cette extension. Étant donnée une équation du second oidrc à deux variables indépendantes
'/, J. Bei;dox, « Sur les caractéristiques des éf[uations aux dérivi'cs parliflles » {Builelin de lu Société malhémaligue, f. XXV, p. 108-120).
soit {S) une surface intégrale ; si on considère sur cette surface une famille de courbes définies par l'équation différentielle
dy = u.dx,
où l'on prend pour u. une fonction convenablement choisie de x^ y, z, p, g, r, s, t, nous avons vu qu'on pouvait ajouter à l'équation précédente une autre relation de la forme
Adr 4- Bds + Cdt + Ddp + ... = o,
différente de dF = o et indépendante de l'intégrale considérée. Tous les raisonnements que nous avons faits sont basés sur l'existence de cette nouvelle équation linéaire en dr, ds, dt, dp, dq, dx, que l'on peut ajouter a dy = ^dx. Étant donnée alors une équation du second ordre, à trois variables, par exemple,
(51) F [x^,x^, x^, Z',pt,p2,p3; p,,, p,2, ...,P33) = o. où on pose
p^ = t; p''=Sx; o-,^-i,2,3),.
et une intégrale de cette équation, considérons, sur cette intégrale, une famille de multiplicités à une dimension définies par deux relations
(52) dx^^dx^^dx^^
Aj Ag A3
OÙ Xp Xj, X3 sont des fonctions de x,, X2, x^, ..., P33. Si, en choisissant convenablement ces fonctions X,, Xo, X3, on pouvait déduire de l'équation proposée une relation linéaire en t/p^,, ..., dp^^, autre que r/F = o, indépendante de l'intégrale considérée, l'analogie serait complète avec une équation du second ordre à deux variables indépendantes, et les méthodes employée^dans ce cas particulier s'étendraient d'elles-mêmes. Mais il est facile de vérifier que la chose n'est pas possible, du moins si la fonction F est quelconque ; de sorte qu'on ne sera conduit par cette voie qu'à des équations à trois variables d'une forme particulière. Natani (') avait déjà indiqué une extension possible de la méthode de Monge à des équations linéaires du second ordre à un nombre quelconque de variables, en se plaçant à un point de vue analogue. Bornons-nous toujours, pour fixer les idées, à une équation à trois variables
(1) Natam. Die hôhere Analysis, p. 388.
Mil CHAPITRE X
iiKJt'pcntlunles:
(53) A,,p,, + A,2P,2 + A,3P,3 f Aj2P22 + AjsP-ja + A33P33 = I^.
où A,,, ..., B sont dos fonctions de a;,, .Tj, 0:3, s-, p,, Pj, Pa", par analogie avec l'équation de Monge
A;- + 2Bs + C^ + D = o,
cherchons si l'équation (53) ne proviendrait pas de l'élimination des
rapports -7-*' -p-^ entre trois équations de la forme :
dx^ dx^ dx^
X, Àj X3
II faut pour cela lidontilier avec l'équation
/ H- ('!'>-3 + cXj) P23 + CX3P33 + A, = o ;
on en tire :
rtX, = A,,, aX2 4" ^^1 = A<2' ^^3 ~l" *^^« ^^ A<3' ^^'2 = ■^221 éX, + cXj = Ayg, CX3 = A33, /l^ = — B.
Supposons (jue A,, nest pas nul; on peut alors prendre X, = 1, et on tire des conditions précédentes :
a = ^^^, b = \^.^ — ^^^A^_, c = A,3 — A^/aj, /" = — B, A22 = Xj A, 2 — A,,X;\ A33 = X3 (A^3 — A^^Xg), A23 = A, 2X3 H- A,.;a2 — 2A,^X2X3 ;
pour que l'identification soit possible, il faut donc que les trois dernières relations' soient compatibles en Xj, X3, ce qui exige que les coefficients A/;tde l'équation <53; vérifient une certaine condition('). Plus généralement, en partant de trois équations linéaires quelconques on dx^, t/.-r„ dx^, dp^,dp.2, r/p3,
a,,dp, -\- a^fdp^ -\- a^/Jp^ -j- b^^dx^ + b^fdx.^ + b^^dx3 = o, ^i2^Pi + ^v/^Pi -f- ^32'^/*3 "h ^si'^^s + b^.^dx.^ -\- bj^.^dxj^ = o, a^3<^P^ + 0.ri'h>'i + «ss^/'s + ^u^^'^'i + *23«^^2 + ^3:»c^^3 = O,
{'; Cette condition s'obtient en égalant à zéro le discriminant de la forme quadratique :
Aii.r,- -f- Avj'/- + AojJ-s^ -f A,2j;,j,., -f AisXiXg + A23X-jJ:3.
réliniination de dx^, dx.^, du-^ conduit à une équation du second ordre analogue à l'équation d'Ampère.
A eette catégorie appartiennent, comme il est facile de s'en assurer, les équations qui admettent une intégrale intermédiaire du premier ordre
u^, Mj, W3 étant des fonctions déterminées de x^, x^, x^, z, p,, pj, 2)3, et cp une fonction arbitraire. On pourra consulter sur ce sujet un travail récent de M. G. Vivanti : SuUe equazioni a derivate parziali del second'ordine a Ire variabili independenti [Mathemalische Annalen, t. XLVIII. p. 474-513; 1897).
SUR L'ÉQUATION AUXILIAIRE
Soient
(1) ¥{cc,y, z,p, q,r,s,l) — o
une équation du second ordre, et z^ une intégrale non singulière de cette équation. Il existe, comme on sait, une infinité d'intégrales infiniment voisines de celle-là, et dépendant d'autant do paramètres arbitraires qu'on le veut. Prenons, en particulier, une famille d'intégrales dépendant d'un seul paramètre arbitraire e ; ces intégrales sont représentées par un développement en série de la forme
(i) z = z ^ -{- tz' -\- i^z" 4- ... = <\>[x, y, e),
qui se réduit à z,, pour e =: o. Si on substitue cette expression de z dans l'équation proposée et qu'on développe suivant les puissances croissantes de e, en égalant àOle coefficient de e, on obtient, pour déterminer z\ l'équation linéaire suivante :
(3 V~'^ +v~i^+T~y +T~'' +S~* +Tr^ =0»
ou on a pose
'Ji
"^^ - -ex'
Iz'
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L'équation (3) a été considérée pour la première fois par M. Darboux('), qui lui a donné le nom d'équation auxiliaire de l'équation proposée. Nous nous proposons de montrer comment on peut utiliser cette équation dans l'application de la méthode de M. Darboux.
Prenons d'abord une équation de la forme
et supposons cette équation intég-rablepar la méthode de M. Darboux. Toute intégrale 2^ satisfait à une relation, telle que
ou à une relation analogue, obtenue en remplaçant;),, p^, ..., p„, x par q^, <^2) •••■) 9'ii y respectivement. (Les notations employées sont celles du n" 145.) Dans cette formule f{x, y, z, p^, ..., p„) est une fonction déterminée, et* (a7)une fonction arbitrairedontlaforme varie avec l'intégrale que Ton considère. Une intégrale infiniment voisine de la première doit vérifier une relation de même forme, où & [x] est remplacée par une autre fonction
Si on remplace dans /"l'intégrale z par l'expression (3) et qu'on égale les coefficients de e dans les deux membres, cvn voit que z' doit satisfaire aussi à l'équation
ce qui montre que l'équation auxiliaire
^6) ' =-z' +Tpi' +Tq'^
est intégrable par la méthode de Laplace (n°'110, 168],
Pour reconnaître si l'équation (4) est intégrable par la méthode de M. Darboux, on peut donc procéder comme il suit : on formera les invariants successifs de l'équation linéaire (6), où on considère z comme
(") « Sur les équations aux dérivées partielles » {Comptes Rendus, t. XCVI, p. 766 ; 19 mars 1883-.
Voir aussi la note XI du t. IV des Leçons sur la Théorie rjénérale des Surfaces, p. -JOo.
une foiKtidii dea', y, satisfaisant à rt'tiualion (-4). Grâce àcette équation, on peut exprimer tous ces invariants successifs au moyen de x, y, z, et des dérivées p/ et Çi. Il faudra qu'en allant assez loin dans un sens ou dans l'autre on arrive à un invariant identiquement nul. Ce procédé de récurrence offre l'avantage de permettre d'utiliser les calculs déjà faits pour pousser les essais plus loin.
Comme vérification, reprenons l'équation de Liouville,s = e-, l'équation auxiliaire est ici s' = e'z' ; on a pour les invaViants
^'loo-/j ?'z
et par suite h. = 2 fi —h ^ -T =^ e- — r-^^ = o. Plus générale-
^ ' ùxoy ûxoy °
ment, cherchons à quelles conditions l'invariant h de l'équation auxiliaire sera nul. On a pour expression de cet invariant
;, = _ ^ ,. — — — -^ i — -^ F 4- — — 4- — • '^p* Ix'dp i>p^z ^p^q c^p Dç """ t)z '
pour que cet invariant soit nul pour toute intégrale de l'équation (4), il faut d'abord que l'on ait ^l = o- c'est-à-dire que F soit de la forme
F = C{x, y, z, q)p -\-D (a;, y, z, q), et la condition h =: o devient
c^D , ^ c^D i)C , r, DC
c'^ ' ôq ox cq
comme on l'a déjà obtenu directement (I, n*" 46).
On démontrera de la même façon que, si une équation du second ordre de forme quelconque est intégrable par la méthode de M.'Darboux, l'équation auxiliaire (3) est intégrable par la méthode de Legendre (n"" 113-115).
SUR LES CARACTÉRISTIQUES DES ÉQUATIONS SIMULTANÉES
1. Nous établirons d'abord le théorème auxiliaire suivant Soit un système de n équations^
p, = f^ (,r, y, z^, ..., z„ ; pi + ^, ..., p„ ; î,, q^, •••, 5'<).
-> , i3. = A- (^, î/, ^p .-M ■3'"; P. + n •••' P»; 9p 5^2' •••' 9/), ^' ' ^, + 4 =/; + , (a?, y,3',,....2^„;p, + ,, ...,p»; înîa» •••»?/)>
(jr„ = /•„ (a;, y, z,, ..., z„;p, + ,, ..., p„ ; g,, Çj' ••' ^')»
OM fes seconds membres fi, fi, ■■■, f,, sont des fondions holomorphes dans le voisinage d'un certain système de valeurs
ef ow /es déridées partielles
sont nulles simultanément pour ces valeurs initiales. Soient, déplus,
?< (2/)i Ta (y)^ •••> ?/ (y).
t fonctions de y, holomorphes pour y = y^, et telles que
?4 (yo) = (*«)o. Ta (yo) = (^a)o' •••- T' (^0) = (^«^o»
tI (yo) = (v<)o^ Ta (yo) = (?a^o> •••- t'« (yo) = (?/)o.
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et
;j — i fonctions de a;, holoi7wr}ihes pour j' = oc^, et telles que
+/+« (-^'o) = (-1+1 )oi ••■■> 'h' (^o) = (^")oi
Yi + . (-'^o) = (P/+ ) )oi • • • ' •]'/< (>''o) = (P»)o-
Zfts équalions [i] admcUent un système ^intégrales z^^ ..., ^„, Ao/omorphes dans le voisinage du point [x^, j/p), et telles que^ pour x = a'^, z^, c,, ..., zi se réduisent respectivement à <ff {y), cpj {y), ..., tp,- (î/), /anrfw 9«e. poury = yf^,2i+^, ...,z„ se réduisent à ■]/, + , (rc), «j/y + j {x), ..., 'f,, (a;).
Les fonctions & et •}/ étant données, on connaît par là même les valeurs initiales lie toutes les dérivées partielles par rapport à y des i fonctions 2^, -3, ..., i,, ainsi (pie de toutes les dérivées partielles par rappoit à x des n — i fonctions 5-,+ ,, ... z„. Les valeurs initiales de toutes les autres dérivées partielles s'en dédiiiiont ensuite de proche en proche, comme on le voit facilement, par les seules opératit)ns d'addition et de multiplication. Il est donc permis d'employer la méthode des fonctions majorantes po.ir établir la convergence des développements en série entière ainsi obtenus. Kn procédant comme on l'a déjà fait plusieurs fois (n<" 82 et 'HQj, on est ramené à démontrer que le système auxiliaire
Pi+t + ... + p,.\
où M, p et K sonfdes nombres positifs déterminés eta un nombre positif quelconque inférieur à l'unité, admet un système d'intégrales holomorphes dans le domaine du point a; = y = o, et représentées par des développements en série dont tous les coefficients sont réels et positifs. Cherchons, pour cela, à satisfaire à ce système en posant
u=x-^xy,z^=z^=... = î,- = /-'./; -fa?/), z,+, = ...=z„= -fi^ + ccy);
on en lire
;>. =y>2 = ••• =Pi = qi+\ = ■■■ ='?" = 5^'
ry, = q^ = ... = q, = a ^-, p, + , = P„ - - jj^'
SUR LES CARACTÉRISTIQUES DES ÉQUATIONS SIMULTANÉES 339 et il reste, pour déterminer la fonction /"(u), l'équation unique
iu
qui peut encore s'écrire
en posant :
xir („^ ^) ^ ^! _ _ îvi.
Le coefficient B est positif; il en sera de même de A, pouivii cjue Ton
prenne a inférieur à rr^- Quant au développement do M^", il ne renferme
pas de terme constant, et tous les coefficients sont réels cl positifs.
L'écjuation (4) admet une intégrale qui est nulle, ainsi (pie sa première dérivée, pour u = o] on vérifie, de proche en proche, que tous les coefficients du développement de celte intéi>-rale sont des nombres réels et positifs (n" 8:2). D'où résulte l'exactitude du théorème énoncé au début de cette note.
2. Cela posé, considérons un système de n équations du ])nMnier ordre à n inconnues et à deux variables indépendantes :
I F, (.r, 7/, z^, ..., z„; Pt, p^, ••.,:P„; rJ^, q.,, ..., q„) = o, l F„ {x, y, s-,, ..., z„; p^, p.^, ..., p„; 7, ; 7.,. ..., q„) =0.
Nous dirons qu'une racine [x de réquation caractéristique
^F, , W, , ?F, ^ DP, ^ •T— ' ay — :r- ^ ax ... r — ' rf ?/ — r— ' cr^ Dp, ^ dq, dp,, * c>9„
DF„ , DF„ Î)F„ ^F
r — ay — ;r — ax ... - — a?/ — r — ax ^Pi ^9^ ^Pu ^9n
où dy = iLdx, est de 7'a)if/ r lorsque cette valeur de ~ annule tous les
mineurs à n — r -\- l lignes de A, sans annuler tous les mineurs à n — r lignes ; ce rang est au plus égal à l'ordre de multiplicité de la racine. Pour une racine simple, on a r r= 1.
Nous allons établir que toute caractéristique du système, provenant d'une racine dont le rang r est égal à l'ordre de multiplicité, appartient à une infinité de systèmes d'intégrales, dépendant de r fonctions arbitraires. En particulier, toute caractéristique provenant dune racine simple appartient à une infinité de systèmes d'intégrales dépendant d'une fonction arbitraire.
Etant donnée une caractéristique provenant d'une racine de l'équation A(|x) = o, dont nous désignerons l'ordre et le rang par n — î, imaginons que l'on effectue une transformation ponctuelle de façon que les équations finies de cette caractéristique soient
a; = o, Zi=pi = qi = o, (^■ = 1, 2, ..., w).
Dans le déterminant A, faisons dx = o, dy =: i ; le déterminant ainsi obtenu
^...^ ^Pt ^P-
DFj,
doit »''lre nul, ainsi que tous ses mineurs à ? -|- 1 lignes, sans que tous les minonrs à i lignes soient nuls.
Nous pouvons supposer, par exemple, que le mineur
D(PnP2^ -mP/)
n'est pas nul pour a: = y = z, = /), = y, = o, et résoudre les i pre-
SUR LES CARAC/rÉRISTIQUES DES ÉQUATIONS SIMULTANÉES 341 mières équations par rapport à p,, pj, ..., p/ :
Pi = fi [oc, y, z^, ..., z„; pi + ,, /;„ ; q^, ..., q„).
Les fonctions /",, ..,/", étant supposées régulières dans le voisinage des valeurs x = y = z^ = p^ = qi = o, on peut admettre, sans diminuer la généralité, que les dérivées partielles
sont nulles pour ces valeurs. Il sufrirait,enefîet, de remplacer^,, Zj, ..•, Zi par de nouvelles inconnues, en posant
z^ ^= L^ -j- a, + jZj + ) -j- ••■ -r '^H^m
Zj + pi+fZi + f -\- ... + P
pour être ramené à ce cas, en choisissant convenablement les constantes a, + ,, p, + ^ ... Pour ne pas multiplier les notations, nous supposerons les équations (7) ramenées à cette forme.
La caractéristique considérée provenant d'une racine d'ordre n — i de A (u) = 0, le déterminant A doit être divisible par d.v"-' et ne doit pas être divisible par dx"-' + '. Or, à l'origine, ce déterminant se réduit à
dy + p-dx,^dx ^dx
p-dx,p-dx, . . . d>/ + p- dx, ^^ dx, . . . p-djc ^q, <>qi ' ^qi ^q,^, ^q,,
-'-^dx, ^^ay-'^dx, ....
i^Fh , «^F„ i)F„
— r dx -r — dlJ r — dx.
Oqi ^p„ ' <>'/-,
D'autre part, quand on fait dans ce déterminant dy =1, dx = o, tous les mineurs à î -j- 1 lignes doivent être nuls, ce qui exige que l'on
ait
= O, ... -_ ri o-
Le coefficient de dy'dx"-' est alors
et, comme nous supposons ipie la racine dx = oest d'ordre n — i seulement, on voit qu'on pourra résoudre les n — i dernières éqtiations par rapporta <7/ + ,, .... 7,,. Finalement, le système proposé (5) peut être ramené à la forme
Pi = fi (■'^> y» -1' •••! ^" ; P' + n •••' ^'"î <7n 92' "M (?/),
Pi = A (•ï''.'/, -<- --M 2„; j), n, ...', iî„; 'z,, ryj, ..., (7,), 9«>i = fn I (^.y- ^n ■■.,z„; ;), + ,, ..., p„ ; ^p^^^ •■•' 9/)»
les fonctions /", ,/'2, ..., /"„ étant holomorplies dans le domaine de l'origine, et les dérivées partielles de ces n fonctions par rapport à p, + ,, ..., j)„ étant toutes nulles à l'origine.
On peut appliquer à ce système le théorème démontré au début ; mais nous remarquerons d'abord que, pour que ce système admette pour multiplicité caractéristique la multiplicité
x = o, Zi = Pi = qi = 0, (i = 1, 2, ..., n),
il faut que les développements en série des fonctions Z",, f^., ..., fn ne renferment aucun terme en y"\ ni de terme constant, et que les fonctions fi T t ••-, fn ne renferment pas de terme en x. Cela posé, faisons dans le théorème général cp, (3/) — Og (y) =... = 0/ (y) = o, et prenons pour if/+ , (a;), "f/ + 2 (x), ..., (j/„ (x) des fonctions holomorphes de œ dont le développement commence par un terme en x^. On démontrera, de proche en proche, que les développements de 3'<,-î2i •••i^n contiendront tous a;'* en facteur, quels que soient les autres coefficients de •]/,• + ,, ..., •]>„. Tous les éléments de la multiplicité considérée appartiennent donc à ce système d'intégrales.
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