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PRÉFACE
Le présent volume renferme la fin de mon ouvrage sur les Equations aux dérivées pari telles du second ordre. Il est consacré presque en entier à rexpositiou de la méthode de Laplace et de la méthode plus générale de M. Darboux. J'avais d'abord eu l'intention de terminer ce volume par un chapitre sur Tintégration par quadratures partielles. Mais j'ai préféré rester dans le môme ordre d'idées, et j'ai consacré le dernier chapitre a diverses généralisations des méthodes précédemment exposées.
M. Bourlct et mon éditeur, M. Ilcrmann, m'ont continué pour ce second volume le concours qu'ils m'avaient pnHé pour le premier. M. E. Cosserat, qui a pris une pari active à la correction des épreuves, m'a soumis sur plusieurs points des remarques dont j'ai profité pour ma rédaction. M. Léonce Laugel, bien connu du public mathématique par les nombreuses traductions qu'il a déjà publiées, a bien voulu traduire pour moi plusieurs mémoires importants. Je leur adresse à tous mes aiïectueux remerciements.
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LEÇONS
LA MÉTHODE DE LAPLACE
Les deux cas dlnlégrabilité par la inrtlioilc d(; Moiige. — Transformations do I^aplacc. — Dcfiniliou des invariants. — Étude de la suite de I^place. — Recherche des cas où la suite de La place est terminée dans un sens ou dans les deux sens. — Retour sur Téquation aux dérivées -partielles des surfaces minima. — Proposition permettant de reconnaître, dans certains cas, que la suite de Ltplace est limitée. — Application aux surfaces & lignes de courbure planes. — Extension de la méthode de Liplace aux équations linéaii*es de forme quelconque, d'aprt»s Legendre. — Classification des équations linéaires en trois types.
Soit
une équation linéaire où les coeflicients a, &, c et le second membre M sont des fonctions données des variables indépendantes x et y. Pour que cette éciuation admette une intégrale intermédiaire dépendant d*ane fonction arbitraire, on a vu plus haut (t. I, p. 94) que les coefficients a, b, c doivent vérifier Tune au moins des deux relations (')
ia
r — i- ab — c =
- + ab-c=o.
(1) Auteurs & consulter : Euler, tnslHutionet CalcM Inlef/i^alh (t. III). — Laplaci, Recherche» muv le calcul intégral aux différences paHielle» (.Mémoires de rAcadémle; 11T3}. — Daiibous, LeçoM sur la théorie générale des surfaces (t. II; chapitre ii et suivants).
(<) CSes conditions ont d'abord été trouvées par Euler, en cherchant à ramener Téquatlon (1) à l*une des formes :
par un changement de fonction inconnue tel que s = ve^ {instHuliones Calculi Me* gratis^ t. III. Pars prima. Seeiia sêeunda,)
iirrftoRATiox MS tQUATioxs. — Tome II. I
Supposons, par exemple, que Ton ait
réciuation (i) peut s*écrire
En prenant pour Tonction inconnue ;p -f «^ = ti, celle fonction ti est
délerminée par Téqualion aux dérivées parlielles linéaire du premier ordre
qui s'inlègre comme une équation différentielle et dont Tinlégrale générale est
1* = e-/«' j Y +/Me/'"' dx |i
Y élant une fonclioii arbitraire de y. On a donc une intégrale intermédiaire, avec une fonction arbitraire de y,
(4) |+«. = «-/«'JY+/Me/"'rfrj;
celte équation du premier ordre peut, à son tour, être intégrée comme une équation différentielle linéaire, et finalement on obtient pour Vintégralc générale de Téquation (1) Texpression suivante
(5) s = e-S'^' fx + Jj Y +f'SlJ'^ ilx j J^^ - ^ rfylf
avec une fonction arbitraire X de la variable x qui ne figure sous aucun signe de quadrature, et une fonction arbitraire Y de la seconde variable y qui est engagée sous un tel sigpé.
On peut remarquer que cette expression est de la forme
= • [x +/pY«ly] + T,
c, p, Y désignant trois fonctions déterminées de x et de y, X et Y deux
M«Mb»««^
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fonctions, arbitrai i*cs de x et do t/ respectivement. Inversement, toute expression de cette forme représente, quelles que soient les fonc* ti ons «, p, Y, rintëgrale générale d*une équation de la forme (i), où les coefTicients a^ &, c satisfont à la relation (2). On lire, en effet, de la valeur de s .
(6) et par suite
si Toii «léycloppc les calculs, on trouve bîca une équation linéaire en '*« P> ?i ' t *lont la relation (C) est une intégrale intermédiaire avec une fonction arbitraire Y.
On voit de même que, si l'on a
r ^ aô — C = o,
et/ '
rintégrale générale de Téquation (1) est représentée par la formule
(8) z = ^V'"" Ty +f\ X ^fMef"'' dy j ef
Mx~arfy
Dans les deux cas qui viennent d*é(rc examinés, Tintégrale générale de l!é(|ualion proposée s*obtient donc par des quadratures. La solution du problème de Caucby se ramène elle-même à des quadratures; car, si Ton a, par exemple
la connaissance d'une courbe située sur la surface intégrale, et du plan tangent en chaque point de cette courbe, détermine la fonction arbitraire Y qui figure dans Tintégrale intermédiaire (4) (T ; n* 32). On est donc ramené à cbei*cher une intégrale d*une équation du premier ordre passant par une courbe donnée. I^s seuls cas exceptionnels qui puissent se présenter sont ceux où la courbe donnée est située dans un plan parallèle à Tun des deux plans j? = o, y = o. Remarque. — Lorsqu*on a à la fois
r-^ab -0 = 0,
<- -}- aft — c =s o,
réqaatîon (1) admet deux intégrales intermédiaires distincles, dépendant chacune d*une fonction arbitraire; on peut donc la ramener à la forme « = o (I ; n^ 43). La vérification est facile ; des relations précédentes on déduit
ce qui montre que bel a senties dérivées partielles d*une fonction V (j?, y) par rapport à â? et à y respectivement,
Y =Jmx + ady.
En posant, dans Téqualion (1), ^ = vé ' ^, on est conduit à Téquation
dont rinlégrale générale est
V =J* dxC lU^dy + X + Y.
Lorsqu*ancune des conditions
n*est vérifiée, réc|uation proposée du second ordre n*admet pas d*intégrale intermédiaire, et la méthode de Monge ne permet pas d'obtenir rintégrale générale. On doit à Laplace une méthode de transformation célèbre, qui permet, dans certains cas, de ramener l'intégration d*une équation linéaire de la forme (1), n'admettant pas d'intégrale intermédiaire, à l'intégration d'une autre équation de la m^me forme, pour laquelle il existe une intégrale intermédiaire (*}. Une étude complète de cette. métliode a été faite par M. Darboux dans le tome II de ses Leçùnê sur la Ihicriê des surfaces; je me bornerai à en exposer les points essentieb»
(1) 11 convient de faire remarquer qu*avant Laplaee Eulor avait donné un grand nombre d>xeniples d^équatioas linéaires, dont on peut trouver sous forma explicite llntégrale générale, sans qu*ii existe d*iatégral« intermédiaire.
II
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Posons, pour abréger,
Asr
^r- + ab vu *
ol supposons que A el A ne soienl pas nuls.
L'équation (i) peut toujours s'écrire
ou
(9) en posant
+ bz, —hz = M,
IA*limination de z^ entre les deux équations (9) et (10) conduit naturellement à Téquation (!) elle-mènie; si, au contraire, on élimine z^ on est conduit à la nouvelle équation, de même forme que la première,
(H) où Ton a
S^+'''Tâ+*'^+''''«=^^«
55 '"ît/
L'intégration des deux équations (1) et (11) constitue deux problèmes équivalents; si z est l'intégrale générale de Téquation (1), la formule (10) permettra d'en déduire Tintégrale générale de Téquation (11). Inversement, si z^ est rintégrale générale de l'équation (11), la formule (9) donnera l'intégrale générale de l'équation proposée
Iw
+ ^jr, — M
D'après les valeurs des coefTicients a,, ft|, C|, on a, pour la nouvelle
équation,
-+....-e.=»-*-îa^.
on no peut avoir, par liypotliès6f A=sto, mais il peut se faire que Ton ait
I IL
de sorte que la nouvelle équation (11) admette une intégrale intermédiaire. S*il en est ainsi, on pourra intégrer Téquation (11) et, par suite, Téquation proposée elle-même.
A cause de la symétrie de l'équation linéaire en a? et y, on peut encore appliquer à Téquation proposée une transformation analogue à la pre* mièrc, en posant
ce qui conduit pour ^_| à l'équation
ix^y^**-* Ja> ^ -* iy 1-C-i^-i-M-o avec les valeurs suivantes de a_,, 6_,, c_,, M_| :
M-.=M(»-^)+f On a, pour cette nouvelle équation,
et on en déduit, pour Téquation (1), un nouveau cas d*intégrabilité, celui où Ton aurait
>-..*.* ■ a.r, I » »„ ,<w-iM-. >■' ifti. tm
■.iu.^JC»
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Reniarque, — Le» deux transformations de Laplace, que nous venons de définir, présentent avec les transformations de contact une différence essentielle. Tandis que toute transformation de contact, appliquée aune équation aux dérivées partielles du second ordre, conduit à une nouvelle équation du second ordre, les deux transformations
I IL
appliquées à Téquation (1), ne réussissent qu*à cause de la forme particulière de cette équation. Si Ton appliquait une de ces transformations à une équation de forme quelconque, on serait conduit, pour la nouvelle inconnue, non à une équation du second ordre unique, mais à un système de plusieurs é(iuations d'ordre supérieur au second.
On peut remarquer encore que chacune de ces transformations peut se décomposer en plusieurs transformations simples; on peut écrire, par exemple,
ce qui montre que la transformation est équivalente à la suite des trois suivantes
u = zeJ » t? = ^- » <r| r= ce «^
du
dont la première et la troisième s*appliqucnt à toute équation du second ordre, tandis que la seconde ne réussit que pour des équations d*une forme particulière*
103. Pour continuer Tétude de la méthode de Laplace, nous remarquerons d*abord qu'on peut, sans diminuer la généralité, supposer M = o; car, si y est une intégrale particulière de Téquation proposée, il suffit de prendre pour nouvelle inconnue 2 — x' pour être ramené à ce cas. Du reste, les propriétés que nous allons établir 8*étendent, sans modification essentielle, au cas où M n'est pas nul.
Les fonctions h et A, introduites plus haut, jousnt dans cette étude an rôle fondamental. M. Darboux a donné à ces fonctions h et A le nom à'invarianU^ qui est justifié par les propriétés suivantes :
Faisons d'abord dans l'équation linéaire sans second membre
#W>Ol»— irfM<—
_| t ir -^^«. ■ -■ M ^^ ..^^
le chahgement de %'artables
y = 4'Cy');
on est conduit à une nouvelle équation de même forme
dont les nouveaux invariants sont respectivement
h' = h^t'ia!-) f (y').
A' = Af(a;')f(y').
Si Ton change œ en y, et y en œ^ on échange les valeurs de /t et de A. De même, si, dans Téquation (15), on pose z = X^, X étant une fonction quelconque de a et de y, on trouve une nouvelle équation de même forme
îT-r- + a'rr- + b — + c-5' = o, oxvy • ox * ^y
les eoeflicients a', b\ e' ayant les valeurs suivantes
c'-c + a^iSfiL^+fiilSKi + îiîL;
on vérifie sans difficulté que l'on a
^' t fat / ^^ I 1
^ + ab-e=^^ab-c.
^ + a'V-c' = ^ + ab-e.
On voit ainsi que les invarianis de féquation (16) sofii respecHvemeni égaux aux iftvariauU de Véquation pnnuiive (15).
Étant données deux équations linéaires, telles que (15) et (16)| pour que Ton puisse passer de Tune i l'autre en posant j= \z\ il est donc nécessaire que les deux équations aient les mêmes invariants. Ces con* ditions sont aussi suflisantes ; en.eiïet, si la transformation est possible,
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les deux premières équations (17) donnent
? logX ou ■
et lu condition d'întégrabilité
tV
est une consé<|uence des équations (18). La valeur de \ ainsi obtenue
satisfait aussi à la dernière des équations (17), comme le montre un calcul facile. On voit par suite que, si Ton ne considère pas comme distinctes deux équations linéaires qui se déduisent Tune de Tautre par une transformation telle que js == Iz'^ une équation linéaire est complètement déterminée, quand on connaît ses invariants. Il est en elTet possible de trouver des formes réduites dont les coefRcients peuvent se calculer au moyen des invariants exclusivement ('). Considérons en particulier une équation de la forme
— mx = o ;
ses deux invariants sont égaux et, par conséquent, elle ne peut être prise pour forme canonique d'une éc^uation linéaire (|uelconque. Pour cju'une équation linéaire puisse être ramenée à cette forme, il faut que ses invariants soieni égaux, La condition est d'ailleurs suffisante, car, si les deux invariants d'une équation sont égaux à A, elle a les mêmes invariants que l'équation
r-rr hx' = O,
et| par suite, les deux équations se ramènent l^une i Tautre.
104. Revenons maintenant à la transformation de I^place. Soit (B) l'équation linéaire sans second membre, à laciuelle on applique cette transformation, (EJ Téquation linéaire de même forme que Toq en
{}) Daiiboox, loe, cjl., p. St.
10 CHAPITBB V
déduit par la première IrànsFormation de Laplace
'* = jy + "-''
(K^i) réquatiûn que Ton déduit de (E) par la seconde transformation
appelons de môme A, A; h,, k, ; A.,, A., les invariants de ces trois équations respectivement. Ou a, d'après les formules obtenues plus haut (13) et (14),
(19) -^ { ' iX^lf
_2*-A-5ii2g*.
ixiy
Les invariants des deux équations (E,), (E.|) ne dépendent donc que des invariants de Téquation (E); propriété importante, qui montre que^ si deux équations (E), (E') peuvent se déduire Tune de Tautrc en posant z = Xs\ il en est de même des transformées correspondantes (E,), (E|') et (E -.,),(£'-,).
A chacune des équations (EJ, (E.,) on peut évidemment appliquer de nouveau la méthode de Laplace, mais il est essentiel de remarquer que chacune d*elles ne donnera pas naissance à deux équations nouvelles. Prenons, par exemple, Téquation (EJ
et appliquons-lui la seconde transformation de Laplace en posant
en se reportant ù la formule (9}| et faisant M == o, il reste simplement
de sorte que la seconde transformation, appliquée à Téquation (B|), nous ramènerait à une équation qui se déduirait de (E) en changeant z en hz.
cùÊfi mm
y*--fi/ii?"'niii>r
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La première Iraasforinalion, appliquée à Téquation (E-i), conduirait de môme à une équation qui se déduirait de (E) par le changement de s en kz. Si donc on regarde comme équivalentes deux écpiations qui se ramènent Tune à Tautre par le changement de z en Xj, l'application répétée de la méthode de Laplace conduira seulement à une suite linéaire d*équalions
à indices positifs et négatifs, dans Inquelle chaque équation (E/) se déduira de Tcquation (E/.|) par la première substitution etde Téquation (E/+i) par la deuxième. -
11 résulle de ce qui précède (|ue deux équations de cette suite s'intègrent en même temps et, par suite, on saura intégrer toutes les équations de la suite dès qu*on saura intégrer Tune d*elles. D'une manière plus j>récise, si Ton sail résoudre le problème de Cauchy pour une équation de la suite, on peut résoudre le même problème pour toutes les autres équations de la suite. 11 suffit évidemment de prouver que ce problème se résout en même temps pour deux équations consécutives. Afin de simplifier les notations, considérons les deux équations (E) et (E|). Supposons qu'on veuille obtenir une intégrale de Téquation (E) passant par une courbe C, le plan tangent étant donné en chaque point
de cette courbe. Le long de C, x^ y, ^, — » ^ sont des fonctions données
d*un paramètre variable ; quand on fait la transformation de Laplace
a la courbe C correspond une autre courbe C|. Comme Téquation pro* posée peut s'écrire
on connaîtra aussi la valeur de -r-^ le long de la courbe Ci, et on aura
ensuite la valeur de r^ au moven de la relation
On est donc ramené à chercher une intégrale de Téquation (B|) pas-
sant par la courbe C| et ayant un plan tangent connu le lonj; de cette courbe.
Si, en poursuivant Tapplication de la méthode de Laplace, on arrive H une équation (E/) ayant un invariant nul, on ne peut plus continuer Tapplication de la méthode, car cet invariant sera nécessairement A/» si t est positif, et la suite de Laplace relative à Téquation (E) est limi* tée de ce côté à l'équation (E/). Dans ce cas, Téquation (E/) et, par conséquent, toutes les équations de la suite, s^intègrent par des quadra* tures ; la solution du problème de Cauchy se ramène aussi, pour Tune quelconque des équations de la suite, a des quadratures. 11 en serait de même si la suite se terminait à une équation d*indice négatif.
Les invariants des équations (E/) se déduisent des invariants h ei k par remploi répété des formules (19) et (20} ; en appelant A/ et ki les invariants de l'équation (E/) on a
et en faisant successivement t := 0, 1, 2..., on caloulcra de proche en ! proche les invariants des équations (E/) à indice positif. Pour calculer
I les invariants des é(iuations à indice négatif, on emploiera les for-
! mules
OÙ Ton fera successivement i = — 1, — 2, — 3 ...
105. Lorsque la suite de Laplace relative à Téquation (E) se termine d*un coté, on obtient pour Tintégrale générale de cette équation une expression renfermant explicitement une fonction arbitraire et ses dérivées en nombre fini, tandis que la seconde fonction arbitraire figure sous des signes de quadrature. Remarquons d*abord que, si jzt est Tintégrale générale de Téquation (E/) d*indice positif, diaprés la façon dont on passe de Téquation (E) a Téquation (E/), Tintégrale générale de Téqua- ^
tion (E) est une fonction linéaire et homogène de jr^, ^**** t-^* dont les
coeflicients sont des fonctions déterminées de a et de y. Si Tinvariant hi de Téquation (E/)
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est nul, riiitégrale générale de celle équalion esl de la forme (n* 101)
.:, = « (X +/pYrfy)
a cl p étanl des fondions délerminées de x cl de y^ X une fonclion arbilraire de a?, cl Y une fonclion arbilraire de y. L'inlégrale générale de Téqualion (E) sera donc
(23) -- = A (x +/Yprfy) -f- A, (x' + Af g dy") +
(X.«+/Yg.,)
A, Af, ..., A/ désignant aussi des foncUous délerniinécs de a? el de y. On voil que la fonclion arbilraire Y est engagée sous plusieurs signes d'inlégraiion, qu'il est en général impossible de faire disparaître. Si Ton suppose Y = o, on obtient une intégrale où figure une seule fonction arbitraire X
(2.1) ;r ^ AX + A^X' + ... + A/X<'>,
sans aucun signe d*intégralion.
Réciproquement, toutes les fois qu'une équation linéaire admet une solution de la forme précédente^ où X est une fonction arbitraire^ la suite de Laplace relative à cette équation se termine cTun côté après t opérations au plus (*).
En effet, remarquons d'abord que, si Ton substitue dans le premier membre de Téquation (13) une expression de la forme (24), le résullat de la substitution est de la forme
IIX + 1I,X' + IIjX-' + ... -î- H/^,X«'+«);
si réquation doit être vérifiée, quelle que soil la fonction X, ou doit avoir séparément II = H| = ... = H|^| = o. Autrement, eu attribuant a y une valeur particulière n'annulant pas tous ces coefficientSi on obtien* drait une équation linéaire pour déterminer X« En calculant les coefii-
(*) Laplack, Mémoires de V Académie des Sciences^ 1773, ort. VII, p. 3SS.
l-i CHAPITRE V
cîcnls Il/f 11/4.1, qui sont seuls utiles, on trouve les conditions
Si dans la seconde relation on remplace rr^ par sa valeur déduite de
I la première, on trouve
A,-.=AA
Cela posé, appliquons à réciualion (15) la première substitution de Laplace définie par la formule
d*après les relations établies entre A/, A/.|, la solution de Téquation (E|) qui correspond à la solution (ai) de Téquation (E) ne contiendra plus les dérivées de la fonction arbitraire X que jusqu'à Tordre î — 1 au plus, cl le coeflicient de X <'~ '> dans z^ sera AA/. I Par suite, en répétant l'application de la' méthode de Laplace un
nombre, suffisant de fois, on arrivera à une équation (Ey) d'indice inférieur à t dont rinvariant hj sera nul, ou bien, après ropérations, on sera conduit à une équation (E/) admettant une solution de la forme
X =z AXy
et un calcul direct prouve que Tinvariant A/ doit être nul. La proposition énoncée est donc établie* Remarque. — Étant donnée une expression de la forme
I AX + A,X' + ... + A|X
on peut toujours la mettre sous une forme analogue, où figurent une ' fonction arbitraire et ses dérivées jusqu'à un ordre aussi élevé qu'on le veut ; par exemple, en remplaçant X par X| + X'|, on a une expression qui renferme la dérivée X/'-i-^^ On dit qu'une expression de U forme (24) est de rang i+ l par rapport A x^ lorsque Tordre de la plus liaute dérivée qu'elle contient est t^ et lorsqu'il est impossible de la
HMM*yÉ«A«ah«*«taaaiMBlMM
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mettre sous une forme analogue où ne figureraient que des dérivées d*ordre inférieur k i de la fonction arbitraire.
D*après ce qui précède, lorsque la suite de Laplace relative à Téquation (E) se (ermine à une équation (E/) dindice positif, Téqualion (E) admet une solution de la forme (2i). Cette solution est bien de rang t -|- 1; en effet, si elle pouvait se ramonera une expression de rang inférieur y + 1 (j < Oi l'application répétée de la première substitution de Laplace conduirait à une équation ayant un invariant nul après J opérations au' plus, d'après la réciproque qui vient d*étre établie.
106« En échangeant le rôle des variables x et y, on voit de la même façon que, si Tapplication répétée de la seconde substitution de Lajplace conduit, après y opérations, à une équation (E.y) ayant un invariant nul, rintégrale générale est représentée par une formule analogue à la formule (?3), où la fonction arbitraire X figure sous plusieurs signes d'intégration. L*é(iuation proposée admet une intégrale particulière
^ = BY + B,Y' + ..• + ByY^,
de rang y + * P^** rapport à y, et inversement.
Enfin, si la suite de Laplace relative à réquation(E)est terminée dans les deux sens, d'une part à Téquation (E/) d'indice positif, d*autre part à Téquation (E.y) d'indice négatif, les deux fonctions arbitraires peuvent être débarrassées de tout signe de quadrature dans l'intégrale générale, qui est représentée, par une expression de la forme
^ = AX + A,X' + ... + A^X<'> + BY + B,Y' + ... + ByY'^^
de rang (t -f- i) P&i* rapport hx et de rang^ -^ 1 par rapport à y. Remarquons que toutes les équations de la suite
ont pour intégrale générale une expression de même forme. Quand on passe d'une équation (Ejt) à ré.(uation voisine (Eit^^), le rang de la solution par rapport à x diminue d'une unité| tandis que le rang par rappoK à y augmente d*une nnité.
107. Proposons-nous maintenant de former toutes les équations linéaires dont la méthode de Laplace peut fournir Tintëgrale générale. I^ problème revient évidemment à former toutes les suites d'équations
linéaires, se déduisant les unes des autres par la méthode de Laplace, et qui sont terminées dans un sens ou dans les deux sens.
Pour obtenir une suite terminée dans un sens, il suffit évidemment de partir d'une équation ayant un invariant nul, et de former la suite d'équations que Ton obtient par Tapplicalion répétée de Tune des transformations de Laplace. Par exemple, en partant d'une équation (E), pour laquelle l'invariant h est nul et en appliquant la seconde transformation, on formera une suite en général illimitée.
11 est plus difficile d'obtenir toutes les suites de Laplace limitées dans les deux sens, car, si on part d'une éciuation quelconque ayant un invariant nul, la suite de Laplace sera en général illimitée dans Tautre sens. Je rappellerai succinctement la méthode emploj^ée par M. Darboux. Soit (E) une éqiiation linéaire
pour laquelle l'invariant ^ = ^ — h ^^ — ^^^^ n^^l ; s> l*on f&ît 1^ trans-
formation
z = ^e -/«'», on est conduit à une équation en
5*6 , 4 î>« r— r- + A r- = o, cxoy • oy
qui admet une intégrale intermédiaire de la forme
a étant une fonction déterminée de x et de y, et Y| une fonction arbitraire dey. Si la suite obtenue en appliquant à Téquation (25) la seconde transformation de Laplace se termine après n opérations, cette équation admet une intégrale de la forme
6 = BY -f B|Y' + ... + B.YW
où n, B|, ..., B« sont des fonctions déterminées dëâvet de y, Y une fonction arbitraire de y, et réciproquement, s'il en est ainsi, la suite relative n la seconde transformation de Laplace se termine après n transformations au plus.
Tout revient donc ù exprimer que l'équation (25) admet une intégrale
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de la forme (^7). En substituant cette expression de dans l'intégrale intermédiaire (26) et attribuant à x une valeur numérique quelconque, on reconnaît que les deux fonctions arbitraires Y et Y| doivent être liées par une relation de la forme
Y,=XY + XJ'4.... +X«^|Y
X, X|, ..., \n^\ désignant des fonctions de y déterminées.
Si Ton remplace et Y, par leurs valeurs dans Téquation (26), on devra donc avoir
^ (BY + B,Y' -1- ... + B,V') = « (XY 4- X,Y' -|- ... + X, + , Y<- + •>),
et cela pour toutes les formes possibles de la fonction Y. Pour qu*il en
soitainsi,il faut évidemment que les coefficients de Y, Y',.--, Y^"*"'^ soient égaux dans les deux membres, c'est-à-dire que Ton ait
îi ■= *^'
+ B=aX„
DB
En éliminant les quantités B, on trouve que a doit satisfaire i Téquation
qui est linéaire et d*ordre (n -f> 1) par rapport à %\ tous les coefllcicnls étant des fondions de y, on en conclut que a doit êh^ de la forme
assâPi^i +^iyt +••• + *« + ! Vi + o
^\\ ^11 •••t^A-i-i désignant des fonctions de la variable x^ et y^^ y,, .•• y^^i des fonctions de la variable y*
Il est facile d'établir directement que, si « est de cette forme, on peut trouver sous forme explicite Tintégrale générale de rëquation (23) qui ixt£oiiatio3i des Ê^OATioRs. — Tomd H. t
peut aussi s'écrire
En e(Tet| Tintégrale générale de celte équation a pour expression
« = X +fii^dy, 0U| en remplaçant « par sa valeur (29),
nous allons montrer que Von peut mettre la fonction arbitraire Y| soui une forme telle que les (>i -|- I) intégrales
(30) fi,y,di,, jî^jY.rfy, ... fy.^,yt<fy
s*exprimcnl explicitement au mot/en d'une fonction arbitraire Y et de ses dérivées Jusqu^à V ordre n.
Y' En remplaçant Y| par — ^i Y, désignant une nouvelle fonction arbi«
traire, on fait disparaître la première quadrature, car on aura
JyCi^dy = Y„
et il restera seulement n intégrales
SI
f^Yi*. J|Vi*. ... ft^^r.
] d'ailleurs, on peut écrire, en intégrant par parties,
et, en appliquant le même procédé aux autres intégrales (31 ), on ramène ainsi les (n -}- 1) intégrales (30) à n intégrales de même forme renfer* mant une fonction arbitraire Y|. En répétant n fois de suite la même
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transformation, il est clair qu'on fera disparaître tous les signes d'intégration, et les (n -|- i) intégrales considérées s'exprimeront de la façon annoncée (•).
Il est essentiel de remarquer que, si les fonctions a?|, a*,, a?3, ...,a?«4| ne sont pas linéairement distinctes, la suite de Laplace relative à Téquatiou (25) se terminera avant n opérations. Si on a, par exemple, une relation de la forme
où C,, Cj, ..., Cn sont des constantes, en remplaçant Xn^^ par cette valeur dans Texpression de a, il vient
» = ''^'i (yi + C,y» + j) + ... + œ^ (y. + C„y»+|) ;
on voit qu'on a une expression du même genre que la première, où entrent seulement n fonctions de .v et n fonctions de y. On pourrait obtenir ime réduction analogue si les {n -^i) fonctions y|,y|, ..., y«^| n*ctaient pas linéairement distinctes.
108. Pour donner au moins un exemple de la théorie générale, reprenons Téquation aux dérivées partielles des surfaces minima. On a déjà remarqué qu*on peut ramener cette équation à une équation linéaire de la forme considérée ici par une transformation de contact convenable (I; n® 50). Cette transformation de contact revient, au fond, à prendre les variables introduites par M. Ronnet dans la théorie des surfaces (*)• Lcrivons l'équation d*un plan tangent à une surface
(32) (1 - ap) a? + I (1 + flt?) y + (a + p) ^ + ç = 0,
\ étant une fonction des variables a, p ; d'après la formule qui donne les rayons de courbure principaux, la somme de ces rayons de courbure sera nulle, pourvu que la fonction l vérifîe l'équation
Pour appliquer à cette équation la méthode de Laplace, écrivons-la,
(1) Pour plus de détails sur les équations linéaires dont la suite de Laplace est terminée dons les deux sens, ainsi que pour l*bistorique, Je renverrai le lecteur 4 Touvrage de M. Darboux. Je dois cependant rappeler que le problème a d*abord été résolu par M. Moutard, dans un Mémoire inédit présenté, en 1870, 4 TAcadémie des Sciences.
(^) Darboux, Théorie générale dtê $urface$^ t I, p. 211.
en divisant par (« — p),
et posons
l'équation devient
?pT^(.-p)'
L'élimination de ; conduit à une équation en l, ■
^ac^p a _ p + (a — p)i = ^^
OU
dont Tintégration so ramène à celle des deux équations^ du premier ordre
= ti.
De la première on tire
ti = (x-p)4,{p),
«I» (P) étant une fonction arbitraire de p, et Ton a ensuite
ii =
f (s) étant une fonction arbitraire de «.
En remplaçant <|> (p) par <|*" (p), on peut cHcctuer la quadrature, et il Tient
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on a ensuite
= {»- P) j I' (?)-?'(«) I + 2? («) + s-HP);
on en déduira aisément les expressions de x\ y y z en fonction de a et de p, (âr, y y z) étant les coordonnées du point où le plan variable (32) louche son enveloppe.
11 était évident a priori, d'après la symétrie de l'équation (33) en (x, p) que, si la suite de Lsiplace se terminait d'un côté, elle devait se terminer aussi dans l'autre sens, après le môme nombre d'opérations.
109 • Ëtan t donnée une équation 1 i néaire de la forme considérée, on peut, en parlant des invariants A et k de celte équation et en appliquant les formules de récurrence établies plus haut, calculer.de proche en proche les invariants des équations successives que Ton obtient par Tapplicalion répétée de la méthode de Laplace. Mais les expressions de ces invariants en fonction de h et de k deviennent très rapidement compliquées, de sorte <pi'il parait très difficile de reconnaître a priori^ sur une équation déterminée, si l'application de la méthode de Laplace conduira à une é^iuation intégrable. Dans un grand nombre de problèmes do la théorie des surfaces, lapplication de la proposition suivante permet d'affirmer d'avance que certaines équations linéaires sont intégrablos par l'application de cette méthode.
Si j entre n'\-' i intétjrales linéairement distinctes de F équation
+ flr~ + 6»T-+cj'==o,
il existe une relation linéaire et hotnof/ène dovt les coefficients sont des fonctions d'une seule des variables x^ y, la suite de Laplace relative à cette équation se tennine dtvis un sens après n — 1 transfonnations au
Nous disons que h -f* ^ intégrales sont linéairement distinctes^ 8*il nVxiste entre ^cs intégrales aucune relation linéaire et homogène à coefficients constants, où quelques-uns des coefficients sont différents de
. (>) Voir mon Mémoire Sur les équations linéaires et la méthode de Laplace {Ame^ rican Journat of Mathtmaticê^ vol. XVIIi). M. Darboux avait déjà traité quelques CAS particuliers et posé la question générale dans le tome 1 Y de la Ttkéorie générale des Surfaces*
zéro. Lorsqu*il exisle entre n -|- 1 inlégralcs linéairement distinctes une relation linéaire et homogène dont les coefficients ne dt*pondent que d'une seule des variables, de y, par exemple, on peut 5:iipposer cette relation résolue par rapport à Tune des intégrales et Técrire
^if ^r •••« ^«-hi étant les n -|- I intégrales dont il s*agit, et ?4 (y)i ?i (y)t -«M ?" (y) ^^^ fonctions de y, que Ton peut aussi, sans diminuer la généralité, supposer linéairement indépendantes. S'il existait, en eiïet, une relation telle que
où C|, C,, ..., Cji sont des constantes, Téqualion (34) pourrait s*écrire: '* + ! — C«5r. = 9, (y) {z^ + C^J^) + ... + <p«-, (y) {s^.^ + C,«,t,) et Ton aurait une relation de même forme entre n intégrales seulement
On peut aussi supposer qu*il n*existe, entre les intégrales ^if ^11 •••! ^Ji * i« qu'une seule relation de la forme ;3I ; car, 8*ii en existait deux, Vélimination de jr^ ^ | conduirait à une relation de même forme entre n intégrales seulement.
Cela poséyVérifions d'aboi*d (|ue la loi est vraie pouni = 1 et pour n = 2.
Si n = I, la relation (3i) s*écrit
^t = Ti (y) 'i ;
en posant, dans Téquation proposée, z = T|ti, on est conduit k une équation en u qui doit admettre les deux intégrales u^ = 1, u, = f ^ (y),
ce qui exige que le coefficient de u et le coefficient de ^ soient nuls. Un
des invariants est donc nul pour cette équation en u et, par sutt6| pour r^uaiion en jr.
Si n = 2| la relation (34) est de la forme
ft = ?4(y)^i+?t(y)^t5
Cette relation exprime que s^^ jt^, t^ sont trois intégrales ptrticu-
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lièrcs d'une équation du second ordre de la forme
où X et a sont des fonctions de x et de y, et nous avons à rechercher les conditions pour que Téquation (35) et Téquatlon proposée
admettent Irois intégrales communes linéairement distinctes. En différentiant Téquation (35) par rapport à y, on trouve :
i»£ , ^ ^ ' ^Jl
iV»iV "*" ^ c>a?Dy "^ ^ 5y + ;)y 5a? "^ 5^ ^ "" ^ • en différentiant de même Téquation (36) par rapport à a?, il vient
" îa?% + ^ t>j?» "*" c^rDy "+" î^o? V "^ 5a?y + 2»a? 5y + ba? * ~" ^V En égalant les deux valeurs de ^ ^^ et en remplaçant ensuite ^ par
nouvelle équation
a une
+ J5j + «î*-^^ + *<^-âh =
qui doit être vérifiée par toute intégrale commune aux deux équations (35) et (36). Si le coefficient de ^ n'est pas nul, on en déduira, A el B
étant des fonctions de x el de y,
cette équation et celles qu*on en tire par des différentiations succès*^ stves permettent d'exprimer toutes les dérivées wT^ *^ moyen de s.
r-f •••! ;5-;;« ••• D*autre part, Téquation (35) et celles qu*on en déduit
en diiïérentiant par rapport à x donnent toutes les dérivées r-3; au
moyen de. a?, y, r, —• Il suit de là que, pour une intégrale commune
aux équations (35) et (36), on connaSt les valeurs de toutes les dérivées
en un point {x^^ y^), dès qu'on connaît les valeurs de c et de ^ en ce
point. L'intégrale générale de ce système ne dépond donc que de deux constantes arbitraires au plus; et, comme les équations sont linéaires, elles ne peuvent admettre plus do deux intégrales communes linéairement distinctes.
Si le coefficient de v~ est nul, sans que celui de ^ soit nul, Téquation
(37) est de la forme
iz .
rinlégrale générale de cette é4|uatton est do la forme js ss ^'Y, Y étant une fonction arbitraire de y, et z' une fonction déterminée de x et de y. Il y aurait donc entre les trois intégrales jr,, z^^ x,, deux relations telles que
et nous retombons sur le cas qui vient dV*lre examiné.
Il faut donc que Téquation (37) se. réduise à une identité, ou que Ton ait
rélimination de X et }& entre ces trois équations conduit à une équation de condition entre a, ft, c.
Pour faire cette élimination, considérons Tinvariant k de Téquation linéaire
on a
?i=riî^4.a — + » — — —•
lOBSBI
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Des équations (38) on tire
vxoi/ Oy 01/ oy ' oy
ox
D'autre part^ on a aussi
Oy 00? ' cy oy
<^l, par suite,
If
, i)'ft ^a ^b ^c , , .. i'
et, en remplaçant t-^t"» ;:"» c~» t" par leurs valeurs, il reste, toutes '^ cœoy ex. Ox vx '^
réductions faites
if
Or, celle relation exprime précisément que rînvariant^^i de Tcqua- l
tton (C . i), obtenue par la transformation '
est nul. La suite de Laplace se lermine donc d*un cùlé après une seule f
opération.
110. Passons maintenant au cas général et supposons, comme on peut le faire, qu'entre les (h-[- t) intégrales ^i, i'j, ..., ^« + o il existe une relation et une seule de la forme (^3i). Dans ces conditions, les n -{- t intégrales 5',, x„ .,•, z« + I vérifient une même équation linéaire d'ordre n
où les coefficients A|, ...,A«.|, A« sont des fonctions de j? et de y, et ne vérifient aucune équation de même forme et d ordre inférieur à.n. En diflërentiant Téquation proposée (30) par rapport à co^ plusieurs
fois de suilCi on peut exprimer ^-^i r-jr-» •••»r-j^ en fonction do ^« y» -1 V*' T"* "''5SÎ* ^^ iwéme, en dilTérentiant Téquatîon (39) par
rapport à y, il vient
^— ÎJ.A — ^!£_J- _L^ _ 2^0?% "*" • c>a;— «;)j/ "^ ••• + 3y ^ — <> ^
si Ton remplace ensuite dans celle relation r — r— » •••» r— r- et enSn r-^ par leurs valeurs, il rcsle une équation de la forme
Co s^r:7 + c, jpriî + ... + c,»,^ 4. d ^^ = o,
j qui est vérilice par toute intégrale commune aux équations (36) et (39).
Si D n*cst pas nul, cette équation (40) et celles qu*on en déduit par des diiïércntialions successives permettront d*exprimcr toutes les dérivées partielles de z au moyen do z et de ses dérivées prises par rapport à la variable x seulement. L*équation (39) et celles qu*on en déduit au
I moyen de difTérentiations successives par rapport à x donnent
d'ailleurs toutes les dérivées par rapport k x en fonction des (n — 1) premières. Il suit de là que, si z est une intégrale commune aux équations (36) et (39), toutes les dérivées partielles de cette fonction en un point [x^^ y^ sont connues, dès qu'on connaît en ce point les
valeurs de z^ ^» "m ^ ^ LHnlégrale générale du système formé par
les é(|uations (36) et (39) dépend donc de n constantes arbitraires au plus, et, comme ces équations sont linéaires, elles ne peuvent admettre n -|- 1 intégrales linéairement distinctes.
Il faut donc que Ton ait D = o, et alors Téquation (40) doit se réduire à une identité; s'il en était aulrement, les intégrales z,, jr,, ..., z^^. | vérifieraient une équation linéaire de môme forme que Téquation (39) et d*ordre inférieur à n ; ce qui est contraire àThypothèse.
Si la relation (40) est vérifiée identiquement, comme cette relation a été obtenue en combinant linéairement Téquation (36) et ses n — 1 premières dérivées par rapport à x, l'équation (39) et sa dérivée par rapport à y, on a une identité de la forme
en posant, pour abréger,
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la nouvelle inconnue u doit satisfaire à Téciuation
et Ton a identiquement
da i»
a,, «2, ...| «A. I, ^i, ps désignant des fonctions de a? et de y, dont nous il
n*écrirons pas Texpression, qui nous sera inutile. On dit alors que les • : h
équations (36) et (39) forment un *y«/c»»îtf €?« ï'/ipo/w/ion. . '.
Cela, posé, nous allons montrer que, si une équaiion linéaire (36) \\
forme un système en involiiiion avec une équation linéaire (Tordre n * telle que téqualion (39), une des équations obtenues par tapplication de la transformation de Laplace forme un système en incolution avec ure équation linéaire d'ordre n — 1.
Si on remplacez par z'e"!^'^ l'équation proposée (36) se change en . \
"bx' il
une équation de mémo forme, ne renfermant pas de terme en ^ — .Pour i|
ne pas multiplier les notations, nous supposerons qu'ion a eiïectué d'abord cette transformation de telle façon qu'on ait
Dans l'identité (il), le coefficient de , ,^ est S, 4- i ; on doit donc ;
avoir pj = — i ; il n'y a qu'un terme en ^ provenant de — r^? dont jj
le coefficient est — A«. U faut, par conséquent, qu'on ait A« = o, >
et F {z) ne renferme pas de terme en x
Appliquons maintenant a l'équation ^ (^) = o la transformation de ^
Laplace |
bx S
L*équation F (j-) = o devient de même
^« (") = S^TTi + A| jpirri + ••• + A,-,ti = 0.
En dilTérentianl Téqualion (42) plusieurs fois de suite par rapport
.., . f/*(-) im{z\ (/*-«» (^) . .
a jp, on en déduira /^ > ""TTt ' *"' — ■ ^^| exprimées au moyen
de * (r), *, (tt), ^^^^^» •••> '^"^L^'^^ i rîdentitë (41) devient, après la substitution,
Si Ton y remplace u par ^i le seul terme en s est yc\ il faudra donc que Ton ait y = Oy c'est-à-dire que les deux équations
forment aussi un système en involution. Le raisonnement suppose toutefois que c irest pas nul, c'est-à-dire que rinvariant k de Téquation proposée n'est pas nul. Mais, dans ce cas, la suite de Laplace s'arrêta* rait à l'équation elle-même.
En répétant la même transformation sur la nouvelle équation ^i(ti) = o ou (E . |1, et ainsi de suite, ou bien on arrivera à une équation (E .y), Tindice^ étant inférieur à n — I, pour laquelleTinvariant A.y sera nul, ou bien on arrivera à une équation (E| .«) formant un système en involution avec une équation du premier ordre. L*invariant A|.« sera évidemment mil, car cette équation pourra s'écrire
U étant le premier membre d'une équation linéaire du premier ordre. Dans les deux cas, la suite de Laplace est limitée du côté des indices négatifs, après n — 1 transformations au plus. . .
m, La réciproque de la proposition générale, qui vient d*étre établie, esta peu près évidente. Si la suite de Laplace, relative àréquatioa(E), 80 termine à réquation(E| . «), elle admet pour intégrale une expression
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de la forme
X = BY + B, V + ... + B..,V
B, B|, ..., Ba . I étant des fonctions déterminées de x et de y, et Y une fonction arbitraire de y. Remplaçons Y successivement par (it-f- l)fonc* lions Y|, Y|, ..., Yiv+ i, choisies de telle façon que les intégrales corres* pondantes z^^z^^.,.^z^^^ soient linéairement distinctes. Entre les (n -|- 1 ) équations qui donnent ^|, jr,, ... ^« ^ |, on peut éliminer B^ B|, ... B «. |, de sorte que ces n -\'\ intégrales particulières vériGent la relation
z^ I, I3 ... Ij
dont tous les coefficients ne dépendent que de la variable y.
Si la suite de Laplaco relative à Téquation (E) se termine a une é(|uation (E . |i), où ;& < n — i, elle admet une intégrale de la forme
^ = BY + B,Y' + ... Bp,Yn
B, B|, ..., B|i étant des fonctions déterminées de x et de y, et Y une fonction arbitraire de y. Soient, en outre, r|, r^, ..., ^«-|&-i dea^ intégrales de Téquation (E) qui ne rentrent pas dans la forme pré-» cédente. L'expression
z = C,r, + ... + C..^-, r.-p,., + BY + B,V + ... B,,YW
est aussi une intégrale, quelles que soient les valeurs des constante» C|, ..., Cj,.|L~|. Si Ton attribue à la fonction Y* successivement (n -|-1) formes différentes et que Ton prenne en niùme temps pour les cons* tantes C|, ..., C«.|il-|9 0> -|- i) systèmes de valeurs difTérentes, on obtient {n •\' l) intégrales z^^ x^i "m -''«•^it entre lesquelles existe une relation linéaire de la forme
1, Cj
••• ^«-tt-4 *| *l ••• *l
^• + •^4 ••• ^«-fl-l ■•"! I *•+!••• yS^ 4
donl les cocflicients ne dépendent que de y. Il est clair qu'on peut toujours choisir les constantes Cî et les fonctions Y,, Y,, ..., Y« + „ de telle façon que les (n + 1) intégrales z^, t„ ..., x.+ , soient linéairement distinctes et que les coefTicients de la relation précédente soient différents de sAro.
112. Pour donner une application du théorème qui précède, reprenons le problème de la détermination des surfaces à lignes de courbure planes dans un système et supposons qu'on se donne sur la sphère de rayon 1 une famille de cercles, qui sont les images sphériques des lignes de courbure planes de la surface cherchée (I, p. 136-145). Si Ton écrit Téquation du plan tangent à une surface sous U forme (*)
(*+»* + • (P-«)y.Kap-l)^ + î = o, l'équation diiïércnticlle des lignes de courbure est
et les cosinus directeurs de la normale à la surface ont pour valeurs (44) c= P-*-«, y-,- P — «, -> «g — t
I La détermination des surfaces admettant une représentation sphérique
donnée pour leurs lignes de courbure se ramène donc à Tintégration d*une équation de la forme
on a déjà remarqué que, si Ton prend deux nouvelles variables p, p|, telles que les courbes p =: C^, p, '= O* représentent respectivement les deux familles de courbes sphériques orthogonales qui sont les images sphériques des lignes de courbure (I, p. 141), Téquation (4S) prend la forme
(1) Damoox, îhé&rU deê Surfactê^ 1. 1, p. IM.
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a cl 6 étaDtdes fonctions de p et de p,. Cela posé, si le3 courbes c = C* sont des cercles, il existe deux combinaisons intégrables pour les équations diiTcrentielles de ce système de caracléristi(iues (I,{p.|li4 145) ; Tune d'elles est r/p = o, et par suite Téqualion (46) admet une intégrale inlermédiaire de la forme
«5j + Pî=?(p)- .
. Il en résulte que l'invariant A = ^ — [- ab relatif à Téquation (46) doit
être nul, et la suite de Laplace relative à celte équation est limitée d'une part à Téquation elle-même.
D'autre part, lorsque p reste constant, le point de coordonnées (c, c', c") décrit un petit cercle, et par consé({uent on a une relation de la forme
c?i (?) + ^'tj (p) +• <^yt (p) + ?4 (p) = o,
?i (f)» ?a (p)? ?3 (p)i ?4 (?) ^^ dépendant que de p ; en remplaçante, c', cT par leurs valeurs (44), on obtient une relation de môme forme
(47) «p-f, (p) + «.t, (p) + PI, (p) + 4,, (p) = o.
Or, quelle que soit la fonction X (a, p), l'équation (45) admet les quatre intégrales «p, a, p, 1 ; il en est évidemment de même de l'équation (46)« Par conséquent, d'après le théorème général qui vient d'être démontré, la suite de Laplace relative a cette équation doit se terminer, après deux transformations au plus, à une équation d'indice positif. En réunissant ces résultats, on voit que l'intégrale générale de l'équation (46), dont dépend le problème, a pour expression
5 = A+ (p,) + Bf (p) + B.f (p) + B,ï' (p),
A, B, B|, B3 étant des fonctions déterminées de p el de p|, f (p) une fonction arbitraire de p, ^ (pi) une fonction arbitraire de p|. 113. route équation linéaire de la forme
(«) Ar + 2B«*+C/ + Dp + Eg + F^ + G = o, où A, B, C, D, E9 F, G sont des fonctions quelconques de a et de y,
pcul être ramenée à la forme
+ « AT. + * ÏI + «' + M = o.
.îu^o
ht
pourvu que B* — AC ne soil pas nul (I, n* 51). Il sufTil de prendre pour nouvelles variables u et v, deux fonelions de x, y, satisfaisant respectivement aux deux relations
V" + ^1 T" = Ot T" + ^« >" = ®«
vw ' * cy ojj * ' i>y
X| et X^ désignant les deux racines de Téqualiou
AX« — 2BX-|-C = o.
Legendre a montré (*) qu^on peut appliquer directement à loquation (48) une méthode analogue à celle de Laplace, sans t^tre obligé de faire la transformation qui précède. M. Imschenetsky a présenté le procédé de Legendre sous une forme très simple.
L*un au moins des cocriicients A, C étant dilTérenl de zéro, supiiosons, par exemple, que A ne soit pas nul. On peut alors diviser par A et écrire Téquation
(50) r + (X, + X,) M + X,X,/ + D|j + Ej +.F^ + O = o,
D, E, F) G n*ayant plus la mémo signification. Posons alors
xw
do?
iy
«Vo
d'où on tire inversement
3jp X« — Xi
On aura aussi
XW)] = g + (X, + >.) ^ + ^.X. 5^ + g X(X.),
Ytx(r)] = ^ +(>. + >.) ^ + M» V + 1 "^^^
(1) Wêtùirû d0 r Académie des Seiencee; 1787. — > Mémoire eur rinié$raîiûm de ^ueiqueê équ^tione aux di/féreneee pariiellee^ | IV, p. 319 à 3i3.
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de sorte que p,qetr-\- (ï, + X,) * + X,X,f peuvent s'exprimer linéairement au moyen de
et Téquation proposée peut être mise sous la forme
X [Y(x)] + aX {z) + b \{z) 4- c^ + M = o.
a, b, c, M étant des fonctions de x et de y. On peut encore écrire cette équation
X I y{x)+a:: \+b\ Y(») + a.- \+z \ e-ab-\{a) | + M = o; si le coeflicient de z est nul, . ^
l'inlégralion de celte équation revient à l'intégration de deux équations du premier ordre successivement,
X (»0 + ftt« -f M = o.
et l'équation (52) possède une intégrale intermédiaire dépendant d'une fonction arbitraire.
On obtient un nouveau cas d'inlégrabililé en inlervertissant l'ordre des opérations X et Y ; des relations (51) on déduit
en posant
Y[X(/ÎJ = |X(X,)-Y(X,)j| = !* fi' (/-)- X (/•)],
_X(X.)-YfX.l
et l'équation (52) peut encore s'écrire
(53) Y[X(z)l + (a-^)X(») + (i + p,)Y(*) + c# + M=ro,
oa :>
irtCcîkatiox du Cqvatioxi.
BB
HMHH
MMâMi
■ « hMwj li< a 1 1J w «««^^
Si la quantité
k = \{b + ^) + {a - yt) (& +PL) -c
est nulle, Tintégration de Téquation proposée se ramène a Kintégration de deux équations du premier ordre successivement,
Les quantités que nous avons désignées par Jk et A
,A=:Y(» + ,.) + («-ri(* + ri-c
jouent donc le même rdle que les invariants qui sont désignés par les mêmes lettres dans la théorie de Téqualion réduite
M^ap'{' bq -^-ez =zo.
114. Si h n*est pas nul, on est conduit à une équation de même forme que la première en prenant pour nouvelle inconnue
réquation proposée peut, en effet, s^écrire
X (z^) + ftx, -f- M — Ajt =: o, et rélimination de s conduit à une équation du second ordre en z^^
OÙ Ton a :
l «, = « + n — Y (log *), *, = >-- ^,
I c, = c- X (a) + Y (*) - 6Y Oog A), l M, = Y (M) + M [a -. Y (log A)].
Les valeurs des quantités analogues à A et A pour la nouvelle équation sont respectivement ^
liiA\ ) A|=î*-*-X[Y(logA)]+XW+Y(«) + KY(logA)-V et ne dépendent, par conséquent, que de A, A, (a.
ài«*>iirt.llli*ii urgiiiii" ■ rni
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De même, si k n'est pas nul, en appliquant à Téquation proposée la transformation
on est conduit à une équation du second ordre pour déterminer jr.i, (37)X[Y(T_,)J + a_,X(T_,) + 6_,Y(j-_,)+c_,x_,+M_,=o,
avec les valeurs siiivanlcs de a.,, 6_„ e-^, M-|,
I a-, =« — (», 6_, = 6 4-j(i — X(logA), c, = c + X («- i»)- Y (6 + H^) - (a - ,t) X {log A), M-, = X (M) + |6 + jt .— X (log A)| M.
On a pour la nouvelle équation :
^^*) \k.\ =2i^A-Y[X(logA)]+^X(logA)+X(sx)+Y(!*)-V.
Si à chacune des équations (54), (57), on applique la même méthode, oh forme une suite linéaire d'équations
et, pour obtenir Tintégrale générale, il faudrait intégrer successivement les deux équations du premier ordre
XH-HM + Ml =^ 4- X, |^ + M + N!i = o,
les quantités A/ et A/, relatives à Téquation (E/j, se calculeront de proche en proche par Temploi répété des formules (36) ou (59), suivant que rindice t est positif ou négatif. ^ :
On peut donc reconnaître directement, sans avoir à effectuer aucune *;
intégration ni aucun changement de variables, si, au bout de n trans* .[
formations de ce genre, on sera conduit à une équation intégrabte, ;
Supposons, par exemple, qu'au bout de t transformations, on arrive à ,j une équation (E/) d'indice positif, pour laquelle A/ est nul. Cette équa* ^ ['
lion peut s'écrire : . ^ j
L*intégralion de ces équalions aux dérivées parliclles du premier ordre se ramène, à son tour, à Tintégration des deux systèmes d'équations différentielles
dx ^dy ^ —dsi ,
on est donc toujours obligé d'intégrer les deux équations différentielles du premier ordre
djf — \€fx = 0, dy — Xjcto = o,
c'est-à-dire de déterminer les caractéristiques de Téquation linéaire (48) qu*il s*agit d'intégrer. Le seul avantage du procédé de Legendre, c'est qn*il permet d'appliquer la transformation de Laplace avant d'avoir effectué la détermination des caractéristiques.
115. Les formules de récurrence établies plus haut pour calculer A/, k^^ de proche en proche, sont d'une forme plus compliquée que dans le cas
d'une équation ramenée à la formé réduite, où ne figure que y~>"
parmi les dérivées du second ordre. Ceci tient à la présence dans ces formules du facteur ^, ou encore à cette circonstance que les deux opérations X (/) et Y (/*) ne sont pas, en général, permutables. Mais il est facile de voir que cette différence est plus apparente que réelle et qu*on peut remplacer, sans rien changer à l'exposition précédente, X (/) et Y (/) par deux opérations permutables. Posons, en effet :
X,(/^ = .X(r), Y, (r) = pY (T),
« et p étant deux fonctions quelconques de x et de y; on aura
X, [Y, (/)] = .X (W Y (A) + «pX (Y (/)% Y,.[X, (/)] = pY («) X (/) + apY [X (/-)].
et, par suite,
.X.[Y, (/)]- Y, [X, (/)] = »X (p) Y (/)-pY (.) X (^-«p:» I X (r)-Y(/)|
puisque Ton a, par hypothèse,
X[Y(r)l-Y[X(/)] = KlY(^)-X(r){.-
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Pour que les deux opérations X| {f) et Y, (/] soient permutables, c'est-à-dire pour que Ton ait identiquement
X, [Y, ir)] = Y, [X, (/)],
il suffira de prendre pour a et ^ deux fonctions satisfaisant respectivement aux deux relations
X (log P) = — 1*1 Y (log fli) == — (1 ;
les fonctions a et p étant ainsi déterminées, Téquation du second ordre proposée peut 8*écrire aussi
X, [Y, {z)] + aX, (z) + éY, (0 + ox 4- M = o,
a, bj c, M n'ayant plus la même signification que plus haut, et Ton peut répéter sur cette équation tous les raisonnements qui ont été faits sur Féquation
+ ar--|-6r--f-CJr-f.M=0,
en rem
plaçant partout r£ par X| (/*) et ^ par Y| {f) (•).
116. Tous les raisonnements qui ontété faits jusqu'icis*appliquentaussi bien aux valeurs imaginaires des variables qu'aux valeurs réelles* Lorsque les coefficients de Téquation (48) sont des fonctions réelles de X et de y, et qu'on ne veut employer que des transformations réelles, il y a lieu de distinguer trois cas*
1*. — Si B' — AC est positif, les caractéristiques de Téquation pro» posée sont réelles, et on dit qu'elle appartient au type hyperboUque.On peut, par une substiluiion réeUe^ ramener cette équation à la forme
on peut ensuite, en remplaçante par Xjt -f m a et ji étant des fonctions convenablement choisies de x et de y, faire disparaître le terme indé-
(1) Au lujet dei inirarianti de réquaUon linéaire de forme générale, on pourra coniulter deux notei récenlei, de M« Cotton {Compitê llttiduê de tAcadémie dee Sciencfa; 30 novembre 1S96) et de M. Burgattl [Rendiconii délia A. Aeeademim dei Uneei; 20 décembre 1896), ainsi que le travail Inséré par ce dernier, en ItOS, an tome SI des AnnaU di Siatematica^ S* série.
" ii i m ^' . ji^->j l ' i- J
II
1^ «an ».
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pendant M el un des coefficients, et prendre pour forme réduite une des trois formes
+ ^yZ + ^^ = ^^
Mais on ne peut pas, en général, faire disparaître plus d*uu des coeflicients <i, ft|C.
2*. — Si B' — AC est négatif, les caractéristif|ucs sont imaginaires, et Féquation appartient au type eliiptiquê. On ne peut plus la ramener à la forme précédente par une substitution réelle, mais on peut prendre pour forme canonique
les nouvelles variables u et v étant des fonctions réelles de x et de y» En effet, si ces fonctions u et v satisfont aux relations
on vérifie aisément ([, n* 51 ; p. 103) «pie la nouvelle écpuition aura la forme voulue, pourvu (pron ait
A* + B = o, A»p» = AC — B>;
comme AC — B' est positif, « et p sont réels, et on peut, par conséquent, prendre i>our h et r des fonctions réelles de x et de y. Une transformation telle que x = Xx' -}* {x permettra ensuite de faire disparaître M et un des coefficients a, 6, c.
3*. — Enfin, lorsque B* — AC = o, il n^y a plus qu*un système do caractéristiquesi qui est nécessairement réel, et Féquation appartient au type parabolique. Si Ton choisit un nouveau système de variables u et o, telles que les caractéristiques soient les courbes v = C**, Téqua* tion prendra la forme
^^ I ^* I IL ^-^ I I mi
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en changeant ^ en Xz -\- {x, on peut ensuite faire disparaître le terme indépendant M et le coefficient de jr, et il reste une équation
hi
dp
Mais on peut iei pousser plus loin la siinplifîcation, comme on Ta déjà remarqué (I, note de la page 1S2). En elTel, prenons pour variables indépendantes o et une intégrale u, de l'équation elle-même; l'équation ne change pas de forme, et, comme elle doit admettre la solution
X = u,, le coefficient de c — doit être nul. On peut donc adopter comme
forme réduite d*ane équation linéaire du type parabolique Téquation
on voit de plus que celte forme réduite n'est pas unique, mais peut être obtenue d'une infinité de façons.
REMAngcE. — Soit
une équation du type elliptique ; les deux expressions
sont deux invariants relativement à la transformation z = Xz. Si H et
K sont nuls, on peut ramener Féquation proposée à Téquation de
^z 2^z Laplace r-;; 4-^ = 0. Si H est nul et K différent de zéro, on peut
^z V^x ramener Féquation à la forme* r-j -}- y^ -|~ <^^ = <^ î si K ^^ J***'» Téqua-
tion peut s^écrire
a et B étant des fonctioiis de a; et de y (*)* (1) BuROATn, /oc. cU. AnnaU di Maiemaiicûf t. Î3, S* térid.
Généralités sur les équations simultanées dont Tintégrale générale dépend d* un nombre fini de constantes arbitraires. — Intégrales communes à une équation du premier ordre et & une équation du second ordre. — Intégrales communes aux deux équations r-fr=o, t + ? = o. — Systèmes en in- Tolution. — Multiplicités caractéristiques. — Systèmes linéaires. — Exemples divers. — Étude du système formé par deux équations du second ordre de forme quelconque. — Recherche des întégniles communes à une équation du second ordre et à une équation d'ordre n. — Extension des résultats précédents. — La méthode de M. Sophus Lie. — Remarque de M. de Tannenberg. — Théorèmes de M. i. Kônîg sur les systèmes complètement intégrables.
117. Depuis les travaux classiques de Cauchy, de M. Darboux et de M^ de Kowalewski sur les équations aux dérivées partielles, les systèmes d^équations simultanées, entre plusieurs fonctions inconnues et plusieurs variables indépendantes, ont été Tobjet d^un certain nombre de recherches. Nous signalerons, parmi les Mémoires les plus importants, ceux de M. Julius Kônig (*), de M. Hamburger ('), de M. Sophus Lic('), de MM. Méray etRiquier(^),de M. Riquier seulO^de M. Bourlet (•), de M. Beudon(7), de M. E. von Weber (•), de M. Tresse(^), de M. Delassus (**), etc. En particulier, le Mémoire de M. Riquier,
(1) Ueber die Intégration, etc. (Mathemaiiêehe Annahn^ t XXIII).
(S) CrtUe, t. LXXX1, XCI11, CX.
(') Zar allgemeinen Théorie dér partiellen DilTcrentialgleichungen bélieblger OfànvokgiBtrichteder Kà'nigl Sache GeselUchafl der Wi$9enêchafien zu Leipzig; ISI5)
(«) AntMLUê de tEcùU normale; iSSS.
(») Annales de tScole normale; 1893. Mémoiree dee SavanU étrangère ; t XXXIIL.
(•) Thèse de Doctorat (Paris, tSSi).
n Thèse de Doctorat (Paris, fSM).
(•) Ueber gewiste Système Pfaffscher Glelchungen iSUznngeherkkie der à» teytr Ahad. der Wieeemehafien. MOnchen; IISS).
(•) Thèse de Doctorat (Paris, 1893).
(>•) Annalee de rScole semuifo (1896, 1891).
"~°^'°7*^^^^^^^^^^^^^^^^^^TTiwTriT""^r-TrTOBiMaBrrjaiBg^
publié dans le tome XXXIII des Mémoires des Sacanls étrangers^ et les travaux de M. Delassus contiennent des résultats tout à fait généraux. Comme notre but n'est pas d'écrire une théorie générale des équations aux dérivées partielles simultanées, nous n'emprunterons que peu de chose aux travaux précédents, et les résultats dont il sera fait usage seront établis directement.
Un système d'équations aux dérivées partielles, entre m fonctions jTi, jTj, ..., jtm et n variables indépendantes a?|, â^^, ...'Xt^^ est dit ùUi^ yrahle^ s'il existe au moins un système de fonctions
^% = Ti v^n ^t* •••♦ **«;»
^J» = ?i»(^|t«lï -M «•)»
Parmi les systèmes d'équations aux dérivées partielles
à n variables indépendantes et i m fonctions inconnues Tg, jr^, •••, t«i, ily a lieu de dis tinter tout d'abord ceux qui sont tels qu^en poussant asset loin la différentiation des équations (1) on puisse exprimer toutes les dérivées d'un certain ordre des fonctions inconnues au moyen des
telles qu'en remplaçant s^^ z^^ ..., s^ par ces fonctions dans les pre* miers membres des équations proposées les résultats soient identiquement nuls. Soit p l'ordre des dérivées de l'ordre le moins élevé qui figurent dans ces équations ; si toute équation, d'ordre égal ou inférieur à p, qui admet toutes les intégrales du système, est une conséquence algébrique de ces équations, on dît que le système est complè" tentent intégrable {unheschrânht integrabet).
11 peut arriver qu'un système de m équations, renfermant moins de m inconnues, admette des intégrales dépendant d'une infinité de constantes arbitraires. M. Sophus IJe a proposé d^appeler systèmes de Barboux les systèmes qui possèdent cetle propriété. 11 y aurait encore lieu de les distinguer en plusieurs classes, la classe la plus importante étant formée par les système!! de Darboux, dont Tintégrale générale possède le plus haut degré de généralité possible, ou systèmes en inoo» hition. Nous donnerons un peu plus loin une définition plus précise des systèmes en involution, pour le cas qui nous occupe. Par intégrale générale d'un pareil système, nous entendons toujours l'ensemble des |
i ntégrales dont Texistence est démontrée par les théorèmes généraux 1
qui vont suivre. « >
.>ito^ >.'>'• :>*<
-»r^?^T5*»3S«ii*»*» .'«<#v**^i
!<*»« ' -âiiF^—i <■— i— ^
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variables, des fonctions inconnues elles-mêmes et des dérivées d'ordre inférieur. De pareils systèmes ont été considérés par M. Sophus Lie (*) et par M. Bourlet ('). 11 est clair que Tintégrale générale d*un pareil système ne peut dépendre que d'un nombre fini de constantes arbitraires ; en effet, si toutes les dérivées d*ordre p, par exemple, des fonctions inconnues s'expriment au moyen des dérivées d*ordre inférieur à p^ il en sera de même de toutes les dérivées d'ordre supérieur à p. On connaîtra donc les valeurs de toutes les dérivées partielles des fonction» inconnues en un point [x\^ ... x%)^ où ces fonctions sont supposées régu* Hères, dès qu'on connaîtra les valeurs en ce même point des fonctions inconnues et d'un nombre fini de leurs dérivées ; les coefficients des développements de ces m fonctions ne peuvent donc dépendre que d'un nombre fini de constantes.
Il ne s'ensuit pas qu'un système de cette espèce soit toujours iutégrable, ni que l'intégrale générale dépende d'un nombre de constantes égal au nombre des fonctions inconnues, augmenté du nombre desdéri* vées d'ordre inférieur à p au moyen desquelles s'expriment toutes les dérivées d'ordre p et d'ordre inférieur ; il faut, en outre, que certaines conditions d*intégrabilité .soient vérifiées. Nous renverrons pour ce point au travail de M. Bourlet, en rappelant seulement le résultat essentiel, qui est le suivant : Etant donné un tystème de fespèce précédente^ on peut to^jourt^ par dee diffirentiations et des opérations algébriques^ reconnait}*e si ce système est incompatibte^ ou trouver le nombre de cons^ tantes arbitraires dont dépend tintégrale générale; la détermination de cette intégrale est ramenée à t intégration dun système d'équations diffé^ rentielles ordinaires.
Nous ferons seulement, relativement aux conditions d'intégrabilité, une remarque à peu près évidente, et qui sera utile par la suite. Soit jr une fonction inconnue de n variables indépendantes a?|, âP|, ... 4?., devant satisfaire à un système de (1 équations d'ordre r,
jji étant égal au nombre des dérivées partielles d'ordre r ; nous supposons que le déterminant fonctionnel des ^ fonctions P|, F|, ...«Pyi* I^^lt rapport aux dérivées d'ordre r, n'est pas identiquement nul, de telle sorte qu'on puisse tirer des équations (â) les valeurs des dérivées de cet ordre au moyen des dérivées d'ordre inférieur. En introduisant comme inconnues auxiliaires toutes les dérivées partielles pc| 04, ..., ««
(>) Théorie der TranêfermatieHSQruppen^ 1. 1, chap. x. . (*) Thète de Doctorat (f paitie).
d*ordre inférieur à r, on peut former un système d*équations aux différentielles totales
la somme S| -{- ol^ 4~ --• 4* ^« étant égale ou inférieure à r — 1, qui est équivalent au système proposé (â). Il y a un certain nombre de conditions d*inlégrabilité de ce système qui sont vérifiées identiquement ; ce sont celles qui sont du type
^Pai, +i,a,i«.a^ ^Pa,aj 4 !,...«
où la somme S| -f" a^ "}•••• + «« ^st inférieure à r; les seules conditions d'intégrabilitc qui ne sont pas toujours vérifiées sont donc celles do la forme précédente où la somme 0C| 4~ ••• + ^» ^^^ égale à r. Ceséqu a* tiens de condition peuvent s*écrire
j (4) . ixk ^t
En différentiant les ja équations (2) par rapport à .r^, on peut calculer les valeurs des a dérivées
puisque, par hypothèse, le déterminant fonctionnel des fonctions F|, ...t
F,ftn*est pas nul. En faisant successivement A = 1, 2, ..., n, et en imagi -
nant qu'on substitue les valeurs obtenues dans les équations de con - j
dition, on voit que ces conditions expriment que les relations obtenues
en différentiant les |a équations (2) par rapport a Tune quelconque des
variables x^^ •.M^«i<iui sont en nombre na, permettent de déterminer
un système de valeurs unique pour les dérivées d'ordre r -f- i d® 1*
fonction inconnue.
Donc^ pour que le Sjfstème fornii par tés équations {VjMoiicompièiemeni . iniégrabte^ it faut et il suffit que les n^ équations obienueten difféi-entiani ces équations par rapport à chacune des variables se réduisent à fL^ équations distinctes {\k' étant le nombre des dérivées d'ordre r -f- !)•
Ceci peut avoir lieu en tenant compte des équations (2) elles-mêmes, ou identiquement; dans ce dernier cas, les équations
F| = C|, Fj = C|, •.., Fji = Cm .
forment elles-mêmes un système complètement intégrablo, quelles que soient les valeurs des constantes Q.
119. Considérons maintenant en particulier une fonction s de deux variables indépendantes x et y, et soit
un élément dWdre n ((, p. 181) est un système particulier de valeurs {x^ y, '^ïPiO'Pfii Ps»9 ••'*P»») attribuées à â:, y, ;, et à toutes les quantités
Pi^ pour lesquelles la somme t -)- ^ ne dépasse pas n. Deux éléments infiniment voisins d*ordre n
(ar -f- </a?, y + rfy, -y + rfff, ..., Pi* + rfp,*, ...)
sont dits tfHÛ lorsque Ton a
dz = p,^ rfa? + p^,rfy,
rfPMc=P*n,*rfj^+P/.*+irfyt (i + A^>i— I).
11 est clair qu*une surface quelconque détermine une double infinité d'éléments unis d'ordre n ; une courbe située sur cette surface déter* mine une infinité simple d'éléments unis d'ordre n ; nous appellerons une telle multiplicité une onenlaiion d'éléments d'ordre n, et nous dirons que la courbe considérée sert de support à cette orientation d'éléments.
Étant donné un système d'équations aux dérivées partielles
Fi = 0, F, = o, ..., F|L= o,
où les dérivées d'ordre le plus élevé qui figurent sont celles d'ordre fi, il est naturel, en adoptant les idées introduites par M. Lie pour les. équations du premier ordre, d*appelertn(^rtffe tout système doublement infini d'éléments unis d'ordre ti, vérifiant ces équations. Cette définition s'applique à des intégrales qui ne représentent pas de surfaces, ni même des multiplicités doublement infinies d'éléments du premier
ordre. Ainsi soit
Hr + 2K*+L<-f M + N(r<— ««) = o ,j
une équation du second ordre, cl soit M, une multiplicité caractéristique du premier ordre (I, n* 27) représentée par les équations
Si on ajoute aux équations précédentes les relations
ou
dp = rcUc •{- sdjf^ dq = tdx -f- idy^
on peut en tirer y, z^ p, 9, r, f , /, exprimées au moyen de deux variables indépendantes, x et t par exemple. On a donc ainsi une multiplicité doublement infinie d*élément$ unis du second ordre; cette multiplicité est une inléfjrale de l'équation (5), au sens plus étendu du mot. En elTet, la multiplicité M, étant une multiplicité caractéristique du premier ordre, si on tire des relations
dp = rdx -f- *dy^
dq = tdx -f- ^dy
r et f en fonction de l^ et qu*on substitue dans Téquation proposée (5), on est conduit nécessairement à une identité (t. I ; n^ 22). Soit
une équation du second ordre de forme quelconque. Quand on se propose de détenniner une intégrale de cette équation admettant une multiplicité simplement infinie M| d'éléments du premier ordre donnée, c'est-à-dire passant par une courbe C et ayant un plan tangent donné en chaque point de cette courbe, on a vu déjà que Ton pouvait, par des dilTérentiations et des calculs algébriques, calculer de proche en proche les valeurs des dérivées secondes, des dérivées troisièmes, etc., de la fonction inconnue en tous les points de la courbe C (t. I, n* 16), sauf dans des cas exceptionnels, et en particulier dans le cas où la multiplicité M| appartient à une caractéristique. En d*autres termes, la connaissance d*une courbe C située sur une surface intégrale et du plan tangent en chaque point de cette courbe permet de déterminer Torientation d'éléments d ordre n de la surface intégrale tout le long de cette courbe, quel que soit le nombre entier n. .•■
^mM
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Nous (lirons, pour abréger, qu'une orientation d'éléments d^ordre n {n > 2) appartient à Téquation (7), lorsque les coordonnées de Ions les éléments de celte multiplicité satisfont à cette équation et à toutes celles qu'on en déduit par des dilTércntiations successives. Toute orientation d éléments d ordre n, appartenant à IVqualion (7), détermine une intégrale et une seule de cette équation, sauf lorsque cette orientation est une caractéristique*
420. Nous nous proposons, dans ce chapitre, dVtudier les systèmes formés par une équation du second ordre et une ou plusieurs équations d'ordre quelconque.
Considérons d*al>ord un système formé d*une équation du second ordre
P (^î y. ^f Pf q. r, », /) = o
et d'une écpiation du premier ordre
On déduit de ré(|ualion (9), en différentiant successivement par rap- ]K)rt kx cl par rap^iort à y,
et, en portant ces valeurs de ^, f , t dans Téquation du second ordre, il reste une relation entre x, y, x, p, r.
♦ («1 y» «f Pt r) = o.
Plusieurs cas peuvent se présenter : si la relation (10) se réduit à une identité, Téquation (8) est une conséquence de Téquation (9) et admet, par conséquent, toutes les intégrales de cette équation du premier ordre. Si la relation (10) contient r, on voit que f , r, f, / et, {Uir suite, toutes les dérivées d'ordre supérieur au second s'expriment au moyen de X, y, z, p, La solution la plus générale du système formé par les équations (8) et (9) dépend donc au plus de deux constantes arbitraires, si toutes les conditions dMntégrabilité sont vérifiées; en supposant, par exemple, que l'intégrale soit liolomorphe dans le voisinage d*un point (^•« y«)t clî® est complètement déterminée, si on connaît les valeurs ini-
'^"Y-"" "^ '^T if-—-" ' •^rfiffuif ■riiiiiyiii«aiiifrnfirii' "ut ^ - ^'*rrr''
■r:7r:VTT^-'^i^
liales z = z^,p = p^^ pour x =■ .r^, y = y^^ Sî la relation (10) ne contient pas 1% mais contient p, on aura p et 9 exprimés au moyen de Xf y, 'S'; [^intégrale commune ne dépend donc que d*une constante arbitraire, si la condition d'intégrabilité est vérifiée.
En résumé, lorsque Téquation du premier ordre (9) n*est pas une intégrale intermédiaire de Téquation du second ordre (8), l'intégrale générale de ce système d*équalions dépend de deux constantes arbitraires au plus.
on peut admettre que f ne contient pas /, car autrement la dernière équation donnerait /, et on serait ramené au premier cas. Lorsque f ne contient pas /, en faisant le changement de variables
121» Prenons maintenant un système de deux équations du second t
ordre {*) que nous supposerons résolues par rapport à deux des trois dérivées du second ordre r, s, l. Pour que cette résolution fût impos- - !
sible, il faudrait, en eiïet, que Ton pût déduire des deux équations proposées une nouvelle é(|uation ne renfermant plus de dérivées du second ordre, et on serait ramené au cas qui vient d'être examiné. On peut donc supposer les deux équations résolues par rapport à Tun des couples de dérivées (r, 4), (r, «), (f, /), et, comme le troisième cas se ramène au second en permutant x et y, on peut le négliger. Sî les \
équations sont résolues par rapport à r et à t
les deux équations précédentes deviennent :
•' - <» + ^ « «' 4. y', X, j»' - g', ïO = «.
où '
cl peuvent être résolues par rapport à 1* et /• On peut donc toujours supposer, sans diminuer la généralité, que les deux équations du second
E. vox Wemr, Mathemalisehe AnnaUn^ U 47. Bimui, Tkiêt de DeciemL
ordre considérées sont résolues par rapport aux dérivées r et I
»• + /*(«» y^ -^. P» îi ^) = o.
' + ? (^» y» ^* Pt î» «) = o.
Nous nous proposons de rechercher les intégrales de ce système qui sont holomorphes dans le voisinage d'un point {sn^^ y^)^ et qui sont telles que les fonctions /"et f soient elles-mêmes holomorphes dans le voisi* nage des valeurs correspondantes {x^^ y^, jr^, p^^ q^^ s^). Les dérivée» du troisième ordre de la fonction inconnue sont déterminées par les quatre équations
lis)
ob on a posé
W - à» "*■ iV '' ~ îp ^ + 5f ''
I^s deux équations intermédiaires (12) peuvent être résolues par rapport A p et y, pourvu que le déterminant
ne soit pas nul ; la première et la dernière des équations (12) donnent ensuite « et i. Dans ce cas, toutes les dérivées successives de la fonc* lion inconnue peuvent être calculées de proche en proche, dès qu'on connaît les valeurs de z, p, 9, «. L'intégrale générale du système (li) dépend donc an plus do quatre constantes arbitraires, et il n'en esl ainsi que si toutes les conditions d'intégrabilité sont vérifiées. Si
I — 1' t][ = o, on pcul éliminer p el y enlre les équalions (12), et on est conduit â la nouvelle relation
qui est vérifiée par toute intégrale commune aux équalions (il). Nous avons encore à distinguer plusieurs cas : 1** lorsque la relation (13) contient f, les équations (11) et (13) donnent r, «, t en fonction de or, y, jr, p, q^ et on peut, par conséquent, calculer toutes les dérivées de la fonction inconnue dès qu'on connaît x, p, q : riutégrale générale du système (il) dépend au plus de 3 constantes arbitraires; 2* si la relation (13) ne contient pas «, sans se réduire à une identité, elle constitue une équation du premier ordre, et on retombe sur le cas qui vient d'être examiné ; 3^ il ne reste donc plus à étudier que le cas où Ton a à la fois identiquement
\dy) is \dxj
Nous dirons alors, avec M. SophusLie, que les équations (II) forment un système en involution. Un système de cette espèce admet une infinité d*intégrales dépendant d'une infinité de constantes arbitraires.
122. Remarquons d'abord que les équations (12) se réduisent h trois équations distinctes seulement
(.«)A=.+2^+(|f)=..B=,+if,+(g)=..C=H4h+(|)=-.
puisque la relation
est équivalente à réquation B = o; on peut donc choisir arbitrairement la valeur d'une des dérivées troisièmes o^ p, f, t. îl en est de même pour chaque ordre de dérivées. Les dérivées d'ordre n -f- 3 véri* lient, en effet, les 3ft -f- 3 équations obtenues en différentiant les trois équations A :s o, B s o, C =: o, n fois de suite par rapport à a el nrtoaAnea ms fQUAiMWS. 4
* '* ^» 1^ •«■^ %■». » ■ ..^y * i^'-jh-N r «rfrf jb. . « . «.i^
rf"A rfo?"
rf-A
<!»•-• dy
rf>B
et celles-là seulement, car la difTérentiation de Téquation
■'. = T+âP + (â) =
donne des relations comprises dans les précédentes. Or, diaprés la dépendance qui existe entre A et B, les 2n -|- 2 équations des deux premières lignes précédentes se réduisent i n 4- 2 équations distinctes. Pour la même raison les 2ii -f- % équations
d*B, rf»"
rf'B, rf"C
se réduisent à tir}- 2 équations seulement, et comme le système
rf'B
rf'B.
est équivalent au système
rf'B
rf'B
en tenant compte des relations qui lient les dérivées précédentes, on voit donc qu'on n*a en tout que n -^ 3 équations distinctes entre les n -^ 4 dérivées d'ordre n -)- 3« Ainsi on aura quatre équations seulement entre les cinq dérivées du quatrième ordre, cinq équations entre les six dérivées du cinquième ordre, etc. On peut donc, dans chaque ordre, choisir arbitrairement la valeur d'une dérivée partielle, par exemple
se donner les valeurs initiales de toutes les dérivées r-^« ou tr^ Ceci
prouve qu*on peut former une infinité de séries entières, dépendant d'une infinité de constantes arbitraires, qui satisfont formellemeni aux
équations (il}. Il reste à démontrer que Ton peut choisir ces constantes arbitraires de façon à obtenir une série convergente. Pour établir ce point, nous mettrons les équations (il) sous une
forme un peu diiïérenle. D'après la relation 1 — ^ ^ = o» la dérivée
^ ne peut être nulle, pour des valeurs de .r, y, z,p^ 9,*, pour lesquelles
les fonctions /"et 9 sont régulières. On peut donc supposer les équations (il) résolues par rapport aux dérivées s et tj et écrire ces équa* tions
pour que ce système soit en involution, il faut que les quatre relations qui lient les dérivées du troisième ordre se réduisent à trois équations distinctes. On déduit des équations (16)
JF , JF , 5F , 3F „ , JF ox ' ^z op ' tq ' Jr
JF , ?F , Î>F „ , >F ^ , 3F „ 3;^ + 3T« + 3?P+37*+3TPî
si on tire les valeurs de p et de y de la première et de la troisième équation et qu^on les porte dans la seconde, on devra être conduit à une identité. Il faut pour cela qucPon ait '
3; + 37^ + Jïr'" + 37^ = 37-»-î7« + 3Ïr*'+37*
Si ces conditions sont vérifiées idenliquemeni^ on a le tlicorènie sui- V ant : êoierU âr^, i/^^ jr^, p^, 9^, r^, unsystènie ffe wûeun des voinaMei x^ y, jr, Pi 9v ^* clans le voisinage desquelles les /bnciions Fet^ sonlholomorphes; soit^ de plus^ H {x) une fonction hotomorphe dans le voisinage du poini œ^^ telle que ton ait ïl {a^) = jr^, II' (a? j = p^, II* {x^) = r^. // existé
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une intégrale des équations (16), régulière dam le voiiinage des valeure ^•9 y%% '^ réduisant à U [x) pour y = g^^ et pour laquelle la dérivée
T- prend la valeur q^ pour x=zœ^^y z=z y^.
Les conditions procédentes reviennent a se donner les valeurs ini* tiales
pour X = j*^, y =z y^. I^s équations (16) et celles qu^on en déduit par les diflerentiations successives permettent de calculer de proche en proche lés valeurs initiales de toutes les autres dérivées. Le système (10) étant en involution, on a, en effet, pour calculer les n dérivées inconnues d*ordre n, un certain nombre d'équations linéaires, qui se réduisenl à n équations distinctes. On peut, par exemple, procéder comme il suit: en différentiant Téquation
ez=F {x,y,z,p,q,r)
un nombre quelconque de fois [xir rapi>ort àx, on calcule de proche en proche les valeurs initiales
Connaissant les valeurs initiales
•' Gx); w);
Técpiation
et celles qu*on en déduit par des différenttations successives permet • tront ensuite de calculer de proche en proche les valeurs initiales de toutes les autres dérivées, absolument comme dansle théorème classique deCauchy. •
Pour établir la convergence du développement ainsi obtenu, nous décomposerons la démonstration en deux parties. Démontrons d'abord
que la série
80 réduisant à II {x) pour y = y^, tandis que ^ se réduit à % (x). On saii.
est convergente pour des valeurs de a? — x^ de module suffisamment
petit. En eiïet, d'après un théorème établi antérieurement (I, n* 84) l'équation
* = F (x, y, jr, p, y, r)
admet une infinité d'intégrales holomorplies dans le voisinage du point (or^, y^). se réduisant à II {x) pour y = y^^ et telles que Ton ait
^r~ = f/^ pour X = .r^, ^=:if^; car ces conditions reviennent à se donner •>y
une courbe C
située sur la surface intégrale et le plan tangent en un point [x^^ y^^ z^ de cette courbe. La tangente à la courbe C en ce point coïncide avec la tangente ii Tune des caractéristiques, car Téquation qui détermine les tangentes aux deux caractéristiques est ici
Soit X = «j; ,(a% y) une de ces intégrales; pour y = y^, ^ se réduit à \
une fonction de x^ holomorphe dans le domaine du point x =: x^^ qui est précisément représentée par la série (19). La première partie de la proposition est donc démontrée. Nous remarquerons en passant que toutes les intégrales de Téquation s — F = o, satisfaisant aux conditions initiales, sont tangentes le long de la courbe C, qui est une caractéristique pour chacune d^elles.
Cela posé, soit / {x) la somme de la série (19); les calculs qu'il faut effectuer pour obtenir les autres coefficients du développement de la fonction inconnue sont identiques a ceux qui donneraient les coefil« cients du développement en série entière d'une fonction régulière pour
x'=x^^y == yg, satisfaisant à Téquation
mita
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diaprés le théorème général de Cauchy rappelé plus haut, que le développcment ainsi obtenu est convergent. La proposition énoncée est donc complètement établie.
Rbmarqcb. — Les conditions imposées à l'intégrale reviennent à se donner une courbe plane, dont le plan est parallèle au plan des yx, située sur cette surface, et le plan tangent en un point de cette courbe. Plus généralement, une intégrale du système (16) est complètement déterminée, en général, si on se donne une courbe, plane ou gauche, située sur cette surface et le plan tangent en un point de cette courbe. Nous verrons un peu plus loin comment on peut obtenir cette intégrale.
128* L*intégration d'un système en involution se ramène à rhitégration d'un système d équations diiïérenlielles ordinaires par une méthode qui n'est que la généralisation de la méthode de Cauchy, pour l'intégralion d'une équation aux dérivées partielles du premier ordre. Pour plus de symétrie dans les calculs, nous supposerons d'abord qu'on a mis le système en involution sous la forme (11), les relations (14) étant vertliées identiquement.
L'équation de condition
exprime que les deux équations du second degré*
rfy* — ^ rfxrfy = 0, ^ ffxdjf — rfr*== o,
ont une racine commune
Par conséquent, si l'on considère une intégrale de l'équation r +f=s o, et une intégrale de l'équation / -|" ? = o« Ayant un élément commun du second ordre, les deux surfaces ont en cet élément une direction de caractéristique commune. Toute intégrale du système (11) est donc un lieu de caractéristiques communes aux deux équations r -{- ^ = b, I -f- f = o. Ce sont ces caractéristiques que nous allons d'abord déier* miner.
Soit ^ == F (â9, y) une intégrale du système en involution; sur cette 'surface (S) . considérons une famille de courbes définies par réquation
MnHaBi^MH»ÉMBaKaiaiHBSK»£i!£«^
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du premier ordre .
où on suppose ^, p, 9, «, remplacés par leurs valeurs en fonclion des variables a?, y, déduites de Tcquation de la surface. Le long d'une de \
ces courbes 07^ y, x,p, 7, «, sonl des fondions d*nne seule variable indé* |
pendante, satisfaisant à un système d*équations différentielles ordi- \
naireSf que Ton peut form3r sans connaîtra l'intégrale F {x^ y). On a, .
en elTet, le long d'une de ces courbes,
du if dz . du dp , dy
djo dé dx '^ ^ ^ dx dx ^ dx
ou, en tenant compte des équations (il) et (12),
(te '3»' <te Wy/
Les équalions différentielles (âO), jointes aux équations (il) ellesmêmes, définissent une famille de multiplicités à une dimension d'éléments du second ordre, dépendant de cinq constantes arbitraires ; nous appellerons ces multiplicités les caraclérisliqu$s du système en involu* tion. Toute caractéristique renferme, sauf des cas exceptionnels, une multiplicité ponctuelle à une dimension qui sera appelée courbe carae^ téristiquê du système. Une caractéristique est définie, en général, quand on se donne un élément initial du second ordre (a?^, y^, x^, p^, 9^, r^, ^f V O satisfaisant aux relations
r^ + r (a?0, y^, jr^, p^, 9^, *^) = 0, 'f + T (*f t yt 1 ^ê* P#t ?•» *f ) =0»
pourvu que les fonctions ^ et f restent holoinorphes dans le voisinage. On en conclut que, $i deux intégraUê du système en involution oni un élément commun du second ordre^ elles ont en commun une infinité d^éU* ments du second ordre^ qui constituent la caractéristique issue de cet iU* ment. Do tout élément du premier ordre {x^^ y^, jr^, p«, q^), il pari une r
infinité de caractéristiques, car on peut choisir arbitrairement la valeur - ;
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iniliale $^ de «. Les courbes caractéristiques correspondantes forment, en généra!, une surface admettant cet élément du premier ordre.
124* Toute surface intégrale étant un lieu de multiplicités caractéristiques, le premier pas à faire pour intégrer le système en involution proposé consiste à déterminer ces multiplicités, c'est-i-dire à intégrer le système d^équations différentielles ordinaires (20). Ce problème étant supposé résolu, il reste ensuite à examiner comment on doit associer ces caractéristiques pour obtenir une surface intégrale. Pour plus de symétrie dans les calculs, introduisons une variable auxiliaire X, en écrivant le système (20) sous la forme suivante
! (fx dy th tfp rfj d$ |. ^
K étant une constante on une fonction de «r, y, x, p, f , «, X, que Ton peut prendre à volonté. Soient
, V * = A(^;û?iiyot^rPoi»fi««)i
les formules qui représentent Tintégrale générale de ce système, a?^, j^f t '*'•) Po« 9f 9 '•« désignant les valeurs initiales de a*, y, jr, p, q^ $^ pour la valeur initiale de X, X = o par exemple. Toute intégrale du sys^ tème en involution est représentée par les formules précédentes, où 1 *on remplace â?^, y^, jr^, p^, q^^ s^^ par des fonctions convenablement choisies d^une nouvelle variable indépendante «. Pour que ces formules représentent bien une intégrale, il faut et il suffit que les fonctions /^i, /s. ...,/*«, de X et de « vérifient les relations
dz = pdx 4- jdy,
dp = — fibo + «rfy»
comme on a déjà, d'après les équations (21),
il suffira que Ton ait aussi
?£ Ja» îy
(il)
U, = ^^ + rT-'^ =
* Jx • ' Ox ox
Calculons -rr^« ^rr*i rrr* i il Vient, en tenant compte des relations
OÀ ««A OÀ
(14) et (81).
JX
;«adx
:>xdx
_«i!ii-
iliadX
?»JX
didX
dX ^x dX da ~ JX Dx "^ \«/a;j Jx' ?XJ«+'^\rfy/5Jx»
d'autre part, en différentiant les équations (23) par rapport à «, il vient:
5aJX ~ '^ JoJX ^ ' JaJX ^ 3x » ^ î. JX
A»JX ~ îxJX ' 5xîX "^ Jx ^x
K 1 2f î£ j. 3f 5« j. ^Z ?î j. -Y '^ 4. 5^ ?2 a. ^ 2î| . ~ "^ { Jj7 .>x "^ Jy J« *'■ iV 5x "•■ Jp ^« "^ ?g 3x ■*" J» J«i *
3*7 yg yy j^ 3« 5»
5x3X ' >*ÎX ■*■ J»x 3X
J>» I 3a7 3« ■+" î»y >« ■*■ ïî î« + 3p J« + 3^ 5» "*■ J» 3.
Retranchons membre à membre les équations correspondantes (25) et (26), et remplaçons les dérivées relatives à X de j% y, z^ p, g, a, par leurs valeurs; il reste, toute» réductions faites, .
KU, + K^U
Supposons fei^ holomorphes dans le voisinage des valeurs initiales ^•tl^oi ^«1 P»i 9f« '• « alors, d'après la forme linéaire des équations (27), pour que U|, Uj, U^ soient nuls, il suffira qu'ils soient nuls pour la valeur X = o; or, x, ^, jr, p, ç, « se réduisent alors à x^, y^, '•«?#• 9«*'«-
Lonc^ pour obtenir une intégrale du système en invotulion^ it suffit de remplacer dans tes formules (32) x^, y^, s^^ p^, 9^, «g par cfei fonctions d'un paramètre variable a, satisfaisant aux relations
En particulier, on satisfaite ces relations en prenant pour x^^ y^, Xg, Pf 1 ?• ^^^ constantes quelconques, et en posant s^ = c. Parsuite^ la sur* face engendrée par les caractéristiques issues dun élément quelconque du
< ^ premier ordre est une surface intégrale»
Remarque. — Les raisonnements qui précèdent ne s'appliquent
qu^aux intégrales qui admettent des éléments du second ordre [x^ y,
j ^, p, 9, r, «, /) dans le voisinage desquels les fonctions A et f sont
holomorphes ; la méthode suivie donnera certainement toutes ces inté* gralcs. Mais il peut se faire qu'il existe aussi des intégrales, telles que, dans le voisinage d'un quelconque de leurs éléments, les fonctions f et f , ou du moins Tune d'elles, cessent d'être régulières. Par exemple, si on a un système do deux équations du second ordre, non résolues.
F (or, y, sr, p, g, r, s, i) = o, ♦ (a?, y, jr, p, ç, r, *, /) = o.
il peut se faire que ces équations admettent des intégrales qui vérifient en même temps les trois relations :
Il est clair que ces intégrales échappent à la méthode générale et qu'une étude spéciale est nécessaire, dans chaque cas particulier, pour reconnaître s'il en existe ;nousles appellerons des intégrâtes singulières du système.
125. Quand on connaît les caractéristiques d'un système en involution, la détermination des intégrales est donc ramenée à trouver la solution générale du système (28^ oùor^, y^, x^, p^, q^, s^, sont des fonctions de la variable a. On peut se donner arbitrairement trois de ces fonctions, et les trois autres sont déterminées par les équations (i8).
1^ " ■ ■" ■■ I i r i MwmTy-MTMM-iBriatMifMMTr ■ r- ■^wnaÉfo/fr,^*^-....^-, ^-^.^>.^_v , ._. ^~ ^ , - , rr
et riotégrale générale est représentée par les formiilet
ff
Supposons, par exemple, que Ton veuille oblenir une surface intégrale passant par une courbe donnée (F) ; on peut considérer a?^, ^^, x^, comme
des fonctions connues d*un paramètre x, et on a, pour déterminer p^, q^^ l
s^, les trois équations (28). On tirera, si on veut, p^ de la première, s^ î
de la dernière, et, en portant dans la seconde, on est conduit à une équa- |
tion différentielle du premier ordre pour déterminer q^ ; la fonction incon- »
nue ^^de z dépend encore d'une constante arbitraire, la valeur de q^ en un i
point de (F). Ainsi, par une courbe arbitraire (F) ilpasse^ en général^ une \ infinité de eurfacee intégrales^ dépendant if une comtante arbitraire; on - \ peut ee donner arbitrairement le plan langent en un point de la , \
cour6« (F). (
Soit encore à déterminer une surface intégrale du système en involution circonscrite tout le long d'une courbe a une surface (S). Soient ^•t y«t ^«les coordonnées d'un point de celte surface, p^^ q^ les coefficients angulaires du plan tangent; x^, y^, z^^ p^, q^ sont des fonctions de deux paramètres variables set p. En substituant dans les équations de condition (28) les expressions de o?^, y^, jr^, p^, q^ en fonction de «, P^ la première condition est identiquement vérifiée, et, en éliminant 9^ entre les deux dernières, on est conduit à une. relation de la forme
C*est une équation différentielle du premier ordre, et les conclusions sont analogues à celles de tout à l'heure. // existe une infinit l de eur^ faces intégrales^ dépendant dCune coiutanie arbitraire, circonscrites à une surface donnée (S) ; on peut choisir arbitrairement wi des points de Us courbe de contact.
126« Nous allons appliquer la méthode générale à quelques |
exemples.
L — Soit à intégrer le système en involution
Les équations différentielles des caractéristiques sont ici '
ôto-=*' £»='+«• ;£=•• S=*' sj^*» i
i^^- ^^MKUMaaianBaMn
■ ^- -y-^'- -'xt^. - , , - "*'f V l iMl ' lH^WW*— ■■I»*' Kl I If'
Mi!
Pour avoir une intégrale du système en involution, les valeurs initiales A*^, yg, x^, P0, q^^ 9^ doivent satisfaire aux é<|uation8
supi)osonSf par exemple, que, pour x = C, l'intégrale cherchée doive se réduire & f (y). On prendra x^ = C, y^ = «, t^ = f (s) ; les formules précédentes donnent
C étant une nouvelle constante. L'intégrale correspondante est représentée par le système des deux équations
y = « + or - C, jr = 9 (.) + C (^- - C) ;
Télimination de a nous donne, pour Tinlégrale générale du système en involution proposé, en changeant un peu les notations,
C étant une constante arbitraire et «f une fonction arbitraire. On peut remarquer que le système en involution proposé est équivalent à Téquation du premier ordre
avec une constante arbitraire a.
Exemple H. — • Soit à intégrer le système en involution
les équations différentielles des caractéristiques sont
«t rintégrale jjénërale est
* = '. + (/». + ît»J) («—«♦)+ 1 «J (« — «J«.
tH/mmmimmmmmmaÊ^ÊÊmÊaimmksm0mÊ9i^iaBmmmmmiBamamiiiKmiÊiaBmmmmibéittiiim*Mwi
Les valeurs initiales .>*^, y^, x^, p^, q^^ s^^ doivent satisfaire aux relations
Prenons, comme tout à l'heure, x^ = C, y« = «, -f, = •{« (« déduit
i), on en
et rinlcgralti générale du syslèiAe en iiivolulion est représentée par \o système des deux équations
Irwr
^ (a) étant une fonction arbitraire et C une constante arbitraire. Comme vérification, on déduit des formules précédentes
. . i(x-C) „,, . Hx — C)
3U'wr '=wr '=+'(*^-
ExBMPLB III. — Les équations
oft X est défini par l'équation du second degré
forment un système en involution. Ce système peut encore s*écrire
ri — 9^
(l+pt + ,t)
-5+i=o, r + »t + X*l=Oî
îî
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la première équation est celle des surfaces à courbure totale constanla égale à — 1 , la seconde définit (il est aisé de le vérifier) les surfaces réglées imaginaires dont les génératrices rencontrent le cercle à Tinfini. L'intégrale générale du système (28) se compose donc des surfaces réglées imaginaires à courbure totale constante, qui ont été découvertes par Serret (') et qui résultent de la déformation de la sphère considé* rée comme une surface réglée.
Les équations différentielles des caractéristiques du système (29) sont, en négligeant la dernière qu*il est inutile d^écrire,
En tenant compte de Téquation qui définit X, on voit facilement que rintégrale générale est donnée par les équations
y = ya + >• (^ — «•)» ^ = ^# + » Vi + >l (*^ — ^o).
^09 y«t '^•«^o* ^ étant des constantes. On vérifie bien, sur ces formules,
que les caractéristiques sont des droites rencontrant le cercle de Tinfini.
j II serait facile d'achever Tintégration ; nousy reviendronsplusloin (n* 128),
ExBMFUK IV. — ^'I^ système
(30) r + Jl« = o, I + J = o,
oik X est une fonction do w, y, x, ji, q, est en involution, pourvu que Ton •il
ce qui exige que X vérifie une relation de la forme (31) F(/*«P, 7,y — X^t'S— pj» — 9y) = o,
la fonction F étant d'ailleurs tout a fait arbitraire. On peut donner des systèmes en involution de la forme précédente une interprétation géo*
(1) Journal de Uowilte, tome XIII, I" série, p. 361 (ISIt).
métrique. Remarquons d'abord que du système (30) on déduit
Z = aX + 6Y + c,
Les surfaces intégrales sont donc des surfaces développables ; de ^
plus, la génératrice issue de Télémcnt (a;, y, z^ p, q) se projette sur le i
plan des ary, suivant une droite de coefficient angulaire X. Le problème ^ de rintégration du système (30) peut donc s'énoncer ainsi: A chaque
élément du premier ordre (a?, y, ^, p, y) cfe T espace^ on fait correspondre j une droite D /«ue du peint [x^ y, ^) e/ «t/u^e dane le plan de coefficienU angulaires p, ^ ; trouver les surfaces développables telles qu^en chacun de leurs éléments la génératrice soit la droite D correspondante. . ^
^lais la relation entre la droite D et lelément {x^ y, ^, p, q) ne peut r
pas être quelconque, puisque X doit satisfaire à une relation de la forme ;
(3i). Pour interpréter celte condition, considérons tous les éléments i
d'un même plan P ayant pour équation \
et cherchons les droites D correspondantes, qui sont évidemment î
situées dans ce plan P. |
Dans la relation (31), on doit faire p = a, gr = ^, -y — px — </y = c, et cette relation devient
(3i6w) F (X, tf, 6, y — }x, c) = o.
Or, la droite D issue de Télément (or, y, x, p, q) se projette sur lo plan des xy suivant une droite d qui a pour équation
Y = XX + y — Xa?,
et la relation (31 bis) exprime précisément que ces droites d et, par suite,
les droites D, ne dépendent que d*un paramètre quand lo point (a?,y« s)
décrit le plan P. Par suite, les droites D du plan P ont une enveloppe ;
si une droite située dans ce plan est la droite D correspondante à un
élément de ce plan, elle correspond à tous les éléments de ce plan* que ^ .
Ton obtient en prenant un point quelconque de cette droite. La déter«
mination des surfaces intéj^rales du système en involution (30) conduit,
par conséquent, à ce problème de géométrie : A chaque plan P de tespaee
on fait correspondre^ d'une façon tout à fait arbitraire^ une courbe C
située dans ce plan ; tt*oucer les surfaces développables telles que te
génératrice de contact d'un plan tangent quiconque P à cette surface
soit tangente à la' courbe C correspondante du plan P.
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Voici encore un énoncé équivalent à cela! qui précède.
Soit (A) un syslèmo géométrique formé de Tensenible d^une droite et d^m plan passant par cette droite ; un pareil système dépend de cinq paramètres que Ton peut appeler ses coordonnées. Toute surface développable se compose d^une suite simplement infinie de (A), chaque génératrice et le plan tangent correspondant formant un de ces systèmes. Cela posé, le problème peut encore s'énoncer ainsi: Trouver les sur faee$ ciéoeloppables^ composées de systèmes (A) dont les cinq coordonnées téri-
fient une relation donnée^ de forme arbitraire.
Par une courbe donnée de Tespace, il passe, en général, une infinité de pareilles surfaces, dont la détermination dépend d^unc é(|uation diffé* rentielle du premier ordre. Mais il est {lossible d*obtenir pour l'intégrale générale du système en involution des formules contenant expli« citementunc fonction arbitraire et ses dérivées. Imaginons, en effet, qu^on effectue une transformation par polaires réciproques ; à un plan P correspond un point M et a une courbe C du plan P un cône (T) ayant son sommet en M. Les surfaces dévcloppables qu*il s*agit de déterminer deviennent de même des courbes tangentes en cliacun de leurs points à une génératrice du cône (T) ayant son sommet en ce point. Ces courbes sont les courbes intégrales d'une certaine équation aux dérivées par* ticlles du premier ordre qu'il suffira d'intégrer pour avoir leurs équations sans aucun signe de quadrature.
L'application de la méthode générale conduit au même résultat. I^s é<|uations différentielles des caractéristiques du système (30) sont
|> il est inutile d'écrire Téquation qui donne t, car elle n'intervient pas
t, dans les calculs. On tire tout de suite des équations précédentes p = p^
; 9 = 7^ ; on a ensuite
il " _. .
cVst-à-dire, d*apK*s la relation à laquelle satisfait >, <iX = o. On a donc ainsi
les valeurs initiales p^, j^, œ^, y,, z^, X« vérifiant la relation
(34) P (X^, p,, ç^, y^ _ X^^, x^ — p^9^ — j jf^) = o.
D'après la méthode générale, il faut prendre pour ees valeurs inttiales des fonctions d*un paramètre variable a» satisfaisant aux conditions
on en tire
0U| en éliminant s^ entre les deux dernières,
^Pê + \^9ê = ^- j
Soit H^ = jr^ — p^iû^ — q^y^ ; les relations précédentes deviennent: f
et, en portant ces valeurs dansTéquation (32), on a, pour déterminer les fonctions p^, q^^ ti^, la relation
connaissant ti^, pg« 9^, on a ensuite, pour déterminer œ^ et y^, Téqua* tion unique
du^ + x^dp^ + y^dq^ =z O.
où Ton peut choisir arbitrairement Tune des fonctions 4»^, y^. Tout se ramène donc à Tintégration de Téquation (32 bis)^ c'est-à-dire, dans la cas général, à Tintégration d'une équation aux dérivées partielles d« premier ordre.
Il serait facile de multiplier les cas particuliers; par exemple, si les droites D appartiennent à un complexe, le problème revient i détermi* ner les surfaces dévcloppablcs dont les génératrices font partie d^oa complexe. On obtient un cas encore plus particulier, en supposant qus \
les droites D sont tangentes à une surface (S). Les surfaces dévelop* '. |
pables dont leîs génératrices sont tangentes à (£) sont, d*une part, les ' [
surfaces développables dont Taréte de rebroussement est située sur la \
UTâoaATtoi M» iQOânom. S . * |
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8urliace(S), d*autrc parties surfacen développables circonscrites k (£). Oq doit considérer les premières surfaces comme forinant la solution générale, tandis que les secondes surfaces ne sont que des intégrales singulières. Par une courbe donnée, il passe, en clTct, une infinité de surfaces développables ayant leur arête de rebroussement sur la sur> face (S), tandis qu*il n*y en a qu*une qui soit circonscrite i (S).
127. La théorie des systèmes en involuUon présente, comme on voit, la plus grande analogie avec la théorie des équations aux dérivées partielles du premier ordre. De même qu'a toute équation du premier ordre est attachée une famille de multiplicités caractéristiques du premier ordre, dépendant de /mx paramètres, de même chaque système en involution possède une famille de earactcrisliques du second ordre, dépendant de cinq paramètres. Chaque caractéristique du second ordre renferme une courbe caraclérUtique qui lui sert de support, et, en général, les courbes caractéristiques dépendent elles-mêmes de cinq paramètres. 11 arrive cependant, pour des systèmes en involution d^une forme particulière, que ces courbes caractéristiques dépendent de moins de cinq paramètres. Prenons, en effet, les équations linéaires
r + Xi + |i = o,
où X, |ft, V sont des fonctions de x^ y« ^t />i 9; ce système est en involation, pourvu que X, ji, v vérifient les relationt
du. dut \l ^t^■ ^ ^f
Ces conditions étant supposées vérifiées, les équations différentielles des caractéristiques du système (33) sont de la forme
da
* - _ (iOLàLÛX
dx" \ df )
Les quatr* premières de ces équations ne contiennent que «, jr, v.
p, q ; soient
= A(^;Avyf ^tiPotît)»
/i {'^ ; ^01 yoi ^#1 Poi ^o)t
les formules définissant Tintégrale générale du système formé par ces quatre équations. On a ensuite «par Tintégration d'une équation diiTérenlielle du premier ordre, qui introduit une nouvelle constante arbitraire t^. Les formules (33) représentent une famille de multiplicités caractéristiques du premier ordre, dépendant de quatre constantes ^/ot ^o)Po« ?• (^# étant une constante numérique) ; chacune de ces caractéristiques est contenue dans une infinité de caractéristiques du second ordre, dépendant d^une constante arbitraire. L'ensemble des caractéristiques du second ordre, qui ont ainsi en commun une multiplicité du premier ordre, forme une intégrale au sens étendu du mot(n^ 119). Pour avoir l'intégrale générale du système en involution, il est inutile de tenir compte de Téquation qui donne f. En effet, les valeurs initiales a?^, y^, ^ç, p^, q^^ ê^ doivent satisfaire aux trois relations
^Po =
Pq*»q + 99^!fo^
dq^ = s.dx^—\^ + vçj rfyç,
entre lesquelles on peut éliminer t^, et il reste les deux relations
qui ne renferment plus que a?,, y^, jt^, p^, q^*
On obtient des systèmes en involution de la forme (33), en différentiani par rapport à x et à y une équation du premier ordre
où C désigne une constante arbitraire. On obtient ainsi le système
TIF , iF , 5P , îP JF . 5F , ÎF . ÎF .
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qui est toujours en iuvoIuUon. Mais on n'a pas ainsi tous les systèmes en involution de la forme ^33) ; pour qu*un pareil système puisse dtre ramené à la forme (36), il faut que les trois équations linéaires
dF . >F 3F
JF , JF , iV
— 4-ftr À» — = 0,
ÎF . 3F
admetlenl une solution communo F («, y, x, p, q).
128. On voit, d*après cela, qu*on peut faire la théorie complète des systèmes liniah*e* en involution de la forme
« + X^ + Xv = o,
où X» |ft, V sont des fonctions de x^ y, ?, p, 9 sans introduire la valeur de ê dans les équations des caractéristiques. Appelons caraciiristiqué tout système simplement infmi d'éléments du premier ordre vérifiant I les équations différentielles
djf =3 Xcte, dx = p^Au -|- qdy^ dp=: -^ •!<£.«, rfîgr = — Xwto;
il résulte de ce qui précède que toute surface intégrale est un lieu de caractéristiques; et inversement, pour que les caractéristiques issues
I des éléments [»^^ y^, x^t p«, q^) forment une surface intégrale, il faut
et il suffit que «^, y^, ^q, Pq« q^ soient des fonctions d'un paramètre
i variable « satisfaisant aux deux relations . v
j Ce résultat peut aussi s'établir directement par un calcul facile.
i ^ De tout élément du premier ordre, il part, en général, une caractéris-
tique bien déterminée, à laquelle appartient cet élément. Par suite, si deux 9ur faces iniigraleed^un système linéaire en involuiiùnoni uneontaei du premier ardre en un points elles soni tangentes tout le long de la earac^ ièristique issue de cet élément. On déduit de là une conséquence importante.
■Wf-«?J«-V''>i r^ry^TT vc-
.kb«^^
Supposons que Ton connaisse une intégrale du système en învolution dépendant de trois paramètres a, 6, c et ne vérifiant aucune équation du premier ordre indépendante de a, 6, c; soit (S) cette intégrale. On peut disposer des trois paramètres a^ 6, c de façon que la surface (S) soit tangente à une autre surface intégrale (S) en un point donné; les deux surfaces (S) et (S) sont donc tangentes tout le long de la caractéristique issue de Télément commup. Toute surface intégrale (S) est, par conséquent, Veiiteloppe (Tune suite simplement infinie de surfaces (S).
D'après cela, l'intégrale (S), qui dépend de trois paramètres, joue le même rôle que Tintégrale complète d'une équation du premier ordre. Il y a cependant une différence essentielle entre les deux cas, qu'il est aisé de mettre en lumière. Soit
Téquation générale des surfaces (S); quand on établit entre les trois paramètres a, 6, c, deux relations de forme arbitraire
ô = ^ (a), c = f (rt),
les surfaces enveloppes, dont on obtient Téquation en éliminant a entre les relations ' .
* [a?, y, J-, a, f (a), ^ (a)] = o, ^a^ iif \a) * ^ '^ ^{ay ^ ^ '
forment, on Ta vu, Tintégrale générale d'une équation du second ordrja (I, n* 8). Ponr que ces surfaces enveloppes soient des intégrales du système en involution proposé, il faut que les fonctions ^ (a), et *f (a) vérifient une relation de la forme
F[a,ç(a),+(û),t'(«),f(fl)] = o;
on obtiendra celte relation en exprimant que les caractéristiques définies par les équations (38), qui dépendent de cinq constantes a, f (a), ^ (a), f (a), ^' (a), quand on n'établit aucune relation entre f et ^^i sont identiques aux caractéristiques du système en învolution, qui dépendent seulement de quatre constantes. On exprimera, par exemple, que ces multiplicités vérifient les équations différentielles des caractéristiques, ce qui n'exige que des différentiations et des calculs algébriques.
Étant donnée une relation de la forme (39), on sait qu*on peut expri* mer a, f (a), ^ (a) au moyen d'un paramètre variable «, d'une fonctioA
arbitraire de a et de ses dérivées en nombre fini» sans aucun signe d*iutégration. Par suite, on peut toujours exprimer Tintégrale générale d*un système linéaire en involution par des formules où figurent explicitement une fonction arbitraire et un nombre fini de ses dérivées. Il n*en est pas de même» en général, pour un système en involution de forma quelconque.
Reprenons» par exemple, le système en involution (29), qui est linéaire ; d'après la signification de ces équations, toute sphère de
rayon y— * »
(40) (a?_fl)t + (y_ô)»^.(;r-c)»+l=o,
est une intégrale. Par suite, l'intégrale générale peut être considérée
comme Tenveloppe d'une sphère de rayon ^ — 1 quand on établit entre les coordonnées du centre (tf , 6, c) une relation de forme convenable. Or, nous avons vu que les caractéristiques du système (29) étaient des lignes droites rencontrant le cercle imaginaire de Tinfint. D'autre pari, les caractéristiques de la sphère sont représentées par les deux équations (40) et (41)
(4i) , (« — a) rfa + (y — ô) rf6 + (* — c) de = o ;
pour que ces caractéristiques soient des lignes droites, il faut et il suffit que le plan (41) 6oit tangent au ciVne asymptote de la sphère, c'est-à-dire que Ton ait
da} + db* + dc^=:o;
d*où Ton conclut que CinUgrale générale du système (29) s'obtieni m
pt^enant Fenveloppe d'une sphère de rayon V — I, donl le centre décrié une courbe minimm.
Il peut aussi arriver que les courbes caractéristiques ne dépendent que de trois paramètres. Par exemple, pour le système r + t = o, ^ + ' = o» les équations des caractéristiques sont
on voit que les courbes caractéristiques ne dépendent que des trois parainètres y^ — »,, p^ + ç^, z^ — œ^ (p^ -f q^). Chaque courbe caractéristique est contenue dans une infinité de multiplicités caractéristiques du premier ordre, dépendant d'une constante arbitraire, et chaque
multiplicité caractéristique du premier ordre est renfermée à son tour dans une infinité de caractéristiques du second ordre dépendant d'une nouvelle constante arbitraire.
129. Revenons maintenant à la théorie des systèmes en involution de forme générale.
On sait le rôle important que jouent les intégrales complètes dans la théorie des équations aux dérivées partielles du premier ordre. Étant donné un système en involution
nous appellerons de même intégrale complète de ce système toute inté* grale dépendant de quatre paramètres -
F (ar, y, x, a,, «„ a„ a^) = o,
de telle façon que Télimination de ^p a^, a„ a^ entre la relation (43) et les suivantes
JF , DF
;)«F . yp
2^»F , a»F , a»F . cVF , JF a»F ,^^'F , cVF , , 5F ,
conduise aux équations (42), et à celles-là seulement. Étant donnée une intégrale quelconque du système (42), on peut, d'après cela, disposer des constantes ao^tt ^si ^4« ^^ façon que Tintcgrale complète ait avec rintégrale donnée, en un point donné, un contact du second ordre. D'après une proposition établie plus haut, les deux surfaces ont alors un contact du second ordre tout le long d'une caractéristique. Toute surface intégrale est donc T enveloppe d^une famille d'intégrales eomplèUs^ chaque intégrale complète ayant un contact do sbcoxo ordre avec la surface enveloppe^ le long dune caractéristique. Cela s'applique aussi aux 8ystèni38 linéaires. Par exemple, l'intégrale générale du système r-f-^ = o, l + t=s08e compose (n* 120) de surfaces cylindriques ayant
leurs généralrices parallèles au plan y — a; = o. On peut prendre pour intégrale complète les cylindres de révolution ayant leur axe parallèle au même plan. Il est clair que, le long d^me génératrice, on peut trou* ver une intégrale complète ayant un contact du second ordre avec la surface cylindrique»
Il existe cependant une différence essentielle entre une équation du premier ordre et un système en involution, pour la tliéorie des intégrales complètes. Tandis que toute famille de surfaces à deux paramètres
est une intégrale complète d'une équation du premier ordre, une famille de surfaces à quatre paramètres
donne bien une intégrale complète d*un système de 2 équations du second ordre
mais ce système n'est pas, en général, en involution. Ainsi une sphère dépend de quatre paramètres ; Téquation
«?' + y* + ^* + 2««^ + 2<»iy + 2«a» -f" «I = « est une intégrale complète du système
Les équations qui déterminent les dérivées du troisième ordre ne forment un système indéterminé que si on a 1 -|- p* + 9' ss o ; par suite, en dehors des intégrales de cette é4]uation du premier ordre, le système (45) n'admet que des intégrales dépendant de quatre constantes arbitraires au plus, ce sont précisément les sphères. On voit, sur cet exemple, qu^un système de deux équationa du second ordre peut admettre une infinité d'intégrales, dépendant d'une /bnc/ion arbitraire^ sans être en involution. 11 faut, en outre, que, par une courbe choisie arbitrairement, il passe une infinité d'intégrales, dépendant d'une constante arbitraire, pour que le système soit en involution.
La connaissance d'une intégrale complète F («?, y, x,a^. «,, « ,, «4) = o d*un système en involution non linéaire permet de déterminer les carao-
umi
térisiiques sans aucune intégration. En eiïet, toute surface intégrale étant Tenvcloppe d'une suite simplement infinie d'intégrales complètes, les courbes caractéristiques font partie des courbes représentées parles équations
F (a?, y, -• a,, ii,, a,, a^) = o, 2F^Frf£j2Fr^,^F^_
qui dépendent de sept paramètres a,, «,, a,, û^, -t-*? -7-*? -r-^* En écrivant, comme plus haut, que les multiplicités d'éléments du second ordre correspondantes vérifient les équations diiïérentielles des caractéristiques, on établit deux relations seulement entre ces sept paramètres
. / da^ da* da,\ ^ { da.\ '
*, [a,, «„ «„ «„ ^, g^, j-ij = o, *, (a,, ..., ^j = o.
puisque les caractéristiques dépendent de cinq paramètres. Pour obtenir rintégrale générale du système en tnvolution, il faudrait obtenir les expressions les plus générales de quatre fonctions ^i, a^, a,, «4, d'une seule variable, vérifiant les deux relations précédentes.
On peut aussi étendre aux systèmes en involnlion la notion de courbes tntégraUê ('). «
ISO. Comme conclusion de l'étude qui vient d'être faite, nous remarquerons qu'un système de deux équations du second ordre ne peut admettre d'intégrale dépendant d'une infinité de constantes arbitraires que dans deux cas : lorsque les équations forment un système en involution, ou lorsqu'elles admettent une intégrale intermédiaire commune du premier ordre. En eOet, les équations étant mises sous la forme (11), si elles ne forment pas un système en involution, l'une au moins des expressions
ne sera pas identiquement nulle. Supposons, par exemple, que
(1) Bbitdoii (Thète de Doctorat). Pour plt» de détailt sur letsystètnet en involutloa de deux équations du Kcond ordre, on pourra consulter une note que J'ai publiée dans les Cmnpiet henduê (i** Juin 1896), et un méniolre plus développé dans le /eav^ nal dtVtcùUpolyttehniqut (IStl).
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I — 1£ iî ne 8oil pas nul identiquement. Les intégrales qui ne satisfont pas à Téquation
dépendent, nous Tavons vu, de quatre constantes arbitraires au plus (n* 121). Si donc il existe des intégrales communes aux deux équations proposées dépendant d'une infinité de constantes, ces intégrales doivent aussi satisfaire à la relation (46). Appelons II (^«yi ^,Pi 9.«) le premier membre de cette équation ; si les intégrales considérées ne vérifiaient
pas Téquation -:^ = o, on pourrait tirer s de la relation (46), et on en
concluerait que ces intégrales dépendent au plus de trois constantes arbitraires. Il faut donc que les intégrales communes, qui dépendent d'une infinité de constantes, satisfassent à la fois aux deux équations
Il m
et par suite à Téquation du premier ordre K == o, obtenue par Télimination de s. Mais on a déjà remarqué (n* 120) qu'une équation du second ordre et une équation du premier ordre ne peuvent admettre d'intégrale commune dépondant d'une infinité de constantes que si l'équation du premier ordre est une intégrale intermédiaire de l'équation du second ordre.
Si 1 — ^ ^ ^^^ identiquement nul, toute intégrale commune aux équations (It) doit satisfaire aussi à l'équation
(dC\_iC(d3\_
sur laquelle on peut recommencer le raisonnement qui précède. 181. Étant données deux équations du second ordre non résolues
^ I F|(«, y,^,p, y,r,^l)=ro,
nous dirons de même que ces deux équations forment uo système en involution, si les quatre équations que l'on obtient en les différentîant par rapport à « et par rapport k y se réduisent à trois équations dis-
Unctes. Soit
5;**-5iP + 5?'"+5i''
on a, entre les quatre dérivées du troisième ordre a, p, y, t, les relations
5F , 5F- , 5F , /rfF\
5;»+T,p+5rTr+V;to;=''
5F -, 5F , 5F , , /rfF\
■5;^*+-5rP+-5i*ï + l7tej=«'
Pour que ces quatre équations se réduisent à trois, il faut d^abord que le déterminant formé par les coerPicients de a, p, y, l soit nul
5Fj
c'est précisément la condition pour que les deux équations
5F, dr
aient une racine commune. Une première condition pour que les équm» tions (47) forment un système en involution est donc la suivante ; ea chaque élément du second ordre commun aux deux équations, il doit y avoir une direction de caractéristique commune. Soit m la racine commune aux équations (50), qui vérifie les deux
relations
si on élimine a enlre la première et la troisième des équations (48), puis S entre la seconde et la qualrième, on est conduit à deux nouvelles égalités
i j'y. /rfF\ ?F /,fF,\ D (F. F.) D (F. F.) ^ U ^F. /cfFx Î>F /rfFA D (F. F.) D (F. F.)
En multipliant la première par m et ajoutant, il vient, en tenant compte de la valeur de m, une nouvelle équation de condition
/«n pF, /dF\ JF /r^\-l , JF, /rfF\ JP/rfF,\
Les conditions (49) et (5t) sont suffisantes pour que les quatre équa-
tions (48) se réduisent à Irois, pourvu que le déterminant J, * .*' ne
soit pas nul, ce que nous supposerons. En elTet| les é<|uations(48 bis) peuvent remplacer deux des équations (48), et ces deux équations se réduisent k une seule. Pour que le système (47) soit en involution, il suffit que les conditions (19) et (51) soient vériGées, en tenant compte des équations (47) elles-mêmes. Si ces conditions sont vérifiées identiquement, les équations F = C, P| = C| forment un système en involutioUi quelles que soient les valeurs des constantes €« C|*
On obtient les équations difTérentielles des caractéristiques d*un système en involution de forme générale de la même façon que pour un système en involution de la forme (11). Sur une intégrale commune aux deux équations (47), représentée psr Téquation ^ = 4» (x, y)» considérons une famille de courbes définie par l'équation différentielle d« premier ordre
dx ^'
où m désigne la racine commune aux deux équations (SO) ; on suppose, bien entendu, que, dans m, on a remplacé t, p, 9, r, t, i par leurs valeurs en fonction de m et de y, déduites de Téquation de la surface.
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■ Le long de l'une de ces courbes, on a
ds = pttx + qdy, dp = rdx •}- sdi/, d'/ ^ tdx + tdy^
dr =" wdx -f- p^/y, rf# = prfj» -(- Tr%, A = tdx 4- Wtf ;
mais on tire des équations (48, :
D(r, 1 ^F. /rfF\ JF /rfFA
_ "'\}r\ds) ir\di,)\
de sorlti que, le long d'une caractéristique, .v, j/, s, p, ^ , r, * , i Batîsfont aux équations dilTérentielles
^ rfy
(52) j = D(F. F . " ' . "^^ (d^\ J^ /dF\
rf« dt
"3F/rfF,\_5Fj /rfF\~' r^F, /rfF\ ^F /rfP,\1-
Ces équations admettent, comme on devait s'y attendre, les deux combinaisons inlégrablej dF = o, ciF, ^ o, do sorte qu'on peut les ramener à un système de cinq équations à six variables. On démontre, comme plus haut, que, pour avoir une intégrale du système en învolutîon proposé, il suffll de prendre le lieu desxaracléristiques issues d'une infinité d'éléments dn second ordre (a;,, y,, j',, p,, 9, , r,, i„ 1,), dont les coordonnées sont des fonctions d'un paramètre variable « salistkisaniaux
132. Après avoir étudié en délail les deux cas particuliers qui précèdent, nous allons considérer les systèmes formés d*une équation du second ordre et d'une équation d'ordre quelconque. On ne restreint pas la généralité en supposant que Téquation du second ordre proposée est résolue par rapport à la dérivée du second ordre r. Si, en eflet, Téquation ne contient pas r, elle contiendra Tune au moins des dérivées ê et < ; si elle renferme /, il suffit de permuter x et y pour être ramené au cas précédent. .Si Téquation ne renferme ni rni /, elle est de la forma 1 4- /*(^i Vi ^« Pi 9) = <>« ^^ U suffit de prendre pour variables indépendantes u=za"{ryeiv=zx — y pour avoir une équation résolue par
apporta j;ji-
Nous pouvons donc toujours prendre l'équation du second ordre sous la forme
on, en posant
pm + /"(«. yi *. Pw. pm. pm. jv.) = o.
L'é(|uation (53) et celles qu'on en déduit par des différentiations successives permettent d'exprimer toutes les dérivées partielles de x au moyen des dérivées partielles Pf^^^ où l'indicé t a Tune des valeurs 0,1. Ainsi, en différentiant l'équation (53) un nombre quelconque de fois par rapport à y » on obtient l'expression des dérivées
au moyen de »iy,jr, p,|,p,„ —«?#«; Pu* Put ..mPi^-m cndifTérenlianl ensuite une fois par rapport à « et un nombre quelconque de fois par rappoK à y, on exprime les dérivées
Jto'îy»-»
an moyen des précédentes, et ainsi de suite. D'une manière généralei on a, si l'indice t est supérieur à Tonitét
(M) Pt^ = F («f Vt *i Pti» Pmi -m P%m ; Pfii Pisi •••! Pm-i)i '+ * = «i
la fonction F se déduisant de /par des différentiations, des multipli
133* Les caractéristiques de Téquation ^53) sont données par les racines de Téquation du second degré
(5$) m«-gm + ^=o;
soient m, et m, les deux racines de cette équation. Si on prend, sur une surface intégrale, les courbes définies par Téquation diOérentiella
dy — m^d» = o,
Torientation d'éléments d'ordre n, qui appartiennent à la surface inti* grale le long de Tune de ces courbeS| constitue ce que nous avons appelé une caractéristique d'ordre n(l| n* 81). On a d'abord, pour une Am
ces caractéristiques, les relations
dy = m|rf», rfjr =rp|^<to +Psi^yt ^IH.* = l>i+i,*rf» + Pi,k^i^V% .
où t -|- A ^ n — 1, et où Ton peut supposer que rindlce I &0 dépasse pas
Tunité. Pour obtenir une nouvelle équation différentielle, nous n'avons
. qu'à différenlier l'équation proposée (53) n— 1 fois de suite par rapport
tiens et des additions. Nous supposerons toujours, par la suile^ k moins de mention expresse, que Ton a remplacé . les dérivées pijt (t > i) par leurs expressions au moyen des dérivées où le premier indice ne dépasse pas l'unité.
Voici une autre notation que nous emploierons fréquemment. Soit ^ (^9 ^1 ^i Pio'-*M Pém) une fonction de x^ y, ^, et des dérivées partielles de jr jusqu'à un certain ordre, n par exemple. Imaginons qu*on diffé- \
rentie cette fonction i fois de suite par rapport kx^k fois de suite par î
rapport à y, en considérant s comme une fonction de x et de y, qu'on I
retranche du résultat les termes qui renferment les dérivées d'ordre n + 1 -|- A, c'est-à-dire
qu'on remplace ensuite les dérivées p,-^, où i > i, par leurs expressions tirées des formules (54) ; nous désignerons le résultat de toutes ces opérations par
.dx'dy^y
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à y, ce qui donne
d*au(re part, on a aussi :
dp^n = Pi,n dx + Pi^«+i^y- Remplaçons </y par m|^«, on en tire
et, en portant dans l'équation précédentei il reste:
wy-7 '*'
db? ' ' db
Les équations diiïérentielles des caractéristiques d'ordre n sont done les suivantes
dy = m|<£9, dx = Pi^cCv 4~ Psi^yt dp\% = PiiCto -t piicfy« ..., rf/»i,,-i = Pi.«.tflEv + Pt..-i<'yt (M) ( rfpM = Piirf» + pwrfy, .... rfp^«-i = pi.«-i*r 4- PMt^'yt
;^ <te + rfpi,»-i + m,r(pa^. = o.
On suppose, bien entendu, qu'au moyen des relations (53) et(S4)on n'a laissé dans ces équations différentielles que les dérivées pi^ , où l'indioe t ne dépasse pas l'unité. Ces équations, en nombre 2ii -j- i» renferment donc ^ -f- 3 variables ; elles admettent, par conséquent, comme on Ta déjà remarqué, une infinité d'intégrales dépendant d*une fonction arbitraire. Toute intégrale des équations (56), jointe aux équations (53) et (54)» définit une orientation d'éléments d'ordre n, qui est une caractéristique d'ordre n; pour abréger, quand nous parlerons des équations des caractéristiques, il sera question des équations différentielles (56). On obtiendra le second système de caractéristiques en permutant m^ et m^.
11 est aisé de retrouver, au moyen des formules précédentes, un certain nombre de propriétés qui ont été signalées rapidement (t. I, n* 81)«
Ainsi, toute caractéristique d'ordre n renferme une caractéristique d'ordre n — 1 ; car on déduit des deux équations
en multipliant la seconde par m^ et ajoutant membre à membre, et remplaçant ensuite di/ par m^dx^
C'flP
c'est-à-dire
= Pt.n-1 + j^ Pl.»-I + J^ t^n^
On peut- donc remplacer, dans les équations (5G), la relation
rfp,,,., = pj,„_Kifa7 + p,,i,.|rfy
par la précédente. En d'autres termes, les équations différentielles des caractéristiques d'ordre n s'obtiennent en ajoutant aux équations diiTérentielles des caractéristiques d'ordre n — 1 les deux suivantes
I^fp^M'i =Pum^ïdœ^p^^y,
Connaissant une caractéristique d'ordre n — I, pour avoir une caractéristique d'ordre n à laquelle elle appartienne, on a les deux équations^
précédentes qui déterminent Pi,a-i 6t p«^M«
Si on élimine Pi.n-i entre ces deux équations, on est conduit k uno équation différentielle du premier ordre pour déterminer pt,., où le
coefCcientde -^Y^ est(>9ij — mi). Donc, lorsque l'équation caractéristique
(55) a SCS racines distinctes, toute caractéristique d'ordre n — I appartient à une infinité de caractéristiques d'ordre n dépendant d*une constante arbitraire (Voir 1. 1, p. 183).
184. Dans la recherche des intégrales communes k l'équation da second ordre proposée et à une autre équation d'ordre li, f ss o, on larrftoiuTtesf «es équatims. - • '
peut toujours supposer qu'on n*a laissé dans celte dernière que les dériYées p%k et Pi,»« en remplaçant les dérivées pm^ où Tindice t dépasse Funité, par leurs expressions tirées des formules (53) et (54). Si, après cette substitution, l'équation f = o se réduit à une identité, toutes les intégrales de l'équation du second ordre proposée appartiennent k la seconde équation, qui est ainsi uhe conséquence analytique de la pre* mière. Laissant de côté ce cas exceptionnel, supposons qu'on ait un système formé de l'équation du second ordre (53) et d'une autre équa* tion d'ordre n,
(50) f («, y, s, pit, pit, ..., Pi,«-i ; PHf Ptif .... Pm) = o,
dont le premier membre ne renferme que les dérivées ptjg^ où t ^ 1. En regardant z comme une intégrale commune à ces deux équations, pro« posons-nous de calculer les dérivées d'ordre n -|- 1 de cette fonction ; d'après ce que nous avons dit plus haut, il suffit de calculer les dérivées Pi,n et Ptt,ii+i. En diiïérentiant l'équation (39) une fois par rapport k » et une fois par rapport à y, et Téquation (53} (n — 1) fois de suite par rapport à y, on parvient aux trois équations
*** V^)' (ô^)' (^^^' *'**'® '*"* expliqué plus haut (n* 132). En éliminant />i,a-i entre la première et la troisième, on est conduit aux deux équations suivantes, pour déterminer />!,. et|>«,a Vit
Nous dirons que les équations
»'+/*=o, f=:0 forment un ajfttème en inoo/ulion, si les deuxéqualions (61) se réduisent
à une seule (*). Pour qu*il en soit ainsi, il faut d*abord que Ton ait
c'est-à-dire que le rapport ^^ • r-^^ — soit éffal à Tune des racines mi, mi deTéquatlon
Supposons, par exemple, que Ton ait
en tirant la valeur iïepi^n de la seconde des équations (61) et portant dans la première, il vient une seconde condition
Pour que le système r -|- f=^ 0,9 = soit en involution, il faut donc que la fonction ^ vérifie un des deux systèmes d*cquations '
Si la fonction 9 satisfait à l'un de ces deux systèmes, les deux équations (61) se réduisent à une seule, et on peut choisir arbitrairement la valeur d'une dérivée d*ordre n -|- 1 ; en raisonnant comme on Fa fait jdus haut (n* 122), on verrait de même qu*on peut choisir arbitrairement la valeur d'une dérivée de chaque ordre à partir du (h-{-1)* et, par suite, former une infinité de développements en série entière qui satisfont formellement aux deux équations proposées. Au lieu d'établir directement la convergence de ces développements (ce qu*on pourrait faire par
(1) Il suffit que cela ait lien en tenant compte de la relation f = o elle-même. Nom supposeront d'abord qifil nVit pat nécessaire de tenir compte de cette relation; le eat où il est nécessaire d*en tenir compte est examiné plus loin (page 90, n* ISS).
■■■wnx'i—wr— M»i— I m»^ • «sror -. ~»«» 1* «%-'«. ''v-*>K*~.r>*t»v^ r/^"
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un artifice analogue à celui qui a été employé précédemment), nous éta* Mirons Texistence des intégrales communes aux deux équations par la méthode même qui servira à les obtenir.
Auparavant, il est essentiel de remarquer que les deux systèmes d*équaiions (A) et (B) se présentent dans une autre question. Les équa-^ lions dîlTérentielles des caractéristiques (56) sont au nombre de %n «^ I, et le nombre des variables est 2n -f- 3, de sorte qu*on ne peut les intégrer comme un système d*équations dilTérentielles ordinaires à une seule variable indépendante. Les méthodes de Monge et d*Ampère con* sistcnt essentiellement, on Ta vu, à rechercher s*il existe des combinai* sons intégrables pour les équations différentielles des caractéristiques du premier ordre. En généralisant cette méthode, proposons-nous, avec M. Darboux, de rechercher s'il existe des combinaisons intégrables des équations diffère ' elles des caractéristiques d*ordre ti, c'est-à-dire des fonctions
t (*. V% ^» Pm*Pi,i» -m Pi,^ -•'» Piii»
telles que Téquation
cff = o
soit une conséquence des écjualions (56). En remplaçant dans </f les différentielles ây^ dt^ cfpi^, ..., </pM-«f ^^P%^-% ^^^ leurs valeurs tirées des formules (56), il reste
c*est-à-dir6
[(t)+-(S->;;^,(P)]-+(è-".5ia:,)''-="-
Pour que </f = o soit une combinaison intégrable des équations (86)^ il faut que les coefBcients de dx et de d[/i«^ soient nuls, c^est-à-direfue ^ «oil une inléçrale du tytièmt (B),
Appelons, pour abréger, systèmes (I) et (II) de caractéristiques les systèmes dont on obtient les éciualions différentielles en prenant dy=zm^ dx^ ou c/y = m^dx respectivement; appelons de même invariani d'ordre n d'un système de caractéristiques toute fonction f («, y, s^ Put •••« Pt«)« renfermant l'une au moins des dérivées Plu-i» p%,m% ^ aucune dérivée d*ordre supérieur^ qui conserve une valeur constante^ quand on se déplace sur une caractéristique de ce systèmCi c*est-i
^»*Me?-?rY»7rap««»-J-»?»«sslW3*p*?«çfrj5V«^ •♦*<' <•?•-.**
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telle que d^ == o soit une combinaison intégrable des équations de ce système de caractéristiques. On voit, diaprés cela, que toute fonction ^ qui satisfait identiquement aux équations (B) est un invariant du système (I) de caractéristiques ; de même, toute intégr^ile du système (A) est un invariant du système (II) de caractéristiques.
135. Cela posé, comme nous supposons que la fonction f vérifie identiquement les équations (A), c'est-à-dire sans tenir compte de la relation ^ = o elle-même, les deux équations
forment un système en invoUition, quelle que soit la constante C. Nous allons montrer que ces deux équations admettent une infinité d'intégrales communes dépentlant d'une fonction arbitraire; par une courbe quel* conque (P), il passe^ en général, une infinité désintégrâtes de ce système^ dépendant d'un nombre fini de constantes arbitraires. Soient
les équations de la courbe (F). Si une surface passe par cette courbe sans Tadmettre pour ligne singulière, le long de cette courbe p et 9 sont des fonctions de x qui vérifient la relation
-x'ixj^p + qY {x).
On peut, par exemple, choisir arbitrairement la valeur de 9, et la formule précédente donnera p ; si on suppose, en outre, que la surface cherchée satisfait à Téquation r-{-^=o, cette équation et celles qu*on en déduit par des difTérenlialipns successives feront connaître les valeurs de toutes les dérivées partielles de la fonction inconnue le long de la courbe (r), ou une orientation d'éléments d*ordre n ayant (P) pour support (*). Imaginons que nous ayons substitué dans f les expressions obtenues pour toutes les dérivées d'ordre égal ou inférieur à n ; le résultat contiendra, en général,
If
dq rf"-* a
En écrivant que ce résultat est égal à C, on a une équation dilTérentielle d'ordre n-;- 1 pour déterminer q (^;); à toute solution de cette équation différentielle d'ordre n — 1 correspond une orientation d'éléments
(>) Il lufflt de reprendre les raitonneiiicnti du n* 16 (t. I, p. 24) et d^adjolndre les relations dp » rdx + tcfy, dq » sdx -f My, et les relations analogues.
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d'ordre n qui appartiennent à une surface intégrale (S) de Téqua* tion r-(-^== o. Celle surface {S) donne auui une inlégrale de Ciqua» Hon f = C. En elTei, Tensemble doublement infini d'éléments d*ordre n que détermine cette surface peut être considéré comme un lieu de oarac* téristiques du système (II), chacunes d*ellcs étant issue d*un point de la courbe (r). Or, puisque ^ est une intégrale du système (A)» cette fonction f est un invariant pour les caractéristiques du système (II), et con* serve une valeur constante quand on se déplace sur une de ces caractéristiques. Comme, d*autre part, 9» = C en tous les pointsde la courbe (P), il s'ensuit que Ton a aussi f sa C en tous les points de la surface (S).
136. Cette surface (S) peut être obtenue par Tintégration d'un système d*équations différentielles ordinaires. Pour établir ce point fondamental, nous remarquerons d'abord que Téquation do condition
rr^ m, T i =
est susceptible d'une interprétation géométrique. D'une manière générale, soit
F (J^» y» ^1 Pli» .-• Pqm) =
une équation aux dérivées partielles de forme quelconque, d'ordre n. Sur une surface intégrale de celte é(|ualion, considérons les courbes définies par Téquation diiïcrcnliellc du premier ordre
>Pm
l'orientation d'éléments d'ordre 11 de la surface intégrale le long d'une de ces courbes constitue une caraclérisliqne de l'équalion d'ordre n. Il y a donc, en général, n systèmes de caractéristiques disilincts, corres* pondant aux n racines de l'équation (U2). Cela posé, dans le cas d'une équation d'ordre 11, y =0, ne renfermant que les dérivées pi, «. 1 et JV., l'équation (6S) se réduit à
et la condition trouvée plus haut
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exprime que les deux équations
ont une directioa de caracléristique commune. Toute intégrale de ce système est donc engendrée par une famille de caractéristiques communes, et on est conduit tout naturellement à déterminer d*abord ces caractéristiques.
Nous supposons que la fonction ^ satisfait au système (A), et, par suite, que les caractéristiques communes aux deux équations r •\-fz=z o, f =3 C font partie du système (1). Ces caractéristiques satisfont d*abord aux (^-f- équations (50 J et, en tenant compte de ce qu^elles satisfont aussi à la relation f = C, on peut compléter le système d*équations dilTérentielIes. De Tégalitéf = C, on déduit, en effet,
Pi,«-i = o.
dpi.a-1
quand on se déplace sur une caractéristique, on a aussi
rfpi.» - 1 = Pj, « - 1 rf» + Pi.» <'yi et on en tire, en remplaçant dy par m, cte,
en portiint ces valeurs de pi^ et de pi,« . t dans les formules précédentes, elles deviennent
\dy/ ^îpi,»-i dm
Ces équations font connaître ^''""' t -Ç^» car r — ^ — ne peut être iden- ^ dm da ^.ii^t
tiquement nul; autrement on aurait aussi, diaprés là première formule (A), ^- =5 o, et f ne contiendrait pas de dérivée d*orâre n, oon*
trairement à riiypotliôse. On pëutaussi remarquer que les équations (63) entraînent la dernière des équations (56), en tenant compte de la dernière des conditions (A). En définitive, les caractéristiques communes aux deux équations r4-^=o, «^ssC sont déterminées par le système suivant de (2n -|- 2) équations dilTérentielles ordinaires & iit -f- 3 variables
où on suppose toujours qu'on n'a laissé que les dérivées ;},-, ^ où t ^ 1.
Toute intégrale commune aux deux équations r+^ = 0|9s=C s'obtient certainement en associant ces caractéristiques communes suivant une loi convenable. D'ailleurs, on vient de démontrer que, par toute orientation d'éléments d'ordre n satisfaisant aux deux équations r -j- / = o, f = C, et à toutes celles qu'on déduit de r -{- f =zo par des dilTcrcntiations successives, il passe une intégrale commune (S) ; cette intégrale commune est évidemment le lieu des caractéristiques communes qui sont issues des divers éléments de l'orientation précédente. Si donc on a obtenu l'intégrale générale des équations (64)| on obtiendra l'équation de la surface (S) par des éliminations seulement.
Tout système en involution admet donc une famille de mulUplicitiê caractériitiqueêf dépendant de 2 n -^ t paramètres. Comme toute surface intégrale est un lieu de caractéristiques, on en conclut que si deuœ intégrales ont un élément commun d'otrlre n^ elles oni en commun uns infinité simple d'éléments dordre n, formant la caractéristique issue de cet élément.
On voit, d'après cela, que la recherclie des intégrales d'un système en involution passant par une courbe donnée (r) exige Tintégration de deux systèmes d'équations diiïérentielles ordinaires, absolument indé^. pendants l'un de l'autre. L'un deux, toujours le même, quelle que soit la courbe (r), fait connaître les caractéristiques du systkme en involuiUm. L'autre système, qui varie avec la courbe (r), détermine une orientation d'éléments d'ordre n, ayant cette courbe pour support et appartenant à une intégrale du système en involution proposé ; on peut le remplacer par une seule équation difTérentielle d'ordre n — 1*
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137. Supposons qu*on ait obtenu le^ caractéristiques communes du système en involulion» ou, ce qui revient au même, trouvé l'intégrale générale des équations (64). Soient
I y = P (a-, x^, t/^, z^; n,„ . . . , IU«),
(63) N X =r= Q (a?, a?^, y^, ^^î "wi • • • » n.,),
( 7>i.* = R/Jt (-i-, ^01 yr ^i» n,t, ..., Ilt^),
les formules qui représentent Tintégrale générale de ce système, •Vot '^o« ^f*k désignant les valeurs de y, z^ p;,^. qui correspondent à la valeur initiale x^ de or.
I^ résultat que nous venons d'établir par des considérations empruntées à la théorie des caractéristiques peut s^énoncer comme il suit : Pour obtenir une inléyraJle du système en inroJulion proposé^ il suffit de remplacer dans les formules (65) â?^, j/gi ^o* ^><a ;>a>* des fonctions d'un paramètre z satisfaisant aux relations
ç, _ c, -jJ = n... y^ 4- n., -^i
on suppose que, dans ces formules, Ui^ ait été remplacé par une exprès* sîon au moyen deo:^, y^, z^, ïTi^o, ..., ^t.k^ i,na,i, ..., U^^k^t pareilleà celle depj,jtaumoyendea?, y, z, p,,o, .., Pi,a + i» ra,if ...,P«,*+t, déduite des relations (53) et (5i). En elTct, les équations (6G) définissent alors une orientation d*éléments d'ordre n qui appartient à une intégrale du système en involution proposé ; cette intégrale est nécessairement représentée par les formules (65), puisqu'elle est le lieu des caractéristiques du système en involution issues des divers éléments de Torienta^» tion dont il s'agit.
Le théorème précédent peut s'établir par un calcul direct, comme nous Tavons fait pour les systèmes en involution formés de deux équations du second ordre. Je renverrai pour la démonstration au travail déjà cité de M. Beudon.
188« La détermination des caractéristiques du système en involu* tion, qui constitue la partie essentielle du problème, donne lieu i une remarque. Les équations (64) admettent toujours la combinaison inté* grable d^ = o, comme il est facile de le vérifier ; on peut donc remplacer Tune de ces équations différentielles par la relation f = C, el en tirant de celle-ci Tune des variables en fonction des autres, on est
ramené à un système de Sn -(- I équations difTérentielles enire Su -|- ' variables. Mais il y a lieu de faire une distinclion, qui peut avoir une certaine importance pratique. Lorsque les deux racines m|, m^ de Téquation
sont distinctes (ce qui est le cas général), ^^ = o ne peut pas être une combinaison intégrable des équations dilTérentielles des caractérit* tiques (I), car on devrait avoir à la fois
ce qui est impossible, puisque m^ est diiïérent de iiij. Par conséquent» en ajoutant aux équations (56) la relation </f =: o, ou ^ = C, on obtient un système absolument équivalent au système (61). Ainsi, pour obtenir let équationM différentielles des caractéristiques du système en involulion^ il suffit dajouier la relation ^ = C aux équations di/féi^entielles des earactériitiques (!) cb r 4* ^ = <^- 11 n'en est plus de même lorsque Téquation
m' — r^W 4- 77 = o d« * àt
a ses racines égales. Alors rff =s o est une conséquence des équa* tiens (56), et il faut partir des é(|uations (61) pour trouver les caractéristiques du système en involution.
139* Examinons maintenant le cas où les équations (A) sont vérifiées, non plus identiquement, mais en tenant compte de la relation f == o .elle-même. Pour plus de clarté, supposons l'équation ^ = o résolue par rapport à la dérivée Pi. m . i , ce qui est possible puisque, si o ne renfer* mait pas pi, . . i , elle ne renfermerait pas non plus Pm t d*après la pre* mière des équations (A). Écrivons, par conséquent,
f = pt,m^i + ^{x, y, X, Pli, ..:, pt„) «i o;
les conditions (A) deviennent
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La première montre que •}* est une fonction linéaire de ;!•« ; la seconde I
doit se réduire à une identité, quand on y remplace pi.«-t par |
-^•l'Ky. -•/» iPm). \
Imaginons encore que Ton se déplace sur une caractéristique du système (II) ; le long de celte caractéristique, y, z, j),^, ..., p^,, sont des fonctions de x. Si on substitue dans f ces valeurs de y, z^ ..., p^, le résultat est aussi une fonction de œ dont nous allons calculer la dérivée, dans cette hypothèse. On â
dx-^ dx '^^p^n dx '^\dx)^'''^\dyy
ou bien, en tenant compte dos équations d'une caractéristique du système (II),
dx
on voit donc que ^ doit être nul Iors(|ue Ton a ^ == o. Or, -7^ contient
Pi.n-i ûu second degré au plus, tandis que 7 contient Pi,«-i au premier degré ; si Ton élimine pi, m -ii on est donc conduit aune relation de la forme
qui est vérifiée quand on se déplace sur une caractéristique du système (II). Si f est nul pour la valeur initiale a?^, les coefficients A et B étant des fonctions régulières dans lé voisinage, il s'ensuit que f sera nul en tous les points de cette caraclérisfuiuc. En d*autres termes, tous les éléments d*une caractéristique (11) vérifient réquationf = o, pourvu qu'un seul élément de cette caractéristique vérifie cette Àjuation. On en conclut, en raisonnant comme plus haut (n* 137), que, pour toute orientation d'éléments d'ordre n appartenant aux deux équations r -|- ^ = o, f = o, il passe une intégrale commune k ces deux équations. La détermination de cette intégrale commune s'effectue de la même façon.
140. On déduit de ce qui précède la propriété fondamentale des syttèmes en invulution, qui pourrait leur servir de définition, ktant donné un système en involulion formé d'une équation du second ordre r 4-^=ro et d'une équation d^ordre quelconque 11, iouiê orieniaiùm d*éUmenU d'ordre n appartenant à ces deux équatiom déterminé une
"^ ■ I * r n » r rmnmÊmiwm\ 9K t ** V^'» r'''^^* »^ » »r< W IWP f '«M . W H im. l- w» v * ,i »■*■ -l » i |ii» m iiiii aii ■■ rm .i. ■■ ■!■ H Miiii m n a n — mi
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intégrale eomtnw^e du tyslhne^ pourvu, bien entendu, que» dans le Yoi* sinage de celte orientation d'éléments, les conditions de continuité, que nous avons toujours supposées satisfaites, soient remplies. II est facile, •d*aprës celle propriété, de retrouver et de donner la raison d*un théorème établi plus haut (n* 134).
Si fes équations r4~/'=^ft^^ feignent un système en invotution^ quelle que soit ta constante C, f est un invariant d'un des systèmes de ■caractéristiques de Céquation r -f- f=o.
Soit (S) une intégrale de réqualionr 4*^ = ^i ne vérifiant pasTéqua* tion f = C. Sur cette surface, les courbes f = C forment une famille <]e courbes (r) qui sont forcément des caractéristiques. En eflet, le long d*une de ces courbes (F), Toricntation d'éléments d*ordre n de la sur* face (S) vérifie Téquation f = C ; il passe donc par cette courbe une intégrale du système ep involulion, qui a un contact d'ordre n avec (S). Par suite, ces courbes (P) forment une des familles de caractéristiques de la surface (S) ; comme celte intégrale (S) est quelconque, il s'ensuit •qu'il y a une des familles de caractéristiques de Téquation r -f* ^ = o, telles que ^ reste constant quand on se déplace sur une caractéristique <\e cette famille. •
La recherche des équations d'ordre n formant avec r -|- ^ = o un système en invohition est ramenée à l'intégration des équations linéaires simultanées (A) et (B). Ces systèmes seront étudiés en détail au chapitre suivant ; pour le moment, je me bornerai aux deux remarques suivantes :
1* Lorsque n est > S, la première des équations (A) montre que les <]érivées d'ordre 9i, pi,n- i ^^ P*^ ne pourront figurer dans f que si f contient la combinaison linéaire pi, «.i-f* ^f^^Pm ; une intégrale f contiendra donc toujours la dérivée Pi,ii.i ;
2* Lorsqu'on fait successivement n =r 2, 3, ..., on obtient deux suites illimitées de systèmes d'équations linéaires. Chacun de ces systèmes admet toutes les intégrales des systèmes précédents de la même série. Pour le prouver, il suffit évidemment de démontrer que le système (A), ^M>rrespondant à une valeur de it, admet toutes les intégrales du système précédent, obtenu en changeantn en n — 1. Si on suppose, ea effet, que f ne renferme que les dérivées jusqu'à Tordre n — 1,
on â
T = + («1 y» ^1 Pw» —. Pi.»-!; p%,u ..M î^ii-i)t
(â) *^ (^) "y**"' "" ^"' analogue à celui de (£-). (g). La preniière des équations (A) est vérifiée identiquement, et la seconde devient
D*autre part, on a, en dîiTérentiant (n — 2) fois par rapport à y^ réquatîon r -|- /^ = o,
et, en éliminant pj, n . s, il vient
comme, par hypothèse, •} ne contient ni j)o.i„ ni pi, n - 19 il faudra donc que- Ton ait à la fois
L drl r — ^ >«• ^ = O
U) + '"' te) - wT. Vy^O = "•
c'est-à-dire que ^ soit une intégrale du système (A'), analogue au. système (A). Le même calcul prouve qu*inversement toute intégrale du système (A') est aussi une intégrale du système (A).
Remarque I. — On a toujours supposé jusqu'ici que Téquation du second ordre proposée était résolue par rapport à r. Dans la pratique,, il peut se faire que cette résolution ne paisse pas être ciTectuée, quoique- Téquation du second ordre contienne la dérivée r. Mais ou peut toujours, en dilTérentiant cette équation, obtenir explicitement une dérivée d*ordre quelconque en fonction de x^ y, t, p, ^, r, t, I, et des dérivées pi^f d*ordre supérieur au second, où Tindice t o^J'une des valeurs oji 1 ; il suffit donc d*ajouter, dans les raisonnements qui ont été faits plus haut, la dérivée p^ aux dérivées au moyen desquelles s^expriment toutes lesautres. Cela étant, pour que Téquation proposée et une autre équation d*ordre n forment un système en involution, il suffit que les condition»* qui remplacent (A) ou (B) soient vérifiées, en tenant compte de réqoâlion proposée elle*méme.
De même, on pourra conserver r ou p^^ dans les équations différen-
tielles des caractéristiques (61), à condition d'ajouter à ce système réquation du second ordre donnée. Nous n'insisterons pas davantage sur les modifications que doit alors subir la méthode précédente, qui n'offrent aucune difficulté théorique.
Remarquell. — On peut aussi étendre aux systèmes en involutton formés d'une équation du second ordre et d'une équation d*ordre n la théorie des intégrales complètes. Une intégrale
♦ (*f y» ^f «M «if -M tf^) = ^t
dépendant de q paramètres «i, a,, ... a^^ est une intégrale complète du système en involution si, en c^liminant les paramètres a/ entre l'équation 4» = o et ses dérivées successives, on n'arrive à aucune relation entre .r, y, z^ p,^, ..., })i,ii-i, p«|, ..., })««, différente de f = o. S'il en est ainsi, on peut choisir arbitrairement a?, y^ z^ Pi^, ..., pi.n^s, Poi« ..., /)«,n-i et une des dérivées 2Kn -i et Po«« ^® Q^^ exige que le nombre q soit au moins égal à Su. Supposons q = 2>i, et soit (S) une intégrale quelconque; on peut disposer des 2m paramètres £i|, ..., «^j, de façon que l'intégrale complète ait avec (S) un contact d'ordre n en un point donné. Les deux surfaces auront alors (n* 136) un contact d'ordre n tout le long de la caractéristique issue de cet élément; ce qui prouve que toute intégrale du système en involution est l'enveloppe d'une suite simplement infinie d'intégrales complètes.
Les caractéristiques du système en involution sont donc représentées par un système de deux équations de la forme
♦{«^ly^^f^i. -M «an) =o.
^Ai,+ ..., +JL^rffl,. = o;
mais comme ces caractéristiques ne dépendent que de 2n -f- 1 paramètres, îl doit y avoir, entre «„ ..., «,„, rf«„ ... rfa,,, (Sn — 2) relations homogènes en da^^ ..., da^^
P' («M ^t» —f «jn» rf«o ^«j« — f *'«>») = o, I = 1,2, ...,211— 2; ces 2n — 2 relations s'obtiendraient, comme plus haut, par des différentiations et des calculs algébriques. On peut donc obtenir» sans aucune intégration, les caractéristiques dès qu'on connaît une intégrale complète. Mais, pour avoir l'intégrale générale elle-même, il faudrait trouver les expressions les plus générales de 2n fonctions «|, a^ ..., d*un même paramètre, vérifiant les 2ii — 2 relations F| s o*.
■•fc »■■ I
on admet que, dans celte dernière équation, le premier membre est une fonction entière et irréductible des variables qui y figurent, au moins dans un certain domaine de valeurs pour ces variables, de telle sorte que les relations
par exemple, ne peuvent être des conséquences de Téquation (67) ellemême.
Les intégrales cliercliées peuvent satisfaire k Téquation r — ^ = o,
ou ne pas vérifier celte équation.
Examinons d*abord celle dernière hypothèse. Pour rechercher les intégrales dont il s*agil, on peut supposer Téquation (67) résolue par rapport à pi, « . i et Técrire
(67)' Pi,m^i + ^ («. Pj X, pio, ..., Po,) = o.
Cela posé, nous avons encore plusieurs hypothèses à examiner, suivant que l'expression
est nulle, ou non, identiquement. Si H n*est pas nul identiquement, et si les intégrales cherchées ne vérifient pas Téquation H = o, on a vu plus haut que Ton pourrait trouver les valeurs de toutes les dérivées d^ordré (n + 1) de la fonction inconnue au moyen de an y y, z et des dérivées d'ordre moindre ; ces intégrales ne peuvent donc dépendre que d*ua nombre fini de constantes, et on est ramené à un problème que Ton sait traiter.
Si les intégrales cherchées vérifient Téquation II = o, H peut contenir p^» ou être indépendant de j\,i. Dans le second cas, les intégrales vérifieront une équation d'ordre inférieur à n. Dans le premier cas» si
on n*a pas en même temps j~ = o, on peut tirer Pi^m de Téquatioa
H =5 o, la relation (67)' donne Pi, n- 1» et» par suite, toutes les dérivées d'ordre n de la fonction, inconnue s'expriment au moyen des précédentes.
141. Reprenons maintenant la question générale proposée au début du n® 134. Il s'agit de rechercher les intégrales communes à l'équation du second ordre r + /■= o et à une équation d'ordre n ^
(67) f (af, y, r, pi,,, pi,,, .... pi,«_ i, p«.i, ..., p,.,) = o; \
''"^**** '•'"""^r*'»*^- "■ *■ wmw i *ws w H 'ii n h? . ffWH » '*» J> ^ i' iw> r»-y «y » »> ^a i'ifw.».»y » t< »ai « M r^ia.trft«'TTIur? v »• ?.~'." — n '*'»*'^ ^ >»-.i»t«»~. <nv \-«*.v(«.^>*'
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DH Si on a à la foia II = o, r — = o, rélîmination de pt.ii conduit à une
équation d'ordre inférieur à n.' Si II est nul identiquementi si on a, par exemple ^-^ = m|, on a vu
plus haut (n* 139) que toute intégrale commune aux deux cqualiona r-f-/'=o, pi.«-t-h^=o doit vérifier aussi réi|uatioa
OÙ on suppose />i, a ^ s remplacé par — «f . Lors<|uc K est nul identi<|uement« les deux équations r-f-/'=o, pi, n-i -|-^=o forment un système en involulion. Si Féquation K = o ne se réduit pas à une identité, on démontre, en raisonnant comme tout à Theure, que les intégrales communes ne dépendent que d*un nombre iuii de constantes arbitraires, ou qu'elles satisfont à une équation d*ordre inférieur a n.
11 reste à examiner le cas où il existerait des intégrales communes aux deux éqpations
. vérifiant aussi réi|uation j^ = ^| — ^ — = o. On peut toujours supposer que la relation
D (pi,»-i.Pit»)
n*est pas une conséquence des relations ^ = o, f | = o, car on pourrait
. alors remplacer ces deux relations par un système équivalent, mais
d*une forme plus simple. Si les intégrales communies aux trois équations
i ne satisfont pas à la relation rr-7 — lîi-îii — . -- ^ ^u ^^^ résoudre le
\ système f = o, f | =0, par rapport à pi,. . 1 et p^,, et les intégrales
I communes ne dépendent que d*un nombre fini de constantes arbitraires.
Si ces intégrales communes vérifient aussi la relation
rélimination de pi, ■. i et p^m conduira k une nouvelle équation d^ordre inférieur an.
En résumé, en passant en revue toutes les hypothèses que Ton peut faire, on ne trouve que trois cas à examiner : 1* les équations proposées forment un système en involution ; 2* les intégrales communes dépendent d^un nombre fini de constantes arbitraires ;.3* ces intégrales communes vérifient une équation d'ordre inférieur à n.
En opérant sur une équation d'ordre inférieur à n\ comme on a opéré sur réquation d'ordre n, et ainsi de suite, on voit que, en définitive, U recherche des intégrales communes k une équation du second ordre r -{-/*= o ^t à une équation d'ordre n se ramène toujours à l'intégration d'un ou de plusieurs systèmes en involution, ou k l'intégration d'un ou plusieurs systèmes dans lesquels toutes les dérivées d'un certain ordre de la fonction inconnue s'expriment au moyen des dérivées d'ordre inférieur. En particulier, pour qu'une équation d'ordre n, 9 = o, admette une infinité d'intégrales communes avec l'équation du second ordre r -{-/'= o, dépendant d'une infinité de constantes arbitraires, il faut que le système cp = o, r -f~ /^ = o ^^ ^^ involution, ou qu'il admette toutes les intégrales d'un ou plusieurs systèmes en involution ^ = o, r 4- /* = o, où 'f est d'ordre inférieur an.
Il peut d'ailleurs arriver que le sysU^me r-f-/'=o, f = o admette plusieurs ensembles distincts d'intégrales, les uns dépendant dun nombre fini de constantes, les autres d'une infinité de constantes. Nous en avons déjà vu un exemple (n* 129) avec le s}'stème
l+p» pq i+j«
142. Considérons encore le système formé de Téquation du second ordre r'\'/' = oeide deux équations d'ordre quelconque f = o, ^ = o. D'après la discussion qui vient d*étre faite, le seul cas qui demande un examen particulier est celui où chacun des systèmes (r 4- /*= o, f = o) et (r 4- f=z o, ^ =s o) est en involution. Ce cas se subdivise lui-même en deux autres, suivant que les fonctions f et ^ vérifient l'une et l'autre des conditions du même type (A) ou (B), ou des conditbns de types différents (*). Prenons d'abord le second cas, et supposons, de plus, pour fixer les idées, que les fonctions f et 4» renferment toutes deux des' dériyéet d*ordre n, et aucune dérivée d'ordre supérieur, quand on ne laisse, bien entendu, que les dérivées p^ji où Tindice 1 a Tune des valeurs ou |.
(>) Dans ee paragraphe et les tnivànts, on tuppoM que les feacUons f et t vérifient identiquement les équalioat correspondantes ; le ralsomMmeat t^étead tans dinicttlté an cas où il faut tenir compte des relations ^ m o, f s e eUeMièuies. DCTtoaJkTMII SIS tonATioas. 1
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Dans ce» conditions, la fonction ^ , par exemple, satisfait aux équations (A)
et la fonction ^ aux équations (B)
Des deux équations f = cf, 'f s=s o on peut tirer les valeurs des déri- Tées p«^ et pi^-t en fonction des dérivées d*ordre inférieur, puisque le déterminant fonctionnel
ne peut être nul dans le cas où tn^ et m^ sont différents, ce que nous supposons. Si s est une intégrale commune aux trois équations proposées, on peut donc exprimer toutes les dérivées d*ordre n de la fonetion inconnue au moyen des dérivées d*ordre inférieur. Prenons, comme inconnues auxiliaires
Pm« Pm« •••« Pi.ii-iî P«,i9 Pt.t9 •••• Pnii-i» nous pourrons former un système d^équations aux diflTérentielIes totales,
«(Pi.» = P* •<*» + Pi. irfy.
dp^^m^t = Pt.m^ldw + P^m^Vt
OÙ pg,M>i et jii^n sont tirés des équations ^ = o, j» = o, tandis que Pi^«ff |>t,it — Pi,ii-i ^n^ supposés remplacés par leurs valeurs déduites des équations (53) et (51). D'après la façon même dont on a formé ce système, les seules conditions d'intégrahilité du système (68) qui ne soient pas vérifiées identiquement sont celles qui proviennent des deux dernières équations. Les dernières conditions d*intégrabilité s'obtiennent (n* 118) en exprimant qu'en partant des trois équationf
r + /'= o, ^ = o, tj» =: o, on obtient un système de valeurs unique pour les dérivées d'ordre (n + !), p«,» + i, pi,», Pi.«-i. Orces troisdérivées doivent satisfaire aux cinq équations
qui se réduisent à trois, d'après les conditions (A) et (B). En efletf les conditions (A) expriment que la seconde des relations (69) est une combinaison linéaire de la première et de la troisième ; les conditions (B) expriment de même que la quatrième relation (69) est une combinaison linéaire de la première et de la cinquième. Les équaiiont (68) forment donc un tt/stètne complètement inlégrahle.
On peut encore établir ce résultat comme il suit: Prenons un élément d'ordre n appartenant aux trois équations r -f- /* = o, f = o, ^ = o, c'est-à-dire un système de valeurs pour
satisfaisant à ces trois équations et à toutes celles qu'on obtient en dif* férentiant l'équation r -|- /*= o, (n — 2) fois au plus. Nous allons montrer que^ par cet élément (En), il passe une intégrale commune aux trois équations proposées. De cet élément (E«), il part une caractéristique du système (I) et d'ordre n, satisfaisant à la relation ^ = o ; en effet, si on ajoute aux équations différentielles des caractéristiques d'ordre n du système (I) la relation d^ = o, on a un système de Su -f* ^ équa* tions différentielles entre in 4- 3 variables qui admettent, en général, un système de solutions admettant les valeurs initiales données. Cet intégrales déterminent une caractéristique d'ordre n, (r), du système (I), dont tous les éléments satisfont à Téquation 4» = o, puisque clf = o est une des équations différentielles dont on s'est servi, et que l'élément initial satisfait à t|i = o. On voit de même que de l'élément (Em) part une caractéristique d'ordre n, (rO, du système (II), dont tous les éléments vérifient la relation f = o. Ces deux caractéristiques d'ordre n, (r)
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et (r')» déterminent une surface intégrale (S) de réc|ualion (•) r -J-^ = o, qui, d'après ce qu'on a vu plus haut (n* 135), doit salisfaire aux deux équations ^ = 0,4^ = 0, car elle est le lieu des caractéristiques du système (H) issues des divers éléments de (F), et aussi des caractéristiques du système (I), issues des divers éléments de (r").
148. La conclusion est la même lorsque les deux équations f =:: o, ^ = o sont d'ordrcs diiïércnts. Supposons, pour fixer les idées, que f ne renferme que les dérivées d'ordre w (m < n) et vérifie les conditions (A)
(â)+-a)-5^/îr-0"-
tandis que '\ renferme des dérivées d*ordre n et satisfait aux conditiens (B)
(>) Le théorème du n* 84 (t. 1, p. 193] peut en etrel être généralité de la façon tuU ▼aute :
Deux caraclénêUques d'ordre n, de tyêiimtê dîffértnt» (C) et (C), atjant un élément commun d*ordt*€ n, appaHienneni à une êurfhce inlégraU ei à nneêtule*
Soient, en effet (c) et (c). les deux caractéristiques du second ordre qui sont con» tenues dans les caractéristiques (G) et (C), et (S) la surface intégrale de Téquation r 4- ^ = o, qui renfenue ces deux caractéilstiqucs (e) et (c). Pour démontrer qoa tous les éléments des deux caraclérisliques (C) et (C) appartiennent à celte Intégrale, Il suffit d*établir de proche en proche qu'il en est ainsi pour les éléments du troisième ordre, puis pour ceux du quatrième ordre, etc. Désignons par les lettres dei^ les différentielles relatives aux déplacements sur les caractéristiques (r) et (c') retpectlTenient. Les valeurs des dérivées px^ et />os au point commun k ctM deux caractéristiques sont données, sans aucune ambiguïté, par les deux équations dn premier aegré
àï\t = Pt.f rfr + ;>»;s dy
de sorte que Télément commun du troisième ordre est déterminé ; les caractéristiques du troisième ordre, issues de cet élément commun, renfermant les caraclé» ristiquet (e), (e'), sont elles-mêmes déterminées. Par suite, il en est de même de Télément commun do quatrième ordre, etc., de Télément commun d^ordre n. Cet élé* ment commun d*ordre 11 appartient nécessairement à la surface Intégrale; comme les caractéristiques d*ordre ji, qui renferment (c) et (c') sont entièrement déterminées quand on s*en donne un élément d*ordre n. Il s*ensuit que tout les éléments de cet earactéristiqoes (G), ((T) appartiennent aussi à la surface (&)•
lOt
il est toujours entendu que 9 et d> ne renfernienC que les dérivées Pi^k% où rindice t a Tune des valeurs ou 1.
L'équation r -[-/'= o (^t celles qu'on en déduit par des différentiations répétées permettent d*exprimcr toutes les dérivées partielles delà fonction inconnue, jus(|u*à celles d'ordre m — i inclusivement, au moyen de
il n*en est plus de même à partir des dérivées d'ordre m^ puisqu^on doit tenir compte delà relation 9 = o et de celles qu^ou en déduira par des dilTérenlialions répétées. Mais on peut encore, dans chaque ordre, choisir arbitrairement la valeur d'une dérivée parlieUe (n* 134), puisque les équations r-)-/^=:o, f = o forment un système en involution ; de sorte que, de Tordre m jusqu'à l'ordre n — 1 inclusivement, toutes les dérivées partielles de la fonction inconnue s'expriment au moyen des précédentes et des dérivées
par exemple. A partir de l'ordre n, toutes les dérivées partielles s'exprimeront au moyen des précédentes. Ainsi, les deux dérivées p«^ etpij^i s'obtiendront par la résolution des deux équations
Le déterminant fonctionnel des deux premiers membres par rapport à P9.m et pt,m^t ai pour valeur
^Pê,m^Pl,n-l ^i>l,m-l ^P%m
c'est à-dire, d'après les formides (A) et (B),
Connaissant pi,. et Pi,n~u on formera ensuite les expressions des autres dérivées d'ordre n sans difficulté.
Par conséquent, si oa introduit comme inconnues
on peuiformer un système d'équations aux diiïérciiltclles totales pour déterminer x et ces inconnues auxiliaires, dans lesquelles les coefficients de dx et de dy dans les seconds membres sont des fonctions parfaitement déterminées de m^ y, x et des inconnues auxiliaires* En s*appuyant sur ce que les deux systèmes (r + /'= o, j = o), et (r +/= o^^ri^o) sont en involution, on démontrera, comme dans le cas déjà examiné, que ce système d*ét|uations aux diflerenlielles totales est complètement intég^ble.
On peut aussi employer le second procédé de démonstration. Soit (E)* un élément d*ordre n commun aux trois équations r -|» /= o, ^ = o, •{» = o« c'est-à-dire un système de yaleurt
satisfaisant à ces trois équations et à celles qu*on déduit des deux premières par des dilTérentiations répétées. Par cei élément (E)., ii passe une intégrale commune des trois équations. Appelons (E)iw Télément d*ordre m contenu dans (E)», élément qui appartient aux deux équa* tions r -}-/'= o, f = o. On démontre, comme plus haut, que deTélément (E)« part une caractéristique d*ordre n, (C)., du système ^11] dont tous les éléments vérifient la relation ^ = o ; de même, de Télément (E)m part une caractéristique d'ordre m, (C%, du s}'stème (I), dont tous les éléments vérifient la relation f = o. Cette caractéristique (0% est contenue dans une caractéristique (G*)* du même système, à laquelle appartient Télément (E). ; et, de même (C). renferme une caractéris* tique {P^)m du système (II), à lac|uelle appartient Télémcnt (E)^. Cela posé, les deux caractéristiques (C)n et (C"^» déterminent une surface intégrale (S) de Téquation r -|- ^ = o ; (S) est aussi une intégrale des équation f = o et i|f = o, car on peut la considérer, d'une part, comme un lieu de caractéristiques d'ordre n du système (1), issues des divers éléments de (C)«; d'autre part, comme un lieu de caractéristiques d*ordre m du système (II), issues des divers éléments de (C% (n* 133).
Nous pouvons donc énoncer le théorème suivant, qui est très important pour la suite.
Soit I tin invariant du système (I) de caractéristifjues de tiquation du second ordre r -f- ^= o ; soit f un invariant du systhne (II) de caracti' ristiques de la tnime équation. Les trois équations
r + r=o, ^ = C, + = C, /ànnent un système comptètemeni intégrahle.
et, par suite,
Prenons d*abord f (<) s t|i [s) = g; la dernière équation nous donne
144. Lorsque les deux fonctions f et 4» vérifient simultanément les équations (A) ou les équations (B), les conclusions sont toutes différentes. Si les irais éqtuUions ' . '
r + f=to, <p = o, + = 0,
otU une intégi*ale commune^ eUet en ont une infinité dépendant d^une infinité de constantes arbitraires.
Supposons,pour fixer les idées, que 9 et *^ vérifient les conditions (A). Soit (S) une intégrale commune, (C) une caractéristique de cette sur* face du système (I). Il existe (t. I, n® 83) une infinité d'intégrales de Téquation r -{-/ = o, dépendant d'une infinité de constantes arbitraires, qui ont un contact d'ordre n avec (S) tout le long de cette caracté* ristique (C) ; nous prenons pour n Tordre des plus hautes dérivées qui figurent dans les fonctions 7 et 'f . Toutes ces intégrales satisfont aussi i
aux deux équations ^ = 0,^ = 0, car on peut les considérer comme un lieu de caractéristiques du système (11), issues des divers éléments de la caractéristique (C), éléments qui vérifient tous les relations f = o, ^ =0 (voir n* 135).
11 ne peut donc se présenter que deux cas pour le système proposé; ou bien ce système est incompatible, ou bien Tintégrale générale dépend d*une infinité de constantes arbitraires. Les deux cas peuvent effective* ment se présenter, comme le montre Texcmple suivant. L'éc|uation
forme un système en involution avec chacune des équatroîis
y _ 2aît -1- <p (,) = o, p — XS*+jf{s)=zO,
quelles que soient les fonctions 7 et |« On tire de ces deux dernières, en différentiant par rapport à a;, en tenant compte de r -|- ^ == o,
■ «H T » » ! I ■ p »f i^ w WH f m r ' mm m *mi* -J i ■ > H t» i i i i .i U w ^l ■ ■ ■ > m i .n | i» ■^■■im ^ i ^ f^mm' W i»^r"'r^»m...ti^t%-mt^. -it -■- ^.j-f-^-i- .«a »> V -
^ = o, el les précédentes donneraient « = o, p = o, y =: o» c*est-à-diro que les trois équations
r + #« = 0, y — 2a»-}-#=iO, p — a:««-|-# = o,
sont incompatibles. Prenons, au contraire, f = 2f , ^ = s* ; si on élimine s entre les deux équations
y — 2xt -|- 2» = o.
00 est conduit à une équation du premier ordre
4p 10? — i) — y» = o, dont toutes lès intégrales satisfont au système :
r + #• = o, y — 2x« + 2# =? o, p — rcj* + #« =s o.
145« Toute équation de la forme (70) « + r(a?»y»*iPf«') = o
peut, comme on l'a déjà remarqué (n* 132), être ramenée à la forme
r + r[io, y, jr, p, g, «, = <>•
en prenant pour nouvelles variables x -{- y et j? — y. Mais, comme réquation (70) est une des plus simples auxquelles on puisse ramener une équation aux dérivées partielles du second ordre, nous montreront rapidement comment on peut traiter les mômes problèmes sur une équation de cette forme.
L'équation (70) et celles qu'on en déduit par des différentiations répétées permettent d^exprimer toutes les dérivées partielles au moyen de celles qui sont prises par rapport à l'une des variables seulement.
D'une manière générale wnTI s*6xpnme an moyen de
*• y» ^* ^v ••' ^' ïy ••• ^
D'après l'équation proposée elle-même, la loi est vraie pour i s A s 1 ; pour établir qu'elle est générale, il suffira de vérifier que, si. elle esl vraie pour les dérivées partielles d'ordre égal ou inférieur à n, elle esl
É-A ^^m^mmm^mm
R« ^ "«^Pl-if f"^ <
encore vraie pour les dérivées d*ordre n + 1 ; ce qui n offre aucune difficulté. Un des indices des dérivéesp/. jt, au moyen desquelles s^expriment toutes les autres, étant toujours nul, nous modifierons un peu les notations employées jusqu'ici, en posant
Jo? "^ ^«' îa?> "" ^^' "•* 55 ■" ^*' •*•' Jm — 9o s^a — S'il •••» \7J — î'*» •••»
et on supposera toujours que, dans les relations suivantes, on a exprimé toutes les dérivées au moyen de x, y, x, P|, p,..., ^|, ç,... On a, par exemple.
tandis que ^ est une fonction de a?,y, j", p,, ..., |)/, 5^1, et ^ une fonction de a?, y, jr, p„ q^, .... q^. .
Cela posé, les équations différentielles des deux systèmes de caractéristiques d^ordre fide Téquation (70) sont respectivement
dy z= o, rfjr = pjrfa:, dp^ =p^dXy ..., ffp,-| = p,rf»,
(II) { ^ = ^^^ — îirfyi ^'Pi = j& <'yi -M ^p. = *-^ rfy,
chacun de ces systèmes se compose de (2n 4^ 1) équations entre
{2n + 3) Variables («, y, J^t Pu ..., P«« 9i« •••« »■)•
Cherchons les conditions pour que Téquation proposée (70) forme nn système en involution avec une autre équation d^ordre n
(71) f (a?, y, jr, p„ p„ .... p, ; ç^ fl^,, ,.., Ç.) = o.
En différentiant cette relation par rapport à « et par rapport à y, il YtenI
^■^^mim^ÊttÊ^^t^ptmn^^mÊm9^90m
^«^■««^■iAMkn^MBVHK.^N^^ .^V*
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quand on aura remplacé ^ et ^^ par leurs expressions, p. 4. | ne figurera que dans la première équation, et 7.^, ne figurera que dans la seconde. Pour que les deux relations se réduisent à une seule, il faudra donc que Tune d'elles soit vérifiée identiquement, c'est-à-dire que la fonction ^ doit satisfaire & Tun des systèmes ci-dessous (*)
Prenons, par exemple, les conditions (A). La première montre que f ne dépend pas de ;« ; si n est > 1, le coefficient de q» dans la seconde
est -^ ' On doit donc avoir aussi ^ * := o,de sorte que f ne dépend
pas non plus de ç»«,. En continuant ainsi, on démontrera de proche en proche que ^ ne doit renfermer que les variables
*^9 y^ ^» Pii •••1 p«»
ul on peut remplacer le système (A) par le suivant
On voit de même que, si une fonction j satisfait aux relations (B), f est indépendante de P|, p,, ..., p«, et on peut remplacer le système (B) par le suivant
Lorsque les équations (A) sont vérifiées identiquement, il est aisé de vérifier que rff = o est une combinaison intégrable des équations différentielles des caractéristiques du système (II) ; de même, les conditions (B) expriment que cf^ := o est une combinaison intégrable des équations différentielles des caractéristiques du système (1). Les conséquences sont les mômes que celles qui ont été développées plus haut.
146« La méthode générale d'intégration des systèmes en involution peut être remplacée ici par un procédé plus direct. Pour fixer les i(
(>) 11 suffit que eet relations soient Tériflées, ea tenant compte de Téquâtton f =s o elle-même.
supposons que 7 ne renferme que les dérivées Pf^p^* -mP* de la fonction inconnue, et qu'on ait résolu Téquation tf z= o par rapport à p«. On peut alors récrire
la seconde condition (A') s'obtient en difTérentiant Téquation précédente par rapport à y, en remplaçant dans le résultat t-^» ^ ,^ > .... r— -r-
par leurs valeurs en fonction de x, y, ^, r^, c-î»..., l—r, V-> déduites ■^ "^ tfoj doî' vx' cy
de l'équation proposée (70) et de ses n — 1 premières dérivées par rapport
à 0?, et substituant enfin & la place de ^— ;; sa valeur — ^, déduite de (73)»
Si on arrive ainsi à une identité, c'est qu'il existe une relation linéaire et homogène de la forme
où on a posé
«i,«„ ..., «,«,,p,p, élantdesfonctionsdea?,y,j^, —• .;., jj^VTi'J^*
Cela posé, imaginons qu'on ait intégré l'équation diiTérentielle ordi* naire d'ordre n (73), où ne figure aucune dérivée par rapport à la variable y. L'intégrale générale de cette équation est de la forme
C|, Cj, •••, C» étant des fonctions arbitraires de y. Si on remplace z par cette intégrale dans F (x), le résultat de la substitution est une certaine fonction de x et de y, U (d?, y), qui satisfait à une relation de la forme
on déduit de là que, pour que U {a^ y) soit identiquement nul, il faut et il suffit que U et ses n — 2 premières dérivées par rapport à a soient nulles pour x = co^^ pourvu que les fonctions Yi* Tti ••••T»-i soient régulières dans le voisinage de ce point Imaginons que C|, C^, ••., C« soient les fonctions de y auxquelles se
lOS
réduisent, pour x î= x^^ z^ t— t ...» ^-jr7'
*. = ?. (y), (^^ = ?i (y) (îS^X = ?-• (y)î
il résulte du raiaonnementpréccdenl que l'intégrale générale du cystème en tnvoluUon
est représentée par la formole :
jr = ♦ [a?, y, ç^ fy), ^, (y), ... o,.| (y)].
où les fonctions ^^ (y)«ïi h) ?»-i (y) doivent satisfaire aux (n — I)
conditions
0& on aurait remplacé s, ^» ..., ^ , par *^ (y), f , (y) ..., ç,-| (y)
respectivement, et m par or^.
Il est Facile de voir comment on pourra obtenir des fonctions fo« fi« •••f ?«-! satisfaisant à ces condilions. Si on se donne 9« (y), Téqua* tion F (^) = o devient
f I (y) + / k. y. ?• (y)» îi (y)* ?'• (y)] = <>î
on en déduira TexpreKsion de f | (y), qui dépendra d*une constante arbi-
traire* L*équation J " ' = o donnera ensuite une nouvelle équation dn
premier ordre pour déterminer f , (y), et ainsi de suite.
Rbmàbqdb. — L*applicatîon de la méthode générale exposée plus haut conduit aussi à Téquation '^13). En eiïet, d'après cette méthode, pour obtenir les caractéristiques du sj'stème en involution, on doit intégrer les équations différentielles du système (I)
»■ .n>.-«-K« RT-»!- • •■
auxquelles 00 ajoute la relation
L'élimination depi, pj, ..m P« conduit précisément à Téquation (73); l'intégration de cette équation fera connaître r« P|, Pj,... p« en fonction de â9 et de n constantes arbitraires. On aura ensuite q^ en intégrant Téquation diOërentielle du premier ordre.
puis on aura q^ au moyen d'une nouvelle éciuation du premier ordre
et ainsi de suite. La détermination des caractéristiques du système en involution se ramène donc à l'intégration d'une équation diiférentielle d*ordre n et de k équations du premier ordre.
147. On voit que le fait capital qui domine toute la théorie des systèmes en involution est le suivant : Toute intégrale est un lieu de multiplicités d'éléments qui dépendent d'un nombre fini de constantes, et quif par suite, peuvent être obtenues par Tintégration d'un système d'équations dilTérentielIes ordinaires. Dans un Mémoire déjà cité (*), M. Sophus Lie a démontré cette propriété par une méthode ingénieuse et profonde, qui s'applique à des systèmes très généraux d'équations aux dérivées paKielles.
Pour donner une idée de cette méthode, reprenons un système de deux équations du second ordre
et soit ^ = P. (â?, y) une intégrale de ce système. Si on regande (â?, y, ij p, q) comme les coordonnées d'un point dans un espace à cinq dimensions, les relations
définissent une multiplicité ponctuelle (Fj) à deux dimenstons, dans cM
[^)Berickied€rKOHigl. sache GueUMekûfl;iWL \
•espace. Cette multiplicité ponctuelle (r,) sert de support h une multiplicité M4 de Qb ^ éléments (*), que Ton peut définir comme il suit Appelons Vjn V^ V., V^, V^ les coordonnées homogènes d*un plan tan* gent à (r,) au point (x^ y, z^ p, q) ; ces coordonnées doivent satisfaire A la relation
V,£te + Vyrfy + V.rff + \^p 4- y^dq = o,
•et, comme œ eiy sont des variables indépendantes, et jr, p, q des fonctions de 09 et dey déRnies par les formules (78), on doit avoir séparément
D^autre part, pui&quo F (or, y) est une intégrale des équations (77) •on a
*VF , J J«F\
-j;j^ + 9(^ar,y,.^p,ç,5;^j = o,
j«F 5'F J*F •et l'élimination de VTT» r'"^' ^^ entre ces quatre relations conduit à
une équation de condition
♦ («I y» ^t Pi î ; v„ Vy, v„ v^, v^) = o,
homogène par rapport k V«, V,, Vg, V^, V^. Tous les éléments (m^ y, jr, P» */ Vx, Vy, V„ V^, V^) de M^ vérifient donc la relation (79); en d'autres termes, cette multiplicité M4 constitue une muiiiplicUé inié-
jfrale de Téquation (79) où on aurait remplacé V« par r-^ ••• Or, on
sait que toutes les intégrales de cette équation du l*' ordre s'obtiennent en associant suivant une loi convenable les multiplicités caractéristiques, qui ne dépendent que d'un nombre fini de constantes ; il en est donc de même des intégrales du système proposé (77). Mais il est i remarquer que toute intégrale de Téquation (79) ne donne pas inversejnent une intégrale de ce système; il faut, en outre, que cette intégrale
(*) ÈquûHwu dm premier otJn» Chap. i.
ait pour support, dans Fospace à cinq dimensionsi une multiplicité ponctuelle à deux dimensions.
Si le système (77) est en involution, Téquation (79) admet une inQ* nité de pareilles intégrales, dépendant d'une infinité de constantes arbitraires. Cette équation est donc une de ces équations auxquelles M. Sophus Lie a donné le nom de setni-finéaives. Nous renverrons au mémoire de M. Lie pour plus de détails sur la méthode précédente.
148. Dans une note intéressante ('), M. Wladimir de Tannenberg a indiqué un nouveau point de vue auquel on peut se placer pour étudier les systèmes en involution, en les rattachant a la théorie des groupes de transformation et à certains systèmes d*équations aux diflerentielles totales, déjà considérés par M. Hamburger (').
Supposons, d'une manière générale, qu'il s'agisse de déterminer n fonctions x^^ ar,, ..., œ^, de q vanahles indépendantes^ satisfaisant aux p équations aux différentielles totales
(80; ej = 21X/*^a?^=o,
oit les \ik sont des fonctions données dex^^x^^ ..., ar». M. de Tannenberg remarque que le problème est susceptible d'une simplification, lorsqu'il existe un système d'équations diiïérentielles du premier ordre
rfa?! dx^ ^^ ctea -^
où (|, (), ..., \m sont des fonctions de a?|, or^, ...i ^»i dont l'intégrale générale représentée par les formules
Xi = fi (a?J, x\^ ..., xl^ •)
jouit des propriétés suivantes :
!• xj, ..., x% désignant les valeurs initiales de â?|, ..., â?«pourla valeur (î = o, les fonctions de définies par les formules (82), quand on y regarde a?^, ..•, x\ comme des constantes, satisfont identiquement aux équations (80);
(1) Sur la Théorie des Équations aux Dérivées partielles {Comptes Aeiula», t. CXX,
p. ei4; 25 mari 1895). . . • , a
(«} Erweiterunft eines Pfaffschem Satses au f simultané totale Dtfferentialgleiehun^ gen trster Ordnung und Intégration einer Ktasse ton simuUanem partieUen Digè^ rentialgteichungen (CreUe« t. CX ; iS9S).
iile
2* Le système (80) est invariarU pour toutes les transformations (82), c'est-à-dire que, quand on regarde d comme constant, et â^f, ••'%^i'% comme de nouvelles variables, la transformation définie par les formules (82) conduit du système (80) i un nouveau système de même forme
5Jxu dxt = o, où xn = \u («t «:)•
Dans ces conditions, pour obtenir une solution du problème proposé, il suffira évidemment de remplacer, dans les formules (82), «tt ^i* -m «^S par des fonctions de [q — i) variables, satisfaisant identiquem eni au système (83). 11 y a donc une simpliflcatiom.
Pour montrer comment la remarque précédente s'applique aux systèmes an involution, reprenons encore un système formé de deux éqna* tiens du second ordre
'+t(«iyi '» P» »»») = «•
Intégrer ce système revient au fond à trouver six fonctions a^ y, jr, p, 9, $ de deux variables indépendantes satisfaisant aux équations aux différentielles totales
dz — pdû9 — qdjf = o, dp + fila — «rfy = o, dq — $dm 4~ T^y =^ ^*
Considérons, d'autre part, le système d^équations différentielles
/gs) is-iï — ù.
dq
est dair que toute intégrale du système (85) vérifie identiquement les équations (84), et les calculs du n* 124 prouvent que la seconde condition de M. de Tannenberg est vérifiée également, si le système proposé est en involution. Nous retrouvons donc les conclusions énoncées plus* haut. Ijâ remarque s'applique aussi aux systèmes formés d*une équation du deuxième ordre et d^une équation d*ordre n.
Étant donné un système d'équations aux différentielles totales de la forme (80), on verra dans la note citée comment on peut reconnaître s'il existe des fonctions l|« („ •••, («f telles que les intégrales du sys-
ième(81) satisfassent aux conditions énoncées. Ces n fonctions ^ doivent vérifier des équations du premier degré dont le nombre est supérieur à n; pour que la simplification soit possible, il faut et il suffit que ce système du premier degré soit compatible.
149. Quoique Tobjet principal de ce chapitre soitTétude des systèmes en involution, nous démontrerons, en terminant, quelques résultats dus à M. Kônig ('), qui se rattachent aux considérations développées au dé but de ce chapitre. Cherchons d*abord les conditions pour que les deux équations
r + f[po, y, z, p, q, 5, = o, « (^t yt -, P, îi *• = «I
forment un système complètement intégrablc. En différentiant ces deux équations, il vient, pour déterminer les dérivées du troisième ordre, les quatre relations
(du\ . Dm , )f4
(dH\ , ?fi , Su
d'oCi on poura tirer les valeurs de pi,x Pi.t, Pli. P^\ pourvu que le déterminant
ne soit pas nul. Si A était nul, Téliminalion d33 dérivées du troisième ordre conduirait à une autre relation v (j?, y, z, p, 9, r, t, i) =: o« et le système proposé ne pourrait être complètement intégrabb, à moins que V ne soit identiquement nul ; dans ce cas, le système (86) serait en involution.
Supposons donc que A ne soit pas nul. Les équations (87) nous donnent les dérivées du troisième ordre en fonction de or, y, ^,p«'9««t /, et, pour que le système propo.^é soit complètement intégrable, il faut
{i) Maihemaliâehê AmutUn^ i. XXW.
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el il suffit que les conditions d'intégrabilité
soient vérifiées identiquement, quand on exprime ces dérivées au moyen de 0?, y, ^, p, 9, «, /. Or, d*après une remarque déjà faite (n* f 18), on obtient ces conditions d'intégrabilité en exprimant que les huit équations obtenues en différcntiant les quatre équations (87) déterminent un système de valeurs unique pour les dérivées du quatrième ordre, c*est-à-dire se réduisent à cinq équations distinctes. Or, les quatre équations obtenues en différentiant les deux premières se réduisent évidemment à trois, de même que les quatre ét|uations obtenues en différentiant les deux dernières. On n*a donc en tout que six équations pour calculer les cinq dérivées du quatrième ordre, et, en écrivant qu*elles sont compatibles, on a une seule équation de condition
Le premier membre R renferme les variables âr, y, ^, p, 9, «, l, et les dérivées premières et secondes de u par rapport à ces variables ; de plus, c^est une fonction entière de ces dérivées et, d^apiès la façon même dont on Ta ol^tchu, les dérivées du second ordre y entrent linéaircment. Donc, pour que VéqiuUion u = a fwmé avec r -}- A = ^^^ système compièUmenl mUgrable^ il faut que u tirifte xme seule équaiion du second ordre R == o.
Réciproquement, toute intégrale u de Téquation R = o, ne vérifiant pas la relation A = o, donne lieu à un système complètement intégrabla
de ces équations et des relations (87) on peut, en effet, déduire les valeurs des .dérivées du second et du troisième ordre en fonction de m^ y, ^, p, q et d'une des dérivées « et f, de I par exemple. Lea conditions d*intégrabilité étant vérifiées identiquement, on peut choisir arbitrairement les valeurs initiales de z^ p, 9, 1 pour des valeurs données (â?^, y^) des variables indépendantes, et le système (86) admet une intégrale dépendant de quatre constantes arbitraires, en outre de a,
jr = F (a?, y, a^, a„ «„ tf^, a) ;
elle contient donc en tout cinq paramètres, a, «i, a^, a„ an et, par suite, c^est une intégrale complète de Féquation du second ordre propo-
8ce
On verra aisément que toute intégrale complète peut, en général, B*obtenir de cette façon.
Prenons plus généralement un système formé d*une équation du second ordre et d*unc éc[uation d^ordre quelconque
oCi on suppose que u ne renferme plus que les dérivées p^, j^t où Tin* dice i a Tune des valeurs 0,1. On a, pour calculer les dérivées d*ordre
(il + 1), Pc • + 1, Pi. «• Pi. • - Il les trois relations
^^j;rrij +Pi.— + 5; Pu. + 57P«.-*i= o,
(du\ , . î« , Jii
(S)+jp^'"-+jîS;^"*"=
Si le déterminant
n^est pas nul, on pourra donc calculer les dérivées d'ordre (n -}- 1) en fonction des précédentes. Pour que le système (90) soit complètement inlégrable, il faut encore que les six équations obtenues, en differentiant les équations (91) par rapport axet par rapport à y, admettent un système de solutions communes en p,. , . 1, pi, „ Pi. » ^. 1, Pc »+ ti c*est-l-dîre se réduisent à quatre équations. Or, comme les quatre dernières équations se réduisent à trois, on obtient encore une seule é([uation de con* dition
i-enfermant x, y^ ^, p^t ..., Pi,«-i; Pci, -m Pc»» ïe« dérivées premières et secondes de tf, et linéaire par rapport aux dérivés du second ordre. Toute solution u deréquation R = o, n*annulani pas d, fournit un système complètement inlégrable
dont rintégrale générale renferme S4 -f* ^ constantes arbitrtireS|.
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happel des théorèmes éuoncés par M. Darboux. — Étude da cas o& les deux familles de caractéristiques admettent deux combinaisons Intégrables. — Application à divers exemples. — Cas où une seule des familles de caractéristiques admet deux combinaisons intégrables. — Solution du problème de Cauchy. — Comparaison arec la méthode d*Ampère. — Théorèmes divers sur les invariants. — Détermination des équations intégrables, ne possédant qu'un système de caractéristiques. — Retour sur les équations linéaires. — Discussion de Féquation i = f (z), d*après M. Sophus Lie. — Autres exemples. — Application de la théorie des groupes înAnis. — La
. méthode de M. Julius Kônig.
150, Pendant de longues années, après la publication dos Mémoires d'Ampère (1814-1819), il n*a été ajouté rien d'essentiel h la théorie qtt*3 avait développée; on ne peut signaler que quelques perfectionnements de détail, ou quelques changements de forme plus ou moins heureux. L*année 1870 marqua une date importante dans l'histoire de cette théorie; c*est en effet en mars 1870 que fut présentée l'Académie des Sciences (*) un remarquable Mémoire de M. Darboux, où se trouvent des vues profondes et originales. D'après un passage assex obscur du Mémoire d'Ampère {% il semble que l'illustre géomètre avait eu quelque vague intuition de cette nouvelle méthode; mais il s^est borné à quelques courtes indications, et ce passage, d'ailleurs très eonfus, ne parait pas avoir appelé l'attention qu'il méritait. Depuis 1870, un certain nombre de géomètres ont développé des méthodes se rapprochant plus ou moins de celle de M. Darboux; d*autres travaux ont eu pour but, soit d'étendre cette méthode à des équations plus générales, soi! d'en faire des applications. Parmi les travaux qui nous sont connns.
(>) Compitê AcmlM^t. LXX, p. €1S et l^\AnnaU$ de ttcoU n^rmaU^ L VII, première série (ltie.\ (*) Ce passage est reproduit plus loin (Note de la page ili).
nous citerons ceux de M. Falk ('), de Picart ('), de M. Hamburger (')i de M. Winckler {% de M. Julius Kônig ('), de M. Victor Ser8a>v7 (% de M. de Boer (^}, de M. A. W. Speckman {% de M. Maurice Lévy (•), de M. Sophus Lie {*% de M. Beudon (*«), de M. E. von Weber {% de M. Sonine (•»), etc.
Nous reproduirons d'abord les passages les plus importants du Mémoire de M. Darboux. Après avoir établi les équations ditTérentielles des caractéristiques du second ordre pour une équation du second ordre de forme quelconque et rappelé la simplification qui se présente pour une équation de la forme considérée par Monge et Ampère, M. Darboux continue ainsi:
« On a vu, dans les deux paragraphes précédents, que le problème des équations d'ordre supérieur se sépare très nettement du problème relatif aux équations du premier ordre. Pour le premier ordre, en effet, la mélhode du changement de variables ramène la question à Tintégration d*un système complet d*équatîons aux dérivées ordinaires. Pour le second ordre, et pour les
(1) Falk, « On the intégration of partial diiferentiai équations of the n*^ order ». Nova Acia Regtœ Soc. Ups, Sér. III, vol. 8, 1812.
(S) PiCART, Compte* Rendue, t. LXXVIll, p. 882-883, 1814.
(S) riAXBURGcii, Joumat de Crelle, Bd. 81, 1876 et Bd. 93, 1882.
{*) WisiCKLBii, € Ueber eine neue Méthode zur IntegraUon der partiellen Diflerential* gleichungen zweiler Ordnung ï^{Sitzungsbenchte der k, Akademie der Wieietuchapen^ Wien, Abth. Il, Bd. 88 et 89, 1883^1884).
(^) i. Kôxio, « Théorie der partiellen Differentialgleichungen zweiter ordnung » {MathematiêcheAnnalen^ t. XXIV; 1884). L'important mémoire deM.Rônig sera analysé plus loin.
{^) Sbrsawy, «Die intégration der partiellen Differenlialgleichungen zweiter ordnung » (Uenkschriflen der KaUerlichen Akademie der Witêenschaften» W*ien, Math. Naturw. Claate, Bd. 49 ; 1885).
(') F. Di BoiR, € Application de la méthode de Darboux à Tintégratlon de Féquation différentielle « :=: /(r, /) » (Archives néertandaieee, t. XXYII, p. 3S5-412).
(*) II. A. W. Spscksiaii, « La méthode de Darboux pour llntégratlon des équatkmt aux dérivées partielles, non linéaires, dit second ordre» {Archivée niertandai»ee^ t. XX VU; p. 303-354). On trouve dans ce travail une analyse succincte des Mémoires qui viennent d*ètre cités.
(V) Maurice Lévt, Comptée Rendue de V Académie dee Sciencee^i, LXXV(187S),p. i.0f4*
Ô^) SoPHUs LiR, «Zur Théorie der FlAchen Constanter RrQmmung» (iliicAîv fér Uathematik og Saturvidenekab, t. V; 1880).
«Discussion der Différent ial^eichunges » =: F {z)(id, 1880).
« Résumé d*une théorie dlntégration » {Forhandtinger VidenêkaU^etekahet I CM9* tiania, 1880).
« Zur allgemelnen Théorie der partiellen Differentialgleichungen belieblger Ordaung» (0ertcAle der Uànigl. Sache. Geeetttchaft : 1895).
(>i) Comptée Rendue de l'Académie dee Sciencee^ 28 mai 1894; 11 février 1898; 29 avril 1895 ; 2 décembre 1895 ; Thèse de Doctoral.
(•S) Mathematieche Annalen, t. XLVll ; p. 229-212 ; Sitztmgêberichtê der Maihtmëtiêche Phyeikaliêche Ckteee der k. Bayer Akademie der Wieeenêckaflan^ Bd. 18 ot 2I.
(>') Le Mémoire de M. Sonine, publié dans un recueil russe* est analysé dans le Bulletin dee Sciemcee mathémati^uee^ t X, 1** série, p. 98,
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ordres supérieurs, il y a, au contraire, moins «réqnalions que d*inconiiuet à déterminer. I..es remarques qui suivent paraissent accuser aussi une diffé* rence profonde entre les deux problèmes.
Puisc|ue, dans le cas où Ton se borne aux inconnues x, y, t,p^ 9, r, «, l,on a une équation de moins qu*il ne faudrait pour la solution cherchée du problème, il est naturel de se demander si, en adjoignant aux inconnues précé* dentés les quatre dérivées partielles «, p, y» ^» du troisième ordre, on ne parviendrait pas à un nombre d'équations suffisant pour déterminer comme fonctions de j-, non seulement les inconnues primitives, mais aussi «, p, 7, <• Il se présente ici un fait important et qui, je crois, n*a pas été remarqué. Le nombre des équaiioM e$i encore inférieur d*une nniié au nombre des fonctions inconnues. Ces équations ne suffisent donc pas & déterminer les inconnues, considérées comme fonctions de la seule variable x; mais la différence entrele nombre des équations et celui des fondions inconnues reste la même qu'auparavant : elle est égale à Tunité. 11 en est de même si, au lieu de s'arrêter au troisième ordre, ou continue les calculs jusqu'à un ordre quelconque: t7 y a toujours une équation de moins qui! H'y n dCiftconnues.
Les résultats précédents établissent, on le voit, une différence essentielle entre les équations aux dérivées partielles du premier ordre et celles des ordres supérieurs. Pour les équations du premier ordi*e, le nombre des équations contenant seulement les dérivées par rapport à x est toujours égal au nombre des fonctions inconnues. Il n*en est plus de même pour les équations d'ordre supérieur. Pour Téquation de Monge, par exemple, on n'a que trois relations pour déterminer s, />, 47, y^ considérées comme fonctions de x. On sait tout le parti que Ton tire, d'ailleurs, de ces relations difTérentielles : toutes les fois qu'elles offrent deux combinaisons intégrables, on peut résoudre l'équation aux dérivées partielles proposée, ou du moins la ramener à une équation du premier ordre.
Les remarques que nous avons faites indiquent de même, pour les équations du second ordre, la méthode suivante :
On essayera de trouver, en dehors de l'équation proposée, deux combinaisons intégi'ables des équations en y, s, p, 7, r, n, f. Si ces combinaisons existent dans les deux systèmes que l'on obtient en prenant successivement
pour ^ les deux racines de l'équation
'-Sg + T = .,
le problème pourra être considéré comme entièrement résolu ; si l'on n'a pas de combinaison intégrable, on aura recours aux équations qui contiennent les dérivées du troisième ordre. Ahrs mt^me que les premières équations ne fourniraient pas de combinaison susceptible d^ intégration^ le second système formé avec les dérivées prises jusqu*au troisième ordre pourra en donner» Si ce système n* est pas susceptible d'intégration partielle^ on ira jusqu*aux dérivées du quatrième ordre^ et fon pourra avoir des combinaisons intégrables; et ainsi de SHite.
La remarque précédente me parait conduire à une méthode plus générale
que celles qui s(out habituellement employées. On peut, du reste, présenter cette méthode sous un autre point de rue qui permet d'obtenir plus facilement les systèmes successifs que Ton aura à intégrer partiellement.
Supposons que l'un quelconque de nos systèmes conduise à deux combinaisons intégrables
Les deux constantes qui figurent dans ces équations (/oiveiU ^(r« eomidérée» comme des fonetiom d'une même variable; en éliminant cette variable, on est conduit à une équation de la forme
F = fonction arbitraire de F|.
Cette dernière relation peut être considérée comme une nouvelle équation aux dérivées partielles, compatible avec la première, et qui admet en commua avec elle une intégrale avec une fonction arbitraire. Nous sommes donc conduits à la solution de la question suivante, qui répond a ce deuxième mode d'exposition :
Trouver une équation aux dérivée* partielles
du n"** ordre^ admettant^ en commun avec laproposée^ une solution contenant au }noim une fonction arbitraire.
Pour cela, il suffit de remarquer que la proposée, diiïérentiée n — i fois, donne » équations contenant les dérivées d'ordre n + f, au nombre de n-{-2. L'équation Y = ff, dilTérentiée successivement par rapport à x et par rapport & y, donne deux équations contenant, elles aussi, les dérivées d'ordre n -f- 1. On a donc en tout n -|- 2 équations contenant linéairement les dérivées d'ordre n -|- 1, et qui déterminent ces u 4- - dérivées en fonction des dérivées d'ordre inférieur, si les deux équations aux dérivées partielles dont on cherche la solution commune sont prises arbitrairement. Mais ici, cela ne doit pas être ; sans cela les dérivées d'ordre supérieur à n -j* ' ^ détermineraient toutes, comme les dérivées d'ordre a -f- 1 , en fonction des dérivées d'ordre moindre; puisque une fois obtenues toutes les dérivées d'ordre n -|- 1 en fonction des dérivées d'ordre inférieur, on n'aurait qu'à dériver toutes les équations qui donneraient chacune de ces dérivées pour avoir les dérivées d'ordre supérieur ; et la solution commune, si elle existait, ne pourrait contenir tout au plus qu'un nombre limité de constantes arbitraires, 11 faut donc que ces h + 2 équations contenant linéairement les n + t dérivées d*ordre n + i forment un système Indéterminé, ce qui donne deux équatloVis de
condition. Comme deux des équations contiennent les dérivées de V, r^t -^j-t
xy Ny >y '
T-i Tit x"* ***» I^ relations de condition doivent être considérées comme v% vp vq
deux équations aux dérivées partielles du premier ordrci auxquelles doit
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satisfaire la fonction Y. Ces équations sont homogènes et du second degré par rapport aux dérivées. .
Ce qui précède explique et généralise la remarque par laquelle Bour a
établi que Ton peut toujours reconnaître si Tapplication des méthodes de
Monge et d*Ampère pourra réussir. Bour n^arait examiné que le premier cas,
celui où on suppose que Téquallon du second ordre a une intégrale intermé-
diaire.
Les deux méthodes que nous tenons d'indiquer se relrouvent d^ailleun dans la théorie des équations aux dérivées partielles du premier ordre. La première, fondée sur le changement de variables, est due, comme on sait, à Tillustre Cauchy, qui Ta donnée en 1819. La seconde a été introduite dans la science et développée par Jacobi. C*est en essayant d'établir un lien entre les deux méthodes que j*ai été amené à l'étude dont les résultats principaux ont été résumés Ici*
La seconde méthode permet de se rendre compte simplement du nombre des intégrations qui sont nécessaires pour la solution complète du problème; mais il est indispensable qu'avant de traiter ce point, nous entrions dans quelques explications.
Soit une équation aux dérivées partielles d*ordre n
' l TU' x^.ax » ••• I — o.
Désignons par H*, Rit.|,...,les dérivées du premier membre de Téquation
prises par rapport aux dérivées d'ordre »i, r—^t yZ^z:^ » ••• Nous appellerons
équation caraetérUtique de Téquation aux dérivées partielles Téquation suivante à une inconnue h
Par exemple, pour Téquation du second ordre, cette équation caractéristique serait
Rm« + Su + T = e.
Cette définition une fois comprise, il est facile de compléter un résultat énoncé plus haut. Pour que Téquation proposée
/(«f irf5,p, ç, r,s,l) = o
et Féquation aux dérivées partielles V= a aient une solution commune avec une fonction arbitraire, il faut d*abord que Téquation caractéristique de Téquation Y s= a admette une racine de Téquation
Rm* -f Su + T == 0.
On voit donc que les équations Y = a que nous cherchons se partagent en deux classes, suivant qu'elles appartiennent à l\ine ou ou à Tautre des
racines de l'équation précédente. Pour la solution complète du problème, il suffit d'avoir une équation de chaque classe, contenant elle-même une fonction arbitraire. Un nombre quelconque d*équations difléretitielles appartenant à la même classe ne peut donner Tintégrale complète de notre équation* Il est, du reste, évident que si Téquation
Rm* + Sm + T = o
est irréductible, si S^ — 4RT n*est pas carré parfait, il suffira de changer, dans une intégrale le signe du radical pour en obtenir une nouvelle.
Ainsi, dans le cas où Téquation caractéristique est irréductible, il suffit, pour la solution complète du problème, que l'un des systèmes à intégrer fournisse deux combinaisons intégrables correspondant à la même racine de Téquation irréductible. Si Ton n*a pas le nombre voulu de combinaisons intégrables, on n'aura évidemment que des solutions particulières. ^
Les méthodes précédentes réussissent toujours, il est facile de le démontrer, toutes les fois que les intégrales seront de celles qu'Ampère appelle intégraleê de la première classe^ et qui ne contiennent pas de signe d'intégration. »
151« La plupart des propositions énoncées dans ce qui précède ont été démontrées au chapitre vi. En particulier, on a établi directement qu'il revenait au même de rechercher les combihaisons intégrables tles équations difTérentielles des caractéristiques d'une équation du second ordre F = o, ou de chercher les équations V = a du n"* ordre, qui ont en commun avec la proposée une solution dépendant d^une infinité de constantes arbitraires. Le seul point qui demande à être examiné de plus près est le suivant.
Supposons que les équations diiïérentielles de Tun des systèmes de caractéristiques d'ordre n de Téquation proposée F = o admettent deux combinaisons intégrables distinctes
du = o, dv = o,
Tune au moins des fonctions u et o renfermant les dérivées il'ordre n. Soit (S) une surface intégrale de Téquation F = o; le longd^une caractéristique du système considéré, située sur (S), u et v restent constants* Ce sont donc des fonctions d*une seule variable indépendante et, par suite, elle sont fonctions Tune de Tautre. Toute intégrale de téquatUm propotée eatisfaii donc aussi A une équation de ta forme' •
Inversement, quelle que soit la fonction f ,réqiiattOQ
iWaV^HH
est une combinaison des équalions diflerentielles des caraciéristiquet;
les équations
F = O, Il — ^ (9) =r o
forment donc toujours un système en involiition. On appelle quelquefois Téquation u — cp (9) = o une inlégraU intermédiaire de Téquation du second ordre F = o.
La proposition précédente, qui est fondamentale, s*établ it aisément par le calcul. Pour fixer les idées, supposons Téquation du second ordre résolue par rapport i r
et soient m^^ f>tj les deux racines de Téquation caractéristique
^ -S^' + îi-^-
Nous admettons de plus que u et v sont deux intégrales distinctes du système d^équations simultanées
(â)+".fê) = 5^(^'
on suppose, comme plus haut, que u et 9 ne renferment que les dérivées Pik où t est < 2. Cela posé, je dis que, si dans ti et 9 on remplace z par
une intégrale quelconque de Téquation (1) et pn^ par > ^^ * le déter-
minant fonctionnel
D (tf, 1^)
0)1 i I '.y.i [ti ) n s i^ ni\. 1 1, e i effet ,
(rfa\ , îa , ^u /dp\ , ^9 , >9
(''**\ I ^^ I î^tf fd9\ , >9 , ?9
si on multiplie les éléments de la seconde ligne par mj et qu*on ajoute à ceux de la première ligne, les deux éléments de la premi ère ligne du nouveau déterminant sont nuls. On a, par exemple, pour le premier élément
ê)+'^©+w:'^'+|^.+'^jè; K+'"*î£'^-*"
c'est-à-dire, en tenant compte des équations (3) et des relations
m, + m, = ^. mtm^ = :^^
et le coefficient de t~ est nul évidemment lorsque z est une inlé-
grale de Téqualion (1)« et que Ton remplace ptu par
L'équation i^, ^ ^ = o est donc une conséquence de Téquation . ^
152. Considérons d'abord, avec M. Darbonx, le cas où chacun des deux systèmes de caractéristiques admet doux combinaisons intégrables, de sorte que Véquation du second ordre F = o admet deux intégrales intermédiaires distinctes, appartenant à deux systèmes de caractéristiques différents et n'étant pas nécessairement du même ordre
u — if{v)z=o. ti, — 4r(r,) = o.
Toute intégrale de Téquation du second ordre vérifie ainsi deux équa* lions de la forme précédente, et inversement, quelles que soient les fonctions tf et *{», les trois équations simultanées
F = o, Il — ç (r) = o,
forment un système complètement intégrable, dont Tintégrale générale, qui dépend d*un nombre fini de constantes, peut être obtenue par Tintégrationd'un système d'équations différentielles ordinaires (n** 142,143). Lorsque ti, 9, «o Vn ne renferment que les dérivées du premier ordre, l'équation du second ordre considérée est nécessairement de la forme
I!r + 2Kf -}- Ll + M + N(rl — s*) = o
et appartient à la classe étudiée aux n** 41-4S. Le cas la plus simple après celui-là est celui où m, v, u^\ v^ ne renferment aucune dérivée
d'ordre supérieur au second. Pour intégrer le système
F = o, u=f{v), ti, =|(r,).
introduisons deux variables auxiliaires « et p, en posant
«« = f(«)t ^i = Pi «i = + {W;
de ces quatre équations et de F = o, on peut tirer cinq des huit variables x^ y, jr, p^ q^ r, s^ ij en fonction des trois autres et de «, p, ? (*)v 'f (f^)- ^Q remplaçant ces cinq variables par leurs valeurs dans les relations
dz = pdx -f- jrfy% rfp = ^^ + w'y» «^Ç = 9dx + /rfy,
on est conduit à un système complètement intégrable d'équations aux diflerentielles totales pour déterminer les trois variables restantes en fonction de a et p. On ne pourra, en général, achever Tintégration tant qu*on n'aura pas particularisé les fonctions f et *f •
Nous allons appliquer la méthode à quelques exemples.
Exemple h — Soit à intégrer Téquation de Liouville (I, p. 97)
les équations différentielles des caractéristiques du second ordre son! respectivement
(I) dx =0, rfy = qdy^ dp = e-rfy, dq = /</y, dr =
(H) </y = 0, cf jr = pdx^ dp = rdx^ dq = è^dx^ dî = e^qdx.
Le système (1) admet les deux combinaisons intégrables dx = o, d(r — ^ ] a o, et le système (II) admet de même les deux combinat-
sons intégrables cfy = o, rf ( I — ^)= <>• ^^ existe donCi pour Féquation (3)y deux intégrales intermédiaires distinctes du second ordre,
et nntégralioo de réquatton « = «* est ramenée à celle du syslème
complètement intégrable
dx = pdx 4- qdy,
rfp = j Ç + ? (x) j <te + «--rfy,
dq = e--dx + d' + |(yA rfy, ,
qui est lui-mémo équivalent k un système de six équations
JP P' , /„x
Ty = ^^
Jy *♦
Jy 2
-Ky);
la dernière équation ^ = q" + "l* (y) * <^4i^ **^ intégrée (I, p. S6). En
mettant la fonction arbitraire ^ (y) sous une forme convenable, on a vu que rintégrale générale peut s'écrire : ■
X et Y étant des fonctions arbitraires de a? et de y respectivement. On tire ensuite z de la relation
ce qui donne pour z une expression de la forme
iX'Y'
et on vérifie que, quels que soient X et Y, cette fonction z est une intégrale de Téquation proposée.
Exemple II. — Soit à intégrer Téquation
r — ç# -f- pi •= o.
Les deux racines de Téquation caractéristique sont ici :
_ — ? — Vy* — 4p
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En se bornant aux dérivées du second ordre, les caracléristiques de Tun des syslèmes sont définies par les équations
* dy = m^dx^ dz =z{p + fJm^) rfar, dp = {qê — p/ -f- «»i|) dx^
dq ^={9^ im^]dx^ dt + m^dl = o.
On a une première combinaison intégrable provenant de la multipli* cation par un facteur convenable de
dp -{- mjIq^so\
c*est une équation de Clairaut dont Pintégrale générale est >m^ ssC* La dernière équation donne alors une nouvelle intégrale « -f" ^t^ = (7; do sorte que Téquation proposée admet Tintégrale intermédiaire
« + »»««=?(— wif);
Téqualion caractéristique étant irréductible, le second système de caraetéristiciues donne une autre intégrale intermédiaire
Pour appliquer la méthode générale, posons m^ := -^ ^^m^ = — p, et par suite « — «( = f (x), < — {^ =: {« (?)• On tire de ces relations et de ré«iuation proposée elle-niéme
I^s valeurs de p, g, r, «, / substituées dans les relations
nous donnent
on a ensuite
dp = rdx -|- «cfy, dq = «<to -|- <</y,
os = prf« + qJjf = T-T — Y77\»
et il suffirait de remplacer f (a) et ^ {$) par
et
respeclive-
ment pour avoir les expressions de jt, y, z^ débarrassées de tout signe de quadrature. Remarquons que les surfaces intégrales sont des sur* faces de translation, les tangentes aux courbes des deux faniillest dont la translation engendre la surface, restant parallèles aux génératrices du côiie y* -|- «^ = o.
153. La méthode de M. Darboux s'applique aussi avec succès à Téquation aux dérivées partielles des surfaces miniroa et, en général, à toute équation du second ordre qui définit des surfaces de translation. 11 est aisé de s*en rendre compte a priori. Toute surface de translation est engendrée par la translation d'une courbe (T), dont les tangentes sont parallèles aux génératrices d'un certain cône (T) représenté par Téquation
Tun des points de cette courbe (F) décrivant une autre courbe (P^ dont les tangentes sont parallèles aux génératrices d'un second cône (T'), diffèrent ou non du premier et ayant pour équation
Vr ^/
On sait que, dans ce mouvement, tout point de la courbe (r) décrit une courbe égale à (F') et que la surface peut aussi être engendrée par le mouvement de translation d'une courbe (F') le long d'une courbe (F). Les courbes (F) et {V) de chaque surface constituent les deux familles de caractéristiques. Pour montrer que la méthode de M. Darboux est applicable à l'équation aux dérivées partielles de ces surfaces, il suffit de faire voir qu'il existe deux fonctions distinctes de j», 7, r, «, I, qui conservent une valeur constante quand on se déplace sur une caractéristique. Prenons, par exemple, une courbe {V) ; par chaque point de {V) passe une courbe (F) située sur la surface ; soient
les équations de cette courbe ; puisque la surface est engendrée par là translation de (F), les valeurs de y^, z\ y% ^', relatives à cette courbe (F) senties mêmes tout le long de(F'}« Or on a, pour déterminer y^, jr', y% x%
les quatre équaiiona
qui montrent que y et ^ dépendent de p et de 9, tandis que y' et ^ dépendent de ji« 9, r, «, I. On a donc, pour les caractéristiques du système \y)^ deux intégrales premières distinctes
dont la première ne contient que les dérivées du premier ordre, tandis que la seconde contient les dérivées du second ordre. Le même raisonnement s^applique aussi aux caractéristiques (r).
Exemple III. — Soit à intégrer Téquation
Les équations des deux systèmes de caractéristiques sont respeetiTement
(I) dy^=i0^djs^=zpdx^dp^:z^f{9)da:^dq^=i9dx^ d!f-|-/'(*)rf?=ro;
(il)
dp = { «r (.) - /(«) } «to, rfg = I « + irw I A», A =0;
le premier admet deux combinaisons intégrables '
rfy = o. rf* + p77j == o.
le second en admet trois , ^
cfc=o, rf', y — »/'(«) 1=0, d { p + «/(«) — ««/'(«) I = o. On a donc deux intégrales intermédiaires distinctes que nous écriront:
en posant
FW
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f et '} étant des fonctions arbitraires. Pour pins de symétrie, posons « = a, y = p ; les équations (5) et (6) donnent
On a ensuite :
dp = rdx + «rfy = d {rx) — xdr + êdy
= d {rx) -|- j p — ç' (a) j rfa -|- «rfp, et, par suite,
p = r* + a? - f («) = îl^l^ A*) + «? - ?' («). On a de même
dq =1 «rte -J- /rfy = rf (fx) — xds + ^y
= rf (IX) + "^^^^^ dx + ^' (p) </? - F («) 4,
et on en tire
On a ^ par une nouvelle quadrature
^ = p» + ?y —f{j^p+y<tç) ;
on peut encore ecnre :
xdp + ydq = [rx -f ly) cte + (m + ity) rfy
ou, en réduisant,
«/p + ylq = rf j «?» - '^ /-(a) j + j^n») - P* I rf« -h /M?. 11 vient donc :
j2rfp+yrf,=.?»,-|V(.) + iJlî^+pf(W--+(W-Çj^
•t, en portant dans la râleur de z^ on a x, y, jr, p, j exprimés an moyeu de a. p.
IXTiOlUTIOS MS iOOAfMIIS. ' > t
mil xmt.'tm^vt'.-i •» ' . * "Wf » —jl » ' - « . »' « ''
if^l^am •iiv'.J» -«n— .«'• ^* '*■ i.". «■ • « *
'"■*•■ --'■'fTll
ExEMPLB lY. — Soit à inlégrer Téqualion
Les deux racines de 1 équation caractéristique sont m^ = -^« 9n^ = — -^^ L'un des systèmes de caractéristiques est déGni par les équations
rfy = ^. d^ = ^p + i) rfjr, c/ji = (j; - 3^ jrf«,
<f9 =y + jjrf^f * — |7 = ^»
qui admettent les deux intégrales premières
le second systtmc de caradéii^tiques uc'nict de nu me deux ii.tc'gtalcs premières
Conformément à la méthode générale, posons
f cl l étant des fonctions arbitraires ; on tire de ces équations et Téqualion proposée donne ensuite
Il reste & exprimer j^, p cl ; en fonction de s et de P; de la rvlstion
dq = tdx 4- 'd[yt
on tiro d^abord
dq — Mflx __ rf (<y — $x) A' «ft
ou, en remplaçant x, 9, #, /, par leurs valeurs et en effectuant les quadratures,
On a ensuite p au moyen de la relation
dp = rdx + sdy = d [rx •\- sy) — xdr — yrff , qui donne, en effectuant les quadratures,
OU, en remplaçant or, y, r, s par leurs valeurs
Enfin, on tirera z de la relation
dz = pdx -|- çrfy
par une dernière quadrature.
Le dernier exemple est dû à M. de Boer (*), qui s*est proposé de trouver tous les cas od la mélhode de M. Darboux permet d'intégrer une équation de la forme f (r, i , t) -= o, en se bornant aux intégrales intermédiaires du second ordre. Sans entrer ici dans Tétude détaillée de cet intéressant problème, nous montrerons comment on peut trouver des cas d*intégrabilité. L^équation étant mise sous la forme
soient m,, 114, les deux racines de Téquation caractéristique
les caractéristiques du second ordre sont définies par les équations
rfy = th^dx^ rf^ = (p 4. qm^) dx, rfp = }—/(*, I) + m^ê j dm^
dq = (« -{- m|l) dx^ ds -f- ^t^^ =s O, (I) ilrcAiotft nierktndaiêest U XXVII.
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le second système se déduisant du premier en permutant m^ et m,. On a toujours une combinaison intégrable provenant de Téquation di -{- nhidi *= o, puisque fn^ ne renferme que i et I; soit
cette intégrale première. La fonction u est une intégrale de l*équatioQ du premier ordre
^ — iw, -^r = o.
Pour trouver des cas où il existe une autre intégrale première, il sutlit de remarquer que si Tune des fonctions m^^ nn^ — ^(n, I), $'\'tm^ satis fait a réc|ttation ( 10), on a aussitôt une seconde inlégrale y — m^x = C*^, ou p-f- [r(j», — **•«*] ^ •= C, ou ^ — (« + hn^) a; SS3 C. Prenons par exemple le premier cas ; pour qu'il se présente, il faut que Ton ait
ir "^ ir "•« = **•
On a une combinaison analogue pour le second système, pourvu que Ton ait aussi
-rT* -^ ^ fit* = o.
On peut remplacer ces deux conditions par les combinaisons suivantes
pourvu que les racines m,, tn^ soient distinctes. La première se réduit k une identité^ tandis que la seconde devient, en remplaçant m^m^t mi -f- ms, «m} -|* '^1 P^>^ leurs valeurs,
ç^cst Téquation intégrée plus haut (Exemple II, n* ISS) pourvu qu'on y remplace I et «par .e et y. On en conclut que toute équation de la forme " " ' .
s'intègre de cette façon lorsque, quand on considère r, «, f, comme des coordonnéescourantes, celte équation représente une surface de translation, les courbes des deux familles dont la translation engendré la surface ayant leurs tangentes parallèles aux génératrices du cAne «* — ri z=: o.
155* Prenons maintenant le cas général où Téquation du second ordre proposée admet deux intégrales intermédiaires d'ordre quelconque, dépendant chacune d'une fonction arbitraire et correspondant à des caractéristiques différentes. Soit
(il)
*• + /"(«i y. -f Pi 9» «» = «
l'équation du second ordre ; soient
Ju = o.
dv = o
deux combinaisons intégrables distinctes des équations différentielles de Tun des systèmes de caractéristiques.
cfti| = o.
rfr, = o
deux combinaisons intégrables distinctes des équations différentielles du second système de caractéristiques. Api)elons m Tordre des dérivées de Tordre le plus élevé qui figurent. dans u et r, n Tordre des dérivées de Tordre le plus élevé qui figurent dans tt| et v^ ; nous supposerons, pour fixer les idées, m ^ n.. Des trois équations
r + r = -o, u=rf{p), i«^=^(r|).
qui forment un système complètement intégrable, et de celles qu^on en déduit par des différentiations répétées, on peut alors tirer Texpressloû de toutes les dérivées partielles de la fonction inconnue au moyen de ^1 y» 'f />t.»i Pii« -M Pi.-i-iî iH,if — » P%u-i (ni* i43) et former un système complètement intégrable de (m 4- ^ — 1} équations aux différentielles totales. .
On peut encore opérer comme plus haut, en introduisant deux nouvelles variables indépendantes « et p. Si on pose, en effet,
on aura aussi t« = f («)t t<i = 4^ (N« Do ces quatre équations, jointes à celles qu*on obtient en différentiant l*équaUon r -f- /ss o, on peut tirer
les valeurs de plusieurs des anciennes variables
an moyen de «« p, ^ {%)^ *f (p), et des variables restantes. En substituant dans le système d'équations aux différentielles totales dont il a été question tout à l'heure, on a un nouveau système complètement intégrable d*équations aux différentielles totales entre (m -f* » — l)t fonctions inconnues Xi^j^t •• m '*'«•••- jt-i* ^t deux variables indépendantes % et p. L'une quelconque des équations de ce système est de la forme
ds, — F, [x„ 3-,, :.., x,+._„ «, p, f («), I (p), j'(«), f (p) ...,] d*
+♦< [*i. 'ii ..•.'«+•-0 «. p. t («). + (W.f'(«). f fi^).—]*'?;
les coefficients F/ et 4{ sont des fonctions déterminées dex,, Xj,..., '«•■i-a-i» «« p, f(a), -{«(p), pouvant aussi renfermer les dérivées ?'(«)« 'f (P}< •••• jusqu'à un ordre fini.
Exemple V. — Reprenons encore Téquation
$ — px = o,
qui a été intégrée au n* 47. Un des systèmes de caractéristiques admet, comme on Ta reconnu, deux combinaisons intégrables du premier ordrSi
rfy = o, rf (ïi — y) == ^'
Les équations différentielles des caractéristiques du second système sont
dw = o^ dz = q^dy^ dq^ = q^y% àPi=P%tdy, *, = (p,x + pj) rfy, rfp, = (Pt^ + 3p,p,) rfy, ...
en posant
>jr îV V^x ix
On a d'abord la combinaison intégrable rfv = o, et, si Ton pousse jusqu'au troisième ordre, on trouve une nouvelle combinaison intégrable
Les trois équations :
forment donc un système complètement intégrable, quelles que soient les fonctions arbitraires ^(^) et '^{jc). Pour intégrer ce système, prenons comme inconnues auxiliaires p, et pt ; on déduit des équations (15 )
et on est conduit à intégrer le système d*équalions aux différentielles totales
Idx = p,clx 4- Tj + 9 (y)J dy, , dp,=: ptdx + p,rd}/.
dPt = [^ + Pi * («)] ''^ + (P^ + Pî) ^J'.
Pour cela, intégrons d*abord les trois équations (15') de la première ligne ou, *ce qui revient au même, Téquation unique du troisième ordre
le premier membre de cette équation, qui se présente dans Tétude des équations dilTérentielles linéaires du second ordre, ne change pas de forme quand on effectue sur z une substitution linéaire quelconque. Si donc ^ = X est une intégrale particulière de Téquation (17), Tintégrale générale de cette équation est
aX + b
a« fti C| d étant indépendantes de œ. Comme ^ {x) est une fonction arbi* traire de op, il est clair qu^on peut prendre aussi pour X nue fonction arbitraire de op, etTintégrale générale du système (16) est de la ferme
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précédente, où a, i, c,d^ désignent des fonctions de la seule variable y. On peut encore écrire cette intégrale
et si on substitue cette valeur de z dans r -^» en écrivant que le
résultat est indépendant de X, on trouve les conditions
oi (y) - •! (y) •« (y) = o, iH (y) + e, (y) = o.
Soit d^ (y) == Y; on déduit des conditions précédentes qu*il faut
prendre d^ (y) = — SY, ^| (y) = -rnt et on retrouve le résultat obtenu
plus haut (n* 47).
Exemple Vf. — Soit à intégrer Téquation
rs — p =s o,
à laquelle se ramène, par la transformation de Legendre, Téquation d'Ampère étudiée précédemment (n* 100).
Pour un des systèmes de caractéristiques, on a trois combinaisons intégrables du second ordre
d{i-œ) = o, rf (^ = o, rf ^y - £) = o ;
pour le second système, on a une combinaison intégrable du premier ordre dy = o^ et une combinaison intégrable du troisième ordre,
rf(pf»+^l>it) = o.
LMntégration de Téquation proposée est donc ramenée à celle du système
j = ^ (# — âf), p^, + - p^, = f (y),
avec devx fonctions arbitraires f et f. Si on presd pour inconnues Pi f, et f, ce système est équivalent au qfstème complète*
L\ MÉTHODE DE U. DARDOUX 137
ment intégrable d^équations aux difTérentielles totales
th = pdx + qdy^
dq = tdx + Idjf^ où on suppose que « est remplacé par sa valeur tirée de Téquatioa
L'inlégration du système (A) présente une simplification, car « étant supposé remplacé par sa valeur, la seconde équation ne renferme plus que les variables a?, y, p, et leurs difTérentielles. Pour Tintégrer, posons
p = tt*, i — m = 9,
et remplaçons ^ par ^' ; il vient « .= tif (a), œ=zuj (a) — a, et Téquation
i/p =5 " <to -l" *rfy
devient
On en déduit
réquation dt = pdm 4- jdy devient alors :
d!jr =s u* I f (a) <fM -|- «f'(K)(f« — <fa| -|- fcfy on encore
rfir =s îa» j ttf (a)— i j rf« + j uV(«) + ï } rfy. . •
Pis ^^ P«3 s*obtiennent au moyen de la relation obtenue en différentiant
la précédente par rapport à y et de la dernière équation {
Par suite* Texpression générale de s est de la forme
^ = 2/u*|uf(»)-.ljrf« + Y.
et inversement» quelle que soit la fonction Y de y, on obtient ainsi une intégrale de Téquation proposée. On peut ne laisser subsister qu*aQ
seul signe de quadrature en remplaçant ^ (a) par . ^ . . *
157* Supposons maintenant qu'un seul des systèmes de caractéristiques, supposés distincts, de Téquation
admette deux combinaisons intégrables distinctes
diD = o, <{ii =: o,
Tune au moins des fonctions u, v, renfermant des dérivées d^ordre it^ et aucune ne contenant de dérivée d ordre supérieur à n. Pour fixer les idées, supposons que ti et v soient deux intégrales distinctes du système d^équations
OUI»!, m,, y^\ KdV Wii*-' ) ^^^ ^® même sens que plus haut
(Cliap. vi). L^équation proposée (19) admet une intégrale intermédiaire d*ordre »
avec une fonction arbitraire •} ; et inversement, quelle que soit la fonction 4», les deux équations
r-f-/=o, tt — i^{o) = o
forment un système en involution.
Pour résoudre le problème de Cancby par cette voie, supposons donnée une multiplicité Mg d'éléments du premier ordre, .c*est-à-dird
mn
une courbe (F) dont chaque point est associé à un plan tangent à (r) en ce point. Cette multiplicité &I, détermine en général une surface intégrale admettant tous ces éléments, sauf dans le cas où elle appartiendrait à une caractéristique, cas que nous négligerons. Soit (S) la surface intégrale ainsi déterminée par la multiplicité M, ; on peut calculer, comme il a été expliqué (n* 16), les valeurs de toutes \eé dérivées partielles de la fonction inconnue le long de la courbe (r). Si on substitue les valeurs obtenues dans u et p, ces deux fonctions ne dépendent plus que d*une seule variable, et la relation
détermine la fonction inconnue «f . Cette fonction une fois obtenue, le problème revient à trouver l'intégrale du système en involution
qui passe par les oo * éléments du n^ ordre déRnis par la multiplicité M| et Téquation r 4- ^ = o. Nous savons que cette intégrale est le lieu des caractéristiques d'ordre n communes aux deux équations, issues des 00* éléments du n*"* ordre dont il vient d*étre question.
On obtient ces caractéristiques communes par Tintégration du système d'équations différentielles ordinaires
rfp».f =Putdx + jysrfy» ..., rfpo.ji-i=pi,,.-ri rf» + m«rfyi
( d Fti - 4^ (v)]\ , ^ fu - » (r)1 rfp.,..,, ^ \ dx y"^ .>,,.., cto -^' ( d \u - »» fr)l x i fti-'» M] rfjV, _ ^
\ rfy / p 1.—1 dx •
composé de 2n + 2 équations entre 2n -{- 3 variables x, y, jr, pi,«, |y 1,
... Pi,ii-i9 pt.»; les dérivées pt,«i Pi, ti**« pi.». s sont supposées remplacées par leurs valeurs.
Ainsi, lonque tun deê $t/t(ème$ de caraclériiiique$ dordre n présenU deux combinaiêonê intégrablee disUneieedu := o, cfo = o, la êolulion dm problème de Cauchjf est ramenée à rinUgration de deux eytlèmee meceMi/k déquaticnê diffèrent iettee ordinah^et. Le premier de eee «yt /émet,
gui donne uelvne dépend pa$ det condUiom iniiialet. Le êeeond $y$^ tème à intégrer dépend^ au contraire^ des conditions iniiiaUê (*)•
.15& La mélhode précédenle s*applique encore au cas où les deux systèmes de caractérisliques seraient confondus. lorsque ces deux systèmes sont distincts, on peut la modifier un peu. On a vu en effet (n* 138) que le système d'éciuations différentielles (â3) peut être remplacé par le suivant
dy z=z m^dx ^ dx =pt^^ dx-^p^tdy, (2l){ dp^t=pt^tdx + p^tdy, ..., rfjPf..-! =i)i.«-i <to+ Pi,«rfy,
rfy"-V ' dx ' ' rte
auxquelles on ajoute Téquation
U'^^{v) =zo»
Introduisons une nouvelle variable auxiliaire « en posant 9 = « et, par suite, u = 1^ {%). De ces équations, on peut tirer deux des variables ^1 y% ^f Piff •- JV« ^n fonction de «, ^ (%) et des 2n -4- i variables restantes. En substituant les valeurs de ces deux variables dans les éiiuations (24), qui sont précisément les équations différentielles des caractéristiques de Téquation
n^admettant pas les combinaisons intégrables du = 0,(^0 = o, on est conduit à un système de in + l équations différentielles à Su -f* ^ variables pour déterminer les caractéristiques communes aux deux équations
Ainsi présenté, le procédé apparaît comme une généralisation de la
(1) Dans la note déjà citée des Comptet Rendue (1812), M. Maurice Lévy annonce qall possède une méthode générale pour intégrer toutes les équations aux dérivées par« tielles du second ordre, dont llntégnition se ramène à celle de plusieurs systèmes d'équations différentielles ordinaires. D*après M. Sophus lie, eette méthode serait identique, dans ses traits essentiels, i celle qui est développée dans le texte* M.J.K0nigaramenéégalementlasoltttionduprohlèmedeCauchyàl1ntégrationd*éqaa-> tions différentielles ordinaires, dans le cas où nous nous plaçons. 8a méthode sera expliquée à la in du chapltia.
méthode employée par Ampère pour intégrer une équation
llr + 2K« -f- U + M + N {rt — «*) = o,
lorsque Tun des deux systèmes de caractéristiques du premier ordre présente deux combinaisons intégrables distinctes (M (n* 54). On peut, du reste, rétablir en généralisant le raisonnement même d'Ampère. Soit (S) une intégrale de Téquation
(>) Lorsque ii = 2, Ampère avait déjà indiqué soin mai rement cette méthode. Void le passage de son Mémoire auquel il est fait allusion plus haut: c Cette réduction des équations qui doivent conduire à l'intégrale primitive & des équations qu*on peut intégrer comme si elles étaient aux différentielles ordinaires, dont le nombre n*eat inférieur que d*une unité à celui des variables, n*a pas lieu seulement . lorsque l'équation donnée est de la forme
Ur + 2K# + L/ + M + N {rt - #*) = o,
mais elle a lieu de la même manière pour toutes les équations aux dilférentiellea partielles du second ordre susceptibles d*une intégrale intermédiaire. On trouve aussi dans ce cas, par le procédé expliqué dans un des paragraphes précédents, deux équations relatives àxet à «, qiii parle changement du signe du radical de la valeur de.
. . 9 donnent deux autres équations où ce sont x et ^ qui sont considérés
comme variable» Indépendantes ; la seule différence est que, quand les dérivées dif second ordre doivent être homogènes À Tintégrale, parce que Téquation donnée contient d'autres puissances ou d*autres produits de ces dérivées que ri — •', on a Décèssairenient dans le calcul dix quantités x, y, s, />, 9, r,«, /, « et ji, entre lesquellei, outre les quatre équations dont nous venons de parler, on a réquatlon même donnée et les trois suivantes
ds , tiy
JÏS^^ + ^ïS'
dx(% '^itx[m
Parmi ces huit équations, il y en a une qui ne contient que les quantités mêmes ^« y* •• P« 9t ^t 9% 't et cinq où il entre seulement de plus leurs dérivées relolivet à X, prises en regarîdant x et « comme les deux variables indépendantes. Les deux autres seront relatives à x et à ^ ; mais on pourra les ramener a avoir x et « pour variables indépendantes, en y introduisant des dérivées relatives à e* S*il y a um intégrale intermédiaire, elles fourniront deux équations de la forme
F l'i y. Si Pf 9* *•» *• ^) = ♦(/»)•
qui serviront, conjointement avec Téquation donnée, a éliminer r, «, / et leari dérivées relatives à x des cinq autres, en sorte qû*on aura dans ce cas cinq équations du premier ordre, entre les sept variables x, 3f, s, p, 9, m et jl, qu*on pourra to«* Jours intégrer comme si elles étaient aux différentielles ordinaires, parce qa>llef m contiendront point de dérivées relatives à a, ce qui réduira à six le nonibft des quantités considérées comme variables dans cette intégration. » {Journal de FEcole polyiechmjtie^ XVIII* eahhr^ p. 10-11.)
rapportons cette surface à ses deux fanalles de caractéristiques comme courbes coordonnées, et soient z et p les paramètres de ces deux familles de courbes. Alors x, y, z, px,%,px,u — . Pi,«-i» P%,u ...» ^^^ sont des fonctions dos deux variables oc et p qui satisfont aux 4fi-f-S équations simultanées
^y ^x ^z ddp , i>v
?Pi.« _ „ if , „ ?y ?f»t. ■ - 1
■^ = '''.'jp +JVi^' -'-^=3^ =;»...-. jp + jy. j|.
m, et »ij sont les racines de Téqualion caractéristique
et on suppose pt,t, pi,t, ..., Pi,!!-! remplacés par leurs valeurs en fonction de x^ y, ^,pi,«, ..., jy ». Nous savons a priori que ces 4n -}- S équations à 2n -(- 3 variables sont compatibles, puisque Téquation «* -|- ^= o admet des intégrales. Inversement, tout système de solutions des équations (96) et (27) fournit une intégrale de Téquation
Cela posé, considérons le cas où les équations (27) du second sys* tème de caractéristiques présentent deux combinaisons intégrables dû Unctes
du = o,
dû =5o;
ceci prouve que le long d'une caractéristique de ce système (« ■■ O.) u el restent constants el ne varient que lorsqu'on passe d*ttne carâo-
téristique à une autre du même système. Par conséquent, u et v sont des fonctions de la variable a seulement; on peut évidemment supposer u =: a, et on en déduit v -= ^ (a), la fonction *^ (a) étant indéterminée* On peut donc ajouter aux équations (^6) les deux nouvelles relations
si de celles-ci on tire deux des 2n -f* 3 variables a;, y, jr, p^«, ..., p^^ en fonction de % et des 2n -|- i variables restantes, puis qu*on substitue dans les équations (26), on est conduit à un système de 2n -|- i équations difTérentielles ordinaires à ?» -}" ^ variables, y compris «, que Ton peut regarder comme la variable indépendante. L*intégration de ce système d'équations dilTérentielles ordinaires nous fera connaître ^) 1^1 ^^ ?(.•« •••! P9,m ^^ fonction de a et des valeurs initiales, qui ne doivent dépendre que de la variable p seulement. 11 reste à choisir ces valeurs initiales de façon à obtenir une intégrale. En généralisant la méthode de Cauchy comme on Ta indiqué plus haut, on démontrera qu'il suffit que ces valeurs initiales vérifient les équations r -}- f=^ o^ ti = ^ (r), et les 2n premières équations (27)*
On voit, d'après cela, que le progrès essentiel à accomplir pour généraliser la méthode d'Ampère consistait à étendre la notion de caractéristiques, en ne se bornant plus aux dérivées du premier et du second ordre, mais en considérant la suite des valeurs prises par les dérivées d'ordre quelconque. C'est ce qu'a fait M. Darboux au début de son Mémoire.
159. Lorsque les deux systèmes de caractéristiques sont distincts, on ne peut, en général, intégrer les équations difféi*entielles (23), tant que la fonction ^, qui figure dans ces équations, reste indéterminée. Il n*en est plus de même lorsque les deux systèmes de caractéristiques sont confondus ; alors, en effet, du = oei dv =i o sont aussi des combinaisons intégrables (n* 138) des équations (23), et dans les deux dernières équations de ce système
it) -Vf)© + [5^.-w5ary-^=- ...
on peut remplacer Y {^) f^^ ^^^ constante C, puisque v = O est une intégrale première. Le système d*équations différentielles à intégrer est
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donc le suivant
rfy = mdx, dz =pi.f cCv + p«.i dy«
^Pi.* =Pi* ^J? + Put rfyt • ♦ rfpi.«-i=Pi»-«^Ji?+Pi.ji -irfy.
(28) { /rfu\ ^ /€/p\ , r c>ii .. ^o T rfp..,,i ^
dont on connaît déjà deux inlégraica premières
et ce système ne renferme plus qu*une constante arliitrairo C« au lieu d'une fonction arbitraire, comme dans le cas général. Soient
y = "i ("'» ^tf y«» -^tt fi.#t 'i, ij •••» îfi.ji-iî 'ft.it ••M ^t,»; C),
(M) ^ ^^•.•=''i(*^ î Qt
\ p„. = F,. , (or ; C),
les formules qui représentent Tintégrale générale de ce système,
^•« y*» -^#1 'fi,»» 'i, <• •••• *i.«-if *t^ii •••» *ét»
élant les valeurs initiales de x, y, .x, pi,«^ ..., m». D'après ce qui précède, pour que les formules (S9) représentent une intégrale de Féqua* tion r -|- ^-= o« il faut prendre pour ces valeurs initiales des fonctions d'une variable indépendante p satisfaisant aux conditions
?£§ ^1 >yê
it^f, «1,11 •.•• «â^M^j s^exprimant au moyen deiri,f, •••, iri,n»i|««^i, ...i
7t.« comme 7ii,t ..., Pi, «.j au m9ycn dept,««..., p»,«. Reprenons, par exemple, le problème de Cauchy; si on se donne une courbe (f) et une. surface développable passant par cette courbe, on connaît par là même ^01 y** ^«1 ^i,*« ^«.i ^^ fonction d'une variable auxiliaire p. Si la multiplicité précédente n'est pas une caractéristique, on en déduira» en général, par des calculs algébriques, comme on Ta déjà expliqué bien des fois, les valeurs de :ri,i, ..., iri,,.!, 1:^9, ... le^m en . fonction de p. . Quant à C, remarquons que lorsqu'on remplace, dans u et «, a^ y, x,
Pi,êi -mP*.» Pi^i* ^«1 y*t -'^•i ^t,*i ••• «nii respectivement, u et o deviennent des fonctions d'une seule variable p. Soient ic^ et Og ces deux fonctions ; la relation
détermine ^. On a aussi
et comme C est égal à y (o), on a aussi
Il est facile de déduire do la des formules pour représenter l'intégrale générale de Téquation proposée, où figurent explicitement deux fonctions arbitraires d'un même argument et leurs dérivées en nombre fini, sans aucun signe d'intégration (*). Supposons, en effet, que l'on prenne pour x^ une constante numérique, puis que l'on pose
on aura, par conséquent,
«•ti = 9 (?)t «^i = f (?). -M ^%» = î^"^ (P)f
et, si on porte ces valeurs de ««.t, ..., 9ri,n^i dans C, puis dans les formules (29), <^n a bien, pour représenter les coordonnées â?, y, z d*un point d'une surface intégrale, des formules où figurent explicitement les deux fonctions arbitraires f (p) et 4» (P)f Avec leurs dérivées jusqu'à l'ordre n -f 1 au plus.
Je n'insisterai pas davantage sur cette remarque, parce qiïe nous déterminerons un peu plus loin toutes les équations du second ordre,
(') Voir ma note : « Sur la méthode de IL Darboux pour Tintégratlon des éqa^r tiens aux dérivéet partielles du second ordre. » {Comptée Rendue^ t. GXX, p. 64S-84I)*
nrrtosATioa pas iQOAnoxs*. !•
ayant leurs deux systèmes de caractéristiques confondus, auxquelles s'applique la méthode de M* Darboux.
160» On voit donc qu'en définitive tout repose sur la détermination des invariants d'un des systèmes de caractéristiques do Féquation du second ordre proposée, ou des deux systèmes. Il est toujours possible de reconnaître s'il existe des invariants dont Tordre ne dépasse pas une limite assignée à Favance, puisque cela revient à rechercher si un système de deux équations linéaires simultanées admet des intégrales. Mais, aussi loin que Ton aille dans la série des essais, il ne semble pas que Ton puisse toujours reconnaître Texistence ou l'absence d'invariants par des opérations dont la fin soit assurée. Nous ferons connaître, aa sujet de ces invariants, un certain nombre de propositions qui peuvent en faciliter la recherche (*)•
Remarquons d'abord que le théorème du numéro 151 admet une réci« proque. Soit F = o une équation du second ordre ; si cette équation admet une intégrale intermédiaire (Tordre n^ u — ^ (v) = o, c'est-à-dire si toute intégrale de cette équation (sauf peut-être quelques intégrales exceptionnelles) satisfait à une relation de la forme u — ^ (r)ss o, où u et V renferment .v, y, r, et les dérivées partielles de ^ jus<iu'à Tordre n, u et V sont de» invariante de tun des st/stèmes de caractéristiques de Véquation F = o. On pourrait l'établir par un calcul facile, mais il vaut mieux se servir de considérations analogues à celles qui nous ont déjà servi plusieurs fois, basées sur la théorie des caractéristiciues. Il suffit de montrer que, quelle que soit la fonction ^, les deux équations
forment un système en involution. En eiïet, prenons une orientation d'éléments d'ordre n, satisfaisant aux deux équations (30) et à celles qu'on déduit de F = o par des diflerentiations répétées. Cette orientation d'éléments d'ordre n appartient à une intégrale (S) dé l'équation du second ordre F = o, intégrale qui, par hypothèse, satisfait aussi à une relation de la forme ti -:- {» (p) =: o. Mais, pour un élément quelconque de l'orientation considérée, u et o sont des fonctions d'une seule variable indépendante qui satisfont à la fois aux deux relations u = o (9), u = 4^ (o). On a donc nécessairement ^ = ^ , de sorte que (S) est une intégrale commune des deux équations
'(>) E. GomtAT. « Sur la théorie de* équations aux dérivée* partielles 4a second oidre > (Cmnj>/m JiMifir*, S BOTembMtSMJ,
et ceci suffit pour prouver que le système (30) est en involution (n* 140), Il en est évidemment de même des deux équations
F = o, u-<f{v)=zC,
pour une valeur arbitraire de la constante C. Donc n — 9 (e) doit être un invariant de Tun des systèmes de caractéristiques, dé Téquation F = Of ce qui ne peut avoir lieu, quelle que soit la fonction p« que si u et V sont deux invariants distincts.
Cela posé, soient u et v deux invariants distincts de Tun des systèmes de caractéristiques de Téquation F = o. Toute intégrale satisfait à une relation de la forme
et par suite aux deux relations
du , , . dv du , , . dv
il suit de là que, quand on se déplace sur une caractéristique quel-
dv cte
dûc dtJ ' conque du système considéré, 7" ^^ ^ restent constants. Ce sont deux
dx dy nouveaux invariants pour ce système de caractéristiques, qui d'ailleurs se réduisent à un seul, car toute intégrale de Téquation F = o satisfait aussi à Téquation
du dv
dx dx
du dv
dy dy
do nous désignerons par -r^ ce nouvel invariant du même système de caractéristiques que u et o. Par exemple, si Téquation du second ordre est résolue par rapport à r, on pourra supposer que dans ^ on ne laisse
que les dérivées pi^jt, où Tindice 1 ne dépasse pas Tunité; si on a fait la même opération pour u et v^ Texpression
. ' . ' ' dv dy
^ ^"^'^ ^^'^^ «M^fc
du du
iW
est ramenée k celte forme sans aucune transformation nouvelle. Lorsque
ueiv sont du même ordre n, — est en général d*ordre n -}- I, mais il
peut être d*ordre inférieur. Par exemple, nous avons vu (n* 151) que réquation r -{- f{s) = o a, trois invariants du second ordre correspondant à un même système de caractéristiques :
on a deux nouveaux invariants :
du pm * th 1 — a?/^(«)pi.t '
dont un seul est du troisième ordre, tandis que -r- est identique à u.
Si u tff ionideux invariants distincts d'un même systèn^e de earacté-
do ristiques\ -r- est un nourel incariant distinct des premiers.
Si on avait, en effet, une relation de la forme
dv ^, .
toute intégrale de Téquation du second ordre proposée F = o, satisfaisant à réquation
vérifierait aussi TéquatioU
et on aurait, par conséquent.
ce qui est impossible, puisque la fonction f (u) peut être clioisie arbitrairement.
Plus généralement, supposons qu*pn ait {n -|- 1) invariants distincts M» V|t H» ••M ^m% parmi les nouveaux invariants
cfp. do.
_ dOm
du du **** du
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il y en aura au moins un qui sera distinct des précédents. Supposons, en effet, que l*on ail .
puisque toute intégrale de Téquation F = o satisfait à n relations de la forme
^i = ?i ("). ^t = lt (w)t ..-• r« = <p, (tt), on aurait aussi
et, par suite,
?î («) = /"« ["» ?| {«)t "M T« («)1, î» («) = /» [«. îl («). "M ?« («)].
ce qui est impossible, puisque Tune des fonctions ^t (u) peut être prise
arbitrairement. , • ^
On déduit de là qu*au moyen de deux invariants distincts d^unméme systèmci on peut former une suite illimitée d'invariants, tous distincte les uns des autres.
161» Considérons maintenant en particulier le cas où les deux systèmes de caractéristiques de Féquation du second ordre proposée sont \ distincts. On a déjà remarqué que les équations simultanées auxquelles * ' doit satisfaire un invariant d*ordre n admettent pour intégrales tous les ? invariants du même système d'ordre inférieur à n. En approfondissant cette remarque, nous arriverons aune proposition plus précise. Suppo- . i sons que Téquation du second ordre ait été mise sous la forme ^*
iSb CHAPITRE VII
et soient m^^ m, les deux racines de Téquation du second degré
Tout invariant d ordre n doit satisfaire aux deux équations simuUanées
ou à celles qu*on obtient en permutant m, et m^. Lorsque n est plus ' gprand que 2, cas que nous allons d*abord examiner, la première équation (33) montre que toute intégrale de ce système doit être de la forme
Admettons qu*il existe une intégrale u de ce système renfermant effectivement les dérivées d*ordre n» c*est-à^ire dépendant de
et des dérivées d*ordre inférieur à n ; on aura inversement
Cela posé, choisissons comme variables indépendantes
et posons . « • .
La première équation du système (33) devient
quant à la seconde, elle rie contiendra pas de terme en ?-• puisque, par
liypotbdse, f =.t< est une intégrale du système (33). Pour calculer lès coefficients des autres dérivées, remarquons que Ton a
*— ^ rzzs ^"^ *T— ^'— ^*^
V désignant Tone quelconque des variables a?, y, x^ •••« Pt.«~if l'*»* ^
En substituant dans la seconde des équations (33) et négligeant les
termes en V*» <^llc devient vu .
DF , ^F , . _JP . SF
PF , JF , . ^F . DF 1
on n'a écrit dans les deux premières lignes que les termes qui ne renferment que les dérivées d'ordre inférieur à n. Les seuls termes qui
renferment les dérivées d'ordre n sont, en remplaçant r^ par (m| 4*^s) et -^ par 9ii|iit2,
Le système (33) devient donc, après ce changement de variables,
en posant
/rfF\ ÎF.ÎF^ , . >F /. ?F •_
/dF\ 3F , ÎF , . 3F ' . ?F
*/"*",-' ^^"^^ « ««-•^«•>^'tri-<l^.--«. .j V,_ .^J • i»- ^•»^%»-; k,,.^/,^ • «» » ♦i-« .'*•»», '~. • •" * ' " ' • ,» ,
■wwkvaflkv- <
w^mm*^mmÊfmmmf*
On peut encore écrire
et les variables m et pt^ ne figurent dans B (F) que dans le coefficient
de
ye
Des deux équations
on tire
A [B(f )j - B fA(F)] = («. - «.)(3;^. - m, ^^j = o.
et, comme les deux racines m^^ tn^, sont supposées distinctes* on en conclut que F, considérée comme fonction de x, y, x, pi,«, ... p^^i doit satisfaire au système de deu-x équations
?1V— I • 5pM-i
où les coefficients ne contiennent pas la variable ti. Les équations (34) sont précisément celles qui déterminent les invariants d'ordre n— ;- 1 ou d*ordre inférieur. S*il ya A invariants distincts d*ordre égal ou inférieur à n - 1, tip tf), ..., tf Al l*înlégrale générale du système (34) et, par suite, du système (33) est done
? (m, M„ tl,, ..., ttfc).
Ainsi, lorsque k$ deux famillet de caraciérisliquet sont dUHnctee^U y a au plut dûn$ chaque famille un invariant disiinci d ordre n^pour toute valeur de n supérieure à 2. Il faut entendre par là que tous les inva* riants d^ordre n, sll en existe, s'expriment au moyen doTund^entre eux et d'invariants d'ordre inférieur.
• Le théorème n'est plus vrai, en général, pour les invariants du second ordre, comme on peut s*en convaincre par l'exemple de l'équation Zrfi 4* i = 0, étudiée plufli. haut (n* 154) ^ il subsiste cependant lorsque l'équation du second ordre considérée est linéaire en r, t, f, ri — s\ On ne diminue pas la généralité en supposant que Téquation ne renferme pas do terme en rt — «*, puisqu'on peut faire disparaître ce
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terme par une transformaUon de contact convenable. Prenons donc Tcquation sous la forme
(35) r + K«4-Ll + M = o,
K, L, M étant des fonctions de a;, y, ^, p, q ; un invariant du second ordre doit satisfaire au système
■*^ —— nia -^ =r O
Soit 11 un invariant du second ordre, qui est nécessairement de la forme u = *^ (.r, t/^ z^ ;>, 9y ' + ^lO- ^^ ^^ prend comme tout àTheure pour variables indépendantes
•'»» y» ^, p, ît I, M»
en posant « = 4» (à?, y, j', p^ g, ^, ti), la première des équations (36) se réduit à
tandis que la seconde devient » en remarquant que le coefficient de r^ sera nul,
ou, en remplaçant K par m, -{- m,, L par m|Wi„ .
Lorsque .les deux racines i/i|, m^ do Téquation caractéristique sont distinctes, on en conclut, en raisonnant comme dans le cas précédent, que toute intégrale des deux équations A(<fr) = o, B (4»)= o doit vérifier aussi les deux équations
ce sont précisément les relations auxquelles doit satisfaire un inva* riant du premier ordre, et la conclusion énoncée plus haut «^applique encore, dans ce cas, aux invariants du second ordre.
Voici encore une proposition analogue à la précédente, quoiqu^un peu dilTérenle. Lorsque /et deux fàmiiies de caraciérisiiquei sont distùidee^ s'il existe un invariant du premier ordre pour une famille dé earaetiriê^ ligues^ il y a au plut un invariant distinct du secoptd ordre pour la mime famille. Lorsqu*un des systèmes de caractéristiques d*une équation du second ordre admet un invariant du premier ordre, on peut elTectuer une transformation de contact de façon que cet invariant soit y ; Téquation est alors de la forme
et les invariants du second ordre correspondant à la famille de caractéristiques qui admet Tinvariant y doivent satisfaire aux deux équations
^x^iz'^ ^p^^Jy' JtVrfy;~®-
Supposons que ce système admette une intégrale ti, contenant les dérivées du second ordre t et /; en prenant comme tout à Theure x^ y, ^« P% qt leiu pour variables indépendantes, le système (39) est remplacé par le suivant
(40) A(*)=3j = o, B(*)=.5^+j;jp-^/' + 5-,«o,
OÙ on suppose que « a été remplacé par sa valeur en fonction de m^ y,^^ p, q^ ieiu déduite de la relation
u = }[a!,jf,x,p,q,$,t).
Des équations (40) on déduit que 4» doit satisfaire aussi à Téquation soit
^w-jy ^.^!p-®^
on a de même :
A[CW]-C[AW] = -gf|g=:o. -^
Ecartons le cas, qui vient d'être examiné, où ^ serait nul ; les équations (40) entraînent donc les suivantes
et rintégrale générale du système (39) esif (|/, u), ^ étant une fonction arbitraire.
En résumé, lorsqu*un des systèmes de caractéristiques admet un invariant d'ordre p, il ne peut y avoir plus d*ûn invariant distinct d*ordre ^, pour toute valeur de q supérieure à p.
162. En supposant toujours les deux systèmes de caraetérisques distincts, chacun de ces systèmes admet au plus deux invariants du premier ordre, et ce nombre maximum ne peut être atteint que si Téquation du second ordre proposée est une équation de Monge et dWmpère. Il nous reste, pour être complet, à rechercher le nombre maximum des invariants distincts du second ordre pour une équation de forme quelconque. EcHvons Téqûation
r + f («» y» ^1 Pi ç» *! = o;
nous avons a rechercher le nombre maximum d'intégrales que peut avoir le système
Toute intégrale de ce système doit satisfaire à réquation
pour que les équations (41) forment un système complet, il faut que cette dernière équation se réduise à une identité, ce qui exige que Ton ait m^ = m^. Il ne peut donc y avoir cin^ invariants du second ordre, si les deux familles dé caractéristiques sont distinctes.
Cherchons s*il peut y avoir quatre invariants distincts. Supposons d^abord que
ne soit pas nul ; on tire*de la relation précédente
Uh
it ~*"« J.
«t, en remplaçant ^^ + 9 ^ par la valeur précédente dans B (f ], il vient
^' hiu ?w« > iq ^
J« ""•' ia
Pour qu'il y ait quatre invariants .distincts du second ordre, il fau* drait que les trois équations
A(ip) = o, B, (ç) = o, C(ip)=o,
forment un système jacobicn ; or, dans la combinaison
le coefficient de ^ est B| {q) — C (p), c*est-à-dire
Su») « »•
L'équation A [B (ç)) — B [A (j)] = o donne alors
K étant un coefficient dont il est inutile décrire rexpression développée. En supposant r^ remplacé par cette valeur dans B (f ), on a trois équations, où L, M sont des coefficients qu'il est inutile de calculer,
^^' va • ?» vt
qui devraient former un système jacobien. Il faut pour cela que les coefficients de ^ et de ^ dans la combinaison C [B, (f )] — B| [C {^)] soient nuls, c'est-à-dire que Von ait
et, par conséquent, mi ^zm^. En définitive, lorsque les deux famliês de caractéristiques sont distinctes^ il existe au plus pour chucune dC elles trois invariants distincts du premier ou du second ordre.
Il est facile de découvrir toutes les équations du second ordre, pour lesquelles un des systèmes de caractéristiques admet trois invariants . du second ordre. Soient u^ 0, w ces trois invariants, et (S) une intégrale quelconque de Téquation proposée r -f- / = o ; celte intégrale satisfait à deux équations de la forme v = ^ (u), to = « (11), et, d'après un théo-
et, par suite, ce coefficient ne peut être nul, lorsque m^ et tit^ sont inégaux.
Il nous reste à examiner le cas où on aurait
ins
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rème démontré antérieurement (n* 141), les trois équations
. r 4- /■— ^o, r = I (il), w^s (tt),
ayant une intégrale commune (S), en admettent une infinité, dépendant d*une infinité de constantes arbitraires. Or u, 9, ic, sont trois intégrales de Téquation
on a donc
et on peut éliminer les dérivées du second ordre s et i entre les deux équations
Soit
le résultat de l'élimination; Téquation F = admet toutes les intégrales du système (i3) : elle a donc* une infinité d'intégrales communes avec la proposée r -}*/'= 0, dépendant d*une infinité de constantes arbitraires. Ceci ne peut arriver (n* 120} que si F = o est une intégrale intermédiaire de Téquation du second ordre r -}«^= o. On voit donc que toute intégrale de rc<iuation du second ordre appartient à une intégrale intermédiaire du premier ordre'; il faut, pour cela, que Téquation du second ordre proposée admette une intégrale intermédiaire du premier ordre
V (or, y, ^, p, î, Il , ft) = o,
dépendant de deux constantes essentiellement distinctes a et& (I, n* 90).
Inversement, lorsqu'une équation du second ordre F = o admet une
intégrale intermédiairedu premier ordre avec deux constantes arbitraires
Tapplication de la méthode de M. Darboux donne trois invariants do second ordre, pour un des systèmes de caractéristiques. En effet, toute intégrale de Téquation du second ordre F = satisfait à une équation
du premier ordre obtenue en éliminant a et h entre les trois relations
on en déduit que les dérivées secondes r, «, t satisfont aussi aux deux relations
l'élimination de a et de ft entre les relations (44) et (45) conduit précisément à Téquation du second ordre proposée F = o et à celle-là seulement. De deux des trois équations (41' et 45), on peut donc tirer les valeurs de a et de & en fonction de x^ y^ z^ p, q^ r, «, /,
et on voit que toute intégrale de 1* équation F = o satisfait aux deux autres équations
Quand on passe d'une intégrale à une autre, fc, o, to conservent les mômes expressions et la fonction 9 seule varie. L'équation proposée admet donc les deux intégrales intermédiaires du second ordre
ce qui prouve que u, v^ te sont trois invariants d*un même système de caractéristiques (n* IGO). Ces invariants sont distincts ; car, s*il existait entre eux une relation, telle que
on en conclurait que la fonction 9 (m) doit satisfaire aune équatioa différentielle du premier ordre
ce qui est impossible, puisque cette fonction est arbitraire.
IGO
Le même raisonnenient prouve que rinvariant w peut ée déduire des invariants u el9|
to =
du
Rbmarqub. — 11 peut se faire que Ton puisse former deux combinaisons des invariants u, o, Wj qui ne renferment que les dérivées du premier ordre p et q, Ccst ce qui arrivera pour une équation deMonge* Ampère, pour laquelle un des deux systèmes de caractéristiques admet deux invariants du premier ordre u et v. Il est clair que cette équation peut être considérée comme un cas particulier des équations qui admettent une intégrale intermédiaire V = o dépendant de deux constantes arbitraires. D'ailleurs, on voit directement qu*il y aura un seul
dv
invariant distinct du second ordre t"
du
163. LorsquHl existe plus d*un invariant pour un des systèmes de caractéristiques, on a déjà fait observer qu*il y en avait une infinité. Des remarques précédentes, on déduit facilement que tous ces invariants peuvent se calculer par des difTcrentiations successives au moyen de deux d*entre eux. Imaginons, en effet, la suite des systèmes d*équations linéaires simultanées auxquelles doit satisfaire un invariantdu 1*' ordre,, du 2* ordre..., etc. Supposons que le premier de ces systèmes qui admette des intégrales soit le p"*; il peut admettre une, deux, ou trois intégrales distinctes, ce qui fait trois cas à examiner.
Premier cas, — Le premier système qui n'est pas incompatible admet une seule intégrale distincte ; il n'y a donc aucun invariant d'ordre infé« rieur àp, et un seul invariantic, d'ordre p. Touslessystèmesd'équations linéaires que l'on a à considérer, à partir dup""*, admettent u pour intégrale. Nous supposons qu'en allant assez loin on trouve un autre système, le (p+9)"* P^r exemple, qui admet une intégrale distincte de t4; soit v cette intégrale. Alors tous les invariants d'ordre p -f- ? a*expriment au
do
moyen des deux invariants u et ^(n* 10! ); v^=z — estun invariant d'ordre
p 4* 9 4* ^« et tous les invariants d'ordre p 4* 7 + * s'expriment au
dv.
moxen de ti, v, V|. De môme vt = -r^ est d'ordre p+q+%ci tous les
du
invariants d'ordre p 4* ? 4* ^ s'expriment au moyen de u, o, V|, Vf. En continuant ainsi, on démontrera de proche en proche que tous les invariants s'expriment au moyen de ceux qui sont compris dans la suite
dp Tu'
dv.
dVm
Deuxième cas. — Le premier système qui n'est pas incompatible admet deux intégrales distinctes (on a nécessairement p= 1, ou p =2).
Soient u et r ces deux invariants distincts d'ordre p ; v. = ^ est an
du
nouvel invariant distinct des premiers, et, par suite, v^ est d'ordre p + 1. Tout invariant d'ordre p + 1 est une fonction de ii, », », ; de même
do,
et le
tout invariant d'ordre p -f- 2 s'exprime au moyen de u, ©, ©., .
du
raisonnement s'achève 'comme dans le premier cas.
Troisième cas. — Si le premier système qui n'est pas incompatible admet trois intégrales distinctes, on a nécessairement p = S, et il y a trois invariants distincts du second ordre. D'après ce qui a été démontré tout à l'heure (n* 163), on peut prendre pour u et » deux invariants
du* second ordre, tels que o, = — soit aussi du second ordre. Alors
dv»
— * sera nécessairement du troisième ordre, car, s'il était d'ordre 2,
il s'exprimerait au moyen de u, t?, — t ce qui est impossible (n* 160);
tous les invariants du troisième ordre s'exprimeront au moyen de
ti, r, »!, --p* Le raisonnement s'achève comme plus haut.
En résumé, lorsque les deux familles de caractéristiques sont distinctes, s'il existe pour l'une d'elles une infinité d'invariants, on peut en trouver deuXy u et r, tels que toupies invariants s'expriment au moyen de ceux de la suite
dv «. t,, V, = ^,
dvt
*'» = rf^'
du
On en déduit, comme corollaire, que le nombre des invariants distincts d'ordre égal ou inférieur à n est au plus égal i n -}- 1 ; pour que cette limite soitatteinte« il faut et il suffit que Téquation du second ordre proposée admette une intégrale intermédiaire du premier ordre, avec deux constantes arbitraires. Il y a alors trois invariants distincts dn second ordre (ou deux du premier ordre et un du second ordre), an du troisième ordre, un du quatrième ordre, etc.
164. Tout système d'équations linéaires et homogènes du premier ordre, à n variables indépendantes et à une seule fonction inconnue, qui admet r intégrales distinctes seulement, se ramène, par des opéra* tions élémentaires, à un système jacobien de n — r équations. Si on
JirriOllATlOll DM ^AHOKt. il .
applique à ce système la méthode de Mayer (*)«'oii sait que rintégration est ramenée i celle d*un système de r équations différentielles ordi-' naires du premier ordre, ou, ce qui revient au roémei k Tintégration d'une équation différentielle unique d'ordre r. Si on applique cette méthode aux systèmes linéaires qui déterminent les invariants d'une famille de caractéristiques, nous avons vu qu'il ne peut se présenter que trois cas. Si le premier système, qui n'est pas incompatible, admet une seule intégrale, on l'obtiendra par l'intégration d^une équation dif* férentielle du premier ordre.. Le premier système après celui-là, qui admettra plus d'une intégrale distincte, en admettra deux, et comme on en connaît déjà une, la détermination de la seconde intégrale exigera rintégration d'une nouvelle équation différentielle du premier ordre (*). lia recherche des invariants exige donc Y intégration de deux équation» différentieliet ordinaire» du premier ordre.
On voit de. même que^ lorsque le premier système qui n*cst pas incompatible admet deux intégrales distinctes, la recherche des invariants est ramenée à l'intégration cTune équation di/férentieile ordtnaii'e du second ordre.
Enfin, dans le cas où Téquation admet trois invariants distincCs du second ordre pour une famille de caractéristiques, on aurait à intégrer une équation différentielle ordinaire du troisième ordre.
165* Lorsque les deux familles de caractéristiques d'une équation du second ordre sont distinctes, toute caractéristique d'ordre n appartient à une infinité de caractéristiques d*ordre n -f- '« dépendant d'une constante arbitraire, dont la détermination exige, en général, l'intégration d*une équation différentielle oi-dinaire du premier ordre. Ces caractéristiques s'obtiennent sans aucune intégration, toutes les fois que le système considéré admet un invariant d'ordre n -f* i- Pour fixer les idées, supposons l'équation du second ordre proposée mise sous la forme
une caractéristique d*ordre n est complètement définie si on connaît, en fonction d'un paramètre variable «, les valeurs de
l'our trouver une caractéristique d'ordre n -f- i renfermant la précé«
(•) Equations du premier ordre^ p. 58 et suivantes* (s) Equûtiims dupremUr ordre (n* 33).
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dente, il suflira de coniuiltre les valeurs des dérivées pi,i, elpt, 1,4.1 le long de cette caràqtéristique; on a évidemment
De plus, si.u est un invariant d'ordre » 4- ^ <1^ <^ système, on doit avoir aussi
et les deux équations précédentes permettent de déterminer pi, n et pti. « 4. i en fonction de a et de la constante arbitraire C. On peut remarquer en passant que cela suffirait pour établir qu^il ne peut y avoir plus d*un invariant distinct d^ordré n 4* ^y lorsque h est supérieur à Tunité (nM61).
Plus généralement, si le système de caractéristiques considéré possède un invariant d^oi'dre n 4* ^ et un invariant d*ordre inférieur, on pourra en déduire de proche en proche, sans aucune intégration, toutes les caractéristiques d*ordre n -f- ii d'ordre n -j- ^1 etc., qui renferment une caractéristique donnée d'ordre u. Prenons, par exemple, Téquation ra — 1= o ; elle admet une famille de caractéristiques du premier ordre, définie par les équations diflercntielles
dy = 0, rf-j = jxfa*,
dont rintégrale générale est
dpdq = cte*,
^ (a) étant une fonction arbitraire. D*autre part, on a, pour les caractéristiques du â* ordre de la même famille, Tinvariant du second ordre
on obtiendra donc les caractéristiques du second ordre, en ajoutant aux équations précédentes les deux relations ' '
d*où on tire t = «, r = — r — • On aura de même les caractéristique»
Idu
du Iroisîème ordre en se servant de rinvariant r ^ ou «^u -}- p^,, et ainsi de suite.
166* Nous aUons maintenant étudier dans ce paragraphe les équations du second ordre pour lesquelles les deux familles de caractéristiques ne sont pas distinctes. Une équation de celle espèce représente, quand on y considère â?, y, «, p^ q^ comme des constantes, et r, t, I, comme des cordonnées courantes, un plan parallèle à un plan tangent au cùne (T) ayant pour équation
ou une surface développable, enveloppe d*un plan mobile qui reste constamment parallèle à un plan tangent au cône (T) (I n* 78). Dans le premier cas, Téquation du second ordre est de la forme
AV +^Bt + B'I -f. K = 0.
A, B, K, étant des fonctions de x, y, z^ p, q ; dans le second cas, Téquation du second ordre s'obtient en éliminant le paramètre m entre les deux équations
Pour la question dont il s*agit, on peut se borner à ce second cas ; en effet, étant donnée une équation de la forme (40), on peut toujours lui appliquer une transformation de contact convenable, de façon k la ramener i une équation ayant un terme en ri — «' (n* 28). La nouvelle équation sera représentée par un système de la forme (47), où 'f sera une fonction entière et du second degré de m.
Noua prendrons, par conséquent, Féquation du second ordre sous la forme .
la fonction /ayant la valeur
et m étant défini par la relation
^On déduit de li que, u désignant une des variables x, y, jr, p, 9, on •
ndisque
On aau8«i
de sorte que m est la racine double de réquation caractéristique.
Cherchons d*abord s*il peut y avoir des invariants du second ordre. c*est-à-dire si le' système
Bw=(â)+"fê)-g(D=v ■
peut admettre des intégrales renfermant «et ^ On a déjà
dm dm
de sorte que Tintégrale générale de Féquation A (f ) == o est une fonction arbitraire de w^ y. z^ p, q^ m. Prenons alors pour variables indé^ pendantes
«t yi '«'» J^, ïf »i ^ et posons
? (a^f yi '«'» Pi ïf «1 = P Ky» '«'i pt ï» "»» 0;
le système (SI) devient
5P . JF
, PP , 5>F ,3F , Î>F ) . 5>F /<Ii«»\
3«Wy/,^0
La deniière équation peut encore 8*é€rire, en réduisant et tenant compte des relations précédentes^
«.n.x ^F . î>F . ?F, , X , ^F/ >J» ^,\ ^FH
>F ) (dm\ (dm\ \dy} _
i^F ?F 5F 5F îF Nous remarquons que les coefficients de -^f •;{"• T"» ">!♦ "^7 i>® ^**
pendent que des variables âp, y, r, p, 7, m, do sorte que la combinaison
conduira à la nouvelle équation •
.5F à moins que le coefficient de — dans B (F) ne soit lui-même indépendant de /• Il ne peut donc se présenter que deux cas ; si le coefficient
de y dans B (F) n'est pas indépendant de t^ quand on Texprime au
5F moyen des variables a:, y^ ;, p* 9i ^t, /, on doit avoir r— r= o, et, par suite»
il no peut exister d'invariant du second ordre. Au contraire, si le coeffi-
5F cient de r^ dans B (F) est indépendant de I, les deux équations A (F) = o,
B (F) == o forment un système jacobien ; il en est, par suite, de mémo des équations (SI), et on a cinq invariants distincts du premier ou du second ordre.
Nous allons chercher la condition pour qùUl en soit ainsi. On a, en posant, pour abréger,
(D='"+'">(f)+HI+B«+|-+^'+â(f)!
ce qu*on peut encore écrire, en remplaçant m par — r-^ — ml,
Le coefficient de — est donc, en remplaçant 9 par — r-^ — mt^ réduisant et multipliant par H,
Ce coefficient est donc une fraction rationnelle et du premier degré en i ; pour qu'il ne dépende pas de /, il faut et il suffit que Ton ait
"im^q
La relation ainsi obtenue s'est déjà présentée dans une autre question ; elle est identique à celle qui exprime que les équations, auxquelles doit satisfaire une intégrale intermédiaire dcTéquation du second ordre (48) forment un système en involutibn (') (t. I, n* 93). Nous avons vu que l'intégrale générale d'une équation de cette espèce est représentée par un système de formules où figuraient explicitement deux fonctions arbitraires, sans aucun signe d'intégration ; ce qui est bien d*accord avec la proposition du n* 159.
Cherchons encore s'il peijt exister des invariants d^ordro n > 2,
pour une équation de la forme (48). Un tel invariant doit satisfaire «nx
(I) L*équatioa (57) de la page 207 (I. I), qui est Identique en réalité à notre équation (52)r a été écrite iDexactenient On doit lire« sur la première llgnOt
— - ^ X » au lien de — m > ^ t et le terme m ^ S\ ' ^ hi seconde ligne doit être supprimé.
deux équations simultanées
L'intégrale générale de la première est une fonction arbitraire de
^f y» ^»Pt,«» •••> Pl.»-i; î»».!» •••» P^,n^U Pl,»-I + **^P%m] C€CÎ nOUS COn*
duit à prendre pour variables indépendantes
en posant f =Pi.ii-i + fnp^^. La première équation du système (53) devient, F désignant la nouvelle expression de f ,
quant à la seconde, elle se change en une équation B (F) = o, renfer» mant, en général, toutes les autres dérivées. Nous remarquerons sur cette équation que les coefficients des dérivées
^F ?F aF ?F
ïF ÎF
i^ »y î-r !>Pi,i **'* !>A.«-i *Pi.i ** • 3!Pi,»-«
ne renferment pas les dérivées d'ordre n ; les seuls coeflicients qui
puissent contenir les variables u et p^^ sont donc les coefficients de
?F 5F ÏF^ .
aF 5F
Les coefficients de r- 1 r- sont respeclivemient
or Pi,ii~i + '^/k» = ^« ^^ ^^ dilTérentiant n — 8 fois Féquation proposée par rapport h y, on trouve que pt.»-.t 4* ^l>i,«-i s'exprime au moyen de dP, y« x, ti , et des dérivées d*ordre inférieur à fi«
Les coefficients de
et de T-^^ ne renferment donc pas j\», et
cette variable ne peut entrer que dans le coefficient de -r-* En raison-
nant comme plus haut, on en déduit que la combinaison
conduira à l'équaUon
JF
. — = Ou -
à moins que le coefficient de r- dans B (F) ne soit indépendant de fim.
S'il n'en est pas ainsi, il n'y aura pas d'invariant d^ordre n; sila condi« tion est satisfaite, les équations (53) forment un système complet.
Le coefficient de ^ dans B (F) est
où -j- et -j- désignent les dérivées complètes
dm hn , im , hn .dm .dm , dm
Remplaçons les dérivées partielles de m par leurs valeurs, il vient
' De la relation
. r + îm + m»l + Ij. = o,
on tire, en différentiant par rapport à y,
de sorte que 7^ 4* ^ 7^ s'exprime au moyen de x, y, jr, ji, g, m, I, Il nous faut calculer maintenant les termes de f , .jf, ) qui contiennent
dmdmdf V"' • '^;" ' -^^•' - j
les dérivées d^ordre n. Après une première difTérenliation, on a
si on dîiïérenUe ensuite 2m/)i, i + »»*/V >• P*** rapport k y, (n — 2) fois, le résultat est, en négligeant les termes qui contiennent les dérivées d*ordre #• -f- ^»
+ ... +2 (n -2) -^p,.._. + (n - 2) -^ ji„»,
et les dérivées Pi. M- 1 et /v. ne peuvent provenir que des deux premiers termes et des deux derniers. Les termes renfermant les dérivées d'ordre fi sont, en définitive,
si on remplace ^> ^i ^ parles valeurs obtenues plus haut, on trouve
finalement que les dérivées d*ordre n ne figurent que dans la combinaison pi.a-i + ^P^n = ^' En difTérentiant de même (n — 2) fois par
rapport à y la somme des autres termes de -p» c'est-k-dire
on trouve que les termes qui renfermenl les dérivées d'ordre n sont les suivants
On voit donc que, si on prend pour variables
le seul terme de ( . âj| V q»i renferme pa«, proviendra de
Par suite, le coefficient de — dans B (F) est une fonction linéaire do p^^f et le coefficient de p%,m^si
dm j. dm dx T dy
en égalant ce coefficient à zéro, on retrouve précisément la relation (52)^ Les seules équations du second ordre, ayant leurs deux familles de caractéristiques confondues, auxquelles s'applique la méthode de M. Darboux, sont donc les équations intégrées précédemment (t. 1; n*' 93-96), qui comprennent comme cas particulier les équations de Monge-Ampère, pour lesquelles les équations différentielles des caractéristiques du premier ordre admettent trois combinaisons inlégrables distinctes.
Toute équation do la forme (48), qui n'appartient pas à cette catégo- - . .
rie. ne peut admettre pour ses caractéristiques d'invariant d^ordre supérieur au premier; si elle admet un invariant du premier ordre, oA pourra effectuer une transformation de contact telle que cet invariant soit précisément y. La nouvelle équation sera de la forme
et, comme les deux systèmes de caractéristiques doivent être confondus, il faudra que f soit indépendant de «, et Téquation se réduira à la forme simple
On voit, d'après ce qui précède, que celte équation n'est jamais inté-
grable par la méthode de M. Darboux, à moins que r^ ne soit nul; car
telle est la condition pour que les caractéristiques du premier ordre aient trois invariants distincts.
167. Nous allons appliquer la méthode générale à quelques exemples. Exemple Vil. — Soit k intégrer une équation de la forme
les deux racines m^^ m^ de l'équation caractéristique ont pour valeurs !
nil = Or »!• = ^« ;• . }
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Tout invariant f {x^ y, z« p, q^ «, t) du second ordre du système de caractéristiques correspondant à la racine m^ doit satisfaire aux deux équations simultanées
_î!l }^. 3iJ = o-
la combinaison A [B(f)] — B [A(f )] := o conduit à la nouvelle équation
comme la fonction ^ n*est pas supposée indépendante de «, on en conclut la nouvelle équation
de même la combinaison C [B (^ )] — B [C (^ )] = o donne ^ = o, et il reste une seule équation
pour déterminer la fonction f des quatre. variables x, y, p, t. Il y a donc trois invariants distincts du second ordre, ce qui est bien conforme aux résultats déjà connus (n* 92 et 162).
ExBMPLB VIII. — Prenons encore une équation de la forme
posons, pour abréger, ti =: - ; les deux racines de Téquation caractéristique sont
iiii = o.
Un invariant du second ordre de l'un des systèmes doit satisfaire aux.
deux équations
de ces deux équations on déduit, comme tout à Theure, en supposant
r^ différent de zéro.
vu
d'où il suit que f est de la forme F {x, y, xr, j>, u). En prenant pour variables «, y, ^, p, g, «, les équations B (^) = o, C (^) = o deviennent
JF
3F . JF W . « 3F , 1 y I JF , 3F , 3F i 3;+37''-37^~" Sl^-^-it} 3P+37*+37«"!
on en déduit — = o, et il reste une seule équation
^P _j_ / . 3A 3F . / 3/" A 3F pr , 3/" , A 3F
pour déterminer une fonction des quatre variables x^ z^ p^ tf . Il y a donc . trois invariants distincts du second ordre (n* 92 et 162 )•
Exemple IX. — Dans lesdeux exemples précédents» on peut employer aussi la méthode des intégrales intermédiaires du premier ordre pour
intégrer Téquation. Il n*en est plus de même pour Téquation suivante
Soit u = $é^'; un invariant du second ordre de ^un des systèmes doit satisfaire aux deux équations
on en déduit successivement, en supposant que la fonction /'contient m.
ce qui montre que f est de la forme F (a:, y, p, m*').
L*équation B (9) = o devient, en prenant pour variables x, y, p, u,
^F , ÎF., ?F^, V ic,5P • V3F VJF ^.
î^^f ~ ^u / . Jp • 3« ^y • Jtt >p Jp Jtt
on en déduit que Ton doit avoir aussi — = o, et il reste une seule équation
pour déterminer une fonction F (a;, p, u) de trois variables. Il y a donc deux invariants distincts du second ordre.
168. Lorsqu'une équation du second ordre ne renfenneque la déri*^ vée seconde «« les deux systèmes de caractéristiques admettent respectivement les deux invariants x et y; il suflira donc qu'il existe une autre combinaison intégrable dans Tun des deux systèmes pour pouvoir appliquer la métliode de M. Darboux. Toute intégrale intermédiaire est de la forme
ou d\me forme analogue obtenue en remplaçant x par y (n* 143). On est donc ramené à Tintégration d'une équation différentielle d'ordre ti, renfermant une fonction arbitraire ç (x).
Considérons, en particulier, une équation linéaire
où a, &, e sont des fonctions de âp et de y seulement, et le système de caractéristiques défini par les f quations
dx = 0, cf^ =r g, rfy, rfj, = ç,rfy, ..., rfg«,, -= ç^y,
• Mrfpi = ^ rfy» rfp, = ^rfy, ... rfp, = ^ rfy •••
oà on a posé
On a
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Pl =
i = JS = - ("''* + ^' + 'P* + SP. + 5« ï. + JS 7
D'une manière générale, —- esl une fonction linéaire et homogène
^^ «« 7i« i^f Psf ••-! P«; un invariant d*ordre n de ce système de caractéristiques esl une fonction dé a-, y, z, p^, p^, ..., p„ qui -doit satisfaire à la condition
en égalant à zéro séparément le coeflicientdc ^i et la somme des termes indépendants de ^i, on a un système de deux équations.
où «1, «2, ..., Km sont des fonctions de Jt'et dey, et p,, pt, ..., p« des fonctions linéaires et homogènes dé ^^PijPtj «-m ]>«• Nous supposerons qao le système de caractéristiques considéré n'admet aucun invariant d'ordre inférieur k n, sauf <f = .r, de sorte que les équations (SS) n'admettent, en dehors de l'intégrale évidente o = .r,qu*une seule intégrale commune (n* 161). On déduira donc des équations (55) un système complet de n -f- 1 équations distinctes.
On a d*abord
C (ç) = A [B(^)] - B [A(9)] =2 1 A(M -»(«/) I IJ; = ^5
mais A (P/) et B (a/) sont indépendants de x, P|, ps« «-t Pat ^^ M>^ que la nouvelle équation est de la forme ' , ■ ^
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YÎ« Ts« ••• Y« ^tant des fonctions de â? el j^ seulement. 11 vient ensuite
A (C(y)) - C (A(?)) = o; C,{y)=B(C(y))-C(B(?))=2}B(T/)-C(MJ^^ = o.
et la nouvelle équation C, (7) = o est de même forme que C (9) ;= o. On a de même
tandis que B (C| (^)) — C, (B (^)) = donne une nouvelle équation de même forme
en continuant ainsi^ on arrivera à former {n — 1) équations distinctes
de même forme que C (^) = o, formant avec les équations (55) un système complet. Des relations (56) on déduira les valeurs des rapports
^1 *Va *!P»
PÎT*
Pi, Ps, ..., Pm ne dépendant que de x et de y. On ne peut avoir P« = o, car on en concluerait r-^ = o, contrairement à Thypothèse. Cela étant,
faisons P. ?= — 1 , ce qui ne diminue pas la géa^ralilé, et rompla çons -r^i
'^par les valeurs précédentes dans les équations A (y) = o.
B (9) = o ; nous obtenons un système équivalent au système formé par les équations (55) et (56)
g+ JKT + K.P.+... + KJ). } ^ =
K, K|« ..., Kji, Z ne dépendant que des variables w et y. Pour que ce
systène soit jacobien, il faut que Ton ait
jj" -- *^ii- • + P« - iKj,;
si ces conditions sontvérifiéeSy on reconnatt que
est une intégrale du système (57). On peut donc prendre pour invariant d'ordre n une fonction linéaire ^^ ^ t Pu Psi •••! P»j
A, A|, ..., Am étant des fonctions de x et de y.
L*équation linéaire proposée admet alors Tintcgrale intermédiaire
et les équations (5i) et (58) forment un système eninvolutionpour toutes les formes possibles de la fonction f {x). Supposons^ en particulieri ff{x) = o ; l'intégrale générale du système des deux équations
dépend donc d*une infinité de constantes arbitraires. On a démontré
plus haut (n* 1 10) que cela ne peut arriver que lorsque la suite de Laplaca
relative à Téquation ^ (z) = o se termine du côté det indices négatifs
après fi — 1 transformations au plus.
Réciproquement, si la suite de Laplace se termine de ce côté pprès
p — 1 transformations, le système de caractéristiques correspondant
admet un invariant d'ordre p. En effet, Téquation linéaire adrortalers laiT^osATioii Dti Aqcatioim. ' IS
|=K+ZK„ I
une intégrale de la forme
X = BY H- B, r + ... + B^-|Yc^-«>
B, B|» .... B^i étant des fonction» délermînées de x et de y, et Y une fonction arbitraire de y. Elle a donc une infinité d'intégrales communes, dépendant d'une fonction arbitraire, avec une équation linéaire de même forme que F (jt) = o et d'ordre p
Il faut pour cela que Ton ait une relation identique de la forme
A|i «t« •••» pi désignant des fonctions de a; et de y (n* 110). Le coefficient de -r — dans cette identité est a — p ; on doit donc avoir p = a, el la relation (39) peut s'écrire : '
identité qui montre que toute intégrale de ^ (j) =: o satisfait à une équation de la forme
L'un des systèmes de caraclérisliques de l'équation du second ordre
admet donc les deux invariants x et e/*^F| (x).
En résumé, si l'un des systèmes de caraclérisliques admet un invariant d'ordre », et aucun invariant d'ordre inférieur u ii, aulre que or, la suite de Laplace se termine d'un cjté après n — 1 transformations, et inverse* ment. Dont U cas des équaiiont linéaires^ la méthode de M. Darhoux et la méthode de Laplace riusiitsent en même tempe»
169. On est encore conduit au même résultat en appliquant la rné* tliode générale d'intégration des systèmes en involution exposée plus haut (n* 137). Intégrons pour cela l'équation (5S) comme une équation dlITérenlielle ordinaire 4 deux variables x et ^, en y considérant y
comme un paramètre ; riniégrale générale esl de la forme
^o '^si •••• ^m, étant n intégrales particulières de Téquation sans second membre, ^4, ^2, ..., p« des fonctions déterminées de x et de y, el ?o Cv)i ?i (y) •••« ?ii-i (y) ^^^ fonctions arbitraires de y. On peut évidemment supposer que Ton a choisi les intégrales particulières z^^x^^ ... jr«« de façon que ^^ (y), 91 (y), ..., 9»_| (y) représentent respectivement les fonctions de y auxquelles se réduisent, pour x = x^^ les fonctions
-• T"» ••• yZm^* Pour que la formule (60) représente une intégrale de réquation
il faut et il sufBt que les n fonctions (p^ (y), ^ , (y), ..., ^«.i (y) vérifient les relations
rfa?'
où on aurait remplacé œ par o?^, z par ç^ (y), — par (pi (y)» ... * ^^ par
?«-i (y) (n*i37).Nousallonsmontrerquectftn/bnc<iOiMf^(y)«..., f«.i(y) peuvent ê^expvhner^ par des formula Unéaires et homogènes^ au moyen de q — 1 comfantes arbUrairee et dune fonction arbitraire X dey et de set n — q premières dérivées^ sans aucun signe de quadrature (*)•
Soient a^yb^^c^ les fonctions de y auxquelles se réduisant a, ft, o, pour X =z x^\ réquation ^ (^) = o nous donne d'abord
ou, en muUipltant par «/V^i
(I) Voir mo n Mémoire Sur les équalionâ linéaires et la méihode dêlaplece C^sMff* ean Journal of ilaihemaUcs^ t XVIII ; p. 3SI}«
BflHBMWM
en posant, pour abréger,
11 vient, en intégrant par parties,
Si Cj — -i^ = o, il suffira de poser ç^ (y) = Y, et y, (y) s^cxprimera jf ■ aussi linéairement en fonction de Y et d*une constante arbitraire ; si
C| — Y^ n*est pas nul, il suffira de poser
et on trouvera pour ^i (y) une fonction linéaire de Y et de Y'. Supposons la loi vraie jusqu'à la dérivée d ordre i>, de telle façon que f. (y), ..., ç^ (y) s'expriment au moyen d'une fonction arbitraire dey, de ses(p — r) premières dérivées et de r constantes arbitraires C|, Q, ... Cn par des formules linéaires et homogènes d^ni les coeflicients sont des fonctions déterminées de y. Pour calculer ensuite ^^4. i (y), on part de la formule
obtenue en différentiant p fois l'équation proposée par rapport i » et tenant compte de l'équation même. Si on fait dans cette relations = 4?^^
et qu'on remplace ensuite x, -^1 --> ^--j; par les expressions déjà obte*
nues pour (pj(y), ..., Çi^Cy),^^ par la valeur de 9; (y), puis ^^ par >^+i(y)iîl vient
îMi (y) + «tîMiCy) + U^ + ^v + ... + /^+A>-*« + ^n,c, + ..:
+ »»f Cr, = O,
'«« ^1 •••« (p-r«it *'>!« •••« ''<r étant des fonctions déterminées de y^ Y une fonction arbitraire de y, et C|, ... Cr des constantes arbitraires. Muiti*
plions encore par e/Vv, et intégrons par parties autant de fois que possible; on peut écrire .la formule
^(*/V.ç,„(y))=^|L,Y+...+L,^Y"'-^+M,C,+;..+M,CJ+NY,
L,, ..., L^-r, M,, ..., Mrt X élant des Tonclions déterminées de y. Si N est nul, on voit que r^pA.^ [y) est une fonction linéaire et homogène de Yi Y\ ..., Y''-*^, C, , Cjf ... , Cr et d'une nouvelle constante arbitraire Cr+|. Si N n'est pas nul, on posera NY = \\^ Y| étant une nouvelle fonction arbitraire de y, et on voit quo ^^(y), ..., Oji+| (y) seront des fonctions linéaires et homogènes de Y^, Y',/..., Y/-*"^* et des r constantes C,, Cj, ..., Cr. La loi est donc générale.
En remplaçant f^ (y), ..., ^n.i {y) par leurs expressions dans la formule (60), on trouve que Tintégrale générale de Téquatioa
est donnée par une formule de la forme
X = C.r, + ... + C,-,r,-, + AY + A,Y' + ... + A..,V-^>
Oi, ..., r^.| ; A, ..., A«.^; j,, ...«^«'«Pn •••t PitClant des fonctions déter^ minées de x et de y, Y une foncticn arbitraire de y, ^ (a?) une fonction arbitraire de x et C|, ..., C^., des constantes arbitraires. En supposant nulles toutes ces constantes, ainsi que la fonction f (x), on a une intégrale particulière de la forme • . *
^ = AY + A^T + ... + A.. ^Yf--»*,
ce qui suffit à prouver que la suite de. Laplace se termine après n — q transformations au plus« D'autre part, si on suppose que Tiavariant d'ordre le moins élevé est d'ordre »i, la suite de Laplace ne peut se terminer qu^après n — 1 transformations; on a donc nécessairement f= 1, et la formule précédente ne renferme pas de constantes arbitraires. Remarque 1. — Soit u l'invariant d'ordre minimum obtenu plus haut
w = Ap^ + A,p.^, -|- ... + A.^ ;
tout autre invariant est de la forme *
^/ du (Pu d^\
et peut contenir les dérivées. d'une façon quelconque.
Rbuakqub II. — Lorsqu'il existe une équation
formant un système en involution avec une équation linéaire
on peut toujours introduire une constante dans F {s). En effet, si on change z en az^ Téquation linéaire ne change pas ; Téquation F {az) = o doit donc former aussi un système en involution avec Téquation linéaire proposée. Or l'équation F {az) = o dépend effectivement de la constante a, à moins que F ne soit une fonction homogène et du premier degré
de X, - I •••» ^zriT* S'il en est ainsi, désignons par z^ une intégrale de
réquation proposée qui ne vérifie pas Téquation F (z) = o ; en chan* géant jt en j' 4* ^^n ^^ nouvelle équation F (^ -f* ^'^i) = ^ dépend effectivement de a, car le coefficient de a se réduit à F (z^)^ pour x = X|.
Il résulte de ces remarques que, lorsque la suite de Laplace relative à une équation linéaire est illimitée dansles deux sens, il ne peut exister d'équation formant avec cêlle-là un système en involution. Si la suite de Laplace est limitée d'un seul côté, par exemple du côté des indices positifs, il existe une infinité d'équations formant avec la proposée un système en involution ; elles ne renferment que les dérivées partielles de z par rapport i la variable y.
Rrmarqub III. — Dans le cas de l'équation linéaire la plus générale,
Ar + 2B» + a + Dp + Eî + F^r + G = o,
la méthode de M. Darboux conduit aux mêmes résultats que la méthode de Laplace, généralisée par Legendre. (Voir n^ 113 et suivants.)
170. ExBMPLB X. — M. Sophus Lie (*) a donné un procédé élégant pour trouver tous les cas où l'équation
est intégrable par la méthode de M. Darboux. Prenons en particulier
{}) Somut Lit. DUcuêshm dtr DiffêreniialgMehNn$ izsf{z) (Arehiv for Mûikê* maiik. Bâ. S, Chfiêtkmiû; IlSt).
le système de caractéristiques
*i = ^ rfyt rfpj = ^ rfy. -.. 4»* = ^rfy» .-. ;
on a
^— ^— /"fr\«
D'une manière généralci appelons poids du produit
la somme a, -}- 204 -f* ••• 4* *'^t > ^^^ ^^ polynôme entier Pj^.i en Pu Ps» •••! i>A-i dont tous les termes sont de poids A -— 1,
(Xt-i BC renfermant que Pi, p^t —i Pa-s* Si le système de caractéristiques considéré admet une combinaison intégrable d'ordre fi, rff = o, f doit être une fonction de x^ y« j^ Po Pst ...f P» satisfaisant à la condition
et, comme ^ ne contient pas q„ il faut que Ton ait séparément
A(?) = j;! = Ot
dx
Les équations (61) entraînent la suivante
'tm
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elles deux équations B((p)=o, C (9) = o sont équivalentes, en supposant que /"* — tr n'est pas nul, à celles*ci
On remarquera que le coefficient de*^ dans la première équation est de la forme
tandis que dans la seconde équation il est de la forme S/-|, en dési* gnanC par R/., etS/.| des polynômes de poids 1 — 1 ne renfermant que Pli Ps9 —9 Pi-s- On peut encore écrire les équations précédentes
«i-i et ^-, étant des polynômes en p„ p^^ :.., p/-, de poids t — I. Formons la combinaisoa
nous obtenons une nouveHe équation
où p/LV est un polynôme de poids i — 2. On aura de même
•M, (t) = L [M, (t)] - M, [L (,)] =2 pjî», ^ = o,
/J\ étant de poids i — 3, et d'une manière générale
Mk(î) = L [M,_. (^)] - Me-. [L (?)] == 2 jJ/«', ^ = o. Pi^l\ étant de poids i — K — i. Il s^ensuit que Mr (7) est de la forme
tf R et &R étant des constantes. Pour avoir la valeur du coefficient aki remarquons que Ton a :
«K + l = L (^kPi) — Mr (Pr -|- ttR) = — àKf
et comme «i = 1, il s'ensuit que Ton a ar = ( — i) ^'*''. Au bout de n — i opérations, on arrivera donc à Téquation
en remontant de proche en proche, on en concluera successivement que Ton doit avoir aussi
t>Pi
Il n'y a donc pas d'autre solution pour le système (61) que f = j9. Par suite, n-iuation
ne peut être intégrée par la méOiode de M. Darboux^ lonque /•'«(jr) — f(j)f {z) est différent de zéro.
Lorsque /^* — ff' est nul, on a /* (-r) = Ae*', A et K étant des cens» tantes. Si K est nul, Tintégralion est immédiate; si K H*est pas nul, on est ramené à Téquation de Liouville (n* 47). Pour toute autre forme de la fonction f (x), l'intégration est impossible par cette voie ; on en conduti en particulier, que l'équation
= sin J,
à laquelle se' ramène la déterminaiion des surfaces à courbure constante, n*est pas intégrable par la méthode de M. Darboux (^).
171. Exemple XI. — Appliquons encore la méthode à Téquation oti trouve deux intégrales intermédiaires du second ordre
Posons p= u', f = o* ; tt et «s'obtiennent par l'intégration d'un système d'équations aux différentielles totales
'^"^jf^y^ +[Hy)-5^]rfy.
dont l'intégrale générale est, en remplaçant <f {x) par X^fOt -{«(y) par Y',
ti = X' + X^Â
X désignant une fonction arbitraire de x, et Y une fonction arbitnûre de y ; on a ensuite z par des quadratures
ce qui peut encore s'écrire :
X =yX'« rfr ^-JY-Vy -^|^*-
(I) M« Sophut Lie a démontré autii quil en est de même deTéquation
4i«(#«-rl)=(l+|ii + rt«.
qui définit les lurfseet à courbure constante en coordonnéei cartésiennes {Zut Thtùriê der Fiâehtn €on$iamt$r Krûmmung).
Pour Taire disparaître tout signe dUntégration, il suffira d'exprimer
0? et X en fonction d'une variable auxiliaire x, de telle façon que jX'^rf»
s'exprime aussi explicitement, et de même pour y et Y. Nous n'avons pour cela qu'à poser
ce qui donne
X = rX'dir =J"aç" («) rf« = «y' («) — î' («), rX'»rfr =/*V («) <'« = «V («) — **?' («) + *? («)*»
de même, en posant Y' = p, y = 'f (P)< <"> ^<*'*
Y = p.f'(p)-f(p) /Y'»rfy = 1J«<Î»' (p) - 2?y (P) + i + (P).
En définitive, l'intégrale générale de Téqualion ê(a-\-jf) — i^pqeti représentée par les formules suivantes, où ^ et •{« sont deux fonctions arbitraires, « et p deux paramètres variables,
X = *y («) - 2.f (.) + 2 9 {«) + PT (?) - W (P) + 2* (»
179* Dans ce qui précède, nous avons supposé l'équation du second
ordre ramenée à la forme v* + /^ = <>t ou t -{-/ (^f y « ^9 Pt 9) = o. Théori* quement, on a toujours le droit de faire cette hypothèse, et les théo* rèmes établis plus haut sont vrais, quelle que soit la forme de l'équation à intégrer. Mais, dans la pratique, il peut arriver qu'il soit impossible d'effectuer la résolution indiquée ; on peut alors diriger les calculs comme il suit. SoitF = l'équation du second ordre; en ajoutant toutes les relations que l'on obtient par des différentiations successives jus-
qu'à l'ordre n — 2, on a en tout ^ ^ ' relations entre les variables m^
y, s et les dérivées de z jusqu'à celles d'ordre n, o'esi-à-dire entre
— '^ ^ variables ; on pourra donc les exprimer toutes au moyen
de *— 5 — ' — — — ' = zn -f 3 paramètres. En portant ces
expressions dans les in -{- i équations diiïërentielles des caractéristiques d*ordre n, il restera un système de 2it -f- 1 équations entre 2n -f- 3 variables; il y aura toujours deux équations de moins que de variables* Prenons, par exemple, une équation de la forme
\ /* ne contenant pas r. On reconnaît aisément que toutes les dérivées
partielles de la fonction inconnue peuvent s*exprimer au moyen des dérivées p^,* et /)«,/; on pourra donc ne laisser que ces dérivées dans les équations différentielles des caractéristiques. Prenons en particulier le système qui correspond à la racine
de Téquation caractéristique; Téquation proposée différentiéen — 1 fois par rapport à y donne
1»-.- + (^^ïï) + ^P^-+t = Ot
ou, en multipliant par dx^
^•^ + fe^ *" " ^'
Cest la dernière équation des caractéristiques d'ordre n de ce système ; les autres s'écrivent immédiatement.
Exemple XIL — Appliquons cette méthode à Téquation (*)
un des systèmes de caractéristiques est défini, en posant ii = - et
(1) DiUDOSC, Compiet Rendue^ t. CXX, p. 901; IS9S. .<
poussant jusqu'aux dérivées du troisième ordre, par les relations
dq = {qz + q*r- tq |Q rfr,
dr = p^dje + p,, idy, dt = p,,tdx •{• p^td}/.
.,.. = j îiîii^CÛ!^ I ^.
OÙ on a
!>,. = î- + '-- + Î»(C+ »• I - <• IJ + » IJfc»
+(t-?)h'l£+'"lf+'«--'*'^i-
Tout invariant du troisième ordre ^ (x, y, s, p, q, r, <, p„„ P(,s,) doit donc satisfaire aux deux équations
ÎP
Des combinaisons faciles donnent successivement, en remplaçant îhi cl Pu par leurs valeurs,
iV"^* c>p"-^* cV~^' *?a+ î< V'^^'Jp^""^'
ce qui montre que f est de la forme
j = F (a?, y, II. r).
il reste ensuite les deux équations
yi + ur + j^^ j^ ^^
+J3«+V»«'+/*'+4uJ^+2«g(e_««)+î^(o-««)+'^(-«»)«+^jf=o.
pour déterminer la fonction F. Si on suppose cette fonction indépendante de o, il reste la condition
il y a donc un invariant du second ordre et un invariant du trobiëme ordre.
173. Une équation du second ordre intégrable par la méthode de M. Darboux est caractérisée par la propriété suivante : Toute iniigrale de cette équation appartient à une autre équation aux dérivées partielleê qui a une infinité dintégratee communee avec ta proposée^ dépendant dune fonction arbitraire^ eanê les admettre toutes. Pour qu'il en soit ainsi, il faut en effet qu'il existe une équation f = o, dépendant d*une fonction arbitraire, et formant avec la proposée F = o un système en involution; ce qui ne peut arriver que si Tune des familles de caractéristiques admet deux invariants distincts. Lorsque chacune d'elles admet un invariant au plus, on ne peut obtenir par cette méthode que des intégrales dépendant d*une seule fonction arbitraire, mais non Tintégrale générale. 11 peut arriver aussi qu'il existe des équations formant avec F = o un système en involution, sans qu'il existe aucune combinaison intégrable pour les équations différentielles des caractéristiques. Nous en avons vu un exemple plus haut avec l'équation aux dérivées partielles des surfaces à courbure constiinte (n* 126). Ces équations ne peuvent dépendre d'aucune constante arbitraire.
La théorie des groupes d'ordre infini de transformations permet de former des équations aux dérivées partielles du second ordre, intégrables par la méthode de M. Darboux ('). Nous considérerons seulement, pour fixer les idées, des transformations ponctuelles.
(I) Serai» Lit, « Zur allgemeinea Théorie... » {Berichts der Kôriigi* Sâchs,G€9€tts . ehaft, ISS5, KepUH IV).
BsuDOS, Comptes Rendus (1194-1899).
Les formnles
qui font correspondre au point (a\ y, s) le point (a?\ y', jr^ définissent une transformation ponctuelle dans Tespace à trois dimensions. Lorsque les fonctions P, Q, R dépendent en outre d'un nombre fini de constantes arbitraires, ou d'une ou plusieurs fonctions arbitraires, on a ainsi ua ensemble de transformations. Cet ensemble de transformations forme un groupe^ si la suite de deux transformations quelconques de cet ensemble donne une nouvelle transformation appartenant au même ensemble. Nous ne nous occuperons que du cas où on a un groupe d*ordre infini^ c'est-à-dire dépendant d'une ou plusieurs fonctions arbitraires. Par exemple, les formules
défînissent un groupe infini dépendant de deux fondions arbitraires X et Y; il en est de même des formules
(II) af = \{x), y' = Y(y), x' = * - log X' - log Y'.
Les systèmes de formules ci-dessous définissent des groupes infinis dépendant d'une seule fonction arbitraire Z (z) ou X (a;),
(III) a?' = <r,
(IV) «• = X (x),
(VI) «' = X («), y'
y =yi y'= y.
^ = xX' («), *' = *— logX'
X' {X) I X' (ce) \*
Quand on applique une transformation définie par les formules (62) H tous les points d'une surface (S), le point correspondant décrit en général une surface (S'). Si on désigne par p\ q\ y', ê\ 1^..., les dérivées successives de z' par rapport à x' et à y\ on tire des formules (62) des relations qui expriment p', q\ /, «', iV^M^^uinoyendeâp» y%^iP% 9« t*, «,l,
p' = fi («. y. '. p. ?)• rf = ft («» y. '. j>. î).
r' s= f I («, y, jr, j», j, r, «, <), t' = ç, («, y, X, p, g, r, «, 0, r = f , (<P. y, ir, j>, 9, r, «, ^
Lorsque les formules (62) déCnissent un groupe, les formules (62) et (63) dénnissent également un groupe, qui est dit le groupe prolongé du premier. Cela posé, on dit» pour abréger, qu'une équation du second ordre F = o admet le groupe de transformations ponctuelles (62), lorsque celle équation ne change pas par toutes les transformations définies par les formules (62) et (63).
Par exemple, le groupe prolongé du groupe (I) est donné par les formules
on en déduit l'égalité -7-7 = — r qui montre que toute équation de la forme
admet le groupe (I) de transformations. Des formules (II) on tira de même, en posant X = X (a?). Y' = Y (y),
'^£ X' '^± Il P — X' ~ XT'' ^ "" Y' "" Y'»''
\ _r\'--pV X"X^— 2X"« ._ £_ ^ _ <Y^— y Y" Y^T-^, '* ^ — ' X'* ' * "^X'Y'' Y** — Y'* '•
on a -T7=-j cl, par suite, Téquatton
admet le groupe (II) de transformations. Prenons encore le groupe (IIl); on a
p' = Z'p, î' = Z'ï, / = ZV + ZV, «' = Z'« + Z'pî, «' = Z'« + zv •-;
rélimination do Z' et V nous donne
l'_î ^V - i»Y gr — i>t îVjuiï _ ÎLiZJïïf,
ce qui montre que toute équation de la forme .
/ p qr — pt q» — pl\ ^
admet le groupe (III) de transformations. On verra de même qne lès éqaations .
admellent les groupes de transformations (IV), (V) et (VI) respectivement.
Lorsqu'une équation aux dérivées partielles admet un groupe de transformations, toute transformation de ce groupe, appliquée à une intégrale, la change évidemment en une nouvelle intégrale. En particulier, lorsqu*une équation du second ordre admet un groupe connu de transformations ponctuelles dépendant de deux fonctions arbitraires, oh pourra déduire d*une intégrale particulière une intégrale dépendant de deux fonctions arbitraires, c'est-à-dire Tintégrale gêné* raie. Prenons, par exemple, Téquation (61), qui admet le groupe (I) de transformations ponctuelles; en cherchant une intégrale de cette équation qui soit de la forme /*(x + t/)^on trouve que la formule
/«->''^'"'rfx = ^ +
définit une intégrale de cette espèce ; Tintégrale générale s^obtiendra en appliquant à celle-là toutes les transformations du groupe (I). Elle est, par conséquent, donnée par la formule
/•-/'<'"*rf, = X(x) + Y(y).
L*équatioa (65) admet de même l'Intégrale particulière
rintégrale générale est, par suite,
Considérons maintenant une «équation du second ordre admettant iirtoSAnox mm AoeAnest. * IS
groupe inGni de transformations dépendant d*une seule fonction arbi* traire. Nous supposerons que les formules (62) qui définissent ce groupe renferment explicitement une fonction arbitraire et ses dérivées jusqu'à un ordre déterminé. D*après les théories générales de M. Sophus Lie« il existe pour ce groupe une infinité d'invanants différentiels^ c*est-à-dire de fonctions u {x^ y^ z^ p, 9, r, «, ^--m) renfermant les dérivées de z jusqu*à un ordre aussi élevé qu'on le veut, qui se reproduisent par toutes les transformations du groupe prolongé. Soient u, o, 10, trois invariants diflerentiels distincts, tels que Téquation proposée F = ne puisse pas être mise sous la forme ^ (u, ti, te) = o. Soit alors (S) une intégrale quelconque de F = o ; choisissons la fonction ^ de telle façon que cette intégrale vérifie aussi la relation ^ (tf, V, u>) = o. Les deux équations
F = o, ♦ (tt, o, to) = o,
admettant toutes les transformations du groupe considéré et ayant déjà une intégrale commune (S), ont une infinité d*intégrales communes dé* pendant d'une fonction arbitraire, celles que Ton déduit de (S) par toutes les transformations du groupe. Toute intégrale de Téquation du second ordre proposée appartient donc à une autre équation qui a une infinité d'intégrales communes avec F = o, dépendant d'une fonction arbitraire, sans les admettre toutes. L'équation F s=s o est donc intégrable par la méthode de M. Darboux* Prenons, par exemple, l'équation
qui admet le groupe infini de transformations
X| y et ^ sont trois invariants diflerentiels de ce groupe.
Toute intégrale de l'équation du second ordre vérifie donc une équation du premier ordre
♦(^iytj) = « '
qui admet une infinité d*intégrales communes avec F = 0, dépendant d*une fonction arbitraire. U faut pour «cela que l'équation du premier
ordre soit une intégrale intermédiaire de Téquatioii du second ordre, et celle-ci doit admettre une intégrale intermédiaire du premier ordre dépendant d'une fonction arbitraire. Il est facile de le vérifier, car, si
on pose u = ^ , Téquation du second ordre peut s'écrire
Considérons encore Téquation
qui admet le groupe inOni
x' = X {x), y' = y, z' = zX' (x) ;
- sont trois invariants dîiïérentiols de ce groupe. Toute intégrale
de Téciuation du second ordre appartient donc à une équation de la forme
formant avec la première un système en involution. Pour appliquer la méthode de M. Darboux, il faudra donc chercher une intégrale intermédiaire du second ordre.
11 en est de même de Téquation F (^f 9i ^~^) = o, qui admet le
groupe de transformations (V) avec les trois invariants différentiels y, î, /. Pour Téquation
"(v^-'-ïi^O-»-
il suffira de pousser jusqu'aux dérivées du troisième ordre (n*iT2), car le groupe (YI) admet les invariants diflrérentiels
Tout ce que nous venons do dire s*appliquo aussi aux équations admettant un groupe infini de transformations de contact; mais.tlesl essentiel do remarquer que la théorie des groupes ne donne pas toutes
les équations da second ordre intégrables par la méthode de M. Darboux. Ainsi Inéquation {x -f- y)V — 4 p; = o intégrée plus haut (n* 171) n^admet aucun groupe infini de transformations (*).
(*} On peut déterminer comme il suit toutes les transformations de contact qui ne cliangent pas la forme de Téquation [x •(- y)U^ = ipq. Soient
y = Y lx\ y, z\ p\ qX
les formates qui définissent une de ces transformations. Le» deux familles decarac* téristiques admettent respectivement une seule combinaison întégrable du premier ordre, cfx = o et dy = o. Les caractéristiques de Téquation transformée admettront donc les deux combinaisons Intégrables du premier ordre d\ = o, JYsso. Pour que Téquation transformée soit identique à la première, il faudra donc que Ton ait
on x=Y(y'), y = Y(*');
la seconde forme se déduisant de la première en échangeant x et y, nous pouvons nous borner & considérer le premier cas. Comme on doit avoir [X, ZJ =r o, [Y,Z] r=o, il s'ensuit que Z ne doit pas contenir p' et q\ et la transformation est une transfor* mation ponctuelle
* = X(jr'), y^YCy-), i = Z (*'. y\ i').
I^es valeurs de p et de 9 sont données par les formules
ÏZ JZ , 2>Z , 5Z .
et la nouvelle équation du second ordre est
(X4-Y)« i>z jtz . , yz in . . , Dtz p
. /5z . îz \ /jz ^ . n\
Pour qu'elle soit Identique à la première, il faut d'abord qu'elle ne renferme que les deux termes en t'* et en p*q\ c'est-inllre que Ton oit
»z _ >z _ ^fz _ ?«z _ jz _ jz _
Z est donc de la forme Z = As' + B, A et B étant deux constantes arbitraires, et Il reste à déterminer les deux fonctions X (x'} et Y (y'}, de telle façon que l'on ait
En intégrant par rapport à x', on «n conclut que Ton doit 4Toir
•i on attribue h y' une valeur déterminée, on Toit que X eet une fonction de x' de la forme
* ««'+«1 De même Y est une fonction de même forme de y', et, en substituant daae l'équap tion (E), on Iroure qu'il faut prendre
'< m il i P iPi >-
i. _ i - ii' ■^■ a y "j".jg>jL. '' '.ff.".i ' .
iMii »i »i^ r-M i> rf ->^,
i_>«» t.".'-* c> 'i.jfm^
174. Dans un Mémoire déjà cité (^), M. Julias Kônig, en se plaçant à un point de vue tout dilTérent, a été conduit à une méthode d'intégration qui ne diffère pas essentiellement de la méthode de M. Darboux. L'idée qui sert de point de départ et qui s^était déjà offerte à plusieurs géomètres, consiste à étendre à une équation du second ordre la méthode d'intégration de Lagrange et Charpit pour une équation du premier ordre. Étant donnée une équation du premier ordre F (â?, y, s^ p^ q) = 0, cette méthode consiste, comme on sait, à chercher une autre équation u [x^ y, x^ p, g) = a, telle que les Wleurs de p et de 9 tirées des deux relations F = o, u = a, vérifient la condition d'intégrabilité
\ày) "" \dx)
De même, étant donnée une équation du second ordre
il parait naturel, pour intégrer cette équation, de chercher deux autres relations F, (a?, y, z, p, q, r, «, /) = o, F, (^, y, z, p, j, V, t, fl = o, telles que les valeurs de r, «, ^ déduites de ces trois équations rendent complètement intégrable le système d'équations aux différentielles
totales
Idz = pdx + 9f^!/f dp = rdx + #rfy, dq = sdx + ^dy*
Avant de développer les conditions auxquelles doivent satisfaire les fonctions F| et F^, nous présenterons quelques remarques sur les systèmes de la forme précédente. Supposons qu'on ait trois équations du second ordre résolues par rapport à r, «, t;
(71) r=î>(a?,y,^,p, j), t =»>(a?,y, jr, p, g), < = /.(«?, y, ^,p,ç);
t\ s^ t étant supposées remplacées par les valeurs précédentes dans les équations (70), les conditions d'intégrabilité se réduisent à deux .
( >) UalhematiMcht AnnaUn, i. XXIV.
■^ jy 'S . ' . '- iSiS S*- '• ^' --^^ I fm'^fr.r-T,^mf.m,...^^r.^y,m.^mi-m.-m.^M.^.w^m^^.^-^-^M,r^.^.mmm^^:^M^^^^.^^.^m,,^-m..^^
Si ces conditions sont vérifiées identiquement, par tout élément du premier ordre (a?^, y^^ s^^ p^, q^^ il passe une intégrale du système (71), pourvu que les fonctions ^ , ^^ )r soient régulières dans le voisinage des valeurs (jt^, y^, z^, p^y q^) ; x^ et y^ étant regardées comme des constantes numériques, Tintégrale générale de ce système dépend de trois constantes arbitraires ^o,Po, q^. Il est évident qu*on ne peut pas se proposer de déterminer une intégrale passant par une courbe donnée, lorsque la courbe est quelconque ; mais on peut signaler la propriété suivante, qui sera invoquée un peu plus loin. Imaginons que Ton ait une courbe (C) et une surface développable (D) passant par cette courbe,, en d*autres termes que or, y^x^p^ q^ soient des fonctions d'un paramètre 9 satisfaisant à Téquation
d^^^ dh ■*"'!<•"
Les deux conditions
ne seront pas en général vérifiées ; mais, si elles sont satisfaites par ces cinq fonctions a:, y, z^ p, 47, le système (71) admet une intégrale renfermant tous les éléments, de la multiplicité M précédente, c*est-àdire tangente à la développable (D) en tous les points de la courbe (C). Soit, en effet (a?Q, y^i -^ot P01 ?•) ^^ élément de M, tel que f , Xt ^ soient des fonctions régulières dans le voisinage des valeurs ar^, y^, Xq, p^, q^. Cet élément appartient à une intégrale (S) du système (71), et il suOit de montrer que (S) renferme tous les autres éléments de M. En effet, établissons entre a? et y une relation de forme quelconque y = « (.r), telle que y« = « {jc^) ; les équations (71) deviennent
et elles déterminent une multiplicité simplement infinie d'éléments Mi^ issue de Télément (a?^, y^, z^^ p^, q^).
L'intégrale (S) est le lieu de ces multiplicités M|, quand on fait varier la fonction « {x) de toutes les manières possibles. Si Ton choisit la fonction ^ {x) de telle façon que la relation y 1= ir (/o) soit identique à
celle qai existe entre œ et y le long de la courbe donnée (C) les équations dilTérentiellea de la multiplicité M^ deviennent identiques i celles de M et^ comme ces deux multiplicités ont un élément commun, il s^cnsuit qu'elles sont identiques.
Prenons maintenant trois équations du second ordre de forme quelconque
F (^t y» ^. Pf î» r, s, i) = 0^ (73) ^ F4{a?,y, Jr^p, jT, r,«, /) = o,
FjK y» ^^ Pf 9^ *•! «. = Oi
telles que le déterminant fonctionnel
ne soit pas nul identiquement, ni en tenant compte des équations ellesmêmes. On peut alors en déduire les valeurs de
dr
îr
par un calcul régulier, et, en égalant les valeurs do c* et de ~-f et celles
de ^ et de ~» on obtient les deux conditions pour que le système (73) soit complètement intégrable sous la forme suivante
ÎF, 2>«
JF ^F^
ÎF,
JF,
ÎF,
ÎF, ïr
JFj
ÎF îr
JF,
Vite/
ÎF,
iîF
ÎF^
dF,
dFj\ dx)
Il suffira que les relations (74) et (75) soient des conséquences des équations (73) pour que le système proposé soit complètement intégrable ;
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81 elles sont vérifiées identiquement, le système F = C, F = C|, P= Ct sera lai-môme complètement intégrable, pour toutes les valeurs possibles des constantes C, Cp Q.
175. Cela posé, supposons qu*il s'agisse d'intégrer une équation du second ordre de la forme
(76) r + ^ («, y, jr, p. 9, «, ^ s= o
et qu'on cherche pour cela i loi adjoindre deux autres équations
avec deux constantes arbitraires a^ et o^, telles que le système formé * par les équations (76) et (77) soit complètement intégrable pour toutes les valeurs des constantes a^ et a,. Les conditions d'intégrabilité deviennent ici, en développant les déterminants (74) et (75) et remplaçant F, F| , F, par r -|- /; u, v respectivement,
(78) l ^^ ^^ ^ ^^^^ "*" î» I 51 Vrfy/ it \rfy/ (
/•ïO\ *^*' /'^^\ _i_ — {^^\ (^^\ ^ ^— \ ^
^^^^ 57 W ■♦' Jr W ~ Veto/ îîi "" Vrfy/ 3? - ^-
Ces deux équations doivent être vérifiées identiquement, quand on
remplace r par -*^(«t, y, ^, p, g, «, <), puisqu'elles ne contiennent pas
les constantes a^ et a^. Inversement, tout système d'intégrales (ti, o)
D lu v) des équations (78) et (79), pour lesquelles le déterminant ^^s ^ J no
sera pas nul identiquement, permettra de déterminer une intégrale complète de Téquation proposée; car, si on tire « et t des deux relations tt = ii|, osa,,
* = ? (û?t y, Sf p, y, «n «i). < = ♦ ( «I yi ^1 Pi Çi «4f «t)t
le système
dz = pcfo -f- jrfyi dpz^—fita + fdjf, dq sz ffdpo + ^^9
est complètement intégrable, et rintégration introduira trois nouvelles constantes arbitraires a^, «4* a».
M. Kônig discute en détail, dans son Mémoire, le système d'équations simultanées (78) et (79) ; si Ton élimine Tune des inconnues, v par exemple, on est conduit à une seule équation de condition pour u. Il est aisé de s^en rendre compte a priori. En effet, si la fonction u est telle que les équations (78) et (79) admettent une intégrale commune v pour
laquelle le déterminant ^ \ ' J n*est pas nul identiquement, les trois équations
* admettent une intégrale commune
x = F (oî, y, a,, a,, a„ a^, a,),
et on peut choisir as, a^, a^^ a,, de telle façon que, pour x = œ^^y = y^t ^, Pf q et une des dérivées «ou t prennent des valeurs données à Favance. Les deux équations
forment donc aussi un système complètement intégrable, ce qui exige (n* 149) que u vérifie une équation aux dérivées partielles du second ordre
^ linéaire par rapport aux dérivées du second ordre de w. Réciproque*
ment, si u satisfaite la condition R = o, les deux équations r 4* ^= o, u =z a^ admettent une intégrale commune dépendant de quatre constantes arbitraires
jr z= ♦ (a?, y, tf^, a„ tf„ tf^, «,),
et les relations
' ^ J« ^ îy Jap* >ap2(y 3y*
peuvent être résolues par rapport à a^^ «ti a» ^4* a, et r, ce qui donne • • •
r + f=o, u = tf4, f> = a„ <>i = «t. <>t = «4»^« = «if
Vf V|» ^9» V| ^tant des fonctions de 09, y« jr, p, 9, «, I; en particulier, les
trois équations
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r + f=o, tt = a,, v=za^.
forment un système complètement intégrable, puisqu'elles admettent une intégrale commune dépendant des trois constantes a,, a^^ a,. L*équa* tion R = o est donc la résultante des équations (78) et (79), lorsqu'on éliminé v d).
L'intégration de Téqualion r -|* /*= o est donc ramenée en définitive
(I) On peut obtenif celte réiultante comme il suit. Si m ne vérifie pai la relation
^""^ \^i) c>t c^# ii ^ c^/ V V ": '
on peut résoudre les deux équations (78) et (79) par rapport & l-^j et (*r j? ce qui donne le système d*équations
^x oz'^ dp Oq 09 Oi
A, D, C étant des fonctions de x, y, x, p, ç, t, f, et des dérivées partielles du premier ordre de v, qui satisfont & la condition
*-^fê) + »lJ+«5f--
La combinaison X lï{v)] — Y [X (») ] = o se réduit donc & une équation de la forme
U et K renfermant les dérivées du premier et du second ordre de tf et étant linéaires par rapport aux dérivées du second ordre. Comme les équations (78) et (79) et, par suite, les équations (6) admettent Tintégrale » = w, il s>nsuit que Ton doit avoir aussi
D (m ») Pour que le déterminant ,^\ ' ./ ne soit pas nul, il faut donc que Ton ait il = o,
K = o; ces deux équations admettent un facteur commun qui, égalé & séro, donne la condition cherchée R = o. On voit de plus que, si m satisfait à cette relation, les équations (78) et (79) forment un système complet, quand on y considère » comme la fonction Inconnue.
Lorsque u vérifie Téquation (a), un raisonnement analogue au précédent montre que Ton doit avoir aussi
\ds) ?, + Uy/ j ?• a» "" ?l I "" \dy) Vt>t/ ^ •
pour que les équations (78) et (79) admettent une Intégrale commune » telle que
pV ' j t ne soit pas nul Identiquement. Cest le cas qui va être discuté dans le texte.
à celle de Téqualion R = o. Il ne semble pas qu*il y ail là un progrès réel, puisque la nouvelle équation est, en général, tout aussi diflicile à intégrer que la première. Mais Tétude d*un cas singulier a conduit M. Kônig à une nouvelle méthode d'intégration, identique en réalité à celle de M. Darboux.
Les deux équations (78) et (79), considérées comme déterminant o, sont en général distinctes. Pour que ces deux équations se réduisent à une seule, il faut et il suffit que la fonction n vérifie les relations suivantes
Kdv) ^t î>< \rf„) _ ?» \dv) \ttu) d» + W
Soient m|, m^, les deux racines de l'équation caractéristique
on voit d'abord que Ton doit avoir
du
du
Prenons, par exemple, la première hypothèse; les deux dernières conditions précédentes se réduisent alors à une seule
On voit donc que la fonction u doit satisfaire à Fun des doux systèmes d'équations
f du du
Ce sont précisément les conditions pour que les deux équations
r -}- /*= o, u = a| forment un système en involution (n* 134). Ce résultat s*expUque tout naturellement, si Ton remarque que les relations (78) et (79) expriment que les G équations obtenues en diiïérentiani r -{- f = o^ u = a^^ V = at par rapport à a* et par rapport à y se réduisent à quatre. Or, les quatre premières de ces relations se réduisent k trois lorsque r -^^ f ;= o^ u =z a^ forment un système en involution ; il sufQra donc d'une nouvelle condition pour que ces six relations se réduisent à quatre.
Lorsque Tun des systèmes (81) ou (82) admet deux intégrales distinctes, M. Kônig démontre comme il suit que Ton peut obtenir l'intégrale générale de Téqualion r -{- /* =r o. Considérons d'abord une intégrale t#| du système (81) par exemple, et proposons-nous de trouver une intégrale de r -{-/*= o se réduisant pour x = œ^k une fonction donnée de y, C (y), tandis que p se réduit à une autre fonction % (y), les deux fonctions C ^t ' vérifiant la relation
« (^«t yt C, it, C, i:', D = ^1- Soit
une autre relation à laquelle satisfont les fonctions C et ;t, telle que y. 1 ' j| ne soit pas nul. On peut trouver une intégrale v (.r, y, z^p^ g, », Q de Téquation
?• \dx) + îr \dy) \djc) ^# \dy) 51 "* ^
se réduisant, pour x = a*^, à v^ (y, C, ir, Ct ^\ Oi pourvu que â?^ n'ait pas été pris d*une façon particulière, et les trois équations
r-f/'rsO, «=«!, » = 0,
dont les deux dernières peuvent être résolues par rapport à « et I, forment un système complètement intégrable. D'après la remarque faite plus haut (n* 174), Tintégrale de ce système qui passe par T^ément
«?•! y#» -«'• = c (yt). p# = « (yt )i ?• = C(yt)
se réduit, pour at = ar^, à C(y), tandis que sa dérivée première^ se réduit à»(y).
Lorsque le système (81) admet deux intégrales distinctes u^ et u^, on peut déterminer une fonction ç (U|, ui), telle que Ton ait Identiquement ? (m, , Ma) =0, quand on remplace x par o?^, et -s-, p, g, », / par Ç (y), ic (y), C(y)i ^'(y)« C(y) respectivement, et Tapplication de la méthode précédente permettra d*obtenir une intégrale de r -{- /* = o se réduisant à C (y) pour j: = a*^f tandis que p se réduit à « (y), quelles que soient les fonctions C et ic. Il serait facile d'obtenir de la même façon la solution du problème de Cauchy sous sa forme générale.
176» II semble que la méthode de M. Kôhig exige plus d'intégrations que celle qui a été développée plus haut ; mais, en tenant compte des résultats déjà obtenus, il est possible de la simplifier. Rappelons d*abord qu^élant donnée une équation du premier ordre f (jp, y, r, p, q) = o, rintégration de cette équation est ramenée à celle de Téquation linéaire |/, f] = o, ^ étant regardée comme une fonction inconnue de •^*9 2/^ ^Y Pi 7t ^i ^^^^ emploie la méthode de Cauchy. Lorsqu*on emploie la méthode de Lagrange, il suffît d obtenir une intégrale de [^ 7] = 0,
telle que ,^ , ^ ne soit pas nul ; tirant ensuite p et g des deux équations ^ = o, 7 = a|, on a une équation complètement intégrable dz = pdx 4* qdy^ dont Tintégration donnera une intégrale complète et, par suite, les caractéristiques de Téquation proposée. Ces deux méthodes se retrouvent dans l'intégration d*un système en involution
ou dans la détermination des caractéristiques de ce systèmCi ce qui est le point essentiel. La méthode développée précédemment (n* 136), et qui est Tanalogue de celle de Cauchy pour une équation du premier ordre, ramène le problème à l'intégration du système d'équations différentielles
rfy = m|C/a?, dx =z pdx -{- qdy^ dp =z — A^-{-«^y« rfjf = «to-f-ldy
(cfti\ , ?tf ds /du\ , du cf I ^ . ii
ou, ce qui revient au même, à Tintégration de Téquation linéaire et du premier ordre
V étant une fonction inconnue de m^ Vi 't Pt Yi '« <•
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Des idées de M. Kônig on peut déduire une autre méthode, qui est analogue à celle de Lagrangc pour les équations du premier ordre. En effet , pour que les équations
O = Ai
forment un système complètement intégrable^ il suffit, d'après le précédent paragraphe, que v satisfasse à une seule relation, qui est précisément Téquation (83). Si donc on a obtenu une intégrale particulière
de cette équation, telle que ^^. * J ne soit pas identiquement nul, en
tirant r, «, t des formules r + /* = o« u = a^, t> = «i, on pourra former un système complètement intégrable
dz = pdx + qdy^ dp = rdx 4- «rf^t ^'î = '«/« -f- <rfy,
dont rintégration introduira trois nouvelles constantes arbitraires a,, ^4« ^99 gI un obtiendra ainsi une intégrale complète
jr =: ♦(op, y, fl,, a„ a,, «i, <f,),
du système en involution proposé, d*où on pourra déduire les caractéristiques par des différentiations et des éliminations.
Lorsque Tun des systèmes (81) et (82) admet deux intégrales distinctes, la solution du problème de Cauchy se ramenant à la détermination des caractéristiques d*un système en involution, on pourra employer Tune ou Tautre des méthodes précédentes. Remarquons que, quelle que soit la méthode choisie, il faut toujours commencer par obtenir une intégrale, autre que ti, de Téquation (83) ou de Téquation qui joue le même rôle.
177, M. KGnig a généralisé sa méthode en adjoignant à une équa* tion du second ordre une ou deux équations d*ordre quelconque. Nous nous bornerons. à quelques courtes indications. On démontre d*abord que, pour que les trois éf|uatioh8
« (^1 y. ^% p. ?» *» ^ ... Pi. •- ti P*i) = «If
''(*»y».'» •••,•••• Pi. » - ti P*») = *it
où ne figurent que les dérivées pi, A-iCt j^,», forment un système complètement intégrable, il faut, et il suffit que u et o vérifient les
équalions simultanées
( "^ î»n :»Pi. » - 1 Vy/ ?Pi. » - 1 Vrfy/ i "^ Vc/y, _ ,/ D (p,.^^ „po«) *
avec la condition accessoire que -tt-, — — — ' — : ne soit pas nul identi-
quement. L'élimination de v entre les deux relations (83) et (86) conduit
encore à une seule équation de condition qui est du second ordre en u
et qui exprime que le système des deux équations r -{-/*=: o, ti = a,
est complètement intégrable (n* 149).
Pour que les deux relations (85) et (86), où on regarde v comme
inconnue, se réduisent à une seule, il faut et il suffit que u vérifie un
des deux systèmes d'équations
(88) jiii--'»» j^;:;:r. =«' U) +'"« W-^;7:;(^') =*'
c'est-à-dire que le système r-|*/'=o, u = C soit en involution. M. Kônig en déduit, comme plus haut, que Ton peut intégrer Téquation r -f- /* = o, toutes les fois que Tun de ces systèmes admet deux intégrales distinctes.
De ces recherches de M. Kônig on déduit encore un nouveau procédé pour intégrer le système en involution
quel que soit Tordre des dérivées qui figurent dans u. Les équations (83) et (86) se réduisant alors a une seule, soit v une intégrale de Véqua*
tion (86), telle que jrz — ^ — - — : ne soit pas identiquement nul. Les
trois relations
r + /=ro, ti = C, o = a||.
et celles qu^on déduit de la première par des diiïérentiations suçces-
sives pennetlent d*exprimer toutes les dérivées partielles de ar jusqu*à Tordre n, au moyen de
*» y» •'t l>i,#t •••• Pun-'U P^,u Ptj» •••# P«i»-t
et on peut former un système complètement intcgrable où les inconnues sont jr, pm.^ P^n-u PtA.-, Pi.ii-1- L'intégration de ce système introduit 2n — 1 constantesnouvellesa^,a|,...9ajM + i, eton obtient ainsi une intégrale complète
jr = F («, y, C, aj, a,, ...,aii,^i)
du système en involution proposé. Les caractéristiques s*en déduiront comme on Ta expliqué au chapitre précédent (n* 140) (*).
(1) Parmi les travaux dont les résultats n'ont pu trouver place dans Texposition précédente, Je dois citer une note de G. Mainardl : t Consequenze a cul eonduce il metodo d^ Charpit e Lagrange applicato aile equaUoni differentîali pnrtiaii di 2* ordine » {GiomaU dell /. il. hliiulo Lombanh di Scienze, Leiiere ed Arii I. /X, p. 94-102 ; 1836), qni, vu la date de sa publication, offre un certain intérêt historique. En dépit de son titre, cette note parait bien plutôt un essai d*extension de la méthode de Cauchy. Après avoir établi exactement les équations différentielles des caractéristiques du second ordre, Fauteur recherche comment on doit associer ces caractéristiques pour obtenir une intégrale et fait Papplication à plusieurs exemples.
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Définilion derintégrale gén<^ralc, ri après Ampère. — Examen de cette déflnilion. — Équations de la première classe. — Proposition de M. Darboox, — Énoncés de difTérents problèmes auxquels conduit la méthode de M* Darbonx. — Recherches de M. Moutard. — Théorème de M. Maurice Léry.
178. Au début de son grand mémoire : Considératiotis géniralet sur les intégrales des équations aiur différentielles partielles (*), Ampère adopte la dcfinîtîon suivante de Tintégrale générale d*une équation aux dérivées partielles d*ordre quelconque : Pour qu*une intégrale soit générale^ il faut qu^it rien résulte^ entre les variables que Con considère et leurs déri'^ vées à Vinfini^ que les relations exprimées par téquation donnée et p€ur les équations qu'on en déduit en la différentiant. Il x^st relativement facile de voir que la condition énoncée par Ampère est nécessaire pour qu^une. intégrale soit générale, au sens que nous avons adopté antérieurement (I, n* 18), mais il faut un examen plus approfondi pour reconnaître si cette condition est suffisante. Afin de fixer les idées, nous nous borne* rons à une équation du second ordre :
»• + /'(^t y» -^î p» îf »f = o ;
et, pour plus de précision encore, nous ne considérerons que les inté* grales qui sont holomorplies dans le voisinage d*un point (o?^, y^)^^^ <pi sont telles que la fonction f soit elle-même bolomorphe pour œ :s w^^ y = y^,z= g^^ p=^p^,q = q^^s = s^, i = 1^, en désignant par s^, p^, 9«f '#« ^ê ^^ valeurs que prennent z^ p, q^ «, l, respectiveihenl pour 09 = 0?^, y = g^. En d'autres termes, les intégrales ont un élément dn
{i) Journal de rteols polyteehmque^ 17* cahier.
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second ordre appartenant à un certain domaine, à rintériéur duquel la fonction / (/9, y, ^, p, 9, «, t) est régulière.
Si Ton différcntîc Téquation (1) un nombre quelconque de fois par rapport à or et à y, oii obtient deux équations contenant les dérivées du troisième ordre, trois équations contenant les dérivées du quatrième ordre, ... et, en général, (n — 1) équations renfermant les dérivées d*ordre n; ces relations permettent d'exprimer toutes les dérivées partielles de la fonction inconnue z au moyen de a;, y, 7, et des dérivées Pi,jk-i, p%^k^ rindice k variant de 1 à -^ oo. Mais de Téquation (1) on ne peut déduire aucune relation ne renfermant que les dérivées partielles Pi.ii-i ^^P%k' La condition d'Ampère est donc équivalente à celle*ci: pour quune intégrale de C équation (t) soit générale^ il faut gue^ de fa définition de cette intégrale^ on ne puisse déduire aucune relation eTÉGALiTK entre les variables (a?, y, z, |>,,«, pi,i, ..., Pi,i-r, p#,i, ..., jit,*), aussi grand que soit le nombre entier A. 11 est bien entendu qu'il s*agit de relations ne renfermant aucune des (quantités arbitraires qui figurent dans rintégrale considérée. Réciproquement, toute intégrale de l'équation (1), qui satisfait à la condition précédente, est générale au sens d'Ampère.
Rappelons maintenant qu*une intégrale, holomorplic dans le domaine du point (0*9, y^), est générale, au sens que nous avons adopté, si on peut disposer des arbitraires qu'elle contient, de façon que, pour a: = 0?^,
elle se réduise à une fonction donnée 9 (y), tandis que r- se réduit, pour
la même valeur de a\ à une autre fonction donnée *j^ (y), les deux fonctions arbitraires <f (y) et «} (y) étant seulement assujetties à être holomorplies dans le domaine du point y = y^. Cela revient ti dire que Ton peut choisir arbitrairement, pour œ ^-.r^, y =ry^, les valeurs initiales de z et de toutes les dérivées partielles (pi,fc-.i)o» (Pft.&)o9 ^^^ valeurs étant assujetties à la seule condition de rendre convergentes les deux séries :
V(fi!Af«_
2^(y-yJ'-.
pour des valeurs de y — y^ dont le module ne dépasse pas une certaine limite. Nous dirons, pour abréger, qu'une intégrale est générale au sens de Cauchy^ si elle satisfait à la condition précédente, le point (xr^, y«) étant absolument quelconque ou pouvant varier arbitrairement à rintériéur d*un domaine limité. Il est clair, diaprés cela, que toute intégrait^ qui est générale au sens de Cauchy , est nécessairement générale au sens d'Ampère, car la condition de rendre convergentes les séries (2) ne
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peut enlralner aucune relation d*égalité entre an nombre quelconque des coefficients (Pn k^t\^ et (P0,jk)o« aussi grand que Ton suppose Tordra des dérivées qui figureraient dans cette relation. i
Mais la réciproque est loin d'être évidente. On peut concevoir, en effet, Texistence d'intégrales de Téquation (f) contenant asses d*arbitraires pour qu'il n'existe, entre x, y, jr, et les dérivées ^k-.i et p^^k^ aucune relation d'égalité indépendante de ces arbitraires, sans que, pour cela, les dérivées p^ii-i e^p*,k puissent prendre tous les systèmes de valeurs rendant convergentes les séries (2) pour des valeurs données de ar^ et de y^. C'est ce qui arriverait, par exemple, si quelques-unes do ces dérivées étaient assujetties à restercômprises entre certaines limités, ou h ne prendre que des valeurs d'une forme déterminée. Il pourrait sa faire aussi que, quoiqu'il n'existe aucune relation de la forme
F {^^ PlOt -M i>l.t-li P%,U .-.» Pi,») = O,
quand les variables x et y sont quelconques, il se présente cependant de telles relations quand on attribue aux variables x ei y des valeurs particulières. De telles intégrales, s'il en existe, sont générales au sens d'Ampère, sans être générales au sens de Cauchy. De même, étant donnée une équation de la forma
une intégrale est générale au sens d'Ampère, si, de la définition de cette intégrale, il ne résulte aucune relation d'égalité entre les variables • .
•*?f y» ^f ~y •••! Y^î 7-» •••• ^)' aussi grand que soit n. Une intégrale
est générale au sens de Cauchy, si on peut disposer des arbitraires qu'elle contient, de façon que, pour x = o-^, elle se réduise à une fonction ^
donnée de y, et, pour y = y^,à une autre fonction donnée de x, sous certaines conditions de continuité.
. Quelques exemples montreront, mieux que toutes les considérations générales qu'une intégrale peut être générale au sens d'Ampère, sans être générale au sens de Cauchy.
Exemple I. — Prenons l'équation élémentaire « = o ; toutes les équa- . tiens qui en résultent par la différentiation sont de la forma
Soit G (or) une de ces fonctions analytiques, auxquelles a conduit
réludo des équations différentielles linéaires, et dont le module reste toujours plus petit que Tunité, quelle que soit la valeur attribuée à la variable 09. Les formules:
où f (a) est une fonction arbitraire de a, *} {f) une fonction arbitraire de p, représentent une intégrale de Téquation « = o, qui est générale au sens d'Ampère. On déduit en effet des formules (4) les valeurs sui-
vantes des dérivées r-i r-;» .... r-t r-r» ...
1 f9Lliï\
d*une manière générale ^ s'exprime au moyen de /(«), f'(s), ...,
f<')(a), etde fonctions connues de a, et >~^ s'exprime au moyen de
y (j9), «f' (p), ...« *f' ''HP), et de fonctions connues de p. Les fonctions ^ et 4^ étant arbitraires, il ne peut évidemment exister aucune relation d'égalité entre o?, y, z et les dérivées précédentes ; ce qui suffît pour prouver que l'intégrale est générale au sens d*Ampère. D'ailleurs, il est clair que cette intégrale ne peut être l'intégrale générale au sens habituel, dans un domaine aussi restreint qu'on le voudra, puisque le module de z est toujours inférieur à 2.
ExBMPLB II. — L'équation linéaire
s — qff =
a un invariant nul, et l'intégrale générale est représentée par la formule
z = \ +f\e'»dy.
X étant une fonction arbitraire do a?, et Y une fonction arbitraire de y. La suite de Laplace relative à l'équation (5) est terminée, d'une part, à Téquation elle-même, mais elle est illimitée dans l'autre sens, comme on s'en assure en calculant les invariants successifs. 11 résulte des propositions établies précédemment (n* 169) que toute équation aux dérivées partielles formant avec l'équation (5) un système en involutipn est nécet*
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sairement de la forme
(iO) # + ^'P + ^ + ^-^ =
est illimitée dans les deux sen^, il n'existe, nous Tavons vu, aueuno équation formant avec Téquàtion (10) un système en involution (a* 109). Toute intégrale de l'équation (iO)« dépendant d'une fonction arbitraire, satisfait donc à la condition d'Ampère. On obtient de telles intégrales si l'on a obtenu, par un procédé quelconque, une intégrale de l'équation (iO) dépendant d*un paramètre arbitraire^ (a:, y, a), en multipliaa
Cela poséf considérons Tintégrale
(8) z =J\é'^dy,
qui se réduit à zéro pour y = o, et à une fonction arbitraire dej^, y Y dy^
pour a? = o. Cette intégrale satisfait à la condition d'Ampère; en effet,
si elle vérifiait une équation, qui ne serait pas une conséquence de
l'équation (5), cette équation, formant avec la proposée un système en ^
involution, serait de la forme (7), et, en attribuant à la variable x une
valeur déterminée, on aurait une équation différentielle à laquelle devrait
satisfaire la fonction arbitraire Y.
Plus généralement, soit
(9) F C-^» y, ^, Pi ?» r, «, = o
une équation du second ordre, telle qu'il n'existe aucune équation aux
dérivées partielles formant avec elle un système en involution. Touto
intégrale de l'équation (9), dépendant d'une fonction arbitraire oud'uno \ ' *
infinité de constantes arbitraires, satisfait & la condition d'Ampère ; car, "" ^
si elle vérifiait une équation aux dérivées partielles <^ = o, autre que ^
celles qu'on peut déduire de F = o par des différentiations, Téqua- - \
tion <& = o aurait en commun avec la proposée une intégrale commune
dépendant d'une infinité de constantes arbitraires, sans les admettre )
toutes. Il existerait donc une équation formant avec F = o un système , \
en involution, contrairement à l'hypothèse. Par exemple, si la suite de
Laplace relative à l'équation linéaire: \
tl4
par une fonction arbitraire^ (s) et en intégrant le produit /*(«) | (jt, y, «) entre des limites déterminées :
or cette intégrale, si la fonction «f ne satisfait pas à des conditions particulières^ n*est pas nécessairement Fintégrale générale au sons de Cauchy {*\
Les exemples précédents montrent bien qu*il est nécessaire, pour donner une base solide à la théorie des équations aux dérivées partielles du second ordre, d*adopter la définition de Tintégrale générale que M. Darboux a déduite des travaux de Cauchy et que nous avons . prise pour point de départ (*)•
179. Le critérium énoncé par Ampère pour qu'une intégrale soit générale étant une condition nécessaire, les conclusions qu'il en a déduites sont à Vabri de toute objection. Ainsi, pour qu^une intigraU Moit générale^ il faut qu'elle renferme des arbitraires dont le nombre croU à t infini par des différentiations.
En eiïet, si les formules qui donnent â9, y, r,et les dérivées successives de z ne contenaient jamais qu'un nombre fini K d'arbitraires, quel que soit Tordre n des dérivées considérées, à partir d'une valeur de n assez grande, on aurait •
tiiti w et l'élimination des K arbitraires conduirait certainementà plus de ^ ^ '
relations distinctes entre œ^ y, jr, et les dérivées de t jusqu'à l'ordre m. Une au moins de ces relations ne serait pas une conséquence de l'équation F = o proposée et de celles qu'on en déduit en la diiïérentiant ;
car on n'obtient ainsi que ^ ^ U relations distinctes ne renfermant
aucune dérivée d'ordre supérieur à n.
(t) On pourra eoniulter sur ea sujet un article de M. Delastut : Quelques remarques eur les intégrales partielles {Bulletin des Sciences mathématiques^ t, XIX, p. 91*S6).'
(<) On doit remarquer que, état le pasisge eité plus liaut, Ampère dit simplement H faut^ mais qu*il n'ajoute pas U suffit. Il semble résulter cependant de la suite de son mémoire qu'il eonsidire la eondition énoncée comme suffisante pour la généra- UM d'âne Intégrale.
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Il faut donc, pour qu*une intégrale' ne renfermant qu'un nombre fini d'arbitraires soit générale, qu'en calculant les dérivées successives de la fonction s représentée par cette intégrale, i partir d'un certain moment, il s'introduise de nouvelles arbitraires. Le même raisonnement prouve que, si, en passant des dérivées d'ordre p aux dérivées d'ordrep -{* ^ > il ne s'introduit qu'une nouvelle arbitraire, l'intégrale considérée ne peut être générale. Supposons, pour fixer les idées, que les dérivées du premier et du second ordre soient homogènes à l'intégrale, mais qu'à partir du troisième ordre il s'introduise une nouvelle arbitraire & chaque differentiation, l'intégrale considérée, que l'on suppose renfermer A arbi* traires, satisfera alors à
relations distinctes au moins, renfermant les dérivées d*ordre n. Or, si on prend n assez grand, on aura encore
OU n > K — 5, et la conclusion est la même que tout à l'heure. On voit donc, par exemple, que des formules de la forme
y = F, U,p,9 («), y' («), ..., 9^(«)ji ^ = F, ^ot,p, f (x), y' (ût), ..., f^ («)jî
renfermant une seule fonction arbitraire ^ (a) et ses dérivées en nombre fini, ne peuvent représenter l'intégrale générale d'une équation du second ordre. En effet, lorsque Ton sera arrivé à des dérivées dépendant de y'^+*>(*),les dérivées suivantes dépendront de9'^+*>(«), ...^eic^ei il s'introduira une seule arbitraire nouvelle quand on passera des dérivéet d'un certain ordre aux dérivées de l'ordre suivant. Ainsi, quand une équation du second ordre est susceptible d'une intégrale générale expli» cite, cette intégrale doit contenir au moins deux fonctions arbitraires. Il en est de même toutes les fois que l'intégrale générale appartient à la première claue^ comme cela résultera facilement des considéra* lions développées un peu plus loin. Mais on ne peut pas en conclure qa0 rintégrale générale d'une équation du second ordre dépend* nécessai* rement de deux fonctions arbitraires, si cette intégrale n'appartient pas à la première classe.
■ft s
Prenons, par exemple, une intégrale qù la fonction arbitraire figure 80U8 un signe d^intégration partielle :
«) /•(«) cf..
où « désigne un paramètre variable, f (a?, y, a) une fonction déterminée, /*(«] une fonction arbitraire, et cp a, deux constantes. Si la fonc* iion ff (â?, y, a) satisfait, quel que soit le paramètre a, à une équation linéaire
Ar + 2B* + C/ + Dp + Eg + F* = o,
où les coefficients A, B, C, D, E, F, sont des fonctions des variables œ et y, indépendantes de «, on voit immédiatement qu*il en est de même de la fonction (12), quelle que soit la fonction arbitraire f{ot). On a, pour cette intégrale.
r{*)dx.
/«« ;V»tt /*•• y^a /'■•Va
^r{-)d:^ s=J ^r{-)d.. i=J 5j^/(x)rf.,
et, d'une manière générale,
«I Mais la fonction f , satisfaisant à Téquation (13), toutes les dérivées partielles "T-p^ sont des fonctions linéaires de quelques-unes d^entre elles ; par exemple, si A et C sont nuls, elles s*cxpriment toutes au moyen des dérivées ^ ^^v^* ^^ ^" résulte que toutes les dérivées partielles jusqu^à Tordre n sont alors des fonctions linéaires des intégrales
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dont les.coefRcients sont des fonctions déterminées de x et de y. Quand on passe des dérivées d'ordre n aux dérivées. d*ordre n -f- 1, on. voit qu*il 8*întroduit deux arbitraires nouvelles
/ («/ dx
? rW du.
Il peut donc se faire qu*uno intégrale de la forme. (12) vérifie le critérium d*Ampère ; nous avons vu plus haut qu'il en est bien ainsi toutes les fois que l'équation (13) n'est pas intégrable par la méthode de Laplace, généralisée par Legendre, et que l'intégrale (12) dépend eflectivement d'une fonction arbitraire.
11 n'est pas permis de conclure de ce qui précède que l'intégrale gêné* raie, au sens que nous avons adopté, d'une équation linéaire, peut être représentée par une formule de la forme (12). Dans un travail intéressant (*), M. Borel a démontré qu*il en est ainsi, mais l'intégrale^ O^iyt >) doit être choisie d'une façon particulière. :
180. Il a été déjà question, à diverses reprises, des équations qui admettent une intégrale générale de la premih'ê classe^ suivant une expression adoptée par Ampère. L'illustre auteur n'explique pas, il est vrai, d'une façon bien claira ce qu*il entend par là, et il se borne à dire que, dans les intégrales en question, les fonctions arbitraires ne doivent pas figurer dans une intégrale partielle. Mais il est possible de déduire de ses travaux une définition précise, en tenant compte de la propriété fondamentale sur laquelle sont basés les raisonnements. Neus dirons qu'une équation du second ordre : • •
F (a?, y, jr. p, tg, r, t, =^ <>»
admet une intégrale générale de la première classe, ou, plus simple* ment, que cette équation appartient à la première classe, s'il est pos* sible d'obtenir, pour représenter l'intégrale générale de cette équation, des formules de la forme suivante
ix=y, [«, p, r, («), A («), ..M A w^ n w ?• (»» ?î (p) -it
(16) y = V, [«. p, ^ {«). Aï («) A («),/•; («),...,?! (P),?Î(P)-..L
f jr = V, [«, p, r, («), fl (a), ..., A («), n Wi .-M îi (PX ?î (P)/..>
(1) E. DoREL, Sur le$ iquatiofu Uniatrtê aux déritéeê parUelUê\Compie9 ne»dm9^ 25 mari 1893) ; Remarquée sur nntégtxiiiom dee iquatian» Unéaùrte aux diriwieêpéf^ tiellei {BuUeiin dtê Seienetê malhémaiigueefitn)»
OÙ V|, Y), V, sont des fonctions déterminées des deux variables auxi« li .lires « et p, de p fonctions de «, /i (a), /*, (>)« ..., f^ (x), de q fonctions de 1^1 f , (p)« •.., 7 f (p), et de leurs dérivées en nombre /fm\ les p fonctions des, Z*!, /]» ..., fp étant assujetties à vérifier p — 1 équations diflérentielles d*ordre quelconque, et les q fonctions de p devant vérifier de même q — 1, équations diiïérentieltes d*ordre quelconque; les formules (15) ne renferment donc, en réalité, que deux fonctions arbitraires, une fonction arbitraire de a et une fonction arbitraire de p.
n est évident que les équations précédentes comprennent, comme cas particulier, les équations qui admettent une intégrale générale explicite; il suffit de supposer p = 9 = 1. On peut aussi ramener à la forme (15) les intégrales où les fonctions arbitraires et leurs dérivées figureraient sous certains signes de quadrature, chacune de ces fonc* lions n'étant engagée sous un pareil signe qu*avec la variable dont elle dépend, ou d'autres fonctions de cette variable. Par exemple, si les fonctions V|, Y), Y| renfermaient une intégrale telle que
il suffirait d'introduire une nouvelle fonction f^ ^ | (a) égale à cette intégrale et d'ajouter aux équations diOérenlielles qui lient les fonctions /i« A f*t fp Ia nouvelle relation
On peut aussi faire rentrer dans la définition précédente les intégrales où les fonctions arbitraires figureraient, avec la même restriction, sous plusieurs signes de quadrature superposés. Si, par exemple, les seconds membres des formules (15) renfermaient une expression telle que '
/f k /i («), n (»)• ..M A («). n w. ...] dafit î«, fi («), n w. ...] *»
en posant:
no ajouterait aux équations différentielles qui ont lieu entre les
LES ÉQUATIONS DE LA PREMIÈRE CLASSE 219 t
fondions /i, ..;, /^^ les deux suivantes
où m sa n. Prenons comme inconnue auxiliaire une certaine fonction
U =± F (jr, yi, y„ .... y.)
et «oit X ( ) = ^ + T^ /i + ... + r — fm. On aura fuecetiiTement
V* vifi vifm
g = X (F). g = X (X (F)),..., ^ =. XW (F),
et les formules (15) renfermeraient une nouvelle fonction de «, Z^^. , («). ;
D'après une remarquede M. Maurice Lévy {Comptée Rendus^ t. 75, 1872) i
on peut ne laisser, dans les formules (15), que deux fonctions de «, et i
leurs dérivées, ces deux fonctions étant liées par une équation diflé- _ ^
rentielle, et deux fonctions de p, et leurs dérivées, ces deux fonctions [
étant liées par une autre équation diitércnticile. Ceci tient à ce que, ^
d*une manière générale, Tintégration d*un système de n équations [
différentielles à une seule variable indépendante et a n fonctions incon* ^•
nues peut se ramener à Tintégration d'une équation différentielle d'ordre r
plus élevé a une seule inconnue (*). \
(t) SoîenU en effet, j: la variable indépendante et yi, yj, ... y« les fonctions inconnues. On peut supposer que les n équations F| j= o, F^ = o, ..., Pn :s o, ne renferment aucune dérivée d*ordre supérieur au premier, car, sll en était autrement, il suffirait de prendre, pour inconnues auxiliaires, un certain nombre de ees V dérivées pour être ramené à ce cas. Cela posé, si les équations proposées ne peuvent Ç pas être résolues par rapport aux déri%'ées des fonctions inconnues y'|, jf^^, ..., ^n, S on en déduira un certain nombre de relations entre J?, yi* y^, . . ., y«. Si ces relations . [ ne sont pas incompatibles, elles permettront d^exprimer quelques-unes des incon- t nues en fonction de x et des autres inconnues, et on diminuera Tordre du système. > En continuant de la sorte, si le système proposé n>st pas incompatible, on finira par arriver à un système que i*on pourra résoudre par rapport aux dérivées des { fonctions inconnues j
XW étant le résultat de Topération X ( ) répétée p fois de suite. Cette incoanua auxiliaire U satisfait à une équation différentielle d'ordre m et ne satisfait à «ncoas équation d*ordre inférieur, si la fonction F n*a pas été prise d*ttne façon paiticulière. Ayant obtenu l'intégrale générale de cette équation, les m équations
permettent d*exprimer yi, j^f^ .. , y m en fonction de x, U, -^ .«.%■ ._/ |
Si nous appliquons ceci auxp ^ i équations différentielles entre les p fonetioai |
A(«)« A(«}t •••! />(«)t on voit qu*en considérant l'une d'elles, /il«) par exemple, comme donnée, les p — i autres s'exprimeront an moyen d'une fonction auxiliaire . ■
U («) et de ses dérivées, ceUe fonction U («} étant liée à la fonction /î (a) par une quation différentielle.
181. A la fin de son mémoire (voir p. 121), M.Darboux annonce que sa méthode permet d'intégrer toutes les équations du second ordre qui admettent une intégrale générale de la première classe. La démonsr tration que nous allons donner s*étend à des. équations possédant une intégrale d'une forme encore plus générale que celle qui est donnée par les formules (15). Soit f (%) une fonction arbitraire de a, et ^ (p) une fonction arbitraire de ^ ; soient ensuite F|, F^, ...|P* un système de k fonctions de « et de [(, définies par un système d*équations aux dilTérentielles totales :
(16) rfF/=*,[x,p,A«)r(«),.-M/^'"Wi?(p)i?m..Mt'-'(p),^
+n,[«,p/(a)/(«) /^«•(o^),?(P),?'(P)i-.i?"'W»FnFi Fi^HP
que nous supposerons complèlement intégrable, quelles que soient les foncîions arbitraires f (x) et ^ (p). Nous considérons les équations du second ordre dont Tintégrale générale est représentée par des formulei telles que
I a=V,[a,p,Aat),r(») r-"^),î(P),?'(P) ?'*'(P),F|.F,. -m' F*],
(") y=v,[a,p,Ax)r(ot) r->W,?(P).? (W ?^''W,FpF, F^],
( ^=y3[a,p,A»),r(*) r-'(»),?(P),î'(P) ^'-KWiFoF,. ...,F^],
où V|» V), Y) sont des fonctions déterminées de a, p, F|, ..., Fa-, de /"(à), f (P), et de leurs dérivées jusqu*à un ordre fini. Pour retrouver les équations de la première classe, il suffit de supposer que les fonctions FifF,, ..., Yk se partagent en deux groui>es«los unes ne dépendant que de la variable a, les autres ne dépendant que de la variable p. On peut, en eflel, supposer que, dans les formules (15), les fonctions /*, (a), ...,/*^(c) figurent seules, sans leurs dérivées ; il sufilt d'introduire ces dérivées comme nouvelles fonctions pour être ramenées à ce cas.
Pour des formes déterminées des fonctions /*(&), ç (p), F,, F,, •••« Fj^, vérifiant les relations (16), les formules (17) représentent, par hypothèse, une surface intégrale (S) de Téquation du second ordre proposée. Les considérations dont on s*est servi précédemment (t. I, n* 98) s'étendent sans difficulté à cette nouvelle forme de l'intégrale, et nous montrent que, sur la surface (S), les deux familles de caractéristiques sont précfi* sèment les courbes « = C^, et p = O*. Proposons-nous, en eflet, de calculer les dérivées successives de z par rapport à a* et à y. Les dérivées du premier ordre |} et ; se déduisent de Tidentité dx = fdx -j- idy ; or, si on rc^mplace dans dx^ dy^ dz les différentielles cfF| par leurs valeurs (16), on voit que les coefficients de d% et de <ip, renfermeront,
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outre les fonctions qui figurent dans Vp V^, Y„ les deux dérivées nouvelles /^*« ^•) (x) et ^<*+*) (p). Les expressions de p clde q contiendront
donc en général a,p,F„F,, ..., F*, /*(«) r^"**'!»), <?(p), ...•»<**•>(?);
si elles contiennent effectivement/^"*'*' *' (a) et f «" '*' *> (p\ elles sont héiéro^ ^è/iesàrintégrale, sinon elles sont Aomo^è/t^^ à Tintégrale. Connaissant p et qj on obtiendra les dérivées du second ordre au moyen des deux relations
dp = rdx + *û^y» dq == sdx -j- idy
et ainsi do suite. Si, à un moment, la dérivéc/''''"^*>(ai) apparaît dans les dérivées d'un certain ordre, les dérivées de Tordre suivant contiendront ^m + S) {q()« ..., etc., chaque différentiation nouvelle fera apparaître une nouvelle dérivée de /*(a). De même, à partir du moment où la dérivée oC^-fO^p^ fera son apparition dans les dérivées d*un certain ordre« chaque différentiation nouvelle amènera une nouvelle dérivée de 9 (p). Il peut d*ailleurs se faire que les dérivées /^**+*^(a) et ç^* "* '^(P) n'apparaissent pas simultanément; c'est ce qui arrivera, par exemple, si les dérivées du second ordre sont homogènes à Tintégrale relativement à « et hété* rogènes à Tintégrale relativement à p. Quoiqu'il en soit, à partir des dérivées d'un certain ordre, quand on passera des dérivées d'ordre r aux dérivées d*ordre r -f- 1, on introduira deux nouvelles arbitraires, une dérivée de la fonction f (a) et une dérivée de la fonction 9 (p). Les conséquences sont analogues à celles qui ont été déduites plus haut (n-98).
Nous considérons», p,F|,...,Fx-, /"(«;,.. M/'*'"U«)f-i 9 (P)« •••!?'*'(?)%•..« comme autant d'arbitraires distinctes, quoique ces fonctions ne' soient pas indépendantes. Cela veut dire uniquement que, lorsqu'on a choisi > pour un système particulier « = a^, p =r p^ les. valeurs de P|, ..., F^f des fonctions /* et ç et de leurs dérivées, jusqu'à un ordre déterminé, on peut encore choisir arbitrairement les valeurs des dérivées suivantes pour a = «0, p = Po, jusqu'à un ordre aussi élevé qu'on le veut. Ima» ginons que l'on ait écrit les formules qui donnent les valeurs successives des dérivées du premier ordre, du second ordre, etc. Si on élimine x,p, F|, ..., F^, /*(«), f («), -m f (?). ? (P)» *•••» on estconduità une infinité de relations entre x, y, ^, p» 9, r, «, <, «.^ La suite de ces • relations est identique à celle qu*on obtiendrait en ajoutant à Téquatioa du second ordre proposée toutes celles qu'on en déduit par des différen* tiations à Tinfini, puisque, par hypothèse, les formules (17) représentent rintégrale générale de cette équation du second ordre.
Supposons maintenant que l'on prenne pour l'une des fonctions, f (p) ' par exemple, une forme bien déterminée et qu'on laisse arbitraire la
if
seconde fonction /*(«)• Les surfaces intégrales représentées par les formules (17) ne dépendent plus que d*une fonction arbitraire ^ (x)« et ces surfaces vérifient une infinité d*équatioas aux dérivées partielles, qui ne sont pas des conséquences de Téquation du second ordre F =: o. Pour fixer les idées, admettons que la dérivée Z^'" '*' 'H%} apparaisse pour la première fois dans les dérivées d'ordre A + 1; alors /"î* + *>(«) figurera dans les dérivées d'ordre A -j~ ^i -«m ®tc. Si donc Ton considère les expressio ns de x^ y^ s^ et de toutes les dérivées partielles jusqu'à celles d'ordre A -f* < + i« ^^^ quantités, au nombre do
renferment w + 3 + A + t arbitraires, à savoir a, p, /"(a), f (x), ... ^i»+n {^j^^ p^^ p^^ ^^^^ p^^ L'élimination de ces arbitraires conduira donc à un groupe (G) d'au moins
<Adllill^JMli+li + 2 _ (« + 3 + A + I).
relations distinctes entre ^, y, «, et les dérivées partielles de z jusqu'à celles d'ordre A -|- 1 -f- i ; d'autre part, si on ajoute à l'équation du second ordre F == o toutes celles qu'on en déduit par des dilTérentiations successives, on forme un nouveau groupe (G'} do
équations ne renfermant aucune dérivée d'ordre supérieur à A -]-t -f- 1, et toutes les autres relations entre les dérivées que l'on peut déduire de F = o renferment au moins une dérivée d'ordre supérieur à A -f-** + i* Or, si le nombre t est assez grand, on aura certainement
il y aura donc une équation au moins du groupe (G) qui ne sera pas une conséquence des équations du groupe (G'). Soit (E) une équation do cotte espèce ; cette équation admet une infinité d'intégrales communes avec l'équation du second ordre proposée, sans les admettre toutes, et ces intégrales communes dépendent d'une fonction àrbi** traire^ (a). Comme la fonction f (p), que nous avons supposée déterminée, peut être prise quelconque, nous sommes conduits en définitiva au théorème suivant :
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Toulesleê/bisquuneéquatîondusecQnda9HlreF{x^f/jZ^p^qyr^M^t)zzz6 ^
ûdmet une intégrale générale de la forme (17), toute intégrale de cette ' l
équation vérifie une autre équation aux dérivées partielles qui a une infinité d'intégrales communes avec la proposée^ dépendant cVune fone^ lion arbitraire, sans les admettre toutes. ' >.
On conclut de là (n* 173) qu'il existe deux combinaisons intégrables " I
pour Tun des systèmes de caractérisques de Téquation F = o, et on peut - k
reconnaître quel est celui de ces deux systèmes, de la façon suivante : l ayant attribué à la fonction » (p) une forme déterminée, et laissant
arbitraire la fonction f (a), toutes les surfaces représentées par les for- ' l mules (17) vérifient, d'après ce qui précède, Téquation F = 6 et. une autre équation <l> = o, dont Tordre peut être aussi élevé qu'on le veut, formant avec F = o un système en involution. Les courbes a = C^soni
les caractéristiques de ce système ; en eiïet, si on attribue à la fonction ^
f (ai) une forme particulière et qu^on pose ensuite « = or^, en faisant i
varier Py on obtient sur la surface intégrale une certaine courbe. Si Ton ^
remplace maintenant f (a) par une autre fonction de z prenant la même '
valeur que la première, ainsi que ses dérivées jusqu'à un certain ordre, | pour a = a^i, on obtiendra une nouvelle surface intégrale qui aura avec . \
la première un contact d'un ordre aussi élevé qu'on le voudra tout le \ long de la courbe x = z^. La démonstration est la même que celle qui *
a été donnée antérieurement (t. I, n* 98). Il faut remarquer seulement '^. que le long de la courbe s = a^, F|, F,, ..., F^ sont des fonctions de la ' f
seule variable ^ définies par les équations difTérentielles ' . |
elles ne dépendent donc que de «^ et des valeurs initiales de ces fonc- ï tions pour une valeur particulière % de p, et, par suite, restent les • | mêmes pour toutes les fonctions /* (z), qui prennent les mêmes valeurs,
ainsi que leurs m premières dérivées, pour « =r a^. ^ - !
En se reportant aux résultats établis dans le Chapitre VI, on , f
conclut de là qu'il existe deux combinaisons intégrables pour les «
caractéristiques de la famille p = C*. Si, au lieu d'attribuer à la fonc- i tion 7 (p) une forme déterminée, on laissait cette fonction arbitraire en .1 prenant pour/" (z) une fonction déterminée, on démontrerait de la même façon qu'il existe deux combinaisons intégrables pour les caractéristiques de la seconde famille « = C^. Nous pouvons donc énoncer la • ^ proposition suivante :
. Toutes les fois qu'une équation du second ordre admet une intégrale . t
générafede la fonne{il)jilexisiê deux combinaisons intégrablesdisiincUs pour les équations différentielles de chaque système de caractéristiques. La proposition réciproque a déjà été établie (n* 155). On peut déduire de là de nombreuses conséquences. Ainsi nous avons vu que la méthode de M. Darboux, appliquée aux équations linéaires :
\"T" +«\ {- Ot- + CZ =zo^
oxvy * ex * og ■ '
conduit aux mêmes résultats que la méthode de Laplace. Une équation linéaire de cette forme ne peut donc appartenir à la première classe que si la suite de Laplace, relative à cette équation, est limitée dans les deux ' sens. D'une manière générale, une équation linéaire de forme quelconque ne peut appartenir à la première classe que si Tapplication du procédé de Legendre conduit à une suite d'équations linéaires qui se termine dans les deux sens.
On a vu aussi(n« 170) que réquation«=«m s n'était pas intégrable par la méthode de M. Darboux; cette équation, dont dépend la détermination des surfaces à courbure constante, ne peut donc appartenir à la première classe. Il en est de même, ainsi que Ta montré M. Sophus Lie, pour Téquation aux dérivées partielles en coordonnées cartésiennes des. surfaces à courbure constante. Les deux faits pcuventdu reste être rattachés TuB à Tautrc au moyen d'une remarque générale. Supposons que deux équations du second ordre (E), (E') soient liées Tune à Tautre de telle façon que toute intégrale de l'équation (E') puisse se déduire d^une intégrale de l'équation (E) par l'intégration d*un système d'équations diiïérentiellcs ordinaires. On peut concevoir analytiquement cette dépendance comme il suit : a*, y,' z désignant les coordonnées d'un point d'une surface intégrale de l'équation (E) exprimées au moyen do deux variables ' auxiliaires a, p, soient Il|, H,, ..., H|, t fonctions de «, p définies par un système d'équations aux différentielles totales complètement intégrable:
(18) rfHy=Ry(x,y,^j>,7,...,H,,H,,...,n/)rfa?^Sy(a?,y,j,p,g,...,H|,...,H/)d^^^
les coordonnées d'un point d'une surface intégrale de Téquation (E') s'expriment par des fonctions déterminées de œ^ y^ z^ p, 9, ..., et de H|| Hf, ...t H|.
Lorsqu'il en est ainsi, si Téquation (E) admet une intégrale générale de la forme (17), il en sera de même pour Téquation (El, car, en rem*
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plaçant a?, y, z, p, q^ ..., par leurs expressions tirées des formutes (17), on aura des formules de même forme pour représenter Tintégrale générale de l'équation (E') avec des fonctions intermédicûres nouvelles H,, ...» Il/, qu*il faudra ajouter aux anciennes P|, ..., ^k*
Il y a précisément une liaison de cette nature entre les deux équations
(E) rt — *« + a« (1 + p' + q^Y = o,
EO
dtido
= sin ».
Supposons, par exemple, qa*on ait obtenu une intégrale de Téquation (E), c*est-à-dire que Ton connaisse les coordonnées (rr, y, z) d*un point d*une surface à courbure constante en fonction de deux variables auxiliaires quelconques « et p ; d'après M. Lie, on obtiendra, par de simples quadratures, les lignes de courbure de cette surface, el on en déduira ensuite une solution de Téquation (E'). De même, connaissant une solution de Téquation (E*), on obtiendra une solution de ré.quation (E} par Tintégration d*un syslème d'équations différentielles (*).
182. Plus généralement, supposons qu'une équation du seconi ordre admette une intégrale représentée par des formules delà forme (17). mais ne dépendant que d'une fonction arbitraire ^(«),
^ = V, («, p, /•(«), r (*) /<-> Wt Fp Ff. Fit)»
^ = V, («, p, /•(»), r («)• -M r-> («)t F|, P, Fi.),
où les fonctions F|, Fs,..., F^ sont définies par un système complètementintégrablede la form3(16), oik les seconds membres ne renferment qu'une fonction arbitraire f (1). Les raisonnements employés plus haut prouvent que cette intégrale vérifie, quelle que soit la fonction /*(x), une équation aux dérivées partielles qui n'adm3t pas toutes les inté;;rales deTéquation du ssoil orJrd proposéa. Il existe donc au moins une autre équation aux dérivéespirtiiUesformant avec celle-là un systC*me en involutton. lléciproquemont, si ré4(uation du second ordre forme avee une autre équation d'ordre quelconque un système en involution, l'intégrale générale de ce système est représentée par deux relations de la. forme
(•) Dassoux, Thianê générak deê Smrfacu, Uvfs VU,
IXTtoSATIOS MS iQOAflOm,
les n fonctions /, («), ..., /. («) étant assujetties k vérifiern - 1 équatîons différentielles. Il est clair que ces formules peuvent être ramenées à la forme (19), en prenant pour la variable p une des coordonnées or, y, x. On voit donc que, si une intégrale quelconque d'une équation du second ordre appartient à un groupe d'intégrales dépendant d'une fonction arbitraire et représentées par des formules de la forme (19), l'un des systèmes de caractéristiques de cette équation présente deux combinaisons intégrables, et réciproquement. Si deux équations du second ordre(E), (E') sont liées de telle façon que toute intégralede Téqualion (E') se déduise d'une intégrale de l'équalion (E) par l'intégration d'un système d'équations différentielles ordinaires, comme on Ta expliqué tout à l'heure, et, s'il existe deux combinaisons intégrables pour l'un des systèmes de caractéristiques de Téquation (E), il en sera de même pour l'équation (E'). Lorsque la liaison entre ces deux équations est réciproque, on voit donc que, si l'une des deux équations est intcgrable par la méthode de M. Darboux, il en est de même de l'autre.
183,Lr étude de la méthode de M. Darboux suggère un grand nombre de sujets de recherches. Ainsi, il serait int^TCSsant de connaître Uiwlet les équations du second ordre auxquelles s'applique avec succès la méthode de M. Darboux, soit pour les deux systèmes de caractéristiques, soit ^ pour un seul système, ou du moins d'avoir des types do plus en plus étendus d'étiuations auxquelles s'applique cette méthode. Lorsque les deux systèmes de caractéristiques sont confondus, le problème a été complètement résolu (n* IGC); mais, dans le cas général, les solutions que l'onpossèdeparaissentextrêmcment particulières. Il y aurait aussi intérêt, en prenant un problème plus particulier, à former toutes les équations pour lesquelles il existe une inU^grale générale explicite^ c'est-à-dire telles que a;, y, s puissent s'exprimer par des fonctions déterminées de deux variables auxiliaires a, p, d'une fonction arbitraire de a et d'une fonction arbitraire de p, et de leurs dérivées en nombre fini (t. I,n* 98).
Pour bien préciser l'état de la question, nous rappellerons les résultats connus, relatifs au seul type un peu général d'équations de cette espèce qui ait été étudié jusqu'ici. Soient
les formulesqui représentent l'intégrale générale d*unc équation du second ordre P = o; on en déduira de proche en proche les expressions des
LES ÉQUATIONS DE LA PnEUIÈRE CLASSE
dérivées successives p, 7, r, «,<,..., au moyen de oc, p, des fonctions 9 (a), •} (P) et de leurs dérivées successives. Cela posé, puisque Tintégrale générale de Tcqualion considérée appartient à la première classe, chacun des systèmes de caractéristiques doit admettre une iufinité d'invariants distincts. Soient, par exemple, u et r les deux invariants les plus simples du système de caractéristiques x = C^, ceux au moyen desquels s^expriment tous les autres (n^ iG3). Si on remplace, dans Tun do ces invariants, a?, y, j, p, </, ..., par leurs valeurs, le résultat doit être indépendant de B ; on a donc« après cette substitution,
« (j?. y, -. Pi q, ...) = F [*• ? W» ?' (*)i — ]i « O^, y. ^. p» ?• — ) = * [«. ? W» ?' (*)i — ];
U| et r, étant les invariants qui jouent le même rdle pour le second système de caractéristiques ^ = C**, on aura de même
«, Or, ^, ;r, p, q, ...) = F, [p, »}. (p), f (?),...],
L*bypothèse la plus simple que Ton puisse faire est évidemment la suivante; chacun des systèmes admet un invariant du premier ordre et, en appelant u et ^(^ ces deux invariants, on a
comme on peut d*ailleurs remplacer u par une fonction quelconque de u, et U| par une fonction quelconque de u^^ il est permis de remplacer ces égalités par les suivantes:
w (-«'i y. ^1 Pt ?) = *• ''1 O^» y. -» p. 7) = P-
L'hypothèse que nous faisons revient donc à celle-ci : des formules (20) et de celles qui donnent les déri vées du premier ordre p et 9, onpeui tirer les valeurs de a et de ^ en fonction de «r, y, z^ p, q.
Pour qu'il en soit ainsi, il faut que chacun dos systèmes de caracté« ristiques de Téquationdu second ordre admette un invariant du premier ordre. On démontre aisément que cela ne peut avoir lieu que si Téqua* lion considérée est une équation de Monge*Ampère, et ces deux inva* riants u et U| doivent être en involution, [u, U|] = o. Si on fait une transformation de contact, de façon à ce que les nouvelles variables indé-
lu
pendantes soient précisément u et t/i, ré^juation prendra la forme
et on aura pour Tintégrale générale de celte équation une fonction renfermant explicitement deux fonctions arbitraires de u et de m^ respectivement, avec leurs dérivées jusqu'à un ordre fini. On est donc ramené au problème suivant, qui a fait Tobjet des recherches de M. Moutard (•):
Trouver toules les égitalions du second onli^ adineliantwie intégrale générale de la forme
^=f{^. y. X, X' Xf«>; Y, YS .,., Y<-î)
X désignant une fonction arbitraire de jt, et X', ..., ^S*^^ ses dérivées^ Y désignant une fonction arbitraire de y, 6/ Y', ..., Y^' ses dérivées.
Les théorèmes énoncés par M. Moutard ont été démontrés par M. E.Cosserat dans une note élégante ('), à laquelle nous renverrons le lecteur en résumant soulemcnt les résultats. On voit directement qu\me équation qui admet une intégrale générale de cette espèce est nécessairement de la forme
ce qui résulte aussi des raisonnements précédents. Mais le calcul direct montre de plus que la fonction f doit être linéaire par rapport à p et |Mir rapport à q séparément, c'est-a-dire «pie Téquation précédente doit être de la forme
* 4- PPÎ + «P + *7 + « = <>.
p, a, ft, c désignant des fonctions de a?, y« s. Si Ton prend comme nouvelle inconnue, au Heu de s^ une fonction • de or, y, s^ assujettie uniquement i vérifier la relation
Téquation définissant sera encore de la forme (22), mais ne contiendra
(*) Recherches sur les équatione aux dérivées partielles dm second ordre à deux tariablee indéintndantes {Comptes Hendttê^ t. LXX, p. 834).
(«) Note ajoutée au loiiie IV de la Théorie générale des Surfaces de M. Darboas, p. 4SS4Î1
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pas de terme en pq^ et admettra une solution de même forme que Téquation (22). Il suffit donc de traiter le problème pour une, équation de la formé
* + ap + *7 + ^ = <>t
où a, 6, c sont des fonctions de ^^y^ x.
Cela posé, pour que Téquation (23) admette une solution de la forme (21), il faut, abstraction faite de deux cas particuliers dont il sera question tout à riieure, que Téquation soit linéaire, ou bien qu^elle soit de la forme
nt, », i?i|, »|, CD étant des fonctions de x et de y, et c une fonction de a*, ]/, s. Si Véquation (23) est linéaire, pour qu'elle admette une intégrale générale de la forme (21), il faut et il suffit que la suite de Laplace ' relative à cette équation soit terminée dans les deux sens, et nous retombons sur une question déjà traitée. Si Téquation est de la forme (24), en prenant pour nouvelle inconnue ^c», il faudra qu'elle appartienne au type suivant :
A, B, C étant des fonctions de x et de y. Nous verrons au chapitre suivant comment une transformation simple permet de ramener Tinté* gration de cette équation à celle d'une équation linéaire. Pour que Téquation (25) admette une intégrale générale de la forme (21), il faut et il surfit qu'il en soit de même de l'équation linéaire correspondante, et on est ramené au même problème.
Si l'équation (23) n'est ni linéaire, ni du type (24), elle doit être de l'une des trois formes suivantes, dont la seconde se déduit de la première en échangeant le rôle des variables x, y.
^-r- 4- Imx -1- n) r- + '•i ^" + « = <>t ^xiy • 4)«r ' • ?y '
m, n, nti, »! désignant des fonctions de op, y et c une fonction de a?,y,x Pour que l'équation (26) admette une intégrale de la forme (21), il faut
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qu*en prenant pour nouvelle inconnue une expression linéaire par rapport i ^, et remplaçant y par une fonction choisie convenablement de y, on l'elombe sur Téquation intégrée déjà (n* 47} :
On a une conclusion analogue pour l'équation (^7). Enfin, pour que Téquation (28) admette une intégrale de la forme (21), il faut qu'on puisse la ramener à Téqualion de Liouville en prenant pour nouvelle inconnue une fonction linéaire de z. En définitive, la solution du problème de M. Moutard est ramenée h la formation de toutes les équa* tions linéaires pour lesquelles la suite de Laplace est terminée dans les deux sens.
Considérons Tensemble des équations qui admettent une intégrale générale de la forme (21) et de toutes celles que Ton en déduit par toutes les transformations de contact possibles. Nous avons ainsi une famille d'équations du second ordre admettant une intégrale générale explicite, qui sont caractérisées par la pi^opriété énoncée plus haut. : les variables auxiliaires « et p sont des fonctions (félerminiesde :r^y^ s^ p, q, La plupart des équations dont nous avons obtenu Tintégrale générale sous forme explicite appartiennent à cette famille, mais ce. ne sont point les seules. Par exemple, l'équation (.r -f- y) ' = ^^pq intégrée au n* 171 ne peut être ramenée h la forme (23) par une transformation de contact, comme on le démontre facilement, on remarquant que cette transformation serait forcément de la forme
ou de la forme
^' = Y(y)t œ' = \{x),' z'=Z{œ,îf,s).
Cependant cette équation admet, comme on Ta vu, une intégrale générale explicite; mais on a, dans ce cas,
de sorte que « et p, tout en ne dépendant que de or et de y respectivement, sont des fonctions dont Texpression varie avec l'intégrale considérée. Cette remarque conduit i poser un problème plus général que celai de M. Moutard et dont voici l'énoncé : Tro9t9er iouies let éqfiatiom du
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second ordre qui admettent une intégrale générale de la forme
IX = V, [«, <p(*), 9' (a), .,., 9""'(«)], z = V, >, p; 9 («), .... î'«>(.); t ;p) 4^)(p)],
X ne dépendant que de a, o («), ..., 9<"" (x), et y ne dépendant que de Pt I (P)i ^' (P)i •*•» 'j^""' (P)* '^ ^^^ ^^^^ 4^^ Téquation doit élro de la forme
Il peut aussi arriver qu^une équation du second ordre admette une intégrale générale explicite, sans que les deux systèmes de caractéristiques admettent une combinaison intégrable du premier ordre. Pre* nous, par exemple, Téquation
* + '**+ îg*x = o ;
il existe, pour Tun des systèmes de caractéristiques du premier ordresdeux combinaisons intégrables distinctes:
rfa? = 0,
tandis qu'il n*cn existe aucune pour le second système. L'équation (30) admet l'intégrale intermédiaire
p + qz^ = ^{x),
dont l'intégration se ramène k celle du système
dx- (fy
si on pose <fr (a?) = X^, Tintégrale générale du système (31) est donnée par les formules
<^) ) y — /'X'*rfr — SX (î - XO — a (* — X*)» = C,.
On fera disparaître tout signe de quadrature en posant X' = «, « = f '(a"), ce qui donne
X =yX' <to = «< (a) - 9' (a), fyi'^djo = «Y W - «*f ' (») + >f W- Pour obtenir Tintégrale générale de réquaUon du Moond ordre, Q
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faut éUblir une relation arbitraire entre C| et C, ou, ce qui revient au même, poser C| = p. C, = ^ (p) ; finalement, on trouve que Tintégrale générale est donnée par les formules
z = <i+p, » = ?' (*)t y = .V W - 2aç' («) + *î (») + 2 («?' W) - ?' (»)) P + ?»P'++ (W-
11 est facile de trouver, d après ces formules, les invariants du second système de caractéristiques. On a, en effet,
et, en différentiant plusieurs fois de suite par rapport à p, on a successivement
de sorte qu'inversement ^> ^i ^> ..•, s expriment au moyen de
7i /, Pg,, ... Mais, à partir de la dérivée troisième -r^j ces dérivées
ne dépendent que de p. On a donc un invariant du troisième ordre et un du quatrième ordre pour le second système de caractéristiques.
184. Lorsque la méthode de M. Darboux réussit pour les deux familles de caractéristiques d*une éuqation du second ordre, l'intégration est ramenée à celle d*un système d'équations aux différentielles totales de la forme
^ ' I + */ K y, X. X^ ..., XW; Y, Y^ Y««; *„ *„ .... *,) rfy,
qui ne diffère que par les notations du système (16) ; X désigne une fonction arbitraire de or, Y une fonction arbitraire de y, et le système est complètement intégrable pour toutes les formes possibles de ces fonctions arbitraires. Le système le plus simple de cette espèce, où n*entre qu'une seule fonction inconnue ^, et où ne figure aucune dérivée des deux fonctions X et Y.
rf» = y {«, y, j-, X, Y) <!• + ^ ( »,y, j-, X, Y) rfy,
"= — -j-zzr
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a déjà été étudié au n* 42, sous une forme un peu différente. On a vu qu*en prenant pour nouvelle inconnue une fonction convenablement choisie de or, y, ^, on pouvait ramener cette équation à la forme canonique
rfZ = X« {x) dx + Y«| (y) dy.
Nous ne connaissons aucun travail sur les systèmes les plus généraux de la forme (33). Lorsque les fonctions inconnues s%^ z^^ .,., z^t ne figurent pas dans les seconds membres, la proposition suivante permet de ramener les équations à une forme simple (*)•
Si Vexpression
i'Ki\ * ? (^' y' ^^ ^'' — ^'"^^ Y, r..., Y<^)) dx
^ ' \ + * (^. y. X. X', ..., X<^ Y, Y', .... Y^O dy,
où X est une fonction arbitraire de «?, Y une fonction arbitraire de y, et oii (^et^ renferment X et y et leurs dérivées jusqu'à un ordre déterminé,
est une différentielle exacte pour toutes les formes possibles des fonetiotîM XetY^ona
Jç dx + f dy = Jf (.r, X, X', ..., \<'^))dx +fF^ (y. Y, Y', ..., Y^^O dy
F fre renfermant que x^ X, X\ ...» X'**'; F| ne renfermant que y. Y, Y', ..., Y^\ et F 2 étant tme fonction déterminée des variables qui y figurent (*). .
Supposons, pour fixer les idées, que les dérivées de Tordre le plus '
élevé des fonctions X, Y, qui figurent dans ^ et *]», sont celles d*ordre p, de telle sorte que Tune des dérivées X^', Y^'*' entre dans Tune au moins des fonctions ^ et ^, mais qu*il n'y entre aucune dérivée d'ordre supérieur à p. Par hypothèse, on doit avoir, pour toutes les formes possibles des fonctions X et Y,
dy^ dx
(1) Bulletin de la Société nwthépnatiqut, U XXV, p. 39; 18f7* (*} La proposition s*étend sans difficulté aux expressions
f l^'*! + ft^^'s + — + f^»
où fi, 9s, ..., fM, reaferment n fonctions arbitraires Xi,Xs ..., Xm de X|, Sf, ...,«iiret» r
pectivement, et leurs dérivées en nombre fini, qui sont des dlITérentlelles totales . {
exactes pour toutes les formes possibles des fonctions arbltralfes. , . ^
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en posant
on voit que ^ ne conlicnt pas Y^+'> et que ^ ne contient pas X'''*'). Il faudra donc que Ton ait
^Y<^> "~ ' Î^X'rt '
c*cst-à-dire que 9 ne contiendra les dérivées de la fonction Y que jusqu*à celle d*ordre p — 1 au plus, et de même ^ ne contiendra les
dérivées de X que jusqu*à celle d*ordre p — J au plus. Alors -^t et
par suile -]^) doit être une fonction linéaire de X^''). On doit donc avoir * dy
eu, ce qui revient au même.
_rf r ^9 1 _
ce qui montre que /wjp est indépendant de y, Y, \\ ..., Y'**-*»,
On en déduit que f est de la forme
y=*(x,X,X',...,Xw)) + *, (x,y,X,X', ...,X"-«>, Y. Y', ..„ Y<'-«>) Xf^
et Ton démontrera de la même façon que ^ doit être de la forme
^r (y, Y. Y' YW)) + V, {X, y, X, X' X"-*\ Y, Y'. ..., Y<'-«)) Y«
+ V,(«,y,X,X',...,XO-«î,Y Y>-«»).
I-.e coefficient de X'''>Y^> est ^^,J „ dans -5^1 et ^^,,,^ ., dans '^l on
î>Y*'"'' ay ^\*^^*'. • <to
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doit donc avoir
ce qui montre que 4»| et ^| sont les dérivées partielles par rapport à X<^-*) et Y'^" •' respeclivement d*une fonction
U (a'.y. X, X'. ..., X"-*), Y, y, ..., Y"-") =f*^ rfX"'-«>+ v, rfYt^«),
La diflerentielle totale de cette 'fonction U a pour expression
et Ton peut écrire
Jl lU + f r/y = J* (U H-JV rfy + U +J*?, ^te + .f, rfy.
en posant
•fi = 'Fj -
\^x + ?X^ +••"+ JX>-«^ 7' VTiy + ÎY ^ + •••♦ + DY''-»' '^ 7
Remarquons maintenant que <f^ (fx -{- -^f dy doit £tre une différentielle exacte pour toutes les formes possibles des fonctions arbitraires X et Y, et que 9, et \^ ne renferment les dérivées do ces fonctions que jusqu'à Tordre p — 1 au plus. En répétant les mêmes opérations sur
jffdx-^—^filjf, et poursuivant l'application du procédé autant de fois
qu'il est possible, on finira par arriver à une intégrale de la forme
ffp (•»*. y» X) rfx + *, { jy, y, Y) d'y,
OÙ Fexpression f j» dx + '^p tJy doit être une différentielle exacte pour toutes les formes possibles de X et de Y. On doit donc avoir
or, ^p ne contient pas Y, il doit donc en être de même de -e^> c>8t-
à-dire que «f ^ est de la forme P (y, Y) -f- Q (x^ y). On voit de même que 9^ doit être de la forme M (j-, X) -^ N (j?, y),
et la condition d*intégrabiltté devient y~ = *^*
LHntégrale en question peut donc 8*écrire
J^pdx + '\,ily =/M{ar,X)rfa:+JP(y, Y) dy +fîidx + Qdy.
En réunissant tous les résultats obtenus, on obtient bien pour Tinté-
grale T^ dx -f- "^dy une expression de la forme annoncée.
On voit de même que, si les fonctions ^ et'f renferment une seule fonction arbitraire, X par exemple, on peut écrire
Jjdx+\dy=fY (x, X, ... X «i") <te + F, [x, y, X, ... %^'^^ . •
Remarque. — Si Ton suppose que les fonctions f et *{^ soient linéaires par rapport aux fonctions X, Y, et à leurs dérivées, on retrouve le théoréme démontré par M. Darboux (*), et qui est d*un grand usage dans. Tétude des équations linéaires. En effet, les fonctions 9 et ^ sont alors de la forme
9=A,X + A,X'+ ... 4.A^XW+BoY + B,Y'+... + B^.,Y«^«>, + = CoX + C,X'+ ... +C^-,X^''-«>+DoY + D,r+ ... +D^YW,
A/, B/, Q, D| étant des fonctions déterminées de a? et de y; si Ton pose
U=A^X'''-«)+D^Y<'-^ on peut écrire
ffdx + ^dy = l]—f^^dx + '^^dy,
f I et t|^| étant des expressions de même forme que 7 et *]r, qui ne renferment plus que les dérivées de X et dé Y, jusqu'à Tordre p — 1 an plus. En continuant ainsii on arrivera à une expression
aXiix + *Yrfy,
qui devra être une différentielle exacte pour toutes les formes possibles des fonctions X et Y, ce qui exige que a ne dépende que de la variable
(>) Leçomâ ntr ta Théane généraU dtê Surfaetê^ t II,' p. 151.
•pi^a
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.r, et que b ne dépende que de la variable y. Si ces fondions ne sont pas nulles, on fera disparaître tous les signes de quadrature, en rem-
plaçant X par "^ ^^ P^^ "7^> X, et Y, désignant deux nouvelles fonctions arbitraires de a? et de y respectivement.
La proposition est encore vraie si les fonctions f et 4» ne renfonnent qu*une seule fonction arbitraire, car cela revient à supposer que tous les coefficients A/ et Q, ou tous les coefTicients B| et D/, sont nuls simultanément.
185. On a vu, diaprés Texposilion précédente, que la méthode d*intégration de Monge, celle de Laplace et les méthodes plus ou moins par* ticulières proposées pour des équations spéciales, sont comprises comme cas particuliers dans la méthode d'intégration de M. Darboux, qui nous apparaît ainsi comme le moyen le plus puissant pour intégrer une équation aux dérivées partielles du second ordre, ou, d'une façon plus précise, pour ramener le problème à Tintégralion d'un ou plusieurs systèmes d'équations différentielles ordinaires. Dans la note citée plus haut (^), M. Maurice Lévy énonce sans démonstration une condition nécessaire et sufGsante pour qu'on puisse obtenir l'intégrale générale d*unc équation aux dérivées partielles du second ordre, moyennant l'intégration de A systèmes successifs d*équations différentielles ordinaires, comprenant chacun un nombre quelconque d'équations avec un pareil nombre d'inconnues; et il est facile de voir que le critère de M. Maurice Lévy est identique à celui que Ton déduit de l'application de la méthode de M. Darboux. Cette proposition est restée longtemps sans démonstration, et ce n'est que dans ces derniers temps que M. E. von ^Yeber(') a donné du théorème de M. Maurice Lévy une démonstration que nous allons reproduire, en la modifiant sur quelques points.
D'après une remarque déjà faite (n* 173), pour qu*une équation du second ordre F = o soit intégrable par la méthode de M. Darboux, il faut et il suffit que toute intégrale de cette équation appartienne à une autre équalion 4> = o, dont Tordre peut être quelconque, qui a une infinité d'intégrales communes avec la proposée, dépendant d^une infinité de constantes arbitrairjs, sans les admettre toutes. On peut remplacer ce critère par le suivant, dont l'énoncé a un caractère plus géo» métrique. Prenons d'abord une équation ayant ses deux systèmes de
(I) Comptée Rendue^ t. 75, p. 1094.
{*) E. vox Weikh, Ueber partielle Difforentialgleichungen. Il Ordaungidieiiclidareb gewohnliche DifTerentlalgleicliungen lategrierea lasMa {Siisttng»beriehi€ der nhiM^ tnali$ch'phtf$ikaU»ch€ datée der le. bayer. Akad, d, WisêtMchafUn, ÏÏd. XX\1,I896, 'p. 415-U7).
caracléristiques distincts, et admettant deux invariants u et 9, pour Tua des systèmes de caractéristiques d*ordre n (Cj[). Soit (Cf) une caractéristique d*ordre n de Tautre système ; le long de (C7), u et o sont des fonctions d'une seule variable indépendante, et la relation u = ^ (o) détermine la forme de la fonction ^ . Toutes les surfaces intégrales de Tcquation du second ordre, qui admettent tous les éléments de la carac* téristique (C^), sont donc des intégrales du système en involution
F = o, tt = '9(i?),
dont les caractéristiques ne dépendent que d\in nombre fini de paramètres. Or, ces caractéristiques sont précisément les caractéristique de F = o du même système que (C7), qui appartiennent aux intégrales passant par (Cî). On voit donc que, si une équation du second ordre F = o est intégrable par la méthode de Mi Darboux, Uexisie au moim un des systèmes de earaeUnslùiues d'ordre n, tel que^ si Von considère une quelconque des caractéristiques de ce système (Cî), toutes les autres caractéristiques du même système, qui appartiennent à une même surface intégrale que (Cî), ne dépendent que crun nombre fini de paramètres.
Comme les caractéristiques d'ordre n qui renferment une caractéristique du second ordre ne dépendent elles-mêmes que d*un nombre fini de paramètres, et qu'une caractéristique d'ordre n contient une seule caractéristique du second ordre, il s'ensuit que la propriété précédente s*applique aussi à l'une des familles de caractéristiques du second ordre d'une équation intégrable par la méthode de M. Darboux. U en est encore de môme pour une équation dont les deux systèmes de caracté* ristiqucs seraient confondus ; en elTet, si cette équation est intégrable par la méthode de M. Darboux, il résulte des résultats obtenus (n® 166) que les caractéristiques qui engendrent les surfaces intégrales ne dépendent que d'un nombre fini de paramètres.
La condition qui précède est suffisante pour qu'une équation du second ordre soit intégrable par la méthode do M. Darboux, Soit (G}) une caractéristique du second ordre de la famille qui jouit de cette propriété; considérons toutes les surfaces intégrales (S) qui admettent tous les éléments du second ordre de (C}). Ces surfaces dépendent d'une infinité de constantes arbitraires, et, par hypothèse, toutes les caractéristiques du second ordre de la même famille que (C}), qui sont situées sur ces surfaces, ne dépendent que d'un nombre fini de paramètres. On peut donc les regarder comme engendrées par des courbes (r), qui ne dépendent que de A paramètres, associées suivant une loi convenable,
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or, 8t Ton considère toutes les surfaces engendrées par les courbes (r), associées d'une façon absolument arbitraire, ces surfaces vériQent une équation aux dérivées partielles d'ordre A — 1,
quia ainsi une infinité d'intégrales communes avec Téquation proposée, dépendant d'une fonction arbitraire. D'ailleurs, l'équation (30) ne peut admettre toutes les intégrales de l'équation du second ordre; s*il en était ainsi, les caractéristiques de l'un des systèmes, se composant des courbes (r), ne dépendraient que d'un nombre fini de paramètres, ce qui est impossible si les deux systèmes de caractéristiques sont distincts. Lorsque les deux systèmes de caractéristiques sont confondus» il pour-' rait se faire que l'équation (36) admette toutes les intégrales de l'équation du second ordre, mais la conclusion serait encore la même. En effet, l'équation d'une surface intégrale s'obtiendrait en éliminant le paramètre a entre les deux relations
f [^'f y. ^t II (»)i II (»)i ...» h (*)] = Oi
Il (^)i II (^)f •••! Ia- [^) étant des fonctions convenablement choisies de « ; en écrivant que la surface ainsi obtenue est une intégrale de l'équation du second ordre proposée, on trouvera évidemment un certain nombre de relations entre les fonctions ^| (x),... *^k {^)»^^ leurs dérivées, de sorte que l'intégrale générale de l'équation du second ordre serait de la première classe. On peut donc remplacer le critère du n* 1 73 par le suivant : Pour qu'une équation du second ordre soit intégrable par la méthode de M. Darboux, il faut et il suffit que^ (Cf) étant une caractéristique quel^ conque de tua des systèmes (convenablement choisi), toutes les autres ea» ractéristiques du même système^ qui peuvent être situées sur une tnêmesur' face intégrale que (Cf), ne dépendent que d* un nombre fï^î de paramètres. Lorsque la propriété appartient aux deux familles de caractéristiques, la méthode de M. Darboux réussit des deux cAtév.
186. — Revenons maintenant à la proposition de M. Maurice Lévy. Étant donnée une équation du second ordre F = o, intégrer cette équation revient à trouver toutes les multiplicités composées de oo* éléments du second ordre vérifiant F = o et les relations
(38) ds=pdx + qdy, dp = rdx -{^sdy^ dq = sdx •{- idy. •
Si toutes ces multiplicités peuvent être obtenues par l'intégration de plusieurs systèmes successifs d'équations diflérentieUcs ordinaires, mal-
ir
gré renoncé un peu vague du problème, on ne peut guère concevoir la marche des opérations à eiïectuer que de la manière suivante. Après rintégraUon d'un ou plusieurs systèmes d'équations difTérenttelles ordinaires, on sera conduit à un système dcRnissant des multiplicités simplement infinies d'éléments du second ordre vérifiant les relations (38) et Téquation P = o ; soient
ces é<iuations diiTércutielles. Les fonctions 9/ dépendent de constantes arbitraires ou de fonctions arbitraires introduites par l'intégration des systèmes rencontrés antérieurement, et les multiplicités à une dimension obtenues par Tinlégration du système (39), en les associant convenable* ment, donnent une surface intégrale. De plus, toutes les intégrales, sauf les intégrales singulières, peuvent être obtenues de cette façon.
Si Ton a fixé la valeur des constantes arbitraires ou la forme des fonctions arbitraires qui figurent dans les fondions o/, l'intégration du système (39) nous donnera, par hypothèse, des intégrales de Téquation F = o. M. E. von Weber admet, et c'est là le point le plus délicat de sa démonstration, que les intégrales (S) que Ton peut déduire d'un même système (39) forment un ensemble dépendant d'un nombre infini de para-* mètres (*). Si Ton admet ce point, la démonstration est immédiate En efTet, les intégrales (S; appartiennent à une famille de surfaces engendreras par des courbes qui dépendent d'un nombre fini de paramètres, et vérifient, par conséquent, une équation aux dérivées partielles qui n'est pas une conséquence de l'équation F = o. Com*ne ces intégrales dé|)endent d'une infinité de constantes, il s*ensuit q<ie le critère pour que la méthode de M. Darboux soit applicable est toujours satisfait. On voit do plus que les multiplicités à une dimension définies parles équations (39) sont précisément les caractéristiques du seon 1 ordre de Tun des systèmes.
(^) Wici textuellement le passage du mémoire de M. E. von Weber : « Je «1 Integriiistreifea dièses Systems uirissen sich lu eîner lnle;;MlminnigralligkeU von :1) zusammenordncn und die (ilcicliuu^en (:i) uHssen allgcmein ffenftff seiu. um aile (nicht sîngiilfiren) Intégrale von (0 m dieser WVise zu liefern. Uamit nber durcti Rinfûtirung des Systems (3; in die lleçhnung eine wirklir.lie Vereinf?chung des Inlc^rationsgesch.lfts erziclt werd6, d. h. daniit die Rruiitteluns des Systems .3* nicht cin Probtcm von ebenso hûher Ordnun;( sei als die llerstelluns des (von swei arbitr.ïrrn FunSctionen cines arj^umeals abhAngendenr allgcmeinen Intégrais von (1), werden wir vcrl:mgen, dass m die linkon Seiten vua (3) ausser einer endliclien Zahl von Paramctern nurnoch die CoerUcienten hochlens einer Arbilrftreii Kimklion einef Arguments emgehen. Aus dcr en llichgliedrig<în Schaar von Inte» gralslcifen des einzelnen Systems (3'f) muss si«:h ioiîiit eine nnendllchglledrige Schaar zweifach ausgedchnier Integralmannigraltigkeilen von (1) auflrauen lasi en* da sonst die iàesamtheit der Système (3ci) nicht hinreichdn vDrJe, um das allgemeiae Integra! von (I) in dicscr Weise cntstebén zu laisoa.
Itccherclie des équations du second ordre, telles que l'une des dérivées premières de la fonction inconnue vériflc une seule équation du second ordre. — Application à divers exemples. -— Généralités sur les systèmes de deux équations du premier ordre à deux fonctions inconnues. — Cas ou Télimination de Tune des inconnues conduit à une équation du second ordre. — Exemples de transformations. — Cas des équations linéaires. — Équation adjointe. — Tran:iformation de M. Moutard. — Transformations de M. Bâcklund. — Exemple de M. E. Cosserat. — Comparaison avec la méthode de M. Darboux. — Généralités sur les transformations des équations du second ordre.
187. On a vu, dans Télude des équations aux dérivées partielles da premier ordre, le rôle important que joucla théorie des transformations de contact ; intégrer une équation du premier ordre, à une seule fonction inconnue et à un nombre quelconque de variables indépendantes, revient au fond à déterminer une transformation de contact permettant de ramener cette équation à une forme immédiatement intégrable, par exemple p^ = o. Cette théorie ne permet point une étude aussi complète des équations du second ordre; nous avons déjà rappelé (I, cha« pitre II) que dans certains cas, étudiés par Ampère et, après lui, par Imschenetsky, une transformation de contact permet de ramener une équation du second ordre à une autre équation du second ordre d^une forme plus simple, mais on ne peut jamais passer ainsi d^uue équation non intégrable par la méthode de M. Darboux à une équation inté* grable. D*une façon plus précise, lorsque deux équations, du second ordre se déduisent Tune de Tautre par une transformation de contact, si Tune d*elles est intégrable par la méthode de M. Darboux, la même méthode réussira pour la seconde après le même nombre d^opérations. Car une transformation de contact change évidemment les caractéric* tiques en caractéristiques et conserve Tordre du contact.
Nous avons déjà eu roccaston, dans le courant de ces Leçam^ d*ap* urrioMAiioii bu éqoatiosis. -« t. !!• !• .
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pliquer d'autres iransformaiions, qui ne réussissent que grâce à la forme particulière des équations auxquelles on les applique. Telle est la transformation de Laplace ; telle est aussi la transformation qui permet d*intégrer Téquation de Liouville (t. I, n* 47). Nous allons passer en revue, dans ce chapitre, quelques-unes des transformations les plus employées, en essayant de les ramener à quelques types généraux.
Proposons-nous d'abord de trouver toutes les équations du second ordre F (â?, y, jr, p, q^ r, «, l) =r o auxquelles s'applique la transformation u = r-9 c*est-à-dire telles qu*on puisse en déduire une relation
entre x^ y, 9, ê^ r, p,,, P|,, p^, et une seule, s'appliquant à toutes les intégrales de cette équation. Si Téquation proposée renferme la dérivée seconde r, on peut récrire
en prenant la dérivée par rapport à y, il vient
0>mme il ne peut y avoir deux relations distinctes entre ^f y^ ^9 P'i 9ff 'i ^ Pisf Puf P§Z9 puisque les valeurs initiales des variables or, y, jy p, 9, #, ^Pi), Po, doivent rester arbitraires, il s'ensuit que la relation (1) ne doit renfermer ni x ni p et être identique à la relation cherchée, ne renfermant que les quantités a?, y, f , 9\ I, PisiPsi* Pot* Autrement Télimination dep„ entre ces deux relations conduirait à une équation de condition entre â?, y, ^,p, f , «, I, p^,, p^,, ce qui est impossible. Pour que Téquation (1) ne renferme ni p, ni ^, il faut d*abord que Ton ait
c*est-à-dire que /* soit de la forme . .
/"=?(•«» yt ^» iN y) + ♦ K yi îi *• ;
en remplaçant /* par cette expression, on trouve ensuite que Ton doit
avoir
3><» Vf Vm Vif
djd^ dpdj dp* dpdj' . * '
et • est de la forme
f = fi («. y» ■») + A («,y) j» + fi (», y, q). .
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Il faut enfln que ^ + ^ Ç + T* P soît indépendant de p et de z\ c'est-à-dire que Ton ait
Jx«
de sorte que le coefficient de p doit être indépendant de y, et que f | doit être de la forme B (x) x -f- C (rr, y). En définitive, Téquation (R) doit appartenir au type suivant
X et X| étant deux fonctions quelconques de a? et F une fonction de ^1 y 9 9i 'v ^jàc forme arbitraire.
. Le raisonnement ne s'applique plus aux équations qui ne renferment pas la dérivée seconde r. Étant donnée une équation de cette espèce, supposons d'abord qu'elle dépende de p, on peut alors récrire
et, en diiïérentiant par rapport i o; et par rapport à- y, il vient
Ces deux équations, jointes à la relation
* (^» yi ?. *» ^ p«. Pli. p#i) = o
que nous supposons exister, forment un système de trois équations renfermant les dérivées partielles du troisième ordre. Ces trois équations doivent se réduire i deux, puisque deux des quatre dérivées du troisième ordre peuvent toujours être prises arbitrairement. Comme r ne figure que dans la première relation (1), cola ne peut arriver que si les équations (5) et (6) ne diffèrent pasrune de l'autre, ce qui exige que l'équation (5) ne renferme pas ^. On en déduit, comme tout k l'heurei que l'équation (3) doit être de la forme
X, étant unefonetioa d« œ «euleineiit.
Enfin, si une équation du second ordre ne renferme ni r, ni p, en éliminant z entre cette équation et sa dérivée par rapport à y, on obtient bien une relation entre .r, y, 7, «, I, p,,, p,,, p^,. Si Téquation ne renferme aucune des quantités 7,p, r» elle est de la formel (a?, y, «f, «,/)=: o et la dérivée q satisfait à une équation du premier ordre.
En résumé, iouie équation du second ordre^ telle qu^en prenant pour
iz nouvelle inconnue la dérivée r- on soit conduit à une nouvelle équation
du secoïuiordre. peut être ramenée à la forme.
Xr -|- Xjj) + X,» + F (a-, y, q, «, t) = o,
X, X|, X, désignant trois fonctions quelconques de » {^)*
En d'autres termes, les variables x, p, r ne doivent figurer dans cette équation que dans une combinaison linéaire où les rapports des coefficients ne dépendent que de la variable x. Toutes les équations qui ne renferment qu^une des trois lettres r, p, jr, satisfont évidemment h cette condition, quelle que soit la façon dont y entrent les autres lettres ^Y yi Ï9 'f ^« On verrait de même que toute équation du second ordre,
telle que la transformation 9 = ^^ conduise à une nouvelle équation du
second ordre, peut être ramenée à U forme
Y, Y|, Y, désignant trois fonctions quelconques de y.
188* Étant donnée une équation quelconque de la forme (8), il vient, en diflercntiant par rapport à y et remplaçant ?- par ti, s' par r-i
^^ ^ cV« ■+" ^« ix + ^«" + Ji/ "^" Ju 5;; ■'' 37S^"*" îF 5iî-^'
c'est une équation linéaire du second ordre à laquelle satisfait la fonction u. A toute intégrale do Téquation (8) correspond évidemment
(>) La proposition t*éten<l alternent aux équatloni d^orilre quelconque*
une seule intégrale de réquation (!l). Inversement, soit u une intégrale de réquation (9) ; proposons-nous d'examiner s*il lui correspond une intégrale de Téquation (8). Une lelle intégrale devant satisfaire à la relation
est nécessairement de la forme
(10) z -fudy + ^ (a?),
<^ (â?) désignant une fonction de x^ et y^ une constante que Ton choisira de telle façon queu soit holomorphe dans le voisinage. Si on remplace z par Tcxpression (10) dans le premier membre deTcquation (8)Jerésul* tat de la substitution est indépendant de y, puisque la dérivée de ce premier membre par rapport à y est identiquement nulle, diaprés la façon même dont on a obtenu Téquation en ti. Pour que ce résultat' soit identiquement nul, il sufilra donc qu*il soit nul quand on y remplace y par y^, c'est-à-dire que Tenait
respectivement t*i V"' 5" P^"' V ^ ^t* ^^ définitive, si u (op, y) esi une intégrale de Péquaiion (9)^ la formule
^.=fudy + ♦ {a),
représente une intégrale de Véqiîaliàn (8), pourvu que 4» {x) soit une inU^ grale de téqucUicn (11). . ......
Si X n*est pas nul, à toute intégrale de l'équation en w correspondent une infinité d'intégrales de Téquation en z^ dépendant dé deux' cons* tantes arbitraires, qui s'obtiennent par une quadrature et par Tiniégra-' tion d'une équation diiTércnlielle linéaire du second ordre, où le second membre seul est variable avec tf. Si X est nul et X| différent de zéro, à toute intégrale de l'équation en u correspondent une * infinité d'inté*
*'oi (s~~ } ' ( V) ^^^'{t^^^^^ 1^^ fonctions de x auxquelles se réduisent
grales de Téquation en jr, dépendant d'une constante arbitraire» qui s'obtiennent par des quadratures. Si X et X| sont nuls et X, diflercnt de zéro, les intégrales des deux équations (8) et (9) se correspondent • une à une ; a toute intégrale de Féquation en u correspond une seule intégrale de Tcquation proposée qui s'obtient sans aucune quadrature, car cette équation nous donne
Enfin, si l'équation (8) ne renfermait ni »% nip, ni x, la dérivéeti=^
vérifierait une équation du premier ordre et à toute intégrale de cette équation en u correspondraient une infinité d'intégrales de l'équation en £, représentées par la formule (10), où 4» (a?) est une fonction arbitraire deœ» '
189. Un grand nombre de transformations connues se ramènent à la précédente. Prenons, par exemple, une équation de la forme
on prenant pour nouvelle inconnue n = —• la méthode conduit à l'équation
où on suppose t et ^ remplacés par ^ et ~ Cette équation peut elle-
même se ramener à une équation linéaire par la transformation de Legendre. L'ensemble de ces deux transformations revient à prendre pour nouvelles variables t , f et v == 9 — &r — ty^ ce qui ramène l'intégration de l'équation proposée à celle de l'équation linéaire
y» _ if y» a/' y»
il* S j»3< "** 3< a«« ~" ® •
c'est précisément la méthode employée par Legendre (*). Etant donnée une équation linéaire
0) aUMre dt rAcadémU dtê Menceê; 17S7,
pour pouvoir appliquer l'une des transformations précédentes, il suffira de faire disparaître l'un des trois coefRcients a» d, c, en changeant d*abord x en X (a?, y) z^ la fonction X (a?, y) étant choisie convenablement. Par exemple, en remplaçant z par z^<J^ et prenant pour nou-
velle inconnue "^^^'^ on retrouve précisément une des transformations de Laplace. Pour pouvoir faire disparaître le terme en z de Téquation (12), il suffit de connaître une intégrale particulière jr,. Eii eiïet, si on pose d*abord jr = ^^Z, la nouvelle équation en Z, devant admettre la solution Z = i, est de la forme
Î>»Z , A Î>Z , „ JZ
et on peut prendre pour nouvelle inconnue r- où r—
Si, par exemple, on prend pour nouvelle inconnue r— i on sera
conduit à une nouvelle équation linéaire de même forme que Téquation (12), pourvu que A ne soit pas nul. Pour Tobténir facilement, il
suflit d'éliminer ^^ entre la relation (13) et sa dérivée par rapport à y.
Mais on peut aussi se dispenser de former l'équation (13) ; on a, en effet.
te
et, comme on peut toujours multiplier la fonction inconnue par une fonction déterminée de x et de y, on en conclut que le produit
^* iy ~ "** ôy '^ >y
satisfait aussi à une équation linéaire du second ordre. Par isonséquenii si jTi eMi une intégrale particulière de Féquation (12), VexpreeeUm
OÙ z ett rintégrale ginéràU de liquation (12), représente Pintégralé
générale cTune équation linéaire de même fof*me (*)
à toute intégrale de Téquation en u correspondent une infinité d*intégrales de Téquation en jr, dépendant d'une constante arbitraire, qui 8*obliendraient par une quadrature. On serait conduit à une autre équa* tion du second ordre en prenant pour nouvelle inconnue
Si Ton connaît plusieurs intégrales particulières jr^, z^^ ...,r/deréquation (13), on peut appliquer plusieurs fois de suite des transformations analogies, et les combiner avec des transformations de Laplace. En partant d*une équation linéaire telle que (12), on peut donc former une infinité d*équations linéaires de même forme dont l'intégrale générale a pour expression
iz . . ^ y^z . ^ îjr . . ^ J*jr
• = A' + B|JS + - + ^'-S? + ^«5ï, + - + <^-Jl?'
A, B|, ..., Bm, C|, ..., C« étant des fonctions déterminées de â;et dey, et z Tintégrale générale de Téquation (12) . Une étude très complète de ces transformations a été faite par M. Darboux (*)•
La transformation par laquelle on ramène Téquation de Liouville
f r= «*^ à Féquation r--r- = hu ^j ainsi que la transformation de Laplace, se rattachent au cas où les intégrales des deux équations se correspondent une à une. Ainsi, dans le cas de Téquation de Liouville, on a les deux relations
« qui donnent u en fonction de z et inversement,
190. La transformation précédente conduit, dans certains cas, d^une
équation linéaire à une équation non linéaire ou inversement. Reprenons
(•) UvT (Locm), « Sur quelques équntlons linéaires aux dérivéei partielles du second ordre » (Journal dt VEcolt polytechnique^ LYl* cahier, ISSS). 'éi^) Théorie générale deêSurfiieeê^ %,Ut chnp,ym, >
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une équation linéaire : r
et prenons pour nouvelle inconnue o le logarithme de x; il vient, en divisant par a",
et réliminatîon de v conduit à une équation du second ordre en «| ; cette équation prend une forme plus simple si on pose encore «| -f* A = e^\ u étant la nouvelle inconnue, et il reste, toutes réductions faites :
A et A étant les invariants de Téquation (15)
La correspondance entre les intégrales des deux équations (15) et (17) est résumée par les formules
à toute intégrale de Téquation en t correspond une intégrale al une' seule de Téquation en u » tandis qu*à une intégrale de Téquation en u
La nouvelle équation ne contenant ni v, ni ^p^i ni r-^9 on peut ^
jyt'— r — i
prendre pour inconnue une des dérivées r-y ^* Posons, par exemple, 9| = — ; on tire de Téquation (16)
?E = _ iJl!!L±!,
correspondent une infinité d'intégrales de Téquation en jr, qui s'ob* tiennent par une quadrature.
On peut ramener à la forme (17) toutes les équations .
A, B, C étant trois fonctions quelconques des variables x^ y. Si, en effet, on remplace dans cette dernière équation u par u -f* log B, elle devient
c'est une équation de la forme (17) où on aurait
A = AB
Les caractéristiques des deux équations (15) et (17) se correspondent et chacun des systèmes admet une combinaison intégrable. Si la méthode de M. Darboux réussit pour Tune des deux équations, elle s'applique aussi à Tautre. Supposons d*abord qu'il existe deux combinaisons intégrables pour Tune des familles de caractéristiques de Téquation en i« *
ix'
iflP*
is
diaprés les formules' (18), u s^exprime au moyen ded^^ y, jr, r-i et on dé-
duira de f (or, y, u, ...} un invariant d^ordre n 4- i pour* les caractéristiques du même système de l'équation en x. Réciproquement, si la
X étant une fonclion arbitraire de or, et Y une fonction arbitraire de y (n^ 183).
Remarque. — On peut ramener facilementréquation (t9) à la forme canonique indiquée par M. Moutard. Si on change d'abord u en ti -{- / (^« y)« on fera disparaftre le terme C (a?, y) en prenant pour tSp^ y) une solution
de Téquation ^-^ -f- C (â?, y\ = o. En changeant ensuite A en — A et
B en — By on pourra écrire Téquation '
[.es invariants de Téquation linéaire correspondante ont pour valeurs :
oxoy
réquation linéaire
yr _ >logB 3^ ABj-
a précisément ces invariants, et la correspondance entre les intégrales des deux équations est définie par les formules
méthode de M. Darboux s'applique à Téquation en z^ c'est que la suite ; de Laplace, relative à cette équation, est terminée d'un côté, et Tinté-
grale générale de cette équation contient une fonction arbitraire et ses f
dérivées débarrassées de tout signe de quadrature, tandis que Tautre «
fonction arbitraire figure en général sous de pareils signes. Il en est de \
même, d'après les formules (18), pour l'intégrale générale de Téquation - [
en u, ce qui suffit à prouver que cette équation peut être intégrée par l la méthode de M. Darboux (n* 181).
On voit de même que, si la suite de Laplace relative à l'équation ^ linéaire est terminée dans les deux sens, la méthode de M. Darboux
s'applique aux deux familles de caractéristiques de l'équation en u, et i réciproquement. Dans ce cas, l'intégrale générale de l'équation (17) est
de la forme - ]
(«» j&y-è^A*")+ryt»'-) = «- . ■ ■
On pourrait aussi ramener l'équation (30) à l'équation linéaire
d»dy
X, > loar A î»i à n
âT. ^* -T^ — ABjt, = o ;
on passe du reste de l'équation (21) ù l'équation (23) par les formules
Jy
Considérons encore l'équation
où X (», y) est une fonction quelconque de ar, y; on pourrait prendre pour nouvelle inconnue p ou y, mais, pour arriver à une équation plus simple, nous poserons p=u*,q=z »», ce qui nous donne
L'élimination de t» conduit à l'équation linéaire
ixijf 2 J, ^ — ^« = o»
et celle de ii à une autre équation linéaire
î«îy 2 Jy îar"^""*-
Considérons, par exemple, l'équation (25).; si » {x, y) est l'intégrale générale de cette équation, l'intégrale générale de l'équation proposée est donnée par une quadrature
Les invarianU de l'équation (25) ont pour valeurs
AsX,
2 J«Jy »
(*) BmUeltn d« la SoeUli nuithimatiqut, L XXV, p. 96-41.
.1 . ^ .-»*a-- ... ,^*ii- ^.Jrii,: jù^.::^
^-^'*rm<^Jr-j
mÊm
ceax que Ton en déduit par rapplicalion de la première transformation de Laptacei et qui sont les mêmes que ceux de Tcquation en v, ont . pour valeurs
on voit qu'ils sont identiques à ceux de Téquation (25) pris dans Tordre inverse. La suite de Laplace relative k cette équation linéaire ne peut donc se terminer dans un sens sans se terminer dans Tautre sens, d*après les formules de récurrence qui donnent les invariants des équations de la suite (n* iOi). Lorsqu'il en est ainsi, Téquation proposée (S4) appartient à la première classe (n* 184). Reprenons, par exemple, Téquation intégrée plus haut
on a ici X (a?, y) = z — . .^ » et l'intégrale générale de Téquation (25)
est
X et Y étant deux fonctions arbitraires de a; et de y respectivement. On en tire
comme on Ta déjà obtenu directement.
192. 11 peut arriver, dans certains cas, que la transformation qui consiste à prendre pour nouvelle inconnue une des dérivées partielles du premier ordre de la fonction inconnue primitive réussisse plusieurs fois successivement. Ainsi, dans Téquation de M. Beudon (n* 112)«
« — ï^ = ïV(yi5)'
qui ne contient ni p, ni r, on peut poser } = #•,© étant la nouvella inconnue, ce qui nous donne • = •"0^ = ^^* ^ équation propo«
sée peut s*écrire» ea divisant par a",
et en différentiant par rapport à y on a une équation du second ordre en V qui est de la forme -
étudiée également au n* 167. On peut appliquer la même transforma-
«ht
tion à la nouvelle équation en posant r- = u ; Féquation 8*écrit en effet
et, en éliminant e* entre cette équation et sa dérivée par rapport à y, il reste une équation de la forme
^x^y ~" ^x * Y' "• cV V/
qui admet une intégrale intermédiaire du premier ordre dépendant de deux constantes arbitraires (t. I, n* 92),
193* En combinant la transformation qui vient d*étre étudiée avec une transformation de contact, on est conduit à des transformations d*apparence beaucoup plus générale. Pour en donner un exemple, considérons une équation linéaire quelconque
(27) Ar + iB« + a + Dp + Ef + F* = o,
OÙ A, B, C, ..., F sont des fonctions de œ^ y, et proposons-nous de trouver tous les systèmes de trois fonctions c, p, y ^® ^9 y« ^11^^ qu*eo prenant une nouvelle inconnue
(M) « = «p + pî + TfX,
tf vérifie une équation du second ordre. On peut d^abord, en changeant M en Xr, supposer qu*on a ramené « à la forma
si on choisit ensuite deux nouvelles variables indépendantes n, Ç, telles que l vérifie la relation
Téquation (27) se change en une autre équation linéaire
et l'on a (I, n* 51)
A, = Ap» — 2B«p 4- C«»,
tandis que la formule (28)' prend la forme
On peut évidemment négliger le facteur K (;, r^^ et tout revient à chercher dans quel cas la transformation v = r-i appliquée à Téquation
(27)\ conduit à une nouvelle équation du second ordre. Pour qu'il en soit ainsi, il faut et il suffit (n* 187) que les rapports des coeflicients de
rr^i rry S soient indépendants de ir). Supposons d'abord que A| ne soit
pas nul ; en cherchant les intégrales de Téquation (27)^ qui sont indépendantes de >), on est conduit à une équation linéaire du second ordre ' dont les coefficients sont indépendants de t^. Il existe donc deux intégrales dUtincles de Téquation (27)' pour lesquelles on a t« = o ; et inversement,
cela ne peut arriver que si les rapports des coefficients de c^t -r^* z sont
indépendants de ->). En revenant à Téquation (27), on en conclut que» lorsque Ap' — 2Bap -f" ^*' ïCe%i pas nul, pour que la fonction u = a/> 4* P9 4* T''^ vérifie une équation du second ordre, il faut et il suffit que Téquation «p + P9 4* V^ = ^ admette deux intégrales dis*' tinctcs de Téquation (27). La forme générale de u est donc
Il = X («, y)
Pt
A (o?, y) étant une fonction quelconque de w^ y, et X|, s^ deux inté*
grales dislincles de (27). Les fonctions n, p, y élanl données, on peut reconnaître sans aucune intégration si u est de cette forme. Pour qu*il en soit ainsi^ il faut en eiïet que les deux équations (i7) et u = admettent une intégrale commune C|jr, -}- C^z^, dépendant de deux constantes arbitraires, c'ést-à-dire qu'elles forment un système complètement intégrable.
Si Ton a A| =1 Ap' — 2Bap 4~ ^^' = ^» ^' faudra que, dans Téquation
(27)\ le rapport des coeflicientsde ^ et de jr soient indépendants de -i^. Si
le coefficient de c^ n*est pas nul.Téquation (27)' admet une intégrale pour
laquelle on aura u == o ; Téquation (27) doit donc admettre aussi une intégrale pour laquelle on aura.xp -{- p^ -f* yjr = o, et les rapports des coefficients seront définis par les deux relations
Ap« - 2Bap + Cp» = o, «Pi + Pîi -f- T^i =î o,
X| étant une intégrale quelconque de Téquation linéaire* On a une troisième espèce de transformations en supposant que les
coefficients de ^^^ ^^ v ^^^^ "^'^ ^^^^ Téquation (27)'; on retrouve
ainsi, il est facile de le voir, les deux transformations de Laplace, gênéralisées par Legendre (n* 113).
Remarque I. — Il peut arriver que, dans certains cas, la transformation (28) ramène à Téquation (27) elle-même ; do toute intégrale de Véquation linéaire on peut alors déduire, par l'application répétée de la formule de transformation, une infinité d'autres intégrales. Par exemple, étant donnée une équation
f 4* ûi> + *? = o»
si on prend pour inconnue q = u^ Féquation en u est en général différente de l'équation, en z; pour que les invariants des deux équations pris dans le mémo ordre soient les mêmes, il faut et il suffit que l'équation proposée soit de la forme
. f + XYp + X,9 =1 0.
X, X| étant des fonctions de œ^ et Y une fonction de y. Si jr est une intégralei -rp ^ est aussi une intégrale. Une équation du second ordre
t -}- ap -|- *ç + c jr = o
peut être ramenée à la forme précédente, pourvu que les invariants h et k soient de la forme :
et inversement.
Remarque II. — Les transformations précédentes des équationslinéaires ramènent, dans certains cas, l'intégration d'une équation linéaire à celle d'une équation plus simple, ou possédant des propriétés toutes différentes de celles de la première. L'exemple suivant offre un grand intérêt dans la théorie des surfaces. Étant donnée une équation . de la forme
si on la rapporte à ses caractéristiques, c'est-à-dire si on prend pour variables indépendantes deux fonctions p (jt*, y), f^ (a?, y), telles que Von ait
iu-
la nouvelle équation a, en général, ses invariants A et A inégaux • Mais si, auparavant, on a pris comme nouvelle fonction inconnue une des dérivées partielles pou g, puis qu'on rapporte la nouvelle équation k ses caractéristiques, on est conduit à une équation à invariants égaux» Le calcul se fait très simplement de la manière suivante ; de Téquation r = A/, on tire
dy iof
• ix ^y
et, si on prend comme variables indépendantes p et p|, ces relations deviennent
Dp <)a? * 3pi i^x \^f ?y "■ 5p| îy /
5g3£j^Jp3£j ^^_l2£ ^ •
. 5p îy ?pi 5y ^ 5; Jur *' Jp| i»/
mplaçant J^ P*^^ V5^ J^ ®^ ^^ P*f — N^ ^> ^^ ^^ ^^^ • . , • i
en re
isrrtoitiTiosi dis Aquatioxs. — t. II.
IT
et réli mination de Tune des fonctions p et q conduit à une équation à invariants égaux pour déterminer l'autre fonction inconnue. Toute équation linéaire de la forme
dont les caractéristiques forment sur le plan des x^yMH réseau orlhogonal« se ramène à la forme r = X^ en prenant pour nouvelles variables m 4* 'y et 07 — ty, et par suite à une équation de Laplace à invariants égaul*
Remarque III. — Il peut aussi arriver que Ton puisse combiner quelques-unes des transformations précédentes. Ainsi, étant donnée une équation linéaire
si l'on prend comme fonction inconnue le rapport des dérivées u = ^i
on en déduit pour u une seule équation du second ordre. La valeur de ti . peutf en effet, s'écrire, en tenant compte de Téquation elle-même,
or, on a vu (n* 189) que, si on prend pour inconnue p, on a encore une équation linéaire de la forme de Laplace. Si, dans cette seconde équation,
on prend ensuite comme inconnue — r^-^ (n* 190), on trouve une Iroi-
s ième équation du second ordre non linéaire. La suite de ces deux transformations est évidemment équivalente, en négligeant une transformation
ponctuelle, à celle qui consiste à prendre ^ pour nouvelle inconnue*
On peut arriver plus simplement k Téquation en u ; de Téqualion proposée et de la relation q = pti, on tire en effet
logp = — (^
et la condition dUntégrabilité donne une équation da second ordre en m
<bpdy ■ ^ V •« /
A toute intégralo de réqnalion en s correspond une seule intégral»
««.«^^ '■, T— ,-' r-' "- ^ ^--i^t ;».CKrfhiAi*RMâ;^w^tefe^f;:ac»«.-ak #^4*: ifci-«L'>a. ,
^aa*y*>»t s » i ' M fm j f ' » * .^ti»i » ' -*--^
de réquation en ir^ tandis qu*à une intégrale de Téqnalion en u correspondent une infinité d'intégrale» de Téquation en jr, dépendant de deux constantes arbitraires ; si ^| est Tune d'elles, toutes les autres sont de la forme A^^ + B, A et B étant les deux constantes arbitraires.
194. L'étude des systèmes formés de deux équations simultanées du premier ordre à deux fonctions inconnues conduit aussi, dans certains cas, quand on élimine Tune des fonctions inconnues, à deux équations du second ordre qui s'intègrent en même temps. Soient
) ^« i^' y' '' "' 5^' JP' Si* j^j = «• ( ^» V''' ^' '' "' ^' W 5^' 5p) = *»
deux équations simultanées du premier ordre à deux fonctions incon^ nues z et te. Pour éliminer l'inconnue z, imaginons les deux équations (29) résolues par rapport aux dérivées partielles de x,
la condition d'iutégrabilité -^ = -^i où
djf îy T" îx ^* "^ ^u >y "^ j /Jm\ ^ar^y "'' ^ /Jjm\ Jy»*
e ^» ■*' ?jr ' • "•■ îtt J« "•" j /Jm\ ^«» T" /îtt\ ÎBPÎy*
dx
nous conduit à une relation de la forme
d*où on tirera x et, en écrivant que cette valeur de t vérifia les deux équations proposées, on a deux équations simultanées da troisièiM ordre auxquelles doit satisfaire la fonction u ; à toute solution da eesys*
tème correspond une seule valeur de x qui est donnée par la formule (31).
On s'est borné, dans cet aperçu sommaire, aux circonstances les plus générales ; il nous faut maintenant examiner les cas particuliers qui peuvent conduire à une équation du second ordre. Nous supposerons d'abord que les équations (29) peuvent être résolues par rapport aux dérivées partielles de z ; on peut toujours écrire la condition d*intégrabilité (31). Si cette condition renferme Tinconnue z et quelquesunes des dérivées du second ordre de tf , nous retombons sur le cas qui vient d'être examiné. Si la fonction 4 ne renferme pas z^ mais contient quelques-unes des dérivées du second ordre de te, on voit que la fonction inconmte u doit satisfaire à une seule équation du second oixlre^ et qu*à toute intégrale de cette équation correspondent une infinité de fonctions z^ dépendant d'une constante arbitraire. Ce sont les deux seuls cas qui puissent se présenter lorsque la condition d'inlégrabililé renferme quelques-unes des dérivées du second ordre de u (*).
RBMAnQCB. — On peut former la condition d'intégrabilité (3i; sans
avoir à résoudre les équations (29) par rapport à y* et ^* Si, en effet,
on différentie ces relations par rapport à â? et à y et qu'on élimine les trois dérivées du second ordre de j'entre les quatre équations obtenues.
(>) Pour (|u*anciiiic dérivée du second ordre de u ne figure dans la condition dlutégnibllité (31), Il faut et il suffit que le système (30) soit de la forme
wr
Iî; =/('. y» 5, il) jj + y (x, y, «, «),
si la condition dlntégrabilité renferme s, en écrivant que la valeur de z ainsi obtenue vérifle les deux équations (30), ou a, pour déterminer m, deux équations du second ordre. Si la condition dHntégrabilité ne contient pas s, Tinconnue u doit satisfaire à une équation du premier ordre. Nous laissons de cdté le cas exceptionnel et facile & examiner où la condition dlntégrabilité des équations (30) serait vériflétt Identiquement.
Pour que les équations (29) puissent être ramenées & la forme (30)', Il faut que la
déterminant ci-dessous, où Ton a mis p, q, p\ q\ au lieu de ^t n ^^f ^t
V* vjf e* vif
dp ^g •"
•oit nul identiquement, quels que soient > et /&. Les systèmes (29), pour lesquels ca déterminant est identiquement nul, forment une classe toute particulière, auxquels on ne peut appliquer les théorèmes gènérani de Cauchy. •
,J ^tMJk.O'T,' .MJ'».i3,-^sa. *,umA
■îhs»^
ikl4 i^ • V \0* i . m^\
■■ rmm t •<'i> /> » ^ e v.^ -->a. «iCEn^ba^J*»' ï<"44ap*.>V^~,.l
on aboutit à la relation suivante, en supposant que le déterminant fonc* tionncl de F| et de Fj par rapport à ^ et — nVst pas nul.
iz iz
OÙ on a »•=: r-i a = r-»
W/ "" ?a? "^ >jr' + dti ^x "*" ^/2»M\ >a?« "*" . /Dtt\ ÎjcV
W/ ~ î>y "*" î-ar ^ + 5tt :^y j/^'X ^^^V 3^^\ ^*
L'éliminalion de p et g entre les trois équations (29) et (32) conduira a la condition d'intégrabilitc (31) ; si on peutéliminor à la fois les trois quantités p, g, x, on trouvera une équation du second ordre pour déterminer tt.
Passons au cas où les deux équations (29) ne peuvent pas être résolues par rapport aux dérivées partielles de z. On en déduit alors, par l'élimination de ces dérivées, une nouvelle équation de la forme
(3tt 3tt\
si cette relation ne contient pas jr, Tintégration du système (29) est ramenée ainsi à Tinlégration de deux équations du premier ordre successivement et, en particulier, la fonction inconnue u satisfait à une équation du premier ordre. Si la relation (33) contient ^, on peut l'écrire
et le système (29) peut être remplacé par un système de U forme soir vante
iz iz 9tC )tt^
_, / îjr îjr in ou\
ftfyijimitJin imiBiMfcrTir iiarw- mm
rélimination de z conduit immédiatement à une équation du second ordre enu, à moins que f ne dépende pas des dérivées de u« et a loule intégrale de Téquation en u correspond, d'après la seconde des formules (34), une fonction z bien déterminée de a?, y.
On voit donc que, dans certains cas que nous venons de préci ser, rélimination de Tune des fonctions inconnues entre les deu x équations (29) conduit à une équation du second ordre pour Taulre inconnue. Il peut arriver que le fait ait lieu, quelle que soit celle des deux incon* nues que Ton élimine, et Ton a ainsi deux équations du second ordre liées de telle façon que Tintégration de Tune entraine celle de l'autre • Plusieurs cas sont encore à distinguer : 1* il peut se faire que les intégrales des deux équations se correspondent une à une ; 2^ il peut se faire qu'à une intégrale de Tune des équations, la première, par exemple, corresponde une seule intégrale de la seconde, tandis qu'à une intégrale de la seconde équation correspondent une infinité d'intégrales de la première, dépendant d*une constante arbitraire ; 3® cnfîn, la correspondance peut être telle qu'à toute intégrale de l'une des deux équations correspondent une infinité d'intégrales de l'autre équation, dépendant d'une constante arbilraire..Nous donnerons des exemples de ces trois cas»
195* Lorsque les intégrales des deux équations du second ordre se correspondent une à une, les équations (29) peuvent être mises sous la forme
quelles que soient les fonctions ^et 9,11 est clair que rélimination de r conduit à une équation du second ordre en u et l'élimination de ti à une équation du second ordre en ^, à moins que l'une de ces fonctions ne renferme aucune dérivée, et que les intégrales des deux équations se correspondent une à une. Par exemple, supposons que les fonctions f et f soient linéaires
a, S, c, ii|t &|t C|, étant des fonctions de â?, y ; en éliminant successive* ment les deux inconnues, on est conduit à deux équations linéaires do
Ml II» nr n t' r ,M * » I ■ . I .«^ • ^■ « ij»»»^faj»^ >va»-
i» ! "r f inivi^Vi I rt a iO fc M II i.ri 'il ' iii I ' l 'il I « > I «I I w^i m i ^i i ni f i Wî iih r i i>i i *r _ _i j, .
second ordre^et la Iransformalion par laquelle on passe de Tune àVautre »
est identique, en réalité, à Tune des transformations de Laplace, sous t
sa forme la plus générale (n^ 141). Pour avoir une transformation de |
Laplaçe proprement dite» il faudrait que les formules précédentes se réduisent à Tune des formes ci-dessous
De même, en partant du système
3m 1 , /iz\
où log désigne le logarithme népérien, si on élimine j' on trouve Téquati on de Liouville, et si on élimine ti, Téquation
— — * — • ^xijf Sa?
Prenons un cas un peu plus général ; si les formules (35) sont de la forme
rélimination de u conduit i une équation du second ordre
=/"(*' y. ?.à+5Îp + 5Î')'
qui, résolue par rapport à «, peut s'écrire (37) M« + Np4-P = o,
M, N, P, étant des fonctions de a^ y, z^ q. Inversementi étant don née une équation de la forme (37), cherchons 8*il est possible de la ratta* cher à un système tel que (36). On voit d*abord, d'après la façon mémo dont on a obtenu Téquation (37), que la fonction j (â?, y, x, q) doit saiis-
* = att + *5=;. « = tt,ï + ^, . I
faire à la condition .
supposons qu*on ait obtenu une fonction 9 satisfaisant à celte condition, ce qui revient à intégrer Téqualion différentielle du premier ordre Mrfgr + Hds = o, et soit ^ la valeur commune des rapports précédent», de telle sorte que Ton ait
îj_
= îxM,
Sî on pose u = f{r, y, z^ q), il vient
et Téquation (37) résulte de Télimination de u entre les deux équations
si on substitue dans la seconde la valeur de q tirée de la première, on a une nouvelle relation
Lorsque jr ne figure pas dans cette équation, on a une équation du premier ordre pour déterminer u, et l'équation proposée est intégrable par la méthode de Monge. Ce cas particulier écarté, on voit que le système (38) est équivalent à un système analogue au système (36) ; l'élimination de u conduit à Téquation proposée, tandis que rélimination de s donne une équation du second ordre en m
OÙ M|, N|| P| sont des fonctions de «, y, «S xZ(*)*
(■) La transformation précédente a été indiquée par Imtchenetiky (p. SSt de la traduction de HoQel; Archive* de Grtfaerl, t UV}«
fwiimw i
Cet exemple a été généralisé comme il suit par M. Gomes Teixeira(*). Prenons le système suivant
rélimînalion de x conduit à uao équation du second ordre en w, linéaire par rapport aux dérivées du second ordre
du du
A, B, C étant des fonctions de a?, y, u, ^ï ^1 tandis qn*eii éliminanl u on parvient à une équation en x
qui, résolue par rapport à «, peut s'écrire
M et N étant des fonctions de x^ y, jr, 9. Inversement, étant donnée une équation de la forme (-li), pour qu'on puisse la rattacher à un système tel que (39), il faut d*abord que la fonction ^ (.r, y, Zy 47) vérifie la rela*
tion N r^ — M rî = o, ou que Ton ait CQ cz ^
= |iM.
Soit f (âp, yi jr, f ) une fonction satisfaisant à cette condition. Si on prend pour nouvelle inconnue u = f (jp, y, t, 9), il yient
(I) Comptet Rendus^ U XCllI, p. IM ;.1 novembre 18SI.
et Téquation [il) résulte de réliminalion de u entre les relations
mais de la première on tire
et, en remplaçant j' et / par ces valeurs dans la seconde, elle devient
Si cette dernière relation contient z^ on en tirera
et on aura bien un système de la forme (39), de sorte que u vérifiera une équation telle que (iO). Si F ne contient pas ^, on voit que tf vérifie une équation du premier ordre, et Téquation proposée admet une intégrale intermédiaire du premier ordre dépendant d*une fonction arbi* traire. On peut énoncer ce résultat comme il suit Soit Véquation
M« + Np + |(a?, y, j', 7, = o, où M éi N sont des /onctions de or, y, ^, f ; si on pose
M 5= y («, y, *, ç), où f détignt um totulion d« TiquaHon
o satisfait à une équation du second otxlre^ linéaire par rapport awo dérivées du second ordre^ dont t intégration entraîne eeUe de ta proposée^ ou à une équaiion du premier ordre. r ■
fca«f:-Kj*aiW Tvmd
;.AàiktAjKj! ^ WS
>fc''i.iyiÉ'>Ti>i
l-i.Mf.flKT^ii' 1. Wn-mtV'.2JtfJLl'm'~-,^'--:4miari^zf:Mf-y^ .
196* Lorsque le système ^35) est de la forme générale, c^est-à-dire lorsque f contient les deux dérivées <"* T" ©^ 9 ïcs deux dérivées ^» ^t
^ ' ex ôy ^ OX Vj/
les équations du second ordre auxquelles conduit Télimination de Tune des inconnues sont encore d'une forme particulière. D*une façon un peu plus générale, étant donnée une équation du second ordre
F (^» Vf ^1 P» ^^ ♦% •» = Of
proposons-nous do reconnaître si elle résulte de Télimination d^une ik)connue auxiliaire u entre deux équations de la forme
^ l 5jr ^Jr du 5tt\
\ ^ ex cy ex cy}
Il suffit, pour cela, de remarquer que, quaiid on élimine u, les dérivées du second ordre r, <, t ne figurent dans le résultat que par les deux
combinaisons ^r+^s, ^«-|"a^'î l'équation proposée (42), quand
on y regarde x^ y, ^, p, q comme des constantes données et r, <, I comme des coordonnées courantes, doit donc représenter un cylindre ayant ses génératrices parallèles à une droite située sur le cône qui a pour équation «* — rt = o. Cette condition est suffisante; en effets si elle est remplie, Téquation proposée peut 8*écrirè
F| (Mr + N«, Mf + N/, w, y, x, p, q) = o.
M et N étant des fonctions do x, y, ^, p, q. Déterminons une fonction ? (^t y% ^f Pt i) P^ 1^ condition
et posons u = f (jp, y, z^ p, q) ; on aura
jA étant une fonction de rv, y^ z^ p^ q, et Téquation (44) prend la forme
de sorte que Féquation (44) provient bien de l'élimination deti entre les deux relations
w = ? («1 y» ^1 Pi 9)1
*• v«' y- '' *»' «' îis^' j^j = <»•
Il pourra maintenant arriver, dans des cas très étendus, que Télimination de z conduise auFsi à une équation du second ordre en h; c'est ce qui aura lieu si on peut éliminer p et q entre ces deux relations, ou p, 9 , z entre ces deux équations et la condition dlntégrabilité établie plus haut. Il en sera ainsi, par exemple, si Téqualion proposée ne contient pas z et si on prend, ce qui est possible, la fonction ^ indépendante de jr.
s Une équation linéaire par rapport aux dérivées du second ordre
Hr -1- 2K« + Ll + M == o
peut être considérée de deux manières différentes comme Téquation d^*un cylindre ayant ecs géncratrices parallèles à une droite située sur le cAne s^ — ri = 0. Pour appliquer la recherche précédente, soit X une racine de Téquation du second degré
X» — 2KX -f- IIL = oî
Téquation (M) peut s'écrire
Hr + )« + r{II« + XO + M = o,
et il faudra déterminer la fonction ^ {x^ y, ^, p, q) par la condition que Ton ait
La fonction f ayant été choisie de cette façon, si on pose
M ss f («, y, J(, p, j),
, . : 'n^îT'wr^^m-y^-^*f!9v^f^-
réquation linéaire (46)' résulte de réliminalion de u entre les deux équations
tt = y (x, y, jr, p, q),
et on aura à examiner si réliniination de s conduit aussi à une équation du second ordre en u (*).
197« Lorsque les équations (iO) peuvent être résolues par rapport
aux dérivées partielles — » ^i et ne peuvent pas Tétre par rapport aux
dérivées de z, en négligeant les cas exceptionnels que nous avons laissés de côté plus haut, le système (29) pourra s*écrire sous Tune ou Tautrc des formes équivalentes ci-dessous
(du — = /-(a:, y, ^, «, p, î),
Télimination de z conduit toujours à une équation du second ordre en u de la forme considérée tout à Tlieure. Si Téquation
ne contient pas u^ on aura aussi pour z une équation du second ordre qui sera linéaire en r, <, /. C'est ce qui aura lieu certainement si les fonctions /*et ^ ne contiennent pas t(. A toute intégrale de Téquation en u correspond une seule intégrale de Téquation en ^, tandis qu'à une intégrale de l'équation en z correspondent une infinité d'intégrales de réquation en tf , dépendant d'une constante arbitraire.
(I) Le cai particulier oii H, K, L, M ne dépeodent pai de ;, et o& on prend aussi la fonction f indépendante de 2, a été considéré par M R Liouville (Compte* Heudite, t. XCVlll, p. 216, 569, 723; 1884). Ou trouvera d'autres cas particuliers étudiés dans un mémoire de M. Gomes Teixelra : € Sur rintégratlon d*une classe d*éqaa* lions aux dérivées partielles du second ordre » {Builelinê de P Académie de Belgiq^^ 3*série,t. ill.p. 486;i8li}. «
w^^'-'^^i^t^mi^ ^n^mim^mm m» ■ ■ w n
A ce cas se raltacheni les formules (18), qui établissent le passage de r équation. (15) a FéqualioD (17) (n^ 190). Il en est de même des forr mules
3£ _ 1 /^ll^•
qui conduiraient de l'équation (24) à Téquation (25). Lorsque les équations (29) peuvent être résolues, soit par rapport i
T- et ^j soit par rapport à r— et r-i si l'élimination de chacune des
dX Ojf "^ ■^■^ OX Vjf
deux inconnues conduit pour Tautre à une équation de second ordre, ces deux équations sont nécessairement linéaires par rapport aux dérivées du second ordre, et à toute intégrale de Tune déciles correspondent une infinité d'intégrales de Tautre, dépendant d'une constante arbitraire. On obtient des transformations de cette espèce en partant des deux
• .. I .. . . î^ ?i' ?u Jw
relations arbitraires entre x. y, r-» ^^» ^»T"»
^ vx vy ox vy
pourvu que ces relations puissent être résolues, soit par rapport à ^ et r-i soit par rapport « C" ©^ ~*
Un exemple remarquable et bien connu de cette dernière classe de transformations est fourni par le système
Ji + 2S = »"» ('-")•
qui se présente dans Tétude des surfaces à courbure constante (*). Quand on élimine ti, on est conduit à Téquation
0)^ABBOUi, Thiwit générale dtê Surface*^ t lll, p. 4)S et tulvaales.
i_ 1. ii^aillMlf^'--' -«■--» -J
I iiij<i/MiKii< jr«"ii nwé
Mitifc 9i fWMMrifaaià
et, quand on élimine s^ on est conduit de mènie à Téquation
^-r- = T sin 3» ;
de toute solution z de Féquation (50) on peut donc en déduire une infinité d'autres, dépendant d'une constante arbitraire, par Tintégralion du système (49), où Ton considère u comme la fonction inconnue.
198. Après ces généralités, nous allons étudier plus spécialement le cas où les formules (29) sont linéaires par rapport aux deux fonctions inconnues z et u et à leurs dérivées. Nous pouvons tout d*abord écarter le cas déjà examiné (n* 193) où ce système ne pourrait être résolu par rapport aux dérivées partielles d'aucune des deux fonctions inconnues, et écrire ces équations
vU , ^ t vZ , ^ vZ .,
^ loi ^^ • * ^^ •
oc, ^, Yi •••! ^11 'ni étant des fonctions de x^ y. Pour que Télimination de u conduise à une équation du second ordre en z^ il faut et il suffit, c omme on le voit facilement, que Ton ait
^y ix
ou
si on multiplie les deux équations (Si) par e~^ on- peut les écrire, en posant 10 =s €^,
les coefficients p, y, S, ..., ir|, n'ayant plus les mêmes valeurs que plus haut; Télimination de u conduit toujours à une équation linéaire dn second' ordre en z; si on suppose qu'on ait fait disparaître leienne indépendant de z dans cette équation, en changeant j' en ^ •!- ^|, on
CllAPlTRe IX
et en remplaçant u par u -f- <o(o' on fera disparaître i| et ii\^. On peut donc toujours, sans restreindre la généralité, supposer les formules qui définissent la transformation ramenées à la forme
Pour que Télimination de z conduise aussi à une équation du second ordre en », on a deux cas à distinguer suivant que fl^ — Syi- ^^^ ^^^ ^^ ne Test pas.
Si Y^i — Sy, = o, il en sera toujours ainsi, car on pourra tirer x en
fonction de r<,. r— 9 ^~ et, en remplaçant z par celte valeur dans Tune des
deux équations, on sera conduit à une équation du second ordre en 11. Etant donnée une équation linéaire du second ordre en x
Ar + Bs + a + Dp + Eç + F^ = o,
pour trouver toutes les transformations de cette espèce qui conduisent de cette équation à une autre équation du second ordre en ff, il faut ridentifier avec Téquation du second or4re
obtenue par Télimination de u entre les formules (53) ; ce qui donne les relations
Yj 8, — Y — S '^' *^ ?.» «)y "^x ^y "^ î» Sy ABC D ~~ E — F ~ '
auxquelles il faudra joindre la condition fi, — y,$ = o. On tire de là
7, = Ar, 8, = Y + Bo, = 8 = — C»
Y» +'Byp + AC»» = o.
ce qui nous donne les valeurs de* y» t« Yi« 'it
et par suite
— BdzS/B* — 4AC
Yi = A»,
B=bVB»— 4AC
les signes ± étant pris en même temps dans y et S,. II vient ensnit*
ir 9
ix*
et, en portant ces valeurs de p, p, « Tt Ti * ^« ^i ^^^^ ^^ dernière relation r^ — '^=^ Fv, il reste une équation linéaire pour déterminer Tincon-
nue auxiliaire v,
îy
& toute intégrale de cette équation correspondent deux transformations distinctes de Véquation proposée (54).
L*équation (55) est appelée Téquation adjointe de Téquation linéaire (54) ; elle exprime que le produit
V (Ar + B« + C/ -f- Dp + Ey + Fj-)
peut être mis sous la forme
^-^ iV
P et Q étant des fonctions de a?, y, z^ p^ q; on aurait pu récrire immé^ diatement en remarquant que le produit précédent doit Atre ég^ à
ix 3y
Dans le cas d*une équation linéaire de la forme de Laplace
« -|- ap -{- AjT +^ =^ o.
on doit faire A = C = o, B = 1, D =: a, E =s 6, F s c, et Téquaiton adjointe devient
Cette équation joue un grand rdie dans Tétude des équations linéairaei et nous renverrons le lecteur au chapitre iv du tome II de Touvragé
lirrtOftATlOll MM tQOATIOllS. — T. IL il '
de M. Darboux. Je rappellerai seulement la propriélé suivante qui so vérifie immédiatement; les invariants de Téquation adjointe sont les mêmes que ceux de Téquation proposée, pris dans Tordre inverse, de sorte que, si la suite de Laplace relative à Téquation (56) se termine d*un côté après un certain nombre d'opérations, la suite de Laplace relative à Téquation adjointe se termine dans Tautre sens après le même nombre d'opérations.
Revenons au problème proposé; dans le cas de Téquation réduite (36), si V| est une intégrale particulière de Téquation adjointe, on a pour p, Y, S, Pi 9 Yn ^1 ^^^^ systèmes de valeurs
de
p = -^ — bv„ p, = «r„ y=:y, =8=o. 8,=»,; P =7 — ^"v Pi = ""« "~ 7Û^* Y = — "p Y, = 8 = 8, = b, et la formule qui donne u a l'une des formes suivantes
d*où Ton déduit facilement que u vérifie une équation de même forme que z (*)•
199* Supposons maintenant que, dans les formules (53), y^i — 7i' soit dilTérent de zéro ; on peut alors résoudre ces équations par rapport
à T- et T-f et former la condition pour que l'élimination de z conduise
à une équation du second ordre' en ti. Cette condition peut s'obtenir très simplement comme il suit; si, en éliminant z^ on obtient une équatt(»n en u du second ordre, il est clair que cette équation doit admettre l'intégrale particulière u = <i>. A cette valeur de u correspond une valeur de ^, dépendant d'une constante arbitraire, qui doit satis* faire aux deux équations
Et
(>) Cet tranifor mations ont été indiquéei par M. Dorboax {ThéoHê générale dtê Surfaeu^ U II, p. 18t), ainsi que des transformations beaucoup plus générales.
il faut donc que la condilion d^intégrabilîté de ce système soit vérifiée identiquement. Cette condition est suffisante ; en eOet, soit z^ une inté* grale de ce système diflcrente de zéro : si on remplace z par xx^ les coefficients p et p^ de z disparaissent dans les nouvelles formules de transformation; on peut donc écrire les formules ^) sous la forme
oïl Y, S, Y|, S| n ont plus la même signification. Il est évident» d'après ces formules, qu'en éliminant z on arrivera à une équation du second ordre en ti.
Étant donnée une équation en z telle que (54), pour trouver toutes les transformations de Fespècc précédente que Ton peut appliquer à cette équation, il faut Tidenlifier avec Téquation obtenue par Félimination de u entre les deux relations (58).. Pour faciliter le calcul, nous ferons d'abord le changement de fonction inconnue ^r^ z^ x', et, en désignant par p', q\ r\ «', t' les dérivées de z\ et par P|, Ji, r|, «,, /| les dérivées de ^|, les deux équations à identifier sont les suivantes
(59) x,(Ar'+B«'+C0 + lDx,+îAjj,+Bî,)p'+(Br,+Bp, + 2Cî,)^
+ (Ar, + B», + C/, 4- Dp, + Ey, + F^,) *' = o.
il faut d*abord que z% soit une intégrale particulière de Téquation proposée (54) et, de plus, que Ton ait'
dt. 3t
Kzi
B*, — Oi ~ 2Ap, -f By, + D*, "~ Bp, + 2Cf , +Ejr,
= ôr-r-^r-VôT = ».
Oa en tire
Y, s= A*,», l, = y 4- B*,», %=z— Cr,»,
JMâ^m^imkutt'tm ■ r
' 1, "ifcifiM
'■■>■* hi f.a^^.^
et réliminalion de y conduit à une équation du second ordre en v
da?dy
îy
nous retrouvons encore Téquation adjointe de Téquation proposée. Connaissant o, on aura y par une quadrature, et on en déduira ensuite Yi, S, S|. Ainsi, pour pouvoir appliquer une transformation de la forme (58) à une équation linéaire donnée, il tuffii de connaître une intégrale particulière de t équation proposée et une intégrale particulière^ de Véquation adjointe.
A tout couple de solutions (^|, 0|) de Téquation proposée (54) et de son adjointe (55) correspondent encore une infinité de transformations difTcrentes, dépendant d'une constante arbitraire, car y est donné par une quadrature. Dans toutes les équations en u .que Ton peut ainsi déduire d*une équation linéaire donnée, les rapports des coefficients des dérivées du second ordre, senties mômes que les rapports des coefficients homologues dans Téquation en ^, de sorte que les caractéristiques sont les mêmes pour toutes ces équations. Si Ton suppose que les deux familles de caractéristiques de Téquation proposée sont distinctes, quand on ramène cette équation à la forme
' + «p + ftg + c^ = o.
par un changement de variables, Téquation en u prendra elle-même la forme
et les formules (58) seront remplacées par des formules analogues, où Ton aura S = yi = o. Si la suite de Laplace relative à Féquation se termine d*un côté après n transformations, il résulte d*un théorème rappelé plus haut (n* 181) que la suite de Laplace relative à Féquation (62) se terminera dans le même sens après n + * transformations au plus ; mais il peut se faire aussi que cette suite se termine après n tranaformations seulement, ou même après moins de n transformations (*)•
(>) On pourra coniulter sur ce lujet un Mémoire de M. R. Uoavina : € Sur les formel intégrablei dei équations linéaires da second ordre » {Journal dé tScoU polytechnique^ LVl* cahier, p. 1 ; iSStt).
Voir aussi le Mémoire déjà cité de M. Burgalti {Annatt di Uatemaliea^ t XXIll, S* série).
-n '--^ - ^ - -^ . .. é . ".-j--... ....^.'^..- ■* .^ .>>-■«> ..'W J» A^ >- ->>i.T.j-.'-'. «Aw.:i.a^.e.^_U^^Sw^- z- •y* ^-
soient z^ une intégrale particulière de cette équation et 0| une intégrale particulière de Téquation adjointe
on a
Yi = o, 5| = Y -|- riJTi, J = o.
et u est donné par une nouvelle quadrature
ce qui peut encore 8*écrire, en remplaçant t| par y -(* ^l'^i ^^ intégrant par parties.
Exemple, — Étant donnée une équation de la forme ' \
si ^1 est une intégrale particulière, r| = c-^ est une intégrale de r équation adjointe, comme cela résulte de Fidentité
il suffit donc de connaître deux intégrales particulières ou même une
s eule de Téquation (63) pour pouvoir en déduire une transformation de la /
forme (58).
Bornons-nous maintenant au cas d*une équation réduite I
(64) «4- ap + ftg-f-cjr=:o; |
»»- ^ -fc X
Ti't 1 r - * * ' '■'-- —■-*■» -
■^rmntrf' «m ■■> fg- -i , n,^
Posons
to
= iz Uc, — ^) dx — v^ {q + az) dy\
d'après ccqu*on a vu au paragraphe précédent, to salisfail à une équation linéaire de même forme que z^ dont y est une intégrale particulière W|, correspondante àTintégrale particulière r, de Véquation proposée, et la formule qui donne u peut s'écrire
u w^z — toz
dx
— WZ,
to
la transformation par laquelle on passe de Téquation en ^ à Téquation en u est donc une combinaison de deux transformations déjà étudiées. A tout système de deux solutions particulières, Tune de Téquation en ^, Tautre de ré:|uation adjointe, correspondent, comme on Ta déjà remarqué, une infinité de transformations de Tespèce précédente, dépendant d*un paramètre arbitraire, puisque y ou te, dépend encore d*une constante arbitraire.
htant données deux équations linéaires telles que Ton passe de Tune à Fautre par une transformation de la forme
où, pour plus de symétrie, nous remplaçons y et t| par X et ji., soient (E)réquation en jr, (E)' son adjointe, (E|) Véquation en ti et (Ei') son adjointe. Les invariants de Téquation (E) ont pour valeurs
jn
ÏX Vk
,i-X (X-Hi)
ces invariants ne changent pas quand 00 multiplie X et ji. par un môme facteur constant ou qu*on leur ajoute une même constante. Remarquons maintenant que, si Ton échange X et (&, ces deux invariants
ne font que s'échanger, et il en est évidemment de même pour les invà* riants de Téqualion en u. Donc, si dans les formules (66) on échange X et jA, les deux équations (E) et (E|) sont remplacées par deux équations respectivement équivalentes à leurs adjointes ; nous disons que deux équations sont équivalentes quand on passe de Tune à Tautre en multipliant la fonction inconnue par une fonction de x^ y, C9nvenabl6'ment choisie, c*est-à-dire quand elles ont les mêmes invariants. .
En particulier, si on suppose (i. = — X, les invariants de Téquation (E) ne changent pas quand on permute > et |«. ; elle est donc équivalente, à son adjointe, c'est-à-dire à ses invariants égaux. Il en est évidemment, de même de Téquation en u. Cette propriété est le point de départ des . belles recherches de M. Moutard sur les équations k invariants, égaux («).
La remarque qui précède conduit à une conséquence intéressante. Soit (E) une équation linéaire
* + ^P + *î + ^-^ = Oi
dont on connaît une intégrale particulière z^ ; soit de même v^ une intégrale particulière de Téquation adjointe (E)'.
En appliquant la transformation considérée qui correspond aux deux solutions -s^i, Tf, et en fixant la constante d*intégration qui entre dans X = Y, on parvient à une certaine équation (E|). Supposons maintenant que Ton applique la transformation à Féquation adjointe en échangeant le rùle des deux solutions z^^v^; la nouvelle valeur Y|de y est, comme le montre un calcul facile,
et on aura de même, pour la nouvelle valeur de tp
Yi '+ «^1^1 = — Y-
(>) MocTARD : « Recherches sur les équations aux dérivées partielies du second ordre à deux variahles indépendantes » {Comptes Rendue^ t LXX, p. 834 ; 1810) ; e Sur la
construction des équations de la forme - TZ^ ^ ^ ('« y)« 4^ admettent une intégrale
générale explicite s (Journal de VEcoU polytechnique^ XLY* cahier, ISTS).
Voir aussi le chapitre sur les équations à Invariants égaux dans le tome II de la Théorie générale de$ Sur/àcee de IL Darbonx,
&W»WC^^>««<
II» m'tm I T - • • ' '•* ^ •«- ■
■JiiiftTJfc* If
La nouvelle équation en u s'obtiendra donc en changeant X en ji. et ji. en X dans les formules (66) qui conduiraient à la première ; elle aura par conséquent les mêmes invariants que Tadjointe de la première. Ainsi, quand on échange les deux éqttalions (E), {E)\ ainsi que les deum intégrales '|, Vn les deux équations enu auxquelles on parvient sont telles que Vune d^ elles est équivalente à V adjointe de t autre.
Par exemple, si Téquation (E) est identique à son adjointe, et si on prend r| = jr|, les deux transformations sont absolument identiques et conduisent, par conséquent, à la même équation en u ; cette équation, devant être équivalente à son adjointe, a donc ses invariants égaux. Nous retrouvons, sous une autre forme, le théorème de M. Moutard. L*équaUon étant de la forme
soit jTi une intégrale particulière ; si on prend v^=z x^^ il vient
et, en prenant pour y Ift valeur — -^) il reste S| = -^* Les formules de
transformation deviennent alors, en remplaçant u par — ^
ce sont précisément les formules qui définissent la transformation de M* Moutard!
La proposition si curieuse de M. Moutard se trouve ainsi rattachée à une propriété générale de cette classe de transformations.
201. On peut se proposer, sur les transformations précédentes, un grand nombre de problèmes. Cherchons tous les cas où les deux équa-
ti ons que Ton ramène ainsi Tune à Tautre ont les mêmes invariants. Comme on peut multiplier les deux fonctions ti et jr par des fonctions
quelconques de «, y, sans changer les invariants des équations linéaires
. «l<.M*ll».JÏ.i&~'^ Ai
.■««fift »■■ at i
" *'* ^' **^ "-^ * 1^ t>^ > > '-^f VS -.to
correspondantes, on peut écrire les formules de transformations
(67) soient
>^ ■^-« 5y «^ Jy •
les équations (E) et (E|) ; on a
>-T- +«A-+*Â- = Ot AT* + <*• r* + ^« c = ^
ft =
Du
et, pour que les invariants soient les mêmes, il faut et il suffit que Ton ait
Do? Da? dy ^
c'est-a-dire que Hi — a soit une fonction de y, et 6| — & une fonction de œ. On en déduit, pour X et pi, les relations
ce qui montre que X et ji. sont de la forme suivante
|i = Fi (a?) *! (y),
Ces conditions sont suffisantes ; on peut en effet écrire alors les formules (67)
9m vv ^^
ex VX
9w vv ^^
îy dy
X et Xi étant deux fonctions de x^ et Y, Y| deux fonctions de y, ou, en remplaçant z par ^r-y* jr, puis changeant X| en «?* et Y| en ^t
tMrf«> .j.Ci.'^ ^4 ..^ :>.r ift. ^— i^ ^i
-"»-«••'•-''*• *— -1 jj
ou encore
Les deux fonctions x et u| vérifîent une même équation du second ordre
xx; ao
cVc>y XX, — YY, ;^x ^ XX, — YY, ;)y
et, si Ton connaît Tune de ces intégrales, on aura la seconde au moyen d*une quadrature
^ = x;Y;jx-5:^''*"+Y5^''y'
étant donnée une équation de la forme (68), si Ton connaît une intégrale particulière, remploi répclé des for mules (G9) et (70) permettra, en général, de calculer une tnCnité d'autres intégrales de la même équation. J^*cquation (68) peut encore s'écrire
EtM
FM
SI aucune des fonctions <ft (x), 4>,(y) ne se réduit à une constante, et qu'on prenne 4 {x) et ^| (y) pour nouvelles variables indépendantes, l'équation en prend la forme suivante
, + JLÙÛ.p4.±M.y = o; .
les équations de celte espèce ont été étudiées par M. Le Roux dans sa thèse (•).
202« Les transformations des équations du second ordre que nous venons d'étudier (n* 191 et suivants) appartiennent à une classe plus générale de transformations considérées par M. Bâcklund (*)• Étant
(>) Annales de tEcole Normale^ iSSS. .
(^) DXcKLuxo, € Zur Tlicorîe iler partienen Diffcrcntialgleichung erster OrdniiBg » {HaihemaiiMche AnnaUn^ t XVU ; iSSO) et « Zur Théorie der Kiachentninsfbrma* tlonen » (/^ftf., t. XIX ; I8SS).
nà.
jMMrfM**
1 f tpWÉwi bW irbrttif '1
données deux équations simultanées du premier ordre
OÙ z^ z' sont les deux fonctions inconnues, p' et q' les dérivées partielles de y, et un système d'intégrales
considérons les deux surfaces (S) et (S') représentées par ces deux équations respectivement. Si nous faisons correspondre les points de ces deux surfaces qui sont situés sur une même parallèle à Taxe des z, les équations proposées (71) établissent deux autres relations entre les éléments correspondants du premier ordre de ces deux surfaces. En généralisant la question, on est conduit au problème suivant, que s'est proposé M. Bâcklund : {S) el (S') désignant deux Murfaces dis^ tincles^ peut^on établir entre les points de ces deux surfaces une corres* pondance telle que les éléments correspondants du premier ordre des deux surfaces (x, y, z^ p, q) et {x\ y\ z\ p\ q') vérifient quatre relations distinctes données à C avance ?
Soient
ces quatre relations. Lorsque deux d'entre elles se réduisent k x' =ix^y' sz y,- on retombe sur un système de deux équations simultanées du premier ordre à deux fonctions inconnues, et on voit qu^aucune des deux surfaces (2) et(ZC')ne peut être choisie arbitrairement . Il en estde même dans le cas général. Si on suppose, en effet, que ^, x\ jf^ z' aient été exprimées en fonction des deux variables indépendantes a? et y, on déduit p' et q' des relations
et en remplaçant p'et^' par leurs valeurs tirées de ces formules dans les' équations (72), on est conduit à un système de quatre équations stmnl* tanées aux dérivées partielles du premier ordre , entre deux variables indépendantes x^ y, et quatre fonctions inconnues x^ x\ ff^ z\ L'élimination des trois inconnues x\ y\ z\ conduira donc à une ou plusieiirs
équations aux dérivées partielles auxquelles devra satisfaire z^ considérée comme fonction de x^ y. Ce sont ces équations qu'il s^agii de former* •
Nous supposerons que du système des quatre équations (72) on peut ti rer les valeurs de quatre des variables x\ y\ z\ p\ q\ en fonction de x^ y» f t Pf 9 et de la cinquième variable du même groupe; autrement, r élimination de x\}/^ z\ p\ q' conduirait à une ou plusieurs relations entre x^ y, z^ p, j, cas que nous écarterons. 11 peut encore se présenter deux cas ; si les équations (72) peuvent être résolues par rapport ip', 7' et deux des variables x\ y, z\ on peut supposer ces équations résolues par rapport k p\ q\ x\ y', car, si elles étaient résolues par rapport à p\ q\x\z\ par exemple, il suffirait de prendre x' et z' pour variables indépendantes et de regarder y' comme fonction inconnue de ces deux variables pour être ramené k ce cas. Si on ne se trouve dans aucun des cas précédents, on peut tirer des équations (72) x\ y\ z' en fonction de x^y^ z^ p, 9, et il reste une seule équation renfermantp'et q\
* («I yt i'i p. q ; »'• y\ ^\ p% çO = <> ;
on voit facilement que, dans ce cas particulier, qui est Tanalogue du cas traité plus haut (n* 191), z^ considérée comme fonction de x et dey, doit satisfaire à une équation du second ordre. En effet, des formules qui donnent o^, y, 1^,
(74) x' = f I (x,y,^,p,g), y' = 9i(«,y,T,p,î), z' = f i(aî,y,jrj>,j), on tire, en portant dans la relation dz' = p'dx' -j- q'dj/^
où
si on porte maintenant les valeurs de x\ y\ z\ p\ q\ déduites des formules (74) et (75) dans Téquation 4» = o, on est conduit k une équation du^ second ordre pour déterminer z comme fonction de x^ y. A toute surface (S) les formules (74) font correspondre une seule surface (£')•
fh*i ■ I I m' •■»
■ in 1 1 iiiiirrf '
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TR.ViNSFORMATIONS DES ÉQUATIONS DU SECOND ORDRE 285
Prenons le cas général où les équations (72) peuvent être résolues par rapport à x\ y^, p\ ç',
en remplaçant a7\ y', p^ 9' par /*|, /*|, /,« /i dans la relation da' = pVo/ -{* 9^V'^ ^^ arrive à une équation aux différentielles totales
(76) Prfy + Qrfjp-f Rrfy = o,
où P, Q, R sont des fonclipns de x^ y, z^ ^, p, 9, r, <, I. De plus, les dérivées du second ordre r,«, /ne figurent que dans Q et R et y entrent linéairement; en formant la condition dlntégrabilité de cette équation
on vérifie aisément que les dérivées partielles du troisième ordre de s^ disparaissent, et F est linéaire en r, #, /, ri — s^. Il peut encore se présenter deux cas :
1* Si Téquation F = o contient s\ en écrivant que cette valeur de x' vérifie Téquation aux différentielles totales (76), on est conduit à deux équations simultanées du troisième ordre pour s. Toute intégrale de ces deux équations donnera une surface (S), à laquelle correspondra une seule surface (S');
2* Si Téquation F = o ne contient pas z\ on a, pour déterminer jt, une teuîe équation du second ordre linéaire en r, #, /, ri — t*. Toute intégrale de cette équation donnera une surface (S)« et il lui correspondra une infinité de surfaces (S'), dépendant d*une constante arbitraire, qui s*obtiendraient par Tintégration de Téquation aux différentielles toUles (76).
203. Pratiquement, il n'est pas nécessaire de résoudre les équations (72) par rapport à p\ q\ x\ y\ et on peut obtenir la condition d*intégrabilité (77) par un procédé plus élégant('). En différentiant l^s équations proposées (72), il vient
(i) Dasboox, fhiùrU générale dee SurfaeeÊ^ t III, p, 439 et tulv.
«•«••"^ '•• »-«.-«•«■«?■=»•—<**.«•>*••» * ^ jkij M •«»^«*«**' ' i .♦— «.«.t I Ml >•"« .-^«'«'.i^ . i>*> '^«'«^wvrfM' ..BkanCMvX .«^ «^# M- f - ■■ mU '^îtm ^iffmiti ^.a "* t^n it TVr* *-'^' ^'''^• ^'■•-'^ rl'^'r'i CtlO 'Jt
ces équations, résolues par rapport à iLl\ dy^ dp\ dq\ nous donnent pour dp' et cKgr' des résultats delà forme suivante
Udq' = Ldx' + Mc/y',
où H, IC, L« M« N sont des fonctions linéaires de r, *, /, ri — s*. Pour que p' et / soient les dérivées partielles d'une même fonction inconnue par rapport à x' et j/, il faut évidemment que Ton ait K = L. En développant les calculs, on arrive à la condition suivante, qui a été donnée par M. Bâcklund,
OÙ on a posé
et où le crochet [F<F>] a le sens habituel
L^DScmble des cinq équations (72) et (78) forme un système équiva lent aux équations (72)et(77). Si on peut résoudre ces cinq équations par rapport à x', y, x\ p', q\ en écrivant que les valeurs trouvées satis» font à la relation
ils' = p'dx' + q'dj/',
on est conduit à deux équations du troisième ordre en ^ ; si on peut éliminer x\ j/, y, p\ q\ ce qui arrivera si, en tirant quatre de ces variables des relations (72) et les portant dans la condition (78)» la cinquième variable du ménie groupe disparait du résultat, on trpuTiO pour ji une seule équation du second ordre linéaire en r, «» I, ri -7- «*. -
204. On voit doQC que, sous certaines conditions que nous venons de préciser, on déduira des équations (72) une eeule équation du second ordre pour déterminer x comme fonction de œ^ y. Cela peut arriver dans deux circonstances différentes, qui se distinguent de la façon
>■» *^irafc» <na I >*■» fc ifcjia». fcV ^.^^^.^jy ^..^^ « • « *. . *1MI fciiiW
205« En dehors des cas examinés plus haut (n* 191 et 8uivanU)i on n*a étudié jusqu'ici qu'un petit nombre d'exemples de la transformation générale. M. Backlund a appliqué sa théorie & la recherche de deux surfaces (S), (S'), se correspondant de telle façon que la distance de deux points correspondants M, M' soit constante, et que les deux plans
suivante : dans un cas, à une surface (S) correspond une seule surface (S'} qui se réduit de (S) sans aucune intégration; dans Fautre cas, à une surface (S) correspondent une infinité de surfaces (S'), dépendant d'une constante arbitraire, qui s'obtiennent par Fintégration d'une équation aux diflerentielles totales.
Les deux circonstances s*étaient déjà présentées dans la discussion du système (29) (n* 194).
Lorsqu'on trouve aussi pour s' une équation du second ordre, on a obtenu de cette façon deux équations du second ordre, en général très diiïérentes Tune de Tautre, telles que l'intégration de Tune conduit à celle deFautre, et la transformation définie par les formules (72) s'appelle une transformation de Backlund, Remarquons que, lorsqu'à une surface (S) correspondent une infinité de surfaces (£'), dépendant d'une constante arbitraire, l'équation du second ordre en z est une équation de Monge-Ampère. Lorsqu'à une surface (S) correspond une seule surface (S'), on voit aisément que l'équation qui définit jr représente, quand on y considère x^ y, ^, p, q comme des paramètres et r, «, I comme des coordonnées courantes, une surface réglée ayant pour cdne directeur le cône s'— r/=o.En eflet, avec ces conventions, lesrelations (75)repré- ;
sentent bien une droite parallèle à une génératrice de ce cdne, cette '
droite dépendant de deux paramètres p' et ^' liés par la relation (73). L 'élimination de p' et de q' conduira donc à l'équation d'une surface réglée. Une équation du second ordre procenatii cTune transformaiion !
de Backlund admet donc au moins un système de caractirisiiques dis prefnier ordre. j
Remarque. — Si l'on se donne a priori les fonctions F|, F,, F„ F|, . - •
les formules (72) no définissent pas, en général, une transformation de Bûcklund entre deux équations du second ordre. Mais il est facile d'en former autant qu'on voudra ; il suffira, par exemple, de prendre pour Fi, Fj, F,, F4 des fonctions où ne figurent pas une des trois variables - t
^« Vi ^^ sinsi qu'une des trois variables x\ y\ x\ En eflet, l'élimination . i
de p\ q' et des deux variables {x\ y)^ ou \x\ x')^ ou (y^, ^^ entre les cinq \
équations (72) et (77), conduira dans ce cas à une seule équation du second ordre en x^y^ 2\ et on trouvera de même une seule équation du ' second ordre en x\ y\x\^
tangents en M el en M' passent par la droite MM' et fassent un angle constant (*), M. Darboux a ensuite généralisé le problème, en cherchant les couples de surfaces se correspondant de telle façon que les plans tangents en M, M' et la droite MM' forment un système invariable ; ce qui conduit à des surfaces parallèles à des surfaces à courbure constante ou à des surfaces minima. On doit à M. E. Cosserat (^) un autre exemple remarquable, qui se rattache à la théorie de la déformation des surfaces. Considérons la transformation définie par les quatre équations
^^^ _î , ^' + (^ - yYpç aïo
où w est une fonction donnée des seules variables x\ y'. Ces formules définissent bien une transformation de Bâcklund, car elles no contiennent pas z\ et, si Ton prend pour variables x^z=zx—y et y, = a? -J-y à la place de x et y, la lettre y, n'y figurera pas non plus.
Pour former Féquatioii du second ordre en z\ remarquons qu'on tire des équations (79)
p+,= \/»--wg+î.-^- v-i=i-P' g.. -y=| - g. i
si, dans la relation
ck = IKte + çdy =fi^ rffa? + y) +^-2"^ rf(« — y)»
on remplace ^, p + ?f p — Ç, à? — y par leurs expressions, il reste Téquation aux différentielles totales ,
dx'V
=IVV»-lpV§+v^rf(* + y).
(1) BXcsumD, € Om ytar med konitant ncgatlr krOkning » \Jsumd9 Uni99r$iUtê Anskrifi, t. XIX ; iStS).
{*) GossKiuT (Ecoftsn), € Sar la dérormatlon de certains parabololdes et sur le théorème de M. Woingarten » (Comptée Rendue, t. CXXIV, p. 741-74I; avril, im).
,- '- » V « .. f— if •■■^, ■ i-.|
iK * «a • rt ?*tt'f •^'-iir rf^ •; .-' ~"i^ r ♦** ^-'' * '•-
qui définit x -^ y en fonction de a?', y\ En écrivant la condition d*inté^ grabilitc, on est conduit à une équation du second ordre définissant jc^ en fonction de x\ y\ et on trouve qu'elle est identique i Téquation bien connue à laquelle satisfait le résultat de la substitution, dans le premier membre de Téquation d*un plan isotrope, des coordonnées cartésiennes rectangulaires d*un point d*une surface dont Télément linéaire est déterminé par l'équation
rfi» = du} + î^ rftfrfc + 2^ rfi?\
du
do
où u et o désignent les variables indépendantes af tiff (*)•
Pour obtenir l'équation du second ordre en x^ on tirera des équations (79) les valeurs de «', y'» p', g'
^ ' CZ ^ Vp ^ X — V X — V '^ ^
où on a posé
et où f est une fonction des seules variables x et p. En portant ces valeurs de x\ y\ p\ q' dans la relation rfj^ = p'dx' + ^'<(/i ©l écrivant la condition d^intégrabilité, on obtient pour z Féquiation du second ordre
(82) où on a posé
Hr + 2K* 4- U -J-M + N (rt — «») = o,
Cette dernière équation peut se ramener à Téquation considérée par
M. Weingarten par une transformation de contact. Si Ton considérai en
(1) O. noTxn^ Journal de t École polytechnique^ XLII* cahier; l>Aiiiovx, Théotiê générale dee Surfacee^ t. 111, p« SSl. : . . '
«TtORAnOSI DIS iQCATUUrt, ~ T. il. :. . w if ,
■^^ rr'r - -r •'.:..•-*".;, >^ . ^^.—^c^...-..^..*,,^ — ^ ^^.^..^i,..^^ ...^..w^^v^. ^■>...^^.. ...... .j.^. ^^,.^ iv. /riVii,
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elTet, la surface-enveloppe du plan .
(1 — œy) X + t (l -f xy) Y + (a? + y) Z — (a? — y) -r = o,
où X, Y« Z sont les coordonnées courantes e( où s désigne une solution de Téquation (82), on trouve pour ces surfaces Téquation aux dérivées partielles
ÎL3P (^'A. J
dont M. Wçingarten (*) a fait dépendre la recherche des surfaces admettant Télément linéaire donné par la formulé (80); p^p'' sont les rayons de courbure principaux, p est la distance de Torigine au plan tangent, et q la moitié du carré de la distance de Torigine à un point de la surface.
Si Ton considère, de mémei la transformation définie par les quatre équations
elle conduit pour ^ à la même équation (82) que la précédente ; z' est également définie par une équation aux dérivées partielles du second ordre, qui n'est autre que Téquation connue, à laquelle satisfont les coordonnées cartésiennes rectangulaires d^un point d'une surface dont rélément linéaire est défini par Téquation (80). L'équation de M. Wein» garten se trouve ainsi reliée aux équations établies par 0. Bonnet et par Bour dans le problème de la déformation.
206. Étant données deux équations du second ordre (E), (B') qui se déduisent Tune de l'autre par une transformation de Bâcklund, et deux surfaces intégrales correspondantes (S), (S'), les caractéristiques se correspondent sur les deux surfaces.
Prenons d'abord le cas où à la surface (S) correspond une seule surface (S*), dont les coordonnées 8*exprimeni en fonction de œ^y^ x^ jp, q par les formules
(84) of=ff^{œ,y,z,p,q), •=?a(«i».^,p,y)i ^ = ?i(a,y,^il>iy).
(I) 'WBnrâASTn. « Sur la théorie des turfaeet applicables » {Cmnpteê Rendue^ t CXII, p. 601 et 106; it9l}.
f«i^x«:-»4 ■,«. ^ »<— «>*—•— .tA«-^>>.fcj«>
>ii»*^ .aii..r'.j^-.—u*«. J>«k iij
Soit (r) une caractéristique de la surface (S), et [V) la courbe correspondante de (S^. Des formules (84) on déduit les valeurs de p\ q' en fonction de œ^ y, z^ p, 9, r, t^ ^ et, d*une manière générale, les dérivées partielles d'ordre n de s' par rapport à â/ et y' s^expriment au moyen de x^ y, Ji et des dérivées partielles de x par rapport à a? et y josqu^à celles d'ordre n -\- i inclusivement. Or, la courbe (r) étant une caracté* ristique de la surface (S), il existe une infinité d*intégprales de Téquation (E) ayant un contact d'ordre m avec la surface (S) le long de la courbe (F), aussi grand que soit le nombre entier m. A chacune de ces intégrales correspond une intégrale de Téquation (E') ayaiit un contact d'ordre m — 1 avec la surface (S') le long de (P'), ce qui prouve que cette courbe (P^ est bien une caractéristique.
Lorsqu*à une surface (S) correspondent une infinité de surfaces (IT), ces surfaces s'obtiennent (n* 202) par Tintégration d'une équation aux dif* férentielles totales
Pdz' + QJx + IWy = o,
où P, Q, R sont des fonctions de 4P, y, jt, j/, p, 9, r, «, I, et il suffit de se donner la valeur s^' de jg^ qui correspond à un point particulier (x^j y«« '%) de (£) pour que la surface (£*) soit complètement délermi* née. Soit (P) une caractéristique de (S); comme le point (x^^ y^» s^ est arbitraire, nous pouvons supposer que cette caractéristique passe parle point (âp^, y^, z^). La courbe (V) correspondante de la surface (S') s*obtiendra en intégrant une équation différentielle du premier ordre
ds" = f {x, s*) dx^
que Ton formera en remplaçant dans Péqualion (85) x^ y, jr, p, q^ r, «, I, par leurs valeurs en fonction de x le long de (P), et en se servant en outre des formules qui donnent â/, y^, p\ q en fonction de», y, jr,p, 9, x* (p. 285). Remarquons que cette courbe (P'), ainsi que le plan tangent en chaque point, ne dépend que des valeurs de x^ y, x^ p, 9, r, «, I le long de (P) et de la constante d'intégration sf^.
A toute intégrale de l'équation (E) ayant un contact du second ordre avec (S) le long de (P) correspond, par conséquent, une intégrale de l'équation (E*) ayant un contact du premier ordre avec (S') le long de (P') ; on en conclut, comme tout à l'heure, que la courbe (P^ est une caractéristiqne.
Le même raisonnement prouve que, si Ton sait résoudre le problème de Cauchy pour Tune des deux équations (B), (B'), on saura aussi le résoudre pour la seconde.
I *-n>^.l^«< "wt î .' ■m , ^ ■ ^*y^.
*^—^ • - »■• w ^^.jj»» ««^ ,4, ^9 »wvrf*«. w ■•%» «ite«> .
>«<«^*. .'fc^-'a. iSi* • â 1 jû-kAi %Jc.!.^-.
Si Tune des deu3c équations est intcgrable par la méthode de M. Darboux, il résulte d*une proposition générale déjà établie (n* 182) qu'il en est de même de la seconde. Mais il est à remarquer que les invariants des deux équations ne sont pas nécessairement du même ordre. Ainsi, étant donnée une équation linéaire intégrable par la méthode de Laplace, une suite de transformations de Laplace, c'est-à-dire de transformations de Bâcklund particulières, permet de la ramener.à une équation qui admet deux invariants du premier ordre, pour un même système de caractéristiques. Le même fait a lieu aussi pour Féquation de M. Beudon (n* 192). On peut encore ajouter la remarque suivante : Étant donnée une équation linéaire pour laquelle la suite de Laplace est terminée dans les deux sens, l'application de la transformation de Laplace diminue Tordre d'un invariant d'une unité, mais augmente d'une unité l'ordre d'un invariant de l'autre système de caractéristiques. Il existe aussi des transformations qui permettent de diminuer l'ordre d'un invariant dans chacun des systèmes. Ainsi, étant donnée une équation à invariants égaux « = X (r9, y)^, pour laquelle la suite de Laplace est limitée dan^ les deux sens, une suite de transformations de M. Moutard permet de la ramener à l'équation élémentaire t = o.
11 serait intéressant d'examiner si ces propriétés ne peuvent pas être rattachées à une théorie générale, et de rechercher à quelles conditions une équation intégrable par la méthode de ^L Darboux peut être rame* née, par une suite de transformations de Bâcklund, à une équation intégrable par la méthode de Monge.
207. Les transformations de Bâcklund ne sont pas les plus générales que nous ayons eu l'occasion d'appliquer. Ainsi nous avons vu (ni®* 187- 188) que l'équation
se ramène à l'équation
(»') V3 + X, 53;^ + X,tl H- 5;^ + ^ 57^ .f -5J7 ;ç;3;^^ ^ _ _ = o.
iafl
ijf iq^y ^ is 5«Jy "^ ^i 5y^
en posant 9 = u. La transformation précédente n'est pas une trans* formation de Bâcklund, puisque les intégrales de l'équation en s qoi correspondent à une intégrale de l'équation en u dépendent de deux constantes arbitraires. Ce n'est pas non plus, au moins en général, une combinaison de transformations de Bâcklund, puisque toute équation
-u^-^- ^ ii II I u a » f m M* . s^-i*t^ , ^tit ,it m-i *0,am twf t tFnmm m e ieamtai « tr rr'^r% i. £tr . riti » 't «.*<*^0^au 'K'k , ^^
provenant d*une pareille transformation doit représenter, quand on regarde r, «, / comme des coordonnées courantes, une surface réglée ayant ses génératrices parallèles à celles du cône t* — K == o ; ce qui n*a pas lieu évidemment pour Téquation (86), si la fonction F est quelconque.
On peut remplacer Téquation (86) par un système de trois équations du premier ordre à trois inconnues, analogue au système (29),
( Il + ^'•' + ^«^ + p (*' y- •'• "• îi' ^) = *•
Si on élimine v et u, on retrouve Tcquation (86), tandis que Télimina* tion de v et de ^ conduit a Tcquation (87).
Ceci nous conduit à envisager d'une manière encore plus générale les transformations des équations du second ordre. Considérons un sys* tème de m équations du premier ordre
(89) F, =o, Ft = o, F« = o, ^
entre deux variables indépendantes a?, ^ et n fonctions inconnues jt^ jr^, •••» 'a (^ — ^^)* L'élimination de toutes les fonctions inconnues, sauf Tune d'elles, conduira en général à plusieurs équations simultanées pour déterminer la dernière. Imaginons que toutes les dérivées partielles de ^t^ ^s ••M'^A puissent, au moyen des équations (89) et de celles qu'on en déduit en les diiïérenliant, s'exprimer, à partir d'un certain ordre, au moyen des dérivées partielles d'ordre inférieur et des dérivées partielles de ^|. Si, en écrivant les conditions d'intégrabilité» on est conduit à une seule équation du second ordre en x^
l'intégration du système (89) est ramenée à l'intégration de l'équation (90). A toute intégrale de cette équation correspondent des intégrales du système (89), dépendant d'un nombre fini de constantes arbitraires, qui s'obtiennent par l'intégration d*un système d'équations différentielles ordinaires. Maintenant, il peut se faire que cette réduû- Uon du système (89) à une équation du second ordre puisse être effectuée de plusieurs façons essentiellement distinctes. Par exemple^ imaginons qu*après avoir effectué au besoin un changement Aê
•• .»•- >• » •-.,. •-■'>' ^ .^t, _i» ^a> VWd «».v.^.««.«%l it40in> .• «.«M ^^'
-»-«^. V »■,-*■' • v<rf • • -.»■- 1 w ro-w ,
variables dans les équations (89) réliminaiion de n — i des inconnues nouvelles conduise, pour la dernière inconnue, à une équation du second ordre
on a ainsi établi, entre les deux équations (90) et (91), une correspondance telle que l'intégration de Tune entraine celle de Tautre. D'une façon plus précise, à toute intégrale de Tune d'elles coriespondent des intégrales de Tautre dépendant d*un nombre fini de constantes arbitraires et s'obtenant par l'intégration d'un système d*équations diiTérentielles ordinaires. Si Tune des deux équations est intégrable par la méthode de M. Darboux, il en est de même de la seconde (n®182). 11 est clair que toutes les transformations que nous avons étudiées ne sont que des cas très particuliers de la transformation générale qui vient d'être définie.
Les transformations dont il s'agit constituent un moyen de recherches beaucoup plus puissant que les transformations de contact. Nous avons déjà fait observer qu'on pouvait, dans certains cas, ramener ainsi une équation, intégrable par la méthode de M. Darboux, a une équation intégrable par la méthode de Monge. Mais ces transformations s'appliquent aussi avec avantage aux équations non intégrables, au moins dans certains cas, en permettant de les ramener à une forme canonique. Par exemple, étant donnée une équation du second ordre linéaire par rapport à la fonction inconnue et à ses dérivées
Ar 4- ÎB# 4- C/ + Dp 4- Eî.+ Fjr = o,
cette équation admet toujours un groupe d'ordre infini de transformations de contact, car, si on remplace z par z -\- z^^ z^ étant une intégrale particulière quelconque, l'équation ne change pas. Il en est évidemment de même de toute équation du second ordre qui se déduit d'une équation linéaire par une transformation de contact. Une condition nécessaire pour qu'une équation du second ordre puisse être rame* née à une équation linéaire par une transformation de contact est donc la suivante : cette équation doit se reproduire par une infinité de transformations de contact, dépendant d'une infinité de constantes arbitraires. Mais, si l'on emploie des transformations de Bfickland oa des transformations plus générales, cette condition n'est plus nécessaire. Ainsi, nous avons pu ramener à une équation linéaire réquÀ» tion «* = 4Xp9, et il est facile de voir que les transformations de oon*.
.■-<*.*» \;^-iimim:, r. <■
■*.<ia..-., . ■*.«'/-., .■»,/-^.>-«u.j>->. .^yy^y^j .^^j
tact qui reproduisent cette équation ne dépendent que d*un nombre fini de constantes, lorsque \ n*est pas nul. (Note de la page 196.)
Prenons encore l'équation aux dérivées partielles des surfaces à courbure totale constante. M. Sophus Lie a, démontré que les transformations de contact qu'admet cette équation ne dépendent que d'un nombre fini de paramètres; il est donc impossible de ramener cette équation aune équation linéaire par une transformation de contact. Mais rien ne nous permet jusqu'ici d'affirmer qu'une transformation de Bficklund, par exemple, ne permettrait pas <le la ramener- i une équation linéaire.
On a pu voir, par cet exposé rapide, combien nous sommes loin de posséder une théorie vraiment générale de ce sujet, et combien de questions encore obscures restent à élucider. Je n'ai pu qu'indiquer sommairement l'état actuel de nos connaissances sur ce sujet difficile.
GÉNÉRALISATIONS DIVERSES
Problème de Caucliy poor une équation d'ordre n. — Caractéristiques d^ordre n et d'ordre supérieur. — Extension des théorèmes établis pour le second ordres — Caractéristiques d'ordre n — 1. — Équations linéaires. — Équations de NatanL — Généralisation de la méthode de M. Darboux. — Systèmes du premier ordre à n inconnues. — Caractéristiques du premier ordre. — Extension de la méthode de Monge. — Systèmes singuliers. — Équations de Jacobi. — Systèmes linéaires. — Caractéristiques d'ordre nul. — Caractéristiques d'ordre supérieur. — Généralités sur les équations à plus de deux Tarisibles indépendantes.
208* La notion de caractéristiques s'étend sans difficulté aux équations d'ordre supérieur ou aux systèmes d'un nombre quelconque d'équations, pour\'u que le nombre des variables indépendantes soit égal à deux. La méthode d'intégration de M. Darboux, qui repose sur la -théorie des caractéristiques, s'étend aussi, comme on peut le prévoir, sans autre difliculté que la complication croissante des calculs. Pour plus de netteté, je me borne, dans ce chapitre, à deux cas particulièrement importants, celui d'une équation unique d'ordre n et celui d'un système de n équations du premier ordre à n inconnues. M. Hamburger a consacré à cotte étude deux importants Mémoires (*); la marche que j'ai adoptée est tout à fait difleronte de celle suivie par ce géomètre et me paraît plus
(>) Zwr Théorie der ïnîegraîion emeêSytîemt von n UnearenpaHiellen Di'fferentiûlglei* chungen ereler Ordnung mit sirfi unahhùngigen und n ahhSngigen VerSnderlichen (Journal de Crelle, L LXXXI, p. 243-2M).
Zur Théorie der tniegraiion einee Sgeiemê von n niehl linearen partielUn IHyff-' rtntialgleiehungen ersier Ordnung mit iret unabhângigen und n ahhSngigen F«HbiderUehen (CrcUe, t. Xail, p. IS^ÎU).
Je n'ai pu utiliser pour la rédacUon de ce chapitre deux mémoires récents da M. B. vonWeber (MalhemaiiêcheAnnalen, t. XLIX ei Journal deCrelle, t. CXVlIIJdont Jo n*ai eu connaissance qu'au moment de la correction des épreuves.
naturelle et plus féconde. Le point de départ est toujours le problème de Cauchy, ou le problème analogue, qui conduit immédiatement à la définition des multiplicités d^éléments, pour lesquelles ce problème n^admet plus une solution unique, c*est-à-dire à la définition des caractéristiques.
Étant donnée une équation aux dérivées partielles d*ordre n
(I) F (or, y, jr, p,,^, p^ |, ..., p,,^, P*-i,o — » P#.0 = o, *
le problème de Cauchy généralisé consiste a déterminer une intégrale de cette équation admettant tous les éléments d*une orientation d^ordre n — i donnée, et régulière dans le voisinage de Tun de ces éléments. En d'autres termes, supposons que rr, y, ^, P| ^, p^,,, ..., et toutes les dérivées partielles jusqu'à celles d'ordre n — i inclusivement soient des fonctions connues d'une variable auxiliaire X:
(2)ar = X(X), y=Y(X), x = Z{X), p,.*=R/.*(X),(»-+*:^n-l), ces fonctions satisfaisant aux conditions
rfZ = R,..dX + R^irfY, dRiit = R/+,.i rfX + R/,*+. rfY, (i+A^n-2);
il s'agit de déterminer une intégrale (S} de l'équation (1), passant par la courbe (C) représentée par les formules
et telle en outre que les dérivées partielles de x par rapport à o; et à y, jusqu'à celles d'ordre n — i inclusivement, aient en chaque point de. la courbe (C) les valeurs données par les formules (2).
Les n -|- i dérivées d'ordre n de la fonction inconnue en un point de la courbe (C) doivent satisfaire à l'équation proposée et aux n relations linéaires
rfp.-i,t=Pi«^ dx +p„_|,| rfy,
rfPi,«-i=P«^-i d» + Pi.» rfy ;
ces n -f- i équaUons déterminent, en général, un ou plusieurs systèmes de valeurs pour les n + 1 dérivées p«,oi JP«-i.o .-• Pm* Prenons un de ces systèmes en particulier et proposons-nous de calculer ensailo lat
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-■>*•..*-..».■. Ji...- JS-^wx,».-^ >-^-.^ ^.-Jt.V.tVW *»^».-^r«.-.*ir..-i««6.'ttl-,
valeurs des dérivées d*ordren -f- i pour le même point de la courbe (C). Ces dérivées salisfonti d*une part, aux deux équations obtenues en différentiant Téquation proposée par rapport à a; et par rapport à y^ d'autre part aux n relations
les différentielles se rapportant toujours à un déplacement le long de la courbe (C). On a ainsi, pour déterminer les n -}- 2 inconnues, P«+i.O) ••• Pd.« + i9 u^ système de n -|-2 équations du premier degré où le déterminant des cocflicients a pour expression
dx*
» «.• idxdy
dx*
dy* 'iilxdy
Kn
fJx^
^idxdy dy^
en posant
/it
En développant ce déterminant, on obtient un polynôme homogène de degré in en dx^ dy^ où le coefficient do c/y''* est (Pff,o)^ » â*Autre part, si on multiplie tous les termes de la première colonne par (/y*****, ceux de la seconde par — dxdy*^^ ceux de la troisième par dx^dy^^^y ...i ceux de la dernière par ( — l)'*"* dx'*^^] puisqu'on ajoute, on reconnaît que ce déterminant est divisible par
(P*,arfy - P«-,.|rf??rfy— « + ... ± Po.i.cto*)^
il est donc égal à ce polynôme, puisque les coefficients de dy^^ sont lee mêmes. Si rexpression
H = P,.,dy — P,_,.,<terfy— « + ... ± P,yto»
n*cst pas nulle, on aura donc pour les dérivées d^ordre n -f* 1 ud système unique de valeurs, et, en procédant comme au n* 16, on démontrera que toutes les dérivées suivantes sont aussi déterminées^
m-^ «■« ■•«■■■■tin »*U ^ C .'fc'^'
r 9h.>:. ^ IJt Ic^ . ^Â.,.Yii«^ :^. -4iSkiitf -cviLlk%
GÉNÉRALISATIONS DIVERSES
saus ambigullé. Pour établir la convergence du développement en série cnlière ainsi formé, on procède encore comme au n* 17, en effectuant une transformation ponctuelle de façon à ramener la courbe (C) à une courbe plane située dans un plan parallèle au plan des yz ; le théorème à démontrer n*est plus alors qu'un cas particulier du théorème classique de Cauchy. On voit donc qu*en général une orientation d'éléments d'ordre n — i donnée détermine des systèmes formés de une ou plusieurs intégrales de Téquation d'ordre n, et que, s'il existe plusieurs intégrales, elles n'ont qu'un contact d'ordre n — l le long de la courbe (C). Mais le raisonnement ne s'applique plus, lorsque le polynôme H est nul, et nous sommes ainsi conduits à étendre aux équations d'ordre n la notion si importante des multiplicités caractéristiques.
209. Sur une surface intégrale (S) de l'équation proposée, considérons les courbes définies par l'équation différentielle du premier ordre
W Pn..dtr — P*-,.,rf«€/y*-« + P^-,.,rfa7Vy«-* — ... ± P^dx'^ = o,
où on suppose que z et ses dérivées partielles ont été exprimées en ' fonction des variables indépendantes a? et y. Par chaque point de la surface (S), il passe en général n courbes distinctes de cette espèce ; nous appellerons caractéristique de l'équation (i) la suite simplement infinie d'éléments d'ordre n de la surface (S) le long de l'une de ces courbes. On peut, sans connaître la surface (S), ajouter à l'équation (4) une autre relation indépendante de l'intégrale considérée. Le long d'une caractéristique on a, en effet,
dpm^ ^Pn^i.%dx +Pm.^dy, rfp«-i,i = Pm. %dx -|- p»-|.jrfy,
dp^m = Pu»dx -|- Pt,«+|c/y,
et on en tire, en supposant que djo n'est pas nul pour cette caractéristique,
Pu» — ^^ /'f,»f • ^^'
cbo
dp,,m^, dp^^ d^. fdjA^
'«•-•-~dto ~ dx ^^'•••*« W'
'^•"«- dx dm dx^ dx Vas; ''^•^« W
■** * ". "TV -~ • '»■ t"»' '••'■"*'• — w»....rfv». rf^ .^«« .-^-«t.'kM»» «■.«a^,«> •.,<.« ^*J« wa*. WxÉiWL -*^>i- -r<-rj' n ■ r-ViHf .J^.l_j_»u
k*kJUK.1ik%
Transportons ces valeurs de Pi.*, p^n-ii ...« Pn+i.# d^ûs les deux relations
( (^ + P«.»P- + ..« + P— mP-.! + - + P«.«Pl.« = O».
I (^j + P-.oP«.i + p.- mP— I.. + - + Po.«Pa.-+i = o;
il reste, en tenant compte de la condition (4)»
(|)*^+'-(g>-.--'-(âK»+--+(-')-*.(fK=o.
en posant, pour abréger,
A (X) = P,.,X- - P.-,.,X»-« + P^-mX-» ... + (- 1)» P^„ A, (X) = P,^X-« _ P,_,.,X»-» + P.-„X-» ... -h (- l)—P,^-„
A«-| (X) = P|i.oX — P«-M»
Par la suite, nous appellerons caractéristique toute suite simplement infinie d'éléments d*ordre n vérifiant les équations
F = o, dz=z p^^dx + Po.irfy» rfy = ^^^'f
où X est une racine de Téquation A (X) = o. Une équation d^ordre n possède, en général, n systèmes distincts de caractéristiques, correspondant aux n racines de A (X) = o.
Les *^^ ^ ' + * équations (6) se réduisent en réalité à ''^J' ' -f" ^ équations distinctes, car on obtient cfF = o en combinant les deux
dernières relations. 11 y figure en tout '^ • a ^ ' + * variables,
de sorte qu*on a n variables de plus que d*équations ; une caractéristique dépend donc de n — 1 fonctions arbitraires d*anê variable.
iM iBrtr -j- if^""'*' ■ -^ ■'
iT— > lïfcT'ftiiî^'iiifi
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Pour simplifier rexposition, nous supposerons que Téqualion aux dérivées partielles proposée est résolue par rapport à la dérivée pj,,^, ce qui ne diminue pas la généralité des résultats. Soit
(7) P»\ê + f[^j y» ^1 Pi.o» P#.i» — î P»-i.i» — » P«.«) = ^
cette équation ; en la différentiant un nombre quelconque de fois par rapport à a? et à y, on pourra exprimer toutes les dérivées partielles de z au moyen des dérivées p/jt« où Tindice. t ne dépasse pas n — i. Nous supposerons, dans la suite, qu*on n*a laissé que ces dérivées dans les formules. Les caractéristiques sont alors définies par les équations
dPuk = P/+ i.*«to + Pi.k+tdjft (i + A ^ n — 1),
X étant une racine de Téquatton caraclérUtiqoe
où
^PiJt
On peut aussi considérer la suite des valeurs prises par toutes les dérivées partielles jusqu'à un certain ordre le long d'une caractéri»tique, et définir des caractéristiques d'un ordre quelconque supérieur k n. En opérant comme tout à l'heure, on voit que les caractéristiques d'ordre n -{• h sont définies par les équations
rfy = X«to, dx=p^^dx-\' p^^^ (10) ('*'■* = 1"+ ••*<*" + Pa* Mrfy. (f 4. Â 2 n + A - i)*
auxquelles il faut joindre les relations qui permettent d'exprimer toutes les dérivées où Tindice » est supérieur à n -7- 1 en fonction des autres. On remarquera qn*il y a toujours n équations de moins que de variables. ."
Toute caractéristique d'ordre n -)- A -f- i renferme une caractéristique d'ordre n -)* A, et une caractéristique donnée d^ordre n -f- A appartient, en général, à une infinité de caractéristiques d^ordre
' »»«mr^»^ •.Mtma-^Jka^i^ i
lâ«i » '*'S' TiM x»J. ^f|>_.
n -f- * + *» dépendant d'une constante arbitraire. Démontrons-lc, par exemple, pour h = o. Les dérivées jusqu'à celles d'ordre n inclusivement étant supposées des fonctions connues d'un paramètre, on a, pour déterminer les dérivées d'ordre n -f- i« les relations
4»i,« =Pi,«A»+Pi,ji+|rfy-
On tire de ces dernières :
«. ^P4.ll-f _ ^Pû.ll
Pi.it-1 =
tÙ€
^^ + Pi.. + |X*,
dco
dx
et, en substituant dans la première équation, on arrive à une équation dilTérentielle du premier ordre pour déterminer Po,ii^.|« où le coefficient
de ^y*^^ esti au signe près,
Par conséquent, si X est racine simple de l'équation A (X) = o, on voit bien que p^n^^ dépend d'une constante arbitraire; on peut se donner la valeur de cette dérivée en un point de la caractéristique d'ordre n, et la caractéristique d'ordre n -{- 1 est alors complètement déterminée. Les conséquences sont analogues à celles qui. ont été établies pour les équations du second ordre (I, n* 81} :
Si X est racine simple de l'équation A (X) = o : 1* une caraeiiriê' tique d^ ordre n -f* A (A^ p) es/ renfermée dans une infiniU de earaeU' rittiquee d*ordre n 4* A -}• 1, dépendant d^une constante arbitraire; 2* une caractéistique d'ordre n -f- A et/ renfermée dans une infinité de caractéristiqueê d'ardre n -f- A 4* t\ dépendant de i eansta$Ue$ arbi* travree; 3* ri deux intègralee admettent toue les éléments dune caraeti* rittique^ Tordre du contact est te mime tout te long de la caractéristique commune.
i*iir>rni I l<
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210. Pour établir qu*uno caractéristique d'ordre n appartient à une infinité d'intégrales, nous commencerons par généraliser le théorème du n* 82. Soit
(11) !>•-*.* = F (^1 y» ^1 Pi.fl •;P-.«tP*-.|.i» -M Pi,»)
une équation d'ordre n résolue par rapport à la dérivée Pm^h^k- Supposons connues les valeurs initiales x^^ y^* '«i (Pa*)«« ^^ ^*^^ ^ i^fi'-h — 1, ou bien A ^ A — i ; si la fonction F est régulière
pour ces valeurs initiales, et si de plus, en posant P/> = r — i on a "^ ^Pt,k
Pi.,i=o, P,_,.,=o,
pour ces valeurs initiales, on peut calculer de proche en proche les valeurs, pour x = a*^, y -=: y^, de toutes les autres dérivées, par les seules opérations d'addition et de multiplication. En elTet, les dérivées d'ordre n -|-y -|* ^ ^^^ déterminées par les relations
PA+y + 1-A.A = P»-A-|.A + |P« + y«A,A + | + ••• + Pi,iiPy+l.ii + — P«i4.y.A.A + l = PA.A-|,A + lPA + y-A>|,A.M + ••• + Po.iiPy.ji^| + — • - -••
p«_jk+i.A+y = Pii-.A-i.* + iP«-A.A+y«-i + ••• + Pd.iiPi.«+y + — Pi».A.A+y+i = Pj,-A-i,A+iP«-A-i.A+y+j + — Pt,itPo^-i>y<|.| + •••
les termes non écrits ne renferment que les dérivées d'ordre inférieur à n4-/ + i* I^ dernière équation donne pj».A,A^y^.| en fonction de dérivées connues et des dérivées d'ordre inférieur à n 4*^ + i *» l'avantdernière équation donne ensuite Pu . a + 1, * 4. y« et ainsi de suite. En faisant successivement y = 0, 1, 2, ..., on vérifie bien que toutes les dérivées successives peuvent se calculer au moyen des dérivées supposées connues par des additions et des multiplications seulement. Cela posé, la théorème du n* 82 peut être généralisé comme il suit : SùU
(12) p«-A,A = F («, y, J^tPi.fi p«,if ..M P«,o» Pit-Mi •••» Pi.«)
une équation d'ordre noù le second membre eet hotomorpke ftane te voi* linage des valeurs
*o» yft *ot (Pm)»« (P#.i)#» ••• (P«.s)«« (Pii-i.i)t« ••• (?••«)•«'
uT^^bnAt. * ■■ tet <
.*.»jk 'i m .à-rJ^.'jt. .-«.ii-Mt. t^. '- ^ •,* ■>-■»•■ ^.- ^;-T II, In;"'
..uJ^.
6/ OÙ les dérivées partielles de la foiwlion F par rapport à ^
sont nulles pour ces valeurs; soient de ptus^
h /onctions de x^ holomorphes dans le voisinage du point x^et telles que ton ait^ pour œ =1 x^^
soient de même
^%{y)f -fi (y)» •••» *«-*-! (y)
n — ;^ fondions de y, holomorphes dans le voisinage du point y^, ei telles que Von ait^ pour y =i y^^
' // existe une intégrale de V équation proposée^ régulière dans le domaine du point (07^, y^), et telle que^ pour y = y^, on ait
0l, pour a^ == a;^,
La connaissance desn Tondions f^ (a;), f , [x)^ •••«?*-! (^)y 4^0 (y) •••• j^A^A^i (y) entratne la connaissance des valeurs initiales de toutes les dérivées partielles (p/,jt)»t où les indices satisfont à Fane des conditions i^n — h — i^k^h — i. Nous venons de voir comment on peut en déduire de proche en proche les valeurs initiales de toutes les autres dérivées partielles de la fonction inconnue, pour o? sop^, y = y^, et cela au moyen d'additions et de multiplications seulement. On peut donc, pour démontrer la convergence du développement ainsi obtenu, employer la méthode des fonctions majorantes. Mais on peut auparm* vant remplacer les conditions initiales par des conditions plus simples. D*al)ord| il est permis de supposer x^ zzzy^^zz o, car il suffit de rempla*
ikJOAîasiaûMai
n«Mk««i
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cer X eiy par ^t + ^ ^ y* + y respectivement pour être ramené à ce cas. Si nous remplaçons ensuite jr par 4»(â?,y) + u^u étant la nouvelle inconnue, et 4» (a?, y) une fonction Iiolomorphe dans le domaine du point 0? = o, y = o, qui satisfait aux mêmes conditions initiales que jr (')
* = n Wf ^ =?i W. ••• jyTT '== ?ik-, (a?)» pour y = o;
* = i't (y)i j^ =+i(y)» ••• SJ^r^iTT = «^-A-Uy)* pour a; = o,
la nouvelle fonction u devra être nulle, ainsi que ses A ^- 1 premières dérivées par rapport à x pour y ^ o ; elle devra être nulle également, ainsi que ses n — A — 1 premières dérivées par rapport à y pour x = o^ de sorte que tous les termes du développement de u en série entière devront être divisibles par jc^y""*. L*équation proposée est donc rem* placée par une équation de même forme, où, pour ne pas multiplier les notations, nous conserverons la lettre z pour désigner la fonction inconnue
(*3) Pn-A.A = F (», y, jr, p,^, p^„ ..., p^, ..., p^„) ; le second membre est holomorpLe dans le voisinage des valeurs
x = y^z = p,,^ = ... =p^m =0, et les dérivées partielles de la fonction F par rapport à
sont nulles pour ces valeurs. Tout revient donc à démontrer que cette nouvelle équation admet une intégrale holomorphe dans le domaine de
(1) u exisle évidemment uoe inflnité de fonctions ♦ (x, y) latlsfaisant 4 ees cou* ditions. Pour en former une, imaginons un tableau à double entrée dont la tenno général aik sera pris égal k (pu), si i*indice i n*est pas supérieur 4 n — A ^ i on lladice k supérieur 4 4 — 1, et sera nul si aucune de ces Inégalités n^est vérillét. U série.
iikt
est convergente dans le volsinige de Toriglne et représente une fonctioa satisfaisait, aux conditions voulues.
LTrtonAnox »ct ÉQUAfio». — t. II. ' H .
->.^^,— .- . -,.^— ■.^— ^— .pp^.^_.^.^.p^^y^g^^^^^ni^j.^i^ ir»iiiiirflriririg
J-OmMÛit^iir'i iVrirÂM
) origine et salisfaisant aux conditions suivante»
2u-4jr
ri = o,
pour
Le développement de la fonction F est, en n'écrivant pas les termes de degré supérieur au premier,
les coeflicients des dérivées p„.o, pj»-i,if —• Pm^A+i,h-i étant tous nuls. On peut encore faire disparaître le terme constant a^ en remplaçant
z par z + a^ m ^^ttt* Toutes ces réductions faites, la fonction F
admet pour fonction majorante une fonction de la forme
^K-^îy.^tPLoi— iPo.«)=
M, p9 R étant des nombres positifs convenablement choisis ; si, dans
cette fonction, on remplace âppar -» x étant un nombre positif moindre
que l'unité, on augmente tous les coefficients, et la fonction ainsi obtenue est, à plus forte raison, majorante pour F. Le théorème en question sera donc établi, si on montre que Féquation
admet une intégrale holomorphe dont tous les termes son! divisibles par ^y*~* et, à plus forte raiM>n, si on montre que cette équation admet une intégrale représentée par une série entière don! tous les eoelficients son! réels et positifs. Pour démontrer oe dernier point, cherchons une intégrale qui soit fonction de la seule variable
«Mb
■ la wat^ » tj3BÉiÊ»iMtÊà.êeÊimmt..
m mrf
on a >
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et Téqualion devient
( p 1* îu* R I
-MJ. + '+- + - + -- ^j OU encore
M^ désignant une série entière dont tous les coefficients sont réels et positifs et sans terme constant, et les coefficients A et B ayant les valeurs suivantes
Le coeflicîenl B est toujours positif et, en prenant « assez petit, il en est de même du coefficient A; % étant choisi de cette façon, Téquation (14) admet une intégrale qui est nulle, ainsi que ses n premières dérivées, pour u = o, et dont tous les autres coefficients, comme on le démontre aisément de proche en proche, sont positifs. Le théorème énoncé est donc établi.
211. Pour appliquer ce théorème général à la théorie des caractéristiques, effectuons d*abord une transformation ponctuelle, comme aa n* 83, de façon que les équations de la caractéristique considérée soient
y = o, ^ = o,pa == o, (f 4- A ^ n),
et choisissons Forigine des coordonnées de telle façon que le premier membre de Téquation proposée
' ■-•«?. .«'«.^'«^•j-kir'Cv;. .
'./Im- v*>*J»^/<«i^
•^^l^^^'i^bim ^ « y * ■« I l «fci^ nif f ■ T- Tt; . Tr'S , i 1 1 ■ .^f ttfi « au.^^^*^».- ^-*— '•*^"'- i- -•-" ----- ^tfii^JSk A»' i t ^i^i^xXikt^
soit Iiolomorphe dans le voisinage des valeurs précédentes. Pour que Taxe des of soit une direction de caractéristique, il faut d*abord que Ton ait P,,^ = o, et, si cette caractéristique provient d'une racine simple de réquation (9), comme nous le supposerons, on doit avoir au contraire Pjt-i.i différent de zéro. On peut donc résoudre Téquation proposée par rapport à la dérivée Pa_|,4 et Técrire sous la forme
p«-M = F (^1 y> -^t Pi.«» •••» p«.ot --M Po,»)t
le second membre étant développable en une série entière ordonnée suivant les puissances croissantes de x^ y, jr, p^^. Ce second membre doit d'ailleurs être nul, quel que soit â?, pourvu que y, z et toutes les dérivées p/,4 soient nulles; il faut, pour cela, qu*il n*y ait aucun terme en x^. D'autre part, les dérivées Pn^-i^o^ Pn^i» •••) Pi.» doivent être nulles le long de Taxe or; si on différenlie Téquation précédente par rapport
à a; et par rapport à y, on voit que -r- et -r — doivent aussi être nuls,
quel que soit â?, de sorte que le développement du second membre ne doit contenir non plus aucun terme en yx^^ ni en p^n^-
Cela posé, soit ^ {y) une fonction holomorphe dans le domaine de Torigine, nulle, ainsi que ses n premières dérivées, pour y = o. D'après le théorème général qui vient d*étre démontré, Téquation (15) admet une intégrale, régulière dans le domaine du point o^ = o, y = o, se réduisant à ^ (y) pour o; = o, et nulle, ainsi que ses n — 2 premières dérivées, pour y = o. On démontre, comme au n* 83, que le développement en série de celje intégrale est divisible par y*****, de sorte que tous les éléments de la caractéristique considérée appartiennent à cette intégrale, quelle que soit la fonction ^ (y). Tout les éUmenis tfune caractéristique (Tordre n, correspondant à une racine simple de Céqua^tion A (X) = 0, appartiennent donc aune infinité de surfeuses intégraief dépendant d'une infinité de constantes arbitraires. Ces constantes arbitraires sont précisément les coefiicients de la série entière 4^ (y), à partir du coefficient de y*^*. On en conclut encore que Ton peut trouver une infinité de surfaces intégrales, ayant un contact d'un ordre aussi élevé qu'on le veut avec une [surface intégrale donnée le long ^ d'une caractéristique.
Les théorèmes qui viennent d'être établis vont plus loin que les théorèmes correspondants du chapitre iv. En effet, dans ce chapitre, od s'est borné à établir qu'une intégrale d'une équation du second ordre es! déterminée quand on se donne une caractéristique du second ordre et une autre courbe admettant un élément du second ordre de cette
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caractéristique et tangente à la seconde caractéristique située dans cet élément. Ici, au contraire, nous voyons qu'une intégrale d'une équation d'ordre n est déterminée par une caractéristique d*ordre n, et une autre courbe quelconque admettant 4in élément d'ordre n de cette caractéris* tique. Nous disons, pour abréger, qu'une courbe admet un élément d'ordre n lorsqu'elle a un contact d'ordre n avec toute surface admettant cet élément.
Bien qu'il y ait une grande analogie, dans les raisonnements et les résultats, entre le cas d'une équation d'ordre n et le cas d'une équation du second ordre, nous devons signaler cependant une différence essentielle. Nous avons reconnu que deux caractéristiques de systèmes diiïérents d'une équation du second ordre, ayant un élément commun du second ordre, appartiennent à une mime surface intégrale. Au contraire, dans le cas d'une équation d'ordre n > 2, deux caractéristiques d'ordre n, de systèmes différents, ayant un élément commun d'ordre n, n'appartiennent pas en général à une même surface intégrale. Nous verrons une confirmation de ce fait un peu plus loin.
212* Étant donnée, sur une surface intégrale (S), une caractéristique (C), il existe, nous venons de le voir, une infinité d'intégrales ayant un contact d'ordre n au moins avec la surface (S), tout le long de la caractéristique. Il est naturel de se demander s'il n'existe pas des équations possédant des caractéristiques d'ordre n — i, comme cela a lieu pour les équations du second ordre, de telle sorte qu'il existe une infinité d'intégrales, dépendant d'une infinité de constantes arbitraires, ayant un contact d'ordre n — 1 seulement le long de la caractéristique. Pour qu'il en soit ainsi, il faut que le problème de Cauchy, relatif à cette multiplicité d'éléments d'ordre n — i, conduise à une indétermina* tion pour l'une des dérivées d'ordre n. Supposons que a^ y, z et les dérivées p/^ soient des fonctions connues d'un paramètre X (i-|- A^n — 1) vérifiant les relations
on a, pour déterminer les dérivées d'ordre n, les n -{- 1 équations
Si on tire n des dérivées d*ordre n des dernières relations et qu*on les porte dans F = o, on doit arriver à une identité, pour avoir une
-••-'«*•• < .liOf -.i-«t.-*--*-u«*.' *-» ^"C ^ -^uw^.»* • ^- ------ -"- - / - •- r' lin- 111 ti --^^ -« ' -^••'i --^fff'i
caractéristique. On obtiendra des équations admettant une famille de caractéristiques d*ordre n — i de la manière suivante ; partons de deux relations de forme arbitraire
(16) I ^^ (^'^y » rfPii-1.01 rf-Pii-î.o — ^P«.«-i) = o»
où H et H, sont homogènes par rapport aux différentielles et renferment en outre les variables a?, y, ;?, p^^, ..., p^^^i d*une façon quelconque. Si Ton remplace ilpt^ par Pt^.%jJ^^ ~l~Pa + i^y« P^^^ qu'on élimine le
rapport -^ entre les deux relations obtenues, on aboutit à une équation
d'ordre n, admettant une famille de caractéristiques d'ordre n — 1,. définies par les formules (16) et les suivantes :
dz = p^^dx 4- Po.irfyi ^Pa = Pi+ 4.*^^ + Pi.k + «rfy (i + A ï^ » — 2).
Nous nous bornerons au cas où les formules (16) sont linéaires par rapport aux difiérentiollcs, et, comme nous n'écrirons que les relations entre les dérivées d'ordre n et d'ordre n — 1 , nous modifierons un pea la notation employée en posant
'i = ^vTZ — r» ^9 = T~: — 5^» •'*» îfji = c"^ — î»
I^s formules (16) étant linéaires en cbs^ dy^ drs^^ ..., r/irjg, examinons d'abord le cas où elles soni de la forme
^it ^ff •••« An* ^1 p^ étant des fonctions de oo^ y^ z et des dérivées par* tielles de z jusqu'à celles d'ordre n — 1. L'élimination du rapport ^ conduit à l'équation linéaire par rapport aux dérivées d'ordre n
(18) a,'(î, + q^k) + fl, (y, + 9,X) + .-. + «» (î» + ?. ♦ i>) = !*• Inversement, étant donnée une équation linéaire d'ordre n, (I») A,î, + A,f, + ... + A,*,î,+, = A,
'-Mw* > f -n-* -é"i ^i-t--* iTci ^frrm
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OÙ A, A,, A„ ..., A|,+ , dépendent de a?, y» s et des dérivées d*ordre
inrérieur à n, pour qu'elle provienne de Télimination de ^ entre les
relations (17), il faut pouvoir déterminer a,, «,, ..., «», X, ]& par les . conditions
«i=A,, a|X + as = A2t tfj^ + «1 = A„ ..., fl,X = A«+„ ji = A^. et l'éliminalion de a,, a,, ..., a» conduit à l'équalion de degré n en X (20) A,3i- — A,X-« + A,3i-« ... + (- !)• A,+, = o;
c'est précisément Téquation qui détermine les caractéristiqueSi comme on devait s'y attendre. ,Une équation linéaire d'ordre n admet donc, en général, n familles distinctes de caractéristiques d'ordre n — 1, qui sont définies par des équations linéaires par rapport aux différentiellos. On peut donc étendre immédiatement aux équations linéaires d*ordre n la méthode employée par Monge pour les équations du second prdre(*). Nous n'insisterons pas sur cette méthode* qui sera généralisée tout à l'heure.
Lorsque le coefficient A, est nul, l'équation (20) en X a une racine infinie, et les formules (17) sont remplacées par les suivantes
dw = o, K^dic^ -{- ... -f- K^dic^^^ -f- AiK^|C/ir« :=: Kdy.
Passons au cas où les caractéristiques d'ordre n — 1 sont définies par des formules linéaires quelconques
\ 6,rfiri + M»i + — + Mw« + H^ + v^^y = ^ ;
l'élimination du rapport ^ conduit à l'équation suivante
(22) S («|6* — Ma) (îiîit + 1 — ?/+ ^qk) + V^^àiqt — Xfibiqi
+ X|2:&a9*^i — [AiSa^fit^i + X|jA, — X^, = ç,
qui est de la forme
(23) 2lBa(y<jf*^| — ?Ag/+i) + A,9| + K^q^ + ..• + t^mu^'^H^h-
(^) Nâtaio, l>i€ MKert itnir^fif, p. 9m.
A _^ •■»*.:».■ aA^':
' -.irf ■ » >» •- ^-^-■. --..,. ,_ ^-.-^. i-j..^^ I «■ »..- . rt>
fa*»i^ > »> « J» ■ *' -f *i [ ■■ ' r ili l'itiii-' ' -' i*-i''r> lin mu' iiiBi' — ^ •---■■'■■» J — - rt- «'.^ - ^ .— i .»« i
Inversement, élant donnée une équation de cette espèce, pour qu'elle
provienne de Télimination de ^ entre les deux relations (21), il faut
pouvoir ridentiGer avec l'équation (22). On voit que TidcntiBcation n'est pas toujours possible, dès que n est supérieur à 3, en remarquant que, les 2n inconnues a^^ «,, ..., a„, ô,, 6,,-.., *» sont déterminées par les conditions
les quantités Bi^k vérifiant les relations
B/./ = o, B/*-f-BA,/ = o;
pour que les équations précédentes soient compatibles, il faut en outre que Ton ait, comme on s'en assure par un calcul facile, les relations suivantes, bien connues dans la théorie de la droite, entre les qnanti* tésBr.*
B/.*Ba,/ + B/.A B/.it 4" B/,/Bifr,A = o, (f. A, A, / = 1, 2, ..., n).
Pratiquement, on peut s'assurer si ridentiftcation est possible et calculer les coefficients de la façon suivante. L'une au moins des quantités Bi,^ n'étant pas nulle, supposons, pour fixer les idées, que B|,) ne soit pas nul; comme B^^^ = a^b^ — ^i^s« ^1 s'ensuit que les équations (21) sont résolubles par rapport à ch^ et à dit^ ; on peut alors, sans diminuer la généralité, supposer
«1 = 1, ft|=o, «, = 0, *, = i, B,,, = 1.
Si l'on fait i = 1 dans la relation générale
afii — biajt = B/,iH
il reste ft^^ =: B, j^; si Ton fait, au contraire, A = 2, il vient ag = Bi;^, et il n'y a plus qu'à examiner si ces valeurs des coefficients a/, b^^ satisfont aux autres conditions.
Lorsqu'il en est ainsi, il reste n -|- 2 équations pour déterminer les quatre coefficients X,, X^, (&|, {a^, n -}- ^ d^ ces équations étant linéaires, et la dernière étant du second degré. Il faudra encore que ces équations soient compatibles, ce qui n'a pas lien, en général, lorsque' n est supé^ rieur à 2. Les équations de la forme (19) peuvent être considérées comme une généralisation de l'équation d*Ampère, mais on voit, d'aprte
j^ ..j^'^A^'^^mm-M^ mi •fig .
nL. JU<
i.*ijUr^^tf màl^t, v»A<C\««& •^•^ — ' T' ••^
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ce qui précède, qu'elles n^admettent de caraclérisliques d^ordre n — i que si les coefficienls satisfont à cerVaines conditions (')•
218. La méthode d'intégration de M. Darboux s'étend sans difficulté aux équations d'ordre quelconque à deux variables indépendantes. L'extension dé la méthode de Monge, quand elle est possible, est comprise comme cas particulier dans l'exposition qui va suivre. Etant donnée une équation de la forme
cherchons d^abord s'il existe des combinaisons intégrables pour les équations dilTérentielles des caractéristiques d'ordre n. Soit d^ = o une combinaison intégrable, 9 ne renfermant pas pn^\ si, dans cf^, on remplace cfy, dz, <(Pi«i --t ^Pca-o ®^ ^Pn<-i.« P^^ leurs valeurs tirées des équations (8), il vient
'+y7^— U.-,(X)rf/)._»,-A..,(X)rfp,_,.,+ ... .
'■Pm- 1.1 '
11 faudra donc que les coefficients de dx, <(!p«-9.s« •••« dp^^ soient nuls séparément, c'est-à-dirè que Ton ait
Kr^+ A.., W^iS-^o, ....5^-+(- l)-A.(X)^ = o,
et on aura à rechercher si ces équations linéaires simultanées admettent, une solution commune. Les relations de la dernière ligne ont une signification importante. L'équation qui détermine les caractéristiques
de l'équation f = C est, en divisant par dx et posant dy =? fufœ^
pi-^« + à*., (X)^^— « + ... + A, (X) = o, (1) Cette exteotlon de TéquatUm d^Aoïpère a été aussi Indiquée par NatanI- (Dit
c^e8t-à*dire, en se reportant à Texpression de A|, A,, •..,
On voit que IVquation ^ = C doit admettre comme directions de caractéristiques les n — 1 directions de caractéristiques de Téquation proposée^ autres que celle qui donne les caractéristiques considérées.
De môme, pour qu'il existe une combinaison intégrable pour nne famille de caractéristiques d'ordre » 4~ ^«
<^^{^^ Vf ^\ Pu» — » ?•.«+*) = o,
la fonction *\ ne renfermant que les dérivées p/^^^ pour lesquelles Tindice » . ne dépasse pas n — 1, on trouve que la fonction ^ doit vérifier les équations simultanées
dont les dernières ont la même signification que plus haut. On opérerait de la même façon pour reconnaître si les équations dilTérentielles des caractéristiques d'ordre n — 1, quand il en existe, admettent des Gom« binaisons intégrables.
Cela posé, considérons une équation d*ordre n admettant n système de caractéristiques différents, et soient
cA«| = o, du^ = o, ..., cfuj».! =r o
n — 1 combinaisons intégrables appartenant respectivement an — i de ces systèmes, Un ti,, ...i ti«.| renfermant les dérivées de x jusqu^à Tordre n + A au plus. Les n équations
où C|t C,, ••., Cj,.| sont des constantes quelconques, forment un êyiième en involuUon. Par toute orientation d'éléments d'ordre n -f- A* dont les coordonnées vérifient ces équations et celles qu*on déduit de Pji4 -f" / = <^ P^r ^^> différentiations, il passe une intégrale commune. En effet, Pintégrale (S) de Pii*^ -{~ r= <>i V^^ passe par cette multipU* cité d'élémentSi peut être considérée de n — 1 manières différentes
III
^>*iii É* ' !■■ *■ ■-■^■^■■ijiii ti i'<i<fc< Il ti< ■*>■■! ■ I •" 1 n Ti Mu irna-i^-'- • --H^n'» ' iiii I î- • Mlii
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comme un lieu de caractéristiques. En particulier, on peut la regarder comme le lieu des caractéristiques de la famille qui admet la combinaison intégrable du^ =.0y Ces caractéristiques étant issues des divers éléments de Torientation précédente. Comme U| est constant tout le long de chacune de ces caractéristiques, il s'ensuit que Ton a bien tii = C| en chaque point de la surface (S), et on démontrerait de la même façon que cette surface (S) satisfait aux autres relations
Cette intégrale commune (S) peut être obtenue par Tintégration d'un système d'équations dilTcrentielles ordinaires. D'après ce qui précède, en chaque élément de (S], les n équations
Pii.t + /= Oi «*4 = C|, «, = C„
Wjt— j — t^M— I
ont une direction de caractéristique commune, de sorte que (S) est aussi un lieu de caractéristiques communes à ces n équations, et il nous suffira de déterminer ces caractéristiques communes. Soit X« la racine de A (X) = o qui correspond à ces caractéristiques ; on a, pour déterminer les valeurs des dérivées d'ordre n -|" A le long d'une de ces caractéristiques, n équations
rfp«_,.A + | — A,,-! (X,)rfp^_,.A+, +... + (— i)*-«A,{X„)rfp^^+A... = o, rfp»_|,A + i — A,-|(X/)rfp,_,.A + ,+ ...-|-(— l)«-«A|(X/)dp^»^.A... = o,
dont la première n'est autre que l'une des relations (iO) et dont les autres se déduisent de u, =C|, ..., Un.| = Qn-o ®u tenant compte des conditions (26). On vérifie sans peine que ces équations peuvent être résolues par rapport à c/p«.|,A^|, ••m<'P«.j»+ai si les racines X|, X|, ...,Xa sont distinctes, comme nous le supposons. En ajoutant les relations
rfy = X»rfa?, di = (pi.e + Po. i>«)<to, cfp/. it = [pi^i,k+ Pi, k + M^^
on forme un système d'équations différentielles ordinaires, permettant de déterminer complètement ces caractéristiques communes, quand on en connaît un élément d'ordre n -f* A- L'intégration de ce système donnera l'intégrale cherchée (S). .
Plaçons-nous toujours dans le cas où les n systèmes de caractéris* tiques sont distincts et supposons, de plus, que, pour n — 1 de ces systèmes, il existe deux combinaisons in tégrables distinctes. On peut reprendre sans modification les raisonnements qui ont été faits pour le
^Lj-.'^4*Ai;.^l:. li«V.JÏ^*i.---i4tf*i»-i>iiaL<iiJi^i*. i^".<.i4t.vi.'BJïi:a«.^ - < «-n*» ii r.* «.SM*^»-tv -^» « h . » • ■ . -i .i^-Xi^^f^ rsr . /-.-^ija.fcUwii'.ij^^ii.
second ordre; Féquation proposée admet n — i intégrales intermédiaires distinctes
et /a solution du problème de Cauchy est ramenée à Tintégratioh éCun système d^éqùatiom diffirentîeUes ordinaires..
Lorsque les n systèmes de caractéristiques admettent chacun deux combinaisons intégrables distinctes, on a n intégrales intermédiaires distinctes
««I = Jl iP\)* -M W« == ?» (»l»)l
et on pourrait démontrer, par des considérations analogues à celles qui nous ont. servi pour le second ordre, que ces équations, jointes à P = o, forment un système complètement intégrable.
Remarque. — Nous avons ditplus haut (n* 21 1) que deux caractéristiques d*ordfe n, de systèmes différents, n*appartiennent pas en général à une même surface intégrale. Il est facile de le vérifier. Soit (C), (C) ces deux caractéristiques ; supposons que les équations différentielles d*nn des autres systèmes ' de caractéristiques admettent deux combinaisons intégrables distinctes d'ordre n, du = o, r/v = o, de sorte que Téquation proposée admette l'intégrale intermédiaire
Le long de la caractéristique (C), u et « sont des fonctions d*une seule variable, et toutes les surfaces intégrales qui admettent les éléments de cette caractéristique satisfont à une même équation ti = f | (v), où la fonction ^| a une forme déterminée. De même, toutes les surfaces intégrales qui admettent tous les éléments de la caractéristique (C) satisfont à une équation u = f , (9), où la fonction ^ , ne dépend que de cette caractéristique. Pour que la même surface intégrale contienne à la fois les éléments des deux caractéristiques, il faudra donc que Ton ait ^ | = f ^v ^ qui n*aura pas lieu évidemment, si ces caractéristiques sont quelconques.
214* Nous étudierons encore rapidement un système de n équations du premier ordre à deux variables indépendantes a?, y, et à n fonctions inconnues jr|, *,, ..., jr., .
^ <■ w^AwS'ttmT.mr^t' îjrrf ma,»* tt mwm, • ^
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On définit les caractéristiques en se posant un problème analogue au problème de Caucliy. Donnons-nous les valeurs de z^^ x^^ ..., z« pour une suite de valeurs des variables vérifiant une relation f {Xj y) = o, et proposons- nous de trouver un système d'intégrales prenant les valeurs précédentes; en langage géométrique, cela revient à chercher n surfaces associées
^1 = /i (^. y), ^1 = A («, y), ...» n = fm (a^i y)»
passant respectivement par n courbes données (F,), (F,), ... (Fji) situées sur un même cylindre ayant ses génératrices parallèles à or. Le long de ces courbes, a;, y, jr,, ..., z« sont des fonctions connues d'un paramètre variable, et les valeurs de p^p,, ..., pn, f,, q^^ ..., q^ s'obtiendront par la résolution des 2n équations
les valeurs obtenues pour les variables p/ et qjt seront aussi des fonctions régulières du paramètre variable, à moins que le déterminant fonctionnel des 2n équations précédentes par rapport àP|,P|, ...,. P«> 9i* ^ti •'.« ^A ^^ soî^ >^u^. C® jacobien a pour expression
JF,
5ft 5p,
dx,
en multipliant toutes les colonnes d'ordre impair par <fy, celles d*ordr» pair par dx^ et retranchant chaque colonne d'ordre pair de la précédente on remplace, à une puissance de dy près, ce déterminant par le
gaivant
r— ' rfy — r— * dli», T-* dv — r-* «to,... , T-* «y — r-* «w
. >F. ^ îP» ^
r ^li-i«w«.''_.j,W4,'.
.u» .ni, -,«.«1.. --.-■- -■ • >.>j .-j
Cela posé, nous définirons les caractérisUqucs commo il suit. Étant donné un système d'intégrales
- 1 = f% K y\ H — ft {^1 y).
nous appellerons éléments associés du premier ordre les éléments de ces n intégrales
(^, y. ^n Pli îi)» K y, ^1, Pj, îi)i
C^f y» -^«t» Piii 9»i)f
qui correspondent à un même système de valeurs pour x et y. Une caractéristique du premier ordre de ce système d'intégrales est une suite simplement infinie d'éléments associés du premier ordre, définie par Téquation diiTérenticlle du premier ordre
où Ton suppose qu'on a remplacé jr,, z^^ ..., sr., p^ .... p^iÇ^i, q^^ -.«^j»
par leurs expressions en fonction de a% y. On voit que tout système
d'intégrales possède n familles, en général distinctes, de caractéristiques.
Le rôle important de ces caractéristiques tient toujours à la propriété
suivante. Soit {a une racine de Téquation A = o, où Ton regarde -p
comme Finconnue ; le long d'une caractéristique correspondant à cette racine, on a, entre les éléments associés du premier ordre, les relations
Fi = G, F, = o, ..., F» = o,
dy = yLdx, dx^=p^dx+q^dy, ..., dz^=p^dx^q^dy.
Nous allons montrer que Ton peut ajouter à ces relations évidentes une autre équation indépendante du système d'intégrales qui nous a servi à définir les caractéristiques. On a, en effet,
\dxj ^ îp, a» T^ - + î>p, .\» + i>î, J» ^ ••• ^ îy. J» ~ "•
en posant
hi.^,^^lEt
si on remplace "S^ P" jy "• j^
et
P" Ite *
flnent.
- ri-' ' — .« ^< ■ --. ■ . fc-< *.^ • — ..
-*■'-- ~-Ti iiM '■! mniir ii-ti--"* — ^^ — ^ ^ ^i^^^^.M.^''^-^
V^/ ~ Ty "*" ïï; '• + ••• + 5^ '••
On peut donc définir les caractéristiques comme une suite simplement infinie d'éléments du premier ordre satisfaisant aux équations simultanées (30), (33) et (34). Ces 2n + 3 équations entre 3n -}- 2 yartablet se réduisent d'ailleurs à 2n -j- % équations distinctes, car, en ajoutant
les relations (33) et (34), a vient .
X,«IF; + i^, + ... + X. dF, = o,
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en multipliant par cfo,
itsi I
imaginons écrites ces n relations où Ton aurait fait successivement t = 1,2, ... n ; on peut éliminer de ces n relations les termes qui
contiennent les dérivées du second ordre ^' Eneflet, si le rapport -r -
<^y ^'^ dx
satisfait à Téquation A = o, on pourra trouver n coefficients IpX^, ...,X«
différents de zéro, satisfaisant aux n conditions
si on ajoute les n équations (31), après les avoir multipliées respectivement par X|, X,, ... Xji, il reste
+ 2j I ^« j^+ ••• + ^-îiS )**-••
On verrait de même que Ton a
en posant <
4~-m.^<- "V • -M. >..Jkj iB a> f .^ j
. M IS-a.» a^..» «>«- «'■».H. M>i»nB
' ~' -^ -»•->«• •• .w ^ O» ><->«— r «—'O.MjlitliAd
k'-» **i < » I *ili iriil m y. 11-... . -^.^ ,^^^
de sorte qu'il y a n variables de plus que d'équations. Par exemple, si les équations proposées (â7) peuvent être résolues par rapport à Pu Ptf ""» P»^ ^^ pourra ne laisser dans les équations différentielles des caractéristiques que les variables a?, y, z^^ z,, ..., ^4, ^i, q^^ ...^ q^* '
Cela posé, Textension de la méthode de Monge et d'Ampère se fait -toujours d'après les mômes principes. Si les n systèmes de caractéristiques sont distincts et si chacun d'eux admet une combinaison intégrable, les n équations
tl| d|,...,tlji Liai
où dui = o est la combinaison qui correspond au t^* système, forment un système complètement intégrable. Si on résout ces 2n équations par rapport à P|, p,, ..., p,, ^i, ..., q^^ les conditions d'intégrabilité du système d'équations aux différentielles totales
dzi = pidx + qtdy
{i = iX -M»)
son t vérifiées identiquement, quelles que soient les constantes C| , C^^ . . .C« . Je renverrai, pour la démonstration, au Mémoire de M. Hamburger (*)• Lorsque chacun des systèmes de caractéristiques admet deux combinaisons intégrables distinctes, le système proposé admet n intégrales intermédiaires distinctes
«I =^ Tl (»l)» «t = ?1 W. ' •••» ^n = ?i. (r»),
et rintégration du système proposé est ramenée à celle d*un système complètement intégrable
Fi =0, F, = o, ..., F» = 0, U| = fi (t?,), ..., u» = fj|(o»)
avec n fonctions arbitraires f |, f j, .i., f «•
Si n — 1 seulement des systèmes de caractéristiques admettent deux combinaisons intégrables distinctes, la solution du problème analogue à celui de Cauchy se ramène encore à l'intégration d'un système d'équa» tiens différentielles ordinaires. Pour plus de simplicité, supposons les équations (27) résolues par rapport kp^^ ...^p^^ ei soient ^^ (y), ^^ (y)^ ••M '^m (y) les fonctions auxquelles doivent se réduire ^n s^^ .••, x^ res* pectivemeni pour œ=:œ^.
Les valeurs de 3n fonctions t/, pi^ j/, étant connues pour œ = œ^^ on en déduira, comme on Ta déjà expliqué plusieurs fois, la forme ûeB
(I) Journal de Cttlh^ U XCIII, p. 193 et tuivantet. '
»fcM>MI ■■■V-
■ - -^ — -iffw iif'Ti - tf'i'»- I *—»"-»——-- -^^-^^^-^-fc^'J—-
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n — 1 fonctions f |, ^^y ..., fpi,.|, de sorte que le système d'intégrales cherche doit satisfaire aux in — 1 équations
F| = o, F, = o, ..., F, = 0, tt| = f I {v^), ...» ti^«^ = ^,.^ K-i);
pn obtiendra ce système d'intégrales en cherchant les caractéristiques du système qui n*a pas encore été employé. Ces caractéristiques sont déHnics par le système d*équalions connues, auquel on ajoutera les n — 1 relations
de façon que le nombre des variables ne dépasse que d'une unité le nombre des équations.
215. Telle est, dans ses grandes lignes, Textension de la méthode de Monge aux systèmes d'équations simultanées du premier ordre. Cette extension suggère un grand nombre de questions ; nous examinerons quelques-unes des plus importantes. Remarquons d'abord que le déterminant A, qui joue le rôle fondamental dans cette étude, est un invariant, relativement à un changement quelconque des variables indépendantes. Soient x\ y' un nouveau système de variables indépendantes, définies en fonction des anciennes par les formules
les dérivées pVi ?'/ de Jt par rapport aux nouvelles variables oui pour valeurs
Pi — Pi
iaf
iaf
L'équation F/ = o se change en une nouvelle équation
G| [x\ y\ jr,, j",, ..., x^ ; p'^, p'„ ..., p\ ; q\^ ^^ ...^ g'J =0|
et l'on a
d'où l'on déduit l'identité
IXr^OIIATlOX PKt AQUAnOXt. -* T. !!•
tl
•>-^ * '-rf-;- • j,> - -î ^ -ii--iii: /■*." ■«>-«.^i»*^»k::^X^^Jr>>»^■^«-A:•^«*■^.'•.alr>.^^taJ.<^Jàl^hta»;,^r^afc■l« ..jiAv^. ^j * .à. .v.^i^ c-»^->.JU - ..•.— ..■..■^.; ..•<::>- ■ .^^'.r— ,^"^>.
Quand on effectue le changement de variables précédent, un clcinent
D (o 4*) quelconque de Â est multiplié par le jacobien ïT^ >^ i on a donc, en
désignant par àf le nouveau déterminant,
Cette remarque nous permet de montrer que le problème de Cauchy, tel qu*il a été posé plus haut pour un système de n équations du premier ordre à n inconnues, admet une solution lorsque le déterminant Â n'est pas nul. Supposons que Ton connaisse la suite . d*éléments associés du premier ordre, correspondant aux valeurs de 0?, y, vérifiant une relation donnée <^ (âp, y) z=z o, et satisfaisant aux équations proposées (27). Les éléments appartiennent à un système unique d'intégrales holomorphcs, pourvu que Â ne soit pas nul pour tous ces éléments. Prenons, en effet, pour nouvelles variables indé* pendantes, â/ = 4 (â;, y), y' = V {x^ y), la fonction ^ étant distincte de «&; on aura dx''z=z o, et le nouveau déterminant A' se réduira à
D (G,,Gtt.. ,G,) ,
* ce nouveau déterminant étant différent de zéro, comme le premier A, on pourra résoudre les nouvelles équations par rapport à p\^p't% «mP'» et appliquer au nouveau système le théorème de Cauchy sous sa forme habituelle.
Remarque I. — La méthode d'intégration qui fait Tobjet du paragraphe précédent ne s'applique pas aux intégrales telles que le déterminant A soit idcntiquenient nul, quels que soient dx et d'y, pour tous les éléments de ces intégrales ; nous les appellerons des mlégrales^ singulières.
Remarque IL — 11 peut se faire que le déterminant A soit identiquement nul, pour toutes les intégrales du système (27), alors même que les équations du système ont été mises sous la forme la plus simple. La théorie des surfaces nous offre des exemples remarquables de pareils sytttmet tinguliers. Tel est le système
p\ +PÎ +i>l=« (». y). Pi?i+i>i?»+Pj?3=» (*. y).*î+îî-l-îl=» («.y) ;
qui sa présente dans la recherche des surfaces applicables sur une
^fc« l11« ■» «•«
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surface donnée ; tel est aussi le système
Pi +Pt£ = ^^ îi +!>« + î* ^+Pi ^ = o, î, + î, ^ = 0,
que Ton rencontre dans la théorie de la déformation infiniment petite*
Un système non singulier peut toujours, d'après ce qui précèdOi être ramené à un système de forme normale
Pî + f% (^t yi ^o 'j» — • ^«; ?i» iv —I ?J = o,
Pm + fn («I y» ^o ^1» ••'» ^*î ?n *»• -M ?») = o,
résolu par rapport à p^, p,, ..., p,,, au moyen d'un changement de variables, tandis que cela est impossible pour un système singulier.
216. Pour obtenir les équations différentielles des caractéristiques, nous avons eu à déterminer les coefficients X|, X,, ••m^i» par les n équa* tiens linéaires et homogènes (3â), qui sont compatibles quand on remplace -^ par une racine f& de Téquation A == o. Revenons à la discussion de ce système. Si (a est racine simple, cette valeur de (a ne peut annuler à la fois tous les mineurs du premier ordre de A, et les équations (32) déterminent complètement les rapports mutuels des coefficients X| , X,, . .., Xm, de sorte que Ton ne peut éliminer que d'une façon les
dérivées du second ordre -^ des relations (31). Mais, si ^ est racine
multiple de A = o, il peut se présenter des circonstances toutes diffé* rentes. Supposons, pour prendre le cas général, qu'une valeur de |â annule tous les mineurs à r lignes et à r colonnes de A, sans annuler tous les mineurs qui ont moins de r lignes ; cette valeur de |â sera d'après une théorie bien connue, racine de A = o d'un ordre de multi-^ plicité au moins égal an — r -|- 1* On pourra, dans ce cas, déduire. des équations (31) n — ** + i relations distinctes ne renfermant paa les dérivées du second ordre. Si on suppose, par exemple, que Ton n'ait laissé dans les équations différentielles des caractéristiques que les 2n -}- S variables a?, y, l'i, jr„ ,.,, ir^, p^, p,, ...,p«, nous aurons 2it — r -f- 2 équations, et la différence entre le nombre des variables et celui des équations sera égala à r seulement, au lieu d'être égale à Hf
comme dans le cas général.
Nous n'examinerons pas les modifications que doit subir la théorie générale dans tous les cas particuliers qui peuvent se présenter, et nous nous bornerons à considérer le cas limite où r rs 1; Si un tel cas se
^>iwfc.tx.».^:a:«>,. , . ,... , , -„„.^^
présente, le système proposé n'admet qu'une famille de caractéristiques, el ces caractéristiques sont définies par un système d*équations diflerentielles, dont le nombre n*est inférieur que d'une unité au nombre des variables, c'est-à-dire par un système d'équations différentielles ordinaires. Gcs caractéristiques ne dépendent donc que d'un nombre fini de paramètres, et l'intégration du système proposé doit présenter la plus grande analogie avec celle d'une équation aux dérivées partielles du premier ordre à une seule fonction inconnue.
Pour déterminer les systèmes qui jouissent de la propriété précé*
dente, on peut toujours les supposer ramenés à la forme normale :
ft
(37) Fi=j)/-f-/i (û?, y, X|, z^,...,z^; q^, }„..., ?«) = o, (i = l,2,...,n); tous les éléments de A
T-^ dy — r-' dm
doivent être identiques à un facteur de proportionnalité près. Or, si on suppose t et A différents,- on ar--^ := o; on doit donc avoir aussi ^ = o, et le système est de la forme
(38) F/ = pi +/iKy, ^1, ^„ ..., ^m, }/)= 0, (i=s i, 8, ..., n). On a niaintenant
*^Fi j «^Fi j _f <^/l j — -f dy — r--* dx = ov — -é^ dwi
il faut donc que Ton ait
et la valeur commune des dérivées précédentes est nécessairement indépendante de 9|, ;,..., jj|. La forme générale des systèmes cherchés est donc la suivante •*
A|, A|| B|, •,., B« étant des fonctions de x^ y, m^^ jr^, •,«, '••
,» » ^ . -tn... r far, «. .>.■.«#. ;.* mM,^'..»,i,^,L.i^-*r^^^^ ^„ , , j ^ H > tf l l g
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Si on applique à ce système la théorie générale, on voit qu'Q possède une seule famille de caractéristiques pour laquelle on a
dso rfy,
en tenant compte des équations cUcs-^mèmes, les relations
dsi = ptda + f^y nous donnent un système de n -f- 1 équations différentielles ordinaires
rf» rfjf dt^ cfar,
entre â?, y, jr^, ...,^m seulement. On voit que Ton peut négliger ici les équations qui renferment les dérivées pi et qt. Convenons, pour abréger, d'appeler caractéristique d^a-dre zéro toute suite simplement infinie de valeurs de (or, y, Z|, ...*, Zk) vérifiant les relations (39) ; le calcul précédent prouve que tout système d'intégrales des équations proposées s'obtient en prenant une infinité simple de caractéristiques d'ordre zéro.
Soit
l'intégrale générale des équations (39). Toute intégrale des équations
proposées satisfait à des relations de la forme .
««I = Ti (*«*+i)» •••» w» = ?» (w»+i)
et inversement, quelles que soient les fonctions f |, f ,, ..., f m, un calcul direct prouve que les fonctions X|, z^^ ..., z^^ définies par ces formules,^ satisfont bien aux équations (38) (^).
217. Lorsque les équations du système (27) sont linéaires par rapport aux dérivées p/, ;/, on peut déduire des équations différentielles' des caractéristiques deux relations au moins ne contenant que a'* y^ ^|«
(1) Le résultat précédent est dû à Jacobi [Journal de Crettê^ t. Il, p. 3S1), qui a' aussi étendu la méthode aax équations slniultanéet
à un nombre quelconque de variables indépendantes*
t«M« /«•«. *W^--«MÙ^I>^M'kVl^'S.Â* '^alJ
■'<'■ Wi^».^<aÉi r miJÊm^*^^ m9m^A-*M
> •» •— fc.>l irf '■ . liH H >■!'«■ «t« 'i<ri ■'» 'Jbu - - 1 -^ -Tffi *!
^S9 ..., x«. Du reste, il est facile d'établir directement ces équations. Considérons le système linéaire '
«H Pi + ^uPl + ••• + ^HiPn + *n?| + — + *«•?« = •!» ^uPl + ^mPj + ••• + ^*2P» + ^llîl + — + ^nt^m = «it
^l"P| + ^l«Pl + ••• + ^nnPn + *|«?| + ••• + ^««î» = ««»
OÙ les coefficients a/jt. ^/i^ et les seconds membres sont des fonctions de *» yi ^1» •••» *« seulement. Si on pose dy = \»jdx^ Télimination de Pi, P21 •••• Pm^ entre les équations proposées et les relations
dz^ = (Pi + ?,jjl) est», ..,, dz^ = (P« + ^«J*) rf»
conduit au système
«ll^^l + — + ^m%dz^ + [(^11 — «Ill*)î4 + —
+ (^«4 — ÛHiî*) ïii ] «te = e|Cto,
^i*^^4 + ••• + ^nndz^ + [ (Ô||, — tf|«Jt) Ji -f- ...
pour qu'on puisse éliminer q^^ ;,» ..., 9» entre ces relations, il faut et il suffit que \k soit racine de l'équation
*ii ~ ^lll*t •••! *«i ^-^illH'
*|JI «|«î* -M *«» ^liJil*
Si on a pris pour \k une racine de cette équation, on en déduira une relation au moins dé la forme
^1 («ii^'^i + — +• «iti^O + — + ^« («i-rf^i + .- + a^mdz^
ou encore
A|£Ùr| -^ .,, -^ A»rfxj| =s Bdbp,
Af,..., A«, Bétant des fonctions de â9,y,>|,... X|». Lorsque cette valeur def&n'annulepassimultanémenttousles mineurs du premier ordrede A ((a), ce qui aura lieu certainement si ji est racine simple, on n'obtiendra qu'une relation de cette forme. Nous appellerons caraclérittiques dordrt nul tout système simplement infini de valeurs de â?, y, l'i/..,, x« satit-
;>. WJ»\ .^ »M
J .■*»■ J »1*« J»»fcr^«yi fc«l|
gHfchMWP ■< fc ■ ■ J- T
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faisant aux deux équations
dy = jA£to,
Ajrfjr -f- ... ^ Ai^rfjTj, = B<&;
un système linéaire possède donc« en général, n systèmes de caractéristiques d*ordre nul, correspondant aux n racines de A (%f) = o, définis par des formules analogues aux précédentes (44).
Les équations (44) admettent au plus deux combinaisons intégrables distinctes. Lorsqu'il en est ainsi, le système proposé admet une inté* grale première de la forme
tt = ^ (©),
u et V étant des fonctions de x, yt 'n ••m ^m* Si le m<^me fait a lieu pour les n systèmes de caractéristiques, on a n intégrales premières distinctes
**! = ?i ^Pi\ -M •«» = ?» K)l
et l'intégrale générale est repréisentée par les formules précédentes, ?ii ?2« "M ?» é^^nt des fonctions arbitraires. Si Ton a en tout r inté« grales premières ^ <tC)
on pourra exprimer ^p -s*), ...» ^j» &u moyen de a?, y, et de n — r inconnues nouvelles, et on ramènera le système proposé à un système linéaire de n — r équations, dépendant de r fonctions arbitraires.
Lorsque ja est racine multiple d*ordre « de A ()&] = o, on peut déduire des formules (42) «équations au plus indépendantes defi, 9,, •.., ^j,. Les caractéristiques correspondantes sont définies par r -|- 1 équations
dy = ]uli9,
A'|dT, + AV^, + ... + A'„rf-r. = B«
où
Ces équations admettent au plus $-{-1. combinaisons intégrables distinctes, dans le cas le plus favorable où r ^ «. Par suitSi les caractéristiques correspondant à une racine multiple d'ordre « de A (|â) s= fournissent au plus $ intégrales premières du système proposé. Si ce nombre maximum est atteint pour chaque famille de caractéristiques, on aura rintégrale générale du système; sinon, on pourra en diminuer l'ordre*
On voit donc que, dans certains cas, un système d'équations linéaires admet un certain nombre d'intégrales premières de lai forme
9t = ffi (tti)i
les fonctions f / étant arbitraires, et les fonctions u/ n'étant pas nécessairement distinctes. Mais cette propriété n'est pas spéciale aux équations linéaires ; elle appartient aussi à certains systèmes d'équations de la forme
^l<P| + — + «*** + *«'?• + — + ^ntqm + 51 CJ,f (Prit — P^ir) = «/»
On trouvera la discussion complète de cette question dans le mémoire de M. Hamburger (*)•
218. La méthode exposée dans les paragraphes précédents, identique au fond à celle de M. Hamburger, constitue on réalité l'extension de la méthode de Monge aux systèmes d'équations simultanées du premier ordre. Pour étendre la méthode de M. Darboux, il faut commencer par définir les caractéristiques d'ordre supérieur au premier. Afin de simplifier les calculs, supposons le système proposé ramené à la forme normale
[ Pi + A (^» yi ^11 ••• ^«» ?o îj» -M ?*) = o,
I Pi + A (^» y* ^11 •'• ^«1 Vu ?ji —1 ?») = ^»
ï Pii + /« (*« yt ^it —i ^«1 îjf ?ii ..M }*) = o.
Les équations (46) et celles qu'on en déduit par des dilTérentiations successives permettent d'exprimer toutes les dérivées partielles des fonctions inconnues au moyen de or, y, ir^, ...,jr^ et des dérivées partielles prises par rapport à la variable y seulement. Nous supposerons toujours qu'on ne laisse que ces variables dans les formules qui vont suivre.
Cela posé, étant donné un système d'intégrales, nous appellerons caractéristique d'ordre m la suite simplement infinie des éléments associés d'ordre m le long d'une caractéristique. Entre les variables
*f y» *%% 't» -M ^m% ?4f Çj> -M fa ;
Vz,
(I) Journal de CrtlU, t. LXXXI, p. f61-S1t.
On pourra consulter auitl un àlémoire de M. Rœnigiberger : Vthêr diê tnttgraiUm. timullanêrpariielltr Difftrtntielglekhungt^Mtemê (Haihtmatiiche AnnaUn^ U XLl, p. 160.285).
IM»I
t •■ irli«r.1!i I ^MfcUiuitaJfc-'Ji
■>*■«■ j^ai*
nfii.èirt "fcjiJtp iti^li^fc .
nous trouvons
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on a d'abord les relations
rfy
où f& est Tune des racines de Téquation
iq,
Aux formules (47) on peut en ajouter au moins une autre, indépendante du système d'intégrales qui a servi pour la définition. En différentianl m fois de suite par rapport à y la première des équations (46), il vient
ultiplions par dx et remplaçons ^ jJ da par
En opérant de même avec les autres équations (46)| on arrive & 9i équations, entfe lesquelles on pourra éliminer les dérivées d*ordre
^yw-l-l )y«t-fi
pourvu que yi soit racine de l'équation A (yi) 2s o. Cette élimination
^ _ ^ '. V — . .M^^ .'..■^t.T^tm.'*.^' ••».** WlfciJ «KanXlTb «SaMM» «k£ I
I i^iai É i n " bfci^ «1 ■> ■ Il 1 1 4
'ffidWft •iiTi.T.'rirrtA
'j.'#i'rw»v-^;.w>«^^«P.
nous fournit une ou plusieurs équations de la forme
+ [>. (^) + ... + .. (le)] ^ = ».
que Ton devra ajouter aux équations (47). Dans le cas général, où (a est racine simple de Â (;a) = o, cette élimination ne peut se faire que d*une façon, et le nombre des variables qui figurent dans les équations différentielles des caractéristiques dépasse toujours de n unités le nombre des équations. On montrera encore de la même façon qu-une caractéristique d'ordre m est contenue dans une infinité de caractéristiques d'ordre m -f- 1, dépendant d'une constante arbitraire.
Une fois les caractéristiques d'ordre supérieur définies, l'extension de la méthode de M. Darboux se fait toujours d'après les mêmes principes, et son application ne présente que des difficultés de calcul, du moins lorsque les n systèmes de caractéristiques sont distincts.
219. On voit donc qu'en définitive toutes les méthodes développées dans cet ouvrage reposent sur la considération de certaines multiplicités à une dimension, ou multiplicités caractéristiques, qui jouissent de propriétés particulières relativement à une équation donnée. Pour étendre ces méthodes aux équations à plus de trois variables indépendantes, il semble donc que le premier pas à faire consisterait à étendre d'abord la notion si féconde des caractéristiques. Cette extension peut se faire de plusieurs façons, suivant la propriété des caractéristiques que l'on regarde comme la plus importante. On peut, par exemple, partir du problème de Cauchy généralisé ; c'est ce qu'a fait récemment M. Beudon pour les équations du second ordre à un nombre quelconque de variables indépendantes (*). Il arrive ainsi à définir des multiplicités an — 1 dimensions d'éléments du second ordre, appartenant à une infinité d'intégrales, et qui sont les analogues des multiplicités caractéristiques à une dimension pour une équation à deux variables. Mais ces multiplicités sont définies par des relations quadratiques par rapport aux dérivées, ce qui ne permet pas l'application de la méthode de M. Darboux.
On pourrait partir d'une autre propriété pour essayer cette extension. Étant donnée une équation du second ordre à deux variables indé*
pendantes ...
F (», y, jr, p, q,r,t,i)=o^
(1) I. Bbuoox, « Sur les caractéristiques dei équations aux dérivées partielles » (0«Ue/iii ii0 la Société maihémaiique, t. XXV, p. 108-120).
,i«^« iini »*i*Mt iiiM F ■ ^mi,%tma,Atim ■ ifc»»» • «.<«tr I ■'■rf tiifca^i^^ in**» -a 'i i''i>il 1 itii htt i--r*"'^^'*lf'Mrrt*il'-ii- "•l'i'fni
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soit (S) une surface intégrale ; si on considère sur celle surface une famille de courbes définies par Féquation dilTérenlielIe
où Ton prend pour y, une fonction convenablement choisie de <x?, y, z^ Pf 99 ^t <t ^ nous avons vu qu^on pouvait ajouter à Téquation précédente une autre relation de la forme
Adr + Bdt + Crf/ + Drfp + ... = o,
diiïérente de dF = o et indépendante de Tintégrale considérée. Tous les raisonnements que nous avons faits sont basés sur Texistehce de cette nouvelle équation linéaire en c/r, dt^ di^ rfp, dq^ dx^ que l'on peut ajouter à rfy = \Ldx. Étant donnée alors une équation du second ordre, à trois variables, par exemple,
(61) F {a?|, 0?,, 0?,, z ; p^, p„ p,; p,,, p,„ ..., p,,) = o, où on pose
et une intégrale de cette équation, considérons, sur cette intégrale, une famille de multiplicités à une dimension définies par deux relations
où X|, Xj, X, sont des fonctions de X|, a?,, ^p^i ••.» Paa* Si, en choisissant •
convenablement ces fonctions X|, X,, X,, on pouvait déduire de Téqua- >
tion proposée une relation linéaire en dp^^^ ..., dp^^^ autre quecfF =r ô, ?
indépendante de Tintégrale considérée, Tanalogic serait complète avec l
une équation du second ordre à deux variables indépendantes, et les ^ [
méthodes employées dans ce cas particulier s'étendraient d*elles-mémef • Mais il est facile de vérifier que la chose n^est pas possible, du moins si la fonction F est quelconque ; de sorte qu'on ne sera conduit par cette voie qu*à des équations à trois variables d'une forme particulière. .
Natani (') avait déjà indiqué une extension possible de la méthode de Monge à des équations linéaires du second ordre à un nombre quel- ^ ~^
conque de variables, en se plaçant à un point de vue analogue. Bornons-nous toujours, pour fixer les idées, à une équation à trois variables
(I) Nataxi, IH« /UlA«r« ilnolyHi, p. 38t.
indépendantes:
(53) Anp,| + A|rfi|, + A|,P|, f A„p„ + A„p,j + A,,p„ = B.
où A||, ..., B sont des fonctions de a^^ œ^^ œ^^ x\ p^y P|, p,; par analogie avec Téquation de Monge
Ar 4- %Bm + ci + D = o,
cherclions si Téquation (53) ne proviendrait pas de réliminatiôn des
d»c dx rapports -r-*» -j-' entre trois équations de la forme : vuCm doc»
\- \~ -kt
adp^ + Wp, -j- crfp, + A^i = ^• Il faut pour cela Tidentifier avec Téquation
^hPîî + (A% + ^\)Pit + («^« + cX,) Pi, + «,p„
on en tire :
+ (*X, + c\;jip^^ + c\ji>^^ +/X/= o;
aX| = A||, aX, + b\ = A^, ûX, + cX^ = A|„ ftX, = A,,,
6Xj 4" ^Xj = Ajj, cX, = A,), /X| = — B.
Supposons que An n^cst pas nul; on peut alors prendre X| = 1, et . on tire des conditions précédentes : •
^ = A.||| * = A„— .A||X,, c = A|| — A||X|, /==-:^B, A^ = Xj (A|, — A||X|), A|, = X, (A|| — A||X,), Aj, = A|,X, 4" ^uXf 2A||X^;
pour que l'identification soit possible, il faut donc que les trois dernières relations soient compatibles en X,, X|« ce qui exige que les coeffi« cients A/it de lequation (53) vérifient une certaine condition (*). Plus généralement, en parlant de trois équations linéaires quelconques en d!V|, c£ap,, <£p,, rfpi, djp,, ifps,
^H^Pi + ^u^Pi 4" ^at^Ps + *ii^i + *si*»i + *n*Ps == <>i ^n^Pî + ^tt^Pt + ^j»^Pi + *ii*»i + *M^t + ^sj***» = ^* Ai^Pi + «M^'a + ^zt^Pz + *i«^i + ftijrf^t + *«**s ^=^ ^t
(I) Cette condition t*obtlent en égalant à léro le discriminant de la forme qoadra* tique:
,* a «ir w<
taBU-âhAM^wAXjLtX-
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réiimination de dœ^ , cfâr^, dx^ conduit à une équation du second ordre analogue à Téquation d^Ampère.
A cette catégorie appartiennent, comme il est facile de s*en assurer, les . équations qui admettent une intégrale intermédiaire du premier ordre
^4» ^t^ ^t étant des fonctions déterminées deâ?|, at,, œ^^ z^ P|, p^t Ps* ^^ f une fonction arbitraire. On pourra consulter sur ce sujet un travail récent de M. G. Vivanti : Suite eqtiaxioni a devivaU parsiali del secoïKVordine a ire variabUi independenli {Malheniaiisehe Atmaien^ t. XLVIII, p. 474-513 ; 1897).
^ r_ ^^.-^.'^ ."^•i^a «.— .«-»^»«it.i i"««> i<Éil<rt>l >««>-•<
-*.«-«aLt.»Mk
NOTE I
SUR L'ÉQUATION AUXILIAIRE
Soient
une équation du second ordre, et ^| une intégrale non singulière de celle équation. 11 existe, comme on sait, une infinité d*intégrales infiniment voisines de celle-là, et dépendant d'autant de paramètres arbi« traires qu'on le veut. Prenons, en particulier, une famille d'intégrales dépendant d*un seul paramètre arbitraire c ; ces intégrales sont représentées par un développement en série de la forme
^ = ^1 + «^ + ^^^^ + .- = ♦K Vf •),
qui se réduit à t^^ pour c =s o. Si on substitue cette expression de z dans Téquation proposée et qu^on développe suivant les puissances croissantes de s, en égalant à Ole coefficient de c, on obtient, pour déterminer y, Téquation linéaire suivante :
où on a posé
it
Jy
yx,
■ M I-- .. rf^.^
(t) \ Sur les équations aux dérivées partielles » {Compif Rendue^ t. XGVI, p. 76ê ; 19 mars 1883).
Voir aussi la note XI du t. lY des LeçoHi $ur la ThéorU généfoU du Surfaeeê^
SUR l'équation auxiuairb
L*équation (3) a été considérée pour la première fois par M.Darboux(*), qui lui a donné le nom d'équalion auxiliaire de Téquation proposée* Nous nous proposons de montrer comment on peut utiliser cette équation dans l'application de la méthode de M. Darboux.
Prenons d^abord une équation delà forme
« — F(«. y, *, Pt ï)i
et supposons cette équation intégrableparla méthode de M. Darboux. Toute intégrale z^ satisfait à une relation, telle que
A(^, yi ^f Pli Pli •••• Pn) = t(»).
ou à une relation analoguoi obtenue en remplaçant P|« p,, •••! p^, x par 9ii 9t^ "-y 9n^ y respectivement. (Les notations employées. sont celles du n'^ 145.) Dans cette formule ^(â?, y, T,Pi, ...«Pn) est une fonction déterminée, et^ (^)une fonction arbitrairedontlaforme varie avec l'intégrale que Ton considère. Une intégi*ale infiniment voisine de la première doit vérifier une relation de même forme, où 9 (a?) est remplacée par une autre fonction
t (^) + «ti (») + •'?i(«) + -
Si on remplace dans /* l'intégrale s par l'expression (3) et qu^on égale les coefficients de % dans les deux membres, on voit que ^ doit satisfaire aussi a l'équation
tz'' + 5^^«' + - + Dj;; i»- == ?• H
ce qui montre que l'équatioh auxiliaire
, ÎF . , JF , , JF ,
est intégrable par la méthode de Laplace (n** 110, 168)«
Pour reconnattrc si l'équation (4) est intégrable par la méthode de M. Darboux, on peut donc procéder comme il suit : on formera les invariants successifs de l'équation linéaire (6), où on considère x comme
■ ■ ■ ■ gn ■! !„ * m W*m n^fc <
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une fonction derr, y, satisfaisant à Tcquation (4). Grâce à cette équation, on peut exprimer tous ces invariants successifs au moyen de a;, y, jr, et des dérivées pt et qs. Il faudra qu'en allant assez loin dans un sens ou dans Tautre on arrive à un invariant identiquement nul. Ce procédé de récurrence olTre l'avantage de permettre d'utiliser les calculs déjà faits pour pousser les essais plus loin.
Comme vérification, reprenons Téquation de Liouville,t s e', Téquation auxiliaire est ici 9 = e*z' ; on a pour les invariants
et par suite A| = 2 A — * ^ 5 = e* — ^-r^ = o. Plus généralement, cherchons à quelles conditions Tinvariant h de Téquation auxiliaire sera nul. On a pour expression de cet invariant
pour que cet invariant soit nul pour toute intégrale de Téquation (4), il
VF faut d'abord que Ton ait ^l = o» c'est-à-dire que F soit de la forme
et la condition A == o devient
ÎD , p 3D J^C . ^ DC
iz
ia
comme on Ta déjà obtenu directement (I, n* 46).
On démontrera de la même façon que, si une équation du second ordre de forme quelconque est intégrable par la méthode de M. Darboux, Téquation auxiliaire (3) est intégrable par la méthode de Legendre (n«* 113-115).
<■.. Ji* l » jt -«^ * l — « I
NOTE II
SIMULTANÉES
!• Nous établirons d'abord le théorème auxiliaire suivant Soit un système de n équationsy
Pi = fî (^1 y» ^1» -M ^»; P/+it •••» P»; în ^ii -m ?i)»
P/ = /v (^1 t/t ^o -M ^«; P/+I» --i p«î îii îif •••» ?i)i îi+i = A 4-1 1^1 yi''n«»-»^«;p/+ii ..mP«i îp^h -m?!)*
?• = A (^ly» -'o •••» -'•îP/*!» -M p»; în?r -M ?/)»
où /6« seconds membres /'p Asi -•*» /« '^"^ ^^ fbnctions holomorphes dans lé voisinage d^un certain système de valeurs
«•» y©» (^i)o» •••» Woî lP'+i)#i •••» {p»)#; (?i)#i •••• (?/)•
el où /e« dérivées partielles
«ont nu//e« simultanément pour ces valeurs initiales. Soient ^ de plus^ . -
Ti (y)i Ti (y)f -M fi (y)» *
t fbnctions de y, Kolomorphes pour y = y^, et telles quê
filyo)
mteRATioii
tQOATIOlia. — T. n.
(?i)«. •••! t'* ly«) = i9iU*
■ ^ r*'tii in " -- -- -' • »- ■ I --T -— ■ » - «^- ■«
i^ii«rÉiT-i iTi-ir — r-~ riiTr' ^ ^■Yyi'inji ib
et
NOTE II
4'- Ks
n — I fonctions de x^ holomorphes pour œ = x^^ et telles que
•y'-n(''^o)=(p/+i)oi
Ze« ^9tfâ/ion5*(i) ac/m€/^6n^ un système {Vintégrales ^^ ..'., jr., hoUhmorphes dans le voisinage du point [œ^^ y^), et telles que^ pour x = x^^ ^o ^t% •••« -^z ^^ réduisent respectivement à (^^ (y), f, (y)' •--> ?/ (y\ tandis quejpouryz=y^yZi^^, ...^z^se réduisent à 'ff+i (a?), ^/+, (a?)/..., ^m{^)y
f^s fonctions ^ et •}/ élanl données, on connaît par là même les valeurs iniliales de ioules les dérivées parliellcs par rapport à y des i fonctions ^i, z^^ ..., 7/, ainsi que de toutes les dérivées partielles par rapport à x des n — t fonctions zi^ |, ... z^. Les valeurs initi<Mes de toutes les autres dérivées partielles s'en déduiront ensuite de proche en proche, comme on le voit facilement, par les seules opérations d^addition et de multiplication. Il est donc permis d'employer la méthode des fonctions majo* rantes poiir établir la convergence des développements en série entière ainsi obtenus. En procédant comme on Ta déjà fait plusieurs fois (n^' 82 et 210), on est ramené à démontrer que le système auxiliaire
IPi=P«=- ••=?•=?'+ 1 =•• •=
gi+...+yrfPf^.|4-...+p» \
où M, p et R sont'des nombres positifs déterminés et a un nombre positif quelconque inférieur àirunité, admet un système d'intégrales holomorphesMans le domaine du point â? = y =: o, et représentées par des développements en série dont tous les coeflicients sont réels et positifs. Cherchons, pour cela, à satisfaire à ce système en posant
w=«+«y,j'^ = jr, = ... = Xi=jr(a?4-«y),jr^+^ = ...=jr.= -^{d?+ay);
on en tire
Pi =Pi = — =P/ = ?/+! =
if iif
,m «- -r II ■ ^^<^ri ■ - — r- 'Wi «■ M.
■A^*. » mil <i*i d *■ I I «it^iiiir ... • "" *"* ^*^^— ^■J'w. - -■• . -4 ■■«^ LA.i^-if^*Jjt. -•. y*— ^ -Hîfi V'^irfn^i-VilMB»]«ijntL -li.
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et Q reste, pour déterminer la fonction f (u), Téquation unique
(,_i£ïi£r)(,_fcîBI)
qui peut encore s'écrire
en posant :
t'a* -{-n — Rs
Le coefficient B est positif ; il en sera de même de A, pourvu que Ton
prenne a inférieur à ^,' Quant au développement de V, il ne renferme
pas de terme constant, et tous les coefficients sont réels et positifs.
L*équation (4) admet une intégrale qui est nulle, ainsi que sa première dérivée, pour u = o ; on vérifie, de proche en proche, que tous les coefficients du développement de cette intégriile sont des nombres réels et positifs (n* 82). D*où résulte Texactitude du théorème énoncé au début de cette note. . '
2« Cela posé, considérons un système de n équations du premier ordre à n inconnues et à deux variables indépendantes :
Pi (^t y» ^11 •••• '■ ; Po Pi^ -M p«; îu ?i» —» ?•) = o, F« (*t yi 'i» •••• ^« f Pu Pi» —t p« ; îi ; jr •••# ?■) = o.
. '. ; -: ''v^. f.-r , . •^'Ay Jk^^^..:^i^i-Sij:r,a*iiJt>^Ji
340 NOTE II
Nous dirons qu'une racine {& de Téquation caractéristique
3F. . JF, . SF. . 3F, .
Dp,
Jp,
DF
rfo? ...
où cfy = (jLcto, est de rani/ r lorsque celte valeur de -^ annule tous les
mineurs à n — r -|~ ^ lignes de ^A, sans annuler tous les mineurs & n — r lignes ; ce rang est au plus égal à Tordre de multiplicité de la racine. Pour une racine simple, on a r = i.
Nous allons établir que toute caractéristique du système, provenant d'une racine doni le rang r est égal à tordre de muUiplicité^ appartient à une infinité de systèmes d'intégrales, dépendant de r fonctions arbi« traires. En particulier, toute caractéristique provenant d'une racine simple appartient à une infinité de systèmes d'intégrales dépendant d'une fonction arbitraire.
Étant donnée une caractéristique provenant d'une racine de l'équation A(ii) = o, dont nous désignerons l'ordre et le rang par n — i, imagi* nons que l'on clTectue une transformation ponctuelle de façon que les équations finies de cette caractéristique soient
a = o, jr^ = Pi = jr^ = o, (t = 1, 2, ..., n).
Dans le déterminant A, faisons cto? = o, c(y = 1 ; le déterminant ainsi obtenu
3pi 3pi
3F. . 3F, îpi 3p.
doit être nul, ainsi que tous ses mineurs & i -{- 1 lignes, sans que tous les mineurs k t lignes soient nuls* Nous pouvons supposer, par exemple, que le mineur
n'est pas nul pour a» s= y = jr^ = p^ = ^ ^ = o, et résoudre les i pre*
■a^»ti.'«i»-/'âi.*t..i'->'.A» tgjt I ■■■!<'»:
ï«»jac-a.. .4.x. -A » . - ;*. »rji&oi»-'*' ^ tM < K-i.'^.Jutg.i
-"•. 'mir -Mji*ai~ -
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mières équations par rapport à P|, p,, ..., p/ :
Pi =/•,(«, y, jr^, ..., x.;p/+|, •..p»;9|, ... Jn),
Les fonctions /*!, ...,/i étant supposées régulières dans le voisinage des valeurs â? ss y = X| =r p/ = ^^ = o, on peut admettre, sans diminuer la généralité, que les dérivées partielles
sont nulles pour ces valeurs. 11 8uflirait,cn eiïet, de remplacerai , jr^, ..., ^i par de nouvelles inconnues, en posant
X| = Z, + «/+i^a + i + ••• + ««^«i jrj= Zj -j-P'+i-^' + i + ••• + P«'«f
pour être ramené à ce cas, en choisissant convenablement les constantes >/•!• Il ?/ •!• I ••• Pour ne pas multiplier les notations, nous supposerons les équations (7) ramenées à cette forme.
La caractéristique considérée provenant d'une racine d*ordren — ide A ({&) = 0, le déterminant A doit être divisible par d!a?"~* et ne doit pas être divisible par d^-* ^ *. Or, à Torigine, ce déterminant se réduit i
SA
rfy + r^ cte, r-t rf»
db
dy+^dx,^^dm, . .
ht
D*autre part, quand on fait dans ce déterminant cfy s= 1/ db = o, tous les mineurs à 1 4- 1 lignes doivent être nuls, ce qui exige que Ton
^^ .. .I«j ^ m-Jf.^- •■»■'*-» « ,fc«^'~.iii li ' ' *' ' T i «<<>J
■ -.. , •i'^ ■- ^••j'^k- - > - -^ ''-•'^t^i^ -j,^*.r ^ i ■ '■i h .1- • r ;. i . •ffV.^^j^.Jaa,.'.»: ^^.aSJg'gat 'mr r^rt i r 4ft'1! jWi>aL.«
ail
NOTB II
dp.
ÎF.
Le coeflicient de dt^dœ^"' est alors
et, comme nous supposons que la racine dx = oest d*ordre n^i seulement, on voit qu*on pourra résoudre les n — t dernières équations par rapporta ?i^.|, ..., 9i»* Finalement, le système proposé (5) peut être ramené à la forme
Pt ^/it*! y» 'o •••» *»» P/+I» •••1 i>»; ?u?j. -"i î/)»
les fonctions /*!, /^t» •.., A étant holomorphes dans le domaine de Torigine, et les dérivées parliclles de ces n fonctions par rapport à p/ j. ^ ..., Pm étant toutes nulles à Torig^ne.
On peut appliquer à ce système le théorème démontré au début ; mais nous remarquerons d*abord que, pour que ce système admette. pour multiplicité caractéristique la multiplicité
49=0, X/ = Pi = Çi=r0, (t = 1, 2, ..., n),
il faut que les développements en série des fonctions /*,, /*,, •••«/* u® ^^' ferment aucun terme en y*", ni de terme constant, et que les fonètions /î 4. 1 ..., /\ ne renferment pas de terme en œ. Cela posé, faisons dans le théorème général f^ (y) = f, (y) ss... = tf, (y) = 0, et prenons pour
^''•i- 1 (^)i ^/ + s (^)t ««M 4^11 (^) des fonctions holomorphes de w dont le développement commence par un terme en a^« On démontrera, de proche en proche, que les développements de r|, t^^ ...,'« contiendront tous m* en facteur, quels que soient les autres coefficients de ^/ 4. |, •••, 'N* Tous les éléments de la multiplicité considérée appartiennent donc à ce sjs-. tème d'intégrales.
M' I TiMÉ ViM-'-m -'■■■" '-,^1
w s ^-^ .»^^z- y^'MA. • \ -A,^ ^c* i
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