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PRÉFACE
Lorsque Clebsch, au plus haut point de son activité scientifique, fut enlevé, il y a un petit nombre d'années, par une mort soudaine, ses amis et ses élèves formèrent presque aussitôt le projet de préparer une édition de ses Leçons ou au moins de celles qui étaient relatives à la Géométrie; c'était, d'ailleurs, surtout par ces dernières qu'il avait réuni autour de lui un cercle toujours croissant d'auditeurs.
Mais le problème se montra plus difficile et plus vaste qu'on ne pouvait croire en commençant. Les Leçons de Clebsch, telles qu'elles existent dans différents cahiers manuscrits, ne constituent pas, à proprement parler, un cadre fermé. Clebsch avait alternativement traité tantôt un sujet, tantôt un autre, sans chercher à faire un ensemble complet et systématique. Or, dans un ouvrage qui devait être en même temps un livre d'enseignement, il était nécessaire de traiter la matière avec unité et de combler un grand nombre de lacunes; on ne faisait enfin que se conformer aux idées particulières de Clebsch en poussant l'exposition jusqu'aux derniers résultats acquis par la Science.
On doit avoir une haute reconnaissance pour M. le D' Lindemann, qui a entrepris cette tâche étendue et difficile avec autant de désintéressement que d'intelligence. L'Ouvrage est ainsi devenu le sien propre, surtout dans les derniers Chapitres; différentes
VI PRÉTACE.
Sections ont dû pour la première fois être esquissées par lui sur le fondement des Leçons originales. Mais le nom de Clebsch devait figurer le premier en tête du livre, non-seulement parce que Clebsch a été l'origine de l'Ouvrage et que le cercle des matières a été limité conformément à ses Leçons, mais encore parce que la contexture intime de l'œuvre lui revient complètement; c'est son mode d'exposition qu'on s'est efforcé d'atteindre; c'est de lui que nous tenons cette tendance à prendre en considération les recherches étrangères pour les relier aux nôtres; c'est enfin la reconnaissance envers lui qui a produit le plan de l'Ouvrage et sa réalisation actuelle.
Félix Klein.
]\I(inicb, février 1876.
AVERTISSEMENT
Les observations ci-dessous ont pour but d'indiquer l'origine de l'Ouvrage actuel et les vues suivies dans sa composition ; je dois, en particulier, faire connaître dans quelle mesure le contenu en est emprunté aux Leçons et aux manuscrits de mon vénéré maître, et dans quelle mesure j'ai été forcé, pour répondre au plan conçu pour l'ensemble, de compléter les matériaux que j'avais à ma disposition, soit par l'exposition de recherches étrangères, soit par l'intercalation de recherches qui me sont propres.
Le Li\Te a avant tout pour base les Cours suivants de Clebsch :
I** Géomélrie analytique des sections coniques. Eté de 1871.
2** Tliéorie des courbes algébriques. Hiver de 1871-1872.
3° Théorie des formes algébriques. Eté de 1872.
Pour leur rédaction, je me suis servi surtout, en outre de mes Notes personnelles, des cahiers de MM. Ahlborn et Godt. De plus, j'ai eu à ma disposition, pour les Leçons professées par Clebsch les années antérieures, les cahiers de MM. Baute, Dieckmann, Klein et Riecke; ces Leçons traitent des mêmes sujets, quoique sous une forme plus abrégée, et, en outre, de la théorie des intégrales abélienues. J'ai pu encore utiliser, pour les Cours 1 et 2, un court manuscrit de Clebsch, qui paraît avoir été rapidement composé à l'occasion des Leçons mentionnées en dernier lieu, et qui est celui auquel se réfère M. Fiedler pour quelques passages de son édition de la théorie des coniques par Salmon {voir la Préface de cet Ouvrage).
VIII AVERTISSEMENT
Pour réussir à faire un tout de ces matériaux si riches, mais si diversement distribués, il était naturellement nécessaire de faire un grand nombre de changements dans leur disposition, et aussi de les compléter suivant les circonstances. Mais, en outre, le plan de l'Ouvrage s'est successivement agrandi pendant le travail. Il m'a paru de plus en plus désirable de comprendre, parmi les idées algébriques qui dominaient la voie suivie par Clebsch, des recherches nouvelles, de suivre en particulier dans leurs développements récents les théories dont le perfectionnement a paru une extension naturelle des matières trai lées dans les Cours, et de donner ainsi , par adjonction à rOEuvre de Clebsch, un aperçu complet de l'état actuel des investigations relatives à la Géométrie algébrique. C'est précisément ce reculement successif du but assigné qui forme en grande partie le caractère de ce Livre et explique aussi beaucoup de ses défauts. Ce n'est pas en soi un Ouvrage achevé, dont une main soigneuse aurait fait disparaître toutes les aspérités; et peut-être, dans le choix des additions, l'impulsion de mes goûts et la marche de mes études personnelles ont-elles 'eu plus d'influence que ne l'aurait comporté un jugement purement objectif sur l'ensemble. J'espère cependant avoir rendu accessibles d'une manière générale certaines idées et certaines méthodes qui autrement n'auraient été connues et utilisées que dans le cercle étroit des amis et des élèves de Clebsch, et cela d'autant plus, que les sujets auxquels elles se réfèrent n'ont pas été traités dans les Ouvrages publiés depuis ou ne l'ont été que superficiellement.
Si j'ai pu réussir à m'approcher un peu du but proposé, je le dois pour beaucoup à l'amicale et constamment obligeante protection de M. Klein, avec qui j'ai été lié par un commerce scientifique de plus en plus étroit, soit pendant mon séjour à Erlangen (1873-1875), soit ensuite à Munich (1876), et dont l'influence bienfaisante sur nos travaux est plus grande que je ne saurais l'exprimer en entrant dans les détails. Je me borne à rappeler avec reconnaissance que sa préoccupation constante était de m'assister dans l'arrangement
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et la mise en lumière de ces riches matériaux, et dans la réunion sous un point de vue unique de recherches de nature difl'érente. A Munich, M. Brill s'est occupé avec une égale bienveillance de mon entreprise (surtout pour quelques Sections du Chapitre des courbes algébriques et de celui des intégrales abéliennes) ; je lui en exprime ici ma vive reconnaissance. Dans l'hiver de 1874-1875, j'ai eu aussi l'occasion d'entrer en relations personnelles avec M.Gordan, et je lui dois plus d'une remarque précieuse, ainsi qu'il est spécialement indiqué dans quelques passages du Livre.
Voici quelques détails plus particuliers sur la composition du présent Volume; les parties qui sont mentionnées comme ajoutées sont celles qui n'ont pas été empruntées aux Leçons de Glebsch ou à ses Mémoires originaux.
Les deux premiers Chapitres sont une reproduction des Cours de Clebsch indiqués plus haut sous les n*'* 1 et 2.
Dans le troisième Chapitre, on trouve en gros le contenu du Cours n° 3, dans la mesure où ce dernier traitait de la théorie des formes binaires, des formes ternaires en général et des formes ternaires quadratiques. Toutefois, il a fallu réaliser différentes transpositions, abréviations et amplifications pour mieux faire ressortir la portée géométrique des théories algébriques, et l'on était d'autant plus autorisé à agir ainsi, que l'Algèbre des formes binaires avait été traitée par Clebsch lui-même dans un grand Ouvrage. La théorie des polaires de formes binaires et des involutions (p. aSa et suiv.) a été empruntée à un manuscrit spécial de Clebsch. La section des collinéations sur le terrain ternaire (p. 3ii) formait primitivement l'introduction au Cours n° 2. On a ajouté (p. SSp et suiv. ), sous une forme un peu modifiée, les recherches sur la représentation des propriétés invariantes par l'évanouissement d'invariants fonctionnels, puis (p. 358) l'exposition du système complet de deux formes ternaires quadratiques d'après une Communication de M. Gordan, enfin l'établissement des relations invariantes par lesquelles sont caractérisées les situations respectives spéciales de
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deux coniques. Le calcul des relations entre les différents covariants quadratiques est, au contraire, emprunté aux Leçons de Clebsch.
Je dois enfin ajouter quelques mots sur les indications bibliographiques. Clebsch avait coutume, dans ses Leçons, de mentionner seulement les Mémoires originaux les plus importants, et j'ai dû conséquemment, dans la partie correspondante de cet Ouvrage, me borner à de courts renseignements historiques, qui n'ont pas la prétention d'être complets, mais qui suffiront pour initier le lecteur à la connaissance des auteurs. Au contraire, dans les Sections que j'ai rédigées d'une façon indépendante, j'ai regardé comme un devoir d'indiquer complètement les sources où j'ai puisé, et de la sorte il pourra y avoir, en ce qui concerne les citations, une certaine disparité entre les diverses portions de l'Ouvrage.
F. LlADEMA»K. Secdorf en Lauenbourg, lo septembre 1876.
CHAPITRE PREMIER
CONSIDERATIONS PRELIMINAIRES. — SERIES DE POINTS ET FAISCEAUX DE RAYONS.
I. — Représentation des lieux géométriques par des équations. Problèmes préparatoires.
La Géométrie analytique, dont nous allons principalement nous occuper dans cet Ouvrage, repose sur l'emploi régulier de certains moyens auxiliaires simples, qui permettent de revêtir les problèmes géométriques d'une forme algébrique ou, pour préciser, de représenter toutes les lignes et les surfaces courbes par des équations. Cette manière de traiter la Géométrie se distingue essentiellement de l'emploi du calcul tel, par exemple, qu'il est usité dans l'enseignement des proportions; tandis que le calcul géométrique est très-ancien, la Géométrie analytique proprement dite ne date que du milieu du xvxi' siècle : c'est Descartes qui a eu le mérite extraordinaire d'enrichir la Science de ces doctrines nouvelles et de briser ainsi pour tous les temps les limites de l'ancienne Géomé-
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CHAPITRE I
trie. En introduisant ce qu'on a appelé les coordonnées (^ ), il créa un instrument au moyen duquel, ainsi qu'il s'exprimait lui-même, on avait la possibilité de résoudre tous les problèmes de Géométrie, c'est-à-dire de trouver d'après des règles fixes une formule qui répondît à chacun d'eux. Et encore aujourd'hui, cette énonciation définit exactement le caractère de la Géométrie analytique, principalement par opposition aux méthodes de la Géométrie .y nihclique moderne, que nous effleurerons plus tard.
Le principe fondamental de la Géométrie analytique consiste donc, d'après ce qui vient d'être dit, dans l'invention d'un moyen qui nous met en état de caractériser chaque point du plan par des nombres, et ce problème se résout d'une manière simple par des procédés analogues à ceux de la Trigonométrie. En Trigonométrie, nous définissons chaque point d'un cercle décrit avec l'unité pour rayon par deux segments, le sinus et le cosinus, qui doivent constamment satisfaire à la condition que la somme de leurs carrés soit égale à l'unité. Laissant de coté cette équation de condition, nous pouvons caractériser chaque point du plan par deux segments : sa distance à une droite fixe, distance que nous appellerons Vordonnée du point, et la portion comprise entre un point déterminé de la droite fixe et le pied de l'ordonnée, portion que nous désignerons sous le nom ai* abscisse. Si maintenant on suppose de nouveau, à l'égard de ces deux grandeurs, qu'elles réalisent la condition d'avoir la somme de leurs carrés égale à l'unité, on obtiendra tous les points d'un cercle décrit avec le rayon i autour du point considéré. Conformément à la symétrie que présentent aux yeux l'ordonnée et l'abscisse, on prit plus tard deux droites se coupant perpendiculairement en un point arbitraire du plan regardé comme origine : ce furent les axes de coordonnées, et l'on caractérisa »n point par ses distances aux deux axes choisis, distances que l'on appela ses coordonnées. Par suite de ces conventions, à chaque point du plan appartiennent deux coordonnées déterminées; mais à l'inverse un point n'est pas déterminé sans ambiguïté si l'on donne ses deux coordonnées, car il existe quatre points qui ont pour coordonnées les mômes grandeurs, conformément à la division
(') L'ouvrage de Dcscartks, où sont posés les principes, parut en 1637, sons le titre do Géométrie.
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du plan en quatre quadrants par les axes. Il doit y avoir un moyen de séparer ces quatre points, et l'on y parvient encore comme dans la Trigonométrie, en faisant précéder les segments de signes diflférents. On distingue les deuK parties de chacun des axes des coordonnées qui s'étendent de chaque côté de l'origine en partie positive et partie négative, et Ton regarde chacune des coordonnées comme positive ou négative suivant que la projection correspondante se trouve du côté de la partie positive ou de la partie négative de l'axe parallèle. Les deux axes se distinguent en axe X et axe Y ; les perpendiculaires abaissées sur les axes à partir du point à déterminer sont appelées respectivement la coordonnée X et la coordonnée Y, et on les désigne généralement par xetr (ßg- i)- Le système de coordonnées ainsi établi, dans lequel chaque couple de coordonnées définit, en tenant compte des
Fig. I.
-t-yi
signes, un point unique du plan, est encore à l'époque contemporaine employé exclusivement dans les branches appliquées des Mathématiques, et spécialement en Mécanique; pour nos spéculations purement géométriques, au contraire, nous nous servirons d'un système de coordonnées plus général. Il n'est d'ailleurs pas difficile d'établir une série illimitée de systèmes différents : il s'agit seulement de choisir le plus convenable de ces systèmes pour chaque problème qui se présente.
A la détermination par coordonnées exposée ici s'en rattache immédiatement une autre dans laquelle un point est défini non par les deux grandeurs x et y, mais par sa distance r à un point fixe pris pour origine, et par l'angle a compris entre la droite sur laquelle est comptée cette dislance et entre une droite fixe passait
ff TOME I. — CHAPITRE I.
par l'origine. On doit alors prendre /• avec un signe déterminé et faire varier a entre zéro et 3()o**, si l'on veut qu'à chaque point appartienne un couple unique de coordonnées. Le passage de ce système, appelé système de coordonnées polaires, à notre système rectangulaire se fait d'une manière simple; car on a, pour la distance d\in point X, j à V origine.
et Yangle «, compté à partir de l'axe X, est déterminé par les équations
(2J reosa == X, rsinK=:j, tanga=— •
Ces relations nous apprennent à exprimer les coordonnées x, j, par les coordonnées polaires /•, a, et réciproquement.
Quelque système de coordonnées que l'on puisse du reste choisir, rfeMj: grandeurs sont toujours nécessaires pour déterminer un point unique. Si une seule de ces grandeurs est donnée, c'est-à-dire si l'on n'impose à un point qu'une seule condition, il existe un nombre infini de points qui satisfont tous à cette condition, et qui dans leur ensemble représentent un lieu géométrique, une courbe. Prenons, par exemple, la direction a comme fixe, et laissons la distance /• indéterminée; le point dont les coordonnées satisfont à la dernière des équations (2) décrit une droite qui passe par l'origine. Supposons, au contraire, que la distance r soit fixe, et laissons a indéterminé; l'équation (i) représente un cercle dont le centre est situé à l'origine et dont le rayon est égal à /• : c'est Véquation de ce cercle, tout comme l'équation (a) est Yéquation d'une ligne droite passant par l'origine. De môme, les é([uations
dans lesquelles y, puis x, restent successivement indéterminés, représentent respectivement Jl'axe Y et l'axe X, tandis que
est l'équation d'une parallèle menée à l'axe Y à une distance a de cet axe.
L'idée de lieu géométrique, dont les exemples précédents donnent un premier aperçu, est fondamentale en Géométrie ana--
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l^lique, et nous pouvons dire que l'étude des lieux géométriques, c'est-à-dire, en ce qui concerne le plan, l'étude des courbes et de leurs propriétés, est l'objet propre de cette branche de la Science. En effet, une courbe est formée de tous les points satisfaisant à une condition unique que nous supposerons donnée par une relation entre leurs coordonnées. La notion fondamentale du lieu géométrique se confond d'après cela avec l'idée d'une équation entre les coordonnées x, y, en d'autres termes, une équation
représente une ligne dans le plan, et la classification des courbes revient à celle des équations. La Géométrie plane actuelle se restreint d'ailleurs essentiellement à l'élude des courbes algébriques, c'est-à-dire de celles dans les équations desquelles ne figurent que des puissances entières et positives de x et àej. Quelque intéressantes que soient certaines courbes transcendantes par leurs propriétés, quelque importantes qu'elles puissent paraître pour certaines applications, la vraie nature des fonctions transcendantes nous est encore trop cachée pour que nous puissions traiter dans leur composition intime les courbes qu'elles représentent; au contraire, des progrès essentiels ont été faits dans la connaissance des fonctions algébriques, spécialement à la suite de recherches modernes, de sorte que là un terrain étendu, mais pénétrable aux principes généraux, est ouvert aux spéculations purement géométriques.
On divise d'abord les courbes algébriques d'après leur ordre, c'est-à-dire d'après le plus grand nombre des facteurs x o\xj qui figurent multipliés les uns par les autres dans l'équation de la courbe (la dimension la plus élevée de cette équation). Pour calculer ce nombre, nous devons préalablement disposer l'équation au moyen d'une multiplication convenable, de manière que son premier membre devienne une fonction rationnelle entière de x et de y. Ainsi, par exemple, le cercle est, d'après (i), une courbe du second ordre, la ligne droite est, d'après (2), une courbe du premier ordre. Les courbes du premier et du second ordre doivent d'abord faire l'objet principal de notre examen; mais nous n'entrerons cependant plus en détail dans leur théorie qu'après nous être dans ce qui suit familiarisés par quelques problèmes prépara-
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loires avec les aspects divers qu'elles peuvent présenter. Nous reviendrons plus tard sur le sujet, en nous plaçant à un point de vue plus général et fort différent.
1. Étant donnés deux points [i et 2), on demande de déterminer leur distance r et la direction de la ligne qui les joint.
Nous distinguerons les coordonnées des deux points par l'addition d'indices. Soient donc x^,J^ el x^, ji ces coordonnées; la solution résulte immédiatement de ^^ßg- 2 ; on a
r = )/{xi — X, )* -h [yt — ji )*,
et l'on reconnaît facilement que cette formule reste invariable, même lorsque les deux points ne sont pas situés, comme sur le dessin, dans le quadrant positif des coordonnées.
La direction du segment i — 2 (*), c'est-à-dire l'angle formé
par ce segment avec l'axe X [ßg- 2), est déterminé par les relations
Xj — Xj = rcnsf,
.Jï- 71='- sin y;
d'où
tun;
Si l'on donne non le point a lui-même, mais sa distance au point I, nous n'avons plus qu'une seule condition pour le point 2; ce point décrit par suite un lieu géométrique, à savoir le cercle tracé autour de i avec le rayon /*. L'équation de ce cercle est donc, en
(') Nous distinguons lo segment 1 — a du segmcut a — i, d'après le sens dans lequel nous les supposons parcourus.
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écrivant sans indices les coordonnées du point mobile,
Soit donnée en second lieu la direction de la ligne i — 2, mais non la distance /•; si i est supposé fixe, le point 2 doit toujours rester sur une droite déterminée passant par i, et inclinée de l'angle cp sur l'axe X ; donc
[j^ — Xi] cosy — (x — X, ) siny =x o sera Véquation de cette droite.
2. Etant donnés deux points ( i et 2), déterminer le lieu géométrique d'un point tel que la somme de ses distances aux deux premiers soit constante.
Pour la solution de ce problème, nous ferons usage d'un moyen auxiliaire spécial que nous fournit la Géométrie analytique, relativement au choix du système des coordonnées, moyen dont l'application judicieuse simplifie assez souvent, d'une manière importante, la solution des questions posées. Prenons la ligne qui joint les deux points donnés pour axe X, et, par raison de symétrie, faisons passer l'axe Y par le milieu de cette ligne. Soient e la distance de chacun des deux points à l'origine {fig. 3), et 2a la
Fig. 3.
somme constante de leurs distances au point mobile. Désignant enfin ces dernières distances elles-mêmes par /'i et r^j on a pour le troisième point
r, =: 2 fl.
relation dans laquelle
Nous pouvons débarrasser l'équation
des irralionnalités contenues dans /'< et /-o au moyen de la multiplication par des facteurs convenables. Multiplions, en effet,
d'abord par
r, — r, — in :
l'irralionnalilé de /'o disparaît; celle de /', sera également supprimée si nous multiplions encore par
(r, — Tj -h 2«) (r, -h i\ H- 2a).
Nous posons donc, à la place de l'égalité (i), la suivante :
(2) (/"i + /"î — 2«) (r, — Tj - la) [r^ — r^~r- 2«) [r^ + r^-\- la] = o,
ou, en effectuant les calculs,
Cette équation n'est plus l'équation originaire, et elle renferme en outre des facteurs. On peut, par conséquent, se demander si la nouvelle équation représente encore constamment la condition du problème, et, en réalité, il n'en est pas toujours ainsi. Une seule condition est exprimée à l'égard du lieu géométrique représenté par l'équation (2), c'est que le produit des quatre facteurs dont se compose cette équation est nul, ce qui suppose que l'un de ces facteurs soit égal à zéro; mais rien n'indique que ce soit précisément le premier, et cependant c'est le seul dont l'annulation soit exigée par notre problème. Le dernier facteur ne peut pas s'annuler, parce que /•, et /'o sont essentiellement positifs ; donc,
ou bien l'on a
r, -I- Tj = 2«,
ou bien l'un des deux facteurs suivants est nul, c'est-à-dire que
l'on aura
r, — r, = 2a ou Tj — r, = 2a,
ce qui ne diffère pas essentiellement. Notre lieu géométrique représente donc une courbe dans laquelle la somme ou la différence des distances du point décrivant à deux points fixes a une valeur constante et égale à 2a, et nous avons, par conséquent, traité simultanément les deux problèmes. On décide quel est celui des
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deux cas auquel on a affaire d'après le rapport de grandeur de a« à ae, en faisant usage des théorèmes sur la somme et la différence de deux cotés d'un triangle. Si, en effet, a est ^ e, dans le triangle déterminé par le point mobile et les deux points fixes, la est nécessairement la somme des côtés, parce que leur différence ne peut être plus grande que le troisième côté; si, au contraire, a est <^e, 2a ne peut être que la différence des deux distances, car autrement la somme de deux côtés serait plus petite que le troisième. L'équation ( 3 ) représente donc une courbe telle que la somme ou la différence de chacun de ses points à deux points fixes est constante : la somme si l'on a a"^ e, la différence si l'on a a<^e. Exprimons de nouveau /■,, /o en fonction àe x, j el e; l'équation (3) devient
Si a est ^ e, a- — e- est une quantité positive b-, d'où
Cette courbe porte le nom à! ellipse. Dans le second cas, c'est-à-dire pour a<^e, a- — e- sera égal à une quantité négative — b^, et notre équation devient
On a coutume de désigner cette courbe sous le nom àlijperbole. La forme des deux courbes est évidente d'après leurs équations, qui renferment seulement le carré des variables, de telle sorte qu'elles sont toujours satisfaites par quatre points symétriquement placés relativement aux axes de coordonnées, c'est-à-dire par quatre points dont les coordonnées ne diffèrent que par les signes. Chacune des deux courbes se compose donc de quatre parties égales, et il suffit de les étudier dans un seul quadrant du système de coordonnées.
Pour Vellipse, nous voyons ensuite que x ne peut devenir plus grand que a, ni y plus grand que b, que par suite la courbe est située tout entière à distance finie, et qu'elle est limitée par les quatre droites menées parallèlement aux axes X et Y aux distances aeib respectivement. Nous pouvons aussi construire l'ellipse point
par point d'une manière simple, si nous considérons la similitude de son équation avec l'identité
Cüs*y -h sin'y = 1.
Posons en effet
l-r — acos?.
(j = ôsiny;
l'équation (4) sera satisfaite indépendamment de ^, et nous obtiendrons tous les points de la courbe en faisant varier o depuis zéro jusqu'à 27:. Ce mode de représentation d'un point, dans lequel on fait dépendre ses coordonnées d'une troisième variable ou paramètre, est complètement équivalent à la représentation du même point par Y équation de la courbe qu'il décrit : on revient à cette dernière par l'élimination du paramètre. Cette nouvelle forme, sous laquelle se présente ici un lieu géométrique, nous fournira plus tard un moyen auxiliaire important pour la classification des courbes d'ordre élevé; nous prendrons alors pour base la nature des fonctions qui lient les coordonnées au paramètre.
Les équations (6) fournissent immédiatement pour l'ellipse la construction suivante : Décrivons autour de l'origine O un cercle de rayon a {ßg- 4)> ^^ un second cercle de rayon h, et menons
par O un rayon incliné d'un angle quelconque cf sur l'axe X. On aura alors
OA = X = a ca&tf^
BC =y = ftsin ç;;
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par suite D est un point de l'ellipse, et l'on peut tracer de celte manière la courbe dans toute son étendue. La construction des foyersy c'est-à-dire des deux points fixes par lesquels nous avons été conduits originairement à l'ellipse, résulte de la relation
ils seront donc déterminés par les intersections de l'axe X avec un cercle de rayon a décrit autour du point E. La dislance e d'un foyer à l'origine est appelée X excentricité de l'ellipse; si elle est nulle et si par suite a=^b, l'équation se transforme en celle du cercle
Les longueurs a elb sont respectivement désignées sous les noms de grand et de petit demi-eixe de l'ellipse.
Dans V hyperbole, nous avons aussi quatre parties égales ; de plus, comme le montre un coup d'œil jeté sur l'équation, x ne peut pas devenir plus petit que a, tandis qu'au contraire nous ne pouvons assigner aucune limite à l'accroissement de y. Dans la bande obtenue en menant des parallèles à l'axe Y à la distance ± a de cet axe, ne se trouve par conséquent aucune partie de la courbe. Dans le reste du plan, x et r ne sont pas limités en grandeur; l'hyperbole s'étend donc à l'infini.
Pour connaître avec plus de précision son parcours, menons par l'origine une droite inclinée d'un angle quelconque cp sur l'axe X, et cherchons les points de la courbe qui se trouvent sur cette ligne. Si l'on désigne par r la distance d'un point de cette espèce à l'origine, et qu'on pose par suite
X r=: rcosy, y = rsin y,
l'équation de la courbe (5) donne pour /* une équation du second degré
cos' 9» sm-ip
et par conséquent su?" chaque rayon il ^existe en général deux points de la courbe. Si nous faisons croître <j> à partir de zéro, le premier terme du dénominateur devient de plus en plus petit, et le second de plus en plus grand ; c'est-à-dire que r croît d'une
manière continue à partir de a, et atteint pour
sin' y
COS*f
une valeur infiniment grande; tandis que, pour des valeurs plus grandes de y, /* devient imaginaire. Si l'on désigne par a l'angle qui donne la direction des points de l'hyperbole infiniment éloignés, on a
tang«r=:ii: -•
Il existe donc deux lignes placées symétriquement par rapport aux axes des coordonnées et dont la courbe s'approche indéfiniment sans jamais les atteindre; ces lignes ont été appelées pour ce motif les asymptotes de l'hyperbole. Leur liaison géométrique avec les AevLTi foyers (c'est ainsi que nous désignons les points fixes dont nous sommes partis) résulte de l'équation
à l'aide de laquelle nous pouvons construire d'une manière simple les asymptotes [fig- 5 ).
Si nous prenons a = b, nous obtiendrons une courbe, l'hyper-
bole èquilatère, qui est par rapport à l'hyperbole générale ce qu'est le cercle relativement à l'ellipse; elle se distingue spécialement par la circonstance que ses asymptotes sont perpendiculaires l'une à l'autre.
3. On demande de trouver le lieu géométrique d'un point tel que le quotient de ses distances à un point fixe et à une droite Jtxe soit constant.
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Nous commencerons par disposer ici encore du système de coordonnées de manière qu'il en résulte pour les opérations analytiques une forme aussi simple que possible. Pour axe X choisissons la perpendiculaire abaissée du point donné sur la droite donnée, et désignons par p la longueur de cette perpendiculaire [fig- 6); prenons d'abord l'origine quelconque, afin de pouvoir
embrasser tous les cas possibles ; supposons-la, par exemple, à une distance a. de la droite, et soit enfin m la valeur donnée pour le rapport constant. L'équation de notre lieu géométrique devient
OU, en faisant disparaître le radical,
-h m^QL- — (/) -4-a)
équation dont l'ordre est le même que celui des équations précédemment données pour l'ellipse et pour l'hyperbole, et qui, abstraction faite du terme en x, est construite d'une manière tout à fait analogue. Or on peut toujours chasser ce terme en choisissant convenablement a, toutes les fois que l'on n'a pas m = i, hypothèse que nous traiterons ultérieurement. En effet, il suffit de poser
pour obtenir l'équation du lieu sous la foriçe qui nous est connue
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c'est l'équation de l'ellipse pour m < i , celle de l'hyperbole pour m>> 1. D'où cette conclusion :
«Si l'on donne un point et une droite, et qu'on suppose un second point assujetti à se mouvoir de manière que le rapport de ses distances au premier point et à la droite soit constant , le point mobile décrira une ellipse s'il est constamment plus rapproché du point ßxe, et une hyperbole s'il est constamment plus rapproché de la droite donnée.
Nous voyons ici un certain point et une certaine droite qui sont dans un rapport étroit avec nos deux courbes du second ordre, et un calcul simple va montrer que le point est un des foyers que nous connaissons déjà. Soit d'abord m<^ i (ellipse); les carrés du demi-grand axe et du demi-petit axe sont donnés par les relations
(• et l'on a par suite
ni^p
Enfîn la distance du point fixe à l'origine sera égale à
égale, par conséquent, à la distance du foyer à l'origine : les deux points sont donc identiques. Il existe aussi naturellement une seconde droite qui joue le même rôle relativement à l'autre foyer, ainsi que l'exige la symétrie par rapport à l'axe Y; ces deux lignes seront appelées les directrices de l'ellipse. Le calcul de la dislance f d'une directrice au centre de l'ellipse (c'est-à-dire à l'origine d'après notre détermination de coordonnées) conduit à une construction simple de cette directrice. On a en effet
Ä' = ep, et, par conséquent,
f=e-hp= = ♦
c'est-à-dire que Is demi-grand axe est moyen proportionnel entre l'excentricité et la distance de la directrice au centre.
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Pour la construction, on élèvera donc, en l'un des foyers (i) [fig. 7), une perpendiculaire à l'axe X, on la coupera en A par un cercle décrit autour de O avec a pour rayon, et l'on élèvera sur OA une perpendiculaire qui déterminera en B le point d'intersection de la directrice avec Taxe X. La seconde ligne de cette espèce est
Fig. 7.
parallèle à la première et à égale distance du centre : elles comprennent la courbe au milieu d'elles (CO = OB).
Ces relations apparaissent d'une manière tout à fait semblable dans l'hyperbole (m^i); seulement les directrices sont alors situées dans l'espace intérieur, de telle sorte qu'elles ne rencontrent pas non plus la courbe. Si, en effet, nous posons, pour passer à l'hyperbole, — h- au lieu de b"^ dans les équations qui ont lieu pour l'ellipse, nous obtenons pour la distance de la directrice à l'origine
le demi-grand axe est donc encore moyen proportionnel entre la distance da foyer et la distance de la directrice au centre : d'où résulte une construction simple pour cette dernière ligne, ainsi que cela a lieu dans le cas de l'ellipse.
Il nous reste à examiner le cas où m = i, et oii, par suite, le point mobile demeure également éloigné du point et de la droite ßxes. Notre équation originaire devient alor§
jr^ — 2/>x H- /> (/J -f- 2 a) ^ O ; si donc on pose
elle se transforme en
y^ :=z apJC',
c'est encore une courbe du deuxième ordre, la parabole, dont l'équation ne renferme pas x au carré {fig. 8). Ensuite la forme de l'équation montre que x ne peut pas devenir négatif. La courbe est donc située d'un seul coté de l'axe Y et s'étend à l'infini de ce côté en commençant à l'origine comme sommet. La propriété de ia parabole dont nous sommes partis donne une construction
Fij. 8.
JL
Va \
simple de cette courbe : on décrit autour du point fixe {^a foyer de la parabole) un cercle d'un rayon quelconque (r), et l'on coupe ce cercle par une parallèle à l'axe Y, dont la distance à la droite fixe (la directrice de la parabole) est égale à la longueur du rayon ; les deux intersections seront des points de la courbe.
4. On demande de calculer l'aire du triangle déterminé par trois points ßxes .
Supposons que l'origine des coordonnées soit placée en l'un des points donnés. On tracera par chacun des deux autres (i et 2) une parallèle à l'axe X et à l'axe Y {fig. 9), et l'on verra immédiatement que l'aire du triangle en question est donnée par la formule
Jï— Jl,
■yi'i]
Désignons maintenant par 0:0 > J'o les coordonnées du troisième
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point; il suffira d'écrire dans l'expression précédente a-, — jto, ^ — Fig. 9.
T, 2 Xi-xt <a-i.y,)
j-o — ^otjx — J)'o> JK2 — Jo au lieu de j:i, 0:2, Ti et jo» et l'on obtiendra ainsi
^ = -[{-^i — -^o) [Xi —lo] — (-Ï-2— -^oKri — jo)]
L'expression que nous avons sous les yeux est particulièrement digne d'attention à cause de la disposition de ses termes; elle est ce qu'on appelle un déterminant. On comprend en général sous ce nom une combinaison algébrique d'un nombre carré d'éléments, formée d'après une certaine loi, et dont la nature sera expliquée par des exemples mieux que de toute autre manière. L'exemple le plus simple nous est fourni par le déterminant binaire à quatre éléments
ab' — ba' , que l'on écrit
et tous les autres déterminants composés d'un plus grand nombre de termes peuvent être ramenés à celui-là par voie récurrente. Le rang suivant dans la série est occupé par le déterminant ternaire à neuf éléments
Toutefois, dans un déterminant, c'est-à-dire dans un tableau tel que celui que nous avons sous les yeux, il est avantageux d'affecter,
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pour plus de clarté, la môme lettre à tous les éléments, et de les distinguer par des indices supérieur et inférieur, dont l'un exprime la ligne verticale, l'autre la ligne horizontale à laquelle chacun appartient dans le tableau. On écrit, par suite, un déterminant ternaire sous la forme
La loi de formation de l'expression algébrique ainsi représentée peut être énoncée de la manière suivante :
Le déterminant est égala la réunion des termes que l'on obtient en peiinutant dans le terme formé avec la diagonale du tableau précédent les indices supérieurs [ou les indices inférieurs), et en changeant à chaque permutation d'indices le signe du terme correspondant ; naturellement aucun terme ne doit se rencontrer deux fois. Nous avons d'après cela
I tt m
m I it I
Une règle analogue a lieu pour les déterminants dont les termes sont à n facteurs, et dans lesquels 7i[n — i) (« — 2). . .3.2. i permutations seront nécessaires. Un raisonnement simple montre qu'on obtiendra toujours un nombre égal de termes positifs et de termes négatifs. Nous ne voulons point d'ailleurs approfondir ici la théorie des déterminants ('), et nous nous contenterons de donner quelques propositions dont nous aurons à faire usage plusieurs fois dans ce qui suit.
Remarquons d'abojrd que notre développement du déterminant
(') La théorie des déterminants a été si souvent traitée de nos jours, nit^me d'une manière élémentaire, qu'il est bien superflu de la reprendre une lois de plus; pour les Sections suivantes de ces Leçons, nous pouvons renvoyer aux Ouvrages sur le sujet. Consultez spécialement : Hkssf., Die Determinanten elementar behandelt; Leipzig, «871 ; Hattcxdorf, Einleitung in die Lehre von den Determinanten ; Hannover, 1872; puis les Ouvrages détaillés do Baltzer, Theorie und Anwendung der Determinanten:
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ne varie pas si l'on permute les indices supérieurs et inférieurs dans chacun des termes, c'est-à-dire que le déterminant conserve la même valeur si l'on échange entre elles les lignes horizontales
et les lignes verticales :
n (Il
En second lieu, le développement d'un déterminant présente une propriété caractéristique, c'est que dans chaque terme ne se trouve quun seul élément de chaque ligne horizontale ou verticale; nous pouvons d'après cela, ordonner les termes dont il s'agit suivant les éléments d'une ligne, écrire par exemple
I I II m m '' \ Il I III ' I iii\
Il = a («„",„— «,/-„,) -4- « \"„",„— a^a^)
m I I II II 1 \
I \ Il III II ml
Un coup d'œil sur ce développement montre que l'indice (inférieur) des éléments de la ligne occupant la première place ne se rencontre plus dans les facteurs qui les multiplient, et que ces derniers sont eux-mêmes des déterminants binaires, et l'on peut semblablement, à l'égard des déterminants d'un plus grand nombre de termes, effectuer, en répétant le même procédé, leur réduction à des déterminants moindres, qui sont eux-mêmes décomposablcs de la même manière. On désigne ces déterminants inférieurs, considérés par rapport au déterminant donné, sous le nom de déterminants mineurs; il en correspond un à chaque élément de R : c'est le facteur par lequel cet élément apparaît multiplié dans le développement. Nous désignerons les déterminants mineurs par une lettre majuscule à laquelle nous ajouterons les indices qui appartiennent à l'élément correspondant. Nous pouvons réunir les
Leipzig, 1870 (traduit en l'rançais par M. Hoiiel sur la 2° édition; Paris, 1861), et DosTOR, Eléments de la théorie des déterminants ; Paris, 1877; enfin les Sections consacrées aux déterniinantâ dans l'ouvrage de Serret, Cours d'Algèbre supérieure, et dans celui de Salmon, Lessons introductory ta the higher Algebra (dont il a été publié une traduction française abré(jée; Paris, 1868). Les propositions dont il est fait usape dans la première Section sont seulos données dans le texte.
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neuf déterminants mineurs ainsi formés dans le tableau suivant :
"m ^m ^ifi
où, par exemple,
En vertu de notre définition des déterminants mineurs, nous pouvons engendrer R par leur intermédiaire, en multipliant respectivement les éléments d'une ligne par les dé te/minants mineurs de la ligne correspondante et en ajoutant les produits. Nous obtiendrons ainsi, en ordonnant suivant les lignes horizontales,
R = «, A, H- fl, A, H- <7, A,
f .1 II ,11 III . III
=: a A -t-«/A H-aA
Il II ' Il II nu
et en ordonnant suivant les lignes verticales
Il H II m III
A l'égard des déterminants ternaires, il est possible de donner une loi mécanique simple, propre à faciliter la formation des déterminants mineurs, et par suite le développement du déterminant principal. Ecrivons une seconde fois les deux premières lignes verticales à droite du déterminant de la manière suivante :
nun
Cl^ O
et joignons les éléments par des lignes menées en diagonale comme cela a été fait ici. Trois termes situés sur chaque ligne de cette espèce multipliés les uns par les autres donnent un terme du déterminant, et ce terme sera positif si la ligne dont il s'agit va de
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gauche à droite, négatif si elle va de droite à gauche, en commençant toujours par le haut. Cela nous permet de reconnaître immédiatement l'exactitude de la proposition qui suit :
Si l'on permute deux lignes horizontales ou deux lignes verticales, le déterminant change de signe; on a donc
I it
On reconnaît en effet de suite, en appliquant la règle qui vient d'être donnée au développement de R', qu'un terme quelconque situé auparavant sur une ligne allant de gauche à droite, se trouve maintenant sur une ligne allant de droite à gauche, et réciproquement. Une conséquence immédiate de ce théorème est la proposition suivante :
Si dans un déterminant deux lignes parallèles sont égales terme à terme, ce déterminant est nul; car une permutation des deux lignes nécessite un changement de signe, sans que pourtant le déterminant lui-même soit modifié. De là découle immédiatement cette conséquence que, si l'on multiplie les déterminants mineurs d'une ligne respectivement par les éléments d'une ligne parallèle à celle des éléments correspondants, la somme des produits est constamment nulle. Ainsi, par exemple,
' .' " ." mm
Et comme corollaire, on obtient la proposition suivante, qui présente souvent de l'importance pour le calcul des déterminants :
La valeur d'un déterminant n'est pas modifiée si l'on augmente ou si l'on diminue les éléments d'une ligne, d' un multiple des éléments d'une ligne parallèle. On a ainsi, par exemple,
rt -f- TOO,
a^-\-ma^
ti
car, si l'on développe suivant les termes de la première ligne ver-
ticale et suivant leurs déterminants mineurs, les termes multipliés par m donnent un total nul.
Une des plus importantes applications de la théorie des déterminants est la résolution d'un sjstcme d'équations linéaires, résolution qui peut être ainsi effectuée d'une manière simple. Nous nous contenterons ici encore de traiter le cas de trois équations linéaires à trois inconnues x^, X2, x^. Supposons ces trois équations données sous la forme
a\ .r, -f- r/ rj H- a^.T^ — ^\
et posons
Nous obtiendrons immédiatement la solution des équations précédentes ainsi qu'il suit. Multiplions-les respectivement par les déterminants mineurs A^ , A", A^, et ajoutons; tous les autres termes disparaissant d'après une proposition énoncée plus haut, il ne reste plus que la relation
On obtient de même, en multipliant par A' , A" , A"' et A' , A* , A** respectivement,
et notre problème est par conséquent résolu.
La formation des seconds membres de ces expressions s'effectue donc en remplaçant dans R les éléments de la première, de la deuxième, de la troisième ligne verticale respectivement par j^, )^', y ' . Si l'on donne en particulier^' = o dy" = n, on aura
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d'où résulte
j:, . X, . Xj = A, .A, , A^,
équation qui a lieu indépendamment de la valeur de j)'".
D'après cela, si l'on donne seulement deux équations linéaires homogènes à trois inconnues
a^ X, -r- /7^ Xj — a^ Xj = o,
nous ne pouvons pas déterminer les inconnues elles-mêmes, mais seulement leurs rapports, qui sont égaux aux déterminants mineurs correspondants, ainsi qu'on le trouverait également en considérant les équations données comme deux équations non homogènes dans lesquelles — i — seraient les inconnues. Les déterminants
.l-j Xj
mineurs qui ont l'indice supérieur 3 dépendent aussi uniquement des constantes qui figurent dans les deux premières équations.
Enfin, si ^"'est également nul, nous avons, après division par X3, trois équations à deux inconnues qui, en général, ne seront pas satisfaites simultanément ; pour qu'elles puissent avoir lieu ensemble, il est nécessaire qu'une condition soit imposée aux coefficients ; cette condition consiste dans l'évanouissement d'une certaine fonction des coefficients appelée leur résultant ; on obtient cette égalité au moyen des trois équations par élimination des inconnues. Étant donné en effet le système
», J"i -+- a'^ Xi-¥- a'^ X3 = o, rt' X, -(- ö][ Xj -f- al X, = o,
ih m m
o^ Xj -+- «^ Xj H- a^ Xj = o,
nous trouvons, en vertu de notre solution générale des équations linéaires,
Rx, = o, Rxj .-= o, Rx3-==o;
par conséquent, on a
solution par laquelle, comme cela va de soi, toutes les équations de l'espèce considérée sont satisfaites, ou bien
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celte dernière est ce qu'on nomme le résultat de l'élimination des inconnues entre les équations données. Les choses se passent d'une manière tout à fait analogue pour n variables et pour des déterminants à termes de n facteurs; d'où cette conclusion :
Si n équations linéaires homogènes entre n variables doivent exister simultanément, le déterminant de leurs coejßcients est nécessairement nul.
Au moyen de la solution générale trouvée pour trois équations non homogènes, et dans laquelle les quantités x étaient exprimées par les quantités y, nous devons naturellement pouvoir calculer les X au moyen des y en suivant un chemin inverse, et en employant un procédé tout à fait analogue. A la place du déterminant R, nous aurons besoin du déterminant formé avec les déterminants mineurs A, à savoir :
qui sera le déterminant du système adjoint; car, sous cette expression, on désigne le système des déterminants mineurs A par opposition au système des éléments originaires a. Distinguons ensuite les déterminants mineurs de S par des indices supérieurs ou inférieurs; posons, par exemple.
et nous obtiendrons comme solution les équations
Comme ces dernières doivent être identiques avec les équations primitives, il en résulte
Mais, d'après le théorème général sur la multiplication des
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déterminants, dont nous allons bientôt parler, on a
et nous obtenons par suite les relations
S;=:R«;, S'^^Kal, Sl=Ka^,
Maintenant le théorème dont nous venons de faire usage consiste dans ce qui suit :
Etant donnés deux déterminants dont les éléments sont désignés par a et b, leur produit
j Ht j trt .m
est lui-même un déterminant, à savoir : ab,->r-ab-\-ab ab-^ab-hab a b -\- a b_ -^- ab_
Il II' Il /»■ lu in I in I m I m
t .1 ir.ir m, m 1,1 «r.ir m ,m 1,1 »i» *• ,m
ab-r-ao-rao ab-*^ab-*-ab a b -t- a b -\- a ü_
Kl m I ni II m n a ' a n m m m m »m
I fi »F» m ,m I ,t H ,11 m ,m 1,1 n .a m ,m
m t m 9 m t Ut W Ut It Ut U Ut Ut ttt Ut in Ut
Les éléments du déterminant résultant se composent des sommes des produits que l'on obtient en multipliant les éléments d'une ligne de l'un des déterminants par les éléments correspondants d'une ligne de l'autre. Pour le démontrer, on divise le grand déterminant en une somme de déterminants particuliers formés d'une manière simple ainsi qu'il suit. Développant d'abord suivant les éléments d'une ligne verticale, nous obtenons évidemment, puisque chacun des trois éléments se compose d'une somme de trois grandeurs, une somme de neuf termes, que nous pouvons écrire aussi comme somme de trois déterminants, de manière que dans chacun d'eux la première ligne verticale se compose de l'une des trois espèces d'éléments partiels réunis dans la première ligne verticale du grand déterminant, tandis que les deux autres lignes verticales ne sont pas modifiées. Résolvant encore celles-ci en plusieurs sommes de nouveaux déterminants, nous obtiendrons
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finalement une somme de vingt-sept déterminants ternaires particuliers. Nous pouvons admettre qu'on les obtient en réunissant, de manière à former un déterminant, chacune des lignes verticales (partielles) du grand déterminant à deux autres de ces lignes qui, dans le développement total, se trouvent multipliées par la première. On se convainc maintenant facilement que tous ces déterminants partiels s'évanouissent à l'exception de six, tous les autres renfermant deux lignes identiques d'éléments. Les six déterminants dont il s'agit s'obtiennent en réunissant de manière à former un déterminant, parmi les trois lignes verticales du grand délerminanl, une première, une seconde et une troisième colonne (ne renfermant que des produits simples ab). L'un de ces déterminants sera, par exemple,
Il , H
Dans les cinq autres termes aussi bien que dans celui-ci, on reconnaît que l'un des déterminants primitifs, celui des a, est facteur. On voit de plus très-simplement que la réunion des autres facteurs n'est autre chose que le déterminant des h sous forme explicite, si l'on fait en particulier les hypothèses
Le déterminant des a devient par là égal à l'unité, et le grand déterminant qui précède se transforme directement en celui des h, ce qui démontre notre théorème de multiplication. Si maintenant, pour employer ce théorème à la démonstration de la proposition précédente, nous mettons à la place des éléments h les déterminants mineurs A de R, nous obtiendrons
car tous les autres termes du déterminant s'évanouissent d'après un théorème précédent, et de là résulte effectivement
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n. — La courbe du premier ordre on ligne droite.
Nous revenons actuellement à l'expression trouvée pour l'aire d'un triangle donné par ses trois sommets, expression qu'on reconnaît pouvoir être écrite sous forme de déterminant. On a en effet
•'o Jo
•*i Xi
Xx Xx
-(•roJl+rjJo+'K>'j-
•^tfjï— '■lJo■
■•ïrl)•
Maintenant, la condition que l'aire du triangle soit nulle est évidemment identique avec cette autre, que les trois points donnés soient en ligne droite. Donc, si nous laissons le point j:o,Jo indéterminé, l'évanouissement du déterminant nous donnera l'équation de la droite déterminée par les points i el i, c'est-à-dire
Cette forme d'équation est du premier degré comme celle précédemment obtenue d'une autre manière. Le fait que la ligne passe par les points donnés résulte immédiatement de l'un des théorèmes précédents sur les déterminants, si l'on substitue les coordonnées de ces points à a: et y.
Au lieu de déterminer la droite par deux points, nous pouvons aussi la déterminer par les segments a et Z» qu'elle intercepte sur les axes de coordonnées à partir de l'origine ; nous avons pour cet objet à introduire dans (i) les coordonnées a, o et o, h du point d'intersection de la droite avec les axes. Nous obtenons ainsi
T^ ab — bx — 7 1",
OU
équation d'une haute importance pour la théorie de la ligne droite, et spécialement pour les développements généraux que nous donnerons ultérieurement. L'équation d'une droite pouvant toujours
être mise sous cette forme, les segments qu'elle détermine sur les axes s'obtiendront immédiatement. L'équation (i), par exemple, ainsi transformée, donne
Ji -^i — Jt -^1 Ji-^i— r»-^i /i— Jt X, — X,
Une droite déterminée par les points i et 2 intercepte donc sur les axes de coordonnées des segments déGnis par
.y\ ^t — Xi "^1 7 X\ '^i — X* ^\
a =r ) U rr: •
Celte représentation met spécialement en relief les cas où la ligne passe par l'origine, ou bien est menée parallèlement à l'un des axes. Dans la dernière hypothèse, nous devons prendre« ou b infiniment grand suivant que la droite est parallèle à l'axe X ou à l'axe Y. Nous obtiendrons alors, ainsi qu'il a déjà été observé, les équations respectives
Enfin, si la droite passe par l'origine, nous pouvons la déterminer uniquement par sa direction, c'est-à-dire par une ligne qui lui soit parallèle. Or une parallèle à une droite donnée sous la forme (2) intercepte sur les axes, à cause de la similitude des triangles ainsi formés, des segments ayant pour grandeur ma, mb ; et nous obtiendrons, par conséquent, toutes les lignes parallèles à (2), si dans l'équation
nous considérons la quantité m comme un paramètre, c'est-à-dire si nous lui attribuons successivement toutes les valeurs possibles : cette représentation d'un système de droites sera souvent employée dans la suite. En posant m = o, on obtient toutes les droites passant par l'origine, lesquelles seront alors complètement déterminées par la direction du système de leurs parallèles.
Pour la fixation de cette direction, nous pouvons évidemment aussi employer, au lieu des segments a et h, l'angle formé par la droite avec l'axe X, angle que nous désignerons par ». Gela
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revient à indiquer les coordonnées d'un second point appartenant à la droite, à savoir le point infiniment éloigné où se coupent toutes les parallèles de la direction dont il s'agit. Or ces coordonnées sont ce que deviennent rcosa et rsïna, pour /- = oo , r désignant la distance qui sépare le point de l'origine : leur rapport seul a donc une valeur finie. Substituons ces valeurs au lieu de x^ > 2 dans l'équation (i), divisons par r et prenons ensuite r infiniment grand ; nous obtiendrons
cosa sina o
ou, après développement,
(4) {x — j:,) sina — [y — jj]cosa = o.
Nous avons en commençant rencontré l'équation d'une droite sous cette forme, et nous l'avons alors décomposée en deux autres équations, savoir
: X, -+- / cosa.
r étant un paramètre (p. 6).
Les équations (i) à (5) nous donnent les différentes formes sous lesquelles se présente habituellement l'équation d'une droite suivant le choix de ses éléments déterminateurs. Ce qui leur est commun à toutes, c'est la dimension à laquelle entrent les variables; toutes sont du premier ordre, et la question suivante s'impose à l'esprit : Toute équation du premier ordre représente-t-elle une ligne droite? Nous allons voir qu'il en est en réalité ainsi. En effet, étant donnée la forme la plus générale d'une équation linéaire
A jr -h Bj -t- C = o.
on peut aussi écrire cette équation de la manière suivante :
Or c'est là, d'après (2), l'équation d'une droite qui intercepte
res-
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peclivement, sur les axes de coordonnées, les segments
par conséquent :
Toute (ûf nation du premier degré entre x et j représente une ligne droite.
Si une droite représentée par la forme générale (6) doit passer par l'origine, il faudra poser C = o; si elle doit être parallèle à l'axe X ou à l'axe Y, il faudra annuler respectivement A ou B.
Tandis que jusqu'ici nous avons employé deux points pour la détermination d'une droite, que ces points fussent du reste quelconques ou qu'ils eussent des situations particulières, par exemple sur les axes ou à l'infini, nous pouvons aussi caractériser une droite par deux autres éléments. En choisissant pour cet objet la distance p de la droite à l'origine et la direction de ses normales, c'est-à-dire l'angle qu'elles forment avec l'axe X, nous serons encore conduits à une forme d'équation particulièrement importante. Les segments déterminés sur les axes sont alors, comme on le voit facilement sur une figure,
CCS« sin a
et ainsi, d'après (2), l'équation de la droite est
(^) jc cos x-\- y sin X — pz=o;
c'est la forme qu'on nomme Jhrme normale de liesse (* ), et dont un exemple nous fera immédiatement reconnaître la haute portée. La comparaison de cette forme avec la forme générale (6) amène à examiner la question de la réduction de l'une à l'autre. Or l'équation (7) est spécialement caractérisée par ce fait que la somme des carrés de ses deux premiers coefficients est égale à l'unité. Nous multiplierons donc (6) par un facteur tel que la même propriété existe
dans cette dernière équation, c'est-à-dire par — s le signe
du radical devant être choisi de manière que le dernier terme de
(•) Comparez ici comme pour tout ce Chapitre : Hesse, Vorselungen aus der ana~ fytischen Geometrie der geraden Linie, des Punktes und des Kreises in der Ebene; Leipzig, 1873.
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l'équation «oit négatif [comme dans (7)]; de là résultent, pour la transformation demandée, les équations
(8) cos"' ^ • ^
Suivant la nature d'une question posée, nous nous servirons de l'une des formes d'équation de la ligne droite indiquées ici, de manière à obtenir la solution le plus simplement possible ; quelques problèmes nous apprendront à reconnaître ce qu'il convient de faire.
I . Trouver la distance d'un point (xo, j^o) à une droite [cette dernière étant supposée donnée sous la forme normale (7)]- — Soit P la distance cherchée; l'équation d'une parallèle menée à la droite par le point donné sera
jr cos « -f- Y sin v. — p — P ;= o,
si le point est situé d'un autre côté de la droite que l'origine. Puisque la droite doit passer par ce point, il en résulte
j-Q cos a -h ^0 sin a — p — P = o , d'où
P = j-„ cosa -\-ja sina — p.
Nous pouvons énoncer ce résultat ainsi qu'il suit :
Si, dans la forme normale de l'équation d'une droite, on substitue les coordonnées d'un point quelconque, le premier membre donne la distance du point à la droite, immédiatement si le point est d'un autre côté de la droite que l'origine ; dans le cas contraire, le signe serait à changer. Le signe ne sera indéterminé que si la ligne passe par l'origine (c'est-à-dire si p = o), parce qu'alors la direction de la normale est ambisruë.
Si l'équation de la droite est donnée sous la forme générale, il faut, pour trouver la distance, diviser encore par la racine carrée de la somme des carrés des premiers coefGcienls et substituer les coordonnées du point; on obtient ainsi
p_ Aj,-<-BroH-C
± Va' h- b»
2. Déterminer les coordonnées du point d'intersection de deux droites. — Les équations des droites données étant
Ax-h BjH-C = o, Mx -¥■ B'j 4- C— o,
nous avons à en tirer la valeur de x et de j. Pour plus de symétrie dans le résultat, nous donnerons aux équations le caractère de riiomogénéité; nous ajouterons pour cela au troisième coefficient un facteur que nous supposerons égal à l'unité, comme il
suit :
A'ar^B> + C'.l=o,
et nous calculerons, au moyen de ces équations, les rapports de x, y, I . Il vient alors
x:y:\=: BC - CB' : CA' — AC : AB' — BA',
d'où
ÀB'-BA' ' ^' ~~ AB' - BA
Si le dénominateur est nul, les numérateurs ne peuvent être nuls,
autrement les deux équations seraient identiques ; donc, dans le cas
du dénominateur nul, le point d'intersection est situé à l'infini : les
deux lignes sont parallèles. La condition du parallélisme est par
suite
AB' — BA' = o.
3. Trouver l'équation d'une droite passant peu- deux points donnés. — Nous pourrions écrire immédiatement le résullal d après la première forme (i) de nos équations; mais on peut y arriver par une voie différente, de manière à avoir un exemple propre à inniitrer comment l'homogénéité donnée aux équations par l'addition d'un facteur égal à l'unité simplifie la marche de l'élimination. L'équation de la droite est la condition pour qu'un point ninhiU {Xfj) se trouve en ligne droite avec deux points fixes (j^o Ji) et (j^âjJKa); conséquemment, les trois équations suivantes :
Ax H- Bj -f- G. I = o, A.r,-HB7,-|-C.i =o, Aj'j-i- B/,-^ C. I = o
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doivent avoir lieu simultanément, et par l'élimination de A, B, C on obtient, comme précédemment,
Nous pouvons maintenant à l'inverse utiliser cette équation pour trouver l'aire du triangle formé par trois points, ce qui a été notre point de départ originaire. Abaissons de l'un des sommets (xo, y^, sur la ligne qui joint les deux autres côtés et dont la longueur sera supposée égale à r, une perpendiculaire h\ on aura pour l'aire cherchée
expression dans laquelle
La perpendiculaire h se détermine, d'après ce qui précède, en mettant notre équation de la droite sous la forme normale et en introduisant les coordonnées Xojjjo', on a donc
JTl
Jl
Xî
v/(xi — j-j )*-+-( ji— 7,)*
d'où, comme ci-dessus,
4. Déterminer l'angle v compris entre deux droites. — Les deux droites étant données sous la forme normale
xeosp -f- jsin^ — p =: o, arcos^'+ jsin^' — p'= o,
ß et ß' sont les angles de leurs normales avec l'axe X ; or ces normales comprennent entre elles le même angle que les lignes données; donc on a
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Les équations (8) fournissent immédiatement le moyen de calculer cet angle au moyen des coefficients de la forme générale; il vient en efiet
AR' - BA
sinv = sm(|3 — p] =
cosv = co8(p' — p) =
v/A' + B'v'A'^-hB'»
AA' -h BB'
v/a--t-bva"-hb'='
Pour la condition du parallélisme de deux lignes (sinv =i o), on en déduit, comme précédemment,
AB' — BA rz= o,
tandis que les deux lignes seront perpendiculaires entre elles
(cosv= o), si l'on a
AA' + BB' = o.
5. Ces remarques nous permettent d'obtenir V équation d'une droite menée par un point {xq , yo ) parallèlement ou perpendiculairement à une droite donnée. — Soit
A.r -t- B^ H- C:= o cette dernière.
Dans le premier cas, les trois équations
A'j-o-hB'^o-HC'^o, AB — B'A = o
doivent avoir lieu simultanément; donc, en éliminant A', B', C, il viendra pour l'équation de la parallèle cherchée
ou
Jo
A(j: — j-„) -f-B(7— Jo)=0.
Pour trouver la normale, il suffit de remplacer, dans la troisième équation de condition, B par A, et A par — B, et l'on obtient ainsi
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m. — Coordonnées-lignes ('). — Séries de points et faisceaux de rayons.
Dans les considérations que nous avons présentées jusqu'ici, un point a été constamment défini par deux grandeurs (ses coordonnées) indépendantes l'une de l'autre; on peut faire de même à l'égard de la droite, soit qu'on la regarde comme donnée par les segments qu'elle intercepte sur les axes, soit qu'on la considère comme définie par sa distance à l'origine et par la direction de ses normales.
Lorsque pour un point une seule condition est donnée, ce point peut prendre une infinité de positions ; il décrit dans son mouvement une courbe, et nos recherches précédentes ont reposé sur cette conception du lieu géométrique. De même pour la droite, si une seule équation est donnée entre ses éléments déterminateurs, il existe une infinité de droites qui y satisfont; nous regarderons la courbe touchée par ces droites dans chacune de leurs positions comme leur lieu géométrique. Nous pouvons par conséquent nous figurer une courbe quelconque comme engendrée de deux manières différentes : i° comme décrite par les positions en nombre infini d'un point ; 2° comme en\>eloppée parles positions en nombre infini d'une droite [voir, par exemple, ci-après, ßg. i3i). Deux droites de ce système infiniment voisines [deux tangentes de la courbe) se coupent alors sur la courbe, de sorte que, sous ce dernier aspect, la courbe, en tant que figure ponctuelle, prend naissance par la série successive des points d'intersection des tangentes voisines. A l'inverse, la tangente d'une courbe est définie en coordonnées-points, comme la ligne qui joint deux points infiniment voisins sur la courbe. Pour donner aussi une expression analytique de cette double manière d'engendrer les figures géométriques planes, pour représenter par une équation une 4iourbe considérée comme enveloppe de ses tangentes, nous devons regarder comme variables les deux éléments déterminateurs de la droite, ainsi que nous l'avons fait jusqu'ici pour les coordonnées d'un point ; nous
(') Les coordonnées-lignes sont très-souvent appelées aussi coordonnées-tangentielles. La raison de cette dernière dénomination résulte clairement de ce qui suit.
parlerons donc aussi bien des coordonnées d'une droite que de celles d'un point. Une équation entre ces dernières représente une courbe comme lieu géométrique de ses points ; une équation entre les premières représente une courbe comme enveloppe de ses tangentes. La fixation des éléments déterminateurs à employer pour la droite est indifférente pour commencer, mais des considérations ultérieures montreront que le choix suivant est le plus convenable.
Nous entendons par coordonnées u, v d^une droite les ^valeurs inverses et prises avec le signe négatif des segments qu'elle intercepte sur les axes des coordonnées. On a donc, d'après nos notations précédentes ,
L'introduction de ces éléments déterminateurs de la droite est en corrélation intime avec un des plus importants principes de la Géométrie analytique, le principe de dualité (*), auquel conduit cette double conception des courbes. Première idée fondamentale : il existe dans le plan un nombre doublement infini de points et un nombre doublement infini de droites (-) ; si l'on regarde d'abord les points, puis les droites, comme éléments constitutifs des figures que l'on a à considérer, une certaine similitude apparaît entre ces deux points de vue ; et, en effet, entre ces deux développements de la Géométrie, dont l'un a le point pour base, l'autre la droite, il existe jusque dans les détails non-seulement de l'analogie, mais
(') PONCELET {Annales de 3Iathématiques, t. VIII, 1817-1818. — Traité des propriétés projectives des figures, iSaa. — Journal de Crelle, t. IV) a été primitivement conduit à ce principe, en partant de la théorie des polaires dans les coniques qui sera exposée plus loin. Ce même principe a été établi indépendamment des coniques par Gergomne [voir divers articles des Annales de Malhématiques, et par MÔBiis {Barjrcentrischer Calcul, 1827)]; c'est PlCcker qui a employé le premier les coordonnées do lu droite {Journal de Crelle, t. V, 1839, et Analjrtisch-geometrische Entwicklungen, t. H, i83i). En France les mêmes idées ont été développées à peu près dans le même temps, par Cuasles, Apercu historique sur l'origine et le développement des méthodes en Géométrie, 1837. Voir aussi BoOTn : On some geometrical methods.
(•) De semblables manières de s'exprimer signifient que le point et la droite dépendent de deux cléments déterminateurs dont chacun, indépendamment de l'autre, peut prendre toutes les valeurs possibles.
co:«sii>ÉBATiO!(S pmÉunrcÀiBEs . — sÉaiES de ponrrs rr ruHXÀtx dk «atoxs. $7
une réciprocité complète. Cette réciprocité peut être formulée de la manière suivante : si l'on part du point, on obtiendra la droite par la jonction de deux points; si l'on part de la droite, on obtiendra le point par l'intersection de deux droites. Le lieu géométrique le plus simple pour le point est la droite décrite par un point qui la parcourt; pour la droite, c'est le point qu'elle enveloppe en se mouvant autour de lui. Nous ne pouvons d'ailleurs engendrer aucun point par le mouvement d'un point, ni aucune droite par le mouvement d'une droite. L'ensemble de ces relations constitue pour nous le principe de dualité; ce principe signifie que certains théorèmes qui ont lieu pour les ßgures ponctuelles peuvent être transportés aux ßgures dont la ligne est l'élément; cette réciprocité s'applique à la jonction de deux points et à l'intersection de deux droites et s'étend à toutes les constructions qui peuvent résulter d' opérations de cette nature. Elle n'a plus lieu quand d'autres moyens auxiliaires doivent être employés, par exemple lorsqu'une détermination de mesure entre dans le problème ; mais le principe ne doit pas être considéré comme subissant par là une restriction, car nous apprendrons à connaître un moyen de ramener très-simplement les relations métriques aux autres.
Introduisons maintenant les coordonnées de la droite dans son équation; celle-ci devient
(l) ttj: -f- l'J -T- I = O.
Nous sommes actuellement en état de mieux exprimer le sens de cette équation, en disant qu'elle indique la réunion de situation du point et de la droite, c'est-à-dire la situation dans laquelle le point se trouve sur la droite, la droite passe par le point; nous pouvons, du reste, regarder arbitrairement comme variables les coordonnées du point ou les coordonnées de la droite. Dans le premier cas, l'équation (i) est pour nous V équation d'une droite, dans le second elle est V équation d'un point, c'est-à-dire la condition à laquelle doivent satisfaire les coordonnées d'une droite pour qu'elle passe par un point donné {x, y). L'équation ne varie pas de forme si l'on échange m, v avec x, y\ donc, par un choix convenable des coordonnées d'une droite, on a obtenu ce résultat, que dans V équation qui exprime la réunion de situation des élément^ fondamentaux appartenant à chacun des deux ordres
d'idées, ces éléments entrent symétriquement ('). f.e point joue ainsi dans la Géométrie de la droite le même rôle que la droite dans la Géométrie du point.
Une équation linéaire en coordonnées-points X, y représente une
ligne droite.
Une équation linéaire en coordonnées-lignes u, {> représente un point.
Dans l'équation (i), les coefficients constants sont en même temps les coordonnées de la figure élémentaire représentée; si, au contraire, nous prenons pour point de départ une équation linéaire générale :
Équation du point,
A« -+- Bi' H- Cr=o,
Pour les coordonnées du point,
Équation de la droite, Ax-i-Bj-f-C = o; nous aurons :
Pour les coordonnées de la droite, A B
réciprocité qui n'aurait pas lieu si nous avions pris directement pour coordonnées de la droite les segments qu'elle détermine sur les axes.
Si maintenant nous essayons de transporter dualistiquement dans la théorie du point les théorèmes trouvés dans la théorie de la ligne droite, nous n'y réussirons qu'à l'égard de l'un des problèmes résolus plus haut.
Étant donnés, en effet :
Deux points Deux droites
(•^0. .?'o). (-pitJi);
on aura :
Pour l'équation de leur droite de jonction,
Pour l'équation de leur point d'intersection,
(') Cela no justîfle pas encore le choix que nous avons fait, pour les coordonnées, des segments inverses négatifs : ce dernier point trouvera son explication seulement dans la Section suivante.
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Le résultat analytique et les opérations qui y conduisent sont les mêmes dans les deux cas ; la signification des variables est seule différente. Nous ne pouvons pas transformer immédiatement les autres formes d'équations de la droite, parce qu'elles dépendent de grandeurs d'angles et de segments. Nous allons toutefois, à l'aide de l'équation (2), formuler analytiquement les problèmes qui s'y rattachent, en faisant dépendre expressément ces problèmes des coordonnées des droites entrant dans chaque question, afin d'avoir ainsi des exemples de l'usage des coordonnées-lignes. Ainsi, la distance d'un point à une droite est
l'angle compris entre deux droites est égal à
Un Ml -4- (•„ f 1
arc COS -^= — ;
la condition du parallélisme est
et la condition de la perpendicularité sera
L'expression de /* nous donne un exemple simple de la représentation d'une courbe comme enveloppe de ses tangentes, si nous y considérons u et v comme variables, et, au contraire, x, y et /• comme constants ; alors l'équation ( 4 ) représente pour une ligne (variable) (u, v) la condition d'être à une distance constante r d'un point fixe (x, y). L'ensemble de ces droites enveloppe, comme on sait, un cercle ayant /' pour rayon et (x, y) pour centre ; si nous donnons à ce dernier point, comme auparavant, a et b pour coordonnées, l'équation du cercle en coordonnées-lignes, c^ est-à-dire la condition à laquelle doivent satisfaire toutes ^es tangentes, deviendra par suite
tandis que l'équation du même cercle en coordonnées-points est
CHAPITRE I
Toutes deux sont du second degré, mais la dernière présente un tout autre caractère que l'équation en coordonnées-lignes, fait qui a encore sa raison d'être dans les propriétés métriques du cercle. Il existe semblablement pour chaque courbe deux modes de représentation : 1° son équation en coordonnées-points
2° son équation en coordon
nees-lignes
et ces deux équations sont en général différentes, aussi bien par leur forme, comme cela a lieu dans le cercle, que par leur degré relativement aux variables. On tire de là une double classification des courbes algébriques, l'une d'après le degré de leur équation en coordonnées-points , l'autre d'après le degré de leur équation en coordonnées-lignes, et, pour préciser ;
On appelle la plus haute dimension sous laquelle se présentent les variables .r, jy, dans l'équation en coordonnées - points , l'ordre de la courbe.
Les courbes du premier ordre sont par conséquent des droites; une courbe du premier ordre n'est donc pas représentable au point de vue (le la classe; la droite se représente en coordonnées-points par une seule équalion, en coordonnées-lignes par deux équations.
On appelle la plus haute dimension sous laquelle se présentent les variables «, c, dans l'équation en coordonnées-lignes, la classe de la courbe.
Les courbes de la première classe sont par conséquent des points ; une courbe de la première classe n'est donc pas représentable au point de vue de l'ordre ; le point se représente en coordonnées-lignes par une seule équation, en coordonnéespoints par deux équations.
L'importance fondamentale du principe développé ici apparaîtra immédiatement dans les considérations suivantes, dont la portée est d'autant plus grande qu'elles sont destinées à établir le lien entre la Géométrie synthétique moderne et la Géométrie analytique. Nous rechercherons d'abord les rapports qui existent entre les différents points situés sur une droite, et corrélativement entre les différentes droites qui passent par un point ; nous restreignant
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pour ainsi dire à la Géométrie sur une droite, et autour d'un point. Nous résoudrons ainsi la droite en la série des points qu'elle renferme et le point en la totalité des droites qui s'y coupent, et dans cet ordre d'idées nous appellerons l'ensemble des points situés sur une droite série de points, et l'ensemble des droites passant par un point faisceau de rayons. A présent notre tâche est de représenter indi\iduellement chaque point d'une série, c'est-à-dire chacun des points qui se trouve sur la même droite que deux points donnés, et de même chaque rayon d'un faisceau, c'est-à-dire chacun des rayons qui passent par le même point que deux rayons donnés. Nous avons déjà résolu le premier de ces problèmes en représentant les points d'une série parles équations (p. 6)
x^=.x^->r- rcosa, J=ro-!- '•sina,
dans lesquelles, /• désignant un paramètre, la droite base de la série est définie par un point fixe (xo, j)^o) et par sa direction (c'està-dire par un point à distance infinie). D'une manière analogue, nous allons maintenant exprimer généralement chacun des points de la série au moyen de deux points de cette dernière, avec le secours d'un paramètre. L'équation d'une droite passant par les points o et i étant
y Jo Ji i — o.
cette équation sera identiquement satisfaite d'après une proposition connue de la théorie des déterminants si l'on pose (p. 22)
I X^=pXQ -f- 7^,,
le déterminant précédent est le résultat de l'élimination de p, q, i entre ces trois équations. Divisant les deux premières équations
P^ aurons, en supposant qu'on opère d'une manière semblable sur les
par la troisième, et introduisant un paramètre X égal à — j nous
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coordonnées-lignes, les résultats suivants :
Ces deux équations présentent les coordonnées d'un point de la série exprimées au moyen des coordonnées de deux points de celle-ci et du paramètre \. C'est la représentation la plus générale de la droite comme base d'une série de points.
"kUx
(^s deux équations présentent les coordonnées d'un rayon du faisceau exprimées au moyen des coordonnées de deux rayons de celui-ci et du paramètre \. C'est la représentation la plus générale du point comme centre d'un faisceau de rayons.
Dans les équations (6), la notion de série de points ou de faisceau de rayons est clairement exprimée : si nous donnons successivement à X toutes les valeurs depuis — ao jusqu'à -f- oo , nous obtiendrons tous les points de la série ou tous les rayons du faisceau.
Mais le nombre X a aussi une signification géométrique simple.
Des équations (5) résulte, en effet.
j— ro
•^0 li Jo
y a — yi
ou, si l'on désigne par /•, s les distances des points [xo, ^o)» (a'i,j^, ) au point (:r,j^), et que l'on considère ces distances comme positives tant que {x, y) est situé entre les points fixes zéro et i,
Par conséquent, X est le quotient des distances du point mobile à deux pointsßxes de la série, interprétation que nous ne pouvons pas transporter immédiatement aux faisceaux de rayons, parce qu'elle repose essentiellement sur des notions métriques. On voit facilement aussi qu'à chaque point de la droite correspond une seule valeur de X, et quelle est sur la droite entière la distribution de ces valeurs. Entre les points fixes, r et s, et par conséquent X, sont positifs; si le point mobile va de zéro à i, X passe de zéro à l'infini et prend la valeur i pour le point milieu (/• = .v)du segment. En dehors des points fixes au contraire, r est négatif si le point
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mobile est à gauche du segment, s devient négatif s'il est à droite, et, par suite, X est négatif dans les deux cas {ßg. lo). Lorsque le
Fig. lo.
point va du point zéro à l'infini, X passe de zéro à — i; à l'infini on a }. = — I , et si le point mobile va de l'infini au point i , X passe de — 1 à — 30 , ce qui ferme le cercle des valeurs. Il est spécialement digne de remarque que X à l'infini a la valeur unique — i ; on parle pour cette raison d'un point à l'infini de la droite, ce qui veut dire que toute droite se comporte analytiquement comme si elle avait un seul point à l'infini.
Les équations (6) nous ont servi à représenter les coordonnées d'un élément quelconque d'une série ou d'un faisceau, au moyen de celles de deux éléments fixes. Pour obtenir l'équation d'un élément arbitraire, nous devons substituer ses coordonnées dans l'équation
UX -i- i>jr -\~ i = o,
et nous trouverons ainsi :
Point de la série : j Rayon du faisceau :
[uxo-hvj'o-hi] j («o-r-f-PeJ-^i)
H- X(«Xl -f-PJl -h l) = O. I -h l[UiX -i- VyJ -h i) = o.
On obtient donc l'équation de l'élément mobile en multipliant celle de l'un des éléments ßxes par le paramètre X, et en l'ajoutant à V équation de l'autre élément fixe. Nous avons toutefois supposé que l'équation des éléments fixes avait la forme spéciale dans laquelle le terme constant est égal à l'unité; cela n'est en général pas nécessaire.
Supposons, en effet, les deux éléments de base (points ou rayons) donnés ainsi :
A x-\- B j + C =o, Aix4-B,j + C,= o;
Att-l-B»'-+-C=o, Al« -i- Bi«'-1- Ci= o;
les équations
A« H-Bf H-C H- «(A,M -(- Bic -hCi) = o, Ajt -f- B J -f- C H- ft(Al.r-^B,7•-^Cl) — o
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représentent encore un élément quelconque de la série ou du faisceau : seulement la signification du paramètre (x. est différente; car, en posant
on obtient la forme précédente. Le paramètre fx n'est donc plus le rapport des distances mentionné plus haut, mais le produit de ce rapport par une constante indépendante de la situation du point mobile, ce qui ne change en rien le fond des choses.
La dernière interprétation de [x peut être transportée dualistiquement au rayon d'un faisceau. Abaissons, en effet, d'un point du rayon mobile sur les deux rayons fixes des perpendiculaires de
longueur /• et s [fig. ii); le rapport- est le même pour tous les
points du rayon mobile, et nous l'appellerons rapport de distance du rayon mobile aux deux rayons fixes ; le paramètre X n'en diffère que par un facteur constant, ainsi qu'il va être démontré. Soit {x, j) un point quelconque de la droite (m, v) qui appartient au fais-
Fig. II.
(UiJtl,)
ceau défini par les deux droites («o, ^o) et («, , v',) ; on aura, d'après une règle donnée plus haut (p. 89),
tt,.r-f-«j j"-!- 1
et l'équation du rayon lui-même,
ttJT -4- <'J -{- I = 0,
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se transforme en
on a
donc
La valeur de X varie d'une manière analogue à ce qui arrive quand il s'agit d'une série de points, et à chaque rayon correspond aussi une seule valeur de X. Prenons les segments ;• et s positifs pour un rayon compris dans l'un des angles des rayons de base; tous deux deviennent négatifs dans l'angle opposé par le sommet, tandis qu'ils prennent des signes différents dans les deux angles adjacents. On a ici encore X nul pour l'un des éléments fixes et infini pour l'autre, et, pour les rayons compris entre ces deux limites, À a une valeur comprise entre zéro et H- ao et — oo . Une différence relativement à la distribution des valeurs du paramètre sur la série de points consiste en ce que dans un faisceau il ne peut être question d'un élément infiniment éloigné proprement dit. Comme résultat essentiel de cette considération, on reconnaît que dans un faisceau de rayons, si les deux éléments de base sont donnés sous la forme
le paramètre diffère déjà par un facteur constant du rapport des tiistances, de sorte qu'en passant à la forme générale, intervient
encore un second facteur constant — •
Nous pouvons simplifier beaucoup l'expression de ces relations en introduisant dans l'écriture des équations un système de notations abrégées. Nous désignerons le premier membre d'une équation par une seule lettre, procédé de la fécondité duquel on pourra plusieurs fois se convaincre (*). Nous désignerons donc dans la suite par G, H, ... les expressions linéaires en x, y; par P, Q les
(') Celte méthode a été d'abord appliquée comme principe nouveau, et perfectionnée par PlCcker, Analytisch geometrische Entwickelungen, I" Partie, 1828; elle a aussi été établie dans le même temps par Bobillieb, Annales de Gergonne, X. XVllI, 1827-1828.
expressions semblables en tt, v ; en posant, par exemple,
Gr=Ajr-t-Bj4-C, H— A,x-hB,j -hC„
Alors on aura :
Pour les équations de deux droites,
et pour l'équation d'un rayon passiint par leur point d'intersection,
G-\-txH = o.
P=A«-4-Bcf-C, Q =A,«4-Bi«- ~C,.
Pour les équations de deux points,
et pour l'équation d'un point situé sur leur ligne de jonction,
P-f-|xQ = o.
Dans les deux cas [M est égal au rapport de distance mentionné plus haut, 4, part un facteur constant qui dépend de la forme accidentelle des équations.
IV. — Les principes de la Géométrie synthétique
La Géométrie synthétique moderne repose sur l'étude des séries de points et des faisceaux de rayons; ces figures, les plus simples de toutes, lui fournissent en particulier les bases d'une génération purement géométrique des courbes algébriques, soit qu'on les considère comme décrites par leurs points ou comme enveloppées par leurs tangentes. Nous reconnaîtrons ces choses même dans notre représentation analytique, si nous introduisons une fonction du paramètre (J. déjà employé, qui soit indépendante du facteur constant qu'il renferme, et qui ait, par conséquent, un sens purement géométrique. Une telle fonction s'obtient immédiatement, si, outre les deux éléments fondamentaux de la série de points ou du faisceau de rayons, on considère simultanément deux autres éléments; en effet, le quotient des deux valeurs du paramètre [x qui leur correspondent est indépendant de la valeur de la constante dont il a été parlé. ,
Soient donnés deux points
(') foir, pour l'exposition de ce qui suit : Clebsch, Theorie der binären algebraischen Formen; Leipzig, 1873, p. 58 et suiv.
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et prenons sur leur ligne de jonction deux autres points P-i-fcQ = o, P-hfA'Q = o;
on a, d'après ce qui précède, pour les rapports de leurs distances
aux points de base,
C désignant une constante, et de là résulte indépendamment de C
Ce rapport est une quantité purement géométrique que nous désignerons par le nom de rapport anharmonique des quatre points choisis ( ' ). De ce rapport on peut encore en déduire d'autres, car dans notre exposition tous les quatre points n'ont pas été employés de la même manière ; nous en avons, au contraire, distingué deux comme points de base de la série, et encore ceux-ci entraient d'une façon différente dans le calcul, puisque nous aurions pu aussi bien supposer les points donnés sous la forme
Q 4- a, P z= G, Q -i- tx', P =: O,
et prendre ' ,- pourrapportanharmonique. liest d'ailleurs possible
de déterminer le rapport anharmonique de quatre points d'une série sans avoir égard aux points de base. Supposons, en effet, que les quatre points soient déterminés par les équations
P-FfijQ = o, P-i-_a^Q = o;
on peut ramener le problème au cas précédent, en faisant dans un certain- sens de deux des quatre points donnés de nouveaux points
(') Les rapports anharmoniques se trouvent déjà occasionnellement, comme théorie liée aux relations projcctives, dans l'Ouvrage de Poxcelet, Traité des propriétés projectives des figures (p. ex. p. 1 1 ). C'est Mönics qui a introduit le rapport anharmonique considéré en lui-même {Calcul barjrcentrique, 1827), ainsi que l'a fait Chasles en France, dans son j4percu historique sur l'origine et le développement des méthodes en Géométrie, 1837.
de base, c'est-à-dire en posant pour l'instant
On en déduit
Par suite les quatre points sont ainsi représentés :
R+^'-^^S:^0, R-f-^HH^Srr-.O.
ce qui est encore la forme précédente si nous considérons les grandeurs qui multiplient S comme des valeurs d'un nouveau paramètre. On a donc pour le rapport anliarmonujue des quatre points
fonction des quatre paramètres complètement indépendante des points de base.
Nous serions arrivés exactement à la même expression si nous étions partis des quatre raj'ons d'un faisceau
G-f-f*iH:=0, GH-fX2H = 0,
GH-ft3H = o, G-h.«4H = o;
ici encore le rapport anliarnionique des quatre rayons est indépendant de la situation des rayons de base, et indépendant des constantes renfermées dans le paramètre; c'est également une grandeur purement géométrique.
Dans la valeur de a, les paramètres des quatre éléments (points ou rayons) sont employés d'une manière différente. Si nous changeons leur ordre, a changera également, et nous obtiendrons toutes les valeurs possibles de a. en permutant les quatre indices de toutes les manières possibles. Les vingt-quatre permutations qui prennent ainsi naissance devraient conduire à vingt-quatre valeurs différentes du rapport formé par les quatre mômes éléments, tandis qu'en fait, ainsi que le montre un examen plus attentif, ces valeurs se réduisent à six.
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Supposons d'abord que, pour parvenir à la valeur précédente
les indices aient été employés dans l'ordre i , 2, 3, 4 î on voit que a reste le même pour les arrangements
c'est-à-dire que le rapport enharmonique ne varie pas si l'on échange entre eux les indices du premier et du second couple, et si l'on intervertit les deux couples. Cela a lieu de quelque valeur que l'on puisse partir : il y a toujours quatre permutations qui donnent le même rapport enharmonique; il ne reste donc plus que six valeurs différentes de ce rapport, et toutes s' expriment d'une manière simple au moyen de l'une d'entre elles. Nous les obtiendrons toutes, en laissant un des indices, 4 P^r exemple, invariable et en permutant entre eux les trois autres restants. On trouve alors, par un calcul facile :
_ - ( £t. tto ) ( It- f*j]
Pour I arrangement 1234 a. = )^-^ ' ^ , ' * ^;
(Pi-
Ici a! est formé de a par l'échange de ^^ avec f^j, a" est formé de a par l'échange de y.^ avec /ytj. Si, ensuite, on permute, dans a', yn et fxs, dans a", fi, et /^t,, dans 0^", [i^ et fAj, on obtient respectivement les valeurs cl", ot.^^ et a7.
Les six valeurs correspondantes d'un rapport anharmonique sont donc, si a. désigne l'une d'entre elles,
I la — la
Clebscb. — Géométrie, I,
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Quoique ces valeurs soient, en général, différentes les unes des autres, il peut cependant arriver que. à raison de la situation particulière des quatre éléments, quelques-unes deviennent identiques. Le rapport anharmonique a alors des valeurs exceptionnelles qui correspondent à ces situations. Ici peuvent se présenter les cas
suivants :
OU
ou
(/} — « -f- I rr_- O,
ty. «.■=z u7 = OU K- — 2 a :-^ o,
c'est-à-dire
a = o ou a =:: 2.
Mais ces six cas ne sont qu'en partie différents. Remarquons
d'abord que les cas 3 et 4 sont identiques, car l'une des conditions
est la conséquence de l'autre. Les autres cas donnent encore lieu
à deux groupements exceptionnels des quatre éléments. Si nous
posons en effet « = r, les six valeurs du rapport anharmonique
seront
I , I, o, ce , o, CO ;
on a donc ici a." égal à a'^, égal à l'une des valeurs de a dans le cinquième cas, et de fait, en partant de ce dernier, nous obtenons les six mêmes valeurs du rapport anharmonique, seulement dans un autre ordre, à savoir :
o, GO, I, 1, 00, o;
les deux cas donnent donc géométriquement le même résultat.
Supposant ensuite a = — i, nous obtiendrons pour les six valeurs du rapport anharmonique
On obtient encore la mémo série, seulement rangée autrement si l'on part du cas 2 ou de la seconde valeur de a dans le cas 5 ;
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donc il y a encore au fond identité de résultat. Nous avons donc à distinguer seulement trois dispositions exceptionnelles des quatre points ou rayons; leur signification géométrique s'énonce de la manière suivante :
Le quotient des dislances de deux éléments aux deux autres est le même; autrement dit, ces éléments coïncident entre eux.
Les rapports de distance de deux éléments aux deux autres sont égaux et de signes contraires; il y a alors situation harmonique des quatre éléments : c'est le cas le plus important; nous serons conduits dans la suite à cette relation de situation par les recherches les plus diverses, de sorte que quelques éclaircissements peuvent avec avantage trouver leur place ici. Parmi les divisions possibles des quatre éléments en couples, on doit distinguer celle qui, dans la formation du rapport anharmonique, fournit la valeur — i; les points des deux couples s'appellent éléments conjugués, et le signe négatif devant a montre que, si un élément d'un couple est situé entre les deux éléments de l'autre couple, le second doit être situé en dehors; les éléments conjugués de chaque couple sont ainsi séparés respectivement les uns des autres. Cette disposition des éléments est encore caractérisée par la circonstance que l'échange des éléments d'un couple laisse la valeur de a invariable.
Au cas spécial où, dans une série, le troisième point se trouve au milieu des deux premiers, le quatrième est situé à Finfini, et nous pouvons ainsi considérer la division par moitié d'un segment comme une simple relation anharmonique. Si le troisième point s'approche indéfiniment de l'un des deux premiers, il en est de même du quatrième. La même chose a lieu pour les faisceaux de rayons; seulement le théorème métrique sur le point milieu des segments déterminés par un couple est modifié, car on démontrr facilement que, si le troisième rayon divise par le milieu l'angle compris entre les deux premiers, le quatrième divise l'angle supplémentaire en deux parties égales; les deux rayons sont alors perpendiculaires.
3° a- — a 4- I = o ou K = ^ j
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d'où
ai? ■■= — I .
Dans ce cas a est une racine cubique imaginaire de — i, et les trois autres valeurs du rapport anharmonique sont égales à la racine cubique imaginaire conjuguée. Ici, par conséquent, nous avons deux systèmes de trois valeurs égales du rapport anharmonique, tandis que dans les cas précédents nous avions trois systèmes de deux valeurs égales. On a coutume d'appeler, d'après Cremona ( * ), êquianharmonique la situation des quatre points que ce cas caractérise. Toutefois, à cause des grandeurs imaginaires qui interviennent, l'interprétation géométrique est ici moins évidente, car on ne peut pas avoir quatre éléments à coordonnées réelles satisfaisant à la condition posée, et conséquemment il n'est pas possible de déterminer par construction sur une droite quatre points de cette nature. Nous sommes ainsi amenés pour la première fois à considérer dans nos recherches même les valeurs imaginaires des variables et des coefficients, et, en fait, on s'est vu forcé dans les temps modernes de les introduire pleinement, aussi bien que les valeurs réelles, sur le terrain des considérations géométriques. Bien qu'elles échappent à l'intuition immédiate, on peut cependani effectuer analytiquement sur elles toutes les opérations, comme si l'on avait affaire à des points ou à des droites réelles, et même par la réunion d'éléments imaginaires différents peuvent être engendrés des éléments réels dont le sens nous resterait caché sans la considération des premiers. Parmi les quatre points d'un système équianharmonique, trois au plus peuvent être réels, de sorte que le quatrième seul est alors imaginaire; car, en supposant que les
équations
représentent deux points réels, ces points forment, avec les points
P -+- fxQ := o, P -f- f*'Q = G,
un système équianharmonique si
(') Voir son Ouvrage intitulé : IiHroduzione ad una teoria geometrica délie cun-e piaiie, ou la traduction allcniaiidc pur Curtze; GrciTswald, i8G5.
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Cl de là résulte toujours pour ^x' une valeur imaginaire lorsque [â. est réel. On conclut aussi du double signe qu il existe deux points placés équianharmoniquement par rapport à trois points donnes ('). Si, au contraire, deux des trois points sont imaginaires conjugués, les deux autres peuvent être réels. Si en effet l'on a
P-r-c^ — |Q = 0, P — cy — lQ=0, P-t.aQ = 0, PH-fi'Q = 0,
IL étant réel, la valeur de u! se détermine au moyen de l'équation
(r \/— I — f*) (ft' -4- c ^f^x) I ± v'— 3
{..^cf-x){cyl~i-.')~ ^
On en déduit
quantité réelle lorsque /x est réel, et alors seulement.
Si quatre éléments sont situés harmoniquement (et qu'ils ne soient pas tous réels), ou bien deux seront imaginaires, ou bien tous les quatre le seront simultanément, et dans le premier cas l'un des deux couples associés est formé des éléments réels, l'autre des éléments imaginaires. On peut alors représenter les quatre points par les équations
La théorie du rapport anharmonique, que nous venons de parcourir, conduit d'elle-même à l'étude de certaines figures qui sont pour la Géométrie d'une importance capitale. Considérons simultanément deux groupes d'éléments donnés par les équations
P-f-.;/Q — o, P'-4-aQ' = o, ou
G4-aH = 0, G'-î-aH'=:0,
suivant que nous partons des séries de points ou des faisceaux de
C* ) Voir la Théorie des formes binaires cubiques dans la troisième Partie de ces Leçons.
rayons; un des éléments est déterminé dans les deux figures par une même valeur de ix. Appelons ces deux éléments éléments correspondants : les deux ligures auront alors entre elles une relation à détermination unique ; à chaque point ou rayon de l'une est associé un point ou un rayon de l'autre, et inversement. On dit alors (jue les deux ligures sont en relation projective, ou que l'une des séries est projectile par rapport à l'autre, que le premier faisceau est projectif par rapport au second. Maintenant, comme le rapport anharmonique de quatre éléments d'une figure dépend uniquement du paramètre //, on déduit immédiatement de cette «léfinition de la projectivité la proposition principale de la matière :
Si deux figures sont projecti^^es, quatre des éléments de l'une et les quatre éléments correspondaïits de l'autre ont le même rajyport anharmonique (en supposant que dans la formation de ce rapport les éléments correspondants ont été employés dans le même ordre; sinon on obtiendrait des rapports anharmoniques différents, quoique appartenant au même système de six valeurs).
Il est à peine nécessaire d'indiquer que des séries ou des faisceaux en nombre supérieur à deux peuvent être projectifs les uns par rapport aux autres, ou que deux figures sont projectives entre elles lorsqu'elles le sont par rapport à une troisième. On dit aussi
qu'une série
P-f- tAQ = o
est projective par rapport à un faisceau
en tant que l'on fait correspondre à un point de la série le rayon du faisceau pour lequel la valeur du paramètre // est la même : le théorème sur l'égalité des rapports anharmoniques reçoit encore ici son application.
C'est précisément celle dernière relation entre les formes géométriques linéaires ainsi opposées qui va surtout nous servir à la construction des figures projectives. Il nous sufßra pour cet objet de démontrer les théorèmes suivants :
i . On peutjaire correspondre trois éléments d'une figure [série ou faisceau) à trois éléments d'une autre figure; alors, à
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chaque quatrième élément de la première, correspond un quatrième élément de la seconde, autrement dit la projeclivité est établie.
Prenons, en effet, dans une figure deux éléments
el faisons-leur correspondre dans l'autre figure les deux éléments
Dans l'équation d'un élément correspondant à un élément mobile
M -4- uN = o
de la première figure, y. doit également entrer linéairement : cette équation a donc nécessairement la forme
(a -+- pu) M' -t- (7 + Su.) N' = O,
a, ß, y, 5 étant des constantes. Mais comme, pour ^ = o, l'élément de la première figure devient M = o, et que d'autre part l'élément corrélatif qui, dans la seconde figure, répond à la même valeur de {j. est nécessairement M'= o, il faut prendre 7 = 0, et de même, puisque N = o, N' =: o se correspondent pour |ut=co, on doit avoir ß = o. Pour les éléments de la seconde figure, reste donc la
forme
«M' -+- otiN' = o.
Maintenant, supposons qu'à un troisième élément
M H- /N = o corresponde un élément choisi arbitrairement, mais déterminé,
on doit avoir, pour (i = l,
Su
et, par suite, - = - . N' apparaît donc, dans la seconde figure, raulu l * *
tiplié par la constante —y ce qui n'affecte en rien le sens de l'équation
CHAPITRE I
on peut en conséquence écrire N' au lieu de — N' (ce qui ne change
que la notation), et alors la relation projeclive des deux figures est visible sur leurs expressions analytiques. Nous pouvons ainsi faire correspondre à un troisième élément d'une figure un troisième élément quelconque d'une autre figure ; mais la même chose n'a plus lieu pour un quatrième, car quatre éléments donnent un rapport anharmonique déterminé qui doit être égal à celui formé avec les quatre éléments correspondants ; or cela n'est possible que pour un point unique de la seconde figure si l'on donne un quatrième point de la première. Nous pouvons énoncer encore le théorème démontré ici sous une forme différente, qui est surtout celle sous laquelle il se présentera pratiquement dans nos recherches ultérieures :
Deux ßgures projectiles de meine base [c'est-à-dire deux séries de points situés sur la même droite, ou deux faisceaux de rayons passant par le même point ) sont identiques lorsque trois couples d' éléments correspondants se recouvrent.
l.ors(pi'on coupe les rayons d 'un faisceau
G -h fxH = o
par une droite («j, t^^) qui n'en fait pas partie, les points d'intersection forment une série projectile relativement au faisceau, si l'on fait correspondre à chaque rayon le point situé sur ce rayon.
Pour le démontrer, il suffit d'établir l'équation du faisceau on de la série ainsi engendrée. Posons
PmrtM-^-ôp-hC,
OU aura alors, pour l'équation de la ligne de jonction avec jtq, Joi
Jo
c -+- uy
\\ =:^ K.l 1- Pjr -T- 7;
du point d'intersection avec «0, «ou «0 « H- ua.
V t'o b -\- nP ~. o, I I f -H 1*7
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OU, par décomposition,
Jo
Jo
oc
Donc, en fait, à chaque élément ainsi engendré appartient la même valeur de yi que dans la figure donnée, et c'est sur celle identité que repose la projectivlté des séries et des faisceaux. Dans ce cas, où chaque rayon passe par le point qui lui correspond, on dit que les ßgures sont en position perspective.
3. Les séries et les Jaisceaux qui sont projectijs peuvent toujours être mis en position perspective.
Soient, en effet, «, b, c trois points d'une série; a, ß, y les rayons correspondants d'un faisceau; ce dernier peut être déplacé tout en restant conforme à lui-même, de manière que a passe par a, ß par b, y par c. Pour atteindre ce résultat, il suffit de construire sur ab un segment de cercle capable de l'angle aß , sur bc un autre segment capable de l'angle jiy, et de prendre l'intersection de ces deux segments pour sommet d'un faisceau. Ce faisceau détermine alors sur la droite une seconde série de points ; cette série et la série donnée sont toutes deux projectives par rapport au faisceau, et, par conséquent, projectives entre elles. Elles ont d'ailleurs, en vertu de la construction, trois couples d'éléments correspondants communs; donc elles coïncident, d'après un théorème qui vient d'être démontré, et la série donnée est réellement en position perspective avec le faisceau.
On peut donc définir géométriquement les Jigures projectives d'espèces différentes en les considérant comme dérivées de la position perspective ; il en est également ainsi pour les figures projectives de même espèce.
Deux séries projectives sont dites perspectives, lorsque les lignes qui joignent les points correspondants passent par un même point (appelé centre de perspectif). On peut toujours obtenir cette situation ea dé-
Deux faisceaux projectifs sont dits perspectifs, lorsque les intersections des rayons correspondants sont situées sur une même droite ( appelé«' ajte de perspective). On peut toujours obtenir cette situation, en dé-
plaçant l'une des séries, maintenue du reste identique à elle-même, de manière qu'un de ses points se confonde avec le point qui lui correspond dans l'autre se'rie; car, si l'on joint alors respectivement deux points d'une série aux deux points corr(;spondants de l'autre; puis le point d'intersection de ces lignes au point commun aux deux séries, chaque quatrième rayon du faisceau ainsi formé déterminera, avec les trois premiers, un rapport anharmonique égal à celui des quatre points où les quatre rayons rencontrent une des deux séries; par conséquent, tout rayon du faisceau détermine sur les deux séries deux points correspondants.
plaçant l'un des faisceaux, maintenu du reste conforme à lui-même, de manière qu'un de ses rayons se confonde avec le rayon qui lui correspond dans l'autre faisceau; car, si l'on prend alors les intersections respectives de deux rayons de l'un des faisceaux avec les deux rayons correspondants de l'autre, et que l'on coupe leur ligne de jonction par la ligne des centres ou sommets des faisceaux (c'est-à-dire par le rayon commun), chaque quatrième point de la j)remière droite détermine avec les trois premiers un rapport anharmonique égal à celui des quatre rayons qui joignent les sommets à l'un des centres; par conséquent, par chaque point de la droite passent deux rayons correspondants des deux faisceaux.
Ces considérations nous ont conduits de la notion du rapport anharraonique aux principes de la Géométrie synthétique moderne ; car celle-ci se fonde essentiellement, surtout depuis Steiner (*), sur la conception.de la droite comme série de points, du point comme faisceau de rayons, et sur la relation projective de ces figures élémentaires, relation obtenue d'abord par l'intermédiaire de la perspective. Mais par suite de l'introduction des coordonnées-lignes et du principe de dualité, ces idées entrent aussi avec une clarté complète dans les recherches analytiques, et la différence entre la Géométrie analytique et la Géométrie synthétique ne doit plus être considérée comme substantielle ; les deux branches de la Science opèrent exactement avec les mêmes no-
( ' ) Stei!<er, Systematische Ent»'ic/tlung der Abhängigkeit geometrischer Gestalten i>on einander, Berlin, 1 832. L'exposilion de Vo:« Staldt, Geometrie der Lage, Nürnberg, i8/|7, présente une marche plus logique encore. Le rapport anharmoniquc forme aussi la base des doux Ouvrages de Cuasles, Traité de Géométrie supérieure, i85a, et Traité des sections coniques, première Partie, i865.
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lions, et la première donne une forme d'expression précise à la seconde. Nous allons encore parcourir brièvement dans ce qui suit les traits fondamentaux d'une exposition synthétique des courbes du second ordre et de la seconde classe, et nous constaterons là aussi une concordance complète avec les opérations analytiques.
V. — Figures engendrées par les séries et les faisceaux projectifs.
A la théorie des figures projectives se rattache une manière purement géométrique d'engendrer les courbes du second ordre et de la seconde classe, sur laquelle sera basée l'étude plus développée de ces courbes. On a en effet les deux propositions suivantes, qui sont corrélatives :
Deux faisceaux projectifs qui ne sont pas en situation perspective déterminent par les intersections de leurs rayons correspondants un lieu géométrique [une courbe) du second ordre.
Deux séries projectives qui ne sont pas en position perspective déterminent par les lignes de jonction de leurs points correspondants une enveloppe [ou courbe) de la seconde classe.
Le cas le plus simple, lorsqu'il s'agit de la génération d'un lieu géométrique, est celui où les deux faisceaux projectifs ayant pour centres O et O' [fi^. 12) sont égaux; la courbe est alors un cercle^
Fig. 12.
ainsi qu'il résulte de l'égalité des angles inscrits 1O2, iCVa
Voici maintenant la démonstration analytique générale des théorèmes énoncés.
Go
Soient
G -i- uH = o, G'-l-f*H'=o
les deux faisceaux. Pour le point d'intersection de deux rayons auxquels correspond la même valeur de u, les deux équations doivent être simultancincnt satisfaites. Si nous éliminons /x {ßg. i3a), nous obtiendrons une équation indépendante de ft, et qui par consé([uent a lieu j)Our tous les points d'intersection des rayons correspondants, à savoir
=:GH'— lIG'=o.
Fift. i3,.
<! + |lH=
flH'=:0
G, H, G', H' sont ici des fonctions linéaires de x, j.
L'équation i-eprésentc donc i^éellemcnt une courbe du second ordi'c.
Cette courbe passe par les sommets des deux faisceaux, car l'équation (?.) est satisfaite, si l'on a en même temps
G =: o et H = o, ou
G':=o et ir=o.
Soient
P -\- itQ =o,
P'-f-pQ'=o
les deux séries. Pour la ligne de jonction de deux points auxquels correspond la même valeur de fx, les deux équations doivent être simultiUîément satisfaites. Si nous éliminons n [fis- i3^), nous obtiendrons une équation indépendante de /a, et qui par conséquent a lieu pour toutes les lignes de j(mction des points corlespondants, à savoir
PQ' — QP' ^ o.
Pi Qi P'i Q' sont ici des fonctions linéaires de u, v.
L'équation représente donc réellement une courbe de la deuxième classe. Cette courbe touche les droites, bases des deux séries, car l'éciuation (2) est siitisfaite, si l'on a en même temps
P o et Q — o, on
et Q' = o.
Noire inlcnlion élaiil de considérer comme rondamental ie
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mode de génération auquel nous sommes parvenus, nous avons à montrer que toute courbe du deuxième ordre ou de la deuxième classe peut être ainsi obtenue. Nous le démontrerons seulement pour les coordonnées-points, et nous écrirons immédiatement en face des résultats trouvés les résultats correspondants pour les coordonnées-lignes. La grande utilité du principe de dualité repose en effet sur ce que chaque opération analytique peut être interprétée géométriquement de deux manières, et qu'ainsi, par un seul développement, on obtient deux théorèmes ('). Nous partirons de la remarque suivante :
Il est toujours possible de faire passer une courbe du deuxième ordre par cinq points donnés, pouivu que parmi ces cinq points if ne s'en tfoui-e pas trois en ligne droite.
Il est toujours possible de construire une courbe de la deuxième classe tangente à cinq droites données y pourvu que parmi ces cinq droites il ne s'en trouve pas trois qui passent par un même point.
On peut, en effet, considérer deux des cinq points comme sommets de deux faisceaux et rendre ces faisceaux projectifs, en faisant correspondre les rayons qui passent par chacun des trois autres points donnés. La projectlvité est ainsi complètement établie, et les deux faisceaux déterminent par les points d'intersection de leurs rayons correspondants une courbe du deuxième ordre qui passe par les cinq points donnés.
Après avoir reconnu la possibilité de faire passer par cinq points donnés une courbe du deuxième ordre, nous pouvons nous demander quelle est l'équation de cette courbe.
L'équation dont il s'agit doit être du second degré en x,y, et, par conséquent, avoir la forme
«X* -f- b.TY -h cj * -h dx -^- ej -- / =zz o ;
elle doit de plus être satisfaite si l'on substitue à x^ jr les coordonnées de l'un des points donnés, ce qui, en distinguant ces dernières par l'addition d'indices, entraîne l'existence des cinq
(') Si jusqu'ici nous avons donné les démonstrations sous forme double, c'était afin de rendre plus familière la conception peu usitée des courbes considérées comme engendrées par leurs tangentes; pour la même raison, nous parcourrons encore souvent les deux ordres de considérations.
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équations suivantes :
a.i'-, -t- bj:ijri -h CJ7 -+■ rf.r, 4- eJr^ -+-/-. o, arl ■+- bx^Xi -f- cyl -h djr^ 4- ej, -!-/■= o, ax'i -+- 0^3 73 H- cyl -+- rZ-rj -+- ejj -+-/— O,
axl -h bXiXi -+- <^Jg -»- ^^-^5 -^ ^'Jö +/= o.
Nous avons là cinq équations linéaires entre les six inconnues homogènes a, b, c, d, e, f; nous pouvons donc calculer sans ambiguïté ces dernières, et notre problème a une solution unique. Donc :
Une courbe du deuxième ordre est complètement déterminée si l'on donne cinq de ses points.
une courbe de deuxième classe est complètement déterminée si l'on donne cinq de ses tangentes.
Étant maintenant donnée une courbe du second ordre, on peut choisir arbitrairement cinq points de cette courbe, en prendre deux comme sommets de faisceaux, employer les trois autres pour établir la relation projective des deux faisceaux, et construire comme lieu des points d'intersection des rayons correspondants une courbe de deuxième ordre passant par les cinq points choisis, car par cinq points il ne peut passer qu'une seule courbe de cette nature; d'où la conséquence suivante :
Toute courbe du deuxième ordre peut être considérée comme engendive par deux faisceaux projectifs, de la manière qui vient d'être exposée.
Toute courbe de la deuxième classe peut être considérée comme engendrée par deux séries projectu'es, de la maniè}-e qui vient d'être exposée.
Comme on peut choisir tout à fait arbitrairement cinq points sur une courbe du deuxième ordre, pour en faire la base du mode de description dont il s'agit, il s'ensuit que les sommets des faisceaux employés (ou les droites sur lesquelles sont situées les séries) n'offrent rien d'exceptionnel, et de là résultent les théorèmes suivants, qui ne sont, à proprement parler, que des expressions diverses de cette observation :
Les lignes quijoignent deux points Sur deux tmgentes fixes d'une
fixes pris sur une courbe du second courbe de deuxième classe, les autres
ordre aux autres points de cette tangentes de la courbe déterminent
courbe donnent naiss<mce à deux par leurs intersections deux séries
faisceaux projectifs. projectives.
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Si un point se meut sur une courbe du second ordre, le faisceau des rayons qui joignent ce point aux deux autres points de la courbe reste constamment projectif par rapport à lui-même.
De quelque manière que l'on joigne quatre points ßxes d'une courbe du deuxième ordre à un cinquièihe point de cette courbe, le rapport anharmonique des quatre rayons est toujours le même.
Si une txmgente à une courbe de la deuxième classe se meut autour de cette courbe, la série déterminée sur elle par les autres tangentes reste constamment projective par rapport à elle-même.
De quelque manière que l'on coupe quatre tangentes fixes d'une courbe de deuxième classe par une cinquième tangente, le rapport anharmonique des quatre points d'intersection est toujours le même.
Ces propositions donnent en un sens les fondements d'une Géométrie sur les courbes du second ordre, de même que nous venons d'étudier la Géométrie sur une série de points et dans un faisceau de rayons ; mais elles peuvent servir aussi à obtenir la plupart des relations qui ont lieu pour les courbes de l'espèce considérée. Un exemple de leur fécondité nous sera fourni par les importants théorèmes suivants, qui sont connus sous le nom de théoième de Pascal et de théorème de Brianchon (') :
Les lignes qui joignent les som mets opposés d'un hexagone circonscrit à une courbe de deuxième classe {c'est-à-dire dont les côtés sont tangents à cette courbe] passent par un même point [fig. i^b)-
Les côtés opposés d'un hexagone inscrit à une courbe du second ordre [c'est-à-dire dont les sommets sont situes sur cette courbe) se coupent en trois points d'une même droite
(*) ^ k%Ck\., Essais sur les coniques, i63o, dans l'édition complète de ses OEnTres. BRix.'taio:«, Journal de L'École Polytechnique, XIII* Cahier, 1806.
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Désignons, en effet, les sommets de l'hexagone par des nombres, et considérons comme côtés opposés (l'ordre est du reste indifférent) ceux qui, dans le tableau :
III
sont en face l'un de l'autre, 12 désignant la ligne de jonction des points I et 2, ..., et I, II, III étant les trois intersections en question. Sur les lignes 34 et 35 par exemple, les deux faisceaux projectifs ayant pour sommets 6 et 2 déterminent respectivement deux séries projectives, qui sont en position perspective, parce qu'elles ont en commun le point correspondant 4; par suite, les lignes qui joignent des points correspondants, c'est-à-dire les lignes I, m, 28, 56, se coupent en un point II. c. q. f. d.
A l'aide du théorème de Pascal, il est facile de construire autant de points que l'on veut d'une courbe du deuxième ordre, dont cinq points (i, 2, 3, 4> ^) sont donnés. Menons par l'un des points donnés (5 par exemple) une droite quelconque (telle que 5 11); la construction du second point d'intersection (6) de celle-ci avec la courbe s'aperçoit immédiatement sur Xdißg. i4a- Le théorème de Brianchon donne également un moyen de trouver un nombre quelconque de tangentes à une courbe de la deuxième classe donnée par cinq de ses tangentes.
Cette manière géométrique d'engendrer les courbes du second ordre et de la seconde classe fournit encore la solution du problème suivant : Construire les deux points d' intersection d'une droite a\>ec une courbe du second ordre donnée par cin(j de ses points.
Désignons, en effet, les cinq points donnés par i, 2, 3, 4> 5», et menons par deux d'entre eux, i, 2 par exemple, des rayons dirigés sur les trois autres 3, 4, 5', nous déterminons par là deux faisceaux projectifs ayant pour sommet i et 2 et engendrant la courbe de la manière connue. Les deux faisceaux coupent la droite donnée en deux séries de points qui sont projectives. Un point de la droite sera situé en même temps sur la courbe du second ordre, si en ce point se coupent deux rayons correspondants des deux faisceaux, c'est-à-dire si deux points correspondants des deux se-
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ries s'y confondent. Comme il doit toujours y avoir deux points d'intersection réels ou imaginaires (ne se confondant que dans le cas d'une tangente), on a incidemment ce théorème :
Dans deiijc séries projectives de même base, il existe toujours deux points qui coïncident avec leurs points correspondants : ces points sont appelés points doubles des deux séries ('). Notre problème se trouve par conséquent ramené à cet autre : Construire les points doubles de deux séries projectives de même base.
Supposons maintenant les deux séries données par trois de leurs points : A, B, C et a, b, c, qui se correspondent respectivement {Jig' i5). Admettons ensuite qu'une courbe du second ordre
soit donnée toute tracée, et, pour plus de simplicité, supposons que ce soit un cercle. Joignons un point M de ce cercle aux points A, B, C, a, b, c respectivement par des droites qui rencontreront encore la circonférence aux points A', B', G', a', b', c'. Considérons maintenant successivement le point M, puis l'un des trois points mentionnés en dernier lieu, A' par exemple, chacun comme sommet d'un faisceau de rayons. Alors
le faisceau M (A', B', C) sera projectif par rapport au faisceau a'(A', B', C),
et il en sera de même du faisceau M(^a',b', c') à l'égard de A'(a', b', c').
Comme maintenant, conformément à l'hypothèse, M(A', B', C)
C) Cette proposition peut du reste se démontrer sans difficulté directement ^voir sur ce sujet le troisième Chapitre de ce Volume).
Clebsch. — Géométrie, I. 5
et M (a', b', c') sont projecllfs, on a aussi
a'(A', B', C) projectif relativement à A.' [a', b', c').
Mais les deux faisceaux sont en position perspective, parce qu'ils ont le rayon Aa' correspondant commun; ils engendrent donc comme axe de perspective de leurs intersections une droite qui coupe le cercle aux points P et P'. Les rayons MP, MP' sont les rayons doubles des deux faisceaux projectifs
M{A', B', C) et M{a',b',c'),
ou, ce qui est la même chose, des faisceaux
M(A,B, C) et U{a,b,c].
Leurs intersections O et O' avec la droite donnée déterminent les deux points cherchés des deux séries projectives sur cette droite, et, par conséquent, notre problème est résolu ( * ).
Nous avons expressément supposé, pour la légitimité de nos dernières considérations, que les figures employées pour engendrer les courbes, n'étaient pas en position perspective. Dans le cas contraire les figures engendrées ne sont pas, à proprement parler, des courbes de la nature cherchée. En effet, si les deux faisceaux de rayons sont en position perspective, la courbe du second ordre engendrée par eux se compose de deux droites, l'axe de perspective sur lequel se trouvent leurs intersections et la ligne qui jomt leurs sommets. De même pour la courbe de deuxième classe : lorsque les séries employées pour lui donner naissance sont en perspective, elle se réduit à deux points qui sont le centre de perspective et l'intersection des deux droites. Cela est également évident analytiquement; car les figures projectives qui sont en perspective ont un élément correspondant commun, et en conséquence nous pouvons écrire sous la forme suivante les équations
des deux faisceaux :
G + fxH — o,
des deux séries :
PH-ftQ = o, P-t-pQ'=o,
(') On peut de inéme résoudre par construction toutes les équations du second degré h l'nidc d'un cercle tracé une fois pour toutes (voir Stuneb» Die geometrischen Constructionen, lierlin, i833).
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et l'éliminalion de [x donne alors
c'est-à-dire que la courbe se décompose, ainsi que cela doit être :
en deux droites
et
I en deux points
P = o et
D'une manière analogue, une courbe d'ordre n peut se décom- . poser en n droites, une courbe de classe n peut se décomposer en n points; et inversement nous pouvons considérer l'ensemble de n droites comme une courbe d'ordre n, l'ensemble de // points comme une courbe de classe n. Nous apprendrons plus tard à connaître la condition générale moyennant laquelle dégénère ainsi une courbe de deuxième ordre ou de deuxième classe.
Nous avons vu plus haut qu'on ne peut pas représenter une droite comme enveloppe de droites, ni un point comme lieu de points, tandis qu'en général toute courbe peut être envisagée de deux manières différentes. Les figures qui prennent naissance dans la décomposition des courbes présentent ainsi un caractère essentiellement différent suivant que la courbe a été considérée originairement comme figure ponctuelle ou comme figure tangentielle, et cela est ici d'autant plus digne d'attention que, d'ailleurs, les courbes du deuxième ordre sont identiques avec les courbes de la deuxième classe, comme nous allons de suite en donner la démonstration. Celte démonstration se rattache à une définition de l'ordre et de la classe des courbes qui est celle qu'on a coutume de donner dans la Géométrie synthétique :
Une courbe d'ordre n est coupée ' ^ une courbe de classe n on peut par une droite en n points ( réels ou [ mener d'un point n tangentes ( réelles imaginaires). j ou imaginaires).
Cela s'accorde avec la définition précédemment donnée. Soient, en effet, la courbe
et la droite
ax -+- i j H- c z= o.
et le point
on obtiendra une équation de degré n
pour j-, si dans/(x, j) on pose hy -\- c
pour v^ si dans/(«, v] on pose
hv -\- i
Sous le bénéfice de ces observations, nous allons, pour démontrer notre proposition, établir d'une manière effective en coordonnées-lignes l'équation d'une courbe du deuxième ordre donnée en coordonnées-points, et nous parviendrons bien à une équation du second degré en ii^ u.
Supposons une courbe du second ordre donnée par les deux
faisceaux
et ayant par conséquent pour équation
GH— G'H = o,
et soit
u.r -\- vj -\- i = o
l'équation d'une droite.
Nous nous proposons de déterminer la valeur de [i qui appartient aux rayons menés dans les deux faisceaux par les points où la droite précédente rencontre la courbe. Les équations des deux faisceaux peuvent s'écrire tout au long sous la forme
u/fi ] j:
yfi%)j
[Si + f^'''< ) ^" + (^2 -i- .«^4) J + {^3 + .'^'''3) = O-
Aux points d'intersection cherchés, elles seront satisfaites en même temps que celle de la droite donnée, c'est-à-dire que l'on
aura
uft.
gl -h ft//, èj -r t^"i ö3 -r- «•"3
équation du second degré en p et linéaire en u, v. Si on l'ordonne suivant les puissances croissantes de fx, elle prend la forme
P, Q, R étant des fonctions linéaires de u et de v, et c'est là uni-
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quement ce qui importe pour nous. Si nous considérons m et f comme des constantes, la résolution de l'équation précédente donne les deux valeurs cherchées ' de fx; si au contraire nous prenons (x. constant et u, v variables, nous aurons l'équation du point d'intersection des rayons qui dans les deux faisceaux répondent à la valeur choisie de [x, c'est-à-dire l'équation d'un point d'une courbe du deuxième ordre. En faisant parcourir successivement à /x toutes les valeurs possibles, nous obtiendrons tous les points de la courbe; celle-ci apparaît donc, dans un semblable système de représentation, comme résolue en l'ensemble des points qui la composent ; elle est ainsi en un sens, puisque fi entre au second degré, figurée comme série ponctuelle du second ordre, de même (juela droite, dans l'équation
PH- !zQ = o,
est représentée comme série linéaire.
En ajoutant encore la condition que la ligne u, v soit tangente à la courbe, nous obtiendrons l'équation cherchée de celle-ci en coordonnées-lignes. La courbe doit, dans ce cas, être coupée parla droite en deux points coïncidents, c'est-à-dire que les deux racines de l'équation du second degré en fx doivent être égales. Or ces racines sont
et la condition de leur égalité est
Q« — 4PR=o;
c'est Véi/uation de la courbe en coordonnées-lignes. Ici P, Q, R sont linéaires en u, v; l'équation est donc du second degré {*) par rapport à ces variables. En conséquence, toute courbe proprement dite du deuxième ordre est aussi de la deuxième classe.
Le théorème réciproque se démontre par des considérations tout à fait analogues. Soit une courbe de deuxième classe définie par les deux séries projectives
P + ^.Q = o, P'-htiQ'=o.
(') Nous reviendrons plus tard sur les propriétés des courbes décomposables ( évanouissantes).
CHAPITRE I
Les tangentes menées à cette courbe d'un point donné par l'équation
iix -f f>j- -h i = o
seront déterminées par l'équation du second degré
Pi + f*îi Pt -^ l>-qi Pi + ."73
Pi-^V-fîi /2-+-FÎ2 Pi-^M\ .r y 1
pour la formation de laquelle on a remplacé P, Q, P', Q' par leurs expressions linéaires en x, y. Ordonnée par rapport à ii, cette équation prend la forme
G H- ptH -)- II? K =: o,
(jr, H, R désignant des expressions linéaires en x, y. Si nous regardons x,j^ comme variables, et^ comme un paramètre, la courbe se trouve ainsi figurée, dans son mode de production par tangentes, sous l'aspect d'un faisceau de la seconde classe. Si les deux lignes passant par un point donné qui appartiennent à la courbe, c'est-à-dire qui lui sont tangentes, coïncident, le point est nécessairement situé sur la courbe ; la condition pour qu'il en soil
ainsi, à savoir
H-— 4GK = o,
donne par suite V équadon de la courbe en coordonnées-points ; or celte équation est du second degré en x, y. Donc toute courbe proprement dite de la deuxième classe est aussi du deuxième ordre.
L'identité des deux natures de courbes nous autorise, dans ce qui suit, à les considérer d'abord uniquement comme figures ponctuelles; nous serons ensuite conduit naturellement à nous en occuper au point de vue dualistique. De plus nous les désignerons, pour abréger, et indépendamment de l'aspect précis sous lequel nous les étudions, par la dénomination de sections coniques ou simplement de coniques. En cflet, elles peuvent être engendrées par l'intersection d'un plan avec un cône circulaire, et déjà dans l'antiquité elles ont été traitées sous ce point de vue.
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VI. — Division harmonique
Parmi les valeurs exceptionnelles que peut prendre un rapport anharmontque,-BOii5 avons déjà attiré l'attention sur celle qui correspond à la situation harmonique. La considération des rapports les plus simples entre quatre points ou quatre droites quelconques conduit déjà à cette relation de situation, et, comme suite du même sujet, vient une construction simple de l'élément quatrième harmonique à trois éléments donnés. Désignons sous le nom de quadrilatère complet la combinaison de quatre droites quelconques {fig. lÖ«); une teUe figure a six sommets (ou points
d'intersection de deux côtés) qui sont opposés par couples (les points d'un même couple sont dans laßg. 16« désignés par des nombres égaux) et trois Jaujc côtés (désignés dans la ^^» 1 6a par I, II, III), et qui sont les lignes joignant les points de chaque couple. On a relativement à ces dernières droites le théorème suivant :
Chaque Jaiuc côté d'un quadrilatère complet est divisé harmoniquement par les deux autres faux côtés et par les deux sommets qu'il réunit.
Quelque chose d'analogue a lieu pour le quadrangle complet {fig- 160) : cette dernière figure a six côtés qui se correspondent par couples et Irois faux sommets, désignés dans \dißg. 16^ par les chiffres I, II, III.
Les lignes qui joignent l'un des faux sommets du quadrangle complet aux deux autres form.ent un système harmonique avec les deux côtés dont ce faux sommet est l'intersection.
Non-seulement ce théorème correspond dualistiquement au précédent, mais encore il en est une conséquence immédiate, et réci-
proquement, de même que du reste la figure du quadrangle est complètement identique avec celle du quadrilatère ; toutes deux sont seulement considérées d'une manière différente ; dans un cas on part de quatre des six sommets, dans l'autre de quatre des six côtés.
La démonstration du théorème énoncé est simple si l'on emploie les notations abrégées. Soient
les équations des côtés d'un quadrilatère complet. On suppose d'ailleurs les identités :
K = X, j; -f- k^y -H X-, L = /, .r 4- /j jr -f- /.
Maintenant on peut toujours déterminer quatre grandeurs a, |3, y, ^ telles que les équations
«.g +pii -hyk -h SI =o
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soient satisfaites ; car par ces trois équations les rapports de a, ß, y, $ sont complètement déterminés ; multiplions donc les équations dont il s'agit respectivement par x, y^ i et ajoutons; il viendra identiquement
aG -f-.3H-f-7K-4- JL = o,
ou, si nous écrivons G au lieu de a G, H au lieu de ßH, K au lieu de yK, L au lieu de 5L, ce qui ne modifie en rien le sens géométrique de ces expressions,
G-rHH-K-f-L = o.
La même chose a lieu pour quatre fonctions linéaires de u, v '. P = o, Q = o, R=:o, S=o;
par conséquent, entre quatre droites ou entre quatre points existe toujours une identité, c'est-à-dire une équation — x qui est satisfaite par les coordonnées de tous les points ou de toutes les droites ; nous pouvons, si les quatre droites n'appartiennent pas au même faisceau, si les quatre points n'appartiennent pas à la même série, lui donner la forme :
G-HH-4-K-i-L = o, I P-i-Q + R-f-S = o,
(quadrilatère complet). ! (quadrangle complet).
Les trois faux côtés sont alors ' Les trois faux sommets sont alors donnés par donnés par
G-t-H=— fRH-L) = o, '' P-4-Q= — (Rh-S:=o, G-hKi-— 'H-hL) = o, P-t-R=— (Q-hS) =0,
car le premier d'entre eux, par { car le premier d'entre eux, par exemple, passe, à cause de ses deux j exemple, est situé, à cause de ses formes d'équation, à la fois par l'in- deux formes d'équation, à la fois sur tersection de G = o, H = o, et par ; la ligne de jonction de P =r o, Q =: o, celle de K = o, L =: o. j et sur celle de R = o, S = o.
Le rayon quatrième harmonique j Le point quatrième harmonique à àG = o, H = oetG-+-H = o est, j P = o, Q==o etP-f-Q = o est, par conséquent, ! par conséquent,
G-H=(G4-K)-(H-+-K)=o, P_Q = (P-+-R)_(Q-hR)=.o,
c'est-à-dire que le rayon quatrième [ c'est-à-dire que le point quatrième
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harmonique à deux côtés et au faux côté qui passe par leur point d'intersection passe par le point de rencontre des deux autres faux côtés.
Ou bien :
Dans un quadrilatère complet fleux points d'intersection des faux côtés sont situés harmoniquement par rapport à deux sommets du quadrilatère, c. Q. F. D,
CHAPITRE I
harmonique à deux sommets et au faux sommet qui se trouve sur leur ligne de jonction est situé sur la ligne de jonction des deux autres faux sommets.
Ou bien :
Dans un quadrangle complet^ les lignes qui joignent deux faux sommets sont divisées harmoniquement par deux côtés du quadrangle,
De là résulte pour ainsi dire d'elle-même la construction d'un élément harmonique à trois autres donnés. Soient, en effet, sur une droite trois points i, 2, 3, et supposons qu'on demande de construire un point 4 situé harmoniquement par rapport aux trois premiers et devant former avec 2 le couple conjugué au couple 1,3; oh mènera par i et 3 deux droites quelconques, on joindra leui" point d'intersection avec 2, et l'on tracera par i et 3 deux autres droites se coupant sur cette ligne de jonction. Ces nouvelles droites rencontreront les lignes primitivement tracées en deux points, et la ligne joignant ces derniers déterminera sur la droite donnée le point 4 cherché. L'exactitude de la construction résulte immédiatement de la propriété fondamentale du quadrilatère complet formé ici des quatre rayons menés par 1 et 3. On trouve de même le rayon quatrième harmonique à trois autres donnés; il suffit pour cela de couper ces derniers par une quatrième droite, et de chercher de la manière indiquée le point quatrième harmonique aux intersections ainsi déterminées, ce à quoi on peut de suite employer les rayons eux-mêmes.
Le principal intérêt qu'offre cette construction, c'est qu'elle permet d'arriver au but uniquement par le tracé de lignes droites et sans l'emploi du cercle.
Tout problème qui n'a qu'une solution doit pouvoir se résoudre de cette manière, et ce n'est que quand on y a réussi qu'il doit être considéré comme complètement résolu. Tout emploi de moyens auxiliaires autres que la jonction des points et l'intersection des droites doit être évité, de même que tout usage de grandeurs de segments et d'angles, lorsqu'il s'agit uniquement
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de relations de situation. Ces procédés introduisent dans la solution des éléments qui ne correspondent pas à la nature du problème.
VII. ~ Nature du système de coordonnées
Le système de coordonnées cartésien est un instrument arbitrairement choisi pour l'étude des problèmes; le choix de ce système, c'est-à-dire la position des axes de coordonnées, est en lui-même indifférent et les propriétés géométriques des figures étudiées doivent subsister indépendamment de sa fixation. En fait, nous avons trouvé dans les notations abrégées un moyen d'effectuer nos recherches sans égard à la situation du système de coordonnées. Néanmoins, il arrivera souvent dans la suite que l'examen des questions se trouvera extrêmement facilité par le choix judicieux de ce dernier, et alors se pose le problème de rechercher comment on peut passer d'une position du système à une autre, comment les équations posées se modifient par l'introduction de nouveaux axes : nous serons ainsi conduits à l'algorithme que l'on appelle transformation des coordonnées. En même temps nous donnerons de notre système une importante généralisation dont nous ferons presque exclusivement usage par la suite.
Déplaçons d'abord les axes parallèlement à eux-mêmes, et désignons par x', y' les coordonnées d'un point [x,j) relativement aux nouveaux axes; l'introduction de ces nouvelles variables se fera immédiatement au moven des équations
ou, en résolvant,
jc' =: X — a,
a, b sont ici les coordonnées de la nouvelle origine relativement à l'ancien système.
Si l'on fait, au contraire, tourner les axes autour de l'origine, et qu'on désigne par a l'angle du nouvel axe X avec l'ancien , on aura (y?-. 17)
X z=L x' cosa. — j'sina, J- = ar* an a H- ^ CCS a,
OU, en résolvant,
jTCOSa jrsina
■ jsin«,
■ jrcos«.
Enfin, si l'on réunit ensemble les deux mouvements, la combinaison des équations (i) et (2) donnera .
ou inversement
l x=: a -+- .r cosa — y sm«, I y z=z b -h x' sin a. -\- y cosa,
a;'= (.r — a]cosa. -\- [jr — Ä]sin«, y=^ — ( X — « ) sin « -r [x — ^ ) cos K.
Ces équations ont en commun leur caractère linéaire, et c'est là un point essentiel pour nous ; les anciennes coordonnées s'expriment/me«i/emen£ et sans dénominateur au moyen des nouvelles, et il en est de même de celles-ci par rapport aux anciennes. Le prin-
Fig. 17.
cipe de dualité exigerait un caractère semblable pour les équations de transformation des coordonnées-lignes. Cependant, en fait, celles-ci apparaissent d'abord sous une forme différente, et, cette circonstance devant nous faire regarder le système cartésien comme insuffisant relativement à nos conditions, nous le remplacerons par un système plus général.
Si l'on continue à appeler coordonnées-lignes les coefficients de jr, y dans l'expression
«.r-i- vj- -\- I,
cl que celle-ci, transformée au moyen des équations (1), (2) ou (3), «levicnne
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les grandeurs
seront les nouvelles coordonnées. Si nous faisons d'abord usage des équations (i), il vient
iix -+- y y -f- 1 = ux ■+• vy' + («a -f- if -f- i ) ;
donc les équations de transformation pour une translation parallèle du système seront
an -{- bv -\- i
au -\- bi' -^ i
La substitution inverse donne
u' x' -+- »V + I = u'x + (•' r -f- '— au' — bv -m).
d'où
ou
— au' — bv -i- I
— au — w + I
Pour une rotation des axes de coordonnées [équation (a)], nous obtenons
ux ■+• vy H- I =:: («cos« -\- »' sina)ar'4- ( — u sina -+- »»cosa] y'-H i, et par suite
( «'= tt cosa -f- c sina,
V = — « sm a -t- rcosa, OU, en résolvant,
u:=. u' cos a — «'' sin a,
i» = tt' sin a + t^ cos a.
La réunion des deux transformations donne enfin
« j: 4- pj -f- 1 = (« CCS a 4- p sin a) j'-j- ( — « sin a -j- f cosv)y' ■+- [au -\-bv-i-i), d'où
, ucosa -t- fSina u
au -t- 6i' H- I — u sina -+- vcosa au -i- bv -\- i '
OU, après résolution,
«' COS a — «' sin a
— (acosa -+- bs\au]u' -\- (asiiia — b cosa)i''-+- i
//' sin« 4- «''cos a
— (acosa -+- b sina)«' -+- (asin« — bcosa)v' -\- i
Les formules ainsi établies pour la transformation des coordonnées-lignes portent un autre caractère que celles trouvées pour les coordonnées-points; car dans le second membre des premières entre un dénominateur qui, égalé à zéro, donne l'équation de la nouvelle origine, tandis que pour les secondes il n'en est pas ainsi. Il n'y a donc pas correspondance entre ces formules et le principe de dualité qui exige une transformation symétrique pour les coordonnées-points et pour les coordonnées-lignes, et la raison en est que le système de coordonnées cartésien est un cas particularisé sans égard au principe de dualité d'un système plus général.
Le premier essai pour lui donner de l'extension a consisté dans l'introduction des coordonnées obliques, c'est-à-dire mesurées pa-
rallèlement à des axes qui se coupent sous un angle quelconque. On y arrive immédiatement {ßg- i8), en partant des coordonnées rectangulaires x, y, au moyen des équations
x=^ or'cosa -hjr'cosp, y ^=x' sin a -h- x' sin p ,
dans lesquelles ß — a est l'angle compris entre les nouveaux axes. Toutes les formules conservent néanmoins entièrement, après l'introduction de ces coordonnées, le même type qu'en coordonnées rectangulaires, et par suite nous n'avons rien gagné de nouveau au point de vue où nous nous sommes placé. La généralisation qui doit nous conduire au but consiste au contraire plutôt en ce qui suit. Fixons trois droites qui ne passent pas par le même point, et
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Imaginons qu'un point soit défini par ses distances pi, p^, p^ aux trois droites ainsi choisies. Ces trois éléments de détermination ne sont pas indépendants les uns des autres, puisque deux d'entre eux suffisent déjà pour fixer la position d'un point. Mais les trois grandeurs dont il s'agit sont équivalentes à deux seulement, si nous faisons usage, non des distances elles-mêmes, mais seulement de leurs rapports ; en fait, les trois droites de base seront alors employées symétriquement, et nous pourrons, si nous le voulons, déterminer sans ambiguïté les distances elles-mêmes. Cela n'est pourtant jamais nécessaire dans l'emploi des coordonnées de cette espèce; nous n'avons même pas besoin de prendre les dislances perpendiculaires, et nous pouvons au contraire les mesurer dans une direction quelconque à partir du point qu'il s'agit de déterminer, c'esl-à-dire multiplier les distances perpendiculaires par des constantes quelconques. Nous donnerons donc de ces coordonnées triangulaires la définition suivante :
Les coordonnées d'un point sont trois nombres ayant entre eux les mêmes rapports que les distances du point aux côtés d'un triangle, chaque distance étant multipliée par une constante arbitraire, mais fixe.
En désignant les trois coordonnées du point par Xi, Xi, Xj, nous aurons, d'après cette définition,
Zi, Zo? y-z sont les constantes d'abord arbitraires. Quant au facteur de proportionnalité p, il reste entièrement indéterminé : il signifie seulement que les valeurs absolues des trois coordonnées sont complètement indifférentes; nous pourrons, pour cette dernière raison, écrire aussi les équations sous la forme
jr, : jr, : j-j = /?, X, :pi zj : p^ /.j.
En particulier, les coordonnées des trois sommets du triangle de base sont respectivement données par
X, = 0, xj = 0, Xj =0, Xi = o, Xj = o, Xj = o,
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tandis que dans ces trois cas x^, x^, Xz respectivement ont des valeurs complètement indéterminées et assujetties seulement à n'être pas nulles. Les points situés sur l'un des trois côtés satisfont respectivement aux conditions
ce sont donc là les équations des trois cotés en coordonnées triangulaires.
Nous introduirons d'une manière tout à fait analogues les coordonnées-lignes homogènes, au moyen de la défînition suivante :
Les coordonnées d'une droite sont trois nombres qui sont entre eux dans le même rapport que les distances de cette droite aux sommets du triangle des coordonnées, chaque distance étant multipliée par une constante arbitraire, mais ßxe.
Les équations qui répondent à la définition des coordonnéeslignes sont, par conséquent, en désignant par «7, , q^, qs les distances dont il a été parlé, et par X,, X2, X3 les constantes arbitraires,
O-Wj = </,>,,
a étant le facteur arbitraire.de proportionnalité. Nous choisirons les grandeurs X de manière qu'elles soient dans une certaine dépendance des grandeurs x, ou, pour préciser, de manière que la réunion du point et de la droite soit exprimée par l'équation
Nous reconnaîtrons immédiatement la nature de cette dépendance, si nous cherchons la liaison des coordonnées triangulaires avec les coordonnées rectangulaires, la condition mentionnée devant alors se présenter sous la forme
ux -\- vj -4-1 = 0.
Soient, en coordonnées rectangulaires, les équations des trois
COSSIDÉHATIOXS PRÉUWTIAIRES. — SËUES DE POINTS ET FJÜSCBACX DE HATOM. 8l
côtés ou des trois sommets du trianîrle de base :
ifl, j- H- bif -4- c, = G, A, B, C étant ici les déterminants mineurs du déterminant
A, tt -h B| i» -+- C, = o, A, tt -h B, p -f- C, = o, A, « 4- Bj f 4- Cj = o ,
de telle sorte que, par exemple,
A, =:6jC3 — c, *3, B, =Cja3 — öjCj, Cl ^ a» ^3 — ^j «j,
et les quantités a, ^, c étant au contraire complètement arbitraires; seulement, le cas de ; ==: o ne peut pas se présenter, parce qu'alors les trois droites passeraient par un même point, ce que nous avons exclu. D'après des explications précédentes, les équations (i) donnent, pour les distances d'un point x, j aux trois côtés, ou pour celles d'une droite m, v aux trois sommets, les expressions que voici (p. 3i) :
Pi
Pz
btr -^ Ci
slài
^bi
_fî
hr + c.
Qi =
qt =
«-f-Bi
tt-4-B,
r-t-Cj
<'-+-Cs
Nous devons maintenant multiplier les quantités p par des constantes quelconques /., , /.o, y-z pour obtenir les coordonnées triangulaires du point dont il s'agit. Mais nous pouvons, sans faire d'hypothèse spéciale, poser
*i = V'«« -+-^f. X, = ^05 + 65, Z3 = >Jai -t- b'I ;
car une modification des constantes rt|, ^1, c, consistant dans la multiplication par un facteur commun resterait sans influence sur le sens des équations (i). Afin d'obtenir les coordonnées d'une droite sous une forme simple, posons aussi
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ce qui satisfait à la condition exigée plus haut de la dépendance des X par rapport aux z, et faisons entrer le dénominateur commun \Ju^ -h v^ dans le facteur de proportionnalité a. De là résulte
ff«, ■= Al u -hBi^ -4- C,,
<TW3 — A3 « 4- B3 f -I- C3.
pxi == fl!,a: -f- ùiy 4- Cl, px, =: 0, X 4- ^3 j -+- Cj,
ISJTj = fl-jX -h ^»3 J -1- C3 ;
Aussi bien pour le point que pour la droite, on peut donc passer des coordonnées rectangulaires aux coordonnées triangulaires, en posant que ces dernières sont proportionnelles à des expressions formées linéairement par rapport aux premières awec des coefficients arbitraires dont le déterminant est assujetti seulement à ne pas être nul. Pour passer à l'inverse des coordonnées triangulaires aux coordonnées rectangulaires, nous avons à résoudre les équations (2) par rapporta x, j, i et par rapport à u, u, i. On trouve ainsi
r _ Ai^i -i- AjXj -4- A
Bi Xi 4- Bj .Tj, 4- B3 -Ta (jj Xj 4- C2 Xj 4- V.3 X3
rt,«, 4- «î«, 4- «3 «3
Cl Ui 4- Cj ttj 4- €3 «3
Cl«, 4- c,«î 4- Cj«,
Dans ces formules n'existe aucune trace d'atteinte au principe de dualité; pour le point comme pour la droite, les coordonnées rectangulaires sont égales en coordonnées triangulaires à des expressions linéaires à dénominateur commun. Maintenant des équations (2) résulte
(ä(r(«iXi 4- «î .»Tj 4- «3 X3 ) z=l[aiX-hbijr-{-Ci) (A,u 4- B/v 4- C/),
la somme devant être prise depuis la valeur i de l'indice i jusqu'à la valeur 3, ou à cause des neuf équations
lbiAi = o, 1 bi B, = r, 1 bi C, = o, 2 Ci A/ = o, 2 Ci B, := 0, 2 Ci Ci =■ r,
p<r(wiXi 4- /ij x, 4- tf 3 jTj ) = r(«x4-»'j 4- l).
La condition pour qu'il y ait réunion de situation du point et de la droite est donc en fait exprimée par
(4) «, Xj 4-«,Xj 4- «j-Tj =0,
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et c'est là une conséquence de la détermination que nous avons faite plus haut des constantes X|, Xj^ X3; si nous les avions choisies autrement, il existerait en outre dans la dernière équation des coefficients; donc, tandis que par la variation des valeurs absolues de a, b, c les grandeurs Z|, Xj, X3 peuvent être déterminées d'une façon tout à fait arbitraire, la valeur des quantités X se trouve complètement fixée, cette détermination une fois faite, car nous avons posé
I )., r= rt, Ä, — Äj fl, = C„
(5) < >, -- /r, 6, — A3 a, = Ci,
' Xj = a, 6j — by a, r= Cj.
Pour comprendre le système rectangulaire comme cas particulier du système plus général introduit ici, supposons, ce qui est toujours permis et peut être obtenu par une transformation simple, que deux des côtés du triangle de base soient rectangulaires. Soient maintenant x, y les dislances respectives d'un point
Fig- '9-
à ces deux côtés (x, = o), [x^ = o), et p sa distance au troisième côté [ßg- 19); nous avons
ou, SI nous posons
t/ désignant la distance du côté j:'3 = o au point X| = o, Xa = o.
px, = X, px, =jr,
Supposons maintenant que le troisième côté aille en s'éloignant
jusqu'à l'infini tout en restant parallèle à lui-même, — converge
vers l'unité, car p ne diffère de q croissant sans limite que d'une grandeur finie, tant que le point considéré n'est pas lui-même situé à l'infini. On a par suite
c'est-à-dire que l'on déduit les équations en coordonnées rectangulaires de celles en coordonnées triangulaires, en prenant l'une de ces dernières coordonnées égale à l'unité et en remplaçant les deux autres parxetjy^, ainsi qu'il résulte au surplus des équations (2) si l'on y fait «i = èo r= c^, et qu'on annule les autres coefficients.
L'expression
se transforme alors, à un facteur près, en
c'est-à-dire que, si nous supposons aussi M3 = 1 ( et cela est en général permis lorsqu'il ne s'agit que de simples rapports numériques), U(, Mo deviennent les coordonnées lignes rectangulaires. Cette dernière proposition peut aussi être démontrée géométriquement ainsi qu'il suit. Disposons des coefficients de la manière indiquée, et nous aurons, à cause de (5),
>,i : ),. : >3 = — I : — I : oc , d'où
«1 : f/, : «3 = — — : ; qo .
Désignant ensuite parpi, p^ les distances des points de rencontre de la droite considérée avec les côtés rectangulaires Xi = o, j?3 = o aux sommets U| = o, u^ = o du triangle de base; par a, b les distances de ces points au sommet ^^3 =0, on aura
Si maintenant le troisième côté 0*3 =0 passe de nouveau à l'infini, on pourra supposer à la limite
Pi =/>» = »>
Pi
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et de là résulte, comme dans les coordonnées rectangulaires,
Donc, par un choix particulier des constantes arbitraires, nous pouvons passer d'une manière simple des coordonnées triangulaires aux coordonnées rectangulaires ( ' ). La nature de cette détermination fait voir maintenant pourquoi les distances inverses négatives ont été prises comme coordonnées d'une droite, car c'est seulement ainsi que l'équation (4), si l'on y pose
X, = .r, ui = u, xj=r, «, = «',
se transforme immédiatement en
Le passage inverse se ferait au moyen des équations (3). Comme les x,y et les u, v deviennent alors des fonctions linéaires homogènes ayant un dénominateur commun, le degré d'une équation relativement aux variables n'est jamais élevé ni jamais abaissé par l'introduction de nouvelles coordonnées, mais le caractère de l'équation est modifié d'une manière essentielle ; car, si on la multiplie par une puissance convenable du dénominateur commun, elle se transforme en une équation homogène entre trois variables (-). Les équations à trois variables peuvent avoir un sens géométrique effectif, à la condition d'être homogènes, parce qu'alors les rapports des quantités x sont seuls nécessaires à déterminer.
En particulier, l'équation linéaire homogène
mi X, -r- /Wj .Tj -f- tn^ Xj =:: o
(') On peut passer aussi d'une manière simple des coordonnées triangulaires aux coordonnées obliques dont nous avons dit quelques mots plus haut. 11 faut alors poser
A, = ^, = sin tv, Â,=z -f
tv étant l'angle compris entre les axes.
(') Les coordonnées homogènes se trouvent pour la première fois dans Môbics, ftarycentriscÀer Calcul, 1837; mais leur importance fondamentale en Géométrie date de Plccker, Journal de C relie, t. V, 1819, qui a développé leur application dans le sens de la théorie des fonctions homogènes.
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est l'équalion d'une droite ayant pour coordonnées //?, , Wo, /n, ; et
/W, H, -f Wj «2 -f- W3 «3 := 0,
celle d'un point ayant pour coordonnées m^, ///a, w^s, et l'équation de toute droite ou de tout point est de la même forme.
Parmi les équations du premier degré, on doit particulièrement remarquer la suivante :
Cj J"i -f- Cj Xg -H Ci3 JTj nrz o,
dont le premier membre forme le dénominateur commun des formules (3*) qui servent à passer aux coordonnées cartésiennes.
Pour tous les points de la droite qui a cette équation et seulement pour ceux-là, on a j* ^^ 00 , ^r^: 00 ; elle renferme donc tous les points du plan qui sont à distance infinie.
Comme l'ensemble de ces points est représenté par une équation linéaire, nous parlerons constamment dans ce qui suit d'une droite à distance infinie (* ) (droite de l'infini) ; par là nous exprimerons le fait analytique dont nous parlons, mais nullement une conception métaphysique.
L'introduction de cette dénomination nous permet de démontrer et d'énoncer plus simplement un grand nombre de théorèmes, en opérant sur la droite de l'infini comme sur une droite qu'on aurait réellement sous les yeux. De là, par exemple, résulte le théorème sur lequel nous avons déjà attiré l'attention, qu'une ligne droite n'a qu'un seul point à l'inßni (p. 4^), car une droite n'est coupée par une autre droite qu'en un seul point. De même, nous parlerons de deux points à l'infini d'une courbe du deuxième ordre et en général de Ji points à l'infini d'une courbe du «'*'"•' ordre.
Nous avons vu que les formules de transformation obtenues plus haut étaient toutes linéaires par rapport aux anciennes et aux nouvelles variables, et que c'était là pour elles une propriété caractéristique. Maintenant, comme déjà le passage du système rectangulaire de coordonnées au système triangulaire conduit à des fonctions linéaires quelconques, nous ne pouvons rien obtenir de plus général, en rapportant dans les expressions (2) les coordon-
(') Cette manière de s'exprimer si féconde a été introduite par Po:(celet, Traité des propriétés projectives des figures, Paris, 1822, p. 49 c* 53.
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nées rectangulaires, au moyen d'équations de la forme (3), à un second système triangulaire, et en effectuant ainsi le passage d'un système triangulaire à un système triangulaire différent. Soient donc X,, x-i, Xii M,, Uiy 1/3 les coordonnées points et les coordonnées lignes dans l'un des systèmes, ytyjiyj'a', ^i, ^2, ^3 celles de l'autre système : les premières seront proportionnelles à des fonctions linéaires homogènes des secondes, fonctions dont le déterminant, par analogie avec ce qui précède, ne doit pas être nul. D'ailleurs
«j Xi H- «j J*j -r- Mj JTj
doit se transformer, à un facteur près, en
Donc le système des équations de transformation est :
Pour les coordonnées points,
Pour les coordonnées lignes,
(TU, = «,, «', -h- ft., ('i -!- ff,, r.
(le déterminant des «/a étant assujetti à ne pas être nul). Ici les équations qui expriment les nouvelles coordonnées points [y) au moyen des anciennes (x) renferment les mêmes coefficients que les équations qui représentent les anciennes coordonnées lignes [u) au moyen des nouvelles (v) ; seulement transposés, c'est-à-dire que l'on forme le déterminant de l'équation écrite à droite avec celui de l'équation écrite à gauche, en échangeant les lignes horizontales avec les lignes verticales; les deux déterminants sont alors identiques. La résolution du système (6) donne :
Pour les coordonnées points,
( P-^i = A,, j,-i-A2,jj4-A3, Va,
(7) \ f*-=«^« = A,îjr,-hAj,jî-f-A3,j3, I /*-r3 = Ai3^i+Aj3j-j-hA33^'3;
Pour les coordonnées lignes, vcj = Al, «j + A,î u^ -H A,3 «3,
VVi = Aï, «, H- Aj, «j + Aî3 «3,
vi'3 = Aj, tf, -+■ A3Ï «i ^- A33 «3.
Les A/A sont les déterminants mineurs binaires du déterminant de la substitution
Au moyen de ces deux systèmes d'équations, on reconnaît immédiatement le sens géométrique des coefficients de la substitution. Comme, en effet,
Ji = o, fl =o,
Xi = o»
fj =o,
sont respectivement les équations des côtés et des sommets du nouveau triangle de base, on a respectivement pour les coordonnées
des nouveaux côtés
des nouveaux sommets :
Al, As, A3,
A12 Ajj A32
Al;j Aî3 A33
et l'on obtient de même par rapport au nouveau triangle les coordonnées
(les anciens côtés :
Aji A, 2 A, 3
Aj, Aj* "î:)
des anciens sommets :
II
f'it «32
Le nouveau système de coordonnées qui vient d'être l'objet de nos recherches se montre spécialement approprié à l'étude des problèmes dans lesquels il n'est pas question de relations métriques, et qui, par conséquent, ont trait exclusivement à des rapports de situation. En conséquence, quand, ainsi que cela doit arriver dans la suite, nous aurons à reprendre brièvement en coordonnées triangulaires nos considérations précédentes sur les points et les rayons, nous nous bornerons à celles qui offrent une corrélation dualistique complète.
Nous avons trouvé comme condition pour la réunion de situation du point et de la droite
u, .V. -f- tt, ar.
c'est aussi la forme la plus générale de l'équation d'un point ou d'une droite, suivant que l'on y regarde les x ou les u comme constants; en coordonnées rectangulaires au contraire, nous avons
C0:«8IDÉR1TI0X8 nELlHIKAIRES.
dû, à côté de l'équation
SÉRIES DE POIRTS BT FAISCEACl DE KATOXf.
que donne la réunion de situation du point et de la droite, étudier encore les équations
Ax + B^ -+-C = o, A«-f- Bt'-i-C = o,
comme étant les plus générales qui puissent représenter une droite ou un point.
Nous traiterons encore les problèmes suivants :
Établir l'équation de la ligne qui
joint deux points donnésy y et z.
Soit X un {K)int de cette ligne ; nous avons
|«i a-, -4- «j .rj -f- tfj arj rrr O, tt, Zj -f- ÜJ Zj -f- «3 «3 r= o.
Établir l'équation du point d'intersection X de deux droites données V et «'.
Soit u \m rayon mené par ce point ; nous avons
«« X, -+- tf , X,
«'jor, -f- WjXj
L'élimination des u ou des x donne :
comme équation de la droite,
J7j JTj X3
(9) Xi y'i n =0;
Zi Zj S3
Les coordonnées de la ligne qui joint deux points _r, z sont, par suite,
comme équation du point,
«, u, ÜJ *'i «'» *'3
Les coordonnées du point de rencontre de deux droites sont, par suite,
IJLXi = Pj <r'3 — Wj f,, f*Xj=rl'3«', — a'3fi, X, =: f, H', — «', i',.
ftX3
On peut résoudre les équations (9) en les suivantes, qui représentent les coordonnées d'un point mobile sur la droite, ou d'un rayon mobile autour du point :
Série de points.
! pj^3 =73^-^23;
Faisceau de rayons
pu, = f, -4- ).«'i, p«j = f , -f- ^w,,
CHAPITRE I
Ici X est encore un paramètre. Multiplions les équations de la colonne de gauche par u,, u^, 113 respectivement, celles de la colonne de droite par Xt, x^, x^ respectivement, et ajoutons des deux côtés; nous obtiendrons ainsi l'équation
P-hXQ = o
d'un point mobile de la série.
G -+- ). H =: o d'un rayon mobile du faisceau.
P et Q sont linéaires par rapport aux u, G et H sont linéaires par rapport aux x, c'est-à-dire que l'on a
FI r-: fV^X^ H- Wj JTj -i- «'3 J?3.
Dans cette représentation, le paramètre X a une signification identique à celle qu'avaient X et ^ lorsque nous faisions usage des coordonnées rectangulaires; il donne encore effectivement, à un facteur constant près, le rapport des distances de l'élément mobile à deux cléments fixes. On s'en convainc facilement en combinant les équations (i i) et (3). On obtient ainsi ( * )
2QJ/ + X^C,z/
2«, «V -T- ).2ö/<iv
Ici les sotnmes qui doivent être prises depuis i =^ i jusqu'à /' = 3 ne renferment que des grandeurs constantes données; par conséquent, l'équation du point mobile {jc,j) ou du rayon mobile (a, i'), en coordonnées rectangulaires, est de la forme
c'est-à-dire comme précédemment linéaire en X, et notre affirmation est par là démontrée. De plus, pour X = o, nous obtenons encore le point j' ou le rayon r, et pour X = 00 le point z ou le rayon w. Toutes les considérations qui se rattachent à la signifi-
(•) Le fuit que nous employons d'abord dans ces équations les lettres /, ♦> comme coordonnées rectangulaires, et ensuite ces mômes lettres (affectées d'indices) comme coordonnées triangulaires, ne peut donner lieu it aucune méprise.
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cation géométrique du paramètre subsistent donc indépendamment du système de coordonnées employé ; en d'autres termes, tous les théorèmes sur les rapports anharmoniques et sur les relations projectiles conservent la même ejrpression analytique. Il en est ainsi en particulier des relations entre les séries et les faisceaux projectifs et de la génération des coniques par ces figures élémentaires. Nous allons maintenant aborder l'étude plus approfondie de ces dernières courbes.
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I. — Intersections avec une droite. — Théorie des polaires
Nous nous proposons maintenant d'étudier les courbes du second ordre et de la seconde classe, en partant non plus de la manière géométrique de les engendrer qui nous a occupés plus haut, mais de l'équation homogène du second degré, la plus générale en jCf, Xi, X3. Nous trouverons ainsi qu'il n'existe aucune courbe du second ordre proprement dite en dehors de celles qui ont été mentionnées dans nos problèmes préliminaires, à savoir l'ellipse, l'hyperbole et la parabole. Mais on peut avoir lieu de considérer, ainsi que nous l'avons déjà observé par occasion, des courbes improprement dites qui prennent naissance lorsque l'équation du second degré se décompose en deux facteurs linéaires, ce qui conduit aux couples de droites ou aux couples de points.
Nous obtiendrons l'équation la plus générale du second degré
en ajoutant ensemble les carrés et les produits deux à deux des
variables
•Tj, X.j, .T-jf .TjJTj, X\X^, .rjXß,
après les avoir multipliés par des coefficients quelconques indépendants les uns des autres. Nous supposons que ces coeflîcients sont des grandeurs réelles, à moins que le contraire ne soit formellement exprimé. Nous leur affecterons à tous la même lettre, et nous distinguerons les coefficients des différents termes par l'addition d'indices correspondant aux variables dont chaque coefficient est facteur; nous ajouterons, en outre, le facteur 2 toutes les fois que dans un terme deux variables différentes sont mul-
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tipliées l'une par l'autre. Nous écrirons, par suite, l'équation d'une courbe du deuxième ordre sous la forme
Les avantages que présente cette manière d'écrire deviendront évidents par eux-mêmes dans le cours de notre exposition. L'addition des facteurs numériques se recommande en particulier par la possibilité qu'elle donne de représenter plus brièvement l'expression (i) sous la forme symbolique
(rt,.r, -f-Oj-rj -f- «3X3)- = 0,
en convenant seulement de remplacer un produit tel que «/«a par le coefficient «/*(= a/si)f d'écrire par suite an au lieu de a^a^, a-a au lieu de ao «3, ....
Au début de cette théorie nous nous proposerons le problème suivant : Déterminer les points de rencontre de la conique (i) avec la droite qui joint deux points donnés j et z. Les coordonnées d'un point de cette dernière droite sont, d'après ce qui a été dit plus haut,
et nous avons à chercher la valeur du paramètre "k pour laquelle les coordonnées X\i x-x, x^ satisfont à l'équation (i), c'est-à-dire que nous devons poser
[(«iJi +«2j2 -i-«3j3) -{-^(ai^i -\- a^z^-'r- a^Zi]f — o,
ou, après développement,
(2) >.«RH-2ÀQ-f-P = o,
P, Q, R étant définis parles relations / P = («ij, + rtjj2 -^ a3:>-3)-,
^3] ' Q =(«lJl +«2j'2 -t-^sJs) («iSj +«S22 +«'3'3)
= Zt(«llJl -+-«12J2 + «18J3)
-^ 3j(«îlJl + «t2j2 -+- «2373)
+ H[^z\y\ -+-«3J.?'2 -HössJs)»
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OU, si nous voulons nous servir des notations du Calcul différentiel, \ { dV dV rjP
I (dW. ^R dR \
P et R s'obtiennent donc en mettant dans le premier membre de l'équation ( i ) les coordonnées ^ ou ^ à la place des coordonnées x ; Q au contraire est composé symétriquement avec les j et les z el linéaire par rapport à ces deux, lettres. La résolution de l'équation du second degré (2) par rapport à X donne
. Qzps/Q»-PR
et, par conséquent, les coo/Y/o/znefî5 d'e5 deux points d'intersection sont, en faisant passer le dénominateur commun dans le facteur de proportionnalité p,
px, rrr Rj, - (Q =p v'Q* - PÎ^) Z, ,
px, z= Rjj - (Qq=vQ*-PR)-^»
par, ^ Rj3 - ( Q rn v^Q'- l'R; z, .
Nous avons ainsi sur la droite j'z quatre points, les points donnés dont les coordonnées sont x, elji, et les points de rencontre avec la conique qui viennent d'être trouvés, et dont les coordonnées peuvent être représentées par ji -h Xz/ elji -\- {xzi, 1 et [i étant les racines de l'équation (2). Ces points doivent avoir un rapport anharmonique déterminé. Pour l'obtenir, nous partagerons les quatre points en deux couples, conformément à la nature du problème; et nous aurons, pour le rapport anharmonique dont il s'agit, deux valeurs différentes seulement, savoir
a = - OU bien a = - • Maintenant, comme 1 el (i sont les racines de (2), on a
d'où
, >»-|-a« 4Q« — aPR
Q^— 2PR
PR
ou
(4) (a-r-l)»PR — 4Qäa = 0,
et la résolution de cette équation donne immédiatement le rapport anharmonique des quatre points. Maintenant, comment doivent être situés ces derniers pour que l'équation ait des propriétés spéciales, pour que, par suite, le rapport anharmonique reçoive des valeurs particulières? Nous pouvons choisir arbitrairement l'un des points donnés, y par exemple ; traçons par ce point tous les rayons possibles, et cherchons les points z qui forment avecj- et les deux points d'intersection de chaque rayon avec la courbe un rapport anharmonique donné a. 'è\ j est constant, l'équation (4) est homogène et du second degré en z \ le point z est donc situé sur une courbe du deuxième ordre; par suite, si l'on fait varier a, à tout point du plan correspondra, par l'intermédiaire de la conique donnée, un système de courbes du deuxième ordre. Parmi elles, il en est une qui se décompose en une droite comptée deux Jois ; cette droite sera pour nous d'une importance toute particulière. Nous nous en occuperons d'abord exclusivement, et ce n'est que plus tard que nous apprendrons à connaître les relations des autres coniques trouvées ici avec la courbe primitive.
Si l'on pose
l'équation (4) se réduit eflfectivement à Q2 = o, c'est-à-dire à la
ligne
Si donc la droite jz doit couper harmoniquement la courbe, z sera nécessairement situé sur la ligne Q = o, qui sera appelée la polaire du point y relativement à la conique, et réciproquement j sera le pôle de la droite Q = o. Nous énoncerons cette relation importante sous forme de théorème, ainsi qu'il suit :
»Si par un point y on mène tous les rayons possibles, et qu'on cherche sur chacun le point quatrième harmonique à y et aux
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deux intersections de ce rayon avec une conique, tous ces points sont situés sur une droite appelée la polaire du pôle j.
Parmi ces rayons, il y en a qui ne rencontrent pas la courbe ou plutôt qui la rencontrent en deux points imaginaires ; cela arrive lorsque les deux racines de l'équation (2) deviennent imaginaires. Le point quatrième harmonique reste néanmoins réel, car les racines précitées sont toujours imaginaires conjuguées, et les équations des quatre points ont, par suite, la forme déjà mentionnée plus haut (p. 53)
U=:o, U-Hv'— ÏV = 0;
La forme symétrique de l'équation (3)
est d'une importance particulière. Comme cette équation ne varie pas, si l'on y échange j>^ et z, il en résulte immédiatement que :
Sir est sur la polaire de z, la polaire dey passe par z ; donc :
Si z se meut sur la polaire de y, la polaire de z pivote autour dey, et réciproquement
Si une droite tourne autour d'un de ses points, son pôle se meut sur la polaire de ce point.
La polaire coupe la conique en deux points. Si l'on mène une droite joignant un d'entre eux avec le pôle, il doit y avoir sur cette droite un groupe de quatre points harmoniques (i, 2 et 3, 4 étant les couples conjugués), parmi lesquels les deux points 2 et 3 se confondent. Alors aussi (p. 01) 4 coïncide avec eux, c'est-à-dire que les intersections (3, 4) de la droite avec la courbe coïncident, et il s'ensuit que :
La polaire d'un point passe par les points de contact des tangentes menées à la courbe par ce point (que ces tangentes soient toujours au nombre de deux, c'est ce que nous avons vu plus haut, puisque toute courbe générale du deuxième ordre est aussi de la deuxième classe).
Si donc un point se meut sur une tangente, sa polaire passe lou-
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Jours par le point de coptact; par conséquent, le point de contact est le pôle de la tangente, autrement dit, la polaire d'un point de la courbe est la tangente menée à la courbe en ce point.
Les théorème» énoncés ici conduisent aussi immédiatement à la construction de la polaire, si la conique est supposée tracée et qu'on donne un point extérieur comme pôle. Il suffit de mener par ce dernier deux droites quelconques sur chacune desquelles on construira la quatrième harmonique au point donné et aux points où elle rencontre la courbe, ce qui se fait à l'aide des théorèmes sur le quadrangle complet. Si l'on considère les points d'intersection des deux droites auxiliaires avec la courbe (points i, 2, 3, 4 dans la//^. 20) comme sommets du quadrangle, l'un des faux
Fig. 20.
sommets est le pôle donné j', et la droite qui joint les deux autres faux sommets est sa polaire \>. Cette construction fournit aussi en même temps, d'après ce qui précède, les points de contact des deux tangentes qui passent par le point donné, et, par suite, ces tangentes elles-mêmes.
En particulier, nous avons le moyen de trouver ainsi les tangentes qui peuvent être menées à un cercle par un point donné, et cette construction mérite à notre point de vue la préférence sur la construction connue, qui s'effectue avec le secours d'un autre cercle ; car nous n'avons besoin de tracer que six lignes auxiliaires pour résoudre le problème de la manière la plus générale; cette construction est donc pratiquement aussi simple que l'autre. Dans le cercle, en outre, la polaire d'un point comme ligne joignant les
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points de contact des deux tangentes est tpujours perpendiculaire à la ligne qui joint le centre avec le pôle. Si le point est à Tintérieur du cercle, les deux tangentes deviennent imaginaires ; la polaire est donc située entièrement en dehors du cercle, c'est-à-dire ne le rencontre pas en des points réels. Le plan est de même partagé par toute courbe réelle du second ordre en deux parties : dans l'une sont situés les points par lesquels passent des tangentes réelles de la courbe, dans l'autre ceux par lesquels passent des tangentes imaginaires. Les points de la courbe forment le passage entre les deux parties du plan, car pour eux les deux tangentes se confondent en une seule.
Si la conique n'est pas entièrement tracée, mais déterminée seulement par cinq de ses points, on peut néanmoins obtenir encore par construction la polaire d'un point quelconque. Ce problème revient, en effet, au suivant : Trouver le second point d'intersection avec la conique d'une droite passant par l'un des cinq points donnés, dont nous avons déjà précédemment effectué la résolution à l'aide du théorème de Pascal. Nous n'avons à exécuter la construction dont il s'agit que pour deux des lignes qui passent par le pôle et par chacun des points donnés, et nous pourrons comme ci-dessus trouver alors la polaire au moyen des théorèmes sur le quadrangle complet.
Dans toutes ces constructions, on suppose que toute droite du plan est la polaire d'un point. Pour le démontrer, écrivons l'équation de la polaire d'un point 7 (Q = o) sous la forme
•'i -Sj -H ''2 ^2 -\~ ('3 3j n^ 05
^\j ^'2> t'3> coordonnées de cette polaire, sont, à cause de (3), données par
!»•'! =«iirj -H «ur» + ûisJs»
(Tf, = a„ j, -h Ä„7, -h fl„ js ♦
On pourra donc, en résolvant ces équations par rapport à Vi, 72>J>'3> déterminer pour toute droite f un pôle j)' tant que leur déterminant n'est pas nul.
Provisoirement, nous n'aurons pas égard à ce cas, que nous de-
«Il
«lî
"lï
«îj
«ji
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vons traiter plus tard, et nous supposerons constamment
Ar=
Ce déterminant de la conique a une importance exceptionnelle ; il est symétrique, c'est-à-dire que les éléments situés symétriquement par rapport à la diagonale sont respectivement égaux et que leurs déterminants mineurs se trouvent être ainsi
An = rt.s «33 — «23 ' Aij = A3, = a,j «,3 — a^^ «„ ,
A« =«33 «11 —«3 1 » A3, = A,3 =rtj,flj3 —«2,0,3,
A33 ^= «11 «sî «12' A,î = A„ 1=: «3, «3, «33 a,, . La résolution des équations (5) donne maintenant, si l'on rem-
place - par p,
/ pj, = A„ f, -H Aj, Vi + A3, P3, (6) I p/» — AuP, -h Ajjt--s-l- A3,r3,
' P J3 = A,î vi + Aî3 i'î H- A33 »'3 ,
ce qui détermine le pôle y d'une droite v. Pour construire également ce point, nous n'avons qu'à chercher de la manière précédente les polaires de deux points de la droite donnée; le pôle de cette dernière est déterminé comme point d'intersection des deux polaires suivant les théorèmes précédemment énoncés. Les équations (6) peuvent nous servir à représenter la conique donnée, comme courbe de seconde classe, c'est-à-dire par une équation en coordonnées lignes. Nous avons vu plus haut qu'un point de la courbe est situé sur sa propre polaire, et que celle-ci devient alors une tangente; les équations (5) nous montrent maintenant que cela ne peut avoir lieu que pour les points de la courbe; car, si l'on ajoute ces équations après les avoir multipliées respectivement par j-,, ji, j'z, on obtient
, A «^(*'iri-+-i'jji-i-r3j3)
I = «11 J7 -^ «îî/a -^- «33 J3 -^ 20-,, J, J, -h 2a,j Ji J3 -\- 2«i,rt Jj-
Si donc on a
»'iJi -H«'îJ2-H«'3j3 = o.
on aura aussi
«lir? H- ««Ja -1- «33 J? -H 2«,, JiJ, + 2«,3jr, J3 -h 20-437*73 = O,
c'esl-à-dire que le pointj^ appartient à la conique.
En formant également, au moyen de l'équation (6), la condition de réunion du pôle et de la polaire, nous obtiendrons une équation entre les coordonnées de cette dernière, et, comme la polaire devient une tangente si la condition est satisfaite, cette équation est l'équation de la courbe du second ordre en coordonnées lignes, à savoir
A,,r7 -f- Aîî«'H -h A33VI -\- 2Ai,<', «'2 H- 2Aj3t', ('3 -+- iAi3Pii'3 = o, ou, si l'on remplace la lettre \^ par la lettre u, ce qui est indifférent,
Al, «? -4- Aîî«)i -+- A33 «5 -\- 2A,2«i "s -+- 2A13 "i «3 -+- 2Aj3«jtt3 = o.
On obtient, par conséquent, l'équation de la conique en coordonnées lignes, en échangeant dans son équation en coordonnées points les xi avec les ui et les coefficients avec les déterminants mineurs du déterminant de la conique.
Nous pouvons représenter cette équation d'une manière plus concise, en égalant à zéro le déterminant (*) de la conique, encadré avec les «/ :
forme d'équation que l'on peut obtenir directement, si l'on considère les équations (3) réunies à l'équation (7) comme un système de quatre équations linéaires homogènes entre les grandeurs a, j^i , Jitjii et qu'on en élimine ces dernières grandeurs.
L'application du théorème aux formes simples d'équations que nous connaissons pour l'ellipse et pour l'hyperbole,
ar« y*
('} Los déterminants eocadrés, qui sont très-importants pour la réalisation symétrique d'un grand nombre de calculs, ont été introduite dans la Géométrie analytique par Hesse.
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d'où
Ai; = Ai3 = A23 = o,
îAî'
par conséquent, après multiplication par a- h-, l'équation de l'ellipse en coordonnées lignes sera
et celle de Yhjperhole sera de même
rt*a- — /y-«'- — I 1;^ O.
D'un autre côté, pour la parabole
J- ip-T. = o,
iJ Vient
cl ou
Au = A33 = A12 = A23 = o, Aj, = —/)-, Aj;, =/);
et l'équation de la parabole en coordonnées lignes est, par suite,
pv- — 2M = o.
II. — Les coniques et la droite de l'infini. Triangles polaires.
Voyons maintenant à quelles questions donnent lieu les recherches que nous venons d'effectuer, si, à la place d'une droite quelconque du plan, nous considérons la droite de l'infini dans ses relations avec une conique (p. 86). En même temps que nous étendrons ainsi le champ de nos études précédentes, nous aurons occasion d'aborder en passant certaines relations plus générales
indépendantes de cette droite exceptionnelle et qui sont d'une importance fondamentale.
Il y a en premier lieu, pour les courbes du deuxième ordre dans lesquelles A est ^o, une classification qui se présente d'elle-même : c'est celle qui consiste à les distinguer suivant qu'elles sont coupées par la droite de l'infini en deux points réels, en deux points imaginaires ou en deux points coïncidents. D'autres cas ne sont pas possibles, et dans ceux que nous venons d'énumérer nous allons reconnaître précisément les types fondamentaux auxquels nous ont amenés nos problèmes préliminaires. A ce point de vue, nous désignons :
Sous le nom à^ ellipse une courbe qui est coupée parla droite de l'infini en deux points imaginaires ;
Sous le nom àliyperbole une courbe qui est coupée parla droite de l'infini en deux points réels ;
Sous le nom de parabole une courbe qui est touchée par la droite de l'infini.
La question de la situation du pôle de la droite de l'infini forme la base d'une autre classification. Traçons par ce pôle une droite quelconque; cette droite sera divisée harmoniquement par la droite de l'infini et par la conique : le pôle mentionné est donc situé au milieu des deux intersections de la droite avec la courbe, c'est-à-dire que le pôle de la droite de Vinßni divise par le milieu toutes les cordes qui passent par ce point. On l'appelle pour cette raison le centre des courbes du deuxième ordre; les cordes qui y passent sont appelées diamètres de la courbe. Si la droite de l'infini est tangente, le pôle est situé sur elle et est, par suite, à distance infinie. Nous distinguons suivant cette idée :
1° Les courbes à centre, ellipse et hyperbole.
a° Les courbes dépoun^ues de centre, parabole.
Nous nous bornerons d'abord dans ce qui suit aux courbes à centre. Pour obtenir ici d'autres relations entre les diamètres, considérons la droite de l'infini comme si elle était située à distance finie, et transportons ensuite le théorème ainsi obtenu. Soienty la droite dont il s'agit {fig. ai) et c son pôle relativement à la courbe. Si maintenant a désigne un point de y, le pôle b de la ligne ac se trouvera aussi sur y, et a sera le pôle de la ligne bc. Nous appellerons un triangle de cette espèce, dans lequel chaque
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sommet (a, ô, c) est le pôle du côté opposé (a, ß, y), un triangle polaire. Ce triangle renferme trois paramètres arbitraires; en effet, le choix du premier sommet dépend de la détermination de deux constantes (les coordonnées), et, celles-ci une fois fixées d'une manière quelconque, le deuxième côté peut encore être choisi à volonté sur la polaire du premier; il est donc déterminé par une troisième constante. Nous énoncerons la même chose plus brièvement en disant : Il existe un nombre triplement inßni de triangles polaires par rapport à une conique donnée. Si l'on veut obtenir
Flg. 21.
en fait un triangle polaire, il faut qu'aucun des sommets de ce triangle ne soit situé sur la courbe, et qu'aucun de ses côtés ne la touche. Maintenant de la définition du triangle polaire résulte immédiatement : Que les rayons menés par un sommet du triangle polaire sont divisés liarmoniquement par la conique et par le côté opposé; et comme théorème réciproque au point de vue dualislique : Que si d'un point situé sur l'un des côtés d'un triangle polaire on mène les deux tangentes à la conique, ces tangentes sont situées liarmoniquement par rapport au côté lui-même et à la ligne qui joint le point au sommet opposé. Parmi ces rayons figurent aussi chaque fois les côtés passant par l'un des sommets du triangle et les tangentes menées à la courbe par ce sommet. Deux côtés du triangle sont donc l'un par rapport à l'autre en relation réciproque :
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l'un («) divise harmoniquement les rayons menés par a, l'autre (ß) les rayons menés par b. On appelle deux droites de cette espèce, c'est-à-dire telles que le pôle de Vune se trouve sur l'autre, polaires conjuguées par rapport à la conique.
Prenons maintenant comme côté y d'un triangle polaire la droite de Tinfîni; les deux autres côtés passeront par le centre de la conique : ce sont des diamètres conjugués de cette courbe. On entend par là deux droites telles que le point à l'infini de l'une soit le pôle de l'autre. La division harmonique des cordes est alors remplacée par la division par moitié, l'ensemble des rayons issus de a par l'ensemble des droites parallèles à ß. Nous pouvons donc énoncer ainsi la proposition qui précède : Chacun des deux diamètres conjugués divise par le milieu les cordes parallèles à l'autre, et les tangentes à ses extrémités sont parallèles aux cordes qu'il divise.
Deux polaires conjuguées forment toujours un système harmonique avec les deux tangentes menées à la courbe par leur point d'intersection, caries points de contact de ces derniers sont situés harmoniquement par rapport aux pôles des deux polaires.
On peut, en utilisant cette observation, construire dans tout faisceau la polaire conjuguée d'une droite quelconque. Si, en particulier, le sommet du faisceau est le centre de la courbe, on a cette proposition :
Tous les couples de diamètres conjugués sont situés harmoniquement par rapport aux deux « asymptotes » de la courbe, c'est-àdire aux deux tangentes menées à celle-ci en ses points d' intersection avec la droite de l'infini.
Toute conique à centre possède deux asymptotes qui sont les lignes joignant le centre c aux deux points à l'inCni o et o' {ßg. 21, p. io3). Suivant que ces derniers sont réels ou imaginaires, les asymptotes le sont également; ce n'est donc que dans l'hyperbole que ces lignes peuvent être tracées d'une manière effective (p. 12). Ce n'est pas le cas pour l'ellipse; cependant les théorèmes énoncés continuent d'être vrais, parce que les opérations analytiques sont les mômes. Si, en particulier, nous faisons coïncider l'un des diamètres d'un couple avec une asymptote, d'après les lois de la division harmonique, le diamètre conjugué se
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confondra avec cette même droite; par conséquent : Toute asymptote est un diamètre conjugué à lui-même. Si, au contraire, l'un des diamètres divise par le milieu l'angle compris entre les deux asymptotes, l'autre, comme quatrième harmonique, divise par le milieu l'angle supplémentaire ; en d'autres termes : Toute courbe du deuxième ordre a deux diamètres conjugués faisant entre eux un angle droit, et que l'on appelle axes de la courbe.
Les développements dans lesquels nous venons d'entrermontrent clairement combien l'introduction de la droite de l'infini est avantageuse au point de vue des considérations géométriques, en tant qu'elle nous a permis de reconnaître dans certaines relations métriques des cas particuliers de relations plus générales. Les avantages de cette manière d'envisager les choses se présenteront aussi à nous dans l'étude analytique des mêmes questions. Pour utiliser les relations trouvées ici, revenons aux coordonnées rectangulaires, dans lesquelles la droite de l'infini s'offre avec un caractère trèsremarquable. Nous poserons donc
X, — .r, X, -rj, .r3:=zi; «j = «, lt^z=z V, «3 r= I ,
Les équations entre pôle et polaire deviennent alors
iP« = «11 ^ - «li J -r- rt,3, (TX = A,, // -^ Ajî V ~ Ai3, pi> =:ana: ~ a^j -i- a^j, cj — Aj, u - A^^ i> - A,^, > p. 1 = «31 j H- «31 j -- «33; C-. I — A31 K -i- A3Î c -f- Aoî ;
ici a,A = ß*ö et l'on suppose que le déterminant des ß/A n'est pas nul.
Les segments interceptés par la droite de l'infini sur les axes de coordonnées sont infiniment grands ; par suite, leurs valeurs inverses négatives s'évanouissent, c'est-à-dire que, pour la droite de l'ipifini, on a
A cause de (i), on en déduit, pour les coordonnées du pôle de lu droite de l'infini, c'est-à-dire du centre de la courbe.
_ «12«'3î — «SÎ013
ÛI1«Î2 — «?2
An
_ «'lï^IS — «11 «?•«
"n^îi — «7»
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Si A, s, A23, A33 étalent nuls ensemble, on aurait aussi A =0, ce que nous avons exclu. Le centre est donc toujours déterminé ; seulement, si l'on a
il s'éloigne à l'infini ; c'est la condition qui correspond à la parabole.
On obtient directement cette condition en cherchant la relation de la droite de l'infini avec la courbe; on trouve ainsi les caractères analytiques qui servent à distinguer l'ellipse, l'hyperbole et la parabole. Menons par l'origine une droite quelconque faisant un angle « avec l'axe X. Si cette droite coupe la courbe à une distance r de l'origine, on a, pour les coordonnées des points de rencontre,
a:^= rcosa, ^ r= rsina.
On obtiendra les deux valeurs correspondantes de /• en transformant au moyen de ces équations l'équation de la conique
a^^ ar- -f- a,j j* -(- «33-!- lay^xj 4- 20,3^:4- ia^^y=zo. Il vient ainsi
/•*(«,, cos' a -+- «jïSin'a -f- 2<7,, sin a cos k)
-I- arfrt-is cosa -f- «23 sin a) -f- <733 =: o.
Si à l'inverse on attribue à /• une valeur déterminée, on tire de la même équation l'angle correspondant « qui, d'ailleurs, peut être réel ou imaginaire. Dans les deux cas, la courbe a deux points infiniment éloignés, et nous obtiendrons les rayons passant par ces points, c'est-à-dire les asymptotes de la courbe, si nous posons r = 00 . Par là l'équation (4) devient
rt,i cos'a -1- 2«,, siaacosa 4- a», sin*a = <>; d'où
(5) tnpgcc — ~ ^'* ^ ^"«'' ~ """ """ --. ~ "" ~ ^~ ^"
Les deux asymptotes sont d'après cela réelles, imaginaires ou coïncidentes, suivant que Ass est négatif, positif ou nul. Nous avons donc les marques distinctives suivantes pour les coniques
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que nous connaissons :
Aj3>'0 ellipse,
A3J = O parabole,
-^33 "^C o hyperbole.
On voit que la condition donnée ici pour la parabole est identique avec celle trouvée plus haut : on obtient encore enfin cette même condition si l'on part de l'équation de la conique en coordonnées lignes. Cette dernière équation est
Ail «'-4- Aij«^ -^ 2 Au UV -r- 2A,3 U -^ 2Aj3 V -\- A33 :t^ o.
Si la courbe doit être touchée par la droite de l'infini, l'équation
précédente sera satisfaite pour // = o et t^=:o, et nous obtenons
de nouveau la condition
L'équation (5) nous donne seulement la direction des asymptotes ; mais, comme elles passent d'ailleurs par le centre, elles sont ainsi complètement déterminées. Nous pouvons aussi, par suite, établir immédiatement leurs équations. Pour trouver les deux droites menées par l'origine dans la direction en question, il suffit d'annuler le terme le plus élevé de l'équation en coordonnées points, c'est-à-dire de faire
(6) fl!i,a:-4- artijxj-t-rt-äjj* = 0; car il en résulte
(7) - — =tang«,
et ce sont là les équations des deux lignes demandées. Celle détermination revient à rechercher les rapports des coordonnées de leurs points à l'infini. Rendons en effet, pour un instant, l'équation de la courbe de nouveau homogène en posant — > — à la place
de or, jr\ nous obtiendrons les points d'intersection de la conique avec la droite de l'infini en faisant X3 rm o, mais cela donne précisément l'équation (6). On obtient les asymptotes elles-mêmes en cherchant l'équation des droites parallèles aux droites (7) qui passent par le centre ;, n, problème que nous avons déjà résolu précédemment (p. 34). Elles sont immédiatement représentées
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par l'équation (7) si le centre coïncide avec l'origine. C'est ce qui arrive dans les formes d'équations de coniques auxquelles nous ont conduits nos problèmes préliminaires, et que nous avons données alors comme appartenant à l'ellipse et à l'hyperbole, c'està-dire
yi
Ici l'on a pour 1
'ellipse
par conséquent
pour l'hyperbole
par conséquent
Donc les courbes qualifiées ellipse et h/yperbole, d'après leurs relations avec la droite de l'infini, comprennent toutes les courbes désignées auparavant sous ce nom (•). L'équation (6) qui représentait le produit des asymptotes se décompose ici immédiatement en deux facteurs linéaires. On obtient ainsi pour les asymptotes de l'ellipse
\a i,sl—\)\a l>\/—ij et pour celles de l'hyperbole
Pour la courbe appelée plus haut parabole,
jr* — 2/).r — o,
nous avons
Asn '-"^ O,
ainsi que cela doit être d'après notre nouvelle définition. Cette courbe n'a point de centre, et, par suite, pas d'asymptotes proprement dites. L'équation (6) ne nous donne que la direction
(') La >uite montrera quo les deux définitions sont également identiques.
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d'un point à l'infini comptée deux fois; elle devient en effet
Actuellement nous allons dans le cas général prendre le centre pour origine, et choisir deux diamètres conjugués pour axes des coordonnées. Nous pouvons par avance nous faire une idée de la forme d'équation ainsi obtenue pour la conique, si nous partons d'un triangle polaire placé d'une manière quelconque. (Nous avons défini un tel triangle par la propriété que chacun de ses côtés est la polaire du sommet opposé.)
Or si l'on pose dans l'équation générale
par exemple xs = o, la partie restante
an .^-^ -f- 2«ij .r, .r^ -^ «jj xl — o
donne le produifdes deux droites qui joignent les points d'intersection de la courbe et du côté Xz = o au sommet opposé. Cette équation se décomposera en deux facteurs linéaires de la forme
.ri — Ix^ = 0 et Xj — wjTg ■= o.
Si, déplus, le triangle de base est un triangle polaire, les lignes qui joignent le pôle aux intersections de la courbe et de la polaire seront des tangentes de la conique, et, par conséquent, seront situées harmoniquement par rapport aux côtés du triangle de base qui passent par leur point d'intersection. De là résulte
en sorte que le produit de l'équation des deux rayons est de la
forme
jc^ — P x^ ^^ o.
Si maintenant cette dernière équation doit être identique avec l'équation
le terme lat^XiX^ manque nécessairement dans l'équation de la conique, à cause du système de détermination employé pour les coordonnées. Les mêmes considérations sont encore vraies pour les deux autres sommets du triangle; les termes en XiXz et en
X2X3 doivent également disparaître : l'équation de la conique ne renjerme donc que des carrés. Elle devient ainsi
(8) a,,x; -+-a2fr2 +a38'^3 — o»
et elle peut être mise sous cette forme d'un nombre triplement inOni de manières, puisque le choix du triangle polaire dépend de trois paramètres arbitraires. Cette forme, d'ailleurs, doit rester la même si x^ — - o devient la droite de l'infini, et si, d'après ce qui précède, les deux autres côtés deviennent des diamètres conjugués. Nous avons alors seulement à poser
X^ := Xj Xj =:: JT, X^ =:. I ,
Pour effectuer réellement le passage de l'équation générale à celle que nous venons de mentionner, transportons d'abord l'origine au centre. Alors les axes X et Y seront divisés harmoniquement par la courbe et par la droite de l'infini, les termes en x^ x^ et Xi X3 ou en x elj disparaissent, et l'on n'a plus besoin ensuite que d'effectuer une rotation du système de coordonnées.
Posons donc, pour arriver au but,
relations dans lesquelles | = -^, /> = -— sont les coordonnées
du centre; il viendra, d'après les lois de la théorie des déterminants,
/ «u§ -^-aiJl3 +«18 =0, (q] ] «ïiÇ-'-^"'' + «î3 = o,
/« 5j_^ ^.^ — ^81 Aai -f- g,! Ag, H- «33 Aj3 A
( «31 ? + a^\fi -+- «33 — \ = -7—;
on a donc
«81 X -f- rt„^ -f- <i„ = a,j x' -\- «3, y ' -f- -_ .
Multiplions les premiers membres de ces équations respectivement par x,^, I, les seconds membres par x'-+- $, j'-f-»J, i, et
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ajoutons : nous obtiendrons, sous le bénéfice des équations (9), deux expressions différentes pour le premier membre de l'équation de la courbe qui devient, pour j:, =zXy x^ =^y, -1:3 = 1,
(10) o = 22a,itx,jr;i. = «,,j-'*-f-a„y*-4-2ai,.r'j'4--
Les termes en x' , y' ont disparu, tandis que les premiers termes n'ont pas été modifiés. Nous devons exclure naturellement ici, comme plus haut, le cas de la parabole (A33 = o), parce que pour cette courbe le dernier terme devient infiniment grand, et que (géométriquement) son centre est situé à distance infinie. L'évanouissement du déterminant A, au contraire, ne nous empêcherait pas de poursuivre de la même manière les opérations analytiques, seulement leur sens géométrique serait différent. Nous reviendrons plus tard là-dessus.
Les diamètres conjugués fournissent, conformément à leur nature, des systèmes de coordonnées obliques propres à simplifier nos équations. Nous allons d'abord établir la condition analytique qui répond à un couple de diamètres de cette espèce. L'équation de la courbe étant prise sous la forme réduite
(10) a,,ar*-»- 2«,jj-j--ha„j^* -t- ;^— = 0,
la condition pour qu'un point (x, j') se trouve sur la polaire d'un point (x', }') est exprimée par
Q ^ ^,1 x£ -\- a^^yy -h a,î [xf -\-yx'] -\- — = o.
Si ces points doivent être situés à distance infinie et donner ainsi les directions de deux diamètres conjugués, /* et /•' deviendront infiniment grands, en admettant qu'on ait posé
X=rrcOSa, ar' rrr rCOS«',
j' = rsina, j' = rsina'.
L'équation Q = o pour r = /' = 00 se transforme par là en o = ÄJ, cosa CCS«' -h aj2(cosa sin a' -h sina cosa') + «jj sinasin«'; donc, entre les angles de direction a, a' de deux diamètres conju-
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gués existe réquation
«M -+-«i,tanga
(il) tanga' = —
«,, -f- «„ tanga
Pour a = a', on obtient de nouveau la condition (5) trouvée pour Tangle d'une asymptote avec l'axe X, et nous avons vu, en effet, qu'une asymptote peut être considérée comme un diamètre conjugué à. lui-même.
Ici revient au premier rang la question effleurée précédemment de savoir si, parmi les couples de diamètres conjugués, il en existe un dans lequel l'un des diamètres fasse avec l'autre un angle droit. Nous avons déjà vu plus haut la possibilité de ce cas, mais nous devons démontrer aussi qu'il n'existe qu'un système réel de cette espèce.
Comme alors a' doit être égal à 90° -+- a, l'équation (11) devient
12) tanff2a= —
"11— «îî Les valeurs de a qui s'en déduisent
W S =: arc tane —- )
ne diffèrent que d'angles droits; elles donnent donc toujours le même système, seulement considéré autrement, c'est-à-dire qu'j/ existe un système unique de diamètres conjugués rectangulaires. Nous les désignerons sous le nom rf'axes (principaux) de la conique. Le seul cas d'exception possible se présente si l'on a à la fois
«1, — rtj2 r^ O et rt,j = 0.
L'équation (10) de la conique a alors la forme X* -h X* = const.;
elle représente, par conséquent, un cercle. Pour cette courbe, 1 angle « est indéterminé, et par suite il existe un nombre infini de diamètres conjugués rectangulaires, ce qui a, en effet, toujours lieu dans le cercle.
Maintenant, afin de prendre réellement pour axes de coordon-
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nées les diamètres conjugués définis par (12), posons (p. yj) x = jc' cosa — y sina.
( x=: a:' CO I jr =zx' sii
Sin a -t- j' cosa.
Par cette substitution, Téquation de la courbe doit, d'après nos observations précédentes, prendre la forme (8) si l'on y pose Xi = X, X2 = y, X3 = I ; donc, dans la forme réduite
(10) «,,x»H-«äjj*+ 2<7„jy-H- — - =0,
le terme en xy doit également disparaître, et c'est, en effet, ce quia lieu; car, si nous effectuons la substitution (i3), le coefficient de 2x'y' dans la nouvelle équation devient
cosa[a^^ sina 4- a,, cosa) — sina(a(iCOSa -j- «u sina),
et ce coefficient s'évanouit à cause de (11) si, dans cette dernière
équation, on fait a' = a -H 90". jNous pouvons, en conséquence,
poser
, ,, «,, cosa H- a,, sina «u cosa -f- «„ sina
* ' cosa sina
ou
(a,, — À) cosa + «,j sina = o,
Au cosa -+- («j, — ).) sina = o.
Si entre ces équations nous éliminons sina et cosa, nous serons conduits à une équation du second degré en X qui a une grande importance, et dont les racines représentent immédiatement les coefficients de x'- et àe j'- dans l'équation transformée. L'élimination dont il vient d'être question donne en effet
1 «lï
ou, après développement,
Soient X, (i les racines de cette équation; à chacune d'elles correspond, d'après (i4), une valeur de a, et ces valeurs ne peuvent différer que de 90 degrés, si le terme en x'j' doit disparaître. Nous
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avons par suite, pour (jl, les relations
a,tsina — ai, cos« = /xsina, Oit sina — a« cosa = — fi cos«.
Ces équations donnent, conjointement avec les équations (i4)>
011 cosa + 011 sin « = ^ cosa, 01, cosa + â„ sina = "k sina,
le moyen auxiliaire nécessaire à l'achèvement de la transformation. Multipliant la première et la seconde respectivement para: ely, et ajoutant, nous aurons, à cause de (i3),
(«11 sina — «11 cosaja: 4- («i, sina — «„ cosa)j = — jx^';
et, si l'on procède de même à l'égard de la troisième et de la quatrième équation, on obtient
(«Tu cosa -H 01, sina)x -i- («ucosa -i- a,j sinajjr = î^x'.
Si maintenant nous multiplions la première des deux équations écrites en dernier lieu par
— J7 sin a -f- j cos «=y, et la seconde par
xcosa -(- jsina = x',
nous trouverons, en les retranchant l'une de l'autre,
01, x'-f- 201, a:j -4- 0„j' =lx*-{- u^'*,
et, par suite, l'équation delà conique sous forme transformée est
Donc les racines de l'équation (i5) nous donnent eßectivement les coefficients de la nouvelle équation. La détermination de ces coefficients ne cesse pas d'avoir lieu dans le cas exceptionnel mentionné plus haut, où »1 1 = »33 et a^^ = o.
Les deux racines X, p doivent, en outre, être toujours réelles ; car nous avons vu précédemment que, tant que l'on n'a pas A = o ou A33 = o, il existe toujours un couple d'axes réels. Nous pouvons aussi démontrer simplement la môme chose ainsi qu'il suit :
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La résolution de Téquation (i5) donne
et sous le radical figure la somme de deux carrés, c'est-à-dire une expression constamment positive, tant que les coefficients de l'équation de la conique sont supposés être des grandeurs réelles. Recherchons maintenant de plus près quelles sont les courbes comprises dans la forme d'équation (16). Nous pouvons écrire cette dernière de la manière suivante :
XA„ ftAjj
et nous obtenons immédiatement une classification des courbes en question qui s'accorde au fond avec notre classification précédente (p. 108). Le produit des dénominateurs
a, en effet, toujours le même signe que le produit Xpi, Or ce dernier est identique avec A33, car A, [x. sont les racines de l'équation ( i5), c'est-à-dire que l'on a
).a=: oiirtîî— a-^^ = A33.
Si donc nous classons les courbes suivant le signe du produit des coefficients de x* gIj^, c'est la même chose que de les classer comme nous l'avons fait précédemment d'après le signe de A3 3. Les cas qui sont ici possibles sont réunis dans le tableau suivant :
L A33 ^ o ; X et ^ sont de même signe : (i) -^= «'. --4-= b'- -Ellipse.
(i) — r— ; — = — a', — = — i* : Ellipse imaginaire.
^Ajj ^A33
IL A33 <] o ; ?. et a sont de signes différents :
, . A j A - j I Hyperbole rencontrée par l'axe
XA33 ' f*Ajj \ X en des points réels.
, . A j A I Hyperbole rencontrée par l'axe
iA,3 ' tiAjj ( Y en des points réels.
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Les deux dernières courbes ne diffèrent l'une de l'autre que par la désignation des axes de coordonnées. Nous avons donc à distinguer seulement trois cas dont deux (ceux des courbes réelles) nous étaient déjà connus, et il n^existe pas d'autres coniques possédant un centre. Nous n'insisterons pas davantage dans ce qui suit sur l'ellipse imaginaire; on peut seulement observer que son centre et ses axes sont réels, et que les polaires par lesquelles elle est en relation avec des points réels sont toujours réelles.
Les axes sur lesquels s'est concentré notre intérêt dans nos dernières recherches ne sont qu'un couple particulier remarquable de diamètres conjugués ; on est donc porté naturellement à généraliser le problème traité ainsi qu'il suit : Introduire av^ec le secours des diamètres conjugués des coordonnées obliques [non hotno gènes), de telle sorte que l'équation de la courbe soit aussi simple que possible. Comme point de départ, nous nous servirons de la forme simple d'équation précédemment obtenue
qui ne représente positivement qu'une ellipse réelle. Mais il suffira de donner seulement pour cette courbe les explications qui suivent ; les résultats correspondants relatifs à l'hyperbole s'obtiennent en remplaçant b par b\J — i.
Gomme un couple de diamètres conjugués forme toujours conjointement avec la droite de l'infini un triangle polaire relativement à la conique, la forme de l'équatiOn (i) ne sera pas niodifiée si l'on choisit ces diamètres pour axes d'un système de coordonnées obliques. Nous introduirons les nouvelles coordonnées, d'après les développements donnés plus haut (p. 78), au moyen des équations
I X = a*' cos a -f- j' cosjS, \ y=ix' sina -{- /' sinjS, Dans ces formules
est égal à Tangle compris entre les deux diamètres conjugués. L'équation (i) se transforme par cette substitution en
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car, d'après une observation précédemment faite, le coefficient de jf y doit s'annuler, c'est-à-dire que l'on a
cos a cos Ö sinasinS (5) — ^ + -Ä5— =<>•
D'autre part, les grandeurs /? et q dans (4) sont définies par les
équations
il cos* a sin* a
^ ' I _ cos*^ sin*j3
Leur signification géométrique apparaît immédiatement : p et q sont les longueurs des deux diamètres conjugués (mesurés à partir de l'origine jusqu'à un de leurs points de rencontre avec laconique). Posons, en efiet, a/ =o; il vient
et de même, pourj^' =: o,
Les équations (5) et (6) nous permettent donc de calculer ces longueurs au moyen de celles des axes principaux; d'autre part, l'équation (5) est la forme que prend dans le système de coordonnées choisi la relation entre deux diamètres conjugués [éq. (ii), p. 1 12]. Les angles a, ß sont liés par (3) à l'angle compris entre les diamètres conjugués; pour les calculer directement, u étant donné, nous procéderons de la manière suivante. Nous avons les équations
cos« cos]3 -h sin a sin J3 :=: cosu, cos a cos|3 sin « sin S
a* --—6^=°' lesquelles donnent
cos«cosp = -- — -—cos«, smasm3:=-- -cos«;
d'où, par soustraction,
(7) COS(a4-l3) = -j— -^COS«.
Cette équation fournit deux valeurs égales et de signe contraire ± V pour 3c -h ß; et de là résultent, à cause de (3), les relations
— «zhi' ^ u±v u= , p =
ii8 Tom I. — cBAriTSB n.
Nous obtenons ainsi, comme on pouvait s'y attendre eu égard à la symétrie de la courbe par rapport aux axes, deux systèmes de diamètres conjugués dont l'un est vis-à-vis des axes la reproduction de l'autre ; car la seconde valeur de ß est égale à la première de oc, la seconde de a à la première de ß et inversement.
Dans y ellipse, ces solutions ne sont réelles qu'autant que
cos«
< fl« -i- 6« '
nous obtenons donc une limite pour l'angle m, et le plus petit angle que puissent former les diamètres conjugués est ainsi déterminé par
cosu=z — — ,
d'où l'on tire
« b tang - " - .
Les deux diamètres conjugués sont dans ce cas les diagonales du rectangle circonscrit à l'ellipse parallèlement aux axes ; l'angle de ces diagonales est divisé en deux parties égales par les axes. On a d'ailleurs ici
cos («H- P) = I
et, par suite,
c'est-à-dire que les deux diamètres ainsi déterminés sont symétriques entre eux par rapport aux axes.
Il n'existe pas de cas limite semblable relativement à Vhjperbole. On a pour cette courbe
COS a -4- S =-T j^ cos«.
^ ' or -i- b'
Aucune sorte de restriction ne peut donc se présenter, car on a constamment b^<^a^. Nous savons même que u peut recevoir la valeur zéro, car toute asymptote est un diamètre conjugué à luimême.
Un second procédé élégant pour résoudre le problème traité, procédé analogue à celui qui a été employé pour les axes, consiste dans la recherche directe des valeurs de p^ et (/^ au moyen d'une équation du second degré formée exprès. Nous avons obtenu
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entre p, ^, a, ß les équations (5) et (6) *
I cos' a sin' a y*~ a* "^ 6» '
cosacosiS sinasinS " = —^+-45-'
I COS* 3 sin' S
_ ^rz L ^ L.
Multiplions la première et la deuxième équation une fois par sinß et — sin a respectivement, puis une seconde fois par — cosjS, cosa, et ajoutons séparément; nous obtiendrons
sinS cosa . cosS sin a .
— = r-Sin«, r^=— rr-Sm«.
De même, on tire de la deuxième et de la troisième équation, en les multipliant respectivement par sinß, — sinor, puis par — cos|3, cosa et ajoutant comme précédemment,
sin a cos S . cosa sin 3 .
^r = — . - sm «, — ~ — -— - sm «.
q* ar if^ o*
Si l'on forme ensuite le produit de la première et de la quatrième de ces quatre dernières équations, puis le produit de la deuxième et de la troisième, et qu'on retranche ces produits l'un de l'autre, on trouve
(8) p'^'sin'« =: a'i*.
Nous pouvons donner à cette formule une interprétation géométrique simple. En effet, ^ah est égal à l'aire du rectangle circonscrit à l'ellipse parallèlement aux axes; l^pq sin m, d'autre part, est l'aire du parallélogramme circonscrit à la courbe parallèlement aux diamètres p, q.
D'après cela, l'équation (8) signifie que :
Un parallélogramme circonscrit à la conique et dont les côtés sont parallèles à deux diamètres conjugués a une aire constante.
Écrivant maintenant les équations déduites de (5) et (6) sous la forme
a' sinjS = />* cosa sinw , i* cos|3 = — /»' sin a sin h, fl'sinar= — y' cos ;3 sin«, 6' cos a = 7' sin ^ sin«,
Cl multipliant celles de gauche par cosar, — cosß respectivement, puis celles de droite respectivement par — sina, sinß, nous obtenons par addition
!fl* =/)* cos* a -+- 9' cos*p,
Et de là résulte immédiatement
c'est-à-dire que la somme des can-es des longueurs de deux diamètres conjugues est constante. Les équations (8) et (10) nous permettent de reconnaître que p^ et q^ sont les racines d'une équation du second degré, et, pour préciser, de la suivante :
^ ' ^ ' sm*ö
Si donc on connaît les axes de la courbe, cette équation donne pour chaque valeur de u les carrés des diamètres correspondants. Il vient, en effet,
^ _ flî + z,î /"/a-'-hb^y 7^
2 \ \ -2 j siu''«
,_a»H-Ä» //fl«4-J^\*_ a*b*
2 V V ^ / sin*«
Ces expressions sont, sous cette forme, tout à fait semblables à celles que nous avons obtenues au moyen de l'équation
pour les carrés des valeurs inverses des axes. Lorsque p^ et q- ont été déterminés par cette voie, les angles a et ß s'obtiennent au moyen de (6); on trouve ainsi
cos» S = i-
un* a = —
Sin* S = i-
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L'équation (ii) nous apprend que dans l'ellipse/?' et y', tant qu'il 9ont réels (c'est-à-dire tant que u ne dépasse pas la limite inférieure donnée), ont des valeurs constamment positives. A l'inverse, dans l'hyperbole ( — b- au lieu de b^), l'une des valeurs est toujours négative, l'autre positive ; l'un des diamètres conjugués coupe donc toujours l'hyperbole en deux points imaginaires, l'autre en deux points réels. Leurs directions, au contraire (c'est-à-dire les angles a, ß), sont constamment réelles, parce que u n'est ici soumis à aucune restriction. L'équation de l'hyperbole rapportée à un couple de diamètres conjugués a par conséquent la forme
De là résulte en général le théorème suivant :
L'équation de la courbe rapportée à ses diamètres conjugués a la même forme que l' équation de la courbe rapportée à ses axes, c'est-à-dire que les signes des coefficients de x- etj ^ sont les mêmes dans les deux formes d'équation.
Pour Vhyperbole, il existe un autre système de coordonnées réelles très-voisin du précédent, et par l'introduction duquel son équation acquiert un haut degré de simplicité : c'est le système des asymptotes. Pour l'ellipse, l'application de ce système a moins d'importance, parce que dans cette courbe les asymptotes sont imaginaires et que nous aurions, par suite, à attribuer aux variables des valeurs complexes pour représenter des points réels.
Soient a, ß les angles des deux asymptotes avec l'axe X, ce qui entraîne ß=:i8o" — a, et soit l'hyperbole donnée par l'équation
les formules de transformation que l'on doit employer sont
a: = x* cosa -h J^ COSjS,
j = jr' sin a 4- j"' sinS.
Or on a
tanga = -
et, par suite.
cosk =: — ms^ := T sina = sinS;i=
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nous devons donc poser
Par cette substitution, l'équation de la courbe prend la forme simple
relation qui établit le théorème suivant :
Si l'on mène par un point de l'hyperbole des parallèles aux deux asymptotes , le parallélogramme formé par ces parallèles et par les asymptotes a une aire constante.
Il nous reste à traiter d'une manière semblable les coniques pour lesquelles A33 est égal à zéro, c'est-à-dire celles qui sont dépourvues de centre, les paraboles. Prenons leur équation sous la forme générale
«,,x*-f- 2a,jj-j-f-ö„j'-4- 2«,3.rH- 2fl„ j -I- a,, =: o,
A33 = rt| , «22 — «?2 ctant égal à zéro.
Si nous ne prenons en considération que des éléments réels, «i, et «22 doivent avoir le même signe, condition nécessaire pour que leur produit soit égal à un carré, et nous pouvons poser
rtj, r— m sin' a, a,, = m cos* a, Al, = — m sin a cos a,
relations par lesquelles la condition A33 =-- o est identiquement satisfaite; a est défini à un multiple près de tt par
tanga = 1
et m s'obtient alors au moyen des équations de substitution. Par l'emploi de ces dernières l'équation de la parabole se transforme en
(12) m(x8ina —/CCS«)* -»- aa,,x -+-2a,s j -h a„ =: o.
Dans cette équation les termes de la plus haute dimension
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forment le carré parfait d'une expression linéaire, et ce fait est caractéristique pour la parabole.
Afin de reconnaître le sens géométrique de la direction a, faisons tourner le système de coordonnées de manière que cette direction devienne parallèle à l'un des axes. On se sert pour cela des formules de transformation qui suivent :
ar = 3/ CCS a — y' sin a,
y ^n x' sin a.-~- jr' cos a.
L'équation de la courbe se transforme alors en (i3) my*-f-2/7x'-4- a^/H-^jj = o,
avec
p =r a,, cos a + 0}} sin a,
q-= — a,j sin a -4- fljs ces a.
L'équation (i3) peut aussi s'écrire sous la forme
\ 2/? imp
Si donc on pose
m ip imp
on obtient Y équation de la parabole sous la forme connue
( i4) my"^ -h iipx" = o,
que nous avons déjà considérée dans les problèmes préliminaires. La nouvelle origine se trouve sur la courbe, et la courbe elle-même est située symétriquement par rapport à l'axe j" = o. La direction a est celle de cet axe, c'est-à-dire la direction d'un point à l'infini de la parabole. Nous voyons, par conséquent, que toute conique qui touche la droite de V infini est une parabole dans le sens employé plus haut.
Il existe un système de coordonnées obliques dont la relation avec le système rectangulaire que nous venons d'employer est la même que la relation du système composé d'un couple de diamètres conjugués avec le système des axes dans -les coniques à centre. Nous pouvons considérer le point à l'infini de la parabole comme
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son centre, et désigner en conséquence par diamètres de la courbe toutes les droites qui passent par ce point, c'est-à-dire toutes les parallèles à l'axe de la parabole. Si maintenant nous fixons un autre point de la droite de l'infini et que nous tracions toutes les parallèles issues de ce point, toutes ces lignes seront divisées harmoniquement par la polaire du point choisi à l'infini et par la parabole. Or nous pouvons définir en général la polaire comme la ligne qui joint les deux points de contact des tangentes menées à la courbe par le pôle. Dans notre cas, l'une des tangentes est la droite de l'infini elle-même, et l'autre court parallèlement au système des cordes que nous avons menées par le point choisi à l'infini. La polaire de ce dernier point est donc la ligne menée par le point de contact de la tangente mentionnée en dernier lieu, parallèlement à l'axe de la courbe (c'est-à-dire dans la direction du point à l'infini de la parabole), et le théorème sur la division harmonique se transforme dans le suivant :
Chaque système de cordes parallèles est divisé eji parties égales par une droite passant par le point de contact des tangentes parallèles à ces cordes, et dirigée parallèlement à l'axe de la parabole.
Sont naturellement exceptées les cordes parallèles à l'axe. Si, en particulier, la direction du système de cordes parallèles est perpendiculaire à l'axe de la courbe, cet axe est lui-même la droite de division.
Introduisons maintenant un nouveau système de coordonnées formé d'une tangente de la courbe et d'une parallèle à l'axe menée par le point de contact (et appelons ß l'angle compris entre les deux lignes) ; la forme d'équation de la parabole ne sera pas par là modifiée plus que ne l'est celle des courbes à centre lorsqu'on prend pour axes de coordonnées deux diamètres conjugués. Partons, en effet, de l'équation
j* = 7.px,
et soit {tty b) un point de la parabole, les équations qui font de ce point la nouvelle origine sont
X=z x' + y cosp -Je- rt,
y=iy%\np -h b.
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Cette substitution effectuée, l'équation de la courbe à cause de
se transforme en
j'* sin'|3 -i- 2}''^sinp — 7.p.r' — 2/?r'cos|3 = o.
Cette équation ne doit cependant renfermer y' qu'au carré, car toute parallèle à l'axe Y' est nécessairement divisée par moitié par l'axe X' et par la courbe; nous avons donc à choisir ß de telle sorte que
If sin^ = p cosp ou tang S = ~ • Mais l'équation de la parabole devient alors
•^ "sin^iS'
elle est donc, en fait, de la même forme que l'équation normale donnée pour cette courbe.
m. — Système de deux droites.
La transformation au moyen de laquelle nous avons ramené l'équation de la parabole à la forme (i4) i^'ä de sens dans sa teneur qu'autant que
p = fljj CCS a -f aj3 sin a
est différent de zéro. Si, au contraire,
p = o, nous obtiendrons
(i) mj'* + 2^j>'-f-a33 = o,
c'est-à-dire que la courbe se compose des deux lignes droites
r et s sont ici les racines de (i), et les droites sont parallèles à l'axe X'. Si, en particulier, /■ = s, la courbe est représentée par une droite comptant double. Maintenant le cas de /3=o correspond à la condition de l'évanouissement du déterminant de la conique.
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L'équation de ce dernier est en effet ici
m(xsina — /cosa)*4- 2013 J^ + 2«23j •+- «33 = o;
par conséquent on a
m sin* a — msinacosa 0,3
— msinacosa m cos* a 0,3
et ce déterminant est effectivement nul ; car, si nous multi plions la première ligne horizontale par cosa, et que nous lui ajoutions la seconde multipliée par sina, tous les termes de la nouvelle ligne ainsi formée s'évanouiront. Nous nous proposons maintenant de montrer qu'en général une conique dont le déterminant est nul se décompose en un couple de lignes droites {*). Le point d'intersection des deux droites du couple sera d'ailleurs généralement situé à distance finie; si dans l'exemple cité plus haut le point en question était un point de la droite de l'infini, cela tenait à ce que nous étions partis de la parabole et que nous supposions, par conséquent, A33 = o. Pour voir qu'il en est ainsi, partons d'abord de l'équation centrale de la conique générale, équation que nous avons trouvée être
«1, X* -r- «îï J* -!- 2«ii xj -4- -— = o.
Faisons
et supposons que A33 ne soit pas nul; l'équation «11 X* -\- «j, j* H- 201, j:j = o
se décomposera en deux facteurs linéaires. Posons en effet
/ et soient À', À" les racines de l'équation du second degré (2) «11 ^* + 2^1, ). 4- «jj = o;
(') Nous désignerons souvent les coniques qui dégénèrent ainsi en un couple de droites par le nom de co/iiques évanouissantes, et nous emploierons plus tard la même expression ii l'égard de celles qui dégénèrent en un couple de points.
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on a
«11 el l'équation de la conique devient
(x-yj)(x-rjr) = o;
la courbe se décompose donc en deux droites passant par l'origine. Suivant le signe de A33, nous pouvons partager les systèmes de droites en deux groupes, de même que nous avons divisé les courbes à centre en ellipses et hyperboles.
1** A33 <^o. Couple de droites réel, et ayant, par conséquent, deux points réels à distance infinie comme l'hyperbole ;
2° A33 ]> o. Couple imaginaire de droites, rencontré par la droite de l'infini en deux points imaginaires comme l'ellipse. L'intersection des deux lignes est seule réelle, comme cela a toujours lieu dans les droites imaginaires conjuguées.
Le cas intermédiaire A33 = o donne deux lignes parallèles, rencontrées par la droite de l'infini en deux points coïncidents comme la parabole. Après cette orientation provisoire, nous allons traiter le cas de A = o d'une manière encore plus générale, et sans aucune hypothèse particulière sur la position du système de coordonnées.
Nous avons vu que les équations qui lient un point a: à sa polaire u, relativement à la conique
H.an.x,xi = 0, étaient
;■ 0 «, = «1, .r, -J- ou JTj -f- rt,3 J-j,
(3) - p «ï =r rtj, X, -h «jî Xj 4- «23 JTj,
( pU^^Z «31 X, -h «3, Xj -H «33 .^3.
Ces équations continuent encore d'exister lorsque A devient nul. Dans ce cas, toutefois, elles ne sont plus résolubles, c'est-à-dire qu'à chaque point continue decorrespondre une polaire déterminée, mais à celle polaire ne correspond plus inversement un pôle déterminé. Nous pouvons d'ailleurs déterminer un point \ dont les
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coordonnées satisfont simultanément aux trois équations
car la condition unique pour que ces trois équations aient lieu ensemble est précisément
La polaire du point ^ est par conséquent indéterminée (c'est-àdire que, dans un certain sens, nous pouvons considérer toute droite du plan comme sa polaire), tandis que, d'autre part, la polaire de tout autre point passe par ce même point ^ ; car si nous multiplions les équations (3) respectivement par ^), ^2, ta et que nous ajoutions, nous voyons que la condition
est satisfaite indépendamment des valeurs de x, c'est-à-dire pour les polaires 4e tous les points du plan (le facteur p qui intervient dans la dernière équation ne sera nul que si les aijf sont tous nuls ensemble, circonstance que nous excluons).
Donc, réciproquement, on ne peut considérer comme polaires de points que les droites qui passent par \, si l'on ne veut pas considérer toutes les autres droites comme polaires du point \ luimême. Mais à chacune de ces droites u appartiennent une infinité de points comme pôles; car, x étant un point satisfaisant aux équations (3), ces équations seront aussi satisfaites, en vertu de (4)> par tout point \ H- \x de la ligne qui joint x et ^.
Pour reconnaître la forme de la courbe elle-même, considérons la ligne qui joint \ avec un point quelconque x de cette courbe. Substituons ^ H- Xx à a: dans l'équation de la courbe, et nous obtiendrons une équation
P-t- 2XQ-h)i«R = o, dont les coefficients sont tous nuls ; car on a, d'après (4 ),
donc \ est situé sur la courbe. On a d'ailleurs, d'après l'hypothèse, R =r 22 aiifX(Xif =z o
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et aussi, en vertu de (4),
Q = 22 an^liXi = o.
La ligne ^-r-Xx appartient donc tout entière à la courbe et cette dernière ne peut par conséquent consister qu'en deux droites se coupant en \, et précisément en deux, à cause du degré de l'équation de la conique. Les coordonnées du point \ doivent être déterminées au moyen de deux des équations (4); nous pouvons donc écrire son équation sous les trois formes
l A„tt, -t-A,itt,-4- A,3«3 = o,
(5) < A,i«, -t- Ajjtt2-+- Aj3aj = o,
( A„«,-f-A„«, + A,aä, = o,
dont chacune a le même sens que l'équation
£,«,-+- Ç,tfa-T- 5jtt3 = 0.
Nous pouvons pour cette raison poser
iAii = «1?, A,5 := U-li li, Aïî — t*?2, A,3 = t*;, ;3, » —S A X ^
Donc les déterminants mineurs du déterminant d'une coni(/ue é\'anouissante sont proportionnels aux carrés et aux produits de trois grandeurs qui sont les coordonnées de son point double (^).
, Nous serons conduits par une autre voie à l'équation de ce point double, si nous formons l'équation de la conique en coordonnées lignes. Celte dernière est, en efifet, dans le cas général,
A,,«^ -h Asî«2 -^ ^ii"l + 2A,jttittj-f- dAijWittj-r- 2Aî3«iaj = o.
Nous en avons tiré déjà auparavant la condition à laquelle doit satisfaire une droite u pour rencontrer la courbe en deux points coïncidents. Cette dernière circonstance n'est possible dans un couple de lignes, tant que ce couple ne dégénère pas en une ligne double, que si la droite u passe par le point double du couple, et, en fait, l'équation en coordonnées lignes se transforme à cause de
(6) en
(c,a,-i-;jai-+- Ç3O3)- = 0;
c'est-à-dire qu'elle donne l'équation du point double compté deuxjois.
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Les coordonnées (a,- et ß/) des deux droites, en lesquelles dégénère la conique, se déterminent au moyen des équations
(7) j«t^î = «M» «lPï+ «jPi= 2«12. ( «3P3 = «38. «ïPs -+- «3^1 = ^««.
qui s'obtiennent elles-mêmes en identifiant les coefficients des produits égaux dans l'équation de condition
Les équations (7) ne varient pas si l'on multiplie en même temps «o 0^2, «3 par une certaine grandeur k, et qu'on divise ßi, ßa» ßs par cette même grandeur, et, comme nous n'avons aflaire qu'à des rapports de quantités, une opération semblable est indifférente pour leur interprétation. Nous pouvons donc supposer l'une des six inconnues «,, «2» ^3, ß,, ßa, ßs égale à l'unité et nous avons alors six équations à cinq inconnues. Elles ne sont pas en général résolubles, et, pour qu'elles le soient, il faut qu'il existe une équation de condition entre les coefficients a/;t. Mais, dans notre hypothèse, cette condition est donnée par l'équation
et nous verrons plus tard que l'évanouissement de A est la seule condition possible entre les a/Ä qui conduise au but. Pour calculer les inconnues elles-mêmes, on peut, par exemple, diviser par «4 ßt dans «2 ßj et «i ßa -f- ßi «a î on obtient ainsi la somme et le produit
de -^ï ^ et ces quantités sont, par conséquent, déterminées par une
équation du second degré : on trouve ensuite les autres linéairement.
La méthode suivante est d'ailleurs plus symétrique et plus élégante. Le point $ est l'intersection des lignes a et ß ; on a donc les équations
«lÇl+««Çt+ «3^3 = 0,
|3iÇt4-P.Ç.-M33Ç» = o, et par conséquent aussi
2pÇi = «îP3— Pt«8>
(8) \ 2pÇ, = a,|3, — p,«i,
apÇ5 = «,p,— ^t«i«
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On a donc en vertu de (7), si Ton imagine que les ^ soient déterminés par (4), les neuf équations suivantes pour le calcul des a et des ß,
1 «1^1 = 011» «ïPi = «ii— o?3. «api^'^ai-t-pÇ».
«i^i = «i|-+-pÇ3> «t.ôj = «»«. «3^j = «3i — pli.
. «1^3 = «13— P S«» «J^3 = «î3-f-pÇl' «3^3 = «33-
D'après cela, les rapports actl xî'. as et ßi ! ßa I ßs sont immédiatement donnés dès que p est connu. Cette quantité p a d'abord été introduite comme facteur de proportionnalité, et serait en cette qualité complètement arbitraire. Ici, néanmoins, elle dépend, à cause des équations (ö), du facteur de proportionnalité /ut. Nous pouvons, en effet, en vertu de (7), exprimer les déterminants mineurs A/A au moyen des a et des ß, et nous devons arriver alors à des expressions identiques à celles qui dérivent de l'équation (8) pour les carrés et les produits des Ç. On a, par exemple,
4Aii = - («,^3- p,«,)' = - 4p«i=,
et par conséquent, à cause de (6),
ce qui détermine p de manière qu'il n'y ail plus dans les seconds membres de (9) que les a/A entrant linéairement. Nous avons pour p deux valeurs
mais toutes deux donnent le même résultat, car on reconnaît facilement que les valeurs des a et des ß ne font que s'échanger si l'on remplace 0 d'abord par + ^ — pi, puis par — y/ — /ut, et notre problème est par conséquent résolu. Les coordonnées des deux lignes de la conique évanouissante sont données par
Pl'Pi'-P3 = «11
Ajalaji :«23-+-V^— Au,
A,, : a^^—sj— Ail ' «3S.
: a,i — ^— A,3 : rtji -+- V — A«'
= «ij+v'^
•A,3:«,, laj,— v''— An,
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La proposition réciproque, à savoir que A est nécessairement nul lorsque la conique dégénère en un système de droites, est également vraie ; alors, en effet, les équations (6) se transforment, par suite de l'existence des relations (7), en
p' «î — Pi^<Xi-ri + ctilßiXi,
et ces trois expressions s'évanouissent identiquement pour a. = ^,
parce que
2a,Ç,= o et iPili^o,
c'est-à-dire que les équations desquelles résulte
A = o ont encore lieu.
Le point de départ de nos considérations sur les coniques évanouissantes a été l'indétermination de la relation polaire qui se présentait ici sous un aspect particulier. D'autre part, cette face de la théorie des polaires se comprend d'elle-même géométriquement d'après nos études générales ; car il résulte immédiatement de la théorie du quadrilatère complet que tous les rayons d'un faisceau rencontrent les deux droites de manière que le point quatrième harmonique soit situé constamment sur une droite passant par le point double. Et inversement il est clair que tous les points de la droite quatrième harmonique à une droite passant par le point double et au système des deux droites données présentent avec la droite que nous venons de désigner comme passant par le point double la relation de pôle à polaire. On construit par suite la polaire d'un point en joignant ce point au point double, et en cherchant la droite quatrième harmonique à cette ligne de jonction et aux droites dont se compose la conique. Ces couples de lignes harmoniques aux deux lignes primitives correspondent aux couples de diamètres conjugués dans les coniques non décomposables, en tant que le point double peut être considéré comme un centre.
On suppose dans toutes ces considérations que les équations (4) déterminent d'une manière effective le point double. Or il n'en est plus ainsi lorsque ces équations se réduisent à l'équation unique
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dont elles ne différent alors que par des facteurs constants (m,). Nous pouvons, dans ce cas, poser
Mais, comme a/^ = ^ao nous avons aussi
m, : mj : m, =3 y, : y. : 73,
et, par conséquent, /e5 coefficients de V équation de la conique deviennent proportionnels aux carrés et aux produits de trois grandeurs ; autrement dit, il vient, en désignant par [t. un facteur de proportionnalité,
«îî = .^72» «31 =.=^73 71'
Il résulte aussi de là que le premier membre de l'équation de la courbe devient le carré parfait d'une expression linéaire
11 ai^.Xi.T,, = (71X1 H- yj Xj -h 73^-3 )',
et la conique consiste en une ligne double : tout point de cette dernière doit alors être considéré comme un point double.
Les équations (10) entraînent visiblement l'existence simultanée des relations suivantes :
A,i = o, Aij = o, A„ = o, A3, = 0, A33 = o, Al, = 0.
D'un autre côté, de l'évanouissement de ces déterminants mineurs résultent de nouveau les équations (10); par conséquent:
»Si non-seulement le déterminant d'une conique, mais encore tous ses déterminants mineurs sont nuls, la conique se compose d'une ligne double.
En effet, l'équation en coordonnées lignes
llAitUiUi. = o
est alors satisfaite par toute droite u, ainsi que cela^doit être.
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puisque toute droite rencontre en deux points coïncidents une droite qui compte doublement.
La considération de ces dégénérations (couple de lignes et ligne double) pourra nous être, suivant les cas, d'une très-grande utilité pour l'étude des coniques générales. Ici s'offre, en effet, le problème de déterminer le produit de deux tangentes menées d'un point à la courbe, problème que nous nous proposons de traiter comme une application des développements qui précèdent. Menons par un point j tous les rayons possibles et déterminons sur eux des points z, tels qu'avec j' et les deux points d'intersection du rayon avec la courbe ces points forment un rapport anharmoniquc donné «; les points z, ainsi que nous l'avons trouvé en abordant la théorie générale des coniques, sont situés sur une courbe du deuxième ordre répondant à l'équation
(a+ i)«PR — 4aQ2 = o,
P, Q, R ayant la signification que nous allons rappeler. Nous avions, en employant la notation symbolique,
P =: (a,J, +«-27, -^«373)*'.= llui^YiXky
Q = ( «1 Zj -h fl-, Zj -H «3 Z3 ) ( «1 j i -\- «j jj -h «3 J3 ) — 11 ai^Zifk'
Pour la valeur particulière a-~ — i, nous avons obtenu une ligne double
la polaire du point^^ Si, au contraire, on doit avoir a. = ~{-i, en vertu des considérations générales présentées sur le rapport anharmoniquc, deux des quatre points coïncideront nécessairement l'un avec l'autre. La ligne jz rencontrera donc la courbe en deux points coïncidents, autrement dit elle lui sera tangente; et l'équation obtenue pour a ::^ -f- 1 nous représente le produit des deux tangentes menées de y à la courbe; cette équation est
(11) ^ PR — Q*=o.
Pour la décomposer effectivement en ses facteurs linéaires, nous procéderons de la manière suivante : vi étant les coordonnées de la polaire du point ^ relativement à la conique donnée
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les coefficients des z dans Q seront
(12) OT,- = anx^ + «.î Vî -l- «/ara ( ' = i » 2j 3 ).
Il suffit alors de substituer dans (9) aux quantités a/^ les coefficients de ZiZk dans (ii), c'est-à-dire les grandeurs
Les coordonnées a/ et ß, des deux tangentes se déterminent donc au moyen des équations
«,P,=a,,P — <r-»7, «î^i = «îiP — <r'fî«'i — PJ3. a3t3i=<73iP — ^**'3^'i + PJ2>
Ici lesj^ sont immédiatement donnés, et nous n'avons plus qu'à déterminer encore p pour pouvoir indiquer de suite les rapports des or et des ß. Cette détermination est fournie de nouveau par les équations (6) ; car, en vertu de (6), nous avons
les A^;t dérivant des A/^, si dans ces derniers on substitue aux a/^ les grandeurs a/;^ P — a^ ç,^. ^^
Formons maintenant les neuf équations (i3), multiplions chacune par '7^ViVk, et additionnons-les toutes; nous obtiendrons, à cause de (12),
Nous pouvons encore transformer d'une manière convenable l'expression qui figure dans le premier membre, en prenant pour base l'équation de la conique en coordonnées lignes sous la forme de déterminant, telle que nous l'avons donnée (p. 100),
Appliquons cette représentation à notre cas, et écrivons de nouveau au lieu des a/^ les grandeurs a/^P — o^ViW/s', l'équation (i4)
i36 devient
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«1, P— d'c; a,jP — T*«'ii'j «ijP — «r'f, «'3 «'t
a„ P — T'fj f, a,j P — T-i'l a,3 P — <t*»'j Tj c,
OU, si l'on multiplie la dernière ligne horizontale du déterminant respectivement par a^Wi, ct-p-o, a' t'a, et qu'on l'ajoute ainsi modifiée à la première, à la deuxième et à la troisième ligne horizontale.
pî p2 = 7»
^'11 P ^'uP ^'isP »'l
«21 P C/22 P ffî3 P »'î
rt,, a.-i a,, V
Si l'on multiplie ensuite les trois premières lignes verticales respectivement par > i, y^, J3, et qu'on les ajoute à la quatrième ligne verticale multipliée par — a, comme, à cause de (12),
il viendra
PA
et nous avons par suite à substituer dans (i3) pour p les deux valeurs
p=-h^PÄ. et p= — v^PÂ;
un échange des deux valeurs n'a pour conséquence qu'un échange des deux lignes a et ß; il n'y a donc pas lieu de s'y arrêter. Le signe de p'^ nous donne un critérium pour la position du point j relativement ù la courbe ; pour une courbe réelle nous avons à distinguer les cas suivants :
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1° p' z= PA^o. Les deux tangentes sont réelles. 2" p^ = PA <;; o. Les deux tangentes sont imaginaires. 3° |5* = PA = o; Les deux tangentes se confondent en une seule (P = o).
Le plan est donc partagé par une conique réelle en deux parties : l'une (la partie intérieure) ne renferme que les points à couple de tangentes imaginaires, l'autre (la partie extérieure) les points à couple de tangentes réelles. Pour les points de la courbe, il V a passage du réel à l'imaginaire en ce sens que les deux tangentes en ces points coïncident.
Le système des tangentes menées d'un point j' à la courbe nous a apparu comme la dégénération d'une conique ayant la forme d'équation (p. q5)
(16) (a-M)»PR — 4aQ' = 0.
Si nous considérons ici a comme un paramètre variable, l'équation représentera un système composé d'un nombre simplement infini de coniques, parmi lesquelles figurent en particulier la polaire de j comptée doublement et le couple de tangentes. On obtient aussi ces deux mêmes courbes si l'on remplace la conique
P=ro
par une autre quelconque du système; autrement dit, toutes les coniques du système ont pour le point y le même couple de tangentes et la même polaire. Si l'on pose, en effet, z -h Xy au lieu de z, on obtient
(a-hi)'P(R-f-a>Q-h).'P) -4«(Q-i- >P)»=o ou
en faisant
?'=:(« + i)*PR — 4aQS
Q'^(«-i)'PQ.
P'R' — Q» = (a» — i)«P*(PR— Q*).
ou
Les expressions P'R' — Q'^ et Q'-, qui, égalées à zéro, donnent les équations du couple de tangentes et de la polaire pour une courbe du système, ne diffèrent donc que par un facteur constant
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autre que zéro des expressions correspondantes relatives à la courbe donnée ; et par là se trouve démontré notre théorème : Toutes les coniques du système (i6) 5e touchent en deux points, et (j) est le pôle de leur corde de contact.
Nous allons, pour finir, effectuer la décomposition de l'équation du couple de tangentes dans un exemple simple. Etant donnée l'ellipse
il-»-«»
on demande de déterminer le couple de tangentes menées à cette courbe par un point (Ç,yi)- On a ici
^ - ^ "•" ir-
L'équation du couple de lignes peut dans cette circonstance s'écrire
a«i'(PR- Q*)=:r(.r>,— jÇ)*— (^ — Ç)«i*— (j— 73)«a» = o;
pour décomposer cette expression en ses deux facteurs linéaires
ax -f- ßj -f- 7 = G, afx -h P'y + y' = o,
nous avons à nous servir des équations en a, ß^l ces dernières, si on les multiplie toutes par a^b^ et qu'on pose p à la place de pa^b^f prennent ici la forme suivante :
««'= >J* — ô», |3a'r=— Çïj — p, yx' - Z>»Ç-4-p>j,
ap' = _ ç, -+- p, PP' =r V - a*, yP' r^ a\ - pÇ, «7'= é*Ç-pu, Py'= fl«,-HpÇ, 77'=_ô«ç»-a«i3«,
où l'on a, d'après (i5), et comme on le démontre aussi sans peine directement
p« = 6«Ç«-+-a«ïî» — a«A«.
Les équations des deux tangentes cherchées sont donc, si p dé-
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signe une des racines de l'équation en p^, données par
**f 1-^ — 5) -+-«'13(7 — >?) H-pfÇj — XT3; = o et
*»Ç(j:— Ç) -f- a*r,{x — m) — piïjr —xn] —o.
Des considérations semblables peuvent cire développées d'une manière simple à l'égard de l'hyperbole et de la parabole.
IV. — Sur les problèmes réciproques
Si, dans nos recherches précédentes, nous sommes constamment partis de l'équation de la conique en coordonnées points
c'était seulement pour nous rattacher à la conception plus usuelle où l'on envisage le point comme élément générateur des figures géométriques. D'autre part, nous étions autorisés à cette étude non dualistique par ce motif, qu'en général, comme nous l'avons démontré, une courbe du deuxième ordre est aussi de la deuxième classe. En efTet, en prenant pour base l'équation de la conique en coordonnées lignes
;'i) llkikU^u^z:=[K^u^ -J- AjUj-h Aj«,)- - o,
nous serions conduits à des problèmes identiques à ceux que nous avons traités déjà; seulement ces problèmes nous apparaîtraient à un autre point de vue. Il n'en est toutefois pas ainsi pour les coniques évanouissantes, et, au lieu du couple de lignes, on rencontre le couple de points. Nous allons indiquer d'une manière générale dans ce qui suit le chemin que prendront avec ce point de départ les recherches corrélatives de celles qui précèdent. Pour plus de clarté, nous écrirons, en face des théorèmes et des problèmes qui s'offrent maintenant à notre examen, ceux qui leur correspondent dualistiquement et que nous avons étudiés plus haut. Le point de départ de la théorie est le problème que nous avons traité en dernier lieu dans notre exposition précédente.
Déterminer les deux tangentes menées à la courbe par le point d'intersection de deux droites v, tv.
Déterminer les deux points de la courbé situés sur la ligne qui joint deux points y et z.
Nous poserons donc
(l) UiZ= m'i-\-iVi{i = l''i''^),
et nous obtiendrons par là une équation du second degré en [i :
ft*L+ ?.f*H+ G = o, dans laquelle
L=(A,»', -f-Ajfj -t-Ajfj)*, G= (A,M',H- Aj«'j-4- Aa^Vj)', 11= (A,r, -f- Aji'j 4- A3»'3)(Ai«'i-f- A,«',+ A3«',).
Les valeurs des quantités u/ qui correspondent aux deux racines donnent alors les coordonnées des deux tangentes. Ces tangentes sont :
réelles pour H* ^ GL,
imaginaires pour H* <^ GL, coïncidentes pour H* r= GL ;
dans ce dernier cas, le point d'intersection des lignes ^^, w est situé sur la courbe.
A cette question se rattache la suivante :
Quelle situation doit occuper le point z pour former avec y et les points où la ligne qui joint ces deux points rencontre la courbe un rapport anharmonique donné (p. 9^)?
Quelle situation doit occuper la ligne w pour former avec i> et les deux tangentes qui passent par l'intersection de V et de w un rapport anharmonique donné?
On trouve pour w l'équation du second degré
(a-f-i)»GL-4aH« = o,
qui représente, si l'on y considère a comme variable, un système de coniques enveloppées par w. Parmi ces coniques s'en trouve comprise une exceptionnelle qui correspond au cas de a = — i , à savoir un point comptant double; par conséquent :
Si de tous les points d'une droite v on mène des tangentes à la conique^ et qu'on détermine pour chacun d'eux le rayon quatrième harmonique à V et aux deux tangentes, tous ces rayons harmoniques passent par un même point qui est le pâle itela droites. Son équation est
H=rO.
Si l'on détermine sur tous les rayons pas s-ant par un point y leurs intersections avec la conique ainsi que le point quatrième harmonique à y et aux deux intersections, tous ces points harmoniques sont situés sur une droite qui est la polaire du point y. Son équation est
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Les coordonnées du pôle sont les coefficients des grandeurs w dans l'expression H ; par conséquent,
i^Xi = A,i»', 4- A,jPj-+- A,3f3, ff^, = Aji^i -4- A„f j 4- AjjP,, > o-ja ^Ajif, -i- AsjPj-f- Ajafj.
La relation du pôle à la ligne ^ est donc la même que celle
trouvée précédemment, si par Ai/, on entend les déterminants
mineurs du déterminant A d'une conique donnée comme figure
ponctuelle
22 aiifXiXj^ = 0.
On le voit aussi immédiatement si l'on considère les points où la corde de contact des tangentes menées par un des points de \f coupe la ligne %> elle-même. Un point de celte espèce sera toujours le pole d'une ligne correspondante w. Ces droites doivent donc, suivant les lois connues sur la réciprocité polaire, envelopper le pôle de V. La recherche du lieu enveloppé par les rayons harmoniques à une droite et aux tangentes issues d'un de ses points ne conduit ainsi à rien de nouveau : nous sommes ramenés aux lois de réciprocité polaire expliquées en abordant le sujet. Comme conséquence, nous avons en particulier les théorèmes suivants :
Si u passe par le pôle de c, v passe par le pôle de u.
Le pôle d'une droite est le point d'intersection des tangentes menées à la conique j)ar ses points de rencontre avec la droite.
Le pôle d'une tangente à la conique est le point de contact de cette tangente.
Si X est situé sur la polaire de y, y est situé sur la polaire de x.
La polaire d'un point est la ligne qui joint les deux points de contact des tangentes menées par ce point à la conique.
La polaire d'un point de la conique est la tangente en ce point.
Le dernier théorème nous donne le moyen de représenter l'équation de la courbe en coordonnées points, de même que le théorème correspondant nous a permis de faire précédemment l'inverse. Si l'on désigne, en effet, par „%> le déterminant
Aji A12 A|3 Aji A22 A23 A31 A32 A33
,/a Toai I. — cBApmiE n.
et par ^eik ses déterminants mineurs binaires, la résolution des
équations (a) donne, en posant — P = "'
pi», = XitXx -^ ■^^tiXi -+- --^3» 78»
pPj = Xn Jl + <A>J3 J2 -+- <^38J^'3>
et la condition que y se trouve sur w donne l'équation de la conique en coordonnées points
•^11^? + «^«^2 + «^3373 + 2 0.1,12 J1J2+ 2 X(3jij3+ 2^,3 J, Ja = O,
équation que nous pourrions obtenir sous la forme d'un déterminant, si entre (2) et
nous éliminions a et les quantités i>i ; par conséquent :
Si l'équation et une conique en coordonnées points est
(3)* llaii^XiOCk—O,
cette conique est représentée en coordonnées lignes par
(4)* llkikUiU^.— O
ou par
Si l'équation d'une conique en coordonnées lignes est
(3) llkikUiUk = o,
cette conique est représentée en coordonnées points par
(4) llXikXiJCk=o ou par
Ai3
■Ta
Si nous posons en fait que les équations (4)*> (5)* sont identiques avec (3), réciproquement les équations (4), (5) doivent se ramener à (3)*, et c'est en effet ce qui a lieu d'après les théorèmes sur les déterminants qui ont été donnés dans l'introduction relativement aux systèmes adjoints (p. 26). Nous avons, en effet, suivant ces théorèmes,
et, pour les déterminants mineurs,
(7) *W=A.rt,vi-.
LES COCRBES DD SECOlfD ORDRE ET DE LA SECONDE CLASSE. 1^3
L'équation (4) se transforme donc effectivement en
A . ZZ Oj/f X( X/c = o,
c'est-à-dire ne^e distingue de (3)* que par un facteur constant différent de zéro; car nous avons supposé dans toutes ces considérations qu'il ne s'agit pas de coniques évanouissantes.
La théorie des polaires nous a conduits plus haut, par la considération de ce qu'on appelle les triangles polaires, à une forme très-simple de l'équation des coniques; la même chose a lieu ici. Prenons un triangle polaire comme triangle des coordonnées; l'équation devient
en coordonnées lignes :
aj ü; -f- aj «2 + aj «3 = o.
en coordonnées points :
Cependant les recherches que nous avons rattachées à celte forme d'équation, en choisissant pour l'un des côtés du triangle la droite de l'infini, et surtout les considérations sur les rapports de la conique avec cette droite ne doivent pas figurer dans notre exposition actuelle, car il n'existe pas dans le plan de point exceptionnel correspondant. Au surplus, nous apprendrons plus tard à connaître deux points remarquables du plan qui, par leurs relations avec les coniques, sont le fondement des théorèmes métriques sur ces courbes, et l'étude de ces points nous conduira en particulier à la théorie des foyers.
Il nous reste d'abord à expliquer ce que signifie Y évanouissement du déterminant ^. Les équations (2) ne sont alors plus résolubles; d'autre part, on peut déterminer une ligne w telle que les
trois équations
An «1 + A, 2 «2 -f- A,3 W3 = o,
Ajj wi H- A22 Mj 4- Aj3 wj = o,
A3I Wi + A3J Wj + A33 «3 = 0
aient lieu simultanément, et l'on trouve, au surplus, que, si une ligne V satisfait à l'équation
toute ligne du faisceau v' -h Xw remplit aussi cette condition. Nous en concluons, en transportant immédiatement les autres théorèmes
sur le système de deux lignes droites, conformément au principe de dualité :
Si le déterminant X d'une conique s'épanouit, celle conique dégénère en un couple dépeints. A chaque droite appartient comme pôle un point situé sur la ligne qui joint les deux points du couple, et chaque point de cette ligne de jonction a toutes les droites menées par le point quatrième harmonique pour polaires.
L'équation de la conique en coordonnées points représente la ligne de jonction des deux points comptée deux fois ; on a alors
Pour déterminer les coordonnées des deux points a et b, en lesquels la conique se décompose, nous avons ici les équations
«1 bi zz~ Ail, «2 ^:j -i- ^2 «3 = 2 Ajj,
«j èj = Aii, «73 Ä, + ^3 «1 == 2A31, ^3^3=-A33, «1 é,-!- ^1 «2 = 2A,ï,
qui ne sont résolubles que sous la condition
Jl. =: o.
La question se trouve encore particularisée davantage si tous les déterminants mineurs Xik s'évanouissent également; on a alors l'énoncé suivant :
Si le déterminant A d 'une conique s'évanoull, cette conique dégénère en un couple de droites. A chaque point appartient comme polaire une droite passant par l'intersection des lignes du couple, et chaque rayon passant par ce point d'intersection a tous les points du rayon quatrième harmonique pour pôles.
L'équation de la conique en coordonnées lignes représente le point d'intersection des deux lignes compté deux fois ; on a alors
Si tous les déterminants mineurs de A> sont nuls, l'équation
HkikUiU^:=0
représente un point unique compté deux fois.
Si tous les déterminants mineurs de A sont nuls, l'équation
représente une droite unique comptée deux fois.
Au moyen du théorème ainsi obtenu, nous pouvons encore reconnaître que l'équation d'une conique YLaikXiXk, dont le déterminant A est nul, donne, en coordonnées lignes 22 Aja m,- ua = o, le point double de la conique ; car, si nous formons pour cette der-
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nière équation les déterminants mineurs de son déterminant „V,, ceux-ci s'évanouissent tous par suite de (7).
Les équations qui nous ont appris à décomposer une courbe de seconde classe à déterminant nul en ses facteurs linéaires peuvent servir en particulier à la solution du problème suivant :
Déterminer les points d'intersec- j Déterminer les tangentes menées tion d'une droite v avec une courbe d'un point y à une courbe du second de la deuxième classe. \ ordre.
Nous partirons ici du système de coniques
(8) (a-f-i -GL — 4aH'- = o,
qui nous a donné, pour a = — i, l'équation du pole de la ligne u
La valeur a=.\ donne les deux points cherchés; car la droite quatrième harmonique à t' et aux deux tangentes menées par l'un des points doit coïncider avec la ligne double dont se compose alors le couple de tangentes. Le couple de points est donc représenté par
GL — H^ = o,
et la décomposition de cette équation se fait absolument de la même manière que celle de Téquation correspondante (p. i34)
PR — Q- = o.
En corrélation avec ce qui précède, on peut encore démontrer que toutes les courbes du système (8) (si nous regardons a comme un paramètre) ont les mêmes points d'intersection avec la ligne v et les mêmes tangentes en ces points. Nous avions trouvé auparavant une propriété semblable pour le système
9) {«-4-i)*PR-4«Q« = o,
toutes les courbes dont il se compose ayant en commun les tangentes issues àe j et les points de contact de ces tangentes. Donc si nous considérons v comme la polaire du point j, les équations (8 j et (9) nous représentent le même système de coniques, pourvu que par les Kik nous entendions les déterminants mineurs de A. Nous allons en outre démontrer que l'un des systèmes est conjugué à l'autre par réciprocité polaire, la conique Y^LaïkXiXk étant la base de la correspondance, c'est-à-dire que la polaire w em^eloppe une co-
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nique de (8) si son pôle z parcourt une courbe de (9) déterminée
par une 'valeur égale du paramètre a. Entre w et z existent les
relations
Maintenant on a, d'après la seconde forme que nous avons donnée à l'équation d'une conique en coordonnées lignes,
(j=Hhik»'i»'k = —
«Il «12
«ll^o-f- ÖJ2 Zj +
rt'.
Multiplions dans le dernier déterminant les première, deuxième et troisième lignes verticales respectivement par Zi, z^, Z3, et retranchons-les de la dernière ; nous obtiendrons, à cause de
le résultat suivant :
-lla^ZiZ/i.
ou
(«il
Introduisant de même, dans l'expression de L, les coordonnées du pôle j de la droite u, il vient
la
rt
Pour transformer enfin corrélativement
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observons que cette quantité se tire de G, à partie facteur ~, si l'on ordonne suivant Wt, W3, W3, c'est-à-dire si l'on écrit G sous la forme
«f, laïK-d'/,
<»',2rtu"',
et qu'ensuite on remplace dans les sommes la lettre w par la lettre w», procédé que nous pouvons, en employant les notations usitées dans le Calcul différentiel, représenter brièvement de la manière suivante :
dQ
âl
— »2+ fj
Si nous effectuons maintenant cette opération sur le déterminant au moyen duquel nous avons représenté G, nous obtiendrons
Multiplions dans ce déterminant la première, la deuxième et la troisième ligne verticale par — z,, — Zo, — z^ respectivement, ajoutons-les à la dernière multipliée par p et ayons égard à l'équation
p(r,z, -H »»aZi 4- ••333) =Q; nous trouverons
I «Il «12 «13 o
OU
donc, par suite des équations (i i), (12), (i3), le système de courbes
(8) (aH-l)*GL— 4aH*=o
A se transforme, à part le facteur — différent de zéro, en cet autre
(9) («-f-i)*PR-4aQ' = o,
et notre proposition se trouve ainsi démontrée,
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Pour finir ces considérations, nous allons réunir en un tableau les différentes espèces de courbes du second ordre ou de la seconde classe suivant la manière dont elles peuvent être repré scntées en coordonnées points ou en coordonnées lignes. Nous ajouterons à chaque courbe le nombre des constantes dont elle dépend, c'est-à-dire le nombre des points ou des tangentes par l«'(iuel une courbe de cette nature est déterminée. Ainsi une courbe générale renferme cinq constantes, un système de deux lignes droites quatre, une ligne double deux. Une courbe dépendant de trois constantes serait donnée par une ligne double et par un point double réuni avec elle : cette combinaison s'obtient en partant d'un système de deux droites ou d'un système de deux points, si l'on amène par degrés les deux droites ou les deux points à se confondre sans que leur point d'intersection ou leur ligne de jonction devienne indéterminée. Mais une courbe de cette nature ne peut pas être représentée en coordonnées points ou en coordonnées lignes par une seule équation; il est nécessaire pour cela d'en avoir deux de la forme
11 afk-TiX^ = O, 11 h il, M, //;[. = o,
telles que les déterminants mineurs des «/a aussi bien que ceux des hik s'évanouissent et que l'on ait
«M : «12 : "vi = «21 : «22 '• ('r\ — «3
et enfin
'•>] Il + f'>2?2 H- ''»3?:i = "•
Pour être complets, nous ferons aussi figurer ce cas au tableau ci-dessous, dans lequel il se présente comme cas limite à la fois entre le couple de lignes et la ligne double, et entre le couple de points et le point double. Nous avons en conséquence, pour les courbes du deiuciè/.ie ordre et de la deuxième classe, dont les équations ne renferment que des coefficients réels, le tableau suivant :
III. — Courbes delà deuxième classe
I* Couple de points.
4 constantes.
deux points réels ou imaginaires conjugués.
(Au point de vue de l'ordre, lign«> double.)
a" Ligne double et point double en situation réunie.
3 constantes.
3* Ligne double
1 constantes.
3° Point double {').
1 constantes.
Si la parabole a été comprise dans ce tableau parmi les coniques à cinq constantes, il faut en conclure seulement que la parabole doit être placée à côté de l'ellipse et de l'hyperbole en partant de ce point de vue qu'une conique non évanouissante peut d'ailleurs avoir une position particulière quelconque relativement à la droite de l'infini. La parabole, au contraire, comme telle dépend seulement de quatre quantités arbitraires, puisque par le mot de parabole une constante se trouve déterminée, ou qu'en d'autres termes on donne déjà une des tangentes de la courbe, à savoir la droite de l'infini.
Une parabole est complètement déterminée par trois de ses
(*) Ces figures sont toujours réelles si les coefficients a^, dans l'équation
ou Ajj, dans
sont eux-mêmes réels.
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points et par la direction de son axe, car cette dernière détermine le point où la courbe est touchée par la droite de l'infini, de telle sorte qu'en dehors des trois premiers points dont il a été parlé on se trouve en avoir donné encore deux autres infiniment voisins à distance infinie.
Le mode d'existence des coniques dans le système représenté par les équations (8) ou (9) présente, eu égard au tableau qui précède, un intérêt particulier.
L'équation en coordonnées lignes (8) nous donne un point double {H=o) et un couple de points (GL — H-=.o); d'autre part les deux courbes ne peuvent être représentées par une équation de la forme (9), et l'on ne découvre leur existence dans ce système qu'en les considérant comme dérivées des courbes générales par variation du paramètre a et passage à la limite. L'équation en, coordonnées points (9) donne au contraire une ligne double (Q = o) et un couple de lignes (PR — Q^ = o) qui ne peuvent s'exprimer par une équation de la forme (8). Alors le point double dans (8) est en même temps le point double du couple de lignes dans (9), et la ligne double dans (9) est en même temps la ligne qui joint les points du couple de points compris dans (8).
V. — Relations entre deux coniques
Lorsque deux coniques sont données, la première question qui se présente naturellement à l'esprit est celle du nombre de leurs points communs ou de leurs tangentes communes, et de la détermination analytique de ces éléments.
Supposons que les équations en coordonnées points des deux coniques dont il s'agit soient
/= 11 OikXiXk =0 et ^—11 bii, .r,:ri. = o.
Pour déterminer leurs points d'intersection nous pouvons procéder de la manière suivante. Ordonnons les premiers membres suivant les puissances d'une variable, X3 par exemple, et écrivons par suite les équations do courbes sous la forme
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V, B étant du second, A.', B'du premier degré en x,, X2 et A'', B^ ne renfermant plus ces grandeurs (d'où il suit que A" = a»3, W = b33). Entre les deux dernières équations nous pouvons éliminer Xj en déterminant les rapports l'.Xslxl- Nous obtenons
ainsi
p. i r=.VB^— B'A",
p.xl= AB' — BA';
et il en résulte immédiatement que le produit de la première et de la dernière expression est égal au carré de celle du milieu, c'est-àdire que
A'B" — B'A")(AB'— BA')=: A'^B— B"A;S
équation du quatrième degré par rapport à l'inconnue — ; ses
quatre racines donnent donc les quatre rayons menés du point Xf =0,0:2 = o aux points d'intersection des deux courbes, etcomme les choses se passent d'une manière analogue pour les courbes de la deuxième classe, nous avons ces théorèmes :
Deux coniques se coupent en gênerai en quatre points.
Deu.r coniques ont en général quatre tangentes communes.
Naturellement il n'est pas nécessaire que les quatre points soient tous réels non plus que les quatre tangentes : il peut y en avoir deux réels et deux imaginaires; tous les quatre encore peuvent être imaginaires. Enfin quelques-uns des quatre points peuvent se rapprocher indéfiniment, auquel cas les coniques sont tangentes. Nous commencerons toutefois par exclure ces derniers cas de notre examen : nous y reviendrons plus tard d'une manière plus précise. Nous supposerons donc que les quatre points d'intersection réels ou imaginaires (de même que les tangentes communes soient séparés ; d'ailleurs, dans ce qui suit, nous nous restreindrons d'abord à la détermination des points communs, celle des tangentes communes s'en déduisant par application du principe de dualité.
En premier lieu, comme cinq points déterminent complètement une conique, il y aura un nombre infini de courbes du deuxième ordre passant par les quatre intersections àe f= o et o = o, et l'é-
l5a TOME I. — CHAPITRE II.
quation de chacune de ces courbes peut s'écrire sous la forme
X élant un paramètre, de telle sorte qu'à chaque valeur de X corresponde une conique déterminée passant par les quatre points; car l'équation est satisfaite dès que / et q> s'évanouissent simultanément, et d'un autre côté toute conique de l'espèce considérée a nécessairement la forme (i), parce que par un cinquième point quelconque il ne passe qu'une seule courbe de cette nature et qu'il s'en trouve une parmi les coniques représentées par (i). Si, en effet, l'on substitue dans (i) les coordonnées de ce cinquième point, et qu'on désigne par ff^, ^o ce que deviennent f, ç par le résultat de cette substitution, on peut considérer l'équation
comme une équation servant à la détermination de /, et l'équation de la conique qui passe par le point en question est par suite
On a coutume d'appeler le système de ces coniques à quatre points communs xin faisceau de coniques : l'équation (i) donne alors une conique quelconque du faisceau ; c'est V équation du faisceau .
Par les quatre points de base du faisceau passent en particulier trois coniques exceptionnelles et improprement dites, c'est-à-dire (puisque nous supposons y et <{> donnés en coordonnées points) de l'espèce de celles qui se décomposent en deux droites : ce sont les couples formés par les lignes de jonction des quatre points, ou, en d'autres termes, les six côtés du quadrangle complet déterminé par ces quatre points. Deux des lignes en question, renfermant ensemble les quatre points, forment une conique de l'espèce précitée. Les trois courbes exceptionnelles ainsi caractérisées doivent donc être représentées aussi dans l'équation (i) au moyen de valeurs spéciales de X. En effet, la condition que la conique f' — X'5 = o se décompose conduit à une équation du troisième degré en X, car cette condition est donnée par l'évanouissement du déterminant de la conique en question, et chaque coefficient de l'équation de celle conique renferme X linéairement; donc, en
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désignant par A (X) le déterminant dont il s'agit, nous obtenons la condition
(a) A(X)'= a„— ^fc,, a« — ).3,î «ta — >•/-'« =o.
«31—^*31 «31 — ^^*31 «33 — X^îJ
Soient '/!, X", //" les racines de cette équation que nous supposerons d'abord différentes; les courbes correspondantes de notre faisceau représentent les couples de lignes dont il a été parlé et
nous pouvons poser
//— Vç, = A'.B',
A', B', . . , désignant des fonctions linéaires des x. Si, d'après cela, on connaît les racines de l'équation cubique (2), et qu'on effectue réellement dans deux des expressions (3) la décqmposition en facteurs linéaires, ce qui, d'après nos considérations précédentes, nécessite chaque fois une équation du second degré, les intersections des deux couples de droites ainsi trouvés donneront linéairement les intersections des deux courbes du second ordre
(/et?)-
Nous allons traiter ce problème encore plus en détail en partant
d'un autre point de vue, et nous trouverons en même temps l'occasion de développer une série de relations fondamentales entre deux coniques. Si, en apparence, nous n'arrivons au but que par un circuit en faisant dépendre la solution du problème de celle d'un autre au moyen d'une équation du troisième degré, nous devons nous rappeler que la résolution effective de l'équation du quatrième degré, établie directement plus haut, ne peut être obtenue qu'avec le secours d'une équation du troisième degré, la résolvante ( * ).
Construisons d'abord les faux sommets du quadrangle complet déterminé par les quatre points d'intersection [fig. 22); il résulte alors de la construction de la polaire que chacun des trois faux
(*) Voir, sur la résolution des équations du quatrième degré, la partie suivante de ces Leçons.
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sommets a la ligne qui joint les deux autres pour polaire relativement aux deux courbes. Le triangle formé par les faux somme Ls est par suite un triangle polaire commun pour les deux coniques, et c'est le seul de son espèce. Cette dernière particularité résulte de ce que le triangle formé des mômes éléments est aussi un triangle polaire pour toutes les coniques du faisceau
et, par conséquent, en particulier pour les trois couples de lignes qui y sont compris. Or, pour ceux-ci, la polaire d'un point quelconque passe par le point double du couple. Par conséquent, les lignes qui joignent les trois points doubles sont les côtés du triangle polaire, et les points doubles forment les sommets de ce môme triangle.
La recherche de ce triangle polaire forme l'objet principal des développements qui suivent. Au lieu, en effet, de déterminer les trois couples de lignes du faisceau, nous chercherons leurs points doubles, c'est-à-dire les sommets du triangle polaire par la détermination desquels notre problème sera en substance résolu.
Nous avons vu plus haut que dans l'équation d'une conique les carrés des variables entrent seuls lorsqu'on choisit pour triangle des coordonnées un triangle polaire. Si donc nous prenons pour triangle de coordonnées le triangle polaire commun de f et de cj-, les équations de ces deux coniques se présenteront sous la forme
/= «I JT -î- «»ri -^ "zrl ~ O'
Les trois coefficients de l'une des deux fonctions peuvent d'ailleurs être pris simplement égaux à l'unité, de sorte que, par exemple,
?=J7H-Ju -+-J3-
Si, en effet, nous nous représentons les y comme des fonctions linéaires des anciennes coordonnées x, de telle manière qu'en introduisant ces dernières / et <p reprennent la forme précédente Z>'Lai/(XiX/f et liLb/fiXiX/,, nous pouvons, en multipliant les trois équations qui représentent la transformation par des constantes convenables, choisir la définition des coordonnées j- de manière
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que les facteurs précédents bt, b^, b^ s'y absorbent (•). On suppose, il est vrai, et celte condition doit toujours être remplie, que 9 ne se compose pas d'un couple de lignes, auquel cas l'un des coeflîcienls b serait nul. Alors 9 = 0 serait lui-même un des trois couples cherchés, et la détermination des points d'intersection n'exigerait plus que la séparation des deux facteurs de 9 et la recherche des points d'intersection des droites ainsi obtenues avec fzzz o. Par cette fixation des coefficients de 9, ceux dej'se trouvent aussi complètement déterminés; car, pour que les trois équations (3) puissent avoir lieu, une équation telle que f — A9 ne doit plus renfermer que deux variables ; on ne peut, en effet, décomposer en facteurs linéaires une fonction homogène des carrés de trois variables. Nous avons donc à faire les a respectivement égaux aux racines de l'équation (2), et nous pouvons alors formuler notre problème de la manière suivante :
On demande de déterminer une substitution linéaire
i Xl = «I -^1 -^ «2 -^I + «3 -^3'
(4) \ Ji = «' ^\ -^ «2J^2+ «3X3,
de manière à pouvoir ramener simultanément deux fonctions données f^ ^YianXiX/f, 9 = SSô,* a:/ j:;^ aux formes
S f= Jl-^ JZ-^ Xh
'/! , '/."y 7!" étant les racines de l'équation eubique A().) =0.
Si nous supposons d'abord le problème résolu, les trois couples de lignes cherchés seront représentés par
/_ À'y = [Y -v)x% + [y-v )ri = o, /- À-î^ =. >' - )-) j? 4- ( /" - À-)ri = o.
(') Uae équation
rî-+-.'î-+-^î = o
ne présente primitivement qu'une conique imaginaire; cependant on peut aussi mettre sous cette forme l'équation
si l'on pose
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et ces expressions peuvent se décomposer immédiatement en facteurs. Ainsi les lignes du premier couple, par exemple, sont données par
V^r — Yy^ -+- y^-X* J3 = o, et 0." — >.'j, - ^/W — '/" j,z=o.
Pour trouver enfin les points d'intersection eux-ménies de Jet de 9, il suffit d'égaler en même temps à zéro les deux expressions (5), ce qui nous donne deux équations linéaires homogènes ^^J'\y yif yi- ^^ moyen de ces équations, nous pouvons, suivant les règles connues, calculer les rapports des carrés en question, et il vient ainsi, p étant un facteur de proportionnalité.
PJ?
?yi
Nous avons par conséquent pour les coordonnées des points d'intersection, si nous écrivons o- à la place de \lp,
Les huit combinaisons de signes, qui sont ici possibles, conduisent en réalité à quatre systèmes seulement de valeurs des j^; car elles donnent deux par deux les coordonnées du même point lorsqu'elles ne diffèrent que par un facteur commun — i.
Notre problème de la détermination des quatre points d'interjection est donc résolu de la manière la plus générale, dès que les y sont supposés donnés comme fonctions des x par les équations (4). Nous avons encore maintenant à eficctucr réellement la détermination des coefficients a de la transformation. Toutefois, avant d'y arriver, nous devons parler des développements dualisliques correspondants auxquels donne lieu la recherche des quatre tangentes communes. Nous verrons que la détermination de ces tangentes peut être obtenue par la même équation cubique (a) et par la même transformation (4).
Si nous désignons par A^, B,vkles déterminants mineurs binaires formés avec les grandeurs a,*, è,*, les équations des coniques /
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el ç en coordonnées lignes seront
Y = 11 A/A u, «A = o, i' — llBaUiUji. = o.
Si maintenanl [i est un paramètre, l'équation
(7) F— u*=rO,
représente un sjslènie de coniques en nombre simplement infini, qui ont toutes quatre tangentes communes avec F et <ï>, et dans cette forme d'équation sont comprises toutes les courbes de la deuxième classe qui touchent ces quatre tangentes. Il existe, en particulier, dans le système, trois courbes qui se décomposent en un couple de points; ce sont les couples formés par les points d'intersection des quatre tangentes, c'est-à-dire les six sommets du quadrilatère complet déterminé par ces dernières {fig. 22); deux
points par lesquels passent deux à deux les quatre tangentes forment une courbe du système. La construction du pôle d'une droite apprend d'ailleurs que la ligne qui joint deux points d'un couple est la polaire du point d'intersection des droites déterminées par les deux autres couples, que^ par conséquent, les faux côtés du quadrilatère complet composé des tangentes communes
forment un triangle polaire commun aux deux coniques. Or, comme nous avons montré plus haut qu'il n'existe pour deux coniques qu'un seul triangle de cette espèce, celui que nous venons de trouver ici et celui auquel nous avons été conduits d'abord en partant des coordonnées points sont nécessairement identiques. On s'en convaincra au surplus immédiatement en jetant un coup d'œil sur la construction des deux triangles. La détermination des quatre tangentes communes s'opère donc à l'aide de ce triangle comme a été effectuée plus haut celle des points communs, et, par conséquent, le problème actuel est ramené au précédent, car l'équation cubique nécessaire ici est déjà résolue par l'équation (2).
Si nous prenons en effet, de nouveau, le triangle polaire commun àyet à <p pour triangle des coordonnées, et que nous supposions ces courbes sous la forme (5), leurs équations en coordonnées
lignes seront
F = /"/"V7 4- ^''Vvz -\- À'/".-;; = o,
Les coefficients ne dépendent donc en réalité que des racines de
l'équation (2)
La détermination des couples de points eux-mêmes, c'est-à-dire
des intersections des tangentes communes, s'effectue ensuite en
faisant dans l'équation
p successivement égal à Î/'X'", X'"X', X'X". On trouve ainsi les trois coniques évanouissantes du système, savoir
F — y'/'»* = v"(v _ r)vi -f. /"{v — 'K")t>i = o,
F — VV * = Y' [Y — V )i>-i -{- y [Y — Y)i^l =z o, F _ y Y * = Y [Y' — V ) v'^^ H- V [Y' — Y ) •-;■ = o.
Pour les coordonnées des quatre tangentes communes, on tire
(*) On voit, par les équations (8), quo los racines de l'équation cubique, donnée par révanouisscmont du déterminant qu'on peut former arec les grandeurs A^ — A*Ba» •""* les inTcrscs des racines do à {!) =■ o.
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cnfîn des équations (8 > les valeurs
pi., = ±:vV(r-r),
pv,=±>/r{y -i'].
et les huit combinaisons de signes qui sont ici possibles donnent, comme dans les équations (6), en réalité seulement quatre positions distinctes des tangentes.
Nous avons maintenant encore à effectuer réellement la détermination des coefficients a de la transformation, coefficients que nous avons provisoirement supposés connus.
Résolvant les équations de transformation
J'i = a,x, -f- ajj:, H-a^j:,, Xt = a' x, H- a^x, + «â Jr,, ^3 = a7.ri -+- a* X, -h ajXj,
par rapport aux x, et désignant par |3^ les déterminants mineurs d'un élément a, ' du déterminant
m fr
divisés par ce déterminant lui-même, nous obtiendrons, d'après des propositions connues sur les déterminants, les équations suivantes :
Suivant les règles générales données plus haut sur la transformation des coordonnées, les équations correspondantes en coordonnées lignes sont fournies par les substitutions transposées, c'est-àdire par
/ v^z=f^u^-h ff^ «, -+■ ^3 «3, u, = a , i», -f- a' »-j + a7 t'a, (il) « •'j = S', «i + ^«j-hP^«3, «j = a2i'j-f-a'^f'i-i-a>3,
' f'3 = Pl"i-+-p^"i-^^"3^ «3 = a3»'i-^-«3''i-*-'4*'3- D'ailleurs nous avons donné plus haut la signification géométrique
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des coefficients de la substitution ; il en résulte que les grandeurs (P-88) , , ,
sont respectivement les coordonnées des côtés du nouveau triangle de base par rapport à l'ancien système de coordonnées des x, et
les grandeurs
Ä" fit" c"
Pm P-' Ps' " ^7. ^, .3^,
respectivement les coordonnées des sommets opposés du nouveau triangle par rapport à l'ancien. Or ce nouveau triangle est, dans notre cas, le triangle polaire commun aux coniques f et <p, et, par conséquent, chacun de ses sommets a, relativement aux deux courbes, la même polaire, c'est-à-dire que les coordonnées de chaque polaire prise par rapport aux deux coniques sont nécessairement proportionnelles. Nous obtenons ainsi les trois systèmes suivants de trois équations :
«» P'r+ «« P!l+ «î3 .S'i' = i^i[b,, ^'|'+ 6„ |3'«>-f- è„ jS'i'),
«31 iS'i' + «32 P'!} -+- «33 P'i* = /*.• (*3I P'/' + *3« P'J' + ^33 i3''').
Nous avons à remplacer successivement ß^^ par j5'^, ß][, ßj, elf*,par Pi, f.2> /JI3, pour obtenir les trois systèmes d'équations. Si l'on ordonne suivant les grandeurs ß, les équations précédentes deviennent
[xi] («„ - ,x/ 6„ ) P'i' 4- («„ - «, b,, ) p[^ 4- (a„ - i^i hz ] ^'i' = o.
( («3i-/*/*.i)i3'i'-+-(rt3,-f*/6„)P'i'4- (a„-ft,633)P''> = 0;
d'où, par élimination des quantités ß, nous obtenons de nouveau pour la détermination de \x l'équation cubique (2)
«II— /**it «lï— .'*'''|J «13— ."^u
«11— H^ti «n— /**« «J3— ,«**« =0.
«Il — f» *»l «81 — f* *3» «J» — ft *3S
LES COCRBKS CO SECOÜD OIDRE ET DE LA SECOKDE CLASSE. l6l
Les grandeurs /uti, fXa» y-z qui figurent dans les équations (12) sont donc précisément égales aux racines X', À", W" de Téquation que nous venons d'écrire. En substituant une de ces valeurs dans (12), nous pourrons, au moyen de deux des équations, calculer les rapports des ß'-j^^; nous aurons ensuite, pour les deux autres systèmes de trois équations, à employer respectivement les deux autres racines de (2). Nous pouvons, par suite, calculer les valeurs
De ^,, ^2, ^'3 à un facteur a' près.
De jS^, ^, J5* à un facteur o" près.
De 15^, |5^, ^ à un facteur p" près.
Pour déterminer enfin ces facteurs eux-mêmes, nous substituons les valeurs trouvées des ßj^^ dans les équations (10); il faut alors, au moyen de ces équations, ramener la conique cf à la forme
et p', p", p'" doivent être choisis conformément à celle condition. Notre problème de transformation se trouve ainsi complètement résolu.
La voie qui nous a conduits au but n'est néanmoins pas à signaler comme élégante au point de vue algébrique ; nous avons sans doute résolu ce problème, mais le résultat apparaît comme conséquence d'un calcul prolixe. Nous n'avons pas d'ailleurs scruté profondément la nature de ces questions de transformation, tandis que le problème actuel habilement traité fournit à diverses reprises l'occasion d'explications générales propres à compléter notre ensemble d'idées. Nous nous proposons donc d'effectuer encore le calcul des coefficients ß^^'\ en partant d'un point de vue difl'érent qui nous permettra de placer très-naturellement ici le développement de principes généraux et importants ( * ).
Si nous transformons une fonction quadratique de trois variables homogènes
au moyen de la substitution (10)
^/=fi.ri -f- sjji 4- ;57.,-3 (/ = 1,2,3;,
(*) Voir ce problème traité dans Aro:<hold, Ueber eine fundamentale Dr-gründung der Invariatitencheorie {Journal de Borchardt, t. 62).
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elle se change en une fonction quadratique homogène des quanti tés j'
dans laquelle, ainsi qu'on le voit facilement, les coefficients a]^ sont du premier degré par rapport aux a/^, et d'autre part du second degré par rapport aux coefficients ßj{' de la substitution. Or nous avons appris à connaître ci-dessus une fonction des an,, à savoir le déterminant de ces quantités, présentant avec la foncliony* une relation qui n'est pas détruite par l'introduction d'un nouveau système de coordonnées, car son évanouissement exprime que la conique représentée pary= o se décompose en deux lignes droites. Si donc le déterminant A dont il s'agit est nul, il en sera de même du déterminant A' formé avec les a\^, pour que la fonction y^' soit aussi décomposable en deux facteurs linéaires. Puisque, d'après cela. A' s'évanouit toujours en même temps que A, et réciproquement, nous pouvons poser
A' = mA,
m étant un facteur différent de zéro; mais ce dernier facteur ne peut pas l'enfermer les rt,^ (car A' aussi bien que A est de la troisième dimension par rapport à ces quantités), mais seulement les ßjj'', et ceux-ci à la sixième dimension, car ils entrent à ce degré dans A', tandis que A en est indépendant; m est par conséquent une fonction non nulle du sixième degré des ßf.
Maintenant ces dernières quantités sont complètement arbitraires; nous avons seulement supposé expressément la non-annulation de leur déterminant, car autrement nos équations de transformation ( lo) ne seraient pas résolubles. Le carré de ce déterminant est donc la seule fonction du sixième degré par rapport aux ß'^J' qui ne s'évanouisse pas, et l'on a par suite nécessairement
c désignant une constante purement numérique. Nous déterminerons cette dernière par l'examen d'une transformation linéaire spéciale, ce qui ne modifie pas sa valeur. Si nous considérons, en effet, l'application de l'équation
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à la substitution identique
il vient
et il en résulte
Nous avons par suite aussi dans le cas général ( ' ) (i3) A'=R».A.
Les mêmes conclusions ont encore lieu pour d'autres relations quelconques entre les coefficients d'une ou de plusieurs courbes, lorsque ces relations égalées à zéro indiquent des propriétés liées indestructiblement aux courbes en question, et par conséquent indépendantes du choix du triangle de coordonnées. On a coutume d'appeler ces sortes de fonctions des coefficients des im^ariants. Les invariants sont alors caractérisés par la condition
I désignant la fonction en question relativement à l'ancien triangle de coordonnées, I' cette même fonction relativement au nouveau, et R le déterminant de la substitution.
Le déterminant d'une conique nous offre ainsi pour la première fois l'exemple d'une notion extraordinairement féconde et indispensable pour les développements ultérieurs de la Géométrie. En effet, l'élude systématique de ces formations invariantes nous conduit à placer l'un à côté de l'autre, comme opérations identiques, le calcul algébrique et le raisonnement géométrique. Nous pénétrerons par la suite plus avant dans les théories qui se rattachent à cet objet. Pour le moment, qu'il nous soit permis de présenter un exemple de nos conclusions dans l'exemple suivant, qui nous fournira immédiatement un moyen pratique de résoudre notre problème de transformation
La condition qu'une ligne droite zf touche la conique y=o, c'est-à-dire l'équation
(') Oo obtient directement cette équation par l'application deux fois répétée du théorème sur la multiplication des déterminants. {Voir quelques détails de plus sur ce sujet à la fin du Chapitre suivant.)
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exprime dans tous les cas une relation indépendante du triangle des coordonnées. En conséquence de notre substitution linéaire (lo), les nouvelles coordonnées i^ sont liées aux quantités u par les équations (il), et la conclusion citée donne, pour l'équation transformée,
Dans le premier membre, les A]^. sont de la quatrième dimension par rapport aux ßf, et les u sont, au contraire, linéaires ; par conséquent les ßf entrent encore ici dans le premier membre à la sixième dimension, et il en résulte k = 2. JVous obtenons par suite pour la transformation de l'équation de la courbe en coordonnées lignes l'identité ( ' )
( 1 4 ) 11 Al^^ Vi V,, — R* Il A ,/, u, it,^ .
Si nous posons maintenant de nouveau
f'\2—''f^ii «1!— >^1.
a.,^ — ). ij, a,., — ). ^.,2 ^'2 1 — '• ^21 f'i i — >• ^,i 1 «3 2 — ^- ^3 2 ('^\ — >• f'z t
et que nous appliquions les équations (i3), (i4) à une conique de notre faisceau
il vient
(,5) R'.AW
i)yi -h (a"
R» ll\ii, Ui u,, = (À" - ).) (r — X) rj -f- ()."' — ),) (/' — ).) pI
les quantités ùik étant les déterminants mineurs de A(X). Il ré-
(') On trouve cncor« une confirmation directe do cette formule en appliquant le théorème »ur la multiplication des déterminants, si l'on prend pour hase le premier membre de l'équation en coordonnées lignes sous la forme d'un déterminant encadré, cl la manière la plus simple d'opérer consiste ii employer d'abord la transformation à l'eßard des quantités «^ qui iifruront sur l'un des bords, ce qui isole un facteur R, et à procéder ensuite de la même manière à l'égard de l'autre bord, ce qui met en éridence l'antre facteur R.
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suite encore en premier lieu, des équations (i5), que À', >/', ).'" sont les racines de l'équation déjà plusieurs fois citée A(X) = o, et ron en conclut de plus, en égalant les coefficients de A' dans les deux membres,
bn
au
et par conséquent
\Vr=
B désignant le déterminant de la conique 0 = 0, lequel est assujetti à ne pas être nul. Sous le bénéfice de cette supposition, nous déduisons de ( 1 6 ), en posant successivement X = À', >/', X'", et ayant égard à (i 1), les relations
^'\ = [>'i"i-^'?i"i-^P'2<i'= b,-a"-)/wà'"— '/) 22 ^/-tf^' )"'■«*'
•> ' C I cl" 1 C" ' ♦
Nous pourrions ici extraire les racines dans les deux membres et calculer les ß]^' au moyen de ces trois équations, devenues alors linéaires. Ces quantités s'obtiennent d'ailleurs en égalant les coefficients de u^Uk dans (17). On obtient ainsi les déterminations suivantes :
Les coefficients de la substitution sont donnés par ces et/uatio/iSy à part le signe qui demeure nécessairement indéterminé ; il ne nous reste plus qu'à remplacer les lettres surmontées de l'indice h par ces mêmes lettres surmontées d'un simple, d'un double ou d'un triple accent, et l'on a
< fi =^ {/r — A" /■ — A- .
Nous avons ainsi résolu d'une manière complète et systématique notre problème de transformation, et par suite aussi celui de la détermination des quatre points communs de f et de (p, et nous avons vu que le problème correspondant au point de vue dualistique, à savoir la recherche des tangentes communes, se trouve de lui-môme résolu conjointement avec le premier.
Nous nous proposons d'ajouter de suite quelques autres considérations sur les systèmes de coniques
/ — /y = o et F — >* = o,
et nous placerons immédiatement, en face des propositions énoncées, celles qui leur correspondent dualistiquement. Nous avons déjà trouvé plus haut les théorèmes suivants :
Par tout point du plan passe une foniqne du faisceau à quatre points communs f — /y.
Toute droite du plan est touchée par une conique du système à quatre tangentes communes F — /*.
La réponse à la question connexe aux précédentes du nombre des coniques du faisceau qui touchent une droite donnée s'obtient en égalant à zéro l'expression (16); car l'équation
l'l\i,,[\)UiU,, = 0
est l'équation d'une courbe de cette espèce en coordonnées lignes. Si nous y substituons à la place des quantités Ui les coordonnées de la droite donnée, nous obtenons, puisque les quantités A/a(X) sont du second degré en X, ime équation du second degré pour la détermination de X; d'où ce théorème :
Toute droite du plan est touchée par deux coniques du faisceau.
Par tout point du plan passent deux coniques du système.
La situation respective des points où une courbe quelconque du faisceau rencontre la droite considérée et des points où celle-ci louche les deux coniques qui viennent d'être déterminées présente d'ailleurs un intérêt spécial.
Pour rechercher cette situation, prenons la droite en question pour côté
du triangle de base. Si nous posons ensuite' j:< = o pour une des
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coniques qui touchent cette droite, il doit rester une équation du
second degré en Xo, J^a, ayant deux racines égales par rapport à --•>
c'est-à-dire le carré d'une expression linéaire en jr2, Xj. Les équations des deux coniques touchant la droite sont donc de la forme
/ =z .r, G -H IP r^ G, o = .r, G' -h H- =0,
G, C étant linéaires en x,, jto, 0-3, et H, H' linéaires en .To, a^. Une courbe quelconque du faisceau est alors représentée par l'équation
/— >ç, = r, (G — )G' ;+ H* — )iH'* = o,
et ses points d'intersection avec la droite donnée sont déterminés
par
H*— ÀH'- = o.
Cette dernière équation représente un couple de droites allant du sommet 0*2=0, ^3 = 0 du triangle de base aux points d'intersection dont il s'agit, et comprenant les deux lignes
Or ces deux droites sont harmoniques par rapport aux lignes allant de leur point de rencontre aux points de contact de/ et de o, et qui sont données par H = o, H' = o ; par conséquent, les points d'intersection cherchés sont situés harmoniquement relativement aux deux points de contact. Un système pareil de couples de points sur une ligne droite, dans lequel chaque couple est situé harmoniquement par rapport à deux mêmes points déterminés, se nomme une involutioii, et les deux points signalés sont les points doubles de l'involution (on parle de même d'involution de couples de droites dans un faisceau de rayons). Ces points ne sont d'ailleurs autre chose au fond que les points doubles de deux séries projectives situées sur la même base et présentant un caractère spécial (p. 65). On obtient ces dernières séries en prenant le point quatrième harmonique à chaque point de la droite relativement aux deux points fixes, et, par conséquent, en résolvant chaque couple
de l'involution en deux points correspondants des deux séries ( * ). Sous le bénéfice de cette notion de l'involution, qui est aussi extrêmement importante pour d'autres problèmes, nous pouvons énoncer les théorèmes suivants :
I^s points d'intersection des coniques d 'un faisceau avec une droite forment sur celle-ci une Involution.
En chacun des deux points doubles de cette Involution, la droite est touchée par une courbe du faisceau.
Les tangentes menées d'un point aux coniques d'un système forment une Involution. Chacun des deux rayons doubles de celle-ci est touché au point donné par une courbe du système.
VI. — Situations respectives spéciales de denx coniques
Il existe quelques cas dans lesquels la méthode employée cidessus pour la détermination des coefficients de transformation ßJt' ne conduit pas au but. Cette méthode n'est, en efiet, admissible qu'autant que toutes les quantités /ui<^' (18 ) sont différentes de zéro. Or ces quantités sont nulles uniquement (19) lorsque deux racines de l'équation A(X) = o deviennent égales entre elles. Un examen plus approfondi montre, en outre, qu'il faut toujours prendre spécialement en considération la question de savoir si pour une racine multiple tous les déterminants mineurs de A s'évanouissent ou non. Nous avons en conséquence à distinguer les cas d'exception suivants :
1° Deux racines "k sont égales.
a° Deux racines X sont égales, et les déterminants mineurs A/a sont tous nuls pour la valeur correspondante.
3° Toutes les racines X sont égales.
4° Toutes les racines "k sont égales, et les déterminants mineurs ^i/i sont tous nuls pour la valeur correspondante.
5° Les racines sont toutes les trois égales, et chacun des termes du déterminant A(X) .k' annule en particulier pour cette imleur de ?..
Nous nous proposons de traiter ces cinq cas successivement dans ce qui suit. Toutefois, il ne sera pas nécessaire de s'occuper da-
(') ^oiV, pour plus de détails sur ce sujet, le troisième Chapitre de ces Leçons.
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vantage de celui qui a été mentionné en dernier lieu, parce qu'alors les aiif sont proportionnels aux buf. Les deux coniques sont identiques.
1 . Si deux des quantités X''' deviennent égales entre elles, cela signifie en général que deux côtés ou deux sommets du triangle polaire se rapprochent indéfiniment l'un de l'autre. Ce triangle ne peut donc plus ser>'ir comme triangle de coordonnées , et notre transformation précédente perd son sens. De la construction du triangle polaire, qui a été donnée plus haut, il résulte dans ce cas que deux des trois couples passant par les points d'intersection des courbes sont infiniment peu différents. Ces couples ne dégénèrent pas cependant en une ligne double (ce qui ne commence à arriver que dans le second cas) ; donc deux de leurs points d'intersection sont infiniment voisins des points doubles infiniment rapprochés qui appartiennent à chaque couple (c'est-à-dire des sommets du triangle polaire). Par conséquent, à la limite deux points d'intersection des deux coniques se confondent en un seul point : Les courbes se touchent en ce point {ßg. 23), et en ce point égale-
ment se trouvent réunis deux sommets du triangle polaire. Cela a lieu du reste de telle façon que la tangente commune à toutes les courbes qui se touchent en P, associée à la ligne qui réunit les deux sommets du triangle polaire infiniment voisins, divise harmoniquementles deux lignes du couple double; cette ligne peut ainsi être construite comme polaire du point Q où la tangente rencontre
la ligne joignant les deux autres points communs aux coniques. De môme, les points d'intersection de la tangente comptant double sont divisés harmoniquement par les points P et Q.
On se trouve naturellement conduit à prendre comme troisième coté du triangle des coordonnées, conjointement avec les deux côtés encore distincts du triangle polaire, la ligne qui joint les points séparés où se rencontrent les courbes. Si doncj^, = o est l'équation de la tangente commune du point de contact, j^ = o celle du côté simple du triangle polaire, j),) = o celle de la ligne mentionnée en dernier lieu, on pourra, en déterminant convenablement les valeurs absolues des coefficients, représenter les deu\ cou pies de lignes sous la forme
En effet, les deux droites du premier couple sont alors partagées harmoniquement par les côtés j^t = o, j2 = o, tandis que celles du second coïncident avec deux côtés du triangle des coordonnées. La forme canonique en laquelle nous avons ici à transformer les courbes ^= SEa/A-^^/^A et cp = SS ^,7, j", x^ est par conséquent la suivante :
Afin de calculer les coefficients de substitution nécessaires à cet objet, appliquons de nouveau les équations (i3) et (i4) à une courbe du système y — ^9. Il vient alors
y est donc la racine double, X" la racine simple de l'équation cubique ^(X) = o, et, en égalant de part et d'autre les coefficients de X^, on obtient
B désignant encore le déterminant de 9. L'application de l'équation (i4) (p. 164) à la courbe/ — X9, donne ensuite
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et si l'on pose
il en résulte
R«Q^ _ y „l -4- À" vi - ()/ -+- /").•. r„
Multiplions ces équations d'abord par i, — 2?/', W- respectivement, ensuite par i, — 2//, ?.", et enfin par i, — (X'-|-X*), )/?.", et ajoutons-les chaque fois, nous obtiendrons
R*[P— 2)/Qh- X'»S] = -f-()i'— Vj^fj,
R*[P — (/.'-^/*)Q -I- vr S] ^ -r- (V — r)*.», ».3,
Au moyen des deux premières équations, nous pourrions calculer ViVtty et obtenir ensuite t^i par division au moyen de la dernière. Mais, en égalant de part et d'autre les coefficients de m/wa. on trouve directement les coefficients de transformation cherchés, par l'intermédiaire des équations qui se présentent ici à la place des équations (18) (p. i65)
B[a — y. j Ici les ^l' ont le même sens que dans (i i) (p. iSp), et l'on a posé
2. Si, en outre de A(). ) =0 qui est la condition d'une racine double, toutes les équations Ajßi^l) = o sont aussi satisfaites ( ' ),
(') Cette dernière circonstance ne peut non plus se présenter qu'en cas de racine double, car on a
dX - — •^**'*'
par conséquent. lorsque tous les A,t s'évanouissent, -— - s'cranouit aussi, ce qui est la
condition d'une racine double. De même l'évanouissement des seconds déterminants mineurs ne pourrait se présenter qu'en cas de racine triple.
les quantités ßj/* ne deviennent pas infiniment grandes, mais indéterminées, les deux côtés du triangle polaire qui auparavant se confondaient prennent une direction indéterminée. En même temps les couples de lignes infiniment voisins du cas précédent se réunissent en une ligne double unique ou à proprement parler en une ligne comptant quatre fois; car la condition pour qu'il en soit ainsi est, d'après ce qui a été dit (p. i33), l'évanouissement de tous les ûiiic Toutes les courbes du système doivent donc se toucher aux points d'intersection de la ligne double avec J = o ou ^ = o {ßg' 24) ; c'est là, par conséquent, un système appartenant à Tes-
Fiß. 2',.
pèce traitée plus haut (p. i45). Par là s'explique aussi géométrl- <|uement le fait de la possibilité d'une infinité de triangles polaires communs; l'un des cotés d'un pareil triangle est, en effet, toujours la ligne double dont nous avons parlé; les deux autres côtés |)assent par le pôle de celle-ci et sont situés harmoniquement par rapport aux deux tangentes communes.
Pour arriver à un système déterminé et digne de remarque, on peut choisir celui qui est formé par la ligne double et par les tangentes menées aux deux points de contact (lignes qui forment aussi ime conique du système). Si y^ = o, j^ 3 = o sont ces tangentes, et qu'ensuite j^i soit la ligne double, )/ la racine simple, X" la racine double de A(}. )=z o, on a les couples
d*où
Pour mener à fin le problème de transformation qui nous oc-
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cupe, nous emploierons de nouveau l'équation
qui devient ici
de là résulte encore
D ailleurs nous avons
^'11 Au
(>)«,«,. zz=-(r-A)^.î
_ /Wy* —
et les coordonnées de la ligne double t^j {ß', , jS',, ß, ) s'obtiennent en posant 1 = 1' et en égalant les coefficients des produits égaux Ui Uf(. Nous trouvons ainsi
fl/2 _ ^11 (^')
Pi
bii"
Lorsque la ligne double est trouvée, la détermination des deux tangentes est ramenée à un problème déterminé que nous avons déjà traité (p. i34)-
3. Si les racines de A[l) = o deviennent toutes les trois égales sans que cependant les déterminants mineurs s' évanouissent, les trois couples de lignes se confondent sans cependant dégénérer en une ligne double; car la présence d'une ligne double aurait pour conséquence l'évanouissement identique des déterminants mineurs i^'voir le cas suivant). Des deux points d'intersection appartenant à deux couples infiniment voisins qui dans le premier cas ne se trouvaient pas dans le voisinage de leurs points doubles, l'un doit se rapprocher indéfiniment de ceux-ci de manière qu'un troisième couple s'y trouve également réuni. Les courbes ont donc en ce point un contact biponctuel, ce qui doit être entendu en ce sens que l'une des courbes coupe l'autre en trois points
voisins ; la première entre dans la seconde, en ressort et y rentre de nouveau immédiatement [ßg- aS), le quatrième point d'intersection reste au contraire isolé, et les courbes ont de même une tangente commune isolée. Il n'existe plus de triangle polaire pro-
prement dit; mais, d'autre part, un triangle remarquable de coordonnées nous est fourni par les lignes suivantes : la tangente commune au point de contact [ji = o), la ligne qui joint le point de contact au point d'intersection isolé [y 2 =0), et la ligne passant parce dernier point et située liarmoniquement par rapport à j^2 = o et aux tangentes menées du point précité aux deux courbes (j^3 = o). Comme les points yi = o, jo = o, et y» =0, ^3 = ♦> appartiennent alors aux deux courbes, les termes en y^ij'l doivent manquer dans f et 0, et puisque ensuite la ligne j^ = o est tangente, y ctfj; deviennent nécessairement des carrés pour y, =0; donc les termes en j oj's doivent aussi manquer. Enfin les parties multipliées par ji qui représentent les tangentes au point d'intersection isolé doivent être harmoniques par rapport à j 2 = o et ^3 = o, c'esl-à-dire se représenter comme somme et dÜFerence. Nous pouvons donc poser
En elTct, l'équation f — X'c^ = o donne alors le seul couple de lignes yt =0, j2 = o figurant dans le faisceau. Pour déterminer la transformation de/etde 9, en cette forme canonique, qui n'est d'ailleurs pas dualistique à elle-même, nous avons
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d'où
et ensuite
R».22a.x(/}«,//a. — R* (P — 2ÀQ -f- A*S)
Si Ton pose successivement X = À', a = — À', X= o, on trouve, par combinaison des équations obtenues,
P — -iVQ-f V»S=:4V»Bf*5,
p_SV* — — 4V*B»'j.-3,
Ph-SV*= aÀ'«B(i'^-+-p2 -i-arj^a);
d'où, en égalant les coefficients des produits égaux relativement aux Ui, on tire les coefficients cherchés ß'i' de la substitution.
4. Le quatrième cas, dans lequel toutes les racines de AÇa) = o deviennent égales les unes aux autres, et où en même temps les déterminants mineurs A/^ s' évanouissent tous, est la réunion du second cas et du troisième : les courbes ont un contact triponctuel, c'est-à-dire se coupent en quatre points successifs et n'ont par suite aucun autre point commun. Nous n'avons plus ici de points auxquels se rattache un système de coordonnées particulièrement remarquable. Si néanmoins nous prenons la tangente commune au point de contact pour droite j'i = o, et que y'i= o soit une ligne passant par ce point, nous pouvons écrire les deux courbes sous la forme ^
? = . >'T -t- ( « J j -»- Pr\yi -»- V Ji Js ) »
car l'équation y — X'(p = o donne alors en fait la seule droite qui fasse encore partie du système
Tandis que jusqu'ici nous avons considéré les différentes situations auxquelles peuvent donner lieu à l'égarxl de deux coniques les diverses espèces de coïncidence entre deux ou plusieurs des quatre points d'intersection, nous allons maintenant jeter un coup d'oeil
sur les relations de position définies par la condition que le triangle polaire commun soit situé d'une façon particulière par rapport à la droite de l'infini. C'est ce qui arrivera notamment si l'un des côtés du triangle se confond avec la droite de l'infini elle-même, d'où il résulte alors que les deux coniques ont un centre commun (le pôle de la droite de l'infini), et d'après nos explications précédentes (p. io4), les deux autres côtés du triangle polaire forment un couple de diamètres conjugués relativement à chacune des deux coniques données. Le problème qui consiste à trouver dans deux coniques de même centre le couple de diamètres conjugués qu'elles ont en commun est donc déjà résolu par les considérations générales que nous avons présentées plus haut; nous ne nous proposons que de suivre en détail la formation des équations qui s'y rapportent lorsqu'on emploie des coordonnées non homogènes.
Si l'on admet que l'origine des coordonnées ait été d'avance placée au centre, les équations des deux coniques ont la forme (p. m)
( /= ärii.r--f- ia^:,xy -f- «.,,r- — i = o, (')
1 = ^u ■'■- H- ■?. I'ii''y 4- i^aX' — 1=0. et nous avons à les transformer de manière qu'elles deviennent
Ces dernières équations, ne renfermant que le carré des variables, montrent immédiatement par là que les quatre points d'intersection de y et de cp sont situés symétriquement relativement aux diamètres conjugués communs , et une chose semblable a lieu à l'égard des tangentes communes, car les équations en coordonnées lignes deviennent
p'^ii^ 4- q'*v* — I -= o.
Nous pouvons facilement aussi indiquer les coordonnées des éléments communs au moyen des équations (6) (p. i56) et (9)
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([). 109); ces coordonnées sont
La situation des points d'intersection résulte aussi de la construction générale donnée précédemment du triangle polaire, si Ton suit attentivement la dégénération de ce dernier.
Les trois couples de lignes du faisceau y — Xy = o se composent, en effet, de deux parallèles aux diamètres conjugués communs, et de deux droites qui se coupent au centre. De même les tangentes communes de y et (j» sont parallèles deux à deux et se coupent sur les diamètres conjugués communs [Jig. a6). La transformation
dont il a été parlé peut être réalisée au moyen des équations
xz=i x' cosa -f- y cos ,3, y ■=L £ sin a -i- y* sin,S ;
nous avons alors à déterminer a, ß, jJ , q', jjf', (f. L'équation A(X) = o nous donne ici
«It— *^^ll ÖJI— Xiîi o
(4) ^(^)= «lî — X6,j a,j — Xéjj o =0,
Clebsch. — Géométrie, I. 12
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et l'une des racines l = i nous est immédiatement connue, ce qui correspond à la circonstance que nous considérons comme donné un sommet du triangle polaire, à savoir le centre; /', À" étant les deux autres racines de (4)> nous pouvons, d'après ce qui précède, indiquer immédiatement une substitution en vertu de laquelle les expressions de y et de <f deviennent
En partant de ces équations, nous arriverions à la forme (2), à la condition de poser
Les racines de (4) ne nous donnent, comme résultat immédiat, que les rapports des longueurs des diamètres conjugués, c'est-àdire que l'on a
y=zt-, y" — L
Nous trouverons les longueurs elles-mêmes des diamètres conjugués en faisant usage des équations (18) (p. i65)
A la place de la substitution déterminée par les grandeurs ß^' [équations (10) p. iSp] intervient actuellement la suivante :
X = f/' cosaa." -f- 9" cosjSj ", j i=r p" sin Kx" -i- q" sin j3j ".
Diailleurs on a
et l'on déduit par conséquent de (6)
lit • ^lî — yf'xi. • p cos, s.„, = - ^-^ ï;;*^^*;, •
^"»sui*« = -LL «> ,
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De là résulte immédiatement
et l'on pourrait de même calculer cos«, cosß et q". Pour p' on trouve
et l'on obtiendrait pour (f une expression semblable.
La voie suivie ici devient encore impraticable ou indéterminée lorsque intervient un des cas d'exception traités dernièrement, c'està-dire lorsque les coniques se touchent en un point quelconque. Mais, comme ici l'on suppose toujours donnés un sommet isolé ( le centre) et un côté isolé du triangle polaire (la droite de l'infini), les seuls cas qui peuvent se présenter sont le premier et le second, dans lesquels les courbes se touchent en un ou deux points sur l'un des côtés du triangle polaire.
Dans le second cas, il existe une infinité de triangles polaires communs, dont l'un des côtés est toujours la corde de contact, tandis que les deux autres passent constamment par le pôle de cette dernière ligne. La droite de l'infini pourra donc être le côté d'un pareil triangle si elle est elle-même la corde de contact ou si les deux coniques se touchent sur un diamètre commun, cas où le pôle de la corde de contact est situé sur la droite de l'infini. Les cas où les courbes ont une ou deux asjmptotes communes ou bien les deux diamètres qui leur sont communs confondus forment donc à notre point de vue actuel des cas d'exception.
Dans la première hypothèse, deux diamètres conjugués se confondent avec l'asvmptote, ce qui concorde avec ce fait que toute asymptote remplace un couple de diamètres conjugués (p. io4).
Le triangle de coordonnées, signalé comme remarquable dans notre étude précédente, sera donné ici par l'asymptote commune (a: = o), par la ligne joignant les deux points d'intersection qui restent encore séparés {y = o) et par la droite de l'infini [fig. 27).
Si l'on prend pour base ce triangle, les équations des deux coniques auront la forme
f=a[x^-{- i] 4- aôxjm o, y = x' -t- I -i- 1XJ- ^^ o.
Si les coniques ont deux asymptotes communes, notre problème devient indéterminé : les courbes ont en commun tous leurs couples de diamètres conjugués. Ce dernier théorème est vrai éga-
Fig. 37.
lement pour l'ellipse et pour l'hyperbole; seulement, dans la première courbe, les deux asymptotes sont imaginaires conjuguées.
On dit dans ce cas que les coniques sont semblables et semblahli'inrnl placées. En effet, pour la détermination de fel de (p, on ■i.![)loie respectivement les équations (p. 107)
Si maintenant les asymptotes doivent coïncider, ces deux équations ne peuvent différer que par un facteur constant, c'est-à-dire que l'on a
et c'est pour cette raison que les courbes sont appelées semblables. Il III > ('(|uations ont alors la forme
/= rtj,.rî+ 2«ij.rj-h rtjj/* —1=0,
Le premier cas signalé plus haut ne peut d'ailleurs jamais se présenter à l'égard de deux ellipses, car les asymptotes de ces t'iwilh > sont toujours imaginaires conjuguées. Si donc deux Iles se confondent, il en est de même des deux autres.
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VII. — Le cercle
Nous avons toujours, dans les considérations que nous avons présentées antérieurement, distingué entre les propriétés métriques et les propriétés 'purement projectives des figures géométriques. Ces dernières propriétés étaient en substance caractérisées par h' fait qu'il n'y était pas question d'angles et de distances, et que. d'autre part, certaines relations anharmoniques ( * ) (notamment la division harmonique dans la théorie des polaires) y formaient le principal sujet d'étude. Nous développerons maintenant, accessoirement à la théorie du cercle, une méthode au moyen de laquelle on parvient à considérer tous les théorèmes qui concernent des angles comme des cas particuliers de relations plus générales fondées sur la notion du rapport anharmonique. C'est à quoi conduit le théorème fondamental suivant :
Tous les cercles ont en commun sur la droite de V infini deux points imaginaires qui restent absolument fixes dans tout mouvement du plan {^rotation ou glissement) sur lui-même.
Deux cercles ne peuvent, comme on sait, se couper qu'en deux points réels, et de fait on n'obtient en employant les coordonnées cartésiennes pour déterminer leurs points d'intersection qu'une équation du second degré. Nous avons déjà reconnu comme caractéristique à l'égard de l'équation du cercle la circonstance que les termes les plus élevés de cette équation (en coordonnées rectangulaires) ont toujours la forme x--^j-, et que le terme en xy manque (p. 112). Les équations des deux cercles sont par conséquent
x- -^ j'^ -r- 2« X -^ ib y -\- c = o,
d'où résulte par soustraction une équation linéaire, celle de la ligne qui joint les deux points d'intersection. Ces derniers points eux-mêmes sont en conséquence déterminés par une équation du
(') On peut, en effet aussi, d'après V. Staudt, Geometrie der ta»«, Nürnberg, 1847, définir un rapport anharmonique sans faire intervenir la notion de distance. — f^oir aussi F. Klein, Ueber die soffenaniUe Nicht-Eitklidische Geometrie (^Mathematische j4nnalen, t. VI, p. in, et t. VII, p. J3i).
l8a TOME I. CDAPITBE ».
second degré. Si la recherche des points d'intersection est ici possible d'une manière aussi simple, cela lient exclusivement à la relation spéciale du cercle avec les coordonnées rectangulaires. Si nous introduisons, en effet, au moyen de la substitution
«, or, -+- a, X, -h «j X, A
7j Xi + 7j X, -t- 73 X3 ti
_ Pi ^1 -t- ^» -^t + p% ^3 _ 5
des variables homogènes, C = o se trouvant représenter ici la droite de l'infini, les équations des deux cercles deviennent
A»H-B*-f-2« AC-l-2* BCh-cC* = o, A* -h B* -+- 2«'AC + 2 6'BC -4- c'C = o,
et, pour la détermination des points d'intersection, nous obtenons
C[2{a — a') A -h 2{b — Ü' )Ji -h {c — c')C]=zo,
c'est-à-dire un couple de droites. L'un des facteurs G=:odonne les points d'intersection qui n'ont pas encore été considérés. L'équation du quatrième degré qui détermine en général les intersections de deux coniques est donc dans notre cas résoluble par deux équations du second degré. La raison en est que la résolvante cubique A(X)=o précédemment employée pour la solution du problème se réduit à une équation du second degré; car nous verrons que l'un des côtés du triangle polaire commun à deux cercles se confond toujours avec leur ligne des centres, et que corrélativement l'une des racines de l'équation cubique A(À) = o est donnée par avance.
Les intersections données par C = o sont déterminées par les points de rencontre de la droite de l'infini avec la conique imaginaire évanouissante
A* -»- B* =: o ou X* + /• z= o,
et, par conséquenl, indépendamment des coefficients a, h, c, a', b\ d qui figurent dans l'équation des deux cercles. Nous avons par suite ce théorème :
Tous les cercles du plan passent par deux mêmes points imaginaires appartenant à la droite de l' infini .
Nous appellerons ces points, dans la suite, pour abréger, points
C-o, A« H-Bp-t-C — o
sous la forme
I I zn/ o I o o I
\ Il V I
:iu — c = o.
Le produit des points circulaires est donc représenté par
Les directions qui répondent à ces points remarquables, c'està-dire celles des asymptotes du cercle, sont déterminées par l'équation
tang'a -+- i = o,
d'où tangar^ zfz y' — i. Nous pouvons, par conséquent, énoncei aussi de la manière suivante le théorème cité :
Les asymptotes de tous les cercles sont parallèles, si, du reste, Ton consent à parler de lignes parallèles imaginaires. Les directions ainsi déterminées possèdent encore d'autres propriétés importantes et dignes d'attention, parmi lesquelles nous pouvons citer en premier lieu les deux suivantes :
I ** Les directions asjmptotif/ues du cercle Jorment avec toutes les autres directions le même angle [inßniment grand).
Si, en effet, tanga = / := ^- — i , on a
I -}- tangy tanga i -f- / tangy
résultat indépendant de (p; et de même pour tang« r- — /. La raison en est que l'angle a, et en général l'angle d'une ligne qui passe par l'un des points circulaires avec une autre droite quelconque, doit être considéré comme infiniment grand. Nous avons, en effet,
C d.r arctangar= I -,
et celte intégrale devient infinie pour a = ±:/.
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Donc, tandis que les points dont la distance à un point quelconque est infiniment grande sont situés sur une droite, la droite de l'infini, les lignes q ui forment avec une autre ligne quelconque un angle infiniment grand, et qu'on pourrait par suite appeler lignes infiniment éloignées, enveloppent un couple de points : les points circulaires imaginaires. Cette manière d'être dilTérente des points à distance infinie et des droites à distance infinie est au surplus la cause de la non-permanence du principe de dualité dans les relations métriques.
1° Deux lignes perpendiculaires forment un sjstème harmonique avec les droites menées de leur point d'intersection aua: points circulaires imaginaires.
En effet, ces deux dernières lignes sont les asymptotes de tout cercle qui a son centre en leur point d'intersection, et les deux droites données sont des diamètres conjugués de ce cercle; elles sont donc, d'après des propositions générales précédentes, harmoniques par rapport aux lignes dirigées vers les points circulaires, ce qu'il fallait démontrer.
Ces deux théorèmes montrent quelle est la liaison intime des points remarquables dont nous parlons avec toutes les relations d'angles ; le second théorème notamment ramène le tracé des lignes perpendiculaires au problème purement projectif de la division harmonique, mais cette connexion va encore plus loin. La théorie du cercle doit, d'après notre définition, se confondre avec celle des coniques ayant deux points communs. Or l'étude de ces dernières n'exige que des considérations purement projectives, et, parsuite^ la Géométrie métrique ordinaire, en tant quelle repose sur la théorie du cercle, apparaît comîne une simple application de nos développements précédents qui dépendaient uniquement de relations de situation ( ' ). En particulier, la définition du cercle comme conique renfermant les points circulaires est dépouillée de toute iq)parence métrique, et nous pouvons aussi, comme il va être immédiatement démontré, remplacer la notion d'angle par celle de rapport anharmonique qui, dans nos considérations précédentes, s'est présentée comme fondamentale pour toutes les recherches
(') Comme inTcnteur do cei vues noiivelles, on doit surtout citer M. Chasles.
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projeclives. L'angle de deux lignes ayant pour coordonnées u, v et //', \^ est, comme on sait, donné par
«/i' -h «'(^ a =- arc cos
quantité égale, d'après une formule connue d'Analyse, à ( ' )
/■ , i/ö'H-iv'-|-»/{«tt'-f-iv')*— (a^-t-f* - lof ' * ' ^
nu -r- «v' y/(l
Nous avons ici sous les yeux le logarithme d'une expression dans laquelle on reconnaît de suite le quotient des racines de l'équation
«-H- •''-!- 2>(ttM'-l-iv') H- >*(«'2-4- p'*) = o,
résolue par rapport à \. Or cette équation est d'après (i) l'équation du produit des points circulaires imaginaires (i) si l'on y substitue (à Met à v^ les coordonnées u~-lu', v^-f-Xt/, et nous avons en conséquence le théorème suivant :
L'angle de deux droites est égal au logarilhme multiplié par
- du rapport anharinonique que ces droites forment avec les
lignes allant de leur point d' intersection aux points circulaires imaginaires ; théorème au moyen duquel la notion projective de la géométrie angulaire peut être parcourue sous toutes ses faces. On étudiera les figures qu'on doit examiner dans leurs relations avec deux points quelconques et avec la ligne qui les joint; puis on remplacera ces points par les points circulaires imaginaires et conséquemment leur ligne de jonction par la droite de l'infini : alors les relations métriques résultent sous leur forme habituelle des théorèmes projectifs trouvés. A l'égard du cercle, on pcul encore citer comme exemples les propositions suivantes :
Un cercle est complètement déterminé par trois points du plan; ce cercle est en effet une conique assujettie à passer par les points circulaires, et pour la détermination de laquelle cinq points son! par conséquent donnés.
( ' ) Cette défitiitioD a été donnés par Laguerre, Nouvelles Annales de Mathématiques, iSSg, p. 57.
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Le centre d'un cercle, comme en général celui d'une conique, est le pôle de la droite de l'infini par rapport à cette courbe : il s'ensuit que les cercles concentriques sont définis par la propriété d'avoir leurs asymptotes communes. Ils se touchent donc aux deux points circulaires et ne peuvent par suite plus se couper ailleurs. Un tel système de cercles est représenté par l'équation
dans laquelle 0-3 = 0 donne la droite de l'infini, tandis que x, = o, X2 = o sont les équations des deux asymptotes. Pour passer aux coordonnées rectangulaires nous devons poser (i étant égal à \J — 1 )
et nous obtenons alors la forme ordinaire
X^ -k- y^ — > rr O,
le paramètre X désignant le carié du rayon variable.
Tous les angles dont le sommet est sur la circonférence, et dont les côtés comprennent le même arc sont égaux, car c'est là uniquement une autre forme de la proposition connue que le rapport anharmonique des lignes menées d'un point d'une conique à quatre points fixes de cette courbe est constant. Ces quatre rayons vont, dans notre cas, du sommet de l'angle en question aux extrémités de l'arc et aux deux points circulaires imaginaires.
Deux diamètres conjugués d'un cercle sont perpendiculaires entreeux, car ces lignes sont, d'après leurs définitions, harmoniques aux deux asymptotes du cercle (p. io4). Maintenant, comme nous avons vu auparavant que toute asymptote d'une conique doit être considérée comme un couple de diamètres conjugués, on pourrait énoncer le théorème suivant de tournure paradoxale : Toute asymptote du cercle [toute droite infiniment éloignée) est perpendiculaire à elle-même.
En vertu des explications précédentes, la notion d^angle est seule remplacée par la notion purement projective de rapport anharmonique; le segment doit pouvoir aussi être défini de la même manière si l'on veut transformer tous les théorèmes métriques en théorèmes projeclifs. On n'y arrive pas toutefois aussi immédia-
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lenient, car pour la mesure d'un angle une unité déterminée (par exemple l'angle de 90 degrés) nous était donnée par avance; au contraire, pour la mesure d'un segment, nous devons prendre pour base une unité dont le choix est arbitraire.
Désignons par r, s et par /•', 5' respectivement les distances de deux points A, C à deux autres points B, D de leur ligne de jonction, distances mesurées dans le même sens que précédemment (p. 42); le rapport anharmonique des quatre points sera égal à
- -j et par conséquent égal à r pour s = sf, z'':^ i . Si nous prenons
en particulier s= s' = x nous aurons ce théorème : La distance de deux points A et B (prise dans un sens convenable) est égale au rapport anharmonique que forment, avec ces points, le point à distance injinie et le point éloigné de B d'une distance égale à l'unité. Ce théorème nous serait utile si nous nous proposions de considérer aussi projectivement les relations segmentaires. Pour comparer les segments placés sur différentes droites, on doit encore poser en fait que les points d'un cercle doivent être qualifiés également distants de son centre ; néanmoins, dans ce qui suit, nous n'insisterons pas davantage sur cet ordre d'idées ( ' ).
(*) En vertu de ces développements, on peut concevoir la Géométrie métrique comme la théorie des rapports des fijures planes à une conique qui se réduit à un couple de points. D'une manière semblable, toutes les relations projectives des figures planes avec une conique générale peuvent recevoir la forme métrique, ce qui permet d énoncer les théorèmes qui s'y rapportent d'une manière plus courte et plus précise. 0.1 introduira donc les tangentes de la conique fondamentale de la même manière que les droites infiniment éloignées (c'est-à-dire passant par les points circulaires), les points de la conique comme les points ä distance infinie, et l'on appellera angle de deux droites quelconques le logarithme (multiplié par une constante) du rapport anharmonique que forment deux droites quelconques avec les tangentes menées à la conique fondamentale par leur point de rencontre. Si donc Ha^u^it^= o est l'équation de la conique en coordonnées lignes, l'angle de deux droites u. v sera égal à
H -^ )JOL — H
clog , >
H — v^GL — e»
G, H, L ayant la signification qui leur avait été attribuée auparavant, et de là, pour 11 «^ II. f/j =. «' -f- c' et c =^ - , résulte de nouveau la définition de la Géométrie métrique
ordinaire. Or, si l'on fait usage d'une conique générale, le principe de dualité est complètement vrai, même pour les relations métriques; on a donc aussi, pour la mesure des segments, une unité donnée d'une manière fixe, et l'on définira la distance de
La relation de la Géométrie métrique à la Géométrie projective, qui vient d'être énoncée dans les théorèmes cités, présente une importance particulière au point de vue de l'étude systématique des problèmes géométriques. Trop souvent, la solution de ces derniers, lorsqu'on ne fait pas usage des éléments imaginaires ou à distance infinie, repose sur des artifices dont le succès apprend seul l'opportunité. Au contraire, à l'aide des vues que nous avons exposées, on parvient à revêtir de suite les problèmes métriques d'une forme plus générale et à leur appliquer alors les méthodes directes et sans restriction de la Géométrie projective. D'un autre côté, nous pouvons de chaque théorème métrique connu déduire un théorème plus général , en remplaçant simplement les points circulaires par deux points quelconques du plan. Nous rencontrerons encore dans la suite divers exemples des deux cas. Nous allons néanmoins nous occuper d'abord de développer à l'égard du cercle notre théorie générale des coniques, en étudiant les relations entre deux cercles.
Deux cercles ne peuvent se couper (en dehors des points circulaires) qu'en deux points réels ou imaginaires conjugués. Dans tous les cas la ligne qui joint ces deux points est constamment réelle : nous l'appellerons axe radical des deux cercles; la considération suivante donne pour cette ligne une propriété digne de remarque.
deux points comme le logarithme (multiplié par une constante) du rapport anharmonique que forment avec eux les points où la ligne qui les joint rencontre la conique. La distance de deux points .r, y sera, par conséquent, égale à
c' log 2 -t
Q — ^Ph — Q»
P, Q, R étant les expressions ainsi désignées précédemment.
Conrormément à ce qui vient d'ôtre dit, deux lignes seront en particulier perpendiculaires SI 11= o (««' -t- f f ' = o en Géométrie métrique ordinaire), si, par conséquent, les lignes sont harmoniques aux tangontes menées par leur point de rencontre. On peut d'ailleurs opérer sur les grandeurs ainsi deHnies comme angles et distances do la môme manière que sur celles de la Géométrie métrique ordinaire. [ Voti^ pour une «•tude plus approfondie du sujet, Cayley, A sixt/i Meinoir upon quaiitics {Philosophical Transactions, t. CXLIX, iSôy); Klei:«, Ueber die sogenannte N icht-Enklidische Geometrie {Mathematische Ânnalen, t. IV, VI et VII); dOvidio, Annali di Matematica, »erio II-, t. VI].
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Si l'équation d'un cercle est donnée par (•)
K r= ( X - a ) » 4- { j - fc ) « ~ r « = 0,
l'expression K a, comnie la forme normale hessienne de la droite, une signification géométrique à l'égard de tout point déterminé Xyj. Si nous désignons, en effet, la distance du point {x,j-) au centre (a, b) par p, nous avons
t étant la longueur d'une tangente menée du point au cercle. Si
maintenant
YJ — [x — a'Y + [x — b'Y — t'^ =z o
est l'équation d'un second cercle, l'équation de l'axe radical sera
donnée par
c'est-à-dire qu'on a pour un point de cette ligne
t' étant la longueur de la tangente menée par le point au second cercle. Il suit de là que :
Uaxe radical est le lieu des points pour lesquels les tangentes menées aux deux cercles sont égales.
La détermination des points de rencontre de celte ligne avec le
cercle s'effectue au moyen d'une équation du second degré. En
posant
nous obtiendrons pour les points dont il s'agit
u — laa: — I2.by -k- c = o, u — la'x — 26'_7'4-c'= o.
Nous pouvons, au moyen de ces équations, exprimer x elj linéairement en M, et, pour déterminer u, nous n'aurons qu'à porter
(') Voir, pour l'exposition de ce qui suit, Plûcker, Analytisch geometrische Entwicklungen, et sur les propriétés de l'axe radical, chordale ou ligne de puissance, Steixeb, Journal de Crelle, t. 1, et Gacltieb, Journal de l'École Poljtechnique, cahier XVI.
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ensuite ces valeurs dans l'équation (* )
Les quatre tangentes communes aux deux cercles sont par là
môme déterminées, car elles dépendent uniquement de la situation
du triangle polaire commun, lequel est complètement déterminé
par les quatre points d'intersection. Les sommets de ce triangle
sont les points doubles des trois couples de lignes compris dans le
faisceau de cercles
R — XK'^o.
L'un de ces couples seulement est réel : celui qui est formé de l'axe radical et de la droite de l'infini; les deux autres sont toujours imaginaires, mais leurs points doubles sont toujours de même réels si les cercles se coupent en deux points imaginaires. On le reconnaît à ce qu'alors les quatre tangentes sont réelles, et par conséquent aussi le triangle polaire. Dans ce cas deux côtés du triangle [s^ et 52 dans Idi ßg. 28) sont parallèles à l'axe radical (c) et la portion de la ligne des centres (53) comprise entre ces côtés est divisée par le milieu par l'axe radical, car la direction de cette dernière ligne détermine le sommet infiniment éloigné du triangle polaire, et la ligne des centres est nécessairement, comme polaire de ce point situé à distance infinie, le troisième côté du triangle. Or, chacun des côtés est divisé harmoniquement par les deux autres et par le couple correspondant du faisceau K — XK' = o, d'où résulte, puisque l'axe radical forme avec la droite de l'infini un couple semblable, la division par le milieu du segment mentionné. Les deux autres côtés du triangle (en dehors de la ligne des centres) sont faciles à construire parce que les tangentes communes aux deux cercles doivent se couper sur les trois côtés. Ces intersections donnent les trois couples de points qui se rencontrent dans l'ensemble des coniques déterminé par les deux cercles.
En particulier, deux de ces points sont situés sur la ligne des centres; ce sont les centres de similitude des deux cercles (I et A
(') Uno ligne droite forme, d'après notre déGnitiou du cercle, conjointement avec la droite de l'infini, un cercle (de rayon infiniment grand); de même deux lignes imaginaires conjuguées, par exemple, x -h iy = o et x — if — o, dont chacune passe par l'un des pointa circulaires, forment un cercle de rayoa nul x*-i-j ' =^ o.
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dans la fig. 28). Ces points peuvent être obtenus analylique-
Fig. a8.
ment de la manière suivante ( * ). Les équations. des cercles en coordonnées lignes sont (p. 39)
les centres des cercles étant donnés respectivement par
P = «a -!- i'6 -4- I = o, P'= «a'-t- fè'-f- 1=0.
Par soustraction des équations circulaires nous obtenons alors
le couple de points
(') Voir, par exemple, Hesse, Forlesungen aus der analytischen Geometrie der geraden Linie, etc. Leipzig, 1873, a* édition.
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OU, en résolvant,
En chacun de ces points se coupent, d'après une proposition précédente, deux des tangentes communes; (2) et (3) sont par conséquent les équations des deux centres de similitude. Ces points sont situés harmoniqueraent par rapport aux centres des cercles et partagent la distance de ces centres dans le rapport des rayons (de là leur nom). La première partie de cet énoncé est évidente d'après la forme de l'équation ; la seconde résulte de ce que les distances d'une ligne (w, y) aux centres sont respectivement données
par
et de ce que ces distances, si la ligne passe par un centre de similitude, doivent, à cause de (2) et (3), satisfaire encore respectivement aux conditions
Dans le premier cas, les deux rayons sont mesurés dans une même direction à partir de la ligne des centres, ce qui donne le centre de similitude externe; dans le second cas, ils le sont dans une direction opposée ; ce sera le centre de similitude interne. Pour le premier on tire de (2) les coordonnées :
et pour le point interne on déduit au contraire de (3)
A l'aide de ces valeurs nous pouvons maintenant calculer de
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suite les coordonnées des tangentes communes, et, de même que quand il s'est agi de points d'intersection, au moyen d'équations du second degré seulement. Nous avons en vertu de (4) pour
le centre externe
P = rz, P'= r'z.
le centre interne
d'où résulte dans les deux cas, par élimination de u, v, une équation du second degré en z. Les coordonnées des tangentes passant par les centres de similitude en question seront alors déterminées linéairement. Elles deviennent imaginaires pour les deux centres de similitude, si l'un des cercles est situé à l'intérieur de l'autre, imaginaires seulement pour le centre de similitude interne si les deux cercles se coupent en des points réels. Les centres de similitude sont néanmoins toujours réels; en cas de contact extérieur, le centre de similitude interne se confond avec le point de contact; en cas de contact intérieur, c'est le centre externe. Le théorème de la division de la ligne des centres dans le rapport des rayons reste toujours vrai.
Considérons un sjstème de trois cercles.
l(?s équations des axes radicaux déterminés respectivement par deux d'entre eux sont
et, comme la somme de ces trois équations est nulle, nous avons, en tenant compte d'une propriété des axes radicaux qui a été mentionnée plus haut , le théorème suivant :
Les trois axes radicaux déterminés par trois cercles se coupent
en un même point, centre d'un cercle coupant les trois cercles
donnés à angle droit et qu'on appelle le cercle orthogonal. En
efiet, les longueurs des tangentes que l'on peut mener du centre
de ce dernier cercle aux trois cercles donnés sont toutes égales.
Désignant par p les longueurs de ces tangentes, par a, ß les
coordonnées du centre, nous avons pour le calcul de ces trois
Clebscb. — Géométrie, I. l3
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grandeurs les trois équations et, si l'on pose en outre
on aura trois équations linéaires en a, ß, u.
Le théorème démontré en dernier lieu est vrai, comme on le voit facilement, non-seulement pour les trois cercles donnés, mais encore pour tous les cercles en nombre simplement infini du système ( ' ).
où )., ^ sont des paramètres variables. Un fait correspondant a nécessairement lieu d'une manière générale pour les courbes du second ordre qui ont en commun deux points fixes. Si, d'après cela, nous mettons les théorèmes obtenus pour les cercles sous une forme plus générale en remplaçant les points circulaires imaginaires par deux points quelconques, nous obtiendrons ce qui suit :
Toutes les coniques qui passent par les deux mêmes points ont deux à deux une corde mobile commune. Si d'un point de cette corde on mène les quatre tangentes aux deux coniques, les quatre points de contact sont situés, ensemble avec les points fixes, sur une courbe du second ordre. Si l'on prend trois courbes du système, leurs trois cordes se coupent en un même point : les six tangentes menées de ce point à la courbe la touchent en six points qui sont situés ainsi que les deux points fixes sur une même section conique. Le pôle relativement à celte dernière courbe de la ligne qui joint les deux points fixes est l'intersection des trois cordes.
Un certain intérêt s'attache à la situation occupée dans un système de trois cercles parles centres de similitude que déterminent ces trois cercles considérés deux à deux. Les trois centres externes du système (Aoi, A,2, A20 dans ^difig. 29) sont donnés parles
(') Un système de coniques, dans lequel chaque courbe dépend de deux paramètres entrant linéairement, est désigné sous le nom de réseau de coniques. Nous reviendrons sur loa réseaux de coniques dans le troisième et le cinquième Chapitre de ces Leçons.
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équations
et les trois internes (loi, I|2> I20 dans ^^ßg- 29) par
Comme la différence de deux équations de la deuxième série, augmentée de l'équation non située au-dessus et faisant partie de
Fig. 29.
la première, est identiquement nulle, ainsi que la somme des trois premières équations, nous avons ce théorème :
Les six centres de similitude déterminés par les trois cercles donnés, considérés deux à deux, forment les sommets d un quadrilatère complet. L'un des côtés de ce quadrilatère renferme les trois centres de similitude externes, chacun des autres comprend un centre externe et les deux autres internes non situés sur la même ligne des centres. Les trois faux cotés du quadrilatère sont les lignes des centres des trois cercles.
Nous allons faire usage des résultats obtenus pour la résolution de quelques problèmes. Sous le bénéfice du théorème d'après lequel les axes radicaux déterminés par trois cercles se coupent en un même point, on peut d'abord construire iaxe radical de deux
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cercles qui ne se coupent pas en deux points réels. Pour trouver un point de cette ligne, il suffit, en effet, de prendre le point d'intersection des axes radicaux qu'un troisième cercle rencontrant les deux premiers en des points réels détermine avec eux. Si le troisième cercle est choisi de manière à toucher les deux cercles donnés, les tangentes menées aux points de contact se coupent sur l'axe radical cherché. Par suite de ce choix du cercle auxiliaire (dans l'hypothèse du contact extérieur), les deux centres de similitude interne qu'il détermine avec les deux cercles donnés coïncident avec les points de contact, et comme, d'après notre dernier thorème, ces points sont situés sur une même droite conjointement avec le centre de similitude externe des cercles donnés, nous pouvons, dans le cas où ce dernier point est connu, trouver d'une manière simple deux points de l'axe radical, sans avoir besoin de tracer de cercle auxiliaire. On voit facilement comment celte considération se modifie si l'on part du centre de similitude interne des cercles donnés. La construction s'effectue plus simplement encore à l'aide du théorème suivant, connu en Géométrie élémentaire :
Si l'on mène deux droites par l'un des centres de similitude de deux cercles, les deux points d'intersection non homologues de l'une de ces droites avec les cercles et les deux points d'intersection non homologues de r autre sont situés sur une même circonférence. Il suffit, par conséquent, de mener par le centre de similitude deux droites, de choisir parmi leurs huit points d'intersections deux couples de points non homologues et de joindre les points de ces derniers qui appartiennent au même cercle pour obtenir un point de l'axe radical, comme intersection des deux lignes de jonction.
Du théorème mentionné en dernier lieu résulte immédiatement le suivant :
Si deux cercles sont touchés par deux autres, l'axe radical de chacun de ces deux couples de cercles passe par un centre de similitude de l' autre couple, étant supposé f/ue les deux premiers cercles sont touchés de la même manière par les deux autres ( • ) ; car les
(•) Voici les hypothèses qui peuvent se présenter :
I* Deux cercles touchent les cercles donnés tous deux intérieurement, ou tous deux
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points de contact de chaque cercle de l'un des couples doivent, comme centres de similitude, être en ligne droite avec un point semblable de l'autre couple ; et les deux droites ainsi déterminées se coupent nécessairement sur l'axe radical du dernier couple, puisque les quatre points de contact, d'après le théorème précédent, sont situés sur un cercle.
Ces développements nous mettent en état de résoudre assez simplement le problème suivant, déjà étudié dans l'antiquité sous le nom de problème d' Apollonius :
Construire un cercle tangent à trois cercles donnés.
Soient a, ß les coordonnées du centre, p le rayon du cercle cherché : nous aurons alors pour la détermination de ces grandeurs, ainsi que cela est de suite visible d'après la situation des cercles de la question, les trois équations
; (a_a;'-f-;Ä -PY=z[o±:r]\ (5j \[a'-a'f-^{b'-pY=z[o±r']\
Les expressions qui figurent dans les seconds membres fournissent en tout huit combinaisons de signes différentes. Toutefois, comme les équations posées ne sont pas modifiées par le changement simultané de tous les signes, nous n'avons à considérer que les quatre combinaisons suivantes :
L'emploi de chacune de ces séries donne deux solutions, et il y a par suite en tout huit solutions possibles du problème. Si nous
extérieurement, ou bien chacun des deux cercles touche l'un des deux cercles donnés extérieurement, l'autre intérieurement. L'axe radical d'un couple passe alors par le centre de similitude externe de l'autre;
a" L'un des deux cercles touche les deux cercles donnés extérieurement, l'autre les touche intérieurement;
3* L'un des cercles touche l'un des cercles donnés extérieurement, l'autre intérieurement, et l'inverse a lieu à l'égard du second cercle. Dans ces deux derniers cas, l'axe radical passe par un centre de similitude interne.
posons,
en effet,
nous obtiendrons, en prenant par exemple dans les équations (5) tous les signes positifs, les équations
«« 4- h^ -*r rp,
au moyen desquelles nous pouvons exprimer «, ß, p linéairement en u, et ces valeurs, portées dans l'équation (j), donnent en effet deux solutions.
Le problème proposé renferme une série de cas particuliers qui sont implicitement compris dans sa solution, nous voulons parler des hypotlièses où le rayon d'un ou de plusieurs des cercles devient infiniment petit ou infiniment grand. Si l'on prend par exemple /• = o, il n'y aura plus dans les équations (5) que quatre combinaisons de signes possibles; si l'on a aussi /'' = o, le nombre se trouvera réduit à deux. Donc :
// existe quatre cercles qui touchent deux cercles donnés et passent par un point donne.
Il existe deux cercles qui touchent un cercle donné et passent par deux points donnés.
Et enfin :
// existe un seul cercle qui passe par trois points donnés.
Si nous supposons, au contraire, que ;• devienne infiniment grand, le point (a, ß) sera à une distance p de la droite qui prend ainsi naissance, et la première des équations (5) doit être remplacée par (p. 3o)
a cos ff -{- P sin y — d =z "àzp.
Comme cette équation renferme ± p et non p"^, il y a toujours huit solutions possibles : il en est de même si /•' devient aussi égal
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ù rinfini. Si r" est également infini, nous aurons, au lieu des équations (5), les suivantes :
acos^ ->- |3siny — d = itp, « COSy' -+- P siny' — </' = zh p, acosy"-f- ^sioy" — 0"= äzp.
Toutes sont linéaires en jS, et il n'y a plus que quatre combinaisons de signes différentes au fond; par conséquent :
Il existe (juatre cercles qui touchent trois lignes droites données. Il existe huit cercles qui touchent trois cercles donnés, ou deux cercles et une droite, ou un cercle et deux droites.
Les constructions générales relatives au problème que nous étudions résultent d'une manière simple de deux théorèmes que nous
Fie. 3o (').
allons donner incessamment, et qui sont une conséquence immédiate des précédents. Observons préalablement que, par notre construction, nous trouvons toujours simultanément deux des huit cercles.
(') Dans ceUe figure
M est le centre du cercle R
J.t est le centre de similitude interne des cercles R et K.
A^ est le centre de similitude exlernc des cercles K c^ est l'axe radical des mêmes cercles; p('J est le pôle de r,, relativement à K .
etK^
et que ces quatre couples sont les mêmes que ceux donnés par le tableau ( ö ) , à savoir :
1° Un cercle qui touche intérieurement les trois cercles donnés, et un qui les touche tous extérieurement;
2° Un cercle qui touche K intérieurement, K' et K" extérieurement, et un qui touche K extérieurement, K' et K" intérieurement; 3"* Un cercle qui touche K' intérieurement, K' et K" extérieurement, et un qui touche K' extérieurement, R et K" intérieurement; 4** Un cercle qui touche K" intérieurement, R et R' extérieurement, et un qui touche R" extérieurement, R ctR' intérieurement. Considérons maintenant un de ces couples (R'" et R" dans la fi". 3()) conjointement avec deux des cercles donnés; l'axe radical de chaque couple passe nécessairement par un centre de similitude de l'autre, et de là dérivent les théorèmes suivants :
Le centre du cercle orthogonal des cercles donnés est un centre de similitude pour chacun des quatre couples de cercles cherchés : un centre de similitude interne pour le premier couple, et un centre de similitude externe pour chacun des trois autres couples. L'axe radical de chacun des (juatre couples est un côté du ipiadrilatère complet déterminé par les six centres de similitude des trois cercles donnés [axe de similitude) ; l'axe radical du premier couple renferme les trois centres de similitude externe et chacun des autres un centre de similitude externe et deux centres de similitude interne. Les trois cordes de contact pour chacun des quatre couples doivent maintenant, comme lignes de jonction de deux centres de similitude (ici de deux points de contact), renfermer encore un troisième centre de similitude déterminé, c'està-dire, comme on le voit facilement par ce qui précède, passer par le centre du cercle orthogonal des cercles donnés. D'ailleurs les tangentes menées aux points de contact de l'un des trois cercles se coupent sur l'axe radical du couple dont il s'agit ( voir un théorème, p. 196), c'est-à-dire que le pôle de la corde de contact relativement au cercle donné est situé sur cet axe radical. Par suite, le pôle de l'axe radical est nécessairement situé sur la corde de contact et nous pouvons ainsi trouver un second point de celle-ci, puisque les axes radicaux sont connus comme axes de similitude des cercles donnés.
Nous construirons les pôles [P, P', P"] de l'un des quatre axes
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de siniililude [on a choisi sur la ßg. 3o l'axe externe (03»)], et nous joindrons ces points au centre du cercle orthogonal (J34); ces lignes de jonction coupent les cercles donnés en six points qui sont les points de contact de deux des cercles cherchés et notre problème est par conséquent résolu. En effet, la construction des centres M"", M" des deux cercles, qui doivent se trouver avec in sur une même ligne droite perpendiculaire à C34 n'offre plus aucune difficulté.
Vni. — Les foyers des sections coniques.
Dans l'Introduction, nous avons appris à connaître deux points pour l'ellipse et l'hvperbole, un pour la parabole, qui avaient avec ces courbes une relation métrique spéciale et que nous avons appelés leurs foyers. Nous serons par la nature des choses conduits de nouveau à les examiner, si nous considérons une conique dans ses rapports avec les point circulaires imaginaires; c'est seulement ainsi que nous serons en état de saisir dans toute sa généralité la vraie nature de ces points remarquables.
Dechacundes poinlscirculaires partent, comme de toutautre point du plan, deux tangentes (imaginaires dans le cas particulier) à une conique donnée : ainsi prennent naissance quatre lignes se coupant (en dehors des points circulaires) en quatre points qui sont Xesfojérs de laconique. Si la courbe elle-même est réelle, deux de ces derniers (non situés sur la même tangente) sont imaginaires, les deux autres réels, et nous verrons que les foyers réels sont identiques avec les points que nous avons auparavant appelés ainsi. Les quatre points que nous venons de définir peuvent être trouvés analyliquement de la manière suivante. Soient
F = o et * = o
les équations de deux coniques en coordonnée ] lignes ; dans le système
se trouvent compris en général (p. 107) trois couples de points, à savoir les intersections des tangentes communes de F et de 4>. Si nous faisons coïncider l'un de ces couples avec les points circulaires, les deux autres couples donnent les quatre foyers. Pour
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exprimer la chose analyliquement, il suffît de poser <ï> = a- -f- v*^ ; car le système (i) ne sera pas modifié par là, et nous pouvons alors prendre F sous la forme ( * )
L'équation (i) se transforme par suite en
(2) («« — >)tt«-i-(6*— >)c'-I r_^0.
Nous obtenons l'un des couples de points du système (les points circulaires) en posant X =:: oc ; pour les deux autres couples X se détermine par
a^ — / G o o If- — À o o o I
z=z{a'-—l]lb^-l
En portant les racines de cette équation dans (2 ), on obtient les équations des deux couples de foyers sous la forme
Si nous prenons suivant l'usage a-^b-, l'équation (3) représente les foyers imaginaires, l'équation (4) les foyers réels. Pour les coordonnées de ces derniers, on trouve
par conséquent ces points se conjondent avec ceux qui ont été désignés plus haut sous ce nom (p. 12).
De même que ces quatre points, de même aussi leurs polaires par rapport à F jouent un rôle remarquable. L'équation de F en coordonnées points est
(') La réduction du système F + il<( = o à la forme canonique rerient donc à la détermination des axes de F = o. Ce dernier problème se présente par suite maintcuanl comme cas spécial de la recherche d'un trian{;lo polaire; il dépend seulement de la résolution d'une équation du second degré (p. 1 13), parce que l'un des côtés du triangle, la droite de l'infini, est déjà connu.
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par suite la polaire d'un point {j^,j') sera
xx' rr'
a* If*
Si l'on substitue dans cette relation les coordonnées d'un foyer réel, elle se transforme en
c'est-à-dire en l'équation de l'une des directrices de F (p. i4)- Donc :
Les directrices d'une conique sont les polaires de ses foyers réels.
Il existe une foule de théorèmes sur les propriétés remarquables des foyers, qui, au point de vue où nous traitons ce sujet, se présentent comme cas particuliers de considérations plus générales. Pour montrer le caractère de ces théorèmes, il suffira d'en mentionner quelques-uns.
Nous avons vu plus haut (p. 63) que le rapport anharraonique suivant lequel une tangente quelconque à une conique coupe quatre tangentes fixes de celte courbe est constant. Si nous prenons pour les quatre tangentes fixes les deux tangentes passant par l'un des foyers et deux autres tangentes quelconques, le rapport anharnionique des rayons menés du foyer aux points circulaires imaginaires et aux points d'intersection de la tangente mobile avec les deux tangentes fixes est par conséquent constant, ou, en d'autres termes :
Le segment limité sur une tangente mobile par deux tangentes ßxes est toujours 'vu du foyer sous le même angle.
Si l'on mène d'un point quelconque les deux tangentes à une conique, ces tangentes sont, comme on sait, harmoniques aux deux polaires conjuguées qui passent par le point. Si donc, au lieu d'un point quelconque, nous prenons un foyer, nous avons, puisque les tangentes passent alors par les points circulaires, le théorème suivant:
Deux lignes qui passent par un foyer et sont perpendiculaires entre elles sont des polaires conjuguées relativement à la conique.
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Le système de coniques
dont nous sommes partis, est un cas particulier du système plus général traité plus haut, et s'en dislingue seulement en ce que ses quatre tangentes communes passent par les points circulaires. Toutes les courbes de ce système ont les mêmes foyers que F, car ceux-ci ont été déterminés comme étant les couples de points du système; on appelle, par suite, l'ensemble de ces courbes un système de coniques confocales. De tels systèmes se présentent fréquemment dans les applications; nous allons pour cette raison exposer quelques-unes de leurs propriétés, en particularisant simplement les résultats correspondants plus généraux, qui ont été trouvés précédemment. Nous obtenons ainsi les théorèmes suivants :
L'équation des coniques d^un système confocal en coordonnées points est [en vertu ^e ( 2 ) ]
Toute droite du plan est touchée par une conique du système. Par tout point du plan passent deux courbes du système ( fig. 3 1 ).
Les couples de points compris dans le système sont les points circulaires imaginaires et les deux couples de foyers.
Il n'existe pas dans le système de courbe se décomposant en deux lignes droites.
Toutes les courbes ont les mêmes axes; ceux-ci forment avec la droite de V infini le triangle polaire commun aux courbes du système confocal.
Les tangentes des deux courbes du système qui passent par un point sont les éléments doubles de l'involution formée par les couples de tangentes issues du point (p. 167), c'est-à-dire qu'elles sont constamment harmoniques aux deux tangentes menées du même point à une autre courbe du système, et par suite, dans notre cas, harmoniques aux deux lignes qui joignent le point dont il s'agit aux points circulaires, ou en d'autres termes :
Les deux coniques du système confocal qui passent par un point se coupent orthogonalement.
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Parmi les couples de langenles menées du point considéré aux courbes du système figurent en particulier les lignes qui passent par les deux foyers réels (F et F' dans la^i^'. 3i); ces lignes sont également harmoniques aux rayons doubles des deux faisceaux de môme sommet en involution. Elles forment donc, puisque ces rayons doubles sont perpendiculaires l'un à l'autre, des angles égaux avec eux (p. 5i); autrement dit :
La langenteen un point d' une conique forme des angles égaux avec les lignes qui joignent son point de contact et les foyers.
Etce théorème, d'une importance exceptionnelle pour les applications physiques, a lieu tout à fait indépendamment des systèmes confocaux dont nous sommes partis.
Les valeurs du paramètre répondant aux deux coniques qui passent par un point donné (x, ^) sont déterminées par l'équation du second degré en X
Si nous considérons x et y comme variables, cette équation représente (en supposant encore a-^è^) :
Dans le cas de 6*^ )., une ellipse,
Dans le cas de 6* <; /, a* ]>> / une hyperbole,
Dans le cas de a*<C ^j i*<C ^ "ne conique imaginaire.
Nous verrons d'ailleurs que, pour les valeurs réelles dexet}', les deux premiers cas sont toujours possibles. Si l'on pose
/(^) =x«(6« - \] +f-[a'-\) - [a^ - ).) [b^- -\) = o, on a
y(a') =x'{é* — «*) quantité négative,
y [ 6* ) = j* ( a* — i' ] , quantité positive,
/( — » ) = ( — X* H- . . . )i=^ _ac , quantité négative.
Il résulte de là, d'après des propositions connues de la théorie des équations, que les deux racines de l'équation (5) sont réelles et que l'une est nécessairement comprise entre a^ et i^, l'autre entre h- et — oc ; par suite du caractère reconnu plus haut à l'es-
pèce particulière de courbes représentée par l'équation (i), on a cette proposition :
Par tout point réel du plan passent une ellipse et une hyperbole qui appartiennent au même système de coniques confocales, et en dehors du couple de foyers ce système ne contient aucune autre courbe réelle.
Il est facile, d'après cela, de se faire une image de la situation respective des deux courbes {ßg. 3i).
Fig. 3i.
On aperçoit sans peine analytiquement que deux coniques confocales passant par un point [x' , y') se coupent à angle droit. Les équations des deux tangentes issues du point sont, en désignant par )., ^ les valeurs correspondantes du paramètre.
-f- Tr^ — I = o,
. fl* — > 6« — >
xx YY
Si l'on retranche l'équation (5) de celle qui s'en déduit en remplaçant X par [J. et JC, y par x', y', on trouve, en négligeant un facteur (). — fx),
+ m — zrvTU -^ = o,
ce qui est la condition de perpendicularité des lignes (6). Nous avons pu négliger le facteur X — fx, parce que ce facteur ne pourrait être nul que pour un point situé sur les quatre tangentes communes. Les autres théorèmes cités plus haut sont également faciles à démontrer d'une manière semblable; mais notre exposition plus
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générale a l'avantage d'arriver au même but d'une manière non seulement complète, mais encore plus systématique.
Nous laissons maintenant la théorie des courbes de deuxième ordre et de deuxième classe pour passer à d'autres considérations d'une importance fondamentale. Ces dernières nous apprendront à connaître de nouvelles méthodes et de nouveaux procédés dont l'application à la théorie des coniques nous permettra de mettre de nouveau en relief les faits les plus importants et de les envisager à un nouveau point de vue : c'est à quoi conduit la théorie générale de l'invariance des formes algébriques, dont nous avons déjà occasionnellement reconnu et fait ressortir la portée, dans le problème de la réduction simultanée de deux coniques à la forme canonique.
ao8 TOME I. — CBAPITRB III.
I. — Remarques préliminaires. — Résultants et discriminants
Sous le nom de théorie des Jbrmes algébriques nous entendons la théorie des fonctions homogènes d'un nombre quelconque de variables, considérées spécialement au point de vue de ce qu'elles deviennent en présence d'une transformation linéaire quelconque des variables. Cette partie de l'Algèbre a eu d'abord une haute importance pour la théorie des nombres; cependant, sous la forme suivant laquelle nous allons l'étudier par la suite, elle doit, dans ses parties essentielles, son origine à la Géométrie analytique. Employée d'abord exclusivement au service de cette dernière, elle s'est graduellenient élevée au rang de science indépendante. La première impulsion dans cette voie a été donnée par les recherches de liesse sur les courbes planes du troisième ordre; toutefois la théorie dans son état actuel est essentiellement due aux travaux de mathématiciens anglais, parmi lesquels on doit signaler surtout Cayley et Sylvester, auxquels il convient d'ajouter Aronhold en Allemagne. L'idée fondamentale de la théorie actuelle des formes peut s'énoncer ainsi qu'il suit : si l'on introduit dans une forme algébrique donnée, au lieu des« variables dont elle dépend, /i nouvelles variables liées par n équations linéaires homogènes aux variables originaires, la forme donnée se change en une autre qui a certaines propriétés communes avec la première, et l'étude des propriétés de cette espèce qui ne sont pas troublées par une substitution linéaire doit être considérée comme le problème principal de la théorie des formes.
ixTBODccno:< a la théokic du fomcs alcébbiqces.
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Cela revient au fond à établir des fonctions homogènes entières des coefficients (pouvant d'ailleurs renfermer les variables) qui prennent la même valeur, à une puissance près du déterminant de la substitution, qu'on les forme pour la fonction originaire ou pour la fonction transformée, ou qui, comme on l'exprime brièvement, possèdent la propriété de l'irn^ariance. Nous avons déjà appris à connaître dans les coniques quelques exemples de ces formations invariantes ; il suffit de rappeler le déterminant d'une courbe du deuxième ordre ou son équation en coordonnées lignes. Si, en effet, l'équation
d'une cburbe de cette espèce se transforme par la substitution
en
^^'^'aliXA
nous avons trouvé, en désignant par /• le déterminant formé avec les quantités ß, pour le discriminant :
et pour le premier membre de l'équation en coordonnées lignes, si ces dernières sont désignées par la lettre v dans le nouveau système :
«lî ««
On voit clairement par là ce qu'il faut entendre en général par la propriété de l'invariance ; mais, en même temps, ces exemples montrent la liaison étroite de la théorie des /ormes algébriques ternaires, c'est-à-dire à trois variables, et de la Géométrie du plan. La Géométrie plane apparaît comme une image fidèle de la théorie des formes. Elle s'en déduit aussi directement au moyen de la recherche des courbes représentées lorsqu'on égale à zéro une forme algébrique, et les formations invariantes correspondantes
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donnent par leur évanouissement les propriétés de ces courbes, qui sont indépendantes du choix des coordonnées; ou si elles renl'erment encore les variables, d'autres courbes qui sont avec les premières dans une relation non détruite par une transformation de coordonnées.
De même que la théorie des formes ternaires est identique avec ia (iéométrie du plan appelée projectwe, c'est-à-dire avec la théorie des figures planes (tant que celle-ci reste indépendante des relations métriques), de même la théorie àe?> formes (iiiaternnireSy c'est-à-dire de celles à quatre variables homogènes, se confond avec la Géométrie projective de l'espace, c'est-à-dire avec la théorie des courbes et des surfaces dans l'espace. Les formes à un nombre de variables supérieur à quatre ne permettent pas immédiatement une interprétation géométrique semblable, aussi n'a-t-on besoin pour elles d'aucun nom spécial, et dit-on de suite formes à II variables. A côté de cette classification s'en place une autre fondée sur le degré au(/uel entrent les variables dans la forme étudiée; et, après avoir circonscrit le terrain d'après le nombre des variables, on traite les différentes formes suivant leur degré, en allant du plus bas au plus élevé.
Pour la Géométrie du plan nous devrions d'abord étudier les formes ternaires. Mais il existe un premier échelon auquel nous n'avons pas encore eu égard cxplicilemcnl jusqu'ici, à savoir la théorie des formes à deux variables homogènes ou des formes algébriques binaires. Celle-ci trouve, ainsi que nous le verrons plus loin, son interprétation géométrique dans tout ensemble dont les éléments individuels dépendent d'une seule variable (d'abord linéaire), et par suite spécialement dans la géométrie des séries de points ou des faisceaux de rayons ( * ), figures dont nous avons déjà incidemment commencé l'étude en faisant usage d'un paramètre (p.4i). Le développement ultérieur de la Géométrie plane comme celui de la théorie des formes ternaires, et plus encordes avantages d'une marche systématique allant logiquement des figures simples aux plus compliquées, exigent impérieusement une étude plus exacte et directe de ces formes binaires; la Géométrie de la droite rt du faisceau doit d'ailleurs être considérée comme formant
(') Il faut y joindre enrorc dans l'espace lo faisceau do plans.
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un terrain indépendant aussi bien dans le plan que dans l'espace. En fait, cette théorie s'est développée dans ces dernières années, de manière à devenir une science étendue et subsistant par ellemême. En Tabordant ici, nous devons nous borner à signaler les points de vue suivant lesquels elle a été principalement cultivée à l'époque contemporaine ('). Les parties qui doivent être plus lard d'une application géométrique immédiate seront seules exposées avec plus de détails.
la' interprétation géométrique des formes binaires, à laquelle nous avons plusieurs fois fait allusion, se fait de la manière suivante. Soient donnés sur une droite deux points fixes A, B [points fondamentaux), et soit c leur dislance. Si maintenant^ désigne la distance d'un point mobile G à A, et y la distance du même point à B, on a toujours
(l) p-hq = c.
Il a été préalablement supposé que p et q doivent tous deux être comptés positivement si C est situé entre A et B, et que, s'il n'en est pas ainsi, la distance au plus rapproché des deux points A, B est prise négativement. Maintenant le point C est évidemment déterminé complètement, dès que l'on connaît pour ce point l'une des grandeurs p, q ou leur rapport, car dans ce dernier cas on peut calculer p ou q séparément au moyen de (i). La même chose a encore lieu si ce n'est pas le rapport des distances lui-même qui est donné, mais le produit de ce rapport par une certaine constante, et il est convenable d'ajouter cette constante au point de vue de la généralité. Un point de la droite est donc complètement déterminé par deux nombres x,, x-i, que l'on considère comme ses coordonnées, et qui répondent à la définition suivante :
C) Les recherches dont il s'agit se trouvent plus ou moins complètement réunies dans les Ouvrages suivants :
Cavlev, Fottrch and ßfth Memoir upon quantics { Philosophical Transactiofis, t. CXLVIII, i838).
Salmo;«, Lessons introduccory to the modem Algebra. Third édition. Dublin, 1S76.
Fiedler, Elemente der neueren Geometrie ; Leipzig, i86i.
Clebscb, Theorie der binären algebraischen Formen; Leipzig, 1872.
Nous renvoyons spécialement à ce dernier Ouvrage pour les points qui ne sont qu'indiqués dans ce qui suit.
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Les coordonnées i^x \ , x^) d'un point sont deux nombres qui sont entre eux dans le même rapport que les distances d'un point d'une droite à deux points fixes pris sur cette droite^ chaque distance étant multipliée par une constante arbitraire, mais Jixe («).
En désignant par a et b ces constantes, et par p une grandeur arbitraire, nous obtiendrons les équations
( ?^t = bq.
A chaque valeur de — correspond une valeur unique de - et par
suite aussi un seul point de la droite. En particulier, l'un des points de base est donné par x, =o, l'autre par x^ = o. La signification
du rapport de distance — est donc pour a = b identique à celle
du paramètre 1 employé précédemment pour la représentation des points d'une droite, représentation dans laquelle les points de la ligne joignant deux points [xojj'o', -^u )t ) étaient donnés par les équations
Nous pouvons donc utiliser de suite pour notre objet actuel, c'està-dire pour le rapport — > toutes les considérations relatives ù la
géométrie de la droite qui se rattachent au paramètre dont il s'agit; rappelons aussi que, par raison de généralité, nous avons du inlro-
(') On peut disposer en particulier de ces constante!», de manière que les coordonnées puissent ëtro regardées comme des rapports anharmoniqiies. On fixera
an troisième point pour lequel — = i, et qui sera appelé point de Vuniti. Le quotient
— donne alors pour un point quelconque (x,,jr,) le rapport anharmonique que ce
point forme avec les deux points de base (x, = o et x, = o) et avec le point unité (x, = x,); les coordonnées sont ainsi définies d'une manière purement projectire. (f'oiV Fiedler, Darstellende Geometrie, Leipzig, a Auflage, 1875.)
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duire à la place de ). un paramètre p, ne différant de X que par un facteur indépendant de la position du point sur la droite.
Nous avons aussi représenté par des équations analogues les rayons d'un faisceau, et nous avions
Le paramètre X est encore, à une constante près, égal à un rapport de distances; on a en effet
r et s signißanl les longueurs des perpendiculaires abaissées d'un point du rayon mobile sur les deux rayons fondamentaux. Nou* pouvons donc choisir aussi pour les grandeurs jc,, Xo l'interprétation géométrique suivante :
Xi , Xi sont deux nombres qui sont entre eux dans le même rapport que les perpendiculaires abaissées dans un faisceau du rayon mobile sur les rayons fondamentaux ßxes , la longueur de chaque perpendiculaire étant multipliée par une constante arbitraire, mais ßxe.
Nous devons poser dans ce cas
pjr, rr: ar^ px, =; bs,
a et b désignant encore les constantes arbitraires. Il est à peine besoin de faire observer que les remarques faites relativement aux faisceaux de rayons conservent également ici toute leur valeur sans aucune restriction. Dans ce qui suit, nous n'énoncerons pourtant les théorèmes géométriques qu'à l'égard de la géométrie sur la droite : le passage aux faisceaux de rayons va de soi.
La signijication géométrique des transformations linéaires, dont nous aurons constamment à faire usage dans la suite, peut être immédiatement comprise après les explications précédentes.
Choisissons comme points fondamentaux, au lieu de A, B, deux points A|, Bi de la droite {ßg. Sa), et supposons, pour fixer les
TOME
idées, que A, soil sllué à une dislance d en deçà de A, et B, à une dislance e au delà de h; puis appelons j,, jo les coordonnées du
Fig. 3a.
point C par rapport à ces nouveaux points fondamentaux; jt,J-i seront proportionnels aux distances du point G à A, et B,, multipliées par deux nouvelles constantes a et i3, et nous aurons
et en vertu de (i), si nous écrivons a au lieu de oc,
<Tjri-=a[cp-^ri{p-}rq)], (TXi = P[cq -]-e{p-^q)].
Exprimant encore p, q d'après (a) en x^, x-i, il vient
/c -+- rf d \
^ [c-ye e \
ou, comme il ne s'agit que du rapport
ït
relations linéaires entièrement générales entre les quantités x et les quantités j. La condition que le déterminant de la substitution
al3aic(c -\- d -\- e)
ne soit pas nul est d'ailleurs remplie ; car cette dernière hypothèse ne pourrait se réaliser que pour c = o, c'est-à-dire si les points A, B coïncidaient ou pour c -h r/ -f- e= o, c'est-à-dire si il y avait coïncidence entre les points A« et B|. Nous avons donc le théorème suivant :
Toute substilulion linéaire, dont le déterminant n'est pas nul, est identique avec un changement des points Jondamentaux et
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des facteurs constants, dans l'interprétation géométrique où le rapport des variables est représenté par un point d'une droite.
Dans les équations (4)> les coefficients ont eux-mêmes une signification géométrique directe ; ce sont les coordonnées des nouveaux points fondamentaux par rapport aux anciens. Si on les désigne respectivement par x'^ , x'^ et x\ , j:* , on obtient immédiatement, en vertu de la signification des grandeurs a, b, c, d, e,
pjr\ --^ — ad, |Bx' =a' c -+- e), •
ox'., .=2 b[c -\- rf), px'^ =■ — be^
On le reconnaît aussi à ce que, pour les points A|, Bj, doivent avoir lieu respectivement les équations
Une équation linéaire
représente, en efiet, toujours un point ayant pour coordonnées a-i, — ai, ainsi que cela résulte immédiatement de la résolution par
rapport à — ; et par ce moyen on pourrait tirer de nouveau de (6)
les relations (5).
En général, nous pouvons considérer toute équation homogène
entre x,, et Xj :
/(j:„Xj;=o,
comme une équation où le rapport — est la variable, et qui donne
en général pour ce rapport un nombre déterminé de valeurs ; d'où l'énoncé géométrique suivant :
Une forme algébrique du n""*' ordre égalée à zéro représente un système de n points sur une droite.
Parmi ces points, ceux-là seuls sont efTectivement constructibles
pour lesquels l'équation en -- a des racines réelles. Pour repré-
(' ) Voir les remarques correspondantes pour la transformation linéaire des formes ternaires, p. 88.
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seiitcr aussi des racines imaginaires, nous parlerons de points imaginaires sur la droite, de la môme manière que nous avons déjà à diverses reprises introduit des points semblables dans le plan ( ' ). Il est alors permis d'énoncer même géométriquement tous les théorèmes algébriques, indépendamment de la réalité des grandeurs qui en font l'objet. Ces mêmes théorèmes continuent aussi d'exister indépendamment de la réalité des coefficients dans les formes binaires correspondantes. Nous pouvons donc toujours supposer que ces coefficients sont des grandeurs complexes, et alors, en général, aucun point réel ne correspondra à la forme, en sorte qu'il y aura opposition entre cette convention et la supposition faite expressément dans la théorie des coniques.
La condition pour qu'un tel système de points possède une propriété indépendante de la situation des points fondamentaux est, d'après les observations générales qui ont été faites, donnée par l'évanouissement d'une fonction rationnelle entière des coefficients de la forme représentative du système de points, fonction ayant la propriété de l'invariance (2). Une semblable Jonction des coefficients sera appelée un invariant de la forme.
Etant donné d'ailleurs un système de points, il existera en général d'autres systèmes qui ont avec le premier une relation remarquable, indépendante de la situation des points fondamentaux.
(") On peut aussi représenter géométriquement les racines imaginaires, en envisageant, d'après Gauss et Cauchy, le plan complexe (j: -t-i^) comme champ d'évolution des formes binaires, ou mieux encore en faisant usage de la surface sphérique de Rieniann. {Voir, par exemple, C. Necmann, Theorie der Abehchcn Integrale ; Leipzig, iSGiî), ainsi que cela est usuel dans la théorie des fonctions, f oir, sur ce sujet, Môniis, Berichte der k. sächsischen Gesellschaft der Wissenschaften ; math.-phys. Klasse, i8j-> et i8J3, ou Journal de Grelle, t. 52, p. 218 et a ig ; et aussi Reltrami, Sulla geometria delle forme binar ie cubiche {Accad. di Bologna), 1871 ; F. Klein: J'er~ gleichende Betrachtungen über neuere geometrische Forschungen. Erlangen, 1873, p. /17 ; Pour ce qui concerne une définition purement projective des éléments imaginaires du domaine binaire, voir y. StaI'OT, Beiträge zur Geometrie der Lage, a* cahier; ISüriibcrg, 18J7 ; Stoltz, Math. Annalen, t. IV, et LünoTii, Das Imaginäre in der Geometrie und das Rechnen mit Würfen (ibid.. t. VHI et XI).
(') II peut aussi arriver que l'évanouissement d'un ou do plusieurs invariants ne sullise pas pour représenter la propriété en question et qu'il faille encore l'évanouissement identique de covarianis. Nous approfondirons davantage ce point dans li thcoiie de» formes ternaires, et c'est alors que nous donnerons les démonstrations convenables, après avoir appris à connaître dam la théorie des formes binaires des riemptcs docuvariauts qui s'évanouissent.
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Un groupe de points de celte sorte est représenté par l'évanouissement d'une fonction qui possède la propriété de l'invariance, et qui renferme non-seulement les coefficients de la forme donnée, mais encore les variables Xi, x^. Une telle Jonction s'appelle un covariant de la forme donnée. Que l'ordre d'un covariant relativement aux variables ne soit pas modifié par une transformation linéaire, pas plus que ne le serait celui de toute autre fonction, cela est d'évidence immédiate. Si l'on considère simultanément plusieurs formes, il y aura des formations invariantes qui dépendent à la fois des coefficients des diverses formes; elles seront appelées cox^ariants ou invariants simultanés du système, suivant qu'elles renferment ou non les variables.
Si donc nous désignons par «o? «o ^2y ••- les coefficients de la forme f{x\, Xo) et par rt'„, a^, a'o ceux d'une forme F(^'|, ra)» F étant déduit de^par une transformation linéaire, et, si H est une fonction rationnelle entière de leurs arguments et r le déterminant de la substitution, un invariant de f sera défini par (' )
n(a'„, a\, a\,...] = /^n(flo, «„ «,. ...) et un covariant de fpfir
Nous expliquerons cela par quelques exemples. En premier lieu, deux formes d'ordre quelconquey^=o, !f =- o étant données, la forme
EL K
(') Nous devons mentionner ici une autre définition des invariants par certaines équations aux dérivées partielles dont ils sont des solutions rationnelles [voir Catlet, Journal de Crelle, t. 17, et Aro:<hold, Ueher eine fundamentale Begründung der Invariantentheorie (^ibid., t. LXII)]. Le Mémoire de Ciiristoffel, Beweis des Fundamentalsatzes der Invariantentheorie {^Journal de Borchardt, t. 68), a une grande importance pour cette manière de poser la question \yoir aussi Aroxhold {ibid., t. 69)]. Ce dernier auteur donne encore une autre dé6nition d'après laquelle les invariants sont déterminés par les relations qui existent indépendamment des coefficients de la Iransformation entre les coefficients de deux formes assujetties à être transformables linéairement l'une dans l'autre. Sur ces équations différentielles voir aussi Clebscb, Theorie der binären Farmen, § 80, et Journal de Borchardt, t. 65, p. 267.
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appelée le délerminnnt fonctionnel ( ' ) ou, d'après le nom de son inventeur, \e jacobien de / et de <f, est, ainsi que nous allons le montrer, un invariant simultané de ces deux formes. Si nous faisons la substitution linéaire
et que F (ji, J2), * (j? i>.) 2) soient les formes dans lesquelles se changent/", y par cette substitution, on a
dF _^ Ar,
àj 1 ~ ôxi on
dF _ ()/ d-r,
àXi ~ dj-, d/2
_d/ dx, d.r2 dj,
drj d^-j ' d^i
dr j
_d/ dx.
et de même
d* dy
dji "" " do-,
dy ''dZ,
dj2 d./', d./i
par suite, notre déterminant fonctionnel établi pour les formes F, <P devient
dr,
d.rj duTi d/j
dy
Ol nous avons, d'après le théorème sur la multiplication des déterminants
dF dF^
dji djj
dji djî i
dx, du:,
df> dy d.r, ôXf
c'est-à-dire que le déterminant fonctionnel de fet de 9 est un covariant simidtané; on a en effet, dans notre cas,
(') fo«> Jacobi, De determinantibus functionalibus {Journal de C relie , t. 22). Égalé à zéro, ce dctorininant donne les points dont les polaires linéaires {'voir le Chapitre suivant) relativement a/ct f sont identiques.
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Ln exemple de covariant d'une forme unique J'(^3C^, x^) nous est fourni par le déterminant ayant pour éléments les secondes dérivées de cette forme
drjf
dxj dx, dxî
déterminant qui, à cause de son inventeur Hesse ('), est habituellement appelé le hcssien. Soit encore ^{jiyji) la forme dans laquelle se change /(or,, x^) par l'effet de la transformation (7); il vient, en différentiantles équations (8),
djr\ djcy ÔJCx
dq
El
relations dans lesquelles on a posé, pour abréger.
El àf
EL
dxj df
dxj *" ■ dxj
Si nous portons ces résultats dans le déterminant précédent établi relativement à F, il vient
dp dp dx, dx.
dx, d.r.
àq dq àq dq
dxj dxj dxj axj
^^Ji^^Ji àjrl
ce qui, d'après le théorème sur la multiplication des déterminants,
est égal à
dp dp
dx, dx.
d«7 dq
dx, dxj
( ') Voir Journal de Crelle, t. 28, p. 83.
Si l'on emploie encore une fois, en avant égard aux équations (9), le théorème de multiplication souvent cité, il viendra
àV
Oxi
autrement dit, ledélerniinaiit Jiessien d'une forme est uncovariant de celle forme.
Un invariant simultané de deux formes f et <f est donné dans tous les cas par la condition que les deux groupes correspondants de points aient un point commun, car cette condition est indépendante de la situation éventuelle des points fondamentaux des coordonnées. Si les deux formes sont linéaires, cet invariant est facile à former. Alors en effet, pour le point commun, ont lieu les équations
/^rt-,*, -f-«,.rj~-o,
y= /-»i.r, -h bi>\ -: O,
et l'élimination des x donne, pour la condition demandée, l'évanouissement du déterminant
Mais ce déterminant n'est autre que le déterminant fonctionnel dey, 9; il possède donc la propriété de l'invariance; ce qui peut aussi s'établir directement au moyen du procédé qui a servi à démontrer la proposition correspondante pour les déterminants fonctionnels en général. En effet, par l'emploi de la substitution (7),, fel 9 deviennent respectivement
F = (rt,«-+-a,7)r, -i-{aiß-^atS)j'i, * = (6,«4- 6,7) Ji -»-(*iiS-+-^<?)jj,
et notre déterminant, établi pour ces deux formes, se décompose encore immédiatement en deux facteurs ainsi qu'il suit :
Si une seule forme linéaire est donnée, elle représente un point
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unique. Or un tel point ne peut évidemment jouir d'aucune propriété géométrique, si ce n'est qu'il existe, c'est-à-dire que la forme linéaire correspondante ne s'évanouit pas identiquement, ou, en d'autres termes, que ses coefficients ne sont pas nuls. Donc il n'existe aucun in\>arianL d'une seule forme linéaire. Il en est déjà autrement si l'on a affaire à une forme quadratique ; car les deux points qui lui correspondent peuvent se confondre. S'il en est
effectivement ainsi, l'équation du second degré en —
obtenue en égalant la forme à zéro, aura deux racines égales. Or la condition de l'égalité de deux racines est, comme l'on sait,
(la) «o«î — oî = o.
Mais, à part un facteur numérique, c'est là le déterminant hessien de la formey, car nous avons ici
dx* ' dxjdxj dxjdxj ' dx\
et par conséquent
ia^.
dx^ dx|
ôx^d~c âxî
= 4(«o«»— ûj).
Maintenant, comme le déterminant de Hesse, ainsi qu'il a été démontré, n'éprouve d'autre changement, par l'effet d'une transformation linéaire, que la multiplication par le carré du déterminant de la substitution, il en est de même de l'expression (12), c'est-àdire que cette dernière est un invariant de f.
Les exemples d'invariants donnés ici en dernier lieu sont des cas particuliers déformations invariantes d'une espèce plus générale, que Ton désigne respectivement sous le nom de résultant et de discriminant ( ' ), et qui sont en général définies de la manière suivante.
(') Voir sur ce sujet, en même temps que les Oorrages cités de Clebsch et de Sal- Mos, Baltzer, Theorie und Einwendung der Determinanten ; LeipzÎQ, 1870, §11, et pour la représentation symbolique qui doit être exposée plus tard, spécialement Goroan, Ueber die Bildung der Resultanten zweier Gleichungen {Math. Annalen, t. 3).
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Le résultant de deux formes f et ç^ est In fonction entière de leurs coefficients, qui doit s'annuler pour qu'un point du groupe répondant à f coïncide avec un point du groupe répondant à 9, autrement dit, pour que les équations y'= o, 9 = 0 aient une racine commune.
Le discriminant d'une forme f est la /onction entière de ses coefficients^ qui s'annule lorsque deux points du groupe correspondant à f coïncident, c'est-à-dire lorsque l'équation y" rrr o a deux racines égales.
Pour ces fonctions on est maintenant en mesure de donner des lois de formation tout à fait générales, et celles relatives aux discriminants se déduisent de celles relatives aux résultants. Nous commencerons donc par ces derniers.
Soit donnée une équation en x du /^'^""' degré /= o et soient Pt p^'K p^'^\ •', p^"~'^ ses racines; on a alors, comme on sait, c désignant une constante,
Si l'on pose maintenant x = ~ el qu'on multiplie par x", dans
les deux membres, f sera une forme binaire, et si nous faisons en même temps
les quantités p seront les coordonnées des points qui représentent la forme. Nous avons alors, en faisant y = 0x7" [/>2/'',">-'->f't'*~"]~S /=y[.r./,.--x,pJ[x,/,<;'-x,/,V'][.r./.;''-.r.p'.*']...[.r./,--«'-
ou, »i nous écrivons, pour abréger, [rs] au lieu du déterminant
/•,.Vo — Ta.v,,
(l3) f=y{xp){xp^^))[xp(*)) . . . [xpC-^)).
Supposons ensuite que l'on donne une seconde forme © du m'*"* degré et qu'on désigne par la lettre q les coordonnées de ses points racines, nous aurons de même
Si maintenant un po'inlp^'^^ deycoïncide avec un point ^("^ de 9,
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le détcrrniniinl
[p(^^q<^^)=prq1'-pTq\
seranui.Dânscecas,lerésuUantcherchédoit toujours aussi, d'après sa définition, être nul, et cela pour chaque couple de valeurs des indices u, v. D'autre part, c'est à celte condition seulement que celte fonction peut être nulle; elle sera donc le produit de tous les déterminants {p^^'^ff^^^) et nous aurons
ii5
[pq] [p'q]
>("-«) fl'i
{pq
{pqi'"-^)].
(/?("-») çC'-«)).
Il nous importe d'ailleurs essentiellement de former le résultant en fonction des coefficients de y et de o sans faire usage des valeurs p, q qui annulent ces expressions. Les coefficients de l'une de ces formes sont faciles à introduire dans R, car on obtient les lignes horizontales de l'expression donnée (i5) en remplaçant successivement dans (p la lettre x par la lettre p affectée des divers indices supérieurs, et les lignes verticales en remplaçant dans JXa lettre x par la lettre q. On a par conséquent aussi
? [Px ^Pi ) ? [P\ '/>'♦)? {P\ ^P'i! ■•• ? [P["
et l'aspect extérieur de ces formations donne immédiatement le théorème suivant :
Le résultant de deux formes du m'^""^ et du n"''"^ ordre s'exprime en Jonction homogène des coefficients de ces formes, et est du n'^'"" degré par rapport aux coefficients de la'première, et du jiitème pfjf. rapport aux coefficients de la seconde.
Pour la représentation directe du résultant en fonction des coefficients des deux formes, on possède différentes méthodes, qui pourtant ne jettent aucune lumière sur la loi de formation proprement dite, dans le sens au moins où l'exigerait la théorie des
invariants. On peut, par exemple, d'après la méthode de Svlvester, procéder de la manière suivante :
Si, pour une valeur de xlx étant supposé égal à— |,/et <p s'évanouissent, les m -h n équations suivantes doivent être également satisfaites :
/= o, .r/= G, .r*/ = O, fz=0, J.'y = o, x*îp=0,
Nous pouvons entre ces équations éliminer les m -+- n grandeurs i,XfX^, ..., x"'"*"""' et obtenir ainsi le résultant sous la forme d'un déterminant dont chaque terme contient m-h n facteurs. Si, par exemple, y est du second degré, 9 du troisième, en sorte que
pour une racine commune, ont nécessairement lieu les équations suivantes :
x*/= Off.r'' -f- ?.«, .r' -\- n^.r^ = o,
xf =z flß.r* -+- 9. fl, ./* -+- o^x =. o,
Xfz= bQ.T*-+- 3^,.ï-' 4- Sôj.r* -+- ^a-r
et l'élimination de a;', x^, x-, x, i donne
2rt,
ia^
Le résultat de l'élimination entre deux formes d'ordre égal est déjà un peu plus abrégé quand on emploie une méthode donnée par Bézout et Gayley. Si, en effet, /et 9 sont tous deux d'ordre n, l'expression
s évanouira indépendamment de j- pour un point commun à/et à 9,
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el sera divisible par x — y^ parce qu'elle devient nulle pour x = j' ; par conséquent,
est une forme d'ordre {« — i) en x qui s'annule pour toute valeur de^', dès que x est une racine commune à y et à tp. Ordonnant F suivant les puissances de y, nous obtiendrons l'expression
F =: foo -I- ''oi -^ -«- ^oi-ï^* -+-
H-J (<^lo -+-fiiX-4-C,,.r»-+- -»- J* (<^ïo -!- rj,.r -i- CsJX*-^-
Coi
''ot
IJ
«•lo
<^Il
<^iO
<^il
Cj.
Si maintenant celte fonction doit s'annuler indépendamment de y., les coefficients de chacune des puissances de y seront nuls simultanément. Cela donne n équations entre lesquelles nous pouvons éliminer les grandeurs i, x, x-, ..., x"~* , de manière à obtenir le résultant sous la forme d'un déterminant, ainsi qu'il suit :
Au moyen de la forme auxiliaire F nous avons, dans ce cas, réduit le résultant à un déterminant à termes de n facteurs, tandis que, formé suivant la méthode de Sylvester, il contiendrait in lignes.
La formation du discriminant peut toujours se ramener à l'élimination de X entre deux équations du même degré. Si, en effet, une forme d'ordre n/^x,, x^), supposée résolue en ses facteurs linéaires comme dans ( i3), doit renfermer le carré de l'un d'entre
eux, ce facteur figure encore linéairement dans les fonctions -r— >
ÔJCi
— lorsqu'on y remplace Xt , x^ par les coordonnées du point comptant ainsi deux fois; et l'on a en conséquence pour ce point simul-
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tanément les deux équations de Torde n — i
entre lesquelles il s'agit d'éliminer x<, x-^. Nous n'avons plus à avoir égard ici à l'équation fz= o, car, à causé de la relation
elle est une suite des équations (17).
Le discriminant d^une forme est donc le résultant des deux premières dérivées partielles de la forme, et par suite est du degré ^[n — i) relativement aux coefficients de cette dernière.
Nous pouvons facilement représenter le discriminant comme fonction des racines def= o, semblablement à ce que nous avons fait pour le résultant. Le discriminant doit en efl'et, toujours et
»'" »'*' uniquement, s'annuler lorsque deux racines ~ et ~-^ âef= o de-
Pi Pi viennent égales l'une à l'autre. Or une fonction de celte espèce est en toute hypothèse le produit de tous les facteurs.
que l'on peut former avec les n racines de f c'est-à-dire n'est autre que l'expression
Mais le produit des différences change de signe lorsqu'on permute deux des racines entre elles, ce qui ne saurait avoir lieu pour une fonction rationnelle des coefficients comme est le discriminant, parce que les coefficients ne sont pas modifiés par l'échange des racines. Maintenant, puisque une fonction symétrique des racines peut toujours être représentée comme fonction rationnelle des coefficients, il s'ensuit que le discriminant est donné par le carré du produit des différences des racines defz= o, c'est-à-dire par le carré de P.
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Pour donner un exemple de la formation du discriminant comme résultant des formes t — et -r— -> nous développerons cette formation pour une forme cubique générale. Soit donc
/=aa:\ -+■ 3bx\x,+ 3cx,x* -f- rfxj, nous avons à former le résultant de
•r -r— =aa-l-h 20x10-4 -h cxt, 3 OJr,
là/,, , ,
- -r— = bx] -+- 2cx,a-i -f- dxl, 3 dxj '
et par suite le discriminant de y est, en employant le procédé d'élimination de Sylvester,
a ab c o
Q a ib c b ic d o ob ac d
[ad — bcY — /i [ac — b^) [bd — c*]
Les considérations précédentes nous ont sans doute montré comment il est possible d'établir d'une manière générale les résultants et les discriminants, mais ces fonctions apparaissent ainsi sous une forme qui ne nous permet pas sans calculs prolixes de reconnaître leur caractère invariant, bien que ce caractère dût être mis en évidence d'après leur signification. Or il est possible de mettre les formations en question sous une forme telle, que la propriété de l'invariance dont elles jouissent, et qui a pour nous un intérêt essentiel, apparaisse aux yeux, et l'on y parvient à l'aide des méthodes qui vont être développées dans ce qui suit. Ces méthodes permettent, en effet, de représenter en général tout invariant ou tout covariant de manière qu'il puisse être immédiatement reconnu comme tel sans autre calcul.
II. — La représentation symbolique des formes binaires
L'idée fondamentale des développements plus étendus sur la théorie des invariants, que nous abordons maintenant, repose essentiellement sur la proposition suivante :
«SiII est une /onction des coefficients «o» «u «2? •••• «« d^une
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forme générale du n'^"*" ordre /[xiyX^), possédant la propriété de l'invariance, la forme
()ii , dn , dw , dn ,
j— ^0+ T- ^1 + 7"" ^* + • • • "^ T— ''« ouq Odi OOi Oa„
jouira également de cette ])ropriété de l'invariance, la lettre b désignant les coefficients correspondants d'une autre forme du jliéme ordre cp. *'
Si nous prenons en effet pour base, au lieu de la forme f là forme f-^y.'^, Il sera nécessairement un invariant de cette dernière forme, où les coefficients a sont remplacés par les coefficients a-\-if.bf parce que la forme y-|- x(p est d'une nature ni plus ni moins générale que y"; et ceci doit avoir lieu indépendamment de la valeur de x. On a par conséquent
les lettres accentuées étant les coefficients des formes qui dérivent de^et de 9 par l'effet d'une transformation linéaire dont /• est le déterminant. Cette équation doit avoir lieu indépendamment de x, et par conséquent, si l'on développe suivant les puissances de x, les coefficients des mêmes puissances devront être égaux dans les deux membres. On a en particulier, pour la première puissance de X,
, , *)n ,, <)\\ „ dw ,, ,/dn , r)n , à\\ , \
^ ' dMo d«, a«„ \da^ Oui da„ J
et notre théorème se trouve ainsi démontré. On reconnaît facilement aussi qu'il a encore lieu pour un invariant simultané d'un système de formes : Que l'on joigne à ce système une autre forme <p, et l'on obtiendra un Invariant simultané du système ainsi étendu, en différentiant de la manière prescrite, suivant les coefficients de l'une des formes données qui devra être d'ordre égal à 9, un invariant simultané du système originaire, en multipliant les dérivées partielles par les coefficients de 9, et en faisant la somme. Si l'on pose alors dans (i) bi = ai, l'invariant originaire II se reproduit à un facteur numérique près, par application du théorème d'Euler sur les funcliuns homogènes.
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Le degré de II relativement aux coefficients de^ est chaque fois diminué d'une unité par l'emploi de ce procédé de différentiation. Nous pouvons donc, par l'introduction successive des coefficients de différentes formes nouvelles, arriver à obtenir au moyen de n un invariant linéaire par rapport aux coefficients de toutes ces formes aussi bien que par rapport à ceux dey.
uéinsi un invariant du v'^'"* degré par rapport aux coefficients dUme J'arme donnée d'ordre n est représenté sans ambiguïté par un invariant qui renferme les coefficients de v formes d'ordre n au premier degré, et se transforme, àunf acteur numérique près, en l'invariant donné, si l'on fait les v formes toutes égales à la forme originaire.
Mais nous pouvons aller encore plus loin dans cette réduction. Nous montrerons en effet que tout invariant peut être formellement représenté comme s'il était un invariant simultané de formes purement linéaires, et c'est là le fondement de ce qu'on appelle la représentation symbolique des formes binaires. Pour arriver à notre but, nous devons d'abord considérer de plus près les systèmes de formes linéaires dont nous avons parlé. Etant donné un certain nombre de formes linéaires, ayant respectivement pour coefficients «i, a^; b,, b-y; C|, C2, ..., nous nous proposons le problème qui consiste à établir le type explicite (formel) d'un invariant simultané
n rt,, «r,; 6j, i*; Cj, Cj . . . )
de ce système ( ' )• Il s'agit essentiellement pour nous de représenter l'expression II comme un composé d'autres expressions, dont les unes sont formées d'un nombre moindre de formes linéaires, les autres sont d'un degré total moindre que II; on entend ici par degré total la somme des degrés par rapport aux coefficients des formes particulières
Nous désignerons par II' ce que devient II si Tony pose bi = «,; ainsi
n' = n(ö,, flj; a,, flj; Cl, c^; . . . \
( ' ) Pour plus de détails sur ce sujet, consulter Clebsch, Ueber symbolische Darstellung algebraischer Formen (^Journal de Grelle- Borchardt, t. 59) et Theorie der binären algebraischen Formen, Leipzig, 1873, p. 2^ et suivantes.
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Nous supposerons que Tï n'est pas égal à zéro. Celte supposition peut être faite sans nuire à la généralité; car, dans le cas contraire, Il lui-même renfermerait déjà le facteur (ai), et les considérations suivantes ne pourraient être que simplifiées par l'évanouissement identique de la formation Yl'i , dont nous allons parler incessamment. Déduisons maintenant de II' les formations suivantes, qui, d'après les explications précédentes, sont toutes des invariants simultanés du système précité de formes
dn' , dn' ,
TT., y«i Oti2
l désigne ici le degré de II par rapport aux coefficients b^, b^. Par l'application de ce procédé successif, on a ainsi formé au moyen de n' un invariant 11/ qui renferme les a et les b au même degré que n, mais en général d'une autre manière, car 11'^ tire son origne d'un invariant II' d'un nombre de formes linéaires moindre d'une imité. Si d'ailleurs A" est le degré de II par rapport aux coefficients fl,, flo, n' sera du degré h -\- l par rapport à la lettre a, II', d'autre part du degré A + / — i , et en général 11'^ sera du degré A-f-/ — r en a. Nous avons, par conséquent, d'après le théorème d'Eulcr sur les fonctions homogènes,
Ainsi n' provient d'une part de 11'^ (à un facteur numérique près) pour i,= «,, d'autre part de II aussi pour />/ = «/. Nous avons par suite la relation
[„; _ (/. -t- ,) (/. ^. ^) . , . (^. + /)n]«^=é, = o. Mais, comme la différence qui compose le premier membre doit
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toujours s'évanouir pour a, = ^i, «o = ^a» elle est nécessairement divisible parle facteur
et nous pouvons poser
M étant une nouvelle fonction de caractère invariant et m la valeur inverse du facteur numérique (Â-f-i) (A" H- 2), ..., [k-hl). Nous avons ainsi décomposé d'abord II en un invariant 11'^ qui dérive de n'par notre procédé invariant ( H' renfermant une série de coefficients de moins que H), et en un autre invariant M de degré total moins élevé, multiplié par le déterminant {ab). On exprime aussi ce fait en appelant les coefficients en question, considérés relativement aux variables x/, variables contragrédienles, et, dans le même ordre d'idées, on appelle les coordonnées y\,y^ d'un autre point variables cogrédientes, par rapport aux variables x/.
On voit maintenant facilement comment on peut continuer ce procédé de décomposition, en soumettant de nouveau 11'^ et M aux mêmes opérations et ainsi de suite jusqu'à ce que finalement on arrive à des produits formés d'invariants du degré total 2 dans lesquels il n'est fait usage que de deux formes linéaires (car il est impossible d'obtenir un invariant d'une forme linéaire unique).
Or deux formes de cette nature, telles que
«iXi -t- «j a"î, et i,j-, -t- ^jj-j,
ont toujours un seul invariant que nous avons déjà considéré
(p. 220), à savoir
car deux points ne peuvent évidemment avoir entre eux aucune relation spéciale de situation que celle dans laquelle ils se confondent (' ). Actuellement les développements dans lesquels nous venons d'entrer établissent le théorème fondamental qui suit : Tout invariant simultané deformes linéaires est un composé de
(') Une démonstration algébrique de ce fait se trouve plus loin dans la théorie des formes quadratiques; nous ferons voir alors qu'une telle forme n'a qu'un seul invariant dont l'évanouissement exprime la coincidence des deux points.
a3a TOME I. — OIAPITBE III.
produits d invariants de ces j ormes prises deux à deux [ab),[ac ), (ifc), et ainsi de suite.
A l'égard du type général des covarianls simultanés d'un système de formes linéaires, nous n'avons besoin d'établir aucune considération spéciale; une forme
égalée à zéro, représente en effet un point ayant pour coordonnées y, = — a-i, ji =a^ (p. 21 5). Nous déduirons donc de tout invariant de formes linéaires un covariant, si nous y remplaçons une série de coefficients par les variables au moyen des équations
En effet, on reconnaît facilement que les coefficients se transforment linéairement de la même manière que les variables, car, par la substitution
p.r, = Kl-, -h Sj-j, p.rj = 7J, H- ^ i j,
il vient si l'on pose
p (a,.r, 4- «jJ^i) = a, j, -+- rt'j .1-2,
On n'a donc qu'à transposer les coefficients dans les équations de substitution des variables , pour obtenir celles des coefficients des formes linéaires.
Or, par la substitution (2), chaque facteur déterminant {ab) se transforme en un facteur linéaire b^x^ -\-b.iXi\ et comme inversement aussi de tout covariant simultané résultent, parla substitution ( 2 ), un invariant et par conséquent une combinaison de déterminant [ab), (oc), etc., il s'ensuit que :
Tout covariant simultané d'une série de formes linéaires est un composé de produits dont les facteurs ont l'un des types suivants :
1° [ab), invariant de deux des formes linéaires;
1° rti j:, -h aj J'a, une des formes linéaires elles-mêmes.
Si Ton applique la substitution (a) simultanément à plusieurs séries de coefficients, en introduisant ainsi plusieurs séries de va-
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riabics, on voit qu'en dehors des facteurs cités il ne peut s'en présenter d'autres que ceux du type {xj), appelés covariants identif/ues. On pourrait d'ailleurs dans cette recherche prendre pour base des formes à séries plus nombreuses de variables (x^Xj', J'nJ'ij 'iy ^3 ;...). Toutefois on peut montrer qu'on n'arrive pas ainsi à des formations nouvelles, et que, au contraire, il est en général suffisant de prendre pour les formes primitives une seule série de cette espèce: c'est ce que nous ferons toujours par la suite. L'introduction d'une notation symbolique pour les formes binaires nous permettra, à l'aide des théorèmes énoncés ici à l'égard des formes linéaires, de donner aussi d'une manière générale le type d'une formation invariante quelconque. Nous éclaircirons d'abord ceci par un exemple simple, et nous nous proposerons de représenter le discriminant de la forme quadratique
comme produit de deux facteurs déterminants {ab). Dans ce but, considérons f symboliquement comme le carré d'une forme linéaire {p. 93) et posons
/=(a,x, -f-aj.rj)*.
Nous pouvons alors, si nous le voulons, toujours réintroduire les coefficients véritables à la place des symboles a,, a-^ par le moyen des équations
Toutefois, la chose n'a lieu que si Ton a affaire à une fonction linéaire en an. En effet, on pourrait, par exemple, remplacer «^a* aussi bien par le produit a^ a-n que par le carré a|,; des ambiguïtés seraient donc alors possibles. Pour éviter cet inconvénient, effectuons, dans la première ligne verticale du déterminant
qui représente notre discriminant, la substitution indiquée, et écrivons dans la seconde ligne (verticale) à la place de la lettre a la lettre b, qui aura la même valeur, en sorte que
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Alors il vient
= «1^1 [ob].
Mais, comme il doit être indifférent d'introduire les a ou les ù dans une ligne verticale ou dans l'autre, on a aussi
bi a,
è,rtj(aft),
et, si nous formons la somme des deux expressions, I=.L{a,b,-b,a,){ab] = l{abY,
ce qui fournit la représentation demandée. Maintenant, au lieu des symboles a, b, nous pouvons sans ambiguïté réintroduire les coefficients ai/s', car on trouve immédiatement
En général cependant, l'introduction des différents symboles ne peut avoir lieu aussi simplement, et l'application réitérée du procédé de différentiation connu devient nécessaire. Les développements relatifs à ce sujet s'établissent de la manière suivante.
Nous avons vu (p. 229) qu'on peut ramener un invariant quelconque à un autre qui renferme linéairement les coefficients des formes individuelles d'un système de formes du même ordre, sauf à supposer ensuite ces formes identiques avec la forme originaire. A la place des coefficients de chacune de ces formes nous pouvons introduire ceux d'une forme linéaire en remplaçant chacune des formes auxiliaires par une puissance d'une forme linéaire. Nous écrirons donc, au lieu des coefficients a de la forme originaire donnée, les coefficients correspondants de la forme
{a,.r, +rtj.r,)'»,
et de même, au lieu des coefficients b de l'une des formes d'ordre /ï. ceux de la forme
et ainsi de suite. Alors notre formation invariante est représentée sans ambiguïté par les coefficients des formes linéaires a,x, -f- ff, r„ b^.^•^ -\- 6,.r,
»TBODCCnON A tA THtOUE DES FOKMCS ALUÉBMOCES. 335
car on peut à tout instant passer de leur représentation symbolique à leur représentation réelle (').
Soit, en efFet, la forme primitive donnée par
nous avons à faire les substitutions suivantes :
Une condition nécessaire pour la possibilité de ces substitutions (et là est le principe de l'introduction de ces formes auxiliaires), c'est que la formation invariante ait toujours été supposée linéaire en fait par rapport aux coefficients de chacune des formes auxiliaires. Dans le cas contraire, ainsi que l'a déjà montré le dernier exemple, le retour à la fonction originaire ne serait pas toujours possible sans ambiguïté. Si, en effet, il se présentait un terme ayant pour coefficient symbolique
On pourrait pour i = A" -f- / décomposer ce terme de plusieurs manières très-différentes en deux facteurs de la forme
ÄJ-*i*, W'-'b'^
et les coefficients effectifs a^, ai seraient par conséquent indéterminés. Pour éclaircir cette méthode de calcul symbolique, quelques exemples seront ce qu'il y a de mieux. Nous commencerons encore
(') La représentation symtralique sous la forme dont il est fait usage ici a d'abord été employée arec succès par Aroxholdt {^Journal de Borchardl, t. 39, 55 et 62) et par Clebsch qui en a fait la base de toute la théorie des invariants {ibid., t. 59). Déjà auparavant Cayley s'était servi d'une symbolique {voir spécialement Memoirs upoii quantici et Salmox, Introductory lessons ; etc.) qui ne se distingue à proprement parler de la nôtre que par le système de notations, et qui sous ce rapport se rapproche davantage de la symbolique déjà employée dans la théorie des équations différentielles (parCACCBT, BooLE, etc.) ou dans la représentation de la série de Taylor.
par rinvariant d'une forme quadratique c'est-à-dire par la foncPion
Soient maintenant b,t, b^^ b^^ les coefficients d'une seconde forme qui doit être supposée ultérieurement identique AxecJ"; nous aurons, par application de la méthode générale,
o«ji c/«i2 aa^i
11 faut ensuite remplacer dans cette expression les coefficients a/A par les coefficients de la forme
les bm par ceux de la forme
pour obtenir symboliquement notre invariant I' sous la forme I' =za\bl ■+- bia-, — a/.», 6,<7,rt,.
Maintenant, comme, pour bi/t = nik, on a 1'= al et que nous devons supposer les symboles b de même que les symboles a remplacés par les grandeurs effectives ai/f, nous avons
ou, comme nous l'avons trouvé auparavant,
1 = 1 [ah]* =1 (aj>, — bia:\
pour représentation symbolique de notre invariant.
Un autre exemple nous sera fourni par le déterminant fonctionnel de deux formes binaires, que nous avons déjà reconnu être un covariant (p. 217). Soient
y = («,x, -f- «jx,)« = {.Si«, + .Sj«,)" les deux formes sous leur représentation symbolique; par l'intro-
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duclion de la notation
nous pouvons les écrire plus brièvement comme il suit :
Le déterminant fonctionnel est alors donné par
AL
Nous pouvons maintenant appliquer à nos puissances symbollquesyet ç les règles ordinaires de la différentiation, carie degré de la forme par rapport aux coefficients n'est pas influencé par cette opération, et il n'en peut par suite résulter aucune ambiguïté. Nous obtenons
df ,_. df
dx^
dx^
ma ' ' fl.
et le déterminant fonctionnel est symboliquement représenté par
Le déterminant û des secondes dérivées d'une forme /"= a"= i" (le hessien) se représente d'une manière tout à fait analogue. Nous \ ferons
dxl
dr, d/-j
cl nous obtiendrons
l,=.n*[n-iYa,b,{ab]aT'K-'
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ou, à cause de la signification identique de a et de b, ü = -n*{n-iYa,b^ [ab] <- « b",-^
=zln*{n-iY{ab)*a--'b%-\
La notation appelée symbolique rappelle une manière abrégée (l'écrire dont nous nous sommes déjà servis dans la théorie des sections coniques (p. pS); mais, tandis que cette méthode était alors un simple moyen auxiliaire pour faciliter les opérations, elle constitue jnaintenant le fondement de toute la théorie. Elle acquiert précisément cette haute importance par le théorème suivant, qui résulte immédiatement de nos développements antérieurs :
Tout inwaiiant d'une forme algébrique binaire se représente symboliquement comme la réunion de produits de déterminants symboliques du type [ab), tout covariant comme la réunion de produits de déterminants symboliques {^ab^ et de facteurs symboliques du type Cx.
La succession d'idées qui conduit à ce théorème, succession plusieurs fois interrompue par des exemples, est en abrégé la suivante. iVous avons montré que tout invariant ou tout covariant peut être considéré comme une formation simultanée possédant la propriété invariante d'un système de formes linéaires dont les puissances servent comme expressions symboliques pour représenter la forme originaire ; nous avons vu ensuite qu'une telle formation invariante est nécessairement un composé de produits dont les facteurs appartiennent au type {ab) ou c^, et il nous suffit de formuler brièvement ces deux observations. L'importance capitale du théorème est évidente ; car, tandis qu'auparavant nous avions d'abord à démontrer par le calcul la propriété de l'invariance, nous pouvons maintenant la conclure directement, sur la notation symbolique, de la loi de formation : chaque facteur individuel a, en effet, le caractère invariant. Il est à peine besoin de faire remarquer que la réciproque du théorème est vraie : c'est-à-dire qu'on peut considérer tout invariant ou tout covariant deformes linéaires, qui contient les coefficients de ces formes à des dimensions convenables, comme la représentation symbolique d'un invariant ou d'un covariant de formes d^ordre plus élevé; les dimensions doivent seulement être les mômes que les degrés des formes supé-
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rieiires correspondantes. En effet, il est également évident que les symboles d'une forme se transforment linéairement par les mêmes équations que les coefficients effectifs des formes linéaires (p. a3a).
Les exemples de formations symboliques, que nous avons donnés, confirment le théorème précédent; la propriété de l'invariance dont elles jouissent est mise maintenant immédiatement en évidence. Mais les résultats et les discriminants devront aussi pouvoir être représentés par des produits symboliques de déterminants. On y parvient au moyen d'une méthode qui permet en général d'exprimer toute fonction symétrique des coordonnées des points d'évanouissement d'une forme (c'est-à-dire des racines d'une équation) en fonction rationnelle des coefficients de la forme, et cela précisément sous le mode de représentation symbolique de ces fonctions rationnelles (' ). Nous ne ferons néanmoins dans la suite aucun usage de cette méthode générale et nous nous bornerons plus tard, en parlant des formes quadratiques, cubiques et biquadratiques, à donner les formations de discriminants sous leur forme symbolique. Il est d'ailleurs en général dans le caractère de ces méthodes générales de devenir trop prolixes, toutes proportions gardées, lorsqu'on a affaire à des cas particuliers, où alors d'autres procédés conduisent plus rapidement au but.
Dans les calculs symboliques d'une certaine longueur, comme . on n'a pu en éviter toujours dans les développements suivants, on peut, par l'emploi judicieux de certaines équations identiques, obtenir très-souvent des simplifications importantes. Nous donnerons ici les plus usuelles de ces égalités.
Si l'on élimine i, X|, x^ entre les trois équations identiques
fl^ = ö,j:i -f- rtjoCi,
Cj. = C^.T^ H- <?2*^Sl
il en résulte d'abord l'équation également identique
(') Voir le § 20 dans l'ouTPage de Clebsch.
OU, en développant suivant les termes de la première ligne verticale^
(I) {bc]a^-h{ea]b^-h{ab)c:r = o.
Si l'on fait passer un terme dans le second membre et qu'on élève au carré, on a encore l'identité
(U) {ab) [ac) b^c, = ^[{abYc'^ + («c)' i« - (6c)»«!)].
Remplaçant maintenant dans (I)x,,^2 respectivement par di et — d, nous obtenons
(m ) [bc] (ad) + [ca] [bd] -h {ab) [cd) = o.
Et si nous posons, au contraire, dans (I) C1=:J^, C| = — yj, il en résulte l'importante équation
( IV ) «x f>y — ^x a y = («'■') [^y] '
Un autre moyen fréquemment applicable pour la transformation des expressions symboliques et pour l'établissement de leur forme la plus simple consiste dans l'échange de deux symboles, opération qui, à cause de la signification identique de ces derniers, doit laisser invariable la vraie valeur de l'expression dont il s'agit. La fonction F(x, j), que nous avons employée précédemment à former le résultant de deux formesy^et <p de même degré, nous en oflVe un exemple (p. aaS).
Soit symboliquement
alprs F{x,j) sera donné par
ou, à cause de l'identité (IV),
T{x,x) = [aa) (««-« «^".-' -+- ff;-»«^.-««^fl^. 4- ...).
Si nous supposons en particulier que /"et 9 soient les première* dérivées partielles d'une forme al, que par suite
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on a, puisqu'il est nécessaire d'introduire de nouveaux symboles b dans o,
ou, en échangeant « et è et intervertissant les termes dans le second membre à l'intérieur de la parenthèse,
et si l'on ajoute ces deux expressions, il vient
F(x, j) = ^ [ab]* («r » ^r * + «r ' K-' «. i.
Si dans cette dernière relation on pose en particulier « = 2, on obtient -[ab)*, c'est-à-dire le discriminant de la forme quadratique rtf , comme cela doit être.
De ce procédé résulte encore la remarque suivante, qui est souvent utile : Si une expression symbolique change de signe lorsqu'on permute entre eux deux symboles équivalents, cette expression est identiquement nulle. On prouve par exemple, à l'aide de ce théorème, l'évanouissement identique de toute expression
dans laquelle Ä est un nombre impair, et a et & désignent des symboles relatifs à la même forme d'ordre n,y= a'^ = Z»". Pour « = 2, Â= I , cette proposition est facile aussi à vérifier directement, car nous avons, en employant les lettres h et i pour les indices,
1l[ab)a^b^ = («,ii — byai.l[aibf, -h Z»,«^^) jt^x^
= 2 («1 Oi ô j b^ — rtj ai bi bfy — a, a,, bibi + «i a^ i, bi ] x^.r^
D'autres applications des moyens auxiliaires signalés ici s'offriront encore en grand nombre dans la suite, et le calcul complet de tous ces exemples fait avec soin est à recommander comme le meilleur moyen de s'initier aux méthodes symboliques d'opérations.
Nous mentionnerons seulement encore ici un résultat que donne immédiatement la représentation symbolique, et qui nous sera utile dans l'occasion. Toute formation invariante II d'une forme du n'*"** ordre y est en cas de transformation linéaire, multipliée
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par une puissance r^, r désignant le déterminant de la substitution. Or les formules de transformation des symboles (p. aSa) apprennent que dans cette circonstance tout facteur linéaire a^ de II reste invariable, tandis que tout déterminant symbolique (ab) renferme le facteur /•. Pour déterminer le nombre X, il suffit donc de rechercher quel est le nombre des facteurs déterminants dont il s'agit. Supposons que II soit du degré p par rapport aux coefficients et de l'ordre m par rapport aux variables ( ' ). Alors II renferme, ainsi qu'il résulte immédiatement de l'introduction de la notation symbolique, /) lettres différentes, et chacune à la n'*"" dimension, de sorte qu'il se rencontre en loul pn séries de symboles. Ces séries se divisent partie par couples en les X déterminants facteurs, partie individuellement en les ni facteurs linéaires symboliques de II. On a par conséquent l'équation
aX -f- m =/>. n et ce théorème :
fine formation invariante d'une forme linéaire du n'""^ ordre, qui est elle-même du degré p et de l'ordre m renferme
1 ^ - (^pn — m) déterminants facteurs symboliques ; elle est donc
multipliée en cas de transformation linéaire par la puissance X du déterminant de la substitution.
III. — Séries projectives de peints. — Théorie des polaires. — Involntions.
Nous avons reconnu ci-dessus dans une transformation linéaire l'expression analytique d'un changement des points fondamentaux des coordonnées. Mais on peut donner de la transformation une autre interprétation géométrique qui est d'une importance exceptionnelle pour la conception de la théorie des invariants. Par celte interprétation nous serons en même temps ramenés aux principes de la Géométrie synthétique, que nous avons traités précédemment.
Cette nouvelle interprétation de la substitution linéaire peut on
(') Dans la suite nous emploierons toujours le mot desfré pour exprimer la «liincnsion a laquelle entrent les coelTieienls <li' la forme originaire, et le mot ordre pour la dimeusion à laquelle entrent les variables.
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un sens être considérée comme l'opposée de la première. Tandis que nous avons employé auparavant la substitution linéaire pour représenter un même point ou un même rayon à l'aide d'éléments de base difierents, nous la considérons actuellement comme une relation entre deux points différents rapportés aux mêmes éléments de base, comme l'expression analytique d'une affinité linéaire. Au moyen des équations
nous associons à chaque point d'une droite un autre point de cette même droite. Cette corrélation sera réciproque si l'on suppose que le déterminant de la substitution, c'est-à-dire
«il «Sî
est différent de zéro {a^ n'étant d'ailleurs pas nécessairement égal kau) et elle est identique à celle qui lie en général deux séries projectives ; seulement les séries dont il s'agit ici sont comme réunies, c'est-à-dire situées sur la même base. La corrélation projective est, comme on sait, caractérisée par ce fait que le rapport anharmonique de quatre points correspondants des deux séries a la même valeur; ce rapport est [/izi , a,, u.3, fix désignant les paramètres des quatre points (p. 49)]
("i — Ih] ^{^i — ."i^ _ («j ~ f*î) (."i — f**)
D'après une remarque faite précédemment, nous obtiendrons le rapport anharmonique des quatre points oc, j, z, t exprimés en fonction de leurs coordonnées, si nous posons
et l'on a par suite (comme on peut du reste sans difficulté le déduire directement de la définition des coordonnées binaires)
(X3) ixt)
Le rapport anharmonique des quatre points correspondants \, ti,
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t, T est de même égal à
et la preuve que cette expression est égale à la valeur a résulte immédiatement du fait que chacun des facteurs (xz), (yt), (xt), (jz) dans le passage au facteur correspondant (|^), (yjr), (Çt), [n^) reste, comme on sait, invariable, sauf multiplication par le déterminant de la substitution, et que d'autre part ce déterminant disparait dans les quotients (2). La proposition précédente est donc démontrée, et nous pouvons en conséquence formuler de la manière suivante la signification géométrique des formes invariantes :
Les invariants et les covariants de formes binaires, égalés à zéro, donnent des équations qui représentent des relations proiectives entre les éléments des séries de points et des faisceaux de rayons.
Par relations projectives on entend ici celles qui, si l'on construit une figure projective relativement à la figure originaire, continuent à subsister à l'égard des éléments correspondants de la seconde figure.
La notion du rapport anharmonique, que nous rencontrons de nouveau ici et qui forme, comme nous l'avons reconnu plus haut, la base de la Géométrie synthétique moderne, a également une importance considérable dans la théorie des invariants envisagée en elle-même. Il existe d'abord un premier exemple très-simple d'un invariant absolu, c'est-à-dire d'une fonction des coefficients de la forme originaire qui reste complètement invariable en cas de transformation linéaire. On peut toujours former des fonctions de cette espèce dès que la forme originaire possède plus d'un invariant. Soient, par exemple, I et L deux invariants d'une même forme, et supposons que, par suite d'une transformation linéaire, ils deviennent 1' et 1'^. Nous aurons
r = r^I, et par conséquent le quotient
ri» p
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est un invariant absolu. Or un invariant de celle espèce peut toujours être précisément représenté comme fonction de rapports anharmoniques. Tout invariant est en effet aussi un invariant simultané des facteurs linéaires de la forme originaire, et par conséquent une réunion de produits de la forme
x^y, z,... sont ici les coordonnées des points racines de la forme originaire, et a, /3, y doivent être déterminés de telle sorte que la fonction soit symétrique par rapport aux coordonnées de tous ces points. Si mainlenant on divise la somme des produits par Tun de ses termes, on obtient immédiatement un invariant absolu, dont la composition au moyen de rapports anharmoniques est évidente. Rappelons-nous d'ailleurs que tout covariant peut être considéré comme un invariant simultané de formes linéaires et de la forme originaire (p. 232), et nous aurons, si la fonction est supposée dépendre encore des variables, le théorème suivant ( * ) :
un invariant ou un covariant d'une yorme binaire est le numérateur d'une Jonction rationnelle de rappoits anharmoniques formés des éléments qui répondent aux racines de la forme originaire, et dans le cas des covariants d'autres éléments z>ariables.
Nous avons déjà traité minutieusement de la théorie du rapport anharmonique lui-même, ainsi que de celle des séries et des faisceaux projectifs; nous avons aussi indiqué par occasion (p. 65) que deux séries projeclives de points sur la même droite ont en général deux éléments correspondants communs. Ces éléments s'obtiennent ici analytiquement, en posant dans ( i ) ^, = jt, ; ^2 = Xo ; d'où résulte par élimination des x l'équation du second
degré en p
«Il — ?
«lï
«îi
Si l'on porte dans (i) les valeurs trouvées de p, on obtient les coordonnées des éléments doubles. On peut aussi les calculer direc-
(') Voir, pour plus de développement, la seconde section de l'Ouvrage de Clkbscb.
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temcnl au moyen de l'équation
(3) {a^^ — «„) J^i-r, -+- a,îJ:J — «„.rj^o,
que l'on trouve par élimination de a. Ces points peuvent être déterminés par construction, en sortant du champ des formes binaires, à l'aide d'une conique, ainsi au surplus qu'il a été exposé plus haut.
Une autre représentation des séries ponctuelles projectiles, à laquelle se rattachent d'autres considérations intéressantes, résulte de ce qui suit. L'équation
(4) a^-\-'kb^z=o
représente évidemment, si l'on y considère X comme un paramètre variable, tous les points de la droite qui sert à figurer le champ des formes binaires. Dans cette circonstance X est égal à la valeur négative du rapport des distances du point mobile à deux centres fixes {ax=o, bj; = o) multipliée par un nombre constant. Cette série est projective par rapport à une autre
(5) «r-4->pçr=0,
si l'on admet que deux points des deux séries pour lesquels X a la même valeur se correspondent ; car le rapport anharmonique des points X=zo, Xr=oo,/=:X,,}. zzrX, cst pour les deux séries égal
a -> et des équations
lb,=
- (X - r) («g + vpz) - (X - y) («; -4- rs^)
il résulte que la corrélation des deux séries n'est pas modifiée si l'on remplace les couples de points a^, hx', «j, ß; par deux couples correspondants a^ -h X'è^, ax -H Vbx \ «j -h X'ßj, as H- X"ß; ; seulement, à la place de l'élément à valeurs successives X, se présente alors le suivant :
On peut aussi au surplus établir directement au moyen de (4) et (5) une transformation linéaire, en déduisant par le calcul le rapport
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' de l'équation
«xS;-**«i = o{').
Pour les points doubles des deiuc séries (c'est-à-dire pourXf = ^i , Xt = ^i), on obtient par élimination de X l'équation du second
degré en —
qui intervient à la place de (3), ou, par élimination de X|, Xt, l'équation du second degré en X
+ üj a, H-Àp,
j a, -+- >6, «î + zSj
= (tfa) ■+- ).[(rtS) -t- (6a)] -I- À*(*S).
Il existe donc de fait, en général, deux points doubles, à moins que la condition
(8) [(«]S)-4-(6«)l* = 4(aa)(6^)
ne soit satisfaite, car alors les deux points doubles coïncident. Il pourrait enfin arriver que tous les coefficients de (7) s'évanouissent, auquel cas la transformation deviendrait ce qu'on appelle identique : chaque point de la droite se correspond alors à luimême. Si nous excluons ce cas, nous pouvons prendre les points doubles comme points fondamentaux du système de coordonnées. En désignant par X', X" les racines de (7), nous devons, pour atteindre notre but, poser
"x -+->.' 6x = X, =Pj„
en conséquence, on doit avoir aussi identiquement
ar -f- )/ jSr = c S, ti= cpi^
c, c' étant des constantes. Les équations des deux séries de points
( ' ) On peut, en général, supposer la transformation linéaire comme donnée par une équation doublement linéaire par rapport à la lettre x et à la lettre |
«I. *i îi -+- «u *i ?i -t- «,, ^1 ?, -<- «, j r, f , = o.
Voir Clebsch. loc. cit., p. 66.
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sont alors, d'après (6), données par
ou, si Ton fait par
Xi — pXj =:: O,
La constante — qui intervient ici est caractéristique de la transformation ; elle donne, en effet, immédiatement le rapport anliarmonùpie formé par deux points correspondants avec les éléments doubles, rapport qui est par conséquent constant. Il n'est donc pas sans intérêt d'exprimer les constantes c, c' au moyen des coefficients de la transformation, c'est-à-dire, dans notre cas, au moyen des coefficients a, b, cf.,ß. Pour }/, X"on déduit de (7) les valeurs
2[bp)\' := - [[ap)-h[b<,]] + {l, en posant
A cause de l'identité (')
{bp)a^={ap]b^-{ab)p^,
les équations (9) deviennent ,
i [{aß) - (H - v//J b, - '^{ab)p,= i{bp)q.,
relations qui doivent encore avoir lieu pour Xi==- i,i- Si l'on porte d'autre part les valeurs de X', X" dans le premier membie de (10), et qu'on fasse usage de l'identité
{bp)a^=[ap)bi-[<.b)P^, (') Voir l'identité (I), p. a4o.
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il vienl
2 (*;3) («5 + ).' ß.) = {-k + sß) Pi + 1 («13) *j,
[pour abréger on a posé A= (aß — ^a)]- A. l'aide de l'idenlilé
on peut maintenant mettre l'invariant / sous la forme
/= [(«iS) - (è«)f -4 [ah] («.3) = /■« - 4 («i) («p).
Sous le bénéfice de celte relation, si l'on échange dans (12) les X avec les \, qu'on en déduise par le calcul les valeurs de h-^, ßi et qu'on porte ces valeurs dans ( 1 3), on obtient le résultat que voici :
2[ab] ^
Nous pouvons donc énoncer le théorème suivant :
Le rapport anharmonique formé par les points doubles et par deux points correspondants des deux séries projectiles est égala une constante, et cette constante s' exprime au moyen des invariants k et l sous la forme
Pour certaines valeurs particulières de ces constantes les deux séries ont entre elles des relations remarquables. On arrive, par exemple, à une relation invariante d'un usage fréquent, ainsi qu'il suit: à chaque point de la première série (11) ayant p pour paramètre correspond dans la seconde série un point qui, en tant qu'il
c' appartient à la première, aura pour paramètre p — » c'est-à-dire qui
sera donné par
A ce point correspond de nouveau un troisième point de la seconde série, dont le paramètre, en tant que ce point appartient à la pre-
ière, estégalàjo ( — 1 > et ainsi de suite jusqu'à un [n-\- i)'^""'
miere,
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point ayant pour paramètre p {-) ■ Nous avons alors une série de points
dont chacun correspond au précédent en vertu de la corrélation projective établie entre les deux séries. Nous nous demanderons maintenant quelle est la condition nécessaire pour que, par l'emploi successif de ce procédé, on soit ramené au point initial p. Si, par exemple, il doit en être ainsi pour le ( w-t-i )'*""* point, nous n'avons évidemment qu'à prendre
/ -+- JT
Désignons un système de points semblables par l'expression de cyclo-projectif, et nous aurons ce théorème :
Si le rappoi't anhannonique qui caractérise une corrélation projeclii'e est égala une racine n"""' de l'unité, on peut, en partant de chacun des points de la série, obtenir un sjstènie cyclo-projectif de n points (*).
Autrement dit, si X, , X,, . . . , X„ sont les paramètres de ces points dans la série
Xi 4- ).Xi, = o,
les systèmes de points donnés par le tableau suivant:
GO
Aj
(') Si, au lieu d'une série de points, on prend pour représentation géométrique un faisceau de rayons et qu'on choisisse les deux droites menées du centre du faisceau aux points circulaires imaginaires pour rayons doubles d'une transformation linéaire, cette dernière est identique si une rotation du faisceau autour de son centre. La con» dition de la projectivité cyclique se transforme en celle-ci : un rayon revient à sa position initiald après avoir tourné n fois autour do son centre d'un angle déterminé
(donné par le rapport - y On est, par conséquent, conduit aux équations de la division du cercle.
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sont tous projeclifs entre eux. Cependant, ici - ne peut pas ôlr<'
égal à I, car il n'en serait ainsi que pour /= o, c'est-à-dire si les éléments doubles coïncidaient ('). Les n points ne peuvent être
. c' tous réels, pour le cas d'éléments doubles réels, que si - = — i,
c'est-à-dire si n = 2. Dans ce cas, que l'on désigne sons le nom rf'involution, deiuT points se correspondent toujours réciproquement, en sorte qu'il est indifférent d'attribuer arbitrairement l'un à la première série, l'autre à la seconde. Nous avons déjà été conduit plus haut à cette involution dans la théorie des coniques (p. 1Ö7); elle est, ainsi que nous l'avons déjà vu alors, caractérisée parce fait que deux points correspondants fonnent, avec les points doubles, un système harmonique. Les équations des deux séries prennent en effet la forme
Xi— /X,--:
et, à cause de
la condition de l'involution est en général
(i4) k=[ap) — {boi) — o.
Nous pouvons aussi représenter une involution par l'équation unique
(i5) Xj — o-X^ = o,
(') Qu'il soitau surplus observé que t ci- \i=^ yi) ne donnent pas un résultai
(lifTérent, car cette modification revient à un échange de y/^ et de — \fï et par conséquent à un simple échange des figures projeclivcs. Pour n impair, il suffit donc
d'avoir égard à-(/i — i) valeurs de t. De même pour n pair, des que « > 2, le cas
de î =; — t^ doit être omis, et il ne reste que -(a/ — 2) valeurs de s. S'il existe une puissance to'*™* de t moindre que la /i'*™«' et pour laquelle déjà e™ = r, le cycle se compose seulement de m points différents qui seront parcourus — fois, m étant alors un facteur de /?.
et l'un obtient pour chaque valeur de p le produit des deux points qui se correspondent réciproquement (* ). Sous ce point de vue, l'involutlon apparaît comme un cas spécial d'une figure plus générale, qui est représentée par une équation de la forme
< + ÀA« = o.
Avant toutefois d'étudier plus en détail ces involutions appelées iV ordre élevé, nous devons brièvement jeter un coup d'œil sur une espèce de covarianls à deux séries de variables, qui tirent leur origine de la forme originaire par application réitérée du procédé
àf _^ df
et que nous avons signalés, il y a peu de temps, comme étant des formations invariantes.
Nous les obtenons d'une manière simple, d'après le théorème de Taylor, comme coefficients d'un développement en série, si dans la formey= «^ nous posons
•''2 = J'2+ ^Sî
le paramètre variable
étant proportionnel au rapport des distances d'un point mobile x à deux points fixes j)' et z. Par celte substitution, l'équation y= o, développée suivant les puissances de X, devient
o = rt" + - >«;'-• a. + "'"~'^ /»«r * «î -+-... -f- >" «^
Les n racines de cette équation donnent les n points par lesquels la forme y est représentée géométriquement.
Les coefficients de l'équation sont, comme on sait, proportionnels aux sommes de combinaison de ses racines, et le sens géomé-
(') ''?<''• pour plu« de détail» sur ce sujet, la Section suivan t consacrée aux formes binaires biquadratiqucs.
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trique de chacune des équations
est par là rendu évident. Cette équation, suivant que Ton y considère les j ou les z comme donnés, est d'ordre r pour les z ou d'ordre n — r pour les y. On appelle, dans le premier cas, les points z le système polaire [* ) du /•'^'n<? ordre ou le [n — r)'^'"* sjstème polaire du pôle y par rapport au système donné des n points X] dans le second cas, les points y forment le système du (n — f-yème Qf'dre du pôle z. Nous pouvons, par conséquent, énoncer immédiatement les théorèmes suivants :
Le /•'^'"<" système polaire d'un pôle donné z, relativement à un système donné de n points, se compose de n — r points y, jouissant de cette propriété que, pour eux, la somme des combinaisons
(/ï — r) à [n — r) des quotients [rapports de distance) j-^ est nulle.
Si y appartient au /•'^'»»« système polaire du pôle z, z appartient au (« — ry^"^^ système du pôle y.
Le dernier théorème est compris dans le théorème plus général qui suit, et qui se déduit comme de lui-même de la considération d'une équation
ata\ . . . «^= o, ( !x + V + , . . -f- À = /i).
Si l'on forme pour le groupe des points donnés le v"^'"* système polaire d un pôle t, puis, pour ce nouveau système de points.
(') Système des centres harmoniques d'après la désignation de Poncelet: Mémoire sur les centres de mojennes harmoniques {Journal de Crelle, t. 3, 1828). La conception des polaires dans le domaine ternaire {voir le Chapitre suivant de ces leçons^ se trouve déjà dans Cramer qui d'ailleurs n'a pris pour pôle que te point à distance inßnic sur l'axe Y {Introduction à l'analyse des lignes courbes; Génère, 1700, p. i33',; auparavant Newtos avait déjà considéré les (« — | yi«»» polaires (cest-à-dire les polaires linéaires) à pôle inGnimenl éloigné. La désignation de toute la série comme première, seconde... polaire émane de Bobiluer, Annales de Gergonne,t. XVllIetXlX, 1828; l'exposition simple de la théorie au moyen des coordonnés homogènes a pour auteur Plûceer, Journalde Crelle, t. 5, 1829 [voir au surplus Gbassma:«;«, Theorie der Centralen {ibid., i. XXIV, 1842); de Jomcciêres, Mémoire surla théorie des pôles et des polaires {Journalde Linuville, août 1857); Catlet, Fifth memoir upon quantics {Philos, Transactions, t. CXLVIII, i858) et Crebo:(a, Einleitung in die Theorie der algebraischen Curven, 1].
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le [x'^"^' système d'un pôle z, etc. , et qu'on arrive finalement à une équation de degré X, à laquelle correspondent X points y, le résultat sera le même si l'on échange simultanément, d' une manière quelconque, les points y, z, t, ... et les ordres X, (x, v, . . . des systèmes polaires individuels.
Il résulte encore de l'équation
a*" àta. = ayà''S*''
que si Ton forme pour le groupe 'des points donnés le v'*""" système polaire du pôle z, et pour ce nouveau système le jut'*""« système polaire du même pôle, ce dernier système est le (" + v)'*"* système polaire du point z, relativement au groupe des points donnés. On pourrait obtenir, d'une manière analogue, une foule de théorèmes sur les groupes polaires (' ). Nous mentionnerons seulement les suivants :
Le (« — ly^"*^ système polaire se compose d'un point unique. Si maintenant le système donné consiste en un point ^^=o et en un groupe de (n — i) points c""' = o, on a
nciya'r^ — b^.c'l » -h [n — i]b.Cjc".'\
Si donc^ satisfait en même temps aux équations
by=o et Cjc"~* =zo,
Oy-a"'* est également nul ; autrement dit :
Le (/i — ^y^"*' point polaire d'un système de (n — i) points est aussi le (« — ly^'"^ point polaire du système composé de ces {n — i) points et de lui-même.
S'ip points du groupe donné se confondent, l'équation
renferme, p étant >/•, le point (y) dont il s'agit, [p — /•) fois comme facteur, ou, ce qui revient au même :
Lorsque, dans le système donné, p points coïncident, [p — /•) points du r^"""' système polaire d'un pôle quelconque se confondent avec eux.
( ' ) Observons que ces théorèmes auront plus tard de l'importance dans la théorie •lo-i courbes algébriques.
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Si le point multiple, dont nous supposerons Téquation être f.= o, est en même temps le pôle, la relation
"x — ^x "x donne pour la formation de la /'*'"' polaire de ce point
\x. désignant un facteur numérique, c'est-à-dire que :
Le r'^'^' système polaire d'un point multiple d'ordre p se compose de ce point compté p fois et de la r'**"* polaire du même point, relativement aux autres (/i — p) points du système.
D'autre part, pour p -^r r^n, l'expression a"~''a^ s'évanouit identiquement, c'est-à-dire indépendamment des z, et le système polaire devient indéterminé; par conséquent :
Tous les systèmes polaires d'un point multiple d'ordre p qui appartiennent à un ordre plus élevé que le [n — pyème ^q^^ indéterminés (' ).
La théorie des polaires développée ici nous fournit encore l'occasion de donner l'interprétation géométrique de quelques covariants très-importants qui peuvent être encore mentionnés. Il existe des pôles ( j ) pour lesquels deux points du premier système polaire [z) coïncident. Pour leur détermination, nous avons fp. 220)
ou, à cause de
dz^ôz/' dz\ Si maintenant on élimine Ji>J>'2 entre ces deux équations, les
(') A ce théorème correspond, par exemple, dans le plan la proposition que, pour une conique évanouissante, toute droite peut être considérée comme la polaire du point double ( p. 128).
points doubles du système polaire (en observant que de nouveaux symboles b doivent être introduits dans le second membre) (p. 237) seront donnés par
âz^Ozi
dz\
n^[n — i)^a^-^ b^-' {ab)aybi.
Or c'est là le déterminant de Hesse, qui nous est connu, et que nous avons déjà obtenu plus haut sous sa forme symbolique. Nous le désignerons, abstraction faite du facteur - n-{n — i )2, par A, et nous poserons en conséquence
fi81
( - n^[n-iYlôz\dzl \ôz,dzj \
Si l'on élimine, au contraire, les z entre les équations (16), on obtient une autre équation $=0 qui, de même que A = o, est de l'ordre an — 4- Par conséquent :
Pour tout système de n points il existe une équation d'ordre 2 n — 4 ( ^-l^ = o ) 7"^ donne les ^n — 4 pôles, dont les premiers systèmes polaires ont des points doubles. Les points doubles euxmêmes sont donnés par le covariant hessien (équations 17 et 18).
On peut ensuite demander quels sont les pôles dont les premiers systèmes polaires, relativement à la forme originaire et à la forme hessienne, ont un point commun. Ces pôles se déterminent par la coexistence des équations
df
Ö3l OZi
L'élimination des y conduit au déterminant fonctionnel de la forme primitive et du covariant de liesse à/ df
'ao)
dzi
dz^
dzr
/l(2« - 4) («AX"' Aî'-« = o,
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A,, A3 étant des symboles de A, de manière que
Pour introduire à leur place les symboles [a, b, c) de la forme primitive, nous n'avons qu'à effectuer l'élimination entre les seconds membres des équations (19). Nous devons toutefois remplacer les a par de nouveaux symboles c, parce que, autrement, dans le retour aux véritables coefficients, une ambiguïté pourrait se produire. Nous observerons, d'ailleurs, que les deux termes de la seconde équation sont identiques entre eux, car ils se déduisent l'un de l'autre par l'échange de a et de b. Nous avons, d'après cela, à éliminer lesj' entre les deux équations suivantes:
aj-a"~' = o.
(*c)»c«-**?-»^, — o, et nous obtenons ainsi à la place de (20)
I T = (aÄ)(6c)«a«-»c«-*6»-'
L'élimination des z entre les équations (19) donne une autre équation 0 = o qui, de même que T:=: o, est de l'ordre 3« — 6; nous avons donc ce théorème :
// existe 3n — 6 pôles (0 = o) dont les premiers systèmes polaires Jbr mes pour le systèm.e donné et pour le système des points doubles {c' est-à-dire de la forme hessienne) ont un point commun. Les points communs se déterminent au mojen de l'équation T = o (fui est de l'ordre 3n — (i.
Nous ferons usage de la théorie des points polaires dans la théorie des involutions générales (') que nous abordons maintenant. Une involution d'ordre n est déterminée par l'équation
où a et ô désignent des symboles de formes différentes, et X est un
(' ) Foir Ckemoxa, Einleitung in die Theorie der ebenen Curven ; Jonqciêkes, Généralisation de la théorie de l' involution {Annali di Matematica, t. II), et Catlet {Transactions of the Cambridge philosophical SocietjTy t. XI, i865).
Clebscii. — Géométrie, I. l'J
paramètre variable. L'équallon précitée représente une série de gi'oupes de points (appelée aussi quelquefois Jaisceau par extension des dénominations usitées pour les courbes), groupes dont chacun se compose de n points, de sorte que chaque point de la droite ne se rencontre que dans un groupe, et que le faisceau entier est déterminé par deux groupes quelconques. La considération de ces systèmes de points correspond donc entièrement à celle des faisceaux de coniques dans le plan, où par chaque point du plan passe une courbe unique du faisceau. De même qu'alors nous avons rencontré trois coniques évanouissantes (trois courbes à points doubles)} de même il existe dans l'involution certains groupes qui renferment deux points confondus; ces groupes sont donnés par les conditions
De là résulte par élimination de X l'évanouissement du déterminant fonctionnel de a^ et b"
et l'on obtient de même par élimination de x^ x^ une équation d'ordre égal dans laquelle X egt l'inconnue. Dans une involution d'ordre n il existe donc in — 2 groupes de points qui possèdent un point double, et les points doubles eux-mêmes sont déterminés par V équation (28).
Cette équation demeure invariable si l'on remplace une ou deux des formes a", b" par d'autres faisant partie de l'involution. Ainsi, par exemple, le déterminant fonctionnel des formes rt^-f-Xi^, a%-\- /.'b", si a et a', b et i' désignent des symboles respectivement d'égale valeur et permutables, est égal à
+ y [ab] «7 ' /;;;'. • -^ iv [bv ) b^-' b'^-' == ( x' — >) [ab ) <-» 6^-' ;
car le premier et le dernier terme changent de signe si l'on permute a el al, b et b' et par conséquent sont identiquement nuls (p. 240* ^^^ sortes àe formations invariantes de formes d'ordre égal, qui n éprouvent d'autre changement que l'adjonction d'un facteur, lorsqu'on remplace l'une des formes par une combinai-
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son linéaire de toutes les autres, ont une importance extraordinaire et nous les rencontrerons encore plus d'une fois. On a coutume de les appeler combinants du système de formes en question ( * ) . En particulier, le déterminant fonctionnel de deux formes binaires d'ordre égal sera donc un combinant pour l'involution déterminée par elles.
On peut, par exemple, imaginer immédiatement une involution engendrée par les premiers systèmes polaires d'une forme a^
si l'on considère — comme un paramètre ; par conséquent :
L'ensemble des premiers systèmes polaires d'un groupe de n points forme une involution d'ordre n — i .
A l'aide du théorème précédent on obtient de nouveau la signification géométrique du covariant hessien d'une forme binaire. Deux involutions de la forme
qui sont liées l'une à l'autre de manière qu'à un groupe de n points X de la première corresponde toujours un groupe de m points Ç de la seconde, lorsque la même valeur de X appartient aux deux groupes, sont appelées projectiles (on pourrait d'une manière générale prendre dans la seconde involution un paramètre fx lié à X par une équation linéaire). Dans cet ordre d'idées, le théorème suivant est d'évidence immédiate :
Si l'on part d'un système d' involution, et que pour un nombre quelconijue de pôles fixes on forme successivement, par rapport à chaque groupe du système, les systèmes polaires du même ordre, toutes les séries de ces nouveaux systèmes sont en involution, et toutes ces involutions sont projectiles entre elles. Les [n — i^emes systèmes polaires d'un pôle donné j>^
(') Foir pour une étude plus approfondie Gordak, Ueber Combinanten\Math. Annalen, t. V ).
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forment une série simple de points. Le rapport anharmonique de quatre points de cette série s'appellera aussi rapport anJiarmonùjue des groupes correspondants (c'est-à-dire formés pour la môme valeur de X) de l'involution donnée, ou, ce qui est la même chose, des systèmes polaires dérivés du point j comme pôle. Or le rapport anharmonique ne dépend que des valeurs de l'élément variable X pour les quatre points, et est par conséquent indépendant du pôle. D'où la conséquence suivante :
Le rapport anharmonique de quatre groupes de points d'une Involution, qui dérii^ent par formation polaire de quatre groupes d'une involulion donnée, est égal au rapport anharmonique de ces derniers, et indépendant du pôle emplojé.
Nous pouvons considérer la corrélation projective de deux involutions (24) comme une affinité d'ordre élevé. A chaque point x de la droite correspondent n points ^, à chaque point ^, m points x et la liaison entre les points x et Ç est donnée par l'équation
(-iS) «^.P; — ^^. «; =0,
laquelle est le résultat de l'élimination de X entre les équations (a4)> et remplace l'équation (6) que l'on rencontre dans la transformation (affinité) linéaire. Maintenant il peut arriver en particulier qu'un point x coïncide avec un des points | qui lui correspond, c'est-à-dire que les groupes associés de l'involution aient un point commun. Nous obtiendrons ces points communs au moyen de l'équation
ou d'une équation de même degré en X. De là résulte ce théorème :
Deux impositions de degré m et n qui sont projectives possèdent m-h n groupes correspondants ayant un point commun.
Ce théorème est compris dans un autre encore plus général auquel on arrive simplement, en remplaçant l'équation (^5) par cette autre
OÙ cp désigne une fonction homogène d'ordre m en Xf , jtj et d'ordre ** en I,, Çj. L'équation (27) est encore la base d'une affinité
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[correspondance) de l'espèce la plus générale dans laquelle à chaque point X correspondent n points ç, et à chaque point ^, m points x. La condition qu'un point x coïncide avec un point correspondant ^ donne une équation de l'ordre m H- n, c'est-à-dire nt -+- n points de coïncidence de la correspondance ç. C'est ce que nous exprimerons par le théorème suivant, qui est connu sous le nom de principe de correspondance de Chasles (') et dont nous aurons trèssouvent à faire usage :
Si l'on a sur une droite une affinité [correspondance) en vertu de laifuelle à chaque point x correspondent n points \, et à chacun de ces points \, m points x, il arrive m -f- nfois qu'un point x coïncide auec un point correspondant "i.
Si dans (24) les fonctions rt". h" renferment un facteur commun d'ordre p, les points qui lui correspondent se présentent dans chaque groupe de l'involution, et cette dernière se compose dcs^ points fixes dont il s'agit et d'une involution d'ordre [n — p). Si la même chose a lieu dans la seconde équation (24) par rapport à un facteur de degré//, l'équation (26) se décompose en ces deuv facteurs de l'ordre peipf ei en un facteur de l'ordre m~\-/i — /> — p'. Par conséquent, // n'existe plus après suppression de ces points fixes que ni-i-n — p — p' groupes des involutions ayant un point commun .
Si, au contraire, un groupe déterminé de l'une des involutions renferme r fois un facteur linéaire, et que le groupe correspondant de l'autre renferme s fois ce même facteur, r étant ^ s, le groupe des points communs des involutions renferme ce facteur s fois, et l'on peut établir encore une série de théorèmes semblables. Nous abandonnerons pour le moment ces explications générales ; nous aurons d'ailleurs dans ce qui suit l'occasion d'étudier d'une manière plus approfondie les involutions quadratiques, de même que certaines involutions cubiques et biquadratiques.
(') Voir Cbasles, Comptes rendus de l'Académie des Sciences, fj juin 1864.
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IV. — Définition des composés. — Formes binaires quadratiques
et cubiques.
Au moment où nous nous proposons de traiter systématiquement les formes binaires de l'ordre le moins élevé (principalement pour apprendre à connaître les interprétations géométriques de leurs invariants et de leurs covariants), le problème qui se présente d'abord à nous, après les développements théoriques qui précèdent, consiste à établir tous les invariants et tous les covariants de la forme originaire considérée, ainsi que les lois de leur dépendance mutuelle. Il est donc urgent de répondre à la question suivante : Existe-t-il pour une forme donnée un nombre fini de formations invariantes indépendantes les unes des autres, telles que toutes les autres puissent s'exprimer en fonction rationnelle et entière de celles-là? En fait, Gordan a démontré (•) que toute forme binaire, de même que tout système simultané de formes semblables, possède un système fini de formes, c'est-à-dire un nombre fini d'invariants et de covariants de l'espèce demandée. La démonstration de ce théorème, dans les détails de laquelle nous ne pouvons pas entrer ici, repose essentiellement sur la représentation symbolique des formes, dont nous avons déjà reconnu l'importance. Nous avons vu précédemment comment il est possible, au moyen de cette représentation, de donner, d'une manière entièrement générale, l'aspect extérieur des formations invariantes ; il ne s'agit plus que d'indiquer un procédé qui permette de former d'une manière systématique, les unes après les autres et les unes au moyen des autres, ces fonctions, dont le nombre est au premier abord infini; ensuite, il faut démontrer que ce procédé donne tous les invariants et tous les covariants et ne peut être continué à l'infini sans ramener à des combinaisons de fonctions déjà obtenues. Cette méthode de formation consiste dans ce qui suit.
(') La démonstration pour une forme binaire unique se trouve dans le t. LXIX. du Journal de Crcl/e ;c\\c a été simplifiée et étendue à un système simultané dans le t. 2 des Math. Annalen; voir aussi la /)* et la G* Section de l'Ouvrage cité de Cusbscb. M. Jordan a été plus avant dans la mémo voie : Journal de Mathématiques, 3* série, t. II, p. 177. Une démonstration, reposant en partie sur d'autres principes, a été donnée par GoRDA!« dans l'écrit : Ueber das Formensystem binärer Formen ; Leipzig. 1875. Voir encore les nouvelles recherches de Sylvester sur le nombre des covariants indépendants les uns des autres : Comptes rendus de l'Académie des Sciences, 1877, a* sem.
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Si l'on donne deux formes
/=a;j et y = a^, « > m,
on peut en tirer d'une manière très-simple des covariants, en formant les expressions ^
pour la valeur Ä" = i jusqu'à la valeur /r = m. Le fait que ces combinaisons, appelées composés dej avec ^, possèdent la propriété de l'invariance résulte clairement de leur apparence extérieure; et en même temps ce sont les seules formes dans lesquelles les coefficients de oj et o^ entrent linéairement.
Pour A r= o, nous obtiendrions le produit de deux formes primitives, pourÂ=:i, leur déterminant fonctionnel. Nous connaissons déjà la loi de formation non symbolique de ce dernier; elle est représentée par l'équation
et le A''"* composé peut de même être ramené à une combinaison des dérivées partielles dey*et de 9. Le développement de la puissante (aa)* et la multiplication subséquente par a"~*a^~* donne, en effet, uniquement des termes de la forme
'_ r V" y ilni^ . . . ( X- — / -1- I ^ ,._ . .._ . . . f. „_^.
~' ^' I.2..././Ï... n — /H-i)./n...f/iï — X-Hi) dxf^'du:^ dx'jdx^-''
et l'on voit facilement ce que deviennent les formations effectives, par suite de la substitution de ces valeurs[(* ). Pour A = 2, il vient, par exemple.
(à^à^_ à\f d^? d'f d^ff>\ Au lieu des deux formes y, 9, on peut aussi, dans la formation
(*) Ces formations ont été données par Catlet, A fourth Memoir upon quantict ( Philos. Transactions, i858).
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d'un composé, employer deux fois la même formey=a^= i"; on obtient ainsi des invariants et des covariants dey qui renferment les coefficients au second degré, et à l'égard desquels on démontre, d'après les principes cités plus haut, qu'ils sont les seules formations possibles du second degré; leur expression est
Pour A = 2 par exemple, on obtient de nouveau le covariant hessien. Mais alors tous les composés pour lesquels k est un nombre impair sont identiquement nuls, parce que ces expressions changent de signe par permutation de deux symboles de même sens (p. 241)- Maintenant, une formeyétant donnée, on forme d'abord, pour obtenir un système complet, tous les composés de y avec luimême, puis les composés avec^des nouvelles formes obtenues, et ainsi de suite. Or il a été prouvé, dans la démonstration donnée par Gordan, que l'on peut obtenir de celte manière tous les invariants et tous les covariants, et que le nombre de ceux qui sont indépendants les uns des autres est fini. Observons encore que ce procédé donne immédiatement un arrangement des formes obtenues suivant leur degré par rapport aux coejficients de la forme primitive, car ce degré s'élève d'une unité à chaque opération. Cette classification est plus importante que celle qui est faite d'après l'ordre par rapport aux variables, parce qu'elle embrasse à la fois les invariants et les covariants.
Nous allons maintenant faire usage de ces principes pour l'étude des formes quadratiques, cubiques et biquadratiques. Soit d'abord donnée une forme quadratique
Le second composé de cette forme avec elle-même nous donne l'invariant qui nous est déjà connu
et nous ne pouvons pas pousser plus loin le procédé de composition. De fait, il est également facile de montrer directement que D est la seule formation invariante possible def Tout couple de points peut en effet, s'il ne se compose pas de deux points coïncidents, être transformé linéairement (un nombre infini de fois) en un autre couple quelconque, car une transformation linéaire n'est fixée
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que lorsqu'on fait correspondre trois points à trois autres. Un couple de points n'a donc pas d'invariant absolu, autrement dit, dans ce cas, il ne peut y avoir qu'un seul invariant, celui dont l'évanouissement exprime la coïncidence des points du couple, et cette condition est donnée, comme nous l'avons vu antérieurement (p. a2i), par D = o. Un covariant dey devrait, d'après nos théorèmes généraux (p. 282 ), être de la forme
n = {ab]ajcl>yM,
M ne renfermant plus les symboles a, b, etx, r étant des grandeurs quelconques (ou bien des coordonnées points, ou bien, en tant que l'on pose, par exemple, j^i z=Ci, j^ = — c», des symboles dey, qui seront complétés par les autres symboles contenus dans M, de manière à donner les coefficients effectifs àef).
Si nous permutons dans II les symboles a, b et que nous prenions la demi-somme des deux expressions, il vient, d'après l'identité IV,
n = - [ah] [a^by — /^j-zï^) M
Si donc un covariant de f renferme le facteur {ab), il renferme aussi le facteur (ab)^. Si Ton emploie maintenant à l'égard de M le même procédé, on reconnaît que tous les covariants sont nécessairement des réunions de produits de la forme Dt^.y'.N, Nne renfermant plus les coefficients de y,
La théorie d'une forme quadratique sera ainsi traitée d'une manière complète; disons encore seulement que le pôle d'un point j' est toujours situé harmoniquement par rapport à ce point et aux points de la forme originaire. L'équation
exprime en effet, conformément à nos remarques générales (p. 253), que la somme des rapports de distance du pôle et du point 7 au couple de points donnés est nulle, c'est-à-dire que le rapport anharmonique des quatre points est égal à — i. Si donc on prend pour points fondamentaux le point y et son pôle, qui sont deux points conjugués par rapport à f et qu'on fasse un choix convenable des constantes qui entrent dans les nouvelles coordonnées
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^/, y prendra la forme
S oient données deux formes quadratiques (a) /=:.«« = ^1 et ,,^«1=.-^«.
Ces formes permettent d'étudier Tinvolution du second ordre
Cette Involution peut toujours se ramener aux séries projectives déjà mentionnées dont les points correspondants sont harmoniques par rapport au même couple fixe. Ce couple est, en effet, donné par les deux groupes compris dans (3), qui se composent de deux points coïncidents (p. 1Ö7). Nous les déduisons ici de l'équation du second
degré en X
I Oq -h ),ao <2, -f- ).ai
ou symboliquement, en tenant compte de la relation
{\) [aby- 4- 2). (««)« H- À^ [olPY — o.
Appelons V , X'Mes racines de cette équation, et supposons d'abord expressément qu'elles soient différentes l'une de l'autre: nous aurons alors identiquement, par rapport aux quantités x,
a', a" étant ici les coefficients efl'ectifs des formes linéaires a^., a^. Si l'on élimine a*, i^ entre ces équations et l'équation (3), et (ju'on introduise au lieu de X le nouvel élément à valeurs successives
l'involution sera représentée par
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et elle se décompose par suite en deux séries projeclives, qui sont
; — V^,u»3 = o, ; -h ^iiT, = 0,
et qui possèdent la propriété demandée. Les coefficients de l'équation (4) sont donnés par le second composé dey^avec lui-même
D rn: [ab]* = 2[ri^Ot — «j ),
le second composé de 9 avec lui-même et le second composé décavée œ
D' z=z («a)* = <7o«j H- «iKo — '•'^1 *!•
D'autre part, le premier composé dey avec cp conduit au covariant simultané (déterminant fonctionnel de/* et de <p et combinant de l'involuliony"-}- X^)
Ces quatre formes donnent le système simultané complet des formes dérivées de f et «p, car les autres composés ou bien se ramènent à elles, ou bien s'évanouissent identiquement : ce sur quoi nous n'insisterons pas ici.
La signification géométrique de D et de D" nous est connue ; ces fonctions sont respectivement les discriminants de/* et de 9. La signification de l'invariant simultané D' résulte de l'équation (4) ; son évanouissement exprime en effet que la somme des racines /.'-h?" est nulle. Dans ce cas, nous obtenons de (5) par addition
et par soustraction
le couple de points dey est donc donné par
et celui de <f par
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Le rapport anharmonique des quatre points devient par suite
L'équation D' = (««)'' = o exprime donc que les points dej'= o sont situés hnrnioniquement par rapport à ceux de C( = o [*).
A l'aide de ce théorème on obtient facilement aussi la signification géométrique de S^ = o. Si nous formons en effet l'invariant simultané correspondant à D'des deux formes (juadratiquesy=a' et 5 = 5*, cet invariant sera égal à (aâ)^ ; il se forme donc de 5' si l'on y remplace les grandeurs Xi, x^ respectivement par «2 = ^0, — «1 = — ^1, et il devient ainsi égal à
[au)[ab)[ub);
mais cette forme change de signe lorsque l'on permute a ei b: elle s'évanouit donc identiquement. Il en est de même à l'égard de l'invariant simultané de ^ et de (j), et il résulte par conséquent de la signification récemment obtenue pour cet invariant que les deux points représentés par 5 =z o sont situés hartnoniquenient aussi bien par rapport aux points racines de f que par rapport à ceux de (^, et sont par suite identiques avec les points fondamentaux de l'involution (3) (^); car, puisque les deux invariants simultanés {a^Y, {(x^Y sont linéaires relativement aux coefficients de à, il ne peut exister qu'un seul couple de points présentant la relation de situation dont il s'agit.
Par les équations (5) se trouve résolu le problème de représenter deux formes binaires quadratiques au moyen d'une combinaison des carrés des variables, ce qui, dans le domaine ternaire, correspond à la réduction simultanée de deux coniques à la forme cano-
(') Si l'on fait usage de la représentation géométrique sur la surface sphérique [voir la noie i, p. ai6), tous les couples de points situés harmoniquement par rapport à un couple donné sont déterminés par les lignes droites qui rencontrent en même temps la ligne de jonction des points donnés et leur polaire harmonique relativement à la surface sphérique.
(*) Ces points sont d'autre part donnés par le produit des équations (5). En effet, on démontre facilement, en faisant usage des identités de la page 'i\o, la relation
S' = -i(D/'-aD'/î>-^D'5»');
cette dernière est d'ailleurs une conséquence d'une équation générale qui sera donné« plus tard pour le carre d'un déterminant fonctionnel.
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nique (p. i55 et suiv.). Nous obtenons en effet
Les points racines des deux formes sont donc donnés par les
équations
Ç — ï;=o, Çh-ï; = o,
A cause de la séparation qui existe ici des quatre points en deux couples, nous ne pouvons former leur rapport anharmonique que de deux manières. Si nous désignons une des valeurs de ce rapport par
l'autre sera égale à -• Mais, comme//, /" sont les racines de l'équation (4), nous avons
d'où résulte
I _ (V-f.r)* + 4Vr _ D'» -f- DD" " "^ « ~" ^(X+X")* — 4)//" ~ ^ D^^^^DD" *
Les deux valeurs x et - du rapport anharmonique sont donc
données par l'équation du second degré [voir le problème correspondant de la théorie des coniques, p. 94)
D» + DD
" ^^°'d'^-dd"-^'='^
ou
D'* (a - 0* - DD"(a 4- l)* = O.
équation qui, pour a = i et a = — i, confirme ce qui a été dit précédemment sur la signification de D, D" et D'.
On ne peut toutefois établir ainsi les formes canoniques que si les racines de l'équation (4) sont différentes. S'il en est autrement,
c'est-à-dire si l'on a
R = DD — D- — o,
les points ^ et y) se confondent, et ^ devient le carré d'une expression linéaire. En effet, la condition R = o est aussi identique avec l'évanouissement de l'invariant de ^ (le second composé de aavec lui-même), car nous avons
= [(«6) («|3) -f- (a«) (è.3)][(aA) («p) - («a)(A^)]. ou, à cause de l'identité (III) (p. 240),
K = [[a.)[bß)-^{ab){aß)]{aß){bu).
C'est ce qui résulte aussi de
si l'on remplace Xi, ^2» JKi> J"» respectivement par a^, — a,, b<i, — bi et qu'on multiplie par — 2 {ba.). On a donc aussi
et cette expression se déduit encore de
^ = â'J=z{bu)b^a^,
si l'on y remplace Xt , x^ par S-2, — â\ et qu'on multiplie par — 2. On a donc effectivement
{^h'Y étant l'invariant de ^.
Si maintenant, dans ce cas aussi, le couple de points ^ doit être situé harmoniquement par rapport à y et à (p, ainsi d'ailleurs qu'il ressort des formules précédentes, lesquelles conservent ici toute leur portée, cela n'est possible (p. 5i) que si y et cp renferment en même temps le point doublement représenté par S^ = o. Donc :
Le résultant de deux formes tjuadratiques peut être remplacé par le discriminant de leur déterminant fonctionnel; d'où
(6) R = -2(^y)» = DD"-D'*.
On peut l'obtenir non symboliquement sous la forme d'un déterminant par l'élimination de x]y lix^x^f x\ entre les trois
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équations
On trouve
fz=z a^x\ 4- 2a,.r,x, -4- a^x\
^qx\ -h 23,x, JTj -\- 3-,x* = o.
L'évanouissement de ce résultant est en même temps la condition pour que l'équation (3) ait un facteur indépendant deX; car, si l'on a identiquement [l'expression (4) devenant un carré]
on peut poser
«0 + ^'H—m [(rt-, -h Àa,) -+-(/? -f- ).^)], ûj H- /«î = — [(rtf, -+- ^a,) — (p 4- >-7)].
et l'équation (3) devient par là
(mx, -+- J',)[(fft -+- >ai) (mx, -\- x^ + (;? -i->y) [mx^ — .r^)] = o.
L' Involution se résout donc pour R = o era un point ßxe et en une simple série de points.
Passons maintenant à la considération d'une forme cubique binaire. Pour une forme de cette espèce
=r. «j-rj -+- 3«,.rJ j-j -f- 3a,Xix\ -+- «jX^,
le svstème complet des formes dérivées est donné par [*) :
Le second composé de f avec lui-même, c'est-à-dire le covarianl hessien (du second degré et du second ordre)
Ci = \% = i>:j=[abYa^b^
«0X| -f- «i<a?i ^\^\ + ^i^i «,.ri -H ajX, o^x^ -+- a^x^
aj ) jrj -I- 2 («orts — ai a, ) Xi X, -+- 2 (a, 03 — a* ) xj.
(') C'est EiüSEüSTBix qui « appelé le premier l'attention sur l'invariance qui appartient aux formations R, A,Q dans une forme binaire cubique (Journal de Crelle, t. 27). Voir aussi Cattley {^ibid., t. XXVIII).
le second composé defaK>ec lui-même , ou discriminant de A (invariant du quatrième degré)
R = (AA
^ ' \ =^2[4(rto«I— «Î)(«l«3— «î) — («0«J— «jöj)'],
le premier composé de f avec A ou déterminant fonctionnel des deux formes (troisième degré, troisième ordre)
I Q=(rA)clA,
V = (öJä,— 3«o<'i''»+ 2a^)xJ
(9) / -\-'i[a^a^a^ — ia^a\-^ra.\a^]x\.T^
Le second composé de f avec A
(cA)»c^
s'évanouit d'ailleurs identiquement; on l'obtient en remplaçant dans (7) Xij Xo respectivement par Co, — c^ et en multipliant par Cjc. On a donc
ou, si l'on permute une fois c avec a, une fois c avec b et qu'on forme la somme des trois expressions,
(10) (cA)^c, = ^ («^)(«c)(6c)[(«i)c^ - [cb)a^-[ac)b^] = o.
Cette expression s'évanouit, parce que la partie entre crochets est nulle d'après l'identité I (p. 240). D'ailleurs, tous les autres composés peuvent être ramenés aux formes/, A, R, Q, ce sur quoi néanmoins nous ne nous étendrons pas ici. Le fait qu'il n'existe qu'un seul invariant de y, c'est-à-dire que y ne possède pas d'invariant absolu, résulte clairement de ce que tout système de trois points peut être transformé linéairement en un autre ; car la corrélation de trois points fixe précisément une transformation linéaire. On suppose seulement qu'aucun des deux groupes ternaires ne renferme un point comptant double, c'est-à-dire que ni l'un ni l'autre des discriminants des deux formes cubiques en question ne s'évanouit.
Une forme cubique a donc un seul invariant, qui n'est autre
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f/ue son discriminant (' ), savoir :
R = (AA')S
le discriminant du cowariant hessien. Dans R nous pouvons, au lieu de û, A', introduire les symboles a, h, c, d de la forme primilive ainsi qu'il suit : R est ce que devient A',* =. [ab)^axbx si l'on y remplace x», x-i respectivement par Ao, — A, : on a donc
Maintenant cette expression se forme de
A^ A, = ^ [c</]*{c^(l^. -+- d^Cy)
= {cdy-c^dy,
si l'on y remplace x^ , x-i par les symboles aj, — a^ ; jt , j^ par les symboles b^, — bx, et qu'on multiplie par [ab)-; on a donc finalement
(il) R = {ah)^cdY{ac){bd).
La signification géométrique des équations û :r:= o et Q = o résulte de théorèmes généraux donnés précédemment. Nous avons déjà mentionné comme étant en connexion avec A un autre covariant <? = o, qui se tire des équations (i6), p. 255, par élimination des z, tandis que l'élimination des^ fournissait le déterminant hes-
(')La valeur calculée de R, qui a été donnée dans (8), se confond en effet, à part le facteur — 2, avec la valeur du discriminant calculée à titre dUixeinple, p. 227. Ce discriminant est, à part un facteur numérique, égal au carré du produit formé des différences des racines dey=o, c'est-à-dire égal à
y.,, «,, a, étant les valeurs de — tirées de/ = 0. Pour déterminer le facteurnumérique,
il saflit d'introduire les racines y. dans l'expression de R [formule (S)] au moyen des équations suivantes:
— J — = y, -f- y.j -i- y„ J — = «, y. -(- ajy, -f- y, y,, = y., y. k,.
Alors, par exemple, le terme v.\ t/.\ aj se présante avec le facteur numérique — -»
tandis que, dans le produit (a, — a,)* («'j — *i)'(*» — «i)*» »^ ^'st multiplié par —G, et l'on a en conséquence
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sien. Ces équations deviennent, pour « = 3,
ayU-fi^ = o, Oya.a^ r= G;
r et « y entrent donc symétriquement. L'élimination de cette dernière lettre conduit par conséquent, encore à A = o, c'est-à-dire que:
Pour un ensemble de trois points il existe deux pôles dont le premier groupe polaire se compose de deux points coïncidents, et chacun de ces deux pôles constitue comme point double le groupe polaire de l'autre.
La forme Q provient, pour /z = 3, du covariant désigné dans le cas général par T (p. aS^); si donc on introduit les symboles dey à la place de ceux de A, elle est donnée par
(i2) q = [abY[cb)cla,.
En corrélation avec Q nous avons mentionné encore une autre forme 0 dont l'évanouissement pour n =^ 3 résulte de l'élimination des z entre les équations
a^al ~--o,
La réalisation de cette élimination se fait en remplaçant dans ttxu'i les grandeurs Zi , z^ par A2 A_i, — A, A^. Mais, comme l'expression ajca\ est du second degré par rapport aux quantités z, nous ne pouvons effectuer cette substitution symbolique que dans l'un des facteurs «z, tandis que dans l'autre facteur «^ nous avons à poser z^ — A', A',., z.,— — A', A'^. (ici Aj| — A'^ = A) ; nous obtenons en conséquence
Cette forme peut être ramenée ày*. Nous avons en effet, en vertu de l'identité II (p. 240),
(«A)(«A')A,A',= i[(^A)«A',«-f («A')« A«- (AA')«^i].
Si nous portons ce résultat dans 0, les deux premiers termes, dont chacun contient comme facteur le second composé décavée A,
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s'évanouissent identiquement à cause de (lo), et nous obtenons
(.3) e=-i{AA')'«i=-^/;
ce qui géométriquement donne, en vertu des significations connues de Q = o et 0 = o, le théorème suivant :
Les trois points donnés eux-mêmes ont seuls la propriété que leur premier système polaire renferme le point qui forme leur système polaire relativement au couple de points A = o ; les trois points polaires ainsi obtenus relativement à ce couple sont donnés par Q = o.
Il résulte au surplus de là que le point polaire d'un pôle relativement à un couple de points n'est autre chose que le point quatrième harmonique à ces trois points. Donc :
On obtient les points du covariant Q en construisant le conjugué harmonique des points de la forme primitive f relativement au couple de points A.
Ou en d'autres termes :
Les deux groupes ternaires donnés par Q^ = o et f = o déterminent deux séries projectives en Involution, dont les points doubles sont donnés par A = o.
A cause du rôle remarquable qui appartient d'après cela aux points de A, il est avantageux de les prendre pour points fondamentaux du système de coordonnées, ce qui simplifie considérablement la théorie ultérieure des formes cubiques, de même que celle de l'involution du troisième ordre
Pour apercevoir facilement l'influence sur^ et sur Q de la substitution qui y conduit, établissons d'abord une équation identique qui a lieu entre les trois covariantsy, A, Q.
Il doit en eflet toujours exister une équation semblable lorsqu'une forme binaire admet deux covariants linéairement indépendants l'un de l'autre, car on peut, par exemple, dans notre cas, éli-
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miner les variables Xi , x-i entre les trois équations
Q = {ab]*{cb)cla^;
et l'on obtient ainsi une équation dans laquelle entrent, comme coefficients des expressions /, A, Q, des invariants de/*. Au lieu d'effectuer directement l'élimination, nous démontrerons immédiatement le théorème plus général qui suit :
Le carré du déterminant fonctionnel {^premier composé) de deux formes est une fonction quadratique de ces formes, dont les seconds composés forment les coefficients .
Pour le déterminant fonctionnel de deux formes quadratiques a'^ et a^, nous avons en effet
Bl = fa«]r/,.a^ =
Multiplions les deux membres de cette identité par «"' -«". '*, et soient/) cp les deux formes données
on obtient pour leur premier composé (/)<?)«, après avoir posé
/i in — I ) djr, dxi-
m [m — i) djcid.ri.
En faisant maintenant usage de la définition non symbolique d'un composé, donnée p. 263, on a évidemment
?Ji
fu
?ij
— a:,Xj.
fit
/il ?n •'■"
/lî ?ij — .ri.rj
fit ?Jt 'î
SÎ
/n ?ii -'i
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(y, <p)2 désignant le second composé de/avec 9, de sorte que
[fj),=[ab)'a'^-*b'r\ (/.?),={a«)*«--^«rs (?,^),=(«s;'«r*^r-'-
Par le calcul du déterminant qui termine la dernière équation, nous obtenons enfin la relation cherchée
Dans notre cas nous avonsy= «', 9 = A = {f,f)ii (9, 9)2 = R> (y, (p)2=:o (en vertu de 10), (/J9)i = Q, et par conséquent l'identité citée se transforme en
Imaginons maintenant que A soit décomposé en ses facteurs linéaires et prenons ceux-ci comme nouvelles variables, c'est-à-dire posons (')
Nous aurons alors dans le premier membre de l'équation (i4) le produit de deux cubes parfaits. Dans le second membre figure le produit de deux formes cubiques, et comme celles-ci n'ont pas en général de facteur commun (ce dont on s'assure par un exemple numérique), chacune de ces formes doit de même représenter le cube d'um des facteurs linéaires de A. Nous pouvons par conséquent poser
et par là les facteurs linéaires ^, r: sont déterminés à une racine cu-
( ' ) Le signe et le facteur numérique ont été choisis en considération de ce qui suit.
378 TOME I. — CIIAPITBE III.
bique près de l'unité. Nous connaissons en eflfet les coefficients
/ R de la forme cubique Q -h/ W » et, en les désignant par äq,
3«), 3a2, «3, nous avons pour la détermination de ^ =^i-r, -^l-yX-, les équations
Il suffira donc d'extraire une seule racine cubique, car on a
Par l'introduction de ces nouveaux points fondamentauxy, Q, A .çoni ramenés simultanément à une forme canonique, et l'on déduit de (16;
A = — 2 çv; .
La forme primitive y^esl par là même décomposée en ses trois facteurs linéaires. Si, en effet, s désigne une racine cubique imaginaire de l'unité, il vient
Par cette transformation le système ternaire /./-f-),Q = o,
que nous voulions étudier, se trouve ainsi ramené à une forme simple; et il ne renferme plus également que le cube des nouvelles variables. Son équation devient, d'après (17),
Les points racines d'un groupe ternaire de cette involution sont actuellement donnés par
('•O) ;— au— o, Ç — »ais=:o, Ç — c*ärj; -- O,
nrraoDCCTiON a la théokic des formes alcébriqces. 379
si l'on fait
On en déduit en particulier, pour À = o, les points racines de f
(21) ; — r, =z o, s, — sï; =: o, ? — s'j; = O,
et par x -^o les points racines de Q
(2a) ç-{-T,-=Oi I -r- ei: = O, ç-i-e*i:=o.
On voit d'abord par là que des racines def=: o et Q^ = o une seule est réelle si les racines de A=^o sont réelles. Si nous supposons, au contraire (i étant égal à y/ — 1), que l'on ait
c,=p-^qi\ r.=p — qi
(c'est-à-dire que les racines de A=:o soient imaginaires conjuguées), il viendra
/♦/— - = [p ^ qi f — [p — qiY = li [^p^ q — q^]
et les facteurs linéaires de y sont en conséquence proportionnels k q, p \IZ -^ q, p \JZ — q, et par suite réels. Or les racines de û sont réelles lorsque R est négatif (les coefficients dey*= o étant supposés réels), imaginaires conjuguées lorsque R est positif. Donc :
Une équation du troisième degré à coefficients réels a trois racines réelles lorsque R est positij, une seulement lorsque R est négatif.
On reconnaît au surplus, à l'examen des équations (21) et (22), comment à chaque point dey est associé un point de Q qui forme son conjugué harmonique par rapport aux points de A, ainsi qu'il a été observé plus haut. Mais, entre les points dey*et de Q, il existe encore une autre relation de situation. Si, en effet, nous cherchons par rapport à deux points de y le conjugué harmonique du troisième point, nous serons conduits à trois autres points dont
les coordonnées Ç, n sont, en posant jc = - , respectivement déter-
et l'on déduit de là pour - les valeurs respectives
Ti
Or ce sont là, d'après (aS), précisément les points Q =: o; par suite :
Les trois points Q = o sont situés de telle sorte que chacun est le conjugué harmonique d'un point de lafonun doniu-c pur rapport aux deux autres points de cette même forme, et 1 on s assure également que les points de f= o présentent la même relation avec ceux deQ=: o, que, par conséquent, une complète réciprocité existe sous ce rapport entre f et Q ( ' )•
Les éléments de f= o et ceux de Q^:::: o sont d'ailleurs situés, relativement à ceux de A = o, de manière à former un s^'stème cyclo-projeclij [t^. iSo); car le rapport anharmonique de deux éléments de / avec les points H = o, yj = o ne change pas par l'effet d'une permutation circulaire : il reste toujours égal k t et lu même chose a lieu pour les points de Q, de même que pour tout groupe
ternaire du système (19). Nous avons pour chaque valeur de :^ les
trois séries de points projectifs qui suivent :
(1) Ç = o, Ç — ar, = o, t, — î rtv; =r o, ç — z^or.T^Oy i; r= o,
(2) Ç = O, Ç — £rt>;=0, H — l^ar,z=0, 1 — rt/;=:0, r. ),
(3) Ç = O, 5 — î*rt/; = o, ç — ar,=iO, Ç — î «ï; n: o, r.r.o.
D'autre part, si l'on donne trois points et qu'on fasse entre eux une permutation circulaire, c'est-à-dire que l'on effectue une transformation linéaire qui change chacun des points donnés en un autre d'entre eux, on détermine ainsi sur la droite deux points qui dans cette transformation se correspondront constamment à eux-nu'mos,
(') Voir y. Stacdt, Geometrie der Lage; Nürnberg, t847, p- lai, eX Beiträge zur Geometrie der Lage {Ibid., 1857, p. 178).
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et ces points représentent le covariant quadratique du groupe des trois points en question (•). Maintenant, comme les points d'évanouissement de A = o ont, d'après ce qui précède, la même relation avec tous les groupes ternaires du système //"-{-XQ^o, il en résulte que le covariant quadratique d'une forme cubique quelconque xy-f- XQ ne peut différer de A que par un facteur. Nous avons donc, en indiquant d'une manière générale par les indices /., X que la forme en question provient de 'f.f-\- XQ au lieu de y,
L'invariant RxX ne peut non plus différer de R que par un facteur, car RxX est le discriminant de A^x, comme R est celui de A, et, puisque R^x doit être du second degré par rapport aux coefficients de A/>, on aura
Nous pouvons, d'après nos précédentes explications, résumer ces résultats en disant que A ef R sont des combinants du système •/.y-l-XQ (p. 259). Enfin QxX doit fournir un groupe ternaire cvclo-projeclif par rapport à A, c'est-à-dire doit avoir la forme
On peut de fait établir directement ces relations pour les formes
A,;x, RxXj QxX et déterminer ainsi le facteur M et les constantes
A,/. Si, en effet, «o> «i, «a? ^3 sont les coefficients de/"; «o? «i> «2» ^i
ceux de Q, il suffit de poser dans les formes dont il s'agit xa, -h '/.a,
à la place de a/ et de développer suivant les puissances de x, X. Il
vient, par exemple,.
A^-^ =z z- A -h aI Al -r- A- Aj,
relation où
Ort/ Ort,
(') En ce qui concerne linterprélation de la séiie des valeurs complexes de la
▼ariable — sur la surface sphérique [voir la note ('), page 3 16] on arrive, lorsqu'il
s'agit de formes cubiques, aux résultats suivants: on peut, sans nuire à la généralité, représenter/ = o par trois points équidistants sur un grand cercle, l'équateur. Soient 0, 120°, 2^0' les longitudes qui leur correspondent. Alors Q = o est représenté par les trois points de l'équateur ayant pour longitude 60°, 180°, Soo" et les points de A = o se confondent avec les deux pôles.
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En appliquant maintenant ce procédé de différentiation aux expressions symboliques (et il suffit alors de remplacer dans la forme considérée tout symbole relatif à^par un semblable relatif à A et d'additionner les expressions ainsi obtenues), on sera finalement conduit, après des transformations convenables, aux résultats suivants [*) :
(23) a.,=:(.'-:-^/Aa,
L'équation (24) fournit le théorème suivant :
Dans le système ternaire (19) il n'existe que deux groa/x's dans lesquels des éléments coïncident; les trois points sont alors réunis en l'un des points racines de A; car, si l'on porte dans (19) les
valeurs de ^ tirées de Ry.), = o, cette équation se transforme en
?=' ir= o ou en y;^ = o.
Enfin, en vertu de l'équation (aS), à chaque groupe ternaire du système
correspond un autre groupe ternaire
et inversement, de sorte qu'un point de l'un des systèmes est conjugué à un point de l'autre par rapport aux deux autres points d«ce dernier. Cette corrélation est d'ailleurs réciproque, car, par hi réitération de ce même procédé, on est conduit de
xQ-^)./ à _^(x/+/Q),
et par conséquent au groupe originaire. Toutefois il existe comme cas particuliers des groupes ternaires qui sont conjugués à eux-
( * ) Foir, pour plus de détails sur cette matière, l'Ouvrage de Clsbscb.
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mêmes. Ils se déterminent au moyen de l'équation
et se confondent avec un point racine de A (compté trois fois).
Les considérations précédentes souffrent une modification essentielle quand le discriminant R s'évanouit, et quand par suite chacune des équations y = o, A = o a deux racines égales. On a alors f =n et A devient un carré parfait, tandis que, d'après (i4) o^ (17)1 Q devient proportionnel au cube de la même expression linéaire, de
telle sorte que — représente cette expression elle-même. Mais la
racine double de A est en même temps aussi racine double def. Les coefficients du second composé de y avec A s'évanouissent en effet identiquement d'après (10). Si maintenant nous posons A — — 2(^,X2 — \ixCf-i ils deviennent les premières dérivées à&f pour j:/=: ?;, Nous avons ainsi
3 \or.^!x=.\
ce qui était à démontrer.
Tandis que la racine double est déterminée directement au moyen
de-=o, on peut donc trouver la racine simple au moyen de
l'équation linéaire - = o.
Si, enfin,ya une racine triple, c'est-à-dire si l'on a
y ^^^= (si -''i H~ ^î-^i] > on a aussi A = (^ )2|^^o ; /^s'évanouit identiquement, c'est-àdire qu'alors existent les relations
«otlj — fl^ r= O, «0^:5 — ^l^î^^ O» ^l^i — Cl; =z O,
lesquelles se réduisent aux deux suivantes :
«0 _ «1^ _ fî a, ~ a, ~ «3
V. — Formes binaires biquadratiques. — Remarques finales
La théorie des formes biquadratiques, c'est-à-dire des formes du quatrième ordre ('), a reçu plus de développement que celle des formes cubiques. Une forme du quatrième ordre étant donnée symboliquement par
OU, suivant le système usuel,
on peut montrer que l'ensemble complet des formes qui en dérivent se réduit aux quatre formations suivantes :
Le second composé de f avec lui-même (^ ), ou covariant hessien (du second degré et du quatrième ordre)
(i) < a^xl'^ lO^x^x^-J,' a^.T\ rtj.r* -f- artj.r, jr, -I- ajar| j
I a^.T^ -\- la^.r^x^-r- a^.7\ a^x\ -\- '^a^.T^Xj,-\- a,,x\ \
le quatrième composé de f avec lui-même (invariant du second degré) (2) /= (rt/v)*— 2(o'o'?4 — 4'^i«3 -+- 3rt*);
le prem.ier composé de f avec H, ou covariant TM'après une notation précédente (du troisième degré et du sixième ordre)
T... [cn)clEl=[ahY{cb]cla'J^ = l'^
16 \Oxi dxj Oxi ôx^j — («J'^a — 3«o«i«'ï -+- 2«J).r«
-t- (rtJrt^H- 2«o«i«3— Q'^'o«! -i- 6aJ^î).rf .r, -'- 5(rt'o^i«* — Sfl-ort-j^j-t- '2.a\o^]x\x\
\o[a\a^ — aQa\)x\x\ -> 5( — fl'o'^s^* H- 3rtifli«4 — 2rt,r/*).r*.r*
\ 1- (Srtjajflri — rt,rt| — 2«»)./*;
(' ) Pour la théorie de ces formes voir surtout, en outre des Mémoires plusieurs fois cité« de Cavley, Hesse, Journal de Crelle, t. 41, Uermite, ibid., t. LU, cl Brioscui, ibid., t. LUI.
(*) Ce covariant, que nous avons en (général désigné par A, sera ici, suivant l'usage, désigné par H, de manière à le distinguer de la formation correspondante relative aux formes cubiques.
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enfin le quatrième composé de f avec H (invariant du troisième degré)
/ y='[cH)*"= [abY{acY[bcY
Tous les autres composés et par conséquent, d'après le théorème de Gordan, tous les autres invariantsei covariants dey^peuvent se ramener aux précédents, ainsi que nous le démontrerons occasionnellement à l'égard de quelques-uns. Il en est ainsi en particulier pour les formes $ et 0 dont l'évanouissement nous fournit des groupes de quatre et de six points en relation connue avec ceux de H = o ou de T = o (p. 256). Dans notre cas, ainsi que nous le verrons plus tard, le groupe 0 = 0 est identique avec le dernier cité; d'autre part, le covariant $ apparaît comme combinaison linéaire des formes/* et H, comme le montre le calcul suivant. L'évanouissement de $ donne les points dont les premiers groupes polaires renferment un point compté deux fois; ^£ lui-même est donc le discriminant de la forme cubique
a^al =i ul^=pl^= . . . ,
c'est-à-dire que nous avons [comparez l'équation (i i), p. 278] [5) ^= («/5)*{7^n«7){^] = [abY[cdY[ac][bd]a,b,c,d,.
Pour la transformation de cette expression nous ferons d'abord usage des deux identités (p. 240)
- [ab){ca)b,c, = i \jabYc^-i-{^c)Hl-[bcYal],
— {ab][btl]a^cl^= l [(«^)*'/i+-{/''^^)*«! - W;*^l]-
Après avoir substitué dans (5), on trouvera, en effectuant la multiplication, deux fois deux termes égaux et de signes contraires, parce qu'ils dérivent l'un de l'autre, au signe près par permutation, de a et de ô ; et il reste, si nous remplaçons deux fois deux autres termes qui n'ont d'autre différence que la position des symboles a, h,
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par le double de l'un d'entre eux,
/ - /î^=z{ahy{cd)*c^iC — 2{bc)*{bdy{cd)^a^ (6) + :,[cd]^ac)*{bd)^alb'^
.( = m — ay/H- 2 {cä)* [ac]* {hd)*a* b^.
Nous pouvons facilement aussi exprimer le dernier terme de
cette formule au moyen dey* et H, en effectuant sa formation de la
manière suivante. En élevant au carré l'identité II (p. 240), on
obtient
/ [ab]^ [acY b%cl h- [ba]^ [bcYa^cl -4- [caf {cb)*a^b^
'^^^ j =^[ai[bc)^ H- /4H* ^ 4(«i)*],
et. si nous considérons ici a, h, c comme symboles à signification identique d'une forme biquadratique, cette expression devient, en remplaçant b par d,
(8) H«(crf)««lrfl = l («rf)V* = i//.
On obtient ensuite, par formation polaire,
2[caY{cdy{a%d-^dy. -\- dlo^Oy] z=z É^[ca)^[cd)^a%d^dyZ=:i liclcy.
et
(9) (crt)*(c^/)* (2 a^Uyd^dy + ald\^^ = - /r*cj..
Maintenant on a identiquement, ainsi qu'il résulte de l'élévation au carré de l'équation (IV), p. 240,
a,o,d^d,. == i ]^aldl + ««4 - {rulY (.rr)« j
OU, puisque dans notre cas a et d sont permutables,
(10) a^a^d^dy. = ald* — - {ad)* [xy]*.
On tire ainsi de (9)
3{cd)*{caYaidl =. l iclcl.+ {ca)*{cdY{adY{xy)»=l «•>•; -i-y(xr)«.
Si l'on pose enfin dans cette formule j», =Z>2, 12 = — b^ et qu'on multiplie dans les deux membres par ä^., le terme qui était encore à transformer dans l'équation (6) apparaît dans le premier
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membre; on a en effet
(11) (c^)«(«c)«(irf)'a«6* = i i[bcYclh% -H i/^i = ^ /H -+- iy/,
et nous trouvons d'après cela, pour le covariant cherché,
(12) _.te=.^(3/H-2y/).
Les points dont le premier système polaire relativement à f= o renjerme un point double Jorment donc un des groupes quaternaires du système v.f-^ XH, donné par l'équation
3/H — 2jf=^ o.
Avant de pénétrer plus avant dans l'étude de cette dernière involution du quatrième ordre, nous nous proposons de rechercher la position des points T = o. Ces considérations se rattachent essentiellement à une équation identique qui, conformément à une observation précédente, doit exister entre les formes yj H, T. La même équation résulte aussi du théorème d'après lequel le carré du déterminant fonctionnel de deux formes est représentable comme fonction quadratique de ces formes elles-mêmes. Nous avons par conséquent, dans notre cas, en désignant de nouveau par (o, /)r le r'*"* composé de o avec -^ (p. 277),
(iS: T^ =. /, H;f = - ^ [-/^/lîH* - 2(/, H),/H -i- (H, H),/»,],
relation dans laquelle les composés [f, Hjo et (H, H)2 sont encore à calculer. Dans ce but, partons des polaires de la forme H. On a
ou, puisque les deux membres se changent l'un dans l'autre par permutation de a et de ô,
B.l^y. = [abya^a^bl,.
De là résulte ensuite pour la seconde polaire de j
ou, d'après l'équation (10),
(l4) B.-'^=[abYa].b% - ^/(.rr)«.
Posant maintenant ytz=:c.,,ji =' — ^t et multipliant par c^., nous obtenons ^
OU, en ayant égard à (8),
Le second composé de H avec lui-même se forme d'autre part de (i4) si l'on y remplace j)o JTa respectivement par H',, — H', et qu'on multiplie par H^ : on obtient alors
(H, H), = (HH')MilH'J r^ {aby[aW^^Ù-^H'J - ^iHj.
Maintenant, de l'équation identique (y), si l'on écrit H' au lieu de c et qu'on ait égard à la permutabilité de a et b, résulte
2(«i»p(«H')^6^H'i -f- («n')^(Mr)-^«i^i= ^ [(«äj^h:,* -t- 2(./H')''/.^].
et nous obtenons par suite
Le dernier terme de cette expression se déduit de H'/H'^" si Ion remplace de la manière connue les z par les symboles a, \es j par les symboles è et qu'on multiplie par «^^^; donc, en vertu de (i4)>
n'J \l\' = [cd]^ cl dl — -, r( :,y)\ il vient
{H'a)^{H'bYn^J^l = {cd)^ca)^dby-n^,bl~-^m
ou, à cause de (i i),
Si nous portons enfin ces résultats dans l'expression donnée pour (FI, H)2, nous obtiendrons pour le second composé de H avec lui-même
ce qui évidemment donne ce théorème que la forme hessienne de
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la forme hessienne fjorme un groupe quaternaire de l' Involution xf-h^H, comme cela doit être si le système de formes cidessus est complet.
Nous avons ainsi formé tous les composés qui entrent dans (i3), et cette équation, par suite des résultats obtenus, se transforme en
L'équation T- = o peut donc être considérée comme une équation du troisième degré par rapport a la quantité -r;; et par conséquent, si — m,, — /Wo, /«s — sont les racines de celte équation cubique, l'expression (17) doit pouvoir se représenter sous la forme
T^ = - ^ (H -h mj) (H -4- m,/) (H 4- m,f].
Le premier membre est un carré parfait; il doit donc en être de même du second. Mais aucun des trois facteurs biquadratiques n'a en général de facteur linéaire commun avec les autres ; car un facteur semblable serait en même temps facteur commun de J' cl de H. Or cette dernière circonstance n'a pas lieu en général, ainsi qu'on peut s'en convaincre par l'exemple suivant.
Soit
Il vient alors
Donc chacun des facteurs ( H -f- ntij^ est nécessairement le caiTc parfait d'une expression du second ordre dont les coefficients peuvent être déterminés à l'aide de la méthode des coefficients indéterminés par l'extraction d'une racine carrée. Nous pouvons, en conséquence, supposer connus ces facteurs quadratiques de T, que nous désignerons par 9, ']>, ;(, et admettre qu'ils soient déterminés par les équations suivantes :
( H -hmJ= — 7./^,
V>9} T = 2cr|X.
ou le signe de deux formes a été choisi arbitrairement, tandis
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que celui de la troisième est déterminé par la dernière équation, et où m,, nii, m^ sont les racines changées de signe de l'équation
La possibilité d'appliquer ce procédé fait de T une forme du sixième ordre d'un caractère tout spécial, car dans les formes générales de cette espèce une décomposition en facteurs quadratiques au moyen d'une équation cubique n'est pas possible ( * ), Entre les points de T existent, en effet, des relations particulières correspondant à la division en trois couples. Ainsi les fonctions 9, ^, -^ satisfont à la condition suivante, qui se tire de (18) par élimination de H et/:
vJ
ou, si nous développons le déterminant,
(20) (/«î — '«3)?*-+- ["H — ithY-f -+- ('«1 — ^«îjx' = o-
Cette équation exprime que chacun des trois couples de points (p = o, t^ = o, X^^*' ^^^ situé harmoniquement par rapport aux deux autres. Si nous formons, en effet, successivement les premiers composés des formes 9, (j;, ^ avec l'expression (20), nous obtenons (p. 263), puisque le premier composé de toute forme avec elle-même est nul,
et de là résulte d'abord que chacune des formes 9, tp, % est proportionnelle au déterminant fonctionnel des deux autres. Or chacun de ces déterminants fonctionnels représente les deux points doubles de l'involution déterminée par les deux couples de
(') Sur les conditions auxquelles doit satisfaire une forme binaire du sixième ordre pour pouvoir Mre considérée comme le covnriaiilT d'une forme biquadratique, voir Cledscii, loc. cit., p. 447» et Journal de Crelle, t. 67.
nTRODccno!« a la tnÉoiiE des formes alcébmqcbs. 391
points en question (p. a68); et nous avons par conséquent ce théorème :
Les six points T = o peuvent être divisés en trois couples, tels que chaque couple est en même temps situé liarmoniquement par rapport aux deux autres ou, ce qui est la même chose, tels que l'un des couples représente les points doubles de l' ins^olution quadratique déterminée par les deux autres.
Les six points considérés présentent d'ailleurs une relation importante avec le groupe quaternaire donné. Des équations (18) résulte en effet
/»j — /ïij nti — mj /»j — rni
c'est-à-dire que la forme y| si <p, «p, -^ sont connus, est décomposée en deux facteurs quadratiques, et cela de trois manières différentes : les quatre points de^sont alors représentés par chaque couple des équations
^ i -f- ;^ =z o, 'j — /=Oy
On peut maintenant, au moyen de ces relations, calculer rationnellement les coordonnées des quatre points primitijs, et Ton obtiendrait ainsi la résolution complète de l'équation du quatrième degré y=o; mais nous n'insisterons pas davantage sur ce sujet.
La portée géométrique de cette relation entre les couples de points de T = o et ceux àef=z o résulte d'ailleurs également de nos précédentes considérations sur les involutions quadratiques. Suivant ces considérations, tous les couples de points '| -f-Xo = o sont situés harmoniquement par rapport au couple qui est donné par l'évanouissement du déterminant fonctionnel de 9, i|/, c'està-dire par rapport à
Mais ce déterminant fonctionnel est, d'après un théorème qui vient d'être démontré, proportionnel à la troisième forme yr^; donc le couple de points que représente cette dernière est situé harmoniquement par rapport à tous les couples de l'involulion t^ -f- 3lo =1 o,
et par suilc en particulier par rapport aux couples
Un fait analogue a lieu pour les autres formes (22), et nous avons par conséquent le théorème suivant :
Si l'on partage quatre points donnés en deux couples suivant les trois manières possibles, et qu'on cJierchc chaque fois le couple harmonique en même temps à deux couples, les trois couples qui ont cette origine sont aussi harmoniques entre eux. Si les quatre points primitifs sont donnés par V évanouissement d'une forme biquadratique f, les points dont nous venons de parler seront déterminés par le covariant du sixième ordre T.
Ce théorème nous apprend à construire les points de T, si ceux de^sont donnés, comme on l'aperçoit immédiatement.
Les covariants de J sont ainsi complètement interprétés géométriquement. Il nous reste encore à chercher la signification géométrique des invariants!, 7. Leur évanouissement doit, d'après nos considérations générales (p. 245), donner une relation pour le rapport anharmonique des quatre pointsy = o, et de même l'invariant
absolu — est nécessairement en corrélation étroite avec ce rapport
anharmonique. Or ce dernier (a) est, suivant la manière dont nous partageons les points donnés en deux couples, déterminé par l'une des équations suivantes (p. 269) :
(9.3) I DV(a — l)* — DîD';(a4-l)«=0,
( D'/{«-i)'-DaD'3{«-hi)» = o.
Ici D| , D2, D3 désignent respectivement les invariants des formes quadratiques «p-hx> X"!" ?' ? "^'1'' ^"1» ^-^2» ^"t respectivement les invariants des formes ^ — 5^, ^ — ?> ? — '^\ et D, , D'^, D'^ respectivement les invariants simultanés de chacun des couples des formes quadratiques (22). Des racines de chacune de ces équations l'une est la valeur inverse de la valeur de l'autre, et les six racines ensemble nous donnent les six valeurs du rapport anharmonique qur l'on peut former avec les quatre points de f, c'est-à-dire, si « est
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une de ces valeurs,
I la — I «
Par la multiplication des équations (28) nous obtenons donc pour ce rapport anharmonique une équation du sixième ordre, dont cinq racines s'expriment en fonction de l'une d'entre elles de la manière indiquée, et pour la formation de laquelle les formes ç, t|/, 'f sont employées symétriquement. Cette équation devient, en
posant
fo/î
si l'on fait, pour abréger,
A , = Df D'^ D, d; -+- d;^ d;- Di d", h- d/ d;^ d, d; , A2 = D7 D, D3 d; d; 4- D- D3 Di d; d", + d;^ d, Dj d", d'; , A3 = 0,0^0,0", d;d'3.
Maintenant les coefficients de cette équation peuvent s'exprimer rationnellement en fonction des invariants i, j. Nous pouvons en effet les représenter comme des fonctions symétriques des grandeurs irif, iii-i, m 3] et par conséquent aussi comme des fonctions des coefficients de l'équation (25) ilfx, >)=•/.» —
donc les racines r sont précisément — /« 1 , — /«o , — iHi.
Effectuons d'abord la première représentation. Nous avons déjà vu plus haut que le premier composé de deux des formes ç, «]/, •/; ne diffère de la troisième que par un facteur numérique. Nous pouvons déterminerce dernier au moyen des formations suivantes, qui se déduisent de (18) et (19). On a
OH
df OH df
OXy OJi UXy UJCy
OH df d\\ df
O.r^ 0.t\ (Jx^ ' Ox^
dH df
«ij — /«,
àXy dXy
dH df
dxi dxi
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On peut dans les deux membres négliger le facteur 2<pt|/ et l'on obtient ainsi, en effectuant les formations analogues pour les deux autres composés, les trois équations
2(y, •^), ={w, — /Wj)x.
D'un autre côté (p. 276), il est possible d'exprimer le carré de chacun des composés qui figurent dans les premiers membres au moyen des deux formes dont ils dérivent. On obtient, par exemple,
ou, à cause des relations démontrées plus haut et avec l'aide de l'identité (20),
- (/Hj — Wj) [(m. — Wj ) 0« 4- ( //jj — /?/, ) I« ]
= f^-h -1)2 — 2y} (?> •^)% + •}'(?» ?)t; d'où l'on déduit, en égalant les coefficients de 9-, «|^-, les valeurs des invariants (9, 9)2, (9, ']i)-2, (^j^, ^)2-
Si l'on forme les deux équations correspondantes pour les carrés des composés (^|>, yj^, [y, 9),, on arrive par suite aux résultats suivants :
(26) { (^,if-)2=-(m2 — /«s) (m, — mj),
(^7) (■ï'iX)2 = o, (x,?)î=:o, (y, •]/), = o.
Les trois dernières équations résultent aussi du théorème d'après lequel chacun des trois couples 9, «|/, y^ est situé harmoniquement par rapport aux deux autres. Au moyen de ces relations nous pouvons maintenant représenter les invariants D en fonction des racines /«i, mj, m^. Il vient en effet ('), à cause de l'évanouisse-
(') Foir l'équation (-J), p. ai/}, dans Inquelle il faut prendre /=±i.
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ment des invariants simultanés,
>6;.* { d,=d; = (x,x)î-+- (?.?)î=— ^('"j — '«ij*'
ou, si nous avons égard à ce que, par suite de l'absence de second terme dans Téquation O (x, /.) = o, la somme des racines m,, ni-i, mj est nulle,
Les coefficients de l'équation (24) sont, au moyen de ces relations, représentés comme fonctions symétriques de nity Tn2f mt; pour exprimer ces dernières quantités en i et y, nous devons faire usage des équations suivantes :
Zotj = /n, -I- nij 4- m, =: o,
^iTZiit} = mytrif ■+■ m^m^ -|- m^ni\ r= — — »
On en déduit ensuite les équations ci-dessous :
(2m, ]* — 22/n,/»j = m\ -{- m\ -*- m\ z=: 2m* = /, 2mJ = — Zmjmj = Smim^m, =y, 2mjmj =: (2m, mj)^ — "iminiiniiliniimimi -f- Zm'mj)
2mjm,= __/3_-y2
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Enfin nous devons encore former le carré du produit des dlfTérences m, — Wo, m^ — nis, ma — m,. Ce produit ne diffère, comme on sait, du discriminant R de la forme cubique CL (x, X) que par un facteur numérique, et pour préciser on a (p. 278, note)
R = — (/»i — Wi)*(m, — m3)*(m3— mi)*,
D'un autre côté, on trouve dans notre cas, d'après l'équation (8)
cl de là résulte
(/«, — iHi)- [m, — m^y {mj — m, )* =r - (/' — 6y*).
L'application des l'clations établies et des équations (26)*, (27)* donne, pour les coefficients de l'équation (24), les résultats suivants :
-^i = ^('«j —mir["h — m.i]^{mi — mij^
+ ml [m,— /«jj^i/w, — /«,)* + m] [m.^ — OT, )* (/«, — /n,)«]
+ /M,/njni3(42mJ — 22/«jmj + S/^im^/Mj)]
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Si nous portons les valeurs ainsi trouvées dans l'équation (24)» celle-ci se transforme, abstraction faite du facteur — -; fi' — 6/*), en
OU, en ordonnant autrement,
2 Pq Upq — %* - 9pA -f- 3/ {•27/)*+ 2jp^q -h gpq"' + q"" ) = O; .
d'où l'on déduit la valeur de l'invariant absolu, c'est-à-dire
ou, si nous introduisons de nouveau le rapport anharmonique a,
c est-a-dire si nous posons — =
q i«-hlj^
^ ' j- ^ (l + aj^(a — aj^[l — 2aj*
Cette équation représente la relation cherchée entre le rapport anharmonique des points primitifs et l'invariant absolu. Elle nous permet aussi de reconnaître immédiatement le sens de l'évanouissement des invariants i, y". Si, en effet, le rapport anharmonique a doit être équianharmonique, il faut nécessairement que a- — a -+- i soit nul, c'est-à-dire que le numérateur soit nul dans l'équation (28). La condition de la situation équianharmonique est donc
Cette situation est d'ailleurs caractérisée d'après l'équation (16) par la circonstance que la forme hessienne de la forme hessienne de fest identique avec la forme primitive. Si, au contraire, les quatre points f= o doivent être situés harmoniquement, on a
a = — 1,-1-2 ou H — , et dans chacun de ces trois cas le dénomi-
nateur de la formule (a8) s'évanouit. La condition de la situation
harmonique est donc
La valeur du rapport anharmonique sera enfin égale à l'unité deux des quatre points primitifs coïncident. Si donc on pose dans
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( a8) a = I, on obtient comme condition pour que l'équation du quatrième degré _/= o ait une racine double
Le discriminant R de la forme cubique Q. [x.,X) = o est donc en même tem ps le discriminant def.
Les considérations précédentes souffrent plusieurs modifications en cas d'évanouissement de R. Dans cette hypothèse, m-j, peut être égal à m^ et au contraire m^ et mj rester distincts : on a alors en premier lieu
et par suite
En vertu de (18), on a d'ailleurs ^z=z-^, et en vertu de (26) {^^,:^).y= o; par conséquent, 4^ = X ^^^ ^^ carré d'une expression linéaire ^ et il vient
L'identité (27) (ç, t|/)2 = o se transforme ici en ((j)|)*=: o; par conséquent, cp s'évanouit aussi si l'on pose Xi =^2? J^2 = — |i> c'est-à-dire que l'on a
yj étant une expression linéaire dijßcrente de ^; car, d'après notre définition des composés (p. 203) et d'après (26),
(?.?).= ^ m) M - wi^- '- [^?=- \ ("'. - "'.)*'
et est par conséquent différent de zéro. Si maintenant on porte les valeurs indiquées de ///j, m<i dans les équations ( 18), on trouve
T = 2ç^t:, ce qui donne le théorème suivant :
Z-orj^MeR s'annule, le facteur double $ de fest déterminé par
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l'équation i\\ — //= i^* î et ce J acteur est en même temps Jacteur double de II et facteur quintuple de T.
Mais cette détermination de la racine double devient illusoire lorsque i est nul en même temps que R; alors, comme on a
y est aussi nécessairement nul. ft devient par là égal à x^. Les trois facteurs quadratiques de T sont par suite identiques : cf = ^ = y^, et tous sont égaux au carré d'une expression linéaire 'i ; car de (26) résulte (ç, çj>)2=o. D'ailleurs, suivant (18), puisque
/», = m, = m^ = Of
H devient égal à la quatrième puissance de cette expression linéaire, et T proportionnel à sa sixième puissance
Maintenant, suivant (i5), si i = o, on a aussi (y, H)2 = o, c'est-àdire
indépendamment des x, et par conséquent (a^)* = o : y renferme alors le facteur i^^. Posons en conséquence
et formons de nouveau la fonction (y, H)*. Il viendra
et par suite aussi (a|)'' = o, et la continuation du même procédé montre que nous devons poser
f SI y
yj étant une expression linéaire différente de ^. Il suit de là inversement que si f=Pn et que conséquemment H= — ö(E^)$'>
i et J sont toujours nuls; car, à cause de iH — j\f= ^V f /est nécessairement égal à zéro, et alors il en est de même de i à cause deR=o.
Si donc H est une quatrième puissance parfaite, on a i = o, 7=0 etfa un facteur triple, de même que dans ce dernier cas H
est réciproquement le carré d'un carré et que l'on a i =o,j = o. Mais la détermination de la racine double de/ par l'équation ^ = y^=ziH — yy*=o devient également illusoire si chacun des coefficients de cette équation est nul. Dans ce cas x= ^ s'évanouit identiquement et nous avons
iH-J/=o, Tr=o.
D'ailleurs la première des équations (i8) donne
Si, rcciproquement,y est le carré d'une forme du deuxième ordre /■= {oc^y dont l'invariant est D = (aß)*, on a
i=lB\ y=^D% H=iD/,
et l'on obtient ce théorème :
*Si H ne diffère de J que par un facteur constant [i}i=jj], alors et alors seulement f a deux Jacteurs doubles différents^ autrement dit f est le carré d' une Jorme quadratique.
Ce cas n'est plus caractérisé, comme les deux précédents, par l'évanouissement d'invariants, mais par l'évanouissement identique du covariantill — ;[/(p.2i6). Cela conduit à cinq équations entre les cinq coefficients de/, tandis que l'existence de deux racines doubles implique la détermination de deux constantes seulement. Nous avons donc un nombre trop grand d'équations, mais aucune d'elles n'est superflue, et leur coexistence n'est rendue possible que par la dégénération mentionnée de notre groupe quaternaire f=i o. Nous rencontrerons encore plusieurs fois des circonstances semblables dans la théorie des coniques et des courbes du troisième ordre ; nous n'attirons l'attention sur celle que nous venons de traiter que comme sur un premier exemple ( * ) (l'o/r aussi ci-dessous p. 339 et suivantes).
Enfin il peut encore arriver que H s'évanouisse identiquement,
(' ) I.o cas d'une raciiio triple dans uiio équation cubique (p. »83) nous a sans doute l'uurni un exemple de l'uvanouisscinent identique d'un covariant (A) ; maison obtenait ainsi le mi'^me nombre d'cqiiations d(> condition que celui auquel donne lieu la présence d'une racine triple, c'cst-à-diro deux.
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que par suite on ait les équations
rtçrt, — a] = O, Oqü^ — «,«,=: o,
rto«i -f- 2 «,«3 — Söj = o,
ce qui donne
et
Alors tous les invariants et covarianls de /* s'évanouissent, la représentation symbolique devenant la représentation réelle. On en déduit que : Si H s'évanouit identiquement, f est toujours la quatrième puissance d^ une expression linéaire, et réciproquement.
Le système des groupes quaternaires
x/H-5iH = o
présente des relations particulièrement dignes d'attention avec les quatre points^et les groupes covariants. Ces relations s'obtiennent en établissant, pour la fonction composée du quatrième ordre y.y-f-XH, les formes H, T, i, j, ainsi que nous l'avons fait auparavant pour la forme y. Nous désignerons ces formations invariantes respectivement par Hx)., Tx),, i%\, jxi- On a alors, d'après le théorème de Taylor,
(y, f].2 étant égal à H par définition, tandis que les composés [ff H)2, (H, H )2 s'obtiennent au moyen des équations (i5) et(i6). L'introduction des valeurs qui ont été trouvées à l'endroit cité donne
Nous pouvons mettre cette formule sous une forme plus élégante à l'aide de la fonction
il vient en effet
I /„ àa ^ôa\
L'introduction de la fonction Q. facilite aussi le calcul de Hx). ; car cette forme est définie suivant (3) comme le déterminant fonctionnel de x/-t- XH et HxX divisé par 16, c'est-à-dire que nous avons
dxi dxi
dH da dxi dx
df da dxi dX
df dH dn da df da dx2 ' ' dx^ dxj dx d^i dX
df dH
djTj dxi
da da ~" dX Ta
df du
dx^ dx^
Mais le premier des déterminants qui figurent ici dans le second membre a la valeur 3û(x, X), l'autre la valeur 16 [f, H)| = 16T, et l'on a par suite
Géométriquement cette équation donne le théorème suivant: Les trois J acteurs quadratiques de T sont avec tous les groupes quaternaires du système )c/'4-XH = o dans la même relation qu avec le groupe quaternaire f = o. autrement dit, l'inv'olution du quatrième ordre ^f-\- T^H = o peut se résoudre de trois manières différentes en deux ins^olulions projectiles du deuxième ordre, dont les groupes sont en correspondance réciproque. Deux involutions projectiles de cette sorte ont toujours un couple de points T = o pour points doubles communs; le second de ces couples Jorme les deux éléments doubles du second groupe des involutions en question, le dernier couple les éléments doubles du troisième groupe ( ' ) .
(') Dans la considération des trois collinéations possibles qni transfürniont les ijuatre points a, b, c, ci d'une forme binaire biquadratique les uns dans les autres et qui sont définies par
{abcd) projectif relativement à ( badc)
» » ( cdab )
» M ( dcba )
les trois couples de T apparoisscut respectivement comme les éléments doubles de ces
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A cette relation des points de T avec chaque groupe ît/*-t- XH nous rattacherons immédiatement les remarques suivantes. 11 existe (p. 25^) six pôles 0 = 0, dont les systèmes polaires, relativement à y et H, et, par suite, relativement à tout groupe quaternaire xÀ -+- XH, ont un point commun en l'un des six points de T. Or le système polaire relativement à un couple de points doubles se décompose toujours en ces points et en un point quatrième harmonique par rapport à eux et par rapport au pôle (p. 254 et 205). Le couple de points situé à la fois harmoniquement par rapport à deux couples de points de T a par conséquent la propriété que, si l'on considère un de ses points comme pôle, l'autre devient un point du système polaire du premier relativement à chacun des deux autres couples de ï, et par suite aussi relativement à tous les groupes xy*-f-XH, parce que ces groupes peuvent être composés linéairement avec deux couples de T. Le troisième couple en question appartient donc aussi bien à T qu'à 0, et nous avons, en conséquence, le théorème suivant :
Les points 0 = o sont identiques avec les points T = o, de telle
collinéations. On arrive par là, en ce qui concerne^Ia représeatation sur la sphère (iwiVIes notes des pages ai6 et 368}, aux résultats suivants. On peut se figurer les trois couples de T comme déterminés par trois diamètres de la sphère situés à angle droit. L"n groupe quaternaire du système x/-+-iH:=o est alors représenté par les sommets (l'un tétraèdre symétrique dont les arêtes respectives sont divisées par le milieu par les trois diamètres précités T = o. [Voir sur ce sujet et sur les autres applications de la Géométrie de la sphère, en outre du travail de Kleix, cité p. 316, les Mémoires du même auteur : Ueber binäre Formen mit linearen Transformationen in sich selbst {Math. Annalen, t. IX), et Ueber das Ihosaeder {^Ibid., t, XII).] La construction géométrique des points H := 0, au moyen des points f=^o, a été donnée par Wedekind i^Ibid., t. IX). Les relations développées dans le texte sont également visibles géométriquement si, comme représentation du champ des valeurs binaires, on prend pour base une conique au lieu d'une droite {voir Hesse : Vier Vorlesungen aus der analytischen Geometrie; Leipzig, 1866). Si dans ce but, on introduit les trois facteurs quadratiques y, <p, y^àeT comme variables ternaires, l'équation de la conique est donnée par ('io). Les six points de T sont, par conséquent, déterminés par les côtés d'un triangle polaire. Si, l'on emploie deux de ces côtés comme éléments doubles d'une Involution de rayons, deux rayons correspondants de cette Involution déterminent, d'après (21), une forme du faisceau x y -+-ji H sur la conique. Aux différentes manières dont on peut employer les trois sommets du triangle polaire correspond la triple décomposition du faisceau en involutions quadratiques. L'emploi d'une conique dans ces circonstances est en corrélation étroite avec la représentation typique des formes d'ordre pair au moyen de covariauts quadratiques (p. 4io et suiv. dans l'Ouvrage de Clebsch ; comparez Limdemax:«, Bulletin de la Société mathématique de France, t. V).
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sorte que, à chaque point de 0 répond celui quijorme avec lui un couple de T. Le résultat de l' élimination des x entre les équations
ala^ — o,
est donc donné par T = o.
En ayant égard à l'équation (3o), relative à T^)., nous pouvons facilement aussi former i^x et jyCK- En effet, pour un groupe quaternaire ît/^-h XH = o, la l'orme T^x se décompose en trois facteurs quadratiques dont les carrés sont, d'après (18), déterminés par les
trois équations
(3i) Aj(y./-f-).H)+/,ll,,= o,
(x-3(/./-i-).H)+/3lI,,= o,
-1, -5, — désignant les racines changées de signe de l'équation
cubique
(32) [i\[kj]\^= /-s— Jii /Y* - -^t P = o.
D'après (3o), ces facteurs quadratiques sont, d'ailleurs, identiques avec les formes ç, 4*» X ^^ lesquelles T se décompose, et dont les carrés sont donnés par les équations (18); ils ne peuvent donc en diffiérer que par un facteur. Mais les expressions (3i) sont, à cause de (29), si nous ordonnons suivant^et H,
et ces formes, si l'on considère z, X comme des variables binaires, proviennent d'une forme x'^-i- X'H, au moyen de la substitution linéaire
k Les valeurs de -t à déduire de l'équation (3a), doivent doncélrc
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identiques avec celles qui se tirent de l'équation
si Ton y remplace x, X respectivement par les expressions
I da I dii .
3 ôf. 3 dx
Les deux équations ne peuvent donc alors différer que d'un facteur M, c'est-à-dire que nous avons
ou, en développant dans le second membre suivant les puissances de k, /, et observant que le facteur de k^l s'évanouit identiquement,
(33) m(/'- '^iP-i^lA = Pii{x, >} -h - *A/î- 1t/', \ 2 O y 3 o
en faisant
_irà^(àny_ dHi dû. du d'a/dayi
_ I /d* dn. <;* dii\
Si l'on exprime partiellement dans 4> les premières dérivées au moyen des secondes, d'après le théorème des fonctions homogènes, de telle sorte qu'elles n'entrent plus que linéairement, il vient
— _L/ ^ . <^a\ p-g d'D. f d*a\n * ~ 78 V''' dv. "^ ' dX j [ d^ d)J ~ [ô^.) J
Si nous considérons maintenant Q. comme une forme binaire du troisième ordre en x, 1, et si nous désignons par Aq, Qq les formes ù, Q qui lui correspondent, et dont la première a été définie comme étant le déterminant hessien divisé par i8, la seconde comme étant le déterminant fonctionnel de £1 et A divisé par 6, nous obtenons
♦ = 3ft(x, >)Ao,
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En égalant les coefficients de /r^, 1d-, /' dans (3), nous trouvons finalement
d'où
(34) ,;j = -3ia = "'+2/x^
Ces invariants ont, à l'égard de la fonction composée /f-\-kK, la même signification que i,j à l'égard de la formey. Leur évanouissement donne respectivement des équations du second et du troisième degré en -■> et nous avons en conséquence ce théorème :
// existe dans V Involution y.f-\- À H = o deux groupes quaternaires dont le rapport anhannonique est équianharnionique, et trois groupes dans lesquels ce rapport est harmonique.
D'un autre côté, le rapport anharmonique a d'un groupe de cette espèce est donné d'une manière générale par l'équation du
sixième degré en r- :
// existe donc dans l'inuolution y.f-\- /.H = o six groupes quaternaires de points ayant un rapport anharmonique donné.
Si ce dernier doit être égal à l'unité, c'est-à-dire si le groupe quaternaire doit renfermer un point double, on a nécessairement
'x\ — ßyx\ = o.
Nous pouvons facilement représenter cette expression en i cl j, avec l'aide de la forme Rq= — (i' — Gy^), le discriminant dey. Entre les formes û. A, Q, Il existe en effet l'identité (p. 277)
Qâ = -i(-^i + i^'Rû]»
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et de là résulte, à cause de (34) et (35),
(36) il - 6jh = [û(x, l)Y {i*-6f).
Dans le premier membre figure le discriminant de zy+XH; ce discriminant, à cause de l'expression qui constitue le second membre, ne peut, en général, c'est-à-dire tant que R est différent de zéro, s'évanouir, que si l'on a îl(z, X) = o. Mais cette dernière équation détermine les couples de points de T = o, et il suit de là que :
Parmi les groupes quaternaires de l'involution x/*+ XH = o, il n'en existe aucun, en dehors des groupes comptant deux fois deT = o, dans lequel deux points coïncident.
Obser\'ons encore, en terminant, que l'on peut mettre la forme biquadratiquey sous une forme canonique, dans laquelle n'entrent plus que les carrés des variables, à la condition d'introduire, comme nouvelles variables, les facteurs linéaires de l'une des formes quadratiques (^, ^, y^. Gomme chacun des couples de points représentant ces dernières est situé harmoniquement par rapport aux deux autres, nous pouvons, par exemple, poser
Alors nous obtenons, en fait, à cause des équations (21), pour^^ la représentation canonique suivante :
Ici se présente une constante absolue — » constante complètement déterminée par cela seul que l'on demande de mettre^ sous la forme donnée, autant du moins que le permet l'identité de rôle des fonctions ©, ^, Xî ^^f pour préciser, nous montrerons que, dans la même forme f elle peut prendre six valeurs différentes. La valeur de cette constante est donc caractéristique en ce qui concerne les formes biquadratiques , et l'on ne peut transformer linéairement, les unes dans les autres, que celles pour lesquelles la constante dont il s'agit a l'une des six valeurs convenables. Il
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est visible par là que cette constante est en corrélation étroite avec l'invariant absolu àef, comme nous allons, du reste, le reconnaître tout de suite. Les invariants et les covariants défont, dans la représentation canonique, la forme suivante. On a, en désignant les nouvelles formations par des accents, et en désignant par R le déterminant (^rj) de la substitution :
H = r'H'=(Ç„)*[2py(r' + v;*)-+-2(/?«-37')^?'r,»], De ces équations résulte, pour l'invariant absolu,
ce qui donne la liaison de cet invariant avec la constante -> de
même que l'équation (28) donne la relation du rapport anharmonique avec cette même constante. Nous avons ainsi une équation
du sixième degré en -j qui se réduit néanmoins au troisième par
rapporta^' Aux trois racines de l'expression que nous venons
d'écrire correspond la circonstance que l'on peut indifféremment faire usage des formes <p, j^, ^ pour l'établissement de la forme canonique. A chaque racine -en est d'ailleurs associée une autre
— -» et l'introduction de \J — içr* à la place de l'une des formes
quadratiques conduit à cette dernière si la première correspond à l'introduction de \rt.
Le procédé employé pour la détermination de p, q, les coefficients de la forme transformée, est surtout utile si l'on tient seulement à donner, sous sa forme finale, une représentation canonique reconnue d'avance comme possible, sans fixer son attention sur les équations linéaires de substitution qui fournissent la transformation elle-même. Dans un cas de cette sorte, il suffit d'établir les invariants absolus de la forme au moyen des coefficients de sa représentation canonique, et l'on obtient immédiatement des équa-
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tions pour la détermination de ces coeßicients, de même que nous avons obtenu plus haut pour - une équation du sixième degré.
La théorie des formes biquadratiques devrait, conformément à la nature des choses, être suivie de la théorie des formes du cinquième ordre et des ordres plus élevés. Nous n'aborderons néanmoins pas ce sujet, parce que nous n'en avons pas besoin pour nos recherches ultérieures de Géométrie algébrique. Pour l'orientation du lecteur dans la théorie dont il s'agit, nous mentionnerons seulement ce qui suit. Dans la mesure où la théorie des formes d'ordre supérieur a été approfondie jusqu'ici, on y poursuit des points de vue essentiellement différents, et l'on y emploie, en conséquence, d'autres méthodes que celles dont nous avons fait usage dans ce qui précède. Tandis, en effet, que nous cherchions les formations invariantes dont tous les autres sont, d'après le théorème de Gordan, des fonctions composées rationnelles et entières, on peut aussi se proposer le problème de donner un système de formes en fonction desquelles toutes les autres soient exprimables /vzfio/znellement seulement ('). On parvient de la manière la plus simple à un tel système Ae formes associées en introduisant deux covariants linéaires d'une forme comme nouvelles variables ; les coefficients de la nouvelle forme sont alors des invariants de la forme donnée, et il entre une puissance du déterminant de la substitution, par conséquent aussi un invariant, dans le dénominateur. Il n'existe pas de covariant linéaire dans les formes d'ordre pair; on se sert, dans ce cas, des polaires d'autres covariants relativement à un point variable y. Désignant par © et «|/ deux de ces covariants, on pose
do df
dp dl
( ' ) Les questions qui apparliennent à cet ordre d'idée ont d'abord été soulevées et traitées par Herxite {Cambridge and Dublin math. Journal, 185^, et Journal de Crelle t. 52) et par BRioscni(v/rtna/i di MaCem. ,t. I), Fo*r pour le développement ultérieur de la théorie l'ouvrage cité de Clebsch, ainsi qu'un Mémoire de Clebscd et Gordan {Annali di Maternât., t. 1, •i" série, 1867) et un de Gcndelfi^ceb [Journal de Crelle, t. 74).
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el ainsi les anciennes variables j'jjjy 2 sont exprimées en fonction
des nouvelles ^, y;, qui, pour^ = Xy se transforment en covariants
de la forme donnée y. On est ainsi conduit à la représentation
typique suivante de f :
,, . Ao?''4-A,r-'>;-+-...H-A„y:« /(ji.rij = p '
D, Ao, A,, . . ., A„ étant des covariants àef, et D étant précisément le déterminant de la substitution, c'est-à-dire, dans notre cas, le déterminant fonctionnel des formes cp et ^. Si maintenant
est un covariant de/", dans lequel a^, ai, . . ., an désignent les coefficients dey, il vient, par l'efTet de notre substitution,
n(ji,jî, «o,«i ,««) = nU, •/:, -^, -.,» •••'jjil»
et si, dans cette égalité, nous posons j= x, on a, d'après le théorème des fonctions homogènes,
c.n{ji,yi,ftQ,ff ,o„]'D'^=U{f, •^, Ao,A,, ...,A„),
c étant un facteur numérique. Tout covariant de y est donc exprimable rationnellement au moyen des n-\- 4 covariants
D, Ao, A,, . . ., A„, fy-i>.
Toutefois, ces derniers ne sont pas indépendants les uns des autres, mais peuvent au contraire être réduits à un nombre moindre. Nous avons, en effet, déjà fait observer (p. 270) qu'une forme binaire ne peut avoir que deux covariants indépendants l'un de l'autre, et que tous les autres peuvent s'exprimer en fonctions de ceux-là, irralionnellement au besoin. D'ailleurs, une forme d'ordren a, en général, n — 3 invariants absolus; car, au moyen d'une transformation linéaire, nous pouvons, par un choix convenable des quatre coefficients de la substitution, assigner des valeurs déterminées à quatre des n -f- i coefficients de la forme d'ordre n, et il reste, par conséquent, seulement n — 3 nombres caractéristiques de la forme ou invariants absolus. Chacun d'eux est nécessairement le quotient des deux invariants, et, pour pouvoir former n — 3 quotients semblables, nous avons besoin de n — 2 inva-
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riants. Si nous y ajoutons les deux covariants indépendants l'un de l'autre, nous avons n formes au moyen desquelles peuvent s' exprimer toutes les autres formations invariantes de la forme primitii>e, et la théorie des formes associées apprend à déterminer un sjstème déformations telles que ce résultat puisse être réalisé rationnellement.
Ces remarques peuvent servir à caractériser, en général, le développement ultérieur de la théorie des formes binaires. Des détails plus approfondis ne répondraient pas à notre but actuel, et les résultats qu'a jusqu'ici fournis la représentation typique des formes n'ont d'ailleurs qu'une importance relativement faible.
VI. — Les collinéations sur le terrain ternaire
La théorie des formes binaires, telle que nous l'avons développée dans ce qui précède, tire son principal intérêt géométrique des applications qu'on peut en faire à la géométrie du plan ; en effet, nous exposerons ultérieurement un principe qui permet de déduire de toute proposition relative aux formes binaires une proposition semblable relative au domaine ternaire, c'est-à-dire à la géométrie du plan, principe dont l'extension à un plus grand nombre de variables ne souffre aucune difficulté. D'un autre côté, nous avons acquis dans l'étude des formes binaires certains points de vue dont la poursuite et le développement fournissent naturellement aussi des résultats importants en ce qui concerne la théorie des formes ternaires. Néanmoins, nous serons conduits parle principe connu de dualité à des idées essentiellement nouvelles en nous élevant aux fonctions homogènes de trois variables. Dans la géométrie des séries de points, le point (dans la géométrie des faisceaux de rayons, la droite) était le seul élément générateur; dans la géométrie du plan, au contraire, le point et la droite interviennent visà-vis l'un de l'autre comme jouant un rôle semblable ; nous avons d'après cela à considérer aussi bien les formes ternaires dont les variables sont des coordonnées points que celles dont les variables sont des coordonnées lignes, et c'est seulement en tenant compte simultanément des deux formations que l'on peut espérer d'arriver à traiter complètement la théorie des formes ternaires. Cette branche de l'Analyse a pour objet l'étude des propriétés d'une forme
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ternaire, qui ne sont pas détruites par une transformation linéaire (à déterminant différent de zéro) ou, en exprimant la même chose géométriquement, l'étude des propriétés d'une courbe algébrique (ou d'un système de courbes de cette nature) qui sont indépendantes de la situation du triangle des coordonnées, soit que l'on considère les figures comme composées de points, soit qu'on les considère comme composées de droites.
Conformément à celte manière de concevoir la théorie des invariants, nous nous occuperons d'abord dans ce qui suit des transformations linéaires, et nous aurons surtout en vue l'explication claire et complète de leur signification géométrique.
En traitant des formes binaires, nous avons reconnu que la transformation linéaire, primitivement employée à représenter un changement des points de base, pouvait aussi être regardée comme l'expression la plus générale de la relation projective entre deux séries de points ou faisceaux de rayons. D'une manière analogue, la transformation linéaire sur le terrain ternaire se prête aussi à une double interprétation : elle peut d'une part, et jusqu'ici nous l'avons considérée ainsi exclusivement, être regardée comme une transformation de coordonnées; elle peut aussi, et cette considération correspond dans une plus forte mesure à la conception géométrique de la théorie des invariants, être regardée comme une relation entre les points de deux plans différents, que ces plans soient séparés ou réunis.
Imaginons d'abord que les deux plans soient réunis (infiniment voisins) et que leurs points soient rapportés au même triangle de coordonnées. Si l'on désigne les coordonnées des points de l'un des plans par la lettre x, celles de l'autre plan par la lettre y, les équations linéaires suivantes :
l pj, = a^^x^ -\- a^,x^ + «,3X3,
(l) j pj, = tf j, Xj -f- fl-jjXj -\- rtj5*3,
( OÙ a,f, n'est pas nécessairement égal à a/d) établissent entre les deux plans une affinité linéaire ou collinéation (*), de telle sorte
(') 1,08 collinéations ont d'abord été traitées par Môbics (Barycentrischer Calcul, Leipzig, 1817, p. a6() et suiv.), puis par Magms {Aufgahen und Lehrsätze aus der ana- Ijtisc/ien Geometrie. Berlin, i833). Foir aussi Cuaslks, Aperçu historique, note 4.
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qu'à chaque point j: de l'un des plans correspond un point^( point image de x) dans l'autre plan. Cette relation n'est pas en général immédiatement réciproque ; au point j^ ne correspond pas de nouveau le même point x, mais le point correspondant du premier plan se détermine par la résolution des équations (i), en supposant que leur déterminant ne soit pas nul, au moyen des formules
(TjTj = A„ j, -f- Aj, jï -+- A3, Ja, (rjr,= A,^, 4- Aijjî 4- Ajjjj,
(TX3= A13J, -h AjjJî H- A33J3,
les Ai/t désignant les déterminants binaires formés avec les a,* de la manière connue. Les formules sont donc les mêmes que celles de la transformation des coordonnées (p. 87) ; mais, tandis que là le même point était rapporté à deux systèmes de coordonnées, ici deux points différents sont rapportés au même système.
Si l'un de ces points parcourt une courbe f[xi, X2, X3) = o, son point image en parcourt une autre t (jTnjTsjjTs)» ^ étant formé dey au moyen des équations (2). Comme ces dernières sont linéaires, on a le théorème suivant :
yi une coiu'be algêbj'ique correspond toujours dans une affinité linéaire une autre courbe du même ordre.
Maintenant les deux courbes auront entre elles certaines propriétés communes qui ne sont pas troublées en général par les collinéations, et ces propriétés doivent être précisément les mêmes que celles précédemment caractérisées par leur indépendance du système de coordonnées, car la transformation des coordonnées et l'affinité linéaire sont deux manières différentes de considérer la même opération algébrique. Ces propriétés seront donc données par le mode d'existence des invariants appartenant à la forme ternairey(j:i, x^, x^) (') et nous nous trouvons avoir acquis pour ces derniers un nouveau et important point de vue dont la signification géométrique complète sera développée dans ce qui suit.
(') Des propriétés de cette espèce peuvent être révélées non par l'évanouissement d'invariants, mais par révanouissement identique de covariaiits, ce dont nous avons donné des exemples relativement aux formes binaires (p. 3oo). Nous étudierons ultérieurement ce sujet plus en détail (p. 33g et suiv.).
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Considérons d'abord une ligne droite ayant pour coordonnées u
«, r, 4- «j .rj -+- «3 X3 = O ;
il lui correspond dans le plan image une droite parcourue par les points Y, dont les coordonnées v» sont données de même que dans la transformation des coordonnées par la substitution transposée de (i), c'est-à-dire par les équations
Ces équations ont la même forme que celles qui ont lieu pour les coordonnées points et de là résulte le théorème suivant, qui est au surplus une suite directe du principe général de dualité :
Deux courbes qui se correspondent par collinéation sont de la même classe.
Exprimons un point de la droite u par deux points fixes de celle-ci au moyen d'un paramètre X : nous avons, comme on sait,
(7 .r-i = Cil -\- ). hi ;
soient ensuite a, ß les points images correspondant aux points a, h ; la série de points parcourue par^ sur v sera donnée par
relation où
Ppi = «/l ^1 -4- "hJ^i -+- «/3^3.
Or, dans les deux équations entre le même paramètre X, et de là résulte que :
Si un point parcourt une série, le point correspondant décrit une série projective par rapport à la première, et une propriété analogue a lieu pour les faisceaux de rayons.
A ce théorème se rattache la réponse à une question qu'il est urgent pour nous de résoudre : comment construit-on le point image d'un point donné? Cette réponse est rendue possible par la détermination purement géométrique d'une collinéation, détermination énoncée dans le théorème suivant :
Si à quatre points, parmi lesquels il ne s'en trouve pas trois en ligne droite, on fait correspondre quatre points parmi lesquels il n'en existe pas non plus trois en ligne droite, l'affinité linéaire se
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trouve par là complètement déterminée. En effet, si les équations
PJi = «/t -^i -+- Ö/1 -Tî -+- a/3 Xj
doivent avoir Heu pour les quatre points a:**, x^, x", x"' et pour les quatre correspondants j°, i', j", j'", on peut déterminer sans ambiguïté les coeflîcients aïk ; car on a pour ces coeHicients douze équations linéaires entre treize inconnues entrant d'une manière homogène (les neuf grandeurs aïk et les quatre facteurs de proportionnalité p», j6', p", c'"). En effet, au moyen de trois des quatre équations
p(*)j^*) = a,,;r'f) + a,,4*>-ha,,x'A', (Ä= 1,2, 3,4),
nous calculerons les coeflîcients a/,, a/o, a/3. D'un autre côté, on peut éliminer ces derniers entre les quatre équations précitées et l'on obtient par là respectivement
o = o».>^ X» — o'y'i X' -\- o"j] X" — r/'y'JX'".
Ici les quantités X^^' désignent les quatre déterminants composés avec les x : par exemple, on a
Ces déterminants ne sont pas nuls, parce que nous avons supposé que, parmi les quatre points, il ne s'en trouve pas trois en ligne droite. Au moyen des trois équations ainsi obtenues pour les facteurs p (t = I, 2, 3), nous trouvons pour les rapports de ces quantités les expressions suivantes :
où les Y sont des déterminants composés avec les j^ de telle sorte qu'on ait, par exemple,
/l fî /s
y' A ri
et où m désigne un facteur qui reste indéterminé . Les rapports des p seront donc calculés au moyen des équations (6) et ensuite
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ceux des aih au moyen des équations (5), et notre théorème se trouve ainsi démontré (*).
Actuellement, dans l'hypothèse où l'on donne quatre points de l'un des plans correspondant à quatre points de l'autre, on construira le point j^f'"', qui correspond à un cinquième point quelconque j:" de la manière suivante. D'après un théorème récemment démontré, le faisceau des quatre rayons allant de x" à a/, a/', x"'f x'" est projectif par rapport au faisceau dirigé de jo sur j/, y") y"'i 7" et le faisceau des rayons allant de a/ à or", x", x^", x^^ est projectif par rapport à celui des rayons qui vont de }' à j^, y", y, J^''- On peut donc, d'après des propositions connues, construire les rayons j^'j^"' ei j' j'", de sorte que j" se trouve connu, comme étant leur intersection. Cette construction, ainsi que le calcul correspondant, peut toujours être effectuée, à moins que trois des points x ou trois des points j ne soient en ligne droite.
Dans ce qui suit nous nous occuperons en détail d'un cas particulièrement remarquable de la collinéation, appelé perspective centrale. Ce qui en fait l'importance, c'est que, comme nous le verrons, on peut imaginer que toute collinéation en dérive géométriquement, et cela de la même manière que la relation générale entre deux séries projectives se déduit de la relation qui existe entre deux séries placées perspectivement. Les équations linéaires (i) ou (2) se rapportent à un triangle de
(') La détermination d'une collinéation par quatre points et parleurs quatre correspondants peut être aussi envisagée de la manière suivante : A la ligne qui joint deux points de E, correspond, dans chaque cas, la ligne qui joint les points correspondants de E„ et au point d'intersection de deux droites de E, le point d'intersection des droites correspondantes de E,. Joignons entre eux les quatre points donnes «ur E, ; les six lignes de jonction déterminent trois nouveaux points, dont les correspondants sur E, sont donnés immédiatement par la construction analogue. Prolongeons maintenant les lignes de jonction respectives des trois nouveaux points sur E, jusqu'à leur rencontre avec les six lif^nes do jonction des quatre points originairement donnés; et, continuant cette «iiisii u. tic n. luuis ohiiciidrons toujours de nouveaux points de E, dont les corresponchmis mii' 1'., sont imiuciliatement donné«. Finalement, le plan entier sera couvert pai un nscau de dr.iics. aussi nombreuses que l'nii vdiidi-a, cl l'on <I(iii()iiti(> (|iic, par le i cssci iiiucril coutinu des mailles de co réseau, on pcul aniviT iiiliiiiiuiiit |uis diiii point <|ii(1c(Miiiui' deE,. Si l'on imagine que le roseau corresiionilant soit .11 m. me Irnips construit sur E,, la corrélation respective des points individnels dis d, u\ |.l.nis < si établie par ces deux réseaux, et, en eonséqiience, la <-<illln<':iti<»t est coinpléu-inent déterminée {voir, sur co sn jit, MÔBICS loc. cit., p. 373).
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coordonnées quelconque; leurs coefficients prennent d'autres valeurs si ce triangle vient à changer. Si, par exemple, nous partons d'un système de coordonnées rectangulaires, elles prennent la forme (nous conservons les mêmes coefficients pour plus de simplicité)
p X = rt„ X -f- a„7- -+- rt,j,
p Y = «,, X -h «„ j -4- r/jj,
^ «3jr -^ «J3»
ou
«»i-c-H«3î^-t-«jj
«Jt ^ -»- «31 J -^ «33
et inversement
A„X-f-A,,Y-+-A3, ■^•"AjjX-h-AjjY-hAjj'
A,, X + A, s Y -f- Aj,
Au Xi- A,j Y -+- A33
L'équation
est celle d'une ligne droite dont les points correspondent aux points de l'image (X = 00 , Y = 00 ), lesquels sont à distance infinie, et de même les points de la droite
A,jX-hA,jY4-A33 = o
sont les images des points du premier plan qui sont à distance infinie (j:= 00 , j'= 00 ). En effet, nous pouvons admettre que tous les points du plan infiniment éloignés sont situés sur une ligne droite (p. 86) ; or une ligne droite ne peut se transformer par collinéation qu'en une ligne droite.
Les deux lignes droites que nous venons de mentionner sont désignées sous le nom de lignes de Juile ; la perspective centrale peut être caractérisée par la situation spéciale qu'elles occupent l'une relativement à l'autre. Nous imaginerons que l'un des deux plans infiniment rapprochés (E et E') tourne, par rapport à l'autre, sans s'en éloigner, de manière que les deux lignes de fuite deviennent parallèles. Alors l'intersection P à distance infinie des deux lignes de fuite f et J' se correspond à elle-même, car, en tant qu'elle est située sur f, il lui correspond nécessairement un point infiniment éloigné sur le plan E', et, en tant qu'elle est située surf, un point infiniment éloigné sur le plan E; or ceci ne peut avoir lieu à la fois que si le point d'intersection coïncide
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avec celui qui lui correspond. A un autre point quelconque A def correspond, au contraire, sur E', un point infiniment éloigné qui est donné par la direction a conduisant de A vers ce point {Jig. 33);
ya
à ce point infiniment éloigné, considéré comme point de E, correspond de nouveau un point A', situé sur f, et tel que sa ligne de jonction avec le premier point à l'infini soit parallèle à a. Si nous partons de même d'un point B sur y, nous serons, d'une manière identique, conduits sur f à un point B', tel que deux parallèles b et b'f partant respectivement de B et B', déterminent le point infiniment éloigné, qui présente, en ce qui concerne B et B', la relation énoncée. Au i loyen d'un déplacement parallèle des deux plans l'un par rapport à l'autre, nous pouvons, en particulier (•), disposer les choses de telle façon que a eX, al,b et b' coïncident respectivement et déterminent, par leur intersection O, un point qui se trouve ainsi signalé à l'attention; de plus, cette coïncidence peut avoir lieu de deux manières, parce qu'il est toujours possible de faire tourner l'un des plans de 180 degrés sans modifier le résultat. Les lignes de fuite restent parallèles l'une à l'autre dans le déplacement et n'éprouvent de changement que dans leur distance respective.
(*) Les déTeloppemenU analytiques qui suivent prouTcnt également que cela est toujours possible.
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La relation dans laquelle les plans viennent d'être mis est ce qu'on appelle la situation perspective des systèmes plans; le point O se nomme le centre de perspective ou de collinéation. Ce point est caractérisé par le fait que non-seulement les rayons a, b coïncident avec leurs rayons correspondants a', b'j mais encore que tout rayon qui y passe se correspond à lui-même. Cela résulte immédiatement de ce que, même en dehors des rayons a, b, la ligne qui joint le point O au point de la ligne de fuite infiniment éloigné P coïncide avec le rayon qui lui correspond, et que, par suite, les deux faisceaux des plans E et E' qui passent par O et qui sont projectifs l'un par rapport à l'autre doivent entièrement se confondre (p. 6^).
Dans cette situation perspective, nous pouvons construire trèssimplement le point A' qui, sur E', correspond à un point A de E. Ein effet, le point cherché doit d'abord être situé sur la ligne AO, puisque cette dernière se confond avec A'O. Deux séries de points projectives et en situation perspective sont alors déterminées sur ce rayon. L'un de leurs points doubles tombe au centre de collinéation O (fig- 34) ; d'ailleurs, au point à distance infinie de l'une
des séries correspond le point'd'intersection F' de AO avec y, et au point d'intersection F de AO avecyie point à distance inCnie, en tant qu'il appartient à l'autre série : la projectivilé est fixée par cette corrélation. La distance du second point double O' au point d'intersection F' avec la ligne de fuite est la même que celle de O
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à F; en effet, le rapport anharmonique que ce point forme avec les trois points mentionnés de l'une des séries est égal au rapport anharmonique qu'il forme avec les trois correspondants de l'autre série, c'est-à-dire égal à
n désignant la distance FF, m la distance FO = O'F'.
Le point O' se correspond donc à lui-même, et il en est ainsi de tout point de la parallèle menée par O' aux lignes de fuite. Cette parallèle (c dans la ßg. 34) est appelée axe de collinéation. Nous avons alors les théorèmes suivants :
Lorsque deux systèmes, qui sont en afßnite collinéaire, sont placés perspectivenient.
Tout rayon passant par le centre de collinéation se correspond à luimême.
Tout point situé sur l'axe de collinéation se correspond à luimême.
Les points du plan subissent donc, dans ce cas, par l'cjfet de la transformation, un déplacement le long du rayon qui passe par O, et les lignes du plan une rotation autour de leurs points d'intersection avec l'axe de collinéation. Avec le secours de ces théorèmes, nous pouvons maintenant effectuer la construction du point A', homologue du point A, même sans faire usage des lignes de fuite, en supposant donnés le centre (O) et l'axe de collinéation (c), ainsi que deux points correspondants (B, B') (dont la ligne de jonction passe par O), ou deux droites correspondantes dont le point d'intersection est situé sur l'axe. En effet, les lignes qui joignent B et A, B' et A' doivent aussi, comme lignes correspondantes, se couper sur l'axe (* ). Si donc nous joignons à B' le point d'intersection S de la ligne AB et de l'axe, celte ligne de jonction sera coupée par le rayon OA au point cherché A'.
La relation perspective considérée ici donne une idée claire des
C) Dans la fig. 3.} on a choisi pour B un point sur/, et, par suite, pour B' le point de OB à distance infinie.
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modifications produites en général dans une figure plane par une transformation linéaire. En effet, de même que dans les séries de points et dans les faisceaux projectifs de rayons, on a le théorème suivant :
Deitx systèmes collinéaires peuvent toujours être, par un changement convenable de position , amenés à être perspectifs.
En premier lieu, il est visible que la relation projective peut être établie par la construction non plane qui suit, et au moyen de laquelle nous serons immédiatement ramenés à la situation perspective. Nous rapporterons l'un à l'autre deux plans faisant un angle dans l'espace en les considérant d'un point extérieur, c'est-àdire que nous regarderons comme correspondants deux points dont la ligne de jonction passe par un point (Ol de l'espace, déterminé, mais choisi d'ailleurs arbitrairement. Em effet, les séries et les faisceaux qui se correspondent dans les deux plans sont alors projectifs. On le reconnaît immédiatement en faisant passer par le point O un plan quelconque : ce plan cdupe les plans donnés suivant deux lignes qui ont immédiatement entre elles la relation perspective.
Amenons maintenant, successivement, les deux plans à se confondre en faisant tourner l'un autour de sa ligne d'intersection avec l'autre; cette dernière droite devient l'axe de collinéation, et le point O se trouve sur l'un des plans qui, maintenant, compte double; on aura ainsi le centre de collinéation. Les deux systèmes plans se trouvent, par conséquent, placés perspectivement. Le théorème énoncé plus haut sera donc démontré, lorsque nous aurons fait voir que l'affinité collinéaire la plus générale peut être obtenue par la construction dans l'espace que nous avons indiquée. Ce dernier point se prouve de la manière suivante. Nous pouvons toujours, dans chacun des deux plans E, E', avoir deux séries de points correspondantes, qui soient conformes l'une à l'autre. Supposons, en effet, les équations de transformation sous la forme
[ ^_ ff,i-r-t-ffn.v-hff,3 _ A \ a^iX-^ a^^r -i- a^^ C
j ^ «il -r -+- «îî r -•- «j j B
pour tout couple de points de l'une des séries dont nous parlons,
Clcmcu. — Géométrie, I. 21
et pour le couple correspondant de l'autre série, l'équalion
doit nécessairement avoir lieu. Si nous prenons maintenant les points x,j et J^ ,y' sur une droite parallèle à la droite C = o (l'une des lignes de fuite), c'est-à-dire si nous posons
nous obtenons la relation
= [aii[x' — .r) -f- *,2(j' — j)r + [«2i(^'— -r) + ö«(/ — j)]*, qui est évidemment satisfaite pour
j:' — x=rcosa, j> ' — j-=rsina, si nous prenons
k^z= («jiCOSK 4- <?,2 sinaj'-f- («j, cosk + «jj sina)*;
et cela indépendamment de la valeur de r. Il existe donc, dans chacun des deux plans , deux droites placées parallèlement et symétriquement par rapport à la ligne de fuite, et dont les séries ponctuelles sont conformes à celles de la droite correspondante. Maintenant, dans la construction précédente, les plans sont placés l'un par rapport à l'autre, de telle manière que les deux séries conformes se confondent avec la ligne d'intersection des plans, et que leurs points correspondants se recouvrent. Pour fixer l'affinité des deux systèmes ponctuels plans par la corrélation de quatre points, nous pouvons donc, sans nuire à la généralité , prendre deux couples de points coïncidents sur la ligne d'intersection des plans E et E', les deux autres étant choisis arbitrairement, mais dans un troisième plan ('). Les lignes qui joignent les points correspondants de ces derniers couples déterminent alors le point fixe O, et le fait que tout rayon partant de ce point traverse les plans
(') Cela est nécessaire, parce que la ligne qui joint les points du couple de E coupe la ligne d'intersection de E et do E' en un point qui coïncide arec son correspon ■ dant, et qui peut, en conséquence, être obtenu de même par la ligne de jonctioo du couple de £'.
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E, E' en des points correspondants se reconnaît facilement, par suite de l'égalité des rapports anharmoniques qui se rencontrent dans la figure ainsi construite. Si, en particulier, on mène par O un plan parallèle à l'un des plans, ce plan coupera l'autre suivant sa ligne de fuite. On reconnaît par là que, lors du rapprochement graduel des deux plans, le centre de coUinéation O tombe en un point qui est à une distance de l'une des lignes de fuite égale à la distance de l'axe de collinéation, c'est-à-dire de la ligne d'intersection des deux plans, à l'autre ligne de fuite. Cette longueur [m) et la distance respective des deux lignes de fuite («) sont donc, à l'égard de la position perspective, spécialement caractéristiques; elles la déterminent avec précision et d'une manière complète. En effet, les coefficients de nos équations de transformation (7) peuvent s'exprimer au moyen de ces grandeurs /n, w ; il suffit, pour le reconnaître, de fixer convenablement le système des coordonnées. Faisons coïncider l'origine avec le centre de collinéation, et prenons l'axe Y parallèle aux lignes de fuite. L'équation de l'une des lignes de fuite G = o devient alors
D'ailleurs, le point {pc, y) et le point (X, Y) sont nécessairement situés sur une droite passant par l'origine; nous avons, par suite,
et les équations de transformation prennent, en conséquence, la forme
X — ni — n
Pour X = 00 , Y = ^ - on doit obtenir l'équation de l'autre ligne de fuite, c'est-à-dire que X doit devenir égal à — /n. Il faudra donc
poser
pz=z — m.
Si nous introduisons encore une nouvelle constante a = m-hn, la collinéation dans le cas de position perspective sera repré-
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sentée de la manière la plus générale par les équations
Les équations qui expriment une affinité linéaire doivent pouvoir, d'après ce qui précède, se ramènera cette forme, par Tintroduclion de nouvelles coordonnées rectangulaires, c'est-à-dire par rotation et par translation. Pour effectuer les transformations dont il s'agit, partons des équations (7). Nous déplacerons le plan des X, Y en attribuant au système de coordonnées précédemment réuni à celui de l'autre plan les translations p, q et la rotation cp. Le point correspondant k x,j (qui était précédemment X, Y) a alors pour coordonnées X', Y', et l'on a
X' = /> H- X cos'f — Y sin sp, Y' =; 7 H- X sin f + Y cos».
11 s'agit maintenant de déterminer p, q, ^ de telle sorte que la condition de la coïncidence d'un point (X', Y') avec un point {x,y), conduise à une équation linéaire en j:,^', laquelle représente alors l'axe de collinéation. Si donc on porte dans les dernières équations les valeurs de X, Y tirées de (7), les équations obtenues pour X'= Xf Y' := y, à savoir (r étant facteur de proportionnalité) :
r[j: — p) = [a^ix •+- «1,7+ ^,3) cosy— 'a^x -h ««j -f- r/^j) sin y, "^[y— ?)— ('^li-^-t-^iîJH-^'n) sin(j!-f- («■,,. r +v/„j -+- «jj) cos y,
T = (l3i.V H-rt-saJ-f- «33,
doivent se réduire à l'équation unique
Nous avons donc d'abord
T se déterminant au moyen des deux premières équations par comparaison des coefficients. On trouve
«7n cosy — On siny — 7 _ /?,, /i,, sin^) + /z,| cosf a^i
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OU, si l'on introduit les déterminants mineurs.
IAi, sm y -f- A,5 cosy = — Ta,,, — A,j cosy + A,j sin y = t«,,.
On a donc, pour la valeur de t,
les grandeurs;?, q, <p s'obtiennent alors linéairement; il existe donc deux manières d'arriver à la position perspective, ainsi que nous l'avons déjà reconnu par des considérations purement géométriques (p. 3i8).
Vient ensuite la question de savoir quels sont, dans la collinéation générale, les points qui coïncident avec les points correspondants. Nous trouverons leurs coordonnées au moyen des équations
p },= rt„ X, -f- ff/jU-, -T- <7,3 X..,
en posant 77 = xi. On obtient ainsi
( ("il — PJ-^i+ «u-'ä-^- «13-^3 =o,
(8) ' "jt *I -+- (^'îî PJ-^i-^- «43-^3 =0,
' Ö3lJ"l-+- «3Î-Ï"i -♦- («33— P)-*"3=0»
él l'élimination des or donne pour p l'équation du troisième degré
«11 — ? «lî «13
(9) A(P)= "il f'il—? "î3
Il existe donc, en général, trois points qui coïncident avec leurs points correspondants. Il doit de même y avoir trois droites qui se correspondent à elles-menies ; ce sont évidemment les lignes de jonction des trois points, parce que les lignes qui joignent des points correspondants sont aussi des droites correspondantes. Le triangle ainsi déterminé constitue, pour la transformation, un système de coordonnées d'une simplicité remarquable. Comme, en prenant ce triangle pour base, à la ligne Xi= o correspond la ligne ^,= 0, les équations (i) prennent nécessairement alors la
forme simplifiée
(lo) ' p.rj = «j.«-2.
On peut imaginer que ces équations ont été obtenues au moyen des équations (i) en multipliant ces dernières par u,, Ml, «3 et ajoutant, ce qui donne
(il) p ( Wi Ji -f- «2 J2 + «3 J3 ) = ~2 «a- "i ^Uy
puis en déterminant les quantités u de telle sorte que l'expression linéaire qui figure dans le premier membre soit proportionnelle à celle du second, d'où
Les grandeurs u^ sont alors les coordonnées d'une droite qui se correspond à elle-même, et l'élimination de ces quantités entre les dernières équations conduitpoura à l'équation cubique (9). L'équation (11) sil'on fait, comme précédemment, Mx="«^j+«jX2-f-«,iJ?3> se transforme en
c'est-à-dire en l'une des équations (10). On voit donc que a,, «a, «3 sont les racines de V équation cubique précilée.
Les trois points remarquables ainsi fixés sont en général diflerenls les uns des autres ( ' ), et ce n'est qu'à cette condition que l'on peut parler d'un triangle formé par eux. Si deux des points sont infiniment rapprochés ou, ce qui revient au même, si l'équation (9) a deux racines égales, il n'y a plus de triangle proprement dit, et l'on ne peut plus représenter la transformation' sous la forme (10). Au contraire, cette représentation est possible s'il existe un nombre infini de points qui coïncident avec leurs points correspondants, ainsi que c'était le cas pour la position perspective; le fait se pré-
(') Deux do CCS points peuvent aussi devenir imaginaires. Cela arrive, par exemple, dans la transformation qui représente la rotation d'un plan sur lui-même uiitour il nii de ses points. Dans ce cas, doux des points remarquables se confondent avoc les deux points circulaires imaginaires; le troisième est le centre de rotation. Deux des droites remarquables sont imaginaires; la troisième se confond avoc la droite de l'inOni.
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sente lorsque tous les déterminants mineurs A/* du déterminant (9) sont nuls ; car les coordonnées des trois points satisfont, d'après (8), aux relations
•*"! • -^'î ' -^"a ^^^ -^it • -^12 • "^U
= Aj, : Aj2 : Ajj
un point semblable est donc effectivement indéterminé si, pour une racine de (9), tous les A/* deviennent nuls. Mais cette racine est alors une racine double de l'équation A(p) = o, car on a aussi
Désignons cette racine double par a ; dans la position perspective, en supposant que A (p) ^ o n'ait pas une racine triple ( ' ), les équations (8) ne peuvent différer que par un facteur constant; autrement dit, nous pouvons exprimer les neuj coefficients anf de la transjormation au moyen de six grandeurs ainsi qu'il suit :
«'11 = «ii3i -h T, aii = UiSi, «3, = a,;S3,
«IJ^^îp!» «îi = aj Sj -f- <7, «35 =:Kj^S3,
«I3^«3pl, «Î3 = K3.S!, «33 = «3 .^3 + 'y-
Parla nos équations (i) prennent la forme plus simple
(12) ofi — TXi -h 3,- (a, j:, H- a^Xj + «3^3).
et l'équation cubique devient
o =: i a,|3, «, 3j — (p — 1) ajSj
I «1^3 «i.Sj «spa — (p — 0-]
— _ 0 — 3-)* [a— 7— S,«, — SjK, — Ôjaj).
Nous obtenons donc effectivement la racine double p = o" et la
racine simple
0 = T -i- a, S, H- «,3^ -r- Vi%.
La racine double, si l'on fait dans (12) xi =jii donne V équation
( ' ) Une étude complète de tous les cas qui peuvent se présenter ici se trouTe dans la dernière partie de «es Leçons.
(le l'axe de collinéation
la racine simple les coordonnées du centre de collinéation
.r, : .r.. : .r, = ^-s, : p, : ^Sj.
L'équation de ce point s'obtient, comme celle de l'axe, par l'éqiialion (12), si nous établissons les équations de collinéation pour les coordonnées lignes ; car celles-ci deviennent
De (12) résulte d'ailleurs, par élimination de p, q et «^r,
et de même de (i3), par élimination de p, a et v^,
Jl
.rj
//, tl, H3
ce qui donne de nouveau les théorèmes déjà démontrés auparavant, à savoir que les lignes de jonction des points correspondants passent par le centre de collinéation et que les droites correspondantes se coupent sur l'axe de collinéation.
Si maintenant nous plaçons deux sommets du système de coordonnées sur l'axe, et le troisième au centre de collinéation, nous obtenons la transformation sous la forme canonique
pj, = T.r,, PJ2 = T.rj, px3 = T-rj,
qui ne se distingue de la forme précédente (p. 3a4) qu'en ce que dans celle-ci la droite de l'infini était employée comme troisième coté du triangle des coordonnées au lieu de l'axe de collinéation. Nous reviendrons plus tard, et à un autre point de vue, sur les particularités qui peuvent se présenter dans la transformation linéaire. Nous mentionnerons seulement ici en quelques mots les affinités ou transforrnatiom dualistiques , dont la réciprocité polaire, ayant pour base une conique, nous a appris à connaître
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un cas particulier. Une transformation semblable est déHnie par rinlermédiaire des équations
ou, après résolution,
T.r, = A,/«, -+- Aj/«j -f- Aj, Wj ;
elle fait donc correspondre à chaque point une droite, à chaque droite un point, et peut par suite être considérée comme une expression générale du principe de dualité. On doit surtout remarquer les deux coniques
11 a a r-j-i. = o et 11 A//,, u, «^ = o ,
dont Viiiie est le lieu des points situés sur les droites qui leur correspondent, l'autre est comme enveloppée par ces droites. Les deux courbes sont identiques pour «//, = a^ö et alors SS A/;t m, ma est l'expression en coordonnées lignes de SSrt/ÄJ^/-2^Ä = o. Dans ce cas V affinité dualistique se transforme en réciprocité polaire relativement à la conique SS aïkXiXk = o.
L'affinité dualistique, et spécialement la réciprocité polaire, mérite surtout d'attirer l'attention, parce que c'est par son intermédiaire qu'a été découverte la loi générale de la Géométrie qui est appelée aujourd'hui principe de dualité, et qui trouve son expression fondamentale dans l'emploi des coordonnées lignes. A une courbe du «•*■"« ordre correspond par transformation polaire une courbe de «"^"^ classe K„, qui est appelée X^polaire réciproque àe, G,,.
Cette courbe possède naturellement, si on la considère comme lieu de points, toutes les propriétés (interverties seulement dans le sens dualistique ) qui appartiennent à la courbe G« considérée comme enveloppe de ses tangentes. L'étude de G« comme figure tangentielle revient, par suite, à l'étude de sa polaire réciproque comme figure ponctuelle; par exemple, on trouvera la classe de G« en déterminant l'ordre de K„, etc. Nous aurons donc traité implicitement ce qu'on appelle la théorie des polaires réciproques ( ' ) lorsque, dans la suite, nous aurons étudié une courbe sous les deux points de vue auxquels se réfère le principe de dualité.
(') Voir, par exemple, Salxox, A Treatise on the higher plane Curves, a* éd., Sect. V; ou Herxite, Co(//-f(/'.i^na(^-j«. Paris, 1873, p. 383.
VII. — Les formes ternaires en général
Avant de passer aux théorèmes généraux sur les formes ternaires, nous présenterons préalablement quelques remarques sur la nature des formations qui s'y rencontrent. Plus tard, nous nous occuperons surtout de leur représentation symbolique, et de la translation sur le terrain ternaire des résultats obtenus dans la théorie des formes binaires, translation qui découle de cette représentation.
Considérons d'abord une forme linéaire
cette forme, égalée à zéro, représente, comme on sait, une ligne dont les grandeurs Ui sont les cooidonnees. Nous énoncerons mieux le même fait conformément au principe de dualité en disant que l'équation
est la condition pour qu'il y ait réunion de situation entre le point X et la droite u (p. 88). Nous voyons déjà par là que notre forme linéaire doit avoir la propriété de l'invariance; car nous avons vu que la réunion de situation du point et de la droite ne peut être détruite par une collinéation. Soit donc une transformation de cette nature donnée par les équations
( I ) p X/ = «/, .r j + «,2 Xj -4- a/3 X3 ;
les équations correspondantes en coordonnées lignes deviennent
Sous le bénéfice de ces relations, et en appliquant le théorème sur la multiplication des déterminants, on reconnaît d'abord que le déterminant
X, ri -
a la propriété de l'invariance tout comme dans les formes binaires le déterminant {xj). Nous avons, en effet, immédiatement, si Y,
Xj
Xa
«lî
«îi
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Z sont les coordonnées des points dans lesquels se transforment Yf z, en vertu des équations (i),
•'1 Ji 3i
.1:, )\ ^2 •'■3 Xz ^3
OU, si nous désignons, pour abréger, par {xyz) le déterminant formé de X, jj z et par r. p^ le déterminant de la substitution formé avec les quantités a,>,
Maintenant les coordonnées d'une droite sont proportionnelles aux déterminants binaires mineurs de deux points quelconques situés sur cette droite, et nous imaginerons que les facteurs de proportionnalité qui interviennent aient toujours été déterminés de telle sorte que l'expression U,X| H-UoXo -\- U3X3 se transforme sans facteur en if , x, -+- UoXo -\- ih^ii c'est-à-dire que nous posons
/-Ui = Y.Zj — Y3Z2, «j =72^3 — J3'2» /•Us = Y3 Z 1 — Yj Z3 , H , = >-3 3i — Xi 33 ,
rU3 = YjZ. — YoZ,, «3=:jr,Z2 — j2Zi; et nous obtenons ainsi, en notation abrégée,
(4) Ux = «..
Nous désignerons dans la suite sous le nom de covariant identique cette expression Ux qui ne dépend que des coordonnées points et des coordonnées lignes sans renfermer d'autres coefficients.
La diversité des figures géométriques, causée par la présence des coordonnées lignes dans le domaine ternaire, nous force à élargir corrélativement le cercle des formations invariantes. Tandis, en effet, que dans les formes binaires nous avons rencontré seulement des invariants et des covariants, nous avons ici-, dans les formes homogènes à trois variables, les classes suivantes de fonctions possédant la propriété de l'invariance.
1. Invariants. Ils ne dépendent que des coefficients de la forme originaire (ou des formes originaires dans les sys-
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tèmes simultanés) et donnent par leur évanouissement des propriétés spéciales de la figure (courbe) représentée par la forme originaire.
2. Covitiidiils. Ils renferment, en outre des coefficients de la
forme originaire, les coordonnées d'un point variable ou môme de plusieurs. Dans le premier cas, ils donnent, égalés à zéro, l'équation d'une courbe qui présente à l'égard de la courbe originaire une relation invariante.
Formes mixtes. Elles renferment simultanément, en outre
des coefficients, des coordonnées points et des coordonnées lignes. En égalant à zéro une forme mixte qui comprend une seule série de chacune de ces variables, à chaque point x du plan correspond une courbe enveloppée par les lignes u, à chaque ligne u ime courbe décrite par les points x. On n'a jusqu'à présent considéré ces figures que superficiellement et l'on y était conduit par des formations covariantes en partant de formes primillNcs à coordonnées points ou à coordonnées lignes. Cependant, si l'on lient à être absolument systématique et complet, il est nécessaire de partir de ces formes mixtes ellesmêmes comme formes originaires. Nous reviendrons plus tard sur ce sujet ( * ).
Nous avons à peine besoin de faire remarquer que l'on rencontre encore des invariants absolus (2), c'est-à-dire des fonctions qui
(') Voir le dernier Chapitre du t. III.
(') Leur nombre pour une forme d'ordre n est
car, en cflectuant une transformation linéaire, on peut toujours assigner des râleur» quelconques à 9 coefficients de la forme. Voir la démonstration correspondante pour les formes binaires, p. 3 10, et Aro:<uold, Journal de Crelle, t. 62.
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restent complètement invariables en cas de transformation linéaire, et qui sont donnés comme dans les formes binaires par les quotients de puissances convenables d'invariants (p. 244)« Nous comprendrons par la suite toutes ces formations sous le nom àHnvariants fonctionnels. Nous les rangerons suivant leur degré par rapport aux. coefficients de la forme primitive, suivant leur ordre relativement aux coordonnées points et suivant leur classe relativement aux coordonnées lignes.
Ici se présente naturellement la question de savoir s'il est possible de caractériser d'une manière tout à fait générale la constitution extérieure des formations semblables, ainsi que nous y sommes parvenus dans les formes binaires pour les invariants et les covariants. Ce résultat peut être, en effet, atteint et nous y serons conduits par un système de notation symbolique tout à fait analogue à celui qui a été employé lorsqu'il s'agissait de deux variables, et qui pour cette raison ne nécessitera que de courts éclaircissements. Cette notation symbolique repose sur le remplacement d'une forme ternaire du n'*"* ordre relativement aux quantités x ou a, par la n'**"' puissance d'une expression linéaire, de sorte qu'elle se présente sous la forme
OU
On a ainsi à ramener les invariants fonctionnels d'une forme primitive à ces fonctions linéaires, comme il a été fait à l'égard des formes binaires. On peut, en effet, d'une manière déterminée et sans ambiguïté, revenir de l'expression symbolique de la forme dont il s'agit à son expression effective lorsque, dans cette forme, les coefficients de a" entrent linéairement. Si maintenant la formation est du />•*"* degré par rapport aux coefficients de «", nous pouvons, par application du procédé invariant,
où les «/désignent les coefficients effectifs dey, les hi ceux d'une autre formel qui est du même ordre que^par rapport aux variables, déduire de II une autre fonction invariante qui soit du degré p — i par rapport aux coefficients dey et du premier degré par rapport
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aux coefficients de f. En répétant p — i fois ce procédé, qui introduira à chaque fois les coefficients d'une nouvelle forme, nous obtiendrons finalement une fonction invariante simultanée qui renfermera linéairement les coefficients de chacune des /a formes différentes du n'*™* ordre, et de laquelle nous pourrons revenir sans ambiguïté à la fonction originaire H si nous remplaçons successivement les symboles des différentes formes employées par les coefficients effectifs de l'une des formesy. Si l'on imagine, d'autre part, que les différentes formes auxiliaires du n'*""" ordre soient remplacées'par les puissances de formes linéaires ^^, c", é?^. Il est représenté comme invariant simultané de formes linéaires. Ainsi ^ par exemple, l'invariant d'une section conique y= «^. = o apparaît comme invariant simultané de trois formes a^., ^j^, cj.'. Si, en effet, dans la première ligne horizontale du déterminant
nous posons a,A = «t« o-ki dans la seconde a,/; = hih^, dans la troisième aih = CiCji, il vient
ou, si nous introduisons dans la seconde ligne les ö, dans la première les h, dans la troisième les c et que nous effectuions ainsi toutes les permutations possibles,
6A= [abc) [«i^2^3 -H "î^'z^l + «3^^1<^2
— öj/>,C3 — a^b^ci — «,^3^2] = [abcy.
Le fait que le procédé de différentiation employé ne modifie pas la propriété invariante de la/onction II se vérifie de la même manière que la proposition correspondante relative aux formes binaires, caria démonstration donnée alors est, d'après ses termes, complètement indépendante du nombre des variables (p. aaS). Observons seulement que dans la forme D, si les «, sont considérés comme coefficients des formes linéaires en coordonnées points, on peut, à la place des bi, introduire aussi les déterminant?, mineurs binaires formés des coefficients a, ß des formes linéaires en coordonnées lignes : u«, Uf\ car ces déterminants mineurs se
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comportent, en cas de transformation linéaire, comme les a ou les Ä, c'est-à-dire comme des coordonnées lignes. Par suite aussi l'opération
,_, dn , , ^ > ()n , - -, dn , , , ,
(5) ^ («îiS, - Pi«,) -h ^^ («,p. - P3«i) + ^ («, S, - .S,«,)
n altère pas la propriété de l'invariance, si l'on suppose que les coefficients a étaient des expressions linéaires en coordonnées points. Il est à peine nécessaire d'indiquer qu'une propriété tout à fait analogue a lieu pour un invariant fonctionnel d'une forme de n'*°"^ classe u^ ou d'une forme mixte , de même aussi que pour les systèmes simultanés.
Parcelle représentation symbolique, loutes les formations invariantes sont donc ramenées à des formations semblables dérivées de formes linéaires simultanées. Nous n'aurions donc besoin que de rechercher l'expression sjoAolique de ces dernières pour obtenir la réponse à la question posée. On arrive au même résultat par un chemin plus direct si l'on suppose connu le théorème suivant, sur lequel nous reviendrons dans une occasion ultérieure, et dont voici l'énoncé :
Un système de formes ternaires en nombre quelconque dont chacune renferme plusieurs séries de coordonnées points {oCj^, . . .) et de coordonnées lignes [u, v, ...) peut toujours être remplacé par un système réduit équivalent, c est-à-dire par un autre système de formes dont chacune ne renferme plus qu'une série de coordonnées points et qu'une série de coordonnées lignes et dont toutes les formations covariantes simultanées sont identiques avec celles du système originaire ( ' ) ; el ce système réduit se compose toujours d'un nombre fini de formes.
Étant donnée, par exemple, une forme ternaire du /n"°"^ degré en X el du /i'*°" enj^, on peut la remplacer par un système réduit équivalent de trois formes. Représentons symboliquement la forme donnée par
/= a'^h", = (a, Jr, -i- a^.r^ -4- «3 r3]'"[^iJi -*- ^iXi "H ^3^3)*.
(') Foir Clebsch, Ueber eine Pundamentalaufgabe der Invariantentheorie { Abhandlungen der k. Gesellschaft der Wissenschaften zu Göttingen, t. XVII, 187a), et la dernière partie de ces Levons.
expression dans laquelle le produit de chacun des m symboles a et des 71 symboles b doit être remplacé par un coefficient effectif; le système demandé équivalent à /"sera donné par
[ahu] désigne ici encore le déterminant
Oy
Étant maintenant donnée une fonction quelconque H jouissant de la propriété de l'invariance vis-à-vis d'un système simultané quelconque de formes ternaires, nous pouvons représenter symboliquement celte fonction au moyen du procédé (4), (5), comme si elle était déduite d'un système déterminé de formes linéaires. Les coefficients des formes linéaires dans lesquelles les x sont les variables peuvent donc être positivement regardés comme des coordonnées lignes, parce qu'ils se comportent de même dans les transformations linéaires, et nous pouvons d'une manière analogue considérer les coefficients des formes linéaires du type m« comme des coordonnées points. La fonction II peut donc être regardée comme une forme qui ne renferme, conjointement avec des nombres, que diverses séries de coordonnées des deux espèces.
D'après le théorème énoncé sur les systèmes équivalents, il doit être possible de déduire Tl, comme formation covariante, d'un système de formes, dont chacune, en dehors des coefficients purement numériques, ne renferme qu'u/ze série de coordonnées points et une série de coordonnées lignes. Or une forme de cette dernière espèce ne peut être, comme nous le démontrerons bientôt, qu'une puissance de Uj; = u,X| -h M2>^2 H-"3-^.i- On démontre d'ailleurs, dans la théorie des systèmes équivalents, que l'on peut déduire comme invariants simultanés les formes du système originairement donné de celles du système réduit, en effectuant sur ce dernier les opérations (4), (5) d'une manière convenable, et en ajoutant les formes ainsi obtenues après les avoir multipliées par des coefficients numériques déterminés. L'invariant H doit donc pouvoir provenir de la même manière d'expressions de la forme u^', v1,e\.c. Mais les opérations mentionnées, appliquées à ces covarianls iden-
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tiques, fournissent toujours exclusivement des formes qui sont composées de facteurs du type
n peut donc toujours être représenté comme une réunion de formations semblables et de coefßcients numériques.
Nous avons encore à démontrer supplémentairement que tout invariant fonctionnel, qui ne renferme en dehors de coefßcients purement numériques qu'une série de coordonnées points et une série de coordonnées lignes, est nécessairement une puissance de Ux et est par conséquent de la forme u^.. Soit
n(j:j,a:j, X3; «,, «j, Uj)
l'invariant fonctionnel donné; nous pouvons dans son expression remplacer les coordonnées de la droite u par les déterminants mineurs formés avec les coordonnées de deux de ses points en posant
"t=rS«3 — -2>3» «i=r3Zl — 23^1. «3=riZ2 — «iJa-
Après cette substitution nous appliquerons à la fonction II (ar, u) la transformation linéaire spéciale qui suit :
/, = j:,T, -HrtTj-4-2,T3, 'j = ^îT, -+-7jT,-I-Z2T,, '3 ^= ^3^1 -^-^3^2 -+- »îaTj,
où les quantités ti peuvent être considérées comme les coordonnées courantes, et les quantités T/ sont les grandeurs correspondantes pour le nouveau système de coordonnées. Désignant par X, Y, Z les nouvelles coordonnées relatives aux points x, r, z, on obtient, en identifiant successivement t avec x, j-, z, les valeurs
f X, = I , Xj = o, Xj = o,
d'où, pour les coordonnées correspondantes de la ligne u,
U, = 1, Uj = o, U3 = o.
Actuellement on a, en vertu de notre définition de l'invariant
Clebsch. — Géométrie, I. 22
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fonctionnel,
n' désignant la fonction II formée relativement aux nouvelles coordonnées, et rie déterminant de la transformation. Ce dernier est, dans notre cas,
•^1 .Tl 2l
et, à cause de (6), l'équation [y) se transforme en
n(j',,.r 2, .»-.,; «1, u,, «3) =[xjrz]'*-n{i, 0,0; 1,0,0).
Mais, à cause de l'hypothèse faite sur la nature de H, le second membre ne comprend avec une puissance de Ux qu'un simple facteur numérique; désignant ce facteur par c et remettant au lieu des coordonnées dej^ et de z celles de leur ligne de jonction, on
aura
Notre proposition est, par conséquent, démontrée, car la transformation employée est, par définition, sans influence sur la nature d'un invariant.
Nous sommes donc actuellement en mesure d'énoncer Timportant théorème qui suit :
Toute formation invariante d'un système de Jormes ternaires peut être représentée comme une réunion de produits symboliques dont les J acteur s sont des invariants identiques de Informe Ux, [xjz) ou [uvw).
Nous allons d'abord employer la représentation symbolique des formes à fixer la nature des fonctions dont l'évanouissement donne les propriétés du système des formes originaires, qui demeurent invariables dans toutes les collinéations, et nous reconnaîtrons que les invariants fonctionnels ci-dessus mentionnés suffisent à ce but. Pour plus de simplicité, nous supposerons comme donnée une forme primitive unique : on reconnaît de suite que les mêmes conclusions sont entièrement vraies à l'égard d'un système comprenant un nombre quelconque de formes, parmi lesquelles peuvent se trouver du reste des contrevariants et des formes mixtes.
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On voit immédiatement quune condition individuelle de l'espèce considérée ne peut être représentée que par l' évanouissement d'un invariant ('). Si, en effet, H est la fonction dont l'évanouissement fournit la condition énoncée, et que II' soit une fonction qui en dérive par collinéation, II' est nécessairement égal à zéro lorsque II est nul et alors seulement; on a donc
n' =:cn,
c dépendant uniquement des coefficients de la substitution. Maintenant, pour reconnaître dans II un invariant, nous avons à montrer que c est une puissance du déterminant r. Mais, comme nous n'avons affaire qu'à des fonctions algébriques entières, nous pouvons employer le mode de raisonnement dont nous avons fait occasionnellement usage pour les coniques (p. 162), et nous obtenons ainsi
immédiatement
Du reste, si la forme /"satisfait à la fois à plusieurs conditions (2)
lii=o, nj = o, nj=o, ...,
les n, ne renfermant aucune variable, il est possible de démontrer que ces conditions peuvent être obtenues en égalant séparément à zéro les coefficients d'un ou de plusieurs invariants fonctionnels dey dépendant des variables, ainsi que nous l'avons déjà vu à propos des formes binaires cubiques et biquadratiques (p. 283 et 3oo). Si nous imaginons, en effet, une expression II, représentée symboliquement, cette expression renfermera, en même temps que des facteurs du type {abc) qui possèdent visiblement la propriété de l'invariance, d'autres symboles isolés a/, bk ou des déterminants binaires du type aibk — ^/«ä» c'est-à-dire que l'on a
II, = X\[[abc]'> . . . a)b-l . . . [aib,, — bia,,)\ . . ].
Maintenant le système des fonctions H, doit, par l'effet d'une collinéation, se transformer dans le système des fonctions correspondantes n'^ , quoiqu'il ne soit du reste pas nécessaire que chaque fonction H,- se change en la fonction correspondante 11'^ . Nous em-
(') Voir ARONnOLD, Crelle's Journal, t. 63, p. ooi.
(•) Voir, pour ce qui suit, Gram, Math. Annalen, t. VII, p. aSo.
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ploierons dans ce but la transformation linéaire spéciale que voici :
X, = Ç,.r, -4- >3iJr, -+- Ç, JTj, «j =: ?,U, -4- IjU, 4- Ç3U3, Xj = Çj.rj -h T,iX^ -f- Ç.JT:,, «2 = »IlU, -H î^îU, -!- fijUs, X3 = Çj j:, H- /îsXj 4- i;3 JTa, «3 = ?iUi + CjUj -+- ÇjUj,
dans laquelle ^,, rjj, ?^j désignent les coordonnées de points fixes quelconques, ou après résolution, en appelant w, w, t les coordonnées respectives des lignes de jonction rî^, ^^, \r, (dételle sorte que, par exemple, t^, =^2^3 — ^nK-i), et posant r = {l^tK),
r.Ti = fiX, H- fsXa -+- «»iXa, rU, = c, u, -4- (f, «2 -f- ^11/3, /•jr, = «'iXj 4- WjX; + tï'sXj, rUj = fj«! 4- (t'a «2"+" '^»"3» r.V3 = /i Xi -h ^2 X2 -1-/^X3, /•U3 = ('3 M, + «'3 «2 4- ^3 «3-
Nous savons maintenant que les symboles ai se comportent dans la transformation comme les m,, que par suite les déterminants binaires formés des a et des b se comportent comme les déterminants correspondants formés de deux séries de coordonnées lignes, c'està-dire comme des coordonnées points. Si nous désignons donc para', b', . . . les symboles de la forme qui tire son origine dey*par l'intermédiaire de notre transformation, ilvient, par exemple,
«1 = û'i ?i ■+- «2 ?2 + «3 ?3 = «j > «2 = «', ' «3 = oç 1 [ab)„ = [a^bi — b^a^) z=w^[a'b')i -h Wi[a'b')i -\-w^[a' b')3=z [a' b'w).
La fonction TV^ ne renferme plus que des facteurs symboliques dont la propriété invariante est manifeste, et qui dépendent encore des grandeurs complètement arbitraires |, yî, Ç, v, w, t\ Jl'i est donc un invariant fonctionnel renfermant trois séries de coordonnées points et trois séries de coordonnées lignes. Comme tel, IIj possède un sjstème équivalent de formes (p. 335) dont chacune ne renferme qu'une seule série de variables des deux espèces, et inversement II', peut être composé linéairement avec des formations dérivant des formes du système équivalent au moyen du procédé invariant qui nous est connu. De là et de la circonstance que les formations précitées sont en partie identiquement nulles si l'on égale deux des coordonnées cogrédientes, on peut conclure (*)
(') Des détails plus étendus sur ce sujet ne sont pas possibles ici, parce que nous n'avons pas encore traité la théorie des systèmes équivalents; nous renvoyons donc encore à la dernière Section de la théorie des connexes.
üfTRODCCnO!« A tA TB£0KIK DES FOBMES ALCÉBIII0CE8. 34 1
que nj. s'évanouit toujours indépendamment des grandeurs arbitraires ^,/j, Ç, V, w, t lorsque toutes les formes du système équivalent sont nulles indépendamment des variables x, et u/ qui y sont renfermées, et réciproquement. On trouve ainsi que la condition de l'évanouissement identique de l'expression U'^ peut être remplacée complètement par la condition qu'un certain nombre de formes mixtes soient identiquement nulles. Mais il suit alors de là que l'on peut considérer les fonctions 11'^ comme les coefficients d'une forme mixte, et nous avons le théorème suivant (d'où résulte la démonstration de la proposition correspondante relative aux formes binaires, p. 216) :
Toutes les propriétés invariantes d'une forme ternaire peuvent être représentées par V évanouissement d'invariants, ou par l'évanouissement identique de covariants, de contrevariants ou de formes mixtes de la forme primitive ( ' ).
A la représentation symbolique des formes se rattachent les explications suivantes. Nous avons déjà fait observer que c'est sur cette représentation qu'est principalement fondée, à l'égard des formes binaires, la démonstration du théorème de Gordan sur le nombre fini des systèmes de formes (2). En outre, la symbolique nous fournit ici un principe auquel nous avons déjà renvoyé, et d'après lequel il est possible d'utiliser de suite pour les formations ternaires tous les théorèmes connus sur les formes binaires, et d'interpréter sans peine géométriquement une certaine classe d'invariants, lorsque cette interprétation a été faite pour les formes binaires correspondantes.
(*) Si l'on considère comme identiques toutes les formes ternaires qui dérivent les unes des autres par transformation linéaire, une forme ternaire est, d'après ce théorème, complètement définie par l'évanouissement de certains invariants fonctionnels, c'està-dire déterminée au moins relativement aux formes qui s'en déduisent par des transformations linéaires, et de là suit immédiatement ce théorème : Deux formes ternaires peuvent être transformées linéairement l'une dans Vautre, lorsque pour toutes les deux existent les mêmes relations entre les invariants fonctionnels (l'égalité des invariants absolus est comprise dans cette condition).
(') Pour ce qui concerne la proposition correspondante relative aux formes ternaires et en générai aux formes à n variables, voir Svlvesteb, Comptes rendus de l'Académie des Sciences, p. iSSg et 1427» i" semestre 1877, ainsi que les travaux antérieurs de GoRDAN sur les formes ternaires du troisième et du quatrième degré.
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On est conduit naturellement à ce principe de translation par l'étude du système des points d'intersection d'une droite avec une courbe donnée. Une courbe du /z''"" ordre est, comme on sait coupée par une droite en n points (p. 67). En général, ces points n'auront aucune propriété spéciale, c'est-à-dire aucune qui soit donnée par l'évanouissement d'un invariant déterminé de la forme binaire représentant le système des points d'intersection sur la droite. Ce dernier cas peut toutefois se présenter pour certaines positions particulières de la droite considérée. Ainsi, par exemple, pour une tangente de la courbe qui est définie par la condition que deux de ses n points d'intersection se confondent au point de contact, le discriminant de la forme binaire d'ordre n dont il s'agit s'évanouira, et l'on peut de même, dans une courbe du quatrième ordre, chercher les droites dont les quatre points d'intersection avec la courbe déterminent un rapport anharmonique d'une valeur donnée. Toutes les questions de cette nature reviennent à établir les formes binaires qui répondent au système des points d'intersection, et c'est à quoi l'on arrive d'une façon simple en représentant le point mobile x de la droite de la manière connue,
au moyen d'un paramètre — comme fonction de deux points y
et z situés sur cette droite. Nous poserons donc (en négligeant le facteur de proportionnalité qui est sans influence sur ce qui suit)
Xj r:= Y-iXi -h •/.., Sj, •^2 =''•1 J2 -^ '^2 -2«
xj et X2 représentent ici les coordonnées binaires du point x situe sur la ligne de jonction de j et de z, et ces derniers points sont précisément les points fondamentaux du système de coordonnées dont il s'agit (p. 212).
Si nous portons ces expressions de x dans l'équation de la courbe, que nous supposons donnée par
les points d'intersection de la ligne j^2 seront déterminés par les n
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racines — de l'équation
-+-xi(a, 3, -ha,Zi -+- ajïjjj^rr: {x,a_r + x.rt.'"::- o.
Ein désignant donc, pour abréger, les expressions symboliques Oy, Ug respectivement par ar|, «j, nous obtenons une forme binaire
f = («i«i -f- «««î)" = «" == pr,
qui est représentée géométriquement sur la ligne j^z par les n points d'intersection de celle-ci avec la courbe donnée J'= o. Chacune des propriétés projectives de ce système de points a maintenant pour condition l'évanouissement d'un invariant de la forme binaire 9 (' )• Un tel invariant se compose, d'après les propositions relatives aux formes binaires, d'une réunion de produits dont les facteurs individuels sont donnés par des déterminants symboliques delà forme (aß) = a« ßj — ßi ao. Si donc nous représentons cet invariant par
I = 2cn(ai3),
les c désignant les facteurs numériques qui peuvent s'y rencontrer, et que nous remplacions de nouveau a, ß parleurs expressions en Y, z, une propriété invariante du système des points d'intersection
(') II existe dans le plan un nombre de lignes doublement infini. Si donc nous imposons au système des points d'intersection une ieule condition, il y aura un nombre de droites simplement infini qui y satisferont. Au contraire, il n'existe qu'un nombre fini de droites satisfaisant en même temps à deux conditions. Maintenant une condition est toujours représentée sur le terrain binaire par l'évanouissement d'un inrariant, et les droites correspondantes du plan enveloppent, d'après les développements du texte, une courbe (contrevariante). Si l'on ajoute comme seconde condition l'évanouissement d'un second invariant binaire, les droites du plan satisfaisant à deux conditions seront données par l'ensemble des tangentes communes à deux courbes. Si, au contraire, les deux conditions sont représentées par l'évanouissement identique d'un covariant, les droites correspondantes seront données par les tangentes communes à un système de courbes, deujc courbes particulières du système ayant d'ailleurs d^autres tangentes communes. Nous en donnerons bientôt un exemple ci-dessous. Observons seulement ici que, par exemple, trois droites du plan se représentent de la manière la plus simple comme tangentes communes d'un système doublement infini de sections coniques dans lequel deux courbes ont encore une tangente mobile commune.
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sera donnée par une équation de la forme
I = lcn [c/yb.— bya.) =o.
Nous pouvons enfin ici introduire facilement les coordonnées lignes u ; car on a
ayb.— bya.=z[aijri-\-a^_y^ -f-^'sJs) (^i «i +^222 + ^s^s)
— [biJTv -h b.,Xi + èjjTs) («iZi +«'2^2 + «'323)
= («, b, — è, CTj) ( jr, 32 — 3,^2) 4- («2 *3 — *2«3) (J2Z3 — Z2J3) -4- («:,/^, — ^-jö,) (73Z, — Z3J1),
ou, en observant que les déterminants mineurs des^, z sont proportionnels aux coordonnées de leur ligne de jonction u, et négligeant le facteur de proportionalité,
Oyb. — byU. =z i^abu).
La condition pour que le système des points d'intersection d'une ligne u avec la courbey= o ait la propriété invariante
2cn{a|3) =0
est donc donnée par l'équation
2!cn [abu] =0;
cette dernière représente une courbe enveloppée par la ligne u, et dont la classe est égale au nombre des facteurs déterminants symboliques contenus dans un terme de l'invariant binaire II.
Le théorème simple et extrêmement fécond trouvé par ces développements peut s'énoncer ainsi qu'il suit :
Si une droite est assujettie à couper une courbe du n'*"^' ordre en un groupe de points qui possède une propriété projectile particulière, l'équation de la droite enveloppée par la courbe s'obtient de la manière que voici : on représente symboliquement l'invariant de la forme binaire du n'''"' ordre, dont l'évanouissement exprime la propriété demandée, et l'on remplace chaque déterminant binaire (aß) qui s^y rencontre par un déterminant ternaire (abu), les u désignant les coordonnées lignes, et lésa, b, ..., des symboles de la forme ternaire donnée ( * ).
(') Ce théort^me peut s'étendre h un nombre quelconque de variables et a été donné BOUS cette forme dans le Mémoire cité de Clbbsch, Journal de Crelle, t. 59.
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Quelques exemples peuvent servir à montrer la fécondité de ce théorème, ainsi qu'à caractériser le genre de problèmes dont il fournit en principe la solution.
Proposons-nous d'abord le problème déjà traité ailleurs : Représenter une conique
en coordonnées lignes. Si nous employons les notations précédentes, la courbe sera rencontrée par une droite u en un couple de points donné par l'équation
«x = («1 Xl -+- «.•''2]* = O.
Pour une tangente, les deux points de rencontre doivent se confondre ; autrement dit, le discriminant de la forme ac^ , savoir
est nul. L'équation de la conique en coordonnées lignes est donc représentée symboliquement par
[abu)- = 0.
On peut facilement démontrer l'identité de cette équation avec celle qui a été précédemment donnée. On a en effet, d'après les notations employées alors,
a^ = bj. = aiiarl+ «22-^2 + ^33-^3 -+- aa^j Xj-rj -h ^öji^s-r, 4- 2.012X1 x^. Nous avons donc à poser dans [abu)-
Le développement du déterminant symbolique donne alors
[abü]- = ul («î^j— t2«3)*-+-«i («3*1 — *3«i)^+«3 [aib^ — bia,-
H- 2«j«3(a36i — èjoi) («lèj— *1«2) -+-2«3«, («1^2— A,aj) («2*3— *2«3)
-h'XUi u^la^bj — b^a^) [a^bi — b^a^]
= 2«î (ûî2«33 — «23) + • • • -+-4«2«3 («1J«13— «11«23) H" • • • >
OU, comme on le voit facilement,
ahuÇ-
D'une manière générale, il est possible de représenter semblablement en coordonnées points l'équation d'une courbe donnée en coordonnées lignes, en partant du discriminant de la forme binaire correspondante, ce sur quoi nous reviendrons bientôt. Nous citerons encore auparavant les exemples suivants :
Nous avons vu que le discriminant d'une forme binaire cubique
était donné par
«^ = isj« = v^ = cy^
et par conséquent la condition pour qu'une ligne u rencontre une courbe du troisième ordre
a']. = (a, JT, -f- a^x^ H- «s^s)' = O,
en deux points coïncidents, ou V équation de la courbe en coordonnées lignes est
[abu]* [cdu]* [acu] [bdu] = o,
by c, d étant des symboles équivalents à a.
La courbe générale du troisième ordre est donc de la sixième classe.
Nous avons représenté le discriminant de la forme binaire biquadratique
par
/' - ßj\
expression où i = (aß)»,y = (aß)" (ßy)- (y«)"; l'équation de la courbe du quatrième ordre
est donc, en coordonnées lignes,
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si l'on pose
J = [abu * [bcu]* {cau]\
La courbe générale du quatrième ordre est donc de la douzième classe.
Maintenant, comme on a des méthodes générales pour former le discriminant d'une forme binaire (p. aSp), on peut aussi établir l'équation en coordonnées lignes de toute courbe donnée en coordonnées points. On peut donc en particulier indiquer la classe générale d'une courbe du /i'*""" ordre ainsi que le degré de l'équation en coordonnées lignes par rapport aux coefBcients (*). Le discriminant d'une forme binaire du n''"*^ ordre est en effet du degré a (n — i) par rapport aux coefficients de celle-ci ; il renferme donc 2(/i — i) symboles différents, mais équivalents entre eux, dont chacun entre à la «'^"^ dimension. Or ces circonstances ne seront pas modifiées si l'on remplace un déterminant binaire {ab) par le déterminant ternaire {abu). Donc :
L'équation en coordonnées lignes d^ une courbe d'ordre n est du degré 2(72 — 1) par rapport aux coefficients de son équation en coordonnées points.
Nous savons d'ailleurs (p. 242) qu'un invariant binaire du degré /• par rapport aux coefficients d'une forme d'ordre s renferme toujours - rs déterminants facteurs. Il entre donc dans notre discriminant n[n — 1) facteurs du type {ah), et, comme l'application du principe de translation transforme tout facteur semblable en une expression linéaire par rapport aux u, il suit de là que : Utw courbe de Vordre n est en général de la classe n{n — i).
Nous revenons à l'exemple traité en dernier lieu. L'évanouissement du discriminant d'une forme binaire biquadratique n'est
r* qu'un cas particulier de la condition que son invariant absolu -z^
ait une valeur donnée, c'est-à-dire que les quatre points forment
( ' ) La supputation donnée ici se réfère d'abord exclusirement au cas où la courbe ne possède pas ce qu'on appelle des points multiples. Voir, sur ce sujet, le tome II de ces Leçons.
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un rapport anharmonique déterminé. Corrélativement, réquation
dans laquelle k est considéré comme un paramètre, représente, d'après notre principe de translation, un système de courbes de la douzième classe en nombre simplement infini, dont chacune a la propriété que toutes ses tangentes rencontrent la courbe donnée du quatrième ordre en un groupe quaternaire correspondant à un certain rapport anharmonique, et ce rapport a se détermine au moyen de l'équation (p. 297)
de la manière connue, en fonction du paramètre k. Si nous donnons en particulier à k les valeurs o et 00 , nous obtiendrons successivement les théorèmes suivants :
Les lignes droites gui coupent équianharmoniquement une courbe donnée du quatrième ordre a]. = o enveloppent une courbe de la quatrième classe
1= (ai«)*=r:0.
Les lignes qui coupent harmoniquement cette même courbe enveloppent une courbe de la sixième classe ( * )
J = [abuY [bcuY [cauf — o.
(') En anticipant sur les développements du texte et en supposant la notion des tangentes d'inflexion et des tangentes doubles {i^oir le tome II), nous ajouterons ici comme complément de la note de la p. 3.^3 les observations suivantes :
La courbe a' =0 a un nombre fini de tangentes d'inflexion, c'est-à-dire de tangentes qui rencontrent la courbe en trois points consécutifs. La forme binaire qui correspond au système d'intersections d'une telle tangente a nécessairement une racine triple, c'est-à-dire que l'on doit avoir simultanément i =:0 et/ = 0 (p.agg); le principe de translation donne par suite ce théorème :
Les tangentes d'inflexion de la courbe du quatrième ordre sont les tangentes communes aux courbes
l = (aÄ«)* = o, J =(a*a)'(*ca)'(ea«7= o;
leur nombre est donc i^.
Si l'on pose le problème correspondant à l'égard des courbes du troisième ordre, la forme binaire cubique corrélative «^ doit être un cube parfait; autrement dit, il faut que sa forme hessienne A — («,3)'a^;3^ s'évanouisse identiquement. Si maintenant, en général, deux conditions sont données pour le système des points d'intersection
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Le même principe trouve aussi son application à l'égard des invariants simultanés de plusieurs formes binaires. Étant données, par exemple, deux formes quadratiques
«; et a;,
ces formes seront représentées par deux couples de points dont le rapport anharmonique a se détermine au moyen de l'équation
D"(a — l)» — DD"(aH-l)»=0
(p. 269), dans laquelle D' désigne l'invariant simultané (ûa)^, D et D" respectivement les invariants [ab)-, (aß)-. Notre principe de translation donne ici immédiatement ce théorème :
Les lignes droites^ dont les points d'intersection avec deux
par l'évanouissement identique d'un covariant binaire
cette équation devient, par l'application du principe de translation, si l'on remet x^ à la
place de x^Jri -i- x.z,,
X étant un point situé quelque part sur la ligne u. Nous exprimerons cette condition par la substitution
les Vi étant des grandeurs complètement arbitraires. Nous obtenons alors ce théorème :
Si pour le système des points d'intersection d'une ligne u avec une courbe oJJ 1= o un covariant binaire ll{xß)oi^ß^ doit s'évanouir identiquement, u sera touchée par toutes les courbes du système doublement infini {^ayant pour paramètres •',:»',: »>,)
n (aétt) (^auv) ( buv^ = 0.
Il en résulte en particulier ceci pour l'exemple proposé :
Les tangentes d'inflexion dune courbe du troisième ordre a^ = 0 sont les tangentes communes du sjstème de courbes de la quatrième classe
(abu)' {auv) {buvj =: 0.
Comme ensuite pour une forme binaire biquadratique/" la condition de la présence de deux racines doubles est donnée par l'évanouissement identique du covariant iH — jf, nous avons cette proposition :
Les tangentes doubles d'une courbe du quatrième ordre a* = 0 sont les tangentes communes du système de courbes de la dixième classe
{aiuy[cduy{cuy)\duvy — {abuy'^bcu)\cauY{duvy = o. Voir, sur ce sujet, Gcndelfinger, Math. Annalen, t. VI, p. i6.
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coniques
0^ = 0 et a;. = o
forment un rapport anharmonique déterminé a, enveloppent une courbe de la quatrième classe, donnée par l'équation
D» (a — 1 )* — DD" (a -+- 1 )« = o, si l'on pose
D' ^ («a«)*, D = [abuY, D" ■= {ußu]\
Cette courbe se compose en particulier de la conique
[aa.u)- = o,
comptée deux fois si le rapport anharmonique cité doit être harmonique.
Nous pouvons de même écrire immédiatement Inéquation du
produit des quatre points dHntersection de deux coniques sous
forme symbolique. Si la ligne u doit passer par un de ces points,
les deux formes binaires al et al ont nécessairement un facteur
linéaire commun, et la condition pour qu'il en soit ainsi est,
d'après ce qui précède, en désignant par D, D', D' les invariants
binaires connus,
D'2 — DD" = o.
La même équation représente donc aussi le produit des quatre points d'intersection si par D, D', D" nous entendons les déterminants ternaires mentionnés renfermant une série u. En général, on peut donner de la même manière l'équation des points d'intersection de deux courbes du m'' "'" et du «'""^ ordre
11 suffit de former symboliquement le résultant des formes binaires «"', a" et de compléter chacun des déterminants symboliques par l'addition de u, de manière à en faire des déterminants ternaires. Nous pouvons de cette loi de formation de l'équation déduire sa classe et par suite le nombre des points d'intersection des deux courbes. Le résultant binaire est, en effet, du /i'^""' degré par rapport aux coefficients de a'"\ il renferme donc n symboles différents a,b, c, ... entrant chacun m fois : il contient par suite en tout mn grandeurs a, b, c,... entrant linéairement et autant de gran-
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deurs ec,ß,y, — De ces nmn grandeurs deux sont réunies en un déterminant facteur : le résultant se compose donc de m.n déterminants facteurs symboliques (p. 242) et, par conséquent, l'équation des points d'intersection est de la classe mn. De là résulte la proposition connue sous le nom de théorème de Bezout ( * ) :
Deux courbes du m'""' et du n"'"' ordre se coupent en mn points. Naturellement tous ces points ne sont pas nécessairement réels.
Les exemples présentés suffiront provisoirement à montrer la fécondité extraordinaire du principe de translation que nous avons établi (2), et dont nous aurons d'ailleurs à faire itérativement usage dans nos considérations ultérieures. En même temps apparaissent à nos yeux les grands avantages qu'apporte avec elle la notation symbolique; en effet, on n'a qu'à jeter un regard sur les formations effectives correspondantes pour se convaincre de leur extrême prolixité. De même, dans nos recherches géométriques subséquentes, cette symbolique nous procurera des facilités considérables ; nous rassemblerons donc ici quelques équations identiques qui sont
(') Voir Bezoct, Théorie générale des équations algébriques, 1769. Dans cet Ouvrage les équations des deux courbes du m'*"* et du «-"n" ordre sont prises sous la forme
/ et ç> étant respectivement des degrés p, r eo x et des degrés q, s en r : le nombre indiqué pour les points d'intersection est
La réduction apportée aux nombres du texte vient de ce que les courbesy-= o, 9 = 0, prises sous la forme donnée, ont respectivement sur l'axe X un point multiple d'ordre m —p et un point multiple d'ordre n — r et sur l'axe Y un point multiple d'ordre m — 7 et un point multiple d'ordre n — s, et que les interjections situées en ces points ne sont pas comptées. Si l'on veut avoir uniquement le nombre des intersections à distance finie, on doit encore retrancher du nombre précédent les points situés sur la droite de l'infini ailleurs que sur les axes. Observons d'ailleurs que le théorème de Bezout peut être démontré Irès-simplement au moyen du principe de correspondance (p. 261) (voir Chasles, Comptes rendus, t. LXXV, 1872, et Focret, Bulletin de la Société mathématique de France, 1. 1).
(*) Voir encore spécialement les applications de ce principe à la théorie des formes binaires du cinquième ordre dans le travail de Clebsch, Das F'ànfseit und die Gleichung fünf ten Grades (Math. Annalen, t. IV, p. 284). H y est démontré incidemment, à l'égard des courbes mentionnées plus haut 1* — AJ' = o, qu'elles se décomposent en six coniques si la courbe donnée du quatrième ordre se compose de quatre lignes droites.
souvent d'une grande utilité pour la transformation des expressions symboliques.
Il est évident que le déterminant
s'évanouit identiquement, car si l'on multiplie les trois premières lignes verticales respectivement par or, , x^, J:^3 et qu'on les retranche de la dernière, tous les termes de la ligne ainsi formée seront nuls. Le développement du déterminant nous donne donc l'identité
( I ) [ahc] dj. — [ahd^ Cj. + («crf) b^ — [bcd ) «^ = o.
On peut fixer facilement cette relation dans sa mémoire en observant que les trois lettres se succèdent dans chacun des déterminants individuels suivant l'ordre de l'alphabet, et que les signes sont alternativement positifs et négatifs. De cette équation on en déduit une autre en remplaçant les x par les déterminants binaires des grandeurs
^1. ^2i ^3> J\i J%y Ji-
On a alors identiquement
(H) [abc] [def] — [abd] [ce/) -f- [acd] [bef) — [bcd] [aef] — o.
Si nous remplaçons ensuite dans (I) la lettre d par la lettre u, il viendra l'identité suivante, qui a le même sens :
( III ) [abu] Cjc — [acu] i^ = [abc ) Uj. — [bcu] Oj.,
d'où résulte, par élévation au carré,
[abuYcl — 1 [abu] [acu) bj.c^ ■+- [acuY b^ = [abc)*ul — 2 (aie) (icu)«^a^ + [bcu]* al
;ivi
Ajoutons enfin l'identité déjà démontrée plus haut et dont il a été fait usage (p. 344)
[abu) —a^br — b^a^..
qui existe lorsque l'on a u^- = o, w, r= o et u, = {xy)i.
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Ces formules s'emploient dans les calculs symboliques absolument de la même manière que les identités correspondantes relatives aux formes binaires (p. 240). Nous ferons spécialement ressortir encore ce fait que l'échange des symboles de même sens et l'addition des expressions identiques entre elles, ainsi obtenues, forment un moyen auxiliaire d'un usage fréquent, et qu'en particulier on a le théorème suivant ;
Si une expression symbolique change de signe lorsqu'on permute deux symboles de même sens, cette expression est identiquement nulle.
VII. — Les formes ternaires quadratiques
Nous nous proposons actuellement d'appliquer aux formes quadratiques ('), c'est-à-dire à la théorie des sections coniques, les idées acquises dans ce qui précède relativement aux formes ternaires. Nous avons déjà traité des courbes du second degré, quoique à un autre point de vue, et nous pouvons par suite être brefs en ce qui concerne les résultats géométriques. Conformément aux exigences de la théorie des invariants, nous n'avons à rechercher ici que les propriétés des coniques qui restent invariables dans une transformation linéaire quelconque, c'est-à-dire qui sont communes à toutes les projections perspectives d'une courbe de cette nature. Donc, suivant notre manière actuelle de poser la question, toutes les différences entre l'ellipse, l'hyperbole et la parabole disparaissent, car ces différences reposent sur le caractère des courbes en question relativement à la droite de l'infini. Or, comme nous pouvons toujours, par collinéation, transformer cette dernière en une droite à distance finie, et qu'inversement une droite quelconque du plan peut être projetée suivant la droite de l'infini, cette dernière n'a plus ici rien de particulier. A l'ellipse et à l'hyperbole nous joignons la conique que nous avons appelée ellipse imaginaire et qui est caractérisée par cette circonstance que
(') Voir surtoat, pour cette théorie, en outre des Memoirs upon Quantics, plusieart fois cités de Cayley, Salmo:«, Lessons introductory to the modem higher Algebra, ainsi que la Théorie des sections coniques du même auteur, Chap. XVill, de la traduction française, par Resal et Vaocueret ( Gauthier-Villars ; i8yO).
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tous ses points sont imaginaires et que pourtant les coefficients de son équation sont réels. Mais nous pouvons, ainsi qu'il a été observé plus haut (p. 216), supposer que les coefficients soient des grandeurs complexes sans que la valeur des développements algébriques en soit influencée en rien. Nous aurions donc ainsi une nouvelle classe de coniques. Mais il est clair que ces dernières peuvent être transformées linéairement en courbes réelles, et que réciproquement les courbes réelles peuvent être transformées en courbes imaginaires, si l'on assigne des valeurs complexes aux coefficients de la transformation. En ce sens, nous pouvons énoncer d'une manière tout à fait générale le théorème suivant :
Une conique proprement dite n'a pas de particularités projectiles; toute conique peut être transformée en une autre quelconque par collinéation.
En particulier, une forme ternaire quadratique ne peut avoir d'invariant absolu , car alors il ne serait possible de transformer les unes dans les autres que les coniques pour lesquelles la valeur numérique de cet invariant serait la même. Nous nous convaincrons directement de ces résultats par l'examen des diflerenles formations invariantes possibles.
L'équation de la conique
f=za].z=bl = 22 a il, xi x^ — o
en coordonnées lignes a déjà été établie plus haut sous sa forme symbolique, lorsque nous avons exposé le principe de translation; elle est représentée par l'évanouissement de la forme adjointe
(a) F = {aÄ«)*=: — 2
Remplaçant dansy les coordonnées u par les déterminants mineurs qui leur sont proportionnels, formés avec les coordonnées x, y, nous obtenons, à cause de l'identité
l'équation du produit des deux tangentes menées du point j^ à la
«Il
fl,ï
«il
au
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conique, sous la forme connue (p. i34)
L'équation des points de contact de ces deux tangentes s'obtient facilement, parce que ces points sont les points d'intersection de la conique et de la polaire de^, dont les coordonnées sont données par
I à/ir)
2 àji
bybi = ejCi.
Il suffit de porter ces valeurs dans l'équation des points d'intersection de la ligne v avec la courbe y = o
pour obtenir le produit des points de contact. Comme ici les coordonnées V entrent au second degré dans {avu)-., nous devons introduire par le procédé de différenliatlon connu (formation polaire) d'autres symboles w de même sens, et remplacer alors les vi par bi by, les Wi par c< c,- : l'équation cherchée devient par suite
(ai'tt) {(cuvu) = [abu] [neu] byCy = o.
Nous sommes conduits ici au premier exemple d'une forme mixte; si nous y supposons j' constant, elle nous donne égalée à zéro le produit des deux points de contact; si nous prenons u constant, elle représente l'équation des deux tangentes menées kj^ par les points d'intersection de la ligne u avec celte courbe. Cette forme mixte peut du reste, par l'application des identités qui ont lieu pour les formes ternaires (p. 352 ), être représentée comme fonction rationnelle et entière de formations plus simples. En premier lieu, l'identité (IV), à cause de
F = [abu )* = [acu ) * = [bcu]\
donne, si nous écrivons x au lieu de^ et que nous posions
k=[abcY, 1 [abu) [acu) b^Cj^ =/F — A «^ -t- 2 [abc) [bcu) w^. a^.
Si nous permutons ensuite dans le dernier terme de cette équation les symboles équivalents a, b, c, nous pourrons remplacer ce terme par le tiers de la somme des expressions ainsi obtenues; il devient alors
[aùc] ibcu) Uj.aj.=^ ^ [abc] u^. [{f'cu) a.^ — [acu] bj. + [abu]c^.
Faisant enfin usage de l'identité (IH), nous obtenons [abc] [bcu ) u^a^=:^A u^,
et nous avons par conséquent, pour notre forme mixte, (3) 2.[abu) [acu] b^c_j,=^fF — -Auj..
Comme la conique n'a pas d'invariant absolu (p. 354) et ne peut conséquemment avoir qu'un seul invariant, l'invariant A, qui se rencontre ici, doit, d'après ce qui précède, être identique, à un facteur numérique près, avecle déterminant dont l'évanouissement est la condition pour que la conique se décompose en deux droites. Nous trouvons en effet, suivant le calcul effectué plus haut {p. 334)
(4) A = {abcY=6
Maintenant, avec les formes/*, F, A, le cercle des formations possibles est fermé. La démonstration de cette affirmation se fonde sur les deux théorèmes suivants ( ' ) :
Tout produit symbolique qui renferme le facteur symbolique [abc) renferme le facteur eßectij" K.
Tout produit symbolique qui contient un facteur symbolique [abu)f mais point de facteur sjnibolique du type [abc), se décompose en termes qui renferment les uns le facteur effectif F, les autres le facteur effectif Kux.
Pour la démonstration du premier théorème, il suffit de remarquer qu'une expression multipliée par le facteur [abc) peut, dans
(') Foir Clbbsob, Zur Theoti&der Charakteristihcn {MmI\. AnnaUn, t. VI, p. i).
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tous les cas, être représentée comme une somme de termes particuliers dont chacun est de la forme [abc) a, b/^ci M, M ne renfer" raant plus les symboles a, b, c. Parmi ces termes, tous ceux dans lesquels deux des indices i, /r, / sont égaux, s'évanouissent parce qu'ils changent de signe si l'on permute les symboles, et chacun des autres termes est, à cause de la permutabilité de a, b, c, égal
à rï (aÄc)-, et par conséquent renferme le fadeur effectif A.
Si, au contraire, un produit symbolique contient un facteur [abu) sans renfermer en même temps un facteur [abc], les symboles a, b se présentent encore une fois en l'une des quatre combinaisons suivantes :
Un déterminant [abu] ; le facteur F est alors immédiatement
mis en évidence :
Ou deux déterminants : (acw) (bdu); Ou un déterminant et une forme linéaire : [acu] bjc\ Ou deux formes linéaires : Oxbx-
Dans ce dernier cas, l'expression s'évanouit identiquement, car le facteur [abc) ax Archange de signe si l'on permute a et b. Dans le second cas, à cause de la permutabilité de c et de c? et à cause de l'identité (II) (p. 352), si dans celte dernière on remplace d elf par M et e par rf, nous avons, en désignant par M un facteur qui ne renferme plus a, b,
M [abu ) [acu )[bdu) = - [abu ) [•(««/) [bdu] — [adu ) [bcu )] M = i. [abu )» (crf« ) M = - ¥[cdu) M.
Dans le troisième cas, nous obtenons, d'après l'identité (IH), [abu] (acu) ôj-M = - [abu] [[acu] b^ — [bcu] a^]M z= -[abu]\[abu)c^— [abc)ux]M = - F c^ M [abu] {abc]uj,M.
Ici le second terme contient le facteur effectif A d'après le premier théorème, et le second théorème se trouve aussi démontré à cause de la divisibilité de tous les autres termes par F.
Toute formation invariante appartenant kj et ne renfermant qu'une seule série de coordonnées points et une seule de coordonnées lignes se compose ainsi de facteurs symboliques de la forme [abc), [abu), a^, m^. Nous pouvons, par le procédé de décomposition précédent, isoler des parties renfermant des facteurs A, F, ou A Ux jusqu'à ce qu'il ne se rencontre plus de facteurs symboliques du type [abc) ou [abu). Le produit restant ne peut plus être qu'une somme de termes de la forme a^b^., . . . , u^. et ne peut se composer par suite que d'une puissance defel d'une puissance de Uj. Par là se trouve démontré le théorème suivant :
7'out invariant, covariant, forme adjointe ou forme mixte d' une forme ternaire quadratique renfermant au plus une série de X et une série de u, est une fonction entière des formes
Le nombre des formations invariantes devient incomparablement plus grand si l'on considère le système simultané de deux formes quadratiques, autrement dit si l'on étudie les relations respectives de deux coniques. Nous allons établir le système complet relatif à ce cas, c'est-à-dire indiquer les invariants fonctionnels simultanés en fonction entière et rationnelle desquels tous les autres peuvent s'exprimer, et nous abordons d'autant plus volontiers ces explications que nous n'aurons plus dans la suite à revenir sur des questions de cette nature.
Ce qui suit peut donc, en général, être considéré comme l'exemple le plus simple de semblables recherches.
Soient
f — «J — h'^=...= Ha)^. XiX^
les deux formes données. Nous avons d'abord, d'après ce qui précède, les formes adjointes
et les invariants
Par l'introduction, à titre d'éléments principaux, des symboles
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employés dans ces formes, savoir :
a, = ij C3 — /5>3 Cj, ai = ^jC, — ^iCj, «3 = i, Cj — Ä,c,,
les considérations suivantes sont notablement simplifiées. On a d'abord ce théorème :
Si un produit symbolique II renferme le facteur [abw) = ^'a, ce produit peut être transformé de telle manière qu'il s'y trouve aussi un facteur (^abw), v, w étant des coordonnées lignes ou des symboles deformes quelconques et par conséquent des grandeurs tout à fait arbitraires.
On a en effet alors
n = [abv] a y b. M,
M ne renfermant plus les symboles a, b, et y, z ayant une signification quelconque. On aura par conséquent, d'après l'identité V
an = [abv] [ûyb. — bya.)'M.= [abv] [abw] M,
si Ton pose Wi= {yz)i. c. q. f. d.
Maintenant nous supposerons toujours que les symboles a, b aient été réunis autant que possible dans les symboles a ; et, lorsque nous parlerons des svmboles a, nous entendrons par là uniquement ceux qui ne peuvent être réunis à d'autres symboles b de manière à former un symbole a. Une convention analogue aura lieu à l'égard de a\ b' et a'.
D'après cette supposition, il ne peut plus entrer dans un produit symbolique de facteur du type [ab^') ou (a'^V) j car alors il est toujours possible, ainsi que nous l'avons démontré, de transformer ce produit de manière qu'il renferme encore un facteur [abw) ou (a'è'w); or nous pouvons poser (aè) = a, ce qui donne naissance à des facteurs du type ^^a w« ou UatWa'- Il en est aussi absolument de même à l'égard des symboles a, a'. Tout facteur {(x^y) entraîne un autre facteur (aß^), et, d'après le théorème sur les déterminants adjoints, on a alors (p. 14^)
3 [apjr) {aß z] z= Am Oy a..
Il résulte de ces développements que, dans un produit symbolique
de l'espèce considérée, on doit supposer uniquement des facteurs appartenant aux types suivants :
«a, «a, fla', «'a'.
[aa u), [ucf! x).
La combinaison la plus simple consiste à composer une forme simultanée avec deux facteurs égaux de ce tableau ; ce qui, en outre des formes contenues dans (6) et (7), donne naissance aux suivantes ( * ) :
Aii2 = o;-, A,22 = «a'' F,2 = («fl'«)S *,,= (aa'x)».
Pour une forme composée de facteurs différents, nous pouvons
maintenant montrer que, parmi les facteurs des types indiqués
dans (8), jamais il ne peut entrer deux Jacteurs différents du
mêm.e type dans un produit symbolique, c' est-à-dire que toute
forme
a^ a y b. bc ou a^ a y b'. b'i
peut être représentée comme une réunion d'autres formes qui se décomposent directement en formations moins élevées, ou dans lesquelles les symboles a^ b [ou a', b'] peuvent être réunis en un symbole ce [ou a').
Si la forme a^ayb^by ne doit pas se décomposer directement en deux facteurs, nous aurons, d'après le tableau (8), pour que deux facteurs de même type se présentent, les trois hypothèses possibles qui suivent :
(on peut écrire aussi j: à la place de ^ et î à la place de z).
Dans le premier cas, on a identiquement pour ßi == (a^)/, d'a-
(') D'après le système de notation suivi ici, 4,, et 4„ représentent respectivement les formes (a)3x)', (a'/3'a:)'; mais on a (p. 142)
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près V (p. 352),
«o ^a «X l>t =^a^t{ ^o Oj. — a» ft.r ) + «a f'x ^t
= i^c^l^t — *a fl^r ) ( K Ox — «a /^x ) -H «« /^:r ^/
= -(|3ax) (Pa/) + A,,, 6j,if. c. Q. F. d.
Dans le second cas on a de même, pour a, = [ab)i, Oa.' h^i üj. ht -=i 0^1 hf (aa' x) -h aX- b^bf^^ - («a' t) (aa' x) -\- A,« ij bt.
Enfin, dans le troisième cas, si nous faisons usage de l'identité [aa' u) bi= [abu] a\ — [aba' ) u, + ( ba' u] a^, il viendra
aj.ayb.bt =«x (*«'«) [u^a\ — a\ Ut] ->r {ba' u)- a^Ot
= - (a'„ u-, — «a a'j- ' ( «a«/ — o'a «/ ) H- F,2 Oj, a^,
et les termes du dernier membre se décomposent ici effectivement en facteurs séparés. Notre proposition se trouve par là démontrée, car il est clair qu'un produit cî^ a, b'. b\ peut être traité absolument de la même manière; à l'aide du théorème sur les déterminants adjoints, on transforme d'ailleurs d'une manière correspondante les expressions de lajorme
Mais les deux facteurs a,, a\ ou a^y d^. ne peuvent non plus jamais se rencontrer ensemble; car, d'après ce qui précède, il ne pourrait plus s'ajouter à a« «a, parmi les termes du tableau (8), que deux facteurs tels que a^, d^ (ou a^.-, a^.), ou bien un facteur tel que [aa'u) par exemple. Or on a, pour «/ = (èc)/,
a^a'^[aa' u) = l [abc)[[a' bc] [aa' u) - [a' ac) [ba' u]] = [abc] [a' ba) [ca' u) z= — Ca,a'^ [ca' u)\ cette quantité est donc nulle, et des équations (17) résulte a««;o^fl'^ = P,j= -A,,,/'. c. Q. F. D.
Nous pouvons enfin ajouter une restriction à la combinaison de deux facteurs appartenant à des types difierents; jamais les deux déterminants facteurs i^aa' u), (^txa'x) ne peuvent se rencontrer réunis. La démonstration de ce fait est donnée immédiatement par l'identité
fx
IJ
Après ces développements préliminaires, nous pouvons écrire immédiatement le système complet desjormes ternaires quadratiques J et f ; car il suffit pour cela de former avec les facteurs réunis dans (8) toutes les combinaisons qui ne sont pas exclues par les explications précédentes. Nous obtenons ainsi les vingt formes ( ' ) :
' 1° Formes sans déterminant facteur.
f =al, f =«'i,
Aij2 = fla', Ai22=^öa'»
2" Formes à un déterminant facteur.
N =1 {aa' u) a-c d^, ^ = («a'ar) «, «»',
C| = [aa' u) OaöTj. «a» Tj = (aa' a:) <io' «»<ïx»
C2 = (aa' « ) «a' «!r «a', r, = {%ol X) a'e «a' «x,
D = (aa' a ) a«' a« «« «a'> A = (aa' x) a,' a'a a^ aj. ; 3° Formes à deux déterminants facteurs.
Dans les questions d'un caractère plus géométrique que nous nous proposons de traiter dans ce qui suit au moyen de la théorie des formes, notre problème principal consistera à ramener les for-
(') L'établissement du système et la manière de l'obtenir sont dus à une Communication do M. Gordan.
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mations que nous rencontrerons aux formes du système (9). En même temps nous apprendrons à connaître les figures représentées par ces dernières lorsqu'on les égale à zéro, ainsi que la signification des conditions données par l'évanouissement des invariants simultanés.
Dans nos recherches précédentes sur le faisceau de coniques
(lo)
^l/-i-^if = 0.
le déterminant de y-\f-^ '^ij' et l'équation en coordonnées lignes avaient une importance particulière. Le déterminant, que nous désignerons par A,, s'obtient lorsqu'on remplace dans [abcY les aïk par xi a/^ -h xa a'^. et qu'on développe d'après le théorème de Taylor; on a ainsi
xifli, -f-x,a',, X, «lî -^xjö', j X, a,3 -f-Xia'ij A, = 6 Xj a,] -4- xj a'j , X, «jj -t- Xj a^ , Xj «jj -4- Xj a'j , X, «3, -r-Xäflj, X, aji-h xjfljj xj^jj-f-x,«',, = [abcY xJ -f- 3 {aba' ;- xJ x, h- 3 [ab' a')^ /, ^ + [a' b'c'^ x»
ou, d'après notre système précédent de notation (')
A, = A,ii»î -h 3A,,,xJxj -}- BAjîî
On trouve de même pour le premier membre de l'équation en coordonnées lignes
x,a,, 4- x,«,, x,a,î -4- xjö,j x,a„-t-xjö,. X, öj, 4- Xj a j , X, a^i -h Xj a, ,
X1Ö3, H-Xjflj, X, fljj -f-X.fljj Xia33-4-Xj«3
= (aôtt)« x\ -+- [(aô' « )« H- (ôfl'«)»] X, x, H- (a' 6'«)' xJ,
(•) On a par suite, sous forme développée, si l'on désigne pour un instant par A,t les déterminants mineurs de A,,, et par A,'j;. ceux de A,.,,
3A.„ =2-^«!* = 6(Au«' . -f-A„«'„H- A„a'„ -»- 3A„«',,-l- aA^y^H- 2A„«'„ ),
3A,„=V— ;'-'aa = 6(A'.a,,-+-A',,a.,-+-A;,a,,-t-2A',a,,-4-2A',,a.j-i-2A;,«„). j6^ Oaik
364 rOUE I. — CHAPITRE III.
OU, à cause de la permutabilité de a et b, a' et b'
(l2) Fx =: F„ y.] + 2 F,î •/., •/., -4- F2, y-l
Les coefficients de xj, x' sont donc les formes adjointes des coniques données,et le coefficient dex,X2 égalé à zéro donne, comme on sait, laconique dont leslangentes rencontrent les courbesy=o Gif=:o en des couples de points harmoniques (p. 35o). La présence au second degré du paramètre x dans (12) exprime que toute droite du plan est touchée par deux courbes du faisceau (p. 166). Dans le cas seulement où la droite passe par un des quatre points de base du faisceau, les deux points de contact coïncident. Donc, ainsi qu'il résulte immédiatement du principe de translation (p. 342), le produit des quatre points d'intersection defel def est donné par l'évanouissement du discriminant de F,
Si dans le déterminant F, on remplace les u/ de l'une des bandes par des quantités v^/, F^ = o représente le pôle de la droite t> relativement à la conique x, /-i- Xo f = o. Si l'on prend ensuite
2 \ dar, Ox,J
c'est-à-dire si l'on considère la droite t* comme polaire de x relativement à la conique X, f-j- Xo/'= o, le pôle de cette droite par rapport à x,y-l-X2/*=o est représenté par l'évanouissement de la formation suivante :
Y' ~ 2 djci' -^ ' 2 ÖJ-;)
-1 "u X, an
1 "12 •K^ flj, -f- Xj cjj Xi «1» -(- Xo a
Xo «,
OU symboliquement en vertu de (12)
!l3) \ -+-2X, X, (aa'tt)[>, (afl'c)c, -4->, (ffrt'e'jcj],
-f- x\ a.' ( >, c- c, -f- >, c'.. Cj ) .
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Le premier et le dernier terme ne dépendent que des coeffîcients de l'une des formes et renferment respectivement le facteur c, ouc^; ils contiennent donc respectivement le facteur effectif An, ou A222' Le coefficient de x| ?.2 est la forme B,, celui de x] 31, la forme Ba- Pour ramener aussi les autres termes à des formations simples, posons x^ = X/. Alors Bj^, = o est l'équation du pôle de la polaire de x relativement à la conique x,y-i- Xif = o, c'est-àdire que l'équation du point x et par conséquent B„ renferment nécessairement le facteur u^. Que l'on multiplie en effet les trois premières lignes horizontales du déterminant B„ respectivement parxi, JTj, 0*3 et qu'on les retranche ensuite de la troisième, tous les termes contenus dans celle-ci deviennent nuls à l'exception du dernier, dans lequel on a — Ujc au lieu de zéro. Nous obtenons par suite, d'après (i i),
Si l'on pose, d'autre part, dans (i3), x/= i/, on trouve, en égalant les coefficients des mêmes puissances des X, les relations suivantes, qui au surplus peuvent avec facilité s'établir directement de la manière précédente au moyen du calcul symbolique :
[abu] [abc] Cj. — u^c^Cj^ = - A,..!«^,
B, 4- 2 [aa' u] [aa' c) =: Anj u^, ^{aa u][aa'c']c'j.-i-Bt = AxiiU^,
La réduction aux formes de notre système se trouve ainsi effectuée. Sur la signification géométrique des équations B, = o, Bj = o, il est à peine nécessaire d'ajouter quelque chose à ce qui a été dit à propos de B,v^ = o : B, est formé de B,v en posant /, = 0, Xj = o ; Bo a la même origine pour Xj = o, x, = o.
De B,;^ dérive immédiatement une série de covariants quadratiques, si l'on remplace les u/ par {jl,/] H- fij^^'; et nous nous proposons de montrer comoient tous ces covariants peuvent se ramener
ày,y et ^,2- La formation qui procède ainsi de B,^:
X,«2,-f-X2a'2, X,Ö2j-l-/oa'2 2 X,fl23-f-X,fl',3 fij/j-l-^j/j
xirtai-hxja'a, x, «32-+- Xjfl'gj x,a33-f-X2a33 ."i/s^-f^î/s ^Ji-^hf'i \Â-^hf^ 5-1/3 + '^2/3 O
HxApt=— 2
donne, égalée à zéro, la condition pour que la polaire d'un point x relativement à la conique ^\ f-\- ^2/' = o et celle du même point relativement à la conique iXiJ'-\- [x^J^' = 0 soient conjuguées par rapport à la courbe x,J'-hy.2f^= o. Sous forme symbolique, nous avons, en vertu de (i3),
+ x|( f*i d^rd^ + iiidl,d'_^ ) ( \ c^.c^ -f- >2 c^,c^ \ ,
ou, si nous désignons par P les covariants qui se rencontrent ici et que nous les distinguions par des indices correspondants,
Hx>j,= Î^H^lf^lPll -*-^lf*2Pn -l->î.^lPil -t- >-2,"iPM)
+ 2/iXj {>, f^lP*! , 4- >l /^îP', 2 -+- ^î.t^lP'î , H- >î."2 P',, )
-+- 5t^ [\ f*iP", , H- >, .UjP", j + >2 a, P'; , H- >j UjP;, ),
ce qui rend immédiatement visible la signification de chacune des quantités P-^*. Pour les ramener aux formes de notre système (9), posons d'abord X/ = X/ dans le déterminant W^^^.
Retranchons ensuite, comme tout à l'heure pour B,,, dans (i4) de la quatrième ligne horizontale les trois premières respectivement multipliées par Xi, x^, x^; il vient
Si l'on fait d'autre part la même substitution dans ( 1 5), on obtient,
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par l'identification des coeüGcients, les relations
Les covariants en question sont ainsi réduits d'abord à quatre, mais il existe encore entre eux d'autres relations qui s'obtiennent en posant dans (i5) jc = u. Il vient alors, corrélativement à l'équation (16),
et par l'identification des coefficients on trouve
1*11=0^111/, 1*21=0 Al,,/',
Plî^^-^ïîî/» *22=2-^22îy •
Les formes Pu, P21 = P<2> P'io = ^20 ^22 ^^ décomposent donc directement en deux facteurs, et les autres peuvent toutes s'exprimer à l'aide des invariants et des formes primitivesy,y. Il ne nous reste plus qu'à donner la réduction de l'une de ces formes, telle que P*, , par exemple, à 4>,2. Or on a
et le dernier terme est ici précisément notre forme P^ , . Il en résulte par conséquent
{19) P'i.=Ai„/-^*.,.
Nous avons donc en fait ramené aux J ormes de notre système les douze covariants qui entrent dans H^v^.
A l'aide de l'équation ( 1 9) nous pouvons sans difficulté caractériser géométriquement les relations de situation de fcl àef données par An 2 = o ou A, 22 = o. Lajorme^ i2 correspond dualistiquement à la forme F42 *, *ï*42 = o représente donc le lieu des pointspar lesquels passent deux couples de tangentes àj et à f formant un système harmonique. D'ailleurs V\ , est ce que devient F22 = ul lorsqu'on pose Ui =^fi î P^ ( = o est donc la conique Jormée par les pôles des tangentes de f ~ o relativement àJ = o, La condition A102 = o exprime maintenant, en vertu de (19), que ces deux courbes sont identiques. Considérons, sous le bénéfice de cette supposition, une tangente u de y = o ; il lui correspond relativement ày^= o un pôle placé sur P" , et les deux tangentes v, w, menées de ce dernier point kf =^ o, sont harmoniques par rapport aux deux menées à/= o, c'est-à-dire sont des droites conjuguées par rapport àf:^ o ; par conséquent, les tangentes u, t», tv de^^ = o forment un triangle polaire dey=:o, et l'on peut construire un triangle de cette espèce pour toute tangente u àef. Mais, comme A,22 = «I' est symétrique par rapport aux coefficients de ajj. et de u^., on peut par correspondance de dualité, en parlant d'un point quelconque de/'= o, construire un triangle dont les sommets soient situés sur f=o et qui soit triangle polaire de f' = o. Nous avons donc la proposition suivante :
Si V invariant simultané A, 2 j = ««- des coniques a^. = o et i/^. = o est nul, il existe relativement à <2^=o un nombre simplement infini de triangles polaires circonscrits à la courbe u^. = 0 et î'elativement à u;^ =^ o un nombre simplement infini de triangles polaires inscrits dans la courbe ß^. = 0 ('). On dit que cette dernière est inscrite harmoniquement àla première, et que la première est harmoniquement circonscrite à la seconde. Le théorème corrélatif est évidemment vrai si An2 est nul; il suffit alors d'échanger les courbes y^^: o etfi' = o.
Il est également facile de fixer le sens géométrique des figures représentées par N = o, Ci = o, C2 = o, et il en est de môme à l'égard de X, F, et T^.
(') Sur les coniques qui présentent cette relation, 'vo/r Suns, Proceedingi of the London mathematlcal Society, t. 11, p. g'i ; Rosaces, Math, ^nnalen, t. VI; Darbocx, Jinlletin des Sciences mathématiques, t. I, p. 3:58.
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On voit, par exemple, immédiatement que N = o est Téquation du point d'intersection des polaires de x relativement ày=o et f =zo. Nous considérerons encore seulement ici la forme C, qui est le déterminant fonctionnel de B,,yet Ux :
df ()B,
O.ri 0.C1
df dBj df dB,
C| = [aa' «ja'^tf^w, = -
Or B| = oest l'équation d'une droite v, telle que la polaire de chacun de ces points prise relativement à^^' = o est conjuguée harmo-
dB nique de la ligne u par rapport ày= o; les dérivées partielles -r— ^
sont donc les coordonnées de cette droite, et C, = o est la condition pour que la polaire de x relativement à f passe par le point d' intersection de u et de u.
Les formes D et A sont d'un plus grand intérêt pour la Géométrie. Elles ont d'abord la propriété que l'une correspond à l'autre sous le point de vue dualistique aussi bien par rapport à J que par rapport àj'. Pour le démontrer, partons de D et posons
Si l'on désigne par ly la formation ainsi déduite de D, il vient D' = {aa'b) a./ «'. c, d^' b^ c^. d^
=z- [a(^b)[a^bj.— b^> a^ ) a^ r. r/,/ c^ d^
= "'''?( i^"' A «'. <^« ^'«' ^x th-
Actuellement, par application de l'identité [a= (oô)], ö«<?x=(«'«^)<^x = («^c)a^— (rt'ôc)^j,-j- [a'ac]bj., nous trouvons
0, Cjg a'^ f , r=c^ . a'^ a^ -h 2 [abc] (a' ac ) b^ a'. Clebscb. — Géométrie, I.
OU, pour (rtc )/ = «/,
Mais le dernier terme du second membre ne diffère de l'expression qui figure dans le premier que par le facteur numérique et par la permutation de h et de c; nous avons donc
Si l'on porte le résultat dans D', il vient
Naturellement on a de même, pour Uiz=f'.,
D" = — - Ajîj.^i
et les équations réciproques au point de vue dualistique ont lieu pour le passage de A à D. Mais nous savons que les cotés du triangle polaire commun dey^ety' jouissent seuls de cette propriété que les polaires de leurs points relativement kfeif enveloppent la même courbe de troisième classe, courbe qui se compose des sommets du triangle en question. Il résulte de là que :
L'équation D = o représente le produit des trois côtés du triangle polaire commun defet def\ l'équation A = o le produit des trois sommets du même triangle ( ' ).
Le résultat était du reste à prévoir, parce qu'un seul covariant D du troisième ordre est renfermé dans notre système, et que le triangle polaire est toujours représenté par un covariant. En vertu de ce principe, Ddoit aussi représenter le triangle polaire commun de F|2 et de 4>,2, et de là résulte que :
Toutes les coniques covariantes de J et de f ont avec ces dernières courbes le même triangle polaire commun D = o, A = o
(') La (Iccoinpositiun de D ou du A en trois facteurs linéaires conduirait à une nouvelle solution pour la réduction simultancu do / et de /' à la forme canonique (p. t58). Nous apprendrons à connaître, dans la théorie des courbes du troisième ordre, un moyen d'cITecluer la décomposition.
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OU, en d'autres termes : Les Jormes D e£ A sont des combinants pour toutes les formes du système
y-if-h y-if'-\- xjy,
ç désignant une forme quadratique quelconque covariante de J et def\ ou si l'on 'veut 4>,2, pour plus de simplicité. Si l'on prend le triangle polaire pour triangle des coordonnées, toutes ces fonctions ne peuvent renfermer que le carré des variables. Si, en effet, nous posons
il vient pour z, = z, /..y = i , >., = )., Xj = i , /^i =.",^2=1,
•x+V o 0 (p-f-).')Çi
et dans le développement du déterminant n'entrent que les carrés des l-
Les coefficients qui se rencontrent dans f sous la forme canonique sont, comme on sait, les racines de l'équation cubique A, = o. Nous avons vu d'ailleurs (p. 168 et suivantes) que la transformation en cette dernière forme n'est plus possible sans restriction lorsque quelques-unes des racines dont il s'agit deviennent égales entre elles. Dans ce cas, les courbesyety se touchent d'une certaine manière et l'espèce de ce contact est déterminée par le mode d'existence des déterminants mineurs de Ax vis-à-vis de la racine multiple de l'équation précitée. Mais ces conditions de contact doivent aussi, d'après un théorème précédent, pouvoir se représenter par l'évanouissement d'un invariant fonctionnel des ïovmesfelj' (p. 341 )• C'est à quoi conduisent les développements qui suivent.
Nous savons c^nefeif se touchent, si deux racines de A,= o, sont égales, c'est-à-dire si le discriminant de la forme cubique A, est nul (p. 169). La condition du contact simple est donc
(20) 4(AiiiAij2 — Aj,j )(A,„A„,— AJj^)— (AiiiA,,j — A,i,Ai„)* = o.
Si, au contraire, A,=: o a trois racines égales, il y a osculation
enivefelf : d'un autre côté, la forme hessienne de la forme cubique binaire A, doit être identiquement nulle (p. 283).
Les condiUons du contact biponctuel sont par suite I \ -Aiii Aiij A]j|
Ans -^122 ^222
Si f et y se touchent en deux points différents, le faisceau y-\J-i-''-2j'= o se correspond dualistiquementà lui-même : par tout point passe une courbe de ce faisceau, et toute droite est touchée par une des courbes qui lui appartiennent. Cette dernière circonstance est rendue possible par le fait que F, = o admet pour — une
racine indépendante des m,, à savoir précisément la racine double de A, = G. En cfFet, le faisceau /ii/i + /.o /' renferme une droite double, la ligne joignant les deux points de contact, laquelle est touchée par toute droite du plan (p. i33); et cette ligne double est déterminée par la racine double de A^ = o. Or cette dernière est donnée comptant deux fois par l'équation A^=o, A^ étant la forme hessienne de A,; par conséquent, le résultant des deux formes quadratiques F„ et A^ est nécessairement nul. Mais ce résultant se réduit ici à l'invariant (AF)-, si l'on pose pour l'instant
parce que A^ est un carré parfait. Après avoir effectué le calcul de l'invariant (ÛF)-, nous avons ce théorème :
Sifetf se touchent en des points séparés, on a, indépendamment des Ui et conjointement avec (20), la condition
(AiiiA,î2 — A^,,)Fj, — (A,,,Aîî, — A,,,A,„)F,, -H (A,,,Ai2, — Afjj)F,, = o.
Le cas du contact Iriponctuel dey et dey' peut être envisagé comme une combinaison des deux derniers cas : A, a un facteur linéaire triple, et F, renferme le même facteur à la première puissance. Maintenant, comme A, = (A| x, -j- Aaxa)' est un cube parfait, la condition posée est satisfaite lorsque le covariant binaire linéaire (AF)*A, s'évanouit indépendamment des quantités x. Si
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donc nous introduisons les valeurs effectives des coeflîcients de Xi, Xj, nous avons ce théorème :
Si J" et font un conctact iriponctuel, on a, conjointement avec (21) et indépendamment des «/, les conditions
, ,, , AnîFj, — 2A,„F„ + A,îjF,i=ro,
AjtiFij — 2A,j,F,2 -H AjjjFh = o.
Les positions remarquables énumérées ici à l'égard de deux coniques se réfèrent seulement aux cas saillants indiqués par la Géométrie. En parlant du point de vue de la théorie des invariants, nous devons distinguer rigoureusement un système quelconque de deux coniques de tout autre système, lorsqu'il n'est pas possible de transformer linéairement les deux systèmes l'un dans l'autre. Or cette possibilité dépend de la valeur des invariants simultanés absolus des deux coniques (*), et la position des coniques vis-à-vis l'une de l'autre est donc caractérisée par cette valeur. Le nombre des invariants absolus est facile^à déterminer. Les deux coniques dépendent en effet ensemble de dix constantes ; or nous pouvons déterminer les huit constantes d'une transformation linéaire, de telle sorte que huit des dix premières constantes prennent des valeurs quelconques; les autres sont alors absolument fixées, c'està-dire que deux coniques ont deux invaj'iants absolus. Nous avons à former ces derniers au moyen des quatre invariants Ahi, Ana, A,22j A222> de telle sorte que les coefficients àefeX. àef y entrent à la même dimension au numérateur et au dénominateur, et c'est sur ces bases que l'on établit de la manière la plus simple les deux fonctions suivantes :
Maintenant notre tâche est d'exposer la connexion de ces invariants absolus avec les rapports anharmoniques qui se rencontrent
(') Cette transformation est toujours possible si les invariants absolus dans les deux systèmes ont les mêmes valeurs et si, dans tous deux, les mêmes covariants, contrevariants et formes mixtes sont identiquement nuls; par conséquent, en {jénéral, si, dans les deux systèmes, les mêmes invariants fonctionnels s'évanouissent (uo/rla Note de la page 3'|i}.
dans la figure formée par les deux coniques. Nous observerons d'abord que les lignes qui joignent un point quelconque àc f=: o aux quatre points d'intersection de y et dey*' forment un rapport anharmonique constant pour tous les points dey(p. 63). Un autre rapport anharmonique constant est également donné par la ligne joignant un point dey aux quatre mêmes points. Nous nous proposons d'exprimer ces deux rapports anharmoniques au moyen dce^i ou rA.2. Remarquons d'abord dans ce but qu'en chacun des quatre points d'intersection [j] àejeiàef, les tangentes aux courbes du faisceau
donnent un faisceau de rayons dans lequel chaque rayon est déterminé par les coordonnées binaires correspondantes x.,, x^ : par suite, la tangente de^au point j^ sera donnée par zo = o, celle de y par K, = o. Conséquemment, A, nous représente une forme binaire cubique telle que les rayons correspondants du faisceau sont les tangentes menées par j^ aux trois couples de lignes, c'està-dire les lignes qui joignent j' aux trois autres points d'intersection. Ces trois lignes forment alors avec la tangente de y en j', c'est-à-dire avec la ligne y.., = o, le rapport anharmonique en question, qui est constant pour tous les points dey. Nous avons, par conséquent, à résoudre le problème qui consiste à déterminer le rapport anharmonique d'une forme binaire biquadratique se décomposant en la forme cubique A, et en une forme linéaire Xa, et l'on y parvient d'une manière connue avec le secours des invariants i'ety de la forme biquadratique (p. 299). Soit maintenant cette dernière donnée par
et posons
K* = a^a[ = [ao-A\ -t- 3^,xJ x^ -f- Sfl-jZ, xj-l- «jx^ ) (c/, •.•., -f- fi'.,Y.,] ;
nous devons, dans
/ = 2(aoat — 4«i«3 + 3«|)
et
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subsliliier
Pour notre but, nous avons en particulier à choisir u^ ■= o, «2 = 1 , et nous obtenons ainsi pour al = A,
a/ = 3{Aj,, — AhîAhi)
07 ^= 3A,n AnîAjjî ^\i\ ^m ^A, , ,, et par conséquent, pour le rapport anharmonique cherché a,
o ( 3A-^^ — 3 A|t»Ani ^
9 i^AiiiAujAijj A,,j Aj2i aAj , j]
ou, après une transformation simple du dernier membre,
Le rapport anharmonique et des lignes qui joignent un point de J" aux quatre points d'intersection de f et de f est donc donné par l'équation (aa), et de même le rapport anharmonique ß des lignes qui joignent un point de J"' à ces quatre points sera donné par l'équation
Par suite de ces équations, nous pouvons, en ayant égard aux relations
énoncer en particulier le théorème suivant :
Si les invariants A, 1 2 ^^ A, 00 sont nuls simultanément, le rapport anharmonique des quatre points d' intersection est équianharmonique j'elalivement aux deux coniques.
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Une queslion voisine est celle de la recherche des trois rapports enharmoniques déterminés sur les côtés du triangle polaire par les points d'intersection de ces côtés avec les coniques y*et y^. Pour établir l'équation cubique correspondante, prenons /" et/"' sous la forme canonique
Sur le côté ^i = o sont situés les deux couples d'intersection
|^ + Ç^=o et y'^+',!"çl = o,
et au système de ces formes binaires quadratiques appartiennent les invariants (p, 267)
Al'aide de ces derniers, on calculera le rapport anharmonique a, des quatre points correspondants au moyen de l'équation (p. 269)
'D^~ 4).")/" («1 — ij"
donc, pour trouvera,, nous avons uniquement besoin de connaître l'invariant absolu
À'" ~DD
c'est-à-dire que nous avons à former une équation cubique dont les racines sont les trois grandeurs
au moyen desquelles nous trouvons alors les trois rapports anharmoniques cherchés, en ayant égard aux relations
Mais nous connaissons les fonctions symétriques de ces trois racines 7, parce que celles des racines X', X", X'" sont déterminées,
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et des équalions
Am
3 ^» = yi" ^vy^ >•)/.
■Aut
Ain on lire, en tenant compte de (28), les relations suivantes :
^'^'^'~ 64AÎ..AÎ,, = ö4(>-9'^.^^*)%
V V -f- V V -»- '/ V — ^^'"^în — 9A|nA,„Ai,,A„. + 27(Aî,^A„, -<-A?„A,
#1 / î ' fi /3 • #3/1 ~ ~" £• » • r~5 ' ' '
i6AÎ,,A*,, = 7^ [• — 3 -A , .1,, (1—9 -Xi — 9.V,, )],
AiuAjii
Les invariants absolus des trois couples deformes binaires quadratiques, qui sont représentées sur les côtés du triangle polaire par les intersections de ces derniers avec f etf, sont donc les racines de l'équation
et des racines de cette équation on déduit les rapports anJiarmoniques a des trois groupes quaternaires au mojen des équations {3») (•).
(') Si l'on prend l'une des deux coniques en question pour base d'une déterminatioD métrique projective dans toute sa généralité {voir la Note de la page 187), on aura à distinguer dans le plan, corrélatJTement aux deux invariants absolus qu'une conique quelconque détermine avec la conique choisie, un nombre de coniques doublement infini, difiërentes les unes des autres au point de vue métrique. On peut obtenir une classification de ces dernières d'après leurs contacts possibles avec la conique fondamentale, c'est-à-dire d'après le mode d'existence des invariants fonctionnels mentionnés au texte. Cela répondrait à la classification en ellipses, hyperboles et paraboles dans la Géométrie métrique ordinaire, car la réalité des quatre points d'intersection avec la conique fondamentale dépendra des valeurs des invariants absolus. Les rapports anharmoniques déterminés par les deux coniques sur les côtés du triangle polaire correspondent alors en un sens aux longueurs des axes dans la Géométrie métrique ordinaire.
Nous ajouterons encore quelques remarques sur le système de trois coniques. Etant données les trois formes quadratiques
le covariant simultané le plus simple qui s'offre d'abord est leur déterminant fonctionnel ou leur jacobien, c'est-à-dire le déterminant formé des premières dérivées partielles
àf
Of
*if
dr.
ôv^
ÔJ-i
Ôf
Ôy
âf
ôa-.
dp
dxi
dx^
dxj
[aa a 10^0^0,
Égalé à zéro, ce déterminant donne une équation qui peut être envisagée comme le résultat de l'élimination des y ou des x entre les trois équations
La courbe du troisième ordre représentée par V évanouissement du déterminant fonctionnel est donc le lieu des points dont les polaires relativement aux trois coniques données se coupent en un même point, et en même temps le lieu de ces points eux-mêmes. Cette courbe, ainsi qu'on le reconnaît immédiatement, se trouve dans la même relation avec trois autres coniques quelconques du système doublement infini
qu'on a coutume de désigner dans son ensemble sous le nom de réseau de coniques ( ' ) ; autrement dit, elle est une combinante du réseau (p. ajc)). C'est sur l'étude de la courbe du troisième ordre ainsi obtenue que se concentre le principal intérêt, lorsqu'on considère des réseaux de coniques. Nous ne ferons que mentionner ici quelques cas particuliers.
(') Voir, sur ces réseaux, Steiner, l'orlesungeii über synthetische Geometrie, t. Il, rédigé par SuinÜTF.n, q Aullagc; Leipzig, 187G, et Creuo^ia, Einleitung in tiie Theorie drr algebraischen Curven.
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En premier lieu, par exemple, les trois courbes peuvent être situées de telle sorte qu'elles aient un triangle polaire commun ; c'est un cas que nous avons déjà cité par occasion (p. Sjo). Nous pouvons alors supposer les équations des trois coniques sous la forme
«Il
ce*
et le déterminant fonctionnel est par suite
La jacobienne du réseau se décompose donc en les troLi côtés du triangle polaire, en supposant que le déterminant des a, ß, y ne soit pas nul, cas où I^o. Lorsqu'il en est ainsi, nous pouvons poser dans notre cas
a. = xx' ■+- Àa", ,5 = z5' H- /S", y = x-/ -4- /y",
c'est-à-dire que les trois coniques appartiennent au même faisceau. On a donc, en général, ce théorème :
«Si le combinant I des trois formes quadratiques J, o, ^ s'évanouit identiquement, les trois coniques correspondantes appartiennent au même faisceau j de telle sorte qu'on af= z5> -f- X?|>. Le cas ail les trois courbes dégénèrent en trois couples de droites à points doubles conununsjait exception.
Pour le démontrer, multiplions la forme I par Mj-, les quantités a/ étant des grandeurs tout à fait arbitraires, m^ étant seulement assujetti à ne pas être nul. Si l'on fait usage de l'identité III (p. 35a),
il vient
[aa* a" Uj. = («* a" u) a^ — aa' «) a'^ -h [aa' u) a'j^,
et si, conformément à nos notations précédentes, nous posons la condition I ^ o se transforme en
Cette relation doit avoir lieu pour toutes les valeurs de x et de u. Si donc on a simullanémenty=o et (j> = o, il en résulte 4' = o ouNyy = 0, c'est-à-dire que t|/ = o passe par tous les points d'intersection àef= o et 9 = o, de telle sorte qu'alors y=r xo H- X(|>, à moins que N^y ne soit également nul. Ce dernier cas exige quelques explications supplémentaires.
La condition N^y = o est équivalente aux trois conditions
dans lesquelles x n'est plus quelconque, mais désigne un point d'intersection àefei de 9. Elles expriment que les coniquesy=o et 9 = 0 se touchent en x. Or, en vertu de I^o, existent pour tout point X des relations de la forme
les grandeurs «^. ^f" sont donc proportionnelles aux coordonnées de la tangente de f et de 9 en or; les trois coniques se touchent par conséquent toutes les trois en x, et Von a encore J' =^ y.o -\- 1^ . On résout d'une manière semblable le cas où N^/ est nul, parce que les quantités «r ai sont nulles séparément, c'est-à-dire le cas oùj a un point double en x.
Si, au contraire, les courbes 9 ety ont simultanément un' point double en x, cas où l'on a a^ai = o et aj.a\ = o, on peut, au lieu des quantités x, introduire de nouveaux covariants ^, en sorte que
«!c* = Vî-^-2Ç37r-^-?* = 7oçÎ4-27,?,?J-^-7i^i4-2Ç3('/,;,^-7;?J)-^-?.^ Le déterminant I deviendra égal, à un facteur numérique près, à
Vr/i-*-?3'/i 7;Vj-
(aß) aißz désignant le déterminant fonctionnel des formes binaires «f, |5?. Si donc on doit avoir I=jo, on aura ou bien (a|3)«5ßj^o, ce qui ne peut être satisfait que si af et ß? ne sont pas différents l'un de l'autre, ou bien ^3 = — y\ ; alors a-^ ne dépend plus que des coordonnées binaires ^1, $a» c'est-à-dire que la conique ij> = o se
hp.
-^hy\
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réduit égalemenl à un couple de lignes, dont le sommet se confond avec le sommet commun de^* = o et o = o. Dans ce cas, I s'évanouit sans que l'on puisse poser f-=. xç -f- Xt^ ; cette dernière circonstance ne serait possible que si les trois formes binaires af, ß?, }f appartenaient à une seule et même involution ('). Le théorème ci-dessus se trouve par là démontré.
Nous avons déjà mentionné aussi, à l'occasion de la théorie du cercle, un autre réseau de coniques d'un caractère spécial. Ce réseau se distingue par la circonstance que toutes les courbes ont en commun deux points fixes. On montre facilement dans ce cas, par une forme spéciale d'équation, que la jacobienne se décompose en la ligne qui joint les deux points et en une conique passant par ces derniers, ainsi qu'il résulte au surplus de théorèmes généraux qui seront donnés plus tard sur les déterminants fonctionnels. Si, en particulier, les deux points signalés coïncident avec les points circulaires, la jacobienne se compose de la droite de l'infini et du cercle orthogonal des trois cercles donnésy = o, o = o, <} := o, ce qui peut de môme se démontrer sans difficulté.
Nous abandonnons ici ce sujet, parce qu'une théorie complète de ces réseaux suppose une étude plus détaillée des courbes du troisième ordre: nous y reviendrons pour cette raison en traitant de ces dernières courbes.
(') La condition pour qu'il en soit ainsi est donnée par l'éranouissenient de l'inrariant binaire («)8)Ci3)')(y«). (^o/> Clebscb, Theorie der binären Formen, p. 208.)
TABLE ALPHABÉTIQUE
Afliiiité colliiiéairo, 3ii.
Affinité dualistique ou réciproque, SaS.
Angle de deux droites, 33, i85.
Angle droit, 184.
Apollonius, 197.
Aronhold, 161, 208, 217. a35, 332, SSg.
Asymptote, 12, 10.^, lai, 179.
Axe de collinéation, 330.
Axe d'une conique, io5, lia.
Axe d'une ellipse ou d'une hyperbole, i^.
Axe radical, 18S, iqS.
Raltzer, 18, 221.
Beltrami, 216.
Bezout, 224, 35 1.
Robillier, 43, 2j3. Booth, 36.
Brianchon, 63.
Brioschi, 284, 3og.
Cauchy, 21 G.
Cayley, 188, 208, 211, 217, 224, 23 j, 253,
258, 263, 284, 353, Centre de collinéation, Sig, 328.
Centre d'une conique, 102, Centre d'un faisceau de rayons, 42.
Centre de perspectire. 57, 319.
Centre de similitude, 190.
Cercle, 6, 39, 181 et suiv. — Asymptotes,
i83, 18G. — Diamètres conjugués, 186.
— Angles à la circonférence, 69, 186.
Cercle orthogonal, 193.
Cercles concentriques, 186.
Chnsles, 36, 47, 58, 18}, 261, 3i2, 3ji.
ChristofTel, 217.
Classe, 4o« 67^ 69. 333.
Clehsch, 46, 211, Qr7, 221, 229, 235, 23p,
262, ago, 335, 344, 35 1, 336.
Coefficients imaginaires, 216.
Collinéation, 3i i.
Combinants, 259, 281.
Combinantsd'un système deconiqucs, 378.
Composés, îk63.
Coniques, 59 et suiv. — Leur équation en
coordonnées lignes, 69, 100, i^'i, l63.
— Coniques évanouissantes, 126, i44.
— Coniques concentriques, 176. — Coniques confocales, 204. — Coniques imaginaires, iiS, 353.
Construction des points doubles de dou\
séries projectives, 65.
Construction des points d'intersection
d'une conique donnée par cinq de ses
points et d'une droite, 64.
Contact de deux cercles, 196.
Contact de deux coniques, 168 et suiv.
Contrevariant, 332.
Coordonnées binaires, 212, ai3.
Coordonnées lignes, 36, 76, 80. — Équation d'une conique en coordonnées lignes.
Voir Conique. — Équation d'une courb:^
C,, 347; — d'une courbe C, ou C,, 346.
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Coordonnées points, 2, 79, 83.
Coordonnées polaires, 4-
Coordonnées rcctangnlaircs, 2; — obliques, 78; — triangulaires, 79.
Correspondance, 261.
Couple de lignes, laS et suiv., 38o.
Couple de points, i^^.
Courbe, 4; — du premier ordre, 27 et suiv.; — de la première classe. 33; — — du deuxième ordre ou classe, 60, 92 el suiv., 345, 353.
Covariant, 217, 332; — identique, 33 1.
Cramer, aSS.
Cremona, 52, 253, 258, 378.
Darboux, 368.
Degré, u4"2, 264, 333.
Descartes, i.
Déterminant, 17 et suiv.
Déterminant d'une conique, 99, luj, 14 1,
Déterminant encadré, 100, 142.
Déterniinaut ou covariant hcssien, 319, 237, 256, 273.
Déterminant facteur d'un invariant fonctionnel, 242.
Déterminant fonctionnel, ai8, 276; — de deux formes binaires biquadratiqucs, 267 ; — de trois coniques, 378.
Déterminant de substitution, 87, 162, 214,
Détermination métrique générale projective, 187 note, 377 note.
Diamètre d'une conique, 102.
Diamètres conjugués, io4, 116 et suiv.,
Directrice, i!\, 16.
Discriminant, 222, — d'une forme binaire quadratique, 2G4 ; — d'une forme binaire cubique, 272; — d'une forme binaire biquadratique, 298.
Distance, 6, 187.
Division harmonique, 71.
Division d'un segment ou d'un angle, 5i.
Dostor, 19.
Droite imaginaire, 121, 127, 137.
Droite do i'inßni, 86, loi et suiv.
Dualité, 36, 329.
Éléments doubles d'une Involution, 247.
Ellipse, 9, i4> loi, 103, 115,377 note.
Ellipse imaginaire, ii5.
Enveloppe, 35, 332.
Equations de la division du cercle, 25o. Equations homogènes, 85.
Évanouissement identique de covariants, 383, 3oo, 339.
Faisceau de coniques, i53.
Faisceau de rayons, 41, 90, ai3.
Faux côtés d'un quadrilatère, 71.
Faux sommets d'un quadrangle, 71.
F'iedler, 21 1, 312.
Foyer, 12, i5, 16, 201 et suiv.
Gaultier, 189.
Gauss, 316.
Géométrie analytique, i.
Géométrie sur la sphère, 216,268, a8i,3o3.
Géométrie synthétique, 46 et suiv.
Gergonne, 36.
Gordan, 321, 259, 262, 34', 36a.
Gram, 33g.
Grassmann, 253.
Groupement équianharmonique, 52, 397,
Groupement harmonique, 5i, 184, 368,
Gundellinger, Sog, 349.
Ilattendorf, 18.
Hermite, 28.^, Sog.
liesse, 18, 3o, loo, 191, 208, 319, 38 î,
Hyperbole, 9, 12, loi, 102, 115,377 note.
Identités binaires, 240, — ternaires, 352.
Intersection de deux droites, 3a, 38, 89.
Intersections d'une conique avec une droite, gî, i45; — de deux coniques, i5i, 364; — de deux cercles, iSa.
Invariance, 309.
Invariant absolu, i\'\, 332.
invariants binaires, 216, — ternaires, i63, 33i.
Invariant simultané, 217; — simultané de deux formes binaires quadratiques, 367 ; — de deux formes ternaires quadratiques, 358.
Invariant d'une forme binaire biquadratique, 397, 307.
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'nvariant d'une transformation binaire, linéaire, a '19.
Invariant iunctionnci, 333.
Involution, Q57. — Involution quadratique, 167, 25 1, 266. — Involution cubique spéciale, 281; — biquadratiqu« spéciale, 3oi, 3o2.
Jacobi, 218.
Jacobicn, voir déterminant fonctionnel.
Jonquières (de), 253, 258.
Klein, 181, i83, 3iG.
Laguerre, i85.
Lieu géométrique, 4. 35.
Ligne double, i33, i34, i44i ^•^^•
Ligne droite. 7, 27 et suiv.
Ligne de fuite, 317.
Ligne de jonction de deux points, 6, 27,
Ligne de puissance. V©ir j4xe radical.
Lûroth, 2 iß.
Magnas, 3 12.
Môbius, 36, /(7, 85, 216, 3 12.
Neumann, 216.
Newton, 253.
Notations abrégées, 45.
Ordre, 5, ^0, 67, 70, 242, 333.
Origine des coordonnées, 2.
Parabole, 16, 101 et suiv., 122.
Paramètre, 10; — d'une série ou d'un
faisceau, 29, 4 I1 4-* Pascal, 63.
Pentagone, 35 1, note.
Perspective, 57, 3i6, 323.
Plûcker, 36, 45, 85, 189, 253.
Points circulaires imaginaires, 181.
Point imaginaire, 96, 216.
Point double de polaires binaires, 256,
274; — d'une conique, 129, i44» i5o;
— de deux séries ponctuelles projec-
tives, 65, 167, 247.
Point à l'infini sur une droite, 43> 86. Points racines d'une forme binaire, 2i5,
Pôle et polaire dans les coniques, qS,
Poncelet, 36, 47» 86, 253.
Principe de correspondance de Cbaslcs,
Principe de translation de Clebsch, 34?. Projectivité, 54 ; — cyclique, 25o, 280.
Quadrangle et quadrilatère, 71 et suiv.
Rapport anharmonique, 47i 9I1 ^45, 269 291 ; — d'une transformation binaire,
Rapports de distance, ^2 et suiv.
Réduction de deux coniques à la forme canonique, i55.
Représentation symbolique des formes binaires, 232; — des formes ternaires, 93, 333.
Représentation typique des formes binaires, 3io.
Réseau de coniques, 378.
Résolvante, i53.
Résultant, 23, 222 ; — de deux formes binaires linéaires , 220 ; — de deux formes binaires quadratiques, 270.
Rosanes, 368.
Rotation, 326.
Salmon, 211, 221, 235, 353.
Schröter, 378.
Séries et faisceaux projectifs, 54 et suiv..
242 et suiv. — Figures qui en résultent,
59 et suiv.
Situation perspective des systèmes plans,
Situation réunie du point et de la droite,
Smith, 368.
Staudt (V.), 58, 181, a 16, 280.
Steiner, 58, 66, 188, 378.
Stolz, 216.
Substitution. Voir Transformation.
Sylvester, 208, 224, 262, 34 1.
Système adjoint d'un déterminant, 24.
Systèmes cyclo-projectifs, 25o.
Systèmes polaires binaires, 253.
Système réduit équivalent, 335.
Système simultané de deux coniques, 362.
TADLE AIPIlABÉTIOt'E.
Tactinvariant de deux coniques, 371.
Tangente, .35. — Tangentes menées d'un pointa une conitjue, 97, i3/|, iSg. — Tangentes communes à deux coniques. i56.
Tliéorème de Bezout, 35i.
Théorème de Brianchon, 63.
Théorème de Pascal, 63.
Transformation des coordonnées, ^5 et s.
Transformation lincaiie do formes binaires, 21 3. 2/(3 ; — de formes ternaires. 3ii ; — identique, 2')7; — perspective. Voir Perspective.
Triangle polaire, io3, \fyZ; — commun à deux coniques, i5/), 3-0; — commun à deux cercles, 190.
ERRATA
Page 73, ligne i3, supprimez — x.
Page 216, note i, ligne 12, au lieu de Stoitz, lisez Stolz.
Page 223, ligne i/|, au lieu de {p"~*)j, Usez (//'"'y).
Page 272, ligne i, au lieu de /, lisez A.
Page 277, équation (i/|), au lieu de A,, lisez A'.
Page 299, ligne 18, au lieu de 1^, lisez $*.
Paris. — Imprimerie de Ci^imiii«-ViLL*fts, quel de» AufiieUai, M.
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