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PRÉFACE
L'ouvrage qu'on publie actuellement a pour origine les leçons que l'auteur a laites jadis à l'École polytechnique fédérale de Zurich ; il était tout d'abord destiné aux élèves-ingénieurs qui avaient un besoin impérieux d'être familiarisés avec la géométrie projective pour pouvoir étudier la statique graphique. Les méthodes géométriques dont on y fait usage sont dues pour la plupart à Poncelet, Mobius, Steiner et Von Staudt; c'est surtout à ce dernier que revient l'honneur d'avoir établi la géométrie de position sur des bases indépendantes de la notion de mesure et d'avoir ainsi permis au principe fondamental et si fécond de la Dualité de se développer de la manière la plus heureuse dans toute sa netteté et son étendue.
L'auteur estime que l'objet principal de l'enseignement géométrique est d'exercer et de développer chez les élèves la faculté de se représenter les formes de l'espace, sans être obligé de recourir à une figuration matérielle, afin qu'ils puissent reconnaître les propriétés et les relations réciproques de ces formes par une sorte d'intuition intérieure. Lesmathématiciens, les personnes qui s'occupent de sciences naturelles et, d'une manière toute spéciale, les ingénieurs ont constamment à faire appel à cette faculté ; il est donc nécessaire qu'ils l'exercent de bonne heure. Sous ce rapport, la géométrie de position, de même que la géométrie descriptive qui lui tient de près, nous
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donnent un des meilleurs moyens de la cultiver ; les formules de la géométrie basée sur le calcul sont au contraire sans utilité pour cet objet , tant qu'elles ne sont pas interprétées géométriquement. L'auteur demande donc qu'on veuille bien se placer à ce ])oint de vue pour juger du choix et du mode d'exposition des matières contenues dans le présent Traité.
La première partie est, à proprement parler, la partie élémentaire de l'ouvrage.
La seconde, qui embrasse un champ bien plus vaste, contient une exposition complète des théories de la colliiiéation etde la réciprocité, des surfaces du second ordre, des complexes linéaires de rayons et des coniques cubiques. Elle renferme en outre les travaux originaux de l'auteur sur le complexe tétraédral de rayons de second ordre, sur les surfaces du troisième ordre et sur les systèmes linéaires de surfaces de second ordre, dans lesquels les remarquables surfaces du quatrième ordre étudiées par Steiner et Kummer jouent un si grand rôle.
La première édition du présent Traité' a été partiellement traduite en italien, à l'insu de l'auteur, par M. Favaro, professeur à l'Université de Padoue, et une traduction française de cette version a paru récemment'. La manière dont procède M. Favaro, ses citations dans la préface et ailleurs, et la division en paragraphes adoptée par lui, semblent bien plutôt calculées pour dissimuler le véritable état des choses. Nous constatons qu'en dehors de la Préface, des indications bibliographiques et des remarques historiques de M. Favaro, les neuf dixièmes environ de son ouvrage sont traduits du nôtre, en général théorème par théorème, avec quelques transpositions çà et là ou avec omission de quelques propositions. Il y a seulement cinq passages où l'on trouve des additions plus considérables d'une étendue de deux à cinq pages; et encore sont-elles empruntées à d'autres
1. Die Gcometrie (1er Lcige, Vortrayc von 1)^ Th. Reye. Hanovre 18(iO-C8. La deuxième édition a paru en 1877-80.
2. Leçons de Statique graphique, par Antonio Favaro; traduites de Tllalien par Paul Terrier. Première partie: Géométrie de position. Paris (Gaulhier-Villars), 1879.
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auteurs. Les petites additions personnelles que M. Favaro a introduites dans le texte sont insignifiantes ; parmi les 77 figures de son ouvrage, 65 ont été copiées dans le nôtre. L'auteur aurait volontiers donné à M. Favaro l'autorisation de traduire son livre s'il la lui avait demandée ; mais ce géomètre a préféré s'approprier sans permission ce qui ne lui appartient pas.
Strasbourg, le 28 mai 1881.
Tii. Reye.
AVERTISSEMENT DU TRADUCTEUR
La courte préface qui précède explique mieux que nous ne pourrions le faire les ressemblances qu'on trouvera entre la géométrie de position de M. Favaro et l'ouvrage que nous publions aujourd'hui. Il s'en faut toutefois de beaucoup que le géomètre italien ait textuellement traduit tout le texte allemand ; le lecteur se convaincra facilement, à un simple examen, que les théories et les résultats les plus importants et les plus nouveaux ont été laissés de côté par M. Favaro. C'est ainsi que tout ce qui a trait aux complexes de divers ordres, aux surfaces de 5^ ordre, etc., en un mot, tout ce qui constitue l'œuvre personnelle de M. Reye ne figure pas dans le Traité de statique graphique traduit par M, Terrier. Il n'est donc pas à craindre que cet ouvrage et celui que nous publions aujourd'hui fassent double emploi dans la science.
Les leçons de M. Reye sont l'introduction indispensable à la lecture du Traité de statique graphique de M. Culmann, et c'est surtout à ce titre que l'éminent professeur de Zurich en recommande la lecture. Cependant elles ont une portée scientifique bien autrement grande si l'on considère la facilité et l'intuitivité avec lesquelles elles permettent de traiter les difficiles questions relatives à la théorie des complexes et des surfaces géométriques d'ordre supérieur. Elles constituent
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plutôt, à proprement parler, un traité de géométrie générale, et si l'ingénieur y trouve réunis tous éléments propres à lui faciliter l'étude de la statique graphique, le géomètre verra avec satisfaction que les résultats les })lus importants acquis par la géométrie moderne y sont résumés avec autant de clarté que d'élégance.
La première partie contient la théorie complète des formes projeclives du premier et du second ordre, et son application aux propriétés des systèmes linéaires de coniques.
La seconde partie renfermera la théorie de la collinéation, celle delà réciprocité, des surfaces du second et du troisième ordre, des complexes de différents ordres, des surfaces de Steiner et de Kummer, etc. Elle paraîtra sous peu.
Paris, le 30 mai 1881.
Chemin
La majeure partie des iDgénieurs ne connaissent la géométrie de position que de nom. Car cette importante création des savants de notre époque, qui se distingue d'une manière si particulière par l'ampleur du champ qu'elle embrasse, par la beauté de la forme et la simplicité des développements qu'elle fournit, est malheureusement encore fort peu répandue ; et bien (jue la géométrie moderne doive être comptée parmi celles des parties des sciences mathématiques dont on s'occupe le plus, bien qu'elle se prête à un grand nombre a'applications remarquables dans les sciences techniques et naturelles, elle n'a pas encore réussi à se faire admettre d'une manière générale dans l'enseignement. En raison même de cette situation, il ne sera peut-être pas inutile, avant d'entrer en matière, d'indiquer en quelques mots la place que la géométrie de position occupe par rapport aux autres branches de la géométrie actuellement enseignées, et de donner quelques théorèmes et problèmes de nature à bien faire comprendre l'esprit de cette science aux lecteurs.
La géométrie pvre de position se distingue essentiellement de la géométrie des anciens et de la géométrie analytique en ce qu'elle ne fait aucun usage de la notion de mesure ou de grandeur. Par opposition, la géométrie ancienne pourrait donc s'appeler la géométrie de la mesure, ou géométrie métrique. Ainsi dans la géométrie de position, il n'est pas question de division de segments de droites en parties égales, d'angles droits, de perpendiculaires, de rapports, de proportions, de mesure de
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surfaces. On parle encore bien moins de raj^ports trigonométriques et on ne dit pas un mot des équations analytiques des lignes coiu'bes. Car tous ces sujets qui font l'objet de la géométrie ancienne supposent des mesures. Cependant, à la fin d(; chaque grande section, nous donnerons comme suppléments quelques applications de la géométrie de position à des i)ro))riétés métriques, en supposant connues la planimétrie et la trigonométrie. Nous ne nous occuperons pas plus des triangles isocèles ou équilatéraux ([ue des triangles rectangles ; et en dehors de ce que nous ])oui'r()iis dire dans les sup])léments, le rectangle, les polygones réguliers et le cercle seront exclus de nos considérations. Ainsi, c'est seulement dans ces suppléments que nous parlerons du centre, des axes et des foyers des courbes dites du second degré ou des coniques; par contre, nous fei'ons connaître des propriétés de ces lignes qui sont bien plus générales et plus importantes que celles auxquelles on se borne dans la plupart des traités de géométrie analytique. Nous aurons même à nous frayer une voie nouvelle pour arriver aux coniques, puisque dans la géométrie de position nous n'aurons pas recours au cône à base circulaire qui a servi aux anciens, ni aux équations que les disciples de Descartes ont employées pour définir ces courbes. Après ce que nous venons de dire, il est à peine nécessaire d'ajouter qu'on ne rencontrera aucun calcul dans les leçons qui suivent. C'est seulement dans les applications à la géométrie métrique (jue nous ferons quelquefois usage du signe d'égalité.
D'après cela, nous ne nous servirons que d'un très petit nombre des connaissances géométriques qu'on enseigne dans les écoles. Il sera au contraire de la plus grande utilité d'avoir une certaine habitude de se représenter, de concevoir les figures géométriques, sans être obligé de recourir à leur construction effective. Car il n'est pas toujours possible de faciliter la compréhension de chaque théorème par un dessin, notamment quand ce théorème se rapporte à des figures de l'espace. Nous aurons fré([ueinment à faire appel h la faculté du lecteur de se représenter les objets. Comme cette faculté est souvent mise en jeu dans la géométrie d(;scriptive, la connaissance de cette dernière science sera'fort utile ; et réciproquement aussi la géométrie de position formera une excellente préparation pour la géométrie descriptive. D'une manière générale, on peut dire f[iie de toutes les branches de la géométrie la descriptive est la plus propre à faciHter l'élude de la géométrie de j)0sition, parce qu'elle est en relation très intime avec elle. Car dans la
géométrie descriptive aussi, on considère bien moins les relations de grandeur que la position des figures ou des éléments, soit les uns par rapport aux autres, soit ])ar rapport aux plans de projection; il faut toutefois dii'e ([ii'on n'y repousse pas l'emploi du cercle et de l'angle droit. On verra surtout que la perspective, ou projection centrale, joue aussi un grand rùle dans la géométrie de position et qu'un grand nombre d'expressions employées dans celle-ci sont empruntées à la première.
Par sa méthode même, la géométrie nouvelle ou moderne se trouve pour ainsi dire en oi)])Osition avec la géométrie analytique ; car elle emploie la synthèse comme dans la géométrie des anciens. Nous partirons d'un petit nombre de formes fondamentales; les relations simples ({u'on peut établir entre elles nous conduiront alors aux formes dites du second ordre, auxquelles appartiennent aussi les coniques, et nous ])ermettront en même temps de reconnaître les propriétés principales de ces formes. De la même manière, en partant des formes du second ordre, nous ])ourrons en suivant la même marche passer successivement à d'autres formes nouvelles d'ordre plus élevé. Dans nos recherches, nous, sommes obligés de renoncer à l'analyse, ce puissant instrument des mathématicpies modernes, parce que nous n'employons pas de relations métricfues; car pour pouvoir appliquer le calcul aux formes de l'espace, il faut d'abord les exprimer au moyen de nombres, c'est-à-dire les mesurer. En raison de la méthode qu'elle emploie et par opposition à la géométrie analytique, la géométrie moderne est souvent désignée sous le nom de « (jéoméirie .synthétique ».
Par cela même cjue dans la géométrie de position nous n'employons j)as les rapports métriques, les théorèmes auxquels nous arrivons sont très généraux et très étendus. Ainsi, par exemple, les plus importantes des propriétés des coniques qu'on démontre dans les traités de géométrie analytic{ue ne sont que des cas très particuliers de théorèmes cpe nous apprendrons à connaître plus tard. A cet égard, quelques exemples pourront servir à mieux caractériser la matière qui fera l'objet des leçons qui suivent.
Dans le tracé des constructions et dans le dessin en général, on a souvent à résoudre le problème suivant : par le point inaccessible d'intersection de deux droites (convergentes), tracer une troisième droite La géométrie ordinaire ou métrique permet de trouver autant de points qu'on veut de cette droite, à l'aide du théorème que trois transversales issues d'un même point déterminent des segments proportionnels sur
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des droites parallèles. La géométrie de ])osilion iiolis doiiiie immédiatement une solution plus siiupl(\ Jùi eiïet, prenons un point quelconque P en dehors des deux droites a et h (fig. i) et menons par ce point un nondjre fiuelconque de transversales. Maintenant, dans chacun des quadrilatères formés par deux transversales quelconques et les lignes a
et è, cherchons le point d'intersection des diagonales; 40US ces points sont sur une nu^-me droite qui passe par le point d'intersection de a et b.
La démonstration se déduit facilement du théorème important de la division harmonique dans un quachilatère, théorème qui peut s'énoncer de la manière suivante : Prenons sur une droite (fig. 2) trois points A,P),C. et construisons un quadrilatère quelconc{ue de telle manière que deux côtés opposés se coupent en A, qu'une diagonale passe par P et que les deux autres côtés opposés se rencontrent en C ; la deuxième diagonale coupe la droite ABC en un quatrième point D entièrement déterminé. En construisant différents quadrilatères satisfaisant aux premières conditions, on vérifie aisément que toutes leurs secondes diagonales passent efi'ectivement par ce quatrième point 1). Les points A,lî,C,l) sont apjielés quatre points Iiarmoniques conjugés et on dit ([ue D et P sont sé])arés harmoniquement par les points A et G. Dans l'arpentage, ce théorème peut, dans certains cas, être utilisé pour prolonger une ligne droite au delà d'un ohstacle, d'un nuu- par exemple, autour duquel on ])eut tourner.
Parmi les théorèmes qui se rapportent au triangle, nous ne donnerons que le suivant : Si deux triangles A, P, G et A^, P^, G, (fig. 5j, sont
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situés de telle manière que les lignes AA^, BB^, GC^ qui joignent les sommets homologues se coupent en un seul et même point S, les côtés homologues AB et A^B^, BC et B,G,, CA et C^A^ se coupent en trois points G,, A,, Bj, qui sont sur une même droite U; et réciproquement. La fio-ure qui sert à Tintelligence du théorème mérite de fixer l'attention ; c'est un exemple particulier appartenant à une famille de diagrammes importants et remarquables à cause d'une espèce de symétrie qu'ils présentent. Gette figure se compose de dix points et de dix droites: sur cha({ue droite se trouvent trois- des dix points et par chaque point passent trois des dix droites.
Aux courbes du second ordre ou coniques se rattache une niiî.-e série de théorèmes. On sait par la géométrie analytique (et nous le
démontrerons plus loin) qu'une courbe du deuxième ordre est complètement déterminée par cinq points ou cinq tangentes. Mais on sait aussi combien il faut de temps pour calculer effectivement et pour construire une conique déterminée de la sorte. La géométrie de position établit deux théorèmes très importants sur les courbes du second ordre qui nous permettent, étant donnés cinq points ou cinq tangentes d'une pareille courbe, de construire facilement autant de points ou de tangentes nouvelles qu'on voudra et par suite de tracer rapidement la courbe elle-même. Ceux des lecteurs qui connaissent ces théorèmes savent aussi à combien de propositions préliminaires il faut avoir recours pour les démontrer par la géométrie analytique. Le premier, ([ui a été énoncé pour la première fois par Pascal, établit (pje
dans tout hexagone inscrit dans une courbe du second ordre les trois couples de côtés opposés se coupent en trois points situés en ligne droite. Le second, dû àBrianchon, consiste en ce que dans tout hexagone circonsci-it à luie coni([uc les trois diagonales obtenues enjoignant deux à deux les sommets oj^posés se coupent en un seul et même point. Ces deux théorèmes se démontrent très aisément pour le cercle. On voit que dans chacun d'eux il n'est pas question des proportions de la conique, de son centre, de ses axes et de ses foyers. Aussi, précisément à cause de cela, ces théorèmes ont-ils la plus grande étendue et la plus grande généralité , et on pourrait en faire la base fondamentale de
toute la théorie des coniques.
]\ar exemple, le théorème de Pascal permet de résoudre l'important problème du tracé d'une tangente en un point donné, même quand la conique est définie par cinq points et sans qu'elle soit complètement tracée.
Le problème qui consiste à mener les tangentes à une courbe du second ordre peut dans bien des cas se résoudre au moyen d'un théorème qui constitue une des plus importantes propriétés des coniques, mais qui ne se trouve pas toujours dans les traités de géométrie analytique, parce que sa démonstration analytique est assez compliquée et qu'elle est peu propre à faire ressortir cette propriété sous son véritable jour. Si d'un point A (fig. 4) situé dans le plan d'une courbe du deuxième ordre, mais non sur cette courbe, on lui mène des sécantes, deux quelconques d'entre elles déterminent f[uatre points sur la courbe, par exemple k,L,.M,\. Deux quelconques des lignes qui joignent ces points et qui sont dilférentes des sécantes, comme LM et KN ou KM et L^ se cou})ent en un pohit d'une ligne parfaitement déterminée a, qu'on nomme la polaire du ])oint donné A. Si le point A est en dehors de la couibe , sa polaii'e a la coupe aux points de contact des deux
tangentes qu'on peut mener de A à la courbe ; si A est dans l'intérieur de la courbe, celle-ci n'est pas rencontrée par a. Nous pouvons faire usage de ce théorème pour mener par un point donné une tangente à la conique, en ne nous servant que de la règle. Sur chaque sécante menée par A se trouvent quatre points remarquables et qui sont : A lui-même, puis le premier point d'intersection B avec la courbe, ensuite le point C d'intersection de la droite avec la polaire a de A , et enfin le second point de rencontre D avec la courbe. Ces quatre points sont quatre points harmoniques et la polaire a contient ainsi tout point qui est harmoniquement séparé de A par les deux points de la courbe. Les théorèmes sur le centre et les diamètres conjugés cies coniques sont des cas tout à fait particuliers des théorèmes qu'on vient d'énoncer. Ces derniers s'étendent facilement aux surfaces du second ordre, parce qu'elles ont en général une courbe du second ordre commune avec un plan qui les coupe.
Ces quelques exemples, qu'on pourrait multiplier à l'infini, font bien voir à quel ordre de théorèmes s'attache la géométrie de position ; ils sont différents de ceux que traite par exemple la géométrie analytique, mais ils ne sont pas à coup sur moins importants. Nous ferons remarquer en passant que cette dernière science cherche à déterminer la position des tangentes au moyen des angles qu'elles font avec les rayons focaux, ou des segments qu'elles déterminent sur les axes, et que par suite elle ramène tout aux propriétés métriques. Bien entendu, il n'est question ici que des éléments de la géométrie analytique auxquels se bornent la plupart des traités et non pas des méthodes nouvelles si fécondes qu'on doit à l'esprit pénétrant de Plucker.
PREMIERE LEÇON
Projection de points et de droites.
Section par des plans et des droites.
Les six f orna es fondamentales de la géométrie nouvelle.
On sait que les nombreuses conceptions qui forment la base de la géométrie des anciens, de la trigonométrie et de la géométrie analytique reposent pour la plupart sur la notion de la mesure et par suite ne peuvent trouver leur application dans la géométrie pure de position. On ne devra donc pas s'étonner que la géométrie moderne ait également créé pour son usage un nombre important de notions ou conceptions caractéristiques que nous nous proposons de faire connaître dans cette leçon et les suivantes et que nous aurons constamment à appliquer.
Le points la droite et \e plan sont les éh' me ni s simples de la géométrie moderne. En règle générale, nous désignerons les points par des majuscules latines, les droites par des minuscules et les plans par des lettres de Talphabet grec. Les droites (que nous appellerons souvent aussi rayons) et les plans devront toujours être considérés comme illimités, quand nous n'aurons pas expressément spécifié le contraire. Nous pouvons combiner ces éléments les uns avec les autres pour en constituer des formes composées, en regardant Tun quelconque d'entre eux comme le lieu (le support) d'un système des autres. Nous arrivons ainsi à ce ([u'on appelle les formes fond amentales de la géométrie moderne. Mais avant de les définir, nous allons doinier ci-après (pioUiues considérations destinées à servir de préparation.
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Quand nous considérons un objet, par exemple un ])àt.iment., chaque point (visible) envoie à notre œil un rayon auc[uel on donne le nom d'ima<i(', de royon jierspecfif ou encore de rayon de projection de ce point. L'image ou la piojection du bâtiment tout entier se compose donc d'un très grand nombi-e de rayons dont chacun projette de l'œil un ou plusieurs points. Si un certain nombre de points sont situés sur une droite ne passant pas par l'œil, tous leui's rayons de projection se trouvent dans le plan qu'on peut mener par l'œil et la droite ; ou autrement, la droite sera projetée de l'œil suivant un plan qu'on appelle aussi l'image ou \e, plan projetant de cette droite. De même, en général, une courbe sera projetée suivant une surface conique. Nous pouvons avoir la configuration ou la représentation du bâtiment sur un plan au moyen d'une section, en coupant par ce plan chaque rayon de projection suivant un point et chaque plan projetant suivant une droite. Nous obtenons ainsi dans le plan, comme section ou trace du cône projectif, une image perspective, une projection du bâtiment. Cette projection envoie évidemment à l'œil les mêmes rayons que le bâtiment lui-même et par suite aussi elle est très bien de nature à nous fournir une représentation de ce dernier. On voit journellement de pareilles images perspectives planes d'objets de l'espace aux montres des photographes.
La majeure partie des lecteurs connaissent depuis longtemps ce mode de projection, sous le nom de projection centrale. 11 sert de base à la science de la perspective et tous les autres systèmes de pi'ojection usités dans la géométrie descriptive peuvent être considérés comme des cas particuliei's de celui-ci. Par exemple, pour que les rayons de projection soient parallèles, comme dans la projection orthogonale, nous n'avons qu'à supposer l'œil éloigné jusc[u'à l'infini. De même les ombres que les objets déterminent sur des plans, quand ils sont éclairés par un point situé à distance finie ou infinie, ne sont évidemment que les projections de ces objets, le point lumineux venant seulement occuper la place de l'œil.
Faisant maintenant abstraction de toute considération d'optique, nous continuerons à nous servir encore des expressions que nous venons d'employer, iniaç/e, rayoîi, projection, section, etc. , en prenant à la place de l'œil un point quelconque S et à la place de l'objet déterminé, ou de la construction, un système quelconque Q de points et de droites dans l'espace. Ce système Q est de la soi'te projeté du point S par un
système de rayons et de j)laiis, à savoir cliafjue point par nn rayon et chaque droite, ne ])assant pas S, ])ar un plan. Le point S |)eut donc être considéré comme le support ou le lieu de tous ces rayons et de tous ces plans qui, pris ensemble, donnent l'image ou la projection du système. Su])posons au conti-aire que nous ayons dans l'espace un système quelconque - de ])lans et de droites; un plan nouveau quelconque - le coupera suivant un système de droites et de points, chaque plan donnant en o^énéral une droite et chaque droite un point. Le plan il se présente alors à nous comme le support de toutes ces droites et de tous ces points qui dans leur ensemble constituent la section (la trace) du système -.
Nous pouvons aussi projeter d'une droite et avoir des sections par des droites. Chaque point situé en dehors d'une droite g détermine avec g un plan, ou bien est projeté de g suivant un plan; de même aussi tout plan ne passant pas par g est coupé par cette droite suivant un point. D'après 'cela, la droite se présente ainsi à nous, tantôt comme support de plans qui se coupent suivant elle, tantôt comme support de points situés sur elle.
Ces considérations nous conduisent aux formes géométriques suivantes qu'on appelle formes fondamentales et qui occupent une place importante dans la géométrie moderne.
L'ensemble de tous les points situés sur une même droite s'appelle une ponctuelle (ou bien encore une forme rectiligne) ; les points de la droite considérés isolément sont les éléments de la ponctuelle. Nous regardons ces points comme rigidement liés les uns aux autres de telle sorte que leur situation relative demeurera invariable quand on déplacera la droite qui est leur support. Une portion de ponctuelle limitée par deux points constitue un segment.
L'ensemble de toutes les droites passant par un même point et situées dans un même plan s'appelle un faisceau de rayons, ou simplement un faisceau. Le point commun d'intersection des rayons prend le nom de centre du faisceau ; chaque rayon indéfiniment prolongé de chaque côté du centre est un élément du faisceau. Nous supposons aussi qu'ici les éléments sont liés les uns aux autres d'une manière invariable. On peut à volonté considérer comme support ou lieu du faisceau soit le centre, soit le plan dans lequel se trouvent les rayons. Une portion de faisceau limitée par deux rayons considérés comme côtés constitue un angle plan complet. 11 se compose à& deux angles plans simples opposés
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par le sommet. Si dans un faisceau quelconque S (fig. 5) on prend quatre rayons «,/>/-,(/, ils forment deux couples de rayons séparés les uns des autres. En effet a et c sont séparés l'un de l'autre par h et d, de telle sorte que dans le faisceau on ne peut pa^-ser àe a k c sans franchir 6 ou cl.
L'ensemble de tous les plans, illimités dans tous les sens, qui passent par une même droite sei'a appelé par nous faisceau de plans et la di'oite recevra le nom d'axe du faisceau. De même que dans les formes rectilignes, nous supposerons que les éléments du faisceau, c'est-à-dire ses plans, sont invariablement liés les uns aux autres de manière que leurs positions relatives ne puissent changer. Une portion du faisceau, limitée par deux plans considérés comme faces, s'a])pellera un angle dièdre complet; elle se compose de deux dièdres simples opposés ])ar le sommet. Sur quatre éléments d'un faisceau, il y a aussi deux couples de plans séparés les uns des autres.
Quelquefois, quand il ne ])Ourra pas y avoir d'équivoque, nous désignerons sous le nom de ponctuelle une forme se composant seulement des points isolés et cfes segments d'une droite. De même nous appellerons quelquefois faisceau une forme composée seulement d'éléments isolés et d'angles d'un faisceau. Mais il faut toujours bien se rappeler que, nous écartant des définitions ordinaires, nous avons considéré l'angle comme partie d'un faisceau.
Les ponctuelles, les faisceaux de rayons et les faisceaux de plans prendront le nom de formes fondamentales simples ou de formes fondamentales de première espèce. Nous aurons toujours à nous représenter les éléments d'une forme fondamentale simple, par exemple les plans d'un faisceau de plans, comme quelque chose de simple en soimême, en faisant abstraction des formes (figures) dont ils peuvent être les supports ou les lieux. Dans les faisceaux de rayons, la compréhension de cette conception se trouve facilitée par ce fait que nous donnons justement le nom de rayons aux droites dont l'ensemble constitue le faisceau. Car sous le nom de raijon^ on entend généralement une droite considérée pour elle-même et indépendamment des points qu'elle renferme ou des plans dont elle peut être l'intersection. Pour les plans,
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il nous manque malheureusement une seconde dénomination qui corresponde à la j)récédente.
Nous ])()uvons aussi nous représenter une quelconque des formes de première espèce comme engendrée au moyen de chacune des autres. Ainsi une ponctuelle VBCl) (fig. 6) est projetée d'un point quelcon([ueS situé en dehors d'elle suivant un faisceau de rayons ahcd, dont cette ponctuelle est une section. De même la ponctuelle ADCB est projetée suivant le faisceau adch. Vu faisceau quelconque de plans a <? y 8 est coupé par un plan quelconque ne passant pas ])ar l'axe suivant un faisceau de rayons dont le centre est sur l'axe; et tout faisceau de rayons est projeté d'un point quelconque situé en dehors de son plan suivant un faisceau de plans. Enfui si une droite ne rencontre pas l'axe d'un faisceau de })lans, elle coupe ce faisceau suivant une ponctuelle, chaque plan du faisceau donnant un point de la ponctuelle ; et toute ponctuelle
se projette d'un axe qui ne se trouve pas dans un m^me plan avec elle suivant un faisceau de plans. Ces considérations nous autorisent ainsi à regarder les ponctuelles, les faisceaux de rayons et de jilans conmie des formes fondamentales de même espèce, de la iM'emière espèce ; car nous pouvons d'a])rès cela concevoir qu'une ponctuelle contient autant de points qu'un faisceau renferme de rayons ou de plans.
Nous arotis deux foi'ines fondamentales de seconde espèce; ce sont : le système plan et la (jerhe de raijons. Nous donnons le nom de système plan à l'ensemble de tous les points et de toutes les droites contenues dans un même plan; ce plan lui-même est le support ou le //eu du système. D'après cela, un système plan contient comme élément non seulement des points et des rayons, mais encore une infinité de ponctuelles et de faisceaux de rayons ; car tous les points du système qui sont sur une môme droite constituent par leur ensemble une ponctuelle ; et de même tous les rayons du système qui passent par un même point forment un faisceau. (Test donc avec juste raison que nous considérons le système plan connue une foime fondamentale d'espèce supérieure à
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la premièi'e. Nous donnons le nom de gerbe de i-atjons à l'ensemble de tous les rayons et de tous les plans qu'on peut imaginer passer par un point de l'espace considéré comme centre. (>omme éléments, la gerbe contient non seulement des droites et des plans, mais encore un nombre infini de faisceaux de rayons et de plans. Car tous les plans de la gerbe qui passent par un seul et même axe forment un faisceau de plans ; et de même tous les rayons qui sont dans un seul et même plan forment un faisceau de rayons. Ainsi la gerbe est bien réellement une forme fondamentale d'espèce supérieure aux formes élémentaires. Le nom de gerhe^ qui doit rappeler à l'esprit une multi})licité d'ordre plus élevé que le faisceau^ est dû à Von Staudt; il est très heureusement choisi. Mais nous avons aussi bien le di'oit d'appeler la forme en question gerbe de plans que gerbe de rayons, \mvce qu'elle renferme comme éléments aussi bien des plans que des rayons.
A peine est-il nécessaire de faire remarquer à nouveau que, dans le système plan et dans la gerbe, les éléments qui les composent doivent être supposés invariablement liés les uns aux autres et d'une manière rigide, de telle sorte que dans la gerbe, par exemple, la position respective des rayons , plans et faisceaux les uns par rapport aux autres ne changera pas quand on déplacera d'une manière quelconque le centre qui est le lieu ou le support de la gerbe.
Nous devons nous représenter que dans une gerbe il y a autant de rayons et de plans que de points et de droites dans un système plan et nous sommes par suite en droit de considérer ces deux formes fondamentales comme étant de la même espèce, la seconde. Car nous pouvons concevoir la gerbe engendrée au moyen du système plan et réciproquement. En effet, projetons un système plan 2 d'un point S qui ne fasse pas partie du système, de telle manière que tout point P de - soit projeté de S suivant un rayon SP et que tout rayon de ^ le soit suivant un plan ; nous obtenons ainsi une gerbe S que nous nommerons une image ou projec^îo/i du système plan - et dont le système plan est une secfio)t. Pour rendre ces conceptions plus faciles, imaginons que 21 soit un terrain plan, illimité, émaillé de couleurs variées, qui s'étend à nos pieds, et supposons que le point S, extérieur au système, soit notre œil. Chaque point du terrain envoie alors à notre œil un rayon lumineux, chaque droite donne naissance à un plan lumineux. Si nous concevons que ces rayons et ces plans soient illimités dans tous les sens, nous obtenons ainsi comme image ou projection du terrain une gerbe de
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rayons et de plans. Nous pouvons de plus en conclure que chaque ponctuelle du système plan sera projetée de S suivant un faisceau de rayons, chaque faisceau de rayons suivant un faisceau de j^lans, chaque courbe suivant une surface conique appartenant à la f^erbe , ou en d'autres termes, les images ou les projections d'une ])onctuelle. d'un faisceau de rayons ou d'une cour])e du système plan seront respectivement un faisceau de rayons, un faisceau de plans ou une surface conique de la gerbe. De même chaque segment se projettera suivant un angle ])lan, chaque angle plan suivant un dièdre, etc. Inversement, considérons la gerbe comme le système primitif et imaginons que son centre soit un point lumineux qui émette des rayons lumineux colorés dans toutes les directions ; le système plan peut alors être regardé comme une section de la gei'be. Car chaque rayon de la gerbe donnera un point du système plan, chaque plan une droite, chaque faisceau de rayons une ])onctuelle et chaque faisceau de plans un faisceau de rayons.
Knfm nous avons une seule forme fondamentale de troisième espèce^ c'est le système de V espace ou V espace indéfini à 3 dimensions avec tous les points, droites et plans qu'il contient. L'espace renferme aussi comme éléments un nombre infini de formes fondamentales de première et de deuxième espèce ; car chaque plan de cet espace est le heu ou le support d'un système plan, chaque point le centre d'une gerbe, chaque droite le lieu d'une ponctuelle et l'axe d'un faisceau de plans.
A chacune des six formes fondamentales que nous venons ainsi de définir correspond une géométrie particulière. On nous accordera aisément qu'il peut aussi bien y avoir une géométrie de la gerbe qu'une géométrie du système plan, (lar pour chafjue forme géométrique plane, nous pouvons construire une forme correspondante dans le système de la gerbe, en projetant le système plan d'un point qui lui soit extérieui-. Et les théorèmes qu'on aura pu établir pour les formes ou figures planes seront susceptibles d'une certaine manière de s'étendre à leur projection dans la gerbe. Nous aurons occasion de faire un fréquent usage de cette méthode. Il est peut-être plus difficile de concevoir qu'il puisse aussi y avoir une géométrie des formes fondamentales simples, par exemple de la ponctuelle ou des points d'une droite. Il suffira cependant pour s'en convaincre de se rappeler le théorème sur les quatre points haraioniques qu'on a fait connaître dans l'introduction. Ainsi qu'on l'a énoncé comme chose eiîéctive, étant donnés trois points sur une droite, la po-
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sition du quatrième point liarmonique se trouve déterminée à l'avance. Nous rappelons également ce théorème que quatre rayons d'un faisceau déterminent deux couples de rayons séparés, pour montrer qu'on peut dans tous les cas parler d'une géométrie des formes fondamentales élémentaires sans avoir besoin de faire intervenir les propriétés métriques.
Les développements qui précèdent nous permettent maintenant de préciser en peu de mots l'objet principal de la géométrie de position. Elle traite des six formes géométriques fondamentales et de leurs rapports mutuels.
DEUXIEME LEÇON
Éléments à l'infini. — Relations des formes fondamentales
entre elles.
Dans la géométrie des anciens, on dit que deux droites sont parallèles entre elles quand elles sont dans un même plan et n'ont aucun point comnmn. On dit de même que deux plans ou qu'un plan et une droite sont parallèles quand aucun point de l'un n'est commun avec l'autre. La géométrie moderne envisage le parallélisme d'une autre manière et nous allons nous occuper immédiatement de faire connaître cette conception diflérente ou définition nouvelle que V. Staudt a nommée définition perspective. iXous y sommes conduits directement en déduisant les formes fondamentales les unes des autres et en considérant l'une connue section ou comme projection de l'autre.
Si une droite u (fig. 0) est située dans le même plan qu'un faisceau de rayons S, mais ne passe pas par son centre, elle le coupe suivant une ponctuelle ; c'est-à-dire que chaque rayon «, h, c,... de S est rencontré par u en un point A, B, C, situé sur cette ligne. Si un rayon, tournant dans un sens déterminé a b c autour de S, décrit le fais-
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ceau s, sa trace sur la droite u décrit en même temps la ponctuelle u dans le sens A B G ; le point d'intersection partant de A marche vers B, le dépasse en s'éloignant toujours jusqu'à l'infini, puis revient de l'infini par le côté opposé jusqu'à ce qu'il ait repris sa position primitive. Suivant la manière dont l'entendaient les géomètres anciens, lorsque la droite mobile est dans la position particulière p, où elle est parallèle à u , elle ne coupe plus cette droite ; de sorte que, par suite de ce cas d'exception, nous ne pouvons plus dire d'une manière générale que toute droite qui est dans un même plan avec ?t a toujours avec elle un point commun. Dans la géométrie moderne, on se débarrasse de cette exception en assignant encore à deux droites parallèles un point commun, à savoir un point infiniment éloigné ou point à tinfini.
D'après les notions de la perspective, une droite quelconque u n'a du reste qu'un seul point à l'infini, parce que, conformément à un axiome d'Euclide, par un point donné S en dehors d'une droite u on ne peut lui mener qu'une seule parallèle p ; et on ne peut attribuer à cette parallèle plus d'un point commun avec u^ parce qu'un autre rayon quelconque du faisceau S n'a qu'un seul point commun avec ?/. Cette conception nouvelle présente sur la manière de voir des anciens cet avantage essentiel qu'elle j)ermet d'énoncei- d'une manière entièrement générale beaucoup de théorèmes dans lesquels il faudrait sans cela introduire des exceptions, et que bien des théorèmes différents en apparence peuvent maintenant être réunis sous un même énoncé. La géométrie analytique nous a du reste familiarisés avec ces considérations ; dans cette science, on a aussi l'habitude de dire que deux droites situées dans un même plan sont parallèles quand les coordonnées de leur point d'intersection sont infiniment grandes et quand par suite ce point lui-même se trouve à distance infinie.
Nous arrivons au point à l'infini d'une droite quand nous imaginons qu'un point se meut toujours dans le même sens sur cette droite, soit dans une direction, soit dans l'autre. Le point à l'infini se trouve donc à la fois de part et d'autre de la droite, aussi bien d'un côté que de l'autre, et la droite se présente à nous comme une ligne fermée dont les deux cotés se réunissent au point à l'infini. Nous sommes forcément conduits à cette conclusion du moment que nous admettons l'idée, justifiée cidessus, que toute droite a un point à l'infini, et un seul. Nous verrons plus loin que nous devrons de la même manière considérer les deux branches d'une hyperbole comme réunies à l'infini. L'analyse conduit
aux mêmes résultats en montrant dans de nombreux exemples qu'on peut passer du positif au négatif non seulement par zéro, mais aussi par l'infini.
Comme, d'après ce qui précède, nous pouvons sur une droite aller d'un point à un autre en passant par le point à Finfini, nous avons maintenant ce théorème général : Su7^ quatre points cViine ponctuelle^ deux couples seulement sont séparés Vun de Vautre; de même que sur quatre éléments d'un faisceau il n'y a que deux couples séparés l'un de l'autre. Et de même qu'un faisceau est divisé par deux de ses éléments en deux angles complets (angles adjacents), de même une forme rectiligne est divisée par deux de ses points en deux segments dont chacun s'appelle le complément de l'autre. L'un de ces deux segments renferme le point à l'infini de la droite quand ce point ne constitue pas lui-même l'un des points limites des segments.
Pour distinguer le point à l'infini d'une droite des points situés à distance finie sur cette droite, on appelle le premier point impropre et les autres points propres. La nouvelle acception qu'on vient de donner pour le parallélisme devrait aussi mériter l'épithète d'impropre. Toutes les parallèles qu'on peut mener dans un plan suivant une direction donnée n'ont en commun qu'un seul point à l'infini ou point impropre ; c'est celui qu'une quelconque d'entre elles a en commun avec les autres. Ces parallèles peuvent donc être regardées comme formant un faisceau dont le centre est un point à l'infini dans le plan et auquel nous donnerons à l'avenir le nom de faisceau de rayons parallèles, quand il y aura intérêt à le distinguer des autres faisceaux de rayons. De même aussi par gerbe de rayons parallèles il faudra entendre l'ensemble de tous les rayons parallèles, de direction déterminée, possibles dans l'espace et de tous les plans qui passent par eux. Nous ferons aussi remarquer que les deux énoncés suivants : les droites parallèles ont même direction et elles contiennent le même point à Vinfiiii, expriment la même chose. Chaque direction détermine un point à l'infini, et réciproquement tout point impropre détermine une direction dans l'espace, de même que toute droite propre détermine une direction et un point à l'infini, celui qui se trouve sur elle.
Nous admettons que tous les points à l'infini d'un plan sont sur une même ligne à l'infini ou ligne impropre. Cette ligne doit être considérée comme une droite, parce que toute ligne propre du plan ne la coupe qu'en un seul point, le point à l'infini sur cette droite, tandis que les
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lignes courbes peuvent avoir plus d'un point commun avec une droite. Cette manière de voir a encore une autre raison : c'est ce fait que, d'après les notions de la perspective, deux plans parallèles doivent avoir en commun tous leurs points à l'infini. Si en elTet un troisième plan les coupe suivant deux droites propres, ces droites ne peuvent se rencontrer suivant aucun point propre; et, puisqu'elles sont dans un même plan, elles sont aussi parallèles et par suite elles ont en commun un point infiniment éloigné appartenant aux deux plans. On démontre de cette manière que tout point à l'infini d'un plan se trouve aussi sur l'autre. Mais, comme en général deux plans qui se coupent n'ont en commun qu'une seule ligne droite, on ne peut attribuer aussi à deux plans parallèles qu'une seule droite commune.
Nous avons dit que les droites parallèles ont même direction; de même nous dirons aussi que les plans parallèles ont même position; et de même que sur chaque direction il y a un point à l'infini, de même dans chaque position il y a une droite à l'infini. Gomme tous les plans parallèles qu'on peut imaginer menés suivant une même position dans l'espace passent par une seule et même droite à l'infini, celle suivant laquelle un quelconque de ces plans est coupé par les autres, on peut regarder des plans parallèles comme formant un faisceau de plans dont l'axe est une droite à l'infini et auquel on donnera le nom de faisceau de plans parallèles.
Nous admettons que tous les points à l'infini et toutes les lignes à l'infini de l'espace se trouvent sur une surface infiniment éloignée ou surface impropre qu'on peut considérer comme un plan, parce qu'elle est coupée par une droite propre quelconque en un point seulement et par un plan propre quelconque suivant une droite. Ce plan à l'infini ou plan impropre est commun à toutes les gerbes de rayons parallèles et à tous les faisceaux de plans parallèles, parce qu'il passe par les centres des premiers et par les axes des seconds. De même dans chaque plan la droite à l'infini est un rayon comnum à tous les faisceaux de rayons parallèles contenus dans ce plan parce qu'elle passe par leurs centres. On ne peut donc assigner aucune direction déterminée à la droite à Finfini d'un plan, mais elle contient la direction (le point à l'infini) de toute droite du plan.
Les relations qu'on peut établir entre les formes fondamentales mettent encore mieux en lumière 1(3S éléments à l'infini ou éléments impropres. On dit que deux formes sont rapportées l'une à l'autre quand
à chaque élément de l'une correspond un élément de l'autre et quand à une série d'éléments se suivant d'une manière continue dans l'une correspond une série d'éléments se suivant d'une manière continue dans l'autre. Deux éléments ainsi rapportés l'un à l'autre s'appellent éléments correspondants ou éléments homologues. Si deux formes fondamentales sont rapportées à une troisième, elles sont aussi rapportées entre elles. En effet, à chaque élément de la troisième correspond un élément de chacune des deux autres formes et par conséquent les deux éléments de celles-ci sont aussi rapportés entre eux ou sont correspondants.
On rapporte deux formes d'espèce différente Tune à l'autre de la manière la plus simple et la plus claire en regardant ou déduisant l'une d'elles comme une section ou une projection de l'autre. Si, par exemple (fig. 6), un faisceau de rayons S et une ponctuelle u ne passant pas par son centre sont dans un même plan, nous pouvons faire correspondre
à chaque rayon le / ^ point de la ponc-
tuelle qui se trouve sur lui. Au rayon /; de S correspond ainsi le point à l'infini de n. Si l'on regarde un système plan 2 comme une section d'une gerbe dont le sommet est en dehors de 2, S et ^ sont alors rapportés l'un à l'autre de telle manière qu'à chaque point de ^ correspond le rayon de S qui passe par lui et à chaque droite de 2 le plan de S qui passe par elle. Au plan de S parallèle à - correspond ainsi la droite à l'infini de ^ ; et chaque rayon de S contenu dans ce plan aura pour correspondant le point de 2 situé à l'infini dans cette direction. A chaque faisceau de plans dans S correspond le faisceau de rayons suivant lequel il coupe 2 ; ce dernier faisceau se composera de droites parallèles, si l'axe du faisceau de plans est parallèle à 2. Si S est une gerbe de rayons parallèles, dont le centre soit conséquemment à l'infini, à chaque point propre de - correspondra un rayon propre de S et à chaque élément impropre du premier système correspondra un élément impropre du second. Si - est le plan à l'infini et S un point propre, à chaque rayon de S correspond son point à l'infini, à chaque plan sa droite à l'infini, à chaque faisceau de rayons une ponc-
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tiielle à rinfini et à chaque faisceau de plans un faisceau de rayons à l'infini.
Deux formes fondamentales de même espèce peuvent être rapportées entre elles de la manière la plus simple, en les considérant comme les sections ou les projections d'une seule et même forme fondamentale. Ainsi dans deux faisceaux de rayons ou dans deux ponctuelles, qui sont les sections d'un seul et même faisceau de plans, deux droites ou deux points se correspondent quand ces éléments sont situés dans le même plan du faisceau.
D'autre part, on peut rapi)orter très facilement entre eux deux faisceaux de rayons S et S^ (fig. 7), de manière qu'ils soient les projections d'une seule
et même ponctuelle u, et qu'ainsi les rayons a et a^, b et b^, c et c^, c, qui passent deux à deux par le même point de la jponctuelle, soient deux éléments correspondants. Quand deux ponctuelles u et u^, situées
dans le même plan, sont considérées comme les sections d'un même fais ceau de rayons S (fig. 8), il est digne de remarque qu'au point à l'infini P ou Qi de l'une correspond en général un point propre P^ ou Q de l'autre.
Deux systèmes plans sont rapportés entre eux quand ils sont les sections d'une seule et même gerbe. Par exemple, une surface étendue de terrain plan et la figure perspective qu'on obtient en coupant son image ou son cône projectif passant par l'œil par un plan quelconque, par exemple, par un plan vertical, sont rapportées entre elles de telle manière que deux points appartenant l'un au terrain, l'autre à la figure perspective, se correspondent quand ils se trouvent sur un même rayon de la gerbe passant par l'œil, quand par suite ils sont avec l'œil sur une même ligne droite. A chaque droite du terrain correspond une droite de la figure perspective, et les deux droites sont dans un même plan avec l'œil. A la droite à l'infini du terrain (à la ligne d'horizon) correspond en général une droite propre, et c'est encore Là une raison pour regarder la ligne à l'infini d'un plan comme une droite. Quand deux systèmes plans sont rapportés entre eux de la manière qu'on vient d'indiquer, on dit aussi que l'un est une projection de l'autre, et le centre de la gerbe qui est en même temps l'image ou le cône projectif des deux systèmes s'appelle alors le centre de projection. Quand le centre est à l'infini, et quand par suite la gerbe est une gerbe de rayons parallèles, ce genre de projection devient le système de projection parallèle ordinaire de la géométrie descriptive.
On peut aussi rapporter deux gerbes l'une à l'autre en les regardant comme les perspectives ou les images d'un seul et même système plan. Chaque rayon d'une des gerbes coupe alors le rayon correspondant de l'autre en un même point du système plan ; de même deux plans homologues des gerbes ont pour ligne d'intersection une droite du système plan. Les perspectives d'une seule et même étendue de terrain prises de deux points différents donnent deux gerbes de cette sorte.
Nous laissons au lecteur le soin d'examiner par lui-même d'une manière plus approfondie la question de la correspondance de deux formes fondamendales ; nous ferons seulement remarquer que les formes fondamentales peuvent être rapportées les unes aux autres d'une infinité de manières. Ainsi, par exemple, deux systèmes plans peuvent être rapportées entre eux, en les rapportant à un seul et même troisième système. Pour nous servir d'un exemple dont nous avons déjà souvent fait usage, nous pouvons imaginer que de deux points différents pris comme centres de projection on ait construit les figures perspectives d'un même terrain. Deux figures ou deux systèmes plans ainsi obtenus sont alors rapportés entre eux , puisque chacun d'eux est rap-
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porté au terrain ; et en effet deux quelconques de leurs points sont correspondants, puisqu'ils sont tous deux la projection du même point du terrain. A une droite de l'une des figures correspondra toujours une droite de l'autre. Toutefois deux systèmes plans de ce genre n'ont plus en général l'un par rapport à l'autre la situation particulière qu'on a définie ci-dessus, à savoir que deux lignes correspondantes sont dans un même plan et que les lignes qui joignent deux points correspondants se coupent toutes en un même point bien déterminé. Nous aurons dans la suite à examiner de plus près les relations qui existent entre deux pareils systèmes plans. Deux systèmes peuvent encore être rapportés l'un à l'autre de telle sorte qu'à une droite de l'un corresponde une courbe de l'autre ; ou bien encore qu'à chaque point de l'un corresponde une droite de l'autre et que réciproquement à chaque droite du premier corresponde un point du second. Quant à présent, nous laissons à l'imagination des lecteurs le soin d'inventer ou de se représenter les relations si nombreuses qu'on peut établir entre les formes fondamentales.
TROISIÈME LEfiON.
Loi de réciprocité ou de dualité. — Polygones, multilatères, polyèdres, etc., simples et complets.
Avant de faire connaître complètement les relations qu'on peut établir entre les formes fondamentales de la géométrie moderne, nous devons attirer Tattention sur une loi géométrique qui occupera une place importante dans nos leçons, car elle facilite d'une manière extraordinaire l'étude de la géométrie de position en divisant en deux parties le champ si vaste que présente cette science et en mettant ces parties en regard Tune de l'autre, de telle manière que l'une se déduit immédiatement de l'autre. Cette loi s'appelle la loi de réciprocité ou de dualité. Quoiqu'elle ne puisse pas toujours s'appliquer d'une manière exacte dans la géométrie métrique, les lecteurs ont rencontré déjà bien des théorèmes qui s'y rattachent justement ; et il suffira de les leur rappeler pour leur faire connaître cette loi. Ainsi, dans l'espace, le point et le plan se présentent coimne deux éléments réciproques l'un à l'autre, de telle sorte que chaque théorème de la géométrie de position trouve son complément dans un autre théorème qu'on déduit du premier en échangeant entre elles les expressions point et plan et conséquemment aussi ponctuelles et faisceaux de plans, segments et dièdres, etc. En général, deux propositions réciproques de ce genre sont placées en regard l'une de l'autre comme les deux faces d'un même théorème, par exemple :
Deux points A et B déterminent une droite AB, qui est la ligne qui les joint.
Une droite a et un point B non situé sur elle déterminent un plan
Deux plans a et [3 déterminent une droite a (i , qui est leur ligne d'intersection.
Fne droite a et un plan [3 qui ne passe pas par elle déterminent
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«B qui passe par la droite et le point.
Trois points A, B, G, non situés sur une même droite, déterminent un plan ABC (leur plan de jonction).
Deux droites a et b qui ont un point commun sont dans un même plan ah.
un point a [3 qui est situé sur la droite et le plan.
Trois plans a, p, y, qui ne passent pas par une même droite, déterminent un point a ^ y (leur point d'intersection).
Deux droites a et 6 qui sont dans un même plan ont un point ab commun.
On remarquera déjà en passant dans ces quelques théorèmes com- J3ien est utile dans la géométrie l'introduction des éléments à l'infini, ou éléments impropres. Sans cela nous n'aurions pas pu énoncer toutes ces propositions dans toute leur généralité et nous aurions dû en mettre à part quelques cas particuliers pour en former des exceptions. Par exemple, la première proposition à droite aurait dû s'énoncer comme il suit : « Deux plans a et fi déterminent une droite ou sont parallèles » . Dans notre nouvelle manière d'envisager les choses, nous avons encore une droite dans la dernière hypothèse : c'est la droite à l'infini dans les plans. De même, dans la première proposition à gauche, il aurait fallu distinguer plusieurs cas, selon que les deux points donnés sont des points propres ou impropres. Nous aurions dû l'énoncer ainsi : « Une droite est déterminée par deux points (propres) ou par un point et une direction », tandis qu'actuellement, au point de vue perspectif, le second cas se trouve tout simplement ramené au premier parce que, par point donné, on entend un point à distance finie ou infinie. Chacun des autres énoncés donne lieu aux mêmes observations.
Ces propositions conduisent aux problèmes suivants (du premier degré) que dans l'avenir nous considérerons comme toujours susceptibles d'être résolus :
Par deux points mener une droite.
Par une droite et un point situé en dehors d'elle mener un plan.
Par trois points mener un plan.
Trouver la ligne d'intersection de deux plans.
Etant donné une droite et un plan qui ne passe pas par elle, trouver leur point d'intersection.
Trouver le point d'intersection de trois plans.
Mener un plan par deux droites qui se coupent.
Trouver le point d'intersection de deux droites situées dans un même plan.
Comme exercice, nous ajoutons encore quelques propositions doubles très usitées. Nous conseillons aux lecteurs, étant donné la première partie de la proposition double, de rechercher eux-mêmes la seconde partie, qui est réciproque de la première.
Étant donné quatre points A,B, G,D, si les lignes ÀB et CD se coupent, les points sont dans un seul et même plan et par suite aussi les droites ÂC et BÏÏ, W et ilc, doivent se couper.
Etant donné quatre plans a, g, Y, S, si les lignes d'intersection a^ et yô se coupent, les plans passent par un seul et même point et par suite les lignes aY et pS, «S et (îy, se coupent aussi.
Si des droites en nombre quelconque se coupent deux à deux, mais
ne passent pas toutes par un même point, elles se trouvent toutes dans un même plan.
ne se trouvent jias toutes dans un même plan, elles passent toutes par un même point.
Souvent un théorème est son réciproque à lui-même, si le point et le plan y figurent d'une manière symétrique.
Soit, par exemple, cà résoudre le problème suivant : (c Par un point donné d'un plan, mener dans ce plan une droite rencontrant une droite donnée qui n'est pas située dans le plan et qui ne passe pas par le point. » On a ici deux solutions qui sont réciproques l'une de l'autre.
Ou bien on joint le point donné avec le point d'intersection de la droite et du plan.
Ou bien par la droite et le point donnés on mène un plan et on cherche son intersection avec le plan donné.
A ce problème on peut facilement ramener les suivants :
Par un point donné, mener une | Dans un plan donné, mener une
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droite qui coupe deux autres droites non situées dans un même plan avec le point.
On fait passer un plan par le point donné et une des droites données,
droite qui coupe deux droites données n'ayant pas un seul et même point commun avec le plan.
On détermine lepoint d'intersection d'une des droites avec le plan donné,
et le problème est alors ramené-au précédent.
Le problème « mener une droite qui coupe trois droites données » est aussi réciproque à lui-môme. On peut, ou bien prendre un point sur une des droites, ou bien mener un plan par elle; en se reportant aux données du problème double qui précède, on peut alors chercher une droite qui passe par ce point ou qui soit dans ce plan et qui coupe les deux autres droites données.
Les formes fondamentales peuvent aussi être placées les unes en face des autres comme formes réciproques : c'est, par exemple, ce qui a lieu pour le système plan et la gerbe, parce que leurs supports ou lieux, qui sont respectivement le plan et le point, sont réciproques l'un de l'autre. D'après cela les éléments ou formes réciproques sont respectivement :
dans le système plan :
Le point ; la ponctuelle ; le rayon considéré comme ligne de jonction de points ; le faisceau de rayons, etc.
et dans la gerbe :
Le plan ; le faisceau de plans ; le rayon considéré comme intersection de plans; le faisceau de rayons, etc.
Ici comme dans bien des propositions précédentes, on aura dû être frappé de cette remarque que la droite dans l'espace (ou le rayon) est réciproque à elle-même. Elle occupe en réalité une situation intermédiaire entre les éléments points et plans qui sont réciproques. Gomme exemple d'une proposition double, où le système plan et la gerbe figurent comme formes réciproques, nous donnerons la suivante :
Si deux systèmes plans sont rapportés l'un à l'autre de telle manière qu'on les considère comme
Si deux gerbes sont rapportées l'une à l'autre de telle manière qu'on les considère comme les
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des sections d'une seule et même gerbe, les éléments qui se correspondent (points ou droites) dans les deux systèmes sont situés deux à deux sur un seul et môme élément (rayon ou plan) de la gerbe.
La ligne d'intersection des deux plans coïncide avec sa correspondante ou se correspond à ellemême ; il en est de même ]iour tout point situé sur cette droite.
Les deux systèmes plans ont ainsi une ponctuelle correspondante commune.
])r()jections d'un seul et même système plan les éléments correspondants (rayons ou plans) des gerbes passent deux à deux par un seul et même élément (point ou droite) du système plan. Le rayon commun aux deux gerbes qui réunit leurs centres coïncide avec son correspondant ou se correspond à lui-même ; il en est de même pour tout plan qui passe par ce rayon.
Les deux gerbes ont ainsi un faisceau de plans correspondant commun.
En effet, si deux formes sont rapportées entre telles et si un élément de l'une coïncide avec l'élément qui lui correspond dans l'autre, c'est-à-dire est identique, on dit que « les deux formes ont cet élément correspondant commun ».
Dans l'espace le point et le plan sont des éléments réciproques l'un par rapport à l'autre ; il en est de même dans le plan pour le point et la droite, par suite aussi pour les ponctuelles et les faisceaux de droites, les segments et les angles, etc. ; il en est également de même dans les gerbes pour le rayon et le plan, le faisceau de rayons et le faisceau de plans, etc. Exemple :
«j. Deux points d'un plan déterminent une droite.
a.. Deux rayons d'une gerbe déterminent un plan.
v^- Deux droites d'un plan déterminent un point.
a^. Deux plans d'une gerbe déterminent un rayon.
Une courbe plane peut être regardée
Pj. comme l'ensemble de tous les points situés sur elle.
P.^. comme l'ensemble de toutes les tangentes qui l'enveloppent
(fig. 9).
On verra que dans la géométrie moderne cette dernière manière de
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concevoir les courbes est aussi souvent usitée que la première. De même (clans la gerbe) une surface conique peut être considérée :
p.. comme l'ensemble des rayons situés sur elle.
p,. comme l'ensemble de tous les plans qui l'enveloppent (plans tangents).
Sur quatre propositions correspondantes comme les précédentes, les deux qui se rapportent à la gerbe peuvent toujours se déduire des deux autres qui appartiennent à la géométrie du plan, en projetant le système plan par une gerbe issue d'un point quelconque. En règle générale, à l'avenir nous ne donnerons que les deux premières et nous laisserons au lecteur le soin de chercher lui-même les deux autres.
Dans l'espace où le point et le plan sont réciproques l'un de l'autre, la première et la quatrième proposition (comme a^ et aj, la deuxième et la troisième (comme «, et a.), se présentent comme propositions réciproques.
Dans la suite de nos études , la loi de réciprocité deviendra plus claire et plus familière ; toutefois, après une série de développements sur les formes fondamentales élémentaires, nous pourrons démontrer qu'elle a lieu d'une manière générale dans la géométrie de position, ou bien qu'à chacune de ses propositions il correspond effectivement une proposition réciproque. Jusqu'à ce que nous en soyons arrivés là, nous dhigerons nos leçons de telle manière que les propositions réciproques se trouvent en regard les unes des autres, et nous parviendrons ainsi à prouver que le dualisme en ressort clairement. Mais il est nécessaire à cet effet que nous fassions préalablement connaître encore quelques systèmes réciproques et que nous modifiions notamment quelques-unes des formes géométriques qui ont été transportées de la géométrie métrique dans la géométrie moderne.
Nous voulons parler spécialement ici de la notion de polygone (n-gone). En règle générale, dans la géométrie moderne on désigne sous le nom de n-gone non pas une portion de plan limitée de toutes parts par n droites qui se coupent, mais bien un sijstème formé de n points
d'un plan et des n droites {ou côtés) dont chacune joint deux points {ou sommets) consécutifs. Nous imaginons que les sommets sont rangés suivant un ordre de succession déterminé et nous admettons que trois d'entre eux consécutifs ne se trouvent jamais en ligne droite. Le n-gone simple peut aussi s'appeler n-latère {multilatère) simple ; un n-latère simple est en effet un système plan composé de n droites (côtés) et des n points d'intersection de ces droites prises successivement deux à deux. Le polygone et le multilatère sont deux conceptions réciproques ; aux lignes qui joignent deux sommets non consécutifs (c'està-dire aux diagonales) dans un polygone simple correspondant les points d'intersection de deux côtés non consécutifs dans le multilatère. Dans la géométrie des anciens, où l'on comprend sous le nom de
polygone une portion limitée du plan, on exclut d'une manière générale les polygones à entre-croisements, comme le pentagone ABCDE (fig. 10) ou l'hexagone ABGDEF (fig. 11).
Dans la géométrie moderne, les polygones et multilatères ne donnent plus lieu à une pareille distinction, parce qu'on y suppose les côtés indéfiniment prolongés. Et au contraire, parmi les '•In éléments (sommets et côtés) d'un n-gone ou d'un n-latère simple, on dira que deux éléments sont opposés Vun à ïaulre quand ils seront séparés l'un de l'autre, et dans un sens comme dans l'autre, [)ar la moitié des éléments restants I ainsi d'une manière générale^ le m" et le n-\-m^ des éléments consécutifs seront opposés l'un à l'autre. Par exemple, dans le pentagone ABCDE (fig. 10) les éléments opposés sont un sommet et un côté, comme A et CD, B et DE, G et EA, et ainsi de suite. Dans l'hexagone ou sexlatère ABCDEF (fig. 11), ce sont au contraire les
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sommets qui sont opposés aux sommets et les côtés aux côtés, comme A et D, ÂB et DE, B et E, B(Tet ËF, et ainsi de suite.
En outre des polygones et des multilatères simples, la géométrie moderne considère aussi les polygones et multilatères complets^ et la loi de réciprocité y ressort encore d'une manière aussi évidente que dans les premiers.
Nous appelons en effet :
Polygone plan complet^ un système formé de n points du plan et de toutes les droites (côtés) qui les unissent deux à deux ; ou, ce qui revient au même, un polygone simple considéré avec toutes ses diagonales.
Multilatère plan complet, un système formé de n droites du plan et de tous leurs points d'intersection (sommets) deux à deux; ou, ce qui revient au même, un multilatère simple considéré avec tous les points d'intersection de ses côtés.
Nous admettons dans tout ceci que dans le polygone trois sommets ne sont jamais sur une même ligne droite, et que dans le multilatère trois côtés ne passent jamais par un même point.
En chaque sommet se coupent
[n-i] côtés du polygone complet,
et ces derniers passent par les (w- 1 )
autres sommets. Le polygone com-
plet a donc en tout — \: — ' cotes.
Sur chaque côté se trouvent [n-i] sommets du multilatère complet ; les (n-i) autres côtés passent par ces points. Le multilatère com-
plet a donc en tout mets.
som-
On voit facilement que le polygone et le multilatère complet renferment respectivement plusieurs polygones et multilatères simples dès que n est >> 5. Par exemple :
Un quadrangle complet ABCD {ftg. 12) a six côtés. Deux quelconques de ces côtés ne passant
Un quadrilatère complet abcd (fig. 15) a six sommets. Deux quelconques d'entre eux non situés sur
pas par un seul et même sommet, comme AB et CD, ou AG et BD, ou enfin AD et BC, sont dits côtés opposés dn quadrilatère ; de sorte
Fi^.12
qu'il y a trois couples de côtés opposés. Le quadrangle complet renferme trois quadrangles simples ABGD, AGDB et ADBG, dont les côtés sont formés des couples de côtés opposés pris deux à deux.
un seul et même côté, comme ab et crf, ou ac et hd, ou enfin ad et 6c, sont dits sommets opposés du quadrilatère ; de sorte qu'il
Fie. 13.
y a trois couples de sommets opposés. Le quadrilatère complet renferme les trois quadrilatères simples abcd^ acdh et ahdc^ dont les sommets sont formés des couples de sommets opposés pris deux à deux.
Les formes qui correspondent dans la gerbe à ces formes planes se conçoivent de la manière la plus simple en imaginant (|ue ces dernières soient projetées d'un point extérieur au plan qui les contient. Chaque polygone plan donne ainsi un angle muUarcLe dans la gerbe et chaque multilatère un angle pohjèdrc. Ainsi nous appellerons d'après cela :
Angle midtarête [n-arête] complet^ un système de 7i rayons dans la gerbe, considéré avec tous les plans (faces qui les joignent entre eux) ; nous supposons que trois quelconques des rayons (ou des arêtes) ne sont jamais dans un même plan.
Angle pohjèdre (n-èdre) complet dans la gerbe, un système de n plans considéré avec toutes les lignes d'intersection (arêtes) suivant lesquelles ils se coupent ; nous supposons que trois quelcon([ues de ces plans (ou faces) ne passent jamais par une seule et même droite.
Il sera d'après cela li'ès facile poiu- le lecteur de définir les angles
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multarêtes et polyèdres simples et de trouver pour les formes de la gerbe les propriétés analogues aux formes planes. Nous terminerons cette longue série de définitions en faisant connaître les formes.de l'espace analogues à celles qu'on a indiquées plus haut pour le ])lan.
11)1 mullarête {n-arêlé) complet se compose de n points (sonuiiets) qui ne sont jamais quatre à quatre dans un même plan, des droites (arêtes) qui les joignent deux à deux et des plans (faces) qui les réunissent trois h trois.
Un polyèdre [n-èdre] complet se compose de n plans (faces) qui ne passent jamais quatre à quatre par un même point, des droites (arêtes) suivant lesquelles ils se coupent deux à deux et des points (sommets) où ils se rencontrent trois à trois.
Le lecteur cherchera par lui-même le nombre des arêtes et des faces d*un multarête de l'espace et celui des arêtes et des sommets d'un polyèdre. Nous ferons seulement remarquer que dans l'espace le quadrarête et le tétraèdre ne sont pas plus différents entre eux que le triangle et le trilatère dans le plan. La proposition double qui suit montre aussi que la loi de réciprocité s'applique également bien au tétraèdre :
Les quatre sommets et les six arêtes d'un quadrarête (tétraèdre) sont projetés d'un point non situé sur une des faces suivant les quatre sommets et les six côtés d'un quadrangle complet.
Les quatre faces et les six arêtes d'un tétraèdre sont coupées par tout plan ne passant pas par un des sommets suivant les quatre côtés et les six sommets d'un quadrilatère complet.
On remarquera ici que dans l'espace le polygone (n-gone) complet se trouve être le réciproque du polyèdre (w-èdre) complet et le multilatère (w-latère) celui du multarête (n-arête), parceque le point, le plan, sont des éléments réciproques.
GÉOMÉTBIE CHEMIN.
QUATRIÈME LEÇON
Relations entre les polygones, multilatères, multarêtes et polyèdres complets. — Systèmes harmoniques.
Dans les leçons qui précèdent, nous avons cherché à faire connaître les conceptions les plus importantes, les plus caractéristiques de la géométrie moderne. Ces défmitions nombreuses, qui se rattachent les unes aux autres, ont peut-être un peu fatigué le lecteur; il est cependant indispensable de les lui présenter dans leur ensemble afin de pouvoir aborder sans être arrêté à l'avenir le champ si riche et si vaste que nous ouvre la géométrie de position.
Nous allons maintenant arriver aux premiers théorèmes caractéristiques de la géométrie moderne ; car les propositions simples qu'on a énoncées jusqu'ici ont été données bien plus pour rendre plus claire et et plus complète l'intelligence d'idées nouvelles auxquelles on est peu familiarisé que parce qu'elles étaient absolument nécessaires pour servir de base à la géométrie de position.
Au contraire, nous devons considérer comme théorèmes fondamentaux les propositions sur les points, rayons et plans harmoniques, en un mot les propositions sur les formes harmoniques que nous allons faire connaître à l'instant.
Les propriétés des formes harmoniques, dont nous avons déjà fait mention dans l'introduction, peuvent se démontrer de la manière la plus facile à l'aide de quelques théorèmes simples sur les relations qui existent entre les «-gones, //-latères et /«-arêtes (polygones, multilatères et multarêtes). De même que nous avons, dans ce qui précède, rapporté les formes fondamentales entre elles, de même nous pouvons dans les formes ciue nous considérons maintenant faire correspondre chaque
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sommet, côté ou arête de l'une à un sommet, un côté ou une arête de l'autre. Par exemple, nous pourrons rapporter un quadrilatère à un autre quadrilatère en rapportant chaque 'sommet du premier à un
Fig l.S^'"'
sommet du second; il est facile de voir qu'à chaque côté du premier correspondra alors un côté du second. On arrive de cette manière aux propositions suivantes qui sont évidentes :
Si deux triangles A, B, G et Aj, Bj, Cj (fig. 13 bis) rapportés l'un à l'autre sont dans deux plans différents et si les côtés homologues, comme AB, A^Bj, se coupent deux à deux (naturellement sur la ligne d'intersection des plans des deux triangles), les plans f(ui contiennent les trois couples de côtés correspondants déterminent un triarête dont les deux triangles sont des sections. Les lignes AA^, BBj, ce, qui joignent les sommets homologues deux à deux se coupent alors en un même point, qui est le centre ou le sommet du triarête.
Si deux angles triarêtes (ou dans la gerbe, deux angles trièdres) rapportés l'un à l'autre appartiennent à des gerbes différentes, et si les arêtes homologues se coupent deux à deux, les trois points d'intersection déterminent un triangle dont les deux triarêtes sont les projections. Les lignes d'intei'section des plans homologues (faces) deux à deux sont ainsi dans le plan du triangle, dont elles sont les côtés.
Rien n'est plus facile que de trouver la réciproque de chacune des parties de cette proposition double. Elle nous conduit à la proposition double qui suit :
Si deux quadrangles complets ABGD, et A„ B^, C^, D^ (fig. 14), rapportés Tun à l'autre sont situés
Si deux angles tétraèdres complets rapportés l'un à Taulre appartiennent à des gerbes différentes
dans des plans différents, dont la ligne d'intersection u ne passe par aucun des huit points, et si cinq côtés a, 6, c, d, e, de l'un coupent sur u les côtés a^, 6^, c^, dj, e^ , de l'autre qui leur correspondent, les deux quadrangles sont les sections d'un seul et môme quadra-
dont le rayon commun ne se trouve dans aucune des huit faces et si cinq arêtes d'un des angles tétraèdres coupent les arêtes qui leur correspondent dans l'autre, les deux angles tétraèdres sont les projections d'un seul et même quadrilatère plan complet, et par suite
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rête complet ; par suite les deux autres côtés f et f^ se rencontrent aussi sur u.
En effet, d'après le théorème précédent, leslignesAAj, BBj, CCj, se coupent en un même point, de même que les lignesDDj,BBpGCj.
Les droites AAj et DD^ se rencontrent donc au point s d'intersection de BBj et CCj, centre du quadrarête considéré dans la proposition. Et comme les droites /"et /"^ sont dans le plan déterminé par AA^ etBB^, elles doivent aussi se couper.
les deux autres arêtes se coupent aussi.
Les cinq arêtes d'un des angles tétraèdres, qui sont coupées par les arêtes correspondantes de l'autre, déterminent en effet deux angles trièdres qui font partie de l'angle tétraèdre, et, d'après le théorème précédent, leurs faces se coupent deux à deux suivant les trois côtés d'un triangle. Mais ces deux triangles ont deux côtés communs; ils sont donc dans un même plan et par suite ils déterminent le quadrilatère plan dont les deux angles tétraèdres sont les projections.
Poui' ne pas trop nous attarder, nous allons laisser de côté la recherche des propositions que nous avons mises jusqu'ici dans la colonne de droite ; et dans l'établissement de la théorie des formes harmoniques, nous n'indiquerons que les résultats de la colonne de gauche. En suivant cette marche, nous arriverons encore bien vite à des propositions qui sont réciproques les unes des autres comme les précédentes. Nous venons de trouver que :
Étant donnés deux quadrilatères complets rapportés entre eux, si cinq couples de côtés homologues se coupent en des points d'une droite u qui ne passe par aucun des huit sommets^ le point d'intersection des côtés appartenant à la sixième paire se trouve aussi sur la même droite.
Ce théorème n'a pas lieu seulement pour le cas où les quadrilatères sont dans des plans différents. Car s'ils sont dans un même plan, nous pouvons ramener ce cas à celui que nous avons déjà traité en faisant tourner l'un des quadrilatères autour de la droite u de manière à lai faire quitter le plan où il se trouvait tout d'abord, ou bien en le projetant d'un autre centre quelconque sur un second plan mené par u. Dans l'un et l'autre cas, on voit immédiatement que le sixième
côté du premier quadrilatère rencontre le sixième côté du second sur la droite u. Remarquons en passant que si la droite u est la droite de Tinfini, notre théorème peut s'énoncer comme il suit : Etant donnés deux quadrilatères rapportés l'un à l'autre, si cinq couples de côtés homologues sont parallèles, les deux côtés qui forment le sixième couple sont aussi parallèles.
Nous pouvons maintenant donner la définition suivante :
On dit que quatre points^ i, B, C, D, sont quatre points harmoniques
ou forment une ponctuelle harmonique, s ils sont par rapport à un quadrilatère dans une position telle que deux côtés opposés du quadrilatère se coupent au premier et au troisième pohit et que les deux diagonales passent par le second et le quatrième.
Des propositions c[ui précèdent on déduit alors immédiatement ce théorème important :
Étant donnés trois points A, /?, C, d'une droite et leur ordre de succession, le quatrième harmonique D est complètement déterminé.
En effet, on trouve D en construisant un quadrilatère quelconque KLMN (fig. 15) dont une diagonale LN passe par le second point B, dont deux côtés opposés KL et MN se coupent au premier point A et les deux autres côtés opposés LM et KN au point G ; la seconde diagonale
KM passe par D. Si l'on construit un s'econd quadrilatère K^, L^, Mj, Nj, qui soit par rapport à A, B, G dans la même situation que KLMN, d'après un théorème démontré plus haut (page 56), sa deuxième diagonale KjMj (considérée comme sixième côté du quadrilatère complet K^ L^ Mj NJ doit aussi passer par le point d'intersection D de KM et de ÂBC:
Les points B et D, situés sur les diagonales, sont séparés l'un de Vautre par les points d'intersection A et C des deux couples de côtés opposés.
En effet projetons les points A, B, C, D d'un centre quelconque sur une droite, les droites projetantes et par suite aussi les projections d'un couple de points séparés sont aussi séparées de celles de l'autre découplé. Soit maintenant Q (fig 15 ) le point d'intersection des diagonales KM et EN du quadrilatère KLMN ; KQMD est une projection de ABCD faite du point L et MQKD une autre projection faite du point N. Si donc A n'était pas séparé de G par les autres points, mais l'était de B par exemple, il faudrait que K fût séparé de Q d'une part et M de Q d'autre part, ce qui est impossible parce que Q ne peut être séparé que d'un seul des trois points K, M, D, par les deux autres. Si au contraire A était séparé de D, il faudrait que K fut séparé de D et en même temps M séparé de D, ce qui est également impossible. En conséquence A. doit être séparé de G par les points B et D.
Si d'un point non situé dans le plan du quadrilatère complet ( de notre œil, pau exemple) nous projetons le quadrilatère suivant un angle quadrarête complet, les quatre points harmoniques seront projetés smvant quatre rayons qu'on désignera sous le nom de rayons harmoniques^ ou de faisceau harmonique de rayons. Ces rayons jouissent de la propriété qu'un plan quelconque ne passant pas par leur centre les coupe suivant quatre points harmoniques A^, Bj, C^, D^. Gar un pareil plan coupe le quadrarête complet suivant un quadrangle dont deux côtés opposés se rencontrent en A^, les deux autres en G^, et dont les deux autres côtés passent respectivement par B^ et D^.
Si nous projetons quatre points harmoniques d'un axe non situé dans un même plan avec eux, nous obtenons quatre plans harmoniques ou un faisceau harmonique de plans. D'après ce qu'on a démontré cidessus, un cinquième plan quelconque qui contient les quatre points harmoniques coupe les quatre plans harmoniques suivant des rayons harmoniques ; il en est par suite de même de tout plan sécant quelcon-
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que qui ne passe pas par l'axe du faisceau de plans harmoniques. Car un pareil plan couj)e les quatre rayons liarnioniques, résultant de la section par un quelconque des premiers plans, suivant quatre points harmoniques par lesquels passent ses propres intersections avec les plans harmoniques. Il résulte aussi de là que toute droite oblique par rapport à l'axe coupe les quatres plans suivant quatre points harmoniques. De même un faisceau harmonique de rayons sera projeté d'un point situé hors de son plan suivant un faisceau harmonique de plans. jNous pouvons énoncer d'une manière générale les propositions suivantes :
Quatre points harmoniques sont projetés d'une droite quelconque par quatre plans harmoniques et d'un point quelconque par quatre rayons harmoniques.
Quatre plans harmoniques sont coupés par une droite quelconque suivant quatre points harmoniques et par un plan quelconque suivant quatre rayons harmoniques.
Quatre rayons harmoniques sont
projetés d'un point quelconque par quatre plans harmoniques.
coupés par un plan quelconque en quatre points harmoniques.
Ces différentes propositions peuvent se résumer dans l'important théorème suivant : D'une fo7vne fonda mentale harmonique, on ne déduit toujours par projection ou section que des formes fondamentales harmoniques. Nous voyons en même temps qu'étant donnés trois éléments d'une forme fondamentale élémentaire, le quatrième est complètement déterminé, si on désigne de plus quel est celui des premiers dont il est séparé par les deux autres. Car si les éléments donnés sont trois points d'une droite, le quadrilatère complet nous fournit le quatrième point harmonique. Si au contraire ce sont des rayons ou des plans d'un faisceau, nous les couperons par une droite et nous chercherons le quatrième harmonique aux trois points d'intersection. Et en même temps, nous résolvons par là même ce problème : étant donnés trois éléments d'une foixne fondamentale élémentaire, construire le quatrième harmonique.
Les lecteurs reconnaîtront immédiatement l'exactitude des propositions suivantes :
Trois plans «, [3, y à\m faisceau de plans sont coupés par une infinité de transversales quelconques; sur chaque transversale on cherche le quatrième harmonique aux trois points d'intersection qui est séparé par les deux autres du point de rencontre de cette droite avec G ; tous ces quatrièmes points sont dans un même plan S harmonique aux trois autres et qui est
Trois points A, B, G d'une ponctuelle sont projetés d'une infinité d'axes quelconques ; pour chaque axe on construit le quatrième plan harmonique qui est séparé par les deux autres de celui qui passe B ; tous ces quatrièmes plans passent par un seul et même point D, qui est le quatrième harmonique à A, B, G et qui est séparé de B par A et G.
séparé de ^ par a et y.
A la place de ces deux propositions qui sont réciproques l'une de l'autre pour les formes de l'espace, nous aurions pu facilement énoncer
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deux théorèmes correspondants dans lesquels des faisceaux de rayons auraient remplacé les faisceaux de plans. On obtient de même deux propositions analogues pour la gerbe.
En indiquant comment on détermine quatre points harmoniques A, B, G, I) ( fig 15 ) au moyen du quadrilatère KLMN, nous avons fait une distinction entre les deux points A et ^ où se coupent les côtés opposés du quadrilatère et les deux autres B et D par lesquels passent les dia-
gonales. On peut cependant faire voir que les deux couples de points jouent entièrement le môme rôle dans la jionctuelle harmonique. On voit d'abord que sur quatre points harmoniques on peut échanger entre eux deux points séparés l'un de l'autre sans que les quatre points cessent d'être harmoniques. Ou autrement : si ABGD est une ponctuelle harmonique, il en est de même de ADGB, CBAD et GDAB. Gar dans chacune de ces ponctuelles, les côtés opposés du quadrilatère passent deux à deux par le premier et le troisième point et les diagonales par le deuxième et le quatrième. Si maintenant par le point Q d'intersection des diagonales ( fig. 16) nous menons les droites AQ et GQ, elles déterminent respec-
tivement sur les côtés NK, KL LM et MIS quatre nouveaux points S, T, U ei V. Les lignes SX, TU, UV et VS qui les joignent peuvent être considérées comme les secondes diagonales des quadrilatères KSQT, LTQU, MUQV, et NVQS ; mais deux de ces lignes qui sont opposées passent par B et les deux autres par D. INous avons alors un quadrangle STUV dont tous les côtés opposés passent respectivement deux à deux par B et D et les diagonales par A et G. Il en résulte que dans une ponctuelle harmonique deux couples de points séparés peuvent aussi être échangés entre eux sans que les quatre points cessent d'êti'e harmoniques. D'où ce théorème :Si ABCD est une forme harmonique, il en est de même non seulement pour ABCB, CBAD et CDBÂ, 7nais encorepour DCBA, DABC, BCDA et BADC.
Ce théorème a tout naturellement lieu aussi pour les rayons et les plans harmoniques, puisque np^us les avons définis par le moyen des points harmoniques.
Nous dirons souvent que deux éléments séparés d'une forme harmonique sont harmoniquement séparés par les deux auti'es éléments, ou bien qu'ils sont conjugés harmoniques. En outre, pour pouvoir énoncer une proposition d'une manière plus concise et plus simple, nous nous servirons souvent des expressions suivantes : «. deux éléments d'une forme sont harmoniquement séparés par deux autres éléments qui n'appartiennent pas à la forme » ; cela voudra dire que les derniers éléments déterminent dans la forme deux éléments par lesquels les premiers éléments sont séparés harmoniquement. Par exemple, nous dirons que deux points A et G sont harmoniquement séparés par deux plans 3 et S, si ces derniers coupent la droite AG en deux points B et D tels que ABGD soient quatre points harmoniques. De même 3 et 3 seront dits harmoniquement séparés par A et G, s'ils sont harmoniquement séparés par les plans qui projettent les points A et G de leur ligne d'intersection ^5. Par exemple, pour les formes contenues dans le plan, nous avons la proposition double :
Deux droites et un point situé en dehors d'elles déterminent une troisième droite ; elle passe par le point d'intersection des deux premières et elle contient tous les points qui sont harmoniquement séparés du point donné par les deux droites données.
Une droite et deux points situés en dehors d'elle déterminent un troisième point ; il est sur la ligne qui joint les deux premiers, et toutes les droites qui sont harmoniquement séparées de la première par les deux points donnés
passent par ce pomt.
Par le fait, cette double proposition n'est qu'une répétition de la précédente étendue aux formes dans le plan. La proposition de gauche et la suivante servent de base à la solution du problème indiqué dans l'introduction ( page 4, fig. 1 ). Par le point inaccessible oîi se coupent deux droites, mener une troisième droite.
D'après tout ce qu'on a dit jusqu'ici, le lecteur démontrera très facilement les propriétés suivantes du quadrangle et du quadrilatère complet ( voir fig. 15 ).
Dans un (juadrangle plan complet, les côtés opposés (comme KM et LN ) sont deux à deux séparés harmoniquement par les deux points ( A et G ) où les autres cou-
Dans un quadrilatère plan complet les sommets opposés ( comme A et G ) sont deux à deux harmoniquement séparés par les deux droites ( KM et LN ) qui joignent
pies de côtés opposés se coupent I deux à deux les autres sommets deux à deux. | opposés.
Remarquons ici que, dans la figure 15, il faut non seulement considérer K, L, M, N comme les sommets d'un quadrangle complet, mais qu'il faut aussi regarder AL, AN, CL etCN comme les côtés d'un quadrilatère complet, dans lequel A et C, K et M, L et N sont trois couples de sommets opposés.
APPENDICE
Relations métriques dans les formes harmoniques.
Nous ne pouvons clore le chapitre qui traite des formes harmoniques sans indiquer les plus importantes des relations métriques qui s'y rat-
tachent, ainsi que nous l'avions promis dans l'introduction. Nous y arrivons de la manière la plus simple au moyen du théorème suivant :
Si, sur une droite^ deux points A et C sont à égale distance d'une troisième C, ils sont harmoniquenient séparés par ce troisième et par le point D à V infini sur la droite; ou, autrement dit, les (juatre points ABCD sont quatre points harmoniques.
En effet prenons dans un plan mené par ABC deux points à l'infini K et M (fig. 17) et joignons les à A et G (par deux couples de parallèles) ; les lignes de jonction se coupent en deux nouveaux points L et N. La ligne LN, étant la deuxième diagonale du parallélogramme ALCN, passe par le point B qui bissecte le segment AG. Dans le quadrilatère KLMN,
deux côtés op])osés KL et MN" se coupent alors en A, deux autres LMet NK en G, la diagonale LN passe par B et la deuxième diagonale qui est la droite KM à l'infini passe par 1) ; il en résulte que ABGD sont bien réellement quatre points harmoniques.
Comme quatre points harmoniques sont projetés d'un cinquième S suivant quatre rayons harmoniques, il en résulte (fig. 48) que :
Si par le sommet S cVun triangle ASC, on mène deux droites, Vvne d parallèle à AC , Vautre b qui passe par le milieu du segment AC, ces deux droites sont harmoniquement séparées par les deux côtés adjacents A et C du triangle.
Si ASC est isocèle, b est perpendiculaire à AC et par suite aussi à d; et les angles su})plémentaires adjacents formés par a et c sont aussi bissectés par b et d. Donc :
Les bissectrices de deux angles adjacents sont harmoniquement séparées par les côtés de ces angles. \[y FiV.18
Le réciproque de ce théorème peut s'énoncer ainsi :
Si dans un faisceau de quatre rayons harmoniques, deux rayons séparés {ou conjugés) sont perpendiculaires Vun sur Vautre, ils bissectent les angles formés par les deux autres rayons.
La démonstration se déduit immédiatement de la proposition suivante qui admet elle-même une réciproque (fig. 18).
Si Von coupe un faisceau harmonique abcd par une droite u parallèle à Vun de ses rayons, Vun des points d'intersection de cette droite avec les trois autres rayons bissecte le segment déterminé par les deux autres points .
En effet les points d'intersection de u avec abcd sont quatre points harmoniques et l'un d'eux se trouve à l'infini.
Ces propositions, auxquelles on peut en ajouter d'autres semblables pour les plans harmoniques, peuvent s'employer dans la solution de toute une série de problèmes. Par exemple, le problème :
Construire le quatrième harmonique à trois points ou trois rayons est susceptible d'une solution bien plus simple que celle que donne le quadrilatère complet, pourvu ([u'on admette l'emploi de droites, parallèles et de segments égaux. Car étant donnés les rayons a^b,c,d (fig. 18),
s'il faut construire le (juatrième rayon a, harmoniquement séparé de c, coupons 6 et c par une parallèle u à d aux points B et C et prenons sur celle-ci AB = BC ; le rayon a du faisceau mené par A est le rayon cherché. Si, étant donnés trois points A,B,G. on demande (fig. 20) de chercher le quatrième point D harmoniquement séj)aré de B ; sur une droite quelconque menée par B nous porterons à partir de B deux segments égaux AjB et BGj ; nous déterminerons le point S d'intersection des droites ÀAj, ou a et CC^, ou c; en menant par ce point une parallèle d à AjBCi, cette droite coupera la droite AjBG^au point D cherché. Car puisque AjB,Ci et le point à l'infini de A^BCj sont quatre points harmoniques, S (A^BCiD) ou abcd doit être un faisceau harmoni-
que, et par suite ABCD, qui en est une section, est une ponctuelle harmonique.
Si l'on donne un segment AG et son point miheu B, on peut au moyen d'une construction purement linéaire tracer une parallèle à ABC par un point quelconque K (fig. 19). Nous menons les lignes KA et KG et nous les coupons respectivement en L et N au moyen d'une droite quelconque passant par B. Déterminons maintenant le point d'intersection M de CL et AN ; la droite cherchée passe par ce point. Car KM, qui est la seconde diagonale du quadrangle KLMN, coupe la droite ABC en un quatrième point, conjugé harmonique de B, mais qui est à l'infini, puisque B bissecte le segment AG. Réciproquement, si l'on donne deux parallèles, un segment quelconque situé sur Tune d'elles peut être divisé en deux parties égales au moyen de constructions linéaires. On voit immédiatement comment ces constructions peuvent s'apj^liquer dans l'arpentage.
11 existe un rapport remarquable entre les segments que quatre points
harmoniques ABCD déterminent sur une droite. Pour le trouver, projetons ces points harmoniques par un faisceau harmonique quelconque abcd (fig. 20) etmenons en même temps par B une parallèle au rayon d. Cette droite rencontre les rayons a et c en deux points A, et G, qui sont équidistants de B ; on a en même temps deux couples de triangles semblables, à savoir AAjB=^ ASDet BGjG =^DSG. On en déduit alors les rapports :
B _AD . BG_GD
â;b ~"SD BG,~SD'
En divisant le premier par le second en remarquant que A^B = BGi il en résulte que :
AB_Ap BG~DG
Ge qui donne ce théorème :
Le segment AC est divise' par le point B situé sur lui dans le même rapport que par le point D qui lui est extérieur et qui est le conjugé harmonique de B par rapport à A et C {ou qui est harmoniquement séparé de B par AetC),
On donne généralement ce théorème comme définition des points harmoniques et on le prend comme point de départ de la théorie de ces points harmoniques. Il en résulte, entre autres conséquences, que le point D est en dehors de AC et du côté de C si AB >> BC et que par suite AD>>CD; il se trouve au contraire du côté de A si AB<;BG; et par conséquent aussi B et D sont toujours en même temps plus près d'un des points A et G que de l'autre..
Comme les segments égaux CD et DC sont décrits en sens contraire, on écrit ordinairement DC au lieu de CD dans la proportion précédente et elle prend alors la forme symétrique suivante :
II) (BM)' = AM. CM
d'où ce théorème remarquable :
BM [etpar suite aussi DM) est moyen proportionnel entre ÀM et CM.
Par A et C (fig. 20) faisons passer un cercle quelconque et par le point M menons-lui la tangente MT, le théorème connu sur les segments qu'un cercle intercepte sur des sécantes donne
AM. CM = (TM)'
et par suite ÏM' = BM^ = DM^ Le point de contact T de la tangente se trouve donc sur un cercle décrit du point M comme centre avec BM = MD comme rayon ; ce cercle coupe orthogonalement le premier en T, puisque son rayon MT est normal à sa tangente en T. Donc :
Tous les cercles du plan, passant par deux points donnés A et C, sont coupes orthogonalement par tous les cercles tels que les extrémités B et D de leur diamètre BD soient conjugées harmoniques par rapport à Aet C.
La théorie des points harmoniques nous conduit ainsi avec la plus grande facilité aux systèmes de cercles qui se coupent orthogonalement et on peut la prendre pour point de départ de Tétude des systèmes de sphères orthogonales.
L'équation inverse de (I), c'est-à-dire l'équation
BG _ CD AB "' AD
peut aussi s'écrire de la manière suivante :
AÇ-_^ ^ \U~-M: ou AB - AC _ AC - \J) AB AD AB ~ AD —
et c'est précisément à cette dei-nière équation que les points A B C D doivent leur nom de points hannonigucs. On sait en eiïet que trois "ombres p., y, S sont dits en proporUon harmonique continue, ou harmoniques quand le rapport de la dilïérence des deux premiers au premier est égal au rapport de la différence des deux derniers au dernierou quand '
L'équation ci-dessus entre les segments Aiî, AC et AD a justement la même forme que la dernière équation.
Enfin en effectuant la division, on obtient l'équation • •
AC AB ^ AD
Cette formule remarquable peut très facilement s'exprimer en langa^^e ordinaire; elle est souvent employée pour définir les points hamoniques.
Nous pourrions donner des équations semblables pour les angles que font entre eux quatre rayons on quatre plans iiarmoniques. N'ous préferons cependant les réserver pour l'appendice à la leçon suivante, parce que sans cela elles n'auraient pas grande importance pour nous
fo.mes, la lo, de recprocité ne s'applique pins ou n'a lieu que dans quelques cas isolés. La raison de ce fait, c'est que dans le faisceau ,1 «existe aucun élément qui occupe par rapport aux rapporte métriques une situation analogue à celle du point à l'infini dans les formes rectilignes; et réciproquement dans ces dernières, il n'existe aucun segment qui puisse se définir et se distinguer d'une manière spéciale, par rapport aux relations métriques, comme l'angle droit dans le laisceau.
LEÇON V
Projectivité des formes fondamentales élémentaires
Dans la présente leçon nous allons revenir sur une idée que nous avons déjà énoncée antérieurement et la développer plus complètement; il s'agit par le fait de rapporter l'une à l'autre deux formes fondamentales de telle manière qu'à un élément de l'une corresponde un élément de l'autre et qu'à chaque série d'éléments se succédant d'une manière continue dans l'une il corresponde une série d'éléments se succédant d'une manière continue dans l'autre. Parmi les manières très simples de rapporter entre elles les formes fondamentales de première espèce, nous avons rencontré les suivantes. Sont rapportés l'un à l'autre :
1° Ln faisceau et une ponctuelle (fig. 6, page 20) ou un faisceau de plans et un faisceau de rayons, (|uand chaque élément de la seconde forme se trouve placé sur l'élément correspondant de la première;
2° Deux ponctuelles, quand elles sont les sections d'un seul et même faisceau de rayons (fig. 8, page 21);
5" Deux faisceaux de rayons, quand ils projettent une seule et même ponctuelle (fig. 7, page 21) ou (|uand ils sont les sections d'un seul et même faisceau de plans ;
4" Deux faisceaux de plans^ quand ils sont les projections d'un seul et même faisceau de rayons.
Deux foi'nies fondamentales élémentaires étant ainsi rapportées l'une à l'autre, nous dirons qu'elles sont en position perspective, ou plus brièvement qu'elles sont perspectives; il s'en suit que, de deux formes fondamentales perspectives d'espèces dilférentes, l'une est une section de l'autre et qu'au contraire deux formes fondamentales perspectives de
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même espèce sont des sections ou des projections d'une troisième forme fondamentale.
Si deux formes fondamentales élémentaires sont perspectivement rapportées à une troisième (par exemple, deux ponctuelles à une troisième) elles sont aussi rapportées l'une à l'autre, sans cependant être en général en position perspective. Nous arrivons ainsi à une seconde position de deux formes fondamentales rapportées l'une à l'autre à laquelle on donne le nom de position oblique; elle se déduit de la position perspective de la manière suivante. On déplace l'une par rapport à l'autre les deux formes fondamentales projectives ; chaque élément de l'une continue à rester rapporté à l'élément correspondant de l'autre, mais en général elles perdent leur situation perspective.
Nous pouvons d'un nombre infini de manières rapporter l'une à l'autre deux formes fondamentales, par exemple deux faisceaux de rayons, en les considérant comme les projections d'une seule et même courbe. Mais la manière qu'on a donnée plus haut pour établir cette correspon dance, aussi bien pour les formes en position perspective que pour celles en position obhque, diffère de toutes les autres par un point important. En effet, si l'on considère quatre éléments harmoniques dans l'une des formes, il leur correspond évidemment dans l'autre quatre éléments qui sont aussi harmoniques, puisque les projections et les sections d'éléments harmoniques sont encore des éléments harmoniques. Cette propriété caractéristique n'existe pas en général dans les autres modes d'établir la correspondance, et nous conduit, ainsi, à formuler la définition suivante :
Deux formes fondamentales sont dites projeclivement liées Vune à Vautre^ ou plus brièvement projectives, quand elles sont rapportées Vune à Vautre de telle manière que quatre éléments harmoniques de Vune correspondent toujours à quatre éléments harmoniques de Vautre.
Deux formes fondamentales élémentaires perspectives sont donc aussi projectives; elles n'ont de remarquable que leur position particulière l'une par rapport à l'autre. Les expressions conformes et homographiqueê qu'ont respectivement employées Paulus et M. Chasles ont la même signification que projectives.
Von Staudt a introduit le signe Â pour remplacer le mot projectif.
De la définition de la corrélation ou liaison projective, il découle immédiatement que :
Si deux formes sonl projeclives à une troisième, elles sont aussi projeclives entre elles.
Par exemple, si deux ponctuelles soiil perspectives avec une troisième, elles sont projeclives entre elles ; mais elles ne sont en situation perspective que dans des cas particuliers. 11 en est de même pour des formes fondamentales quelconques de première espèce.
Deux formes fondamentales projectives et de même espèce peuvent aussi être placées l'une sur Tautre, c'est-à-dire avoir le même support ou le même lieu. Par exemple deux faisceaux projectifsde plans peuvent être placés de manière à avoir le même axe; de même deux ponctuelles projectives peuvent se trouver sur la même droite de telle sorte que chaque point de cette droite doit être considéré comme double. 11 est
de la plus haute importance pour ce qui suit de rechercher combien deux formes fondamentales élémentaires, qui sont projectives et placées Tune sur Tautre, ont d'éléments correspondants communs, c'est-à-dire combien de fois un élément d'une des formes se confond ou coïncide avec l'élément qui lui correspond dans l'autre. La proposition double qui suit montre d'abord qu'il peut réellement se présenter le cas où deux formes ont un ou deux éléments correspondants communs.
Soient donnés dans im plan deux faisceaux de rayons S^ et S^ (fig. 21) qui soient les projections d'une seule et même ponctuelle u et par suite projectifs ; .^i nous les cou-
Soient données dans un j)lan deux ponctuelles u^^ et w, (fig. 22) qui soient les sections d'un seul et même faisceau S de rayons et par suite perspectives ; si nous les pro-
FORMES PROJECTIVES CONCORDANTES ET OPPOSÉES
pons par une droite v, nous obtenons sur celle-ci deux ponctuelles projectives «j et u^ (pii ont les deux points d'intersection de v avec u et S^ S.^ comme points correspondants communs. Ces deux points coïncident quand S^ S^ passe par liv.
jetons d'un point T du plan, ce point sera le centre de deux faisceaux projectifs de rayons qui ont pour rayons correspondants communs les deux lignes, qui joignent T avec S et avec u^^ u^. Ces deux rayons coïncident quand u^ u^ est situé sur wST.
Pour plus de clarté nous ajouterons que, dans la proposition de çauclie, deux points A^ et A, appartenant respectivement à u^ et u^ se
correspondent si les rayons S^ A^ et S.^ A^ se coupent en un point A de w. Les trois ponctuelles ii, u^ et r<, ont donc le point uv comme élément correspondant commun, tandis que ii^ et «, ont comme point correspondant commun l'intersection de v avec le rayon S^S.^ qui est commun aux faisceaux S^ et S,.
Etant données deux ponctuelles projectives u et u,, si l'une d'elles ii est décrite d'un mouvement continu parunpoint P, le point correspondant Pj de Wj décrit en même temps cette autre ponctuelle, si P et Pj restent constamment homologues Tune de l'autre. Mais si it et 7/^ sont situés sur une même ligne droite, les points P et Pj peuvent se mouvoir dans le même sens ou dans des directions opposées (fig. 23 et 24). Dans le premier cas (fig. 24), nous dirons que les ponctuelles sont projectives concordantes; dans le second (fig. 23), nous les appellerons projectives
opposées. De même si deux faisceaux projectifs de rayons S et S^ sont concentriques et situés dans le même plan (fig. 25 et 26), ou bien si deux faisceaux projectifs de plans ont le même axe, nous dirons qu'ils sont projectifs concordants (fig. 26) ou projectifs opposés (fig. 25) suivant que les deux éléments qui les décrivent tournent dans le même sens ou dans des sens opposés. Dans les formes fondamentales de pre-
AT
mière espèce projectivement opposées, les éléments mobiles qui se correspondent doivent nécessairement coïncider deux fois ; ce qui nous donne ce théorème :
Les formes fondamentales de première espèce projectivement oppo-
Fi^. 24
sées ont toujours deux cléments correspondants commu7is ; ces éléments
séparent V un de V autre deux autres éléments homologues quelconques.
Au contraire deux formes projectives concordantes n'ont deux
éléments correspondants communs que si un segment (ou un angle) AB
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de l'une est compris tout entier dans le segment (ou Tangle) correspondant de l'autre (fig. 24) ; dans des cas particuliers elles n'ont qu'un élément commun et souvent (fig. 26) elles n'en ont aucun. Deux ponctuelles projectives u et Wj, qui ont trois points correspondants communs A,B,G doivent, d'après le théorème précédent, être projectives concordantes.
FORMES A ELEMENTS CORRESPONDANTS COMMUNS
Nous pouvons maintenant démontrer le Ihéorème suivant qui est fondamental pour la (jéonit'trie de pofiHion.
Si deux formes fondamentales élémentaires sont projectives et ont trois éléments correspondants A, B, C, communs, elles ont tous leurs éléments correspondants communs, et par suite sont identiques.
Supposons d'abord que les deux formes fondamentales projectives soient deux ponctuelles u et u^ (fig. 27) ; tout point qui est harmoniquement séparé d'un des trois points correspondants communs A,B,C par les deux autres doit coïncider avec son correspondant parce que celui-ci est complètement déterminé et parce que quatre points harmoniques de Wj doivent toujours correspondre à quatre points harmoniques de u (par définition). Supposons que, sur le segment AB qui ne renferme pas le point C, il y ait un point P de u qui ne coïncide pas avec le point correspondant Pj de i/j. Faisons alors décrire à P la ponctuelle u dans le sens ABC, Pj décrira la ponctuelle u^ dans le même sens et il se confondra ou coïncidera avec P soit en B, soit en avant de B, en un point
A p B C Du
B'. Si P se meut dans le sens opposé GBA, P^ se mouvra aussi dans le sens GBA etcoïncidra avec Psoit en A soit en avant de A en un point A'. Nous obtenons de la sorte un segment A'B' qui est égal à AB, ou est une portion de AB, et dont aucun point, excepté les points extrêmes A' et B', ne coïncide avec son correspondant. Mais ceci est impossible puisque, d'après ce qui précède, le point harmoniquement conjugué de G par rapport à A' et B' doit coïncider avec son correspondant ; il en résulte que les ponctuelles u et u^ doivent avoir en commun tous les points du segment AB ; par suite il en sera de même de tout autre point Q de la droite, parce que Q est harmoniquement séparé par A et B d'un point du segment AB.
Nous pouvons démontrer le théorème d'une manière entièrement analogue pour deux faisceaux projectifs de rayons ou de plans ; ou plus simplement, nous pouvons ramener ces cas au précédent en coupant les faisceaux par une seule et même droite suivant deux ponctuelles. Ces dernières sont projectives; elles ont trois éléments correspondants communs et il en est de même pour les deux faisceaux.
Deux formes élémentaires projectives peuvent donc avoii- tout au
plus deux éléments correspondants communs si chaque élément de Tune ne doit pas coïncider avec Télément correspondant de l'autre. Une autre conséquence importante de notre théorème fondamciita! est la suivante : Si une ponctuelle est projeclive à un faisceau, ou un faisceau de rayons à un faisceau de plans, cl si trois éléments de la première forme sont situés sur les trois éléments correspondants de la seconde, la première forme est une section de la seconde.
Et en effet la première forme a en commun avec la section de la seconde qui est le lieu de la première trois éléments, et par suite aussi tous ses éléments ; elle est donc identique avec elle.
Si deux faisceaux projectifs de rayons S et S^ ( fig. 28 ) situés dans un même plan, mais non con-
Si deux ponctuelles projectives ( fig. 29 ) i< et u^ qui se coupent ont connue élément commun
centriques, ont comme élément correspondant commun le rayon A ou Aj qui joint leurs centres, ils sont les projections d'une seule e^ même ponctuelle u et par suite sont perspectifs. Car joignons par une droite BC, ouw, les points B et G
leur point d'intersection A ou Aj elles sont les sections d'un seul et même faisceau et par suite sont perspectives. Car joignons deux points quelconques B et G de ii^ avec les points Bj et C^ qui leur correspondent respectivement dans
FORMES PERSPECTIVES
OÙ deux rayons b et c du faisceau S rencontrent les rayons b^ et c^ qui leur correspondent respectivement dans Sj, les deux ponctuelles suivant lesquelles ii coupe les faisceaux S et Sj sont identiques parce
i/j au moyen de deux droites b et c et appelons S le point d'intersection de ces dernières ; les deux faisceaux par lesquels les ponctuelles u et u^ sont projetées de S sont identiques par-
(ju'ellessontprojectives etontcom- ' ce qu'ils sont projectifs et qu'ils
me points correspondants communs [ ont les rayons SA, SB et SC ou a
les trois points ua, ub wc ou A, B \ b c comme rayons correspondants
et G. 1 communs.
Cette proposition double a pour analogue dans la géométrie du faisceau la proposition double qui suit.
Si deux faisceaux projectifs de plans dont les axes se rencontrent ont comme élément correspondant commun le plan qui réunit ces axes, ils sont les projections d'un seul et même faisceau de rayons et par suite sont perspectifs. Joignons en effet les lignes suivant lesquelles se rencontrent deux couples quelconques de plans homologues et coupons les deux faisceaux par le plan ainsi obtenu ; nous avons deux faisceaux projectifs de rayons qui ont trois rayons correspondants communs et par suite sont identiques.
Si deux faisceaux projectifs de rayons qui sont concentriques, mais situés dans des plans différents, ont connue élément commun la droite d'intersection de ces plans, ils sont les sections d'un seul et même faisceau de plans et par suite sont perspectifs. Projetons en effet les deux faisceaux de la ligne d'intersection des plans qui joignent deux couples quelconques de rayons homologues ; nous obtenons deux faisceaux projectifs de plans, qui ont trois plans correspondants communs et par suite sont identiques.
Les démonstrations de cette proposition double et de la précédente sont entièrement analogues, comme on a pu le remarquer. La proposition suivante se démontrera exactement de la même manière.
Deux faisceaux de rayons S^ et S^(fig 28) projectifs, mais non concentriques, sont en position perspective, si trois des points d'inter-
Deux ponctuelles u et ?<i ( fig. 29) projectives, mais non situées l'une sur l'autre, sont en position perspective, si les lignes qui joignent
section de leurs rayons homologues se trouvent sur une même droite u. Car les ponctuelles projectives suivant lesquelles les deux
deux à deux trois couples quelconques de points homologues passent par un môme point S. Car les faisceaux projectifs qui pro-
faisceaux de rayons sont coupés par j jettent les deux ponctuelles du point la droite if ont en conmiun ces trois i S ont en commun ces trois rayons points B, C, D et par suite aussi ; BB^. CCj, Dl)^, et par suite tous leurs
tous leurs points correspondants sont communs ; tous les points d'intersection des rayons homologues des deux faisceaux se trouvent donc sur la droite u.
rayons correspondants sont aussi communs ; toutes les lignes qui réunissent les points correspondants de V et 7/j passent donc par S.
Le lecteur trouvera et démontrera facilement les propositions analogues pour les faisceaux de rayons et de plans dans la géométrie de la gerbe.
Si deux faisceaux de rayons rapportés l'un à l'autre sont dans un même plan, mais ne sont pas concentriques, les points d'intersection de leurs rayons homologues se succèdent les uns aux autres d'une manière continue ; car si un rayon décrit un des faisceaux en tournant d'une manière continue autour de son centre, le rayon correspondant se meut lui-même en tournant d'une manière continue et décrit l'autre faisceau; par suite le point d'intersection de ces deux rayons décrit une ligne. Si les deux faisceaux sont projectifs, sans être cependant en situation perspective, tous les points d'intersection de leurs rayons homologues sont situés sur une courbe qui, d'après le théorème précédent, ne peut avoir plus de deux points communs avec une droite. A cause de cette propriété caractéristique, nous lui donnerons le nom de courbe on ponctuelle du second ordre ; partout où cela sera nécessaire, on désignera la forme rectiligne sous le nom de 'ponctuelle du premier ordre pour la distinguer de la précédente.
Si deux ponctuelles projectives sont situées dans un même plan, mais en position oblique, toutes les lignes qui joignent deux à deux leurs points correspondants forment une série continue de rayons, et par un point quelconque du plan il n'en peut passer plus de deux. Nous donnerons à l'ensemble de toutes ces lignes le nom de faisceau de rayons du second ordre et pour faire disparaître toute ambiguïté, nous désignerons le faisceau ordinaire de rayons sous le nom de faisceau de rayons du premier ordre.
FORMES PROJECTIVEMENT RAPPORTEES ENTRE ELLES.
Les courbes et faisceaux du second ordre seront donc dt'-finis de la manière suivante, d'après leur mode de génération :
Deux faisceaux projectifs de rayons (du premier ordre) situés dans un même plan, mais en position oblique , engendrent une courbe ou ponctuelle du second ordre, chaque rayon d'un faisceau coupant le rayon correspondant de l'autre en un point de cette courbe.
Une droite quelconque ne contient pas plus de deux points d'une courbe du second ordre.
Deux ponctuelles projectives (du premier ordre) situées dans un même plan, mais en position oblique, engendrent un faisceau de rayons du second ordre, chaque point d'une des ponciuelles projetant le point correspondant de l'autre par un ra^on appartenant à ce faisceau.
Par un point quelconque, il ne passe pas plus de deux rayons d'un faisceau du second ordi'e.
Les faisceaux projectifs de rayons ou de plans en position oblique donnent naissance dans la gerbe à des formes du second ordre entièrement analogues aux précédentes. Nous étudierons de plus près toutes ces nouvelles formes dans les prochaines leçons.
Nous parvenons à la construction des courbes et faisceaux du second ordre en démontrant le théorème important f[ui suit :
Deux formes fondamentales élémentaires peuvent toujours être projectivcment rapportées Vune à ï autre de telle sorte qiià trois éléments quelconques de l'une on fasse correspondre trois éléments choisis arbitrairement dans Vautre ; on peut alors construire sans ambiguVé Vêlement de Vune de ces formes qui correspond à un élément arbitrairement choisi dans Vautre.
La démonstration de ce théorème peut se déduire directement de la définition de la projectivité et de ce théorème que trois éléments d'une forme fondamentale élémentaire déterminent un quatrième élément unique qui est harmoniqueraent séparé 'd'un des trois premiers par les deux autres. Des considérations analogues à celles qu'on a données plus haut (page 55) montrent qu'à l'aide de trois couples d'éléments homologues on peut rapporter entre eux une infinité de couples d'éléments du même genre et conséquemn'ient qu'il n'existe dans une des formes aucun élément qui n'ait son homologue dans l'autre.
Nous allons cependant en donner une autre démonstration, mais seulement pour le cas de deux ponctuelles, puisque toutes les autres
peuvent facilement s'y ramener. En efiet si Tune seulement ou si chacune des deux formes fondamentales est un faisceau, nous pourrons toujours lui substituer sa section par une droite, par conséquent une ponctuelle.
Supposons d'abord (pie deux [)onctuelles n et u^ (fig. 29 bis) Ç) situées dans un même plan doivent être projectivement rapportées l'une à l'autre de manière qu'elles aient pour point correspondant commun le point d'intersection A ou A^ de leurs lieux ou supports; et que de plus aux points B et G de n doivent respectivement correspondre les points Rj et Cj de u^ ; l'une des ponctuelles devra alors être une projection de l'autre faite du point d'intersection S de BBj et CG^. A un quatrième point quelconque D de w correspond donc sa projection D, sur w^, faite sur un rayon passant par S.
Supposons maintenant que deux ponctuelles u et w, (fig. 30) non situées sur la même droite doivent être projectivement rapportées entre elles de telle sorte qu'aux points A, B et G de w correspondent respectivement les points A^, Bj et G^ de ii^^. Sur une des lignes qui joignent les points correspondants, sur AA^ par exemple, prenons un point S différent de A et A^ et menons par Aj une droite de k^ différente de u^ et de AAj et qui coupe la droite de n. Du centre S projetons la ponctuelle n sur u^ et soient A^, B^, G.^ les projections de A,B,G, notre problème se trouve évidemment ramené au précédent. Gar nous avons maintenant à rapporter projectivement u^ et ii^ entre elles de manière qu'elles aient le point A^ ou A^ correspondant commun et qu'aux points Bj et Gj correspondent respectivement les points B^ et G,. Les ponc-
(1) Nous reproduisons ici cette figure pour la plus grande commodité du lecteur.
FORMES PR0.IECT1VEMENT RAPPORTEES ENTRE ELLES
tuelles u et u^ peuvent donc être regardées comme les projections d'urje seule et même troisième ponctuelle u,. Pour déterminer le point D^ de u^ qui correspond à un point quelconque D de u, cherchons d'abord la projection D^ de D sur u^. La règle établie pour le cas précédent nous donne alors Dj.
S'il s'agit enfin de rapporter projectivement l'une à l'autre deux ponctuelles u et u^ (fig. 25 et 24 page 54) situées sur une seule et même droite de manière que les points A,B,G de u correspondent respectivement aux points A^, B^,C^ de «,. nous ramènerons ce cas au précédent
en projetant i<, sur une autre droite w^. Si par exemple deux points correspondants A et A^ coïncident, il sera avantageux de mener u^ par un pareil point double, parce que nous ramènerons immédiatement le dernier cas que nous avons considéré au premier.
De cette recherche ressort le théorème suivant : Deux formes fondamentales projectives peuvent toujours être considérées comme la première et la dernière d'une série de formes dont chacune est perspective à celle qui la précède et à celle qui la suit. Par exemple, deux ponctuelles projectives peuvent être regardées comme la première et la dernière de trois ou de plus de trois ponctuelles dont chacune est la projection de celle qui la touche immédiatement. Ce théorème donne aussi l'explication bien nette et la justification du mot « projecfif »
De ce (]iii iirécède, un déduit d'une manière très simple toute une série de théorèmes compliqués en apparence. >ous indiquerons seulement les suivants :
Si les côtés a^, a.^, «„ d"un n — latère simple variable tournent respectivement autour de n points fixes Sp S.^... S„ tandis que [n — 1) de ses sommets afl^_^a.^i.^^...a^^.^a^^ se meuvent respectivement sur [n — 1) droites fixes, w^z/^,... w„.p le dernier sommet a„«^, de même que tout autre point d'intersection des côtés du //-latère, décrit une courbe du second ordre ou une droite ; ce sera en particulier une droite si les centres de rotation 8^,8^... S„ sont tous sur une droite g. — En effet les côtés a^, «,,,... a„ décrivent tous autour de Sj,S._j,. S„ respectivement des faisceaux de rayons dont chacun est perspectif au suivant puisque les ponctuelles Wj,m.^...m„.i sont des sections qui leur sont respectivement perspectives. Donc, deux quelconques de ces faisceaux sont projectifs et en particulier le premier et le dernier; ils engendreront donc une courbe du second ordre, s'ils ne sont pas perspectifs, (îe dernier cas se produira en particulier si les centres des faisceaux sont sur une même droite g ; car cette dernière est alors un rayon correspondant commun à tous les faisceaux, parce (|ue dans le mouvement du n-gone tous les côtés coïncident une fois avec g^
Si les sommets Aj,\,,A.... A,, d'un n^ gone simple variable parcourent respectivement n droites fixes u^,i(,^...u^i tandis que (n — ]) côtés AjÂ^, A^\.,...A„.jA„ tournent respectivement autour des points fixes S,, S, ...S,,,, le dernier côté
A„Aj, de même que toute autre diagonale du n-gone, décrit un faisceau de rayons du second ordre, ou bien tourne autour d'un point (ixe; ce dernier cas se produira notamment si les droites î/^,?/,...
//„ se coupent toutes en un même point. En effet les sommets A^A^, A^, dérivent sur u^,u,_,v^^ des ponctuelles dont chacune est perspective à la précédente, puisque Sj,S,,..S„ sont les centres de perspective.
Donc ces ponctuelles sont projectives deux à deux, entre autres la ])remière et la dernière, et celles-ci engendreront un faisceau du second ordre si elles ne sont pas perspectives l'une à l'autre. Ce dernier cas se produira en particulier si les droites »pi/^,...w„ se coupent en un même point P ; car elles ont toutes ce point comme correspondant commun, parce que dans le mouvement du ?i-gone, tous les sommets coïncident une fois avecP;
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Ces propositions, dont l'une (celle de gauche) est la généralisation d'un théorème de Mac-Laurin et de lîraikenridge et dont l'autre (celle de droite) est due à Poncelet, nous donnent le moyen de trouver autant de points d'une courbe du second ordre ou autant de rayons d'un faisceau du second ordre que nous le voulons, à l'aide de constructions linéaires. Ces constructions seront tout naturellement les plus simples pour n = ù.
Al'l'IîNlIICE
Relations métriques des lortnes fondamentales projectives de première espèce.
Entre les angles et les segments qui sont limiiés par quatre éléments homologues de deux formes fondamentales projectives, il existe une proportion importante (pie nous allons indiquei' en finissant. \ous partons d'un faisceau S (fig. 28 et 129, page 56) et d'une ponctuelle qui lui est perspective. Quatre rayons quelconques a, b, c, cl de S passent par les points A, B, C, D de u qui leur correspondent. Les triangles limités par u et par ces rayons et dont le sommet commun est S ont même hauteur. Leurs surfaces sont donc entre elles comme leurs bases situées sur u ; de sorte qu'on a par exemple :
A. AS1]_A1] A. GSB_CB A. ASD^AD^^A. CS1)~CD
Mais la surface d'un triangle est égale à la moitié du produit de ses côtés par le sinus de l'angle qu'ils comprennent. Représentons d'une manière générale par {pq) l'angle compris entre deux rayons y et ry, nous obtenons alors pour les surfaces des trois triangles :
A. ASB = ;rAS.SB. Sin [ab); A. A8D = ^AS.SD. Sin [ad) A. GSB^icS.SB. Sin [cb)\ A. CSD=-:icS.SD. Sin (cdj
Si îious introduisons maintenant ces valeurs dans les proportions
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ci-dessus et si nous supprimons les fadeurs communs au numérateur et au dénominateur, nous avons :
SB. Sïniab) _ _VI> . SB J^injcô) _ CB SDrSiiTfrTrri ~" VI) ' ''^ S!). Sin (cd) ~ O)
Dixisuiis la première de ces équations ])ar la seconde et supprimons cp le l'acteur connnun ^- nous obtenons la propoilion cherchée sous la
forme suivante :
Sin (ab) ^ Sin {cb)_kB _ Œ Sin [ad) ' Sin {cd,) ~ ÂD ' CD
Chaque terme de cette proportion, est un rapport ; par exemple,
CB
j^ est le rapport des deux segments suivant lesquels le segment BD est
eu
divisé par le point C qui peut lui être intérieur ou extérieur. (Dans la
fig. 29, le point C est en dehors de BD): et ^^^ — — ^^ est le rapport des
sinus deux angles suivant lesquels Tangle [bd) est divisé par le rayon c. Le premier et le second membre de l'équation (l) sont donc les rapports de deux rapports; ils constituent ce qu'on appelle un double rapport ou un rapport anharmonique (cette dernière expression est le plus généralement usitée en France). On reconnaît facilement la manière particulière ilont est formé le l'apport anharmonique précédent. On obtient le rapport anharmonic[ue de droite entre les segments limités par A,B,C et D en cherchant d'abord les rapports suivants lesquels le segment BD est divisé par les deux autres points A et G et en divisant ces deux rapports l'un par l'autre ; l'autre rapport anharmonique entre les sinus s'établit d'une manière entièrement analogue. De la façon même dont nous avons déduit notre équation, il résulte aussi qu'il est indilTérent de considérer tel segment ou tel angle comme étant celui qu'on divise, pourvu qu'on établisse les deux rapports anharmoniques de la même manière ; car un autre choix de nos quatre triangles nous aurait conduit à l'équation suivante :
Sin [ad] . Sin [bd) _ M) . 151) Sin [ac) ' Sin [bc] ~~' A C * BC
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et l'on peut sans difficulté établir encore prusieurs autres équations semblables pour ces points et ces rayons.
Il est digne de remarque que ces équations continuent à subsister si nous amenons la ponctuelle ii dans une autre position quelconque oblique par rapport au faisceau de rayons. Ainsi, sur une autre droite quelconque u^ (fig. 29, page 56), qui coupe respectivement les rayons a,b,c,cl en Aj,Bj,CpD,, nous aurons des segments pour lesquels a lieu l'équation suivante analogue à (1) :
/m Sin {ab) _ Sin (c'^)__A^B, , G^B^
^ ^ Sin [ad) ' Sln7^)~Â,D; ' G^D;
et de même A.B,C et D seront projetés d'un point quelconque Sj différent de S (fig. 28, page 56) par quatre rayons aj,bj,Cpdj tels que
III
Sin (afi^) . Sin (c/^J _ AB . CB Sin {a,d,) ' Sin {c,d^) ~" AD ' CD
Donc un rapport anharmonique du genre de ceux qu'on vient de définir, entre quatre éléments d'une forme rectiligne ou d'un faisceau de rayons, ne change pas de valeur si Von remplace ces éléments par les éléments correspondants d'une forme rectiligne ou d'un faisceau p:rôf€ctif.
Comme deux formes fondamentales élémentaires projectives peuvent toujours être considérées comme la première et la dernière d'une série de formes fondamentales, dont chacune est perspective avec celle qui la suit, il en résulte que :
Si deux formes fondamentales sont projectives^ tout rapport anharmonique entre quatre éléments quelconques de f une est égal au rapport anharmonique analogue des quatre éléments correspondants de l'autre forme.
Par exemple, si u et u^ sont deux ponctuelles projectives et si aux points A,B,C,D de u correspondent les points A^jB^C^D^ de u^, il existe entre les segments déterminés par ces points, la proportion
GA
GÉOMÉTHIE CUEMIN.
Steiner a fait usage du théorème ci-dessus pour définir la projectivité et, partant de là, il a pris le calcul des rapports anharmoniques pour base de son ouvrage « Sijstemalische enlwickclung , etc. ». Le théorème a lieu aussi pour les faisceaux de plans ; car les angles que font entre eux les plans d'un faisceau sont mesurés par les angles d'un faisceau de rayons dont le plan est perpendiculaire à l'axe du faisceau de plans et qui lui est perspectif.
Enfin, c'est encore ici le lieu d'indiquer les relations métriques qui existent entre les angles d'un faisceau harmonique de rayons ou de plans. Soient a,b,c^d les éléments d'un pareil faisceau, et A,B,C,D, (fig. 20, page 47) les quatre points harmoniques où ils sont coupés par
SIXIEME LEÇON
Courbes, faisceaux et surfaces coniques du second ordre .
Bans la dernière leçon nous sommes arrivés aux deux importantes propriétés qui suivent :
Si deux faisceaux projectifs de rayons sont situés dans le même plan, mais ne sont ni concentriques, ni perspectifs, l'ensemble des points d'intersection de leurs rayons homologues constitue une courbe ou ponctuelle du second ordre qui n'a jamais plus de deux points comnmns avec une droite.
Si deux ponctuelles projectives sont dans un même plan, mais ne sont ni sur la même droite, ni perspectives, l'ensemble de toutes les droites qui joignent leurs points homologues constitue un faisceau de rayons du second ordre qui n'a jamais plus de deux rayons comnmns avec un faisceau de premier ordre.
Pour donner de suite une idée bien déterminée de ces formes du second ordre, nous ajouterons que les courbes du second ordre sont identiques avec les coniques et que, par suite, on les obtient aussi en coupant par un plan un cône ordinaire à base circulaire. Un faisceau du second ordre se compose au contraire de toutes les tangentes d'une coni(iue. ^ous démontrerons plus loin ces deux assertions.
Aux deux théorèmes précédents de la géométrie du plan correspondent les suivants dans la géométrie de la gerbe :
Si deux faisceaux projectifs de Si deux faisceaux projectifs de plans, dont les axes se coupent, ne rayons, dont les plans se coupent*
sont pas perspectifs, l'ensemble des di'oiles d'intersection de leurs plans homologues constitue une surface conique du second ordrc^ qui n"a jamais plus de deux de ces droites d'intersection communes a\ec un plan. Le point d'intersecùon des axes, par leciuel passent tous les rayons de la surface conique, s'appelle le centre de cette surface.
sont concentriques sans être pers})ectifs, tous les plans (\m réunissent les rayons homologues deux à deux conslituent un faisceau de plaiis du second ordre, qui n'a jamais plus de deux plans communs avec un faisceau de plans du premier ordre. Le centre des faisceaux, par lequel passent tous les plans du faisceau du second ordre, s'appelle le centre de ce dernier faisceau.
Nous pouvons engendrer les surfaces coniques et les faisceaux de plans du second ordre au moyen des courbes et des faisceaux de rayons du second ordre, en projetant ces dernières formes d'un point non situé dans leur plan. Car les deiLX faisceaux projectifs S et Sj (fig. 51 et 55 ci-après), qui engendrent une courbe du second ordre, sont projetés d'un point 0 (notre œil, ])ar exemple) suivant deux faisceaux projectifs de plans qui donnent naissance à une surface conique du second ordre, passant par la courbe et ayant son centre en 0. De même, les deux ponctuelles u et v^ (fig. 52 ci-après), qui engendrent un faisceau de rayons du second ordre, sont projetées de 0 suivant deux faisceaux projectifs de rayons, et ces derniers à leur tour donnent naissance à un faisceau de plans du second ordre, qui passe par le faisceau de rayons el qui a son centre en 0. Réciproquement, tout plan ({ui ne ])asse j)as par le sommet d'une surface conique du second or(h'e, la coupe sui\aiit une cour!»' du second ordre; en ellêl, les deux faisceaux projectifs de plans , qui engendrent la surface conique sont coupés par le plan sécant suivant deux faisceaux projectifs de rayons qui engendrent la courbe d'intersection. Si donc, il se ti-ouvait plus de deux rayons de lu surface coniciue dans un plan, il y auiait aussi plus de deux points de la courbe d'intersection sur une droite; ce qui est inq:)Ossible. d'apivs le théorème qu'on a énoncé à nouveau en commençant. Le même raisoimeinent s'apj)liquerait aisément'au faisceau de plans du second ordre. Nous reconnaissons en môme temps l'exactitude du théorème suj\ant :
Une courbe ou un faisceau de
rayons du second ordre est projeté d'un point, non situé dans son plan, suivant une surface conique ou suivant un faisceau de plans du second ordre.
Une surface conique on un fais^ ceau de plans du second ordre est coupé par un plan, ne passant pas par son centre, suivant une courbe ou suivant un faisceau de rayons du second ordre.
On voit de la sorte que tous les résultats qu'on oblieiit pour les formes planes du second ordre s'appliquent inimédiatenient par projection aux formes analogues dans la gerbe. C'est pour cette raison que nous nous boinerons à étudier les courbes et les faisceaux de rayons du second ordre : et nous énoncerons tout d'abord les propriétés suivantes :
La courbe k du second ordre, engendrée par les intersections de deux faisceaux projectifs de rayons S et S^ (f]g. 51) passe par les centres de ces faisceaux. En effet, les faisceaux n'étant pas perspectifs, au rayon SSj, ou p du faisceau S, c'est-à-dire à la droite qui joint les deux centres, il correspond dans le faisceau S^ un rayon p^ 'différent de SS,. Le point S, d'intersection des rayons p et p^ appartient donc à la courbe k; et il en est de même pour le point S.
Le faisceau de rayons du second ordre K, qui est engendré par les deux ponctuelles projectivesi< et î/j (fig. 52), contient aussi les droites u et Wj, lieux des ponctuelles. En effet, les ponctuelles n'étant pas perspectives, au point ii n^ ou P de la ponctuelle ii, il correspond dans Wj un point V^ différent de P.
La droite Mj, que joint P et l\, fait donc partie du faisceau K ; et il en est de même pour ii.
Dans la figure 51, p^ est le seul rayon de Sj qui n'ait avec la courbe k qu'un seul point commun, le point S,. Tout rayon a^ du faisceau S,, différent de p^, sera coupé par le rayon a^ différent de p, en un autre point de la courbe k différent de S^. Pour cette raison, nous dirons que le rayon p^ touche la courbe/.- en S^, ou qu'il est tangent à cette courbe en ce point.
De même, dans la figure 52, P^ est le seul point de ï/j par lequel il ne passe qu'un seul rayon u du faisceau K. En effet, par tout autre point
Aj de Wj, il passe encore un second rayon A V, de K; et romme A ne se
confond pas avec. P, A A, ne peut pas coïncider avec Jl^. Nous dirons
pour cette raison que P^ est un point de contact, du faisceau K sur le rayon ii^. Nous pourrons alors énoncer les propriétés suivantes :
Au rayon commun de deux faisceaux projectifs de rayons correspond dans chacun d'eux une tangente à la courbe du second ordre engendrée par ces faisceaux.
Au point commun de deux ponctuelles projectives correspond sur chacune d'elles un point de contact du faisceau du second ordre engendré par ces ponctuelles.
On se rappelle qu'étant données deux formes fondamentales de première espèce, il n'y a qu'une seule manière de les rapporter projectivement Tune à l'autre, de telle sorte qu'à trois éléments arbitrairement choisis dans l'une correspondent trois éléments déterminés de l'autre. Supposons que nous voulions construire une courbe du second ordre, au moyen de deux faisceaux projectifs de rayons. Dans le plan qui contient SSj, nous pouvons prendre arbitrairement non seulement les sommets S et S^ (fig. 51) des faisceaux, mais encore trois autres points de la courbe, qui sont les points d'intersection de trois couples de rayons correspondants. Si l'un de ces trois points se confond avec S, nous connaîtrons par là même la tangente en ce point ; il peut en être de même pour Sj.
Supposons que nous voulions engendrer un faisceau de rayons du second ordre, au moyen de deux ponctuelles projectives. Dans le plan qui passe par les droites u et w^, lieux des ponctuelles (fig. 52), nous pouvons prendre à volonté non seulement les droites u et u^^ mais encore trois autres rayons du faisceau qui joignent deux à deux les points appartenant à trois couples de points correspondants. Si l'une de ces droites se confond avec m, nous connaîtrons le point de contact du faisceau du second ordre sur le rayon u ; il peut en être de même pour Wj.
11 est donc possible de résoudre les problèmes :
Construire une courbe du second ordre, connaissant cinq de ses points, ou quatre points et la tangente à l'un d'eux S, ou enfin trois points et les tangentes à deux d'entre eux, S et S,.
Construire un faisceau du second ordre, connaissant cinq de ses rayons, ou quatre rayons et le point de contact de l'un d'eux u, ou enfin trois rayons et les points de contact de deux d'entre eux, u et Mj.
On les ramène aux problèmes suivants :
Deux faisceaux projectifs de rayons S et S^ sont donnés par trois couples de rayons correspondants a et ttj, b et 6^, c et c^.
Construire autant de points qu'on
Deux ponctuelles projectives sont données par trois couples de points correspondants A et ^^, B et B,, C et C^. Construire autant de rayons qu'on voudra du fais-
voudra de la courbe /.• du second i ccau K de rayons du second ordre qu'ils engendrent par leurs [ ordre, qu'elles engendrent, intersections.
La question consiste en ceci : un élément quelconque étant pris comme quatrième élément d'une des formes fondamentales, trouver celui qui lui correspond dans l'autre forme; en effet, on obtiendra de la sorte un nouvel élément de la forme du second ordre engendrée par les deux précédentes. Nous pourrions l'envoyer à la construction que nous avons fait connaître dans la leçon précédente (page 60). Nous allons néanmoins traiter le problème actuel encore une fois et d'une manière
plus symétrique; sa solution nous conduira du reste à plusieurs théorèmes importants. Elle consiste à chercher une troisième forme qui soit perspective à chacune des formes données.
Par le point d'intersection aa^ de deux rayons correspondants quelconques a et a^ appartenant aux faisceaux projectifs S et Sj (fig.. 55), menons deux droites u et «1. La première coupe le faisceau S {abc) suivant une ponctuelle w:(ABG) et la seconde rencontre le faisceau S^ {a^b^c^) suivant une
Sur la droite AA^ qui joint deux points correspondants A et Aj des ponctuelles projectives u et u^, prenons deux points S et Sj comme sommets de deux faisceaux de rayons. Le premier S [abc] projette la ponctuelle u (ABC) et le second Sj {(llb^c^) projette la ponctuelle Wj (A^BjCJ. Ces faisceaux
ponctuelle n^ (A^BjCj). Ces deux ponctuelles u et u^ sont projectives entre elles, parce qu'elles sont les sections de deux faisceaux projectifs. De plus, elles sont perspectives, parce que deux points homologues A et Aj sont confondus avec leur point d'intersection (page 56). Elles sont donc les sec-
soiit projectifs entre eux, parce qu'ils sont les projections de deux ponctuelles projectives. De plus, ils sont perspectifs, parce que deux rayons homologues a et a^ se confondent avec la droite SSj qui joint leurs sommets (page 56). Ils sont donc les projections d'une même ponctuelle à laquelle appartiennent
tiens d'un même faisceau S,, au sommet duquel se coupent les rayons BBj et GC^.
Pour avoir maintenant le rayon d^ de Sj qui correspond à un rayon quelconque d du faisceau S, projetons le point du ou D du sommet Sj sur Wj en D^; D^ est alors le rayon cherché d^. Le point dd^^,
les points d'intersection de bb^ et et cc^.
Pour avoir maintenant le point Dj de u^ qui correspond à un point quelconque D de u, coupons la droite DS ou d par u^ et de Sj projetons le point d'intersection sur la droite v^ à l'aide du rayon d^. La projection d^u^ est le point cher-
OU P, est sur la courbe h du second ordre.
ché Dj. Le rayon DDj appartient au faisceau K du second ordre*.
Les constructions que nous venons d'effectuer donnent du même coup la solution des problèmes suivants :
Sur un rayon quelconque de S (ou de SJ, trouver le second point d'intersection [différent de S (ou SJ] de ce rayon avec la courbe du second ordre.
Pai- un point quelconque de u (ou de u^), mener le second rayon [différent de ît (ou u^)]. qui fait partie du faisceau de rayons du second ordre.
Cherchons, d'après la manière qui vient d'être indiquée, les deux rayons qui correspondent au rayon commun des deux faisceaux, ou les deux points qui correspondent au point commun des deux ponctuelles. Nous aurons ainsi la solution des problèmes ci-après :
Construire au centre de deux faisceaux projectifs de rayons les tangentes à la courbe du second ordre qu'ils engendrent.
Étant données deux ponctuelles projectives qui engendrent un faisceau de rayons du second ordre, trouver les points de contact de ce faisceau situés sur les ponctuelles.
La construction que nous avons indiquée nous conduit de la manière suivante à un autre résultat important. D'une part (théorème de gauche) (fig. 35), menons lerayon S^S^ ou m^ qui est coupé par u^ au point Mj et par u au point M. Son correspondant dans le faisceau S est le rayon SM; en effet, si l'on amène Dj à coïncider avec M,, D et F coïncident en même temps avec M. Le point M est donc le second point d'intersection de la courbe k par la droite u. De même le point L^, où u^ coupe la courbe k pour la seconde fois, se trouve sur la droite ^. Nous rappellerons ici que les droites u et ii^ choisies arbitrairement ne sont assujetties qu'à une seule condition, celle de se couper en un point de la courbe k.
D'autre part (théorème de droite) (fig. 54), joignons le point d'intersection ifjWj ou Qj avec S. Le point Q de w qui correspond au point Q^ de u^ est
1. Dans la figure 34, le faisceau K du second ordre est indiqué pur le moyen de la courbe qu'il enveloppe.
THEOREMES DE PASCAL ET DE BRIANCIION.
situé sur celte droite, ou, autrement dit, SQi est un rayon du faisceau K du second ordre; de même le rayon S^R qui projette le point d'intersection de u et w, à partir du sommet Sj est aussi un rayon de K. Or les points S et S^ ont été arljitrairement choisis sm* un rayon a du faisceau K. Xous avons donc résolu de cette manière le double problème suivant :
Étant donnée une droite u, qui coupe une courbe du second ordre k en un point donné A, trouver son second point d'intersection avec k.
Étant donné un point S, situé sur un rayon donné d'un faisceau K du second ordre, tracer le second rayon du faisceau qui passe par ce point.
Notre construction nous conduit pour ainsi dire d'elle-même aux deux importants théorèmes de Pascal et de Brianchon, dont nous avons parlé dans l'introduction. En outre des cinq points S, S,, A, M et L^, déterminons encore un sixième point P quelconque sur la courbe k (fig. 55). Par suite de la construction même de P, le point d'intersection D de SP et de w, et le point d'intersection D^ de S^P et u^ sont situés sur une même droite passant par S^. Mais D, D^ et Sj sont précisément les points d'intersection des côtés opposés de l'hexagone SPS^MAL,.
En outre des cinq rayons u^ u^, SS^, SQ^ et SR^ du faisceau K du second ordre, construisons encore un sixième rayon DD^ (fig. 34). Par suite de la construction même, les droites SD et S^Di doivent se couper sur la droite QjR ou u^. Mais ces trois droites, qui passent par un seul et même point, sont les diagonales principales de l'hexagone SS^RDD^Q^, c'est-à-dire les droites qui joignent ses sommets opposés.
Nous avons ainsi démontré les propositions suivantes:
Théorème de Pascal.
Dans tout hexagone simple, inscrit dans une courbe du second degré, les trois couples de côtés opposés se coupent en trois points situés sur une même droite.
Théorème de Brianchon.
Dans tout hexagone, formé par six rayons d'un faisceau du second ordre, les droites qui joignent les trois couples de sommets opposés se coupent en un même point.
Rigoureusement parlant, il nous reste encore à faire disparaître les cloutes qui pourraient subsister sur l'exactitude a])solue de ces théorèmes.
Les deux hexagones que nous avons considérés sont composés d'éléments qui n'ont pas été choisis arbitrairement ; par exemple, pour le théorème de gauche, les sommets \, M, Lj et P sont bien quelconques, mais S et S^ ne sont pas des points pris arbitrairement sur la courbe. Toutefois, il n'est pas présumable que les sommets S et Sj des faisceaux projectifs, ([ui engendrent la courbe, se distinguent des autres points par des propriétés telles que le théorème de Pascal, par exemple, n'ait lieu que ])our les hexagones inscrits qui comptent S et S, au nombre de leurs sommets. Nous allons dissiper tous les doutes en montrant que deux autres points ({uelconques de la courbe peuvent, tout aussi bien que S et S^, être les sommets de faisceaux projectifs, qui engendreront cette même courbe; et que, par conséquent, nous pouvons remplacer S et Sj par deux autres points jiris arbitrairement sur la courbe. 11 en sera de même pour les droites z/ et ii^ (théorème de droite), qui figurent au nombre des côtés de l'hexagone de Brianchon.
Imaginons que, dans l'hexagone de Pascal SPSj MÂL^ (fig. 33), tous les sommets restent fixes à l'exception de A et que ce dernier seul se déplace sur la courbe. La droite LjA ou u^ pivote autour de L^ et la droite MA ou ii autour de M; les points 1\ et J) se meuvent sur les droites fixes cl^et d, mais dételle sorte que la droite DD^ passe toujours par le point fixe S^. Le théorème de l^iscal sera encore vrai pour tout hexagone ainsi constitué. Les points D, et D décrivent en conséquence deux ponctuelles perspectives d^ et d qui sont les sections du faisceau de rayons Sj. Mais u^ et u^ décrivent en même temps autour de Lj et M respectivement deux faisceaux j)rojectifs de rayons, qui sont les projections des deux ponctuelles perspectives d^ et d. Nous pouvons donc regarder la courbe /.• comme engendrée par deux faisceaux projectifs de rayons L^ et M, dont les sommets sont deux points arbitrairement choisis sur la courbe.
Imaginons de même que, dans l'hexagone de Brianchon SSjRDDjQ, (fig. ôi) tous les côtés restent fixes à l'exception du côté SS^ et que ce dernier se déplace, mais sans jamais cesser d'être un rayon du faisceau du second ordre K. Le point S, décrit aloi's une ponctuelle S^R ou Tj et le point S une ponctuelle SQ,, ou ry, projective à la précédente. En
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effet, le point d'intersection des diagonales SjUj et SD se meut sur la droite fixe Q^R et y décrit une ponctuelle m^, à laquelle q et r^ sont perspectives. Nous pouvons donc regarder aussi le faisceau du second ordre comme engendré par les ponctuelles projectives q et 7\. Nous avons démontré de la sorte que les tliéorèuies de Pascal et de Brianchon sont vrais d'une manière générale et nous arrivons en même temps aux théorèmes suivants, qui sont fondamentaux pour les courbes et les faisceaux de rayons du second ordre :
Une courbe du second ordre est projetée de deux quelconques de ses points suivant deux faisceaux projectifs de rayons; les rayons correspondants dans ces deux faisceaux sont ceux qui joignent leurs centres à un même point de la courbe.
Un faisceau de rayons du second ordre est coupé par deux quelconques de ses rayons suivant deux ponctuelles projectives ; les points correspondants de ces ponctuelles sont ceux qui sont situés sur un même rayon du faisceau.
Nous nous servirons de ces tliéorèmes dans la suite pour rapporter |)rojectivement les formes du second ordre les unes aux autres et aux formes fondamentales uniformes (ou du premier ordi'e), de la même manière que nous l'avons fait précédemment pour ces dernières. A cet effet, nous nous appuierons sur les deux derniers théorèmes pour établir les définitions suivantes :
Quatre points d'une courbe du second ordre sont dits points harmoniques, quand les rayons qui les projettent d'un point quelconque, et par conséquent d'un cinquième ]:)oint quelconque de la courbe , sont quatre rayons harmoniques.
(huître rayons d'un faisceau du second ordre sont dits rayons harmoniques, quand un rayon ({uelconque, et par conséquent un cinquième rayon quelconque du faisceau, les coupe en quatre points harmoniques.
Doue, étant donnés trois points d'une courbe, ou trois rayons d'un faisceau de second orthe, on peut déterminer sans ambiguïté et construire immédiatement le quatrième harmonique, à la condition qu'on sache quel est celui des trois points ou rayons donnés dont l'élément cherché doit être séparé.
En ayant égard à un théorème énoncé précédenmient sur les tan-
gentes aux courljes du second ordre et les points de contact des faisceaux du second ordre (page 70), nous déduisons des théorèmes fondamentaux que :
Par tout point d'une courbe du Sur loni ra\on d'un faisceau du
second ordre passe une tangente à second ordre est situé un ]wint de
cette courl)e.
contact de ce faisceau.
Toute courbe du second ordre est donc enveloppée par un système de tangentes et tout faisceau de l'ayons du second ordre enveloppe un système de points de contact. \ous démontrerons dans la prochaine leçon que ce système de tangentes et ce système de points de contact constituent respectivement un faisceau de layons et une ponctuelle du second ordre.
Les théorèmes suivants expriment d'autres propriétés très importantes des courbes et faisceaux du second ordre (|ue nous emploierons souvent :
Deux courbes du second ordre coïncident lorsqu'elles ont en commun cinq points, ou quatre points et la tangente en l'un d'eux S, ou trois points et les tangentes en deux de ces points, S et S'.
En eflét, projetons tous les points de ces deux courbes du point commun S au moyen d'un faisceau de rayons. Ce faisceau est projectif aux deux faisceaux qui projettent les deux courbes du point commun Sj. Mais ces deux derniers sont identiques, puisqu'ils ont trois rayons correspondants communs; ce sont : dans le premier cas, les trois rayons qui vont aux points communs autres que S et S^ ; dans le second, ce sont les rayons qui Vont aux deux autres points corn-
Deux faisceaux de l'ayons du second ordre coïncident lorsqu'ils ont en commun cinq rayons, ou (juati'e rayons et le point de contact de l'un d'eux m, ou trois l'ayons et les points de contact de tieux d'entre eux, u et u^.
En eftet, coupons les rayons des deux faisceaux suivant une ponctuelle, au moyen du rayon commun u. Cette ponctuelle est projective aux deux ponctuelles suivant lescpielles les deux faisceaux sont coupés par le rayon commun i(j. Mais ces deux dernières sont identiques, parce qu'elles ont trois points correspondants communs ; ce sont : ou les trois points situés sur chacun des rayons différents de M et 1/^ ; ou les points situés sur deux rayons différents de u et u^
muns et le rayon S^S, quand les deux courbes ont une tangente commune en S ; enfin dans le troisième cas, ce sont le rayon qui va au troisième point commun, la droite S^S et la tangente commune en Sj. Tout rayon de S projette donc un point commun aux deux courbes.
et le point uu^ quand les faisceaux ont un point de contact commun situé sur u ; ou enfin les points situés sur le rayon diflerent de h et Wj, le point uu^ et le point de contact commun situé sur u^. Donc, par tout point de u, il passe un ravon commun aux deux faisceaux.
SEPTIEME LEÇON
Conséquences des théorèmes de Pascal et de Brianchon.
Les propriétés importantes que nous avons établies pour l'hexagone, dans les courbes et les faisceaux de rayons du second ordre, nous conduisent à d'autres théorèmes non moins importants sur les pentagones, les quadrilatères et les triangles. Mais il convient auparavant de faire quelques remarques sur les tangentes des courbes et les points de contact des faisceaux du second ordre.
Nous avons appelé tangente à la courbe en un point Sj (fig. 51) une droite p^ située dans le plan de la courbe et qui n'a que le point Sj commun avec cette courbe ; et nous avons trouvé qu'il ne peut exister qu'une seule tangente pour chaque point de la courbe. Tout autre rayon a^ du plan, qui passe par S^, coupe la courbe en un second point A. Faisons pivoter le rayon a^ autour de S^ ; le point d'intersection A parcourt la courbe et s'approche indéfiniment du point S^ quand a^ s'approche indéfiniment de la tangente p^. La tangente se présente donc à nous comme la position limite de la droite qui Joint deux points de la courbe se rapprochant indéfiniment Vun de Vautre; et cette définition s'applique non seulement aux tangentes des courbes du second ordre, mais à celles de courbes quelconques.
D'une manière analogue, nous avons appelé point de contact d'un rayon u^ d'un faisceau K du second degré le point P^ (fig. 52) par lequel il ne passe qu'un seul rayon w^ de ce faisceau, et nous avons trouvé que, sur chaque rayon du faisceau K, il n'y a qu'un seul point de contact. Pai' tout autre point A, de </, il passe donc encore un second rayon
a du faisceau. Faisons mouvoir A^ sur Wp a parcourt, le faisceau K et s'approche indéfiniiuent du rayon u^ f[uand A^ s'approche indéfiniment du point P. Le point de contact se présente ainsi comme la limite du point d'intersection de deux rayons du faisceau qui vont en se rapprochant indéfiniment.
D'après cela, si dans un hexagone inscrit dans une courbe du second ordre, deux sommets consécutifs se rapprochent indéfiniment l'un de l'autre, le côté qui les joint se trouve remplacé par une tangente à la courbe. Et si dans un hexagone, dont les côtés appartiennent à un faisceau du second ordre, deux côtés consécutifs se rapprochent indéfiniment l'un de l'autre, le sommet suivant lequel ils se coupent sera remplacé par un point de contact du faisceau. Suivant que un, deux ou trois couples d'éléments voisins coïncident, l'hexagone se transforme en un pentagone, un quadrangle ou un triangle.
En conséquence, pour le pentagone, les théorèmes de Pascal et de Brianchon s'énonceront ainsi qu'il suit :
Dans tout pentagone insciit dans une courbe du second ordre, les points d'intersection de deux couples de côtés non consécutifs déterminent une droite, et le point d'intersection du cinquième côté et de la tangente au sommet opposé se trouve sur cette droite (fig. 55).
Dans tout pentagone formé de rayons d'un faisceau du second ordre, les diagonales qui joignent deux couples de sommets opposés se coupent en un point, et la droite qui joint le cinquième sommet au point de contact du côté opposé passe par ce point (fig. 36).
Fig. 35.
Fig.3G
Cette double proposition renferme la solution des problèmes suivants :
GEO.METRIE CHEMIN.
Étant donnés cinq points quelconques d'une courbe du second ordre, construire les tangentes en ces points en ne se servant que de la règle (fig. 55).
Étant donnés cinq rayons quelconques d'un faisceau du second ordre, construire les points de contact situés sur ces rayons, en ne se servant que de la règle (fig. 56).
Pour le quadrangle, nous obtenons les propositions suivantes (fig. 57;
Bans tout quadrangle inscrit dans une courbe du second ordre,
Dans tout quadrilatère formé de ravons d'un faisceau du second
les points d'intersection des côtés opposés et ceux des tangentes en deux sommets opposées quelconques sont tous situés sur une même droite.
ordre, les diagonales et les droites qui joignent les points de contact des deux côtés opposés quelconques se coupent en un môme point.
Enfin le triangle nous fournit les énoncés qui suivent
Étant donné un triangle inscrit dans une courbe du second ordre, les trois points où les côtés de ce triangle sont rencontrés par les tangentes aux sommets opposés sont situés sur une même di'oite.
Étant donné un triangle formé de rayons d'un faisceau du second ordre, les droites qui joignent chacun des sommets aux points de contact des côtés opposés se coupent en un seul et même point.
Tous ces théorèmes, qu'on peut employer pour résoudre une série de problèmes simples (par exemple, ceux de la page 71), peuvent aussi s'établir directement, sans recourir à l'hexagone. Comme exemple, nous donnerons la démonstration directe du théorème relatif au quadrangle, parce qu'elle nous fera découvrir en même temps des propriétés nouvelles et fort remarquables des formes fondamentales projectives, et que de plus nous nous servirons des théorèmes relatifs au quadrilatère dans des recherches ultérieures.
Étant donnés deux faisceaux projectifs de rayons, s et s^ (fig. 53), pour trouver dans l'un d'eux le rayon qui correspond à un rayon de l'autre, nous avons fait usage d'un troisième faisceau de rayons s^, perspectif aux deux premiers. A cet effet, nous avons coupé s et s^ respectivement suivant les ponctuelles u et u^ au moyen de deux droites menées par le point d'intersection A de deux rayons homologues a et a^. Comme ces ponctuelles sont perspectives, le faisceau s^, dont elles sont des sections, est le faisceau cherché.
Ces conclusions subsistent encore lorsque u coïncide avec a^ et k^ avec a; de sorte que (fig. 58) les points ba^ et 6^a (ouB et BJ, ou ca^ et c^a (ou C et C^) etc. suivant lesquels deux rayons correspondants a et a^ sont mutuehement coupés par deux autres rayons h Qih^, ou c et c^. sont sur une même ligne droite avec un point fixe \.
Si nous menons par ce point -^^ une droite quelconque D D ^ qui coupe respectivement en D et D^ les rayons a^ et «, SD et SJ)j sopt des
rayons correspondants des faisceaux S et S^. Faisons maintenant coïncider Dj avec S; SD devient alors S S, ou 7, de sorte que ce rayon de S a pour correspondant dans S^ le rayon SjS ou 7, qui joint les centres S et S^ des faisceaux. La droite SS^ ou 7 est donc une tangente cà la courbe du second ordre engendrée par S et S^ et il en est de même pour 8^S, ou p^. En d'autres termes, le point lixe S, est alors le point d'intersection des deux tangentes 7 et p^ qui appartiennent respectivement à S et Sj, c'est-à-dire des deux rayons ([ui correspondent au rayon commun S^^ dans chacun des deux faisceaux S et S^. Nous parviendrions donc toujours à ce même point S,, en faisant coïncider avec les droites u et ?;^, soit a et a^, soit tout autre couple fie l'ayons correspon-
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dants, conmie />et h^^ ou c et c^. Tfoncloide droile qui joint deux points (comme hc^ et b^c), où deux couples {bj\ et c^^c^ de rayons correspondants se coupent mutuellement, passe par le point S,.
Étant données deux ponctuelles projectives u et n^ (fig. .Il), ponr trouver facilement le point de Tune qui correspond à un point quelconque de Tauti'e, nous avons déterminé de la manière suivante une troisième ponctuelle w^, perspective à chacune des deux ponctuelles données. Nous avons projeté u et u^ par deux faisceaux de rayons S et S^, dont nous avons pris arbitrairement les centres sur un rayon quelconque a joignant deux pouits correspondants A et A^ des ponctuelles. Ces faisceaux étant perspectifs, la ])onctuelle //,, dont ils sont les projections, était la ponctuelle cherchée.
Faisons maintenant coïncider S avec A^ et S^ avec A (fig. 09) ; ?/, passe alors par les deux j)oinfs de u et ?/, qui correspondent respectivement au point d'intersection uu^^. Deux points correspondants quelconques D et Dj se projetteront respectivement de \j et \, suivant deux rayons X^n et ADj qui se coupent sur la droite v^. Il est bien évident que si
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l'on amène D à coïncider avec uu^ ou P, le point d'intersection des deux rayons précédents, et par conséquent aussi D^ coïncidera avec le point Mjî/, ou Pli de sorte que u,_ passe eiïectivement par l'un (et aussi par l'autre) des deux points P^ et Q qui correspondent respectivement dans ?/i et u au point d'intersection P Qi de u et u^. En d'autres termes, î/j joint les ])oints de contact, situés sur u et u^, du faisceau de rayons du second ordre engendi'é par ces deux ponctuelles. Nous obtiendrons
donc toujours la même droite m., en faisant coïncider respectivement les sommets S^ et S, soit avec \ et A^ soit avec tout autre couple de points homologues (comme B et B„ C et Q. Donc tout point dïntersection de deux rayons (BC^ et B^) à l'aide desquels deux couples quelconques de points correspondants (B.B^ etCGJ sont mutuellement projetés, est situé sur la droite u^.
Les résultats auquels nous venons ainsi d'arriver peuvent être exprimés sous la forme des deux propositions suivantes :
Les deux points a Z>^ et a^b, où se coupent mutuellement deux couples quelconques a^a^ et b,b^ de rayons homologues de deux faisceaux projectifs S etSj, sont toujours sur une même droite avec le point d'intersection S^ des deux rayons qui correspondent au rayon commun S S ^ des faisceaux-
Les deux droites AB^ et A^B, par lesquelles deux couples quelconques de points correspondants A,Aj et B,B^ des ponctuelles projectives u et /q sont mutuellement projetés, se coupent sur la droite **2 ^^^ JO"^t les deux points qui correspondent dans chaque ponctuelle au point connnun u ii^^ de ces ponctuelles.
r.EOMETRlE DE PO?^ITION,
Oiiand nous aurons oncore ajouté les quelques i-emarques qui suivent, on reconnaiira iniinédialeineni dans ces propositions les théorèmes reatifs au quadrilatère dans les coijrbes et les faisceaux de rayons du second ordre.
Dans la coui-be du second ordre, engendrée par les faisceaux S et S^, les points S, aa^, S^ et />&j forment un quadrilatère insciit dont les côtés opposés sont a et h^, a^ et b; et Sg est le point d"intersection des deux tangentes qui touchent la courbe en S et S^.
Dans le faisceau de rayons du second ordre, engendré par les ponctuelles u et u^, les rayons u, A \j, ?/j et liBj forment un quadrilatère dont A et Bj, A^ et B sont les côtés opposés; et les deux points de contact du faisceau sur les côtés opposés n et ?/^ sont situés sur w.
On voit aisément que les théorèmes précédents sont tout jmrticulièrement propres à déterminer l'élément qui, dans l'une des deux formes fondamentales projectives simples, correspond à un élément quelconque de l'autre forme. Si, par exemple, on donne trois couples d'éléments homologues de deux ponctuelles projectives n e< ?/j, on peut en déduire immédiatement la ponctuelle ii.^ qui fournit très simplement le point de ?/.^ correspondant à un point quelconque de u.
Les théorèmes relatifs au quadrilatère dans les courbes et les faisceaux de rayons du second ordre, théorèmes que nous venons de démontrei' ainsi de plusieurs manières différentes, peuvent être énoncés sous une forme plus générale ainsi qu'il suit (fig. 57) :
Quatre points K, L, M, N d'une courbe du second ordre formant mi ([uadrangle complet,, et les tangentes //, /, m, n en ces ]ioints formant un quadrilatèi'e conqilet, les sonmiets opposés du quadrangle sont situés deux à deux sur les droites qui joignent les points X, Y, Z, où les côtés opposés du rmadrilatère se coupent entre eux.
Quatre rayons /.-, l, m, n d'un faisceau du second ordre formant un quadi'ilatère complet, et leurs points de contact K, L, M, N constituant un quadrangle complet, les côtés opposés du quadrilatèi-e passent deux à deux par les trois ])oints X, Y, Z où se coupent les trois droites qui joignent les sommets opposés du quadrangle.
En effet, les théorèmes démontrés pivcédeninient oui lieu : à gauche,
pour chacun des trois quadrangles simples, dont se compose le quadrangle complet KLMN, et à droite, pour chacun des trois quadrilatères simples qui composent le quadrilatère complet klmn.
Envisagé ainsi, le théorème de gauche énonce la même propriété que celui de droite; tous deux expriment que le triangle, dont les côtés joignent deux à deux les sommets opposés du quadrangle complet est identique avec le triangle qui a pour sommets X, Y, Z, points où les côtés opposés du quadrilatère se coupent deux à deux. Réciproquement, étant donnés un quadrangle inscrit KLMN et un quadrilatère circonscrit klmn situés l'un par rapport à l'autre ainsi qu'on vient de l'indiquer, on peut construire à volonté une courbe du second ordre, qui soit tangente aux droites /v, /, m, n aux points K, L, M, N et un faisceau du second ordre dont les points de contact sur les rayons k, /, m, n soient respectivement les points K, L, M, N. En eflet, d'après notre théorème, une courbe du second ordre, qui passe par les points K, L, M, N et qui est tangente à la droite k en K, a aussi les droites /, m, n pour tangentes. Et le faisceau du second ordre, qui contient les rayons k,l,m. n et qui a le point K pour point de contact sur /.-, a aussi les points L, M, N pour points de contact. Donc quatre tangentes d'une courbe du second ordre, avec leurs quatre points de contact, peuvent toujours être considérées comme quatre rayons d'un faisceau du second ordre, avec leurs quatre points de contact.
Une courbe du second ordre, qui passe par trois points de contact K, L, M d'un faisceau du second ordre et qui a pour tangentes en deux de ces points K et L les rayons correspondants /.• et / du faisceau, passe donc aussi par tout quatrième point de contact N du faisceau et a pour tangente en ce point le rayon correspondant n du faisceau.
Réciproquement, un faisceau du second ordre contient toutes les tangentes d'une courbe du second ordre du moment qu'il en contient trois et que les points de contact de deux d'enti-e elles sont situés sur la courbe. On a ainsi les belles relations suivantes entre les courbes et les faisceaux du second ordre :
Toutes les tangentes d'une courbe du second ordre forment un faisceau de rayons du second ordre.
Tous les points de contact d'un faisceau de rayons du second ordre forment une courbe du second ordre.
En raison de son importance, nous allons encore démontrer cette
double proposition d'une autre manière, qui nous conduira en même temps à une pi'opriété nouvelle et intéressante des courbes du second ordre.
Etant dojniés les quatre sommets K, L, M, N (fig. 57) d'un quadrangle inscrit dans une courbe du second ordre, supposons que l'un d'eux K se déplace sur la courbe, tandis que les trois autres et leurs tangentes /, m, n ne changent pas de position. La tangente k du point K se meut aussi en glissant le long de la courbe et ses points d'intersection E et A avec les tangentes n et / se déplacent en même temps.
]\Iais on reconnaît aisément que, dans ce mouvement, E et A décrivent respectivement deux ponctuelles projectives sur w et / et que, par suite, la tangente k parcourt un faisceau du second ordre. En eflet, les deux diagonales EB et AD du quadrilatère Idmn se coupent toujours en un ])oint Y de la di'oite fixe LN ; elles décrivent par conséquent deux faisceaux perspectifs de rayons autour des sommets fixes B et D et les ponctuelles n et Z, que décrivent les points E et A, sont des sections de ces faisceaux. Le théorème de gauche se trouve donc démontré de la sorte et on prouverait le théorème de droite d'une manière analogue.
La droite jMK passe également par le point Y ; dans le mouvement du point K, elle décrit donc aussi autour du point fixe M un faisceau de rayons, qui est perspectif au faisceau B décrit par BE, et qui par conséquent est aussi projectif à la ponctuelle n décrite par le point E. Supposons que le point K passe successivement par tous les points de la courbe, il s'ensuit que :
Etant donnes un point fixe quelconque M (Tune courbe du second ordre et une tangente fixe quelconque n de cette courbe^ si nous prenons comme correspondant à tout rayon ^ qui projette à partir de M un point quelconque k de la courbe, le point de n par lequel passe la tangente k du point K, le faisceau de rayons M et la ponctuelle n seront projectifs Vun à Vautre.
Cette proposition, que M. Chasles a prise pour point de départ dans son Traité des Sections Coniques, est réciproque à elle-même; en effet, on a démontré plus haut, et il découle de cette proposition elle-même, que les tangentes d'une courbe du second ordre forment toujours un faisceau du second ordre. Nous n'en tirerons maintenant qu'une seule conclusion : c'est la suivante :
Les tangentes en quatre points harmoniques d'une courbe du second ordre sont quatre tangentes harmoniques.
En effet, une cinquième tangente quelconque les coupe en quatre points liaruioniques, puisque leurs quatre points de contact sont projetés d'un cinquième point quelconque de la courbe suivant quatre rayons harmoniques.
Le théorème qui établit qu'un faisceau du second ordre est coupé par deux quelconques de ses rayons suivant des ponctuelles projectives, peut maintenant s'énoncer de la manière suivante :
Toutes les tangentes d'une courbe du second ordre sont coupées par deux quelconques d'entre elles suivant des ponctuelles projectives.
Le théorème de Brianchon peut aussi être envisagé de la manière suivante, qui le met en parallèle avec celui de Pascal.
Dans tout hexagone circonscrit à une courbe du second ordre [ou dont les côtés sont tangents à la courbe), les trois diagonales principales se coupent en un même point.
Nous l'exprimerons généralement sous cette forme et nous énoncerons d'une manière analogue les théorèmes concernant le pentagone, le quadrilatère et le triangle dans le faisceau de rayons.
Nous nous contenterons maintenant de présenter sous cette nouvelle forme les théorèmes démontrés précédemment, ainsi que leurs réciproques, en les appliquant aux formes du second ordre dans la gerbe. D'après une proposition établie antérieurement (page 09), toute courbe et tout faisceau de rayons du second ordre seront projetés d'un point, non situé dans leur plan, suivant une surface conique ou un faisceau de plans du second ordre. Chaque tangente de la courbe se projettera suivant un plan, qui n'aura qu'un seul rayon commun avec la surface conique et que pour cette raison Ton appelle plan de contact. De même, chaque point de contact du faisceau de rayons du second ordre sera projeté suivant un rayon, dit raijon de contact du faisceau de plans, et par lequel il ne passe qu'un seul des plans de ce faisceau. Mais comme réciproquement toute surface conique et tout faisceau de plans du second ordre sont respectivement coupés par un plan, ne passant pas par leur sommet, suivant une courbe ou un faisceau de rayons du second ordre, il s'ensuit que :
Tous les plans de contact d'une surface conique du second ordre forment un faisceau de plans du second ordre.
Tous les rayons de contact d'un faisceau de plans du second ordre forment une surface conique du second ordre.
Tous les rayons d'une surface conique du second ordre sont projetés de deux quelconques d'entre eux suivant tleux faisceaux projectifs de plans (comp. page 77).
Tous les plans de contact d'une surface conique du second ordre sont coupés par deux quelconques d'entre eux suivant deux faisceaux projectifs de rayons (page 77).
Par analogie avec ce que nous avons dit plus haut (page 77), nous pouvons poser les définitions suivantes :
Quatre rayons d'une surface conique du second ordre sont dits rayons harmoniques, quand on peut les projeter d'un rayon quelconque, et par suite d'un cinquième rayon quelconque de la surface, suivant cjuatre plans harmoniques.
Quatre plans tangents d'une surface conique du second ordre sont dits plans de contact harmoniques, quand ils sont coupés par un plan quelconque, et par conséquent par un cinquième plan de contact quelconque, suivant quatre rayons harmoniques.
Les théorèmes de Pascal et de Brianchon s'énoncent comme il suit pour les surfaces coniques du second ordre :
Dans tout sexarète inscrit dans une surface conique du second ordre, les trois couples de faces opposées se coupent suivant trois rayons situés dans un seul et même plan.
Dans tout hexaèdre circonscrit à une surface conique du second ordre, les plans diagonaux principaux se coupent suivant une seule et même droite.
Le lecteur fera bien, comme exercice, de transporter et d'appliquer aux formes géométriques dans la gerbe les plus importants des théorèmefs que nous avons établis pour les formes planes.
Revenons maintenant aux courbes du second ordre. Du théorème qui exprime qu'une droite ne peut avoir plus de deux points communs avec une courbe de ce genre, nous allons déduire d'importantes conséquences sur leur manière d'être dans le plan. En effet, d'après ce théorème, la courbe n'aura aucun point commun avec la droite à l'infini dans le plan, ou bien elle n'en aura qu'un seul, et elle sera tangente en ce point à la droite à l'infini, ou enfin elle aura deux points d'intersection com-
muns avec cette droite. Dans le premier cas, tous les points de la courbe sont des points propres et toutes les tangentes sont des rayons propres du plan; la courbe prend alors le nom (V ellipse (voirfig. 35 à 59), Dans le second cas, la courbe s'étend à Finfini suivant deux branches qui se dirigent vers le point où elle est tangente à la droite de l'infini ; elle prend alors le nom de parabole (fig. 52). Enfin, dans le troisième cas, la courbe se compose de deux parties courbes, dont chacune s'étend, par deux branches, vers les deux points à l'infini où se rejoignent les deux parties courbes; on donne à cette courbe le nom dlii/perbole (fig. 51). Comme la droite de l'infini du plan coupe l'hyperbole, toutes les tangentes de cette courbe sont des rayons propres du plan ; il en est de même, en particulier, pour les tangentes aux points de la courbe situés à l'infini. Il existe donc deux tangentes, auxquelles l'hyperbole est tangente à l'infini, et auxquelles on a donné le nom d'asymptotes.
Nous pouvons aussi obtenir ces trois espèces de courbes du second ordre, en faisant des sections dans un cône dont le sonnnet n'est pas situé à l'infini. En effet, un plan -, mené par le sommet de la surface conique du second ordre, n'a que ce point commun avec elle, ou lui est tangent suivant un rayon s, ou enfin la coupe suivant deux rayons p et q. Dans le premier cas, tout plan 2^ parallèle à 2, coupera tous les rayons de la surface conique en des points propres et cette surface elle-même suivant une ellipse. Dans le second cas, la courbe d'intersection est une parabole, parce que le plan I.^ coupera le rayon s, qui lui est parallèle, en un point infiniment éloigné ; et la droite d'intersection de -j avec le plan de contact - sera la tangente de la parabole, qui est située à l'infini. Enfin, dans le troisième cas, la courbe d'intersection est une hyperbole, parce que les deux rayons p et q sont coupés par D^ en leurs points situés à l'infini ; et l'hyperbole se compose de deux parties courbes séparées, puisque le plan \ coupe les deux nappes de la surface conique. Nous pouvons regarder l'hyperbole, de même que toute autre courbe du second ordre, comme une courbe fermée, rentrant en ellemême, puisque toute surface conique propre, au moyen de laquelle une courbe de ce genre se projette, est une surface fermée, rentrant en ellemême.
Deux faisceaux projectifs de rayons, en position oblique l'un par rapport à l'autre dans un plan, engendrent ime ellipse, une parabole ou une hypeibole, suivant qu'ils n'ont aucun couple de rayons parallèles, qu'ils en ont un ou qu'ils en ont deux. Déplaçons l'un des faisceaux
dans son plan de manière à l'amener à être concentrique avec l'autre, mais toutefois sans changer la direction de ses rayons ; ces deux faisceaux concentriques n'auront aucun élément correspondant conuuun dans le premier cas; ils en auronl un dans le second cas et deux dans le troisième. Ce dernier cas se réalisera, si les deux faisceaux sont projectifs opposés. D'après cela, on pourra, dans bien des circonstances, reconnaître immédiatement si une courbe du second ordre, déterminée par un nombre suffisant de conditions, par exemple par cinq de ses points, est une ellipse, une parabole ou une hyperbole.
Cette recherche est plus difficile, quand la courbe est définie par des tangentes ou par deux ponctuelles projectives qui engendrent le faisceau du second ordre circonscrit à la courbe. Cependant, on reconnaît immé-
diatement que deux ponctuelles projectives engendreni toutes les tangentes d'une parabole à la condition que leurs points à l'infini se correspondent, et rien qu'cà cette condition ; en effet, c'est seulement dans ce cas que la droite à Finfini du plan est l'une des tangentes à la courbe.
Quand deux ponctuelles projectives ont leui-s points à l'infini qui se correspondent, on dit qu'elles sont projectivement semblables (ou projectives semblables). Mettons-les en position perspective (fig. 40), en plaçant l'un sur l'autre deux de leurs points propres qui se correspondent ; elles se présentent alors connue des sections d'un faisceau de rayons parallèles, car le centre de projection est situé sur le rayon à l'infini et se trouve en même temps à l'infini. Il en résulte, en passant, pour les tangentes de la parabole la relation métrique suivante : Deux tangentes quelconques U et Uj iVune parabole sont divisées en parties proportionnelles par les autres tangentes AA^, BB^, GC^, etc. (fig. 52). Cet exemple fait bien comprendre le sens de l'expression projectif semblable.
Nous profitons de cette occasion ponr donner les théorèmes suivants: Si les sommets (Vun IriaiKjle se meuvent, sur trois droites données, situées dans un même plan, de telle sorte que deux des côtés ne elianf/ent pas de direction, le troisième côté décrit, ou bien un faisceau dé rayons parallèles, ou bien un faisceau de rayons du second ordre, qui enveloppe une parabole.
En eflet, les faisceaux de rayons parallèles, décrits par les deux premiers côtés du triangle, engendrent sur deux des droites données deux ponctuelles projectives semblables à celle décrite sur la troisième droite et, par conséquent, ])rojectives semblables entre elles.
On donne dans un même plan iine ponctuelle u et un faisceau de rayons S, rapportés projectivement Vun à Vautre, et par chaque point de u on mène une parallèle au rayon correspondant de S. Toutes ces parallèles se coupent en un même point, ou enveloppent une parabole.
En effet, coupons le faisceau S par la droite à finfini du plan, nous obtenons une ponctuelle à Finfmi, qui est projective à u. Si elle n'est pas perspective à w, elle engendre avec u un faisceau de rayons du second ordre qui contient la droite de l'infini et qui, par conséquent, enveloppe une parabole.
Projetons une courbe du second ordre d'un point à finfini et non situé dans son plan; nous obtenons une surface conique dont le sommet est à l'infini et dont les rayons sont par consé([uent parallèles. On donne à cette surface le nom de surface cylindrique du second ordi'e. Deux faisceaux projectifs de plans, dont les axes sont parallèles, engendrent donc un faisceau de rayons parallèles ou une surface cylindi'ique du second ordre. \ous diviserons les surfaces cylindriques en surfaces elliptiques, paraboliques ou hyperboliques, suivant qu'un plan quelconque, ne passant pas ])ar leur centre à l'infini, les coujiera suivant des ellipses, des paraboles ou des hyperboles; ou ce (pii revient au même, suivant qu'elles n'auront aucun rayon à l'infini, ou qu'elles en auront un ou deux.
HUITIEME LEÇON
Pôles et polaires par rapport aux courbes du second ordre.
Les théorèmes sur les 'quadrilatères, inscrits ou circonscrits à une courbe du second ordre, nous conduisent à une série de propriétés très importantes de ces courbes ; nous en avons déjà indiqué quelques-unes dans l'introduction. Nous y arrivons par les considérations suivantes:
Soit donné un point U (fig. 41, 42), choisi arbitrairement dans le plan d'une courbe du second degré, mais non situé sur la courbe elle-même.
Par ce ])oint menons deux droites qui coupent la courbe (sécantes, transversales) A G et BD; nous pouvons les considérer comme les diagonales d'un quadrilatère simple ABCD, inscrit dans la courbe. Les deux couples de côtés opposés BC et AD, AB et CD de ce quadrilatère se coupent respectivement aux points P et Q, les deux tangentes a et c aux sommets opposés A et G se rencontrent en un troisième point R et ces trois points P,Q et R sont situés sur une même droite u. Les deux tangentes b et d qu'on peut mener aux sommets B et D se coupent aussi sur cette droite (Voir les théorèmes sur le quadrilatère inscrit, pages 82 et 86).
Désignons par V et W les points d'intersection de la droite u avec ÏG et BD ; nous voyons immédiatement que V est harmoniquement séparé de U par A et G. En effet, dans le quadrilatère PBQD, les côtés opposés se coupent deux à deux en A et G, tandis que la diagonale BD passe par U et la diagonale PQ parV. De même, U est harmoniquement séparé de W par B et D. Nous pourrions donc aussi trouver u en menant J)ar U une sécante A G, en cherchant sur celle-ci le point Y harmonique-
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ment séparé de U par les points A et G de la courbe et en joignant ce point V au point R où se coupent les deux tangentes menées en A et G
à la courbe. Donc, de quelque manière qu'on mène par U une seconde sécante BD, la droite u, qui se trouve déjà entièrement déterminée par la première sécante, devra contenir les points suivants:
Y\iM
'^ 1" les points P et Q, où se coupent les côtés opposés du quadrilatère ABCD,
2" le point cV intersection S des deux tangentes menées en lî et D,
7)" le point W, qui est liai'inoniquement séparé de U par les points BetD.
Nous appellerons U le pôle de la droite ii ainsi déterminée et réciproquement, nous dirons que u est \s. jjolaire du point U. Etant donné un point, on peut donc trouver facilement sa polaire par rapport à une courbe du second degré, en procédant de dilTérentes manières et au moyen de constructions linéaires. Réciproquement, on peut construire le pôle U d'une droite donnée u., en menant par deux points R et S de cette droite deux couples de tangentes a, c et b, d à la courbe du second ordre (fig. il et 42). Par le point U passent donc :
r Les diagonales du quadrilatère simple a b c d,
2° Les droites AG et RD qui joignent les points de contact de chaque couple de tangentes,
5° Les deux rayons, dont l'un est harmoniquement séparé de u par a et c, et l'autre b et d.
En elTet, le point d'intersection U de KG et BD"est le pôle de u; car, d'après ce qui précède, sa polaire se confond avec ^^, puisque les points de rencontre des tangentes menées en A et C, de même qu'en R et D, sont situés sur cette droite. De plus, la droite RU est harmoniquement séparé de u par a et c, puisque les points U et V qui appartiennent respectivement à ces deux droites sont harmoniquement séparés par les points de contact A et G de ces tangentes; de même, SU est harmoniquement séparée de u par b et d, ce qui prouve la 3** proposition. La démonstration de la r*' proposition résulte immédiatement des théorèmes précédemment établis sur le quadrilatère inscrit (page 86).
Si la polaire u d'un point U (fig. i2) coupe la courbe du second ordre, les deux droites qui joignent le point ^ aux points d'intersection sont tangentes à la courbe. En effet, si l'une de ces droites avait un autre point commun avec la courbe, ce point devrait être harmoniquement sépai'é du pi-emier par U et u et par conséquent le pi-emier point ne pourrait pas être situé sur u. Dans ce cas, la droite u est appelée la corde de conlacl du point U, c'est-à-dire la droite qui joint les points de contact des deux tangentes menées à la courbe par le point U.
Tous ces résultats peuvent être réunis dans la double proposition qui suit :
Si par un point U, situé dans le | Si par un nombre quelconque
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plan de la courbe du second ordre, mais non sur cetle courbe, on mène à celle-ci un nombre quelconque de sécantes arbitraires et si Ton détermine :
1" Dans chaque quadrilatère simple inscrit à la courbe, et qui a pour diagonales deux quelcon ques de ces sécantes, les points d'intersection des côtés opposés;
2" Sur chaque sécante, le point qui est harmoniquement séparé de U par les deux points de la courbe ;
0° Le point commun aux deux tangentes menées à la courbe par les points où une sécante coupe cette dernière ;
i° Les points de contact des tangentes qu'on peut mener à la courbe par le point U ;
Tous ces points sont situés sur une même droite w, qu'on appelle lu polaire du point U, par rapport à la courbe du second ordre.
de points d'une droite u, située dans le plan d'une courbe du second degré, mais non tangente à cette courbe, on mène les deux tangentes à la courbe, et si l'on détermine :
[° Dans chaque quadrilatère simple circonscrit à la courbe, et qui a pour côtés opposés deux de ces couples de tangentes, les diagonales ;
2° Pour chaque point de u, la droite qui est harmoniquement séparée de u par les deux tangentes à la courbe, issues de ce point ;
5° La droite qui johit les points de contact de chaque couple de tangentes ;
4" Les deux tangentes aux points d'intersection de u avec la courbe, quand cette droite la coupe ;
Toutes ces droites passent par un même point U qu'on appelle le pôle de la droite u par rapport à la coui-be du second ordi'e.
Supposons qu'un point A soit situé sur la courbe du second ordre et soit a la tangente en ce point ; on dira que a est la polaire de A et que réciproquement A est le pôle de a. Il résulte de là, et de ce qui précède, que tout point du plan a une polaire par rapport à une courbe du second ordre et que, réciproquement, toute droite a un pôle.
Un point étant donné dans le plan d'une courbe du second ordre, nous dirons que ce point est extérieur ou intérieur à cette courbe, suivant qu'on pourra mener du point en question deux tangentes à la courbe ou qu'on n'en pourra mener aucune. Tous les points d'une tangente sont donc extérieurs à la courbe; le point de contact seul est situé sur la courbe.
CÉOMIÎTRIE CIIEMIX. 7
Toute droite, contenue dans le plan de la courbe, renferme une infinité de points extérieurs à cette courbe, puisque la droite a un point commun avec chacune des tangentes; et ces points se suivent d'une manière continue, puisque les tangentes se suivent elles-mêmes d'une manière continue. Tous les points d'une droite, qui sont intérieurs à la courbe, se suivent donc aussi d'une manière continue. Si donc la droite qui unit deux points A et B, extérieurs à la courbe, est cou])ée par cette dernière, ces points ne sont pas séparés l'un de l'autre par les points d'intersection ; mais on peut aller de A en B en suivant le segment extérieur à la courbe (et, nécessairement, en passant par le point à Tinfmi) sans franchir aucun point de la courbe. De même, deux points intérieurs à la courbe ne sont pas séparés l'un de l'autre par celle-ci, mais sont situés sur un segment de leur ligne de jonction qui est emprisonné par la courbe. Si donc deux points sont séparés l'un de l'autre par la courbe, l'un d'eux lui est extérieur et l'autre intérieur; car, d'après ce qu'on vient d'établir, ils ne peuvent être tous les deux ni extérieurs, ni intérieurs à la courbe. Donc :
Une courbe du second ordre divise en deux régions le plan dans lequel elle est située. On peut aller d'un point à un autre point de la même région sans traverser la courbe; mais cela nest plus possible^ quand les deux points appartiennent à deux régions différentes. Les points de lune des régions sont extérieurs à la courbe et de chacun d'eux on peut mener deux tangentes à cette courbe; les points de Vautre région, au contraire, sont intérieurs à la courbe et d'aucun d'yeux on ne peut mener de tangente à celle-ci.
Un point intérieur à la courbe est donc harmoniquement séparé de chacun des points de sa polaire par la courbe ; toute droite menée par ce point coupe la courbe en deux points, tandis que sa polaire ne la rencontre pas. Au contraire, un point R extérieur à la courbe n'est pas séparé par celle-ci de tous les points de sa polaire ; si par R l'on mène les deux tangentes à la courbe, ces droites déterminent sur la polaire un segment dont tous les points sont harmoniquement séparés de R.
La courbe, avec tous les points qu'elle enclôt, est située tout entière dans l'un des deux angles complets que forment les deux tangentes.
Dans la suite, nous aurons souvent occasion de faire usage de ces propositions, qui peuvent sembler évidentes, mais qui à notre point de vue méritent d'être démontrées. Par leur moyen, nous établissons immédiatement le théorème fondamental de la théorie des polaires :
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Les polaires de tous les points d'une droite u passent par le pôle U de cette droite.
Supposons un point de u intérieur à la courbe du second ordre ; il est liarnioniquement sépai'é de U et par conséquent sa polaire doit passer par U. Supposons au contraire un point R de u (fig. 41 et 42) extérieur à la courbe, nous pouvons mener })ar ce point deux tangentes à la courbe. La droite qui joint le point de contact d'une de ces tangentes avec U est la polaire de R, puis([ue son pôle doit se trouver à la fois sur u et sur cette tangente. Supposons enfin qu'on prenne un point de u sur la courbe, la tangente en ce point est la polaire de ce même point, et elle passe également par U.
Les pôles de tous les rayons issus d'un point U sont situés sur la polaire u de ce point.
Si un rayon issu de U confie la courbe du second ordre, on obtient son pôle en menant les tangentes aux deux points d'intersection et en cherchant leur point de l'encontre. Ce dernier, comme on Ta démontré précédemment , est situé surlapolaire deU. Si, au contraire, un rayon issu de U ne rencontre pas la courbe, son pôle est intérieur à celle-ci ; il est harmoniquement séparé de tout point du rayon, et en particulier de U ; il est donc encore situé sur u. Si enfin le rayon est langent à la courbe, son point de contact se trouve sur u et il est en même temps le pôle de ce rayon.
Ces théorèmes et ceux ([ui les précèdent démontrent et établissent la loi de réciprocité, au moins pour le système plan et, en général, pour les formes fondamentales de seconde espèce. En eflét, à l'aide d'une courbe du second ordre, nous pouvons construire le système plan réciproque d'un système plan donné, en prenant les polaires de chacun des points et les pôles de chacune des dioites du système dojiné. C'est pourquoi, à l'avenir, quand il s'agira de deux propositions réciproques relatives aux systèmes plans, nous nous contentefons de démontrer seulement l'une d'elles.
Brianchon a déduit son théorème de celui de Pascal au moyen des polaires. A cet effet, il a construit le pôle de chacun des côtés de l'hexagone inscrit à la courbe en menant les tangentes aux extrémités de chaque côté et en cherchant leur point d'intersection (fig, 45). Aux côtés et aux sommets de l'hexagone inscrit correspondent ainsi les sommets et les côtés de l'hexagone circonscrit, et le point d'intersection de deux côtés quelconques de la 'première figure a })our polaire la droite
qui joint les sommets correspondants de la seconde. Mais comme les trois points, où se coupent les trois couples de côtés opposés de l'hexagone inscrit, sont situés sur une même droite w, les trois droites, qui joignent les côtés opposés de Thexagone circonscrit, passent alors par un même point U, qui est le pôle de la droite u.
On voit déjà par cette seule application quels avantages on peut retirer de la théorie des polaires. Au moyen d'une courbe du second ordre, on peut par exemple trouver, pour chaque courbe plane, un faisceau de rayons, réciproque à cette courbe, puisque tout point de la courbe a pour polaire un rayon du faisceau. Aux propriétés de la courbe
ri^A3
correspondront des propriétés du faisceau. Dans la suite, nous étudierons des relations de ce genre, mais encore plus générales.
Soient P et Q deux points quelconques d'une droite u (fig. 41 et 42); d'après les théorèmes précédents, leurs polaires p et q passent par le pôle U de u. Prenons P arbitrairement sur m, et choisissons au contraire pour Q le point d'intersection de u etp; P, Q et U sont alors les sommets d'un triangle et leurs polaires p, q et u sont les côtés opposés de ce même triangle. On donne à ce triangle le nom de triangle polaire de la coiirhe du second, ordre; chac[ue sommet est le pôle du côté qui lui est opposé. Gomme on le voit immédiatement, ces triangles polaires nous donnent la double proposition qui suit :
Les trois couples de côtés opposés de tout (piadrilatèi-e complet, inscrit dans une courbe du second degré, se coupent aux som-
Les trois couples de sommets opposés de tout quadrilatère complet, circonscrit à une courbe du second degré, sont situés sur les
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mets d'un triangle polaire de la courbe.
côtés d'un triangle polaire de la courbe (pages 96-07).
A tout triangle polaire PQU correspondent une infinité de quadrilatères inscrits à la courbe et dont les trois couples de côtés opposés se coupent en P, Q et U. Menons par P une sécante quelconque BG à la courbe (fig. M et 42), joignons les deux points B et G de la courbe au point U et prolongeons les droites BU et GU jusqu'à ce qu'elles coupent de nouveau la courbe respectivement aux points D et A ; ABGD est l'un de ces quadrilatères inscrits (dont le nombre est infini), comme on le démontre facilement.
Supposons maintenant que, dans le quadrilatère inscrit, les sommets A et G ainsi que le point U lui-même restent fixes, mais que le point P se meuve sur la polaire w de U; le sommet B se déplacera sur la courbe. Les droites PB et QB décriront donc autour des centres G et A deux faisceaux projectifs de rayons et les points P et Q décriront aussi deux ponctuelles projectives qui sont des sections de ces faisceaux. Nous en déduisons que le faisceau, décrit autour de U par la polaire UQ ou p du point P, est projectif à la ponctuelle u que décrit en même temps le point P en se déplaçant sur u. Donc :
Si un point P décrit une ponctuelle u, sa polaire p décrit en même temps un faisceau de rayons U, qui est projectif à la ponctuelle.
Gette proposition fait connaître d'une manière plus intime la dépendance qui existe entre une figure quelconque et sa figure polaire. Par exemple, nous en déduisons le théorème suivant :
Etant données dans un même plan deux courbes du second ordre X et X, cherchons les polaires par rapport à Vune d'elles X de tous les points de Vautre courbe x; toutes ces polaires enveloppent une troisième courbe du second ordre.
En effet, imaginons que x soit engendrée au moyen de deux faisceaux projectifs de rayons U et V ; ces faisceaux ont pour figures correspondantes deux ponctuelles u ei v qui leur sont projectives et qui par suite sont projectives entre elles. Ges ponctuelles engendrent le faisceau de rayons du second ordre qui enveloppe la troisième courbe.
Dans la théorie des courbes du second ordre, on emploie souvent les dénominations qui suivent :
Deux points du plan sont dits | Deux droites du plan sont
conjugués par rapport aune courbe du second ordre, quand l'un d'eiLX, et par suite quand chacun d'eux, est situé sur la polaire de l'autre.
dites conjuguées par rapport à une courbe du second ordre, quand l'une d'elles, et par suite quand chacune d'elles, passe par le pôle de l'autre.
I^n point est donc conjugué à tout point de sa polaii'e et une droite à toute droite qui passe par son pôle. Les sommets, et par suite aussi les côtés de tout triangle polaire de la courbe sont ainsi conjugués deux à deux. Un point situé sur une courbe du second ordre est conjugué à lui-même, puisqu'il se trouve sur sa polaire qui est la tangente; et une tangente de la courbe est conjuguée à elle-même puisqu'elle passe par son pôle, qui est son point de contact.
Si la droite . f[ui joint deux points conjugués A et B, coupe la courbe du second ordre, A et B sont harmoniquement séparés par les deux points d'intersection. En effet, la polaire de A passe par B et contient tous les points qui sont harmoniquement séparés de A par deux points de la courbe.
Si, par le point d'intersection de deux droites conjuguées a et b, il est possible de mener des tangentes à la courbe du second ordi-e, a et b sont harmoniquement séparés par ces tangentes. En effet le pôle de a est situé sur b et par ce point passent tous les rayons qui sont harmoniquement séparés de a par deux tangentes de la courbe.
La courbe du second ordre contient donc dans son intérieur un sommet de tout triangle polaire, et les deux autres sommets lui sont extérieurs ; elle coupe donc deux des côtés d'im triangle polaire quelconque, mais ne rencontre pas le troisième.
De la définition des points et droites conjugués il résulte encore que :
Si deux points A et B sont conjugués tous deux à un même point C, la droite AB est la polaire de C.
En effet, la polaire de C doit passer aussi bien pnr A que ])nr R.
Si deux droites a etb sont conjuguées toutes les deux à une même droite c, leur point d'intersection ab est le pôle de c. En effet, ce pôle doit être situé aussi bien sur A que sur B.
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SoieiU n et v fleux droites du plan, qui sont conjuguées l'une a l'antre; atout point 1' de » nous pouvons faire correspondre le point P, de. qui lui est conjugué; les ponctuelles « et , sont alors pvojecttves l'^ne à l'autre. En eiïet, v est une section du faisceau de rayons V, qm se t, compose des polaires de tous les poinis de u et qui (d'après lapjtge 101) est proiectif à la ponctuelle u. Les droites qui joignent les pomts coniu<.uésP et P, situés sur les droites u et v formeront donc un faisceau défrayons du premier ou du second ordre, suivant que le point u« sera coniugué à lui-même (c'est-à-dire situé sur la courbe du second ordre) ou qu'il ne le sera pas. Gomme P est co_njngué en même temps aux points P, et U^,P:C est la polaire de P et PP, est conjuguée a la droite FD Nous obtiendrons donc ces mêmes faisceaux du premier ou du second ordre, en menant par chaque point P, de v le rayon qui est con-
iuffué à la droite FjO.
Soient maintenant, d'autre part, U et V deux points du plan, non conjugués ; à tout rayon v passant par D nous |,ouvons faire correspondre
de rayons U et Y sont alors projectifs l'un à l'autre. En eflet U est une projection de la ponctuelle v à laquelle appartiennent les pô es de tons les ravons de V et qui est projective au faisceau de rayons V. Les taisceaux'u et V engendreront donc une ponctuelle du premier ou du second ordre, selon que le rayon commun UV sera ou ne sera pas conjugué à lui-même (c'est-à-dire sera ou ne sera pas tangent a la courbe donnée du second ordre). Comme ,,, est conjugué en même temps aux ravons p et v, pv est le pôle de p, et le point pp, est conjugue au point „;. Nous obtiendrons la ponctuelle du premier ou du second ordre, dont il vient d'être parlé, en déterminant sur chaque rayon p de U le point qui est conjugué au point pv. Nous avons de la sorte les théo-
rèmes ci-après : i -.^ .,
Étant donnés dans le plan d'une courbe du second ordre «ne droite ,
et un point V non situé sur cette droite :
Déterminons sur chaque rayon Menons par cliacine point de ,
passant par U le point conjugué dn point d'intersection de ce rayon avec la droite v ; tous ces points seront situés sur une courbe du second
le rayon coi.ijugué de la droite qui joint ce point au point U ; tous ces rayons envelopperont une courbe du second ordre tangente à la
ordi^, passant par le pôle V de la ! polaire u de U, à . et aux tangentes
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droite v, par U et ])ai' les points de contact des deux tanf2;entes qu'on peut mener du point l) à la courbe du second ordre donnée.
Dans le cas où v passe par l'un de ces points de contact, et où, par conséquent la droite UV est une tangente à la courbe donnée du second ordre, nous obtenons une ponctuelle rectiligne, au lieu d'une courbe du second ordre'.
menées aux deux points où la courbe du second ordre donnée est coupée par v. Dans le cas où U est situé sur une de ces tangentes et où, par conséquent, le point uv appartient à la courbe donnée, nous obtenons un faisceau de rayons du premier ordre, au lieu du système des tangentes à une courbe du second ordre.
La courbe du second ordi'e et le point U donnés, restant invariables, à tout point du plan correspond un point conjugué qui est situé avec le j)renùer sur un rayon passant par U; au contraire, à toute droite correspond en général une courbe du second ordre.
Supposons, maintenant, que la courbe du second ordre et la droite v données (proposition de droite) restent fixes ; à tout rayon du plan correspond un rayon conjugué qui coupe le premier en un point situé sur V ; à tout faisceau de rayons du premier ordre correspond, en général, un faisceau de rayons du second ordre. Nous arrivons, de cette manière, à deux cas particuliers de là correspondance géométrique du second ordre.
Notre mode de démonstration (page 105-104) nous fournit encore les théorèmes suivants :
Étant donné un triangle ^MB^ (fig. 44), inscrit dans une courbe du second ordre, toute droite conjuguée à lun des côtés AB^ coupe les deux autres côtés en deux points
Étant donné un triangle UVW (fig. 45), circonscrit à une courbe du second ordre, tout point conjugué à l'un des sommets est projeté des deux autres sommets sui-
1. Comme cas particulier du théorème de gauclie, nous citerons la proposition suivante :
Les points milieux de touica les cordes d'une courbe du second ordre, i/ui convergent vers U7i mrme point propre donné, et d'ailleurs quelconque, sont situes sur une autre courbe du second ordre.
Dans ce cas, la droite v est située à linlini et ciiaciin des points 'milieux est harmoniquement séparé par la courbe d'un point situé à l'inlini; il est donc conjugué à ce dernier.
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conjugués. Et réciproquement, si une droite coupe deux des côtés
vaut deux rayons conjugués. Et réciproquement, si un point est
du triangle en deux points conjugués, elle passe par le pôle du
projeté de deux des sommets du triangle suivant deux rayons con-
troisième côté.
jugués, il est situé sur la polaire du troisième sommet.
En effet, les ponctuelles AM ou u et B^M ou v (fig. 44) sont perspectives l'une à l'autre, si à chaque point de u on fait correspondre le point de V qui lui est conjugué ; car le point M, commun à m et z;, est conjugué à lui-même. Mais le sommet S du faisceau de rayons engendré par 21 et V doit être situé sur la tangente menée en A, puisque le point d'intersection Aj de cette droite avec v est conjugué au point A; pour la même raison, S est situé sur la tangente au point B^. Donc S est le pôle de ABj et toute droite menée par ce point coupe u et v en deux points conjugués. Le théorème de droite peut se démontrer d'une manière
analogue; son exactinifle s'établll du rcslc au uioyen de la loi de réciprocité.
Nous terminerons cette séi-ie de théorèmes en démontrant celui qui suit ; nous laisserons au lecteur le soin de ti-ouver son réciproque.
Si. une coiirhe du second ordre est coupée par deux rayons conjugués AC et BD {fig. 46), les quatre points d'intersection A, B, G, 1) sont quatre poi?its harnwnicpi es, et les tangentes a, b, c, d en ces points sont quatre tangentes liarnioniques de la courbe.
Le pôle Q de AC où se coupent les tangentes a et c doit se trouver sur la droite BD, pai'ce (pie cette dernière est conjuguée à AC ; de même le point d'intersection \\ de h Qid est situé sur AC. Soit P le point d'intersection de AC et BD; P, B, Q, D sont quatre points harmoniques et RQ, 6, RP et d sont quatre rayons harmoniques. Donc les rayons C\, CB, c et CD sont quatre rayons harmoniques et les points ca.
ch, C et cd sont quatre points harmoniques. Les points A, B, C, D «ont projetés de C, et par suite de tout autre point de la courlje, suivant quatre rayons harmoniques, et les tangentes «, h, c, d sont coupées par c, et conséquemment par toute autre tangente de la courbe, en quatre points harmoniques.
Tous les théorèmes qu'on vient d'établir pour les courbes du second ordre, s'appliquent immédiatement aux cônes du second ordre, puisqu'un plan sécant, ne passant pas par leur sommet, les coupe suivant des courbes du second ordre. Nous ne répéterons ici que les théorèmes qui suivent :
Étant donnés, dans une gerbe de rayons, une surface conique du second ordre et un rayon s, non situé sur cette surface, menons par s un nombre quelcojique de plans, qui coupent cette surface, et déterminons '
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1» Denis chaque plan, le rayon qui est liarmoniquement sépare' de s par la surface conique;
2" La droite commune aux deux plans lanqents à la. surface, suivant les rayons oii le plan sécaiil la rencontre;
3° Les rayons suivant lesquels se coupent les faces opposées de tout quadrarête, inscrit dans la surface et dont les phois diagonaux sont deux plans sécants quelcompies menés par s;
4" Le rayon de contact de chacun des plans tanyeuts quou peut métier j)a.r s à la surface:
Tous ces rayous sont situés dans un même plan - qu'on apjielle le PLA^ poLAiHK du rayon s.
Nous laissons au lecteur le soin d'étenrlre aux surfaces conii(|ues du second ordre les autres théorèmes de la théorie des polaii-es; nous ajouterons seulement f[u'on donne à .9 le nom de rayon polaire (hi plan il ])ai' rap])ort à la surface comique du second orche.
NEUVIEME LEÇON
Diamètres et axes des courbes du second ordre. Équations de ces courbes.
Des théorèmes relatifs aux pôles et aux polaires, il découle que :
Si Von mène, dans une courbe du second degré ^ une série de cordes
parallèles entre elles, leurs points milieux sont situés sur une droite
qu'on appelle un diamètre de la courbe (fig. 47).
En effet, puisque tous ces points milieux sont harmoniquement sépa-
rés par la courbe du point situé à l'infini sur la direction des cordes parallèles, ils sont tous situés sur la polaire de ce point. Donc :
La polaire de tout point à V infini est un diamètre de la courbe du second oindre.
1 . Cette leçon doit être considérée comme un appendice à la géométrie pure de position.
DIAMÈTRES ET AXES
Sur ce diamètre sont situés les points de contact des deux tangentes qu'on peut mener à la courbe parallèlement aux cordes ([ue le diamètre divise en deux parties égales.
Les deux tangentes menées à la courbe aux extrémités d'ujic de ces cordes se coupent en un |)oiiil du diamètre (page 97); la corde est donc conjuguée au diamètre.
Nous avons trouvé précédemment (page 90) que les polaires de tous les points d'une droite se couj)ent au pôle de cette droite. Pour les diamètres d'une courbe du second ordre, cette proposition s'énonce ainsi :
Tous les diamètres cVune courbe du second ordre se coupent en un seul et même point (jui est le pôle de la droite à Vinfîni.
Si la courbe est une parabole, elle est tangente à la droite à l'infini et le point de contact lui-même (page 97) est le pôle de la droite à l'infini ; ou autrement dit :
Les diamètres d'une parabole sont parallèles et passent tous par le point delà parabole qui est situé à V infini.
Si, au contraire, la courbe est une ellipse ou une hyperbole, le pôle de la droite à l'infini est un point propre ; on lui donne le nom de centre de la courbe, parce qu'il jouit de la propriété suivante :
Toute corde menée par le centime d'une courbe du second ordre est divisée par ce point en deux parties égales.
La parabole n"a pas de centre; cela résulte du théorème qui suit :
Si deux cordes d'une courbe du second ordre se coupent mutuellement en deux parties égales^ leur point d' intersection est le pôle de la droite à Vinfini et ces cordes elles-mêmes sont par conséquent des diamètres de la courbe.
On reconnaît que ce théorème est exact, en remarquant que le point d'intersection des cordes est harmoniquement séparé par la courbe des points à l'infini sur ces cordes. Comme le pôle de la droite à l'infini par rapport à une parabole est identique avec le point de cette courbe qui est situé à l'infini, il n'y a pas, dans la parabole, de cordes qui puissent se couper mutuellement en deux parties égales.
Les asijmptotes d'une hyperbole se coupent au centre de cette courbe.
En effet les tangentes aux points où une droite rencontre une courbe du second ordre passent par le pôle de cette droite. — Le centre d'unehyperbole est extérieur à la courbe; au contraire le centre d'une ellipse est à l'intérieur (page 98).
A tout diamètre d'une ellipse ou d'une hyperbole correspond un dia-
no
mètre qui lui est conjugué ; chacun d'eux passe par le pôle de Tautre (qui est situé àTinfini).
Toute corde (Vwie ellipse ou d'une hyperbole, qui est parallèle à un diamètre de la courbe, est divisée eti deux parties égales par le diamètre conjugué au premier.
Kii elVet, elle passe par le pôle de ce second diamètre. Élaiit donnés deux diamètres conjugués, si l'un d'eux coupe la courbe, les tangentes aux deux points d'intersection sont parallèles à l'autre. Cette propriété doinie le moyen de trouver simplement le diamètre conjugué à un diamètre donné.
Dans tout parallélogramïne circonscrit à une courbe du second ordre, les diagonales sont deux diamètres conjugues.
Dans tout parallélogramme inscrit dans une courbe du second ordre, les côtés sont parallèles à deux diamètres conjugués.
Les diagonales du parallélogramme inscrit, aussi bien que celles du
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parallélogramme circonscrit (fig. 48) sont des diamètres de la courbe, parce que leur point d'intersection a pour polaire la droite à l'infini. Par ce point d'intersection menons deux parallèles p et q aux côtés du parallélogramme inscrit ; chacune d'elles divise en deux })arties égales les côtés parallèles à l'autre ', p et q sont donc deux diamètres conjugués. Les pôles des quatre côtés du parallélogramme inscrit sont aussi situés sur p et q; autrement dit, p et q sont les diagonales du quadrilatère circonscrit, dont les côtés sont tangents à la courbe du second ordre aux sommets du quadrilatère insciit. Mais le quadrilatère circonscrit est un parallélogranune, parce que les tangentes aux extrémités d'un diamètre sont parallèles; et le parallélogramme ainsi construit peut être regardé comme un parallélogramme quelconque circonscrit à la courbe.
Le théorème précédent peut aussi s'énoncer comme il suit :
DIAMETRES CONJUGALES.
Les deux cordes, qui joignent un point quelconque d' une ellipse ou d' une hyperbole aux extrémités d'un diamètre, sont parallèles à deux diainètres conjugués de la courbe.
D'api'ès cela, étant (louiiés deux couples de diamètres conjugués et LUI point d'une courbe du second ordre, ou peut facilement trouver cinq autres })()ints de la courbe. A cet eflet, on mène le diamètre qui passe par le point donné P, et l'on détermine le second point Q où cette droite rencontre la courbe, en s'appuyant sur ce que le centre divise PQ en deux parties égales. Sur PQ comme diagonale, on construit ensuite deux parallélogrammes dont les côtés sont respectivement parallèles à chacun des couples de diamètres conjugués. Les deux couples de nouveaux sommets de ces parallélogrammes sont également situés sur
la courbe du second ordre. On peut de même construire facilement cinq tangentes à une courbe du second ordre, quand on connaît déjà une tangente et deux couples de diamètres conjugués de cette courbe.
-S'ï deux diamètres quelconques d'une courbe du second ordre sont toujours perpendiculaires Vun à Vautre, la courbe est un cercle.
Dans ce cas, en effet, les côtés de tout parallélogramme inscrit sont perpendiculaires entre eux ; le parallélogramme est donc un rectangle et ses diagonales, qui sont deux diamètres conjugués quelconques, ont même longueur ; il en est donc de même pour tous les diamètres de la courbe.
Le cercle est une courbe du second ordre ; cela résulte de la propriété dont jouissent les angles inscrits dans le même segment (connue L ASB et LAS^B, fig. 49) d'être égaux entre eux. En effet, en vertu de cette propriété, le cercle est engendré par deux faisceaux de rayons S et S^ égaux entre eux et par conséquent projectifs. On peut de même démontrer directement que toutes les tangentes d'un cercle forment un
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faisceau du second ordre. Les coniques des anciens, c'est-à-dire les courbes obtenues en coupant par un plan une surface conique à base circulaire, sont donc des courbes du second ordre.
En effet, une surface conique à base circulaire peut être ])rojetée de deux de ses rayons suivant deux faisceaux projectifs de plans. Nous démontrerons plus tard que non seulement une conique est une courbe du second ordre, mais que léciproquemont toute courbe du second ordre est une conique, ou bien que par toute courbe du second ordre on peut faire passer des surfaces coniques, qui jiourront être coupées suivant des cercles.
Comme les propriétés projectives des cercles s'obtiennent de la manière la plus simple, tous les auteurs qui, à l'exemple de Steiner et Ghasles, ont fondé la géométrie moderne sur le calcul, ont pris le cercle pour point de départ de leur étude des courbes du second ordre. En'suivant cette marche, il faut encore prouver que deux formes fondamentales uniformes projectives ne peuvent engendrer d'autres courbes du second ordre que les coniques. En effet, s'il en avait d'auti'es, il faudrait démontrer à nouveau pour ces courbes tous les théorèmes établis pour le cercle; il faudrait prouver, par exemple, qu'elles sont projetées de deux quelconques de leurs points suivant deux faisceaux projectifs de rayons et que toutes leurs tangentes sont coupées par deux quelconques d'entre elles suivant des ponctuelles projectives. En effet, ces théorèmes ayant été étabhs pour le cercle, ils ne peuvent s'appliquer directement qu'aux sections faites dans des cônes à base circulaire.
Si une courbe du second ordre a plus d'un couple de diamètres conjugués rectangulaires^ c'est 7in cercle.
En effet, par les extrémités A et B d'un diamètre menons des parallèles à deux diamètres conjugués rectangulaires ; nous formerons un rectangle inscrit à la fois à la courbe du second ordre et à un certain cercle. Un autre couple de diamètres conjugués rectangulaires nous donnera un autre rectangle ayant la même diagonale AB. En outre des points A et B, le cercle aura donc au moins quatre points comnmns avec la courbe et par conséquent il se confondra avec elle (page 75).
Quand deux diamètres conjugués sont rectangulaires, on leiu' donne le nom à' axes et l'on appelle sommets les points où ils coupent la courbe. Le cercle est la seule courbe du second ordre qui ait plus d'un couple d'axes, puisque deux quelconques de ses diamètres conjugués constituent un couple d'axes. Pour résoudre ce problème:
Construire les axes cViine ellipse ou d'une hyperbole.
Nous procéderons de la manière suivante. Du centre de la courbe nous décrirons une circonférence qui ait un diamètre AB (fig. 50) de la courbe pour diamètre ; cette circonférence coupera les tangentes menées aux extrémités du diamètre et par suite la courbe elle-même. Chacune des deux demi-circonférences, séparées par le diamètre, se trouve donc en partie à Tintérieur et en partie à l'extérieur de la courbe. Les quatre points d'intersection de la circonférence avec la courbe sont les sommets d'un rectangle inscrit, aux côtés desquels les axes sont parallèles. Il résulte de cette construction ([ue :
Lellipse, de même que lliyperhole, na qiiun seul couple d'axes.
On peut dire aussi qu'un axe, dans une courbe du second ordre, est
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un diamètre perpendiculaire aux cordes qui lui sont conjuguées et qu'il divise en deux parties égales. La parabole n'a qu'un axe ; il renferme les points milieux de toutes les cordes perpendiculaires à la direction commune des diamètres de cette courbe. Chaque axe sépare une courbe du second ordre en deux moitiés symétriques.
Deux droites conjuguées sont harmoniquement séparées (page ^) par les deux tangentes qu'on peut mener à la courbe par leur point d'intersection.
Donc :
Deux diamètres conjugués de lliyperbole sont harmoniquement sépares par les asymptotes. Vun d'eux coupe donc la courbe, mais l'autre ne la rencontre pas. Les axes de l'hyperbole sont les bissectrices des angles formés par les asymptotes (page 45).
Les asymptotes déterminent donc sur toute droite parallèle à un diamètre un segment dont le point milieu est situé sur l'autre diamètre
(page 45). Si la droite coupe la courbe ou lui est tangente, le milieu (le la corde interceptée sur la droite, ou son point de contact, coïncide avec le milieu de ce segment. De là résultent ces théorèmes (voir fig. 52).
Les deux segments de toute sécante à llnjperhole, compris entre la courbe et ses asymptotes, sont écjaux.
Le segment intercepté par les asymptotes sur la tangente à une hyperbole est dirisc en deux parties égales par le point de contact.
La première de ces propriétés peut être utilisée pour construire l'hyperbole d'une manière très simple, ({uand on en connaît les deux asymptotes et un point propre. En eiïet, on ]jeut immédiatement trouver un second point de la courbe sur une sécante quelconque menée par le point donné.
Les axes de l'hyperbole ne déterminent que deux sommets sur cette courbe ; l'ellipse au contraire en a quatre, puisque ses deux axes la coupent tous les deux; la parabole n'a qu'un sommet propre, puisque son axe la rencontre pour la seconde fois en ini point situé à l'infini.
Une hyperbole est dite équilatèie, quand ses asymptotes sont perpendiculaires entre elles. Les angles que font entre eux deux diamètres conjugués de l'hyperbole équilatère ont les asymptotes pour bissectrices (page 45). D'après cela, quand un diamètre pivote autour du centre, son conjugué tourne en sens inverse, mais d'une manière telle que les deux faisceaux décrits par ces diamèti-es sont égaux. Les faisceaux projectifs de rayons suivant lesquels l'hyperbole équilatère est projetée des extrémités d'un diamètre sont donc égaux entre eux ; en efï'et deux rayons correspondants de ces faisceaux sont parallèles à deux diamètres conjugués (page 111), puisqu'ils se coupent en un point de l'hyperbole.
Joignons le milieu D d'une corde ÂB d'une parabole au point de concours C des tangentes en A et B ; la droite ainsi obtenue est un diamètre de la parabole ; en effet, c'est la polaire du point à l'infini sur AB (page 97). Mais G et D sont harmoniquement séparés l'un de l'autre par les deux points d'interseclion de la droite CD avec la parabole. Or l'un de ces points est à l'infini ; donc l'autre E divise en deux parties égales le segment CD et par conséquent :
La droite qui, dans la parabole^ joint le jiôle d*une cordeau milieu de cette corde, est divisée en deux parties égales par la parabole.
On voit de la môme manière que, dans une hyperbole, les deux droites parallèles aux asymptotes, menées d'un point quelconque du
plan à la polaire de ce point, sont divisées en deux parties égales par la courbe.
Telles sont les relations métriques les plus importantes qu'on peut déduire dès maintenant de la théorie des polaires dans les courbes du
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second ordre. Les théorèmes sur les quadrilatères et les triangles inscrits et circonscrits nous conduisent à quelques propriétés métriques de ces courbes qui ne manquent pas non plus d'intérêt. Prenons en particulier le théorème suivant (page 82) :
Les deux diagonales d'un quadrilatère BB^^D^D circonscrit à une courbe du second ordre se coupent en un point S, situé sur la droite qui joint les points de contact de deux quelconques des côtes opposés.
Supposons que la courbe soit une hyperbole et que les deux couples de
côtés opposés soient les deux asymptotes et deux tangentes quelconques (fig. 52). S est situé sur la droite à l'infini et les deux diagonales BD^ et B^D sont parallèles. Les deux triangles D^DB et D^B^B, qui ont même base DjB, ont donc des surfaces équivalentes, et il en est encore de même pour les triangles D^AD et B^AB qui ne dilïèrent des précédents que par le triangle commun D^AB. Donc :
Les triangles formés par les asymptoles (Tune hyperbole et par des tangentes quelconques ont d^s aires égales.
Les deux diagonales parallèles BD^ et B^D et le centre A interceptent sur les asymptotes des segments proportionnels ; nous avons ainsi :
'-liL :^ ^ ; ou bien : A ]\ x A P,, = A 1) x A D^,
c'est-cà-dire que le produit des segments déterminés sur les deux asymptotes par une tangente BB^ (ou DDJ est constant. Par le point de contact P de la tangente BB^, menons une parallèle PQ à l'une des asymptotes jusqu'à sa rencontre avec Tautre. Comme P divise en deux parties égales le segment BB^ intercepté sur la tangente (page 114),
PO ou y = ^^ AB, AQ 011 X =: - AB
Mais comme le produit AB X AB^^ ne change pas, quand la tangente BBj occupe une autre position, xy reste aussi constant quelle que soit la position du point P sur l'hyperbole. Donc :
Si Von choisit les asymptotes d'une hyperhole pour axes d'un système de coordonnées parallèles^ V équation de cette courbe sera xy = const.
On met ainsi en évidence la liaison qui existe entre la théorie synthétique et la théorie analytique de l'hyperbole.
Dans les éléments de la géométrie analytique, on a l'habitude de rapporter l'ellipse et l'hyperbole, exprimées en coordonnées ordinaires, à deux diamètres conjugués. En appliquant ce procédé aux courbes du second ordre, nous démontrerons sans grande peine leur identité avec les courbes représentées analytiquement par des courbes du second degré.
Étant donnés deux diamètres conjugués 0\, 0 V (fig. 55), il y en a au
moins un, OX par exemple, qui coupe la courbe du second ordre (page 114), et les tangentes u et z/j aux deux points A et G où il rencontre la courbe sont parallèles à l'autre diamètre conjugué OY. Nous allons d'abord démontrer la proposition suivante:
Le produit des segments ÂB et C^Bj, interceptés sur les tangentes
Il et Uj par une tangente quelconque BBj de la courbe du second degré, est constant.
En effet, une quatrième tangente quelconque DD^ forme avec les trois précédentes un quadrilatère circonscrit à la courbe, dont les diagonales ^^^ et BJD se coupent en un point S du diamètre ÀG^. On déduit de là la proportion.
^ = ^ •' ou bien AB x G.B . = AD x C,D,
Ge produit est donc constant ; il sera positif, et aura pour valeur + h^ quand la courbe est une ellipse ; h est fe diamètre de l'ellipse dirigé suivant UY, comme on le voit aisément en menant DD^ parallèle à OX. Dans le cas de l'hyperbole, le produit AB x G^B^ est négatif et égal à — 6^, parce que les segments AB et G^Bi ont des directions opposées; h est la grandeur absolue du segment déterminé par chacune des asymptotes sur les tangentes parallèles w et m^.
Les trois tangentes u, u^ et BB^, dont la dernière a pourpoint de contact le point P, forment un triangle circonscrit à la courbe, qui a pour sommets B, Bj et le point à l'infini sur le diamètre OY; les trois droites, qui joignent les points de contact des côtés aux sommets opposés, se
coupent donc en un même point (page 85) ; c'est-à-dire que le point R, où se cou])ent les droites BC^ et AU^, est situé sur l'ordonnée y ou PQ (In point P, Mais comme :
il faut que
OU _ (}C^ _ PB^ _ RP
OB = BP =r PO, ou -, II.
L'équation de la courbe du second ordre s'obtiendra mainlenant en multipliant membre à membre les deux relations :
QR_QC, QB^AQ
/VB"~ÂC; ^^ C,B^~/VCj
et en faisant dans le résultat : QB = -^ i/, AB. (\]\^ = ± b^
ACj r- 2.A0 = 2a, 00 = j\ QC, = a -ic et AQ ^a-i-x. Nous avons ainsi
if _ fl-
ou bien —^±'-h = 1 .
Le signe supérieur donnera l'ellipse et le signe inférieur l'hyperbole.
Cette équation est vérifiée par les coordonnées j:,ij d'un point quelconque P de la courbe du second ordre, quand cette dernière est rapportée à deux diamètres conjugués.
Quand la courbe est. une parabole, on prend habituellement pour axe des ordonnées une tangente quelconque OY (lig. 54) et pour axe des abcisses le diamètre OX qui passe par le point de contact 0 de OY. Deux autres tangentes quelconcjues AP et AP^ qui coupent ÔY en B et B^, constituent les deux côtés opposés d'un quadrilatère, circonscrit à la courbe, dont les deux autres côtés opposés sont OY et la droite à l'inlini ; le point d'intersection S des deux diagonales de ce quadrilatère est donc situé sui- les deux droites PP^ et OX^qui joignent les points
de contact des couples de côtés opposés. Mais comme le quadrilatère A13SB^ est pour cette raison un parallélogramme, que les triangles BPS
et B^SP^ sont semblables et que de plus les ordonnées PQ et P^Q^, ou y et y^, des points P et P, sont pai'allèles, nous avons:
.j;-SP,-B,S-AB'
et de même
11 en résulte que :
V _ BS _ AB,
BP ABj a_n^
C'est le théorème que nous avons démontré précédemment : deux tangentes quelconques JV et ÂPi d'une parabole sont divisées par toutes les autres tangentes en parties proportionnelles.
Menons ÂR parallèle à OX et prenons K sur ÔY ; nous avons :
AK_AB^_]^ t
OQ_BP_?^ ÂK ~" AB ~~ v//
Multiplions ces équations membre ù membre, il vient OQ_/r , -H — IL,
C'est-à-dire : les abscisses x et x^ des deux points P et P^ de la parabole sont entre elles comme les carrés des ordonnées correspondantes. Habituellement, on écrit l'équation de la parabole sous la forme
y^ := 2px, en posant ^ = 'ip.
DIXIEME LHOON.
Systèmes réglés et surfaces réglées '
La considération de deux formes fondamentales uniformes projeclives, qui sont situées dans le même plan ou qui appartiennent à la même gerbe de rayons, nous a conduits aux courbes, aux faisceaux de rayons et aux surfaces coniques du second ordre. Nous allons examiner maintenant si deux formes fondamentales projectives de première espèce ne peuvent pas engendrer d'autres formes que celles dites du second ordre. Nous trouvons d'abord que :
Un faisceau de rayons S et une ponctuelle projective u engendrent le même faisceau de plans du premier, ou du second ordre, que le faisceau donné S et le faisceau de rayons qui projette u du sommet S.
En effet, le plan qui réunit im point de u et le rayon correspondant du premier faisceau passe aussi par le rayon correspondant du second faisceau.
Un faisceau de rayons S et un faisceau de plans u qui lui est projectif engendrent la même ponctuelle du premier, ou du second ordre, que le faisceau S et celui suivant lequel u est coupé par le plan de S. En effet, le point où se rencontrent un plan de u et le rayon correspondant du premier faisceau est situé aussi sur le rayon correspondant du second faisceau.
1. La langue française ne contenant pus de mot absolument équivalent au mot regelschaar, nous avons dû traduire ce dernier par système réglé (système qui peut être formé d'un nombre fini de rayons), par opposition à regelfldche surface réglée (qui contient une infinité de rayons).
Deux faisceaux projeclifs de rayons, situés d'une niauière quelconque dans l'espace, n'engendrent pas de forme nouvelle (tout au moins, pas immédiatement). En ellVt, deux rayons quelconques, ([ui se correspondent, ne sont généralement pas dans un môme plan et par suite n'ont pas de point d'intersection commun. De même, une ponctuelle et un faisceau de plans qui lui est projectif n'engendi-ent ])as de forme nouvelle, puisqu'un point de la ponctuelle et le \)hm qui lui coirespond dans le faisceau ne déterminent pas d'élément pouvant appartenir à une troisième forme.
Nous n'obtiendrons donc de formes nouvelles qu'en considérant deux ponctuelles ou deux faisceaux projectifs de plans, situés d'une manière quelconque dans l'espace.
Soient v et v^ deux ponctuelles projectives, non situées dans le
même plan ; elles engendrent un système V, formé des droites qui unissent deux à deux les points correspondants des ponctuelles, et que nous appellerons système de rayons ou système rcglé. Deux quelconques de ces rayons ne sont jamais dans un même plan ; car s'il en était autrement, deux points de ii et deux points de n^ seraient dans ce même plan; il en serait donc de même pour m et w^, ce qui est contraire à l'hypothèse. Le système continu des rayons d'un système réglé constitue une surface courbe, appelée surface réglée, et qui a les propriétés suivantes :
La surface réglée est encore engendrée par un second système U de rayons. Toute droite d'un des systèmes rencontre toutes les droites de Vautre système; au contraire, deux droites d'un même système ne sont jamais situées dans un même plan.
Tout point, situé sur un rayon (le l'un des systèmes, est aussi sur
Tout plan, qui passe par un rayon de Tun des systèmes, con-
nu rayon de l'autre. [ tient aussi un rayon de l'autre.
En eiïet, soient i;, i\, v^, trois rayons quelconques du système V, qui joignent chacun deux points correspondants de u et u^ et soit u^ une di'oite qui rencontre aussi les trois rayons v, v^ v^. Projetons les ponctuelles u et ?/j de l'axe w.^ ; nous obtenons deux faisceaux ])rojectifs de plans, qui ont les trois plans uj), u^t\ et w^y^ communs et qui, par conséquent, ont tous leurs éléments correspondants communs (voir page 55).
Deux points correspondants quelconques de u et u^ sont donc dans un même plan avec ii^-^ et par conséquent u^ sera rencontré par chacun des rayons du système réglé V. Il en sera de même pour toute autre droite u. qui coupe les trois rayons v, v^, i\_. Donc :
Le système réglé U se compose de toutes les droites qui coupent trois rayons quelconques v, v^ v^ du système réglé V. De même le système V se compose de toutes les droites qui coupent trois rayons u, Uj, u,, du système U.
Chacun des rayons d'un système est appelé une directrice de l'autre système, et chacun des deux systèmes est dit le système directeur de l'autre. La surface réglée peut donc être décrite de deux manières différentes par une droite qui glisse sur trois droites fixes telles que deux quelconques d'entre elles ne soient pas dans un même plan. Les trois droites fixes sont les directrices du système réglé décrit par la droite mobile. Celle-ci rencontre une fois chacun des jxjints de toute directrice et se trouve une fois dans chacun des plans ([u'on peut faire passer par ime directrice (comp. page 26). Ces considérations démontrent donc les ihéorèmes énoncés précédemment.
Deux faisceaux projectifs de plans, 7i et u^ dont les axes ne sont pas situés dans un jnême plan, engendrent un système réglé. Ce dernier s'obtient aussi au moyen des ponctuelles projectives u et u^ dont la première est la section du faisceau u^ par la droite u et dont la seconde est la section du faisceau u par la droite u^. En effet, chaque droite, suivant laquelle se coupent deux plans correspondants de ces faisceaux, joint aussi l'un avec l'autre deux points correspondants de ces ponctuelles.
Un système réglé est coupé par | Un aystème réglé est projeté de
deux quelconques de ses directrices suivant des ponctuelles projectives.
deux quelconques de ses directrices suivant des faisceaux projectifs de plans.
En effet, soient lu, u\, u\^ trois directrices du syst-Mue réglé, c'està-dire trois droites telles que chaque rayon du systèjue les coupe. Nous obtiendrons autant de rayons du système réglé que nous voudrons, soit en faisant passer une série de plans par w^, et en joignant dans chacun d'eux les deux points où w et ty^ sont coupés par ce plan, soit en prenant une série de points sur w^ et en cherchant la ligne d'intersection des deux plans que chacun de ces points détermine avec w et iv.. Le système réglé sera donc coupé par les deux directrices w et w^ suivant deux ponctuelles perspectives au faisceau de plans il\ ; et en même temps, il sera projeté de lo et u\ suivant deux faisceaux de plans perspectifs à la ponctuelle w^ et par suite projectifs entre eux.
Quatre rayons d'un système réglé sont appelés rayons harmoniques, quand ils sont coupés par une directrice quelconque, et par conséquent par toutes les directrices^ en quatre points harmoniques ; et rjuand ils sont projetés d'une directrice quelconque suivant quatre plans harmoniques.
Soient iv et 2i\ deux directrices du système réglé ; ce dernier détermine sur les directrices deux ponctuelles projectives iv et u\ ; et si quatre rayons quelconques du système réglé sont coupés par iv en quatre points harmoniques, leurs intersections avec u\ seront aussi quatre points harmoniques. Les quatre rayons seront en même temps projetés de u\ par quatre plans harmoniques ; en effet, ces plans passent par les quatre points d'intersection, situés sur w et qui sont harmoniques.
Étant donnés trois rayons a, b, c de l'espace, qui ne sont pas situés deux à deux dans un même plan, ils déterminent un quatrième rayon harmonique d, (|ui est séparé de l'un d'eux, de b par exemple. Si, sur l'une quelconques des droites qui coupent les trois rayons donnés, nous cherchons le quatrième point harmonique aux trois points d'intersection, ce point sera situé sur d. En général, d est un quatrième rayon du système réglé auquel appai'tiennent les rayons a, />, c et, sur ce système, il est harmoniquement séparé de b par a et c.
Quand une droite a plus de deux points communs avec une surface réglée, elle est située tout entière sur cette surface ; en effet, elle coupe
alors plus de deux droites d\m système; elle doit donc être une direc- I rice de ce système et appartenir au deuxième système réglé. En raison de cette propriété, on donne à la surface réglée que nous étudions le nom de surface réglée du second ordre pour la distinguer des autres surfaces à génératrices rectilignes. Un plan qui coupe la surface suivant \\n rayon u de Fun des systèmes et par suite aussi (page 125) suivant un autre rayon v de l'autre système, ne peut avoir avec la surface aucun point commun P, qui ne soit pas situé sur les droites u et v. En effet, s'il en était autrement, toute droite passant par P et coupant u et v, chacune en un point, appartiendrait à la surface et le plan tout entier se confondrait avec celle-ci, ce qui est impossible. Puisque toute droite du plan qui passe par le point d'intersection de u et w, n'a que ce point uv commun avec la surface, nous dirons que ce plan est langent à la surface au point uv.
Le nombre des plans tangents quon peut mener à la surface par une d)'Oïte quelconque est égal au nombre des points communs à la droite et à la surface.
En effet, comme chacun de ces plans tangents contient un rayon d'un des systèmes réglés (et aussi un rayon de l'autre système), la droite donnée a un point d'intersection commun avec ce rayon. Mais deirx de ces points d'intersection ne coïncideront jamais, parce que deux rayons d'un même système réglé ne sont jamais dans un même plan. Il résulte de là qu'uiie droite est tout entière sur la surface réglée, quand elle est l'intersection de plus de deux pians tangents à cette surface.
Imaginons un système réglé engendré par deux faisceaux projectifs de plans et supposons qu'on le coupe par un plan ]S; nous aurons dans ce plan deux faisceaux projectifs de rayons, et chaque point d'intersection de deux de leurs rayons homologues sera situé sur un rayon du système réglé. Supposons au contraire le système réglé engendré par deux ponctuelles projectives et projetons-les d'un même point quelconque S ; nous obtiendrons deux faisceaux de rayons projectifs et concentriques et le plan f{ui joint deux rayons homologues de ces faisceaux passera par un rayon du système réglé. Nous obtenons ainsi la première partie des propositions suivantes :
Un système réglé est coupé par un plan quelconque 2, qui ne contient aucun de ses rayons, suivant
Un système réglé est projeté d'un point S, qui n'est situé sur aucun de ses rayons, suivant un
une courbe du secoiul ordre. Tous les plans tangents à la surface réglée aux points d'une telle courbe du second ordre forment un faisceau de plans du second ordre.
faisceau de plans du second ordre. Tous les points de contact des plans de ce faisceau avec la surface réglée sont situés sur une courbe du second ordre.
Pour démontrer la seconde partie de la pro])osilion de droite, menons un plan ])ar trois des points de contact. Ce plan coupera le faisceau de plans suivant un faisceau de rayons du second ordre, dans lequel les trois points choisis sont des points de contact et qui enveloppe une courbe du second ordre. Mais cette courbe est identique avec celle que le plan détermine par son intersection avec la surface, puisque ces deux courbes ont trois points communs ainsi que les tangentes en ces points. La ])roposition de gauche se démontrerait de même, en faisant passer mi faisceau de plans tangents à la surface réglée par le point où se coupent trois quelconques de ses plans tangents.
Une surface réglée du second ordre s'appelle un hyperholoïde simple. ou hyperholoïde à une nappe (fig. 55), quand aucune de ses droites n'est située à l'infini, et qu'elle n'a qu'une courbe du second ordre commune avec le plan à l'infini. Elle prend au contraire le nom de paraboloïde lujpo'hoUque, ([uand l'un, et par suite aussi l'autre, de ses systèmes réglés a un rayon situé à Tinfini. Dans un paraboloïde hyperbolique, chacun des deux systèmes réglés est couj)é par deux quelconcpies de ses directrices suivant des ponctuelles projectives semblables, dont les points à l'infini se correspondent. Un ])araboloïde hyperbolique peut aussi être décrit par une droite qui glisse le long de deux droites fixes u et u^, qui ne se coupent pas, et qui reste parallèle à un plan fixe qui ne contient pas les directions de u et n^. En effet, la droite mobile coupe non seulement les droites u et Uj^, mais encore la droite à l'infini du plan donné ; elle décrit donc une surface réglée qui contient un rayon, et par suite un second rayon, à l'hifini. Tout plan, qui ne passe par aucun des rayons d'un paraboloïde hyperbolique, le coupe suivant une hyperbole ; la courbe d'intersection est une parabole seulement dans le cas où le plan contient une direction parfaitement déterminée. En efiet, la courbe d'intersection, qui est du second ordre, passe par les deux points où les rayons à l'infini de la surface sont coupés pai' le plan et ces points ne coïncident que lorsque le plan sécant passe pai' le point commun aux deux rayons à l'infini.
L'hyperboloïde à une nappe n'est pas tangent au plan à l'infini comme le paraboloïde, mais il est coupé par ce plan suivant une courbe du second ordre. Les plans tangents aux points à l'infini de l'hyperboloïde sont donc tous des plans propi'es, qui (d'après la page 125) se coupent en un même poijit S et foi'ment un faisceau de plans du second ordre. La surface conique S, enveloppée par ces plans, est tangente à l'hyperboloïde le long de sa courbe à l'infini ; on l'appelle le côjie asymptolique de cette surface. Chacun des rayons du cône asymptotique est parallèle à l'un des rayons des deux systèmes réglés, puisqu'il en contient le point à l'infini. Un plan quelconque, qui ne passe par aucun des rayons de l'hyperboloïde simple, coupe cette surface suivant une hyperbole, une parabole ou une ellipse, suivant qu'il a en comnum avec la courbe à l'infini deux points, un seul point ou aucun point; ou bien, suivant qu'il est parallèle à deux rayons du cône asympotique, ou à un seul, ou enfin qu'il n'est parallèle à aucun d'eux.
Nous ajouterons encore la proposition suivante qui résulte de ce qui précède :
Si par un point donné r/uelconque l'on mène des parallèles à loiis les rayons d'un système réglé, toutes ces parallèles sont situées dans un même plan ou sur un cône du second degré, suivant que la surface réglée, à laquelle appartient le système, est un paraboloïde ou un hyperboloïde à une nappe.
Un paraboloïde hyperbolique est dit équilatère, quand les rayons de ses deux systèmes réglés sont parallèles à deux ])lans perpendiculaires l'un à l'autre. Chaque système réglé du paraboloïde équilatère contient un rayon qui coupe normalement le plan directeur, et par suite un rayon quelconque de l'autre système réglé.
OAZIEMR LEÇON.
Projectivité des formes élémentaires.
Les formes fondamentales uniformes projectives donnent naissance, comme nous l'avons vu, à cinq formes du second ordre qui sont : la courbe ou ponctuelle du second ordre, le faisceau de rayons et le faisceau de plans du second ordre, la surface conique du second ordre et le système réglé. 11 convient, comme Fa fait Von Staudt, de réunir ces cinq formes du second ordre et les trois formes fondamentales uniformes sous la dénomination comnmne de formes élémentaires. Les formes élémentaires com})rennent donc : 1° deux formes de points, les ponctuelles du premier et du second ordre ; 2° deux formes de plans, les faisceaux de plans du premier et du second ordre ; 5° enfin quatre formes de rayons, les faisceaux de rayons du premier et du second ordre, la surface conique et le système réglé.
Nous allons montrer dans cette leçon que les formes élémentaire.^ peuvent être rapportées les unes aux autres d'une manière analogue à celle qu'on a suivie pour les formes fondamentales uniformes. Le champ de nos recherches s'étend ainsi d'une manière notable ; en effet, on voit de suite que nous arriverons de cette façon à un nombre considérable de nouvelles formes de points, de plans et de rayons, qui possèdent des propi'iétés aussi remarquables que celles f(ue nous avons considérées jusqu'ici. Nous serons en mèiue temps conduits à d'autres propriétés importantes des formes du second ordre, qu'il serait difficile d'obtenir aussi simplement en suivant une aul ic marche.
Nous conuuencerons par rappeler d'abord des propositions étabhes
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précédemment et qu'on peut considérer aussi comme définissant les éléments harmoniques dans les formes du second ordre.
Quatre points harmoniques d'une courbe du second ordre sont projetés d'un cinquième point ([uelconque de la courbe suivant quatre rayons harmoniques (page 77).
Quatre rayons harmoniques d'une surface conique du second ordre sont projetés d'un cinquième rayon quelconque de la surface suivant quatre plans harmoniques (page 90).
Quatre plans harmoniques d'tni faisceau de plans du second ordre sont coupés par un cinquième plan quelconque du faisceau suivant quatre rayons harmoniques (p. 90) .
Quatre rayons harmoniques d'un faisceau de rayons du second ordre sont coupés par un cinquième rayon quelconque du faisceau suivant quatre points harmoniques (page 77).
Quatre rayons harinoniques cVun système réglé sont coupés pai' toute directrice du système en quatre points harmoniques, et sont projetés de toute directrice suivant quatre plans harmoniques {page 121).
La définition que nous avons donnée précédemment (page 51) pour la projectivité des formes fondamentales peut s'étendre d'une manière générale aux formes élémentaires; ainsi :
deux formes élémentaires sont dites pj'ojectives, cjuand elles sont rapportées Vune à l'autre de telle manière qiCà ciuatre éléments harmoniques de l'une des formes correspondent quatre éléments harmoniques de Vautre. *
Il découle de cette définition que deux formes élémentaires sont projectives l'une à l'autre, qnand elles sont projectives à une seule et même autre forme.
Nous pouvons aussi étendre aux formes élémentaires la notion de perspectivité, définie pour des formes fondamentales uniformes en général, en disant que :
Deux formes élémentaires projectives d'espèce différente sont dites perspectives, quand chaque élément de Vune est situé sur Vêlement correspondant de Vautre.
Par exemple, une courbe du second ordre est perspective à une surface conique qui passe par elle, quand à chacun des rayons de cette surface on fait correspondre le point de la courbe qui est situé sur lui. Une ponctuelle du second ordre est également projetée de chacun de ses
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points suivant un faisceau de rayons qui lui est perspectif; la même chose a lieu pour un système réglé projeté d'une de ses directrices, etc. Car deux formes élémentaires, dont Tune est ainsi engendi'ée au moyen de l'autre, sont aussi projectives, puisque quatre éléments harmoniques de Tune d'elles correspondent à quatre éléments harmoniques de l'autre. Si à chaque point d'une courbe du second ordre on fait correspondre la tangente en ce point, la courbe et le faisceau de rayons qui l'enveloppe sont perspectifs l'un à l'autre : en effet, quatre points harmoniques quelconques de la courbe sont les points de contact de quatre rayons harmoniques du faisceau (page 88). Deux courbes du
second ordre sont donc projectives l'une à l'autre, quand les faisceaux de rayons qui les enveloppent sont eux-mêmes projectifs entre eux.
On peut rapporter projectivement l'une à l'autre deux formes du second ordre en rapportant projectivement entre elles deux formes fondamentales uniformes qui leur sont perspectives. Deux formes élémentaires projectives peuvent donc toujours être regardées (page 50) comme la première et la dernière d'une série de formes élémentaires telles que chacune d'elles est perspective à celle qui la suit. Deux formes élémentaires peuvent aussi être projectivement rapportées l'une à l'autre, et d'une seule manière, de telle sorte qu'à trois éléments donnés de l'une correspondent respectivement trois éléments de l'autre :
PROJECTIVITÉ DES FORMES ÉLEMENTAIHES.
en elTet, ce théorème a déjà été démontré pour les formes fondamentales uniformes.
Soient, par exemple, deux ponctuelles du second ordre, k et A:^ (fig. 57), situées dans le même plan, qu'il s'agit de rapporter projectivement l'une à l'autre, de telle sorte qu'aux points A, B, G de A; correspondent respectivement les points A^, B^, C^ de k^. Désignons par S et T^ les deux points de k et A-^ qui sont respectivement projetés de A et A^ par le rayon AA^ et projetons maintenant les ponctuelles données de S et T^ suivant les deux faisceaux de rayons S (ABC.) et T^ (A^B^Cj...), Ces deux derniers sont projectifs et en outre ils sont perspectifs, puisqu'ils ont en commun le rayon correspondant AA^. Par conséquent, deux points homologues I) et D^, appartenant aux deux ponctuelles, seront projetés de S et T^ respectivement suivant deux rayons qui se coupent sur une droite déterminée u.
Lorsque deux formes élémentaires projectives de même espèce sont superposées^ elles ont tous leurs éléments correspondants communs^ ou elles en ont deux au plus.
En effet, des formes élémentaires identiques sont en même temps projectives.
Deux courbes du second ordre, qui sont dans le même plan et qid ont un point S commun, sont rapportées projectivement l'une à l'autre, si l'on fait correspondre deux quelconques de leurs points situés sur une droite passant par S.
En effet les courbes sont, de cette manière, perspectives au faisceau S. Tout point commun à ces courbes et différent de S est mi point correspondant commun ; le point S ne peut jouir de cette propriété que si les courbes ont une tangente commmie en S et par suite si elles sont tangentes en ce point.
Deux courbes du second ordre, qui sont dans le même plan et qui ont une tangente commune s, sont rapportées projectivement l'une à l'autre, quand on fait correspondre entre elles deux quelconques de leurs tangentes qui se coupent en un point de s. En efî'et, les deux faisceaux du second ordre qui enveloppent les courbes sont perspectifs à la ponctuelle s. Toute tangente commune différente de S/ est une tangente correspondante commune aux deux courbes; s ne peut jouir de cette propriété que si les courbes sont tangentes en un même point de s.
Deux courbes du second ordre, différentes l'une de l'autre et qui
sont rapportées entre elles d'après la manière indiquée à gauche, ont tout au plus trois joints correspondants connnuns. En elTot. si, en outre de S, elles avaient encore quatre points communs, ou trois points communs et une tangente commune en S, elles seraient identiques (page 78).
De même, les courbes considérées à droite peuvent avoir, tout au plus, trois tangentes correspondantes communes. Nous sommes conduits ainsi à la double proposition qui suit :
Si deux courbes projectives du second ordre ont quatre points correspondants A,B,G,S communs, elles ont tous leurs points correspondants communs et par suite sont identiques.
Si deux courbes projectives du second ordre ont quatre tangentes correspondantes communes, elles ont toutes leurs tangentes correspondantes communes et par suite sont identiques.
Voici comment on démontre le théorème de gauche. On ne peut raj)porter les courbes l'une à l'autre que d'une seule manière pour que les trois points A,B,G de l'une d'elles correspondent aux trois points A,B,G de Fautre ; et l'on établit cette relation en rapportant perspectivement les deux courbes au faisceau de rayons S. Si les deux courbes doivent aussi avoir le point S pour point commun, elles auront encore une tangente commune en ce point et par conséquent seront identiques (page 78). — La proposition de droite se déduit de la précédente au moyen de la loi de réciprocité que nous avons déjà démontrée pour le plan . Le lecteur fera un exercice utile en cherchant une démonstration directe.
Si les deux courbes sont projetées d'un centre quelconque suivant deux surfaces coniques, on a pour ces surfaces une proposition double entièrement analogue. Si une courbe du second ordre est projective à un système réglé ou à une surface conique du second ordre, et si plus de trois points de la courbe sont situés sur les rayons qui leur correspondent, la courbe est perspective au système réglé ou à la surface conique : en effet, elle est identique avec la section que son plan détermine dans l'une ou l'autre de ces surfaces, puisqu'elle lui est projective et qu'elle a plus de trois points correspondants communs avec elle. De même un faisceau de plans du second ordre est en position perspective par rapport à un faisceau de rayons du second ordre ou à un système réglé qui lui est projectif. quand plus de trois de ses plans passent par
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les rayons coiTespoiidaiils du faisceau de rayons ou du système réglé. Pour le démontrer, projetons la forme de rayons du second ordre du sommet du faisceau de plans ; nous obtenons un second faisceau de plans du second ordre qui est identique avec le premier ; car il lui est projectif et de plus il a plus de trois correspondants communs avec lui. A ces considérations se rattache la démonstration des théorèmes suivants :
Deux surfaces coniques du second ordre qui ont des sommets différents et qui sont tangentes à un seul et même plan, passant par la droite s qui johit leurs sommets, se coupent suivant une courbe du second ordre.
En eiïèt, rapportons perspectivement les surfaces coniques au faisceau de plans s : elles ont le rayon correspondant s qui leur est commun, et deux autres rayons correspondants quelconques des surfaces ont un point commun, puisqu'ils sont dans un même plan (passant par s) . Le plan qui passe par trois quelconques des points d'intersection des rayons homologues coupe les surfaces coniques suivant deux courbes projectives du second ordre, qui sont identiques, puisqu'elles ont comme points correspondants communs, non seulement ces trois points d'intersection, mais encore un point de s.
Deux courbes du second ordre qui sont situées dans des plans différents et qui sont tangentes en un seul et même point à la droite d'intersection de leurs plans sont situées sur une même surface conique du second ordi'e.
En elIèt, rapportons perspectivement à la ponctuelle s les faisceaux de rayons du second ordre qui enveloppent les courbes : ils ont le rayon correspondant s qui leur est commun (voir page 151), et deux autres rayons correspondants quelconques des faisceaux sont dans un même plan, puisqu'ils se coupent sur s. Les deux faisceaux de rayons sont projetés du point d'intersection de trois quelconques des plans joignant les rayons homologues suivant deux faisceaux projectifs de plans du second ordre, qui sont identiques, puisqu'ils ont pour plans correspondants communs, non seulement ces trois plans, mais encore un autre plan passant par s.
La démonstration peut être présentée encore plus simplement. Pour établir la proposition de gauche, faisons passer un plan par trois points
communs auxsmfaces coniques; les courbes d'intersection situées dans ce plan ont ces trois points communs et de plus le point d'intersection de s avec le plan leur est aussi commun. Gomme les courbes sont tangentes en ce dernier point à la droite suivant laquelle est coupé le plan tangent commun aux deux surfaces coniques, elles coïncident (page 7(S). On démontrerait le théorème de droite d'une manière analogue.
Il résulte incidemment de ces propositions que toute courbe du second ordre peut être considérée comme une section d'un cône à base circulaire. En effet, on peut, d'une infinité de manières, amener un cercle dans une position telle, par rapport à une courbe donnée du second ordre, que ces deux courbes soient tangentes entre elles, qu'elles soient situées dans des plans différents et par suite appartiennent à une seule et même surface conique. Les courbes du second ordre sont donc identiques avec les coniques des géomètres anciens. Dans ce qui suit, nous pourrons donc les désigner aussi par ce nom.
Si un faisceau de rayons du premier ordre S est projectif à une courbe s du second ordre et situé dans son plan, sans toutefois lui être perspectif, il passe au plus trois rayons du faisceau par les points qui leur correspondent sur la courbe, mais il en passe au moins un.
Si une ponctuelle du premier ordre est projective à un faisceau de rayons du second ordre et située dans son plan, sans toutefois lui être perspective, il y a au plus trois points de la ponctuelle qui soient situés sur les rayons qui leur correspondent dans le faisceau, mais il y en a au moins un.
En effet, tout faisceau S^ de rayons perspectif à la courbe s est aussi projectif au faisceau S : il engendre donc en général avec celui-ci une deuxième courbe du second ordre, qui doit avoir en commun avec la première tous les points situés sur les rayons correspondants de S . Si donc plus de trois rayons de S passent par les points qui leur correspondent sur s, les deux courbes ont au moins quatre points communs indépendamment de Sj : elles sont donc identiques et S est perspectif à s. — Comme toute courbe du second ordre partage le plan en deux parties distinctes, si les deux courbes précédentes ne coïncident pas, elles sont tangentes en leur point commun S^, ou bien elles se coupent en ce point; mais alors elles se rencontreront en un autre point P, puisque l'une des courbes est située, partie à l'intérieur, partie à l'extérieur de l'autre.
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Dans ce dernier cas, les rayons SP et S^ se correspondent et par conséquent SP passe par le point P qui lui correspond sur la courbe s. Dans le premier cas , au rayon 88"^ de S correspond la tangente commune en S^ et par suite le point S^ de la courbe S qui est situé sur SS^. Donc il y a au moins rm ])oint de la courbe situé sur le rayon qui lui correspond dans le faisceau.
Les formes du premier et du second oi'dre dans la gerbe donnent naissance cà des propositions entièrement analogues. Nous en concluons que:
Étant données une forme fondamentale uniforme et une forme élémentaire du second ordre projectivement rapportées lune à Vautre, s'il y a plus de trois éléments de tune qui passent par les éléments qui leur correspondent dans Vautre, les deux formes sont perspectives, c est-à-dire que tout élément de fune passe par Vêlement qui lui correspond dans Vautre.
Si la forme du second ordre est un système réglé et si l'autre forme est une ponctuelle ou un faisceau de plans du premier ordre, nous pouvons conclure de ce qui précède que ces formes seront perspectives toutes les fois que trois rayons du système réglé passeront par les trois points qui leur correspondent dans la ponctuelle, ou par les trois plans qui leur correspondent dans le faisceau de plans. En effet, le lieu de la ponctuelle ou l'axe du faisceau de plans est alors une directrice du système réglé (page 124), puisqu'il coupe trois de ses rayons.
L'importance de ces théorèmes ressort des conséquences mêmes qui s'en déduisent :
Un faisceau de plans du premier ordre et un système réglé [ou une surface conique du second ordre] qui lui est projectif engendrent en général une courbe gauche du tî'oisième ordre, qui a au moins un point et au plus trois points communs avec un plan donné.
Une ponctuelle du premier ordre et un système réglé [ou un faisceau de rayons du second ordre] qui lui est projectif engendrent en général un faisceau de plans de troisième ordre, dont un plan au moins et trois plans au plus passent par un point quelconque donné.
En effet, un plan coupe le système réglé [ou la surface conique] suivant une ponctuelle du second ordre qui lui est perspective et dont
en général trois points au plus sont situés sur les plans qui leur correspondent dans le faisceau.
Si une ponctuelle u du premier ordre et une ponctuelle k du second ordre, qui lui est projective, sont situées dans un même plan, toutes les droites qui joignent leurs points homologues engendrent un faisceau de raijons du troisième ordre, qui a au moins un rayon et au plus trois j-ayons communs avec tout faisceau du premier ordre, qui ne fait pas luimême partie du faisceau du troisième ordre.
Si un faisceau de rayons du premier ordre et un faisceau de rayons du second ordre, qui lui est projectif, sont situés dans un même plan, tous les points d'intersection de leurs rayons homologues forment une courbe du troisième ordre, qui a au moins un point et au plus trois points communs avec toute droite du plan qui ne fait pas elle-même partie de la courbe du troisième ordi'e.
En effet, soit S un faisceau quelconque du premier ordre perspectif à w et par conséquent projectif à k : ou bien tous ses rayons passent par les points de K qui leur correspondent, ou bien il y en a trois au plus et un au moins qui jouissent de cette propriété.
Si la ponctuelle ii du premier ordre et la ponctuelle k du second ordi'e ont un point correspondant commun P, chaque rayon passant par ce point doit être regardé comme une droite qui joint deux points correspondants (réunis ensemble) , et le faisceau de rayons du troisième ordi'e contient le faisceau du premier ordre P. Les théorèmes qui suivent doivent donc être considérés, non pas comme des cas d'exception, mais bien comme des cas particuliers des théorèmes qu'on vient de démontrer.
Si une ponctuelle du premier ordre u et une ponctuelle du second ordre k, qui lui est projective, ont deux points correspondants communs A et B, elles engendrent un faisceau de rayons du premier ordre.
Si un faisceau de rayons du premier ordre et un faisceau de rayons du second ordre, qui lui est projectif, ont deux rayons correspondants communs, ils engendrent une ponctuelle du premier ordre.
Soit Cj le point de k qui correspond à G de u et S le point de k qui
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est projeté de C^ suivant le i-ayon CG^. Rapportons ii et k perspectivement au faisceau de rayons S ; ces deux formes se trouvent alors rapportées projectivement entre elles de telle manière qu'aux trois points A, B, G de u correspondent respectivement les trois points A, B, Gj de /t. Mais, comme la projectivité de u et /■: est déterminée complètement par trois couples de points homologues (pages 151), les droites qui joignent les points homologues forment effectivement un faisceau de rayons du premier ordre dont le centre est situé sur la courbe h.
Une courbe du second ordre et deux droites a et b, ({ui ont chacun un point comnmn avec la courbe, mais qui ne sont pas situées dans son plan et ({ui ne sont pas elles-mêmes dans un même plan, déterminent un système réglé, perspectif à la courbe et dont les deux droites sont des directrices.
En effet, les deux faisceaux de plans aeib, perspectifs à la courbe, engendrent le système réglé.
Un faisceau de plans du second ordre et deux droites a et b, (\u\ sont projetées de son sommet suivant deux de ses plans, mais qui ne se rencontrent pas, déterminent un système réglé, pei'spectif au faisceau et dont les deux droites sont des directrices.
En effet, les deux ponctuelles rectilignes a et b, perspectives au faisceau de plans, engendrent le système réglé.
Le système des directrices du système réglé contient les droites a et b : de même il est respectivement perspectif à la courbe et au faisceau de plans du second ordre.
Si une ponctuelle rectiUgne et une courbe au second ordre, projectives entre elles, ont un point correspondant A commun, mais ne sont pas situées dans un même plan, elles engendrent un système réglé qui leur est perspectif.
Si un faisceau de plans du premier ordre et un faisceau de plans du second ordre, projectifs l'un à l'autre, ont un plan correspondant commun, mais si l'axe du premier faisceau ne passe pas par le sommet du second, ils engendrent un système réglé qui leur est perspectif.
Soient A, B^, C^ (théorème de gauche), les points de la courbe qui correspondent aux points A, B, G de la ponctuelle rectiligne ; le système
réglé perspectif à la courbe, auquel appartiennent les droites BB,, GGj, est aussi perspectif à la ponctuelle rectiligne, puisque les trois points A, B, C de cette dernière sont situés sur les rayons qui leur correspondent dans le système réglé (page 155). La proposition de droite se démontre d'une manière entièrement analogue.
D'un point quelconque, non situé dans le plan de la courbe, on projette cette dernière suivant une surface conique du second ordre et le système réglé suivant un faisceau de plans du premier ou du second ordre. Un plan quelconque coupe le faisceau de plans du second ordre suivant un faisceau de rayons du second ordre, et le système réglé suivant une ponctuelle du premier ou du second ordre. Donc :
Si une ponctuelle rectiligne et une surface conique du second ordre sont projectives et si un point de la première forme est situé sur le rayon qui lui correspond dans la seconde, les deux formes engendrent un faisceau de plans du premier ou du second ordre, qui leur est perspectif.
Si un faisceau de plans du premier ordre et un faisceau de rayons du second ordre sont projectifs et si un plan du premier faisceau passe par le rayon qui lui correspond dans le second, les deux faisceaux engendrent une ponctuelle du premier ou du second ordre, qui leur est perspective.
Si l'on remarque que toute courbe du second ordre peut être considérée comme une section d'une surface conique du second ordi'e, ce théorème conduit immédiatement au suivant :
Si une ponctuelle rectiligne et une courbe du second ordre, projectives l'une à l'autre, sont situées dans un même plan et ont un point correspondant commun, elles engendrent un faisceau de rayons du premier ou du second ordi'e, qui leur est perspectif.
Si un faisceau de rayons du premier ordre et un faisceau de rayons du second ordre, projectifs l'un à l'autre, sont situés dans le même plan et ont un rayon correspondant commun, ils engendrent une ponctuelle du premier ou du second ordre, qui leur est perspective.
Deux systèmes réglés a b c et a^ h^ c^, projectifs entre eux et tels que chacun d eux constitue un système de directrices de Vautre, engendrent en même temps une courbe du second ordre et un faisceau de plans du second ordre qui leur sont perspectifs.
PROJECTIVITE DES FORMES ELEMENTAIRES.
En effet, les deux systèmes réglés ne peuvent être rapportés projectivement l'un à Tautre que d'une seule manière pour que les rayons «, b, c de l'un des systèmes correspondent aux rayons a^, b^, c^ de l'autre. Or cette relation existe réellement ([uand on fait correspondre deux à deux les rayons qui se coupent en un seul et même point du plan qui passe par les trois points aa^, bb^^, cc^ ou qui sont projetés par un seul et même plan du point d'intersection des trois plans aa^, bb^^ti cc^.
Deux courbes du second ordre, projectives entre elles, et qui sont placées l'une sur l'autre, engendrent un faisceau du second ordre qui leur est perspectif, ou bien il existe un point par lequel passent les droites qui joignent deux à deux les points homologues des courbes.
Deux faisceaux de rayons du second ordre, projectifs entre eux et qui sont placés l'un sur l'autre, engendrent une courbe du second ordre qui leur est perspective, ou il existe une droite sur laquelle se coupent deux à deux les rayons homologues des faisceaux.
En effet, tout système réglé perspectif à l'une des courbes engendre avec son système directeur, que nous pouvons rapporter perspectivement à l'autre courbe, un faisceau de plans du second ordre qui est perspectif aux quatre formes ; suivant que le sommet de ce faisceau sera placé en dehors du plan des courbes, ou sur ce plan même, nous aurons l'un ou l'autre des deux cas que nous venons de citer. — Si donc, parmi les droites qui joignent deux à deux les points homologues des courbes, trois quelconques passent par un seul et même point U (voir plus loin les figures 60 et 61), toutes ces droites se coupent en ce même point.
Deux courbes projectives du second ordre ABCD et ABC^D^, qui ont deux points correspondants A et B communs, mais qui ne sont pas situées dans le même plan, engendrent une forme de rayons du second ordre qui leur est perspective ; c'est un système réglé ou une surface conique du second ordre.
Deux faisceaux projectifs de plans du second ordre, qui ont deux plans correspondants communs, mais qui ne sont pas concentriques, engendrent une forme de rayons du second ordre qui leur est perspective ; c'est un système réglé ou un faisceau de rayons du second ordre.
En effet, le système réglé ou la surface conique perspective à la courbe ABGD, à laquelle appartiennent les rayons CCl^ et DDj,est également perspectif à la courbe ABC/Dj (page 152). Ces courbes engendrent une surface conique f[uand leurs tangentes en G et C^ coupent la droite ÀB en un seul et même point. En effet, si dans ce cas elles donnaient naissance à un système réglé, le plan mené par ces tangentes contiendrait non seulement le rayon CC^, mais encore une directrice de ce système (page 122) : il aurait donc sur cette directrice un point, différent de G ou Cj, commun avec l'une des courbes ou avec toutes les deux, ce qui est impossible. 11 résulte de là que :
Si deux courbes du second ordre sont situées dans des plans diflerents et si elles interceptent sur la droite d'intersection de ces plans un seul et même segment AB, il existe deux surfaces coniques qui passent chacune par les deux courbes.
Deux surfaces coniques du second ordi'e non concentriques, inscrites dans un seul et même dièdre, se coupent suivant deux courbes du second ordre.
En effet, il y a deux manières de rapporter les courbes projectivement 1 une à Tauti'e ; soit que les extrémités A et B de leur corde commune soient des points correspondants communs, soit que les tangentes en deux autres points homologues G et G^ se coupent en un même point de la droite AB.
Nous sommes maintenant en état de démontrer le théorème suivant qui se rapporte à la perspectivité de deux formes élémentaires du second ordre :
Si une courbe et un faisceau du second ordre, ou bien une surface conique et un faisceau de plans du second ordre, sont projeclifs entre eux, et si cinq éléments A, B, G, D, E, de la première forme, sont situés sur les éléments a, p, y, 3, £, qui leur correspondent dans la seconde, ces deux formes sont perspectives Vune à Vautre.
Nous supposerons que la première forme soit une courbe du second ordre u et la seconde un faisceau de plans du second ordre S. Tous les autres cas pourront se ramener à celui-ci. Il nous suffira alors de faire voir qu'on peut construire une forme de rayons qui soit perspective en même temps à la courbe et au faisceau de plans ; car il sera démontré
de la sorte- que tout point de la courbe est situé sur le plan ([ui lui correspond dans le faisceau .
Supposons que le plan u de la courbe soit un élément du faisceau S. Son intersection avec ce faisceau se composera d'un faisceau de rayons du premier ordre u (a 6 y 3 s) perspectif à S, qui sera aussi perspectif à la courbe u (A B C D E), puisqu'il y a plus de trois rayons qui passent par les points qui leur correspondent sur la courbe (page 155) : le point S est donc situé sur la courbe. Réciproquement, si le point S est situé sur la courbe, projetons cette dernière de S suivant le faisceau du premier ordre S (A B G D E) qui est perspectif au faisceau de plans S (a ^ 78 s), puisqu'il y a plus de trois de ses rayons contenus dans les plans de S ([ui leui- correspondent : le plan u appartient donc au faisceau de plans S dont il est un élément.
Supposons maintenant que le point S ne soit pas sur la courbe et rpie par consé(iuent le plan u de cette dernière n'appartienne pas au faisceau S ; soit A^ le point de la courbe qui est projeté de A par le plan a, c'est-à-dire le second point d'intersection de ce plan avec la courbe, point qui coïncidera avec A, si la courbe est tangente
a Cf..
Par A^ traçons dans le plan a une droite g diiïérente de AA^ et projetons de celte droite la courbe du second ordre suivant un faisceau de plans du premier ordre g (A B G D E). Ce faisceau est projectif au faisceau du second ordre S et engendre avec lui un système réglé qui leur est perspectif à tous deux, puisqu'ils ont le plan a qui est un plan correspondant commun; ce système réglé est aussi perspectif à la courbe du second ordre, puisque quatre de ses rayons passent i)ar les points qui leur correspondent sur la courbe (page 157).
Si une courbe du second ordre A?>GDE et un système réglé ahcde sont projectifs, sans être perspectifs, et si deux points A, B de la courbe sont situés sur les rayons a, b qui leur correspondent dans le système réglé, ces deux formes engendrent un faisceau de plans du premier ou du second ordre qui leur est perspectif.
Si un faisceau de plans du second ordre et un système réglé sont projectifs, sans être perspectifs, et si deux plans du faisceau passent par les rayons qui leur correspondent dans le système réglé, ces deux formes engendrent une ponctuelle du premier ou du second ordre qui leur est perspective.
Les trois plans Ce, De/, Ee, qui joignent les points C, D, E de la courbe avec les rayons correspondants r, rf, e du système réglé, se coupent suivant une môme droite ou en un même point, et le faisceau de plans qui projette le système réglé a b c d edc cette droite ou de ce point est aussi perspectif à la courbe A B G D E.
Deux courbes projectives du second ordre, situées dans un même plan et ayant deux points correspondants communs, engendrent un faisceau de rayons du premier ou du second ordre qui leur est perspectif, ou bien il existe un point qui n'est situé sur aucune d'elles, mais par lequel passent les droites qui joignent deux à deux les points correspondants de ces courbes.
Deux faisceaux projectifs de rayons du second ordre, qui ont deux rayons correspondants communs, engendrent une ponctuelle du premier ou du second ordre, qui leur est perspective, ou bien il existe une droite qui n'appartient à aucun des deux faisceaux, mais sur laquelle se coupent deux à deux les rayons qui sont correspondants dans ces faisceaux.
En effet, tout système réglé, perspectif à l'une des courbes, engendre avec l'autre un faisceau de plans du premier ou du second ordre, et ce dernier est coupé en général par le plan de la courbe suivant un faisceau de rayons du premier ou du second ordre. C'est seulement quand le faisceau de plans est du second ordre et quand son sommet se trouve dans le plan des courbes, que le dernier cas de notre théorème se réalise.
Si deux courbes projectives du second ordre sont dans un même plan, sans avoir de point correspondant commun, elles engendrent un faisceau de rayons d'ordre plus élevé dont, en généi'al, quatre rayons au plus passent par un même point. En effet, si par un point S du plan il passait plus de quatre de ces rayons, il en paierait une infinité; car un faisceau de plans du second ordre, ayant le point S pour sommet et perspectif à l'une des deux courbes (par exemple, un faisceau qui projette un système réglé perspectif à cette courbe), serait aussi perspectif à l'autre courbe. Des points S de ce genre ne peuvent se présenter qu'isolément. De même, deux faisceaux projectifs de rayons du second ordre, situés dans le même plan, engendrent une courbe d'ordre plus élevé
(du quatrième) qui, en général, n'a pas plus de ([uatre points communs avec une droite. Nous nous contentons, quant à présent, de signaler en passant ces formes et celles qu'engendrent les formes projectives élémentaires du second ordre.
DOUZIEME LEÇON
Formes élémentaires en involution.
Étant données deux formes élémentaires de même espèce u et u^ (par exemple, deux ponctuelles) projectives entre elles et placées l'une sur l'autre, on peut rattacher un élément P quelconque de leur lieu commun aussi bien à lune des formes u qu'à l'autre u^ ; cet élément a donc pour correspondants deux autres éléments, l'un sur m, l'autre sur u^.
Fi^.58
P Û Q fi
En général, ces deux éléments qui correspondent à P sont différents l'un de l'autre (comme dans la fig. 58 où les points P^, Qj, Rj de u^, correspondent respectivement aux points P, Q, R de ii)] mais il peut aussi ariiver qu'ils coïncident (comme dans la fig. 59) et qu'à l'élément P cori-esponde doublement un autre élément P^. A l'élément P de la pre-
Fi^.59.
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mière forme u correspond alors l'élément P^ de la seconde forme Wj et à l'élément P de u^ correspond également l'élément Pj de u.
Lorsque deux formes projectives u et u^ n'ont pas tous leurs éléments correspondants communs, mais quà chaque élément de lune correspond doublement un élément de Vautre, nous dirons que les
FORMES ELEMENTAIRES EN INVOLLTION.
formes sont en situation involutive ou qiC elles sont en involution. De même^ deux formes élémentaires projectives d'espèces différentes {par exemple, une ponctuelle et un faisceau de raijons) seront dites en involution, quand Vune d'elles sera en involution avec une section ou une projection de l'autre.
Par exemple, deux ponctuelles projectives du second ordre, superposées sur la même courbe, sont en involution quand trois droites et par suite (page 159) toutes les droites qui joignent deux à deux les points correspondants se coupent en un même point ; au contraire, elles ne sont pas en involution, quand elles engendrent un faisceau de rayons du
Ftg.GL
second ordre qui leur est perspectif. Étant donnée une droite u, située dans le plan d'une courbe du second ordre mais qui ne lui est pas tangente, si à chaque point de la droite Ton fait correspondre sa polaire par rapport à cette courbe, on obtient un faisceau de rayons du premier ordre qui non seulement est rapporté projectivement à la poiu-îiirllc u. mais qui est en involution avec elle (pages 99 et 101).
GKOMKTRIE CHEMIN.
lu
Nous pouvons maintenant énoncer le théorème suivant :
Deux ponctuelles du second ordre, projectives l'une et Vautre et superposées sur la même courbe, sont en involution lorsqu'à un point quelconque A de Vune correspond doublement un point A^^ de Vautre.
Soient B et Bj (figures GO et 01) deux autres points corre.^^pondants quelconques des ponctuelles, de sorte qu'aux points A, Aj, B de Tune d'elles correspondent respectivement les points A,. A, Bj de l'autre; soit de plus U le point d'intersection de AAj et BB^ et u sa polaire par rapport à la courbe du second ordre. Les deux faisceaux de rayons B^ (AAj B) et B (Aj A Bj), qui projettent respectivement de Bj et B les ponctuelles A AjB et Aj A Bj, sont alors perspectifs à la forme rectiligne u. En effet, ils sont projectifs aux ponctuelles du second ordre et par suite projectifs l'un à l'autre ; et comme ils ont le rayon B, B ou BBj correspondant commun, ils sont les projections d'une seule et même ponctuelle rectiligne; cette dernière est située sur w, parce que (page 97) le point d'intersection de deux rayons coi'respondants B, A et B Aj, Bj Aj et B A est situé sur u. Deux autres points quelconques G et G^ de la courbe, situés sur une droite passant par U, seront projetés de la même manière par deux couples de rayons homologues des faisceftux B et Bj perspectifs à m ; ce sont par conséquent deux points des ponctuelles du second ordre qui se correspondent doublement l'un à l'autre. Il suit de là et des propositions établies précédemment (page 97) que :
Si deux courbes projectives du second ordre sont en involution^ les rayons qui joignent les points homologues se coupent en un même point U, et tous les points d'intersection des tangentes homologues sont situés sur la polaire u de ce point U. La droite u est appelée l'axe d'involution et le point U le centre d'involution des courbes.
Les deux faisceaux de rayons du second ordre qui enveloppent deux courbes du second ordre en involution sont aussi en involution ; car les tangentes en deux points homologues doivent également se correspondre doublement. Ces faisceaux seront donc coupés par chacun de leurs ravons suivant deux ponctuelles du premier ordre en involution. De même, deux courbes du second ordre en involution sont projetées de chacun de leurs points suivant deux faisceaux de rayons du premier ordre en involution, et de tout point extérieur à leur plan, suivant deux surfaces coniques en involution. Un système réglé, perspectif à l'une des deux courbes, est en involution avec l'autre, etc;
FORMES ELEMENTAIRES EN INVOLUTION
D'après cela, nous pouvons étendre à toutes les formes élémentaires l'un des théorèmes établis précédemment et dire :
Deux formes élémentaires de môme espèce, projectives et situées Vune sur Vautre, sont en involution lorsque deux quelconques de leurs éléments se correspondent doublement.
En effet, supposons que les deux formes élémentaires soient deux formes de rayons situées Tune sur l'autre; construisons alors deux ponctuelles du second ordre situées l'une sur l'autre et qui leur soient projectives. Comme ces dernières formes sont en involution, puisque deux de leurs points se correspondent doublement, les deux formes de rayons doivent aussi être en involution. Si, au contraire, les formes élémentaires sont deux faisceaux de plans ou deux ponctuelles rectilignes, nous construirons deux formes de rayons, qui leur soient perspectives et qui soient situées Tune sur l'autre ; d'après ce qu'on vient de démontrer, ces dernières formes sont alors involution ; donc il en est de même des premières.
Deux formes de même espèce en involution sont souvent considérées comme une seule forme involutive dont les éléments sont dits conjugués deux à deux ou accouplés involutivement. Par exemple, les points d'une droite u, placée d'une manière quelconque dans le plan d'une courbe du second ordre, sont accouplés involutivement, quand on rapporte deux à deux les points conjugués situés sur cette droite (page 145). De même, tous les diamètres conjugués d'une courbe du second ordre forment un faisceau de rayons en involution. jNous pouvons ajouter de plus que :
Dans une courbe involutive du second ordre (figures 60 et Cl), les points conjugués entre eux se trouvent deux à deux sur des droites qui passent toutes par un même point, non situé sur la courbe ; et deux tangentes quelconques, conjuguées entre elles, se coupent sur la polaire de ce point par rapport à la courbe du second ordre.
Dans une surface conique involutive du second ordj'e, les rayons conjugués entre eux se trouvent deux à deux dans des plans qui passent tous par une même droite, non située sur la surface ; et deux plans tangents quelconques, conjugués entre eux, se coupent sur le plan polaire de cette droite par rapport à la surface conique.
Le théorème de gauche n'est que la répétition de celui qu'on a
148 GEOMETllIB DE FnSlTlOX.
déiiioiilié, page 1 R» ; le lliéorème de di'oite se déduit du ])récédent, parce que la surface conique du second ordre est coupée pai' un ])lan quelconque sui\ant une courbe du second ordre. En elTet, si deux formes élémentaires sont perspectives et si les éléments de Tune sont accouplés involutivement, il s'ensuit que les éléments de l'autre jouissent de la même propriété.
Pour accoupler involutivement les éléments dune forme élémentaire, il suffit de prendre arbitrairement deux couples d'éléments conjugués A, i4j et B, B^.| chaque élément de la forme se trouve alors conjugué à un autre élément.
En effet, la forme élémentaire en involution provient de la réunion Tune sur l'autre de formes rap|)ortées projectivement entre elles de telle manière qu'à trois éléments A, A^, B de l'une correspondent respectivement les trois éléments A^, A, Bj de l'autre ; mais cette correspondance n'est possible que d'une seule manière.
Si la forme élémentaire en involution est une courbe du second ordre, on peut trouver le point Cj, conjugué à un cinquième point C quelconque, soit à l'aide du centre d'involution U (ligures 60 et 61), où AAj etBB^ se coupent et par lequel passe aussi GCj, soit au moyen de l'axe d'involution. On procéderait de même pour mie surface conique du second ordre.
Pour accoupler involutivement les rayons d'un système réglé, nous couperons ce système suivant une cour])e du second ordre, et nous n'aurons plus qu'à accoupler involutivement les points de cette dernière courbe. S'il s'agit d'un faisceau de rayons du premier ordre (fig. 62), nous construirons une courbe du second ortire perspective à ce faisceau, par exemple un cercle passant par son sommet S, et nous conjuguerons deux à deux les ])oints de cette courbe. Aous procéderons d'une manière analogue pour toute autre forme élémentaire. On peut du reste accoupler involutivement les éléments d'une forme fondamentale uniforme sans recourir aux formes du second ordre.
Deux formes élémenlaii'es de même espèce en involution, par exemple deux ponctuelles du second ordre (fig. 60 et 61), sont projectives concordantes ou opposées, suivant que deux éléments conjugués V et Aj sont ou ne sont pas séparés par deux éléments conjugués B et Bj. Dans le preniier cas (fig. 61), les deux éléments qui se correspondent se meuvent dans le même sens, en décri\aiit simultanément : le premier la forme WJ), le second la forme V^MÎ, ;ils ne pcu\ent
FORMES ELEMENTAIRES EN INVOLUTION
donc jamais se rencontrer. Dans le second cas (fig. 00), ils se meuvent en sens contraire et doivent tomber deux fois l'iui siu' l'autre. Tout élément correspondant commun à deux formes- en involution a reçu le nom (Vi'h'ment double de la forme involutive composée des deux premières considérées ensemble. \ous avons ainsi ce théorème :
Une forme élémentaire involutive na pas (Vêlement double ou en a deux, suivant que deux éléments conjugués de cette forme sont ou ne sont pas séparés par deux autres éléments conjugués. En chaque élément double coïncident deu.r vlémcnts conjugués de la forme en involution.
Si le centre d'involution lî d'une courbe involutive du second degré est situé en dehors de cette courbe (fig. 60), celle-ci a deux points doubles: ce sont les points de contact des tangentes qu'on peut menei-
?ié^62
de U à la courbe. L'axe d'involution u rencontre la courbe en ces points, puisque u est la polaire de U (page 97).
Les éléments doubles M, N d'une forme élémentaire en involution sont harmoniquement séparés par deux éléments conjugués quelcon^ ques A et A^.
11 suffit de démontrer ce théorème pour une courbe du second ordre en involution, puisque l'on peut ramener tout autre cas à celui-là. Soient B,Bj un second couple d'éléments conjugués (fig. 00) ; les côtés opposés du quadrilatère simple ABA^Bj se coupent en deux points conjugués (page 102), harmoniquement séparés l'un de l'autre par M etN. Les rayons BA, B.M, BAj, B.\ sont donc quatre rayons harmoniques, puisqu'ils projettent quatre points harmoniques; par conséquent, les points doubles M et N de la courbe sont harmoniquement séparés par les points A et Aj. Cette propriété résulte encore d'un théorème de la page 106, parce que MN et ÂÂi sont deux rayons conjugués.
Pour accoupler im olutiveiiient les éléments d'une forme élémentaire, nous pouvons à volonté choisir deux éléments doubles M et N, ou un élément double M et un couple d'éléments conjugués k,k^\ car le conjugué d'un élément quelconque est alors entièrement déterminé. En effet, dans le premier cas, deux éléments quelconques sont conjugués l'un à l'autre s'ils sont harmoniquement séparés par M et N ; dans le second cas, on peut immédiatement déterminer le second élément double N, puisqu'il est harmoniquement séparé de M par A et A,. Ce cas se ramène donc au précédent.
Les ihéorèmes que nous avons donnés jusqu'ici sur les formes involutives sont d'une telle importance, et nous les appliquerons si souvent, qu'il nous paraît bon de les démontrer encore une fois d'une manière plus élémentaire ; chemin faisant, nous rencontrerons encore des théorèmes nouveaux et importants. Pour cela, nous partirons de la définition suivante :
Deux formes ABCDE et A^D^C^D^E^ composées d'éléments
isolés de deux formes élémentaires u et u^, seront dites projectives, quand les formes u et Uj sont l'apportées projertivement entre elles, de
telle manière qii'aux éléments A,D,C,D,E de u correspondent
respectivement les éléments A^^,B^^,C^^,D^,E ^^ — de Uj. Nous lions servirons du signe ~/\ pour indiquer la projectivité.
Soient, par exemple, u et m^, deux ponctuelles du premier ordre situées dans un même plan, mais non sur la même droite; nous n'aurons la relation ABCDE.... 7\ A^B^CjDjEj.... que si les droites ÂÂi, ÏÏE,, CCj, DDi, EEi, — passent par un seul et même point, ou sont tangentes à une seule et même courbe du second ordre à laquelle u et u^ sont ellesmêmes tangentes*.
Une forme ADCD, composée de quatre cléments d'une forme élémentaire, est projective à toutes les formes qu'on en déduit, en permutant deux des quatre éléments entre eux, et en permutant en même temps les deux éléments restant entre eux ; autrement dit, on a :
ABCD 7\ BADC 7\ CDAB 7\ DCBA.
* l.a relation ABCD a AiIji(JiI)| exprime aussi, comme on l'a déjà démontré (pages GÛ-G6), qu'entre les segments déterminés sur les droites u et ît, il existe la proportion :
AI5 . CB _ kfij . CJ», AD • CD~A|Di ' CjDj*
Soit ABGD une forme i-ectiligne (on peut ramener tous les autres cas à celui-là) et supposons qu'il s'agisse de démontrer que
ABCD 7\ CDAB.
D'un point quelconque S, projetons ABCD sur une droite passant par
Fig.63
A (fig. 65) ; soit AEFG cette projection et soit T le point d'intersection de CF et DE.
AEFG est une projection de ABGD faite du centre S CTFS — AEFG — D
CDAB — CTFS — E
Par conséquent
et par suite
ABGD 7\ AEFG 7\ GTFS 7\ CDAB,
\BCD7\CDAB.
Les autres relations peuvent se démontrer d'une manière analogue. Nous en concluons que :
Si abcil 7\ ABCD, on a aussi :
ahcd 7\ BADC 7\ CDAB 7\ DCBA**.
** Enire autres résultats, ce théorème iinporlant permet de démontrer la proposition très remarquable qui suit :
Les six sommets de deux triann^les polaires quelconques d'une courbe A- du second ordre sont situés sur une deuxième courbe du second ordre, qui est circonscrite
Les six côtés de deux triangles polaires quelconques d'une courbe du second ordre sont langi'Uts à une deuxième courbe du second ordre, à laquelle on peut circon-
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On déduit de Icà ce théorème déjà démontré antérieurement d'une autre manière, à savoir (\ne deux formes élémentaires projectives situées Tune sur l'autre sont en involulion, quand deux quelconques de leurs éléments \ et A^, se correspondent doublement. En efTet, supposons qu'à un élément ((uelconque B de Tnne corresponde l'élément B^ de l'autre, de telle sorte ({ue les éléments A,,A,?)j de la seconde forme soient rapportés aux éléments A,Aj,B de la première ; de la relation
AA J]Bj 7\ AjABjIÎ il suit qu'à l'élément Bj de la première forme correspond l'élément B de la seconde, ou que deux éléments homologues ([uelconques B et B^ se correspondent doublement.
Voici une conséquence que nous aurions déjà pu énoncer précédemment :
Une ponctuelle u du premier ordre et un faisceau de rayons du premier ordre S, qui lui est projectif, sont en involution, lorsque le centre de ce dernier est extérieur à u et que deux points P et P^ de la ponctuelle sont tels que chacun d'eux est situé sur le rayon du faisceau qui correspond à l'autre point.
En effet, la section du faisceau par la droite est projective à w et en involution avec elle, puisque les points P et V^ se correspondent doublement. On peut reconnaître d'une manière analogue f[uand un faisceau de plans est en involution avec une forme rectiligne ou un faisceau de rayons.
On peut aussi démontrer d'une manière élémentaire que, si une forme en involution a deux éléments doubles, M et N, deux points conjugués A
aux triangles polaires, en nombre infini, de 1 scrire des triangles polaires, en nombre la première. ' infini, de la première.
Soient AliC el DEF les deux triangles polaires ; nous supposons que leurs six sommets ne sont pas trois à trois en ligne droite. Les faisceaux de rayons A(BCEF) et D(CHFE) sont projectifs page lOô), parce que les quatre rayons AU, AC, AE, Aï du premier sont respectivement conjugués aux rayons DC, DLî, DF, DE du second, par rapport à k-. De A(liCEF)Â D(CDFE), il découle que A(BCEF) 7\ D(I{CEF), et. par conséquent les six points A,l{,C,t>,E.F sont situés sur une courbe du second ordre, ainsi que l'énonce le théorème de gauche. Soient maintenant deux points D' el E' de celte courbe, qui sont conjugués par rapport à la courbe donnée le- et qui par suite appartiennent à un tri.ingle polaire D't'F' de lu, dont ils sont les sommets; le sommet F' est situé aussi sur la courbe du second ordre qui passe par A,I?.C,D,E,F; en elTet cotte courbe a cinq points communs avec celle qui passe par A,D,C,D',E',F'; donc tous leurs points sont communs et elles coïncident. — La proposition de droite se démontrerait d'une manière analogue.
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et A, sont harmoniquement séparés par M et N. Supposons que la forme involutive M.N.AA^ soit une ponctuelle rectiiigne et qu'elle provienne de la superposition de deux formes projectives en involution ; aux points M, A, N, Aj de Fune de ces formes correspondent alors les points M, Ap N, A de l'autre, puisque M et N sont des points correspondants communs aux deux formes et que A et A ^ se correspondent doublement. On a alors MANA^ 7\ MA^NA.
D'un point quelconques (fig. Gi) projetons maintenant MANAj sur une di'oite passant par M et soit MRKT la projection ; elle est perspective à MA^Aj; donc elle est projective à MA^NA et par suite xAIRKT 7\ MA^NA.
Or, ces formes ont le point correspondant M qui leur est commun ; par conséquent, elles sont en perspective ; c'est-à-dire que les droites WK[, KÎN, TA se coupent en un seul et même point 0. Nous avons de la sorte un quadrangle QRST, dont les couples de côtés
opposés se coupent respectivement en A et A^, tandis que ses diagonales passent par M et N ; il s'ensuit que les points M A N Aj sont bien quatre points harmoniques.
On donne le nom à' involution au système formé de trois couples d'éléments conjugués AAj, BB^, CCj d'une forme élémentaire en involution. Les six éléments d'une involution ne sont pas indépendants les uns des autres parce que, étant donné un élément quelconque d'une forme involutive, son conjugué se trouve déterminé du moment qu'on a deux couples d'éléments conjugués. De plus, deux quelconques des formes telles que AA^BG et AjAB^Cj, ou Al'jCjG etA^BCG^ que l'on peut former en combinant symétriquement les six éléments, doivent être projectives. Réciproquement, de la relation AAjBG 7\ A^AB^G^ il résulte que les trois couples d'éléments A,Aj ; B,Bj; G,Gi forment une involution AAj. BB^. GG^jen effet, dans les formes projectives AAjBG et AjABjGj, les éléments A et A^ se correspondent doublement et il en.
est de même de B etBj ainsi que de C et C,. Un élément double M ou N peut remplacer un couple d'éléments dans l'involution ; par exemple, AI.AAj. BBj est une involution, si MAA^B 7\ MA^AB^. De même M.N.AAj est une involution, si MANA^ est projectif à MA^iNA, c'est-à-dire si ces éléments constituent une forme harmonique.
Nous pouvons maintenant énoncer la double proposition cjui suit :
Une droite u, située dans le plan d'un quadrangle complet QRSÏ (fig. 65) , mais ne passant par aucun de ses quatre sommets, coupe les six côtés de ce quadrangle suivant une involution ; les points d'inter-
Un point quelconque situé dans le plan d'un quadrilatère complet, mais ne se trouvant sur aucun de ses côtés, projette les six sommets de ce quadrilatère suivant six rayons qui forment une involution ;
Fi ^-.65
section de cette droite avec deux côtés opposés quelconques sont deux points conjugués.
les rayons qui joignent le point à deux sommets opposés quelconques sont deux rayons conjugués.
Supposons que u coupe respectivement les côtés HT et QS, ST et KQ, QT et ÏÏS suivant les points A et Aj,B et B^, C et Cj. Alors ATOR est à la fois une projection de ACA^B^ faite du point Q et une projection de ABAjCj faite du point S ; par conséquent,
AGA.B, 7\ ATOR 7\ ABA^Cj.
Mais si l'on permute entre eux A et Aj, B et C^ (page 150), il vient :
ABAjC^ 7\ AjCjAB.
Donc on a aussi :
AC\jB, 7\ A.GjAB.
et AA^.BBj.CC^ est une involution. En effet, si deux ponctuelles projec-
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tives situées sur u sont tellement ivapportées l'une à l'autre qu'aux points A, C, Aj de la première correspondent respectivement les points Aj, Cj, A de la seconde, ces deux formes sont en involution, parce que A et Aj se correspondent doublement et B et B, sont correspondants à cause de la relation AGA^B^ /\ A^GjAB.
Si maintenant, étant donnés deux couples de points A et A^, B et B^ d'une ponctuelle u en involution, nous voulons déterminer le point Cj correspondant à un cinquième point quelconque G, nous pourrons procéder comme il suit, sans recourir aux formes du second ordre. Nous construirons un quadrilatère complet dont deux côtés opposés passeront par A et A,, deux autres par B et Bj et un cinquième par G; le sixième côté coupera la droite u au point cherché Gj.
Si deux points M et N et de u sont harmoniquement séparés en même temps par A et Aj ainsi que par B et Bj, c'est-à-dire par deux couples de côtés opposés du quadrangle, ils sont aussi harmoniquement séparés par G etGj, c'est-à-dire par le troisième couple de côtés opposés. M et N sont donc les points doubles de la forme involutive AA^.BBj...
Fi^.GG.
Soit un quadrangle simple QRST^, {fig. 60) inscrit dans une courbe du second ordre; mie droite quelconque u, ne passant par aucun de ses sommets, rencontre la courbe et les deua: couples de côtés opposés du quadrilatère en six points en involution (Théorème de Desargues).
Supposons que u coupe respectivement les côtés QT, RS, QK et TS aux points A,Aj, B et B^ et qu'elle rencontre la courbe aux points P et P^. Les deux faisceaux qui projettent les points P, R, Pj, T de la courbe de Q et S sont projectifs (page 77) ; il en est par suite de même pour les ponctuelles PBP^A et PA^P^B^ suivant lesquelles ces faisceaux sont coupés
lî)6
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par la droite u. Mais puisque P\,1\F>, /\ PiR,P\j (page 150), il en résulte aussi que :
l>BI\\ÂP.IMV\,
Donc AAj. BBj. PPj est une involution.
Les courbes du second ordre inscrites dans un quadrilatère simple, c'est-à-dij-e tangentes à ses côtés, donnent lieu à un théorème analogue. Une forme uniforme en involution étant déterminée par deux couples d'éléments correspondants A. A, et B.B,, nous pouvons énoncer la double proposition ci-après :
Étant donnée une droite ?<, située dans le plan d'un quadrangle simple, mais ne passant par aucun de ses sommets, toutes les combes du second ordre qui sont circonscrites à ce quadrangle déterminent sur la droite une ponctuelle involutive u. Dans cette forme, deux points conjugués appartiennent à une seule et même courbe du second ordre. Les points doubles de Tinvolution sont les points de contact de deux de ces courbes avec u.
Etant doimé un point S situé dans le plan d'un quadrilatère plan, mais ne se trouvant sur aucun de ses côtés, toutes les courbes du second ordre qui sont inscrites dans ce quadrilatère déterminent avec S un'faisceau S de rayons en involution. Deux rayons conjugués quelconques sont tangents à une seule et même courbe du second ordre.
Les rayons doubles de S sont tangents en ce point à deux de ces courbes.
Suivant que ces éléments doubles existeront ou n'existeront pas, il se trouvera ou ne se trouvera pas deux courbes du second ordre
circonscrites à un quadrangle plan et tangentes en même temps à une droite u, située dans le plan de ce quadrangle, mais ne passant par aucun de ses sommets.
inscrites dans un quadrilatère plan et passant en même temps par un point situé dans le plan du quadrilatère, mais ne se trouvant siu' aucun de ses côtés.
Le problème qui consiste à construire ces courbes du second ordre se ramène donc à celui-ci : Déterminer les éléments doubles d'une
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forme uniforme en involullon. Dans une prochaine leroii. nous nous occuperons de résoudre ce problème du second degi'é.
Si, dans le tliéorème de gauche, on suppose la droite u à l'infini, on en déduit le cas particulier suivant :
Par quatre points propres situés dans un plan, on peut faire passer deux paraboles , ou Von nen peut faire passer aucune.
TREIZIÈME LEOON'.
Relations métriques dans les formes en involution. Foyers des courbes du second ordre.
Soient A,Âj. B,Bj, C,Cj (fig. G7 et 68) trois couples de points d'une ponctuelle du premier ordre en involution, entre lesquels il existe entre autres (page 155) la relation AAjBGj 7\ A^AB^G.
Fi^.G?
Les segments que les six points déterminent entre eux nous donnent alors (page 65) la proportion :
RELATIONS MÉTRIQUES DANS LES FORMES EN INVOLUTION
Nous pouvons la remplacer par la suivante :
AC, 'bc;~CAj • CB,'
Car AjA = — A^p kfi = — CA^ etc., puisque deux segments de ce genre ont des longueurs égales, mais des directions opposées. Supprimons les facteurs communs et chassons les dénominateurs, nous obtenons l'équation
AB,.BCj.CA^ = ACj.BAj.GB,
La relation AA^BC, 7\ A^ABjC ne cesse pas de subsister quand on y permute deux points conjugués; il en est donc de même pour l'équation I. Par exemple, permutons G et C^ nous trouvons l'équation suivante :
la.
AC . BA
On déduit encore de I d'autres équations qu'on forme d'une manière analogue. On obtiendrait des relations du même genre entre les
ri^.68
sinus des angles que font entre eux six éléments d'un faisceau du premier ordre en involution.
Les équations I et la se simplifient notablement, quand l'un des six points, par exemple Gp s'éloigne à l'infini. Son point conjugué G vient alors coïncider avec ce qu'on appelle le centre ou le point central de la ponctuelle en involution, c'est-à-dire avec le point 0 qui est conjugué du point à l'infini. Les rapports
AB,. B0 = .40.BA
En divisant membre à membre, il vient :
OA, _ OBj BO ~ AO '
et cette dernière équation peut immédiatement être mise sous la forme II. OA. OAj = OB. OB,.
C'est-à-dire : le produit des deux segments que deux points conjugués [A et A^, ou B et D^ etc.) d'une ponctuelle du premier ordre en involution déterminent avec le point central de cette ponctuelle est constant.
Si la ponctuelle a deux points doubles M et N (fig. 68), où se confondent deux points conjugués l'un à l'autre, il résulte de II, que :
m. OA. OA,= (Ôri)'--(ON)l
Le point central 0 divise donc en deux parties égales le segment MN limité par les deux points doubles. Cette équation exprime aussi (page 48) que M et N sont harmoniquement séparés par A et A,, ce que nous savions déjà.
Suivant que le produit OA. OAj est positif (égal à un carré OM") ou négatif, il y a ou il n'y a pas de points doubles. Dans le premier cas, A et A, sont d'un même côté du point central ; dans le second, ils sont situés de part et d'autre de ce point. Cette proposition résulte aussi d'un théorème établi antérieuieinent (page 1 iOj.
POINT CENTRAL. POINTS DOUBLES
Sur chacun des segments AA^, BB^, CG^, etc., limités par deux points conjugués de la ponctuelle en involution, décrivons un cercle ayant ce segment comme diamètre ; soit r le rayon de l'un quelconque de ces cercles, par exemple, de celui qui est décrit sur AAj, et soit d la distance de son centre K au point central 0. Nous avons alors (fig. 67 et 68)
et
par suite :
OA = OK — AK = d — r, OAj=OK + KA,=rf+r;
OA. OAj = [d —r){d-h r) — d^ — r'
Si la ponctuelle en involution a deux points doubles M et N (fig. 68), 0 est en dehors du cercle et d* — r* représente le carré de la longueur de la tangente t qu'on peut mener de 0 à ce cercle ; en effet f et r sont les côtés d'un triangle rectangle dont l'hypoténuse est d. D'après l'équation II, la longueur de cette tangente est la même pour tous les cercles construits sur les segments et l'équation III montre qu'elle est égale à la demi-longueur du segment MN compris entre les points doubles. Si du point 0, nous décrivons une circonférence sur MN comme diamètre, cette circonférence coupera orthogonalement les circonférences décrites sur AApBB^,CGj, etc. On peut démontrer de même que ces dernières sont aussi coupées orthogonalement par toute circonférence qui passe par les points M et N (voir page 48).
Si la ponctuelle en involution n'a pas de points doubles (fig. 67), son point central se trouve à l'intérieur du cercle décrit sur AA^ et d^ — r- est négatif. Menons par 0 une corde PQ de ce cercle perpendiculairement à AAj ; chacune des moitiés OP ou 00 de cette corde forme avec d un triangle rectangle, dont l'hypoténuse est r; de sorte qu'on a :
fP H- W = r\ ou fP — r'= — W = — ÔQ*.
D'après l'équation II, la longueur de cette demi-corde est la même pour tous les cercles décrits sur AAj, BB,, GC^, etc. ; ces derniers passent donc tous par P et Q. Par conséquent, les angles APA,, BPB^, GPGj, etc., sont droits et nous sommes conduits à cette proposition :
Si une ponctuelle en involution na pas de points doubles, il existe
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dans le plan qui la confient deux points P et Q, d'où elle est projetée par vn faisceau rectangulaire de irn/ons en involution, c'est-à-dire par un faisceau dont les rayons conjugués deux à deux sont perpendiculaires entre eux.
Le théorème suivant peut aussi servir à démontrer que les cercles construits sur AA^, BB^, CC^, etc., passent par chacun des points où se coupent deux quelconques d'entre eux :
Un faisceau de rayons en involution est rectangulaire, quand les angles que forment entre eux deux couples quelconques a^aj ('/ b^b^ de rayons conjugués sont droits.
L'exactitude de cette proposition s'établit en remarquant f[u'il n'y a qu'une seule manière d'accoupler involutivement les rayons d'un faisceau de manière que les rayons a et a^ se correspondent, ainsi que les rayons b et 6j. Or c'est précisément ce qui a lieu quand chaque rayon a pour correspondant le rayon qui lui est perpendiculaire. On déduit aussi de là que :
Si Von inscrit dans une courbe du second degré une série de triangles rectangles, ayant tous les sommets de leurs angles droits en un même point S de la courbe, leurs hypoténuses se coupent en un seul et même point.
En effet, les points de la courbe sont accouplés involutivement au moyen du faisceau rectangulaire S (voir page liQ).
Soit donné dans le plan d'une courbe du second ordre un faisceau U de rayons du premier ordre, dont le sommet n'est pas sur la courbe ; les rayons de U sont accouplés involutivement quand on fait correspondre deux à deux les rayons conjugués (page 147). Si le faisceau involutif de rayons ainsi déterminé est rectangulaire, son centre a une relation spéciale avec la courbe ; on lui donne le nom de foyer. Nous pouvons définir les foyers de la manière suivante :
Un foyer d'une courbe du second ordre est un point tel que deux rayons rectangulaires quelconques, qui se croisent en ce points sont conjugués par rapport à la courbe.
Un foyer ne peut pas être extérieur à la courbe ; car, sans cela, le faisceau involutif de rayons dont il est le sommet aurait deux rayons doubles, les deux tangentes à la courbe issues de ce point. Chaque foyer F est situé sur un axe de la courbe du second ordre ; en effet, un diamètre mené par F est un axe, puisqu'il est perpendiculaire à la corde conjuguée qui passe par F. La droite qui joint deux foyers F et F'
d'une courbe du second ordre est un axe de la courbe ; car elle est conjuguée aux deux perpendiculaires qui lui sont élevées par F et F'; son pôle coïncide donc avec le point d'intersection de ces perpendiculaires, qui esta Tinfini (voir page 112).
Le centre d'un cercle est un foyer de cette courbe. Deux rayons, conjugués par rapport à un cercle, ne sont perpendiculaires l'un à l'autre que si l'un ou l'autre d'entre eux est un diamètre ; il est facile de voir, d'après cela, que le cercle ne peut avoir d'autre foyer que son centre. Nous exclurons le cercle des recherches qui suivent.
Toute droite p, située dans le plan d'une courbe du second ordre, a une conjuguée p^ (fig. 09) qui lui est perpendiculaire ; c'est la perpendiculaire abaissée du pôle de p sur p. Soit a un axe de la courbe du second ordre et supposons qu'il soit rencontré obliquement en P et Pj
Fig.G3.
par. les rayons p et p^ ; chaque rayon du faisceau P est alors perpendiculaire au rayon qui lui est conjugué dans le faisceau P^. En effet, les faisceaux P et P^ seront rapportés projectivement l'un à l'autre, si à chaque rayon de l'un d'eux on fait correspondre celui qui lui est conjugué dans l'autre (page 105). Mais, si A est le pôle situé à l'infini de l'axer, les trois rayons rt, PA et p de P sont respectivement perpendiculaires aux rayons PjA, a et Pi qui leur sont conjugués dans P^ ; les deux faisceaux P et Pj engendrent donc un cercle, qui a PP^ pour diamètre, et deux rayons conjugués quelconques appartenant à ces faisceaux sont perpendiculaires entre eux. Nous avons ainsi la première partie du théorème suivant :
Considérons un axe a (Vime courbe du second degré; à chacun de ses points P correspond, un point P^ tel que deux rayons conjugués quelconques passant respectivement par P et ^ sont perpendiculaires
entre eux. Si Von fait correspondre deux à deux les points déterminés de cette manière^ les points de Vaxe a sont accoiiplés involulivement. La seconde partie du théorème se démontre comme il suit. Rapportons projectivementl'un à l'autre (page 105) les deux faisceaux de rayons parallèles, dont l'un a la direction de p et l'autre la direction de Pj, en faisant correspondre à chaque rayon de l'un des faisceaux le rayon qui lui est conjugué dans l'autre. La droite a est coupée par ces faisceaux suivant deux ponctuelles projectives ; et ces dernières sont en involution, parce que deux quelconques de leurs points, comme P et Pj se correspondent doublement.
Si cette ponctuelle en invohUion a, a deux points doubles, chacun d'eux est un foyer de la courbe du second ordre : si a na pas de points doubles, chacun des deux points qui projette a suivant un faisceau rectangulaire de rayons {page 162) est un foyer de la courbe.
En effet, deux rayons rectangulaires quelconques, issus d'un pareil point, sont conjugués. Dans le second cas, les foyers sont situés sur l'axe de la courbe ' qui est différent de a; ils constituent les points doubles d'une ponctuelle involutive, située sur ce second axe et construite de la même manière que la première.
Aucune courbe du second ordre n'a plus de deux foyers ; en effet, toute droite qui joint deux foyers est un axe et il n'y a que le cercle qui ait plus de deux axes. L'axe a d'une ellipse ou d'une hyperbole sur lequel sont situés les deux foyers est appelé axe principal ; l'autre est dit axe conjugué.
Tout cercle circonscrit à un triangle rectangle, qui a son hypoténuse sur l'axe conjugué et dont les deux autres côtés sont conjugués Vun à Vautre, coupe Vaxe principal aux foyers de la courbe.
Cette proposition découle immédiatement de la deuxième partie du théorème précédent.
L'hyperbole est coupée par son axe principal ; en effet, Taxe qui ne la rencontre pas ne peut pas contenir les foyers, puisque ceux-ci doivent être intérieurs à la courbe. Les foyers d'une ellipse ou d'une hyperbole sont ériuidistants du centre de la courbe (pages 44-45) ; en effet, dans la ponctuelle involutive «, dont les foyers sont les points doubles, le point central est conjugué au point à l'infini, puisque l'autre axe de la courbe est conjugué à toutes les droites qui lui sont normales. En général, les foyers sont harmonicpiement séparés par deux droites conjuguées quelconques rectangulaires entre elles.
Si la courbe du second degré est une parabole, et si par suite a est son axe, les deux faisceaux projectifs de rayons parallèles, dont il a été question plus haut, ont la droite de l'infini pour élément correspondant commun; en effet, cette dernière, qui est tangente à la parabole, est conjuguée à elle-même (page 102). Dans la ponctuelle en involution a, l'un des points doubles coïncide donc avec le point à l'infini, qui doit, pour cette raison, être regardé comme un foyer (impropre) de la parabole. La parabole n"a par conséquent qu'un seul foyer propre qui doit, comme second point double de a, partager en deux parties égales le segment compris entre deux points conjugués, P etP^.
Soient F et F^ les deux foyersd'une courbe du second ordre, dont l'un peut être à l'infini sur la direction des diamètres parallèles, si la courbe est uneparabole. Deux droites conjuguées quelconques SP et SPj, perpendiculairesentre elles(fig. 69), sontharmoniquement séparées par les points F et Fj et conséquemment aussi par les rayons SF et SF^; elles bissectent donc l'angle compris entre SF et SF^ (page 45).
Si S est un point de la courbe, l'une des droites SP et SPj est tangente à la courbe ; si le point S est extérieur, SP et SP^ bissectent encore l'angle compris entre les deux tangentes qu'on peut mener du point S à la courbe, parce que ces dernières sont aussi séparées harmoniquement par SP et SP^ (page 102). Nous obtenons ainsi les théorèmes suivants :
Toute tangente à une courbe du second ordre fait des angles égaux avec les deux droites qui joignent son point de contact aux fogers de la courbe. Si deux coniques ont les mêmes foyers (sont homofocales) les deux tangentes, menées en tout point commun à ces deux courbes, se coupent orthogonalenient .
Si V on joint le point de rencontre de deux tangentes aux foyers d'une courbe du second ordre, Vune des droites ainsi menées fait avec Vune des tangentes le même angle que Vautre droite fait avec Vautre tangente.
La polaire f d'un foyer F de la courbe du second ordre a reçu le nom àe. directrice de la courbe; Tellipse et l'hyperbole en ont deux, tandis que la parabole n'a qu'une seule directrice propre. Cette dernière courbe nous donne ce théorème :
Deux tangentes PA et PB à une parabole sont perpendiculaires entre elles, quand leur point de rencontre P est situé sur la directrice.
En effet, dans ce cas, la polaire de P passe par le foyer F (fig. 70) et contient les points de contact A et B des deux tangentes ; chaque tangentes fait donc avec AB le même angle qu'avec un diamètre quelconque. En conséquence, dans le triangle APB, la somme des angles en A et B est égale à la somme des angles que PA et PB font avec le diamètre PC qui passe par C, c'est-à-dire à l'angle P ; et comme la somme des angles A,P,B est égale à deux droits, l'angle P doit être un angle droit.
D'autres propriétés remarquables des foyers d'une courbe du second ordre découlent de ce fait que deux rayons conjugués quelconques pas-
Ki^ 70
sant par un foyer sont perpendiculaires l'un à l'autre. Nous avons entre autres celle-ci :
Le segment déterminé sur une tangente par son point de contact et son point de rencontre avec une directrice est projeté du foyer correspondant suivant un angle droit.
Les côtés de cet angle sont en effet deux rayons conjugués passant par le foyer F, parce que le point où la tangente coupe la directrice f a pour polaire la droite qui joint F au point de contact de la tangente.
Soient TA et TB deux tangentes quelconques d'une courbe du second ordre (fig. 71) et soit AB la polaire du point T; le point d'intersection P de ÂB avec f est le pôle de la droite TF. et PF est perpendiculaire à TF, parce que ces deux rayons sont conjugués. En même temps FA et FB sont harmoniquement séparés par FT et FP, parce que A et B sont barmoniquement séparés par P et FT. En conséquence, les angles que
forment entre eux FA et FB sont bissectés par FP et FT (page 45); ou en d'autres termes :
Si Von joint par des droites un foijer propre d'une courbe du second ordre aux points de contact et au point d'intersection de deux tangentes, la dernière droite fait des angles égaux avec les deux premières.
Menons par A et B (fig. 71) deux parallèles à FT qui coupent res-
"t>ti ~.
pectivement la directrice f en Aj et Bj ; A^ et B^ sont aussi séparés liarmoniquement par P et FT. Les angles que forment FA^ et FB^ sont donc aussi bissectés par FT et FP. Il résulte immédiatement de là que les triangles A^AF et B^BF ont leurs angles égaux, qu'ils sont semblables et qu'on a la proportion :
FA_ FB AA~BB
Ici A etB sont des points quelconques de la courbe ; d'où ce théorème :
Les distances cVun point quelconque d'une courbe du second ordre à un foyer et à la directrice correspondante sont entre elles dans un rapport constant.
Poui- la parabole, la valeur de ce rapport est l'unité, c'est-à-dire que
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les deux distances sont égales entre elles ; en ellet, le sommet est équidistant du foyer et de la directrice, puisqu'il est harmoniquement séparé du point à l'infini par ces deux éléments. En se servant ainsi des sommets, on démontre facilement que la valeur de ce rapport est plus petite que l'unité pour l'ellipse et plus grande que l'unité pour l'hyperbole; et comme chacun des deux axes partage une courbe du second ordre en deux moitiés symétriques, ce rapport a la même valeur pour l'un et l'autre foyer et pour les directrices correspondantes. Soient donc Tj et Tj les distances d'un point A delà courbe aux deux foyers F et F^, (/j et f/j ses distances aux directrices correspondantes f et f^ (fig. 72 et 75) on aura :
3^ = j* = constante, d^ dj
V ~t~ r quelle que soit la position du point A. Il en résulte aussi que -^^-nzrj
est égal à ce rapport coiistant. Or, dans l'ellipse d^ -h d^ est constant et d^ — d^ l'est aussi dans l'hyperbole, puisque ces quantités représentent la distance qui sépare les deux directrices l'une de l'autre ; il faut que 7\ -h i\ dans l'ellipse et r^ — }\ dans l'hyperbole soient des quantités constantes; donc
Dans une ellipse, la somme des distances d'un point quelconque de la courbe aux deux foyers est constante.
Dans une hyperbole, la différence des distances d'un point quelconque de la courbe aux deux foyers est constante.
On trouvera sans peine que cette somme ou cette différence constante est égale au segment 2a compris entre les deux sommets situés sur l'axe principal, et que l'ellipse intercepte un plus grand segment sur son axe principal que sur son axe conjugué.
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Lorsque deux points sont symétriquement placés par rapport à une droite, c'est-à-dire lorsque la droite qui les joint est perpendiculaire à la première et bissectée par elle, on dit que l'un des points est le symétrique de l'autre par rapport à cette droite. Ceci posé, dans l'ellipse et l'hyperbole nous avons le théorème suivant :
Les symétriques d'un foyer F,, par rapport à toutes les tangentes d'une ellipse ou d'une hyperbole, sont situés un cercle de rayon la qui a l'autre foyer F pour centre.
En effet, soit G le symétrique de F^ par rapport à une tangente quelconque, dont le point de contact est A (fig. 74) ; F, A et G sont situés sur une même droite, puisque ÂF^ et par suite ÂG~ fait avec la tangente le même angle que \F (page 165) ; comme de plus les points Fj et G sont équidistants de A, FG est égal à la somme (ou à la différence) de FA
et F^A ; cette longueur est donc constante et égale à 2a, ainsi qu'on l'a énoncé. Le pied N de la perpendiculaire abaissée de F^ sur la tangente est le milieu de F^G et le centre M de la courbe est aussi le milieu du
segment FF^ ; donc M\ est parallèle à FG et égal à ^ FG ; par
suite MN=a. Donc :
Les pieds de toutes les perpendiculaires abaissées des foyers d'une ellipse, ou d'une hyperbole, sur les tangentes à celte courbe sont situés sur une circonférence décrite sur le grand axe comme diamètre.
En considérant la parabole comme le cas limite de l'ellipse ou de
fig,75.
l'hyperbole, par exemple, comme une ellipse dont un foyer est à l'infini, on obtient le théorème suivant :
Les pieds des perpendiculaires abaissées du foyer F d'une parabole sur toutes ses tangentes sont situés sur la tangente au sommet de la parabole.
Pour le démontrer, par le point N où une tangente quelconque NA (fig. 75) rencontre la tangente au sommet NS, menons une droite NF^ parallèle à Taxe et une droite W dirigée vers le foyer ; les angles FNA et SNFj sont alors égaux (page 165), puisque NF^ contient le foyer de la parabole, lequel est situé à l'infini; et comme SNFj est un angle droit, il en est de même pour FNA.
Ces propositions nous fournissent le moyen de déterminer très simplement les foyers d'une courbe du second ordi'e. Voici une construction facile pour l'ellipse ou l'hyperbole. Menons les tangentes aux deux
sommets du grand axe ; elles couperont une troisième tangente quelconque aux deux points P et Q, qui sont projetés d'un point quelconque du grand axe suivant deux rayons conjugués (page 102). Pour avoir les foyers, où ces deux rayons conjugués sont rectangulaires, décrivons une circonférence sur PQ comme diamètre; ses points d'intersection avec l'axe principal sont les deux foyers cherchés.
Supposons deux tangentes TA et TB d'une courbe du second ordre coupées par une troisième tangente aux points Aj et Bj ; soient A, B et G leurs points de contact et F un foyer propre de la courbe (fig. 76).
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Entre les angles qui projettent les segments des tangentes du foyer F, nous avons les équations suivantes (page 167) :
< BjFG — < BFB, = h< BFG,
<GFA,=:<\jFA = ^<CFA;
par conséquent
ou bien :
< B, FG + < GF4^ = -^ « BFG + < GFA) ;
< B^FAj = < BFT = < TFA.
Supposons maintenant que les deux premières tangentes TA et TB soient fixes, l'angle B^FAj, qui projette du foyer F le segment A^Bj de
la troisième tangente, aura une f^raïKleur invariable, quelle que soit cette troisième tangente. Si elle roule d'une manière continue sur la courbe, A^ et B^ décrivent deux ponctuelles projectives sur les tangentes fixes et les rayons FÂj et FB^ décrivent autour de F deux faisceaux de rayons égaux ; on voit ainsi que :
Les ponctuelles projectives, suivant lesquelles deux tangentes quelconques (Vunc couine du second ordre rencontrent toutes les autres tangentes sont projetées de chacun des foyers suivant deux faisceaux projectlfs de rayons, égaux et concordants.
Ce théorème subsiste encore si la courbe du second ordre est une parabole ou un cercle et si le foyer devient, en même temps, le point à l'infini de l'une ou le centre de l'autre courbe. Etant données trois tangentes d'une courbe du second ordre et un foyer, on pourra donc construire autant d'autres tangentes que l'on voudra.
Supposons que la courbe soit une parabole ; la tangente mobile A^B, peut aussi passer à l'infini ; les droites FA^^ et FB^ font alors entre elles le même angle que les tangentes fixes TA et TB. Le quadrangle B^TAjF est inscriptible et par suite :
Tout cercle, circonscrit à un triangle B^TAj formé par trois tangentes à une parabole, passe par le foyer F de cette courbe.
Si donc l'on circonscrit des cercles aux ([uatre triangles formés par les côtés d'un quadrilatère, ces cercles ont tous un point commun ; c'est le foyer de la parabole inscrite dans le quadrilatère.
Supposons que la courbe du second ordre soit une hyperbole et que les deux tangentes fixes TA et TB soient ses asymptotes ; A et B sont alors ses points à l'infini, TB et FB sont parallèles et l'angle B^FA^rrrrBFT est égal à l'un des deux angles que l'asymptote TB fait avec l'axe ])nncipal FT ; l'angle A^F^B^ qui projette AjB^ du second foyer F^ est égal à l'autre angle formé comme le précédent. Par conséquent B^FAj et AjF^B^ sont supplémentaires et B^FAjFj est inscriptible.
Donc :
Les deux foyers d^une hyperbole et les deux points, oii une tangente quelcon^que coupe les deux asymptotes, sont situés sur un même cercle. Le centre de ce cercle, le centre de Vhyperbole et les deux mêmes points d'' intersection de la tangente sont sur un deuxième cercle.
QUATORZIÈME LEÇON
Problèmes du second degré. — Éléments imaginaires.
Nos recherches nous ont plusieurs fois conduit à des problèmes qui admettent en général deux solutions, qui par suite ne peuvent pas se
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résoudre en employant seulement des constructions linéaires, mais qui exigent qu'on ait recours à une forme du second ordre. De ce nombre sont les suivants : construire les points correspondants communs à deux ponctuelles projectives situées sur la même droite. Trouver les éléments doubles d'une forme élémentaire involutive. Tous ces problèmes peuvent se ramener à celui-ci :
Deux ponctuelles du second ordre k et k^, situées sur la même courbe, sont rapportées projectivement Vune à Vautre; trouver les points correspondants qui leur sont communs.
Soient A,B,G (iig. 77) trois points quelconques de k et A^.Bj.Cj. les
points de k^ f{ui leur correspondent. Projetons la ponctuelle k^ de A et la ])onctuelle k de A^; nous obtenons deux faisceaux de rayons A (A^B^Ci) et Aj (ABC) qui sont perspectifs puisqu'ils ont en commun le rayon correspondant AAj. Les points d'intersection de deux rayons correspondants quelconques des faisceaux se trouvent donc sur une droite u; c'est celle qui joint le point d'intersection de AB^ et de A^B avec le point d'intersection de AC^ et de A^G.
Les points cherchés sont les points communs à 7/ et à la courbe du second ordre; les ponctuelles ont chacun d'eux pour point correspondant commun. Suivant que u coupera la courbe, lui sera tangente ou ne la rencontrera pas, nous aurons ainsi deux de ces points, un seul ou pas du tout.
En vertu du théorème de Pascal, le point de rencontre des droites BCj et BjC se trouve aussi sur la droite u ; en effet, les trois couples de côtés opposés de l'hexagone AB^GAiBGj, inscrit dans la courbe du second ordre, se coupent sur la droite u. Nous aurons encore la même droite u en projetant les ponctuelles k^ et k de B et B^ ou G et Gj, suivant deux faisceaux de rayons qui seront encore perspectifs. En général, si deux points quelconques P et Q de k ont pour correspondants les points P^ et Qj de Aj, le point d'intersection de PQ^ et de P^Q se trouvera sur u. Si donc l'on connaît trois points de k et les trois points qui leur correspondent sur k^, on pourra sans difficulté construire la droite u.
Si les ponctuelles /f et /.j sont en involution, si par conséquent elles constituent une ponctuelle involutive du second ordre, u est l'axe d'involution de cette dernière forme et il rencontre la courbe suivant les deux points doubles, quand ces derniers existent. Dans ce cas, pour construire w, il suffit de connaître deux couples de points conjugués A, A^ et B, Bj ; en effet aux points A, B, A^ de k correspondent les points Aj, Bj, A de Aj et u passe par les deux points où les droites M\ et AB rencontrent respectivement les droites AjB et A^B^ (figures CO et Ci). Le pôle de M, où se coupent les droites AA^ et BB, est le centre d'involution et si, de ce point, l'on peut mener deux tangentes à la courbe, elles sont tangentes à cette courbe aux points doubles.
On peut facilement ramener au problème que nous venons de résoudre les différents cas du problème plus général que voici :
Deux former clémoilaircs, siluccs Vune sur Icmlre, sont jirojeclives ; détermine)- les éléments correspondants quiieur sont communs.
Si, par exemple, les deux formes élémentaires sont deux surfaces
coniques ou deux systèmes réglés, nous les couperons par un plan quelconque qui nous donnera comme sections deux ponctuelles projectives, situées sur la même courbe du second ordre ; si ce sont deux faisceaux de rayons du second ordre, les ponctuelles du second ordre qu'ils enveloppent sont situées l'une sur l'autre et projectives; nous n'avons donc qu'à déterminer les points correspondants communs à ces courbes pour obtenir immédiatement les deux rayons cherchés, puisque ces rayons doivent passer par les points ainsi construits. Si deux faisceaux projectifs de rayons du premier ordre sont concentriques et situés dans le même plan, nous les couperons par une courbe du second ordre, passant par leur centre commun, en deux ponctuelles projectives k et h\ ; les deux rayons correspondants communs aux deux faisceaux passent alors par les deux points correspondants communs à k et /.j. Supposons
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enfui que les deux formes élémentaires projectives soient deux ponctuelle t; etv^ situées sur la même droite; nous ramènerons ce cas au précédent, en projetant ces ponctuelles, d'un point arbitraire S suivant deux faisceaux de rayons concentriques (fig. 78). Menons maintenant par le sommet S une courbe du second ordre, par exemple, un cercle qui soit dans le plan Sy, et projetons de S sur cette courbe trois points A,B,C de V et leurs correspondants Aj,Bj, C, de v^. Ceci nous donne sur la courbe les points A',B',C' et A'^, B'^, G'^ et nous déterminons immédiatement la droite u sur laquelle se trouvent les points d'intersection de A'B'j avec A\B' de B'G\ avec B'^C et de A'G^ avec A'jG'. Si la courbe du second ordre est coupée par u aux deux points M' et N', nous projetons ces points du centre S sur la droite v et nous obtenons ainsi les deux points M et N de v qui se confondent avec les points M^ et N^ qui
leur correspondent dans y^. Si la courbe du second ordre n'a qu'un point commun avec la droite ou n'en a aucun, nous ne trouvons pour les ponctuelles v et v^ (ju'un seul point correspondant commun ou pas du tout.
Pour les faisceaux de rayons et les surfaces coniques du second ordre, le problème général peut aussi se résoudre directement sans recourir aux courbes du second ordre ; s'il s'agit de formes fondamentales uniformes, nous pourrons employer une forme élémentaire quelconque du second ordre. La solution la plus commode est celle qu'on vient de donner, parce que toutes les courbes du second ordre peuvent se construire facilement au moyen du cercle.
Gomme on le sait, les progrès considérables qu'ont faits les mathématiques dépendent essentiellement des efforts tentés pour faire disparaître les cas d'exception des théorèmes et des règles générales et pour embrasser des propositions différentes sous un même point de vue, en généralisant les notions antérieurement existantes ou en introduisant de nouvelles. C'est ainsi que l'arithmétique s'est enrichie d'une manière si étonnante au moyen des quantités négatives, des grandeurs irrationnelles et enfin des nombres imaginaires. Sans ces derniers, le théorème important que toute équation du degré n a n racines et toutes ses nombreuses conséquences dans la géométrie analytique seraient à peu près inexacts. C'est ainsi que nous avons vu toute la fécondité de l'emploi des éléments à l'infini dans la géométrie moderne.
Les problèmes du second degré viennent de nous donner le premier exemple de l'introduction des points, droites et plans imaginaires dans la géométrie synthétique ; et l'un des plus grands services qu'ait rendus Von Staudt, c'est d'avoir établi d'une manière purement géométrique la théorie des éléments imaginaires et de l'avoir amenée à un très haut degré de perfection. Mais il est dans l'essence même des choses que cette théorie ne peut prétendre à l'intuitivité pas plus dans la géométrie synthétique que dans la géométrie analytique : c'est pourquoi, nous nous bornerons à en indiquer seulement les fondements.
Nous définirons les éléments imaginaires par le théorème suivant qui résume en même temps les conséquences des recherches qui précèdent :
Deux formes dcmentaires pi-ojectives, situées Vune sur Vautre mais non identiques ^ ont deux éléments correspondants communs, réels ou imaginaires conjugués [qui peuvent coïncider).
Ainsi, nous dirons que les deux éléments correspondants communs
ÉLÉMENTS IMAGINAIRES
sont imaginaires toutes les fois qu'il n'existeront pas réellement; dans tout ce ([ui précède, il n'avait été question que d'éléments réels.
D'après cela, une forme élémentaire en involution a toujours deux éléments doubles (réels ou imaginaires). Nous pouvons dire aussi que:
Une courbe du second ordre a deux points communs avec toute droite réelle située dans son plan.
Par tout point réel, situé dansle plan d'une courbe de second ordre, passent deux tangentes de la courbe.
Si nous voulons distiuffuer les divers cas résumés dans cette double
proposition, nous ajouterons que :
Ces deux points sont imaginaires, réels ou coïncidents, suivant (|ue la droite est tout entière à l'extérieur de la courbe, qu'elle la rencontre ou qu'elle lui est tangente.
Ces deux tangentes sont imaginaires, réelles, ou coïncidentes, suivant que le point est à Tintérieur, à l'extérieur ou sur le pourtour de la courbe.
Si la courbe du second ordre et la droite sont complètement données, nous considérerons leurs deux points communs comme déterminés. Si au contraire la courbe n'est définie, par exemple, que par cinq points A,B,C,1),E, nous la regarderons connue engendrée parlestleux faisceaux projectifs de rayons A. (CDE) et B (CDE) ; ces faisceaux seront coupés par la droite suivant deux ponctuelles qui auront les deux points cherchés comme éléments cori-espondants communs. On pourra donc déterminer ces deux points au moyen des règles précédentes, quand la courbe du second ordre est définie d'une manière complète. Nous pourrons de cette manière décider à quelle espèce appartient une coui-be du second ordre déterminée par cinq points, car :
Une courbe du second ordre est une hyperbole^ une ellipse ou une parabole suivant que les deux points qu'elle a en commun avec la droite de Vin fini sont réels, imaginaires ou coïncidents.
La même méthode permet aussi de résoudre les problèmes du second degré qui suivent :
On donne quatre points d'une 1 On donne quatre tangentes courbe du second ordre et la tan- | d'une courbe du second ordre et
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génie en run (Teux, ou trois points et les tangentes en deux d'entre eux ; déterminer les deux ])oints qui sont conununs à la courbe et à une droite réelle située dans son plan.
le point de contact de Tune d'elles, ou trois tangentes et les points de contact de deux d'entre elles ; détei'miner les deux tangentes qu'on peut mener à la courbe par un point réel situé dans son plan.
S'il s'agit de trouver les points communs à une droite et à une courbe du second ordre définie par cin([ de ses tangentes, nous chercherons d'abord les points de contact des tangentes et nous ramènerons ainsi ce problème au précédent .
Von Staudt a établi une distinction spéciale pour les éléments doubles imaginaires d'une forme élémentaire involutive concordante AAp JîBj... en associant à la forme le sens déterminé de succession ABAj ou AJÎA des éléments qu'elle renferme. Sans nous étendre sur ce sujet, nous nous appuierons sur ce qui précède pour énoncer les théorèmes et donner les définitions qui suivent.
Lji point miaginaire est toujours situé sur une droite réelle ; celleci contient aussi le point imaginaire conjugué.
Un plan imaginaire passe toujours par une droite réelle ; le plan imaginaire conjugué passe par cette droite.
Une droite imaginaire de première espèce passe toujours par un point réel et se trouve dans un même plan réel avec la droite imaginaire qui lui est conjuguée; en eflét, le point et le plan sont les lieux des faisceaux projectifs de rayons du premier ordre qui ont les deux droites imaginaires conjuguées pour éléments correspondants communs.
Deux systèmes réglés projectifs du second ordre, situés l'un sur l'autre, peuvent avoir en commun deux droites réelles (qui peuvent aussi coïncider) ou deux droites imaginaires conjuguées de seconde espèce, (les droites se distinguent des droites imaginaires de première espèce en ce qu'il n'existe aucun plan réel qui les coupe en un point réel et aucun point réel d'où l'on puisse les projeter suivant un plan réel. En efi'et, un plan réel coupe les deux systèmes réglés projectifs sui\ant deux ponctuelles })rojectives du premier ou du second ordre situées l'une sur l'autre et qui ne peuvent avoir de point réel correspondant commun que si les deux systèmes réglés ont une droite corres-
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pondante commune réelle el passant par ce point. Il n'y a donc (|n'une seule espèce de points et de plans imaginaires, tandis qu'il existe deux espèces de droites imaginaires.
Quand nous parlerons de points, de droites et de plans, sans autre désignation, nous entendrons qu'il s'agit comme précédemment d'éléments réels, à moins que nous n'ayons expressément spécilié le contraire ou que cela ne résulte de la suite môme de nos considérations. Ceci a lieu en particulier dans les deux problèmes du second degré qui suivent :
On donne deux polygones [}i-cjones) simples dans un même plan ; on demande de construire nu troisième polygone qui soit inscrit au premier et ciixwiscrit au second :
Ou pour parler d'une manière plus précise :
On demande de construire un polygone de n côtés, dont les sommets
successifs soient situés sur n droites données Up u^, u. u , et dont
les côtés successifs passent par n points donnés Sp S^, S. S dans
un même plan.
Du point Sj projetons la ponctuelle u^ sur u^, de S^ la ponctuelle u., (c'est-à-dire la projection de u^) sur «., de S. la ponctuelle u. sur u,^ et ainsi de suite, et enfin de 8,^ projetons la ponctuelle u^ sur u^. Nous obtenons ainsi // -I- 1 ponctuelles du premier ordre, dont chacune est la projection de la précédente et dont la première et la dernière sont situées sur la même droite Wp Tout point correspondant conmmn à ces deux ponctuelles peut donc èti-e considéré connue le premier sommet du polygone cherché et il donne, par conséquent, une solution du problème. En général, il existe au plus deux polygones possibles satisfaisant au problème. Dans le cas particulier où les deux ponctuelles projectives situées sur u^ ont plus de deux points correspondants communs et où, par conséquent, elles ont tous leurs points correspondants communs, nous avons un nombre infini de solutions.
Il n'est pas nécessaire que les droites Wp u_^ u^^ et les points S ,
S^ S,j soient dans un seul et même plan.; il suffit que S^ soit dans
un même plan avec u^ et u^_, S^ avec u^ et m^, etc., et enfin S„ avec ?/,, et u^. Les deux polygones de n côtés, qui sont donnés, peuvent donc également être des polygones gauches de n côtés.
A ce problème se rattache celui-ci :
Trouver une droite rencontrant quatre droites données a, b, c, d qui ne sont pas situées deux à deux dans un même plan.
Happerions peispeclivcinenl les faisceaux de plans a ei b à la ponctuelle (■; ils déterminent sur (/ deux ])onctuelles projectives superposées. Par chacun des points correspondants coiununis à ces i)onctuelies passe une droite qui rencontrera a, b et c puisfju'elle est contenue à la fois dans deux plans homologues des faisceaux a et b. Si les droites appartiennent à un seul et même système réglé, le pi'oblème a une infinité de solutions; tians le cas général au contraire, il n'en a ([ue deux. On peut encore l'énoncer de la manière suivante :
U)ic surface réglée (ht second ordre est donnée pa)- trois droites a, b, c dun de ses syslùnies réglés; trouver les points qui lui sont communs avec une quatrième droite quelconcjue d.
Un des plus im[)ortants problèmes du second degré est celui-ci :
Deux formes élémentaires en involution sont situées Vune sur
l'autre; trouver deux éléments qui soient en même temps conjugués l'u)i à l'aut}c dans Vune cl dans Fautre forme.
Supposons d'abord que les deux formes élémentaires soient deux ponctuelles involutives situées sur la même courbe du second ordi-e (lig. 79), et soient d'une part a et ^ les points de la courbe qui correspondent aux points a^ et p^, et d'autre part A et ]] les points qui correspondent à A^ et B^. Cherchons les centres d'in\olution h et V; ils sont tels que deux points conjugués de la première ponctuelle se trouvent sui' une droite passant par U et que deux points conjugués de la seconde sont situés sur une droite passant par V. Si la droite UV est coupée par la courbe du second ordre aux deux points \ et \\. ces derniers sont en même temps conjugués l'un à l'autre dans les ponctuelles en involution. Si la droite ÏÏV est tangente à la courbe, son poijit de contact est un point double des deux ponctuelles. Enfin si L\ est à l'extérieur de la courbe, il n'existe pas de points satisfaisaiU aux conditions du })roblème.
Ce dernier cas ne pent se jiroduire que si chaciiiie des ponctuelles en involution a deux points doubles réels et si, par conséquent, elles sont involutives opposées; car c'est alors seulement que les points U et Y sont extérieurs à la courbe; comme les polaires de Ll et Y doivent se couper à l'intérieur de la courbe, au pôle de UV, les poiiils doubles de chaque ponctuelle sont en outi-e séparés par ceux de rautre.
Si les fonnes élémentaii-es iuvolutives sont deux faisceaux de rayons concentriques, situés dans le même plan, nous les couperons par une courbe du second oi'dre ]:)assant par le sommet commun des faisceaux ; et nous pourrons d'une luaiiière analogue ramener un cas quelconque du problème général à celui que nous venons de traiter. Le dernier résultat obtenu ne concerne pas seulement deux ponctirelles en involution situées sur la même courbe du second ordre; on peut encore l'énoncer d'une manière générale connue il suit :
Lorsque deux formes élémentaires en involution sont placées Vunc sur Vautre, elles renferment deux éléments qui sont conjugués Vuii à Vautre dans chacune de ces formes; ces cléments ne sont imaqinaires [conjugués] que si les deux formes sont involutives opposées et, da)is ce cas, les éléments doubles de Vune sont séparés par ceux de Vautre. Quand les deux éléments, qui se correspondent ainsi de deux manières, coïncident, les deux formes involutives ont un élément double commun.
Soient, par exemple, deux faisceaux de rayons du premier ordre dont l'un est rectangulaire (page 102). il résulte, comme cas particulier de ce théorème, que :
Dans tout faisceau de raijons du premier ordre en involution, il existe deux rayons réels conjugués enti'c eux. qui sont rectangulaires; on les appelle les axes dii faisceau.
Ceci nous permet de démontrer à nouveau que 1 ellipse et l'hyperbole possèdent deux diamètres conjugués rectangulaii'es, c'est-à-dire deux axes (voir, page 112); en effet, si l'on fait correspondre deux à deux tous les diamètres conjugués, ils forment un faisceau de rayons en involution. Ce résultat appartient tout naturellement à la géométrie métrique de même que le problème suivant du second ordre f(ui s'y l'attache :
Etant donnés deux couples de diamètres conjugués d''une couibe du second ordre, construire les axes de la courbe.
Par le centre S de la courbe (fig. (SO), où se coupent les diamètres
donnés, faisons passer une rirconférence quelconque, qui coupe l'un (les couples de diamètres conjugués en A et A^ et Tautre couple en l> et B^. Les points de cette circonférence sont alors accouplés involulivement par le moyen du faisceau de diamètres, et le point U où se rencontrent AA^ et BB^ est le centre d'involution par lequel passent les droites qui joignent deux à deux les points conjugués Fun à l'autre sur le cercle. Joignons maintenant U au centre C du cercle par la droite UC; cette droite coupera la circonférence en deux points conjugués X et Xj qui seront projetés de S suivant les deux axes cherchés SX et S\^^ Si le point U est extériem- au cercle , ce dernier a deux éléments doubles réels, M et N, qui sont projetés de U suivant deux tangentes et
de S suivant les asymptotes de Thyperbole, lesquelles appartiennent aussi au faisceau donné des diamètres (page 115).
Comme exercice, le lecteur pourra traiter ce problème : comment peut-on construire les axes (d'après la page 162), si, au lieu d'un cercle, on donne une courbe quelconque du second ordre passant par S?
Dans la suite, nous aurons souvent à résoudre cet autre problème :
Dans un faisceau de rayons en involution, déterminer deux rayons qui soienl linrinoniquement séparés par deux points donnés dans le plan.
Pour que le problème ne soit pas impossible, nous supposerons que les points donnés M et N ne sont pas situés sur une droite passant par le sommet S du faisceau de rayons et que par aucun d'eux il ne passe un rayon double de ce même faisceau. Du sommet S projetons maintenant la ponctuelle involutive, dont M et N sont les point doubles, suivant un second faisceau involutif de rayons; il ne nous restera plus qu'à rjicrclior los flpiix rnyous (|ui sont à l;i lois conjugués riiii n l'autre
dans chacun de ces deux faisceaux. — Ce problème ]")eut s'étendre aussi à d'autres formes élémentaires et être présenté sous bien des formes différentes. Par exemple, à la place du faisceau S nous pourl'ions avoir une ponctuelle involutive située sur la droite MiN . Si l'un des deux points Met N, par exemple N, passe à l'infîni, le problème devient le suivanl :
Dans une ponchiclle involutive du premiei" ordre, déterminer les points conjuçjués équidistanls d'un point quelconque M donné sur la droite.
On donne dans un même plan un triangle ABC et un faisceau V de rayons du pi'emier ordre en involution, dont aucun rayon double ne passe par l'un des sommets du triangle. Circonscrire au triangle une courbe du second ordre de telle sorte que les rayons conjugués du faisceau F soient conjugués deux à deux par rapport à la courbe.
On donne dans un même plan un triangle et une ponctuelle (\ii premier ordre en involution, dont aucun point double ne se trouve sur l'un des côtés du triangle.
Inscrire dans le triangle une courbe du second ordre de telle manière que les points conjugués de la ponctuelle soient conjugués deux à deux par rapport à la courbe.
Pour que le problème soit possible, il faut que le sommet du faisceau F ne coïncide avec aucun des sommets du triangle ABC (fig. 81); nous pourrons donc admettre que deux au moins des côtés de ce triangle, par exemple AB et AC, ne passent pas par F. En supposant que la courbe cherchée existe, il doit y avoir, sur chacun des côtés ÂB et ÂC, un point dont la polaire par rapport à la courbe passe par F. Comme ce point est harmoniquement séparé de sa polaire par la courbe, que de plus les rayons conjugués de F sont conjugués deux à deux par rapport à la courbe cherchée, nous trouverons cette dernière conmie il suit. Dans le faisceau F, nous déterminerons deux rayons conjugués p et p^ qui soient harmoniquement séparés par les points A et B et deux autres q et q^ qui soient harmoniquement séparés par les points A et C (fig. 81). Si ces rayons sont imaginaires, il n'existe pas de courbe réelle du second ordre qui satisfasse aux conditions du problème ; ce cas ne se présentera que si le faisceau F a deux rayons doubles qui soient séparés l'un de l'autre par A et B ou par A et C (page 180).
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Soient P et ]\ les points d'intersection de AB avec les rayons;? et p^, et Q et Qj ceux où AC est coupé par q et q^. ISoiis j^ouvons et nous devons faire alors l'une dos hypothèses suivantes :
1". P et Q sont les pôles res])ectifs dejj^ et ry^, '1\ P et 0, _ _ ^^ et 7,
r.". P^ et (,) — — p et 7,.
P, et (),
l> et q.
Tihacune de ces hypothèses nous conduit à une solution du problème. Faisons, par exemple, la ])remière hy])othèse et cherchons sin- la
Fig.81,
droite PCle point C harmoniquement séparé de G par P et sa polaire /}j ; cherchons de même sur QB le point B' harmoniquement séparé de B par Q et sa polaire r/^. La courbe du second ordre, qui passe par les cinq points AlidB'C et dont nous pouvons déterminer autant de points que nous voulons par les méthodes données précédemment, satisfait alors à toutes les conditions imposées. En effet, elle est circonscrite au li'iaugle \l)(l et connue P et p^ séparent hai'moniquement deux couples de ])oints de la courbe AJÎ et G,(/, P est le pôle de j\^ le rayon FP ou p est conjugué au i-ayon p^ et le l'ayon q au rayon r/j ; de sorte que deux rayons conjugués (|uelcoii(|iies (hi faisceau F sont conjugués l'un à l'autre pai' rappoit à la courbe.
Si le faisceau involutif F a deux rayons doubles, qui doivent par conséquent être tangents à la courbe du second ordre cherchée, le ])roblènie que nous venons de résoudre peut s'énoncer ainsi :
Circonscrire à un triangle donné une courbe du second ordre qui soit tangente à deux droites données situées dans le plan du triande.
Inscrire dans un triangle donné une courbe du second ordre c[ui passe par deux points donnés dans le plan du triangle.
La construction ci-dessus montre en même temps que ce double problème ne peut avoir quatre solutions réelles que si les deux droites (problème de gauche) ne sont pas séparées par deux sommets quelconques (hi triangle et si les deux points (théorème de droite) ne sont pas séparés Tun de Tautre par deux côtés du triangle. Dans le cas contraire, il n'y a pas de solutions réelles.
Si les rayons doubles du faisceau F sont imaginaires, le problème a quatre solutions. Ce cas se rencontre, par exemple, si le faisceau est rectangulaire et si par conséquent F est un foyer de la courbe cherchée; nous avons de la soi'te trouvé, en passant, la solution de ce problème :
Déterminer les quatre courbes du second ordre, qui sont circonscrites à un triangle donné et qui ont pour foijer un point donné.
Pour terminer nous allons traiter un problème qui, il est vrai, n'est pas du second degré, mais ([ui touche de très près à celui qu'on vient d'étudier.
On donne, dans un plan, un triangle AB(' et une ponctuelle in- \olutive u du premier ordre telle qu'aucun de ses points doubles ne soit situé sur l'un des côtés du ti'iangle et que u ne passe par aucun de ses sommets. Circonscrire au triangle une courbe du second ordre telle que les points conjugués de u soient conjugués deux à deux par rapport à la courbe.
On donne, dans un })lan, un triangle et un faisceau involutif de rayons du premier ordre S, tel qu'aucun de ses rayons doubles ne passe par l'un des sommets du triangle et que son centre S ne soit situé sur aucun de ses côtés.
Inscrire au triangle une courbe du second ordre telle que les rayons conjugués de S soient conjugués deux à deux pai- rapport à la courbe.
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Soient K et M (fig. 82), les points où Al> et ÂC coupent u et K, et M^ les points qui leur sont conjugués dans la ponctuelle involutive u; soit de plus Kg le point de AB qui est liarnioniquement séparé de K par les points V et H de la courbe et M^ le j)ûint de BC qui est harnioniquement séparé de M par B et C.
Par rapport à la courbe cherchée, KjK^ est alors la polaire de K. puisque Kj et K^ sont conjugués à K ; et de même M^M^ est la polaire de M. Soit aussi (/ le point harmoniquement séparé de C par K et K^K^ et A' le point harmoniquement séparé de A par M et ÂIjAI^ ; la courbe
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chei'chée passe par les cinq points A,B,C,A',C/. En effet, conformément aux conditions imposées, les points K et K^ (comme M et MJ sont conjugués l'un à l'autre par rapport à la courbe, puisque K est harmoniquement séparé de la droite K^K^ aussi bien par les points A et B de la courbe que par C et C ; par conséquent ce point est le pôle de K,Kj.
Les problèmes que nous venons de résoudre peuvent aussi s'énoncer sous la forme suivante (voir page 177) :
Faire passeï* une courbe du second ordre par cinq points d'un plan dont trois sont réels, dont les deux autres peuvent être ou réels, ou imaginaires conjugués, et dont trois quelconques ne sont pas en ligne droile.
Inscrire une courbe du second ordre dans un pentagone plan dont trois côtés sont réels et dont les deux autres peuvent être réels ou imaginaires conjugués.
Chacun de ces deux problèmes a une solution réelle.
QUINZIÈME LEÇON
Axes principaux, plans de symétrie, axes focaux et plans cycliques d'une surface conique du second ordre.
La théorie des polaires pour les surfaces coniques du second ordre découle immédiatement, comme nous Tavons déjà vu (page 106), de celle des courbes du second ordre. Mais il n'en est plus de même pour les théorèmes de la géométrie métrique qu'on déduit de cette même théorie ; on ne peut plus les étendre des courbes aux surfaces coniques du second ordre par la méthode des projections et des sections ; ils sont, en partie, d'une nature différente pour les surfaces coniques et doivent être spécialement établis pour elles. Cependant, nous prendrons principalement comme types les recherches qui précèdent.
Si l'on considère dans la gerbe de rayons une surface conique du second ordre, un plan quelconque £ a pour conjugués par rapport à cette surface tous les plans qui passent par le rayon polaire e de £. .Joignons e au rayon de la gerbe qui est perpendiculaire à e ; nous obtenons un plan s', qui est conjugué à £ et qui en même temps lui est normal. En général, il n'y a qu'un seul plan z' qui soit conjugue normal à un plan s de la gerbe; c'est seulement dans le cas où un plan a est normal à son rayon polaire a que tous les plans a' conjugués à « lui sont normaux. Dans ce cas, a et a bissectent les angles que font entre eux deux rayons de la surface conique situés dans un même plan avec a; car « et a sont perpendiculaires l'un à l'autre et séparent harmoniquement les deux rayons (pages 100 et 4;)).
Les rayons de la surface du second ordre sont alors symétriques
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deux à deux par j-apport au plan a, que nous pouvons appeler un plan de i<y met rie de lasin^faee conifiue; on donne habituellemenl à son rayon polaire a le nom (ï are principal de la surface. (llKupie plan de symétrie de la surface conique est donc perpendiculaire à Taxe ])rincipal qui lui est conjugué, c'est-à-dire à son rayon polaire.
Lorsqu'un plan £ pivote autour d'un rayon s de la gerbe, son rayon polaire e décrit un faisceau de rayons dans le plan polaire de s et le rayon qui est normal à s décrit un faisceau de rayons dans le plan dt^ la gerbe qui est normal à s. Ces deux faisceaux ainsi décrits sont projectifs au faisceau de plans s; par conséquent ils sont aussi projectifs entre eux et engendrent en général un faisceau de ])lans du second ordre. Donc :
Si Vonconsidère deux plans conjiu/uéfi normaux de la gerbe et si Vun d'eux £ tourne autour d'un axe s, Vautre e' décrit en (jènércd un faisceau de plans du second, ordre, qui contient le plan polaire de s par rapport à la surface conique dominée et le plan de la gerbe normal à s.
Le plan e', ne tourne autour d'un axe s' que si les deux faisceaux projectifs de rayons sont en perspective et si par conséquent ils ont un rayon a correspondant commun. Dans ce cas, s se trouve dans un plan de symétrie a, dont a est le rayon polaire (l'axe principal conjugué) ; et comme a est le plan normal conjugué de sa, s' doit aussi être situé dans a. Donc :
Dans un plan de symétrie a d'une surface conique du second oindre, à chaque rayon s de la gerbe correspond un rayon s' et ces rayons sont tels que les plans des faisceaux s et s', qui sont normaux enti'c eux, sont conjugués par rapport à la surface conique.
Ce théorème est analogue à celui qui nous a conduits précédemmeni aux foyers d'une courbe du second ordre (page 163). Il nous mènera de même à la notion de ce qu'on appelle les axes focaux d'une surface conique du second ordre ; mais auparavant nous devons examiner si une surface de ce genre a plusieurs plans de symétrie et quel en est le nombre. Nous allons d'abord démontrer que la surface conique possède au moins un plan de symétrie.
Soit - le faisceau de plans que forment les plans conjugués normaux à tous les plans passant par un rayon quelconque s de la gerbe. S'il est. du j)remier ordre, l'existence d'uu plan de symétrie se trouve établie à l'avance (voir ci-dessus) ; nous admettrons donc que - est du second
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ordre. A ce faisceau appartient cliaque plan de symétrie de la surface conique donnée, parce qu'il est conjugué normal au plan (jui passe par a et par l'axe principal correspondant. Ceci posé, tous les plans v), qui coupent suivant deux rayons la surface conique enveloppée par !1, sont séparés des autres plans cp de la gerbe de rayons par les plans tangents à cette surface conique (voir page 08). Soit donc / la droite suivant la- (juelle se coupent les plans conjugués normaux à un plan yj et un plan cp, les plans normaux conjugués à tous les plans qui passent par t forment un faisceau de plans T du premier ou du second ordre qui a au moins deux plans réels communs avec - et qui en a au plus quatre. L'un de ces plans connnuus est le plan conjugué normal à st; au contraire, tout aiilre de ces plans est normal à deux plans difierents, qui lui sont conjugués et appartiennent l'un au faisceau s l'autre à ^; il est donc aussi normal à son rayon polaire, suivant lequel ces deux plans se coupent. Et connue tout plan normal à son rayon polaire est un plan de symétrie de la surface conique donnée du second ordre, il existe donc au moins un de ces plans, et en général il y en a au plus trois.
Ainsi toute surface conique du second ordre possède au moins un plan de symétrie a, avec l'axe principal a qui lui est conjugué ; il est facile de démontrer que, dans tous les cas, il y a encore deux plans de symétrie qui se coupent rectangulairement suivant a. En effet si, dans le plan de symétrie a, on fait correspondre deux à deux les rayons de la gerbe qui sont conjugués pai' rapport à la surface conique du second ordre, on obtient un faisceau involutif de rayons, dont les axes h et c sont deux axes principaux de la surface ; car le rayon b, par exemple, est en même temps conjugué et normal à c et a; conséquemment son plan polaire ca est normal à h et constitue par suite un plan (le symétrie de la surface coni([ue. En particulier, si le faisceau involutif de rayon a est rectangulaire, chacun de ses rayons est un axe principal et chaque plan passant par a est un plan de symétrie. On reconnaît facilement ([ue, dans ce cas spécial, la surface conique du second ordre est une surface de révolution (un cône circulaire droit) dont a est Taxe de révolution. Ce qui précède démontre donc que :
Une surface conique du second ordre a en' général trois plans de symétrie qui se coupent rectangulairement suivant les trois axes principaux a, b, c et qui constituent par conséquent un trièdre polaire trireclangle de la surface. La surface conique de révolution na pas
seulement trms plans de symétrie; elle en a une infinité qui tous, excepté un^ passent par Vaxe de révolution.
Revenons malntencant au théorème qui nous a rappelé plus haut la théorie des foyers des courbes du second ordre. Établissons d'abord la définition qui suit :
Uaxe f de tout un faisceau de plans du premier ordre tel que ses plans perpendicidaires entre eux soient conjugués deux à deux par rapport à u)H' surface conique du second ordre, s'appelle un axe focal de la surface.
Si donc un plan tourne autour d'un axe focal /", son plan conjugué normal décrit de même le faisceau f et Taxe f doit par conséquent (page 188) se trouver dans un plan de symétrie de la surface conique. Comme on le voit facilement, un axe principal n'est en même temps un axe focal de la surface que si cette dernière est de révolution et si Taxe principal en question est Taxe de révolution. Les surfaces coniques de révolution n'ont d'ailleurs qu'un seul axe focal, qui est leur axe de révolution; nous les exclurons de nos considérations à l'avenir.
Le plan qui réunit deux axes focaux réels f et f est un plan de symétrie de la surface, parce qu'il est conjugué aux deux plans qui passent par /' et /' et qui lui sont normaux. Par aucun axe focal, on ne peut mener de plans tangents réels à la surface conique (voir page 1()'2).
Deux plans conjugués normaux quelconques coupent un plan de sj métrie a de la surface conique du second ordre suivant deux rayons s et s' tels (|ue tout plan passant par s est conjugué et normal à mi plan passant pars'. Les deux faisceaux s et s' de plans conjugués normaux sont projectifs et sont coupés par un second plan de symétrie ^ suivant deux faisceaux projectifs de rayons. Ces derniers sont en involution, parce que les rayons homologues sont deux à deux dans la même relation l'un par rapport à l'autre que s et s' et les rayons doubles du faisceau involutif de rayons ^ sont les axes focaux de la surface. Si ces deux rayons doubles sont imaginaires, il existe (voir page Hi'i) deux axes, d'où le faisceau p sera projeté pai' deux faisceaux rectangulaires de plans et qui sont deux axes focaux réels de la surface conique. La surface ne peut avoir plus de deux axes focaux réels, parce que le plan qui joint deux axes focaux réels est toujours un plan de symétrie et qu'il ne peut contenir plus de deux de ces axes, et parce que c'est seulement dans les surfaces de révolution qu'un axe focal est en même temps axe principal.
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Les deux axes focaux réels /'el /"'d'une surface coiikinc du second ordre séparent harmoniquement les plans qui sont conjugués normaux deux à deux; en effet, ces plans coupent le plan de symétrie ff suivant deux rayons conjugués du faisceau involutif dont f et f sont les rayons doubles. En particulier, les deux autres plans de symétrie sont harmoniquement séparés par /'et f et les angles formés par f et f sont par conséquent bissectés par deux axes principaux. D'après cela, nous ])ouvons distinguer les trois axes principaux de la surface ainsi qu'il suit : le premier est perpendiculaire au plan ff et extérieur à la surface, le second et le troisième sont situés dans le plan ff et l'un est intérieur et l'auti-e extérieur à la surface. Le premier des trois plans de symétrie contieiit les deux rayons focaux f et /"', le second est tout entier k l'extérieur de la surface et le troisième, de même que le premier, la coupe suivant iV'xw rayons-sommets ; le deuxième et le troisième plan de symétrie renferment chacun deux axes focaux imaginaires conjugués de la surface conique.
Les plans bissecteurs du dièdre formé par deux plans tangents (|ueiconques de la surface conique sont des plans conjugués normaux ; ils sont par conséquent séparés harmoniquement par les deux axes focaux réels /"et /■'; ils bissectent donc aussi le dièdre formé par les deux plans tangents. Nous avons ainsi ce théorème (comp. page 165) :
Tout plan tangent à une surface conique du second ordre fait des (UKjk's égaux avec les deux plans qui joignent son rayon de contact aux axes focaux réels de la surface.
Soient g le rayon symétri([ue de f par rapport à l'un des deux })lans tangents qui se coupent suivant un rayon t, et g' le symétri{}ue de /' par j-apport à l'autre plan tangent ; les plans tg et tf font entre eux le même angle que les plans //' et fgr' ; conmie de plus <itg = <itf et <itf z=^tg\ les deux angles triarètes gif et ftg' sont congruents et peuvent être amenés à se superposer par rotation autour de leur arête commune t. Les angles des faces gf et fg' sont donc égaux. L'un d'eux change seulement de position, mais pas de grandeur quand l'un des deux plans tangents se déplace en roulant sur la surface. Il en résulte que :
Les rayons symétriques d'un axe focal f par rapport à tous les plans tangents d\ine surface conique du second ordre sont situés sur un cône de révolution qui a Vautre axe focal f pour axe de révolution .
D'après le théorème précédent, chacun de ces rayons symétriques
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doit se trouver dans un même plan avec l'autre axe focal et le rayon de contact du plan tangent correspondant ; et comme le rayon de contact fait avec le premier axe focal le même angle qu'avec son symétrique, il s'ensuit encore que :
L(i soinmc ou la différoice des deux angles, quun rayon quelconque de la surface conùiue fait avec les deux a.res focaux réels f et f , est constante.
Suivant que nous considérerons l'un ou l'autre des deux angles adjacents que le rayon fait avec l'un des axes focaux, nous aurons une somme ou une différence constante. 11 découle de ce théorème que la surface intercepte un plus grand angle sur son premier plan de symétrie ff que sur le troisième.
Un plan normal à l'axe focal /'coupera la surface suivant une courbe du second ordre, dont un foyer sera situé sur f; car deux rayons quelconques passant par ce point et conjugués l'un à l'autre par rapport à la courbe sont perpendiculaires entre eux, puisqu'ils sont situés dans deux plans conjugués normaux de /'. \ous pou\ons, d'après cela, étendre immédiatement aux surfaces conicpies du second ordre deux théorèmes démontrés antérieurement (pageslG7 el 172) et les énoncer ainsi :
Si fou joint un axe focal f d\iue surface conique du second ordre aux rayons de contact et à la droite dl)itersection de deux plans tangents, le plan déterminé par f et par celte dernière droite fait des angles égaux avec les deux précédents.
Les faisceaux projectifs de rayons suivant lesquels deux plans tangents d'une surface conique du second ordre sont coupés par tous les autres plans tangents de cette surface sont projetés d'u)i axe focal f suivant deux faisceaux de plans égaux et concordants.
-Nous allons nous occuper nuiintenant des plans cycliques de la surface conique du second ordre, plans qui à un certain point de vue sont réciproques aux axes focaux et qu'on j)eut définir connue il suit :
On appelle plan cyclique d'une surface conique du second ordre le plan de tout faisceau de rayons du premier ordre tel que deux quelconques de ses rayons perpendiculaires entre eux soient conjugués par rapport à la surface.
On ajoute à ces plans l'épithète de cycliques, parce que toute courbe d'intersection de la surface par un plan parallèle est un cercle ; en eftet, le centre d'une pareille courbe est situé sur le rayon polaire du plan cy-
PLANS CYCLIQUES
clique et deux diamètres conjugués quelconques de la courbe sont perpendiculaires entre eux, parce qu'ils sont parallèles à deux rayons conjugués du faisceau de rayons dont il est question dans la définition. D'après cela, un plan de symétrie n'est en même temps plan cyclique de la surface que si celle-ci est de révolution et que si son axe de révolution est l'axe principal normal à ce plan de symétrie. Les surfaces coniques de révolution, ([iie nous exclurons encore ici de nos considérations, n'ont du reste (pie ce seul plan cyclique.
Un plan cyclique ne peut avoir aucun rayon réel commun avec la surface, car sans cela un rayon réel du plan serait conjugué à luimême. Deux plans cycliques réels se coupent suivant un axe principal c'est-à-dire suivant une droite à laquelle un rayon de chaque plan est conjugué et normal. D'une manière générale, nous appellerons rayons conjugués normaux deux rayons de la gerbe, dont fait partie la surface conique, qui sont perpendiculaires l'un à l'autre et conjugués par rapport à la surface ; il est facile de voir que tout rayon / de la gerbe (les trois axes ])rincipaux exceptés) n'a qu'un seul rayon conjugué normal /'. En effet /' est l'intersection du plan polaire et du plan normal du rayon L
Si maintenant le rayon / de la gerbe décrit un faisceau quelconque de rayons s, son plan polaire et son plan normal décrivent en même tenqis deux faisceaux de plans projectifs à s et l'on en déduit que :
Si un rayon 1 de la (jcrbe se meut dans un pUui s, son rayon conjugué normal Y décrit en général une surface conique du second ordre qui passe par le rayon polaire et par le rayon normal du plan s, et qui contient de plus les trois axes principaux de la surface conique donnée. Le rayon Y ne décrit un faisceau de rayons du premier ordre t que si t passe par tun des trois axes principaux , et dans ce cas t' contient aussi cet axe.
En effet, dans ce cas particulier les deux faisceaux de plans projectifs à £ sont perspectifs. La relation qui existe entre les rayons conjugués normaux de la gerbe est donc involutive et du second degré ; comme celle qui lie les plans conjugués normaux, elle aurait pu être employée pour déterminer les axes principaux de la surface conique du second ordre. Elle conduit à tous les plans cycliques des surfaces coniques, c'est-à-dire à tous les plans s qui coïncident avec leurs conjugués e.
Les plans passant par un axe principal a sont accouplés entre eu\
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de telle sorte que deux rayons conjugués normaux / et /' sont toujours situés dans deux plans homologues £ et e' et les deux faisceaux s et s' de rayons conjugués normaux sont projectifs entre eux, ainsi que cela résulte de ce qui précède, ('es faisceaux sont projetés d'un second axe principal b suivant deux faisceaux projectifs de i^lans qui sont en involution ; en eflet leurs plans homologues sont deux à deux dans la même relation réciproque que les plans £ et t' . Les deux plans doubles de ce faisceau involutif b sont les plans cycliques de la surface conique donnée du second ordre, comme on le voit immédiatement.
Par chacun des trois axes principaux passent donc deux plans cycliques de la surface conique ; pour deux de ces axes, ils sont imaginaires conjugués, et c'est seulement suivant le troisième axe que se coupent deux plans cycli({ues réels 7, et y.'. En effet, s'il y en avait plus de deux, s'il existait par exemple trois plans cycliques réels, ils devraient se couper suivant les trois axes principaux et coïncider avec les plans de symétrie, ce qui est impossible d'après les remarques précédentes. Donc :
Il existe deux faisceaux de plans parallèles qui coupent, suivant des cercles, une surface conique quelconque du second ordre; ces faisceaux passant par les plans cijcliques réels x et ■/ de la surface.
Les plans 7. et v! séparent harmoniquement deux axes principaux et en général deux rayons conjugués normaux ; en effet ces rayons sont situés dans deux plans conjugués du faisceau involutif dont 7. et 7.' sont les éléments doubles. Par conséquent, deux des trois plans de symétrie de la surface bissectent les dièdres formés par les plans cycliques 7. et 7,', et le troisième est normal à ces derniers.
Comme les bissectrices des angles f[ue font entre eux deux rayons ([uelconques de la surface conique sont deux rayons conjugués normaux et que, par suite, ils sont harmoniquement séparés par 7. et 7.', on a ce théorème :
8i Von coupe le plan qui joint deux raijons quelconques de la surface par les plans cycliques, V une des droites d'intersection fait avec Vun des rayons le même angle que Vaulre rayon avec Vautre droite d'intersection.
il est également facile de démontrer que :
L'angle plan que les plans cycliques déterminent su)- un plan lanf/eut quelconque de la surface conique est bissecté par le rayon d(* cuîilacl.
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Deux rayons conjugués normaux sont hannoniquenient séparés par les plans tangents de deux rayons quelconques de la surface qui sont situés dans un même plan avec F un d'eux. On en déduit sans peine cette conséquence :
Si Con cherche les inlersections d'un plan cyclique avec deux plans lamjents de la surface conique et avec le plan qui joint leurs rayons de contact, cette dernière droite d'intersection fait des angles égaux avec les deux premières.
Considérons encore un troisième pian tangent mobile, nous pouvons conclure (par analogie avec les théorèmes de la page IT'i) que :
Les plans, qui projettent un rayon mobile d'une surface conique du second ordre de deux rayons fixes de cette surface, déterminent sur chacun des plans cycliques des angles de grandeur constante. Par conséquent, deux faisceaux projectifs de rayons, qui engendrent la surface conique, so)it coupés par chaque plan cyclique suivant deux faisceaux de rayons projectifs et égaux.
La plupart de ces théorèmes sur les plans cycliques, et bien d'autres encore, peuvent se déduire de théorèmes analogues sur les axes focaux des surfaces coniques du second degré, au moyen de gerbes de rayons rapportées rectangulaii'ement les unes aux autres. Nous dirons que deux gerbes S et S^ sont rapportées rectangulairement Tune à Tautre, quand à cha([ue plan de Tmie on fait correspondre le rayon de l'autre qui lui est normal, et quand par suite à chaque faisceau de plans de l'une coirespond dans Tautre un faisceau de rayons qui lui est projectif et dont le plan est normal à l'axe du faisceau de plans. A quatre ])laiis harmoniques de Tun des faisceaux correspondent donc quati-e rayons harmonicpies île l'autre, qui sont respectivement normaux à ces plans. Deux éléments de la gerbe S font entre eux le même angle que les éléments correspondants de la gerbe S^.
Aux rayons d'une surface conique du secontl ordre dans la gerbe S correspondent ainsi-les plans tangents d'une surface conique du second ordre dans S^ ; si nous imaginons que l'une d'elles soit engendrée paideux faisceaux projectifs de plans, l'autre se présentera connue la forme à laquelle donnent naissance deux faisceaux projectifs de rayons. Deux rayons harmoniquement séparés par l'une auront pour correspondants dans l'autre deux plans harmoniquement sépai'és pai" deux plans tangents à cette autre sui-face, d'où il résulte (ju'en général deux éléments conjugués ont toujours pour correspondants deux éléments cou-
jugués. A deux rayons ou plans noi'iiiaux luii à l'autre et conjugués par rapport à l'une des surfaces correspondent, d'après cela, deux plans ou rayons normaux l'un à l'autre et conjugués par rapport à l'autre surface. De même à chaque plan cyclique d'une de ces surfaces coniques correspond un axe focal de l'autre et à chaque plan de symétrie un axe principal. Toute propriété des axes focaux peut donc se tj-aduire immédiatement en une propriété correspondante des plans cycliques d'une surface conique du second ordre ; par exemple, nous obtenons de la sorte ce théorème (comp. page 19'2j :
La somme ou la diffcrence des deux angles quun plan tangent quelconque de la surface fait avec les deux plans cycliques réels est constante.
Étant données deux surfaces coniques du second ordre ainsi rapportées rectangulairement l'une à l'autre, à toute portion de plan limitée par l'une d'elles correspond un rayon limité par l'autre. Si donc le plus grand de tous les angles plans compris à l'intérieur de la deuxième surface est celui qui contient les deux axes focaux f,f\ le plus grand des angles dièdres compris dans la première est celui qui contient ses plans cycliques réels. Comme par le fait une surface conique du second ordre intercepte un plus grand angle sur son premier 'plan de symétrie //'' ([ue sur son troisième (page 19'2). nous trouvons que :
Les plans cycliques réels •/. et y/ d'une surface conique du second ordre se coupent suivant le troisième axe principal qui est situé dans un même plan avec le second axe principal et les deux axes focaux réels, mais qui est en deliors de la surface.
Les deux premiers plans de symétrie de la surface conique bissectent donc le dièdre formé par •/. et y/, tandis que le troisième plan de symétrie est normal à ces deux plans y. et •//.
PROBLÈMES DE CONSTRUCTION ET THÉORÈMES
FOr.MFS TIARMOMQLES
1. Construire le quatrième élément harmonique à trois éléments d'une forme fondamentale uniforme (pages 40 et 45).
2. Par le point d'intersection (inaccessible) de deux droites mener une troisième droite qui passe pai- un point donné de leui- plan (pages 5 et 45).
3. Diviser en deux parties égales un segment AG, sans se servir du compas, mais coimaissant une parallèle à AC (page 45).
4. On donne dans un plan un parallélogramme et un segment quelconque AG; on demande de diviser AG en deux parties égales, sans se servir du compas, de mener une parallèle à AG, de construire un segment égal à n fois AG ou de diviser AG en n parties égales (page 45).
5. Soient A,I5,G,D quatre points harmoniques; sur AG comme diamèti-e on décrit un cercle dont S est un point quelcon^iue; l'arc de cercle qui sous-tend l'angle BSD est bissecté par A ou G (page 45).
6. Entre les côtés a,b d'un angle mener une droite \l>, qui soil bissectée par un point donné P ou (pii soit telle que le point \ soit le milieu du segment PB (page 45).
PliO.IRCTlVITI-: DKS FOHMKS FONDAMENTALES UNIFORMES.
7. Deux ponctuelles w,^^ sont rapportées perspectivement Tune à 'autre, puis amenées en position oblique, c'est-à-diic déplacées d'une
iiuinière (iuclcoii(|iic Tiiiie ])ar lappoil à l'auti-e. Tracer les droites qui joignent leui's points homologues, c'est-à-dire le faisceau de rayons du second ordre engendré par u et u^.
8. Deux faisceaux de rayons sont rapportés perspectivement l'un à l'autre, puis amenés en position oblique, c'est-à-dire déplacés d'une manièi"e f[upk'oiique l'un par' rapport à l'autre. Tracer la courbe du second ordre (|irils engendrent et sui- la((iielle sont situés les points d'intei'sectioii de leurs rayons homologues.
9. Deux ponctuelles u et u^ sont perspectives à une troisième ponctuelle Wj. Tracer le faisceau de rayons du second ordre qu'elles engendrent.
10. Deux faisceaux de rayons S et S^ sont perspectifs à un troisième Sj. Tracer la courbe du second ordre qu'ils engendrent.
11. On donne trois couples de points correspondants A et A,, ]> et Bj, G et Cj de deux ponctuelles projectives u et m^; consti'uire le point Dj de ?/j f[ui correspond au point D de u (pages 60 et 72) et, en général, tracer le faisceau de rayons du premier ou du second ordre engendi'é par u et u^^. Résoudre la première ])artie du problème quand u et u^ sont situées sur la même droite.
12. Énoncer et résoudre le ])iol)lème réciproque du précédent (page 72).
13. Si les sonmiets d'un hexagone simple AC^BV^CB^ sont alternati- ' vement situés sur deux droites u et w^, par exemple A,B,G sur u et
Aj, Bj, G^ sur Wj, les points d'intersection A^, B,, C^ des trois couples de côtés opposés sont aussi situés sur une même droite ?/, (page 85). La figure qui élucide ce théorème, de même que la figure 3 dont il a été question (page 5), mérite de fixer l'attention à cause de sa symétrie; en effet, elle se compose de neuf points, situés trois à trois sur neuf droites, et ces neuf droites passent troi^ à trois par ces neuf points. La même figure s'applique aussi au théorème réciproque. Gomment s'énonce-t-il ?
14. Étant donnés deux faisceaux perspectifs de rayons, construire dans l'un deux rayons rectangulaires qui aient pour correspondants dans l'autre faisceau deux rayons également rectangulaires. De la solution de ce problème il résulte que :
15. Dans deux faisceaux projectifs de rayons, dont les centres ne sont pas à l'infini, il y a toujours deux angles droits qui se correspondent.
10. Étant donnés un faisceau de rayons Set un faisceau de plans u en perspective, l'axe de ce dernier faisceau est perpendiculaire à l'un des deux rayons de S qui sont rectangulaires et auxquels correspondent dajis ï( deux plans rectangulaires entre eux. En partant de cette remaif[ue, on trouve que les deux problèmes suivants ont chacun deux solutions :
17. Étant donnés i\n faisceau de rayons S et un faisceau de plans u qui lui est projectif, on demande :
[" De mener par un point quelconque un plan qui coupe le faisceau de plans u suivant un faisceau de rayons congruent avec S ;
2° De déterminer un axe d'où le faisceau S soit projeté suivant un faisceau de plans congruent avec u.
18. Placer un faisceau de rayons S et un faisceau de plans 7i dans une position relative telle que trois plans donnés a, 6, y de u passent par trois rayons donnés a,6,c de s (problème 17).
19. Couper la surface d'un prisme triangulaire a 6 y suivant mi triangle a h c, semblable à un triangle donné a^b^c^. Ce problème peut se ramener au jn'écéflent.
COURBES, FAISCEAUX ET SURFACES COMQUES DU SEGOiNn ORDRE.
20. On donne cinq points d'une courbe du second ordre, ou quatre points et la tangente en l'un d'eux, ou trois points et les tangentes en deux d'entre eux ; construire la courbe au moyen de faisceaux projectifs de rayons (pages 72 et 74).
21. On donne cinq rayons d'un faisceau de rayons du second ordre, ou quatre rayons et le point de contact de l'un d'eux, ou trois rayons et les points de contact de deux d'entre eux ; construire le faisceau au moyen de ponctuelles projectives (pages 72 et 74).
22. Résoudre les trois problèmes 20 au moyen du théorème de Pascal et, en particulier,
1" Trouver le second point de la courbe, qui se trouve sur une droite quelconque passant déjà par un point connu de cette courbe ;
2" Mener la tangente en un point donné ou construit de la courbe (page 85).
2"). Piésoudre les trois problèmes 21 au moyen du théorème de Hrianchon, et, en particulier :
1° Par un point quelconque d'un rayon déjà connu mener le second du faisceau du second ordre ;
2° Déterminer le point de contact d'un rayon déjà donné ou qu'on construit (page 85).
Remarques. No?i seulement les problèmes l'I et 25 renferment un grand nombre de problèmes particuliers, mais de plus chacun d'eux peut se résoudre de différentes manières, puisqu'on peut y utiliser non seidement les théorèmes sur lliexngone, mais encore ceux relatifs aux pentagones, aux quadrilatères et aux triangles. Comme cas particuliers des problèmes 22 et 25, nous indiquons les trois suivants :
24. Construire une hyperbole dont on donne les deux asymptotes et un point ou une tangente.
23. Construire une parabole, connaissant quatre de ses tangentes, ou trois tangentes et le point de contact de l'une d'elles, ou deux tangentes et leurs points de contact.
26. Construire une hyperbole, connaissant trois points de la courbe et la direction de ses asymptotes.
Quelle est la dépendance des problèmes 24, 25, 26 avec les pi'oblêmes 20 et 21?
27. Démontrer que le cercle est une courbe du second ordre, et que ses tangentes forment un faisceau du second ordi*e. Sous quel angle voiton du centre le segment d'une tangente mobile compris entre deux tangentes données?
28. Une ponctuelle u et un faisceau S de rayons du premier ordre sont situés» dans un même plan et rapportés projectivement l'un à l'auti-e. Les perpendiculaires abaissées de u sur les rayons correspondants de S enveloppent une parabole, quand elles ne passent pas toutes par un même point (voir page 95). La parabole est aussi tangente à u.
29. Lorsqu'un angle de grandeur donnée se meut dans un plan de telle sorte que son sommet décrive une droite fixe u et que l'un de ses côtés pivote autour d'un point fixe, l'autre côté enveloppe une parabole; cette courbe est tangente à u.
50. Un triangle variable ASAj se meut dans un plan de telle manière que les extrémités A et Aj de sa base décrivent deux droites fixes u et Mj et que l'angle au sommet S pivote autour d'un ])oint fixe sans chanp-er de grandeur. La droite AA^ enveloppe une courbe du second degré tangente à m et u^. (D'après les théorèmes de la page I 72. S est un fo\er de cette courbe.)
51. La base AA^ d'un triangle variable APAj est donnée de grandeur et glisse sur un droite fixe w, tandis que ses deux autres côtés PA et PÂ^ pivotent autour de deux points fixes S et S^. Le sommet P décrit une hypei'bole, qui passe par S et S^ et qui a la droite u pour asymptote.
32. Les sommets de deux angles ab et aj)^ de grandeur donnée, situés dans un même plan, pivotent autour de deux points fixes S et S^ tandis que le point de rencontre cla^ de deux de leurs côtés décrit une droite; chacun des trois autres points bb^, ab^, ajj où se coupent leurs côtés se meut sur une courbe du second ordre qui passe par S et Sj (Description organique des coniques de Newton).
55. D'un point quelconque P on abaisse des perpendiculaires sur les plans d'un faisceau de plans a ; leurs pieds sont situés sur un cercle qui a pour diamètre la perpendiculaire abaissée de P sur a et dont le plan est perpendiculaire à a. On en conclut que :
5i. Si par les côtés a,a^ d'un angle aigu on mène tous les couples possibles de plans perpendiculaires entre eux, ces plans se coupent suivant les rayons d'une surface conique du second ordi'e qui passe pai- a et ffj. Tout plan normal à a ou «^ coupe cette surface suivant un cercle, et tout plan normal à a«i la coupe suivant une courbe du second ordre qui a l'un de ses axes dans le plan aa^
55. On obtient encore la surface conique dont il vient d'être question au moyen d'un plan a perpendiculaire à a^ et passant par le point «a,. En effet, si un angle droit, ayant son sommet en «a, se meut de telle sorte que son plan passe toujours par la droite a et qu'un de ses côtés décrive le plan a, son autre côté décrira la surface conique du second ordre dont il s'agit.
56. Si deux faisceaux de rayons concentricjues, dont les plans se coupent obliquement, sont rapportés l'un à l'autre de telle manière que leurs rayons homologues soient perpendiculaires deux à deux, ils engendrent un faisceau de plans du second ordre. Ou en d'autres tenues : si un angle droit pivote autour de son sommet et que ses deux côtés se meuvent dans deux plans fixes, son plan enveloppe une surface conique du second ordre tangente aux deux plans fixes.
57. D'un point quelconque on abaisse des perpendiculaires sur tous les plans tangents d'une surface conique du second ordre; ces droites sont elles-mêmes situées sur une surface conique du second ordre. En effet, les plans tangents à la première surface sont engendi'és par deux
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faisceaux pmjpctifs de rayons, et de ces derniers on peut immédiatement déduire deux faisceaux projoctifs de plans du premier ordre qui engendrent la seconde surface.
58. Le lieu géométrique d'un point S d'où un ([uadrilatère plan KLMN est projeté suivant un faisceau harmonique de rayons S {KLM\) est une courbe du second ordre circonscrile au ([uadrilatère (page 77). Si l'on construit le rayon n conjugué harmonique à AK, NL et NM, il est tangent en N à la courbe en (question et l'on peut, d'après cela, la tracer facilement.
59. Le lieu géométrique d'une droite u qui est coupée par un quadrilatère plan Jdmn suivant une ponctuelle harmonique u [Jdmn] est un faisceau de rayons du second ordre auquel appartiennent les quatre droites /.-, /, m, n (page 77). Le point du contact du rayon n est harmoniqueinent séparé de ni par nk et nni.
40. Nous doimerons, avec Von Staudt, le nom de groupe ou homozygie [Wurf) ' à un ensemble formé de quatre éléments A, B, G, D d'une forme fondamentale uniforme qui se suivent dans un ordre déterminé. Deux gi'oupes ABCD et abcd seront dits projeclifs quand les deux formes fondamentales auxquelles ils appartiennent sont rapportées l'une à l'autre de telle manière qu'aux éléments A, B, C, D de l'une correspondent les éléments a, b, c, d de l'autre.
Les théorèmes 58 et 59 peuvent se généraliser comme il suit :
A I , Soit abcd un groupe donné (composé par exemple de quat re rayons d'un faisceau du premiei' ordre) ; tous les points S qui projettent un quadrilatère plan quelconque KLMN suivant un groupe S (KLMN) projectif à abcd^ sont situés sur une courbe du second ordre circonscrite au quadrilatère. Gonunent construit-on la tangente au point N? (Voir n° 58.)
42. Soit ABCD un groupe donné; toutes les droites u qui sont coupées par un quadrilatère plan klmn suivent un groupe u [klmn] projectif à ABCD, sont tangentes aune courbe du second ordre inscrite au quadrilatère. Comment construit-on le point de contact de n avec cette courbe? (Voir n" 50.)
45. QMand deux triangles ABC et D^E^Fj sont inscrits dans une courbe k^ du second ordre, ils sont aussi circonscrits à une même
Cette expression, homozygie. est due à M. Stéphanos.
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courbe du second ordre et réciproquement. En eflel les fj;roupes A. (IjCEiFi) et Di (BGEiFi) sont projectifs, puisqu'ils se cori-espondent dans les faisceaux projectifs de rayons A et D^ qui engendrent la courbe /.■\ Soit maintenant BiGiEiFi la section du faisceau A(BCEiFi) par la droite EjEi, et BGEF celle du faisceau Di(BGEjFi) par la droite BG; BiGiEjFi et BGEF sont aussi des groupes ])rojectifs; par suite les six côtés des triangles à savoir : BG, BB^, G(îj, E^F^, EE, et F\\ sont bien six rayojis d'un faisceau du second ordre.
La réciproque de ce théorème se démontre d'une manière analogue.
POLES ET polaires; diamètres des COUP.BES DU SECOrSD ORDRE.
4i. Tracer la figure polaire, par rapport à une courbe du second ordre, d'une figure donnée quelconque, c'est-à-dire construire les polaires de ses points et les pôles de ses droites (page 96). Gomme exem- ])les, prendre un polygone et une courbe quelconque.
45. D'un point quelconque mener des tangentes à une courbe donnée du second ordre sans se servir du compas (page 00).
4(i. Deux tangentes mobiles d'une courbe du second ordre se meuvent de manière que
la droite qui joint leurs points de contact enveloppe une deuxième courbe du second ordre ; leur point d'intersection décrit alors une troisième courbe du second ordre.
que leur point d'intersection décrive une deuxième courbe du second ordre ; la droite qui joint leurs points de contact enveloppe une troisième courbe du second ordre (page 101).
47. Déterminer au moyen de constructions linéaires la polaire d'un point ou le pôle d'une droite, par rapport à une courbe du second ordre définie par cinq conditions [par exemple, par cinq points ou cinq tangentes], mais qui n'est pas tracée. (Voir n"* 20-25.)
4(S. Une courbe du second ordre est donnée par cinq conditions, par exemple, par quatre tangentes et le point de contact de l'une d'elles, ou par trois points et les tangentes en deux d'entre eux. Construire un nombre quelconque de diamètres et le centre de la courbe (n" 47).
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id. Dans une courbe donnée du second ordre, mener une corde qui soit divisée en deux parties égales par un point donné P.
50. Toutes les cordes d'une courbe du second ordre, qui sont bissectées par une corde donnée quelconque, enveloppent une parabole (page 95).
51. On donne deux couples de diamètres conjugués d'une ellipse ou d'une hyperbole et un point ou une tangente ; construire autant de points ou de tangentes de la courbe qu'on voudra (pages 110 et 111).
52. On donne deux points ou deux tangentes et un couple de diamètres conjugués d'une courbe du second ordre ; ou bien trois points ou trois tangentes et le centre; construire la courbe (pages 110 et 111).
55. Construire une parabole, connaissant deux points ou deux tangentes et la direction des diamètres (page 109), ou bien deux points ou deux tangentes et l'axe.
54. Une parabole est définie par quatre tangentes; construire son axe.
55. Construire une ellipse ou une hyperbole, connaissant trois points ou trois tangentes et un axe.
50. Construire une hyperbole, connaissant ses asymptotes et un point ou une tangente (pages 114 et 115).
57. Tracer les axes d'une courbe du second degré donnée (page 115).
5<S. D'un point S on abaisse des perpendiculaires sur tous les diamètres d'une courbe k^ du second ordre ; ces perpendiculaires coupent les diamètres conjugués respectifs en des points appartenant à une hyperbole équilatère qui passe par S et par le centre de /.^ et dont les asymptotes sont parallèles aux axes de /.•\ Les j)ieds de toutes les normales à k^ passant par S sont situés sur cette hyperbole. D'un point pris dans le plan d'une courbe quelconque du second ordre, on ne peut donc mener plus de quatre normales à cette courbe.
59. Soient S et Sj deux points d'une courbe du second ordre, situés sur un diamètre quelconque, et u et u^ deux droites du plan qui sont parallèles à deux diamètres conjugués quelconques de la courbe. Si l'on projette la courbe de S et S, sur u et u^, on obtient (page 110) deux ponctuelles projectives semblables u et u^ qui sont par suite divisées en parties proportionnelles. Ce théorème sert de base à une construction connue et très simple de l'ellipse ou de l'hyperbole.
00. Si l'on projette en même temps une parabole de l'un de ses pi>ii;ts sur un diamètre (|uelcon(jue u et de son point à l'infini sur une
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droite quelconque m^ on obtient sur u et w, deux ponctuelles projectives semblables. On déduit de là une construction très simple de la parabole.
61 . Etant données deux courbes du second ordre dans un même plan, tout point A du plan a deux polaires par rapport à ces courbes et nous pouvons faire correspondre le point Aj d'intersection de ces polaires avec le point A. Les deux polaires de A^ passent alors par le point A et les points homologues, comme A et Aj, sont conjugués deux à deux par rapport aux deux courbes. Nous pouvons de même faire correspondre deux à deux les rayons du plan qui sont conjugués par rapport aux deux courbes du second ordre. .le dis que (voir page 101) :
Aux points d'une droite corres- ])ondent en général ceux d'une courbe du second ordre. Toutes les courbes du second ordre qui correspondent de la sorte aux droites du plan, ont au moins un point connnun et au plus trois points U, V, W communs. Les deux polaires de chaque point commun se confondent, de sorte qu'à ce point correspondent tous les points d'une droite.
Aux rayons passant par un point correspondent en général les tangentes d'une courbe du second ordre. Toutes les courbes du second ordre dont les tangentes correspondent ainsi aux rayons passant par chaque point, ont au moins une tangente commune et au plus trois tangentes w, v, w communes. Les deux pôles de chaque tangente commune se confondent, de sorte qu'à cette tangente correspondent tous les rayons passant par un point.
Si les courbes données du second ordre sont circonscrites à un quadrilatère, les trois couples de côtés opposés de ce dernier se coupent aux points U, V, W. Ces trois points sont les sommets, et les droites w, y, w sont les côtés d'un triangle polaire comnmn aux deux courbes.
62. Dans le plan d'une courbe k"^ du second ordre, on peut faire correspondre deux à deux les rayons qui sont rectangulaires et qui en même temps sont conjugués par rapport à A;^ Aux rayons passant par un point propre S, qui n'est situé sur aucun des axes de la courbe (page 165), correspondent alors les tangentes d'une parabole (n° 28) qui est tangente à la polaire du point S et aux axes de la courbe A*. Toute tangente commune à la parabole et à la courbe A:* sera tangente à cetle
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dernière au pied de la iioiinale abaissée de S sur L'^ (\oir ii" 5<S).
65. Dans une gerbe de rayons, on doime une surface conicjue A' du second ordre el un rayon déterminé ii ; on peut faire correspondre deux à deux les rayons a, a^ (\\n sont conjugués par rapport à k^ et qui sont dans un même plan aNci: u. Si a d(''ci-it lui plan 7, a^ décrit une surface conique du second oidre, (\\n passe par u et par le rayon polaire de a et ({ui a en cojumun avec li^ tous les rayons de /i^ situés dans a et dans le plan polaiie de u (voir page 105). Connnent s'énonce le théorème récii)roque ?
()i. Les relations géométriques établies dans les n°' 01, 62, 05 sont des cas de la corresponâanve (fcoiiictrique du second ord)e, dont il sera plus longuement question dans la seconde partie de cet ouvrage ; elles peuvent être employées pour transformer des formes simples en de plus compliquées. Parmi celles-ci, la transformation connue sous le nom de tians formation par raijons vecteurs rcciproques mérite une place à part; elle a la plus grande importance non seulement pour la géométrie syntliéti(pie, mais aussi pour certaines recherches de la physique mathématique et de la théorie des fonctions. Conmie on le \erra bientôt, cette transformation n'est ([u'un cas très particulier d'une correspondance géon)étri(|ue du second degré indi(juée précédenimeul (|)age 105).
TRANSFOIiMATIUlN PAR UAYOAS VECTELHS UÉCIPKOQLEs'.
0'). Soit un cei'cle de rayon r et de centre M; nous considérerons deux points P, Pj du plan comme rapportés l'un à l'autre, (piand ils seront situés sur une droite passant par M et conjugués par rapport au cercle. P et P^ sont alors liaruu)ui([uement séparés j)ar les extrémités d'un diamèti-e du cercle et Ton a par conséquent ^pagc IS).
MP.Ml\ = r', ou ^11* = ;^-
Le produit des rayons vecteui's de deux points correspondants est donc constant, ou le rayon vecteur d'iui point quelconque P est inver-
1. Pour une élude plus eoiuplète do cette théorie voir l'ouvrage doGEisER, Einleiluwj in die sipillictischc ('<eumclrv:. Leipzig, 1869, pages 109-183.
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sèment proportionnel à celui de son point correspondant Pj. C'est pour cette raison que M"" Liouville ' a donné à cette transformation le nom de principe des rayons vecteurs réciproques. M est dit le centre et r' la puissance de la transformation par rayons vecteurs ré,ciproques. A chaque point situé à Tintérieur du cercle correspond un point extérieur et à chaque point situé à l'infini dans le plan correspond le centre M. Les points de la circonférence du cercle coïncident a^ ec leurs coi'i'espondants,
00. La polaire d'un point P par rapport au cercle donné est la perpendiculaire à M P qui passe par le point correspondant P,. On tiou-
vera donc les points Pj, Q^Rj qui correspondent aux points P, (},
Pi d'une droite quelconque g en abaissant du pùle G de g des
perpendiculaires sur les droites MP, xMQ, MU Il résulte de
là que :
A une droite quelconque g coj'respond une circo)ifcrence de cercle y dont le diamètre perpendiculaire à g est limité par M et par le pôle G de la droite.
Réciproquement, à toute circonférence de cercle 7 passant par le pointM correspond une droite g; en effet, la droite qui joint deux poinis A, B, dont les correspondats Ap Jî^ sont situés sur Y) ^i pour correspoidante une circonférence de cercle qui passe par A^, Bj et M et ([ui pai' conséquent est identique avec y-
C'est en raison de cette propriété que Mobius "" a donné à la coi'res- [)ondance du second degré dont il s'agit le nom de correspondance circulaire,
07. Par le centre M de transformation menons une parallèle à la droite g ; elle est tangente en M au cercle y correspondant à g, parce ([u'elle est connue j/ perpendiculaire au diamètre MG de y- Nous eu concluons que :
Deux droites quelconques f et g du plan se coupent sous le môme angle que les circonférences o et y qui leur correspondent.
Deux triangles infiniment petits qui se correspondent ont donc leui's angles égaux et sont semblables ; ou en d'autres ternies :
A Vaide des rayons vecteurs réciproques, le plan est représenté ou
1. Liouville. Journal de nialhénialiques, V" série, tome XII, page 265.
2. MoDius. Mémoires de la Sociélé ro\jale des sciences de Saxe. Leipzig, 18ô.") tome IL pages o31-o95, et comptes rendus des séances de la même Société, 185o, pages 14-24.
transformé sur lui-même fVune manière conforme, de telle sorte que les portions infiniment petites de deux figures correspondantes sont semblables entre elles.
Ce théorème ne cesse d'être applicable que pour la région iiiliiiinieut petite du plan qui avoisine le point M.
68. Une droite pouvant être considérée comme un cercle de rayon infiniment grand, le théorème qui exprime qu'à tout cercle passant ])ar M correspond une droite, et réciproquement (n" 66), peut être regardé connue un cas particulier de la proposition suivante :
Toute circonférence de cercle ■/. est transformée par rayons vecteurs réciproques en une circonférence de cercle y.j ; M est un centre de similitude de ■/, et -/.j.
Pour démontrer cette proposition plus générale, prenons sur x un point fixe P et un point mobile Q ; désignons par Pj et Q^ les deux points qui leur correspondent et soient P' et Q' les points où les sécantes MP et MQ rencontreut respectivement x pour la seconde fois. Le théorème sur les segments qu'un cercle intercepte sur des sécantes nous donne :
MP.MP' = i\iQ..M(J'.
Mais en \ertu du principe des rayons vecteurs réciproques, on a : MP.MP,==MQ.MQ,==r-.
Par suite :
m" _my
MP/~MQ,
et les triangles MP'Q' et MPjQj sont semblables (ce qui peut se représenter par A MP'Q' co A M P^Q^, le signe «o indiquant la similitude).
Si donc Q, et par suite Q', parcourt la circonférence x, 0^ décrit une courbe semblable à x et semblablement placée, c'est-à-dire une circonférence de cercle X,. M est le centre de similitude extérieure, et Q' et Q^ de même que P' et Pj sont des points homologues des deux circonférences x et x^; les points correspondants deux à deux, connue Q et Q, ou P et Pj sont donc situés inversement par rapport à M sur x et x, .
69. Toute circonférence de cercle, qui passe par un couple de points correspondants P,Pi, se correspond à elle-même, et elle coupe orthoqo-
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nalement le premier cercle dont les points coïncident avec leurs correspondants.
En effet, elle a en commun avec la circonférence qui lui correspond les points P, Pi, et deux autres points qui se correspondent à eux-mêmes ; et elle est tangente en ces deux derniers points à deux droites issues de M, parce que Ton a : MP.MPi, =:R^
70. Imaginons qu'on ait dans le plan deux systèmes de points P, Q, R... et P,, Qi, Rj... qui se correspondent suivant le principe qu'on vient d'exposer; faisons pivoter l'un des systèmes autour de M, jusqu'à ce que chacun de ses points ait décrit une demi-circonférence, deux points correspondants, tels que P et Pj, Q et Q,... seront encore sur une même droite avec M, mais de part et d'autre de ce point et l'on aura, comme précédemment,
MP. MPi = MQ. MQ 1 = MR. MR, = ... = constante.
L?i puissance, c'est-à-dire le produit constant des rayons vecteurs des points cori'espondants aura une valeur non plus positive mais négative. Nous obtenons ainsi un second cas de transformation par rayons vecteurs réciproques, qui se distingue du premier en ce qu'aucun point ne coïncide avec son correspondant. Dans ce cas, le plan est représenté ou transformé sur lui-même d'une manière conforme ; à chaque droite cor-^ respondun cercle passant ])ar M et, en général, à chaque cercle y. cor respond un cercle a^; le centre M est encore un centre de similitude de deux cercles correspondants, mais c'est le centre de similitude intérieure.
71. Les points de l'espace peuvent aussi être accouplés deux à den\, d'après le principe des rayons vecteurs réciproques, en prenant à volonté le centre M et la valeur positive ou négative de la puissance. Cette généralisation peut s'effectuer de la manière la plus simple eu accouplant d'abord deux à deux les points d'un plan ({uelconque mené par M et en faisant ensuite tourner ce plan autour d'un axe passant par M. Pour chaque position du plan, deux des points coiTespondants qu'il contient donnent deux points correspondants de l'espace.
7*2. Faisons tourner le plan autour de la ligne des centres de deux cercles correspondants, qui passe par M ; ces deux courbes décrivent deux surfaces sphériques, Donc :
Toute sphère •/. se transforme par rayons vecteurs réciproques en une
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sphère y., et M est un centre de similitude de x et /., (m" 68). A tout plan r correspond une sphère passant })ar M, qui est tangente en M à un plan parallèle à V.
La dei'nière partie de ce Ihéurèiue doit être regardée coiiune an cas particulier de la première; cependant on peut facilement la démontrer séparément. On voit de plus (|ue :
Deux plans (fuelconques de V espace se coupent sous le même am/le que les sphères qui leur correspondent.
Deux tétraèdres infiniment petits, dont les sommets se correspondent, ont d'après cela leurs angles plans et leurs dièdres égaux; comme un peu de léllexion le démontre, ils sont directement semblables, quand la puissance de Iransformalion est négative, et symétriquement semblables, quand elle est positive. Comme leurs faces homologues sont semblables dans tous les cas, on voit que :
Deux surfaces correspondantes sont représentées d'une manière conforme Vune sur Vautre au moi/en des rayons vecteurs réciproques.
17). D'après cela, pour l'eprésenter d'une manière conforme une sphère •/. sur un plan quelconque -, on choisira pour centre de transformation M l'un des deux points de y, où les plans tangents sont parallèles à - et l'on prendra pour puissance de la transformation le produit des deux segments MP et MPi que y. et 22 déterminent sur une droite quelconque menée par M. Au plan 2 correspond ainsi une sphère (jui a en commun avec la sphère donnée x les points P et M, ainsi que le plan tangent en M, et (fui ]iar suite coïncide avec y.. Donc :
Si Von projette [stércographiquement) une sphère y. de Vun de ses points M sur un plan - parallèle au plan tangent en il/, la surface y. sera représentée d^une manière conforme sur le plan -..
On fait un fréquent usage de cette projection stéréographique de la sphère pour la construction des cartes géographiques. On arrive ainsi à conserver aux angles sur la carte la môme grandeur que celle des angles qui leur correspondent à la surface de la terre ; les longueurs des dilférentes lignes de la surface sont au contraire représentées par des longueurs différentes, parce fpi'une sphère ne ])eut se représenter sans déliguration sur un plan.
7i. A un cercle correspond toujours un cercle dans la transformation par rayons vecteurs réciproqiies.
Va\ cil'îM. les deux sphères dont les corres])()n(iantes passent [)ar le premier cercle se conpcnl toujours sui\ant le second, Kn ])nrliculier,
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si l'un d'eux passe par M, Tauti-e dégénère en une droite (n° 68). Les inéridiens et les parallèles de la surface de la terre se transforment d'après cela en deux systèmes de cercles orthogonaux ; les projections des méridiens sont des cercles qui se coupent en deux points (les projections du pôle \ord et du pôle Sud) et les projections des parallèles sont des cercles orthogonaux aux précédents qui n'ont aucun point réel commun. Les cercles de la sphère qui passent par M sont les seuls qui soient représentés par des droites sur le plan de projection.
En particulier, si l'on place le centre M de projection au pôle Nord on au pôle Sud, les parallèles sont représentés par des cercles concentriques et les méridiens par des diamètres de ces cercles.
75. Etant données trois sphères arbitraires, on peut en général construire un cercle qui leur soit orthogonal, c'est-à-dire qui les coupe à angle droit; ce cercle est situé dans le plan passant par les centres des sphères, et son centre est un point d'égale puissance par rapport à ces trois surfaces. La construction n'est impossible que si un ])oint du plan des centres est situé à l'intérieur ou sur la surface de chacune des trois sphères. Prenons un point de ce cercle pour centre des vecteurs réciproques, le cercle se transformera en uwehgne droite et les ti'ois sphères en trois autres sphères qui seront coupées normalement par la droite et dont les centres seront situés sur elle. Donc trois sphèi'es qui jie ])assent pas par un seul et même point peuvent toujours être transformées par rayons vecteurs réciproques en trois autres sphères dont les centres sont sur une même droite.
76. Un système de sphères, engendré ])ar le mouvement continu d'une sphère variable, est en général enveloppé par une surface F qui ])Ossède un système de lignes de courbure circulaire. En effet, chaque sphère du système est tangente à F le long du cercle qui lui est comnmn avec la sphère immédiatement voisine du système ; et comme les normales à F, aux points de cette ligne, se coupent au centre de la sphère, le cercle en question est une ligne de courbure de F. Si maintenant la surface F est transformée par rayons vecteurs réciproques en une autre surface Fj, les lignes de courbure circulaire de F se transforment en lignes de com-bure circulaire de F^, puisque F^ est l'enveloppe du système des sphères qui correspondent à celles dont F est l'ejiveloppe. Donc toutes les surfaces, (pii peuvent être transformées en surfaces de révolution par rayons vecteurs réciproques, possèdent conmie ces dernières un système de lignes de coui'bure cii'culaire.
77. L'une des plus reinarquables parmi ces surfaces est la Cyclide découverte par Dupin. Elle est renvelo|)pe d'une sphère variable qui, dans son mouveinenl continu, reste constainnienl tangente à trois sphères données. D'après ce qui précède, on peut facilement établir la théorie de la cyclide en démontrant les théorèmes suivants :
Une cyclide de Dupin se transforme toujours par rayons vecteurs réciproques en une autre cyclide; quand on choisit convenablement le centre de transformation, on peut avoir une cyclide de révolution qui est l'enveloppe d'une sphère tournant autour d'une droite (N" 75). La cyclide possède deux systèmes de lignes de courbure circulaire et est touchée suivant celles-ci par deux systèmes de sphères ; les centres de ces sphères et les lignes de courbure sont situés avec deux quelconques de ces dernières dans deux plans de symétrie de la cyclide, normaux entre eux. Chaque sphère d'un système est tangente à toutes les sphères de l'autre système suivant les points d'une ligne de courbure circulaire. Deux lignes de courbure peuvent être réunies par une même sphère, quand elles font partie d'un même système; dans l'autre cas, elles ont un point cominim et se coupent à angle droit en ce point.
78. La cyclide n'a aucun point double (réel), ou elle a deux points nodauxoù se coupent toutes les lignes de courbure d'un même système, ou bien elle a un point cuspidal où elles sont tangentes entre elles. On obtient des formes essentiellement différentes pour ces trois espèces principales, si l'on transforme la cyclide de révolution correspondante par rayons vecteurs réciproques, en prenant le centre de transformation à l'intérieur de la cyclide de révolution, sur cette surface ou à l'extérieur. Les deux dernières espèces peuvent être représentées d'une manière conforme sur un cône droit ou un cylindre au moyen d'une transformation par rayons vecteurs réciproques.
Les plans, dans lesquels se trouvent (deux à deux) les lignes de courbure de l'un ou de l'autre système, se coupent suivant une seule et même droite; elle est située dans l'un des plans de symétrie et est perpendiculaire à l'autre.
La cyclide est touchée pai' deux [)lans délcrniiiiés en lous les points d'un cercle. Si l'on joint par des sphères les lignes de courbure de l'un ou de l'autre système avec un |)()inl (juclconrfu»» M. ces surfaces se coupent toutes suivant un cercle.
Lorsqu'une cyclide s'étend à l'inlini (ce (fui peut a\oir lieu ])our les trois genres de ces surfaces), elle possède deux lignes de courbure \vv~
tiligne qui se coupent orthogonalemeut. Les plans de toutes les autres lignes de courbure passent en partie par l'une, en partie par l'autre de ces deux droites ' .
Remarque. — Une surface F est Loiichée en un point quelconque P par une infinité de sphères ; elle est coupée en même temps par ces surfaces suivant des courbes qui passent deux fois par P et ont deux tangentes en ce point. On trouve par uu calcul très simple cjue ces couples de tangentes sont symétriques par rapport aux tangentes aux deux lignes de courbure de la surface F qui passent par P et que, par conséquent, les angles formés par chacun de ces couples de tangentes sont bissectéspar les lignes de courbure. Lorsque la sphère tangoite est une sphère de courbure de la surface F, c'est-à-dire lorsque son centre coïncide avec Vun des deux centres de courbure du point P, les deux tangentes à la courbe d'intersection se confondent avec celles des lignes de courbure de F, et P est un point de rebroussement de la courbe d'intersection. Il résulte immédiatement de là que :
Si Von transforme une surface F par rayons vecteurs réciproques en une autre surface F ^, les sphères qui lui sont tangentes, et en particulier les sphères de courbure.^ se transforment respectivement en sphères tangentes ou en sphères de courbure de F^. Et comme la transformation tC altère pas les angles, les lignes de courbure de F seront transformées en lignes de courbure de Fi.
La dernière partie de ce théorème a été démontrée par M. Liouville.
79. Les sommets de toutes les surfaces coniques du second oi-dre, tangentes aux six côtés d'un hexagone gauche quelconque, ont pour lien géométrique une surface réglée; cette dernière passe par les trois diagonales principales de l'hexagone. (Voir pages 89-90.)
<S0. Les trois diagonales principales d'an hexagone gauche, dont les six côtés sont situés sur une surface réglée du second ordre, se coupent en un même point.
81 . Une ponctuelle u et un faisceau S de rayons du premier ordre,
1. Pour plus de détails, consulter Reye, Sijnthetische Géométrie der Kugeln. Leipzig, 1819, pages 58 à 64.
ffui ne sont pas situés dans des plans parallèles, sont rapportés projeciiv(Mnent l'un à l'autre ; les rayons qu'on peut mener par les points de u parallèlement aux rayons correspondants de S, constituent l'un des systèmes réglés d'un paraboloïde hyperbolique (voir page 95).
82. Une ponctuelle u et un faisceau de plans v sont projectifs et leurs lieux ne sont ])as perpendiculaires l'un à l'autre ; les normales qu'on peut abaisser des points de u sur les plans correspondants de v constituent l'un des systèmes réglés d'un paraboloïde hyperbolique (n" 81).
85. On mène les normales à une surface réglée en tous les points d'une de ses génératrices; elles constituent l'un des systèmes réglés d'un paraboloïde hyperbolique équilatère (n" 82 ; voir page 124).
84. Par un point quelconque, on mène des plans perpendiculaires à tous les rayons d'un système réglé ; ces plans forment un faisceau de plans du premier ou du second ordre suivant que le système réglé appartient à un paraboloïde hy]:)erbolique ou à un hyperboloïde à une nappe, (page 126).
85. Tous les plans qui passent par un point fixe et coupent un hyperboloïde à une nappe donné suivant des paraboles, enveloppent une surface conique du second ordre, parallèle au cône asymptotique.
86. Construire une surface réglée, connaissant deux rayons a et b non situés dans le même plan et trois points en dehors de a et b, ou trois plans tangents ne passant pas par a et b.
87. Quel est le lieu d'un point qui est harmoniquement séparé d'un point donné A par une surface réglée. Quelle ligne ce lieu géométrique a-t-il en commun avec un plan passant par A ?
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88. Construire le quatrième élément harmonique à trois éléments donnés d'une forme élémentaire du second ordre; par exemple, étant donnés trois points d'une courbe (\\\ second ordre, construire le quatrième harmonique.
89. Un faisceau de rayons du premier ordre et un faisceau du second ordre sont situés dans un même plan et rapportés projectivement l'un à l'autre. Tracer la courbe du troisième ordre sur laquelle sont situés tous les points d'intersection des rayons homologues des faisceaux (page 156).
FORMES KLÉMENTAIRES PR0.IE(.T1VES
00. Le problème réci|)i'(jquc du 11" 89 donne un faisceau de rayons du troisième ordre; on demande de le construire.
91. Construire la courbe du quatrième ordre, engendrée pai- deux faisceaux projectifs de rayons du second ordre (page 142).
92. Tracer le faisceau de rayons du quatrième ordre engenfiré par deux courbes projectives du second ordre.
95. Sur une courbe du second ordre est placé le sommet S d'un angle de grandeur constante qui détermine une corde AB de la courbe. Si l'on fait pivoter cet angle autour de S, la corde A B décrit un faisceau de i-ayons du second ordre (page 158). Si l'angle donné est droit. AB tourne autour d\m point fixe (page 162).
94. On circonscrit à une courbe du second ordre un triangle ABP tlont la base AB est située sur une tangente donnée u de la courbe et a une longueur constante. Si cette base se déplace en glissant sur u, le sommet P du triangle décrit une nouvelle courbe du second ordi-e (page 158). En particulier on déduit de là que :
95. Si un angle de grandeur donnée est circonscrit à une parabole et si ses deux côtés se déplacent en restant constamment tangents à cette courbe, son sommet décrit une hyperbole, et la droite qui joint les deux points de contact engendre un faisceau de rayons du second ordre. L'angle droit seul fait exception (Théorème 105).
96. On donne une surface conique du second ordre et deux droites a et b ne se coupant pas, qui sont ou parallèles à deux rayons de la surface conique ou perpendiculaires à deux de ses plans tangents. Si une troisième droite se meut de telle manière qu'elle renconti-e les droites a et b et soit toujours parallèle à un rayon de la surface conique ou (dans le second cas) toujours normale à un plan tangent de cette surface, elle décrit un hyperboloïde à une nappe (pages 156-157).
97. Une ponctuelle rectiligne du premier ordre m et ime ponctuelle h^ du second ordre projectivement rapportées entre elles, mais qui ne sont pas dans un même plan et qui n'ont pas de point correspondant commun, engendrent un système de droites que nous appellerons ww système réglé du troisième ordre'. Une droite g coupe au moins un rayon de ce système et au plus trois, comme on le voit facilement (page 154) en projetant la ponctuelle m de l'axe ^suivant un faisceau de
1. Voir la tlièse de M. Benno Klein. Sm- la i^urj'ace ri'db'c <lu troislèvu- ordre et sa repréiientation sur un plan. 1876;
plans. Le système réglé du troisième ordre sera en général projeté d'un point quelconque suivant un faisceau de plans du troisième ordre. (Voir page 155.)
98. Tout plan passant par w, qui coupe la courbe k^, contient deux rayons du système réglé du troisième ordre. Si maintenant l'on projette les deux ponctuelles projectives u et /.:'' du point d'intersection D de deux rayons de cette espèce, on obtient un faisceau de rayons du premier ordre et une surface conique du second ordre, qui sont projectifs, (pii ont deux rayons correspondants communs et qui par conséquent (page 156) engendrent un faisceau de plans d du premier ordre. Tous les couples de rayons du système réglé, qui sont situés dans les plans passant par u, se coupent donc suivant les points d'une droite d et de chacun de ces points le système réglé est projeté suivant un faisceau de plans du premier ordre perspectif à u et A*. Nous pouvons donner aux deux droites u et d le nom de directrices du système réglé du troisième ordre, puisque tous les rayons du système les rencontrent. La droite d ne coïncide avec u que si u coupe la courbe k- ; dans ce cas particulier, la directrice u est en même temps un rayon du système réglé.
99. Soit S un point appartenant à un rayon a du système réglé du troisième ordre, mais qui n'est situé sur aucune des directrices u ei d. Les ponctuelles projectives u et A;^ seront projetées de ce point suivant un faisceau de rayons du premier ordre et une surface conique du second ordre f{ui ont le rayon a correspondant commun et qui, par suite (page 158) engendrent un faisceau de plans du second ordre perspectif à w et à A:^. Le système réglé du troisième ordre sera donc projeté de l'mi quelconque S de ses points suivant ce faisceau de plans du second ordre. Mais comme ce dernier est projectif au faisceau de plans d, qui est lui-même perspectif aux ponctuelles u et k^, il en résulte que :
100. Le système réglé du troisième ordre sera aussi engendré par le faisceau de plans du premier ordre d, sur l'axe duquel les rayons du système se coupent deux à deux, et par un faisceau de plans du second ordre projectif à d, dont le sommet peut être pris à volonté sur le système réglé. Ce second mode de génération est réciproque au premier qu'on a indiqué, et par conséquent le système réglé du troisième ordre est réciproque à lui-même. Si nous partons du second mode de génération du système, nous arrivons à des théorèmes, réciproques de ceux qu'on a démontrés précédemment. Citons entre autres les suivants :
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Le système réglé du troisième ordre est projeté d'un point quelconque, situé sur l'un de ses rayons, suivant un faisceau de plans du second ordre,
Le système réglé du troisième ordre est coupé par un plan quelconque, passant par l'un de ses rayons, suivant une courbe du second ordre,
et tous ces faisceaux projetants de plans et ces courbes d'intersection du second ordre sont projectifs entre eux, à la ponctuelle u du premier ordre et au faisceau de plans d du premier ordre. Les courbes d'intersection du second ordre sont perspectives au faisceau d et à tous les faisceaux projetants de plans du second ordre.
101 . Le système réglé du troisième ordre est situé sur une surface réglée F'' du troisième ordre, qui est rencontrée par une droite quelconque en trois points au plus et qui est coupée par un plan quelconque suivant une courbe du troisième ordre. La surface F^ passe deux fois par la directrice d, qui contient un point double propre ou isolé de toute section plane de la surface. Les plans qui passent par les rayons du système réglé du troisième ordre coupent chacun la surface F"' suivant le rayon qu'ils contiennent et suivant une courbe du second ordre; ces courbes sont rencontrées chacune par le rayon correspondant du système réglé en deux points, dont l'un est situé sur la ligne double d, tandis que l'autre est le point de contact du plan de la courbe avec la surface F'". Les plans qui passent par les rayons du système réglé sont donc des plans tangents de la surface F''; les plans passant par la directrice M, dans lesquels ces rayons sont situés deux à deux, sont des plans tangents doubles de F'\
102. Nous distinguons trois espèces de surfaces réglées du troisième ordre. En effet, une des courbes du second ordre k^ situées sur F^peut comprendre dans son intérieur le point où son plan coupe l'axe u des plans tangents doubles; ou bien ce point peut lui être extérieur, ou bien enfin elle peut passer par lui ; et il est de même pour toutes les autres courbes k- de la surface. Dans le premier cas (comme cela résulte du premier mode de génération, n° 97), chaque plan passant par u contient deux rayons du système réglé du troisième ordre et en même temps deux de ses rayons se coupent en chaque point de d. Dans le second cas, les deux plans cuspidaux de la surface qui passent par u et sont tangents aux courbes du second ordre k^, séparent les plans tangents doubles propres et les points doubles propres de la surface des
plans tangents et points doubles isolés qui, coiiinie les précédents, passent par u ou sont situés sur d. Enfin le troisième cas peut être considéré comme le cas limite des deux premiers; quand il se réalise, les deux directrices u et d coïncident (et il en est de même des deux plans cuspidaux) .
105. Une droite se meut en s'appuyant constamment sur deux droites u, (] (qui ne se rencontrent pas) et sur une courbe du second ordre I,' (pii est coupée par d, mais qui n'est dans un même plan ni avec d, ni avec u ; elle décrit une surface réglée du troisième ordre (n° 97) dont les points doubles sont situés sur d et dont les plans tangents doubles passent par u. Gomment s'énonce le théorème réciproque?
FOIJMES ELEMEJNTAIRES EN INVOLUTION.
104. Si l'on prend une ponctuelle involutive sur une tangente d'une conique, et si de deux points conjugués quelconques Ton mène deux nouvelles tangentes à la courbe, ces dernières se coupent sur une droite déterminée (page H7). Il en résulte en particulier que :
105. Les sommets de tous les angles droits, qu'on peut circonscrire à une parabole, sont situés sur une même droite; il en est de même pour les sommets de tous les triangles isocèles circonscrits dont la base est située sur une tangente donnée de la ])arabole.
106. Les sommets de tous les triangles circonscrits à une conique, dont les bases sont situées sur une tangente donnée et sont bissectées par son point de contact x\, sont (d'après le n" 104) situés sur une même droite, qui est le diamètre de la courbe passant par A, Les droites qui joignent dans chaque triangle les points de contact des deux autres côtés, sont parallèles à la base.
107. Deux plans tournent autour de deux droites fixes u, u^ de manière à être constamment parallèles à deux diamètres conjugués d'une conique; leur droite d'intersection décrit un cône ou une surface réglée du second ordre (jui passe parw et v^.
108. Amener en position involutive deux faisceaux projectifs de rayons ou de plans du premier ordre (voir n" 15).
109. On donne deux couples de points A,Aj et B,!)^ d'une ponctuelle involutive ; construire au moyen du quadrilatère complet le point G^con-
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jugué à un cinquième point C (page 155) et, en particulier, déterminer le point central de la ponctuelle dont le conjugué est à l'infini.
110. On connaît deux couples de diamètres conjugués d'une conique, (lonstruire le diamètre conjugué à un cinquième diamètre f(uelconque (pages 148 et 153).
111. Si par un point quelconque on mène des parallèles aux trois couples de côtés opposés d'un quadrilatère complet, on obtient trois couples de rayons d'une involution (page 155); on en déduit que :
112. Si deux couples de côtés opposés d'un quadrilatère complet se coupent normalement, les deux autres côtés opposés restants sont aussi perpendiculaires l'un sur l'autre (page 162). Ou : les trois hauteurs d'un triangle se coupent en un même point, le centre des lianleurs du triangle.
115. Toutes les courbes du second ordre, qui passent par les sommets et le centre des hauteurs d'un triangle quelconque, sont des hyperboles équilatères dont les asymptotes sont perpendiculaires l'une à l'autre (page 155 et n° 112). On peut toujours circonscrire une hyperbole équilalère à un quadrilatère quelconque ; cette courbe passe par les centres (les hauteurs des quatre triangles formés avec les sommets du quadrilatère.
114. Les côtés d'un triangle constituent avec la ligne de l'infini un quadrilatère complet, dont les trois couples de sommets opposés sont pj-ojetés du centre des hauteurs suivant trois couples de rayons perpendiculaires entre eux. Il résulte de là (voir page 155 et 150) que :
115. Deux tangentes d'une parabole se coupent rectangulairemcnt au centre des hauteurs de tout triangle formé de tangentes à cette courbe. Par conséquent, les centres des hauteurs de tous ces triangles sont situés sur une même droite (n° 105). En particulier, les centres des hauteurs des quatre triangles, compris dans un quadrilatère complet quelconque, sont situés sur une même droite.
116. Soit ABGD un rectangle circonscrit à une ellipse ou à une hypei'bole; deux tangentes de la courbe se coupent rectangulaii-ement en tout point S, qui est situé sur un même cercle avec les sommets A, B, G, D (page 156); en effet, les deux couples de sommets opposés du rectangle sont projetés de S pai- deux couples de rayons rectangulaires. Nous déduisons de là que : les sommets de tous les angles droits qu'on peut circonscrire à une ellipse ou à une hyperbole sont situés sur un ceirle.
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Ce théoroiiic peut être regardé comme un cas particulier du suivant
117. Deux tangentes d'une courbe k du second ordre, qui passent par deux points conjugués d'une })onctuelle involutive u, se coupent en général sur une autie courbe du second ordre.
Deux points d'une courbe du second ordre, par lesquels passent deux rayons conjugués d'un faisceau S en involution, sont situés en général sur un rayon d'un faisceau du second ordre.
11 y a exception quand la courbe k est tangente à la droite u {n" 104). En général, on peut cii'conscrire à la courbe un quadrilatère abcd dont deux sommets opposés ac et bd coïncident avec deux points conjugués P, P de u. Soit S un point où se coupent deux tangentes de k qui passent par deux autres points conjugués Q, Qi de m ; ces tangentes SQ, SQj, les rayons SP, SP^, et le troisième couple de rayons qui projettent de S deux sommets R, Rj du quadrilatère abcd différents de P et P,, forment une involution (page 15i) et par conséquent les rayons SR, SR^, passent aussi par deux points conjugués de u. Rapportons les faisceaux de rayons R et Ri projectivement l'un à l'autre de telle mamière que deux rayons homologues passent par deux points conjugués de u, ils engendrent une courbe du second ordre qui est le lieu géométrique du point S. On peut donc encore dire : Les couples de tangentes d'une courbe du second ordre qui sont harmoniquement séparées par deux points donnés se coupent en général sur une courbe du second ordre. Sous cette forme, le théorème de gauche est un cas particulier du suivant dont nous ne donnons pas la démonstration :
Les couples de tangentes d'une courbe du second ordre, qui sont conjuguées par rapport à une seconde courbe du second ordre, se coupent en général en des points appartenant à une troisième courbe du même ordre.
Les couples de points d'une courbe du second ordre, qui sont conjugués par rapport à une seconde courbe du second ordre, sont situés en général sur les tangentes d'une troisième courbe du même ordre.
On trouve facilement que la troisième coui'be (théorème de gauche) passe par chacun des points de contact de toute tangente commune aux deux premières courbes.
il 8. Si parmi les trf)is cercles, construits sur les diagonales d'un
(luadrilalère complet comme diamètres, deux quelconques se coupent, le troisième passe aussi par leurs deux points d'intersection. Les côtés de tout angle droit qui a Tun de ces points d'intersection pour sommet sont tangents à une courbe du second ordre inscrite dans le quadrilatère.
119. Toutes leshyperboles circonscrites à un quadrilatère inscriptible dans un cercle ont leurs axes parallèles ; les directions de ces axes sont les bissectrices des angles que font entre eux les côtés opposés du rpiadrilatère. En effet, les rayons doubles d'un faisceau involutif de rayons, dont trois couples de rayons conjugués sont parallèles aux trois couples de côtés parallèles du quadrilatère inscriptible, sont perpendiculaires l'un à l'autre.
120. Par le point milieu M d'une corde d'une courbe du second degré on mène deux sécantes ; ces droites déterminent un quadrilatère complet inscrit dans la courbe, les deux autres couples de côtés opposés de ce quadrilatère interceptent sur la corde deux segments qui ont aussi le point M comme point milieu.
Construire le foyer F d'une parabole
1° Le foyer F est situé sur la perpendiculaire élevée à chaque tangente par son point de rencontre avec la tangente au sommet (page 170).
2" Le foyer bissecte le segment de l'axe conq^ris entre deux droites conjuguées perpoiidiculaires l'une sur l'autre, par exemple la tangente et la normale en un point de la parabole (page 165).
7f Chaque tangente à la parabole fait avec un diamètre le même angle que la droite qui joint son point de contact au foyer F (page 165).
4° Tous les cercles circonscrits à des triangles formés de tangentes à la parabole passent par le foyer F (page 172).
122. Construire la directrice f d'une parabole. 1" La directrice est la polaire du foyer.
2° Deux tangentes rectangulaires se coupent sur la direcirice (^page 165).
3" Les centres des hauteurs de tous les triangles formés de tangentes à la ])arabole sont situés sur la directrice f {n° 115).
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125. Les directrices de toutes les paraboles inscrites dans un triangle passent par le centre des hauteurs de ce triangle, et leurs foyers sont situés sur le cercle circonscrit au triangle. Si d'un point quelconque de ce cei'cle ou abaisse des perpendiculaires sur les c(jtés du triangle, leurs trois pieds sont situés sur une nièine droite, (jui est la tangente au sonuuel de l'une des paraboles inscrites.
i'Jk (lonsdiiire les loyers d'une ellipse ou d'une hyperbole :
l" En les regardant coninie des points doubles d'une ponctuelle en imolution située sur Taxe principal (page 164).
■2" Au moyen des tangentes au sommet de l'axe principal. Ces tangentes déterminent sur une troisième tangente quelconque un segment qui est jirojeté de chacun des foyers suivant un angle di'oit (page 171).
5° Au moyen du cercle qui est tangent à la courbe aux deux extrémités de l'axe principal. Si l'on élève sur chaque tangente à la courbe des perpendiculaires aux points où elle rencontre ce cercle, ces droites coiqDent l'axe principal aux deux foyers (page 170).
'^° En circonscrivant un cercle à un triangle rectangle dont les cotés sont conjugués l'un à l'autre et dont l'hypoténuse est située sur Taxe conjugué. Ce cercle coupe l'axe principal aux deux foyers (page l()4).
o" Au moyen du théoi'ème sur la constance de la somme ou de la dilïérence des l'ayons f(iii joignent \\n point de la courbe aux foyers, (page J69).
125. Construire une courbe du second ordre, connaissant un foyei', la directrice correspondante et un point ou une tangente (pages 165-1 67).
l'26. Construire une courbe du second ordre connaissant ini fo)erel trois tangentes, ou deux tangentes et le j)oint de contact de Tune d'elles (page 171). Dans l'un et l'autre cas, construire ijimiédiatement l'autre foyer (page -165).
127. Si l'on fait correspondre entre eux les foyers de toutes les courbes du second ordre inscrites dans un triangle ABC, on obtiendra entre les points du plan une correspondance involutive du second degré, dont A, B, C sont les trois points principaux; c'est-à-dire que si l'un des foyers décrit une droite u quelconque, l'autre décrit une courbe du second ordre passant par A, B, C et projective à u (page 165). Les bissectrices des angles du triangle se correspondent à elles-mêmes. Toute di'oite du ])lan est un axe de Tune des courbes du second ordre inscrites.
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hJ8. Coiislriiire une courbe du second ordre, coimaissant les deux foyers et un point ou une tangente (pages 109 et 17(1).
129. Les angles fonnés ])ai' les tangentes qu'on peut mener à des courbes homofocales du second ordre par un point ([uelconque P de leur plan, sont bissectés par deux droites déterminées ([ui se coupent orthogonalenient en P (page 165); ce sont les tangentes aux deux courbes qui passent par P.
130. Les pôles d'une droite g, par ra])port à des courbes homorocales du second ordre, sont situés sur une droite perpendiculaire à 7, (jui est harmoniquement séparée de g par las deux foyers.
131. Les côtés opposés d'un quadrilatère formé par un triangle polaire et le point de rencontre de ses hauteurs sont liai'moni([uenient séparés deux à deux par les foyers de la courbe.
132. On donne deux points A, B et un foyer F d'une courbe du second ordre; l'autre foyer Fj est situé sur une coni({ue passant par F et ([ui a A et B pour foyers. En effet puisque AF dz BF est donné, AF^ dr BF'j, doit avoir une grandeur constante (voir page 169). La direc- I rice qui correspond à F coupe la droite AB en l'un des deux points par les([uels passent les bissectrices des angles formés par FÂet FB (page 167).
155. Construire une courbe du second ordre, connaissant un foyer, le centre et un point ou une tangente (n" 128).
131. Le produit des distances d'un foyer cà deux tangentes parallèles d'une ellipse ou d'une hyperbole est constant (page 16(S). 11 en est de juême pour le pi'oduit des distances des deux foyers à une tangente quelconque.
135. Construire une ellipse connaissant les longueurs de ses axes. 1" En prenant pour point de départ le théorème du n° 59.
2" En se servant des quatre tangentes aux sommets (n°' 20 et
3" A l'aide des foyers qu'on construira au moyen des longueurs des axes.
136. Construire une parabole, connaissant le foyer et la directrice, (page 168); ou bien le foyer, l'axe et un point ou une tangente.
137. Les centres de tous les cercles tangents à deux cercles donnés sont situés sur deux courbes homofocales du second degré (voir page 169).
Les centres des cercles doimés sont les loyers de ces courbes.
158. Tous les points du plan équidistaiits d'une droite et d'un cercle sont situés sur deux paraboles (voir n" 157).
159. Étant donné un angle de grandeur constante dont un côté reste constaifiment tangent à une courbe du second ordre, tandis que l'autre côté pivote autour de l'un des foyers, son sommet décrit un cercle doublement tangent à la courbe (page 1G9). Si la courbe est une parabole, le lieu du sommet de l'angle est une tangente à cette courbe.
140. Inscrire dans une courbe du second ordre un M-angle (polygone simple à n sommets), dont les côtés passent respectivement par n points donnés non situés sur la courbe.
141. Circonscrire à une courbe du second degré un n-angle simple dont les sommets soient respectivement situés sur n droites données qui ne sont pas tangentes à la courbe.
142. On donne un pentagone simple dans un plan; on demande d'en déterminer un second qui soit en même temps inscrit et circonscrit au pentagone donné.
145. Mener par un point donné deux rayons qui interceptent sur deux di'oites données u, v deux segments de longueur donnée.
144. Entre deux droites u, v mener une droite qui soit vue de deux points donnés sous des angles droits.
145. Déterminer sur une droite donnée un segment (jui soit vu de deux points donnés sous des angles donnés.
146. Par un point donné, mener une droite qui divise un triangle en deux parties équivalentes ou qui forme avec deux droites données un triangle de surface donnée.
147. Circonscrire à un triangle donné un triangle dont un côté soit limité par deux droites données et dont les deux autres côtés comprennent entre eux un angle de grandeur donnée.
148. Construire les côtés de deux angles droits (|ni se correspondent dans deux faisceaux projectifs de rayons (n" 15).
149. Étant données deux ponctuelles projectives situées sur la même di'oite, trouver deux points homologues qui soient à une distance donnée l'un de l'autre; ou déterminer dans deux faisceaux de rayons cou-
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centriques et projectifs deux rayons homologues comprenant entre eux un angle de grandeur donnée.
150. Étant données deux ponctuelles rectilignes projectives, déterminer sur elles deux segments homologues de longueur donnée.
151. Une courbe du second ordre a en général un couple de diamètres conjugués parallèle à un couple de diamètres conjugués d'une autre courbe du second ordre située dans le même plan. Les hyperboles dont les directions asymptotiques sont séparées les unes par les autres font seules exception (page 181).
152. Circonscrire à un quadrilatère une courbe du second ordre tangente à une droite donnée (page 155); ou inscrire dans un quadrilatère une courbe du second ordre passant par un point donné.
155. Dans le plan qui contient deux courbes du second ordre, il existe au moins un point réel U qui a une seule et même polaire u par rapport aux deux courbes (n° 61). Les deux points réels ou imaginaires conjugués de u par rapport à chacune des deux courbes (voir page 181) forment avec U un triangle polaire commun aux deux courbes. D'après cela, deux courbes du second ordre, situées dans le même plan, ont en général un triangle polaire commnmn ; ce derniei" a au moins un sommet et un côté réels.
AXES FOCAUX ET PLANS CYCLIQUES DES SURFACES GOiNIQUES DU SECOND OHDRE.
154. Si un dièdre donné tourne autour de son arête s, le plan qui unit les deux droites suivant lesquelles ses faces sont respectivement coupées par deux plans passant par un point de s enveloppe une surface conique du second ordre, dont s est un axe focal (page 192). Gomment s'énonce le théorème réciproque?
155. L'angle plan déterminé sur un plan tangent quelconque d'une surface conique du second ordre par les plans tangents perpendiculaires au plan ([ui contient les deux axes focaux réels f et f est projeté de chacun de ces axes suivant un angle dièdre droit.
156. Les plans cycliques réels •/. et •/ d'une surface conique du second ordre coupent suivant deux angles droits tout angle dièdre formé enjoignant un rayon quelconque de la surface aux deux rayons de cette surface perpendiculaires à y.-/.'.
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157. Deux surfaces coniques homofocales se coupenl normalement suivant chaque rayon qui leur est commun (page 191).
158. Deux surfaces coniques clu second ordre conciidiqties sont touchées par tout plan tangent comunni suivant deux rayons perpendiculaires entre eux (n" 157 ; voir aussi page 195).
159. Tous les dièdres qu'on peut circonscrire à deux surfaces coniques homofocales du second ordre passant par un point quelconque P. sont bissectés par deux plans déterminés qui se coupent rectangulairement au point P (n° 129).
160. Étant donnés des surfaces coniques homofocales du second ordre et un plan passant par leur sommet, tous les angles contenus dans ce plan et inscrits dans les différentes surfaces sont bissectés par deux rayons détenninés, perpendiculaires Tun à Tautre (n" 159).
161. Une surface conique du second orch'e et une sphère qui lui est concentrique ont pour courbe commune une conique spliérique. La sphère coupe chaque plan de symétrie du cône suivant un axe de la conique spliérique, chaque plan cyclique suivant une li<j7ie cyclique, chaque plan tangent suivant une tangente, cha(;[ue axe principal suivant deux centres et chaque axe focal de la surface conique suivant deux foyers de la conique sphérique.
162. Laconique sphérique est une courbe jumelle, c'est-à-dire qu'elle se compose de deux lignes séparées dont les points sont diamétralement opposés sur la surface de la sphère. Elle a en général trois couples de centres oi^i ses trois axes se coupent rectangulairement ; elle a de plus deux lignes cycliques réelles et deux couples de foyers réels. Le premier axe passe par ces foyers et par les points d'intersection des deux lignes cycliques ; le second est tout entier à l'extérieur de la conique ; enfin le troisième coupe normalement les lignes cycliques réelles et a par conséquent, comme le premier, deux couples de sommets réels (pages 191 et 196). Dans un cas particulier, la conique sphérique se compose de deux cercles de la sphère.
165. Trans})orter aux coniques sphériques toutes les propriétés des surfaces coniques du second degré relatives aux plans de symétrie, axes principaux, axes focaux et plans cycliques.
164. Si l'un des côtés d'un triangle sphérique se meut de telle manière que la surface de ce triangle reste constante, ce côté enveloppe une conicpe sphérique, qui a pour lignes cycliques les deux autres côtés du triangle. Si l'un des souunets d'un triangle sphérique se meut sur
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la sphère de telle sorte que le périmètre du triaugle reste constant, ce sommet décrit une conique sphérique qui a pour foyers les deux autres sommets (page 192).
QUADRANGLES ET QUADRILATÈRES POLAIRES DES COKIQUES.
165. Nous appellerons quadrangle polaire d'une conique -f un quadrangle complet dans lequel chacun des six côtés est le conjugué, par rapport à v-, du côté qui lui est opposé. Nous donnerons de même le nom de quachnlatère polaire de la conique à un quadrilatère complet tel que chacun de ses six sommets est le conjugué du sommet qui lui est opposé. Les polaires des sommets d'un quadrangle polaire forment un quadrilatère polaire ; et les six côtés du quadrangle passent par les xsi côtés du quadrilatère.
166. Lorsque deux couples de côtés opposés d'un quadrangle complet sont formés de rayons conjugués, il en est de même pour le troisième couple et le quadrangle est un quadrangle polaire de la conique Y'. En effet la polaire d'un sommet quelconque coupe le quadrangle en une involution de points (page 154); elle rencontre les deux premiers couples de côtés op})osés en des couples de points conjugués ; il en est donc de même pour le troisième, ce ({ui démontre le théorème. On établirait de même le théorème réciproque : un quadrilatère complet est un quadrilatère polaire de 7^ quand deux couples de ses sommets opposés sont deux couples de points conjugués.
l()7. Si l'on joint les sommets A, B, G d'un triangle aux pôles des côtés qui leur sont opposés, les trois droites ainsi obtenues passent par un point D, qui constitue avec A, B et G un quadrangle polaire de la conique y- (n" 166). Trois sommets A, B, G d'un quadrangle polaire pris arbitrairement déterminent donc le quatrième D ; en particulier, si A et V> sont conjugués par rapport à y-, ils forment avec D un triangle polaire de 7". Tout quadrangle, composé d'un triangle polaire de y" et d'un point quelconque du plan est un quadrangle polaire de y" (n° 165).
Il existe aussi des quadrangles polaires impropres dont trois sommets sont situés sur une même droite, ou dont deux sommets coïncident.
168. Si Ton prolonge les côtés «, h, c d'un triangle jusqu'à ce qu'ils
rencontrent les polaires des sommets qui leur sont opposés, on obtient trois points situés sur une même droite d qui forme avec a, 6 et c un quadrilatère polaire de la conique y- (n" j()6). Trois côtés d'un quadrilatère polaire déterminent donc le quatrième; c'est seulement dans le cas où ils forment un triangle polaire de y-, que le quatrième côté peut coïncider avec une droite quelconque du plan.
160. Lorsque deux quadrangles polaires ABCD et ABC'D' de y- ont deux sommets A et B communs, leurs six sommets sont situés sur une même courbe du second ordre, qui dans certains cas peut se décomposer en deux droites ÂÏI et CD.
Lorsque deux rjuadrilatères polaires ont deux côtés conmmns, leurs six côtés enveloppent une courbe de seconde classe (c'est-àdire appartiennent à un même faisceau du second ordre) qui peut aussi se réduire à deux points.
En ellèt, comme les faisceaux de rayons A et B seront projectiveraent rapportés l'un à l'autre si Ton fait correspondre à chaque rayon de A son conjugué dans B, il s'ensuit que A (CDC/D') 7\ B (DGD'C). On déduit delà (d'après la page 150) A (GDG'D') 7\ B(CD(rD'), comme l'énonce le théorème de gauche.
170. Gomme un triangle polaire de y- devient un ([uadrangle polaire par l'adjonction d'un point quelconque du plan, on déduit immédiatement du double théorème ci-dessus les propositions qui suivent :
Lorsqu'un triangle polaire et un (juadrangle polaire de y^ ont un sommet commun, leurs six sommets sont situés sur une courbe du second ordre.
Quand un triangle polaire et an quadrilatère polaire de y" ont un côté conmiun, leurs six côlés sont tangents à une courbe de seconde classe.
Deux triangles polaires d'une conicpie y^ peuvent donc être inscrits à uwQ courbe du second ordre et circonscrits à une courbe de seconde classe (voir aussi page 151). Ges courbes peuvent respectivement se réduire à deux droites ou à deux points.
171. Deux coniques y^ et yf', situées dans le même plan, ont une infinité de (juadrangles et de quadrilatères polaires communs. On peut prendre à soionté deux côtés «, b d'un pareil quadrangle polaire; les
QUADRANOLI'.S ET QUADRILATÈRES POLAIRES DES CONIQUES
cotes «1, b^ qui leur sont opposés joignent respectivement les deux pôles de a et ^ par rapport à y^ et Vj.
Lorsque deux quadrangles polaii-es ABCD, AB'G'D' communs à Y^ et Y^^ ont un sommet A. commun, leurs sept sommets sont situés sur une même courbe du second oi'dre.
Lorsque deux quadrilatèi'es polaires communs à y" et Yi^ ont un côté comnmn, leurs sept côtés sont tangents à une courbe de seconde classe.
En effet, soit ABB'P un quadrangle polaire de y^ et ABB'O un quadrangle polaire de Yt^ '■> les deux courbes du second ordre (ABGDBT) et (ABGDB'Q) ont cinq points communs et par suite coïncident avec la conique (ABB'PQ) ; de même alors les coui'bes du second ordre (AB'd'D'l))') et (AB'C'D'BQ) coïncident avec (ABB'PQ).
ll'l. Etant données trois coniques quelconques y^, Ti', y^^ dans un même plan, une droite a a en général par rapport à elles trois pôles ([ui ne sont pas situés sur une même droite. Si a décrit un faisceau de rayons U, ces pôles décrivent trois ponctuelles ïi, u^, ii^, projectives à U et par conséquent projectives entre elles. Parmi les rayons qui joignent les points correspondants de w et w^, il y en a au plus trois (et au moins un) qtii passent par les points correspondants de u^ (page L56) et chacun d'eux fournit un rayon c{ui est conjugué à un rayon de U par rapport aux trois coniques Y^ "ii, t^-
(le résultat nous donne ainsi une partie du double théorème qui suit :
Il existe dans le plan une infinité de couples de rayons qui sont conjugués par rapport à trois coniques quelconques données. Ces couples de rayons enveloppent en général une courbe de troisième classe, et deux quelconques d'entre eux constituent deux couples de côtés opposés d'un quadrangle polaire commun aux trois coniques (n" 166). Les trois tangentes qu'on peut mener d'un point quelconque
Il existe dans le plan une infinité de couples de points qui sont conjugués par rapport à trois coniques quelconques données. Le lieu de ces couples de points est en général une courbe du troisième ordre, et deux quelconques d'entre eux constituent deux couples dé sommets opposés d'un quadrilatère polaire commun aux trois coniffues. Les trois points, où une droite quelconque coupe
U à la courbe de troisième classe forment avec les tangentes qui leur sont conjuguées les trois couples de côtés opposés d'un ([uadrangle polaire commun aux trois coniques.
la courbe du troisième ordre, constituent avec les points de la courbe qui leur sont conjugués les trois couples de sommets opposés d'un quadrilatère polaire commnn aux trois coniques.
175. Lorsqu'on circonscrit une conique /.;- à un quadrangle polaire d'une conique y", les deux courbes y^ et k^ ont entre elles les relations remarquables qui suivent :
1° Trois points quelconques de k^ déterminent un quadrangle polaire de y^ (n° 167) dont le quatrième sommet est également situé sur A:*.
2° Si l'on coupe k^ par deux droites qui soient conjuguées par rapport à Y^ on obtient comme points d'intersection les quatre sommets d'un quadrangle polaire de y\
5" On peut donc inscrire dans la courbe k^ une infinité de quadrangles polaires et en général aussi une infinité de triangles'po- 1 aires réels de y".
Tout point de la courbe k^ renfermé à l'intérieur de y^ est un sommet de l'un de ces triangles polaires.
4° La polaire d'un point de A;par rapport à )^ coupe Tune ou chacune des deux courbes en deux
1 °„ Trois tangentes quelconques de y- déterminent un quadrilatère polaire de /.;-, dont le quatrième côté est également une tangente de y^
2°a Si l'on mène des tangentes à y^ de deux points conjugués par rapport à /.-, on obtient les quatre côtés d'un quadrilatère polaire de k\
ô",, On peut donc circonscrire à la courbe y" une infinité de quadrilatères polaires, et en général aussi une infinité de triangles polaires réels de k'.
Toute tangente de y' située à l'extérieur de k"^ est un côté de l'un de ces triangles polaires.
A" a Par le pôle d'une tangente de y^ par rapport à k- passent deux tangentes réelles à l'une ou à chacune des deux courbes; ces tan-
points réels qui sont conjugués par ( gentessont conjuguées par rapport
rapport à l'autre courbe.
5° Deux tangentes de y- dont les points de contact sont conjugués par rapport à W^, se coupent toujours en un point de k-.
à Fautre courbe.
T)",, Deux points de k^ , dont les tangentes sont conjuguées par rapport à y^, sont toujours situés sur une même tangente de y".
G" La courbe k' est située ou bien tout entière à l'extérieur de y', ou bien partie à l'intérieur, partie à l'extérieur; elle ne peut jamais être tout entière à l'intérieur de y^ •
174. Les considérations qui suivent servent à démontrer ces théorèmes.
Deux sommets du quadrangle polaire dey^, auquel est circonscrite la conique k^, déterminent avec un troisième point quelconque de /■;* un second quadrangle polaire de -f inscrit à k^ (n°' 167 et 169) ; de même, de ce second quadrangle on peut en déduire un troisième dont deux sommets A, B peuvent être pris arbitrairement sur k^ ; enfin ce troisième quadrangle nous conduit ta un quatrième quadrangle polaire de Y^ inscrit à k' qui a pour sommets trois points A,B,G choisis à volonté sur /.■\ Le théorème \° se trouve ainsi démontré et le théorème 2" s'en déduit immédiatement.
Soit a la polaire de A par rapport à y^, et supposons que cette droite n'ait aucun point commun avec y" et que par suite A soit intérieur à y^. a coupe alors les côtés opposés du quadrangle polaire de y-, qui ont A pour point de rencontre, en un couple de points conjugués par rapport à y^ (n° 166) et la ponctuelle involutive a ainsi engendrée n'a pas de points doubles réels. Toutes les coniques qu'on peut circonscrire à l'un de ces quadrangles polaires doivent donc couper chacune la droite a en deux points conjugués réels qui forment avec A un triangle polaire réel de Y^; en effet, ces coniques se succèdent d'une manière continue, un nombre infini d'entre elles ont avec la ponctuelle involutive a deux points conjugués réels communs (page 155) et il n'est pas possible que l'une d'elles ait avec a deux points imaginaires communs, car sans cela il existerait entre celle-ci et les précédentes une autre courbe ({ui serait tangente à a en un point double réel. Ceci démontre les théorèmes 5" et 4" et les théorèmes 5" et 6" s'en déduisent facilement.
175. Les théorèmes de droite T,, jusqu'à 6° du n° 175 peuvent sedémontrer comme on vient de le faire pour ceux de gauche, (iu moment qu'on
aura prouvé qu'on peut circoncrire à la conique y^ un quadrilatère polaire quelconque de hWom le démontrer, prenons sur/:^ trois points P, Q, 1^ dont les droites de jonction soient extérieures à y^, ce qui est toujours possible (n" 173, 0°). Ces points déterminent un quadrangle polaire PQRS de y'' inscrit dans k^, dont les côtés opposés se coupent en trois points U, V, W extérieurs à y^ ; ces trois points sont conjugués deux à deux par rapport kk^ et deux d'entre eux, U et V, sont extérieurs à A;^ Menons maintenant par U et V des couples de tangentes à y % elles séparent harmoniquement deux quelconques des côtés opposés du quadrangle polaire PQRS (page 102). Ces quatre tangentes forment donc un quadrilatère dont les sommets opposés sont deux à deux séparés harmoniquement par chaque couple de côtés opposés du quadrangle PQRS et comme un des six sommets du quadrilatère est intérieur à k^, comme on le voit facilement, il est aussi harmoniquement séparé par k^ du sommet qui lui est opposé (page 155). Parmi les sommets opposés du quadrilatère, il y en a donc deux couples qui sont conjugués par rapport à k^ ; ce quadrilatère circonscrit à y ^ est donc un quadrilatère ])olaire de A:^ ce qu'il fallait démontrer.
17G. Etant données deux coniques k^ et y' dont l'une k^ est circonscrite à un quadrangle polaire de l'autre y', ou dont la dernière y^ est inscrite dans un quadrilatère polaire de la première, nous dirons que (') la courbe k* du second ordre soutient on porte la courbe de seconde classe y* ; et que réciproquement y^ est soutenue par k^ ou repose sur A:''. Lorsque A'* se réduit à deux rayons ou y^ à deux points, nous dirons d'après cela que :
Un couple de rayons porte la courbe de seconde classe y - lorsque ces rayons sont conjugués par rapport à y".
Un couple de deux points repose sur la courbe du second ordre /r, quand ces points sont conjugués par rapport à k"^.
Et comme une droite n'est conjuguée à elle-même par rapport à y ' que lorsqu'elle est tangente à.y^, nous ajouterons ;
Une droite double porte la courbe de seconde clas^ y^ quand elle est tangente à y'^.
Un point double repose sur la courbe du second ordre A;^, qu.and il est situé sur k^.
1. Voir mes reclieiclies analilico-géoiiiélriques dans le Juurnal de Crclli'. l. LWXII.
177. Toutes les coniques, qui portent une courbe donnée de seconde classe Y* et qui passent par trois points pris arbitrairement, sont circonscrites au quadrangle polaire de y^ déterminé par ces points (n" 173, 1°). II ne passe donc qu'une seule de ces courbes par un quatrième point pris arbitrairement dans le plan. Donc :
Toutes coniques k^ qui portent une courbe donnée de seconde classe Y^, constituent un système à quatre dimensions que nous appellerons vn sijstème linéaire 'ponctuel de coniques de quatrième espèce. A un quadrangle quelconque, on ne peut en général circonscrire qu'une conique de ce système; en effet, le quadrangle est un quadrangle polaire de y^ et alors toutes les coniques qui lui sont circonscrites appartiennent au système, si deux quelconques d'entre elles portent la courbe y^-
Toutes les coniques y* qui reposent sur une courbe du second ordre donnée k^, constituent un système à quatre dimensions que nous appellerons vn système linéaire tangentiel de coniques de quatrième espèce. Dans un quadrilatère quelconque, on ne peut en général inscrire qu'une conique du système ; en effet, le quadrilatère est un quadrilatère polaire de k^ et alors toutes les coniques qui lui sont inscrites appartiennent au système, si deux quelconques d'entre elles reposent sur la courbe /.-.
178. Parmi les coniques, qui portent deux courbes données de seconde classe Y^ Yi"' ^^ ^^Y ^^^ ^ ^^ général qu'une seule qui passe par trois points quelconques A, B, C, du plan ; cette courbe contient aussi les deux points qui. joints à A, B, G, forment un quadrangle polaire de y' 6t un de Yi^- Nous pouvons donc dire en général :
Toutes les coniques A;', qui portent deux ou trois ou quatre courbes de seconde classe prises arbitrairement dans le plan, constituent un système ponctuel triplement, doublement ou simplement infini, que nous appellerons un système linéaire ponctuel de coniques de troisième, de seconde on de première espèce.
Toutes les coniques y* , qui reposenten même temps sur deux, trois ou quatre courbes du second ordre prises arbitrairement dans le plan, constituent un système tangentiel triplement, doublement ou simplement infini, que nous appellerons un système tangentiel linéaire de coniques de troisième, de seconde ou de première eapèce.
Pour des situations particulières des courl)es données les unes par rapport aux autres, ces théorèmes sont sujets à des exceptions qui se présenteront d'elles-mêmes dans la suite. Le nombre relatif à l'espèce n'indique pas seulement quelles sont les dimensions du système ponctuel ou tangentiel de coniques; mais, comme nous le verrons plus loin (n"' 189 et 195), il fait connaître le nombre des points ou des tangentes qui déterminent complètement une des coniques du système auquel il se rapporte.
179. Les systèmes linéaires ponctuels de coniques de première et de seconde espèce, sont généralement appelés respectivement des faisceaux de coniques et des réseaux de coniques ; de même les formes qui leur sont réciproques portent les noms de faisceaux tangentiels et réseaux tangentiel s de coniques. On définit encore d'une autre manière les faisceaux ponctuels et les faisceaux tangentiels de coniques en les considérant conmie l'ensemble de toutes les coniques qui sont respectivement circonscrites ou inscrites à un quadrilatère ; mais ces définitions sont renfermées dans les précédentes, comme le montie le théorème suivant :
Lorsque deux coniques d'un système linéaire ponctuel de coniques sont circonscrites à un quadrangle, ce quadrangle est un quadrangle polaire commun à toutes les courbes de seconde classe qui reposent sur le système (n" 177) et par conséquent toutes les coniques circonscrites au quadrangle font partie du système ponctuel.
Lorsque deux coniques d'un système linéaire tangentiel de coniques sont inscrites dans un quadrilatère, celui-ci est un quadrilatère polaire commun à toutes les courbes du second ordre qui portent le système {n° 177) et par conséquent toutes les coniques inscrites au quadrilatère appartiennent au système tangentiel.
180. La théorie du système ponctuel linéaire de coniques de quatrième espèce n'est pas essentiellement différente de la théorie des polaires de la courbe de seconde classe y" qui repose sur toutes les coniques du système. Nous ferons seulement remarquer que le système se particularise, quand y* se réduit à deux points P et Q ou à un point double P. Ainsi :
Toutes les coniques du plan qui | Toutes les coniques du plan qui
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passent par un point donné P, ou par rapport auxquelles deux points P et Q sont conjugués l'un à l'autre, forment un système ponctuel linéaire particulier de coniques, de quatrième espèce.
sont tangentes à une droite donnée, ou par ra])port auxquelles deux droites sont conjuguées l'une à l'autre, forment un système tangentiel linéaire particulier de coniques, de quatrième espèce.
Par exemple, toutes les paraboles du plan forment un système tangentiel particulier de coniques et toutes les hyperboles équilatères constituent un système ponctuel particulier de coniques, tous deux de la quatrième classe. Quels sont les deux points imaginaires auxquels se réduit la courbe 7- qui repose sur toutes les hyperboles équilatères?
SYSTEMES LINEAIRES PONCTUELS ET TANGENTIELS DE TROISIÈME ET DE PREMIÈRE ESPÈCE ^
481. Étant donnés deux sommets A,B d'un quadrangle polaire d'une courbe de seconde classe Y^ ainsi que le côté u conjugué à AB sur lequel les deux autres sommets G etD sont situés, ces derniers constituent un couple quelconque de points conjugués d'une ponctuelle involutive u.
On obtient cette ponctuelle en faisant correspondre à tout rayon AG ou AD passant par A le rayon BD ou BG qui lui est conjugué et en coupant par u les faisceaux de rayons A et B ainsi rapportés projectivement. Si l'on veut maintenant construire un quadrangle polaire commun à deux courbes ^{^ et y/ de seconde classe et qui ait les points A et B pour sommets, il faut que la droite u qui contient les deux autres sommets B et D, passe par les deux pôles de AB par rapport à y' et Yi" ; quant aux points G et D, ils se correspondent l'un à l'autre dans deux ponctuelles involutives situées sur u et sont par conséquent complètement déterminés (page 180), si les deux ponctuelles ne sont pas identiques l'une avec l'autre. Les deux points doubles de ces ponctuelles involutives sont conjugués par rapport à toutes les coniques circonscrites au quadrangle polaire ABGD ; et comme nous l'avons démontré plus haut (page 186), il passe toujours une de ces coniques par un point quel-
1. Voir ScuRiJTER, Théorie des coniques, 2"= édition, pages 224-403 (Leipzig, 1876).
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conque P, même quand C et D sont imaginaires. Nous en concluons (voir n" 178) que :
182. Toutes les coniques, qui portent deux courbes y- et y^" de seconde classe et qui passent par deux points réels, sont circonscrites à un quadrangle polaire commun à y- et Y,^ dont les deux autrès sommets peuvent aussi être imaginaires conjugués.
Toutes les coniques qui reposent sur deux courbes k- et k^- du second ordre et qui sont tangentes à deux droites réelles, sont inscrites dans un quadrangle commun à k- et /.j'^, dont les deux autres côtés peuvent aussi être imaginaires conjugués.
Nous pouvons (page 177) considérer ce quadrangle polaire comme donné, si, en outre de ses deux points réels A et B, nous connaissons une conique qui lui est circonscrite ainsi que la droite ii sur laquelle sont situés les deux autres sonnnets. Si l'on donne deux coniques circonscrites, nous projetterons de A et de B tous les points de l'une sur l'autre; nous aurons ainsi sur cette dernière deux ponctuelles projectives qui auront pour points correspondants communs les deux autres sommets G,D du quadrangle polaire ; on obtient la droite CD ou w, au moyen d'une construction connue (page 174), même quand C et D sont imaginaires. Le quadrangle polaire est donc également déterminé complètement par deux coniques qui lui sont circonscrites ; toutes les coniques qui lui sont circonscrites portent donc y^ et y^^.
185. En nous appuyant sur ces remarques et sur les théorèmes du n" 179, nous pouvons maintenant démontrer l'important théorème qui suit ; il lie entre eux de la manière la plus intime les systèmes ponctuels et tangentiels de coniques de troisième espèce avec ceux de première espèce ^
Un faisceau langentiel de coniques est toujours lié à un système ponctuel linéaire de coniques de troisième espèce de telle manière que chaque courbe du faisceau
Un faisceau ponctuel de coniques est toujours lié à un si/stènic tamjenliel linéaire de coniques de troisiinne espèce de telle manière que chaque courbe du faisceau
1. Ce Uiéorème est dû à M. II. .1. Stkphen Smith; voir le mémoire de M. Rosanes. sur des sijilhnes de ctniùjues (Malhemalische Annalen, l. VI. patie 26'<).
Umgentiel repose sur chacune des 1 porte toutes les courbes du syscourbes du système. tème.
Soient y- et y^^ les deux courbes de seconde classe qui reposent sur toutes les coniques du système ponctuel linéaire de troisième espèce et qui le déterminent (n" 178). Dans le système, nous choisissons quatre coniques A:,/, m, îf de telle sorte que k,l et m passent par un point réel ([iielconque P et se coupent deux à deux suivant trois quadrangles ])olaires communs à y^ et Yi^, difï'érents les uns des autres (A/), [km), {lin) ; et que la quatrième conique n ne passe pas par P, mais soit coupée par /.• suivant un quadrangle polaire (Irn) commun à y^ et Yj^, ayant deux ou quatre sommets réels. Enfin nous désignons par S^ une conique quelconque du faisceau tangentiel, différente de y^ et Yj-, qui repose sur A;,/, m,7i (n"' 178 et 179). Nous démontrerons le théorème de gauche, en prouvant que toute conique du système ponctuel linéaire de troisième espèce, par exemple celle qui passe par trois points réels quelcon- ([ues A,B,G (n** 178) porte toujours la courbe S- indépendamment de ï' et Yi".
184. Les quadrangles (A;/), [km), (Im) et (kn) sont aussi des quadrangles polaires de o\ puisque S^ repose sur chacune des quatre coniques k,l,m,n; S- repose donc aussi sur les quatre coniques qui sont circonscrites à ces quatre quadrangles polaires et qui passent par le point arbitraire A. Trois de ces nouvelles coniques sont circonscrites au quadrangle polaire de y^ et Yi^ déterminé par P et A (n" 182) ; la quatrième ne passe pas par P, si, comme nous pouvons le supposer, A n'est pas situé sur k ; elle coupe donc les trois premières suivant trois quadrangles polaires différents communs à y%Ti* ^t o^ Parmi les quatre coniques qui passent par le point 1> et qui sont circonscrites à ces trois ([uadrangles polaires et au quadrangle polaire de y\Yi^ et S% déterminé par A et P, il y en a au moins deux, différentes entre elles, qui portent les courbes y^>ï/ et o^ ; elles se coupent suivant le quadrangle polaire commun de y" et Yf' dont A et B sont deux sommets réels et qui est aussi un quadrangle polaire de S- ; et la conique, passant par le point G et circonscrite à ce dernier quadrangle polaire, porte donc aussi la courbe ô^ Le théorème de gauche (n" 185) se trouve ainsi démontré.
185. Deux courbes de seconde classe y- et y^ du plan déterminent
Deux courbes du second ordre k^ et k^^ du plan déterminent non
11011 seulement un système ponctuel linéaire de coniques de troisième espèce , mais encore un faisceau tangontiel de conicpies, dont elles font partie, et dont les courbes reposent sur toutes les courbes du système.
seulement un système tangentiel linéaire de coniques de troisième espèce, mais encore un faisceau ponctuel de coniques dont elles font partie, et sur les courbes duquel reposent toutes les courbes du système.
Le système renferme un nombre infini de coniques qui se décom])osent en couples de rayons ; une droite quelconque s du plan et la droite s' qui joint les pôles de s par rapport à y^ et y^-, constitue un de ces couples de rayons s^s\ Elle porte toutes les courbes du faisceau tangentiel de coniques et ses rayons sont conjugués par rapport à chacune de ces courbes (n" 176). De là résulte que :
Les pôles d'une droite s par rapport à toutes les courbes d'un faisceau tangentiel de coniques sont situés sur une droite s' ; cette dernière forme avec s un couple de rayons appartenant au système ponctuel linéaire de coniques du troisième ordre correspondant.
Les polaires d'un point S par rapport à toutes les courbes d'un faisceau ponctuel de coniques passent ])ar un même point S' ; ce dernier forme avec S un couple de points appartenant au système tangentiel linéaire de coniques du troisième ordre correspondant.
En particulier, les centres de toutes les coniques du faisceau tangentiel sont situés sur une même droite.
180. Soit s une tangente commune à yj' et y^ ; elle coïncide avec s', c'est donc une droite double du système et elle est conjuguée à ellemême par rapport à toutes les courbes du faisceau tangentiel . Donc :
Une droite tangente à deux coniques quelconques du faisceau tangentiel est une tangente commune à toutes les courbes de ce faisceau et une droite double du système ponctuel linéaire correspondant de troisième espèce. Toutes les coniques inscrites dans un même qua-
Un point par lequel passent deux coniques quelconques du faisceau ponctuel est un point commun à toutes les courbes de ce faisceau et un point double du système tangentiel linéaire correspondant de troisième espèce. Toutes les coniques circonscrites à un
drilatère constituent un faisceau tangentiel de coniques ; le système ponctuel correspondant de troisième espèce contient toutes les coniques pour lesquelles le ([uadrilatère en question est un quadrilatère polaire (n'^ 179).
mènie quadrangle constituent uji faisceau ponctuel de coniques; le système tangentiel correspondant de troisième espèce contient toutes les coniques pour lesquelles le quadrangle en question est un quadrangle polaire.
187. Lorsqu'une droite s pivote autour d'un point A, ses pôles par rapport à y'^ et ji^ décrivent deux ponctuelles a et «i projectives au faisceau A et la droite s' qui joint ces pôles décrit en général un faisceau de rayons du second ordre. Ce faisceau renferme tous les rayons conjugués aux rayons de A par rapport au faisceau tangentiel de coniques (n» 185) ; il contient aussi les polaires a, «i... de A par rapport à y^, y/-' et par l'apport à toute autre courbe du faisceau tangentiel. On peut construire ces polaires en déterminant les pôles de deux rayons g et h de A par rapport à chacune des courbes du faisceau tangentiel et en joignant ces pôles. Comme les droites ainsi déterminées appartiennent à un faisceau de rayons du second ordre, ainsi qu'on vient de le faire voir, il en résulte que (n" 185) :
Les pôles de deux droites quelconques g, h, par rapport à chacune des courbes d'un faisceau tangentiel de coniques, sont des points homologues de deux ponctuelles projectives du premier ordre, <jfi, /' 1 ; les polaires d'un point A sont situées en général sur un faisceau de rayons du second ordre, dont les rayons sont conjugués à ceux de A par rapport au faisceau tangentiel de coniques.
Les polaires de deux points quelconques par rapport à chacune des courbes d'un faisceau ponctuel de coniques sont des rayons homologues de deux faisceaux projectifs de rayons du premier ordre ; les pôles d'une droite a sont situés en général sur une courbe du second ordre, dont les points sont conjugués à ceux de la droite a pai- rapport au faisceau ponctuel de coniques.
D'après cela, les centres de toutes les courbes appartenant à un faisceau ponctuel de coniques sont situés en général sur une courbe du second ordre.
En vertu de ces théorèmes, nous pouvons poser les définitions suivantes :
Quatre coniqnes d'un faisceau tangentiel sont dites harmoniques quand les pôles d'une droite quelconque par rapport à ces courbes sont quatre points harmoniques.
Quatre coniques d'un faisceau ponctuel sont dites harmoniques^ quand les polaires d'un point quelconque par rapport à ces courbes sont quatre rayons harmoniques.
On peut d'après cela rapporter projectivement les faisceaux tangentiels et ponctuels de coniques entre eux et avec les formes élémentaires.
188. Par un point A passent en général deux rayons conjugués par rapport au faisceau tangentiel de coniques (n° 187). Il s'ensuit que:
Les couples de tangentes, qu'on peut mener d'un point quelconque A aux courbes d'un faisceau tangentiel de coniques, sont des couples de rayons conjugués d'un faisceau A en involution. Les deux rayons doubles de ce faisceau sont conjugués par rapport au faisceau tangentiel de coniques et sont tangents en A à chaque courbe de ce faisceau tangentiel.
Les couples de points, suivant lesquels une droite quelconque a coupe les courbes d'un faisceau ponctuel de coniques, sont des couples de points conjugués d'une ponctuelle a en involution. Les deux points doubles de cette ponctuelle sont conjuguéspar rapport au faisceau ponctuel de coniques ; et la droite a est tangente en ces points à deux courbes du faisceau.
189. Le faisceau tangentiel de coniques est déterminé par quatre coniques quelconques du système ponctuel linéaire de troisième espèce sur lequel il repose (n"* 178, 185) et en particulier par quatre de ses couples de rayons. Si l'on choisit ces couples de rayons de manière que leurs quatre points d'intersection soient situés sur une droite quelconque /, on voit immédiatement que / est tangente à une seule courbe (lu faisceau tangentiel ; ce dernier doit en effet être aussi tangent aux (juatre droites qui sont harmoniquement séparées de l par les quatre couples de rayons (n" 176). Étant données deux courbes y^ et y* du faisceau tangentiel, on peut facilement mener de chaque point A de / une tangente à cette troisième courbe en vertu du théorème précédent ^n" 188). Donc :
Une droite quelconque n'est tangente qu'à une seule courbe du
Par un point quelconque du plan il ne passe qu'une seule courbe
faisceau tangentiel de coniques ; mais par un point quelconque on peut mener deux de ces courbes
du faisceau ponctuel de coniques ; mais une droite quelconque est toujours tangente à deux de ces courbes.
Le faisceau tangentiel de coniques renferme donc une parabole, quand toutes ses courbes ne sont pas des paraboles; le faisceau ponctuel de coniques peut comprendre deux paraboles.
190. Une droite ?/, dont les pôles par rapporta y^ et y^^' coïncident en un même point U {n° Gi), forme avec chaque rayon passant par U un couple de rayons du système ponctuel de coniques de troisième espèce et elle est la polaire de U par rapport à toutes les courbes du faisceau tangentiel de coniques (voir n° 185). En ayant égard au n° 155, il suit de là que :
Les courbes d'un faisceau tangentiel ou ponctuel de coniques ont en général un triangle polaire commun.
Ce triangle est réel et facile à construire, quand deux quelconques des coniques ont quatre points ou quatre tangentes réelles communes (pages 100 et 101); dans tous les cas, il a au moins un côté réel u et un sommet réel U.
Lorsque les coniques y^ et yi^ ne sont pas tangentes, U ne se trouve pas sur sa polaire u ; lorsque, de plus, le triangle polaire UVW commun à e: y^ est imaginaire, les deux points V et W de w, qui sont conjugués par rapport aux deux coniques, ne peuvent pas être réels. Les couples de points que y^ et y^^ ont en commun avec u doivent donc, dans ces deux cas, être réels et se séparer mutuellement (page 1 8'J ) et chacune des coniques y^ et y^^ comprend dans son intérieur une partie de l'autre. On déduit de là et de ce qui précède, que :
Lorsque le triangle polaire commun d'un faisceau tangentiel ou ])onctuel de coniques est imaginaire, les coniques prises deux à deux ont seulement deux points ou tangentes réelles en commun. Les deux tangentes se coupent sur le côté réel u du triangle polaire et les deux points sont situés sur une même droite avec le sommet réel U.
Car s'il en était autrement, le point où la droite qui joint les deux points est coupée par u serait, par rapport aux deux coniques, conjugué au point U et à un autre point de la droite précédente ; il existerait donc un second sommet réel du triangle polaire, et ce triangle serait réel.
GÉOMÉTRIE CHEMIN. 1 (l
191. Si une droite s pivote autour d'un point P de la droite u^ ses deux pôles par rapport à y^ et y^^ décrivent deux ponctuelles projectives qui ont le point U correspondant commun ; la droite qui joint ces deux pôles pivote par conséquent autour d'un point P' et, comme les deux pôles de PU sont situés sur u, P' est aussi un point de u. Menons maintenant par P une conique quelconque k ^ qui porte les deux coniques y- et yj^, elle doit aussi passer par P'; en effet, deux rayons conjugués quelconques de P et P' la coupent suivant un quadrangle polaire commun à y' ety^- (n° 175, 2°) et comme il y a au moins deux côtés de ce quadrangle polaire, différents de w, qui passent par P, les côtés opposés qui leur sont conjugués (et par suite aussi k-) doivent passer parP'. Or, comme un faisceau ponctuel de coniques, circonscrit à un quadrangle polaire quelconque de y'' et y^^ , coupe u suivant une ponctuelle en involution, il en résulte que :
Tout côté réel u du triangle polaire commun à un faisceau tangentiel de coniques coupe les courbes et les couples de rayons du système ponctuel correspondant de coniques de troisième espèce, suivant les couples de points conjugués P, P' d'une ponctuelle involutive u. Les points doubles de cette ponctuelle constituent un couple de points appartenant au faisceau tangentiel de coniques, puisqu'ils sont conjugués par rapport à toutes les courbes du système ponctuel de coniques.
De tout sommet réel U du triangle polaire commun à un faisceau ponctuel de coniques partent les tangentes aux courbes ou les droites passant par les couples de points du système tangentiel correspondant de coniques du troisième ordre ; ces couples de droites sont les rayons d'un faisceau U en involution. Les rayons doubles de ce faisceau constituent un couple de rayons appartenant au faisceau ponctuel de coniques, puisqu'ils sont conjugués par rapport à toutes les courbes du système tangentiel de coniques.
192. Les faisceaux de rayons P et P' (n" 191) sont projectifs, lorsqu'à chaque rayon de l'un on fait correspondre le rayon de l'autre qui lui est conjugué par rapport à y^ et y^^ ; ils engendrent une courbe du second ordre qui a PU et P'U pour tangentes en P et P'. Supposons le triangle polaire réel, cette courbe passe par les points doubles des deux ponctuelles involutives v et w formées sur les deux autres côtés du
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triangle polaire ; et si les points doubles de la ponctuelle u sont imaginaires, si par suite P et P' sont séparés par v et w, l'une des deux ponctuelles v eiw a, deux points doubles réels communs avec la courbe et l'autre au contraire a deux points doubles imaginaires. Les rayons issus d'un point double réel 0 de m, vouw sont accouplés involutivement de sorte que deux rayons correspondants dans 0 sont conjugués par rapport aux deux coniques y^ et y^^^ ; et 0 est le point d'intersection de deux tangentes (réelles ou imaginaires) communes à ces deux coniques ; ces tangentes sont les rayons doubles du faisceau involutif de rayons 0. Si le triangle polaire commun de y^ et y^^ est imaginaire, deux tangentes réelles communes à y* et yj* se coupent en un point 0 de son côté réel u (n" 190) ; d'où résulte que, dans ce cas, la ponctuelle involutive u a deux points doubles réels. De tout ceci l'on conclut que :
Le faisceau tangentiel de coniques renferme au moins un couple de points réels et en général au plus trois; ses trois couples de points (même quand deux d'entre eux sont imaginaires) sont situés sur les trois côtés du triangle polaire du faisceau tangentiel et ils constituent les trois couples de sommets opposés d'un quadrilatère réel ou imaginaire, inscrit au faisceau tangentiel de coniques.
Le faisceau ponctuel de coniques renferme au moins un couple de rayons réels, et en général au plus trois ; ses trois couples de rayons (même quand deux d'entre eux sont imaginaires) se coupent aux trois sommets du triangle polaire du faisceau ponctuel, et ils constituent les trois couples de côtés opposés d'un quadrangle réel ou imaginaire, circonscrit au faisceau ponctuel de coniques.
193 En dehors des divers états transitoires des faisceaux, dont les courbes sont tangentes ou osculatrices en un point, nous distinguerons :
Trois variétés principales de faisceaux tangentiels de coniques, suivant que leurs courbes ont en commun quatre tangentes réelles, deux ou pas du tout. Les faisceaux tangentiels de la seconde variété sont les seuls qui aient un triangle polaire imaginaire (n" 190) et ceux
Trois variétés principales de faisceaux ponctuels de coniques, suivant que leurs courbes ont en commun quatre points réels, deux ou pas du tout. Les faisceaux ponctuels de la seconde variété sont les seuls qui aient un triangle polaire imaginaire et ceux de ^ la
de la première variété contiennent seuls trois couples de points réels.
Deux coniques d'un faisceau tangentiel de la première ou de la troisième variété n'ont aucun point d'intersection réel ou elles en ont quatre; deux coniques d'un faisceau tangentiel de la seconde variété ont toujours deux points d'intersection réels (n" 190).
Si toutes les courbes d'un faisceau tangentiel de coniques se décomposent en couples de points, ce qui est possible de deux manières, le faisceau est de nature particulière; il en est de même quand il renferme un point double.
Conformément à cela, toutes les coniques qui passent par les points doubles, réels ou imaginaires, d'une ponctuelle involutive, ou par rapport auxquelles un point quelconque a une polaire donnée, constituent un système ponctuel linéaire de coniques de troisième espèce, de nature particulière; un pareil système est encore particularisé, cfuand toutes ses coniques ont un point commun.
première variété contiennent seuls trois couples de rayons réels.
Deux coniques d'un faisceau ponctuel de la première ou de la troisième variété n'ont aucune tangente commune réelle ou en ont quatre; deux coniques d'un faisceau ponctuel de la seconde variété ont toujours deux tangentes communes réelles.
Si toutes les courbes d'un faisceau ponctuel de coniques se décomposent en couples de rayons, le faisceau est de nature particulière; il en est de même quand il contient une droite double. Conformément à cela, toutes les coniques qui sont tangentes aux rayons doubles, réels ou imaginaires d'un faisceau de rayons en involution, ou par rapport auxquelles une droite quelconque a un pôle donné, constituent un système tangentiel linéaire de coniques de troisième espèce, de nature particulière; un pareil système tangentiel est encore particularisé, quand toutes ses coniques ont une tangente commune.
194. Tous les cercles du plan forment un système ponctuel linéaire de la troisième espèce et de nature particulière; le faisceau tangentiel de coniques correspondant est la ponctuelle involutive, suivant laquelle la droite à l'infini coupe un faisceau rectangulaire de rayons. Des coniques homofocales constituent un faisceau tangentiel de coniques de la troisième variété ; leurs deux foyers sont le seul couple de points réels de ce faisceau et le système ponctuel linéaire correspondant de troi-
sième espèce se compose de toutes les hyperboles équilatères par rapport auxquelles les deux foyers sont conjugués. Tous les cercles passant par deux points réels forment un faisceau ponctuel de coniques de la seconde variété ; et tous les cercles qui leur sont orthogonaux donnent un faisceau ponctuel de la troisième variété. Toutes les coniques ayant pour foyer un point donné F appartiennent à un système tangentiel particulier de troisième espèce; les coniques du faisceau ponctuel correspondant se décomposent en couples de rayons qui se coupent rectangulairement en F.
ESPÈCE
195. Trois courbes de seconde classe Y^y^^Y^, situées dans un même plan, mais n'appartenant pas à un même faisceau tangentiel de coniques, déterminent un système ponctuel linéaire de coniques de seconde espèce (un réseau ponctuel de coniques) sur les courbes duquel elles reposent (n" 1 78, 179.)
Trois courbes du second ordre, situées dans un même plan, mais n'appartenant pas à un même faisceau ponctuel de coniques, déterminent un système tangentiel linéaire de coniques de seconde espèce (un réseau tangentiel de coniques) dont les courbes reposent sur elles.
Toutes les coniques de ce réseau qui, en dehors de ces trois premières courbes de seconde classe, en portent encore une quatrième prise arbitrairement, par exemple un point double, forment fn" 178) un faisceau ponctuel de coniques.
De là résulte que (voir n" 189) :
Par chaque point du plan passe un faisceau ponctuel de coniques du réseau ponctuel; par deux points quelconques, il ne passe en
A toute droite du plan est tangent un faisceau tangentiel de coniques du réseau tangentiel ; il n'y a en général qu'une seule conique
1. Voir ScHRoTER, Théorie des conir/nes, 2" édition, pages o00-535 (Leipzig, 1876).
général qu'une seule conique du réseau.
du réseau tangente à deux droites quelconques.
190. Les trois courbes Y'jTi'.Tî', prises deux à deux déterminent un système ponctuel linéaire de coniques de troisième espèce, qui contient le réseau ponctuel, et en même temps un faisceau tangentiel de coniques dont les courbes reposent sur toutes les courbes de ce système et par suite aussi sur celles du réseau (n" 185). Le réseau ponctuel porte donc les trois faisceaux tangentiels de coniques déterminés par y^, Yi", Yj" ; îuais il porte aussi tout quatrième faisceau tangentiel qui contient deux courbes quelconques de ces trois premiers faisceaux. Tous ces faisceaux tangentiels sont compris dans le réseau tangentiel qui est déterminé par trois courbes quelconques du réseau ponctuel, car ils reposent sur chacune de ces trois courbes; on démontre aussi sans difficulté que toute courbe du réseau tangentiel appartient à une infinité de ces faisceaux tangentiels et conséquemment repose sur chaque courbe du réseau ponctuel. On déduit de là ce théorème important :
Tout réseau tangentiel de coniques est toujours lié avec un réseau ponctuel de coniques [et réciproquement), de telle manière que chaque courbe du réseau tangentiel repose sur chacune des courbes du réseau ponctuel. Trois courbes quelconques du réseau ponctuel ou tangentiel suffisent pour déterminer cet ensemble de coniques.
Le réseau ponctuel et le réseau tangentiel, dont il va être question dans les théorèmes qui suivent, sont liés entre eux de la manière qu'on vient d'indiquer, en sorte que le réseau tangentiel repose sur le réseau ponctuel.
107. Le réseau ponctuel de coniques contient une infinité de couples de rayons qui, en général, enveloppent une courbe de troisième classe T'% et qui se coupent deux à deux suivant des quadrangles polaires (communs) de Y^Yl^T2" ^^ ^^ réseau tangentiel correspondant (n° 172). Les rayons d'un pareil couple sont conjugués par rapport au réseau tangentiel, c'est-à-dire par rapport à toutes les courbes de ce réseau (n° 176), et les pôles de l'un des rayons par rapport à ces courbes sont, d'après cela, tous situés sur l'autre rayon. Deux quadrangles polaires quelconques du réseau tangentiel sont toujours inscrits dans une courbe du réseau; en effet, la conique qui est circonscrite à l'un des quadrangles polaires et qui passe par un sommet U de l'autre doit appartenir au faisceau ponctuel de coniques passant par U, qui fait
partie du réseau ponctuel et, par conséquent, elle doit aussi passer par les trois autres sommets du second quadrangle polaire. On voit aussi que :
198. Le réseau tangentiel de coniques contient un nombre infini de couples de points ; ces points sont en général situés sur une courbe du troisième ordre C% et deux couples quelconques d'entre eux sont deux couples de sommets opposés d'un quadrilatère polaire du réseau ponctuel de coniques correspondant. Les points de chacun de ces couples sont conjugués par rapport au réseau ponctuel, c'est-à-dire par rapport à toutes les courbes de ce réseau et les polaires de l'un de ces points par rapport à ces courbes passent toutes par l'autre point. Chaque couple de points du réseau, tangentiel est harmoniquement séparé par chaque couple de rayons du réseau ponctuel. Deux quadrilatères polaires quelconques de ce dernier sont toujours circonscrits à une courbe du réseau tangentiel.
199. Trois couples quelconques de rayons, qui ne constituent pas les trois couples de côtés opposés d'un quadrangle complet, déterminent le réseau ponctuel de coniques, conjointement avec le réseau tangentiel correspondant (n° 196). Circonscrivons un faisceau ponctuel de coniques au quadrangle polaire du réseau tangentiel suivant lequel deux de ces couples de rayons se rencontrent et coupons les courbes de ce faisceau par le troisième couple de rayons ; nous obtiendrons tous les quadrangles polaires du réseau tangentiel, dont les sommets sont situés sur ce troisième couple de rayons (n" 197), et par suite aussi tous les couples de rayons du réseau ponctuel et la courbe de troisième classe F qu'ils enveloppent. Or, comme ce troisième couple de rayons est l'un quelconque de ceux qui font partie du réseau ponctuel, et comme ses rayons sont coupés par le faisceau ponctuel de coniques suivant deux ponctuelles involutives, on voit que :
Chaque tangente de la courbe de troisième classe T^ est coupée par les coniques du réseau ponctuel, suivant des couples de points d'une ponctuelle involutive. Les points doubles de cette ponctuelle constituent un couple de points du réseau tangentiel et sont situés sur la courbe C\ En effet, ils sont conjugués par rapport à toutes les courbes du réseau ponctuel, puisqu'ils sont harmoniquement séparés par trois quelconques d'entre elles.
200. De la même manière, trois couples de points, qui ne constituent pas les trois couples de sommets opposés d'un quadrilatère complet,
déterminent le réseau tangentiel conjointement avec le réseau ponctuel de conicjues et l'on peut en déduire tous les autres couples de points du réseau tangentiel et la courbe du troisième ordre G^ sur laquelle ils sont situés.
Les couples de tangentes qiCon peut mener dun point quelconque P de la cjurbe du troisième ordre C^ aux coniques du réseau tangentiel sont des couples de rayons conjugués d^un faisceau involutif de l'ayons. Les rayons doubles de ce faisceau constituent un couple de rayons du réseau ponctuel et sont tangents à la courbe F'.
Les couples de points du réseau tangentiel sont projetés d'un point quelconque P de C^ suivant des couples de- rayons conjugués d'un faisceau involutif.
Une tangente quelconque de T' coupe les couples de rayons du réseau ponctuel suivant des couples de points conjugués d'une ponctuelle involutive.
Les points d'intersection de tous les couples de rayons du faisceau ponctuel sont situés sur G' ; au contraire, V est l'enveloppe de toutes les droites qui joignent les couples de points du réseau tangentiel (voir aussi n"205).
201. Les points de G' sont conjugués deux à deux par rapport au réseau ponctuel et les tangentes de r' sont conjuguées deux à deux par rapport au réseau tangentiel (n°' 197 et 108). Nous dirons que :
Trois points de G^ dont les conjugués sont situés sur une même droite, forment un /pr?/e de points de G^
Trois tangentes de F', dont les conjuguées passent par un même point, forment un terne de tangentes de F^
Comme deux couples de points du réseau tangentiel constituent toujours deux couples de sommets opposés d'un quadrilatère polaire du réseau ponctuel, quadrilatère qu'ils déterminent (n" 198), on voit immédiatement que :
Les trois points de tout terne de G' constituent. avec leurs conjugués les trois couples de sommets opposés d'un quadrilatère polaire du réseau ponctuel ; tout quadrilatère
Les trois tangentes de tout terne de F" constituent avec leurs tangentes conjuguées les trois couples de côtés opposés d'un quadrangle polaire du système tangentiel ; tout
polaire du réseau ponctuel renferme quatre ternes de points de C. Deux points quelconques de C déterminent un terne de points de cette courbe du troisième ordre.
Les points de G' situés deux à deux sur des droites passant par un point donné P^ de G', forment avec le point P conjugué à Pj un terne de points de G'\
quadrangle polaire du réseau tangentiel renferme quatre ternes de tangentes de F". Deux tangentes quelconques de P déterminent un terne de tangentes de cette courbe de troisième classe. Les tangentes de P qui se coupent deux à deux sur une tangente donnée t^ de F' forment avec la tangente t conjuguée à t^ un terne de tangentes de P.
202 . Les deux triangles formés par deux ternes quelconques de G' sont toujours inscrits à une conique du réseau tangentiel (n° 198), puisqu'ils sont situés sur deux quadrilatères polaires du réseau ponctuel (n° 201). Il résulte de là (n" 45) que :
Deux ternes quelconques de points de G' sont toujours inscrits dans une même courbe du second ordre. — Si donc une conique est circonscrite à un terne de G' et passe par deux points P et Q de cette courbe, elle est aussi circonscrite au terne de G" déterminé par P et Q.
Deux ternes quelconques de tangentes de P sont toujours circonscrits à une courbe de seconde classe. — Si donc une conique est inscrite dans un terne de F^ et si de plus elle est tangente à deux tangentes quelconques p et ^ de F', elle est aussi inscrite au terne de F^ déterminé par p Qi q.
205. Le second terne (théorème de gauche) coïncide avec le premier quand P et Q se rapprochent indéfiniment de deux points du premier terne de G' ; il en résulte alors que :
A tout terne de points de G' on peut circonscrire une conique qui soit tangente à la courbe C^ aux trois points du terne.
Dans tout terne de tangentes de F' on peut inscrire une conique qui soit tangente à la courbe F'' aux points de contact des trois tangentes du terne.
Le dernier théorème du n** 201 nous donne les corollaires suivants : Si l'on considère un point Q de ] Si l'on considère la tangente a de
G' qui forme un terne de C' avec deux points conjugués P, Pj, les deux tangentes en P et P^ se coupent au point Q.
r' qui forme un terne de I'' avec deux tangentes conjuguées t, Z^, les points de contact de t et ti sont situés sur la tangente s.
204. En ayant égard au théorème final du n° 201, on déduit du
n° 202 que :
Les couples de points de C^ dont la droite de jonction passe par un point donné P^ de C^ sont situés sur une conique du faisceau ponctuel qui est circonscrit à un terne quelconque de G^ et qui passe par le point P conjugué à Pi.
Les couples de tangentes de Y" qui se coupent sur une tangente donnée f^ de r^ sont tangentes à une conique du faisceau tangentiel qui est inscrit à un terne quelconque de r'' et qui est tangent à la tangente / conjuguée à /j.
Le faisceau de rayons Pi et le faisceau ponctuel de coniques (théorème de gauche) sont rapportés projectivement l'un à Tautre par les couples de points de G' de telle manière qu'ils engendrent la courbe G'. De même, la ponctuelle ti et le faisceau tangentiel de coniques (théorème de droite), rapportés projectivement l'un h l'autre au moyen des couples de tangentes de F', engendrent P. Mais ce n'est pas ici le lieu de démontrer l'exactitude de cette remarque faite en passant.
205. Les côtés du quadrangle polaire commun à deux coniques quelconques /i', ki^ du réseau ponctuel appartiennent à un quadrilatère polaire d'une troisième conique quelconque k^^ du réseau, quadrilatère qu'ils déterminent (n" 168). Ce dernier est donc un quadrilatère polaire commun à k-, k^^, k^-^ et par conséquent un quadrilatère polaire du réseau ponctuel. Il en résulte (voir n*^ 201) que :
Le triangle polaire commun à deux coniques quelconques du réseau ponctuel est toujours un terne de points de G^. En particulier, les trois couples de côtés opposés de chaque quadrangle polaire du réseau tangentiel se coupent suivant un terne de points de G^
Le triangle polaire commun à deux coniques quelconques du réseau tangentiel est toujours un terne de tangentes de ^^ En particulier, les trois couples de sommets opposés de chaque quadrilatère polaire du réseau ponctuel sont situés sur un terne de tangentes de P.
La première partie de ce théorème donne lieu à une proposition réciproque. On démontre facilement aussi que tout point dont les polaires, par rapport à deux courbes du réseau ponctuel, coïncident, est situé sur G^ et que toute droite dont les pôles, par rapport à deux courbes du réseau tangentiel, coïncident, est tangente à la courbe r'.
206. Toutes droites qui coupent trois coniques quelconques données dans un plan suivant une involution de points enveloppent une courbe de troisième classe T^ (n° 199); cette courbe est aussi tangente aux six sécantes communes de deux quelconques des trois coniques (n" 197).
Tous les points d'oîi les tangentes menées à trois coniques quelconques données dans le plan forment une involution sont situés sur une courbe du troisième ordre G' (n° 200); cette courbe passe aussi par les six points d'intersection des tangentes communes à deux quelconques des trois coniques (n° 198).
207. Puisque deux points conjugués Q,Qi de la courbe G' sont harraoniquement séparés par deux quelconques des tangentes conjuguées de r' (n" 198) et puisque le point Q^ de G', qui est situé sur la même droite que deux points conjugués P,Pi, a pour conjugué le point Q dïntersection des tangentes en P et P^ (n°' 205 et 201), il s'ensuit que :
Toute tangente de G^ forme un faisceau harmonique avec les trois tangentes que l'on peut mener de son point de contact à la courbe r'.
Tout point de r^ forme une ponctuelle harmonique avec les trois points où sa tangente coupe la courbe G'.
La tangente de G* est harmoniquement séparée de VV^ par deux tangentes conjuguées de la courbe r^ Si P^ est un point d'inflexion de G', Q coïncide avec Pj et PP^ est tangente à G^ en P et réciproquement.
Or, d'après le théorème de droite, le point où PPi est tangente à r', coïncide aussi avec P. D'où ce théorème :
Les courbes C^ et T^ sont tangentes en tous leurs points communs; la tangente en tout point commun P coupe la courbe C* en l'un de ses points d'inflexion P^ et est coupée en P par Vune des tangentes de rebrousseînent de la courbe F',
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208. Le réseau tangentiel renferme un faisceau tangentiel de paraboles (n" 195), dont les foyers sont situés sur un cercle et dont les directrices se coupent en un point K (voir n° J25). Le réseau ponctuel contient en général un cercle (dont le centre est K), un faisceau ponctuel d'hyperboles équilatères et une infinité de paraboles, dont il passe au plus deux par un point quelconque (n"' 195 et 189).
209. Le réseau tangentiel se particularise quand il renferme un double point Z ; ce point est un point double de G^ ; toutes les coniques du réseau ponctuel correspondant, qui est lui-même particularisé, passent par ce point et la courbe T* se décompose dans le faisceau de rayons Z et dans la courbe r^ de seconde classe dont les tangentes sont conjuguées aux rayons de Z par rapport à deux courbes quelconques du réseau tangentiel . Le faisceau de rayons Z et le faisceau des tangentes de r- sont projectifs et engendrent la courbe G' (n° 200). Les réseaux tangentiel et ponctuel sont aussi d'espèce particulière quand le réseau ponctuel renferme une droite double z; cette droite est une tangente double de T', elle est tangente à toutes les coniques du réseau tangentiel, et la courbe G' se décompose en cette droite et en une courbe du second ordre.
210. Le réseau tangentiel est encore d'espèce particulière quand il contient tous les couples de points d'une ponctuelle u en involution. Les coniques du réseau ponctuel passent alors toutes par les deux points doubles de w, la courbe P se décompose en ces deux points doubles et le pôle U de w par rapport à une courbe quelconque y* du réseau tangentiel, et G' se décompose en la droite u et en une courbe du second ordre (voir n" 117). La droite u est conjuguée à tous les rayons du faisceau U par rapport au réseau tangentiel, et par U passe une sécante commune de deux quelconques des coniques du réseau ponctuel. En particulier, si la ponctuelle involutive u est l'intersection d'un faisceau rectangulaire de rayons par la droite de l'infini, le réseau ponctuel se compose uniquement de cercles (voir n" 194) et l'on trouve que :
211. Tous les cercles qui portent une courbe donnée y^ de seconde classe, c'est-à-dire qui peuvent être circonscrits à ses triangles et quadrangles polaires, forment un réseau ponctuel particulier de coniques. Les sécantes, qui sont communes à ces cercles pris deux à deux, se coupent au centre U de y^ ou sont parallèles, si y* est une parabole. Si y- est une ellipse ou une hyperbole, les produits des segments déter-
minés par les cercles sur les sécantes issues du centre U sont constants ; les cercles ont donc même puissance en U et il existe un cercle, concentrique à y^ qui coupe orthogonalement tous les cercles du réseau ponctuel (il est imaginaire pour les hyperboles obtusangles). Si au contraire y^ est une parabole, les centres de tous les cercles du réseau ponctuel sont situés sur une même droite. Tout point de cette droite, ou de ce cercle orthogonal concentrique à y% peut être considéré comme un cercle infiniment petit du réseau et nous en concluons que de ce point l'on peut mener à y'' deux tangentes rectangulaires. Les théorèmes de ce numéro ont été découverts par M. Faure.
212. Les théorèmes réciproques à ceux du n° 210 nous donnent, entre autres, la proposition suivante :
Toutes coniques qui ont pour foyer un point donné F et qui reposent sur une courbe /t^ du second ordre, forment un réseau tangentiel particulier. Les deux tangentes réelles, communes à deux quelconques d'entre elles, se coupent toujours sur la polaire /" de F par rapport à /t*. La courbe F' se compose de F et d'une courbe de seconde classe; au contraire CJ se décompose en f et les deux rayons doubles imaginaires du faisceau rectangulaire F. Dans tout quadrangle polaire du réseau tangentiel, deux côtés opposés se coupent rectangulairement en F; les points d'intersection des deux autres couples de côtés opposés sont situés sur f. D'une manière générale, /" est la polaire de F par rapport à toutes les coniques du réseau ponctuel ([ui porte le réseau tangentiel.
215. Toutes les coniques qu'on peut circonscrire à un triangle ABC constituent un réseau ponctuel très particulier; ABC est un triangle polaire commun à toutes les courbes du réseau tangentiel correspondant ; les courbes r^ et C^ se réduisent respectivement aux trois sommets et aux trois côtés du triangle.
Les coniques, dont ABC est un triangle polaire, ne constituent pas seulement un réseau tangentiel très particulier, mais elles donnent aussi naissance à un réseau ponctuel également particulier ; ce dernier porte le réseau tangentiel qui peut être inscrit dans le triangle.
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l'IilîMIERE LEÇON.
Formes fondamentales collinéaires et réciproques de seconde espèce.
Les systèmes plans el les gerbes peuvent être rapportés les uns aux autres d'une manière analogue à celle que nous avons employée pour les formes fondamentales uniformes. En particulier, nous pouvons reproduire ici pour les formes fondamentales de seconde espèce nos considérations sur la perspeci ivité des formes fondamentales de première espèce. Ainsi nous appellerons perspectifs:
1" Un système plan et une gerbe, quand le système plan est une section de la gerbe et, récipioquement, quand la gerbe est une projection du système plan :
'2" Deux systèmes plans, quand ils sont les sections d'une seule et même gerbe ;
Ti" ])eux gerbes, cpiand elles sont les projections d'un seul et même système plan.
L image ou la projection qu'un paysage j)lan envoie à notre œil est, d après cela, une gerbe perspective à ce paysage. Imaginons que nous coupions cette gerbe ])ar un plan, nous obtenons une représentation perspective du paysage ou un deuxième système plan qui est perspectif à ce paysage. Enfin le paysage, considéré de deux points dillerents, donne deux projections différentes qui sont évidemment deux gerbes perspectives.
Lorsque, dans une série de formes fondamentales de seconde espèce, chaque forme est rapportée perspectivenient à la suivante, la première sera rapportée à la dernière de la même manière que dans les foiines fondamentales uniformes, puisqu'à chaque élément de Fune correspond un élément déterminé de l'autre; mais, en général, ces formes ne sont plus perspectives. Étant données deux formes fondamentales de seconde espèce perspectives, par exemple deux systèmes plans, si l'on déplace Tune d'elles par rapport à l'autre, elles restent encore rapportées l'une à l'autre, mais elles perdent leur relation de perspectivité. Toutefois, elles continuent toujours à conserver entre elles une dépendance particulière que Môbius a nommée collhiéation. Ainsi, dans deux systèmes plans ainsi rapportés l'un à l'autre, à toute forme linéaire correspond une forme linéaire, à tout faisceau de rayons un faisceau de rayons, à toute courbe avec ses tangentes une courbe avec ses tangentes, à tout n — angle un n — angle, etc.
Nous appellerons donc coUinéaires :
i° Deux systèmes plans 2 et 2^ , quand à tout point P de ^ coitcspond un point Pi de I^i, et à toute droite g de - passant par P une droite </i de 2^ passant par Pj ;
2° Un système plan 2 et une gerbe S^, quand à tout point P de correspond un rayon pi de Si et à toute dioite g de - passant par P un plan y de Si passant par pi ;
3° Deux gerbes S et Si, quand à tout rayon;; de S correspond un rayon pi de Si et à tout plan y de S passant par p un plan yi de Si passant par pi ;
Et quand, de plus, à toute série d'éléments se succédant d'une manière continue dans l'une des formes correspond une série d'éléments se succédant d'une manière continue dans l'autre.
Nous pouvons aussi, avec Von Staudt, donner de ces conditions une défmition plus courte, applicable aussi aux systèmes de l'espace, en disant :
Deux formes fondamentales de seconde ou de troisième espèce, rapportées Vuneà Vautre^ sont dites coUinéaires si deux éléments d'espèce différente P et g de Vune, P étant situé sur g, correspondent respectivement à deux éléments, d'espèce différente P^ et gi de V autre, Pj étant aussi situé sur gj.
11 résulte immédiatement de cette définition que :
Des formes fondamentales de seconde espèce, qui sont perspectives^
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soni collinéaires . Si deux formes fondamentales sont collinéaires à une troisième^ elles sont aussi collinéaires Vune à Vautre.
Il est donc aussi démontré en même temps, que dans une suite de formes fondamentales de seconde espèce, dont chacune est perspective à la suivante, deux quelconques d'entre elles sont collinéaires, et en particulier la première et la dernière.
Le mot collinéaire a été employé pour la première fois par Môbius, dans son remarquable ouvrage « Der barycentrische Calcul », pour spécifier les systèmes plans qui sont rapportés entre eux de la manière qu'on vient d'indiquer; cette expression signifie que non seulement tout point de l'un des systèmes correspond à un point de l'autre, mais aussi que toute droite de l'un correspond à une droite de l'autre. On sait en effet ({u'on peut encore rapporter entre eux deux systèmes plans de telle manière, par exemple, qu'à un point de l'un corresponde bien un point de l'autre, tandis qu'une droite a pour correspondante une conique.
La loi de réciprocité ou de dualité déjà énoncée précédemment, mais qu'on n'a pas encore démontrée d'une manière générale, nous conduit aussi à un autre genre de relation simple entre des formes fondamentales d'espèce supérieure, à ce qu'on appelle la relation de réciprocité.
En effet, nous appellerons réciproques :
1" Deux systèmes plans 2 et I^i, quand à chaque point P de -correspond une droite p^ de -i et à chaque di'oite g de 2 passant par P, un point de Gi de 2i situé sur pi ;
2° Un système plan I et une gerbe Sj, quand à chaque point P de 2 correspond un plan ■k^ de Si et à toute di'oite g de ^ passant par P un rayon gi de S^ situé dans x^ ;
0° Deux gerbes S et Si, quand à tout rayon g de S correspond un plan Yi de Si et à tout plan s de S passant par g un rayon Ci de Si situé dans Yi ;
Et quand, de plus, à toute série d'éléments se succédant d'une manière continue dans l'une des formes correspond une série d'éléments se succédant d'une manière continue dans l'autre.
Nous pouvons donner de cette condition dé réciprocité une définition plus courte et applicable aussi aux systèmes de l'espace, en disant :
Deux formes fondamentales de seconde ou de troisième espèce^ rapportées Vune à Vautre, sont dites réciproques, si à deux éléments d'espèce différente V et g de Vune P, étant situé sur j^, correspondent
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respccliveinciU deux clémeitt.s cVespèce différente, pi et fi, de l^intic, \)i passant par Gj.
Nous démontrerons qu"iiii(3 relation de ce genre est possible, car son existence ne ressort ])as bien clairement et du premier couj) ('ommepour lu collinéation ; il n'y a qu'un cas où nous l'ayons déjà établie : c'est celui où il s'agissait des courbes du second ordre ; nous avons fait voir en elïetque, par rapport à une coni([ue, à tout point P du plan correspond une droite, qui est sa j)i)lairey^,, et (|u'à toute droite du plan passant par 1* corres])ond un point situé sur p^, qui est le pôle de cette droite.
La dénionslration générale rent'eiine celle de la loi de réciprocité; en elï'et, puisque dans les systèmes réciproques de l'espace, par exemple, à tout point correspond miplan, toute propriété d'un système tie |)oinls nous donne immédiatement la propriété correspondante du système de plans qui est réciproque à ce système de points.
L'étude des formes fondamentales récipro([ues présente du reste un intérêt et une importance tout particuliers, parce qu'elle comj)rend celle des formes fondamentales collinéaires, en tant que la situation particulière de ces dernières n'entre pas en jeu. Le tbéorème sui- \ant fait ressortir cette liaison :
Lorsque deux formes fond atne ni aies sont réciproques à une troisième, elles sont collinéaires ; et, réciproquement, étant données deux firmes f(»tdamentales collinéaires^ si l'une d'elles est réciproque à une troisième, il en est aussi de même pour Vautre.
Supposons, par exemple, que deux systèmes plans -i et -j, soient réci|)ro(|ues à un troisième -; à chaque point 1' de ce dernier correspond dans chacun des pi'emiers une droite />, et p^ et à toute droite g de -, passant par P, correspond respectivement dans i), et -, un point d et G,, dont le premier G, est situé sur pi et le second G, sur /;.,. Donc à toute droite p, de -i correspond une droite p., de -, et à tout point Gi de -j, situé sur pi, correspond un point G., de-,, situé sur/?.,; c'est-à-dire que -, et -^ sont collinéaires. On étendra d'une manière analogue la première etla seconde])ar1Jede ce théorème aux autres cas; on peut toutefois les lamener immécruitemeiil à celui (|u'on vient de iiaiU'i-. en i«'inai(|n;int cpià toute gerbe on peut substituer Tune de ses sections planes.
Deux formes fondameiilali's (((llinéaiit's on léciproques sont aussi appelées projectives, parce (pià t(»ute. forme harmonique dans l'une
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correspond une forme harmonique dans l'autre. En elFet, soienl, par exemple, A, B,fl, D quatre points hai'moniques d'im système plan 2, et a^. l\, Cl, r/, les quatre rayons correspondants d'un système plan -, léciproque à 2. Les rayons «,, />,, Cj, di doivent tout d'abord passer par un même point U, (fig. 1), puisque \, R. C, D sont situés sur une même droite ii. Tout quadrangle KLMN de il dans lequel un couple de (-ôlés opposés se coupent en A et un auti-e couple en G, tandis que les flenx côtés restants passent respectivement par B et D, a pour correspondant dans 2, un quadi'ilatère /.-,/, m, n,, dont deux sonunets opposés sont situés surrti etCi et dont les deux autres sont respectivement sur A, et z^/,. Kn conséquence, «,, b,. c,, d, sont réellement quatre rayons Itaniio-
niques (I, page iâ)'. Comme exercice, nous conseillons au lecteni- de clieirher la démonstration correspondante pour les systèmes collinéaires, bien qu'elle soit comprise dans relie que nous venons de donner.
On déduit de ce théorème que :
Deux formes fondamentales uniformes, fpn se correspondent dans des formes fondamentales collinéaires ou réciproques, soûl projec-' tives.
Kn effet, les deux formes simples se trouvent rapportées l'une à l'autre de telle manière qu'à quatre éléments harmoniques de Tune correspondent toujours quatre éléments harmoniques de l'autre.
1. Les renvois à la première partie seront tout simplement indiqués parle cliiflre I. I.e chiffre I( s'appliquera à ceux de la seconde.
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Ce théorème nous donne un moyen facile de rapporter projectivement l'une à l'autre deux formes fondamentales de seconde espèce. Supposons, par exemple, qu'il s'agisse de rapporter réciproquement entre eux deux systèmes plans 2 et 2i ; il faut qu'à tout point de 2 corresponde un rayon de 2^, à toute ponctuelle de 2 un faisceau projectif de rayons de 2i et réciproquement. Pour cela, nous prenons dans 2 (fig. 2) deux ponctuelles u et v et nous leur faisons correspondre dans 2i deux faisceaux quelconques de rayons èij et Vj, en rapportant ])rojectivement u à Uj et î; à Yj de telle sorte que le point P commun ku eiv ait pour correspondant le rayon p^ commun àUi et Vj. Tout rayon k de II, qui ne passe l)as par P, coupe alors chacune des di'oites u Qi v suivant les points A et D, auxquels correspondent respectivement les rayons «i et rf, dans
les faisceaux TJ, et V, de -j ; et leur point d'intersection K, est le point qui correspond au rayon k. A tous les rayons passant par un point S correspondent tous les points d'une droite Sj ; en effet, les ponctuelles n et V sont rapportées perspectivement l'une à l'autre par le faisceau de rayons S, de telle manière qu'elles ont le point P corres])0]idant commun ; donc les faisceaux de rayons Uj et Vj sont projectifs et ils ont le rayon />j correspondant commun. Ils sont donc aussi en perspective et engendrent une forme rectiligne Sj qui correspond au faisceau S.
On voit ainsi que, par le moyen de la correspondance établie entre les formes u et Uj et d et Vj, à tout rayon /.de - correspond un point Kl de ^i, à tout point S situé sur k un rayon .s, passant par Kj et que par conséquent 2 et Si sont bien effectivement rapportés réciproquement
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entre eux. Comme ou peut, toujours, d'après ce qui pi'écède, construire la forme plane réciproque à une forme plane quelconque donnée, la loi (le réciprocité se trouve démontrée à nouveau pour l(;s systèmes plans ou, comme nous allons le voir, pour les formes fondamentales de seconde espèce.
Pour rapporter coUinéairement l'un à l'autre deux systèmes plans 2 et 2p nous n'aurons qu'à les rapporter réciproquement tous les deux à un troisième, de la manière que nous venons d'indiquer. De là découlent les méthodes directes qui suivent :
r Nous prenons arbitrairement dans 2 et i^ deux ponctuelles u, v et, ?/j , «^ et nous rapportons projectivement u à îi^ et v kv^ de manière c(ue le point commun h u et v corresponde au point commun à u^ et v^.
2° Nous faisons correspondre deux faisceaux quelconques de rayons, U et V, de 2 à deux faisceaux arbitraires de rayons, Uj et V^, de '^^ et nous rapportons projectivement U à Uj et V à V^ de telle sorte que le rayon UV de 2 corresponde au rayon U^Y^ de 2^.
On peut donner de ces méthodes une démonstration directe semblable à celle qu'on a indiquée pour les systèmes réciproques.
S'il s'agit de rapporter coUinéairement ou réciproquement l'une à l'autre deux gerbes, ou une gerbe et un système plan, on peut facilement imaginer des méthodes semblables aux précédentes et démontrer leur exactitude. Cependant il est plus simple de ramener ces cas à ceux qu'on a déjà traités en remplaçant chaque gerbe par une de ses sections planes. C'est ainsi par exemple qu'on obtient ce théorème:
Poui^ rapporter réciproquement entre elles deux gerbes S et S^, nous pourrons prendre à volonté dans l'une S deux faisceaux de raifons a et Pj et dans Vautre S^ deux faisceaux de plans a^ et b^ et rapporter projectivement a à a^ et (i à b^ de manière que le rayon a,^ commun aux faisceaux de rayons ait pour correspondant le jdan a^ b^ commun aux deux faisceaux de plans. De cette manière, à chaque élément de la yerbe S correspond un élément déterminé de la gerbe Sj.
Cette méthode découle immédiatement de celle que nous avons donnée précédemment pour les systèmes plans.
Pour rapporter réciproquement l'un à l'autre les systèmes 2 et 2^ (fig. 2), nous avons pris d'une manière tout à fait quelconque les droites u et V dans 2 et les points correspondants Uj et Vi dans 2i. Nous
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pouvions (le |)liis rappoitor projectivement ii à Uj et v à Vj d'une façon ontit^remenî arhitraii'P ; il n'y avait qu'une seule coudilion à remplir, c'était que le point d'intei'section vv ou V correspondît à la droite U, V, ou y),. Nous pouvons donc encore faire correspondre deux points quelconques A et B de m à deux i-ayons quelconques «, et h^ de Dj et de même prendre sur v deux points quelconques (\ et 1) et leur faire correspondre deux rayons ffuelconques r, et d^ de V, ; et de cette manière, à chaque élément de - corres])ondra un élément déterminé de ^,. Nous pouvons évidemment considérer \ ?> CD comme un quadrangle absolument quelconque du plan -, puisque nous pouvons y prendre à Nolonté les deux droites 7i etv et choisir arbitrairement sur ces dernières les ])oints A, H et C, J). De même a^ b^ Ci r/, peut être regardé comnip un quadrilatère pris arbiti'airement dans -,. D'où ce théorème:
Pour rapporter réciproqvoneut Viin à Vautre deux systèmes plans !> et I.^, on peut faire correspondre arbitrairement les sommets \, B, C, D d'un quadrangle (juelronqiie de - aux côtés f/, , b^, c,, fl!j d'un quadrilatère cjuclcoiique rfe -^. A chaque élément de - correspond alors un élément déterminé de -j.
On ])eut de même rapporter deux systèmes plans collinéairement l'un à l'autre, et d'une seule manière, de façon que deux quadrangles ou deux quadrilatères de ces systèmes se correspondent entre eux d'une manière déterjninée. Ce théorème peut immédiatement s'étendre d'une inanière générale à des foimes fondamentales quelconques de seconde espèce, puisque tous les autres cas peuvent se ramener à ceux que nous venons de traiter. Donc :
Deux formes fondamentcdes de seconde espèce peuvent toujours être rapportées projectivement t'unc à Vautre, arbitrairement et d'une seule manière^ de façon rpic quatre éléments quelconques de même espèce \, R, C, D appartenant à Viine d'elles et dont trois ne font jamais pat-tic d'une seule et même forme fondamentale uniforme^ aient pour correspondants, dans Vautre quatre éléments de même espèce Aj, Bj, Cj, I), soumis à la même condition.
Deux éléments correspondants, tels que A et A, , sont les lieux de deux formes fondamentales uniformes et celles-ci peuvent et doivent être rapportées projectivement Tune à l'autre de manière que les éléments AB, AC et AD aient respectivement pour correspondants les éléments A, B,, A, C, et A, D,. On peut encore démontrer directement de cette manière l'exactitude du théorème.
DEUXIÈME LEÇON
Courbes qui se correspondent les unes aux autres dans les systèmes plans collinéaires et réciproques.
Les relations fie collinéalion et de réciprocité peuvent, être employées ti'ès fructueusement pour transformer des formes données, par exemple des courbes et des surfaces, en d'autres formes. On arrive souvent par leui- moyen à généraliser des théorèmes trouvés d'abord sur des formes particulières; c'est ainsi, par exemple, que beaucoup des propriétés du cercle s'étendent par projection aux coniques quelconques. Nous allons faire quelques remarques générales sui' cette transformation de f(jrmes données en d'autres formes.
Soient 2 et II, deux systèmes collinéaires plans, P et P^ deux points quelconques qui se correspondent dans ces systèmes. Si P parcoui-t dans - une courbe k, V^ décrit en même temps dans ^, une courbe /tj collinéaire à k. Si une droite quelconque (j coupe la courbe /.• en n points, ki doit aussi être rencontrée par la droite correspondante 7, en n points, c'est-cà-dire aux points qui correspondent aux points d'intersection de g et k. Si deux de ces points d'intersection de q et /.: coïncident, de manière que la droite 7 soit tangente à la courbe k, les deux points correspondants, où se coupent g^ et A:, , coïncident aussi et f/j est tangente à /t, ; en même temps, les deux points de contact sur g et g^ sont deux points correspondants des courbes. Les tangentes en deux points homologues des courbes k et k^ sont donc deux rayons homologues des systèmes collinéaires il et ^i. A chaque tangente qu'on peut mener d'un point quelconque A à la courbe k correspond une tangente à A-, passant par le point homologue Ai de 22, ; de sorte qu'on
peut mener autant de tangentes de A, à k^ que de A à /.-. Si k passe plusieurs fois par un même point de -, k^ passe un nombre égal de fois par le point correspondant de 2^ ; etc.
On distingue habituellement les courbes planes i)ai- leur ordre et leur classe, qu'on définit ainsi :
Une courbe plane du 71" oi'dre a en général n points communs avec une droite quelconque de son ])lan et elle ne peut en avoir plus de //.
Par un point quelconque pris dans le ])lan d'une courbe de 11' classe, ou peut en général mener îi tangentes à la courbe et on ne peut eii mener plus de n.
Ceci posé, nous pouvons réunir les plus importants des théorèmes qui précèdent, dans l'énoncé suivant:
Deux courbes\et kj, qui se correspondent dans deux systèmes collinêaires plans, sont de même ordre et de même classe. A tout point multiple de k correspond un point multiple de même ordre sur k, ; de même, à toute tangente multiple de k correspond une tangente midtlple semblable de kj.
Si la courbe plane k est décrite par un point P et si en même temps le faisceau formé par ses tangentes est décrit par la tangente p en ce point, le point P se meut d'une manière continue sur la droite p, tandis que;; tourne d'une manière continue autour de P dans le plan de la courbe ; la courbe k^ collinéaire à k et son faisceau de tangentes seront décrits de même par le point Pj et la tangente pj qui correspondent respectivement aux éléments P et p. Si, maintenant dans une position déterminée w, le sens de la rotation de la tangente p autour de P vient à changer, on dit que w est une tangente slalionnaire tangente d'inflexion et le point de contact de w a reçu le nom de point <r in flexion de la courbe k. Si d'autre part le j)oint Pi. dans une de ses positions R, change le sens de son mouvement sur p, on dit que R est un point stationnaire ou un point de rebroussement de la courbe k. A toute tangente d'inflexion et à tout point de rebroussement de /.• correspondent respectivement une tangente d'inflexion et un ])oint de rebroussement de la courbe /^ collinéaire à k.
Si k est une courbe du second ordre, /.-j est aussi ime courbe du second ordre; il est facile de démontrer que non seulement /^ a en général, comme k, deux points communs avec toute droite qui la
CORRESPONDANCE ENTRE LES COURBES
coupe, mais encore que ces courbes jouissent l'une par rapport à l'autre de la propriété d'être projectives. En effet, si h est engendrée par deux faisceaux projectifs de rayons A et B, /e, sera engendrée de même par les deux faisceaux correspondants Aj et Bi ; et l'on a: Aj 7\ ï^i? puisque A 7\ Aj, B 7\ Bj et Â 7\ B, de sorte qu'on peut regarder /.■, comme la forme engendrée par deux faisceaux projrctifs de rayons. On voit d'ajirès cela que :
Deux courbes du second oindre, qui se correspondent dans des systèmes plans collinéaires ^ sont projectivement rapportées Vune à Vautre.
Ce théorème admet aussi une réciproque que voici : Deux courbes projectives du second ordre peuvent toujours êtreconsi' aérées comme des courbes homologues de deux systèmes plans collinéaires.
Soient, en effet, A, B, il trois points de la première courbe k et A,, Bj, Cj les trois points qui leur correspondent respectivement sur la seconde courbe k^ ; soit de plus D le pôle de AB par rapport à k et Di celui de AiBi par rapport à la courbe A,) . Si les courbes appartiennent à deux systèmes collinéaires plans qui se correspondent, les tangentes à /i en A et B doivent correspondre aux tangente^ à k^ en Aj et B^ , et par conséquent les points D et Dj sont aussi deux points homologues des systèmes collinéaires. Or, on peut maintenant d'une manière effective rapporter collinéairement l'un à l'autre les systèmes plans dans lesquels se trouvent les courbes, de manière qu'aux quatre points A, B, G, D de l'un d'eux correspondent respectivement les quatre points A,, B,, G,, D^de l'autre; à la courbe /b, qui passe par G et (jui est tangente en A et B aux droites i)A et DB correspond ainsi la courbe /.;i r[ui passe par G^ et qui est tangente en A^ et Bj aux droites DjAi et BjBj. La collinéation des deux systèmes plans se trouve de la sorte établie complètement et d'une seule manière par le moyen des deux courbes projectives ; et deux éléments qui sont conjugués ou rapportés l'un à l'autre par rapport à l'une des courbes ont pour correspondants deux éléments conjugués o.u correspondants l'un à l'autre par rapport à l'autre courbe.
Quand deux systèmes plans 2 et s^ sont rapportés collinéairement entre eux, la droite de l'infini dans l'un d'eux a généralement pour correspondante dans l'autre une droite propre qu'on appelle Yaxe opposé de l'autre système. A deux droites parallèles de l'un des systèmes plans
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correspondenl loujours deux dioilos qui se coupent su?- Taxe oi)pofîé de l'autre système plan. Deux courbes collinéaires planes, bien qu'étant du même ordre et de la même classe, peuvent donc différer essentiellement l'une de l'autre en ce qui regarde leurs points à l'infini; en effet, aux points à l'infini de l'une d'elles correspondent les points que l'autre courbe a en commuji avec l'axe opposé de son plan, et aux asymptotes d'une coui'be, c'est-à-dire aux tangentes cà ses points à Tinfiui, correspondent en général des tangentes propres de l'autre courbe. Par exemple, uue ellipse de l'un des plans, .coupée par l'axé opposé de ce plan ou tangente à cet axe, aura poiu- courbe correspondante dans l'autre plaii une ]iy|)erboie ou une parabole.
Nous donnerons le nom cVinvariant à toute propriété d'une seule forme géométrique ou à toute relation de différentes formes entre elles qui ne seraj^as altérée par une transfoi'mation collinéaire. Par exemple, l'ordre et la classe d'une courbe plane sont des invariants; il en est de même pour le nombre de leurs points doubles, de leurs points (Je rebroussement, de leurs tangentes doubles ou de leurs tangentes d'inflexion. Des points ou des rayons barmoniques ont entre eux une relation d'invariance et la même chose a lieu pour les formes élémentaires projectives. Les relations d'une courbe du second ordre avec son centre et ses foyers ne sont pas invariantes, tandis que celles qui se rapportent aux points ou aux rayons conjugués par rapport à la courbe, ou à un point et à sa polaire, le sont.
Le rapport enharmonique de quatre points d'une droite ou de quatre rayons d'un faisceau du premier ordre est un invariant. Trois couples d'éléments d'une forme élémentaire en involution constituent entre eux une relation invariante ; la propriété caractéristique d'un hexagone de Pascal est aussi un invariant. — Poncelet avait reconnu d'une façon bien nette l'importance des propriétés d'invariance des formes géométriques et l'avait fait ressortir d'une manière rigoureuse ; il donne à ces propriétés la qualification de projectives, parce qu'elles se transmettent à toutes les formes collinéaires qu'on peut déduire d'une forme donnée par des projections ou des sections.
Soient 2 etSi deux systèmes plans réciproques ; à tout point V de ^ correspond un rayon /jj de 2i. Si V parcourt dans 2i une courbe quelconque k, p^ décrit en même temps dans 2 une suite continue de rayons K, que nous appellerons un faisceau de rayons. Si P s'approche d'un point fixe (J de la courbe />, ;\ s'approche d'un rayon
COKKESPONDANCE ENTRE LES COURBES
li\e 7, du faisceau K,, et au rayon PQ qui pivote autour de Q correspond le point p/i^ qui se déplace sur la droite q^. Enlin, lorsque!* s'approchant indéfiniment du point Q, la droite PQ (fig.S) coïncide avec une droite fixe, la tangente 7 au point Q, le point J)^ 7, coïncide aussi finalement avec un point iixe, le point de contact i}^ du i-ayon 7^ qui coirespond ainsi à la taugente dont il vient d'être question. (Voir I. pages 80-81.) A tout point Q de la courbe /.: avec sa tangente 7, correspond un rayon q^ du faisceau kj, avec son point de contact Qj, et à une suite de tangentes de k se succédant d'une manière continue correspondent les points de contact de Kj qui se suivent aussi d'une manière continue. En un mot : au faisceau k de tangentes, qui enveloppent la courbe le, correspond une courbe k^ qui est enveloppée i)ar le faisceau kj. Si k a n points conuuuns avec une droite quelconque <j de son
plan, les n rayons correspondants du faisceau kj, ou les // tangentes à la courbe kj passent par le point de 2 qui correspond à la droite 7. Le théorème suivant a donc lieu d'une manière générale:
Si deux courbes k et k^ se correspondent dans des systèmes réciproques, V ordre de V une est égal à la classe de Vautre. A tout point de l'une des courbes, avec sa tangente, correspond une tangente de l'autre courbe avec sou point de contact ; à tout point multiple de Vune rorrcsfxind une tangente multiple de l'autre et à tout point il'inflexiou de l'une une tangente de rebroussement de Vautre.
En particulier, si A: est une courbe du second ordre, k^ est une courbe de seconde classe qui est enveloppée par un faisceau de rayons du second ordre. Ce faisceau sera engendré par deux ponctuelles projectives a^ et b^ si la courbe est-elle-même engendrée par deux faisceaux
projectils de rayons A etB ; en effet, puisque «^ 7\ A et b^ /\ B, et que de plus A 7\ B, il s'ensuit aussi que a^ /\b^. Nous avons vu antérieurej lient ([ue toute courbe du second ordre est enveloppée par un faisceau de rayons du second ordre et que par conséquent elle est aussi de seconde classe ; pour les courbes d'ordre ou de classe plus élevée, une pareille coïncidence n'existe plus.
Des considérations toutes semblables peuvent s'appliquer aux surfaces coniques qui se correspondent dans des gerbes projectives. Tous les résultats qu'on obtient ainsi pour ces surfaces peuvent aussi se déduire de ceux qu'on vient d'établir, en projetant deux systèmes plans [)rojectifs de deux centres quelconques suivant des gerbes. On voit d'après cela ce qu'il faut entendre par des surfaces coniques de n" ordre ou de n^ classe. Si, par exemple, on rapporte réciproquement un système plan 2 à une gerbe S^, à toute courbe de n" ordre et de jf classe dans 2 correspond dans S^ une surface conique de n^ classe et de p'' oixire.
TliOISIEME LEÇON.
Perpectivité des formes fondamentales collinéaires de seconde espèce.
Nous avons vu que, dans deux formes fondamentales collinéaires ou réciproques, quatre éléments harmoniques de l'une ont toujours pour correspondants quatre éléments harmoniques de l'autre et nous en avons déjà tiré la conclusion que deux formes fondamentales uniformes qui se correspondent dans chacune d'elles doivent être projectives. Si donc deux formes fondamentales collinéaires ou réciproques 2 et 2^ sont placées de telle manière que non seulement les lieux a et a^ de deux formes fondamentales uniformes correspondantes soient situés l'un sur l'autre, mais encore que trois couples de points homologues de ces dernières formes coïncident, deux éléments correspondants quelconques de a et «i doivent coïncider (I, page 53) et Z et^i ont tous les éléments correspondants de a et a^ qui leur sont communs.
On a donc en particulier ce théorème :
Si deux systèmes plans collinéaires, non situés dans le même plan , ont trois points de leur droite d'intersection correspondants communs, tout point de cette droite est un point correspondant commun aux deux systèmes.
Si deux gerbes collinéaires, non concentriques ont trois plans correspondants communs, elles ont en commun tous les plans correspondants qui passent par leurs centres.
CiEOMETRlt: DE PuSlTluN
Oji j)euL, en la iiiodiliaiit Ir^n'iciiieiil. élenchv, aussi cette double proposition aux systèuies [)laiis supeiposés el aux gerbes concentriques.
Lorsque deux systèmes collinéaires - el ^j situés dans le même plan ont en coiiunun Ions les points correspondants de deux droites u et v ou tous les rayons coriespondants de deux faisceaux S et T, cliacpie élément de 2i coïncide avec celui (|ui lui correspond dans 1i. En ellet, dans le preiuier cas, une droite ([uelconque du plan se correspond à elle-même, puis(iu"('ll(' joint deux points fpii se correspondent à eux-mêmes, nn point de u et un point de v ; et tout point du plan se correspond à luimême, puisqu'on peut le regarder comme le point d'intersection de deux droites qui se coi'respondent à elles-mêmes. De même, dans le second cas, tout })oint du plan se correspond à lui-même, parce qu'il est l'intersection de deux rayons de S et de T qui se correspondent à eux-mêmes et mie droite quelconque peut être regardée connue la droite ({ui joint deux de ces points. Nous sommes ainsi conduits au théorème suivant : >
Deux stjsti'ines colllnéaireu situés dans le même plan ont tous leurs éléments correspondants communs {ou sont identiques), quand ils ont comme éléments correspondants communs les qua- I re sommets d'un quadrancjlc ou les quatre côtés d'un quadrilatère.
Deux (jerbes collinéaires co)iccntriques ont tous leurs éléments correspondants communs [ou sont identiques) quand elles ont pour éléments correspondant s communs les arêtes d'un angle quadrarête ou les faces d'un anijle tétraèdre.
Le théorème tle dioite se ramène immédiatement à celui de gauche en coupant les deux gerbes par un plan. Les systèmes collinéaires situés dans ce plan de section ont connne éléments connnuns les quatre sonnnets A, lî, (1, D d'un (piadrangle ou d'un quadrilatère sinq)le ; les rayons Ali, Xi], AD sont donc correspondants conmmns et par suite tout rayon du faisceau A jouit de cette pro[)riété; il en est de même des i-a\ons BA, BC, BD, et par suite de tout rayon du faisceau B ; ce qui démontre le théorème. Deux systèmes collinéaires quelconques, placés l'un sur l'autre, ont donc en général comme éléments correspondants conununs au plus trois points et les droites qui les joignent.
Des théorèmes (pj'on vient de démontrer on déduit les conséquences
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suivantes j)oui' la |)eispeclivité. des systèmes et des gerbes collijîéaires :
Si deux systèmes col linéaires ^ et Z^ sont siliiés dans des plans dillerents et si les rayons qui joignent les sommets d'un ([uadrangle de ï, aux points coi'respondants de II passent par un même ])oint S, les deux systèmes sont perspectifs et sont des sections de la gerbe S. En effet, les deux gerbes collinéaires, qui projettent les systèmes plans de 8, sont identiques, puis([u'elles oiil un angle (juadralète correspondant comnmn.
Si deux gerbes collinéaires S et Sj ont des centres différents et si les quatre rayons, suivant les(|Liels les faces d'un angle tétraèdre de S sont respectivement coupées par les plans correspondants de S,, sont situés dans un même plan S, les deux gerbes sont perspectives et sont des projections du système planl. En effet, les deux systèmes collinéaires sidvant les(|uels les gerbes sont cou[)ées par - sont identiques, puisqu'ils ont un quadrilatère correspondant conuruni.
On démontre facilement, d'une manièie analogue, le théorème ipii suit :
Un système plan ^ est perspectif à nnajerbe S, qui lui est colliiiéaire, quand les sommets (V un quadraugle de ï saut situ('s sur les raijous qui leur correspondent dans S.
On voit sans peine l'analogie qui existe enli'eces théorèmes et ceux ([ue nous avons établis pour les formes fondamenlales projectives de jn-emière espèce, dans la cin([uième leçon de la première partie. On peut faire la même remarque pour la double proposition suivante, dont nous ferons un fréquent usage dans la suite:
Si deux s\ stèmes ])lans collinéaires oui comme éléments corres- [)ondants couununs trois |)oints, et par consé(|uent tous les ])oints d'une ponctuelle w, les droites (|ui joignent deux à deux les points homologues de ces systèmes se coupent toutes en un seul et même point déterminé S. — En effet, deux
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Si deux gerbes collinéaires ont conmie éléments cojTes])ondants couununs trois j)lans, et par consé- (juent tous les ])lans d'un faisceau u. les droites suivant lesquelles les plans correspondants se coupent deux à deux sont situées dans un seul et même plan déterminé 2. — En effet, deux rayons quelconques
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droites / et /i qui se correspondent fig. 4) doivent avoir pour ])oint correspondant commun un certain point A de u, puisque tout point de II se correspond à lui-même.
Toutes les droites DI), , EEj .... r jui joignent chacune un point (D, E — ) de / au point correspondant (I),, lî,. . .) de/] passent donc par un même point S, puisque les ponctuelles / et II ont leur point d'intei'section A comme point correspondant com-
/ et /, qui se correspondent doivent se trouver dans un certain plan a de n, puisque tout j)lan de u se correspond à luijiième. — Tous les rayons oci, ee,,,. suivant lesquels les plans (S, £,....) (lu faisceau / coupent les |)kjis (g,, ;i....) qui leur corresponflent dans le faisceau /, sont donc situés dans un même j)lan I ; car les faisceaux ont le plan a connue plan corrcspon-
mun et par suite sont perspectives.
Si les deux systèmes sont situés dans un même plan et si P est le point où un rayon DDj passant jiar S coupe î<, la droite PI) correspond à PJ)j, c'est-à-dire à elle-même puisque P se correspond à luimême. Tout rayon passant ])ar S coïncide donc avec son correspondant ; d'où il résulte que les points homologues sont situés deux à deux sur des rayons passant par S.
dant commun et par suite sont en position perspective. Si les gerbes ont le même centre et si x est le plan qui joint un rayon quelcon- (|ue ooi de ^ avec Taxe m, le rayon ■KO correspond au rayon •::§,, et par suite se correspond à lui-même, puisque ti se correspond à luimême. Tout rayon situé dans 2 coïncide donc avec son correspondant; d'où il résulte que les plans homologues se coupent deux à deux
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Si au contraire les deux systèmes se coupent suivant la droite m, il s'ensuit que les droites telles que DDi hE^ qui joignent des points homologues, sont situées deux à deux dans un même plan et par conséquent se rencontrent.
Mais connue toutes ces droites ne sont pas toutes situées dans un seul et même plan, il faut qu'elles passent par un seul et même point S ; les deux systèmes sont donc des sections de la gerbe S.
suivant des rayons situés dans 2 — Si au contraire les deux gerbes ont deux centres diilerents situés sur w, il s'ensuit que les droites d'intersection des plans homologues quelconques, telles que b¥^ et sEi, sont deux à deux situées dans un même plan et par conséquent se coupent. Mais comme toutes ces droites ne passent pas toutes par un seul et même point, il faut qu'elles soient situées dans un seul et même plan ^ ; les gerbes sont donc les projections du système plan 2.
Ces diéorèmes remarquables peuvent aussi s'énoncer sous la forme suivante:
Deux systèmes coUinéaires plans (jui se coupent et qui ont trois points (de leur droite d'intersection) correspondants communs , sont perspectifs.
Si deux systèmes coUinéaires situés dans un même plan ont une ponctuelle correspondante commune (c'est-à-dire tous les points de cette ponctuelle correspondants communs), ils ont aussi un faisceau de rayons correspondant commun (c'est-à-dire tous les rayons de ce faisceau correspondants communs) .
Deux gerbes coUinéaires qui ne sont pas concentriques et qui ont trois plans correspondants communs sont perspectives.
Si deux gerbes coUinéaires et concentriques ont un faisceau de plans correspondant commun (c'est-àdire tous les plans de ce faisceau correspondants comnuuisj, ils ont aussi un faisceau de rayons correspondant conmiun.
Réciproquement, on voit immédiatement que deux systèmes plans perspectifs ont tous les points de leur droite d'intersection comme éléments correspondants communs et ([ue tout plan passant par les sommets de deux gerbes perspectives est un plan qui leur est correspondant commun. Les deux derniers théorèmes eux-mêmes admettent aussi une réciproque^ ainsi qu'il suit :
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Si deux systèmes collinéaires situés daus uu même j)lau ont uu laisceau de rayons correspondant coininnii. ils ont aussi une ponctuelle correspondante couunune.
Si deux gerbes concentriques et collinéaires ont un faisceau de rayons correspondant commun, ils oïd aussi un faisceau de plans c()ries[)ondant couunun.
Kn elTet (théorème de gauche), si nous projetons les deux systèmes (rnn centre ([uelconque suivant deux gerbes concenlri(|ues, celles-ci auront un laisceau de plans correspondant comnmn, et i)ar conséquent aussi (d'après le théorème de droite qui précède) un faisceau de rayons correspondant commun, et la ponctuelle, dont il est question dans le théorème, en est une section. On ramènera de même le théorème de droite au théorème de gauche qui précède en coupant les gerbes concenU'i([ues })ar un plan donnant naissance à deux systèmes superposés. On peut du reste démontrer cette double proposition directement et d'une manière analogue à celle qu'on a suivie poui- la précédente.
Deux systèmes collinéaires situés dans le même j)lan. ([ui ont une ponctuelle u et un faisceau de rayons S correspondants connnuns seront dits perspectifs, parce qu'ils jouissent de beaucoup de propriétés qui du reste appartiennent aussi aux systèmes perspectifs. Le point S, par lequel passent les droites qui joignent deux à deux les points correspondants, s'appelle \e centre de collineationet la droite u, sur laquelle se coupent deux à deux les droites homologues, est dite Vaxe de collinéaliuti. Étant donnés deux systèmes plans perspectifs, imaghions ([ue l'un <reii\ tourne autour de sa droite d'intersection avec l'autre système ; les droites (jui joignent les points homologues changeront de j>ositioii, mais elles ne cesseront pas de converger constannnent \ers un ])oint unique, qui sera lui-mêjue en mouM^nent. puisque les deux systèmes ont comme éléments correspondants connnuns tous les points de leur droite d'intersection.
Quand les deux systèmes se superposent, celte situation doit être considérée conmie un cas particulier de la perspecli\ité générale. — (hi dit aussi que deux gerbes concentriques et coHinéaiies sont ])ers])ectives, quand (.'lies ont un faisceau de rayons et un faisceau de plans correspondants coJnniLins.
Pour ra])porter perspeciivement l'un à l'autre deux systèmes situés dans un même plan, nous j)Ouvons prendre arbitrairement l'axe u et le centre S de collinéation (fig. i) et faire correspondre l'un à l'autre
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deux points quelconques D et D, situés sur un rayon passant par S. En effet, nous pouvons et nous devons rapporter les deux systèmes collinéairement l'un à l'autre de telle manière que deux faisceaux de rayons D et D|, perspectifs à la ponctuelle ?/, se coirespondent et que le faisceau S se corresponde à lui-même ; la collinéation se trouve par là établie complètement et d'une seule manière (II, page 0). Mais comme deux rayons homologues / et U de D et Dj se coupent en chaque point A de n. i>t f[ue par A il passe aussi lui rayon a du faisceau S qui se coi-respond à lui-même, il faut que A ou / a se corresponde à lui-même, c'està-dii'ecori'espondeau point /jCt; par conséquent, les deux systèmes ont tous les points de u qui leur sont correspondants comnnms. ainsi que cela était demandé.
Tout rayon passant par D coupe en un point de u le rayon passant par D, qui lui correspond ; il est donc facile de construire ce dernier. Va comme deux points homologues E et Ei se trouvent à la fois sur des rayons homologues de D etDj et sur une droite passant par S, il est l'acile de trouver le point M^ qui correspond à E. Le lecteur fera un exercice utile et instructif en construisant ainsi la courbe qui correspond à une courbe donnée, c'est-à-dire en déterminant un certain nombre de points de la seconde coiu'be qui correspondent à des points donnés de la première. Dans cette construction, il est intéressant de rechercher où se trouve l'axe opposé d'un des systèmes qui correspond à la droite de l'infini dans l'autre; car c'est essentiellement d'après la position de cet axe qu'on reconnaît si la courbe a des branches infinies et quel en est le nombre. L'axe opposé doit être parallèle à l'axe de collinéation, parce que la droite qui lui correspond doit le renconti-er sur l'axe de collinéation et en un point situé à l'infini.
Si l'axe de collinéation passe à l'infini, les droites homologues deviennent parallèles deux à deux et les systèmes sont dits perspeci ivcuicni semblables. La théorie de la similitude des figures planes nous est connue depuis longtemps grâce à la géométrie des anciens; elle n'est, comme on le voit, qu'un cas particulier de la collinéation.
Deux systèmes plans collinéaires 2 et I,, dont les droites à l'infini ne se correspondent pas, peuvent être mis en perspective de deux manières différentes. On détermine d'abord les deux axes opposés. Les deux faisceaux de rayons parallèles de 2 et Zi auxquels appartiennent les axes opposés se correspondent alors entre eux. Au contraire, deux autres parallèles a et b de i: ont pour correspondantes deux droites «, et ^idel,
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qui ne sont pas parallèles, puisqu'elles doiveiil se couper en un point propre de l'axe opposé de i:,. 11 existe donc à une distance déterminée de cet axe opposé deux droites, et rien que deux, v^ et i\ qui lui sont parallèles et sur lesquelles «i et Z>, déterminent des segments de longueur égale à ceux que les parallèles a et b interceptent sur les droites coiTespondantes ii et v. Les ponctuelles v^ et v^ de ^, sont les seules qui soient projectivement égales aux ponctuelles u et v qui leur correspondent. Si maintenant on amène les systèmes coUinéaires dans une situation telle que les ponctuelles u etn^ (ou v etVi) soient superposées et aient tous leurs points correspondants communs, les systèmes seront perspectifs. Ils resteront encore en perspective si on les fait ensuite tourner autour de leur droite corres])ondante comnume jusqu'à ce que leurs plans coïncident et l'on obtient alors facilement deux faisceaux de rayons dans 2 qui sont projectifs et égaux aux faisceaux de rayons qui leur correspondent dans 1i (II, page 20).
Deux courbes planes coUinéaires, dont les points à l'infmi ne se correspondent pas, peuvent, d'après ce qui précède, être amenées dans yne position telle qu'elles se présentent comme sections d'une même surface conique. L'intuition montre sans grande peine quelles sont les propriétés qui leur sont communes. — Deux courbes du second ordre, sur lesquelles on prend arbitrairement trois points A, B, G et Ai, B,, G, peuvent toujours être mises dans une position telle que par elles et par les trois droites AAj, BBj, (]C^ on puisse faire passer une surface conique du second oidre (11, page il).
QUATRIEMR LEÇON.
Collinéation et réciprocité des systèmes de l'espace.
Les développements que nous avons donnés jusqu'ici nous fournissent maintenant le moyen de rapporter collinéairement ou réciproquement l'un à l'autre deux systèmes de l'espace, c'est-à-dire deux portions de l'espace indéfini, ou même de rapporter l'espace indéfini à lui-même. La définition générale que nous avons donnée de la collinéation ou de la réciprocité nous conduit tout d'abord aux définitions suivantes pour les systèmes de l'espace :
Deux systèmes de l'espace H et 2, sont rapportés colUnéairemeyil Vun à Vautre, lorsquù tout point P de i correspond un point Pj de I, et qu'à toute droite ou tout plan de Z passant par P correspond dans Zj une droite ou un plan passant par P,.
Deux systèmes de Vespace S et 1^ sont rapportés réciproquement Vun à Vautre, lorsc/u'à tout point P de E correspond un plan tt' de Sj et qu'à toute droite ou tout plan de S passant par P correspond dans 21i un rayon ou un point situé sur -jti.
Ici encore on démontre sans peine le théorème général que nous avons déjà énoncé précédemment, à savoir cjue deux formes fondamentales, qui sont toutes les deux ou collinéaires ou réciproques à une troisième, doivent être collinéaires entre elles. Comme d'après cela la collinéation se déduit de la réciprocité, nous pourrons nous borner le plus souvent à l'étude de cette dernière.
Si dans deux systèmes réciproques de l'espace un point P et un plan TTi se correspondent, et par suite aussi la gerbe P et le système
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])laii 71,. ces deux dernières formes sont aussi réciproques; car à tout plan z de 1* corres])ond un point K situr dans ?:, et à tout rayon passant par P et situé dans s correspond un rayon situé dans r.^ et passant par K|. A quatre éléments harmoniques quelconques de la gerbe 1* on, en f^énéral, de l'un des systèmes de Tesj^ace correspondent donc toujours (juati'e éléments harmoniques situés dans z, ou dans l'autre système. Pai" consécpient, à toute poncliielle de l'un des systèmes doit cori-espondre un faisceau projeclifde plans dans l'autre système et à, tout faisceau de rayons dans l'im un faisceau piojectif de raxons dans Faut re. Dans deux systèmes collinéaires de l'espace, à tout système plan correspond un système plan collinéaire, à toute ])onctuelle une ponctuelle qui lui est pi'ojective, etc. D'après cela, on dira aussi fjue ileux systèmes collinéaires ou récipi'oques de l'espace, sont projectifs: il en résulte que :
Si deux sjffi/èmes collinéaires on réciproques de l'espace ont en commun trois éléments d'une forme fondamentale uniforme, ou quatre éléments de même espèce d'une forme fmd amentale de seconde espèce, ils ont en commun chacun des éléments de la firme (II, page 15).
Dans le second cas, nous supposons toutefois que trois des quatre éléments considérés n'appartiennent pas à une seule et même foi-me fondamentale uniforme.
Nous rapporterons deux systèmes de l'espace ^ et Z^ réciproquement l'un à l'autre de la manière la plus simple et la plus intuitive, en procédant comme il suit. Nous prenons dans !il deux gerbes A et B et nous l'apportons respectivement chacune d'elles réciproquement à un système plan a, et p, situé clans Ii, de telle sorte que la droite d'inter section a.^^^ corresponde à ÂB et que tout plan commun aux gerbes passant par AB ait pour correspondant un point commun aux systèmes plans situé sur a, (3,. Alors, à tout point V de i: correspond un plan ir^ dans i:, et à tout rayon / passant par P un rayon l^ situé dans tt^. En effet, aux rayons AP et lîP qui sont dans un même plan avec AB correspondent dans a, et % deux rayons qui ont avec a, pi un seul et même point conunun et qui pai' conséquent déterminent un plan ir, correspondant au point P; et de même, le rayon / de ^, qui est projeté de A et B par deux plans A/ et \M a pour correspondant un rayon /^ qui est coupé par a^ et Pj en deux points a, /, et p, /i qui correspondent aux plans. Enfin, si nous avons dans i; un système plan quelconques, pai* le moyen duquel les gerbes \ etiî soient
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rapportées perspectivement Tune à Taiiti'e, de telle manière qu'elles aient ainsi le faisceau de plans A lî coiuiue élément correspondant commun, les systèmes plans ai et [îj sont par là même rapportés en même temps collinéairement l'un à l'autre (parce que a,7\ A7\B7\;3i) de façon à avoir la ponctuelle aiii, cori'espondante commune. Par consé- (juent a, et ^, sont perspectifs (H, page 19) et engendrent une gerbe E, (|ui correspond au système plan t et qui lui est réciproque. \u plan z de ^, (|ui passe par une droite / on un point \\ coirespond donc \in point E, , situé sur la droite correspondante /, ou dans le plan correspondant t:,. Vu plan à rinfini dans Tun des systèmes correspond de cette manière un point de Tautre système et. en général, c'est un point pi'opre. Donc :
Deux systèmes de Vespace S et Z, peuvent toujours et (finie seule manière être rapportes réciproquement lun à Vautre de telle façon (pi'à deux gerbes V <?/ B de Z correspondent respectivement dans Z, deux Sf/stèmes plans v., et il^, qui leur soient réciproques. Il suffît (rétablir la réciprocité entre A et a, et entre B et [i, de telle manière qu'à tout plan comnum aux gerbes A et lî corresponde un point commun de aj et fij.
Nous j)Ouvons donc déduire de là que:
Pour rapporter réciproquement Vun à Vautre deux systèmes de r espace Z et li, ou peut prendre arbitrairement dans le premier cinq points A, B, (], D, E do))t quatre quelconques ne soient pas un même plan, et leur assigner comme co)-respondants dans le second cinq plans quelconques «i, [ip Yi, Oj, £i, dont quatre quelcon(pies )ie passent pas par un même point, l/or.s tout élénwnl de li sera rapporté à îin élément de 1.
En effet , nous devons et pouvons rapporter réciproquement la gerbe A au système plan d'une seule manière et de telle sorte qu'aux rayons AB, AC, AD, AÉ correspondent respectivement les rayons *i?n «lYn «1=1' »i3i (II, page 8); nous établirons de même entre la gerbe B et le système plan p^ une relation réciproque, telle que les quatre couples de rayons BA et (ijap BC et {ù^-fi, BD et ^^à^, BE et ^ic, se composent de rayons homologues. Comme les trois plans AB(], ABD, ABE, communs aux faisceaux A et B, ont respectivement pour correspondants les points «iP, v, , «, î^, Oj , a, g^ t^ communs aux systèmes plans ai et Pi, à tout plan du faisceau AB correspond un seul point de la ponctuelle a, 3,. Le théorème se trouve ainsi ramené au précédent.
Il résulte de ce qui précède qu'on a de niêiiie la iH-opositiou suivante pour les systèmes collinéaires de l'espace :
Pour rapporter collinéairempnt Vun à raiilrc deux .sijs/èincs de V espace S et ^i, on peut piviuJre à volonté dans Vun cinfj points^ dont quatre quelconques ne soient pas situés dans un même plan, et leur assigner pour correspondants dans Vautre cinq points quelconques, assujettis à la même condition. De cette manière, chaque élément de 1 sera rapporté à un clément de Z^.
On peut démontrer directement ce théorème d'une manière analogue à celle qui a été employée pour les systèmes réciproques ; ou plus simplement, on peut ramener ce cas aux précédents en remarquant que deux systèmes réciproques à un troisième doivent être collinéaires. En effet, nous pouvons rapporter réciproquement les deux systèmes donnés au troisième de telle façon, que cinq plans quelconques de ce dernier aient respectivement pour correspondants les cinq })oints donnés dans chacun des deux premiers. De cette manière, la collinéation sera établie entre ces deux systèmes. Au lieu de cinq points, on peut faire correspondre entre eux, deux à deux, cinq plans pris dans chaque système et dont quatre quelconques ne passent pas par un même point. Le théorème a encore lieu dans ce cas. On voit en même temps que:
Si deux systèmes collinéaires de V espace ont comme éléments correspondants commirns cinq points, dont quatre quelconques ne sont pas dans un même plan, ou cinq plans , dont quatre quelconques ne passent pas par uti même point, ils ont toits leurs éléments correspondants communs et sont identiques.
Le résultat principal de toute notre étude est la démonstration, maintenant complète, de la loi de réciprocité. En effet, si deux espaces peuvent être rapportés réciproquement l'un à l'autre, on peut aussi, étant donnée une forme quelconque de l'espace, construire une forme qui lui soit réciproque et dont les propriétés se déduisent delà première. Aussi nous contenterons-nous à l'avenir, étant données deux propositions réciproques, de démontrer seulement l'une d'elles. Nous engageons le lecteur à chercher directement la démonstration de l'autre au lieu de la déduire de la loi de réciprocité.
Entre les formes de l'espace, par exemple entre les courbes ou les surfaces qui se correspondent dans des systèmes collinéaires ou réciproques, il existe des relations remarquables. Elles sont particulièrement
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intéressantes quand il s'agit de courbes à double courbure ou de courbes gauches^ c'est-à-dire de courbes dont aucune portion finie n'est contenue dans un plan. Avant d'étudier ces relations, nous allons faire quelques remarques sur les courbes gauches.
Étant donnés deux points quelconques P et Q d'une courbe gauche, joignons-les par une droite PQ; si l'un d'eux Q se meut sur la courbe, la coi'de V() décrit une surface conique qui a son sommet en P et qui ])roiptte la courbe de ce point. Si Q s'approche de plus en plus de P, la droite PQ s'approche de plus en plus d'une droite fixe p, avec laquelle elle se confond finalement, quand Q coïcinde avec P. La droite 79 est la langeuie à la courbe au point P ; et l'on dit que tout plan qui passe par p est iaugeut à la courbe au ])oint V. Un plan tangent, joignant la tangente y> à un point variable R de la courbe, décrit un faisceau de plans p qui projette la courbe, quand Pi se déplace sur cette dernière ; ce plan tangent s'approche d'un plan fixe tt, avec lequel il finit par coïncider, quand R s'approchant de plus en plus de P finit par coïncider avec ce point. Ce plan 7: s'appelle le plein osculaleur ou le plan de courbure de la courbe en P ; il est tangent suivant la droite p à la surface conique par laquelle la courbe est projetée du point P, parce qu'il a en commun avec cette surface deux rayons qui se réunissent suivant p. On peut regarder une tangente quelconque connue la droite qui unit deux points qui se rapprochent indéfiniment l'un de l'autre, et un plan osculateur comme le plan qui passe par trois points qui se rapprochent indéfiniment les uns des autres. Réciproquement, la droite commune à deux plans osculateurs infiniment voisins de la courbe se confond avec une tangente à la courbe et le point d'intersection de trois plans osculateurs infiniment voisins est à la limite un point de la courbe. Toutes les tangentes d'une courbe gauche forment dans l'espace im faisceau de rayons qui enveloppe la courbe et tous les plans osculateurs un faisceau de plans qui oscule la courbe.
Si un point P décrit la courbe gauche, tandis que sa tangente p décrit le faisceau de rayons qui enveloppe et son plan osculateur tt le faisceau de plans qui oscule cette courbe, P se meut d'une manière continue sur p, tandis que /; pivote autour de P dans le plan 7: et que ce plan TT lui-même tourne en même temps autour de p. Tout point de la courbe oi^i le mouvement de P sur la tangente p change de sens est appelé point sfalionnaire ou point de rebroussenient; de même les tangentes et les plans osculateurs où les rotations respectives de p etiz
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autour de P et p clianp;Gnt de sens, sont appelés faitdrnlr.'^ slallonvalir ; ou plans osnikUciirs slaiionnairca.
Soient maintenant deux (•ouil)fs gauches /.• et/;, (pii se coiTespoiidcni dans des systèmes coliinéaires. Toute droite qui joint deux points et tout plan ffui rénnit trois points de /.• ont respectivement pour correspondants dans A-, la di'oite (pii joint les deux points et le plan qui l'éunil les trois points lioiiioJo^iics. \ foule tan,ii;ente et à tout plan osciilateuien un point de /.• correspondent donc respectivenicnl la taniyjeiite et W plan osculatpiu' au point honiolooue de l\. Si un point P décrit la courbe //, tandis que sa tanji;enle p décrit sinniltanément le faisceau de rayons quil'enveloppe et son plan osculateur -k le faisceau de plans qui Toscule, le point correspondant l\ décrit en même temps la coui'bc /.•,. la tangente correspondante p^ le faisceau de rayons qui enveloppe h^ et le plan osculateur correspondant ir, le faisceau de plans qui oscnle la courbe k^. A tout élément stationnaire de A- correspond un élément stationnaire demème espèce dans A-,. Si la courbe A- estdu //'"o^v/yr, cVstà-dire si elle a en général et au plus n points communs avec un plan quelconque, A-, est aussi du »'' ordre; car elle a les points correspondants communs avec le plan homologue. Si d'autre part, A- est de la ///" classe, c'est-à-dire si en général par un ])oint quelcon((ue il passe au plus m plans osculateurs de la couibe A\ A-, est également de la///'' classe. Aux points à l'infini de A- correspondent en général des points propres de A-, ; car c'est seulement dans des cas particuliers que le plan à l'infini de l'ini des systèmes coïncide avec le plan à l'infini de l'autre système.
Si la courbe A- se meut d'une manière continue, suivant vme loi quelconque, et décrit une surface <I>, A-, décrit en même temps une surface <l>, qui correspond à la précédente. Ces surfaces sont coupées par deux plans correspondants suivant des courbes coliinéaires; et si <l> est du ?/'' ordre, c'est-à-dire si en général elle a au plus n points comnums avec une droite ciuelconque, <I>i est aussi du même ordre, parce qu'elle a les points coriespondants qui lui sont communs avec la droite correspondante. A toute tangente de <I> correspond une tangente de <I>i et de même les plans tangents de deux surfaces coliinéaires se correspondent entre eux. Si <I> est de la m" classe, c'est-à-dire si on peut en général lui menei' au plus /// plans tangents par une droite quelconque, l'autre surface <1>, est également de la m' classe. L'ordre et la classe des courbes ou des surfaces fout donc pai'tie de leurs propriétés d'invariance.
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Si Tiiiie des surfaces renferme des droites, Tautre en contient aussi 3t en nombre égal ; si l'une a des points doubles ou des courbes doubles par lesquelles elle passe plusieurs fois, il en est de même pour l'autre ; et ainsi de suite.
Les surfaces collinéaires peuvent néanmoins différer essentiellement en ce qui concerne leurs points à l'infini. Ainsi, l'une des surfaces peut être coupée suivant une courbe par le plan à l'infini, tandis que l'autre peut lui être seulement tangente en un point ou ue pas le rencontrer.
Si deux systèmes de l'espace sont rapportés réciproquement l'un à l'autre, à toute courbe gauche h de l'un correspond aussi une courbe gauche Ai de l'autre, mais de la manière suivante: à tout point P de /.: correspondent un plan osculateur x, de /.-, ; à toute tangente de /.• ({ui joint deux points infiniment voisins et à tout plan osculateur qui unit Irois points infiniment voisins correspondent respectivement dans /., une tangente à A-j, qui est l'intersection de deux plans osculateurs infiniment voisins et un point où se coupent trois plans osculateurs infiniment voisins de A,. A tout plan qui contient ?? points ou m tangentes de l'une des courbes correspond un point par lequel passent u plans osculateurs ou n tangentes de l'auti'e courbe. L'ordre (ou la classe) de Tune d'elles est donc égal à la classe (ou à l'ordre) de l'autre. yV tout point stationnaire de l'une correspond un plan osculateur statiormaire de l'autre. Tous les points d'une courbe plane et leurs tangentes ont pour correspondants tous les ])lans tangents d'une surface conique et les rayons ([ui la composent. — Aux points et aux tangentes d'une surface <J> correspondent les plans tangents et les tangentes d'une surlace <l>i et aux plans tangents de <1> correspondent les ])oints de a>i, etc.
Supposons qu'il s'agisse de rap[)orler projectivement l'un à l'autre deux systèmes de l'espace, de manière que deux systèmes réglés projectifs ahrd.. . . et a^b^c^d^ .... se correspondent commme formes homologues; on peut assigner trois directrices quelconques y>, r/, r de l'un des systèmes comme correspondantes à trois directrices quelconques y>i , q^ , r, de l'autre système et de ])lus on a le choix de spécifier si les systèmes de l'espace devront être collinéaires ou réciproques. En effet, rapportons projectivement les deux systèmes l'un à l'autre de telle sorte ([u'aux cinq points ap, aq, bp, bq, cr de l'un correspondent respectivement les cinq points (ou les cinq plans) cup^, a^qi, 6,y;,, Z>j^,,
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c, r, de l'autre; aux droites «, b^p, q du premier système correspondent ainsi les droites «,, 61, ;;,, q^ du second. De plus, la droite r, qui passe par le point cr et qui coupe les droites p et 7 a pour correspondante la droite r, ([ui passe par Cii\ (ou f[ui est située dans le plan Ci,i\) et qui coupe les droites pi et 7,, et de mémo la droite i\ correspond à la droite r.
Enfin à touti'ayon d du système réglé (tbv correspond un rayon <h du système réglé «i^j^'i, de sorte que les deux formes fondamentales uniformes, p[ahcd) et />, {a^h^<\<li) sont projectives. Le théorème est donc démontré.
Dans les leçons suivantes nous étudierons les formes engendrées par les systèmes coUinéaires et réciproques. Nous allons seulement nous occuper ici de la perspectivité des systèmes coUinéaires de l'espace, (lomme deux espaces coUinéaires se traversent ou se pénètrent umtuellement, il peut arriver qu'un nombre fini ou infini d'éléments de Tu 11 coïncident avec les éléments qui leur correspondent dans l'autre ; les systèmes peuvent avoir comme éléments correspondants communs des éléments isolés et même des formes fondamentales de première ou de seconde espèce. Des considérations, analogues à celles que nous avons appliquées précédemment aux systèmes coUinéaires situés dans un même plan, nous conduisent aux théorèmes suivants :
Si deux systèmes coUinéaires de l'espace ont un système pla7i a correspondant commun, ils ont aussi une gerbe coïi-espondante S commune; el réciproquement.
En effet, deux systèmes plans a et aj qui se correspondent dans les espaces coUinéaires sont aussi coUinéaires (II, page 24); leurs plans se coupent suivant une droite de c; et ils ont comme éléments correspondants connnuns tous les points de cette ligne d'intersection, puisque chacun des points de cette droite coïncide avec son correspoiidant ; ils sont donc pers})ectifs et sont des seclioiis d'une même gerbe S. Mais comme tout élément de S, soit rayon, soit plan, unit un élément de c (jui se corres})ond à lui-même avec deux éléments de « et a^ qui se correspondent entre eux, il doit se correspondre à lui-même ; de sorte que deux ])oinls homologues des systèmes de l'espace doivent se trouver sur une droite passant par S, que deux droites homologues doivent être situées dans un plan passant par S et que ces dernières doivent en outre se couper en un même point de -.
D'autre part^ si les deux systèmes de l'espace ont une gerbe corres-
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pondante commune, deux gerbes homologues A et Ai quelconques sont perspectives. En eflet, puisque le rayon A Aj passe par S, ces deux gerbes coUinéaires ont comme élément correspondant commun non seulement ce rayon, mais un plan quelconque qui le contient; elles sont donc les projections d'un même système plan a. Mais deux éléments homologues des gerbes A et A^ couperont un élément de S, qui se correspond à luimême, suivant un élément de c ; par conséquent tous les éléments de s coïncident avec leurs correspondants.
Deux systèmes coUinéaires de l'espace, qui ont une gerbe S et un système plan a correspondants communs sont dits perspectifs. Le point S par lequel passent les droites qui joignent deux points homologues quelconques et les plans qui contiennent deux droites homologues quelconques du système est appelé le centre de collinêation des systèmes de l'espace, et le plan c sur lequel les rayons ou les plans homologues se coupent deux à deux a reçu le nom de plan de collinêation.
Pour rapporter perspectivement l'un à l'autre deux systèmes de l'espace, on peut prendre à volonté le plan c et le centre S de collinêation et en outre faire correspondre l'un à l'autre deux points A et Al, situés sur une droite passant par S, mais extérieurs à n. Soient, en ellét, B, (1. D trois points de œ tels que les droites qui les joignent ne coupent pas la droite SAAj. Les deux systèmes de l'espace peuvent être rapportés collinéairement l'un à l'autre de telle sorte qu'aux points A, B, C, D, S de l'un correspondent respectivement les points A,, B, G, D, S de l'autre. Les rayons SAAj, SB, SC, SD, et par suite tous les éléments de la gerbe S, se correspondent à eux-mêmes ; de même le plan BGD ou c se correspond à lui-même, ahisi que tout autre élément, puisqu'en outre des points B, C, D, il y a encore sur S AAi un point de c qui se correspond à lui-même (11, page 16).
Il est très facile de construire dans les espaces perspectifs une forme qui corresponde à une forme donnée ; on procède en suivant la marche que nous avons indiquée pour les systèmes perspectifs situés dans un même plan. Un cas particulier, qui peut se rencontrer ici, est celui où le plan de collinêation s'éloigne cà l'infini, et où par conséquent deu:^ droites ou deux plans correspondants deviennent parallèles.
Dans ce cas, les systèmes sont dits perspectivement semblables. La stéréotomie a déjà fait connaître au lecteur des systèmes de ce genre; ainsi, par exemple, une machine et l'un de ses modèles à une échelle
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exacte peuvent être considérés comme des portions de systèmes semblables et on peut les mettre en perspective de telle sorte que les droites qui joignent deux à deux les points homologues se coupent en un point lixe, le centre de collinéation, et que deux i-ayons ou deux plans homologues soient parallèles. En général deux espaces collinéaires ne peuvent pas être amenés en position perspective.
CINOUIEME LlîdON.
Surfaces du second ordre. — Génération et classification.
Les formes fondaiiietitales miit'onnes nous ont conduits précédeniiueiit aux formes élémentaires du second ordre; les formes fondamentales [)rojectives de seconde espèce nous conduisent de môme aux surlaces et aux gerbes de plans du second ordre. Ainsi:
Une surface du second ordre est engendrée par deux gerbes récipi'oques non concentriques ; tout rayon de Tune des gerbes cou})e le plan, (|ui lui correspond dans l'autre gerbe, en un point de la surface.
Une gerbe de plans du second ordre est engendrée par deux systèmes plans réciproques, qui ne sont pas situés dans un même plan ; tout rayon de l'un des systèmes est projeté du point qui luicoirespoiid dans Tantre suivant un plan de la gerbe.
La surface du second ordre et la gerbe de plans du second ovdie étant des formes réciproques, la loi de réciprocité permet de déduire immédiatement toutes les propriétés de l'une de ces deux formes des propriétés de l'autre; c'est pourquoi, nous pourrons nous borner à étudier les surfaces du second ordre. On verra plus tard que la gerbe de ])lans du second ordre se compose de tous les plans tangents à une surface du second ordre; de sorte qu'en faisant même abstraction de la loi de réciprocité, la théorie de la gerbe de plans se trouve comprise dans celle de la surface du second ordre.
or.oMRTr.ir-, nr. positkin. — ii.
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Soient S etSj les centres des deux gerbes réciproques qui engendrent une surface du second ordre; il est tout dabord facile de voir que tout plan a mené par S coupe la surface suivant une courbe du second ordre. Cette courbe passe par le ])oint S et par le point où le plan a est rencontré par le rayon cii qui lui correspond dans la gerbe Si ; dans certains cas particuliers, elle peut se décomposer en deux droites. En effet, au faisceau de rayons de S, qui est contenu dans le plan «, correspond dans Si un faisceau de plans qui lui est projectif et dont l'axe est la droite tii. Ces faisceaux projectifs engendrent la courbe du second ordre qui est commune au plan a et à la surface F^ et qui ne peut se décomposer en deux droites que si un rayon du faisceau a est situé dans le plan de (ii qui lui correspond. La courbe du second ordre est aussi engendrée par deux faisceaux projectifs de rayons, dont Tun est le faisceau a de S dont il vient d'être question, et dont l'autre est la section du faisceau de plans a^ par le plan a ; ces faisceaux ne sont perspectifs que dans des cas particuliers. On voit d'après cela que la courbe d'intersection de F^ et de a passe par les points S et «la.
De la même manière, la surface du second ordre sera coupée par tout plan mené par Si suivant une courbe du second ordre passant par ce même point S^.
Il résulte de là que la surface F^ ne peut pas avoir plus de deux points communs avec une droite quelconque g qui n'est pas située tout entière sur elle ; en effet, la courbe du second ordre, intersection de la surface avec le plan S g ne peut avoir au plus que deux points communs avec la droite g. La surface est donc bien du second ordre. Toute droite 9, passant par S, a en général avec la surface un autre point commun différent de S, c'est celui où elle est coupée par le plan yi qui lui correspond ; ce second point ne coïncidera avec S que si y, passe par le rayon SSj commun aux faisceaux. Nous dirons que tout rayon de S, qui n'a avec la surface du second ordre aucun ])oint commun différent de S, est mie tangente à la surface au point S. Comme toute tangente a pour élément correspondant un plan passant par SSi, toutes les tangentes à la surface qui passent par S sont situées dans le plan de la gerbe S qui correspond au rayon commun S Si; et ce plan est appelé le plan tangent de la surface F^ au point S. Donc:
Au rayon S Si commun anx deux gerbes correspond en S et Si im plan tangent à la surface du second ordre.
l^eut-il encore exister de pareils plans tangents dans d'autres points
de la surface ? et la surface est-elle coupée suivant des courbes du second ordre par des plans sécants qui ne passent ni par S ni par S^ ?
Ces questions s'imposent à nous tout d'abord et nous sommes évidemment tentés de répondre affirmativement à la seconde, si nous remarquons qu'aucune section plane de la surface ne peut être rencontrée par une droite en plus de deux points. Nous savons aussi déjà que par tout point P d'une surface du second ordre il doit passer au moins deux systèmes de coniques situées sur la surface; car tout plan des deux faisceaux dont les axes sont les droites qui joignent le point P aux centres S et Si des gerbes réciproques a une conique comnmne avec la surface du second ordre. Nous pourrons répondre affirmativement aux deux questions précédentes, et avec toute certitude, quand nous aurons démontré que :
Un poini quelconque d'une surface donnée du second, ordre peut cire choisi pour centre de Vune des deux gerbes réciproques qui cn^ qendrent la surface.
Soient S et Si les centres des deux gerbes réciproques qui ont primitivement engendré la surface donnée du second ordre F^ et soit S^ un troisième point quelconque de F^ ; il s'agit de rapporter réciproquement l'une à l'autre les gerbes S et S^ de manière qu'elles engendrent aussi la surface. Si les gerbes S et S^ sont rapportées réciproquement Tune à l'autre d'une manière entièrement arbitraire, elles engendreront une deuxième surface du second ordre Fi^, passant par les points S et Sj. Nous allons établir la réciprocité entre S et S^ de telle manière que Fj^ ait en commun avec F^ deux coniques passant par S, mais non par Sj, et nous prouverons ensuite que F^ et F/ coïncident en tous leurs points et conséquemment sont identiques.
Soient x et X les deux coniques d'intersection de la surface donnée du second ordre F^ (fig. 5) par deux plans passant par le point S, mais ne contenant pas S,. Soit T le point où la droite d'intersection de ces deux plans rencontre la surface pour la seconde fois et soit ST"la corde commune aux deux coniques y. et X, corde qui peut devenir une tangente, si T se rapproche indéfiniment de S.
Tout d'abord, pour que T soit situé sur la surface ¥^ engendrée par les gerbes S et S^, il faut qu'au rayon ST de S corresponde un plan S^KL de S^ passant par T. Soient K et L les points où ce plan coupe pour la seconde fois les coniques y. et X ; nous pouvons maintenant établir de la manière suivante la réciprocité demandée pour les gerbes S
el Sj. ^()us projetons la courbe •/. du second ordre du point S suivant un laisceau de l'ayons S-/, et de Taxe S^k suivant un faisceau de plans; ce dernier se trouve ainsi rap])orté projectivement au faisceau de rayons. De même nous i)rojetons la conique X de S suivant un faisceau de rayons SX et de S._,L suivant un faisceau de i)lans ({ui est alors projectif au faisceau de rayons. Or, comme le plan ISJiL conunun aux faisceaux de j)lansqui projette le point d'intersection T des deux coniques, correspond au rayon ST conunun aux deux faisceaux de rayons, les deux gerbes S el S., sont d'après cela rapportées réciproquement Tune à l'autre (d'après la page 7 ). La surface F,^ qu'engendrent ces deux gerbes passe non seiiîejuent par S et S,, mais aussi parla conique •/., puisque celle-ci est engendrée par le faisceau de rayons Sy. et le faisceau cori'espondanl
l\v [)lans S^ K; de même la surface passe aussi par la coni(jue>. — Accessoirement, cette construction nous donne la proposition suivante:
Par (Icii.i- cotiiqKcs (loinii'cs y. cl >.. (fiii son/ silures thiiis des plans (liffércnls, mais qui sccoiipcitl en (leti.r poiiils'S cl '\\oii qui sonltannciilcs l'H lin poinl S, cl jtar un /loiiil S,, c.cicriciir à leurs plans, on peni faire passer nne surface de second ordre.
On ne peut pas en faiie passer plus d'une, car deu\ suifaces telles que F^ et Fi^ qui passent tous les deux i)ar -/., \ et S^ sont identiques, comme on le verra dans ce ([ui suil . D'abord, toul plan mené par Si et S^, qui contient deux points de chacune des coui'bes y. et X, coupe la surface suivant deux coniques qui coïncident en tous leurs points, puisqu'en outre de S, elles ont en comnmn les quatre points de x et X dont il
vient d'être question (I, pa^e 78). Or il est toujours possible de mener de pareils plans, si l'on a d'avance convenablement choisi y. et), sur la surface F^ Soit maintenant [;. une conique, passant par Si et S.^, qui appartient aux deux surfaces, mais qui peut ne pas passer par le point S ; soit de plus P un point quelconque de l'une des surfaces. Le plan SPSj (de mêime que SPS^) coupe les deux surfaces suivant deux coniques qui, en outre de S et Sj (ou S et SJ, ont encore trois autres points communs qui appartiennent aux coniques x, X et i;,. Ces deux coniques coïncidant, le point P de Tune des surfaces est situé sur l'autre ; c. q. f. d.
On voit aussi qu'il existe également en S^ un plan tangent à la surface F^et que tout autre plan mené par S, a une conique comnmneavec F'- ; suivant les circonstances, cette courbe peut dégénérer en deux droites. S^ étant un point quelcon({ue de la surface, nous avons de la sorte démontré la propriété fondamentale suivante des surfaces du seconil ordre :
Vue surface «Jr sccojkJ ordre ne peu/ e/re eoiipe'e jxir ini phiu (pieleonque que suivani inie conique, qui peut aussi se réduire à deux droites. La surface est touchée en chacun de ses points par un plan qui contient toutes les tangentes possibles de la surface en ce point.
Nous appellerons l'attention sur un point particulier, l^our démont rciqu'on peut faire passer une surface du second ordre par ■/., X et S^ nous avons rapporté réciproquement l'une à l'autre les gerbes S et S^et nous avons tout d'abord fait correspondre au rayon ST un plan arbitraii'e S^KL passant par T. En changeant ce plan, nous pourrons rapporter d'une infinité de manières les gerbes S et S^ réciproquement l'une à l'autre de manière qu'elles engendrent la surface dont il s'agit; donc :
Deux gerbes, dont les centres sont situés sur une surface donnée du second ord^e, peuvent d^une infinité'de manières être rapportées réciproquement Vune à Vautre, de façon à engendrer la surface du .second ordre.
La propriété fondamentale des surfaces du second ordre que nous avons démontrée plus haut va nous servir immédiatement pour faire une classification de ces surfaces. Nous distinguerons les surfaces réglées du second ordre, qui peuvent être décrites par une droite, et celles qui ne contiennent aucune droite. — Si une surface du second ordre contient une droite g, elle a encore une seconde droite / commune avec tout plan sécant mené par g ; car la conique suivant la([uelle ce plan la coupe se décompose alors en deux droites. Quand le plan sécant tour-ne
autour de 9, la seconde droite / parcourt la surface. Les surfaces du second degré à génératrices rectilignes ne sont autres que les surfaces réglées et les cônes du second ordre que nous connaissons déjà. En effet, ou bien la droite mobile / se meut de telle façon que deux droites qui figurent deux quelconques des positions qu'elle occupe ne se rencontrent pas, ou bien il y a deux positions l^ et /^ où elles se coupent. Dans ce dernier cas, le point M d'intersection de l^ et /^ (fig. 0) ne peut se trouver que sur la droite (j, puisque les plans (|l^ et r//^ sont diOerents l'un de l'autre. Soient maintenant A etB deux points (quelconques de la surface qui ne soient sur aucune des droites g, Z^, 1^ et supposons la surface du second ordre coupée suivant les coniques •/. et! par deux plans passant par A et B. Les deux surfaces coniques qui
projettent y. et 1 du point M sont alors identiques puisqu'elles ont en commun les cincj rayons MA, AIB, g, Z^, /^ ; et chacun de leurs rayons appartient à la surface du second ordre donnée, parce qu'il renferme Irois de ses points, à savoir M et un point de chacune des coniques y, et X. Dans ce cas, la surface est donc un cône du second ordre.
D'autre part, si aucunes des positions de la droite mobile / ne se rencontrent, nous prendrons trois quelconques d'entre elles, /j, Z^, /.. Une quatrième droite qui rencontre /j, 1, et /. fait également partie de la surface du second ordre puisqu'elle a trois points d'intersection communs avec elle, et l'on ])0urra aussi décrire la surface en faisant glisser une droite mobile sur les trois di'oites l^, 1.^, !.. Dans ce cas, la surface du second ordre est donc une surface réglée, c'est-à-dire un hyperboloïde aune naj^pe ou un paraboloïde hyperbolique.
Les surfaces du second ordre sur lesquelles ne sont situées aucunes droites se divisent en cUipsoïdes^ en paj^aboloïdes elliptiques et en hijperboloïdes à deïixîiappes. L'ellipsoïde n'a aucun point commun avec le plan à l'infini ; le paraboloïde elliptique lui est tangent et l'hyperboloïde à deux nappes le coupe suivant une courbe du second ordre. On obtient des cas particuliers de ces genres de surfaces en faisant tourner une conique autour d'un de ses axes ; l'ellipse, dans une rotation de ce genre, décrit un ellipsoïde de révolution, la parabole un paraboloïde de révolution et l'hyperbole un hyperboloïde de révolution à deux nappes, quand la rotation s'effectue autour de son axe principal. Si au contraire la rotation a lieu autour de son axe conjugué, on obtient un hyperboloïde de révolution à une nappe.
D'après sa définition, l'eUipsoïde a une ellipse commune avec un plan sécant quelconque. La section du paraboloïde elliptique par un plan ne sera une parabole que si ce plan contient la direction sur laquelle se trouve le point à l'infini du paraboloïde ; dans tout autre cas, c'est une ellipse. Nous avons vu de même (I, page 126) que la section du paraboloïde hyperbolique par un plan est une hyperbole qui peut aussi dégénérer en deux droites ; ce n'est exceptionnellement une parabole que si le plan sécant passe par le point de contact du paraboloïde et du plan à l'infini. Un plan sécant coupe l'hyperboloïde à une nappe et l'hyperboloïde à deux nappes suivant une ehipse, une parabole ou une hyperbole, selon que ce plan ne contient aucun point de la courbe située à l'infini sur l'hyperboloïde ou bien qu'il en renferme un ou deux; dans le cas de l'hyperboloïde à une nappe, la section peut aussi se composer de deux droites.
Une surface du second ordre engendrée par deux gerbes réciproques quelconques S et S^ est-elle réglée ou non ? On peut facilement le savoir à l'avance en se servant de cette propriété que tout plan tangent d'une surface réglée a avec elle une ou deux droites communes. Or, le rayon SSj de la gerbe S a pour corres])ondant le plan tangent en S^ et les différents plans du faisceau SS^ ont pour éléments correspondants les différentes tangentes à la surface en Sj. Si deux des rayons de ce faisceau de tangentes sont contenus dans les plans du faisceau SS^ qui leur correspondent, le plan tangent a ces deux rayons communs avec la surface du second ordre et cette dernière est une surface réglée. Si la coïncidence n'a lieu que pour un seul rayon, nous avons un cône ; enfin, si aucun des rayons du faisceau de tangentes n'est situé dans le plan qui lui
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con-espoii(1, la surface du second ordre n'a pas de génératrices rectilit^nes. Dans le cas tout à fait particulier où trois plans, et par suite tous les plans du faisceau SS^ passent par les rayons de S^ qui leur corresi)ondent, la surface du second ordre se décompose en deux plans; et il en résulte que toute conique commune à la surface et à un plan quelconf|ue doit se décomposer en deux droites.
SIXIÈME LEÇON
Polarité des surfaces du second ordre. — Diamètres , centre et axes principaux de ces surfaces.
De mèiiie que les courbes du secoud ordre, les surfaces du secoud ordre possèdeut aussi certaines propriétés qu'on désigne généralement sous le nom de propriéU's polairoti ou de pohirilr. On peut les établi)" facilement au moyen des ihéorèmes de la cinquième leçon. Dans ce qui suit, nous laisserons de côté les surfaces coniques du second ordre, parce que leurs propriétés polaires ont été déjà démontrées en même temps que celles des courbes du second ordre (I, page 106).
Soit A un point quelconque de l'espace, cjui n'est pas situé sur une surface donnée F^ du second ordre. Nous menons par A des sécantes quelconques à la surface et sur chacune d'elles nous déterminons le ]ioinl qui est harmoniquement séparé de A par les deux points où la sécante rencontre la surface. Tous ces points conjugués harmoniques doivent alors se trouver dans un même plan a. En effet, le lieu géométiique de ces conjugués harmoniques et un plan quelconque, f[ui passe pai' \ et qui coupe la surface F- suivant une courbe du second ordre, ont une droite commune qui est la polaire du point A par rajiport à cette courbe du second ordre ; et comme toutes ces droites, qui se coupent deux à deux, ne passent pas par un seul et même point, elles sont toutes situées dans un seul et même plan a. Ce plan renferme aussi les points de contact des tangentes que l'on peut mener de A à l'une quelconque des courbes du second ordre dont il vient d'être question ; il contient également les points d'intersection des tangentes
de ces courbes dont les points de contact sont situés sur une droite passant par A (Voir I, pages 96 — 97). Il en résulte que deux plans tangents quelconques à la surface, dont les points de contact sont situés sur une droite passant par A, se coupent sur le plan a; en effet, les tangentes contenues dans ces plans tangents se coupent deux à deux suivant des points de a.
Nous dirons que a est le phni polaire ou la polah^c de A et que, réciproquement, A est le pôle du plan a. Le plan polaii"e d'un point quelconque se trouve donc déterminé par les propriétés suivantes des surfaces du second ordre qui peuvent servir chacune k le définir et à le construire.
Hi par un point A, non situé sur une surface donnée du second ordre, ou mène à cette surface des sécantes et des plans sécants et si l'on détermine :
V Les points de ces sécantes^ hai'moniquement séparés de A par la surface ;
2° Les polaires de A par rapport aux coniques communes à la surface et aux plans sécants ;
3" Les droites d'intersection des plans tangents à la surface en deux points situés sur une même sécante ;
4" Les points de contact de toutes les tangentes et de tous les plans tangents à la surface, qui passent par A;
Tous ces points et toutes ces droites sont situés dans un même plan a, appelé le plan polaire de A et dont A est le pôle .
Les tangentes qu'on peut mener k la surface donnée par l'un quelconque de ses points forment un faisceau de rayons du premier ordre. Si, au contraire, on considère un point quelconque A, non situé sur la surface et dont le plan polaire coupe cette surface, on voit que :
Les points de contact de toutes les tangentes et de tous les plans tangents qu'on peut mener à une surface du second ordre par U7i point donné quelconque A sont situés sur une conique; par conséquent . les tangentes elles-mêmes sont situées sur une surface conique du second ordre, qui est enveloppée par les plans tangents.
La conique dont il s'agit dans ce théorème est celle qui est commune à la surface du second ordre et au ])laii polaire de A. Il est clair que, réciproquement, tout droite qui unit un point P de cette conique avec A est tangente en P à la surface du second ordre ; en effet, si elle coupait la sui'face en un autre point Q, le point harmoniquement séparé de A par P et Q serait extérieur au plan polaire de A, puisque P est situé
dans ce plan. Tout plan qui projette une tangente de la conique du point A est donc un plan tangent de la surface. Comme une droite quelconque menée par A ne rencontre pas plus de deux tangentes de cette conique, lîous avons ce théorème :
Par une droite^ qui n'appartient pas tout entière à une surface du second ordre, on ne peut mener plus de deux plans tangents à la surface; cette surface est donc de seconde classe.
Étant donnée une surface quelconque du second ordre, à tout point qui n'est pas situé sur la surface correspond un plan polaire. Pour le cas limite que nous avons laissé de côté jusqu'ici, nous dirons qu'à tout })oint situé sur la sui-face correspond comme plan polaire son plan tangent et réciprof[uement que le pôle de tout plan tangent à la surface est son point de contact. Le théorème suivant établit clairement le mode de correspondance des points et des plans.
Étant donnés deux points A et B, si le premier est situé dans le plan polaire du second, le second est aussi dans le plan polaire du premier.
Étant donnés deux plans, si le premier passe par le pôle du second, le second passe aussi par le pôle du premier.
En effet, coupons la surface du second ordre par un plan contenant les points A et B et construisons la polaire de chaque pohit par l'apport à la courbe de section. Par hypothèse, la polaire de B passe par le point A ; par conséquent (I, ])age 99) la })olaire de A passe par le point B. Or, la polaire de A par rap])ort à cette courbe de section est contenue dans le plan polaire de k par rapport à la surface du second ordre ; donc B est situé dans ce plan polaire. Le théorème de droite n'est que la répétition de celui de gauche.
Si donc un point se meut dans un plan, son plan polaire pivote en même temps autour du pôle de ce plan ; et si un plan pivote autour d'un point, son pôle se meut dans le plan polaire de ce point. Nous déduisons de là que :
Si un point se meut sur une I Si un plan tourne autour d'une
droite et par conséquent dans deux plans en même temps, son plan |)olaire tourne autour d'une droite ; en effet, iL tourne autour des
droite, et par conséquent autour de deux points de cette droite en même temps, son pôle se meut sur une droite ; en effet, il se meut
pôles des deux plans et |)ai- conséquent autour de la droite ([ui réunit ces pôles.
dans les plans polaires des deux points et par conséquent sur l'intersection de ces plans.
Etant données deux droites, on dit que Tune d'elles est Xa polaire de l'autre, quand les plans polaii'es de tous les points de l'une passent par l'autre et quand, réciproquement, les jiôles de tous les plans passant par Tune sont situés sur l'autre. La surface du second ordre fait donc correspondre à toute di-oite de l'espace une auti'e droite qui est sa polaire. La double j)roposition qui précède peut aussi s'énoncer comme il suit:
Si une droite passe par un point, sa ]X)laire est située dans le ])Ian ])olaire de ce point.
Si une droite est situé dans un plan, sa polaire passe par le pôle de ce plan.
D'après cela, pour construire la polaire (j^ d'une droite {/, nous pouvons chercher les plans polaires de deux points de g et déterminer leur droite d'intersection gy, ou chercher les pôles de deux plans passant pai' g et déterminer la droite gi qui les unit. Si la droite g est coupée en deux points pai- la surface du second ordre, les deux plans tangents à la surface aux deux points d'intersection passent ])ar la polaire f/, de g. Si de g l'on peut mener deux plans tangents à la surface, r/i contient les deux points de contact de ces plans. Si g est tangente à la surface, elle est coupée par sa polaire en son point de contact et se trouve avec elle dans un plan tangent de la surface; en effet, g étant située dans le plan tangent, r/, doit contenir le pôle de ce plan, c'est-à-dire son point de contact, et connue g passe par ce point, r/, doit être située dans le plan polaire de ce point, c'est-à-dire dans le plan tangent.
Dans tout autre cas, nous pourrons déterminer la polaire 7, d'une droite g ainsi (|u'il suit. Nous couperons la surface du second ortke pai" des plans contenant la droite g et nous cherchei'ons le pôle de g par ra|)poi-t à chacune des courbes d'intei-section ; tous ces pôles sont situés sur la droite 7,. Lu elfet, soit P l'un (pielconque de ces pôles; le plan ])olaire de V passe par la droite g et par conséquent P doit être situé sur r/,. Quelle construction réciproque ])eut-on déduire de celle qu'on vient de donner?
Pour construire le pôle d'un plan donné, nous cherchons les plans ou
les droites polaires d'un nombre quelconque de points ou de droites situés par ce plan; tous ces plans ou droites polaires se coupent au point cherché, lui j)aiticulier, les plans tangents en tous les points connnuns à la surface et au plan passent par le pôle cherché ; si i)ar une droite quelconque du plan on peut mener deux plans tangents à la surface, le pôle est situé sur la droite qui unit les deux points de contact et il est liannoni([uement séparé (II, page 42 ) du plan donné par les deux plans tangents.
La polarité des surfaces (hi second ordre nous coudiiil à ini cas particulier de la réciprocité dans l'espace. En ellet, puisque par le moyen d'une surface du second ordre à tout point P correspond un plan TT connne plan polaire et à tout plan ou toute droite passant par I* un point, qui est le pôle du plan, ou une droite, qui est la polaire de la droite, ce point ou cette droite étant contenus dans tt, la définition générale de la réciprocité (donnée II, page 25) trouve immédiatement son application ici.
Deux formes de l'espace sont rapportées réciproquement l'une à l'autre, et par suite projectives, quand elles sont les polaires l'une de l'autre par ra})port à une surface du second ordre.
Au moyen de ces remarques, on peut démontrer maintenant le théorème qui suit.
Toute su)'face du second ordre est enveloppée jnir une gerbe de plans du second ordre.
Imaginons la surface du second ordre engendrée par deux gerbes réciproques S et Sj, de telle sorte qu'en tout point P de la surface se coupent un rayon de S et le plan correspondant de S,. Alors tous les plans tangents de la surface sont engendrés par deux systèmes plans réci])roques t: et q, le plan tangent en un j)oint quelconque P joignant un rayon de i au point correspondant de cr,. Les deux systèmes plans sont les polaires par rapport à la surface du second ordre des gerbes 8 et Si ; la surface est respectivement tangente en S et S^ aux plans c et Cl et toute droite ou tout plan de S ou de Si a respectivement pour élément correspondant une droite ou un point de a ou a^.
En vue de nos recherches ultérieures, nous introduirons encore les dénominations qui suivent :
Deux points, ou un point et un rayon sont dits conjugués, quand
Deux plans, ou un plan et une droite sont dits conjugués^ quand
chacun d'eux est situé sur le plan polaire ou la droite polaire de l'autre.
chacun d'eux passe par le pôle ou la polaire de l'autre.
Dcua: dioiies sont dilcs conjuguées, fiiuiinl <h(tcune d'elles est dans lin même plan avec la polaire de Vaalre.
D'après cela, un point est conjugué à tous les points et à tous les rayons qui sont situés dans son plan polaire; un plan est conjugué à tous les rayons et à tous les plans qui passent par son pôle ; et enfin une droite g est conjuguée à tous les points situés sur sa polaire j/j, à tous les plans qui passent ])ar (ji et à toutes les droites qui sont coupées par rj^. Tout [)oint, toute tangente et tout plan tangent de la surface est conjugué à lui-même.
Si deux points A et B sont conjugués par rapport à une surface du second ordre, ils sont aussi conjugués par rapport à toute courbe du second ordre suivant laquelle un plan quelconque du faisceau AB coupe la surface.
Si deux plans a et [i sont conjugués par rapport à une surface du second ordre, ils sont aussi conjugués par rapport à tout cône du second ordre circonscrit à lasurface et dont le sommet est situé sur la droite a^.
En effet, par hypothèse, le plan polaire du pohit A passe par B ; il renferme donc aussi (II. page 42) la polaire de A par rapport à la courbe d'hitersection du second ordre, et par conséquent cette polaire doit contenir le point B, ainsi qu'on l'a énoncé. Cette double proposition admet une réciproque.
Soit donc g une droite qui n'est pas conjuguée à elle-même (c'est-àdire qui n'est pas tangente à la surface du second ordre) et supposons qu'on fasse correspondre l'un à l'autre
les points de la ponctuelle g qui sont conjugués deux à deux, ces points sont accouplés involutivement (I, page 147).
les plans du faisceau g qui sont conjugués deux à deux, ces plans sont accouplés involutivement.
Si dans ufl faiseeau de rayons, dont le centre et le plan ne sont pas conjugnés à eux-mêmes, on fait correspondre entre eux les rayons conjugués deux à deux, ses rayons sont accouplés invohitivement.
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Ce dernier théorème peut se ramener aux précédents. En elïet, nous pouvons dans le plan du faisceau faire correspondre à chaque rayon un l)ohîtqui lui est conjugué; nous obtenons ainsi une ponctuelle dont les points sont accouplés involutivement et à laquelle le faisceau de rayons est perspectif.
Si un point ou un rayon décrit un système plan a, sa polaire décrit une gerbe A réciproque à «, dont le centre est le pôle du plan a. Toute section plane p de cette gerbe est également ra])portée réciproquement à a et toute gerbe B perspective à a est réciproque à A. Donc:
Deux systèmes plans a et [i, dont les heux ne sont pas conjugués, seront rapportés réciproquement Fun à l'autre, si à tout point de Tun on assigne comme correspondant la droite de l'autre système qui lui est conjuguée.
Deux gerbes A et I>, dont les sommets ne sont pas conjugués, seront rapportées réciproquement l'une à l'autre, si à tout rayon de l'une on assigne connue correspondant le plan de l'autre gerbe qui lui est conjugué.
Si un point décrit une forme rectiligne g, son plan polaire décrit un faisceau de plans g^ projectif cà^/ ; toute section de j/^ est donc projective à g et toute projection de g est projective à g^. Entre autres propriétés, on déduit de là que :
Deux ponctuelles ou deux faisceaux du premier ordre, dont les lieux ne sont pas conjugués, seront rapportés projectivement entre eux, si l'on assigne comme correspondants l'un à l'autre les éléments de ces formes qui sont conjugués deux à deux.
APPENDICE
DIAMÈTRES ET PLANS DIAMÉTRAUX — CENTRE, AXES PRINCIPAUX ET PLANS DE SYMÉTRIE DES SURFACES DU SECOND ORDRE.
Les points milieux de toutes les cordes qu'on peut mener dans une surface du second ordre parallèlement à une direction donnée quelconque sont situés dans un plan diamétral de la surface. Ce plan renferme aussi les points de contact de toutes les tangentes et plans tan-
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genls, meurs ù la surface j)(t)'allèle>nciil a hi (lireclioti (hniiiée, et les centres de loiiles les combes du second ordre ([ui soiil slhiées sur la sin-fdce el doiil les pions eoiilieinieiil celle direclloii.
Ce pla)i diomêlral est lo plan polaire du poini à riiifini cpil est siltié sur la (liiection donnée.
Si l'on coupe vne surface du seanid ordre pa)' an faisceaa de phtns poj'allèles, les cenh'cs de lonles les courbes d'inlosi-clion soni silaes sa r nue droïlc qiC on appelle un diamètre de la sarface. Les plans lan- (fcnls ((ax points ou la surface esl coupée par le dianièire soit parallèles aux plans sécants.
Ce diamètre esl la ])oIaii'e de la droite à l'iiilini qui est commune aux plans parallèles.
Tous les diamètres et tous les plans diamétrau.) d'une surface du second ordre passent par un inènw point.
C'est le pôle du plan à rinfini, parce que ce plan contient les polaires et les pôles de tous les diamètres et de tous les plans diamétraux.
Si la surface du second ordre est tangente au plan à Tinfini, le point de contact est le pôle de ce plan; ce pôle est donc aussi ù Tinlini. C'est ce qui a lieu pour les deux paraboloïdes ; donc :
Les diamètres et les plans diaméiraax d'un paraboloïde elliptique ou hyperbolique passent par le point à fin fini oii la surface est tangente au plan à Vinfini. Les diamètres d'u)i paraboloïde sont donc parallèles.
Pour les autres surfaces du second ordre, le pôle du i)lan à Finfini est un i)oint ])ropre qu'on appelle \e centre de la surface.
Le centre d'an ellipsoïde, d'un ligperboloïde à une nappe ou d' un hijperboloide à deux nappes esl aussi le centre de toutes les coaibes du second o)-dre qui sont situées sur la surface el dont les plans j)assent par ce point. Toute coi'<le de la surface qui passe par le centre est bisseclée par ce point.
Eu efl'et, le centre est conjugué à tout point et à tout rayon à Tinfini et il est séparé harmoniquement du point à l'infini sur cha({ue corde par les deux points où cette corde perce la surface (II, page 45).
Tous les plans tangents aux points à rinfini sur un hijperboloïde à une ou à deux nappes se coupent au centre de la surface {U, ])age hb)et enveloppent vu cône du second ordre., qu'on appelle le cône asijmptotique de l'hyperboloïdc.Le cône asijmi>loli(jae esl langent à l'hgperboloïde le long de sa couibe à l'infini. Un plan sécant quelconque a en
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coininuH avec Vhyperboloïdc une ellipse, une parabole oit une hyperbole^ selon que ce plan ou un plan pavallèle coupe le cône asijuiplolïque suivant une ellipse, une parabole ou une hyperbole.
Un diamètre quelcon([ue cVun ellipsoïde ou d'un hyperboloïde a pour conjugués un ])lan diamétral, et l'un quelcon(|ue des diamètres situés dans ce plan diamétral. Le plan conjugué divise en deux parties égales toutes les cordes de la surface qui sont parallèles au diamètre ; et réci- [)roquement, le diamètre passe par les centres de toutes les coniques de la surface dont les plans sont parallèles au plan diamétral f[ui lui est conjugué. Si le plan ([ui unit deux diamètres conjugués coupe la surface du second ordre, ces diamèti'es sont aussi des diamètres conjugués dans la section qu'il détermine dans la surface, parce que toutes les cordes de cette courbe qui sont parallèles à l'un des diamètres sont bissectés par l'autre.
Un diamètre qui est perpendiculaire au plan qui lui est conjugué s'appelle un axe principal ou m\ axe de la surface du second ordre.
Un paraboloïde na qu^in seul axe a.
Les centres des coni([ues de la surface, dont les plans sont normaux à la direction du diamètre, sont situés sur cet axe. Les plans diamétraux qu'on peut mener par l'axe a sont conjugués deux à deux; par consé- ([uent, le faisceau de plans a est eu involution (II, page 40). Coupons-le par un plan perpendiculaire à a, qui nous domie un faisceau de rayons en involution; il en résulte que suivant que ce faisceau sera rectangulaire ou non, les plans -conjugués a et a^ du faisceau a seront perpendiculaires deux à deux, ou qu'il y en aura au moins un couple satisfaisant à cet te condition (I, page 181). Or, comme le plan a est conjugué et normal à tous les plans qui sont perpendiculaires à l'axe principal «, il est aussi normal à la direction sur laquelle est situé son pôle à l'infini ; il divise donc en deux parties égales toutes les cordes du paraboloïde ({ui lui sont normales et l'on peut d'après cela lui donner le nom de plan de syniélrie de la surface. 11 en est de même pour le plan aj.
Le paraboloïde a donc au moins deux plans de syuiélrie qui se coupent normalement suivant son axe.
Si tout plan mené par l'axe a est un plan de symétrie, toute courbe d'intersection du paraboloïde par un plan perpendiculaire à a possède un faisceau rectangulaire de diamètres, comme on Ta remarque précédemment ; cette courbe est donc un cercle ^I, page 11 I). Dans ce cas, le paraboloïde est un paraboloïde de révolution.
En général, les diamètres tfun ellipsoïde on (\\u\ hyperboloïde ne sont pas perpendiculaires aux plans diamétraux qui leur sont conjugués. Car lorsque ceci a lieu d'une manière générale, lorscpe par conséquent tout diamètre est un axe principal de la surface, celle-ci est une sphère. En elTet, dans ce cas, tout faisceau de diamètres est rectangulaire et conséquemment la courbe suivant laquelle son plan coupe la surface est un cercle; et par suite aussi, tous les points de cette surface sont à égale distance de son centre. — Dans un ellipsoïde ou un hyperboloïde, il n'y a en général qu'un seul diamètre f/j conjugué à un diamètre d qui lui soit perpendiculaire ; ce diamètre d^ se trou\ e à la fois dans le plan diamétral S conjugué à d et dans le plan diamétral ô^ perpendiculaire à d.
Si le diamètre d décrit autour du centre de la sui'i'ace un faisceau de rayons y, le plan diamétral o qui lui est conjugué décrit un faisceau de plans projectifs au faisceau de rayons y (II> page 4^)) et dont l'axe (j est conjugué au plan y. En même temps, le plan diamétral B^ normal à d décrit un second faisceau de plans dont l'axe g^ est normal à y ; et ce faisceau de plans g^ est aussi projectif au faisceau de rayons y, puis(|ue deux rayons dece dernier comprennent entre eux le même angle que les plans du premier faisceau qui leur sont perpendiculaires. Les faisceaux de plans (j et g^ sont donc projectifs entre eux et engendrent en général un cône du second ordre.
Si un diaitièlrc d, qui pivote uniour du centre d\iu ellipsoïde on d'un hyperboloïde, décrit un faiaceau de rayons y, le diamètre d, gui lui est conjugué et normal décrit en même temps un cane du second ordre, qui a pour sommet le centre de la surface.
Il n'y a d'exception à ce théorème que si le faisceau de rayons y contient un axe principal de la surface, parce que les faisceaux de plans g et g^ ont alors comme élément correspondant commun le plan diamétral conjugué à l'axe principal et })ar conséquent sont perspectifs.
A l'aide dece théorème, nous pouvons démontrer que tout eUipsoïde et tout hyperboloïde a des axes principaux (cette proposition se trouve déjà établie pour le cas d'exception ([ue nous venons de mentionner). Supposons qu'on construise les cônes du second ordre r et E qui correspondent à deux faisceaux de diamètres y et s ; et admettons que l'on ait choisi s de telle manière que E réunisse l'un à l'autre deux diamètres menés l'un à l'intérieur et l'autre à l'extérieur de r ; ceci peut se faire facilement. Les cônes concentri({ues r et E doivent alors se couper ; ils
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auioiil tlonc au moins deux rayons et au plus ([uatre rayons communs. IVun de ces rayons communs est conjugué et normal au rayon commun aux faisceaux de diamètres y et £ ; tout autre d'entre eux a a un diamètre conjugué aussi bien dans y que £ et il est normal à ces diamètres. Par conséquent a est aussi normal au plan dans lequel ces rayons conjugués sont situés ; c'est donc un axe principal de la surface considérée (ellipsoïde ou hyperboloïde). Le plan diamétral conjugué à l'axe a est un plan de symétrie de la surface, puisqu'il bissecte toutes les cordes qui lui sont perpendiculaires.
Le faisceau involutif de diamètres, situé dans le plan de symétrie, est rectangulaire ou renferme deux diamètres conjugués 6 et c qui sont perpendiculaires l'un à l'autre. Dans le premier cas, comme pour le j)araboloïde, on voit que la surface du second ordre est de révolution et que chacun de ces diamètres est un de ses axes principaux ; dans le second cas, la surface n'a que trois axes principaux a, 6, c qui sont perpendiculaires entre eux et conjugués deux à deux.
Dans les recherches qui précèdent et qui ont trait aux axes principaux d'un ellipsoïde ou d'un hyperboloïde, nous avons pi'is pour point de départ cette proposition que tout diamètre a un plan diamétral conjugué et qu'à tout faisceau de diamètres correspond un faisceau, projectif de plans diamétraux conjugués. De même, dans les cônes propres du second ordre, à tout rayon passant par le sommet correspond un plan diamétral et à tout faisceau de rayons un faisceau projectif de plans diamétraux conjugués. Nos considérations sont donc encore applicables aux cônes du second ordre et nous pouvons énoncer le théorème ainsi qu'il suit:
Tout ellipsoïde, tout hyperboloïde et tout cône propre du second a trois axes principaux perpendiculaires entre eux; les trois plans qui les joignent deux à deux sont des plans de symétrie de la surface. C\'s( seulement quand la surface est de révolution qu'elle a plus de trois axes principaux ; elle en a alors une infinité.
SEPTIEME LEÇON
Affinité, similitude et congruence des systèmes plans et des courbes du second ordre.
Deux systèmes collinéaires ])lans i: et "i^ sont dits alliés, ou en offinilé, quand leurs droites à rinfini se correspondent. A tout point à l'infini dans l'un des systèmes correspond un point à l'infini dans l'autre, à tout parallélogramme correspond un parallélogramme, à toute ponctuelle une ponctuelle piojective semblable (I, page 92). Une gerbe de rayons parallèles est coupée par deux plans quelconques suivant des systèmes alliés.
Pour rapporter l'un à faiilrc deux sijslè)n('s plans tic numièrc quils soiciil en affinité, nous poiivoits prendre àvolonté dans chacun d'eux un triangle propre et faire correspondre arbitrairement les uns aux antres les soniniels de ces triau(iles. Ces triangles forment avec les droites à rinfini des deux sijsièmes deux quadrilatères complets rapportés r un à r autre ; parleur uioijen, le point ou le rayon deVun des systèmes qui correspond, à un point ou ii un rayon de Caulrc système se trouve déterminé d'une seule manière.
JNous savons que dans les ponctuelles projectives semblables les segments homologues sont deux à deux dans un rapport constant et que par suite les ponctuelles sont divisées en parties proportionnelles par leurs points homologues.
Dans deux systèmes alliés i; et li soient donnés deux couples de droites homologues x, y ei x^, j/j (fig. 7) qui se coupent respectivement aux [)()ints M et M, ; supposons de plus qu'on connaisse les rapports
i_ll_ et -rr-rr des segments homologues ; on peut alors construire le ponit
K, de 2^ homologue à un point quelconque K de v en procédant comme
il suit. Nous menons par K une parallèle à x; qui coupe ij en J, et une parallèle à y, qui coupe x en L. Puis nous déterminons le point J, de 7J^ qui correspond à J, de manière qu'il vérifie la proportion suivante
De même nous déterminons le point L^ de Xi qui correspond à L, de manière que
Enfin nous menons par J, une parallèle à Xi et par Lj une parallèle à y^; ces deux droites se coupent en un point K^ qui correspond à K.
Nous pouvons énoncer comme il suit cette règle de construction qu'Euler avait déjà donnée en se servant des termes de la géométrie analytique :
Pour construire la forme alliée à une forme plane donnée, nous rapportons cette dernière à deux axes fixes de coordonnées. Ensuite nous augmentons ou nous dimiiinons les ordonnées de tous les points dans un l'apport constant quelconque et vous en faisons autant pour les
54 géomt'.trif, de position.
abscisses m pmiaiil arbitra ircmenl ie rapport aiuilocpip. Enfni, an moyen do CCS nouvelles coordonnées, nous construisons ions les points de la forme alliée cherchée par rapport à deux axes fixes de coordonnées choisis à volonté.
Si nous donnons le nom de Figure à une portion du système plan limitée dans tous les sens, nous pouvons énoncer pour les systèmes ])lans en affinité un théorème analogue à celui qui a été rappelé plus haut pour les ponctuelles projectives semblables; le voici:
Dans les systèmes plans en affinité les figures cpii se correspondent deux à deux sont dans un rapport constant; ou deux figures quelconques de Vun des systèmes sont entre elles dans le nuune rapport que les figures correspondantes de l'aidre système.
Nous allons démontrer d" abord ce théorème pour les parallélogrammes et les triangles. Soient donc (fig. 7) ABGD et EFGH deux parallélogrammes quelconques de Tun des systèmes 2 et z\jB^G,Dj et EiFjG^Hj les parallélogrammes qui lein* correspondent respectivement dans le second système 2^. Les droites AB et CD sont respectivement coupées, par EH en J et M et par FG en K et L ; de sorte que JKLM est un nouveau parallélogramme de ^ auquel correspond un parallélogramme analogue JjKiLjMj dans ly. Les parallélogrammes ABGD et JKLM sont entre eux comme leurs bases DG et ML, puisque leurs hauteurs sont égales et l'on a de même
JjK.LjMj MjL/
Mais comme les formes rectilignes MLDG et M^L^D^C^ sont projectives semblables, on doit aussi avoir la proportion
DG _ D^j ML"~ M^L,'
et nous en déduisons la proportion suivante :
AlîGD
A,B,G,D,^ JjKjLjMj
Comme on a de même :
.IkLM KL FFGIi '" FG~
K,Lj J,KjL,M, F.G.-K.F.G.H,
il en résulte la proportion
Kl (lu ~ EiFjGjH/
En joignant cette dernière relation à celle qu'on vient (V écrire, on trouve enfin la relation cherchée :
AB(]D _ A,B,C,D^ EFGH " E,F,G,H
Remplaçons chaque parallélogramme par sa moitié, c'est-à-dire pai' Tun des deux triangles en lesquels une diagonale le décompose, nous avons la proportion
ABC _ kfi^G, EFG É,F,G/
Comme les paiallélogrammes ABGD et EFGH ont été pris d'une manière tout à fait arbitraire dans 2, nous pouvons aussi regarder les triangles ABC et EFG comme absolument quelconques. Nous avons démontré de la sorte que deux triangles quelconques d'un système sont entre eux dans le même rapport que les triangles qui leur correspondent dans l'autre système.
Notre théorème s'applique aussi pour des figures quelconques limitées par des lignes droites, parce que l'on peut les décomposer en triangles par le moyen de leurs diagonales ; il doit donc aussi subsister pour les figures à contour curviligne, puisqu'il est vrai pour les polygones qu'on peut inscrire ou circonscrire à ces figures et dont l'aire se rapproche indéfiniment de celle que renferme le contour curviligne.
Il égalité est un cas particulier de l'affinité. Ce cas se produit dans les systèmes alliés, quand deux figures homologues quelconque ont même aire. L'idée d'égalité est prise ici dans un sens plus restreint que dans la planimétrie d'ans le sens d'équivalence ; en effet, par exemple, deux quadrangles KLMN et K^L^M^N^ qui ont même surface ne sont des figures homologues dans deux systèmes en affmité que si les triangles KLM, KLN, KMN et LMN contenus dans le quadrangle KLMN ont respectivement même surface que les triangles K^LjM^, KjE^N^, K^MjN^ et L^M^N^. Il s'agit donc ici de l'égalité qui s'étend aux plus petites parties qui se correspondent dans les figures.
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Deux courbes, qui se corres|)ondent dans des sysièines alliés, ont le même nombre de points à Tinlini et d'asymptotes, puisque tout point à Tinfini a pour correspondant un point à Tinfini, et toute tangente d'une courbe une tangente de l'autre courbe. Une ellipse ne peut donc uniquement avoir pour figures alliées que des ellipses, une parabole des paraboles, et une hyperbole des hyperboles. Réciproquement, il est facile de démontrer que deux courbes du second ordre, et de même espèce, peuvent toujours, et d'une infinité de manières, être rapportées l'une à l'autre par affinité. Ces relations nous conduiront à un grand nombre de propriétés intéressantes :
Pour allier deux paraboles Vmie à Vautre^ nous pouvons prendre à volonté deux points A et C sur Vune et leur assigner pour correspondants deux points quelconques Aj et B^ sur Vautre. De cette ma-
nière, à tout point de Tune des paraboles ou de son plan correspond un point de Vautre parabole ou de son plan.
Soient (fig. 8) CTet CB les tangentes h la première parabole /.• aux points A et B et soient de même CjA^ et CjEj celles de la seconde parabole /t\ en A^ et Bj. Nous devons et pouvons alors allier l'un à l'autre les systèmes plans auxquels appartiennent k et k^ de telle sorte qu'aux sommets du triangle ABC correspondent respectivement les sonnnets du triangle AjB^C^. La parabole k qui est tangente en A et B aux droites CÂ et CB et qui a ])Our tangente la droite à l'infini dans son plan a pour correspondante une courbe du second ordre qui, de même que k^, est tangente aux droites XJ^^ et C^ en A^ et B^ et qui a pour tangente la droite à l'infini ; cette courbe se confond donc avec k^ (I, page 78).
Le segment de la parabole k limité par la corde AB est avec le
triangle AHC dans le même rapport que le segment de A-p limité par ^J^^ avec le triangle \J)fi^. Or, comme les points A et B de h ont été pris d'une manière entièrement arbitraire et peuvent par conséquent être remplacés par deux autres points quelconques de la courbe, il en résulte qu'un segment quelconque de parabole est dans un rapport constant avec le triangle formé i)ar la corde de ce segment et les deux tangentes aux extrémités de cette corde.
Soit maintenant G (fig. 0) le point milieu de AB de sorte que la droite GG soit bissectée par la parabole en D (I, page 114) ; soit de plus EF la tangente en D, qui est parallèle à AB et qui rencontre respective-
ment en E et F les tangentes AG et BG. Représentons par (AB), (DB) et (AD) les segments de parabole limités respectivement par les cordes AB, DB et AD ; nous avons
(AB)_(DB)_(AD)_ ABG~DBF A DE '
m désignant une ffuantité constante. D'autre part, la figure nous donne :
AB) — ABD^-(DB)^- (AD
Dans cette dernière équation remplaçons (AB), (DB) et (AD) par leurs valeui's déduites de la relation précédente, il vient:
m (ABC — DBF — ADE) = ABD .
Mais connue GD = DG, GF = FB et GE = EA , on a :
ABD = -^ ABG, et DBF + ADE = FGE = -i AliG-
L'équatioi) ffui donne /// devient aloi's
771 (ABC — j ABC) = i^ ABC on m = %
Donc aussi (AB) =•;: AB(Î ; et. nous avons ce théorème:
Vaille d'un segment de pdrahole est égale aux deux tiers de Vaire
du triangle formé par la eorde du segment el les tangentes à la courbe
aux deux extrémités de cette corde.
L'équation (AB) = ^ ABD peut s'exprimer d'nne manière analogue o
en langage ordinaire.
Soit (fig. 10) KLM un triangle insci'it dans une parabole el Kj,Lj,Mj
les pôles respectifs des côtés LM, MK et KL de ce ti'iangle. MK étant le -plus grand côté du triangle considéré, on a:
KLM= (MK)--(KL) — 'LM),
ou bien :
KLM = l (KL,M — KMjL ~-LK^M)= ^(M,L,K, + kLÀii
pnr conséf] lient :
KLM = 2 MJ.,Kj ;
c'est-à-dire : J.'aire dhin triangle inscrit dans une parabole est double de celle du triangle circonscrit dont les côtés so)il tangents à la parabole aiix sommets du triangle inscrit.
Deux paraboles peuvent aussi être considérées comme des courbes égales; car nous pouvons les allier l'une à l'autre d'une infinité de manières, de telle soi'te que deux segments homologues, tels que (AB) et (A.Bj), (fig. 8), aient même surface.
CONIQUES ALLIÉES
Dans deux ellipses ou deux hyperboles alliées, les diamètres se correspondent entre eux, et de plus tout couple de diamètres conjugués de l'une des courbes a pour correspondant un couple de diamètres conjugués dans Tautre. Cette propriété résulte de ce que tout système de cordes parallèles d'une courbe a pour correspondant un système de cordes parallèles de l'autre courbe et, à cause de la proportionnalité des segments homologues, le milieu d'une corde correspond nécessairement au milieu de la corde homologue. En outre, dans les hyperboles alliées, les asymptotes se correspondent entre elles.
Pour allier deux hyperboles Vune à Vautre, nous pouvons faire eorrespondre chaque asymptote de l'une à une asymptote de Vautre el assigner un point ou une tangente de Vune comme élément correspondant à un point ou aune tangente de Vautre hyperbole.
En eiTet, les hyperboles peuvent être rapportées projectivement Tune à l'autre (I, page 131) de telle sorte qu'aux deux points à l'infini et à lui troisième point quelconque de l'une correspondent respectivement les deux points à l'infini et un troisième point quelconque de l'autre. Les deux systèmes plans, dans lesquels les hyperboles sont situées, sont ainsi rapportés coUinéairement l'un à l'autre (II, page 11), et ils sont en affinité, parce que les droites qui joignent les points à l'infini sur les hyperboles, c'est-à-dire les droites à l'infini des systèmes, se correspondent entre elles.
Pour allier entre elles deux ellipses k et k^, nous pouvons assigner comme correspondants les uns aux autres les points A, B et Ap Bj, qui limitent deux demi-diamètres conjugués.
Soient ABCD et A^BjC^D^ (fig. 11) les deux parallélogrammes respectivement inscrits aux ellipses k et A\ et qui ont pour diagonales les deux couples de diamètres conjugués AC, BD et A^C^ B^D^ ; soient de plus M et Mj les centres respectifs de h et de /,j. Nous pouvons maintenant allier les systèmes plans auxquels appartiennent /.; et /v^ de telle sorle qu'aux points A,B,G de l'un correspondent respectivement les points Aj,Bj,Cj de l'autre. Au point milieu M de AG correspond nécessairement le point milieu M^ de AjC^ et l'ellipse A-, qui est tangente en A el C à deux parallèles au diamètre MB et qui passe par B, a pour correspondante l'ellipse A,\, c est-à-dire la courbe du second ordre qui est tangente en A^ et Bj à deux parallèles à la droite M^B^ et qui passe par B^.
Au lieu des diamètres conjugués SÎÂ et MB de l'ellipse k on peut prendre deux autres diamètres conjugués quelconques de cette coui'be ;
les deux ellipses k el A'j peu\ent donc être alliées Tune à l'autre d'une infinité de manières. J*our chaque position de MA et Allî, le parallélogramme ABC!) doit être dans le même rapport avec la surface de l'ellipse k que le parallélogranune AjBjC,D,, qui est resté invariable, avec la surface de rellipse A^. Donc :
Tous les p(it'(illc'lo(/rmnines, inscrits dans une ellii>s(' cl donl les diagonales sont deux diamètres conjmjue's, ont nictnc surface.
Le parallélogramme circonscrit (fig. 11) dont les côtés sont tangents à l'ellipse aux points \,r),C,D a une surface double de ABGD ; donc:
Tous les parallélogranunes, circonscrits à une ellipse et dont les
côtes sont parallèles à deux diamètres conjugues, ont même surface.
Soient 2 r/ et 2 6 les longueurs des deux axes d'une ellipse; 4rt6 est l'aire d'un de ces parallélogrammes circonscrits, car i ab est l'aire du rectangle formé par les tangentes aux sommets de l'ellipse.
Supposons l'ellipse alliée à un cercle de rayon r. Le rapport de la surface J de l'ellipse à i a h est égal au rapport de la surface ti r- du cercle à la surface i r^ du carré circonscrit au cercle (II, page 34). Donc:
-, — 7 = -; — s» ou bien .1 4 a h 4 r
La surface de V ellipse est égale (tu produit de ses deux demi-axes par le nombre r..
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Le cercle étant divisé en quatre parties égales pai' deux diamètres conjugués, il en est de même de l'ellipse.
Deux systèmes plans coUinéaires ^ et y.^ sont dits semblables, quand les angles homologues qu'ils contiennent sont égaux deux à deux. Comme deux parallèles dans ^j correspondent toujours à deux parallèles dans i: et comme tout ])oint à l'infini de i: a aussi pour correspondant un doint à l'infini de ^Ij, les systèmes sendjiables sont aussi en affinité. Les côtés de triangles homologues de :i et i:^ sont proportionnels, puisque les triangles ont leurs angles égaux, et par conséquent, d'une manière générale, le rapport des segments homologues dans les deux systèmes est constant. Deux systèmes semblables sont perspectifs quand deux droites quelconques de l'un d'eux, qui se coupent obliquement, sont parallèles aux droites qui leur correspondent dans l'autre système ; en effet, les droites homologues sont alors deux à deux parallèles entre elles et les systèmes plans ont pour élément correspondant comumn leur ponctuelle à l'infini (voir II, pages 19 et 20). Deux systèmes semblables perspectifs sont dits semblables et semblablemenf plaeés; ils sont des sections parallèles d'une même gerbe, ou bien sont situés l'un sur l'autre et ont de plus un faisceau de rayons correspondant commun. Dans les deux cas, le point par lequel passent toutes les droites qui joignent les points homologues des systèmes est appelé leur centre de similitude.
Si deux courbes semblables du second ordre sont amenées en position [)erspective de manière que deux cordes ou deux tangentes qui se coupent dans l'une d'elles soient parallèles aux cordes ou aux tangentes homologues dans, l'autre, toute corde ou toute tangente de l'une des courbes est parallèle à la corde ou k la tangente homologue de l'autre courbe. Les courbes sont situées dans un plan, en sorte que les droites qui joignent leurs points homologues se coupent en un seul et même point, ou bien ce sont des sections parallèles d'un même cône. Deux ])araboles peuvent toujours être j'egardées comme deux courbes semblables du second ordre ; si l'on place leurs plans et leurs axes de manière qu'ils soient parallèles, les tangentes homologues de ces courbes sont aussi parallèles deux à deux. Deux ellipses ou deux hyperboles ne peuvent être considérées comme des courbes semblables que si on peut les placer dans un même plan de telle sorte que non seulement leurs axes principaux, mais encore deux couples ([uelconcpies de diamètres conjugués se superposent ; en effet, deux diamètres conjugués quelcon-
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quesde Fune des courbes doivent se couper sous le même angle que les (liamèlres conjugués qui leur correspondent dans l'autre courbe. Dans cette situation des deux courbes, leur centre est en même temps un centre de similitude. Des sections parallèles d'une surface du second ordi'e sont, comme on le voit aisément, des courbes semblables ; il n'y a d'exception que quand ce sont des hyperboles situées dans les angles différents que l'ornient les asymptotes.
L'affinité est un cas particulier de la coUinéation et la similitude un cas particulier de l'affinité ; la comjruence est de même un cas particulier de la similitude. On dit ([ue deux systèmes plans semblables sont congruents quand leurs segments homologues sont égaux. C'est ainsi que la coUinéation nous conduit à ces relations géométriques des figures, (|ui ont fait l'objet principal de la planimétrie des anciens.
HUITIEME LEÇON
Affinité, similitude, congruence et symétrie des systèmes de l'espace et des surfaces du second ordre.
Nous dirons que deux systèmes de l'espace 2 et 2^ sont alliés, ou en affinitc, quand leurs plans à l'infini se correspondent l'un à l'autre. Connue, d'après cela, toute droite à l'infini dans - a pour correspondante une droite à l'infini dans -j, deux systèmes plans homologues dans - et ^^ sont aussi en affinité; et de même, deux ponctuelles homologues de 2 et 'L^ sont projectives semblables. A tout parallélogramme de 2 doit correspondre un parallélogramme de 2^ et à tout parallélipipède un parallélipipède.
Pour allier l'un à Vautre deux systèmes de Vespace, nous n avons quà choisir à volonté un tétraèdre propre dans chacun d'eux et à faire correspondre arbitrairement les sommets de ces tétraèdres.
En eiïet, comme les quati-e faces de l'un des tétraèdres correspondent ainsi aux faces de l'autre et qu'en outre les plans à l'infini de chaque système se correspondent entre eux, un élément quelconque de l'un des systèmes détermine sans am])iguïté celui qui lui correspond dans l'autre (II, page 26). La construction des figures alliées dans l'espace peut s'opérer, à l'aide de coordonnées parallèles, d'une manière entièrement analogue à celle qu'on a indiquée précédemment pour le plan (II, pages 53-54). Nous laissons au lecteur le soin de trouver la démonstration facile de cette proposition.
Si nous donnons le nom de co)ps ou .solide à une portion d'un
système de l'espace, qui est limitée dans tous les sens, nous pouvons énoncer la proposition que voici :
Dans les systèmes alliés de l'espace, deux corps ou solides correspondants quelconques sont entre eux dans un rapport constant; ou deux corps ou solides quelconques de Vun des systèmes sont entre eux dans le môme l'apport que les solides qui lui correspondent dans Vautre système.
IN ous allons d'abord démontrer ce théorème pour les parallélipipèdes et les tétraèdres, en supposant connus quelques théorèmes de stéréotomie. Soient P et () deux paiallélipipèdes ({uelcon(|ues de Fun Zdes systèmes et soient 1\ et Qj ceux qui leur correspondent dans 1^. Nous construisons dans }i un troisième pai'allélipipède R compris entre deux des faces parallèles opposées de P et deux des faces parallèles opposées de Q, et nous déterminons le parallélipipède correspondant \\^ dans -,. P et l\ étant compris entre des plans parallèles ont même hauteui' et sont entre eux connue leurs hases; il eu est de môme de V^ et Pi,. Mais les bases de P et Pi sont entre elles dans le même rapport que celles de P, et R,, parce que les systèmes plans qui contiennent ces bases sont en affinité. Donc
Les mêmes raisonnements s'appliquent à Pi, () et R,, 0^ et Ton a :
Ces deux proportions nous doiment alors :
1 = 1^ Q Qi
et par suite le théorème est démontré pour les paralléhpipèdes.
Par tout sommet A d'un parallélipipède (fig. i'i) passent trois arêtes qui joignent trois autres sommets B,G et D avec A. Le plan diagonal B(ll) sépare du parallélipipède un tétraèdre ABGD qui a même hauteur que ce parallélipipède, dont la base est la moitié de celle de ce solide et dont le volume est le sixième de celui du parallélipipède. Dans chacun
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des solides P et, Q détachons un tétraèdre de ce genre; nous pourrons les regarder connue deux tétraèdres entièrement arbitraires du système 1, puis([ue P et Q ont été pris d'une manière tout à fait quelron(|ue. Les tétraèdres correspondants dans 1^ sont des parlies analogues de \\ el C\ et connue
lions a\ons démontré de la sorte que deux tétraèdres (pielconques du systèuie - sont entre eux dans le même rapport ([ue les deux tétraèdres correspondants de ij.
Le théorème s'étend aux corps Ihnités d'une manièi'e (|uelcon((ue par des plans, paice (ju'ou [)eut toujours les décomposer en tétraèdres.
Il a également lieu pour les corps à surface courbe, })arce qu'il est vrai pour tous les polyèdres f[u'on peut inscrire ou circonscrire à ces corps et dont le volume peut s'a])procher d'aussi près qu'on le veut du volume des corps considérés.
Si le rapport de deux cor])s homologues est égal à l'uuité, on dit que les systèmes alliés de lespace sont égaux. Les systèmes plans qui se correspondent dans des systèmes égaux de l'espace ne sont pas égaux en général, mais seulement alliés.
Deux surfaces alliées n'ont aucun point commun avec le |)lan à l'inlini, ou lui sont tangentes chacune en un ])oint ou sont coupées par lui suivant une ligne située à l'infini; car à tout point à l'infini de l'une des surfaces doit correspondre un j)oint à l'inlini sur l'autre. JJ'après cela, comme une surface réglée ne peut être coUinéaire qu'à une surface réglée (II, page '29), on voit que deux surfaces du second ordre de même espèce peuvent être alliées l'une à l'autre ; par exemple, deux ellipsoïdes, deux hyperboloïdes à une nappe, deux ])araboloïdes elliptiques, deux cônes propres, etc. Connne tout système de cordes
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parallèles clans l'une des surfaces a pour correspondant un système de cordes pardlèles dans l'autre et que tout point milieu d'une corde correspond au point milieu de la corde homologue, il en résulte que :
Dans deux surfaces alliées du second ordre, un plan diaiiiélrat correspond à un plan diamviral et deux diamètres conjugués à deux diamètres conjugués.
■ Supposons qu'on veuille allier deux paraboloïdes elliptiques ou hyperboliques n et IIj ; nous prendrons sur chacun d'eux une courbe du second ordre qui ne contienne pas le point de contact à l'infini du paraboloïde et qui par conséquent ne soit pas une parabole, et nous alUerons ces deux courbes l'une à l'autre; de cette manière, tout pohit de n sera rapporté à un point de IT^. En elïet, soient A,B,C trois points de l'une des courbes k, et D le pôle de leur plan par rapport à la surface n sur laquelle est située /.■; soient de plus Aj,Bj,Cj les points correspondants de l'autre courbe k^ et D^ le pôle de leur plan par rapport à IIj, nous pouvons et devons allier l'un à l'autre les deux systèmes de l'espace dans lesquels sont compris les paraboloïdes de manière que les sommets du tétraèdre ABCD correspondent respectivement aux sommets du tétraèdre AjBjG^D^. Comme les deux systèmes plans ABC et AjBjGj sont en affinité, la courbe k correspond à la courbe k^ de la manière qu'on a supposée et les cônes circonscrits aux surfaces n et 11^ qui projettent A: et /vj respectivement de D et D^ se correspondent l'un à l'autre. Les deux diamètres d et d^ des surfaces n et n^ qui joignent respectivement les points 1) et D^^ aux centres de k et /.-j se correspondent entre eux. Enfin toute parabole située sur II, qui coupe A- en deux points K et L et dont le plan passe par f/, a pour correspondante dans le second système une parabole qui est coupée par /.-^ aux deux points homologues Kj et L^ et dont le plan passe par d^ ; cette seconde parabole est située sur la surface IIj parce qu'elle a en commun avec une section de cette surface sa tangente à l'infini, les deux points K^ et L^ et enfin les tangentes D^lv^ et D^L^. Or, comme un point quelconque de n est situé sur une quelconque de ces courbes, il a pour correspondant un point de 11^ ; c'est-à-dire que les surfaces il et n^ se correspondent entre elles.
Supposons que n (et par suite aussi IIj) soit un paraboloïde elliptique, le plan de l'ellipse k en détachera un certain segment ; ce solide est au cône, qui a pour base k et pour sommet D, dans le même rapport que le solide correspondant de lij est au cône correspondant Dj. Or, comme
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nous avons choisi Tellipse k arbitrairement sur la surface FI, nous en concluons ce théorème :
Tout segment cVun jxnaboloïde est dans nu rapport constant avec le cône qui a même base que ce segment et dont le sommet est le pôle de cette base.
On voit aisément par le calcul, dans le cas d'un paraboloïde de
révolution, que ce rapport est égal ky
Pour allier deux ellipsoïdes, nous n'avons qu'à allier entre elles deux courbes k et k^ du second ordre suivant lesquelles ils sont coupés chacrm par un plan diamétral et à faire correspondre l'un à l'autre deux points D et D^ des surfaces dont les plans tangents sont respectivement parallèles aux plans diamétraux de section.
En effet, les deux systèmes de l'espace, dont font partie les ellipsoïdes, peuvent être alliés l'un à l'autre de telle sorte que les ellipses Z^et A-, se correspondent de la manière qu'on vient d'indiquer et que D et Dj se correspondent aussi entre eux. Les centres M et M^ des elhpses, qui sont aussi les centres des ellipsoïdes, sont également des points correspondants. Toute ellipse de l'un des ellipsoïdes qui a deux points connnuns K et L avec k et dont le plan renferme le diamètre MD a pour correspondante dans le second système de l'espace une ellipse qui a en commun avec /.j les points homologues K^ et L^ et dont le plan passe jmr MJ)^. Cette seconde ellipse est située sur le second ellipsoïde, parce qu'elle a en commun avec l'une de ses sections les points Dj, Kj,L^ et les deux tangentes en Kj et Lj qui sont parallèles à M^D^.
Nous pouvons allier les ellipses k et k^ en rapportant les unes aux autres les extrémités de deux couples de diamètres conjugués. Les demi-diamètres MD et M^D^ sont conjugués aux plans de k et /.j par rapport à chacun des ellipsoïdes. Donc :
Pour allier entre eux deux ellipsoïdes, nous n avons quà faire correspondre les unes aux autres les'exlrémités de deux ternes de demidiamètres conjugués.
On déduit facilement de là ce théorème :
Tous les parallclipipèdes dont les faces sont tangentes à nn ellip^ soïde aux extrémités de trois diamètres conjugués quelconques ont le même volume.
Ils sont avec le volume de l'ellipsoïde dans le même rapport que le volume d'un cube avec la sphère qui lui est inscrite, c'est-à-dire
comme 8 :-^« Pour le démontrer, allions 1 ellipsoïde à la sphère. Soit J
le volume de l'ellipsoïde et 2(i, "Ih, 'le les segments interceptés par la surface sur ses trois axes; le volume du parallélipipède circonscrit, dont les laces sont parallèles aux trois |)laMs de symétrie de l'ellipsoïde est i^dhc; on a par consé(|uent :
\ai splière étant partagée en huit parties é(juivalentes par trois plans diamétraux conjugués, il en est de même de l'ellipsoïde (II, page 65).
Pour allier l'un à l'autre deux hyperboloïdes à une ou deux nappes, nous n'avons qu'à allier les courbes A: et k^ du second ordre suivant lesquelles leurs cônes asymptotiques sont coupés par deux plans tangents quelconques et de plus à faire correspondre l'un à l'autre les centres des deux surfaces. Nous ne donnons pas la démonstration de cette propositioji qui est entièrement analogue à la |)récédente; nous ferons seulement remar(|uer ({ue les |)oints de c<jntact des deux plans avec les hyperboloïdes respectifs sont en même temps les (^entres des courbes k et k^ (I, page Hi) et conséquemment doivent se correspondre. Deux ])lans tangents d'un hyperboloïde à deux nappes déterjuinent dans le cône asymptotique deux solides de même volume.
Deux systèmes coUinéaiies de l'espace 2i et 1^ sont dits seniblaldes quand leurs angles homologues sont égaux deux à deux. Par consé(pient (II, page 61) deux systèmes })lans correspondants de ^ et ^j sont aussi semblables et comme, d'api'ès cela, toute droite à l'infini dans 1 a pour correspondante une droite à l'iniini dans 2ij, les systèmes sont en affinité. Les segments homologues de systèmes semblables sont deux à deux dans un rapport constant l'un avec l'autre; ceci résulte du reste du théorème déjà démontré pour les systèmes plans semblables. Si deux systèmes semblables de l'espace sont placés de telle manière que trois di'oites quelcontpies de l'un, qui ne sont ni parallèles à un même plan, ni perpendiculaires entre elles, soient parallèles aux trois droites homologues de l'autre système, les deux systèmes ont leur système plan à l'infini connnun et sont perspectifs (II, page 51 1. Les points homologues sont par conséquent deux à deu\ sui- une même droite avec un entre fixe de coUinéation, qui est le centre de similitude.
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Si deux systèmes de l'espace semblables ont leurs segments homologues égaux, nous dirons qu'ils sont coiujnicnts ou symétriques . En effet, si nous amenons les deux systèmes dans une position telle qu'ils aient une gerbe correspondante commune, deux points homologues coïncident, ou bien le segment qu'ils limitent est bissecté par le centi-e de la gerbe. Dans le premier cas les systèmes sont congruents, dans le second ils sont symétriques. Par exemple, la courbe d'intersection de deux surfaces du second ordre concentriques est symétrique par rapport au centre des surfaces et peut se composer de deux lignes symétriques qui ne se réunissent pas.
NKUVIEME LEÇON.
Systèmes réciproques situés l'un dans l'autre. — Systèmes polaires dans le plan et dans l'espace.
Lorsque deux systèmes plans réciproques Z et Z^ sont placés l'un sur l'autre, un point quelconque de leur plan peut être considéré comme appartenant aussi bien à Z qu'à Z^. De même, à toute droite du plan correspondent deux points, puisque nous pouvons attribuer la droite à chacun des deux systèmes réciproques. Il sera convenable, pour cette raison, de désigner chacun des éléments du plan par deux lettres, par exemple, un seul et même point quelconque par Al\. Au point A de Z correspond un rayon n^ dans le système Z^ ; et si nous regardons le même point comme faisant partie de -^ et si nous le désignons par B^, il aura pour correspondant dans Z un rayon b. Etant données deux ponctuelles projectives situées l'une sur l'autre, nous avons cherché précédemment s'il existe des points de Tune qui coïncident avec leurs correspondants dans l'autre, quel en est le nombre et dans quelles circonstances les ponctuelles sont en involulion. iNous allons résoudre ici les questions analogues. Combien y a-t-il de points situés sur les droites qui leur correspondent ? Quand les deux droites qui correspondent à chaque point du plan coïncident-elles?
Lorsqu'un poiîit ÀB^ csl situé sur r un des deux rayons a^ qui lui correspondent, il se trouve aussi sur Vautre h. En effet, au point Bj de la ponctuelle a^ correspond dans 2 un rayon du faisceau A, d'après la définition de la réciprocité. De même, une droite pq^ ne passe par aucun des points /\ et Q qui lui correspondent, ou bien elle passe par ces deux points.
SYSTÈMES RÉCIPROQUES SUPERPOSÉS
Projetons les systèmes réciproques 2 et 2^ par des gerbes issues de deux points quelconques S et S^, ces gerbes sont aussi réciproques et engendrent une surface du second ordre. Tout point du plan qui est situé sur la droite qui lui correspond appartient à cette surface du second ordre, parce qu'il est le point de rencontre d'un rayon de la geibe S avec le plan correspondant de la gerbe S^. Réciproquement, tout point connium à la surface du second ordre et au plan est situé sur les deux droites qui lui correspondent dans les systèmes réciproques 2i et 2. Suivant que la surface du second ordre aura en commun avec le plan une courbe du second ordre, ou deux droites, ou une seule droite, ou un seul point, ou enfin quelle n'aura aucun point réel comnmn avec' lui, on se trouvera en présence de l'un des cas suivants :
Quand deux stjslèines réciproques sont situés dans le même plan, tous les points (réels) du plan situés sur les droites qui leur correspondent forment une courbe du second ordre, ou un système de deux droites, ou une seule droite, ou un seul point, ou bien enfin il ny a pas de point satisfaisant à cette condition. En même temps, les rayons [réels] du plan, qui passent par les points qui leur correspondent, forment un faisceau de rayons du second ordre, ou un système de deux faisceaux de rayons du premier ordre, ou un seul faisceau de rayons du premier ordi'e, ou bien il n existe quun seul rayon qui satisfasse à cette condition, ou enfin il ny en a aucun.
Les formes de rayons, dont il est question dans la seconde partie du théorème, correspondent aux formes de points de la première partie et leur sont doublement perspectives.
En général, la surface du second ordre n'a pas de point commun avec le plan, ou elle le coupe suivant une courbe du second ordi'e; en effet, quand le plan contient deux droites, une droite ou un point de la surface, il lui est tangent et se trouve par suite dans une situation tout à fait particulière par rapport à elle. De tous les cas énoncés dans le théorème, il ne se produit en général que le premier ou le dernier et l'on ne rencontre qu'exceptionnellement l'un des autres. Par exemple, nous verrons que pour les systèmes réciproques en involution, ces cas particuliers ne peuvent jamais se présenter.
Les systèmes plans réciproques sont en situation involutive, quand à tout point du plan correspondent deux droites qui coïncident, quand par suite à tout point correspond doublement une droite. Le théorème suivant montre que cette situation involutive est possible.
Liiio- yj;:t<ni('s jhcn.s m ,'pi( (pu s v el ^ s(,)il m lnv(ihili(.n, (jiiaiid les sommets A, D,C d'un Ividmjlc de '^ ont pour correspond ants les côtés opposés aj,bj,Cj de ce même triangle dans ^^ (fig. 15).
Il est d'abord facile de voir que les sommets du triangle correspondent doublement aux côtés qui leur sont opposés. Par exemple, désignons par Aj le point de :ij qui est l'intersection de />^ et Cj et qui coïncide avec le point A : il a pour correspondant dans i le côté a^ qui joint les sommets B et C et qui coïncide avec la droite n^ de 2
Vu faisceau AA^ correspond donc aussi doublement la ponctuelle ««j ; et comme le point BB^ cori-espond doublement au rayon hh^ de ce faisceau de même que le point CCj au rayon cc^. le faisceau AAj est en involution avec la ponctuelle aa^ (I, page 152). A tout rayon du faisceau AAj doit donc correspondi'e doublement un point de la ponctuelle aa^ et l'on voit de même qu'à tout rayon des faisceaux BB^
et i\i\ correspond douJ)lement un point de hh^ et cc^. Soit donné maintenant un i-ayon quelconque p^ ou p du plan ; il coupe les côtés du triangle en trois points auxquels correspondent doublement trois rayons des faisceaux AA^ BB^ et CCj. Au rayon pp^ doit donc cori'espondre doulîlement le point PP^ suivant lequel ces trois i-ayons se coupent ; autrement dit, les systèmes réciproques sont en involution.
Nous pouvons aussi regarder les deux systèmes en involution comme un système unique dans lequel tout jioint a pour élément conjvgué une droite et toute ponctuelle un faisceau de rayons en involution avec elle; nous donnerons à ce système le nom de système polaire plan. Tout point situé sur la droite qui lui est conjuguée sera appelé vn point double du système et la droite leçoit le nom de raijon double. On peut alors démontrer que :
Un système polaire plan na aucun point double ou rayon double, ou bien il en a une infinité. Dans ce dernier cas, les points doubles
comtihœnt une courbe du sceond ordre qui est lamiente aux raijon doubles et (pion appelle la courbe double ou la directrice du système polaire.
Soit A (fij;. li) 1111 point (lu système polaire, fini est situé sur la droite a qui lui est conjuguée; tout point B de la droite a diiïérent de A doit être situé en dehors de sa droite conjuguée />, j^aire ((ue b passe par A et ne peut pas coïncider avec a. De plus, connue la ponctuelle b est en involution avec le faisceau de rayons B et ])ar suite avec une section de ce faisceau, elle contient, en outre de A, uji second point double C (I, page 149). Le système polaire renferme donc une infinité
de points doubles du moment qu'il en existe un. Si tous ces points doubles étaient situés sur une droite, un rayon quelconque passant par A ne pourrait plus contenir de second éléiuent double, et si ils étaient placés sur deux droites, un point quelconque A de l'une des droites aurait pour conjugué un rayon a qui couperait encore la seconde droite en un point double, ce qui est impossible ]uiisr(ue tout rayon double a ne doit contenir qu'un seul point double A.
Les points doubles du système constituent donc (II, page 71) une courbe du second ordre et cette dernière sera tangente aux rayons doubles, parce que chacun d'eux n'a qu'un seul point double commun avec la courbe.
Nous retrouvons ainsi à nouveau toutes les propi'iétés de la polarité dans les courbes du second ordre ; en même temps, nous voyons qu'il
peut exister des systèmes polaires qui n'aient pas de courbe double réelle. Nous appliquerons encore à ces systèmes polaires les dénominations que nous avons introduites précédemment dans nos recherches relatives à la polarité des courbes du second ordre.
Nous dirons ainsi que, dans le système polaire, tout point est le pôle de la droite qui lui est conjuguée et réciproquement que toute droite est la polaire du point qui lui est conjugué, ^ous dirons de plus que deux points sont conjugués, quand chacun d'eux est situé sur la polaire de l'autre et que deux rayons sont conjugués quand chacun d'eux passe par le pôle de l'autre. Enfin tout triangle du système polaire dont les sommets sont les pôles des côtés opposés et dans lequel par conséquent les sommets et les côtés sont conjugués deux à deux sera appelé un fi-iangle polaire du système.
Un sijstème polaire plan renferme une inftnité de triangles polaires.
On construit un triangle polaire en prenant sur une droite a (fig. 15), qui ne passe pas par son pôle A, un point B qui ne soit pas situé sur sa polaire b, et en déterminant le point G où se coupent les droites a et b. G étant le pôle de ÂB, le triangle ABC est un triangle polaire.
Deux triangles polaires quelconques ABC et DEF cVun même système polaire plan sont inscrits à une même courbe du second ordre et circimscrits à une autre courbe du même ordre.
La démonstration donnée antérieurement (I, page 151) s'apphque également au cas où le système polaire n'a pas de courbe double.
Si, dans un plan, on prend un triangle quelconque ABC comme triangle polaire, et si de plus on assigne une droite quelconque p qui ne passe par aucun des so))imels du triangle (fig. 15) comme correspondante à un point arbitraire P qui n'est situé sur aucun des côtés de ce même triangle, ces éléments déterminent un système polaire plan.
En efiet, nous ])ouvons et devons rapporter réciproquement l'un à l'autre les deux systèmes qui composeront le système polaire, de telle sorte ([u'aux quatre points A,]),G,P de l'un correspondent respectivement les droites B(j,GA,AB, p de l'autre. Ces deux systèmes sont alors en position involutive (II, page 72) comme on le demandait.
Quand le système polaire a une courbe double^ tout triangle polaire ABC a Vvn de ses sommets à l'intérieur et les deux autres à l'extérieur de celte courbe.
En effet, si le sommet A est intérieui- à la courbe double, tous les
points de sa polaire BC sonl extérieurs à cette courbe ; si A est extérieur, sa polaire BCl coupei'a la courbe et les points de cette polaire qui sont conjugués deux à deux, comme B et C par exemple, seront harmoniquement séparés par la courbe, en sorte que l'un est intérieur et l'autre extérieur à la courbe.
Pour décider si un système polaire donné a ou n'a pas de courbe double, il nous suffit de rechercher si deux des côtés d'un triangle polaire quelconque contiennent ou ne contiennent pas de points doubles, ou, ce qui revient au même, si les ponctuelles situées sur ces côtés sont involutives opposées ou concordantes avec les faisceaux de rayons qui leur sont conjugués (I, pages 148-149). Le problème est donc du second degré et se l'ésout aisément au moyen de la construction qui nous a permis de trouver les points doubles d'une ponctuelle involutive.
Un pentagone plan simple ABCDE détermine un système polaire dans lequel chaque côté du pentagone est la polaire du sommet qui lui est opposé.
En ellfet, soit F le point d'intersection de AB et CD ; nous pouvons regarder iVDF comme un triangle polaire d'un système polaire dans lequel E est le pôle de BC ; dans ce système polaire qui est complètement déterminé, A,B,C et D sont les pôles des côtés CD,DE,EA et AB du pentagone qui leur sont opposés.
Si nous projetons un système polaire plan 2 d'un point quelconque S non situé sur 2, nous obtenons une gerbe polaire. Tout rayon de la gerbe S a pour conjugué un plan de la gerbe et réciproquement. Si le système polaire plan a une courbe double, elle sera projetée suivant une surface conique du second ordre qu'on appellera la surface double ou la directrice de la gerbe polaire. Deux rayons ou deux plans de la gerbe sont conjugués, quand ils sont conjugués par rapport à la surface double et réciproquement.
Parmi les gerbes polaires, nous signalerons la gerbe reclan gidaire; dans cette espèce de gerbe, tout rayon est normal à son plan conjugué et les rayons et plans conjugués sont perpendiculaires entre eux. Comme deux liiarêtes polaires d'une gerbe polaire sont inscrits à un cône du second ordre et circonscrits à un autre cône du même ordre, on a le théorème suivant pour les gerbes rectangulaires :
Deux trièdres trirectangles concentriques sont inscrits à une sur-
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face conique du second ordre et cirronscrils à une surface de même espèce.
On ])eut (Irduii'o de là ce (héorèiiH? qu'élaiit donnée une surface conl(|ue, on peut lui inscrire et lui cii'conscrire une infinité de trièdres ii'irectaiiu,ies. ou bien Ton ne peut lui en inscrire on ciiTonscrire aucun.
Nous allons maintenant procéder pour les systèjncs réciproques de Tespace à des recherches analogues à cehes auxquelles nous venons de nous livrer pour les systèmes réciproques plans. Les résultats ac([uis jusqu'ici vont nous être de la plus grande utilité. Nous exclurons, f{uant à présent, de notre étude le cas particulier où chac[ue plan de l'un des systèmes passe par le point qui lui correspond dans l'autre; ce cas intéressant fera Tobjet de la prochaine leçon.
Soit a un plan (pielconque de l'un des systèmes de l'espace ^ qui ne passe pas par le point correspondant Ai de l'autre système Si- Au système plan a de S correspond une gerbe réciproque Ai dans l,. Nous pouvons couper cette gerbe par le plan a suivant un second système aj f[ui est réciproque au premier système contenu dans a. Tout point de a, qui est situé sur la droite de a^ qui lui correspond, est aussi contenu dans le plan coiTesi)ondant de la gerbe A^, et de plus nous savons déjà ((ue tous ces points, quand il en existe dans a, forment une courbe du second ordre, ([ui ()eut aussi se décomposer en deux droites, se réduire à une seule droite ou bien à un seul point.
Soit, de plus, ^ un plan de S passant par le point B^ qui lui correspond dans S, ; considérons-le comme appartenant à l\ et désignons-h^ en conséquent par ';^, il ain-a pour correspondant dans S un point (] qui doit se trouver sur ^, puisque 7, passe par Bj. Au faisceau G de S qui est situé dans le plan fi correspond dans ^^ un faisceau de rayons qui lui est projecîif. f[ui se trouve dans le plan Yi identique avec ^ et dont le centre est \)^. Ces faisceaux engendrent une coui'be du second ordre ([ui peut se décomposer en deux droites et dont chacun des points est situé sin- le plan (|ui lui correspond dans le système récipro(|ue de l'espace. \\\\ ellet, soit P le point où un rayon (|uelcon([ue ji du faisceau (i est coupé pai' le rayon correspondant />j du plan '■;^ ; à ce |)oint P du rayon y> cori'espond dans le système 1\ u)î plan z, c|ui passe par le rayon />, et pai- suite aussi par le point P lui-même. De là résulte (|ue :
Le lieu de tous les poinis de Vespace, qui sont situés dans les plans correspondants du si/stcme réciproque, est une surface du second
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ordre; et tous les plans, (pii passenl par les points (/ui leur corresponde)it, forment une gerbe de plans du second ordre.
Va\ efTet, nous avons déinontiv (juo le lieu de ces ])oinls a en connnun avec un plan quelconque y. ou ^^ (supposé contenir de ces points) une <-ourbe du second ordre, deux droites, une droite ou Jiien enfin un seul point; or, cette propriété ne convient qu'à la surface du second ordre. C'est à cette surface que coi-respond, dans chacun des systèmes réci- |)roques, la gerbe de plans du second ordre dont il a été question dans la deuxième partie du théorème. ÎNoIre théorème n'exclut pas la possibilité du cas oîi aucun point réel de l'espace ne serait situé sur le plan qui lui correspond. Pour une position particulière des systèmes récipro(pies, la surface du second ordre peut aussi se décomposer en deux plans.
Deux systèmes réciproques de C espace ^ et i\ sont en involution. (piand les sonunets AJi,CJ) d'un tétraèdre de S ont pour correspondants dans 1\ les faces opposées aj,[j^,Yj,o^ de ce même tétiaèdre.
\\\ point d'intersection des plans fi,.Ypgp c'est-à-dire au |)oint \ de ^j cori'espond aussi dans i] le plan lUll) ou a, et de juème à chaque autre sonniiet du tétraèdre correspond doublement la face opposée. Il en j'ésulte que le système plan a.^ est en situation involutive par rapport à la gerbe A qui lui est réciproque, car il est en involution (11, page 72) avec une section de cette gerbe. A tout point ou tout rayon de a^ (comme de (J^Yi ^^ ^i) correspond ainsi doublement un plan ou un rayon de \ (ou de B,G ou D). Par conséquent, tout |)lan qui couj)era a,,jSpYj,Cj suivant t[uatre droites quelconques aui'a pour élément lui correspondant doublement le point qui sera projeté de A,B,(1,D suivant les quatre rayons correspondants.
Nous pouvons regarder deux systèmes inxolutifs de l'espace v et v^ comme un seul système dans lequel à tout point correspond un plan et à toute droite une droite. Ce système a reçu le nom de s ijstème polaire de l'espace; tout point est dit le pôle du plan qui lui est conjugué, toute droite ou tout plan est dit la polaire du rayon ou du point qui lui est conjugué. Si le système polaire contient des points situés dans leurs plans polaires, ils se trouvent sur une surface du second ordre appelée \-à surface double on la direct)'ice du système (II, page 7()). Récipro- ([uement, les développements donnés dans la sixième leçon montrent qu'une surface du second ordre, qui n'est pas un cône, détermine un système polaire de l'espace dont cette surface est la chrectrice. Les
définitions données à cet endroit (II, pages 45-46) pour les points, les rayons et les plans conjugués sont applicables à tout système polaire, même ([uand ce système n'a pas de surface double.
On dira de plus que tout tétraèdre d'un système polaire de l'espace dont les sonunets sont les pôles des faces opposées est un tétraèdre polaire.
Dans un pareil tétraèdre, les sommets, les faces et les arêtes sont conjugués deux à deux. Le si/stème polaire de Cespace 7'enferme un nombre infini de systèmes polaires plans, de gerbes polaires et de tétraèdres polaires. En elfet, comme toute gerbe A, dont le centre est extérieur au système plan a qui lui correspond, est réciproque à ce dernier et en involution avec lui, on voit que le plan a est le lieu d'un système polaire dans lequel tout point a pour élément correspondant la droite qui lui est conjuguée; le point A se présente aussi à nous comme le centre d'une gerbe polaire. Tout triangle polaire du système polaire plan est projeté du point A suivant un trièdre polaire de la gerbe polaire et il forme avec ce point un tétraèdre polaire du système polaire de l'espace. Tout système polaire plan a, appartenant au système polaire de l'espace, a aussi un centre et des diamètres, même quand il n'a pas de courbe double. Le centre est le point conjugué à la droite de l'infini du système polaire a et tout diamètre est conjugué à un point à l'infini de a. Les diamètres sont conjugués entre eux deux à deux ; deux d'entre eux sont perpendiculaires l'un sur l'autre et s'appellent les axes du système polaire a. De même, les trois rayons conjugués de la gerbe polaire A, qui sont deux à deux perpendiculaires entre eux, sont appelés les axes principaux de cette gerbe, même quand elle n'a pas de cône double.
Si Von prend pour tétraèdre polaire un tétraèdre AIJCD et si à un point quelconque E, qui n'est situé sur aucune des faces du tétraèdre, Von assigne pour correspondant un plan s, <pn ne passe par aucun des sommets de ce tétraèdre, ces éléments déterminent un système polaire de r espace.
En effet, nous pouvons rapporter réciproquement l'un à l'autre deux systèmes de l'espace de manière qu'aux cinq points A, B, G, D, E correspondent respectivement les plans BCD, (IDA, DAB, ABC et s (II, page 25). Ces deux systèmes sont alors en involution (II, page 77) et, pris ensemble, ils constituent le système polaire.
Le système polaire, situé dans le plan s qui appartient à ce système
polaire de l'espace, est complètement déterminé par rintei'section du plan 'avec le pentagone complet ABGDE de l'espace. En eiïet, chacun
des dix côtés AB, AC, Ï)E de ce pentagone est conjugué dans le
système polaire de l'espace à la face GDE, BDE, ABC, et deux éléments opposés quelconques du pentagone passent d'après cela par deux éléments conjugués l'un à l'autre dans le système polaire plan. Donc :
Les dix couples d'éléments opposés [arêtes et faces) d'un pentagone de Vespace sont coupés par un plan quelconque^ ne passant par aucun de ses sommets, suivant dix couples d'éléments conjugués [pôles et i)(tlai)-es) du système polaire plan.
La figure résultant de l'intersection se compose de dix points et dix droites ; sur chacune de ces dernières sont situés trois des dix points et par chaque point passent trois des dix droites. Si de deux des sommets du pentagone on projette les trois autres sommets sur le plan de section, on obtient deux triangles en perspective, et l'on reconnaît facilement que la figure formée par les dix points et les dix droites est identique avec une autre figure dont il a été question antérieurement (1, page 5). Le tétraèdre formé par quatre des cinq sommets est coupé [)ar le plan suivant un quadrilatère polaire du système polaire plan (I, page 227). Sa projection sur le plan, faite du cinquième sommet, est un quadrangle polaire du système polaire plan et les six côtés de ce quadrangle polaire passent par les six sommets du quadrilatère polaire.
Deux faisceaux de plans, dont les axes ne sont pas conjugués, sont projectifs, quand à chaque plan de l'un correspond le plan qui lui est conjugué dans Tautre (II, page 47). Soient ABCD et EFGH deux tétraèdres polaires quelconques d'un système polaire de l'espace ; on a en conséquence ÂB (CDGH) 7\ EF (DGHG) ; en effet, les plans ABG et ABH, par exemple, ont respectivement pour conjugués les plans EFD et EFG, parce que D et H sont les pôles de ABG et EFG. Or comme ËF (DGHG) 7\Eî' (GDGH), (voiri, page 151), il s'ensuit que ÂB (GDGH) 7\ Èf^(GDGH); ou bien :
Les sommets de deux tétraèdres polaires d\un système polaire de fespace peuvent être réunis avec deux arêtes non conjuguées des tétraèdres par le moyen dune surface réglée du second ordre.
DIXIEME LEÇON
Le système focal et le complexe linéaire de rayons.
Lorstine ileiix systèmes réciproques de Tespace sont jilacés de telle sorte (jiie tout plan de Tnii ])asse par le [)ohit cpii lui correspond dans Tautre, ils sont en involution et leur ensemble constitue ce (|u"on appelle un système focal. Tout d'abord, il est clair qu'aucune droite y de l'un des systèmes n'est coupée par la droite correspondante g^ de l'autre système; car s'il en était autrement, tous les points de la ponctuelle çi ne seraient pas situés sur les plans correspondants du faisceau (j^ ; il n'y en aurait f[ue deux satisfaisant à cette condition : le j)oint (j(j^ et celui qui correspond au plan <|(|^. D'après cela, deux rayons homologues r/, (j^ des deux espaces réciproques ne se rencontrent pas, ou coïncident.
Mais tous les rayons passant par un point P ont pour cori'espondants les rayons d'un plan r.^ passant par P; les rayons passant par P et contenus dans ce plan coïncident donc avec leurs correspondants, puisqu'ils sont situés avec eux dans le plan tCj. Au point P d'intersection de ces droites (jui se correspondent à elles-mêmes doit donc correspondre doublement le plan r.^ (pii les joint, c'est-à-dire que ce plan correspond à P dans les deux espaces réciproques.
Puis(pje, d'après cela, les systèmes réciproques de l'espace sont en ii)\olution, on peut les regarder comme un système unique iloiil les éléments sont deux à deux conjugués entre eux. A l'exemple de Mobius et Von Staudt, nous donnerons à ce système le nom de système focal (NuUsysteme) ; à chacun de ses points correspond un ])lan comme
polaire ou plan focal, à chaque plan un pôle ou foi/er et à chaque droite une droite. D'après cela, le système focal a entre autres pro- ])riétés les suivantes :
Dans le système focal, chaque plan passe par son pôle et chaqne point est situé dans son plan polaire; toute droite^ qui est dayis un même plan avec sa polaire, coïncide avec elle; toute ponctuelle est perspective au faisceau de plans qui lui est conjugué; tout si/stème plan a un faisceau de rayons correspondant commun avec la qerbe qui lui est conjuquée et il est récipro(iue à cette yerhe.
Toute droite qui se correspond à elle-même s'appellera une directrice ou un rayon directeur du système focal. Ces directrices donnent lieu à ce théorème :
Toutes les directrices du système focal, qui passent par un point V ou sont situées dans un plan s, forment un faisceau de rayons du premier ordre.
En effet, elles sont situées dans le plan focal de P ou passent par le foyer de s. L'ensemble des directrices d'un système focal a reçu le nom de complexe linéaire de rayons en raison de cette propriété. Deux rayons de ce complexe, qui se rencontrent, appartiennent toujours à un faisceau du premier ordre dont tous les rayons font partie du complexe.
Soient a et a^ deux droites conjuguées qui ne se rencontrent pas, chaque point de Tune est situé dans le plan conjugué qui passe par l'autre ; il en résulte que :
Tout rayon qui coupe deux droites conjuguées a,aj ne se rencontrant pas est une directrice du système focal; et toute directrice, qui coupe une droite a, doit être dans un même plan avec la polaire a^ de cette droite. Deux couples de droites conjuguées du système focal, qui ne se coupent pas mutuellement, sont donc situées sur un système réglé, dont le système directeur se compose de directrices du système^ focal et appartient au complexe linéaire de rayons. Trois rayons du complexe linéaire, qui ne se rencontrent pas, déterminent un système réglé qui fait partie du complexe.
Car les droites qui les rencontrent sont conjuguées deux à deux dans le système focal.
Deux couples de droites conjuguées a,a^ et b,b^ du système focal coupent un plan quelconque en deux couples de points situés sur deux directrices qui passent par le foyer du plan; a,a^ et b,b^ déterminent
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donc le foyer d'un plan (quelconque ei le plan focal d'un point quelconque.
Un pentagone gauche simple ABGDE détermine un système focal dans lequel chacun des cinq côtes du pentagone est conjugué à luiuiême et dans lequel par conséquent chaque sommet est conjugué au plan qui passe par les deux côtés adjacents.
En effet, rapportons réciproquement Fun à l'autre deux systèmes de l'espace de manière qu'aux points A,B,C,D,E de l'un correspondent respectivement les i)lans EAB, ABC, BGD, CDE, DEA de l'autre; le côté AB se correspond à lui-même et il en est de même de tout autre côté. Car ce côté AB est d'une part la droite qui joint les points A et B et d'autre part la droite d'intersection des plans EAB et ABC qui correspondent à ces points. Si les deux systèmes considérés ensemble ne constituaient pas un système focal, le lieu de tous les points situés sur les plans qui leur correspondent serait une surface du second ordre passant par les cinq côtés du pentagone (II, page 76) ; cette surface aurait en commun avec un plan quelconque du pentagone, par exemple avec ABC, deux droites AB et BC et en outre elle aurait encore un point autre comnmn situé sur DE, ce qui est impossible. Les systèmes réciproques constituent donc réellement un système focal.
Trois droites g,g^,\ qui ne se rencontrent pas déterminent un système focal dans lequel g et g^ sont conjuguées Vune à Vautre et dont 1 est une directrice.
Menons par g^ deux plans quelconques g^ AE et {/^ CD qui coupent g aux points A et G, Z aux points E et D et désignons par B un point quelconque de g^ ; les côtés du pentagone gauche simple ABGDE sont alors cinq directrices du système focal. Dans ce système, le côté DE ou / est une directrice et la droite AG ou g est conjuguée à la di'oite d'intersection g^ des plans EAB et BGD du pentagone.
Pour construire directement le plan focal d'un point quelconque P au moyen des trois droites j/,j/^,/, nous déterminons d'abord le foyer du plan VI ; ce point se trouve sur l et il est situé sur la droite qui joint les points où les deux droites g et g^ rencontrent le plan. La directrice qui joint ce foyer à P et celle suivant laquelle se coupent les plans Vg et P^ déterminent le plan focal cherché du point P.
Cinq droites quelconques a,b,c,d,e déterminent en général un système focal, dont elles sont les directrices; elles déterminent aussi le complexe de rayons dont elles font parlic.
En eiïet, il existe en général deux droites g etg^ qui coupent les quatre droites a,b,c,d et il n'en existe que deux. Ces droites sont conjuguées l'une à l'autre dans le système focal et, jointes à e, elles déterminent ce système pourvu qu'elles ne se coupent pas et qu'elles ne rencontrent pas c. Quand ces deux droites ne sont pas réelles et quand par conséquent a,b,c,d (et e) ne se rencontrent pas, a,b,e et c,d,e déterminent deux surfaces réglées qui se composent de directrices du système focal cherché.
Sur ces deux surfaces prenons deux couples de rayons a',b' et c',rf' qui soient rencontrés par une droite g et par conséquent aussi par une autre droite g^, a' ,b\c\d' et e ou encore g^g^ et e déterminent le système focal de la manière indiquée précédemment. Ce théorème ne souffre d'exception que si trois des cinq droites a,b,c,d,e sont situées dans un même plan ou font partie de la même gerbe, ou bien si quatre d'entre elles font partie d'un même système réglé; par conséquent, si elles sont toutes coupées par une même droite g.
Deux couples de droites conjuguées p,pj et q,q^ qui appartiennent à un môme- système réglé déterminent aussi un système focal.
Soient a,6,c trois directrices de ce système réglé et d^c deux droites dont l'une coupe p eip^ et l'autre q et g^ le système focal a les droites a,6,c,(/,e pour directrices et est déterminé par elles. Si une droite décrit le système réglé pPiq, la droite conjuguée, qui coupe constamment aussi les trois directrices a,b,c, décrit le système réglé p^pq^ ; mais ces deux systèmes sont projectifs et en involution.
Au lieu du dernier théorème, nous pouvons donc dire aussi que :
Un système réglé en involution pp^^qq^ détermine un système focal dont il fait lui-même partie.
Le centre d'involution de la courbe involutive du second ordi'e suivant laquelle le système réglé est coupé par un plan quelconque est le foyer de ce plan ; et le plan d'involution du faisceau involutif du second ordre qui projette le système réglé d'un point quelconque est le plan focal de ce point. Le système focal renferme une infinité de systèmes réglés involutifs.
Le complexe linéaire de rayons qui passe par cinq droites «, 6, (',c/,<? ([ui ne se rencontrent pas renferme les dix systèmes réglés abc,
abd, cde, et tous les systèmes réglés qui passent par trois rayons
quelconques de ces dix systèmes réglés. En continuant à construire successivement des systèmes réglés de ce gem-e, on peut arriver à
(léteriiiiiier tous les rayons du complexe. Lorsque les ciiK} rayons, (|ui ne se rencontrenl pas, coupent une droite g, mais sont d'ailleurs indépendants les uns des autres, on obtient de celte manière un complexe linéaire singulier qui se compose de tous les rayons qui coupent la droite y; mais dans ce cas, les rayons du complexe ne sont pas des directrices d'un système focal.
Toutes les droites et les j)lans dont les polaires et les ])ôles sont à rinfini sont appelés les diainèires et les plans diaméUaux du système focal. Tous passent par le pôle ou foyer du plan à rinlini, d'où résulte que :
Les diamètres du sijslùnie focal sonl parallèles entre eux et aux plans diamétraux.
Toutes les directrices du système focal, situées dans un même i)Ian diamétral, sont ])arallèles parce qu'elles passent par le foyer du plan, lequel est à l'infini. Le faisceau de rayons parallèles qu'elles constituent ne change pas, quand on le déplace dans la direction du diamètre. Nous en concluons que :
La complexe linéaire et le sijstème focal qui s'// rapporte ne chan- (jent pas quand on les déplace suivant la direction des diamètres parallèles .
Tout plan parallèle à deux droites conjuguées est un plan diamétral du système focal.
Les foyers de plans parallèles sont situés sur un diamètre dont la polaire est contenue dans le plan parallèle situé à rinlini.
Le diamètre n, qui renferme les foyers de tous les plans perpendiculaires aux diamètres, peut s'appeler Vaxe principal du système focal et du complexe linéaire correspondant. Cet axe n est normal à toutes les directrices (\m le rencontrent; il se trou\e sur un même paraboloïde équilatère avec deux droites conjuguées quelconques (j^cj^ ([ui ne le rencontrent pas et coupe normalement la droite ([ui mesure la plus courte distance de (j et^j. En elfet, d'après les théorèmes précédents, toutes les directrices normales à n qui rencontrent g doivent aussi couper (/^ et forment par conséquent un système réglé parabolique (1, page 126).
Quand on donne Taxe })iincipal n, on donne en même temps sa polaire n^ située à l'infini ; il résulte alors immédiatement d'un théorèiiui démontré précédemment que :
Le sijstèmc focal est déterminé par son axe principal n et une direc-
trice 1 prise aî^bitraircmenf, mais qui ne reneontre pas l'axe principal et ne lui est pas perpendiculaire.
Toutes les directrices qui passent par un point quelconque P de / sont dans un même plan :: avec / et la perpendiculaire abaissée de P sur n. Le foyer d'un plan quelconque s mené par P est le point d'intersection de la directrice r.i et de la perpendiculaire élevée à n dans le plan s.
Une gerbe dont le centre C est situé sur l'axe principal n a pour conjugué dans le système focal un système plan qui lui est réciproque et dont le plan y est normal à l'axe principal en C. Aux tangentes d'un cercle situé sur y et ayant son centre en C correspondent donc les rayons d'une surface conique du second ordre dont le centre est C. Or comme par rapport au cercle le point (\ est le pôle de la droite à l'infini n^ du plan v, le plan y est le plan polaire de l'axe principal n par rapport à la surface conique ; et comme deux directrices quelconques qui se coupent rectangulairement en G sont conjuguées par rapjiort au cercle, ces directrices, situées dans y, puisqu'elles se correspondent à elles-mêmes dans le système focal, doivent aussi être conjuguées par rapport à la surface conique. Le plan y est donc un plan de symétrie et tout rayon issu de G et situé dans y est un axe principal de la surface conifiue; donc (I, page 189) :
A tout cercle, aj/ant son centre sur Vaxe principal n et dont le plan est normal à n, correspond un cône de révolution, dont n est Vaxe de révolution.
Si donc on fait tourner d'une seule pièce autour de l'axe principal un point quelconque et son plan focal, le point décrit un cercle et le ])lan focal enveloppe le cône qui correspond au cercle, puisqu'il ne cesse pas d'être le plan focal du point. Donc :
Une rotation autour de Vaxe principal ne change en rien le système focal et le complexe linéaire de rayons.
Ils ne changent pas non plus, si on les fait tourner autour de Taxe principal en leur imprimant en même temps une translation suivant la direction de cet axe, en donnant en un mot au système un mouvement hélicoïdal autour de l'axe principal.
En désignant par r la distance d'un point quelconque P à Vaxe principal n et par p V angle que le plan focal de ce point fait avec Vaxe principal., le produit r. tang p a une valeur constante, indépendante de la position du point.
Pour démontrer cette propriété remarquable, sur Taxe principal 7i et sur une directrice u qui coiq)e rectangnlairement cet axe en un point C, prenons deux ponctuelles projectives égales qui aient le point G comme point correspondant coinjnun. Elles ont pour conjugués deux faisceaux projectifs de plans n^ et u qui ont le plan focal y du point G comme élément correspondant commun, qui par conséquent sont perspectifs et engendrent un faisceau de i-ayons parallèles. Un rayon de ce faisceau est situé à l'infini dans le plan 7iu; c'est celui suivant lequel se coupent les plans focaux des points à Finfini de u et n; le plan du faisceau de rayons parallèles est donc parallèle au plan nu et à une certaine distance e de lui.
Soient maintenant P et P' deux points homologues de u et n, ils sont à égale distance du point G et leurs plans focaux se coupent suivant une droite parallèle à u et située à la distance e du plan vu. Le plan focal de P passe par u et fait avec l'axe principal n un angle p ; le plan focal de P' au contraire coupe rectangulaii-ement l'axe principal en P'. On a par conséquent GP'. tang p = e, ou bien r. tang p =e, cruelle que soit la position du point P sur u. Or, une rotation de la directrice u autour de n et une translation suivant la direction de n permettent d'amener cette directrice à se superposer à une autre directrice quelconque qui coupe l'axe, et le système focal n'éprouve aucun changement par suite de ce double mouvement ; donc, la constante e a la même valeur pour toutes ces directrices, et d'une manière générale, le produit r. tang p est indépendant de la position du point P. Les foyers de tous les plans qui font un angle de 45" avec l'axe principal n sont à la distance e de n et sont par suite situés sur un cylindre de révolution de rayon e.
Soit r la dhtance cVunc génératrice quelconque 1 à faxe principal n et p Vangle que font entre elles les directions de n et [, le produit r. ta7ig p est éaal à la constante e.
En effet, la plus courte distance de n et / coupe normalement ces deux droites aux points G et P, dont la distance PG = r; mais p est l'angle que le plan focal du point G, qui passe par / et G, fait avec l'axe principal. Le théorème est donc ramené au précédent. La relation r. tang p = e, à laquelle satisfont tous les rayons du complexe linéaire, peut être considérée comme l'équation du complexe par rapport à son axe principal.
Les tangentes d'une hélice, cpii a l'axe principal pour axe et qui est tangente à une directrice quelconque, sont toutes des directrices du
système focal. Chaque point de cette courbe a son plan osculateur pour plan focal; par conséquent les plans osculateurs de tous les points communs à l'hélice et à un plan quelconque passent tous par un même point qui est le foyer de ce plan. L'hélice détermine le système focal et le complexe de rayons correspondant ; suivant qu'elle sera dextrogyre ou lévogyre, nous pourrons diviser les complexes en complexes dextrogyres ou lévogyres. L'axe principal et la constante e déterminent le complexe, quand on indique de plus s'il doit être dextrogyre ou lévogyre.
Soient g et gj deux droitefi conjuguées, a et \ leurs distances à Vaxe 'principal du système focal, a et a^ les angles qu'elles font avec cet axe, on a la relation a. tang a^ = a^ tang a. = e; par suite :
a : aj r= taîig a : tang a^
En effet, le plan focal du point de g qui est à la distance a de l'axe principal, passe par g^ et fait avec l'axe principal l'angle a^ ; d'où résulte que
a. tang a^ =e.
Le système focal et ses propriétés les plus importantes ont été découverts, dès 1853, par Môbius * à propos de ce problème de mécanique : Construire les deux forces écpiivalentes à un système de forces données dans Vespace. Ce problème comporte une infinité de solutions. Si l'on choisit pour l'une des forces, le point P par lequel elle doit passer, l'autre est située dans un plan t., passant par P, qui est conjugué à ce point P dans un système focal déterminé par le système de forces. Les directrices de ce système focal se distinguent des autres droites de l'espace en ce que le moment statique du système de forces par rapport à chacune d'elles est nul. Quelques années après Môbius, M. Chasles a retrouvé le système focal^ ; entre autres théorèmes, il démontre le suivant : Si un corps solide éprouve un déplacement infiniment petit, les plans normaux aux trajectoires de ses différents points sont conjugués à ces points dans un système focal déterminé par le déplacement ; il faut toutefois que le déplacement soit dû à un mouvement hélicoïdal et non pas à une translation ou à une rotation simple.
1. MoBius. Journal de Crelk. Tome X, page 317. Voir aussi sa Statique. Leipzisr,
2. Chasles. Aperçu Imtorique. Bruxelles, 1837. 2' édition, Paris, 1875, page 614.
ONZIÈME mm.
Le système de rayons de premier ordre et de première classe.
Un système de rayons est dit du n'' ordre quand, par un point quelconque, il passe en général n de ses rayons et pas plus de n; on dit qu'il est de la k' classe, quand il y a en général k de ses rayons dans un plan quelconque. Les centres des surfaces coniques et les plans des faisceaux de rayons qui peuvent faire partie du système sont appelés les points et les plans sinrjuliers du système.
Les directrices communes à deux systèmes focaux forment un système de rayons de premier ordre et de première classe; en eflet, par un point quelconque il passe un rayon qui est l'intersection des plans focaux du point et de même un plan quelconque contient un rayon du système. Lorsque deux rayons de ce système se coupent, les deux plans focaux de leur point d'intersection coïncident avec le plan qui les réunit et tout rayon de ce plan, passant par le point d'intersection en question, est une directrice connnune aux deux systèmes. Donc :
Deux complexes linéaires ont. un système de rayons de premier ordre et de première classe qni leur est commun. Ce système contient tous les faisceaux de rayons du premier ordre passant par deux rayons du système, qui se coupent, et tous les sj/stèmes réglés passant par trois rayons du système, qui ne se rencontrent pas (II, page 81).
Lorsqu'une surface réglée du second ordi'e passera par un système réglé contenu dans le système, nous dirons, pour abréger, qu'elle est contenue dans le svstème.
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Tous les rayons du système de premier ordre et de première classe, qui coupent une droite quelconque g, forment en général un système réglé; ce dernier est déterminé par trois de ces rayons. Soit / un rayon quelconque du système, S un point situé sur / et 7 un plan passant par /; aux points suivant lesquels a est coupé parles autres rayons (lu système nous pouvons faire correspondre les plans suivant lesquels ces rayons sont projetés de S. Aux points d'une droite de 7 correspondent alors les plans d'un faisceau du premier ordre fJ^ passant par S ; en efiet, les rayons du système qui passent ])ar ces points forment un système réglé qui contient aussi le rayon / et dont par consé([ueiit les autres rayons sont projetés de S suivant un faisceau ordinaire de plans {|^.
Le plan 7, de même que tout autre plan mené par /, est donc d'après cela rapporté réciproquement à la gerbe S par le moyen du système de rayons, de telle manière c[u'il a avec S un faisceau de rayons correspondant connnun et l'on voit ainsi que :
Le si/slème de rai/ons de premier ordre et de première classe est coupé par deux plans 7,7^ menés par le même rni/on I, suivant deux si/stèmes collinéaires et il est projeté de deux points (pielconques S,S^ pris sur l suivant deu.r gerbes collinéaires. Ces gerbes sont rapportées réciproquement à ces si/sti'mes plans par le moi/en du sgstème de rai/on et elles ont avec lui, et rime avec faiitre^ le )ai/nn\ correspondant commun.
Les systèmes plans collinéaires 7 et G^ ont en commun avec un système réglé quelconque abc du système de rayons qui ne passe pas par / deux coniques homologues, et comme la droite / se correspond à elle-même, ses pôles par rap[)ort à ces deux coniques sont des points homologues de 7 et 7^ (JI, page 11) et sont situés sur un même rayon du système. La droite qui unit ces deux pôles est la polaire de / par rapport à la surface réglée abc contenue dans le système de rayons ; il en résulte c[ue :
Le système de ragons de premier ordre et de première clause e.'it conjugué à lui-même par rapport à tojite surface réglée qui passe par un de ses systèmes réglés, c'est-à-dire que ses rayons sont deux à deux polaires réciproques Vun de Vautre par rapport à la surface réglée.
Dans le cas particulier (dont on ne tient pas compte dans la démonstration) oi:i les deux pôles se confondent et où par suite la droite / est
tangente à la surface réglée abc, Texactitude du théorème ressortira facilement de considérations ultérieures.
Nous supposerons à présent que les deux plans quelconques z et g^ menés par l sont conjugués par rapport à la surface réglée abc et que cette dernière n'est pas tangente à la droite /. Chacun des deux plans coupe donc la polaire de / au pôle de l'autre plan par rapport à la surface réglée. Une droite g de c qui passe par le pôle de '7^ et coupe deux rayons quelconques d et e de la surface abc a donc pour correspondante dans le plan a^ collinéaire à c;, une droite g^ qui passe par le pôle de G et qui coupe les deux mêmes rayons d et c. Mais comme la polaire de g par rapport à la surface réglée abc passe par le pôle de g et coupe les deux droites d et e qui sont conjuguées à elles-mêmes, elle se confond avec g^ et les points homologues de g et g^ sont conjugués deux à deux par rapport à la surface réglée. Si Ton imagine que les systèmes collinéaires plans g et g soient décrits par les droites g et g^ qui se corpondent, on voit que :
Deux plans passant par un raj/on 1 du système de rayons et conjugués par rapport à une surface réglée quelconque abc du système, laquelle ne contient pas ce rayon et ne lui est pas tangente, sont rapportés collinéairement l'un à Vautre par le système de telle sorte que leurs points homologues (et en particulier aussi ceux qui sont situés sur 1) sont conjugués par rapport à la surface réglée.
De même chacun des rayons du système sera projeté de deux quelconques de ces points conjugués suivant deux plans conjugués par rapport à la surface réglée.
Le système de rayons de premier ordre et de première classe est, en général, complètement déterminé par quatre rarjons a,b,c,d pris arbitrairement. En effet, comme ces quatre rayons peuvent être joints à un cinquième rayon quelconque par un complexe linéaire de rayons, on peut aloi's faire passer par eux un système de rayons de premier ordre et de première classe. Ce système sera coupé par deux plans menés par a suivant des systèmes collinéaires et leur collinéation sera déterminée en général par la droite a qui se correspond à elle-même et par les trois couples de points homologues que b,c,d ont en commun avec les deux plans. Si donc Ton joint chaque point de l'un des plans avec le point qui lui correspond dans l'autre plan, on obtiendra tous les rayons du système. On voit en même lemps que :
Deux systèmes collinéaires, situés dans des plans différents et
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dont la droite d'intersection est un élément correspondant commun, sans que les points de cette droite se correspondent à eux-mêmes, engendrent un si/stèine de rayons de premier ordre et de première classe; tonte droite, qui joint deux points homologues des deux plans, fait partie du système.
De même, deux ger])es collinéaires, qui ont comme éléments correspondants communs un rayon et deux plans au plus, engendrent un système de rayons de premier ordre et de première classe. Le système de rayons déterminé par quatre rayons a.b,c,d qui ne se rencontrent pas, contient le système réglé abc ainsi que tout autre système réglé, qui a deux rayons communs abc et qui passe par d ; on peut le construire au moyen de ces systèmes réglés.
Projetons un système de rayons de premier ordre et de première classe de deux points S^ et S^, situés sur l'un de ses rayons; d'après un théorème précédent, nous obtenons deux gerbes collinéaires. Les plans homologues de ces gerbes se coupent deux à deux suivant les rayons du système et les gerbes ont comme éléments correspondants communs le rayon S^S^ et deux plans ■q,(j> passant par lui, qui peuvent se confondre ou être imaginaires. Les faisceaux homologues de rayons de Sj et S^ situés dans -q et 9 ont toujours le rayon S^S.^ correspondant commun et engendrent deux ponctuelles rectilignes u.v; nous donnerons à leurs lieux le nom â'axes du système de rayons. Comme tout plan de la gerbe S^ qui passe par un point de u ou de v a ce point qui lui est commun avec le plan correspondant de la gerbe S^, il s'ensuit que :
Les axes u et v du système de premier ordre et de première classe coupent tous les rayoïis du système, et toute droite qui rencontre u et v appartient à ce système. Les deux axes contiennent tous les points singuliers du système, et tous les plans singulières de ce système passent par eux. Ils sont conjugués fun à Vautre dans tout système focal dont le complexe de directrices passe par le système de rayons.
Les deux axes u,v n'ont aucun point commun l'un avec l'autre quand ils ne coïncident pas ; cela résulte de ce que, en général, deux rayons du système ne se rencontrent pas.
Quand deux rayons du système se coupent, ils sont dans un même plan avec l'un des axes et se rencontrent en un même point avec l'autre. Les deux axes sont des directrices communes à tous les systèmes réglés contenus dans le système; ils sont imaginaires ou réels,
9^ GÉOMHTRIE DE POSITION.
OU bien ils coïncident, suivant que la surface du second ordre qui passe par l'un de ces systèmes rencontre chacun des rayons du système non situé sur elle en deux ])oints imaginaires ou réels, ou bien lui est tangente. Si les deux axes ne sont pas réels, ce sont deux droites imaginaires conjuguées de seconde espèce (I, page 178). Lue surface réglée est touchée suivant les points d'une droite située sur elle-même par les rayons d'un système de premier ordre et de première classe dont les axes coïncident avec cette droite ; toutes les surfaces réglées contenues dans ce système de rayons sont tangentes suivant les points de cette droite.
Les plans polaires d'un point quelconque P par rapport à toutes les surfaces réglées contenues dans un stjstènie de rai/ons de premier ordre et de première classe se coupent en un point P^ du raj/on du système qui passe par P. De même les pôles d'un plan r^ par rapport à toutes ces surfaces réglées sont contenues dans un plan T,^ qui a un raijon du si/sième commun avec r.. Les points et les plans de l'espace sont ainsi conjugues deux à deux par rapport à toutes les surfaces réglées du système.
En effet, si le système de rayons a deux axes réels u et v, P^ est le ])oint qui est harmoni([nement séparé de P par u et v; car les surfaces réglées du système passant toutes par u et v, les plans polaires de 1* doivent passer par P^. Si, en second lieu, toutes les surfaces réglées du système sont tangentes suivant les points d'une même droite, P^ est le point suivant lequel elles sont touchées par le plan Vu. Enfin, en troisième lieu, si les deux axes du système sont imaginaires, ou d'une manière générale ne sont pas identiques, soit / le rayon du système qui passe par P ; on peut au moins faire passer par / un couple de plans réels conjugués par rapport à deux quelconques des surfaces réglées IV- et R^- (I, page 181).
Ces deux plans seront rapportés collinéairement l'un à l'antre par le système de rayons de telle manière que leurs points homologues, et en particulier ceux situés sur / soient conjugués par rap|)ort aux deux surfaces (II, ])age !)0), par suite le point Pj de / qui est conjugué au point P par rapport à II- est aussi conjugué à P par rapport à toute autre surface P»i- du système.
Prenons encore deux points S^ et S^ sur un rayon / d'un système de premier ordre et de première classe et projetons de ces points le système suivant deux gerbes collinéaires. Au moyen du système de
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rayons rapportons collinéairement deux ])Ians quel(:oiK{ues ol^ et fi, de S, aux plans a^ et 3, qui leur correspondent dans S^; à tout point d'intersection de a, et (3i correspondra un point commun à %, et [3^; caries faisceaux de plans a^l^j et a/i^ engendrent un système réglé du système de rayons dont les deux droites ajfij et a.fi, sont deux directiices. l)'a])rès cela, nous pouvons considérer les plans collinéaires comme des formes homologues de deux espaces collinéaires dont l'un contient les plans aj, fij et l'autre les plans a,, [3,. Ces espaces collinéaires ont pour éléments correspondants communs tous les rayons du système de rayons, parce que chacun de ces rayons unit deux points de a, et [3j et en même temps les points correspondants de a, et p^. Toutes les droites qui joignent les points homologues et toutes celles qui sont les intersections de jjlans homologues de ces espaces collinéaires font en conséquence partie du système de rayons et ce dernier sera engendré aussi bien par deux gerbes homologues que par deux systèmes plans homologues (non coïncidents) des espaces collinéaires. Ces espaces ont comme éléments correspondants comnmns les deux axes du système de rayons ainsi que tout point de ces axes et tout plan qui ]msse par eux.
Si les deux axes ne coïncident pas, nous pouvons prendre les points S, et Sj sur le rayon / de telle manière qu'ils soient conjugués par rapport à toutes les surfaces réglées contenues dans le système de rayons. Mais alors les plans homologues des gerbes Sj et S^, comme par exemple les plans a, et a^, et les points homologues de ces plans sont conjugués deux à deux par rapport à toutes ces surfaces réglées, et I)ar consé([uent il en est de même pour tous les plans et plans homologues des espaces collinéaires. Donc :
/Si Von fait corrcapoudre deux à deux les points et les plans qui sont conjugués par rapport à toutes les surfaces réglées coutotues dans le si/siènii' de rayons^ on obtient ainsi uniquement des couples (W'iéuicnls homologues de deux espaces collinéaires {en situation invfdulivc) qui ont pour éléments correspondants communs tous les raijons du siislènie^ tous les poi)ils de ses axes et tous les plans qui passent par ces axes.
Tous les rayons d'un système de premier ordre et de première classe qui coupent une courbe quelconque du second ordre®, sont en général situés sur une surface réglée du quatrième ordre F*. En effet, cette surface a au plus quatre points communs avec une droite quelconque, parce (jue tous les rayons du système qui coupent cette droite sont
situés sur une surface réglée du second ordre qui a au plus quatre points communs avec 9. En général la surface F^ passe deux fois par le rayon s du système situé dans le plan de ©.
Tout plan passant par s a en commun avec F'*, en outre de s, une conique projective à 9 et les rayons de F* sont projetés d'un point quelconque de s suivant un faisceau de plans du second ordre projectif à ?.
Comme deux droites u et v, qui ne se rencontrent pas, peuvent toujours être considérées comme les axes d'un système de rayons, nous pouvons dire aussi que : si une droite fj se meut en rencontrant constamment une conique 9 et deux droites 21 et v, qui ne se coupent pas, elle décrit en général une surface réglée du ([uatrième ordre F\ Les droites u ei v sont les droites qui contiennent les points doubles de cette surface ; en effet, par un point quelconque de u ou v, il passe en général deux génératrices (j de F' et ces droites sont respectivement dans un même plan avec v ou u.
Si la conique 9 a un point commun U avec l'une des droites m, F^ se décompose en un plan Ui» et une surface réglée F* du troisième ordre. La droite u est un lieu des points doubles de la surface F* ; cette dernière passe par v et en général a en commun avec un plan passant par V deux génératrices dont le ])oint d'intersection est situé sur u. La ponctuelle v est rapportée projectivement à la conique 9 par le faisceau de plans u de sorte qu'avec 9 elle engendre la surface.
Un complexe linéaire de rayons renferme chaque système de rayons de premier ordre et de première classe déterminé par quatre rayons du complexe ; réciproquement, un pareil système de rayons peut être léuni à un rayon qu'il ne contient pas par un complexe linéaire, parce que ce dernier est détenniné par cinq rayons (quelconques. Nous pouvons donner aux axes principaux de tous les complexes linéaires de rayons qui passent par un système de rayons donné le nom d'axes principaux du système. Chacun de ces axes principaux est normal à tous les rayons du système qui le rencontrent ; ces derniers forment donc un système réglé d'un paraboloïde hyperbolique équilatère. En général, le système de rayons ne contient qu'une seule droite à l'infini; elle est située sur le paraboloïde é(|uilatère et les axes principaux du système de rayons sont parallèles aux plans qui contiennent cette droite et sont coupés normalement par le l'ayon du système qui est perpendiculaire à ces plans. Cependant quand le système de rayons a
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un axe u à riufini, toute droite normale aux plans qui passent par u est un axe principal du système. Soient r et 7\ les distances d'un axe principal à deux rayons quelconques du système et p et p^ les angles qu'il fait respectivement avec ces rayons, on a la relation
r. tangpzi^r, tangp, (II, page 80).
DOUZIEMIÎ LEOON.
Formes engendrées par deux gerbes ou deux systèmes plans
coUinéaires — Courbes gauches
et faisceaux de plans du troisième ordre.
Les formes fondamentales réciproques de deuxième et de troisième espèce nous ont conduit aux surfaces et aux gerbes de }3lans du second ordre et nous ont fourni leurs propriétés les plus importantes. Consi dérons maintenant les formes engendrées par les formes fondamentales collincaires et tout d'abord celles auxquelles donnent naissance deux gerbes coUinéaires. La loi de réciprocité nous permettra d'étendre ensuite les résultats que nous aurons trouvés à deux systèmes plans coUinéaires.
Lorsque deux gerbes coUinéaires S et Sj ne sont ni concentriques ni perspectives, elles engendrent un système de rayons du premier ordre suivant les rayons duquel les plans homologues des gerbes se coupent deux à deux. Par un point quelconque A de l'espace il ne passe en général qu'un seul rayon de ce système, parce que le faisceau de plans SA de la gerbe S engendre en général avec le faisceau de plans correspondant de Sj un système réglé appartenant au système et dont il ne passe qu'un seul rayon par A. Il n'y passe plus d'un rayon, et dans ce cas il y en a une infinité, que si les axes de ces deux faisceaux de plans se coupent en A, et si par conséquent A est le point d'intersection de deux rayons homologues des gerbes; dans ce cas, A est un point singulier du système de rayons et les rayons du système qui passent par lui forment un faisceau ordinaire de ra\ ons ou une surface conique du
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second ordre, suivant que les faisceaux projectifs de plans SA et SjA ([ui les engendrent ont ou n'ont pas de plan correspondant commun. Tout système réglé ou toute surface conique du second ordre engendrée par deux faisceaux homologues de plans passant par S et S,, passe par tous les points d'intersection des rayons homologues des gerbes ; car l'un quelconque de ces points singuliers du système de rayons est toujours silué dans deux plans qui se correspondent Tun à l'autre dans ces faisceaux.
Quand les gerbes coUinéaires S et S, ont le rayon SS^ comme élément correspondant commun, elles engendrent, conmie nous le savons déya, un système de rayons de premier ordre et de première classe ; nous pouvons considérer ce cas comme traité com])lètement dans la leron précédente. En second lieu, si les gerbes ont, non plus le rayon SS^, mais un plan r, correspondant commun, leurs faisceaux homologues de rayons situés dans vi engendrent une courbe du second ordre /.-, passant par S et Sp et suivant les points de laquelle les rayons homologues se coupent deux à deux. Par chaque point de k^ passent une infinité de rayons du système de rayons engendré par S et S^ ; ils forment un faisceau ordinaire de rayons et par suite sont situés dans un plan singulier du système. Deux pareils plans singuliers se coupent suivant une droite v dont les points doivent également être des points d'intersection de rayons homologues de S et Sj, parceciu'il passe plus d'un rayon du système par chacun d'eux : le point où v coupe le i)lan de hdoit donc se trouver sur la courbe /^•^ Les droites d'intersection des plans homologues de S et Sj ontpai- conséquent \n\ point commun aussi bien avec v qu'avec li^ et toute droite qui est coupée par v et Ir en deux points différents ap|)artient au système de rayons engendré par S et S^. Comme un plan contiejit en général deux de ces di-oites, on voit que :
Deux (jcrbes coin itcaires S cl S,, iuni c())icciifriqucs, (ji/i notil pas (le rdi/oii mais qui oui un plan correspoudanl commun^ enqetul roii un systèiue de pr ci nier ordre el de seconde classe. Les jxnnls singuiio's de ce système sont silncs sur une conique k^ et une droite v qui se coupent, et la conique k^ passe par les centres S et S^ des deux (jerbes. Le système de rayons se compose de tous les rayons qui joiyneiu les points de v avec ceux de k'.
De deux points quelconcfues P et P^ de k'' projeto)is cette courbe et la ponctuelle v au moyen de couples de faisceaux de rayons ; ces derniers sont rapportés projectivement l'un à l'autre par k^ et v et les rayons
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communs aux deux couples de faisceaux P et I^ se correspondent entre eux, parce qu'ils projettent le point d'intersection de k"^ et y. Ces faisceaux projectifs de rayons établissent ainsi une collinéation entre les gerbes V et Pj (II, page 7) de telle manière les plans homologues de ces gerbes se coupent deux à deux suivant une droite qui a un point commun avec A," et V. Donc :
Le système de raijons de premier ordre et de seconde classe est projeté de deux points quelconques de sa courbe directrice du second ordre k" suivant deux (jerbcs collinéaires.
Il n'y a d'exception que pour le point d'intersection de li^ et v d'où le système de rayons est projeté suivant le faisceau des plans singuliers de V.
Le système de rayons de premier ordre et de seconde classe a pour réciproque le système de rayons de première classe et de second ordre. Ce dernier est engendré par deux systèmes collinéaires plans qui ont un point, mais pas de droite, comme élément correspondant commun. Ses plans singuliers forment une faisceau de plans du second ordre et un autre du premier ordre et il se compose de toutes les droites suivant lesquelles se coupent deux à deux les plans de ces deux faisceaux. Toutes les tangentes d'une surface conique du second ordre qui rencontrent une tangente donnée de cette surface forment un faisceau de rayons de première classe et de second ordre.
Nous allons supposer maintenant que les gerbes collinéaires S et S^ n'aient aucun élément correspondant commun. Elles engendrent dans ce cas un système de rayons de premier ordre et de troisième classe dont les points singuliers sont situés sur une courbe gauche du troisième ordre. En effet, tous les rayons du système qui passent par un point singulier forment une surface conique irréductible du second ordre qui passe par tous les autres points singuliers ; tout point d'intersection de deux rayons du système est un point singulier et toute droite qui unit deux points singuliers est un rayon du système. Si un plan quelconque renfermait plus de trois rayons du système, leurs points d'intersection seraient tous des points singuliers et par l'un ou par l'autre d'entre eux il passerait un cône de rayons du système qui aurait plus de trois rayons communs avec un plan, ce qui est impossible. Le système de rayons est donc de troisième classe et il y a au plus trois de ses points singuliers situés dans un plan et au plus deux sur une droite.
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Deux faisceaux homologues deplans de S et S^ engendrent une surface réglée du second ordre ; c'est ou une surface conique ou un système réglé contenu dans le système de rayons, selon que leurs axes se coupent (en mi point singulier) ou ne se rencontrent pas. Deux surfaces du second ordre ainsi engendrées ont en commun le rayon du système, différent de SSj, qui coupe les deux couples d'axes des faisceaux de plans qui les engendrent ; elles se coupent en outre suivant une courbe gauche du troisième ordie. passant par les points S et Sj, suivant les points de
laquelle les rayons du système se coupent deux à deux et qui est le lieu des points singuliers du système. Donc :
Deux (jerbcH colliiiéaircs non concentriques S, »S\, qui nont aucun élément correspondant commun, engendrent un faisceau de rayons de premier ordre et de troisième classe. Celui-ci contient toutes les cordes d'une courbe gauche du troisième ordre k', qui est le lieu de ses points singuliers et de chacun des points de laquelle il est projeté suivant une surface conique du second ordre (fig. 15). Cette courbe cubique gauche k' passe par les centres des deux gerbes et en chacun de ses points se coupent deux rayons homologues de S et S\.
Si l'on nous donne la courbe gauche A;^ et les points S et S^ situés sur elle, nous connaissons par là même les deux cônes homologues suivant lesquels k^ est projetée de S et Sj. Ces deux cônes sont projectivement rapportés l'un à l'autre par le moyen de la courbe gauche et sont per-
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spectifs au faisceaude plans SSj ; comme ils n'ont aucun élément coiies- ])ondant eonnnuii, ils ne sont pas tangents, mais se coupent suivant le ra\on SSj. Un plan quelconque rencontre les deux cônes suivant des courbes du second ordre (|ni se coupent en un point situé sur SS^ et qui par conséquent ont au moins un point et au plus trois points communs. Donc :
La courbe cubù/ue gauche k' a au moins un point et au plus Irais points communs avec un plan quelconque.
Les cônes projectifs -S' (h^) et S'j {h^j déterminent conqjlètement la coUinéation des gerbes S et Sj (II, page 11) en sorte que la courbe gauche h^ détermine aussi le système de rayons engendré par S et S^. Tonte corde ou toute tangente de /t'estprojetéedeS et S, par des plans homologues sécants ou tangents de ces cônes et appartient au système de rayons. Tout rayon du système, ([ui est projeté de S et S^ par (\eii\ plans extérieurs à ces cônes, peut toutefois être considéré aussi comme une corde (impropre) de la courbe gauche /.'' ; en effet, il conpe les ôvnx faisceaux homologues de ravons de S et 'S^ contenus dans ces plans snivant deux ponctuelles ])rojectives dont les points correspondants comjnuns sont situés sur /.% mais qui sont ici imaginaires conjugués. D'après cela, nous pouvons dire ([ue:
Le si/strine de rayons de jiremicr o)'dre et de troisième classe se compose de toutes les cordes de la courbe qauche du Iroisièmc ordre k', ([ui contient les points singuliers du siislèmc. Un raipm dn système est une corde propre ou impropre de k''. suirant (pCil joint deux points rrcls on iniayinaires conjugués de In courbe. Les langeâtes à k"' apparliennenl aussi au système : elles y sèjxirent les cordes propres des cordes inrj)]'opres et ont chacune encommun arec la courbe deux points qui coïncident. Nous apjicllerons k^ la courbe double du systènu' de rayons.
La courbe gauche A;'' peut être réunie à deux cordes (juelconcpies a^ b par une suface réglée du second ordre qui contient un s\ stcMue de cordes ; car les couples de plans (|ui projettent les deux cordes de S et S^ se cou|)ent suivant les axes de deux faisceaux homologues de j)lans des gerbes collinéaires et ces faisceaux engendrent la surface. Comme cette surface du second ordre peut aussi être décrite par une droite qui glisse sur h^ et coupe constamment les deux cordes a et 6, on a ce théorème:
Lacourbe (fauche du troisième ordre est projetée de deux quelconques de SCS cordes su ira ni deux faisceaux projectifs de plans ;
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car les plans qui joignent les cordes a, b avec la droite mobile et conséqiiemment avec un point mobile de /t% décrivent autour de a et 6 deux faisceaux project ifs de plans. Le théorème a encore lieu quand a et ^ se coupent sur la courbe et par suite sont situées avec elle sur un même cône du second ordre. Nous allons l'utiliser immédiatement pour construire linéairement les plans osculateurs de la courbe /.•^
Soit a la tangente à /.' en un point A et soit h une autre corde quelconque. Si un point P décrit la courbe gauche /.', les plans nV et M* décrivent des faisceaux projectifs de plans autour de a et b. Or «1* devient le plan osculateur en A , quand V se rapproche indéfmimentde A ; en même temps b\^ devient le plan bk.
Si donc la projectivité des faisceaux de plans a et b est détei-miiiéo par trois couples de plans homologues, nous trouverons le ])lan osculateur du point A en construisant le plan qui correspond à />A dans le faisceau a. — Si la corde b passe par le point A, lorsque le point P tend vers A. la droite AP se rapi'oche indéfiniment de la tangente a et le plan />P (lu |)laii b(i ; mais en même temps «P devient le plan tangent suivant le rayon a au cône du second ordre engendré par les faisceaux a eib. Donc :
Ij' 1)1(1)1 osruldIcKr rti un jioi))! <iiiolcmi<fiiO A de la coinbc prissi' par la laïujciilc a eu ce point cl csl laïKjcul suivant a à la surface coin(/Hc du second ordre par la(/U('lle la courbe (fauche k^ est projetée de A.
lN)ur mener une corde de la courbe par un point quelconque 0 sans nous servir des gerbes collinéaires, joignons Q à un point quelconque P de /.-^ par une droite cj et menons par (j deux plans qui coupent chacun la courbe en deux points différents de P. Les droites a et b qui unissent ces couples de points sont situées avec la courbe gauche sur une surface réglée du second ordre à laquelle appartient aussi la droite rj ; car (j a les trois points g a, (j h et P communs avec la surface. Cette surface réglée, qu'il est facile de construire et à laquelle appartiennent a et b, a l'un de ses rayons qui passe par le point Q; ce ravon est la corde cherchée. Cette construction réussit toujours, même quand la corde qui passe par 0 est impropre. En passant, on voit que:
Par une courbe (jauche du troisième ordre et une droite g, qui coupe la courbe en un point, mais n est pas une de ses cordes, on ne peut faire passer qu'une seule surface réglée du second ordre. L'un des systèmes réglés de cette surface se compose de cordes de la courbe ;
les raijons de Vanlre sjjslùine, dont g fait partie, coupent cJiacnn la courbe gauche en un seul point.
Pour justifier cette dernière proposition, nous ferons remarquer que (ont rayon (/' du deuxième système peut èlre réuni à une corde propre quelconque du premier système par un plan qui a trois points communs avec la courbe gauche ; deux d'entre eux sont situés sur la corde et conséquemment le troisième se trouve sur (f.
D'un point quelconque S^ de la courbe gauche A'^ projetons son système de cordes; à deux plans homologues a et a^. des gerbes collinéaires S et S^ est rapporté un plan «, de S^ qui passe par leur droite d'intersection aa^. Et comme les cordes de /.-'' qui engendrent deux faisceaux homologues de plans de S et S^ sont situées sur un cône ou un système réglé passant par S^, elles seront projetées de S, suivant un troisième faisceau de plans dont l'axe est également une génératrice de cône ou une directrice du système réglé. Donc, non seulement un plan de S a pour correspondant un plan de S^, mais à tout faisceau de plans du premier oidre dans S correspond un faisceau analogue dans Sj ; c'est-à-dire que les gerbes S et S^, sont rapportées collinéairement l'une à l'autre comme S et S^, de sorte qu'elles engendrent également le système des cordes de la courbe gauche /^^ Les centres S et Sj des gerbes collinéaires dont on a fait primitivement usage peuvent donc être remplacés par deux autres points quelconques S^, S. de la cour])e gauche ; ils ne se distinguent en rien des autres points de k^ et toutes les propriétés démontrées i^our ces premiers points s'appliquent aussi aux autres points de la courbe. En particulier, on a ce théorème;
La courbe gauche du troisième ordre est projetée de deux quelconques de ses points suivant deux cônes projectifs du second ordre et son système de cordes suivant deux gerbes collinéaires \ cest-à-dire que chaque corde est projetée par deux plans homologues et chaque point de la courbe par deux rayons homologues des gerbes.
Tout plan mené par S contientau moins une cordede la courbe gauche, c'est sa droite d'intersection avec le plan homologue de la gerbe S^. Si le plan a trois points comnuins avec la courbe, les trois droites qui joignent ces points font partie du système des cordes ; si, en outre de S, le plan ne renferme qu'un seul ])oint P de la courbe, il est tangent à celle-ci en S ou en P et ne contient que deux rayons du système de cordes qui sont SP et la tangente au point de contact. Or, comme S est un point quelconque de la courbe et que celle-ci a au moins un point
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commun avec un plan quelconque, comme de plus tout point d'intersection de deux cordes est situé sur la courbe double, il s'ensuit que :
Un plan renferme autant de cordes réelles cjve de points l'éels d^une courbe gauche du troisième ordre ^ c'est-à-dire au moins une corde et au plus trois.
Une courbe gauche du troisième ordre peut aussi être engendrée au moyen de surfaces réglées comme le montre le théorème suivant :
Deux surfaces réglées R et R^, ou une surface réglée R et un cône K du second ordre., qui se coupent suivant un rayon a, ont encore en général une courbe gauche k' du troisième ordre qui leur est commune et dont a est une corde.
Tout plan mené par a coupe chacune des surfaces suivant un rayon différent de a. Faisons correspondre ces rayons l'un à l'autre, les deux systèmes réglés de R et R^ auxquels a n'appartient pas, ou le système réglé de R et le cône K, sont rapportés projectivement l'un à l'autre, puisqu'ils sont perspectifs au faisceau de plans a. Deux rayons correspondants des surfaces se coupent en un point de la courbe k^ et tous ces points d'intersection sont projetés de l'un quelconque P d'entre eux suivant les rayons d'un cône du second ordre. En effet, les deux formes projectives de rayons R et R^ ou R et K sont projetées du point P par deux faisceaux projectifsde plans du premier ordre)^i'"Bngendrent le cône en ({uestion. La courbe k^ est donc une courbe gauche du troisième ordre, quand l'un des cônes ou les deux cônes du second ordre menés par elle ne se décomposent pas en faiseaux de rayons du premier ordre, ce qui est possible. Dans ce cas particulier, la courbe gauche du troisième ordre peut se décomposer en une droite et une conique ou trois droites, ou bien se réduire à une ou à deux droites. — Comme un rayon quelconque g du système réglé R n'a qu'un point commun avec la courbe gauche k^ et ne lui est pas tangent, et comme par g et k^ on ne peut faire passer qu'une seule surface réglée du second ordre dont le ileuxièmé système réglé doit se composer de cordes de la courbe, il s'ensuit que a est l'une de ces cordes.
Trois faisceaux projectifs de plans, dont les axes a, a^, a, ne passent pas par un seul et même point., engendrent en général une courbe gauche k' du troisième ordre dont a, a^, a^ sont des cordes. En chaque point de k' se coupent trois plans homologues des faisceaux.
En effet, le faisceau a engendre avec chacun des deux autres faisceaux
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un cône ou nne surface réglée et les deux surfaces ainsi formées ont la droite a correspondante commune. Le théorème est donc ramené au précédent. On peut regarder connue le iéciprof|ue d'un autre théorème démontré précédemment (11, page 100). 11 nous permet de résoudre ce problème :
Coitslruirc une courbe gauche du Iroisirmc ot-drc, couuaissant IroU de sen poinis P, Q, R et trois cordea a, a,, a, (pii ne passent par aucun de ces poiiils et (fui ne reneontreut jxix les droites (jiii tes joifjueul .
Pour cela, nous rapporterons les trois faisceaux de plans a, «,, «, projectivement entre eux de manière que trois plans homologues des faisceaux se coupent en chacun des points P, Q, \\. Les faisceaux de |)laiis engendrt'ul alors la courbe cherchée. Si les cordes a. r/^, «, forment ini liiangle, la courbe gauche passe aussi |iar ses sommets, par consé- (pient elle passe par six pohits arbitraires.
Lorsqu'un sf/siènie réglé on uu cône du second ordre et un faisceau de plans du premier ordre sont rajtportés projeet iveinoit run à Vautre ils enijeudrent en général une courbe gauche du troisième ordre, dont laxe a du faisceau de plans est nne corde.
Soient a^ et a, deux faisceaux de ])lans perspectifs à la forme de ravons, ils sont projectifs à a et engendrent avec lui la courbe gauche. Il existe encore ici des cas d'exception.
On peut en général construire sur une surface réglée R^ du second ordre deux courbes du troisième ordre qui passent par trois points A, B, C pris sur R^ et qui aient pour corde une droite a non située sur la surface. En effet, rapportons, projectivement les deux systèmes réglés de la surface R- au faisceau de plans a de manière que leurs rayons passant par A, B, C cori'es])ondant respectivement aux plans aA, aB et ôC ; ils engendrent avec le faisceau de plans les deux courbes gauches. Ces dernières passent par les points communs à « et à R- ; donc :
Sur une surface récjlée du second ordre R-, on peut construire ou plus deux courbes gauches du troisième ordre gui passent par cinq points donnés sur if.
(lliacun des systèmes réglés de R" se compose de cordes, de l'une de ces courl)es gauches et est perspectif à l'autre. Du dernier théorème on déduit d'après cela que :
Deux courbes gauches du troisième ordre différentes Vune de Vautre, dont les cordes commmies forment un si/stème réglé, ont au plus quatre points communs.
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Quatre faisceaux projectifs de plans du premier ordre, situés d'une manière quelconque dans Tespace, engendrent, quand on les prend trois à trois, quatre courbes gauches du troisième ordre; deux quelconques de ces dernières sont situées sur une surface réglée, engendrée par deux des faisceaux projectifs de plans, elles ont un système de cordes communes et par suite au plus quatre points communs. Il l'ésulte de là que :
En ffénéral, il // a au plus quatre points oi( se coupent (/ualrc plans homologues de <iuafre faisceaux de plans projectifs.
On peut encore citer ici le théorème suivant :
Par six points S, S^, \, ]>, (1, D, dont quatre ne sont pas situés da)is un même plan, on ne peut faire passer quune seule courbe qauche du troisième ordre.
Ya\ ellet, les deux cù)ies du second ordre qui projettent la courbe des deux points S et Sj, sont com])lètement déterminés par les rayons f|ui joignent chacun de ces points aux cinq autres. On peut constiuire ti'ès facilement la courbe en joignant trois des six points par des cordes et en procédant connue dans les problèmes précédents.
Deux courbes gauches du troisième ordre ne peuvent donc avoir plus de cinq points conmiuns, sans coïncider.
On démontre d'une manière absolument analogue le théorème qui suit :
Une courbe gauche du troisième ordre est complètement déterminée par cinq de ses points et la tangente en l'un d'eux, par quatre points et les tangentes en deux d'entre eux, ou par trois points et les tangentes en ces points.
En efl'et, soient par exemple A,B,G trois points de la courbe et a.,b,c les tangentes en ces points, le cône en second ordre qui projette la courbe du point A, doit passer par les trois rayons a, AB, Ad et être tangent suivant ces deux derniers aux plans A6 et Ar. 11 est donc complètement déterminé et il en est de même pour les cônes du second oidre qui projettent la courbe de B ou de G.
Une courbe gauche du troisième ordre est en général complètement déterminée, quand on donne deur de ses points et quatre de ses cordes, ou trois points et trois cordes, ou cinq points et une corde.
En efl'et, dans le premier cas, la collinéation des deux gerbes qui projettent le système des cordes de la coui'be gauche des deux points
donnés est en général complètement déterminée par les quatre couples de plans homologues qui se coupent suivant les quatre cordes données. Quand trois des quatre cordes forment un triangle, la courbe passe par ses sommets; c'est ce (\u\ juslifie le ti'oisième cas. Le second cas a été traité précédemment.
Transportons tous les résultats obtenus jusqu'ici à la forme de rayons engendrés par deux systèmes collinéaires plans - et S^, nous aurons l'énoncé qui suit :
Deux syatèmefi collinéaires plans S (?/ Sp non sîlvés dans le même plan et nayani aucun élément correspondant commun, engendrent un système de rayons de première classe et de troisième ordre et de plus un faisceau de plans du troisième ordre. Chaque rayon du système joint deux points homologues cl chaque plan dn faisceau du troisième ordre deux droites homologues de v et s^. Nous dirons que chaque rayon du système est un axe du faisceau de plans du troisième ordre et que ce dernier est le faisceau double du système de rayons. En général, un plan quelconque ne confient qunn seul axe du faisceau de plans du ti^oisième ordre; cesl seulement quand le plan appartient au faisceau qu'il renferme une infinité d'axes; ceuxci forment un faisceau de rayons dn second, ordre et sont les intersections du plan donné avec tous les autres plans du faisceau du troisième ordre. Chaque plan de ce faisceau contient un axe par lequel ne passe pas de second plan du faisceau; on le nomme le rayon de contact du plan et te point de cet axe, qui nest situé sur aucun autre axe, est dit le point de contact du plan. Par chaque point de Vespace, il passe au pins trois ])l(tus réels et au moins un plan réel du faisceau, et le même nombre d'axes réels du faisceau. Le faisceau de plans du troisième ordre est coupé par deux quelconques de ses axes suivant des ponctuelles projectives , chaque plan du faisceau donnant deux points homologues des ponctuelles. Le système d'axes est coupé par deu.v plans (juelconques de son faisceau double suivant deux st/stèmcs plans collinéaires, chaque plan du faisceau double donnant deux rayons homologues et chaque rayon du système d'a.res deux points homologues des systèmes collinéaires. Trois ponctuelles projectives, dont 1rs lieux aj,a^,a.^ ne sont juis situés dans un même plan, engendrent en général un faisceau de plans du troisième ordre, dont aj,a^,a2 sont trois axes ; une ponctuelle rectiligne et un système réglé projcclifs donnent les mêmes résultats. Par six plans, dont
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(ptafrr no paftsrui pas par un même poini ^ on ne peut faire passer qu'un seul faisceau de plans du troisième ordre, etc.
Nous pouvons distinguer plusieurs espèces de courbes gauches du tioisième ordre, connue nous l'avons fait pour les coniques, en ayant égard au nombre et à la position de leurs points à l'infini. Nous pouvons appeler asymptotes les tangentes aux points à l'infini et plans asymptoliques les plans osculateurs en ces points. La courbe gauche du troisième ordre est projetée de chacun de ses points à ri)ifini suivant une surface cylindrique du second ordre. La courbe gauche est coupée par le plan à l'infini en trois points, ou elle n'a avec lui qu'un seul point commun, ou bien elle le coupe en un point et lui est tangente en un autre point, ou enfin le plan à l'infini est un plan osculateur en l'un de ses points. Nous avons d'après cela quatre espèces de courbes gauches du troisième ordre auxquelles Seydewitz a donné les noms suivants :
1" V hyperbole (jauche . Elle a trois points à Tinfini dont les asymptotes et les plans asymptotiques sont à l'infini. Elle est l'intersection de trois cylindres hyperboliques dont les plans asymptotiques sont parallèles deux à deux.
1" L ellipse gauche (fig. 15). Elle n'a qu'un point à l'infini avec une asymptote et un plan asymptotique à lïnfini. Par cette courbe on ne peut faire passer qu'un seul cylindre qui est du genre elliptique.
3" Vhyperbole parabolique a deux points à l'infini ; l'une de ses asymptotes est à l'infini ; l'autre au contraire et les deux plans asymptotiques sont à distance finie. On peut, par l'hyperbole parabolique, faire passer un cylindre parabolique et un cylindre elliptique.
V La parabole yauchen^ qu'un seul point à l'infini dont l'asymptote et le plan asymptotique sont à Finfini. On ne peut faire passer par elle qu'un seul cylindre, qui est du genre parabolique.
TIIEIZIIÎMR LEOON.
Projectivité et polarité des courbes gauches et des faisceaux de plans du troisième ordre.
La pliipaii, (](s llirorriiies élal)Ils ji]Sf[ii'ici pour les coll|•bpi^ n;aii(li('s H les faisceaux de plans du lioisièiiie ordre peuvent, s'énoncer bien ])lns siui|)leMient, si Ton étend la notion de projectivité à ces lurnies. A cet ell'et, nous poserons les définitions suivantes :
Quatre ])oin1s d'une courbe gauche /.■■' du tioisièuie ordre sont ap- ])elés poinis hannotilfpies. s'ils sont projetés d'une coi'de quelconque, et par suite (11, page 100) de toutes les cordes de la courbe suivant quatre plans harmoniques et d'uu ])oint quelconque S de la coui'be suivant quatre rayons harmoniques d'uu cône du second ordre S/.'".
Quatre plans d'un faisceau K' du troisième ordre sont appelés pUnis harmoniques, s'ils sont coupés |)ar l'un (juelconque, et par suite par tous les axes du faisceau suivant quatre points haimoniques, et par un plan quelconque c du faisceau suivant quatre rayons harmoniques d'un faisceau 7 k'" (]\i second oi'dre.
Nous doiuKM'ons en outre aux coui'bes gauches et aux faisceaux de plans du 1i"oisième ordre le nom de foruicx t'Ic'inoitaiirs du Iroisiènir ordre.
Les définitions et théorèmes généraux énoncés antérieurement pour les foiines élémentaires du premier et du second ordre (L pages 129
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et loi) trouvent immédiatement leur application ici ; par exemple: Deux courbes gauches du Iroisièine ordre, projectives et situées l'une sur f autre out tous leurs poiuts correspondants couiuiuns, ou bien elles eu oui au plus deux.
La couibe g.iuche du troisième ordi'e k^ est projetée de chacune de ses cordes a suivant un faisceau de plans du premier ordix' j)erspectit'à /t" et de chacun de ses points S suivant un cône S/."" du second ordre (pii lui est perspectif. Deux faisceaux de plans a et «, perspectifs à /.'' engendrent un cône ou un système réglé perspectif à la courbe suivant que leurs axes se rencontrent ou ne se rencontrent ])as.
Beaucoup des théorèmes qui précèdent peuvent nuiinteuant ètie réunis ensemble ainsi qu'il suit :
Tous les faisceau. r de plans, coues du second ordre et si/slémes réglés perspectifs à une eouibe gauche du troisième ordre, sont projectifs entre eux.
Toutes les ponctuelles, tous les jaisceaux de ragous du second ordre et les sgstèines réglés perspectifs à un faisceau de plans du troisième ordre, sont pi'ojectifs entre eux.
Pour ra[)porter deux courbes gauches li' et /./' du troisième ordre })rojectivement Tune à l'autre de telle sorte qu'aux points A,I>,C de h correspondent resi)ectivement les points Aj,l>,,Cj de /./•, nous rapporterons projectivement l'un à l'autre deux faisceaux de plans perspectifs Fun u à /.'", l'autre v^^ à h-', de manière que les plans uk, uW, uV, du premier aient respectivement pour correspondantsles plans t'jA,,y,]>j,t),(;j du second. Les points de la courbe qui seront projetés par deux plans homologues des faisceaux se correspondront alors deux à deux. — Les courbes gauches projectives sont en même temps des formes homologues de deux systèmes collinéaires de l'espace. En effet, soient D,E,F trois nouveaux points de la courbe/.;' auxquels correspondent les points J)j,l\,l^\ de k-\ nous pouvons rapporter collinéairement l'un à l'autre deux systèmes de l'espace i: et Ij, de manière qu'aux cin([ points A , lî , (1 , D , E de !i correspondent respecti vemen t les cinq points Aj , B, , C^ , D^ , Ej de ^1- Au faisceau de plans Alî (CDEF) correspond alors le faisceau AjBj ((nDjE^Fj) qui lui est projectif, par suite au plan AÏiF de 2 correspond aussi le plan A^B^Fj de Sj ; et l'on peut démontrer de même que toutautre plan de ï qui réunit le point V à lui côt''- quelconque du pen-
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lagoiie AHCDK a pour correspondant le ])lan de i^ (|ui joint h\ au coté correspondant du pentagone A^B^G^D^Ej. Comme d'après cela le point F de 1' (|ui est l'intersection de ti'ois de ces plans a pour correspondant le point Fj de S^ qui est l'intersection des trois plans homologues aux précédents, la courbe k^ sur la([uelle sont situés les six points A,B,G,D,E,F doit avoir pour correspondante la courbe k^^ qui réunit les six points homologues \j,Bj,Cj,Dj,l\,Fj ; car ])ar six points de l'espace on ne peut faire passer qu'une seule courbe gauche du troisième ordre.
Une coui'be gauche involutive du troisième ordre est projetée de chacun de ses points suivant une surface conique involutive du second ordre et les rayons conjugués de cette dernière sont d'après cela situés deux à deux dans un même plan avec une droite (j, qui passe par le sommet du cône, mais qui n'est pas située sur sa surface (I, page 147).
Les points conjugués de la courbe gauche sont donc situés deux à deux dans un même plan avec g, et les droites qui les joignent appartiennent à un système réglé de cordes dont g est une directrice. Si la courbe involutive a deux points doubles, leurs tangentes appartiennent aussi à cette surface réglée; elles séparent sur la surface réglée 'les cordes propres des cordes impropres. Si nous avons égard aux théorèmes précédents, on déduit tle là, en passant, que :
Si Von fait passer une surface réglée par une courbe gauche du troisième ordre^ tout rayon de Vun des systèmes réglés de cette surface est une corde de la courbe, tandis que tout rayon du second système réglé ne coupe la courbe quen un seul point. Les points de la courbe sont accouplés involutivement par les rayons du premier système; chaque rayon de ce système est une corde propre ou bien deux d'entre eux sont tangents à la courbe et séparent les cordes propres des cordes impropres .
Les théorèmes de Pascal et de Brianchon nous conduisent à d'autres propriétés importantes des courbes gauches et des faisceaux de plans du troisième ordre. Nous allons auparavant faire quel([ues remarques sur les coui'bes gauches du troisième ordre déterminées par deux points S,Sj et quatre cordes quelconques a,bji^.b^ (voir II, page 105).
Nous établirons entre les quatre cordes un certain ordre de succession de manière qu'elles soient projetées dans la gerbe à partir de S,Sj et d'un point (juelconque S^ de la courbe suivant un angle quadrarête et que chaque couple de cordes a,^^, et 6,èj donne un couple de faces opposées de cet angle quadrarête. Dans chacun de ces angles nous joi-
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gnons par un plan les deux rayons suivant lesquels se coupent les deux faces opposées et nous obtenons ainsi dans les gerbes S,Sj et S^ les plans c,Œj et ir^. Ce sont des plans homologues des gerbes et, par consé- ([uent, ils se coupent suivant une seule et même corde s. Si le point S^ se meut sur la courbe gauche, le plan c^ tourne autour de la corde s. Cette propriété sert de base à une construction extrêmement simple de la courbe gauche du troisième ordre.
Soit une courbe gauche du troisième ordre donnée par deux points S,Sj et deux couples de cordes a,ai et b.b^. Nous menons par S un premier rayon qui rencontre a et a^ et un second rayon qui coupe h et bj et nous joignons ces deux rayons par un plan a. Nous menons de même par S^ un plan c^, passant par deux rayons issus de Sj et rencontrant : le premier a,aj et le second b,b^, et nous déterminons la droite d'intersection s des plans g et a^. Tout plan a^ conduit par s coupe les cordes •d,a,^^ eth,h^ en deux couples de points A,Aj etY),B^] (es droites ÀA^ et BB^ qui joignent ces points se coupent en un point S^ de la courbe gauche du troisième ordre.
On reconnaît l'exactitude de cette construction en remar([uant que la corde s et la courbe gauche cherchée du troisième ordre sont l'intelsection des deux surfaces réglées qui joignent s avec a^a^ et b,b^.
Soit maintenant un hexagone inscrit dans la courbe gauche k^ du troisième ordre; il est projeté d'un point quelconque S de la courbe suivant un angle sexarète inscrit dans le cône SA;" du second ordre. En ayant égard à ce qui précède, on déduit ainsi du théorème de Pascal que :
Toïit hexagone inscrit dans une courbe gauche du troisième ordre est projeté d'un point quelconque S de la courbe suivant un angle sexarète, dont les trois couples de faces opposées se coupent suivant trois droites menées dans un même plan c. Lorsque S se meut sur la courbe^ le plan ç tourne autour d'une corde fixe s.
Cette corde s est complètement déterminée déjà par deux couples de côtés opposés a,a^ et 6,6^ de l'hexagone; les deux surfaces réglées qui unissent respectivement la courbe gauche aux couples de cordes a,a^ et b,b^ se coupent suivant la corde s.
Parmi les autres théorèmes qui découlent du théorème de Pascal, nous ne ferons usage que de celui relatif au triangle inscrit (I, page 85) pour en déduire le théorème suivant sur les courbes gauches du troisième ordre :
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tioil SAliC ini lélracdrc iiisrril à la coin-br (jaiirlic k'' du Iroisièitir orilrr cl soicnl S^,^^^)^^]^ les jK>iiils oti Irs Idinjciilcs m S.A,I),('i roujnnil jTspccUveiiirnl les faces opjjosccs ; les jxniils Sj,Aj,B^,C, déleriiujtcnl Kii second lélrdcdrc qui est en inciiic leiiips inscrit et circonscrit au preuiicr. Le plan A.U^tl,, par c.reniple, passe par S; il tourne autour (F une corde impropre s, f/uaud S.sr uicut sui' la courbe \J' sa)is (pie les points \. !>.('-, clKUiyent d<; position.
En ellel, le triangle ABC est projeté de S suivant un angle triarête inscrit à la surface conique S/r du second ordre et les tangentes aux points A,}),C sont elles-mêmes projetées suivant les ])lans tangents le long des Irois arêtes SA, SB, Sd du cône. Les trois rayons SAj, SB^, SCj suivant lescjuels les faces de cet angle trièdre sont coupées par les plans tangents aux arêtes 0[)posées doivent donc se trouver dans un même plan A,Bj(v Bemplaçons S par un antre point Sj de la courbe; au lieu de A^lî^Ci nous avons un autre ])lan A',!)',!!', ; ces deux ])lans se coupent suivant une corde n. j)uis(prils se correspondent dans les gerbes coUiiiéaires riui pi'ojettent la co.uibe gauche du troisième ordre et son système de sécantes des points S et Sj. La corde .s- est impropre; en ellet, le planSAjBj(îj n'a aucun rayon réel conunun avec le cône S/r' puisqu'il est séparé liarmoni([uenient de clia([ue face de l'angle triarête S (ABC) par le rayon polaire de la face et les plans tangents des arêtes opposées.
On peut faire une application tiès impoilante de ces théorèmes aux plans osculateurs d'une courbe gauche du troisième ordre.
Désignons par a,b,c les tangentes AA^, BBj, CC^ anx points A,B,C et par P le point où la corde ,s est rencontrée j^ar le plan ABC.' Comme on vient de le démontrer, la droite d'intersection des ])lans SBC et Sa doit être dans un même plan avec la corde s, ([uelle que soit la position du point S sur la courbe. Le point S s'api)rochant indélmiment de A, le plan Sa devient le plan osculateur du j)oint A, SI>C devient le plan ABC. et la droite d'hitersection de ces deux plans doit coïncider avec AP puis({u'elle doit couper constamment la droite .s. On voit de même que les plans osculateurs des i)oiiits !> et C doi\ent [)asser j)ar le point !•; donc :
Les j)lans osculateurs de trois points quelconcjucs A,I3,C d une
1. La corde s ne peut êlre coiilenue dans le plan AIKl, [laicc que ce dernier ne peut renfermer au plus que trois cordes (AB, hC et CA).
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courbe gauche du troisième ordre se coupent en un point P situé dans le plan des points A,B,(' ; il passe par ce même jioinf vue sécante imjn'opre de la courbe.
On déduit immédiatenieni do là que :
La e()U)'be gauche du troisième ordre est de troisième classe, ceslà-dire que, pai- aucun point P de V espace, il ne passe plus de trois (le ses plans osculateurs et, par aucune droite, plus de deux de ces plans.
Car si les plans osculateurs de quatre points A,B,G,D passaient par P, les points C,D devraient aussi être situés dans le plan ABP ; ce cpii est impossible, puisque le plan ne peut avoir plus de trois points communs avec la courbe gauche du troisième ordre.
Une deuxième conséquence immédiate du théorème précédent constitue la première ])artie de la double proposition qid suit :
Quatre points d'une courbe gauche du troisième ordre constituent un tétraèdre, et leurs quatre plans osculateurs un autre tétraèdre; chacun d'eux est à la fois inscrit et circonscrit à l'autre.
Quatre plans d'un faisceau de plans du troisième ordre constituent un tétraèdre et leurs quatre points de contact un autre tétraèdre; chacun de ces tétraèdres est à la fois inscrit et circonscrit à l'autre.
On peut, au moyen de ce théorème, construire le plan osculateur en chaque point d'une courbe gauche du troisième ordre, du moment qu'on connaît les plans osculateurs de trois points. On voit de plus que la situation relative de quatre points d'une courbe gauche du troisième ordre et de leurs quatre plans osculateurs est la même que celle de ([uati'e points de contact d'un faisceau de plans du troisième oi'drc el de leurs quatre plans correspondants. Cette remarque nous conduit à la propriété fondamentale suivante des courbes gauches et faisceaux de plans du troisième ordre :
Tous les plans osculateurs d''une courbe gauche du troisième ordre k"' forment un faisceau de plans du troisième ordre.
Tous les points de contact d'un faisceau de plans du troisième ordre forment une courbe gauche du troisième ordre.
Soient x.(j.\' les plans osculateurs des points A,B,G de la courbe et I*
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eur point cVintersection silué dans AB(1. Lorsque le point G parcourt la courbe gauche A'', le plan ABC décrit un faisceau de plans AB perspectif à /c'"; en même temps, il coupe dans chacune de ses positions la droite a^ en un point P, par lequel doit passer le plan osculateur y du point C. Le faisceau de plans AB, décrit par ABC, est donc aussi perspectif à la ponctuelle aj3 que le point a^îy ou P décrit dans le mouvement simultané du plan osculateur y. Remplaçons A et B par deux autres points fixes quelconciues A^ et B^ de la courbe et reman|uons (|ue les deux faisceaux de plans AB et AjBj, qui sont tous deux persj)ectifs à la courbe//', sont projectifs entre eux; nous voyons alors que :
Les plans oscvlafeurs cVimc courbe gauche du Iroisièine or<l)'e ra/)jiorleiil jji-ojccfiveincnl eiifrc elles loutes les poncluelles suiva)// les lieuj- (lesquelles se coupent deux quelconques de ces plans osculaleurs (a,(i ou j.^,[^^).
Choisissons trois qnelconcjues de ces ponctuelles projectives, qui ne soient pas situées dans un même plan ; elles engendrent tous les plans osculateurs, trois p(jints homologues déterminant chacun de ces plans. D'autre part, nous savons déjà que les trois ponctuelles engendrent un faisceau de plans du troisième ordre (II, page 106) ; il est donc démontré que les plans osculateurs d'une courbe gauche du troisième ordre constituent un faisceau de pians du troisième ordre.
Ce théorème et un grand nombre des précédents font entrevoir une analogie remarquable entre les courbes gauches du troisième oi'dre et les coniques. Cette analogie ressort encore mieux de ce fait que toute courbe gauche du troisième ordre détermine un système focal, de même que toute conique détermine un système polaire plan. Ainsi :
Une courbe gauche du troisième ordre k" et le faisceau des plans qui Vosculent peuvent être regardés comme deux formes conjuguées (fun système focal, dans lequel chaque point est conjugué à sou plan osculateur et chaque tangente conjuguée à elle-même. La courbe gauche k'' a reçu le nom de courbe double du système focal quelle dictermine.
Si ce théorème est exact, la pi'oposition précédente se trouvera démontrée une seconde fois par sou moyen. En edèt, dans deux espaces réciproques, toute courbe gauche du troisième ordre a pour forme correspondante un faisceau de plans (hi troisième ordre; et par conséquent, dans le système focal, la courbe gauche du troisième ordre a pour conjugué un faisceau de plans du troisième ordre.
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On peut prouver coiiime il suit l'existence du système local dont il vient d'être question. Soient A,]],C,D,E,F six points quelconques de la courbe gauche h^ et a,3,y3,^j9 leurs plans osculateurs respectifs. Nous pouvons rappoi-ter réciproquement l'mi à l'auti-e deux systèmes S et l\ de l'espace de telle manière qu'aux cinq points A,B,G,D,E de Z correspondent respectivement les cinq plans a,[3,Y,o,£. La ponctuelle afi de I^ correspond alors au faisceau de plans AB de ^ et en est une section, parce que ti'ois points de ap, à savoir aj^y, a(3S et a^s sont situés dans les plans ABC, ABD, ABE du faisceau AB (|ui leur correspondent (II, page 115). Pour la même raisoii, tout autre point de S^, commun à deux des plans a, (3, 7,0,3 est situé dans le plan qui lui correspond dans ï,. Deux systèmes réciproques de l'espace, 2 et 1^, forment un système focal tel que tout point de I^ soit situé sur le plan correspondant de 2, ou bien tous les points de -^, pour lesquels ceci a lieu, sont situés sur une surface du second ordre. Dans le cas actuel, cette dernière hypothèse ne peut se réaliser, parce que la surface du second ordre devrait avoir ((uatre droites communes avec chacun des cinq plans x.i3.Y,3,£, par exemple, elle aurait avec % les droites a^'i, ay, ao, as conmmnes, ce qui est impossible. En conséquence, les systèmes réciproques >I et ï^ constituent un système focal et tout point quelconque F de la courbe gauche k^ a pour conjugué un plan 9* qui passe par lui. Gomme F est situé dans le plan ABF, o^ doit passer par le pôle de ce plan, c'est-àdire par le point d'intersection de la droite airl avec le plan ABF ; mais le plan osculateur o du point F passe par ce même point et de même les droites ay, ao, as, etc., doivent avoir avec 9* les mêmes points communs qu'avec 9; donc 9^ doit coïncider avec 9. Tout point F de la courbe a donc pour conjugué son plan osculateur 9 et, comme la tangente en F est située dans 9, elle est conjuguée à elle-même et est une directrice du système focal.
Deux gerbes collinéaires S et Sj, qui engendrent la courbe gauche li" et son système de sécantes, ont pour conjugués dans le système focal deux systèmes collinéaires plans j et (t^ qui engendrent le faisceau de plans du troisième ordre, qui oscule A:', et tous ses axes. Toute corde de la courbe a donc pour conjugué un axe du faisceau de plans et à toute sécante impropre correspond un axe impropre. Comme le point d'intersection de trois plans osculateurs réels de la courbe gauche est toujours situé sur une sécante impropre (II, page 115), on voit que : Un plan quelconque conlieuL un axe propre ou un axe iniproprê
du faisceau de plana, fniivatd qu'il coupe la co^n'he gauche rhi troisième ordre en un seul point réel ou en trois points réels.
Chaque tangente fait partie du système de cordes de la courbe et par suite aussi du système d'axes du faisceau de plans du troisième ordre, puisqu'elle est conjuguée à elle-même. En passant, on déduit de là (pie :
Toutes tes tauijentes d'une courbe (jaiiehe du troisième ordre sont projetées (fuu ])oiul quelconque S de la courbe suivant un faisceau de plans du second ordre et sont coupées pa)- nu plan oscillateur quelconque G suivaïit une ponctuelle du second ordre.
La première partie de ce théorème a été démontrée précédemment (II, page ] 02) ; la seconde partie en est la conséquence. Gomme la parabole cubique a un pian osculateur à Finfiiii, on voit en particulier que : Les tamjentes et les plans osculateui-s d'une parabole <jauche sont parallèles aux rayons et aux plans tangents d'un cône du second ordre.
La courbe gauche du troisième ordre et le faisceau de plans du troisième ordre qui Foscule, étant des formes conjuguées l'une à l'autre dans le système focal, sont aussi projectifs. Une troisième forme quelconque perspective à Tune d'elles doit donc être projective à l'autre.
Une courbe gauche du troisième ordre est déterminée, quand on connaît trois de ses points S.Sj,\ et les tangentes et les plans oscillateurs en deux d'entre eux. (^ar la courbe est jîrojetée de chacun de ces deux points suivant un cône du second ordre dont on peut immédiatement trouver trois rayons et les plans tangents le long de deux d'entre eux; ces cônes sont donc connus et se coupent suivant la courbe gauche. Le théorème réciproque est le suivant :
Un faisceau de plans du troisième ordre est déterminé par trois de SCS plans et les ragons et points de contact de deux d'entre eux. On énonce généralement ce théorème ainsi qu'il suit : Une courbe gauche du troisième ordre est déterminée par deu.i- de ses i)oints, leurs tangentes et leurs plans osculateurs et par un troisième plan osculateur.
i\ous allons énoncer sous une foi-me analogue les réciproques de quelques-uns des théorèmes démontrés précédemment. Nous les réunissons ensemble ainsi qu'il suit :
Une courbe gauche du troisième ordre est déto'minée en général quand on donne :
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[° Six jilmis oscillateurs ; 1" cinq phais oscuhilciirs et la tangente (le Vun (Veux; 3" quatre plans oscillateurs et les tangentes de deux (Ventre eux; i° trois plans osculateiirs et leurs tangentes; 5" deux plans oscillateurs et quatre axes (II, page 106); 0" trois plans oscillateurs et trois axes ; 7" cinq plans osculatenrs et nn axe, etc.
On ])eut, dans chacun des cas énoncés, construire facilement la courbe gauche ou ])Kitôt le faisceau de plans du troisième ordre qui Toscule. Soient donnés, ])ar exemple, dans le cinquième cas, les plans osculatenrs I et ïj et les quatre axes aj),c,d ; nous rapportons les deux systèmes plans 2l et 1^^ coUinéairement Fun à l'autre de manière que chacun des axes a,b,c,d contienne deux points homologues de I^ et l^. Les deux systèmes collinéaires engendrent alors le faisceau de plans du troisième ordre et son système d'axes. Les cas d'exception, où la construction est impossible ou bien où la courbe se décompose, se reconnaissent d'eux-mêmes.
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Points conjugués par rapport à une coui'be gauche du troisième ordre.
Nous ne pouvons pas abandonnor la théorie des courbes gauclies du troisième ordre, sans faire connaître une propriété essentielle dont elles jouissent et dont nous fei'ons un très fréquent usage dans la suite. Nons avons démontré qu'il existe une infinité de surfaces réglées et de cônes du second ordi'e f[ui se coupent suivant la courbe gauche du troisième ordre; nous savons en effet que la courbe peut être réunie à deux quelconques de ses cordes au moyen d'nne pareille surface réglée du second ordre. Nous ajoutons maintenant que :
Les i)hins polaires d\ui ])oinf quelconque A, par rapport à toutes les surfaces du second ordre menées par la courbe gauche k" dti lr:>i sienne ordre, se coupent en un môme point A^ situé sur ta corde de la cotn-he qui passe par le point A.
Si S. est un point de la courbe, sa tangente a touche la courbe k' et par suite aussi toutes les surfaces du second ordre menées par /.:\ Dans ce cas, tous les plans polaires du ])oint A passent donc par la tangente a et un point quelconque Aj de cette dernière peut être regardé connue le point d'intersection de ces plans polaires. Si A n'est pas situé sur A:"", il passe ])ar A une seule sécante s de la courbe. Supposons d'abord que ce soit une sécante propre, qui ail deux ])oiiits M et N communs avec la courbe; le point A^ de .s, qui est harmoniquement séparé de A par M et N, doit se trouver dans tous ces plans polaires. La corde s peut aussi être tangente à la courbe 1r en un point S; elle est alors tangente
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en s à toutes les surfaces du second ordre menées par k^ et tous les plans polaires de A se coupent au point S, qui dans ce cas est identique avec \^. Nous n'avons donc plus à démontrer le théorème que pour le cas où la corde s est impropre.
Soient F' et F^^ deux surfaces du second ordre menées par k^ et supposons que F^ soit un cône. Nous joignons le point \ au sommet de ce cône par une droite g et nous cherchons les plans polaires de tous les points de g par rapport à F' et F^'. Nous obtenons alors un seul plan polaire y par rapport à la surface F^ et un faisceau g^ de jilans polaires par rapport à F^" ; ce dernier est projectif à la ponctuelle g.
Toutes les cordes, qu'on peut mener des points de la droite g à la courbe gauche du troisième ordre, forment un système réglé perspectif à g, qui sera coupé par le plan y suivant une ponctuelle du premier ou du second ordre projective à g et conséquemment à g^. Nous savons déjà que toute corde propre du système réglé a avec y un point comnnm, situé sur le plan fini lui correspond dans g^; cette ponctuelle doit donc être perspective au faisceau de plans g^, parce qu'une infinité de ses points sont situés dans les plans qui leur correspondent. Les plans polaires de A par rapport à toutes les surfaces du second ordre F^% menées par /.:'', passent donc par le point A^, où la corde AAj ou .s est coupée par le plan g.
Le système de cordes perspectif à g est en généi'al coupe ])ai- le plan y suivant une courbe du second ordre qui passe par le centre de la surface conique F^ C'est seulement dans le cas où g est situé dans le plan osculateur de ce centre, et où par suite la tangente en ce ])oint appai-lient au système de cordes, que cette courbe du second ordre se décompose en deux droites, qui sont cette tangente et une directrice g' du système de cordes ; en eflet, y étant le plan polaire de g par rapport au cône F% y doit contenir les rayons de contact des deux plans tangents menés par g à F'^ et l'un de ces i-ayons est la tangente^ de la courbe gauche du troisième ordre.
Pour abréger, nous dirons que deux points sont conjugues par rap- ])(>rt à la courbe gauche /^" du troisième ordre, quand ils sont, comme \ et \,. conjugués par ra]:)poi-t à toutes urface du second ordre passant par k''. Nous dirons de même que deux plans sont conjugués par rappoi't à un faisceau de plans du troisième ordre, quand ils sont conjugués par rapport à toute surface réglée ou autre du second ordre inscrite dans le faisceau de plans. Il résulte alors de notre démonstration c(ue :
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Toulft droite, qui joint deux points A et A^ conjugués par rappoit à une courbe gauche /.'' du troisième ordre, est une corde de Ir. Si la corde AA^ coupe la courbe en deux ])oints réels M et A, les points A et A^ sont hannoniquement séparés par ces points M et N. Si AAj est tangente à la courbe, l'un des points A et \, coïncide avec le point de contact.
Un point de la courbe gauche est conjugué à chacun des points de sa tangente et par suite aussi il est conjugué à lui-même. Les points d'une corde sont accouplés involutivement, quand on fait correspondre deux à deux les points conjugués situés sur cette corde.
La droite d "intersection de deux plans a et ap conjugués par ra])port à un faisceau de })lans du troisième ordre, est un axe du faisceau. S'il passe par aaj deux plans réels y, et v du faisceau de plans, les plans a et y.^ sont harmoniquement séjiarés par [j. et v. Si azj est un l'ayon de contact du faisceau, l'un des ])lans a et a^ coïncide avec le plan du faisceau ([ui passe par axj. Un plan du faisceau est conjugué à tout plan qui passe par son rayon de contact, et par suite aussi il est conjugué à lui-même. Les plans passant par un axe sont accouplés involutivement, quand on fait correspondre deux à deux les plans conjugués ({ui passent par cet axe.
Si tnic (Jroilc g coupe ht courbe gauche du froisièine ordre en mi seul point \\ tous les points qui sont conjugués aux points de g sont en général situés sur une courlx' du seco7id ordre passant par P, et /c point P lui-mênie a pour conJ7ignés tous les points de sa tangente p. // résulte de là que les polaires de la droite g, par rapj)ort à toutes les surfaces du second ordre (/ui cont iennent la courbe gauche, doivent couper la coui'l>e du second ordre et aussi la la)igente j) ; ces polaires forment donc un système de rai/ons de preinier ordre et de seconde classe.
Si la droite g est située dans le plan osculateur du point P, .s^'.s points sont conjugués à ceux d'une auti'c droite g' gui coupe la courbe gauche en un point V . La droite g' est située dans le plan osculateur de P' et coupe la tangente du point P ; de même, g coupe aussi la tangente de P'. Les polaires de g par rapport à toutes les surfaces du second ordre qui passent par la courbe gauche forment un système de rayons de premier ordre et de première classe, dont les axes sont g' et la tangente du /loint P.
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Les points milieux de toutes les cordes d'une courbe gauche du troisième ordre, qui sont parallèles à un plan asymptotique, sont situés sur une droite qui coupe la courbe gauche; en eilet, ils sont conjugués aux ])oints à rinlini du plan asymptotique.
Soit / une droite absolument quelconque et soient ^^,l^,l. ses polaires par rapport à trois surfaces du second ordre menées ])ar la courbe gauche. Les polaires de tous les points de / forment alors trois faisceaux de plans /p/.,,/-, projectifs à la ponctuelle / et par suite projectifs entre eux, et qui par consé([uent engendrent en général une courbe gauche du troisième ordre. Les droites Z^, /,;,/-, sont des cordes de cette nouvelle courbe gauche du troisième ordre et chacun de ses points est conjugué à un point de /. Donc :
ïj'x pointti conjugués des points (Vune droite quelconque 1, pai- rapport à une courbe fjanche \} du troisième ordre, sont en (jénéraJ situés sur jme deuxième courbe gauche du troisième ordre, et toutes les polaires de 1, jjar rapport aux surfaces du second ordre qui passent par k^, appartiennent au sgstème de cordes de cette seconde courbe.
C'est seulement quand / est une corde de la courbe gauche 1â, ou quand elle a avec k^ un point commun, que ce théorème comporte des cas d'exception traités dans les propositions qui précèdent.
Si l'on considère la courbe gauche /.' comme une courbe double d'un système focal, si par suite elle est conjuguée au faisceau de plans K* du troisième ordre qui Toscule, les points qui sont conjugués deux à deux par rapport cà la coiu'be /.■* ont pour conjugués dans le faisceau K* deux plans conjugués l'un à l'autre. On peut, d'après cela, trouver facilement les théorèmes réciproques de ceux qui précèdent. Nous ne mentionnons que la proposition qui suit :
Etant donnée une droite g, qui coupe la courbe gauche k^ en unpoint P et qui est située dans le plan oscillateur de ce point, on peut construire une droite g', qui soit égalonent coupée par k* en un point V, qui soit située dans le plan osculateur deV et qui soif telle que non seulement chaque point de g ait pour conjugué par rapport à k^ un point de g', mais que tout plan passant par g' soit conjugué par rapport à K^ à un. plan passant par g.
La première partie de cette proposition a été démontrée précédemment; la deuxième s'en déduit si l'on remarque ([ue g et g' sont conjuguées à elles-mêmes dans le système focal.
Les points d'un plan v ont pour conjugués par rapport à la courbe
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gauclio /."• les poiiils (!"iiii(' surface courbe r\ Celte surface a eu commun avec luie droite/ ([ni n'est pas située entièrement sur elle, trois points au plus; elle est donc du troisiènie ordre. En effet, les ])oin1s de / ont pour conjugués cenx d'une courbe gauche du troisième ordre, qui a au plus trois points communs avec le plan y et qui ne se décompose en une droite et en une conique que dans des cas particuliers. La siuface P passe par la courbe gauche /.•'% parce que -; contient un ])oiiit de chacune des tangentes de cette courbe; elle passe en outre par toutes les courbes gauches du troisième ordre conjuguées aux droites du plan v. Soit \ im point commun à y et à la courbe /.;'', T'' passe par la tangente de A ; toute droite de y, |)assant par A, a pour conjuguée une courbe du second ordre située sur la surface P; cette dernière peut donc aussi être décrite par une com-be variable du second ordre. Le plan osculateui' du point A est coupé par y suivant une droite qui a pour conjuguée une droite située sur r\ Cette surface passe aussi par toute corde de la cour])e /."' qui est contenue dans 7.
Si, par exemple, \m plan 7 '^ les trois points A,lî,C communs avec la courbe gauche Jr\ il couj:>e la surface F" suivant les trois cordes AB, BC et CA ; P doit aussi contenir les tangentes des points A,B,C. Si Ton désigne par P le point de y où se coupent les plans osculateurs des trois points A,B,C, la surface du troisième ordre P passe par les trois droites dont les points sont conjugués à ceux de PA, PB et PC. Ces trois droites doivent se couper au point conjugué k P et être situées dans le plan conjugué à y- Si le plan y est osculateur à la courbe gauche A:"' eu un point A, la surface P est réglée et peut être décrite ))ar une droite. Si 7 passe à l'infini, on a ce théorème : Les poinis milieu.r (le foiifcs les cordes d'iuie courbe qanche du Iroisiènte ordre so)il situés sur une sur/hce du h'oisièine ordre.
Nous allons lei-miner cette leçon en démontrant, ce théorème important :
Vue courlic (/(niclic k^ du iroisièine ordre peul être rêiruie à une corde (jiielcoïKiiie s jxir nue iii/iiiiié de s/u'('<ices renflées du second oi'dre : pai' loni jxyiiil P extérieur à V et s // ne pir-se f/tniiie seule de ces surfaces (huit r ensemble peut s'fippeler un faisceau de surfaces. Les plans polaires d^un point quelconque V, par rapport à toutes les surfaces du faisceau, se coupeiit suivant une même droite.
Par Ij point P passe une corde p de la courbe A'", et p détermine avec la corde ,^.' une sur(a/*e réglée ou nn cône (\\\ second ordre (II,
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page JOO) passant |)ar Ir. qui fait paitic du faisceau de siufaces et contient le ])oint V.
Pour démontrer la, dernière partie du tiiéorèine, nous distinguerons ti'ois cas. Nous supposerons d'abord A situé siu' la courbe ganclie /."■ ; les plans polaires de ce point par rapport à toutes les surfaces du second oi'dre menées par /r' se coupent alors suivant la tangente de A, Si de ])lus le point A est situé sur la corcie .s par laquelle passent toutes les siu'faces du faisceau, ses plans polaires sont tangents en A aux surfaces correspondantes des faisceaux et par conséquent doivent tous passeipar .9. Si enfin le point A n'est situé, ni sur la courbe !â, ni sur la corde a, tous ses plans polaires doivent d'abord passer par le point A^ qui lui est conjugué. Nous pouvons immédiatement construire un deuxième point Ag commun aux plans polaires de A dans le plan A.s, pourvu cjue ce plan ne passe pas par la corde AA^, et qu'il ne soit pas tangent à la courbe gauche //' en un point de s et ne la coupe pas en un autre point. En effet, le plan ks coupe alors la courbe en un point M, extérieur aux cordes AA^ et .s, et A^ est le point de la droite AM qui est harmoniquemenl séparé de A par M et .s-, et qui pai* suite est conjugué au point A par rap'port à toutes les surfaces du faisceau.
Les plans polaires de A doivent donc passer par la droite A^A^ et le théorème est déjuontiv poin- tout point A. dont la corde A \j ne rencontre pas s en un point de la courbe et n'est pas contenue dans un plan tangent à la courbe /,"' mené par s.
Suivant que s sera une sécante impropre ou propre, nous n'aurons donc plus de démonstration à donner pour aucun point, ou bien nous devrons prouver le théorème pour les points situés sur les deux cônes (lu faisceau ou sur les deux plans tangents à k'^ menés par .s.
Supposons maintenant \ situé sur Tune de ces deux surfaces ou de ces plans tangents; soit g une droite quelconque passant par \ et soient de plus l'j,F2,F. trois surfaces cpielconques du faisceau. Les plans polaires de tous les points de g par rapport aux suifaces Fj,F2,F. forment trois faisceaux de plans g^,g^,g- projectifs à la ponctuelle g et conséquemment projectifs entre eux. Il y a une infinité de points de la droite g pour lescpiels on a démontré le théorème, à savoir que leui-s plans polaires par rapport au faisceau se coupent suivant une seule et même droite; donc les faisceaux de plans r/j.jy, et g, doivent engendrer une seule et même forme de rayons du premier ou du second ordre ; <■ est en généi-al un système réglé, auquel les faisceaux de plans sont
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perspectifs; il s'ensuit (|ue les plans polaires du point A doivent se couper suivant une seule et même droite. On voit en même temps que :
Si un point se mcvl sur une droite g, la droite suivant laquelle se coupent ses plans polaires par rapport aux svrfaces du faisceau décrit en (féuih'al un si/stènie réi/lé; les polaires de la droite j; sont les directrices de ce si/slèuie riylé.
Le faisceau de surfaces est coupé par un plan quelconque suivant un faisceau de courbes du second ordre. Ce dernier a les propriétés suivantes, qui résultent de ce qu'on vient de démontrer.
Par chaque point du plan passe une conique du faisceau. Les polaires d'un point quelconque., par rapport à toutes les conicjues du faisceau, passent par un seul et même point. Si deux coniques quelconques du faisceau se coupent ou sont tangentes en U7i point, toutes les coniques du faisceau doivent se couper ou être tangentes en ce même point ; car le point est situé sur toutes ses polaires et., dans le dernier cas, ces dernières se confondent avec la tangente commune aux courbes.
Un point quelconque P tlu plan a donc pour conjugué par rapport à toutes les coniques du faisceau un ])oiMt 1\ par lequel passent les polaires de P. Les polaires de tous les ])oints d'une droite g par raj^port à deux de ces coniques forment deux faisceaux de rayons projectifs à g; ces derniers engendrent une conique ({ui passe par les centi-es des faisceaux, c'est-à-dire par les pôles de g. Donc :
Les points d'une droite g ont pour conjugués par rapport au faisceau de coniques les points d'une conique projective à g, qui passe par les pôles de g par rapport aux coniques du faisceau.
La correspondance géométrique du second degré nous fera découviir d'autres ])ropriétés des faisceaux de coniques.
QUINZIÈME LlînON.
Projectivité d'un système de rayons du premier ordre et d'un système plan. — Surfaces réglées du quatrième ordre engendrées par deux faisceaux projectifs de plans du secoad ordre.
DilTérents théorèmes de la onzième et de la douzième leçon, que nous allons prendre comme point de départ pour des recherches ultérieures, peuvent être réunis dans l'énoncé suivant :
Deux (jcrbos coUinéaircs S. S', qui ne so)it ni perspectives, ni eouventriques^ engendrent un si/stènie de rayons du premier ordre el^ de plns^ u)ie courbe k"" du troisième ordre qui passe par tous les points d'intersection des rai/ous homologues des gerbes. Cette courbe\? contient tous les points singuliers du système de rayons, et chaque rayon de ce système est une corde (ou u)ie tangente) de k'. Le système de rayons est de la troisième, de la seconde ou de la première classe, suivant que la ligne k'' est une courbe gauche du troisième ordre, qu'elle se décompose en une conique et une droite ou qu''elle se réduit à SS' et à deux autres droites u, v. Dans ce dernier cas, u et \ peuvent être imaginaires conjuguées ou coïncider. La ligne k" passe par les centres des gerbes collinéaires S, S' et elle en est projetée par des cônes du second, ordre cjui, dans le second et le troisième des cas précités, peuvent aussi se décomposer en deux plans.
Nous laissons au lecteur le soin de trouver les réciproques de ces théorèmes dont nous ferons également usage.
Rapportons maintenant réciproquement les gerbes S, S' à un système plan 1^ ; le système de rayons du premier ordre se trouve de la sorte rapporté projectivement kl^. En elïet, à tout point de Z^ cor-
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res])oiicleiil dans les gerbes collinéaii'cs deux plans liouiulogues et leur dioite d'intersection, qui fait partie du système de rayons, et toute jionctuelle i-ectiligne de y.j a pour correspondante une surface conique ou réglée du second oidre engendrée par deux faisceaux homologues de plans de S et S*.
Vu système de rayons forjné par les cordes de la ligne k^ correspondent ainsi les points du plan 1^ ; et en particulier, les points et les tangentes de k'' ont pour correspondants les points et tangentes d'une conique y,^\ projective à A;'' ; cette courbe de seconde classe se réduit à deux points, quand Ji^ se décompose en ime conique et une droite ou en liois droites. Une ponctuelle rectiligne de ^^ a pour correspondante dans le système de rayons une surface conique ou une surface réglée siùvant qu{3 cette droite est ou n'est pas tangente à la conique 7.,'. Tn point quelcojK[ue de 1, aui-a donc pour élément correspondant une corde pi'opre ou impropre de A:'', suivant (|u'il sera à l'extérieur ou à riulérieur de ■/.,'.
\ux rayons du système, qui coupent une droite (j n'appartenant [)as à ce système, correspondent dans 1^ les points d'une conique Yi' W^~ jeclive kg. En effet, projetons de S la ponctuelle g par un faisceau de rayons, ce dernier aura pour correspondant dans la gerbe S' un faisceau de rayons projectif à^, qui engendre avec g un faisceau de plans du second ordre (ou exceptionnellemeni du premier ordi-e) ; tout plan de ce faisceau, auquel correspond dans 1^ la conique r^-, a, en comuum avec le plan homologue de la gerbe S un rayon du système qui rencontre la droite g.
La conique \\~ se décompose en une tangente à y.^' et en une ponctuelle rectiligne projective à g quand, par exception, deux rayons homologues des gerbes S et S' se coupent en un point de g, quand par conséquent g a un point U commun avec //". Comme on peut, en général, mener par la droite g une infinité de plans contenant chacun trois cordes de />;'', on peut aussi, en général, inscrire dans la conique \\' une infinité de triangles circonscrits à la coni([ue v.^'.
A une courbe quelcon([ue du second ordre ç^' de 2^ correspond dans le système de rayons du premier ordre une surface réglée F\ et cha([ue j)oint de 9^" a ]:)Our correspondant une génératrice rectiUgne de F\ Comme o^^ a au plus quatre points comnmns avec y^', il y a au plus f[uatre rayons de F' (|ui coupent la droite arbitraire r/ ; la surface F'' est donc du (|iialiièmc ordre. Elle passe, en généial, deux foi-^
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])ar les points de la ligne /r', parce ([ue 9/ a, en général, deux points coummns avec chacune des tangentes de y.j^ ; elle est engendrée par deux faisceaux projectifs de plans du second ordre (jui correspondent à la courbe ©^"^ dans les gerbes coUinéaires S et S'. Comme ces deux fais- (•eaux projectifs de plans déterminent complètement la collinéation des gerbes, on voit que :
Deux faisceaux pivjcclifs et non concentrùjues de j)laiis du second iirdi-e ctKjendrent, en générai, une surface réglée du qualrièuw ordre, (/ai a une ligne double k^' du troisiètne ordre; les rayons de la surface sont des cordes de k^ et sont projetés de deux points quelconques de cette ligne par des faisceaux projectifs de plans du second ordre.
La dernière partie de ce théorème n'est sujette à quelques exceptions ])ien faciles à établir que dans le cas où ir" se décompose en une conic[ue et une droite, ou en trois droites. En effet, dans le premier cas, les rayons de la surface réglée du quatrième ordre sont projetés de deux points quelconques de la conique et, dans le second cas, de deux points quelconques de la droite SS' qui fait partie de /r et sur ku^uelle sont situés les sommets des faisceaux générale ui's de plans, suivant des faisceaux projectifs de plans du second ordre. Dans le dernier cas, SS' est un rayon double de la surface.
Faisons coïncider la conique '-j^avec -a^' ou avec Tune des coniques Yf', nous voyons que :
Les tangentes de la courbe gauche k^ du troisième ordre sont situées sur une surface [développable) du quairième oi'dre. Les cordes de la courbe gauche k^, qui coupent une droite arbitraire g, sont également situées sur une surface réglée du quatrième ordre.
Cette dernière surface a, en général, trois cordes communes avec un plan mené par g et elle est tangente à ce plan aux points d'intersection de g et des trois cordes. Les plans du faisceau g sont donc des plans tangents triples de cette surface.
La surface plus générale F' peut aussi être décrite au moyen d'une ligne du troisième ordre /.;'' et d'une surface conique du second ordre dont le sommet est situé sur Z^''. Eu effet, toutes les cordes de /j"', (jiii sont tangentes à cette suiface conique, sont situées sur une surface F' du quatrième ordre, parce qu'elles sont projetées du sommet du cône suivant un faisceau de plans du second ordre. Par un point quelconque P de kr passent deux droites de la suiface F' qui sont réelles ou imaginaires, selon que P est situé à l'extérieur ou à Tintérieur de la sur-
face conique. Les deux droites de F\ issues de W coïncident lorsque P est situé sur la surface conique du second ordre ; dans ce cas, P est un point de rebroussement de la surface F\ et cette dernière est tangente à un plan unique tout le long de la génératrice singulière ([ui passe par P. En général, la surface réglée F* a tout au plus quatre j)oiiits de rebroussement et quatre génératrices singulières ; et aux points de rebroussement correspondent les tangentes connnuncs au\ coniques v.^^ et 9^^ C'est seulement dans le cas où ç^' et v.^- se confondent et 011, par suite, F' est la surface formée par les tangentes de la courbe gauche du troisième ordre /l", que tous les points de cette courbe sont des points de rebroussement de F'. En général, F* contient au plus quatre tangentes de /.:''; ces dernières ont pour correspondants les points communs à ç^- et y.^-.
Un plan, joignant deux rayons de la surface F' qui se rencontrent, coupe en outre cette dernière, suivant une courbe du second ordre o, projective à o^'. En effet, les deux faisceaux projectifs de plans du second ordre, qui engendrent la surface F', sont coupés par le plan en question, suivant deux faisceaux de rayons du second ordre projectifs à 9j- ; et comme ces faisceaux ont deux rayons correspondants comnmns, ils engendrent une conif[ue?'' qui leur est projective (I. p. 142). Lorsque F* est formée par toutes les cordes de la ligne h'\ qui coupent une droite </, 9" se décompose en la droite g et en une corde de k" ; dans tous les autres cas, la surface F' peut être engendrée, non seulement par des faisceaux de plans projectifs, mais encore, en suivant la marche réciproque, elle peut être engendrée par des courbes projectives 9- du second ordre. Les plans de toutes les courbes du second ordre situées sur F\ forment un faisceau de plans K'' du troisième ordre et sont des plans tangents doubles de la surface V\
On obtient trois variétés principales de la surface réglée F' du quatrième ordre, suivant que la ligne k'\ formée par ses points doubles, est une courbe irréductible du troisième ordre, qu'elle se décompose en une conique et une droite, ou bien en trois droites.
Dans le premier cas, comme nous le verrons, le faisceau formé ])ar les plans tangents doubles est un faisceaU'de plans irréductible du troisième ordre ; dnns le second et le troisième cas, il se décompose respectivement en un faisceau de plans du premier ordre et un du second, ou en trois faisceaux de plans du premier ordre. iNous allons étudier chacune de ces variétés en particulier.
SURFACES REGLEES DU QUATRIEME ORDRE
Lorsque la ligne Ir' se décompose en trois droites SS', //, y, dont les deux dernières peuvent aussi être imaginaires ou coïiK-identes, les rayons de la surface F' sont projetés des points de la droite SS' par des faisceaux de plans du second ordre, et ils sont coupés par des plans passant par SS', suivant des courbes du second ordre. Tous ces faisceaux de plans et ces courbes sont projectifs entre eux (II, page 89) et cà la conique 9,^ Ouand une droite se meut en glissant sur deux droites II, Vy qui ne se coupent pas et en rencontrant une coni({ue 9", ou en restant tangente à une surface conique quelconque du second ordre, elle décrit cette variété de surfaces du quatrième ordre. Les di'oites u et y, comme le monti-e aisément ce mode de génération, sont des droites doubles de la surface F'. La droite SS', qui est située dans le l)lan de la conique ©^ et coupe u et v, est un rayon double propre ou isolé, ou bien un rayon de rebroussement de F\ suivant qu'elle a avec 9^ deux points communs lé 'Is ou imaginaires, ou bien qu'elle est tangente à 9'. Les plans doublement tangents à cette surface F'' forment trois faisceaux de plans dont les axes sont SS', u et v. Les plans du faisceau SS' coupent la surface suivant deux génératrices réelles ou iuiaginaires. La surface F' est réciproque à elle-même et elle est sa propre conjuguée dans une infinité de systèmes focaux, parce que ses rayons appartiennent à un système de rayons de premier ordre et de première classe et font, en conséquence, partie d'une infinité de complexes linéaires de rayons.
En second lieu, si la ligne /.;' se décompose en une di'oite v et une courbe h- du second ordre, qui a un point commun avec w, (11, p. 97), les rayons de F* font partie d'un systèjue de rayons du premiei' ordre et de seconde classe, et ils sont projetés des points de k'^ suivant des faisceaux projectifs de })lans du second ordre. Quand une droite se meut en rencontrant constamment une droite vet une conique A;^ qui se coupent et en restant toujours tangente à une surface conique du second ordre, dont le sonmiet est situé sur k~, elle décrit la seconde variété de surfaces du quatrième ordre. Un point de /:" est un point double propre ou isolé de la surface F', suivant qu'il est situé à l'extérieur ou à l'intérieur de la surface conique.
Tout plan du faisceau v est doublement tangent à la surface F'' ; il la coupe suivant v et suivant deux rayons réels ou imaginaires qui ont en commun avec v les deux points de contact. Nous obtenons d'autres plans doublement tangents en réunissant [)ar un [)laii deux rayons
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de F' passant par un même point de v ; ces plans coupent en outre la surface F\ suivant des courbes projectives du second ordre par lesquelles on peut engendrer F\ et ils forment un faisceau de plans du second ordre. Ils ne peuvent, en effet, former deux faisceaux de plans du premier ordre ; car s'il en était ainsi, la surface appartiendrait à la variété que nous avons considérée précédemment. Le faisceau de plans P du troisième ordre, qui renferme les plans doulDlement tangents de cette surface F\ se décompose ainsi dans le faisceau de plans V et dans un faisceau de plans du second ordre, qui a un plan commun avec v. Cette variété de surface réglée du quatrième ordre est encore réciproque à elle-même; mais il n'existe pas de système focal dans lequel ses rayons soient à eux-mêmes leurs conjugués.
La surface F* pouvant aussi, en général, être engendrée au moyen de courbes projectives du second ordre, il découle de ce qui précède que ses plans doublement tangents ne peuvent appartenir à trois faisceaux de plans du premier ordre, ou à deux faisceaux de plans, l'un du premier et l'autre du second ordre, que si la ligne double h' se décompose en trois droites, ou en une droite et une conique.
Si donc les points doubles de la surface F* sont situés sur une courbe gauche irréductible du troisième ordre k'\ les plans doublement tangents forment un faisceau de plans K", irréductible et du troisième ordre.
11 n'y a d'exception que pour la surface particulière qui contient toutes les cordes de k^ rencontrant une droite g ; cette surface est réciproque à celle qui passe par tous les axes d'un faisceau irréductible de plans du troisième ordi'e qui coupent une même droite et pour laquelle les points de cette droite sont des points triples. En faisant abstraction de ce cas particulier, nous avons alors le théorème suivant \
La surface réglée F* du quatrième ordre, sur laquelle les points doubles forment une courbe irréductible du troisième ordre k% est réciproque à elle-même et se compose de tous les rayons d'un complexe linéaire de rayons qui sont des cordes de k''.
Nous démontrons ce théorème dam l'hypothèse où il y a sur k^ des points doubles propres de F^ où se coupent deux rayons réels de la
1. Ce théorème est àùkClchsrh f.Malh. Ann. I II); la démonstration synthétique qui suit z éié donnée par M. Richard Krause (Uber ein specieiles Gebûsch von Fliichen 11 OrûDung. Thèse. Strasbourg, Î87i)).
SURFACES RÉGLÉES DU QUATRIÈME ORDRE
surface. Soient A et B deux de ces points doubles, a, a' et b,b' les couples de rayons de F* qui passent par eux et a et [3 leurs plans. Les rayons de la surface F* sont alors projetés des points A et B par deux faisceaux de plans du second ordre et ils sont coupés par les plans a et [3 suivant deux coniques, qui sont rapportées projectivement l'une à l'autre par ces rayons. Ces formes élémentaires projectives du second ordre établissent une réciprocité entre les gerbes A,B, que nous considérons comme faisant partie d'un espace 2, et les systèmes plans a, [3 que nous supposerons appartenir à un autre espace Sj ; et en outre Aa avec a et B avec 3 un faisceau de rayons commun, parce que tout rayon de la gerbe A, situé dans a et qui coupe deux droites p^q de F* différente de a et a' coïncide a.vec le rayon correspondant de a qui doit couper ces mêmes droites p et q. Le rayon AB commun aux deux gerbes a pour correspondant la droite a^i commune aux deux systèmes plans ; en effet, les plans A6 et kb' de A ou B« et Ba' de B qui passent par AB ont respectivement pour correspondants les points cub et ab de a et (3a et ^a' de 3 qui sont situés sur a^j. Les gerbes A et B de II sont rapportées réciproquement aux systèmes a et ^ de Sj parle moyen de la surface F* de telle manière qu'elles aient chacune avec ces systèmes plans un faisceau de rayons corresj)ondants connnun et que tout plan commun à A et B ait pour correspondant un point commun à a et ^ situé sur luimême. Les deux espaces :£ et 1^ sont ainsi rapportés réciproquement l'un à l'autre de telle manière qu'ils ont comme éléments correspondants communs non seulement ces deux faisceaux de rayons, mais aussi tous les rayons de F\ Ces deux espaces considérés ensemble forment donc un système focal (voir II, pages 76-77) aux directrices duquel appartiennent les droites de F' ; tout point double de F' a pour conjugué dans ce système focal un plan doublement tangent de F''. La surface F* est aussi formée des directrices du système focal qui sont des axes du faisceau de plans du troisième ordre constitué par les plans doublement tangents.
SEIZIEME LEIION.
Correspondance géométrique de second degré.
Quand un système plan :£ est rapporté réciproquement d'une double manière h. un autre système plan et quand par suite il est rapporté coUinéairement à lui-même, à tout point P^ de 1^ correspondent deux droites homologues p et p' de S et par suite aussi leur point d'intersection P ; réciproquement, au point P de 2^1 correspondent deux droites dansl^ et leur point d'intersection P^. Lorsque le point P^ se déplace sur une droite, le point P qui lui correspond ne décrit pas en général une droite, mais une courbe du second ordre ; en effet, les rayons homologues p et // forment deux faisceaux projectifs^ de rayons, et ces derniers, quand ils ne sont pas perspectifs, engendrent la courbe du second ordre décrite par P. Dans l'hypothèse que la coUinéation du système X avec lui-même (colUnéation qui résulte de la double réciprocité) n'est pas une relation de perspectivité, nous avons ce théorème :
La double réciprocité de 1 et de 1^ donne naissance entre ces systèmes à une RKLATIOA QrADUATIQUE OU à UNE CORRESPOKDANCE GÉOMÉTRIQUE DU
SECOND DEGRÉ telle qu'cn ijénéral un point de Vun des systèmes a pour correspondant un point de Vautre système et quà une ponctuelle du premier ordre dans l'un correspond une ponctuelle projective du second ordre dans Vaulre.La correspondance quadratique de ^ et ïj est réciproque ou permutable, c est-ci-dire qu'elle subsiste^ quel que soit celui des systèmes que Von considère en premier lieu.
Cette correspondance (piadratique a pour corrélative une autre correspondance dans laquelle chaque rayon de il^ a })oui' correspondanl un
rayon de i:, mais où chaque faisceau quelconque de rayons du ijreniier ordre a pour correspondant un faisceau de rayons du second ordre. En remplaçant l'un des deux systèmes plans par un système qui lui soit réciproque, on obtient encore entre les systèmes plans une troisième espèce de corresponda,nce dans laquelle un point a pour correspondant un rayon et une ponctuelle du j^remier ordre dans le premier système, un faisceau de rayons du second ordre dans le deuxième. Nous allons étudier de plus près la correspondance quadratique dont nous avons parlé en premier lieu ; nous ne nous occuperons pas davantage ici des correspondances analogues f[u'on peut établir entre les gerbes de rayons.
2 étant rapporté réciprof[uement à 1^^ d'une double manière, de telle sorte qu'cà tout point ou tout rayon de 1^ correspondent respectivement deux rayons ou deux points de Z, nous obtenons sur 2 deux systèmes plans collinéaires. Projetons ces deux systèmes collinéaires de deux points tels que la droite qui les joint ne passe pas par un point se correspondant à lui-même et ne coupe pas une droite qui se corresponde à elle-même, nous obtenons deux gerbes collinéaires, réciproques à 2j, qui engendrent le système de cordes d'une courbe gauche //' du troisième ordre. Mais ce système de cordes est rapporté projcctivement à -j, par le moyen des deux gerbes (II, page 125) et l'autre système plan Z en est une section. L'étude de la correspondance quadratique entre 2 et 2y se trouve de la sorte ramenée à un problème qui a la connexion la plus intime avec une de nos précédentes recherches.
A tout point de 1, correspond une corde de h^ et son point d'intersection sur 1 ; à toute droite a^ de 2 correspond dans le système de cordes une surface du second ordre, passant par la courbe gauche k', et par suite dans 2 une conique qui contient tous les points communs cà I et //' ; si la droite a^ de il^ pivote autour de l'un de ses points, la surface correspondante du second ordre décrit dans le système de cordes un faisceau de surfaces et la conique correspondante décrit dans 2 un faisceau de coniques (II, page 124). Nous pouvons immédiatement déduire de la coi'respondance quadratique quelques-unes des propriétés principales d'un pareil faisceau de courbes du secbnd ordre.
Soit Aj le centre d'un faisceau de rayons situé dans Zi^ et A le point correspondant de il par lequel passent toutes les courbes du faisceau correspondant de coniques, soit de plus g une ponctuelle quelconque du premieT ordre de S à laquelle correspond dans 2j une conique \\'
projective à g. Si ladiohc g ne passe pas par A, \\' ne passe pas par A^; dans ce cas, les points de la coni(]ue v^' sont aloi's accouplés involutivement par le moyen du faisceau de rayons A, et conséqueniment ceux delà droite g le sont aussi par le moyen du faisceau de coniques A. Il faut remarquer ici que si g coupe la courbe gauche /.'' en un point II, la conique y^* se décompose en deux droites g^ el î<, dont l'une g^ est projective à g (II, page 126). Si la droite g passe par le point A, elle a encore en commun avec les coniques du faisceau un i)oint différent de A, et en même temps Yi" passe par Aj. Comme toutes les droites </j situées dans Si et toutes les coniques v^'- passant par ^^ sont rapportées projectivement les unes aux autres par le moyen du faisceau de rayons A^ il s'ensuit que ■
Toutes les ponctuelles g du premier ordre, passant par un point commun à toutes les coniques du faisceau, sont projectivement rapportées les unes aux autres par ce faisceau de telle manière qu'un groupe de points homologues des ponctuelles est situe sur chaque conique. Toute droite, qui ne passe par aucun des points communs aux coniques, est coupée par le faisceau de ces coniques suivant une ponc^ tuelle involutive telle que les points conjugués sont situés deux à deux sur une seule et même conique du faisceau.
Il résulte du second de ces théorèmes que le faisceau est complètement déterminé par deux de ces coniques. En effet, pour construire une troisième conique quelconque du faisceau passant par un point donné P, nous mènerons par P des rayons (jui coupent chacun en deux points les àewfC coniques données a" et fi". Gomme, d'après la manière dont est constitué le faisceau dont il s'agit, a" et fi- ont au moins un point commun, il est possible de mener une infinité de rayons de ce genre. Les deux couples de points, où un pareil rayon s est coupé par a^ et ^^, déterminent sur s une ponctuelle involutive ; cherchons-y le point conjugué à P, il se trouvera sur la conique du faisceau qui passe par P. Étant données trois coniques du faisceau, il est facile d'en construire une quatrième quelconque au moyen du premier des théorèmes qui précèdent.
Le plan 2 qui, nous l'avons vu, peut être considéré comme une section du système de cordes de la courbe gauche /.;'' projectif à Z^, contient aussi des cordes isolées et des points de Ir; il renferme au plus trois points et trois cordes et au jnoins un point et une corde. Les différents points d'une pareille corde correspondent à un seul et même point
Uj du système plan Z^; et un point U, commun à 2 et à A:^ a pour correspondant dans Z^ les différents points d'une droite u^ à laquelle cor respond dans le système de cordes la surface conique U/,;^ du second ordre. Les points U et U^ font donc exception à la règle d'après laquelle un point quelconque de l'un des systèmes a pour correspondant un point unique de l'autre système. Nous les appellerons points principaux des systèmes plans et nous donnerons aux di'oites qui leur correspondent le nom de lignes principales. Dans tout plan 2, il y a (II, page 105) autant de points que de cordes de la courbe gauche du troisième ordre ; donc : ,
Le système plan 1 renferme autant de lignes principales que de points principaux, c'est-à-dire, une au moins et trois au plus ; 2j en contient autant que Z, pmisqiià tout point principal de Vun des systèmes correspond une ligne principale de Vautre. La droite qui unit deux points principaux de l'un des systèmes est une ligne principale, et le point d'intersection de deux lignes principales est un point prinpal de ce système.
La dernière partie de ce théorème résulte de ce que toute droite, qui réunit deux points de la courbe gauche k^, est une de ses cordes et que le point d'intersection de deux cordes est situé sur la coui'be,
A toute ponctuelle rectiligne de 2^ correspond une surface du second ordre dans le système des cordes de la courbe gauche Ir et nous savons que les points d'une corde quelconque sont conjugués deux à deux par rapport à toutes les surfaces du second ordre menées par /^''. Or les coniques de Z, qui correspondent aux droites de Z^, sont siuiées sur ces surfaces du second ordre ; il en résulte donc que :
Les coniques de l'un des systèmes 2, qui correspondent aux droites de l'autre système Z^, passent par tous les points principaux deZ; les points de chacune des lignes principales de Z sont conjugués deux à deux par rapport à toutes ces coniques.
Il en est de même pour les coniques de Z^ qui correspondent aux droites de 2.
Une conique quelconque o^' de 2^ a pour correspondante (II, page 126) dans 2 une courbe o' du quatrième ordre, qui a pour points doubles chacun des points principaux de 2. Si ç^- passe par un point principal de i:^, ?' se décompose en une droite principale et en une courbe du troisième ordre ayant un point double. Si ?/ passe par deux points principaux de S^. ç* se décompose en deux droites principales de i: et en
nue coiirbi' du second ordre projective à ^j'. Imaginons ([u'on ait établi la correspondance géométrique (le ï et ï^, en rap])ortaut réciproquement ces deux systèmes l'un à l'autre et d'une double manière ; à la conique o^' de 2:;^ correspondent dans ^ deux faisceaux de rayons du second ordre, ainsi que la courbe sur laquelle les rayons homologues se coupent deux à deux, c'est-à-dire :
Deux faisceaux projeclifs de raifoiis du second ordre, situés dans le même plan, engendrent en général une courbe du quatrième ordre aijant au plus trois points doubles et au moins un. Cette courbe jjeul se décomposer en une droite et une courbe du troisième ordre qui a un point double, ou en deux droites et une conique, ou bien enfin en quatre droites.
Soit U un point ])rincipal et g une droite quelconque de I passant par ce point ; la conique de Sj, qui correspond à ^, se décompose alors en la droite principale u^ correspondant au point U et en une droite g^ projective à g. En elFet, toutes les cordes de la courbe gauche k" (jui sont rencontrées par g en dehors du point U forment une surface réglée et cette dernière a la ponctuelle ^j pour élément correspondant dans Ij. La droite g^ doit passer par un point principal Uj du système plan X ; en eiïet, g étant une directrice du système réglé, le ])lan Z passant par^ contient un de ses rayons m et le i)oinl principal U^, cjui correspond à w, est par conséquent situé sur^j.
Toutes les droites g de Z, qui passent par U, doivent donc avoir pour correspondantes les droites j/j de ïj qui passent par U^. Nous dirons que les points U et Uj sont deux points principaux conjugués Vun à l'autre dans les systèmes. Les faisceaux U et Uj sont projectifs ; car une droite quelconque a de Z a pour correspondaute dans )L^ une conique a^-, projective à a et passant par U^, et les faisceaux U et Uj sont respectivement perspectifs à a et à a^-. Donc :
Les points principaux des systèmes ï et I.^ sont deux à deux conjugués entre eux de telle manière que toute droite g de 1, passant par un point principal U, a pour correspondante une droite r/j de Z^, projective à (j et jiussaut par le point pi'incipal conjugué L\. Les faisceaux U et Ij\ so)iI projectifs eu égard à leurs droites qui se coireapondent.
Une courbe du second ordre de 1, qui passe par deux points principaux U et V, étant projetée de U et V par deux faisceaux projectifs de rayons, et ces faisceaux ayant pour correspondants dans Ij deux faisceaux projectifs Uj et V^, on voit que :
Toute conique de riinde^ systèmes plans, qui passe par deux points principaux a pour correspondante dans Vautre si/stème une conique qui lui est projective et qui passe par les deux points principaux coniugués.
Nous pouvons amener les doux systèmes plans clans une position telle que les faisceaux U et U^ deviennent perspectifs, c'est-à-dire soient des sections d'un seul et même faisceau de plans. Soit z Taxe de ce faisceau de plans qui passe par U et U^ ; deux points correspondants quelconques des systèmes sont alors un même plan avec z. Projetons respectivement les systèmes Z et I^ de deux points S et S^ situés sur 2, nous obtenons deux gerbes en correspondance quadratique. Deux rayons homologues quelconques de ces gerbes sont situés dans un même plan avec 2 et se coupent; et tous les points d'intersection ainsi obtenus sont situés sur une surface passant par S et S^, (pii a une conique commune avec tout plan des gerbes S et S et qui par suite doit être une surface du second ordre. En effet, considéj'ons un plan quelconque passant par SS^; ce plan contient deux faisceaux projectifs de rayons des gerbes S et S^ et ces faisceaux engendrent la conique. Si le plan passe par le point S, il renferme un faisceau de rayons, auquel correspond dans la gerbe S^ une surface conique du second ordre passant par S^U^, et cette surface a en commun avec le plan considéré la conique en question qui passe par S. Soit u la ligne principale de S qui correspond au point, principal \\ de ï^, S//, est le plan tangent de la surface du second ordre au point S ; en effet, tout rayon de S situé dans Su correspond au rayon principal SSj commun aux gerbes et est tangent en S à la surface. Les surfaces du second ordre perjiiettent de cette manière de se faire une idée très simple et très claire de la coirespondance géométrique du second degré.
Nous avons déjà fréquemment rencontré des exemples de la correspondance géométrique du second degré dans la première partie de cet ouvrage (pages d 03, 189, 205, 206); nous mentionnerons en particulier le principe des rayons recteurs réciproques. Nous ajouterons encore les exemples suivants :
Un sysfèuie de rayons de premier ordre et de première classe est coupé par deux plans quelconques suivant des systèmes plans en correspondance quadratique et est projeté de deux points quelconques suivant deux faisceaux de plans en correspondance quadratique.
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Une (jerhc do plans du second ordre est. coupée par deux quelconques de' ses plans suivant des systèmes de rayons en correspond.ance
quadratique.
Si dans un système polaire plan on fait correspondre à tout rayon le rayon conjugué qui lui est normal, on obtient deux systèmes involutifs plans de rayons en correspondance quadratique.
DIX-SEPTIEME LEÇON
Systèmes collinéaires superposés. — Systèmes involutifs dans le plan et dans l'espase.
Deux systèmes collinéaires i; et Ij, situés dans un même plan, ont tous leurs éléments correspondants comnmns et sont identiques, quand ils ont quadrangle correspondant commun (II, page 16) ; ils sont perspectifs, c'est-à-dire ont une ponctuelle et un faisceau de rayons du premier ordre correspondants conmiuns, quand ils ont comme éléments correspondants communs trois points situés sur une même droite ou trois rayons issus d'un même point (II, page 19). Combien existe-t-il de points et de rayons correspondants qui leur soient communs, quand ils ne sont ni identiques, ni en perspective?
Pour l'épondre à cette question, en dehors du plan qui contient les systèmes collinéaires :i: et ï^ prenons deux points arbitraires S et S^ tels que la droite qui les joint ne rencontre ni un point, ni un rayon qui se corresponde à lui-même dans les systèmes.
Projetons maintenant ces systèmes :2 et I^ des points S et S, respectivement ; ces derniers deviennent les centres de deux gerbes collinéaires qui engendrent une courbe gauche du troisième ordre.
Tout point, qui est correspondant commun à 2 etS^, est situé sur cette courbe gauche ; car il est le point d'intersection de deux rayons homologues des gerbes S et S^ ; de même tout rayon qui est correspondant commun à I et Z^ est une corde de la courbe gauche du ti'oisième ordre. Nous avons ainsi ce théorème (II, pages JOO et 105).
Deux sTjstèmes collinéaires plans superposés, mais non perspectifs, ont comme éléments correspondants communs, soit les sommets et les
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côtes d'un triangle^ soit deux points et deux droites {fune des droites joint les deux points et Vautre la coupe en l'un de ces points), soit enfin un point et une droite.
On a Tun ou l'autre de ces trois cas, suivant que la courbe gauche (lu troisième ordre a trois points, deux points ou un point coinnuui avec le plan des systèmes collinéaires.
Deux gerbes collinaljes concentriques, mais non perspectives, ont comme élémenls correspondants communs, soit les arêtes et les faces (Vun angle triarèle, soit deux l'ayons et deux plans, soit enfin un rayon et un plan.
Ce théorème se déduit du précédent au inoyen de la loi de réciprocité, ou bien en coupant les deux gerbes collinéaires par un plan qui donne deux systèmes collinéaires. On voit de même que : étant donnés dans l'espace un système plan 1 et une gerbe S qui lui est collinéaire, il y a au moins un rayon et un plan et au plus trois rayons et trois plans de S passant par les éléments qui leur correspondent dans^, pourvu que i; ne soit pas une section de S, ou ne soit pas perspective à S.
Deux systèmes collinéaires de l'espace ont tous leurs éléments correspondants communs et sont identiques, quand ils ont comme éléments correspondants conununs cinq points, dont quatre ne sont pas dans un même plan (II, page 26) ; ils sont perspectifs, c'est-à-dii-e ont une gerbe et un système plan correspondants communs, quand ils ont un quadiungle plan ou im angle f[uadrarête correspondant commun (II, pages 25 et 50). Lorsque deux systèmes collinéaires de l'espace I et Ij ont un tétraèdre ABGD correspondant commun et qu'un point P del, qui n'est pas situé dans une l'ace du tétraèdre, a pour correspondant lui point 1\ de ^^, les cas suivants peuvent se présenter : Si la droite V\\ passe par un sommet A du tétraèdre, les systèmes ont en comjuun quatre rayons correspondants et ])ar suite tous les éléments correspondants de la gerbe A ; ils ont de même le système ])lan lUlD coi-respondant comnuin et sont perspectifs. Si la droite PI\ rencontre deux arêtes opposées AB et CI) du tétraèdre, les systèmes collinéaires ont comme éléments correspondants conniunis trois ])lans et par suite tous les plans passant par AH et p;u' CJ) ; il en est de même pour tous les points situés sur ces arêtes et pour tout rayon ((ui est coupé par AB et CD. — Si PPj ne coupe qu'une arête AB du tétraèdre, les systèmes ont pour éléments correspondants coniniuns trois plans et par suite tous
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les plans passant par AB, tous les points situés sur CD, et en outre les plans AGD et BGD ainsi que tous les rayons de ces plans qui passent par A ou G.
Si enfin la droite PP^ n'est dans un même plan avec aucune des arêtes du tétraèdre, les systèmes collinéaires n'ont que les sommets, les arêtes et les faces du tétraèdre ABGD qui leur soient correspondants communs.
Nous ne nous arrêterons pas à énumérer tous les autres cas où deux espaces collinéaires ont en comnmn des éléments correspondants isolés ou un nombre infini de ces éléments ; nous nous contenterons de présenter les remarques qui suivent. Il peut arriver (et nous en verrons un exemple dans les systèmes involulifs) que les systèmes n'aient ni point ni plan correspondant connnun réel ; mais si un point S du système }:I coïncide avec son correspondant Sj de S^, les gerbes collinéaires S et S^ et par suite aussi les espaces collinéaires ont encore au moins un rayon et un plan corres])ondant co]nmun.
De même si un plan a de };: coïncide avec son correspondant a.^ dans ïj, les systèmes ont au moins un point et un rayon de a correspondants communs (II, page 'J59); car a renferme deux systèmes plans collinéaires qui se correspondent dans les systèmes de l'espace.
Deux formes fondamentales collinéaires peuvent aussi être en situation involutive de telle sorte qu'à chacun de leurs éléments coresponde doublement un autre élément. Les formes ont alors une infinité d'éléments correspondants communs, par exemple, tous les rayons qui réunissent deux points homologues des formes ou suivant lestjuels se coupent deux plans homologues quelconques. En effet, si un point (fig. 16) que nous désignerons par K. ou B^, selon qu'il sera considéré comme appartenant à l'un ou à l'autre des systèmes collinéaires, a pour correspondants deux points coïncidents A^ et B, la droite ABde lapremière forme se confond avec la droite correspondante A^B^ de la seconde. Si deux systèmes collinéaires plans sont en involution, ils ont par cela même une infinité de rayons correspondants communs et conséquenmient sont perspectifs. Deux points homologues quelconques sont sur une même droite avec le centre S de collinéation qui prend dans ce cas le nom de centre cVinvohifion ; et deux rayons homologues quelconques se coupent sur l'axe de collinéation m, qu'on appelle aussi dans ce cas Vaxe cVinvohdion. Toute droite passant par le centre d'involution S est le lieu d'une ponctuelle involutive, dont S et le point de cette droite situé
sur u sont les points doubles ; et de juème, tout point de Taxe de coliinéation ii est le centre d'un faisceau imolutif de rayons dont u et le rayon passant par S sont les rayons doubles. Le centre et l'axe de coUinéation séparent donc liannoniquement deux points ou deux rayons homologues quelconques des systèmes.
Deux systèmes collinéaires ^ et 2^, situés dans le même plan, sont involutifs ou en involulion lorsqu'à deux points quelconques AB^etCDi, (fig. 16) correspondent doublement deux autres points A^B et C^D qui forment avec eux un quadrangle. En effet, la droite AB correspond à la droite A^B^ c'est-à-dire à elle-même ; et comme sur cette droite les points AB^ et AjB se correspondent doublement, tous les autres points
sont accouplés involutivement (I, page 146). Il en est de même pour la droite CD ou G^D^. Les droites AB et CD se coupent en un point 8 qui se correspond à lui-même et qui est un point double de chacune des ponctuelles involutives AB et CD. Toute droite arbitraire du plan, qui ne passe pas par S, coupe les droites AB et CD en deux points ; elle a pour élément lui correspondant doublement la droite qui unit les deux points conjugués des précédents situés surAB et CD. Deux |)oints quelconques du système doivent se correspondre doublement, parce qu'on les considère comme les pohits d'intersection de di'oites (|ui se correspondent doublement.
Le point (rintersection S de AB et CD est le celitre d'involution et la droite m, sur laquelle se couj)ent les autres côtés opposés du quadrilatère complet ABCD, est l'axe d'involution des systèmes.
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Si nous considérons les systèmes en involution comme constituant un système unique dont les points et les droites sont conjugués deux à deux, on donne à ce système le nom de système plan involulif. Les propriétés que nous venons de trouver peuvent être résumées connne il suit :
Dans vn système plan en involution, les points conjiuiués sont deux à deux situés sur des droites passant par le centre d' involution et ils sont harmoniquement séparés par ce point et par Va.re d' involution ; les rayons conjugués se coupent deux à deux sur l'axe d' involution et sout harmoniquement séjiarés par cet axe et par le centime d' involution. Pour accoupler involutivement les éléments d'un système plan, on peut faire correspondre à deux points P et Q deux autres points quelconques P^^et Q^, qui forment avec P etQ un quadranyle ; ou bien, on peut prendre à volonté dans le plan le centre S et l'axe u d' involution.
Toute courbe KAL limitée par deux points K et L de l'axe d'involution forme avec la courJie KA^L qui lui est conjuguée une courbe involutive. Nous obtenons encore une courbe involutive lorsque, étant donnée une courbe SAK ou PAPj qui est limitée par le centre d'involution S et un point K de Taxe d'involation ou bien par deux points conjugués P et P^, on lui adjoint la courbe conjuguée SÂ^Kou PAjP^. Par exemple, une conique quelconque se présente comme courbe involutive, quand on prend pour centre d'involution un point quelconque S extérieur ou intérieur à la courbe et pour axe d'involution la polaire u de ce point. Remarquons en passant que la droite de l'infini a pour conjuguée une droite y parallèle à u, qui divise en deux parties égales la distance de Sa u. La conique est donc une hyperbole, une parabole ou une ellipse, suivant qu'elle a avec la droite g deux points communs M et N, ou un seul point commun P, ou bien qu'elle n'en a aucun ; dans le premier cas, les asymptotes sont parallèles à SM et SN ; dans le second, SP est un diamètre de la parabole. On résout ainsi d'une manière très simple le problème suivant :
Étant donnée une portion limitée d'une courbe du seco)id deyré, re^ connaître si la conique est une hyperbole, une parabole ou une ellipse. Un système plan involutif est projeté d'un point extérieur suivant une gerbe involutive. Le plan dHnvolution de cette gerbe passe par l'âxe d'involution u et Vdxe dHnvolution de la gerbe passe par le centre d'involution S du système.
Deux systèmes collinéairea de V espace ^ et 2^ sont en situation invo-
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lulive, lorsque deux systèmes ])lans a et a.^ f[ui en font pai'tie et qui ne sont pas superposés se correspondent dou])lement l'un à l'autre de telle manière qu'à tout élément de l'un corresponde doublement un élément de l'autre. En elFet, à tout plan, cpii coupe les deux systèmes plans a eta^ suivant les droites r/ et /, coiresi)ond alors doublement le i)lan ([ui joint l'une à l'autre les droites conjuguées y^ et /j qui appartiennent respectivement aux plans a^ et a ; et comme tout point ou lont rayon de l'espace peut être considéré comme l'intersection de trois ou de deux de ces plans, il a pour correspondant le point ou la droite d'intersection des plans qui correspondent doublement aux précédents. D'après cela, comme atout élément correspond doublement un autre élément, nous pouvons regarder les systèmes de l'espace en involulion comme un .s-?/.stème involvtif unique, dont les éléments sont conjugués deux à deux.
Tout rayon qui réunit l'un avec l'autre deux points conjugués du système involutif, ou suivant lequel se coupent deux plans conjugués, coïncide avec son correspondant et par conséquent est conjugué à luimême. Il en est de même des droites .s- suivant lesquelles se coupent les plans a et «^ qui sont conjugués l'un à l'autre. Nous distinguerons deux espèces essentiellement dillerentes de systèmes involutifs, suivant que sur les droites s chaque point coïncide ou ne coïncide pas avec son conjugué.
Dans le premier cas, la ponctuelle s est un élément correspondant commun aux systèmes plans a et a.^ ; conséquemment ils sont perspectifs et engendrent une gerbe S dont tous les rayons et tous les plans sont conjugués à eux-mêmes, parce qu'ils réunissent l'un et l'autre deux éléments conjugés de a et a^. Les systèmes coUinéaires I et I^ de l'espace ont comme élément correspondant commun la gerbe S et ])ar suite aussi un système plan Y; ils sont donc perspectifs. Dans le système involutif qu'ils constituent, chaqueélément duplanï est doncconjugué à lui-même. Un système involutif de cette espèce est appelé perspectif-involufif ; le point S, (jui est sur une même droite avec deux points conjugués quelconques et dans un même plan avec deux droites conjuguées quelconques, s'appelle le centre d' hivolution^ et le i)lan V, sur lequel se coupent deux à deux les rayons ou les plans conjugués, est dit le plan d'involution du système.
Nous pouvons résumer connne il suit les i^ropriétés principales de cette espèce de système involutif :
Dans les systèmes perspeetifs involutifs, toute droite ou tout jjlan
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•passant par le centre (Vinvolulio}! N et toui point ou tout rayon silné dans le plan (Vinvolulion Y sont eonjurpiés à eu.r-niêmes. Tout plan passant par S est le lien d'un si/sfèine involutif plan dont le rentre d'involution est le point S et (/ui est eoupé par Y suirant Vaxe dHnvolulion ; de même, tout point situé sur Y est le centre d'une r/erbe involulive, dont Y est le plan d'involution et dont Vare d' involution passe par S. Il suit de la (pie den.r points, rayons ou plans conjuyués sont harmoniquemeni séparés par le centre d'involution S et le jilan d''involution Y. Pour accoupler involutivement les éléments de fespace, on peut prendre à volonté le centre d' involulion S et le plan d'involution V, ou bien S et deux plans conjuyués A et .4^.
Toute courbe gauche, limitée par deux poiuts R et L du plau d'iiivolutiou, ou par deux points conjugués A et Ap ou enfui par le centre d'involutionSetparunpoint K du plan d'involution, constitue avec la courbe qui lui est conjuguée ce qu'on appelle une courbe yauche involutive. Toute surface limitée par une courjjy involutive ou bien encore ])ar une courbe conjuguée à elle-même forme avec la surface conjuguée une surface involutive. Par exemple, une surface ([uelconcpie F^ du second ordre se présente à nous comuîe surface involutive, lorsque Ton prend poiu- plan d'involution un plan V, (pii ne lui est pas tangent, et pour centre d'involution le ])ôle S de ce plan. La suiface ¥' est un hyperboloïde, un paraboloïde ou enfin un ellipsoïde, suivant qu'elle coupe suivant une courbe k\ touche en unpoint P, ou ne rencontre pas le plan v parallèle à ï qui bissecte la distance de Sa ï ; en effet, tout point G commun à V' et y a pour conjugué sur le rayon SG un point de la surface F" situé à l'infini, parce que -; et le plan à finlini se correspondent.
Dans le cas de l'hypei'boloïde, la surface conique S/t' est parallèle au cône asymptotique; dans le cas du paraboloïde, SP est un diamètre de cette surface.
Nous allons maintenant étudier la seconde espèce de système involutif de l'espace, celui qu'on appelle système involutif gauche. Deux systèmes plans conjugués quelconques a et aj de ce système ont leur droite d'intersection s correspondante comnujne, mais tous les points de cette droite ne jouissent pas de cette propriété; de plus les points de s sont conjugués deux à deux et par suite accouplés involutivement. Les droites qui joignent les points homologues de a et a^ sont conjuguées à ellesmêmes dans le système involutif et forment (H, ])ages 90-01 ) un système
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de rayojis de preiiiici' ordre et de première classe. Comme il passe touj ours par un point quelconque de l'espace un rayon de ce système de rayons qui est conjugué à lui-même, et connue un plan quelconque contient toujours un de ces rayons, on voit que :
Dans les sys/ùmes involntifs (jauclws, les droites joùpiant les points conjiKjués et les droites d'intersection des plans eonjt(<iuês sont conjuguées 1 elles-Diènies et forment un système de rayons de premier ordre et de première classe.
Nous donnerons à ces droites conjuguées à elles-mêmes le nom de
directrices du système involutif gauche. Chacune tle ces dii'ectrices est
e lieu d'une ponctuelle involutive et Taxe d'un faisceau involutif de
plans, dont les éléments sont conjugués deux à deux dans le système
involutif.
Les deux axes non concourants u,v du système de directrices (II, page 91) passent par les points doubles de la ponctuelle involutive et sont contenus dans les plans doubles du faisceau de plans. Ces axes, réels ou imaginaires u et v, que nous appellerons les axes d'involulion du système involutif gauche, séparent hai'moniquement deux à deux les points, rayons ou plans conjugués du système. Sur ces axes d'involution sont situés tous les points qui sont conjugués à eux-mêmes et par eux passent tous les plans du système involutif qui sont conjugués à eux-mêmes; ils coupent toutes les directrices du système. Lorsque deux directrices ou deux rayons conjugués a, ^ se coupent, leur point d'intersection ah est situé sur l'un des axes d'involution et leur plan «6 passe par l'autre ; dans ce cas, les deux axes sont réels. Tout plan réel passant par l'un des axes contient un système involutif, dont le centre est situé sur l'autre axe et qui fait partie du système involutif gauche ; de même, tout point réel situé sur l'un des axes est le ceiilre d'une gerbe involnlive contenue dans le système, dont le plan d'involution passe par l'autre axe.
Pour déterminer un système involutif gauche, on peut prendre arbitrairement les deux axes d'involution non concourants u^v.
Une surface du second ordre ¥\ par rapport à laquelle u est la polaire de y, se présente à nous comme une surface in\olutive de ce système, puisque deux quelconques de ses points, dont la droite de jonction coupe les axes u et v, sont hai'moniquement séi)arés par w et y. Si la surface F" est réglée, ses générati-ices sont conjuguées deux à deux dans le système involutif et harinoniquemelit séparées par les axes w,!»;
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les rayons de ses deux systèmes réglés sont accouplés involutiveuient et un plan quelcon(pje mené par ii (ou v) les cou]ie suivant les couples de points d'une courbe involutive du second ordre, dont Taxe d'involution est situé sur l'autre axe v (ou ii).
Un système de rayons de premier ordre et de première classe, dout les axes sont ou bien imaginaires, ou bien réels et distincts Tuu de l'autre, détermine un système involutif gauche (II, page 95) dont les directrices forment le système de rayons. Deux points ou deux plans conjugués de ce système involutif sont conjugués par rapport à toutes les surfaces réglées du second ordre contenues dans le système de rayons. Chacune de ces surfaces réglées se compose de dii'ectrices du système, l'autre au contraire est un système réglé involutif contenu dans le système.
Un système réxilé en involution aa^. bb^. cc^ détermine un système involutif gauche qui contient le systè)ne réglé en involution et dont chaque directrice est conjuguée à elle-même.
En elTet, soient j;,^,r trois directrices quelconques du système réglé, on peut rapporter deux espaces collinéairement l'un à l'autre de telle sorte qu'aux droites a,bM^,p,q,r de l'un, correspondent respectivement les ôvoïteii a^,b^,a,p,q,r de l'autre (II. page '29) ; ces deux systèmes collinéaires sont en involution, parce que leurs points et leurs plans se correspondent doublement deux à deux, comme ap et aji, et ils ne forment pas un système perspectif-involutif , mais bien un système involutif gauche, parce que les rayons conjugués a,a^ ne se coupent pas. Le point S, où se rencontrent les plans ap,ljq,crei qu'on peut considérer comme un point quelconque de l'espace, a pour correspondant le point Sj d'intersection des plans a^p, b^q, c{r et SS^ est la directrice du système involutif qui passe par S. Les rayons doubles réels ou imaginaires du système réglé involutif constituent les axes du système.
Deux systèmes réglés involutifsaa^. bb^.cc^ Qipp^. (/gj.rrj...,dont
chacun est le système directeur de l'autre, déterminent aussi un système involutif gauche, dans lequel ils sont contenus. On obtient ce système en rapportant deux espaces collinéairement l'un à l'autre de manière qu'aux droites ff,«^ 6, />, />j/y de l'un correspondent respectivement les droites «^,«,6^,^,^/^ de l'autre. En effet, les points ou les plans «/> et aj)^ se correspondent doublement ; le point d'intersection des plans ap, bq, cr est conjugué à celui des plans a^p^^M^q^, c^r^, etc. Si l'un des deux
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svstèmcs a deux rayons doubles iiuaginaii'cs et Tautre au contraire deux rayons doubles m et n léels, les axes du système involutif sont lma,!j;inaires; cai', dans ce cas, il n'y a aucun polnl ivel des directrices ///.// !'!, aucun plan réel passant par ces droites ((ui soit conjugué à liii-nicuu!.
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Complexes de rayons engendrés par des systèmes collinéaires
de l'espace.
Lorsque deux systèmes collinéaires do l'espace 2:^ et Sj ne sont pas perspectifs et n'ont pas pour éléments correspondanls conuTiuns les rayons d'un système de rayons de premier ordre et de première classe, ils engendrent un complexe de rayons auquel nous attribuons comme partie intégrante toute droite d'intersection de deux plans homologues a. et aj des espaces. Tout rayon s de ce complexe, considéré comme élément de 2 et de a, est situé avec son correspondant ,?^ deE^ dans un même plan a^ et se distingue par là d'un rayon quelconque de l'espace, (-onsidérons le point d'intersection ss^ des deux rayons homologues comme appartenant à 1^, le point (|ui lui correspond dans li^^ est situé sur s, en sorte que ce complexe de rayons se présente aussi à nous comme l'ensemble des droites qui joignent les points homologues de I et Ij. Donc :
Le complexe de raijons engendré par les deux espaces collinéaires S et ï^ se compose aussi bien des droites d'intersertion des plans homologues que de celles qui unissent les points homologues des espaces; conséquemment, il est réciproque à lui-même; il se compose en outre de toutes les droites qui coupent les droites cjui leur correspondent.
Deux gerbes homologues de li: et I^ engendrent l'une avec l'autre le système de cordes d'une courbe gauche du troisième ordre qu'on appellera la courbe double du complexe, parce que toutes ses cordes font
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partie de ce complexe. Cette courbe peut se décomposer en une droite et une conique ou en trois droites, et cela arrivera nécessairement si les espaces S et I^ ont un faisceau de plans correspondant commun. Toutes les cordes de la courbe gauche qui passent par les centres S et S' des gerbes sont situées sur deux surfaces coniques du second ordre. — De plus, deux systèmes plans homologues de ^ et Ij engendrent le système d'axes d'un faisceau de plans du troisième ordre qui appai'tient au complexe et que nous appellerons le faisceau de plans double du complexe ; et tous les axes de ce faisceau de plans qui sont situés dans les deux systèmes plans forment un faisceau de rayons du second ordre.
Ainsi :
Tous les rayons du comjilexe, qui passent par un point quelconque S, forment une surface conique du second ordre qui
Tous les rayons du complexe, qui sont situés dans un plan quelconque, forment un faisceau de rayons du second ordre qui
peut se décomposer en deux faisceaux du premier ordre. C'est à cause de cette pî'opriété fondamentale que nous dirons que le complexe de rayons est du second degré ou quadratique; les surfaces coniques et les faisceaux de plans qu'il renferme s'appellent les cônes et les faisceaux de rayons du complexe.
■ Les espaces collinéaires Z^ et ^^ peuvent avoir comme éléments correspondants communs des points et des plans isolés ou en nombre infini ; nous dirons que ce sont \es points principaux et \e9, plans principaux du complexe de rayons engendré par i; et 2:^. Les théorèmes qu'on vient d'énoncer sont sujets à une exception pour ces points et ces plans; en effet, comme tout rayon passant par un point principal ou contenu dans un phxn principal est coupé par le rayon qui lui correspond, on voit que :
Tout rayonpassantpar un point principal ou situé dans un plan principcd fait partie du complexe de rayons ; tous les cônes et toutes les courbes doubles du complexe passent donc par tous les points principanx, tous les faisceaux de plans doubles passent p<tr tous les plans principaux du complexe.
Comme les systèmes plans colUnéaires l[qZ eti:j,qui sont superposés dans un plan principal, ont au moins un point corres])ondant commun,
(II, page 139-140), tout plan principal doit renfermer au moins un point principal et de même par tout point principal il doit passer au moins un plan principal.
Si un faisceau S de raijons du premier ordre contient plus de deux rayons du complexe, il se compose uniquement de rayons de ce complexe; sou centre est situé sur un plan principal et son plan passe par un point principal du complexe.
En effet, le faisceau S de rayons de ::: ayant pour cori-espondant le faisceau Sj de li^j, ces faisceaux doivent, dans le cas qui nous occupe, être concentriques, ou dans un même plan, ou perspectifs, en sorte que chaque rayon de S coupe le rayon correspondant de S^. Dans le premier cas,' le centre du faisceau est un point principal; dans le second, son plan est un plan principal; nous n'avons donc à démontrer la dernière partie du théorème que pour le troisième cas, où les faisceaux S et S^ ne sont ni concentriques, ni coplanaires, mais perspectifs. Or au rayon SSj de ^ correspond un rayon de ï^, passant par S^, qui est situé dans un même plan principal avec SS^ ; car le plan qui unit ces deux rayons homologues contient encore deux auti'es l'ayons homologues appartenant aux faisceaux, de sorte qu'il renferme deux rayons de ^ et en même temps les deux rayons correspondants de Z^^. On voit d'une manière analogue que la droite de i: suivant laquelle se coupent les plans des deux faisceaux perspectifs a un point principal comirnni avec la droite qui lui correspond.
Nous donnerons à tout point, dont le cône du complexe se décompose en deux faisceaux ordinaires de rayons, le nom de point singulier; et à tout plan, dont le faisceau de rayons du complexe se compose de deux faisceaux de rayons du premier ordre, celui de plan singulier du complexe. De ce qui précède, on déduit alors le théorème suivant :
Le lieu de tous les points singuliers du complexe se compose des plans principaux et le lieu de tous les plans singuliers est formé des points principaux du comple.re.
Pour que tous les cônes et les faisceaux de rayons du complexe ne se décomposent pas chacun en deux faisceaux de rayons du premier ordre, nous supposerons désormais que les espaces collinéaires 2 et Z^ n'ont comme élément correspondant comirnm ni un faisceau de plans, ni une ponctuelle. Le complexe n'a alors (jue des points et plans principaux isolés, et il n'a au plus que quatre points et quatre plans principaux. Lorsqu'il existe quatre points principaux réels, ces points forment un
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tétraèdre dont les faces sont les quatre plans ])riiici|)aii.\ du complexe. Si l'on rapporte deux espaces collinéairement Tini à l'autre de telle manière (|u"ils aient j)()iu- ('liMnonts c()ri'es|)oiidanls conununs les sommets A,!), ('-,!) d'un tétraèdre et qu'on fasse correspondre entre eux deux points arbiti'aires E,Ej qui ne soient ni situés sur les faces du tétraèdre, ni coplanaires avec aucune de ses arêtes, ces deux espaces engendrent un complexe /c'/rr/cV/yy// de rayons, dont ABCl) est le tétraèdre principal et dont EE^ est un rayon quelconque.
Soient a,aj et ^,[3^ deux couples quelconques de plans homologues de il et^i^j, dont les droites d'intersection sont par conséquent deux rayons a et b du complexe ; a[i et ô^j sont alors les axes de deux faisceaux homologues de plans des espaces collinéaires ; ces faisceaux de plans engendrent une surface réglée ou un cône du second ordre, eontenv dans le complexe, qui passe par ajj et par tous les points principaux :
Donc :
Deux rayons (pielconques a, 1) du complexe peuvent être réuiiis par ■une surface du second ordre, (jui renferme un sijslèmc de raijons du complexe ainsi que tous les points principau.r .
De même il passe par a et b une surface de seconde classe tangente à tous les plans principaux. — dette surface du second ordre, passant par a,b et tous les points principaux, peut être engendrée par deux faisceaux projectifs de plans a,b dont deux plans homologues se coupent en chaque point pi'incipal. Dans le cas d'un tétraèdre principal réel, on a immédiatement les propriétés fondamentales suivantes du complexe télraédral'.
Les sommets du tétraèdre p)'incipal sont projetés de deu.r rai/ons quelconques du complexe par îles faisceaux projectifs de plans.
Les faces du tctraèdreprincipal sont conpces par deu.r r((ip>us quclcon<iues du compleje suivant des ponctuelles projectives.
(les théorèmes fournissent pour le problème 15 (\n sLq)plément au Systematiscfie Entwickelunq une autre solution (pie celle qu'attendait Jacob Sleiner.
Un complexe tétraêdral est coinplèlement déterminé , quand on
1. Elles oui éltj crKHicées pour l.i inriiiiiTi' l'ois |iiir M. //. Mullcr dans les MaUicmal. Annalem, l. I.
donne son tétraèdre principal AIJCD et nn rayon s qui ne coupe aucune arête du tétraèdre.
En effet, le cône du complexe issu d'un point, ([uelconque S situé sur s se trouve tout d'abord détei'miné par ses cinq rayons *;, SA, SB, se, SD ; lorsque S est situé dans l'un des plans principaux, BCD par exemple, ce cône se décompose en deux faisceaux de rayons, dont l'un est dans le plan BCD et l'autre dans le plan As. En effet, ce dernier faisceau contient trois rayons du complexe, à savoir : SA, s et le rayon du complexe situé dans le plan BCD ; par conséquent il se compose uniquement de rayons du complexe. Donc :
Tous, tes raijons du cotiipleje, qui coupent une face du tétraèdre en un point quelconque, forment lui faisceau de raijons, dont le plan passe par les ouiniet opposé. Ét(nit donnée une droite a, passant par un point principal A et contenue dans un plan principal ACD, on peut en conséquence construire une droite b, contenue dans le plan principal BCD et passant par le point ])rincipal B de telle sorte que tout rai/on qui coupe les droites a et b appartient au complexe.
En s'appuyaiit sur ce théorème, d'après lequel le complexe tétraédral renferme une infinité de faisceaux de rayons du premier ordre, on peut en partant de s construire linéairement tous les autres rayons du complexe ; et comme on a précédemment démontré (II, page 152) qu'il existe un complexe possédant le tétraèdre principal ABGD et le rayon s, on voit de plus que ce complexe est complètement déterminé. En passant, on l'ecoimalt encore que :
Tous les cônes du complexe, dont les sommets sojit situés sur ime droite passant par un point principal A, ont une seule et même conique coimnune avec le ])laii principal opposé BCD.
Tous les faisceaux de rayons du cojnplexe, dont les plans se coupent sur un même plan principal, sont projetés du point principal opposé suivant un seul et môme faisceau de plans du second ordre.
Pour tout couiplexe de rayons engendré par deux espaces collinéaires I et :i:j on a ce théorème :
Trois raijons quelconques a,b,c du complexe, qui ne sont pas situés sur une même surface réglée ou conique contenue dans le complexe, déterminent une courbe double du complexe , dont ils sont des cordes, et un fdsceau double de plans, dont ils sont des axes.
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En efïet, les trois couples de plans homologues do Z; et. ï^ qui se coupent suivant a,b et c appartiennent à deux gerbes homologues déterminées de Z et Xj et ces dernières engendrent la courbe double, déterminée par a^h^c, et son système de cordes. Lorsque deux des rayons a,h,c se coupent, la courbe double ])asse par le point d'intersection P ; et comme tous les rayons du complexe qui passent ])ar P sont engendrés par deux faisceaux homologues de plans de i: et X^, on voit que :
Un rayon a du conijdexe et un poijit P extérieur à a déterminent wie courbe double du complexe (pii passe par P et a a pour corde. Par deux points (juelconques P,P^ d'un raijon a d\in complexe il passe toujours une courbe double déterminée.
Il faut toutefois que P et Pj ne soient pas des j)oints principaux. — Les courbes doubles en nombre infini, qui d'après le théorème précédent sont situées sur un cône quelconque P du complexe, ne peuvent avoir deux à deux plus de quatre points communs différents de P ; car s'il en était autrement, elles coïncideraient (II, page 105) ; il résulte encore de là que le complexe peut avoii- tout au plus quatre points principaux. Mais en même temps on reconnaît qu'il y a différentes espèces de complexes, suivant que les quatre i)oints sont réels ou imaginaires deux à deux, que deux, trois d'entre eux ou tous les quatre coïncident.
Lorsque deux cônes du couiplexe, ou en général deux surfaces du second ordre contenues dans ce complexe, se coupent suivant un rayon a du complexe et une courbe gauche du troisième ordre, cette dernière est une courbe double du complexe.
\\\\ effet, cette courbe coïncide avec la courbe double déterminée par a et deux autres rayons b,r du complexe situés siu'les deux surfaces.
Deux courbes doubles quelconques Ir et P sont engendrées par deux couples de gerbes homologues K,Kj et L,Lj de ^ et Ij ; elles ont donc pour cordes communes toutes celles suivant lesquelles se coupent les plans correspondants des faisceaux KL et K^L^. Gomme ces deux faisceaux homologues de 1 et Z^ sont projectifs, les deux courbes doubles sont situées sur une même surface du second ordre cuntenue dans le complexe, et :
Les cordes conununes de doux 1 Les axes communs de deux faiscourbes doubles (pielcoiK[ues du | ceaux doubles de plans du comcomplexe foiinenl un système \ plexe forment un système réglé ou
réglé ou une surface conique du 1 un faisceau de rayons du second second ordre. ' ordre.
Le complexe est complètement déterminé quand on donne deux quelconques A:"* et F de ses courbes doubles. En effet, si Ton réunit /t" et P avec l'une quelconque s de leui-s cordes communes par deux surfaces du second ordre, ce qui est possible d'une infinité de manières, ces surfaces, étant contenues dans le complexe, se coupent suivant .s et suivant une courbe double, qui en général, est différente de k^ et /''.
Toutes les courbes doubles ainsi déterminées ont en général chacune au moins une corde commune avec un plan quelconque et cette corde api)arlient au faisceau de rayons du complexe contenu dans ce plan ; comme ce faisceau est du secojid ordi'e, il est déterminé par cinq de ses rayons. /.'" et P déterminent donc tous les rayons du complexe situés dans un plan quelconque et par suite, d'une manière générale, tous les rayons du complexe.
Nous pouvons de plus énoncer le théorème suivant, dont la démonstration a déjà été donnée (II, page 152) pour le cas d'un tétraècU'e principal réel.
Pour rapporter coUiiiéairement Vun à Vcudre deux systèmes de l'espace, dételle manière qu'ils engendrent un complexe de rayons donné , on peut assigner comme éléments correspondants Vun à Vautre deux points quelconques P et P^, situés sur un même rayon du complexe^ ou deux plans se coupant suivant un même rayon de ce complexe ou enfin deux rayons du complexe situés dans un même plan. De cette manière, étant donné un élément quelconque de Vun des systèmes, son correspondant dans Vautre système est complètement déterminé.
Les points P et Pj, qui doivent se correspondre dans les systèmes :s et 2^ de l'espace, sont les centres de deux gerbes collinéaires, dont la coUinéation est déterminée par le complexe donné. En effet, tout rayon du complexe passant par P est situé dans un même plan avec un rayon correspondant de la gerbe \\ ; et les cônes du complexe P et Pj, qui ont en conmiun le rayon PP^ et une courbe gauche k'" passant par P et \\, sont projectivement rapportés l'un à l'autre de telle sorte que leurs rayons homologues se coupent deux à deux sur la courbe double k''. En même temps, les gerbes P et P^ sont par Là même rapportées collinéairement l'une à Lautre de telle manière que leurs plans homologues ont deux à deux en commun une corde de A'".
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Soitmaintenant /'■nue courbe double quelconqueducoiiiplexe, (liiïérente de k'\ et soient Qet Q^ les centres encore inconnus des gerbes collinéaires deZ qXZ^^ qui engendrent toutes les cordes delacotnbe inauche /'' du troisième ordre. Les coi'des communes à Ir et /'' forment un système réglé ou une surface coniciiu» du second ordre et par consé({uent sont projetées de P et Pj par deux faisceaux de plans. Les axes de ces faisceaux sont ou des directrices du système réglé ou des rayons de la surface conique et ont chacun en conunnn avec la courbe Piui point (II. page 102) diflerent du sommet du cône. Nous devons prendre ces points ])our centre des gerbes cherchées Q et Q^ de telle sorte que PO et P,Qj soient les axes de ces faisceaux de plans. En effet, ra])portons collinéairement l'une à l'autre les deux gerbes qui ont ces points Q et O^pour centres, de manière que deux plans homologues quelconques se coupent suivant une corde de la courbe double /' ; au faisceau de plans PO commun aux gei'bes P et Q correspond le faisceau de plans Pj(Jj commun aux gerbes Pj et Qj ; et ceci est nécessaire et suffisant pour que les gerbes P et Q de 2:: et les gerbes P^ et Q, qui leur sont collinéaires établissent la collinéation entre les deux systèmes 1 et ï^ de l'espace. (Voir IL page^i-'Jo). Le complexe engendré pareil et )L^ est identique avec le complexe donné, ainsi qu'on le demandait, puisqu'il a en commun avec ce dernier toutes les cordes des coui-be;^ doubles A'" et T.
En passant, il résulte de cette démonstration que :
Deux courbes quelconques du troisième ordre k'' et /'", dont les cordes communes forment un si/slème rcqlé ou une surface conique du second, ordre, j)euvent toujours être considérées comme des courbes doubles d''un complexe de i-uyous qu'elles déterminent.
Si l'on nous donne comme éléments homologues des systèmes collinéaires I et Ij non plus deux points P et \\ d'un rayon du complexe, mais deux rayons rpielconques s et s^ de ce complexe, qui se coupent, ou deux plans (juelc()n([ues r. et ttj passant par un và)on du complexe, nous pourrons immédiatement ramener ce cas à celui que nous avons considéi'é d'abord. En effet, à tout point P de s cori'espond le point Pj de .Sj qui est réuni à I* par lui troisième rayon du complexe situé dans le plan ss^ ; et comme le fiiisceau de rayons du complexe situé dans ss, nous est donné, puis(iu"il fait partie du complexe, nous pouvons trouver innnédiatement le point l\ ([ui correspond à P. De même, étant donné un rayon quelconcjnc du com])lc\e S du plan t:, nous pouNons aisément trouver le rayon cori'espondant S^ de tt^, puisfjue ces
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deux droites doivent se couper sur la droite tît:^ ; au point P où se coupent deux rayons du complexe situés dans ti correspond le point 1^ où se coupent les deux rayons homologues situés dans r.^. Gomme les gerbes des espaces collinéaires qui contiennent les plans :- et Tj, engendrent une courbe double passant par leurs centres P,Pj et dont T,z^ est une corde, on voit en passant que :
Deux plant'! passant par (m ratjon a du complexe son/ coupés en des sjjslènies de point collinêaurs par les courbes doubles qui ont a pour corde.
Étant donné un système i^ de Tespace, construisons tous les systèmes collinéaires possibles qui engendrent avec ^ un complexe de rayons donné; tous les points qui correspondent à un point domié P de 11 sont situés sur le cône du complexe issu de P, parce que chacun d'eux est réuni à P par mi rayon du complexe ; tous les plans, qui correspondent à un plan donné -:: de ï, passent par les rayons du complexe contenus dans r. ; si l'on considère les rayons du complexe qui correspondent à à un rayon donné s du complexe appartenant à i et qui par conséquent le cou])ent, tous ceux qui passent par un point donné de s forment un cône du second ordre, et tous ceux qui sont situés avec s dans un plan arbiti'aire constituent un faisceau de rayons du second ordre.
Deux quelconques de ces espaces collinéaires à i^ sont aussi collinéaires entre eux; c'est seulement dans des cas particuliers, qu'ils engendrent l'un avec l'autre le même complexe que chacun d'eux détermine avec i;.
Supposons en effet que les es])aces collinéaii-es :ï;, Ïj et :i, engendrent deux à deux le complexe donné, et soient P,Pi,P, trois points homologues, •::,7:,,r2 trois plans homologues et SyS^.s.^ trois rayons homologues du conq)lexe appartenant respectivement à ï,:i:j etl^; voici ce qui doit arriver : les points homologues l\Pi,l\2 ^^^^^ situés sur un seul et même rayon du complexe ou sur une seule et même courbe double, parce que les cônes P et Pj du complexe contiennent respectivement les rayons PP^ et PP^ du complexe, que par suite ils passent tous deux par P^ et ont de plus le rayon PP^ qui leur est commun ; de même les trois plans homologues T.,r,^,z^, font partie d'un seul et même faisceau double de plans, parce que chacune de leurs trois droites d'intersection est un rayon du complexe, ou bien ils se coupent suivant un seul et même rayon du complexe; enfin les trois rayons homologues s,s^,s, du complexe, étant tels ([ue l'un (|uclcon({ue d'entre eux coupe les deux autres,
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doivent être situés dans un seul et même plan et alors faire partie du faisceau du complexe situé dans ce i)lan, ou bien ils doivent passer par un seul et même point et aj^partenir au cùne du complexe issu de ce point.
Si les plans homologues -,-i,7t., passent par un même rayon a du complexe, trois points homologues P,Pi,P2 ^^ ^'^^ plans sont situés sur une même courbe double li'\ dont a est une corde, et trois plans homologues de -,!Ii,ICj passant respectivement par P,?!,?^ se coupent suivant une corde de A-"; trois rayons correspondants quelconques du complexe, contenus dans ces plans, passent par un seul et juême point de la corde, puisqu'ils doivent se couper. Donc :
Etant donné un système ï de Vespaee. si Von eonstruit tous les systèmes qui lui sont collincaires, et qui non seulement enyemlrent avec Z un complexe donnée mais qui Vengendrent également quand on les prend deux à deux, il se produira Vun des deux cas suivants.
1° Tout plan de 1 forme avec tous ses phtns correspondants un faisceau du premier ordre, dont l'axe est un rayon du complexe, tout point de I est situé avec ses homologues une courbe double et tout rayon du complexe constitue avec ses homologues un cône du complexe ;
2" Ou bien, tout plan de ^ forme avec ses homologues uu faisceau double de plans, tout point de 1 est situé avec ses homologues sur un rayon du complexe et tout rayon du complexe constitue avec ses homologues un faisceau de rayons du complexe.
DIX-NEUVIÈME LEÇON
Faisceaux de surfaces du second ordre. Courbes gauches et faisceaux de plans du quatrième ordre.
Si deux systèmes collinéaires de l'espace 1 et ^j sont rapportés réciproquement à un troisième '^ù', le complexe de rayons engendré par 2 et Sj se trouve par là même rapporté projectivement à :::' et d'une double manière. En effet, tout point de :::' a pour correspondants deux plans homologues de I et ï^ et par conséquent aussi le rayon du complexe suivant lequel ils se coupent; et si un point parcourt une droite quelconque 9' ou un plan a' de I', le rayon correspondant du complexe décrit une surface réglée ou une surface conique projectiveà g\ ou bien le système de cordes projectif à a' d'une courbe double du complexe. D'un autre côté, tout plan de I' a pour correspondants deux points homologues de i: et 1^ et le rayon du complexe qui les réunit ; et si ce plan pivote autour de l'un de ses points A', le rayon correspondant décrit le système d'axes d'un faisceau de plans double du complexe, projectif à la gerbe A'. Tout rayon du complexe de S et I^ a pour correspondants dans l' deux rayons qui se coupent, aussi bien que leur point d'intersection elle plan qui les réunit. Suivant l'expression usitée, le complexe de rayons engendré par :i: et lij est représenté projectivement aussi bien dans le système de points ^' que dans le système de plans ^' de l'espace^
Nous allons supposer maintenant que les espaces ï et ï^, réci]:)roques à I', soient en involution avec Z' et constituent avec lui deux systèmes polaires ordinaires de l'espace. Nous pouvons }jrendre arbitrairement poLU' leurs surfaces doubles deux surfaces quelconques du second Ordre
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([iii ne soient pas des cônes et ([ui ne se (h'-composenl pas en plans. Les théorèmes de la dernière leçon deviennent ainsi applicahlesanx surfaces du second ordre et se présentent avec une clarté et une signification nouvelles. On voit immédiatenienl que :
Deux ayslèuies polaires de V espace déterminent en général un complexe de raijons du second ordre; ce complexe contient toutes les droites dont les deux planspolaires se coupent . A tout point coi'i'espond un rdijon du complexe qui lui est doiihlement conjugué, c'est la droite d'intersection de ses deux plans polaires ; de même tout plan a pour correspondant lin rayon du complexe, ([ui lui est doublement conjugué; cest la droite qui joint ses deux pôles.
D'après cela, un rayon g' du complexe a pour conjugués dans les deux systèmes polaires aussi bien un plan y qu'un j^oint (î ; les deux polaires g et g^ de cj' passent par G et sont situées dans y. Cherchons les deux polaires de g ; l'une coïncide avec g' , l'autre est située avec g' dans l'un des plans polaires de G et coupe g' en l'un des pôles de y. Donc :
Le complexe de rayons se correspond, à lui-même dans chacun des deux systèmes polaires, puisque les polaires de chaque rayon du complexe sont encore des rayons du cmiiplcxe.
Chaque point principal du complexe de rayons est le point où se réunissent les deux pôles d'un même plan ; ce plan est un plan principal du complexe, parce que les deux plans polaires du j)oint })rincipal se confondent avec lui. Par suite
A chaque point principal du complexe correspond comme polaire dans les deux systèmes polaires un plan principal déterminé.
Comme dans la dernière leçon, nous excluons le cas particulier où le complexe de rayons comprend un nombre infini de points et de plans principaux. Dans ces conditions, le complexe n'a au ])lus que quatre points et quatre plans principaux réels et le tétraèdre principal qu'ils constituent est un tétraèdre polaire commun aux deux systèmes polaires, puisque chacun de ses sommets est le pôle de la face opposée. l/li\ pothès(; (pie nous venons de faire, à saxoii' ipi il ne doit exister que des points et des plans ])rincipau\ isolés, peut donc aussi s'exprimei" de la manière suivante :
Les deux systèmes polaires doivent avoir au plus un tétraèdre polaire AB(.D commun^ de sorte que les plans polaires d'un cinquième point ne peuvent pas coïncider.
Si ce tétraèdre polaire est réel, ses sommets seront projetés de deux quelcon({ues des rayons du complexe suivant des faisceaux de plans projeclifs, et ses faces couperont deux rayons quelconques du complexe en des ponctuelles projeclives (II, page 15^).
Les points d'un plan quelconque y. ont pour conjuguées dans les deux systèmes polaires les cordes d'une courbe double /.•'' du complexe, laquelle passe par tous les pointsprincipaux. Réciproquement, les cordes et les points d'une courbe double quelconque sont doublement conjugués aux points et aux rayons du complexe contenus dans un plan.
Les plans qui passent par un point quelconque ont pour conjugués dans les deux systèmes polaires les axes d'un faisceau double de plans du complexe. Réciproquement, les axes et les plans d'un faisceau double quelconque de plans ont pour conjugués doubles les plans et les rayons du complexe ([ui passent par ini poini .
En effet, lorsqu'un point parcourt le plan /,, ses deux plans polaires déciivent deux gerbes collinéaires et ces dernières engendrent la courbe double k' et son système de cordes. Réciproquement, si k^ est donnée, déterminons les points doublement conjugués à trois cordes quelcon- (jues a, 6, c de A:" et joignons-les par un plan ; les points de ce plan ont pour conjuguées les cordes d'une courbe doul)le (pii a trois cordes a, h, f, communes avec /r et ([ui, })ar conséqueiit, est identi({ue ave»' cette dernière courbe (II. page 155).
Le complexe de rayons est engendré par deux systèmes collinéaires de l'espace I et ^,, qui sont réciiirorpies à un troisième 1' et sont en involution, de telle sorle ([u"ils forment avec I' les deux systèmes polaires. Construisons maintenant un quatrième système de res])ace 1^, qui soit collinéaire avec 1 et ^l.^ et engendre avec chacun d'eux le complexe donné; il faut (II, i)age 150) que trois plans homologues de :^, ^1 et ^^ se coupent suivant un seul et même rayon du complexe, ou que troispoints homologues de ces systèmes soient situés surun seul et même rayon du complexe.
Dans l'un et l'autre cas, on peut démonticir que ^., est aussi en involution par rapport au système I.\ (\m lui est réciproqne, et ([n'il conslitue avec lui un système polaire; cet i du reste est évident par :?ui-
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même, quand le complexe a un tétraèdre principal réel, puisque celui-ci est aussi un tétraèdre polaire des deux derniers systèmes polaires.
Dans le premier cas (pie nous venons d'indiquer, à tout point P de S' correspondent respectivement dans ï, ïj et 1,^ trois plans -::, Zp ■::., qui se coujient suivant un seul et même rayon du complexe et à tout point R de ce dernier cori-espondent trois plans p, p^ et p, qui doivent se couper suivant un rayon du complexe passant par P. parce ([ue P et R sont conjugués dans les deux systèmes polaires donnés. Or, comme chacun des points P et R de II' a pour correspondant dans ï^ un plan passant par l'autre point, la ponctuelle PR delil' est en involution avec le faisceau de ])lans r.^p^ qui lui correspond dans S.^.
Supposons qu'un système plan s soit donné dans ï' et qu'il ait pour correspondant une gerbe E^ de ilj, dont le sonnnet ne soit pas situé sure; nous pourrons de cette manière trouver dans î une infinité de ponctuelles qui soient en involution avec les faisceaux de plans correspondants de Ej ; il résulte de là que s et E^ sont en involution (II, page 1"1). Et comme il en sera de même pour tous les systèmes plans de ce genre appartenant à 1' et pour les gerbes correspondantes de S^, i' et ^^ sont en involution, comme on l'a énoncé.
Quant à ce qui regarde le second cas. qui* se déduit du premier au moyen de la loi de réciprocité, on peut en donner une démonstration directe en suivant une marche analogue.
Si l'on a égard au dernier théorème de la dLx-huitième leçon, (Ji, page 156), il résulte de ce qui précède que :
Étant donnés deux systèmes polaires de fespace, si l'on cunstiuU tous les systèmes polaires qui cnyendrent soit entité eux, soit avec les deux systèmes donnés le même complexe que ces deux systèmes polaires donnés, il se produit l'un des deux cas suivants :
i° Les plans polaires d'un point quelconque se coupent suivant un seul et même rayon du complexe, les pôles iFiin point quelconque sont situés en général sur une courbe gauche du troisième ordre, dont le système de cordes fait partie du complexe^ et les polaires d'un rayon quelconque du complexe forment un cône du complexe, qui est du second, ordre ;
2° Ou bien, les plans polaires d'un point quelconque constituent en général un faisceau de plans du troisième ordre, dont le système d'axes fait partie du complexe, les pôles fl'uu plan quelconque sont situés sur un seul et même rayon du complexe et /es polaires d'un
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rai/oii quelconque du complexe constituent un faisceau de raijons du second ordre appartenant au complexe.
Nous dirons, dans le premier cas, que toutes les surfaces doubles des systèmes polaires constituent un faisceau ponctuel de surfaces du second ordre F^, ou pour abréger un faisceau ponctuel de F'' ; et que dans le second cas, elles forment un faisceau tangentiel de surfaces de seconde classe <î>", ou im faisceau fanqenfiel de «I^-. Comme, dans ces deux (tas, deux sysièines polaires déterminent tous les autres, il en résulte que
Deux surfaces de second ordre et de seconde classe déterminent un faisceau ponctuel de F", ([ui les contient., et un faisceau tangentiel de <1>", ([111 passe par elles.
Puisque dans le premier cas, les plans polaires d'un point quelconque P constituent un faisceau de plans du premier ordre dont il ne passe en général par P qu'un plan uni([ue ::. le point P est situé sur la surface double du système polaire dans lequel P est le pôle de ::. Cependant, si P est situé sur l'axe de ce faisceau de i)lans, et par conséquent se trouve sur chacun de ses plans polaires, la surface double de chacun des systèmes polaires passe par P. Les pôles d'un plan e sont situés en général sur une courbe gauche du troisième ordre; comme elle a au moins un point et au plus trois pouits communs avec e, il va au moins un et au plus trois des systèmes polaires dont les suifaces doubles soient tangentes à t (le contact ayant d'ailleurs lieu aux points d'intersection). Donc. :
Dans un faisceau ponctuel de F*, il ne passe qu'une seule surface par un point arbitraire P, quand P n'est pas situé sur chacune des surfaces du faisceau- Il y a au moins une et au plus trois surfaces du faisceau qui soient tangentes à un plan arbitraire t.
Dans un faisceau tangentiel de il>% il n'y a qu'une seule surface tangente à un plan arbitraire r, quand z n'est pas tangent à toutes les siu-faces du faisceau. Par un point arbitraire, il passe au moins une et au plus trois surfaces du faisceau.
Lorsque deux surfaces du second ordre se coupent, chacune des surfaces du faisceau ponctuel deF^ qu'elles déterminent passe par la courbe d'intersection, d'après ce qui précède. Cette courbe d'intersection s'appelle la courbe fond(rmentale.^ la ligne double ou la base du faisceau
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ponctuel de F^ C'est en général itnccowbc (fauche du quatrième oindre, (jui n"a pas plus de quatre })oinls communs avec un plan ([uelconque, ni plus de deux points communs avec une droite (pielconque. En effet, les deux surfaces ilu second ordre sont coupées piw un plan suivant deux courbes du second ordre ([ui ne peuvent avoir {)lus de quatre points communs, à moins (ju'elles ne coïncident. La courbe du quatrième ordre peut aussi, comme nous l'avons vu (H, pages 36 et 122) se décomposer en deux coniques, ou en une droite et une courbe gauche du troisième ordre, ou bien en ([uatre droites ; nous ne nous occuperons pas davantage ici de ces cas particuliers.
Les plans tangents communs à deux surfaces du second ordre forment en général un faisceau de plans du f/uatrione ordre, tel qu'il ne passe pas plus de quatre de ses plans par un ])oint quelconque P. En effet, les deux cônes du second ordre, ayant leurs sommets en P et circonscrits aux surfaces données, ne peuvent avoir plus de quatre plans tangents communs, à moins de coïncider. La double proposition énoncée ci-dessus nous donne les théorèmes suivants pour ces courbes gauches et faisceaux de plans du cjuatrième ordre :
Par une courbe gauche du quatrième ordre k\ intersection de deux surfaces F- et F^^ du second ordre, et par un point quelcon([ue P extérieur à k\ on peut faire passer une surface F-, du second or-
Etant donné un faisceau de plans du quatrième ordre, circonscrit à deux surfaces O- et <I\- de seconde classe, on peut y inscrire une troisième surface *I^\ de seconde classe qui soit tangente à un plan arbi-
dre. Cette surface appartient an traire donné. Cette surface <I>"2 apfaisceau ponctuel de F- déterminé I partient au faisceau tangentiel ])ar F- et F^'. I de <!>- déterminé par <T>- et <]\^.
(Choisissons le point P (théorème de gauche) de manière qu'il soit situé sur une même droite ry avec deux points de la courbe /t\ la surface F^ sera réglée, parce qu'elle contiendra trois points et par suite tous les ])oiutsde (j. Tout plan mené \yàv g, (pii sera rencontré ])ar h' en deux nouveaux points Q et lî, aura en comnmn avec F-, la droite 7 et la droite QK ; cette dernière en effet a en comnmn avec F-, les points Q et R et un point de r/ ; elle est donc situé tout entière sur F',. Donc.
Toutes les cordes (Jli de Ui courbe fjauche du qualriéuic o)'(lrc, (jui
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coupent une corde donnée g en des point h extérieurs à la courbe, constituent un système réglé ou une surface conique du second ordre.
Si ces coixles sont situées sur une surface conique du second ordi-e, le centie A de cette surface est un point principal du complexe de rayons. En effet, il existe sur chaque corde un point qui est liarmoniquement séparé de A par deux points de la courbe gauche du quatrième ordre et par suite aussi par chacune des surfaces F- et F^- ; et tous ces quatrièmes points harmoniques sont situés sur le plan polaire du point A par rapjiort aux deux surfaces F- et F^^ Réciproquement :
Si deux surfaces du second ordre, qui ont un tétraèdre polaire \BGD commun,
se coupent suivant une courbe gauche /.'' du quatrième ordre, cette courbe est projetée de chacun des sommets du tétraèdre polaire suivant une surface conique du second ordre.
sont inscrites dans un faisceau de plans du quatrième ordre, ce faisceau sera coupé par chacune des faces du tétraèdre polaire suivant un faisceau de rayons du second ordre.
En effet, toute droite, qui réunit le sommet A à un point quelconque 0 de la courbe h\ contient encore un second point R delà courbe ; et de ])lus 0 et II sont liarmoniquement séparés par A et i)ar son plan ])olaire lUli). lue corde (j passant par A sera donc coupée au point A ])ar toute autre corde qui est située dans un même plan avec r/, mais qui n'a en commun avec (j aucun point de la courbe h\
Deux courbes gauches du f[uatrième ordre, k' et l\ ont au plus huit points communs.
Deux faisceaux de plans du quatrième ordre ont au plus huit plans communs.
Soient P,Q et R trois quelconques des points communs aux courbes gauches/.'" et /'; la corde commune JH) peut alors être réunie aux deux courbes par le moyen de deux surfaces réglées du second ordre qui aui'ont en commun, en plus de la corde PO, une courbe gauche du troisième ordre.
Cette courbe gauche du troisième ordre, dont PO est une corde (If, page 104) doit passer par R et par tous les autres points différents de P et 0, qui sont communs à /.'' et /*. La corde PR nous donne de même une seconde courbe gauche du troisième oi'dre, qui doit égale-
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ment passer par tous les points communs des courbes A;' et /' différents de P, Q et R. Deux courbes gauches du troisième ordre, qui ne sont pas identiques, peuvent avoir an plus cinq points communs; par conséquent, en dehors de P, Q et K, il y a au plus cinq autres ])oints communs aux deux courbes gauches du quatrième ordre.
La démonstration ci-dessus montre de plus que
Si- deux covrbrs (/anches du (puitriènu' ordre ont Iniil jxrluls communs, ri si Von rihinil six de ces poiuh pur une courhe (laiiclic du troisième ordre el les deux aulres par une droite, cette droite est une corde de la courbe gauche du troisième ordre \
Si dans la démonstration du théorème précédent on lemplace la courbe gauche du quati'ième ordre h' par une courbe gauche du troisième ordre et Tune de ses cordes, on déduit par la même méthode que
Une courhe gauche du troisième ordre et une courbe ganche du (piatrième ordre ont au plus six points communs.
D'après cela, une courbe gauche du troisième ordre est rencontrée en six points au plus par une surface du second ordre qui ne passe pas par elle.
Trois surfaces du second ordre, qui 71 ont en commun ni une droite, ni une courbe du second, du troisième ou du quatrième ordre, ont au plus huit points communs.
Trois surfaces de seconde classe, dont les plans tangents communs ne forment pas un faisceau du premier, du second, du troisième ou du quatrième ordre, ont au plus huit plans tangents conimuns.
Kn effet, quand l'une des trois surfaces du second ordre est coupée par les deux autres suivant des conrbes gauches du quatrième ordre, le théorème de gauche est une conséquence immédiate des précédents. Si l'une des deux coui'bes d'intersection, ou chacune d'elles, se décompose en des droites ou des coni(|u('s, ou eu une droite et une courbe gauche du troisième ordi-e, la démonstration, très facile du reste, du théorème se déduit en partie des théorèmes précédents et en partie des propriétés connues des courbes du second, du troisième et du quatrième oi'dre.
I. Celle propriété importanlo des huit points d'intersection do trois surfaces Hii second ordre a été énoncée ponr la première fois par Hexse (.lonrnal de Crelle. t. '26).
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Scpl points quelconques flpirrminenf on général un huitième point, qui est situé sm^ foutes les surfaces du second oindre passant par les sept points donnés^.
Si, parmi les sept points donnés, tr-ois sont situés sur une droite et cinq sur une conique, ou s'ils sont tous les sept sur une courbe gauche du troisième ordre, tout point de cette ligne du premier, du second ou du troisième ordre peut être considéré comme le huitième point déterminé (incomplètement) par elle. S'il ne se produit aucun de ces cas particuliers, on trouvera le huitième point par la construction linéaire qui suit. Par six des sept points donnés on fait passer une courbe gauche du troisième ordre et par le septième point on lui mène une cordes (11, page 101) ; puis on recommence la même construction en remplaçant le septième point dont on vient de se servir, par l'un des six autres; les deux cordes s, que Ton obtient ainsi, se coupent suivant le huitième point cherché. La corde construite en premier lieu a le point ainsi déterminé qui lui est commun avec une surface quelconque du second ordre menée par les sept points; cela résulte immédiatement de l'un des théorèmes précédents et de ce que la corde peut être réunie à la courbe gauche correspondante du troisième ordre pai* im faisceau de surfaces du second ordre.
Par huit ])oints quelconques de l'espace, dont cinq ne sont pas contenus dans un même plan, ni trois situés sur une même droite, on ne peut en général faire passer qu'une seule courbe du quatrième ordre ; car lorsque deux de ces courbes se coupent suivant ces huit points, les points ont une position particulière, puisque toute courbe du troisième ordre, qui passe par six d'entre eux, a pour corde la di'oite qui joint les deux autres. Nous pouvons considérer la courbe gauche du quatrième ordre comme construite, du moment qu'on nous donne deux surfaces quelconques du second ordre qui se coupent suivant cette courbe ; et nous aurons effectivement deux surfaces de ce genre en résolvant le problème suivant :
Faire passer des surfaces réglées du second ordre par huit points donnés quelconques, dont six ne sont pas dans un même plan ni quatre stir une même droite.
]. Les sommets de deux tétraèdres polaires quelconques d'un système polaire de l'espace constituent (H, pa^e 79) un prroupe de huit points par lesquels on peut faire passer un nomlire doublement infini de surfaces du second ordre.
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Si trois quelconques des points donnés sont situés sur une dioite g, celle-ci appartient à chacune des surfaces cherchées. Si en même temps les cinq autres j)oints sont dans un même ])lan z, et par suite sur une même conique a, qui peut aussi se composer de deux droites, toute surface du second ordre menée par les huit points se décompose en deux plans, et s est l'un deux ; en ellet, e a en commim avec la surface six ])oints ((ui ne sont pas situés snr une juème coniqne. Si les huit points sont sur f[uatre droites passant par un soûl et même point et dont l'une contient trois de ces points, ces droites sont situées sur toutes les surfaces du second ordre passant parles huit points et ces surfaces sont des cônes. Dans t(ms les autres cas, le problème peut se résoudre comme il suit :
Parmi les huit points, on peut en général en choisir six de différentes manières, de telle sorte que quati'e d'entre eux ne soient pas dans un même plan. Nous réunissons ces six points par une courbe gauche du li'oisième ordre, par le septième et le huitième point nous lui menons des cordes et enfin par ces cordes et la courbe gauche du troisième ordre nous faisons ])asser une surface réglée. Un autre groupement des huit points donnés nous fournit une seconde surface réglée. Le groupement supposé n'est quelquefois inadmissible que lorsque tes huit points sont situés sur les quatre côtés a,b,c,d d'un quadrilatère gauche. Dans ce cas, nous coupons deux côtés opposés a et c du quadrilatère par une droite f qui ne passe par aucun des quatre sommets ; le système réglé auquel appartiennent les trois rayons b,d,f est alors situé sur une surface réglée passant par les huit points.
Par neuf points donnés quelconques, mener une surface du second ordre.
Mener une surface de seconde classe tangente à neuf plans donnés (fuelconques.
Par huit des pointsdonnés nous menons deux surfaces réglées F' etF^" et nous cherchons ensuite la surface F^' du faisceau déterjiùné par F- et Fj^ qui passe par le neuvième point. Nous veirons plus loin (II, pages 175-170) comment on peut construire très simplement cette surface F''
Par neuf points quelconques donnés, on peut mener une surface du second ordre et, en qéué-
Par neuf plans quelconques donnés, (m peut faire passer une (jerhc de pltDis du second ordre et
rai, on ne peut en mener (ju'' une seule.
en général on nen peut faire passer qu^une seule.
En eflet, s'il passe plusieurs surfaces du second ordre par les neuf points, ceux-ci sont situés sur une courbe gauche du quatrième ordre suivant laquelle se coupent deux quelconques de ces surfaces et qui peut aussi se décomposer en lignes d'ordre moins élevé. II convient aussi de remarquer que la sinface peut se décoiuposer en deux plans pour des positions particulières des neuf points, par exemple, quand six d'entre eux sont situés dans un même plan.
VINGTIEME LEÇON
Projectivité des faisceaux ponctuels de surfaces Fet des faisceaux de coniques.
Dans la dernière leçon et à la fin de la quatorzième, nous sommes arrivés à des faisceaux de surfaces du second oi'di-e qui, entre autres propriétés, possèdent les suivantes :
Les j}] ans polaires (Vun point quelconque P par rapport à tontes les surfaces du faisceau forment un faisceau de plans du premier ordre . Dans le cas seulement oii P est un point principal du faisceau de sm^faces, tous ses plans polaires se confondent .
Nous prenons ce théorème comme point de départ d'une théorie des faisceaux ponctuels de F". La loi de réciprocité nous jiermetlra d'étendre immédiatement tous les théorèmes que nous trouverons aux faisceaux tangentiels de surfaces de seconde classe, dont nous étudierons du reste un cas particulie)' dans la vingt-troisième leçon. Dans la leçon |)récédente, nous avons déduit des théorèmes ci-dessus mentionnés (jue, par chaque point de l'espace n'ajipartenaiil, ])as aux surfaces du faisceau, il ne passe qu'une seule de ces surfaces.
Nous dirons maintenant que deux points sont conjugués par rapport au faisceau ponctuel de F-, quand chacun d'eux est situé sur tous les plans polaires de l'autre. Le théorème ci-dessus peut donc aussi dans un certain sens être énoncé comme il suit :
Deux points sont conjugués par rappoii à un faisceau ponctuel de F^, quand ils sont conjugués par rapport à deux surfaces de ce faisceau .
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Un point P de l'espace a donc pour conjugués tous les points d'une tlioite p qu'on peut construii^e à l'aide de deux surfaces quelconques F^ et F,^ du faisceau ; car les plans polaires du point P par rapport aux deux surfaces F^ el F^^ se coupent suivant/?. Si maintenant P décrit une droite <y, ses deux plans polaires par rapport à F^ et F,'^ décrivent deux faisceaux de plans projectifs à r/ et la droite p conjuguée à P décrit elle-même une surface conique du second ordre ou un système réglé, suivant que les axes des deux faisceaux de plans se coupent ou ne se rencontrent pas. 11 résulte de là que :
le.s cb'oites, conjiicjiices aux pointai iVune droite quelcoiupie g par rapport à un faisceau de F~, constituent une surface conicpie du second ordre ou un système réglé projectif à g. Dans le premier cas, les jwlaires de ^ par rapjjort aux surfaces du faisceau sont situées sur la surface coni(/ue du second ordre ; dans le second cas, elles sont les directrices du système réglé. Au lieu de la surface conique du second ordre, nous n'avons plus que deux plans, quand g contient un point principal du faisceau de surfaces.
La droite g peut être considérée comme la droite c{ui réunit deux points quelconques P et 0 de l'espace, auxquels sont conjuguées deux droites p et q. D'après le théorème précédent, la polaire de g par rapport à une surface quelconque F' du faisceau est située sur une surface conique du second ordre passant par p et g, ou sur un système réglé dont p et p sont deux directrices ; de plus, la polaire de g sera projetée de p et q par deux plans qui sont les plans polaires de P et Q par rapport à la surface F'. Or comme une surface conique est projetée de deux de ses rayons et un système réglé de deux de ses directrices suivant des faisceaux projectifs de plans, on voit que :
Jjcs deux faisceaux de plans p p/ q. formés par les plans polaires de deux points quelconques P et (>, sont projectifs, si Von fait correspondre deux à deux les plans qui sont les plans polaires de P et Q par rapport à une seule et même surface F- du faisceau.
Les plans polaires de quatre points arbitraires forment quatre faisceaux projectifs de plans et il existe en général (II, page 105) au ])lus quati'e points où se coupent quatre à quatre les plans homologues de ces faisceaux. Nous déduisons de là (voir aussi II, page 165) que
Le faisceau ponctuel de F'- renferme en général tout au plus quatre surfaces coniques du second ordre.
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En ellel, les plans polaires des quatre i)oiiils par rapport à une surface conique se coupent au sommet de celte dernière.
L'avant-dei'nier théorème sert de base à la définition suivante :
Quatre surfaces du faisceau ponctuel de F' sont dites harmoniques, quand les quatre plans polaires d'un même point, et par suite de tout point arbitraire, par rapport à ces surfaces^ forment un faisceau harmonique de plans.
Nous exceptons tout naturellement ici les points piincijiaux du faisceau, parce que leurs plans ])olaires coïncident. .\ous pouvons de plus appliquer aux faisceaux ponctuels de F- la définition générale de la ])rojectivité (II, pages 51 et 129) et par suite les rapporter projectivement à des formes élémentaires quelconques. Par exemple, faisons correspondre chaque surface F' du faisceau au plan qui est le plan polaire d'un point arbitraire P par rapport àF^, le faisceau de surfaces sera rapporté projectivement au faisceau de plans ; et au moyen de ce faisceau de plans, nous pourrons rapporter projectivement le faisceau de surfaces à une autre forme élémentaire quelconque. Par exemple, on voit innnédiatement ainsi que
Les polaires dhine droite g par rapport au faisceau de surfaces forment une surface conique du second ordre ou un systèine réglé projectif au faisceau.
La surface réglée du second ordre, sur laquelle ces polaires sont situées, a au plus huit points communs (II, page 100) avec la courbe d'intersection là de deux courbes quelconques du faisceau. Chacun de ces points est le point de contact d'un i)lan tangent qu'on peut mener par g à k'". Une droite quelconque rencontre donc au plus huit tangentes de la courbe gauche k'' du f{uatrième ordre.
Nous construirons le ])ôle d'un plan quelconque ])ar rapport au faisceau de surfaces, en choisissant arbitrairement dans ce plan les sommets P,Q,R d'un triangle et en cherchant le point de rencontre de leurs plans polaires par l'apporl ;'i chacune des surfaces du faisceau .
Les trois faisceaux de plans, formés i)ar ces ])lans jiolaires sont projectifs au faisceau de surfaces et ])rojectifs enti'c eux. Donc :
Les pôles d'un plan quelconque par l'apport aux surfaces d'un faisceau ponctuel de F' forment en géticraUine coiirbe gauche du troisième ordre projertive au faisceau .Lespoints du plan sont conjuguésaux cordes de la courbe {11, pages 105-104). Le ])l<tn est tangent à trois surfaces
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du fdîsccau au plus ; les points de contact sont situes sur la courbe (jauclie.
\ous aurivoiis encore au même ivsiihal, en délerminanl le> plans polaires de elia([L!e [)oinL du plan par rappoct à dv\\\ sni'l'aces ((iielcon- (jues du faisceau. Nous obtenons ainsi deux gerbes collinéaires (|ui engendrent la courbe gauche du troisième ordre et son système de cordes. Le cas où le plan passe par un point principal du faisceau constitue une exception au théorème. Soit R ce point principal et p son ])lan polaire par rapport à toutes les surfaces du faisceau. Les deux faisceaux tles j)lans polaires de P et Q engendrent alors une surface réglée ou conique du second ordre projective au faisceau de surfaces et qui a en commun avec p tous les jxMes du plan donné ; donc
Les pôles d'un plan passant par Vuu des points principaux du faisceau de surfaces constituent une conicjuc projective a ce faisceau.
11 se produit encore un cas d'exception facile à reconnaître quand le plan contient deux points principaux, ou quand il est lui-même un plan })rincipal du faisceau.
Les théorèmes précédents nous ont déjà conduits dans la dernière leçon à cette conclusion ([ue tout plan est tangent au moins à une surface et au plus à trois. Si le plan donné est situé à l'infini, ses pôles coïncident avec les centres des surfaces du second ordre ; ou autrement dit
Les centres de toutes les surfaces d'un faisceau ponctuel de ¥' sont situes sur une courbe gauche du troisième ordre ou sur une conique suivant que le faisceau n'a pas de point principal à l'infini ou qu'il eu a un. Donc, en général, le faisceau ponctuel de F- contient au plus trois paraboloïdes et au moins un..
L'intersection d'un faisceau ponctuel de F" ])ar un plan quelconque est appelée un /aisceaw de coniques. Partout j)oint du plan, non situé sur toutes les coniques de ce faisceau, il ne passe qu'une seule de ces courbes ; et deux points, qui sont conjugués par rapport à deux coniques quelcon(jues du faisceau, sont conjuguées par rapport à toutes les coniques de ce faisceau (II, page 170). Les théorèmes (II, page 171) subsistent également :
Les points qui sont conjugués aux points d'une droite g par rapport à un faisceau de coniques, forment en général une courbe du second, ordre, projective à g et qui passe aussi par les pôles de g par rapport aux coni(jues du fiisccau. Les polaires de deux poinis quelconques
f* el Q du plan prises par rajipori à ces coniques, fornienl deux faisceaux de rayons du premier ordre ; dans ces derniers, les polaires de P et (J par nippoii à une même coiiique sont deux rayons correspondants.
Si donc un doiiiie LioLs coniques quelconques du faisceau, la projectivité des faisceaux de rayons, formés par les polaires de points quelconques du |)hni. se li"Ou\e coni})Iéteint'iil délerjniuéeel Ion peut construire linéairenienl la polaire de tout point du plan par rapport à uniconique ((uelcoïKjue du faisceau, du moment (pi'on connaît la [)olaire d'un point arbitraire par rapport à cette courbe. Il résulte de là ([ue le faisceau est entièment déterminé par trois de ses coniques.
Mais nous pouvons montrer actuellement que le faisceau de coni- (|ues est défini par deux de ses courbes. Par un point P convenablement choisi dans le plan, on peut faire passer une infinité de droites (jui ne coupent aucune des deux coniques, ou qui en rencontrent une, ou bien qui le coupent toutes les fleux en des points réels ; et dans ce dernier cas, on peut sarrnnger pour que l'un des couples de points d'intersection ne soit pas séparé par Fautre. Sur chacune des droites &• du plan ainsi menées parP, il existe (I, page 181) deux points réels M et N qui sont conjugués par ra]3])ort aux deux coniques et conséquemment aussi par rapport au faisceau de coniques; le point où s est coupée pour la seconde fois par la conique du faisceau qui passe par P, est donc complètement déterminé, puisqu'il est harmoniquement séparé de P par M et N. Il découle de là ([ue la conique du faisceau qui passe par P. et par suite le faisceau tout entier lui-même, se trouve déterminé. Ou autrement dit :
iJeti.i: faisceaux de coniques sont identiques, quand ils ont en commun deux coniques quelconques. Si deu.r surfaces quelconques d'nn faisceau ponctuel de F' passent jxir deux coniques d'un faisceau de coniques, ce dernier est une section du faisceau ponctuel de F^.
Deux coniques choisies arbitrairement dans le plan déterminent un faisceau de coniques, qui passe par elles; ce faisceau est une section de tout faisceau ponctuel de F-, dont deux surfaces passent par les deux coniques.
Un faisceau de coniques dont les courbes ont un point réel connnun l peut par exemple être considéré comme une section d'un faisceau ponctuel de F-, dont les surfaces se coupent suivant une droite et une courbe gauche du troisième ordre. En eilel, si l'on mène par l une droite a non
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située dans le plan du faisceau et si on la réunit à deux coniques quelconques du faisceau par deux surfaces du second ordre, ({ui se coupent suivant «, ces dernières ont encore en commun une courbe gauche du troisièjue ordre k'^, dont a est une corde ; et le faisceau de coniques est une section tlu faisceau })onctuel de F' qui passe para et /c''. Mais nous avons déjà démontré (II, page 154) pour la section dun pareil faisceau de F" le théorème suivant :
Une droite, qui ne passe jxir aucun point commun aux coniques d'un faisceau de coniques, coupe ce faisceau suivant une jmnctuelle involutive telle que deux points conjugués de cette ponctuelle sont situés sur une seule et même conique du faisceau.
D'après ce qui précède, le théorème a lieu pour tout faisceau de coniques dont les courbes ont un point réel commun et il a d'ailleurs lieu aussi pour tout autre faisceau de coniques. En effet, si deux coniques d'un faisceau ne se coupent ou ne se touchent en aucun point réel, il n'y a aucune droite du plan les coupant suivant des couples de points (|ui se séparent mutuellement; il existe donc sur chaque droite deux points M, j\ qui sont conjugués par rapport à ces deux coniques et conséquemment par rapport à toutes les coniques du faisceau ; ces deux points M et N sont les points doubles de la ponctuelle involutive suivant laquelle le faisceau de coniques est rencontré par la droite.
Connue un faisceau ponctuel de F^ a toujours un faisceau de coniques en commun avec un plan, il résulte du théorème précédent que :
Un faisceau ponctuel de F'^ est coupé suivant une ponctuelle involutive par une droite qui ne passe par aucun des points communs d ses surfaces; il y a au plus deux surfaces du faisceau tangentes à la droite et les points de contact sont les points doubles de la ponctuelle.
Cette j)ropriété du faisceau ponctuel de F^ nous donne une solution très simple d'un problème déjà posé précédemment (II, page 168) :
Construire la surface du second ordre qui fait paitie d' un faisceau ponctuel de F', déterminé par deux de ses surfaces, F^ et F^', et qui passe par un point P choisi arbitrairement.
Par le point P menons des droites qui rencontrent chacune des surfaces F" et F^" en deux points réels. Chacune de ces droites est coupée par le faisceau ponctuel de F^ suivant une ponctuelle involutive, entièrement déterminée par ces deux couples de points d'intersection; la surface cherchée passe par le point qui est conjugué à P
dans cette ponctuelle. — La construction n'est pas toujours directement applicable quand les deux surfaces F" et F^' se pénètrent mutuellement. Dans ce cas, nous construirons suivant la méthode indicpiée, une troisième surface F', du faisceau, intérieure à F'; nous pour ion s alors mener par J^ une infinité de sécantes à F' à F/ et la construction donnée nous conduira à la solution cherchée. On peut s'en servir dans ce problème : P«r neuf points donnés faire passe)- une surface du second ordre, dont la solution a été donnée à la fin de la précédente leçon.
Quatre coniques d'un faisceau de coniques sont dites harmoniques, quand elles sont situées sur ([uatre surfaces harmoniques d'un faisceau ponctuel de F'. Les polaires d'un point quelconque du plan par rapport à quatre coniques harmoniques forment un faisceau harmonique de rayons, quand ])ar exception elles ne se confondent pas. Il existe en général dans le plan d'un faisceau un ])oint au moins et trois points au plus pour lesquels les différentes polaires coïncident ; en effet, comme les droites conjuguées aux points d'un plan par rapport au faisceau ponctuel de F" se composent en général des cordes d'une courbe gauche du troisième ordre, un plan quelconque en renferme au moins une et au plus trois.
Nous pouvons rapporter projectivement le faisceau de coniques à une forme élémentaire quelconque de manière que quatre coniques harmoniques du faisceau correspondent àquatre éléments harmoniquesde laforine en question. Par exemple, faisons correspondre chaque conif[ue k' du faisceau à la droite qui est la polaire par rapport à k- d'un point c[uelconcfue du plan ; le faisceau de rayons formé par les polaires sera rapporté projectivement au faisceau de coni(|ues, et à l'aide d'un faisceau de rayons de ce genre, nous pourrons rapporter projectivement une autre fonne élémentaire quelconque au faisceau de coniques. Ce dernier est aussi projectif à tout faisceau ponctuel de F-, dont il est une section ; car ([uatre coniques harmoniques ([uelconques du faisceau de coniques ont pour correspondantes les ({uatre surfaces harmoniques du faisceau de surfaces qui passent par elles.
11 peut aussi se produire ici le cas remarquable où chacune des surfaces du second ordre n'est pas coui)é(! i)ar le ])lan du faisceau (\e courbes; en sorte qu'en réalité chaque conique de ce faisceau a pour correspondante une des surfaces du second ordre, tandis que chacune des surfaces n"a pas pour correspondante une coni(|ue. Le;? faisceaux
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de rayons formés des polaires d'un point, arbitraire par rapport aux coniques sont alors incomplets et se composent seulement d'angles ; cependant les relations projectives énoncées ci-dessus subsistent pour ces angles, Les surfaces du second ordre, qui ne sont pas rencontrées par le ]ilan du faisceau de conitpies. déterminent également dans ce plan un système polaire qui, à la vérité, n'a pas de courbe double mais qui, à beaucoup d'égards, remplace complètement une courbe du second ordre. Le cas en question ne peut du reste se produire que lorsque les coni(pies n'ont aucun point réel commun.
Si les surfaces d un faisceau ponctuel de F" ont un point réel IJ coinmun, une droite quelconque g, menée par U et qui n'est contenue sur aucune des surfaces, sera coupée par chacune d'elles en un point diflérent de U et, réciproquement, par chacun des pohits de (j il ne doit ])asser cpi'une seule surface du faisceau. Je dis maintenant que :
Si Von mené un plan tangent à chacune des surfaces du faisceau ponctuel (le F' au point, différent de U, oit la droite g la rencontre^ tous ces pla)is ta)igents forment un faisceau de plans du premier ou du second ordre perspectif à la ponctuelle g.
Chacun de ces plans tangents réunit un point de g avec la droite qui lui est conjuguée. De plus, toutes les droites conjuguées aux points de g forment une surface conique ou un système réglé projectif à g (II , page 171), et le point U est situé sur le rayon de cette forme qui lui est conjugué. Dans le cas de la surface coni([ue du second ordre, le théorème découle d'une proposition démontrée antérieurement (I, page 158). Dans le cas du système réglé, joignons trois points quelconques A, I>, C, de la ponctuelle g aux droites qui leur sont conjuguées par des plans ({ui se coupent en un point S. Le système réglé sera projeté de S par un faisceau de plans du premier ou du second ordre, qui est projectif à la ponctuelle g et qui lui est en même temps perspectif, parce que quatre plans du faisceau passent par les points U, A, B, G de g auxquels ils correspondent (I, page 155).
Chaque plan du faisceau du ])remier ou du second ordre contient aussi la j)olaire de g par rapport à la surface du second ordre qui est tangente au plan. Le faisceau de plans est donc aussi perspectif à la surface conique du second oixlre ou au système réglé formé des polaires de la droite f/ et ])ar suite il est projectif au faisceau ponctuel de F'. Par conséquent, il résulte également de là que la ponctuelle g est aussi rapportée projectivement au faisceau ponctuel de F^, quand on fait corres-
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pondre clKKfue surface au point de (j, dilTérent de U, par lequel elle passe. Par analogie avec les tliéorèmes précédents, nous dirons dans ce cas que la ponctuelle g est perspective au faisceau de surfaces, ou qu'elle en est une section ; nous obtenons ainsi ce théorème :
Toutes les droites, qui contiennent un point commun aux surfaces du second ordre, mais qui n'apparfienncnl à aucune de ces surfaces, sont coupées par le faisceau de surfaces suivant des ponctuelles projeclives', ces ponctuelles sont aussi projectives à ce faisceau et déplus elles lui sont perspectives.
Nous avions déjà énoncé pi'écédemnient (II, page 154) ce même tliéo renie pour les faisceaux de coniques en ce qu'il a d'essentiel, quoique sous une autre forme. La démonstration se simplifie quand la droite g est contenue dans un plan principal du faisceau de surfaces.
Laprojectivité ({ue l'on peut établir entre les faisceaux de surfaces du second ordre et des formes élémentaires quelconques nous conduit aune quantité de problèmes nouveaux et intéressants. Nous n'énoncerons que ceux qui suivent :
Quel est Vordre de la surface engendrée par un faisceau ponctuel de F^ et par le faisceau de plans du premier ordre qui lui est proiectif?
La surface engendrée contient chaque coni({ue qui est commune à une surface du faisceau ponctuel de F^ et au [)lan f[ui lui correspond ; elle contient donc l'axe du faisceau de |)lans et chacun des points communs aux surfaces du second ordre. Une droite qui coupe Taxe du faisceau de plans a encore, outre ce point d'intersection, deux autres points communs avec la surface, (piand elle n'est pas située tout entière sur elle. Nous allons montrer que la surface a en commun avec une droite quelconque ^9, qui n'est pas tout entière sur elle, au moins un point et au plus trois, et que par conséquent elle est du troisième ordre.
La droite g est coupée par le faisceau de i)lans suivant une |)onctuelle projective à ce faisceau de plans et au faisceau de surfaces. Nous allons démontrer d'abord (fue :
Sî une forme rectiligne '^ est rapportée jji'ojectivenu'nl à un faisceau ponctuel de F' et si Von construit pour chaque point P de g son plan polaire par rapport à la surface t.' qui lui correspond, tous ces plans polaires forment un faisceau de plans du second ordre projectif à g et c'est seulement dans des cas tout à fait particuliers qu'ils se coupent suivant une seule et même d^^oile.
PROJECTIVITÉ DES FAISCEAUX DE SURFACES F
Nous construirons le plan polaire du point P de g par rapport à la surface t:^ qui lui correspond en joignant la polaire de g par rapport à x'^ avec la droite qui est la conjuguée du point P par ra})port au faisceau de surfaces. Mais les points de g ont pour conjugués les rayons d'un système réglé ou d'une surface conique du second ordre projective à g et les polaires de g forment elles-mêmes un second système réglé ou une seconde surface conique du second ordre projective au faisceau de surfaces. Les deux formes de rayons, que nous obtenons ainsi, sont projectives, parce que la forme rectiligne et le faisceau de surfaces sont projectifs et elles engendrent (I, page 138) en général un faisceau de plans du second ordre projectif à g, parce que, dans le premier cas, chacun des système réglés est le système directeur de l'autre et parce que, dans le second cas, les deux surfaces coniques sont situées l'une sur l'autre (II, page 171). Les plans polaires en question qui joignent deux à deux les rayons correspondants ne passent par une seule et même droite que si, dans le dernier cas, les surfaces coniques du second ordre sont en situation involutive. Nous ne nous étendrons pas davantage sur ce point, parce que le second cas ne peut se produire que pour une situation particulière de la droite g.
La ponctuelle g est perspective au faisceau de plans du second ordre ({ue nous venons de trouver, ou bien il y a au moins un des points de g et au plus trois qui sont situés dans les plans corresi)ondants du faisceau (I, page 154) ^ Chacun de ces points est conjugué à lui-même par rapport à la surface qui lui correspond dans le faisceau ponctuel de F-; autrement dit :
Quand nne forme rectiligne g est rapportée projcctiveuient à un faisceau ponctuel de F^, il y a au plus trois points et au moins un point de g qui sont silurs sur les surfaces du second ordre qui leur correspondent, à moins que la forme )-ectilignc ne soit perspective au faisceau de surfaces.
La solution du problème posé plus haut peut s'énoncer sous la forme du théorème suivant :
Un faisceau de surfaces du second ordre engendre avec un faisceau
\. Si deux surfaces coniques du second ordre en involution correspondent â la droite g nous arriverons au même résultat de la manière suivante. De l'axe d'involution des surfaces coniques nous projetterons la ponctuelle g suivant un faisceau de plans. Ce dernier est projectif aux surfaces coniques et par conséquent au moins un et au plus trois de ses plans passant par les rayons correspondants des surfaces.
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de plans du premier ordre, qui lui est projecliJ\ tin e surface du troisième qui a au moins un point et au plus trois points communs avec toute droite qui n'est pas située sur elle. Cette surface du troisième ordre passe par tous les jioints commuas aux siu'faces du second ordre et par l'axer du faisceau de j)lans. Les plans de ce faisceau la coupent suivant des coniques, qui déterminent elles-mêmes sur Taxe a une ponctuelle involulive.
Si le faisceau de ])laiis se compose tles })laiis polaires (i"iii) point quelconque par rappoit aux surfaces du second ordre du faisceau, on en déduit que :
Les points de contact de toutes les tangentes que Von peut mener d'un point quelconque aux surfaces d'un faisceau ponctuel de F^^ sont situés sur une surface du troisième ordre. Cette surface jxisse jxir le point en question, par la droite a (pui lui est conjuguée, et elle a oi commun avec tout ])lan mené par a soit cette droite seule, soit celle droite et une conique ; elle passe en outre par tous les points communs aux surfaces du second ordre.
VINGT ET UNIÈMR LEÇON
Axes des coniques situées sur une surface du second ordre. Normales de la surface du second ordre.
Nous allons faire une nouvelle application des théorèmes de la dixhuitième leçon relatifs au complexe tétraédral de rayons, en montrant f(ue les normales d'une surface du second ordre et les axes de toutes les coniques contenues sur la surface constituent un complexe de ce genre. Nous verrons ainsi que les théorèmes les plus importants que Ton connaît jusf[u'ici sur ces normales et ces axes se relient très simplement les uns aux autres. Nous n'excluons dès à présent de notre étude que le cas où la surface donnée du second ordre est une surface cylindi'ique.
La polaire d'une noi'inale à la suiface du second ordre, c'est-à-dire d'une droite ])erpendiculaire à un plan tangent à la surface en son point de contact, est située dans ce plan tangent et conséquemmentest perpendiculaire à la normale. Si donc nous cherchons toutes les droites de l'espace qui sont perpendiculaires à leurs polaires, les normales à la surface du second ordre seront comprises parmi elles. A ces droites apparlieiment aussi les axes de toutes les coniques situées sur la surface ; en elfet, un pareil axe est conjugué à toutes les droites qu'on peut lui mener normalement dans le plan de la conique; et connue le point à 1 infini par lequel passent ces droites doit aussi être situé sur la polaire de l'axe (II. page 44), cette polaire est encore perpendiculaire à l'axe, sans cependant le couper. Réciproquement, toute droite de l'espace, qui est normale à sa polaire, est l'axe d'une conic[ue de la surface du second
ordre ou bien encore d'un système polaire plan qui fait partie? du système polaire de l'espace déterminé pai- la surface ; le plan de ce système polaire passe par la droite et est parallèle à sa polaire. Si la droite est coupée par sa polaii-e, toutes deux sont situées dans un plan tangent à la surface du second degré et leur point d'intersection coïncide avec le point de contact; la conique, dont elles peuvent être considérées comme les axes, se réduit au point de contact, ou encore à une ou à deux droites de la surface du second ordre.
Les trois axes principaux de toute surface conique du second ordre, circonscrite à la surface donnée du second ordre, font également partie des droites que nous considérons ici. En effet, ces trois axes principaux se coupant à angle droit et étant conjugués deux à deux, la polaire de chacun d'eux est située dans le plan des deux auti'es et est perpendiculaire à l'axe auquel elle correspond.
Toute droite, qui est normale k sa polaire, peut être considérée comme un axe principal d'un pareil cône circonscrit ou encore d'une gerbe polaire, qui appartient au système polaire de l'espace déterminé par la surface du second ordre ; cette droite est coupée au centre du cône ou de la gerbe par un plan qui lui est perpendiculaire et qui passe par sa polaire.
En raison de ce c[ui précède, nous dirons que toute droite de l'espace f[ui est normale à sa polaire est un axe de la surface du second ordre; nous pouvons résumer ce qui précède de la manière suivante :
Les axes de toutes les coniques situées sur la surface du second ordre, les axes principaux de toutes les surfaces coniques qui lui sont circonscrites et toutes les normales à la surface du second ordre sont des axes de cette surface, c est-à-dire sont perpendiculaires à leurs polaires respectives. Réciproquement, tout axe de la surface est à la fois un axe d'un système polaire plan et d'une qerhe polaire qui appartiennent tous deux au système jmlaire déterminé par la sut face du second ordre. Les axes de la surface sont conjugués deux à deux dans ce système polaire.
Une surface du second ordre, qui n'est pas de révolution, a trois plans de symétrie; qui se coupent normalement suivant les axes principaux (II, pages 49 et 51) et un centre ; ou bien, elle n'a que deux plans de symétrie, qui se coupent normalement suivant un axe et c'est un paraboloïde qui n'a pas de centre. Gomme les droites, perpendiculaires à un plan de symétrie, sont en même temj^s perpendiculaires à
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leurs polaires, puisque ces dernières sont situées dans le plan de symétrie, il s'ensuit que :
Toute droite, qui est située clans un plan de syméirie ou qui lui est perpendiculaire, est un axe delà surface du second ordre.
Un diamètre quelconque de la surface du second ordre n'est pas en général perpendiculaire au plan qui lui est conjugué ; cependant, dans chacun de ces plans, il y a des rayons perpendiculaires au diamètre correspondant. Gomme ces rayons sont en même tenq^s conjugués au diamètre, le plan mené par le diamètre parallèlement à ces l'ayons coupe la surface du second ordre suivant une conique dont le diamètre est un axe ; ou bien encore ce plan est le lieu d'un système polaire plan, aux axes duquel le diamètre appartient. Donc :
Tout diamètre de la surface du second or^lre est aussi un de ses axes.
Quand la surface du second ordre a un centre, chacun de ses axes ]:)]'incipaux est perpendiculaire à un plan de symétrie; mais si la surface est un paraboloïde elliptique ou hyperbolique, tous les diamètres sont parallèles à son axe principal. Des deux derniers théorèmes, il résulte donc que :
Toute droite jfarallèle à un axe principal est un axe de la surface du second ordre.
Par tout point P de l'espace, il passe un nombre infini d'axes de la surface du second ordre et l'un d'eux est la droite n qu'on peut amener par 1^ perpendiculairement à son plan polaire t.. Soit n^^ la polaire de n située dans tt et cherchons d'abord tous les autres axes situés dans ce même plan iz. Chacun d'eux est perpendiculaire au plan polaire du point où il est coupé par n^ ; car ce plan polaire, en outre de n, contient aussi la polaire de l'axe, c'est-à-dire deux droites perpendiculaires à cet axe. Nous trouverons donc tous les axes contenus dans t: en abaissant de chaque point de la droite n^ une perpendiculaire sur son plan polaire. Ces plans polaires forment un faisceau n projectif à la ponctuelle n^ ; il en résulte alors que toutes ces perpendiculaires passent par un même point ou enveloppent une parabole. En effet, nous pouvons rapporter projectivement la ponctuelle à l'infini du plan tt au faisceau de plans n de telle sorte que chaque plan du faisceau soit perpendiculaire à la direction sur laquelle est situé le point correspondant à l'infini. Parce moyen la ponctuelle à l'infini est rapportée projectivement à la ponctuelle n^ et elle engendre avec elle le système de perpendiculaires en question.
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Ces dernières enveloppent en gvnéral une courbe du second ordi-e aux tangentes de laquelle appailieinient aussi n^ et la droite à r'mlini; c'est doue une parabole. Les axes (pii passent par le point P sont les polaires des a\os siliiés dans le plan r. et comme ces derniers enveloppent une parabole, les premiers sont situés sur une suiface conique du second ordre. En ayant égard à ce qui précède nous pouvons alors énoncer les théorèmes suivants :
Les axes, qui sont situes clans un plan r. donné, enveloppent une parabole ; cette courbe est tangente aux droites suivant lesquelles r. coupe les plans de symétrie de la surface du second ordre.
Les axes, qui passent par un point P donné, forment une surface conique du second ordre ; cette surface passe par les normales que Ion peut abaisser de P sur les plans de symétrie de la surface du second ordre et par un diamètre de cette surface.
La démonstration de ces théorèmes a fait ])ressentir que la parabole peut aussi se réduire à un point, de sorte qu'à la place de ses tangentes nous aurons dans ce cas un faisceau de rayons du premier ordi'e ; la surface conique P peut aussi se réduire à un faisceau de rayons du premier ordre. C'est ce qui devra arriver, par exemple, pour tout point P et tout plan ■::, ([uand la surface du second ordre est de révolution, parce qu'il existe alors une infinité de plans de symétrie qui se coupent suivant un axe principal //. D'après les théorèmes qui précèdent, dans ce cas, toute droite qui est dans un même plan avec l'axe de révolution h ou qui lui est perpendiculaire, est un axe. Dorénavant nous exclurons les surfaces de révolution de nos considérations.
Sur un axe quelconque, qui n'est ni un diamèli'e de la sui'faci' du second ordie, ni une perpendiculaire à un plan de symétrie, prenons deux points propres M et N qui ne soient pas situés dans des plans de symétrie. Les deux cônes d'axes, qui ont leui's sommets en M et N, se coupent suivant la droite MN et suivant une courbe gauche /•;'' du troisième ordre. Cette coui'be //' a trois points à rinfmi, (pii sont les pôles des plans de symétrie ou les points à Tinlini des axes ])rincipaux ; en effet, les droites, issues de M et i\, (pii sont perpendiculaires aux plans de symétrie ou bien encore parallèles aux a;ies principaux, sont également des axes et se coupent deux à deux en ces trois ])oiiifs à l'infini. Quand la surface a un centre, ce point est aussi situé sur la courbe gauclic (In troisième ordre. L'u troisième cône d'axes quelcon([ue, dont le sonnnet 0 est situé sui' la courbe /.;"' doit passer par cette couj'be,
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parce qu'il contient, les cinq axes qui joignent 0 à M, à N et aux trois points de la courbe situés à l'infini. Donc :
II y a une infinité de courbes gauches du troisième ordre, dont lex tangentes et les cordes se coni])nsenl uniquement dUvxes de la surface du second ordre.
Toutes ces courbes ont en commun trois points à f infini (les pôles des plans de symétrie et les points à Vinfini des ares principaux) et le centre de la surface du second ordre, quand celle-ci oi a un.
Etant données deux de ces courbes gauches du troisième oixlre, et par suite aussi une infinité de cônes d'axes ne passant pas tous par une seule et même courbe gauche, les cônes d'axes engendrent une infinité d'autres courbes gauches du même genre. Ces dernières déterminent dnns un plan arbitraire une infinité d'axes, et par consé({uent aussi le faisceau du second ordre que constituent tous les axes contenus dans le plan ; tous les axes de la surface du second ordre sont donc complètement déterminés par ces deux courbes gauches du troisième ordre. Si les deux courbes sont situées sur un seul et même cône d'axes, on peut les regarder comme des courbes doubles d'un complexe de rayons engendi'é par deux systèmes collinéaires de l'espace. Mais d'après ce qui précède, ce complexe doit contenir tous les axes de la surface du second ordre et se compose de ces axes. Donc :
Les axes d'une surface du second ordre constituent un complexe de rayons qnï peut aussi être engendré par deux systèmes collinéaires de r espace. Si la surface a un centre, ce point et les trois points ii Vinfini sur les axes principaux forment le tétraèdre princip(d du complexe; si au contraire la surface du second ordre est un paraholoïde, le complexe de r((yons na que trois points principaux {qui sont les pôles à Vinfini des deux plans de symétrie et le point à Vinfini de Vaxe principal) et trois plans principaux [qui sont les plans de symétrie et le plan à Vinfini).
Les théorèmes de la dix-huitième leçon sui- le complexe de rayons du second ordre s'appliquent donc aussi au complexe des axes d'une surface du second ordre ; par exemple, ce théorème que les rayons du complexe qui ])assent par un point P ou sont situés dans un plan t: ne constituent deux faisceaux de rayons du premier ordre que si P est situé dans un plan principal ou si t: passe par un point ])rincipal.
Cependant, en raison de leur importance, nous allons démontrer encore une fois et directement les différents cas de ce théorème pour le ('omplexe des axes d'une surface du second ordre.
Les axes qui soit conloms dans un plan diamclral de la snrfacedu second ordre forment un faisceau de diamètres et un faisceau de rayons parallèles ; et, réciproquement , tous les axes (/là ont une direction donnée sont situés dans un plaît diamétral de la surface du second ordre.
Supposons en edet que- soil un pl;in tliam(''lral. son pôle W est situé à l'infini sur la (lii'ccilon de la corde conjuguée à -. Les parallèles, que Ton peut tracer dans :: normalement à cette direction, sont des axes de la surface du second ordre et il en est de même pour leurs polaires qui passent pai- P et qui sont situées dans un deuxième plan diamétral. On voit, en passant, que :
Les axes qui passent par deux points arbitrairement choisis sur un diamètre, sont deux à deux parallèles; les deux surfaces coniques sur lesquelles ils se trouvent sont tanqentes suivant ce diamètre et passent par la même conique à l'infini.
Les paraboles, qui sont enveloppées par fous les axes situés dans des plans parallèles, sont des sections d^une surface conique ou cylindrique., dont les rayons se composent de diamètres de la surface donnée du second ordre.
Quand un point P est situé dans un plan de symétrie y ^^ la, surface du second ordre, tout rayon mené par P dans y est un axe de la surface ; la surface conique sur laquelle se trouvent tous les axes passant par P se décompose donc en deux faisceaux de rayons. L'un d'eux est contenu dans y, l'autre passe par l'axe qui est normal en P au plan de symétrie y. Donc :
Les axes passant par un point quelconque d'un plan de symétrie y constituent deux faisceaux de rayons ; fun d'eux est contenu doits \'et Vautre dans un plan normal à y.
On déduit de ce. théorème que :
Si la droite \\ est perpendiculaire au plan de symétrie ^i, les axes qui sont coupés par n forment des surfaces coniques du second ordre dont les sommets sont situés sur n et qui ont en commun avec y ujw seule et même hyperbole équilatère.
En effet, une quelconque de ces surfaces coniques a en commun avec y une hyperbole qui passe par le point d'intersection de n et de y et par le centre de la surface du second ordre, quand celle-ci en a un. et dont les asymptotes sont l'une parallèle, l'autre perpendiculaire à un ]ilan de symétrie différent de y. D'après le théorème précédent, loute
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droite ffiii unit un point de l'hyperbole à un point de la droite est également un axe de la surface du second ordre. On en déduit aussi ce théorème :
Les axes ,qni co upent vn plan de symétrie y suivant une droite g située dans ce plan , sont tangents à un cylindre praboliqne perpcndicu- Jaire à y; ou bien quand g est normale à un second plan de symétrie Yj, elles coupent une droite gj contenue dans ^(^ et perpendiculaire à y.
Dans le dernier cas, toutes les droites qui coupent g et g^ appartiennent au complexe des axes. Si des points où un axe quelconque a de la surface du second ordre coupe les deux plans de symétrie y et yj on abaisse des perpendicaires sur Taxe principal yy^ on obtient deux droites correspondantes g et g^. Si l'axe a décrit dans un plan diamétral un faisceau d'axes parallèles, ces deux perpendiculaires décrivent deux faisceaux de rayons parallèles projectifs dans y et y^ ; les distances des droites g et g^ au centre de la surface sont entre elles dans un rapport constant ; quand il n'y a pas de centre, g et f/^ sont à une distance conslante l'une de l'autre. Donc :
Si des points oit chacun des axes d'une surface du second ordre est coupé par deux plans de symétrie y et yj, on abaisse des perpendiculaires sur Vaxe principal yy^ par lequel passent y et y^, dans le cas de l'ellipsoïde ou de Vhyperboloïde le rapport des distances de ces deux perpendiculaires au centre de la surface est constant ; dans le cas de paraboloïde, ces deux perpendiculaires déterminent sur Vaxc principal yyi un segment de longueur constante.
Ce théorème et cet autre précédemment démontré que les rayons d'un complexe tétraédral sont coupés par les faces du tétraèdre })rincicipal (ici ce sont les plans de symétrie et le plan à l'infini) suivant des ponctuelles projectives, nous donnent la proposition suivante :
Les segments déterminés sur les axes d'un ellipsoïde, d'unhypoboloïde ou d'un cône du second ordre par les trois plans de symétrie de la surface., sont entre eux dans un rapport constant.
Étant donnés les trois plans de symétrie et un axe quelconque a d'une surface du second ordre, on peut facilement construire tous les autres axes de la surface. Pour cela, nous cherchons les points d'intersection de a avec deux plans de symétrie y et y, et de ces points nous abaissons deux perpendiculaires g et </j sur l'axe principal yy^ ; toutes les droites qui coupent g et g^ appartiennent aux axes de la surface.
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Un plan diamétral quelconque 3 contient toujours un de ces axes qui coupent les droites g et g^ : parmi les autres axes contenus dans o, les uns sont parallèles à cet axe, les autres tbi'ment ini faisceau de diamètres et par suite peuvent tous se construire. Or, comme chaque axe de la surface est situé dans un certain })lan diamétral, on pourra toujours arriver aie construire de cette manièi'e. Donc :
Le complexe des axes (Vnnc mirface du second ordre esl complèlei}ie)it déterminé, quand on donne les plans de si/méh'ie de la surface et un axe quelconque a, qui u'esl co})lanaire avec aucun des axes principaux.
Nous pouvons aller plus loin et démontrer maintenant le théorème im])ortant qui suit :
Etant donné un complexe d'axes, on peut construire une infinité de surfaces du second ordre, qui s'y rapportent; autrement dit, il existe une infinité de surfaces du second ordre qui ont les mômes axes qu^une surface donnée.
Supposons le complexe d'axes défnii ])ar les plans de symétrie et un axe a pris arbitrairement, comme dans le théorème précédent. iNous menons par un point quelconque S de a un plan a perpendiculaire à a et nous construisons une surface du second ordre qui ait pour ])lans de symétrie les plans donnés et qui soit tangente à 7 au point S. La droite a étant une normale à cette surface, elle fait partie des axes de la suiface de même que tout autre rayon du complexe d'axes donné. Gomme le point S est pris sur a d'une manière tout à fait arbitraire et comme, pour cette construction, nous pouvons nous servir d'un autre axe quelconque du complexe, le théorème sera démontré du moment que nous aurons prouvé qu'il est possible de construire la surface en question.
S'il existe trois plans de symétrie, ils forment avec le plan à Finlini un tétraèdre polaire de la surface cherchée ; et cette dernière se ti'ouve complèteuicnt déterminée connue surface double du système polaire de res|)ace dans lequel, outre ce tétraèdre polaire, on donne encore le ])ùle S du plan a (H, page 7(S). La surface du second ordre passe par les huit sommets du ])arallélipi|)ède rectangle dont les faces sont parallèles aux plans de symétrie tle la surface, dont les diagonales sont divisées en deux parties égales ])ar le centre M de cette surface et dont le ):)oint S est un sonmiet. Les trois faces du parallélipipède qui passent par S cuu- ])ent la surface suivant des courbes du second ordre dont on connaît (|uatre points et la tangente à l'un dVn\ S, ([ui est située dans le
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plan c. Ces courbes sont donc coinplèteinent déterminées et elles permettent de construire la conique commune à la surface et à un plan quelconque.
S'il n'y a que deux jilans de symétrie et un axe principal, la surface cherchée est un paraboloïde elliptique ou hypei-bolique. (Ihacun des deux plans que Ton peut mener j)ar S parallèlement aux plans de symétrie coupe alors la surface suivant une parabole, dont Taxe est situé dans le second plan de syméti'ie et dont on connaît de plus le point S et sa tangente cpi est située dans a. On peut donc construire chacune de ces paraboles. Nous déterminons de plus un point Sj de telle sorte que la droite SSj soit perpendiculaire à Taxe principal et bissectée par lui ; le point Sj se trouve aussi sur la surface cherchée. Par Sj et par les deux paraboles qui se coupent en S et au ])oint à l'infini sur l'axe principal, on ne peut faire })asser qu'une seule surface du second ordre (II, page 50). Cette surface satisfait à toutes les conditions et c'est un paraboloïde, puisqu'elle est tangente au plan à l'infini au point où l'axe principal le rencontre.
Par tout point S de l'espace, il passe une infinité de surfaces du second ordre qui ont en commun un complexe d'axes donné. En eflet, chacun des axes passant par S est normal en S à l'une de ces surfaces, et, connue nous le savons, ces axes forment une surface conique du second ordre. Les plans tangents à toutes ces surfaces au point S envelo])pent d'après cela une suiface conique du second ordre.
Les pôles d'un plan quelconque s, par rapport à toutes les surfaces du second ordre qui onl en commun un complexe d'axes donne, sont situés dans un plan diamélral perpendiculaire à c. Les surfaces sotit coupées pa)' le jdan i suivant des courbes du second ordre dont les axes enveloppent une parabole et dont les centres sont situés sur une droite, la directrice de la parabole.
En effet, toute perpendiculaire abaissée sur le plan s de Pun de ses pôles est un axe des surfaces du second ordre ; et comme toutes ces perpendiculaires sont parallèles entre elles, elles sont situées dans un même plan diamétral (II, page 180). Ce plan est conjugué à e par rapport à toutes ces surfaces du second oi'di'e et par conséquent sa droite d'intersection avec £ est le lieu des centres de toutes les coniques communes à £ et aux surfaces du second ordre. Comme les axes de toutes ces coniques se coupent rectangulai rement en leurs centres et que de plus ils sont langenis à une pai'abole (II, page 181), la dernière partie du
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tliéorèine découle iiiimédialeiiiciiL aussi de la propriélé de la parabole (I, page 165) :
Deux tangentes à la parabole sont perpendiculaires Vune à Vautre, (juand leur point d'intersection est situe sur la directrice.
VINGT-UIÎUXIEME LEÇON.
Surfaces du second ordre, semblables, concentriques et semblablement placées. — Normales à ces surfaces.
Nous allons maintenant considérer quelques groupes simples de surfaces du second ordre auxquelles appartient un complexe d'axes donné. Nous énoncerons d'abord le théorème suivant :
Les plans de symétrie cVune surface du second ordre et un diamètre conjugué à un plan quelconque e, qui n'est ni parallèle ni perpendiculaire à Vun quelconque des axes principaux, déterminent le complexe des axes de la surface ainsi que le centre et les axes de toute conique située sur cette surface.
Le pôle du plan e est situé sur le diamètre qui lui est conjugué; et connue la perpendiculaire que l'on peut abaisser de ce pôle sur s est un axe de la surface, toute droite perpendiculaire à s et coupant ce diamètre doit être (II, page 186) un axe. Le complexe des axes se trouve complètement déterminé de la sorte (II, page 188). Les centres de toutes les courbes, suivant lesquelles la surface du second ordi-e est coupée par des plans parallèles, sont situés sur un même diamètre conjugué aux plans. Pour démontrer la dernière partie du théorème, il nous suffit donc de prouver que le diamètre conjugué à tout plan passant par un plan donné P est déterminé sans ambiguïté ; car les deux axes d'un plan, qui se coupent sur le diamètre conjugué à ce plan, sont en même temps les axes de la conique, située sur la surface du second
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ordre et clans ce plan ; et comme ce sont des rayons du complexe d'axes, ils sont connus.
CIkuhjc axe principal de la surface du second ordre est conjugué au plan passant par P, qui est perpendiculaire k cet axe ; et tout plan mené par P parallèlement à un plan de symétrie est conjugué au diamètre normal à ce plan de symétrie (dans le cas du paraboloïde, ce diamètre est situé à Tinfini dans Taiili'e plan de symétrie). Nous coimaissons aussi le diamètre conjugué au plan mené par P parallèlement à e ; par conséquent, nous avons les diamètres conjugués à quatre plans passant par P, dont trois quelconques ne se coupent pas suivant une seule et même droite. Or, comme on le sait, la gerbe de plans P se trouve rapportée réciproquement à la gerbe de diamètres, lorsqu'on rapporte chaque plan de P au diamètre qui lui est conjugué ; et comme nous connaissons déjà les diamètres conjugués à quatre plans passant par P, la réciprocité des deux gerbes se trouve complètement établie. On peut trouver effectivement le diamètre conjugué à un plan passant par P, au moyen d'une construction linéaire, et le théorème est démontré.
Soient a et a^ deux axes parallèles du complexe et supposons qu'ils soient respectivement coupés en A et K^ par un diamètre quelconque. .\ous pouvons construire deux surfaces du second ordre auxquelles appartient le complexe d'axes et qui soient i-espectivement normales en A et Aj aux axes a et a.. Les })lans tangents en A et Aj sont alors parallèles et conjugués au même diamètre AA^. Mais, d'après ce que nous venons de dire précédemment, deux diamètres qui sont conjugués càdes plans parallèles par rapport aux deux surfaces du second ordre, doi~ vent se confondre. Nous dirons que les deux surfaces sont semblables, concentriques et sembloJtlement placées ou, pour abréger, qu'elles sont coaxialcs cl homoihéliqucs. La proi)riété que nous venons de reconnaître pour ces surfaces peut s'énoncer comme il suit :
Les centres et les axes des coniques déterminées par un plan dans des surfaces coaxiales cl homolltéliques coïncident. Aux points oii un diamètre quelconque coupe les surfaces, les plans lam/rnts S07it parallèles. Les points milieux des cordes parallèles dcx surfaces sont tous situés dans un seul et même plan diamétral.
Deux de ces cordes parallèles passent par A et Ai et coupent à nouveau les surfaces du second ordre aux points P» et Bj. Comme A, A, et les milieux des cordes AP» et Ailîi sont situés sur un diamètre, B et Bj
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doivent aussi être sur un diamètre. Si les surfaces ont un centre M, la similitude des triangles AMB et ^^M\)^ nous donne la proportion
iVlA:MAi=MB : MBi,
(j'cst-à-dire :
Les (Jiamètres d' ellipsoïdes ou dliyperboloïdes semblables, amceii- Iriques et semblable ment placés, sont coupéspar les surfaces en parties pioportionnelles. Par conséquent, des hyperboloïdes coaxiaux et homotkétiques ont le même cône asymptotique.
Si. au contraire, les surfaces sont des paraboloïdes, les diamètres AAj et BBj sont parallèles entre eux, et le quadrangle AA^BB^ est un parallélogramme; les segments AAj et BBj sont donc égaux et par suite :
Deux paraboloïdes coaxiaux et homothétiques peuvent être superposes en déplaçant l'un d'eux suivant la direction des diamètres [d'une quantité égale à AA^).
Deux hyperboloïdes concentri([ues, dont les cônes asymptotiques coïncident, ont tous leurs axes conmiuns et sont coupés par un plan quelconque suivant des courbes concentilques qui ont les mêmes axes. En effet, le cône asymptotique détermine le diamètre conjugué à un plan quelconque s de l'espace et par suite le centre de e et tous les axes normaux à s.
Un hyperboloïde est complètement déterminé quand on donne son cône asymptotique et un point P de cet hypei'boloïde, situé à son inté- ]'ieur ou à son extérieur. En effet, tout plan passant par P et par le sonunet et coupant le cône asymptotique suivant deux rayons a et 6, a une hyperbole commune avec l'hyperboloïde ; cette courbe passe par le point P et a les droites a et b pour asymptotes; il est donc facile de la tracer.
Si l'on construit toutes les surfaces coaxiales et homothétiques à une surface du second ordre, il passe une seule de ces surfaces par chaque point de l'espace, quand la surface donnée est un ellipsoïde ou un paraboloïde ; si, au contraire, celle-ci est un hyperboloïde à une ou à deux nappes, partout extérieur ou intérieur au cône asymptotique, il passe une de ces deux surfaces. Dans ce dernier cas, nous considérons en outre tous les autres hyperboloïdes, ayant le même cône asymptotique que le premier, de sorte que nous aurons ainsi im système dhypei'boloïdes
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sejiiblabk's à une iiapj)e el un svstènie d'hyperboloïdus semblables à deux na[)[)es. Nous dirons que toutes les surfaces, ainsi construites par ra|)])orl aune surface donnée el dont il ne ])asse(|ii"une seule par cl)aqu(î poiiil propre de Tespace. l'oniienl nu faisceau de surfaces du second ordre coaxiales el honiolhcllqiies.
[Jn plan ([uelconque ne sera touché ([ue par une seule de ces surfaces el le contact auia lieu au centre commun des coniques suivant les- (juelles ce ])lan coupe toutes les autres surfaces; car les pôles {\\\ plan pari'a|)port à toutes les surfaces du faisceau sont situés sur le diamètre conjugué à ce plan. Les plans polaires d'un point par rapport à toutes les surfaces du faisceau sont parallèles el conjugués à un seul et même diamètre. Chaque axe est noniud à \\ii\e dessuri'aces en un point F, et son pied F se construit en cherchant Tinlei-section de cet axe avec le diamètre conjugué aux plans nonnaux à l'axe (11, pages 180 et 10'2). D'après des théorèmes démontrés précédemment, les axes situés dans un plan donné forment un faisceau parabolique du second ordre ou deux faisceaux du premier oïdic; donc :
Les normales que l'on peut mener dans un plan (juelconqiœ t: à un faisceau de surfaces coa.iiales et homolhêliques du second ord)-e sonl lan<jenles à une parabole ou forment un faisceau ordinaire et un faisceau de rayons paralUdes. Leurs pieds sonl situes sur une ligne droite.
Le théorème n"a plus lieu quand t. esl un plan de symétrie; sa dernière partie peut être démontrée comme il suit. Tous les plans })erpendiculaire aux axes contenus dans tc sont pai'allèles aux plans d'un faisceau de plans du premiei' ordre ; leurs diamètres conjugués sont donc situés dans un même plan et coupent h; ])lan z suivant les points d'une droite qui contient les [)ieds de toutes ces noi'juales.
Gomme une droite ne peut avoir plus de deux points comnmns avec une surface du second oïdie, sans être située entièrement sur elle< s'ensuit que :
Dans un plan (pielconquc t., il ni/ a en (/énrral et au plus que deux normales d^une surface du second ordre.
Il n'y a d'exce])tion que pour les plajis de sjmélric! el, dans les surfaces coniques du second ordre, ])our les plans noj-maux qui coupent suivant des rayons les plans tangents correspondants. Si l'on cherche le plan diamétral conjugué aux droites (fui sont perpendiculaires ilu plan t: et si Ton déterniiiie sou intersection avec le plan r,, cette drditc
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d'intersection passe par les pieds des normales menées dans le [)laii ■;: à la surface du second degré. Ces points sont d'après cela faciles à construire.
Les normales que Ton peut mener (fun point quelconque P à un faisceau de surfaces du second deqré, semblables , c()ncent)'lques et seiu- Jdablemcnt placées, forment une surface conique du second ordre (11, page 1S4), quand P nest ni à V infini, ni dans un plan desynié- Irie ; leurs jrieds constituent une courbe (lauchc du troisième ordre, ([ui passe par P cl par les trois points à rin/ini^ c''esl-à-dirc par les pôles des plans de sipnétric cl les points à IHnfini sur les axes principaux; elle contient aussi le centre des surfaces du second ordre, ([uaud elles en ont un.
La seconde partie de ce théorème s'obtient de la manière suivante :
Les plans perpendiculaires aux rayons de la sm-face conique P sont parallèles aux plans tangents d'une seconde surface conique du second ordre ; en efïèt, si du point P comme centre on décrit une sphère, chafjue rayon de P a pour conjugué le plan diamétral de cette sphère (inl lui est perpendiculaire ; et comme la gerbe P de diamètres est une gerbe polaire, la surface coni(|ue P doit avoir pour conjugué un faisceau projectif de plans du second ordre, qui enveloppe la seconde surface conique. Les diamètres des surfaces du second ordre semlDlables et semblablement placées, qui sont conjugués aux plans de ce faisceau du second ordre, forment donc également un cône ou un cylindre du second ordre M, qui engendre avec le cône Pdes normales la courbe du troisième ordre dont il est question dans le théorème. Car les surfaces coniques M et P ont en commun le diamètre MP qui passe par le point P; en elfet, tous les axes du faisceau de surfaces qui sont perpendiculaires à un plan conjugué à MP coupent le diamètre MP et par conséquent Tun d'eux appartient à la surface conique P. Comme toute normale n est rencontrée en son pied par le diamètre qui est conjugué à tous les plans norjiiaux à n, les pieds de toutes les normales passant par P sont situés sur la courbe du troisième ordre, qui est, avecle diamètre MP, le lieu des éléments communs aux deux surfaces coniques M et P. Ces deux cônes passent par les trois points à linlini mentionnés dans le théorème ; il en est donc de même pour leur courbe (rintersection.
Une surface isolée quelconque du faisceau a au plus six points comumns avec la courbe gauche du troisième oixlre (II, page Itiiij et dans
le cas d'un [)araboloïde, le i)oiiil à riiifini sur Taxe principal est l'un de ces six points; donc :
Dhm point quelconque on ne peu/ pas mener plus de six normales à une surface du second ordre ; dans le cas du paraholoïde, Vune de ces normales est un diamètre et son pied est le point à V infini du paraholoïde.
Quelques-uns des théorèmes de la dernière leron nous donnent les propositions suivantes sur les normales des surfaces du second ordre :
Les plans de symétrie et une normale quelconque d'un faisceau de surfaces coaxiales et homothétiques du second ordre déterminent toutes les normales de ces surfaces. Les normales, qui coupent une droite g, sont tellement disposées que toutes celles qui passent par un point P quelconque de g forment une surface conique du second ordre et que toutes celles qui sont contenues dans un plan tu quelconque passant par g enveloppent une parabole. Si P est à fin fini ou dans Vun des plans de symétrie, la surface conique du second ordre se décompose en deux faisceaux de rayons du jn'emie)' ordre et, de même, si t: est un plan diamétral de la surface ou est perpendiculaire à un plan de symétrie, nous avons à la place des tangentes d' une parabole deux faisceaux de rayons du premier ordre. Les pieds de toutes les normales^ (pu coujtenf la droite g, forment une surface coiiiquc ou une surface réglée du second ordre, suivant que g elle-même est on n^est pas normale à Vune des surfaces du faisceau ; si cependant ^^ est à rinfini, ces pieds sont tous dans un plan diamétial, et si g est dans un plan de symétrie, ils sont en partie dans ce plan et en partie dans un plan })erpendiculaire au plan de symétrie.
La dernière partie du théorème découle de ce que le lieu géométrique des pieds des normales a une droite commune avec tout plan mené par ty et une courbe gauche du troisième ordre connnune avec tout cône (Taxes P, dont le sonnuet est situé sur g. iNous laissons au lecteur le soin de li'oiiver la dénioiislralion de ctilte proposition.
VLNGT-TIIOISIÈME LEÇON.
Pieds des axes d'une surface du second ordre. — Surfaces honiofocales du second ordre.
Les surfaces du second ordre, qui ont le même complexe d'axes, peuvent être groupées en certains systèmes de surfaces qui sont encore bien plus intéressants que celui des surfaces semblables, concentriques et semblablement placées. Les recherches qui suivent nous conduisent à ces groupes et à lenrs ]iropriétés les plus importantes ; nous en excluons à l'avance les surfaces de révolution et les surfaces coniques du second ordre.
A tout axe a est conjugué par ra])|)ort à une surface donnée du second ordre un seul plan qui lui est perpendiculaire ; seuls les axes principaux de la surface font exception, puisqu'ils sont perpendiculaires à chacun des plans qui leur sont conjugués. Le point où un axe a est coupé normalement par le plan qui lui est conjugué mérite tout particulièrement de fixer Tattention. Si, par exemple. Taxe a est une normale de la surface du second ordre, ce point se confond avec le pied de cette normale; à cause de cette propriété, nous dirons aussi, dans tous les autres cas, que le point en question est le pied de l'axe a. Nous l'obtenons aussi en projetant la polaire de l'axe a sur un plan quelconque s mené par a et en cherchant le point où cette projection coupe l'axe a; en effet, le plan projetant est perpendiculaire à a, parce que, en outre de la polaire, il renferme encore d'autres droites perpendiculaires à a, qui sont normales au plan e et coupent la polaire. La projection de la polaire fait aussi avec a un angle droit.
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ToiU poinL de l'espace est le pied [de trois axes perpendiculaires entre eux.
Ce sont les axes principaux d'une surface conique circonscrite à la smface du second ordre, ou bien encore les axes principaux d'une gerbe polaire, (pii appartient au système polaire déleriniiié ])ar la surface du second ordre.
Ij's pieds de tous 1rs axes perpendiculaires à un plan de symétrie sont situés dans ce plan; tout point d'un axe principal peut être considéré comme le pied de cet axe: le pied d'un diamètre (luclcom/ne est à Vin fini.
Tout ceci découle de la définition du pied d'un axe. Les pieds de tous les axes, que Von peut mener suivant une direction donnée, et qui, par conséquent, sont contenus dans un plan diamétral 0, sont situés en général sur une hijperhole équilatère dont le centre coïncide avec celui de la surface; ils ne sont snx une droite (fue si la surface du second ordre est un paraholoïde .
lui effet, les polaires de ces axes forment un deuxième faisceau de rayons parallèles projectif au premier, et nous obtenons le pied de chaque axe en cherchant son intersection avec la projection rectangulaire de sa polaire sur le plan diamétral 5. Les pieds des axes parallèles sont donc la forme engendrée par deux faisceaux de rayons parallèles projectifs et perpendiculaires entre eux ; c'est seulement dans le cas du paraboloïde qu'ils ont leur rayon à l'infini comme élément correspondant commun et qu'ils sont ])erspectifs; dans tous les autres cas, ils engendrent une courbe du second ordre a\atir deux jioints à l'infini, c'est l'hyperbole équilatère en question.
Les pieds de tous les axes, qui sont coupés jiar un plan de sipnétrie y en un point donné P et (pii par suite so)it contenus dans un plan perpendiculaire «y sont situés sur un cercle passant par P. dont le centre est su)- v et dont le plan est perpcndicvlaire à y.
dette courbe est engendrée par le faisceau P des axes et par le faisceau de rayons projectif à P suivant lequel le» polaires de ces axes sont projetées perpendiculairement snr le plan du faisceau P. Si un deuxième plan de symétrie vj est coupé pai' l'un quelconque des axes du faisceau P au point P,, les pieds de tous les autres axes qui sont corqiés pai' y, en Pj sont situés sur un cercle symétriquement placé par rapport à yi; ce dernier se réduit au point P,, si P, est le point de ronconl rc du plan d(^ symétrie yi avec le ceirle foi'mé ])ai' les pieds des
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axes du faisceau P. En faisant abstraction de ce cas particulier, nous pouvons dire :
Si deux plans de symrtric y cl y, sonl rcspcclivinncnl coupes aux poinls P fit P, par un axe quelconrjue , cl si g et g^ sont les perpendiculaires respectivement abaissées de P et Pi sur F axe principal commun à Y et y,, toute dr^olte de V espace qui réunit un point de g à un point de g, est un axe (II, page 187). Les pieds de tous ces axes forment une surface passant par g et g,, dont y et -;i sont deux plans de symétrie et qui est coupée par tout plan nioié par ix,ou gi suivant cette droite et suivant un cercle ^ Cette surface est donc complètement déterminée et facile à construire^ du moment qu'on en connaît un point et les droites g et g^.
Tous les axes situés dans un plan cjuelconcjue tt forment un faisceau de rayons du second ordre et leurs polaires une surface conir[ue du second ordre ; et comme un rayon de cette dernière est perpendiculaire à TU, les projections des polaires sur le ])lan r. forment un faisceau de rayons du premier ordre projectif au faisceau du second ordre et cjui engendre avec lui le lieu des pieds de tous les axes contenus dans ::. Le centre du faisceau du premier ordre est le pied de deux de ces axes. Donc (I, page \T)1) :
Les pieds de fous les axes contenus dans un plan quelconque sont situés sur une courbe du troisième ordre, qui a un point double.
Les pieds de tous les axes passant par un point quelconque P sont situés sur une courbe gauche, qui est projetée de P suivant une surface conique (\\\ second oi'flre. Cette courbe doit passer trois fois par le point P, ])arceque ce point est le pied de trois axes rectangulaires entre eux; elle est tangente à ces trois axes en P. Un quatrième axe quelconf[ue passant par P contient un point de la courbe différent de P. On peut démontrer que cette courbe ne ])eut avoir plus de cinq ])oints
I. Si l'on rapporte cette surlare à un système d'axes coordonnés rectangulaires, dont l'axe des X soit la droite d'intersection des plans de symétrie y et y,, dont l'axe des V coïncide avec g et dont par suite l'axe des Z contenu dans yi soit parallèle à g,, celte surface a pour équation
[x- -j- z- — dx) {x — h) + xij- = 0.
Ici /.■ est la distance de la droite ^, à l'axe des Z et d le diamètre du cercle suivant lequel le plan \Z ou yi rencontre la surface. Tout plan normal à l'axe des X et par suite paralhMe aux droites .<y et q, a aussi une conique commune avec celte surface.
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communs avec un plan ([uelc()n(|ue et que, ])ar suite, elle est du cin quième ordre. Poui- n'être pas entraînés trop loin, nous n'indiquons pas cette démonstration ici.
Elanl donnés un complexe (Vaxes et le pied F d^un axe quelconque a. qui nesl pas perpendiculaire à un plan de syniëlrie et ne coupe pas un axe principal, le pied d'un axe quelconque se trouve par là même entièrement déterminé.
Nous construisons deux droites q et q^ qui coupent l'axe a et qui soient situées chacune dans l'un des deux ])lans de symétrie 7 et Yi et perpendiculaires entre elles. Toute droite qui est rencontrée par g et gr, est un axe et son pied se trouve sur une surface, facile à construire, qui passe par (/, Qi et F (II, page 199) ; il est donc complètement déterminé par cette surface. Tout plan diamétral contient l'un de ces axes et son pied détermine l'hyperbole équilatère sur laf[uelîe sont situés en général les pieds de tous les axes contenus dans le plan diamétral, parce que les asymptotes de cette hyperbole sont respectivement parallèles et perpendiculaires à ces axes et parce qu'elles passent par le centre du complexe d'axes. Dans le cas où il existe un centre, nous pourrons construire de cette manière le pied de chaque axe, en menant un plan diamétral par cet axe. Si au contiaire il n'y a pas de centre et si, par conséquent, les pieds de tous les axes contenus dans un plan diamétral sont situés sur une droite, il faut que nous construisions un second point de cette droite. Nous nous servons pour cela des deux axes 6 et c qui passent par F, qui sont perpendiculaires entre eux et à a et qui, de même que a, nous fournissent les pieds d'une infinité de nouveaux axes, puisque leur propre pied F est connu. Donc, dans ce cas aussi, on peut const ruire le pied de chaque axe et le théorème est démontré d'une manière générale.
Parmi les surfaces du second ordre auxquelles appartient un complexe d'axes donné, il y en a une infinité poui' lesquelles tous les axes ont les mêmes pieds ; nous leur donnerons le nom de surfaces homofocales du second ordre. Chaque axe a est normal en son pied à une de ces surfaces homofocales, et cette dernière se trouve complètement déterminée par cet axe, son pied et les plans de symétrie (II, pagei(S8).
Dans le système de surfaces homofocales du second ordre que nous obtenons de la sorte, il y a trois surfaces qui passent par chaque poiîit P de Vespace; ces trois sujfaces se coupent rectangulairement entre elles en ce point.
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En effet P esl, le pied de trois axes rectangidaires entre eux ; chacun d'eux est normal à Tune de ces trois surfaces et conséquemment doit être tangent aux deux autres. Nous ])ouvons dire aussi que :
Devx surfaces houiofocales du second ordre se coupent rcclangulairement en chacun de leurs points communs.
Les normales aux surfaces et les tangentes aux courbes d'intersection en P sont les trois axes rectangulaires entre eux, qui ont le point P pour pied. La courbe d'intersection est symétrique par rapport à chaque plan de symétrie y de la surface ; ce plan y ne la rencontrera pas du tout, ou la coupera normalement, parce qu'il est normal aux surfaces en chaque point où il les rencontre. Remai-quons en passant que la ligne d'intersection de deux surfaces homofocales est projetée du pôle de chacun des plans de symétrie suivant une surface cylindrique du second ordre et du centre, suivant une surface conique du second ordre (II, page 165) ; en effet, ces points sont les points principaux du faisceau ponctuel de F^ dont les deux surfaces homofocales font partie. Nous pouvons d'après cela énoncer ce théorème :
Si Von projette ta ligne d'intersection de deux surfaces homofocales perpendiculairement à Vun de leurs plans de syméirit', on obtient une conique dont les axes sont situés dans les deux autres plans de symétrie.
Tout axe a a pour conjugué, par rapport aux surfaces homofocales, le plan t: qui lui est perpendiculaire et qui passe par son pied. Réciproquement, à tout plan est conjugué un axe qui lui est normal; et nous obtenons ce dernier en abaissant de l'un des pôles du plan une perpendiculaire sur ce plan. Donc :
Les polaires d'un axe quelconque a par rapport à un système de surfaces homofocales du second ordre sont situées dans un plan perpendiculaire à a et enveloppent une parabole, puisqu'elles soïil également des axes. Les pôles d'un plan quelconque sont situés sur l'axe qui lui est perpendiculaire et au pied durpiel le plan esl tangent à l'une des surfaces homofocales.
Le complexe de rayons, que les surfaces homofocales déterminent deux à deux, se compose des axes des surfaces, puisque les polaires de chaque axe se coupent; on voit ainsi que (II, page 165) :
Le système de surfaces homofocales du second ordre est un cas particulier du faisceau tangent ici de ^b"^.
Tous les théorèmes trouvés pour les faisceaux tangentiels de <I>^ sub-
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sislent donc aussi pour les systèmes de surfaces homofocales. Par exemple, les plans polaires d'un point par ra])p()rl aux surfaces homofocales forment un faisceau de plans du troisième ordre.
Puisque les pôles d'un plan par rapport aux surfaces homofocales du second ordre sont tous situés sur un axe normal au plan, il s'ensuit que :
Lomqne deux pians rectangulaires sont conjugués par rapport à une surface quelconque F^ du second ordre, ils sont aussi conjugués par l'apport à toutes les surfaces homofocales avec F^.
Nous donnerons le nom &\ixe focal de F- à Taxe de tout faisceau de plans dans lequel deux plans perpendiculaires entre eux sont conjugués par rapport à F-. On déduit immédiatement du dernier théorème que :
Tout axe focal d'une surface F' du second ordre est un axe focal commun à toutes les surfaces du second ordre homofocales avec F^.
Par tout point P passent deux axes focaux réels des surfaces homofocales; ce sont les axes focaux du cône ayant son sommet en P et circonscrit à l'une des surfaces homofocales. Ces deux axes ne se confondent que lorsque le cône est de révolution (I, page 190).
Les cônes issus d'un même point P que Von peut circonscrire à des surfaces homofocales du second ordre sont donc homofocaux, cest-à' dire ont leurs axes focaux communs.
Le plan :: de ces deux axes focaux /"et /", est normal à Taxe principal du cône qui lui est conjugué et est tangent en P à l'une des surfaces homofocales F^ Par rapport à cette surface, le pôle de tout autre plan t mené par f se trouve d'une part dans z, d'autre part dans le plan du faisceau /"qui est normal as; il est donc situé sur l'axe focal /"lui-même ; par conséquent, la sui'face est tangente en des points de /"à tous les plans passant par /' et par suite elle passe elle-même par f. On voit (Tautie pail que toute droite située sur Tune des surfaces homofocales F" est un axe focal de cette surface, parce que les plans perpendiculaires deux à deux, qui se coupent suivant la droite en question, sont conjugués par rapport à cette surface. Donc :
Les axes focaux d'un sijstème de surfaces homofocales du second ordre sont identiques avec les droites cpii sont situées sur ces surfaces; par un point quelcoiique P, // i>asse toujours une surface réglée du système. Les axes focaux réels, qui coupent un axe focal, forment un système réglé et sont situés sur l'une des surfaces homofocales.
Un plan (pielconque t n'a, |)ar rapport à une surface du second ordre F', qu'un seul roi/on c(mjugué normal, qui passe |)ar le pôle de t et (pii
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osl, normal à ce plan ; c'est aussi le rayon conjugué normal do s par rapport à toutes les surfaces homofocales avec F^ Si Ton cherche les intersections de £ et de e avec un plan de symétrie, intersections qui sont respectivement la droite p et le point P, les rayons conjugués noi-maux de tous les plans passant ]m\v p se i-enconlrent au iioint P. En effet, projetons d'une part les pôles de ces plans à j)artir du point P et abaissons d'autre part des normales de P sur ces plans, nous obtenons deux faisceaux P de rayons projectils au faisceau de plans p, qui ont ti'ois rayons correspondants comnmns (ce sont e et les deux rayons respectivement normaux à y et p) et qui par conséquent sont identiques. De plus p et P sont deux éléments conjugués d'un système polaire plan situé dans le plan de symétrie 7. En effet, le rayon conjugué normal de de tout plan e q passant par c est situé dans s et coupe 7 en un point <.) de q ; si donc une droite q pivote autour de P dans -;, le point 0 qui hii est conjugué décrit la droite p. Donc :
Si un plan (le symétrie -; des surfaces homofocales coupe clia- (pie plan et le rayon normal qui lui est conjugué, on obtient de."! éléments conjugués d'un système polaire plan situé dans v et dont chaque axe principal des surfaces contenu dans y est un a.re. Les trois axes principaux de tout c(jne circonscrit aux surfaces coupent le plan de symétrie suivant un trian(/le polaire de ce système polaire. Nous donner(ms à la courbe double de ce système le nom de coinique focalk et (i chacun de ses points le nom de toint focal des surfaces homofocales.
Si les surfaces homofocales sont des paraboloïdes, la droite à Tinfini du plan de symétrie v est conjuguée au point à l'infini sur l'axe principal .
Les points focaux de paraboloïdes homofwaux sont donc situés sur deux paraboles dont les axes coïncident avec Vaxe principal des paraboloïdes.
Si au contraire les siu'faces homofocales ont un centre, leurs trois plans de symétrie et le plan à l'infini divisent l'espace infini en huit régions. Il n'y a qu'une seule R de ces régions que ne coupe pas le plan arbitraire z ; R sera rencontrée au contraire pai- le rayon normal e conjugué à 0, puisque les éléments à l'infini de e et e sont séparés les uns des autres par les trois plans de symétrie. En outre de son point à l'infini, la droite e a encore un point propre commun avec la limite de Tespaco R. et le plan de symétrie dans lequel se trouve ce point neren-
ferme pas de conique focale, tandis que les coniques focales sont, réelles dans les deux autres plans de symétrie (II, page 7 î). Donc :
Les surfaces homofocales du second ordre oui deux couif/ues focales réelles et nen ont que deux.
Tout point focal F d'un plan de syméliie est situé sur la droite /' qui lui est conjuguée et les plans menés par /"sont coupés normalement au point focal F par leurs rayons conjugués normaux. Toute tangente f d'une conique focale est donc un axe focal des surfaces homofocales et :
Les cônes, ayani j)our sommets un point focal F et circonscrits aux surfaces homofocales , sont des cônes de révolution, puisqu'ils ont une inliiiité d'axes principaux normaux à f.
Les sonnnets de tous les cônes de révolution circonscrits aux surfaces homofocales sont des points focaux de ces surfaces, parce qu'ils sont chacun les pieds d'un faisceau d'axes et pav suite doivent être situés dans l'un ou l'autre des plans de symétrie et sur les droites qui leur sont conjuguées.
Les coniques focales font aussi partie du système de surfaces homofocales à titre de surfaces sinqidières de deuxième classe.
En effet, à chaque plan e nous pouvons rapporter comme pôle, par rapport à l'une de ces coniques, le point ])ar la polaire duquel il passe ; la perpendiculaire abaissée de ce pôle sur s est un axe des surfaces homofocales et son point d'intersection avec s en est le pied. Le complexe d'axes et les pieds de tous les axes sont donc déterminés d'une manière aussi complète par la conique focale que par une autre quelconque des surfaces homofocales. — Chacune des deux coniques focales est projetée d'un point quelconque de l'autre suivant un cône de révolution. L'une est donc une ellipse, quand l'autre est une hyperbole et réciproquement ; car par une ellipse on peut faire passer deux cylindres de révolution, tandis que par une hyperbole on n'en peut mener aucun.
Soit y une droite quelconque et soient^, e1 _r/, ses polaires par rapport à deux quelconques des surfaces homofocales. A tout plan t: mené par </ correspond un pôle de ce plan situé sur r/j et sur y.^ et la droite a (jui l'éunit ces deux pôles contient tous les auti'es pôles de - par rapport à toutes les surfaces honxofocales. Si le plan t. tourne autour de y, la droite a qui lui est conjuguée décrit un faisceau de rayons du second ordre ou un système réglé, suivant que y^ et y^ se coupent ou ne se rencontrent pas et a passe une fois à l'inlini. quand r. coïncide avec im plan diamétral. Le faisceau de plans y est projeclif à la foinic de rjiyoïis
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décrite par a et engendre avec elle une courbe gauche ou plane du troisième ordre. Donc :
Les pôles par rapport à un syslèitie de surfaces honiofocales du second ordre de fous les plans qui passent par une droite arbitraire^ sont situés sur nn parabotoïde hijpcrbolique, qui contient les polaires Si ^'^ §2 ^^^ ^^* droite g, ou {si g est un axe) sur les tamjentes d'une parabole. Chacun des plans d/u faisceau g est tangent à une des surfaces honiofocales; dans le premier cas, les points de contact sont situés sur une courbe gauche du troisième ordre ; dans le second, au contraire, ils se trouvent sur une courbe plane du troisième ordre.
Si la droite g est un axe, elle est perpendiculaire au plan de la ])arabole et est rencontrée par deux tangentes de cette courbe; si g n'est pas un axe, elle coupe le paraboloïde hyperbolicpie en deux points, ou bien elle a tous ses points communs avec cette surface et coïncide avec l'une de ses polaires. La droite f/ est donc alors tangente à deux surfaces honiofocales au plus, ou bien elle est située sur l'une de ces surfaces, et tout plan jiiené par g est tangent à l'une de ces surfaces en un point situé sur g.
Supposons encore que z soit un plan du faisceau g et que le point où il est tangent à l'une des surfaces honiofocales soit en dehors de la di'oite g. Nous pouvons alors mener encore pargf un second plan -, tangent à cette surface. Les plans bissecteurs p, et v du dièdre formé par les plans t. et t:, sont perpendiculaires l'un h l'autre et conjugués par rapport à la surface du second ordre; l'axe qui est conjugué et normal à l'un [j. de ces plans bissecteurs doit être contenu dans l'autre v et par conséquent est coupé normalement en son pied ])ar la droite g. Donc :
( ne droite quelconque g, qui n'est située sur aucune des surfaces honiofocales du secondordre, est tangente à deux de ces surfaces. Les plans tangents \).et v de ces deux surfaces sont perpendiculaires entre eux et bissectent tout angle dièdre t.t^i dont l'arête est la droite g et qui est circonscrit à Vune quelconque des surfaces honiofocales.
Le faisceau de plans g est d'après cela en involution symétrique avec les plans doubles \j. et v, quand on fait correspondre entre eux deux à deux les plans qui sont tangents à l'une des surfaces honiofocales.
Nous sommes conduits à une autre série de théorèmes intéressants, en remarquant que des surfaces homofocales du second ordre ont le même complexe d'axes et que les pieds des axes sont les mêmes pour toutes ces surfaces. Par exemple :
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Les )wrinales que Von penl mener dans un plan quelconque r. à un sf/slèïïie (le surfaces homn focales du second ordre enveloppeni en ifcnéral une j)arahole ; leurs pieds sont situés sur une courbe du troisième ardre à point double et les plans tangents auxquels elles sont perpendiculaires forment un faisieau de plans du premier ordre Ml. i)agu 199). Ces nornudes sont en nuhne temps les axes des coniques communes au plan t. et aux surfaces liomofocales; les centres de ces coniques sont situés su)-la directrice de la parabole (II, pages l(S9-490). Ce lliéoivine coiiipoile une exception, c'esl (piaïul - esl un plan diaméti-al ou est perpendiculaire à un plan de symétrie.
!Si le plan iz est j)erpendicnlaire à un plan de symétrie \', toutes les normales aux surfaces homo focales qui sont renfoinées dans ce plan f(n'nu'nt un faisceau de raijous dont le ccnl}-e P est contenu dans le plan de symétrie -■' ', leurs pieds sont situés sur un co-cle passant par P et dont le centre est su)' y.
Si T, est un plan diamétral, toutes les normales quil renfenne forment un faisceau de rayons parallèles', leurs pieds sont sur une hyperbole équilatère [dont le centre coïncide <ivec celui des surfaces liomofocales) ou sur une droite {(piaud ces surfaces n'ont pas de centre).
Nous pouvons tii-er de là des conclusions relativement aux normales (pie Ton peul mener aux surfaces liomofocales parallèlement à une droite donnée ou par un point P d'mi plan de symétrie y.
Toutes les normales que Ton peut mener d'un point quelconque!* aux surfaces hotnafocales sont en yénéral situées sur une surface conique du second ordre: leurs pieds sont situés sur une courbe yauclie du cinquième ordre, (pii a le pnini V ptur point t)-iple.
On pent, d'une manière analogue, éteiuli'e aux normales d'un système de surfaces liomofocales et à leurs pieds tous les autres théorèmes qu'on a démontrés poui- les pieds des rayons d'un complexe d'axes, (lomme exemple, nous citei'ons la proposition suixanle qui se déduit de la réunion de deux des précédentes.
Les normales aux surfaces homofocales qui sont coupées par un plan de symétrie 7 su irait t les points d'un diamètre d^ sont parallèles à nn plan i perpendiculaire à -;. Leui's pieds sont sur une surface passant par d et dont y est un plan de symétrie. Cette surface est coupée par tout plan parallèle à t suivant un cercle et une droite à i' infini et par tout plan passant par d, suivant ce diamètre et uncliy-
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perbolc cquihiicrc, doiil le cenlrc coïncide avec le cctdre des .surfaces honiofocaks et dont f une des asi/mpto/es est parallèles à i. Quand les surfaces )ioul pas de cenh'c, nous avons à la place de Chypeilmle une droite propre et une droite à Viiijini; dans ce cas, la surface, lieu des pieds des uoruuiles, se compose d'une surface réglée du second ordre et du plan a rin/ini.
VINGT-OUATItIÈME LEÇON.
Surfaces du troisième ordre ; représentation de ces surfaces sur un plan; courbes gauches du troisième qui s'y rattachent.
Lorsque dans l'espace trois gerbes non concentriques S, Si, S^sont ra|)j)ortées collinéairement les unes aux autres, mais ne sont pas perspectives, trois plans correspondants quelconques de ces gerbes se coupent en un point et exceptionnellement seulement suivant une même droite. Les points d'intersection des plans homologues constituent une surface F"' à l'étude de laquelle nous allons consacrer la présente leçon .
Déterminons d'aboi'd l'ordre de la surface F'', c'est-à-dire le nombre de points qui sont communs à F'' et à une droite {/. Si deux rayons homologues des gerbes S et Si se coupent en un point P de g, ce point P est situé sur la surface F''; en effet, aux faisceaux de plan SI* et S,P correspond dans la gerbe S, un troisième faisceau de plans dont un plan passe par le point P, en sorte que P se présente alors comme point d'intersection de trois plans homologues des gerbes S, S, et S^. En passant, nous déduisons de là:
La surface F'' passe par les trois courbes gauches du troisième ordre dont les systèmes de cordes sont engendrés par les trois gerbes collinèaircs S, Si cl S^ j)rises deu,r à deux.
Si deux })lans correspondants des gerbes S et Sj se coupent suivant </, la droite ^ a au plus deux points communs avec l'une des trois courbes gauches; et de plus elle est coupée par le ])lan correspondant de la gerbe S^ en un pohit de la surface F\ Si ce cas ne se produit
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pas, projetons g de S suivant un faisceau de rayons et cherchons le faisceau de rayons correspondant dans Si. Ce dernier est projectif à 7 et engendre en général avec cette ponctuelle un faisceau de plans du second ordre, dont les différents plans sont coupés chacun par les plans correspondants de la gerbe S en un point de ^. Au faisceau de plans du second ordre correspond dans S.^ un faisceau de plans du second ordre, également projectif à g, dont trois points au plus et un au moins passent par les points correspondants de g (I, page 154), quand chaque point de g n'est pas contenu dans le plan qui lui correspond dans S^. Chaque point de cette espèce sur g est l'intersection de trois plans homologues des gerbes S, Si, S^ et par conséquent est situé sur la surface F''. Si deux rayons homologues des gerbes S et Si se coupent en un point P de g, au lieu des faisceaux de plans du second ordre, nous avons trois faisceaux de plans du premier ordre ])rojectifs à g. Deux de ces faisceaux sont ])erspectifs à la ponctuelle g ; le troisième, relatif à Sg, est également perspectif à (jf, autrement dit, il passe au plus deux de ses plans par les points de g qui leur correspondent, en sorte que, dans ce cas encore, la droite g a au plus deux points différents de P ({ui lui soient communs avec la surface F''. De tout ce:i il résulte que :
Toute (Iroi/e g, qui ncsl pas entièremeiil située sur la surface F'\ a en cuniinun avec elle trois points au plus et un point au moins. Trois gerbes collinéaires non concentriques., S, 8^, S., engendrent donc une surface du troisième ordre à laquelle appartiennent les points d'intersection des plans homologues trois à trois.
Ce théorème subit une modification, quand les gerbes collinéaires engendrent un seul et même système de rayons du premier ordre. Ce cas a déjà été traité dans la douzième leçon; nous l'exclurons à l'avenir de nos considérations.
\ous pouvons décrire une surface du troisième ordre })ar le mouvement d'un point en vertu du théorème suivant :
Si les quatre faces d'un tétraèdre variable pivotent autour de quatre points fixes et si trois de ses sommets se meuvent sur trois droites fixes concourantes, le quatrième sommet décrit une surface du troisième ordre.
En effet, on voit aisément que les quatre faces décrivent autour des points fixes quatre gerbes collinéaires, dont trois sont perspectives à la quatrième et engendrent la surface.
Nous arrivons, de la manière la plus simple, à un grand nombre de
GÉOMlîrUlE DE POSITION. — II. 1 '(■
210 GKOMETIUE DE POSITION.
[)ropnétés hiiporlantes de la surface F'' du Iroisièuie ordre, eu i-apportant comme il suit la siu-face à un système [)lan ï. ou en la représentant sur le plan ^l. Pour cela, nous rapportons réci])roquemeut le système plan aux trois gerbes collinéaires S, Si et S,; à tout point de ^ correspondent alors trois plans homologues des gerbes et, en même temps, leur point d'intersection situé sur F''. Réciproquement, étant donné un point quelconque P de F\ on pi'iil trouver le point de 1 ((ui lui correspond au moyen des ti-ois plans correspondants des gerbes, lesquels se coupent en P. A toute forme rectiligne de !: correspondent dans S, S,, S, trois faisceaux projectifs de plans, et par conséquent sur F" une courbe gauche du ti-oisième ordre engendrée par ces faisceaux de plans (11, page 105). En d'autres termes :
La surface F' du troisième ordre est rapportée au système plan 1 de telle manière qu'à tout point de F" correspond un point de X, à toute courbe cubique cjauche de F'\ enqendrée par trois faisceaux homologues de plans de S, S^, S^, une forme rectiligne de 1, qui lui est projectire; et, d'une manière générale, à F ensemble des courbes gauches du troisième ordre de F'\ ainsi engendrées, correspondent les différentes droites de 1.
Nous désignerons sous le nom de premier système de courbes de la surface du troisième ordre toutes ces courbes gauches du troisième ordre situées sur F"* et qui correspondent aux droites de :i]. Nous \ errons qu'il existe encore sur la surface un second système de courbes gauches du troisième ordi'e dont la génération est toute différente. Ce premier système de courbes donne lieu aux théorèmes suivants :
Deux courbes gauches de ce premier système ont toujours un point commun ; en eiîét, les droites correspondantes de 1 doivent se couper.
Deux points quelconques de la surface gauche du troisième ordre peuvent être réunis par une courbe gauche unique du premier système ;
car par les deux points coirespondants de 1 on ne peut faire passer qu'une seule droite.
A toutes les droites de ï, qui passent par un point donné, correspondent sur F' toutes les courbes du premier système qui passent par le point correspondant; nous leur donnerons le nom de faisceau de courbes. Un faisceau de rayons du système plan i: rapporte perspectivement entre elles toutes les formes reciilignes de ï qui ne passent pas
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par le centre du faisceau; et couune chacune d'elles est projective à la courbe gauche du troisième ordre qui lui correspond, il s'ensuit que :
Un faisceau de courbes du premier système de F' rapporte projectivemrut entre elles toutes les autres courbes gauches de ce sijstème.
Nous dirons que quatre courbes du faisceau sont quatre courbes (jauclies harmoniques du premier système, quand elles sont coupées en quatre points harmoniques par une courbe quelconque et conséquemment par toutes les courbes /'" du système qui n'appartient pas au faisceau. Chacune de ces courbes/'' se présente donc connue uiie section du faisceau de courbes et se trouve rapportée projeclivement à ce faisceau. De la même manière, le faisceau de courbes est rapporté projectivement au faisceau de rayons qui lui correspond dans -, parce (jue quatre courbes harmoniques du premier faisceau oui pour corresl)ondantes quatre droites harmoniques du second. D'une manière générale, nous pouvons, en vertu de la définition générale de la jirojeclivité, rapporter projectivement ces faisceaux de courbes entre eux et à des formes élémentaires quelconques.
La surface du troisième ordre est coupée par im ])lan quelconcpie suivant une courbe du troisième ordi'e; et toute courbe gauche du premier système a en commun avec le plan, et par suite avec la courbe d'intersection, un point au moins et trois au plus; donc :
^1 toute courbe plane du troisième ordre de la surface F'' con'csjtond dans ï une courbe du troisième ordre, qui a en commun avec une droite quelconqïte un point au moins et trois points au plus.
Nous pouvons rapporter projectivement la surface F' à 2 de la manièi'e qu'on a indiquée, en prenant sur F'' quatre points quelconques, dont trois ne sont pas contenus sur une courbe du premier système, et en leur faisant correspondre les sommets d'un quadraugle arbitrairement choisi dans ^. En elfet, 2 se trouve ahisi rapporté réciproquement aux gerbes collinéaires S, Sj et S^ et par suite aussi est rapporté projectivement à F''.
Comme nous l'avons déjà annoncé, la surface du troisième ordre possède encore un second si/stème de courbes gauches du troisième ordre. Nous rattachons tout d'abord à ce système les trois courbes gauches dont les systèmes de cordes sont engendrés par les gerbes collinéaires prises deux à deux. Nous désignerons par h^' et /t/- les deux courbes gauches du troisième ordre, passant par le point S, que la gerbe S engendre respectivement avec les gerbes Sj et S,. La courbe A:/' déter"
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iiiiiiu coiiiplèleiiieiil. la cuHiiiéalioii des gerbes S el Sj, puisque toute corde de A:i'' est projetée ])ar deux plans homologues de S et Sj. D'autre pari, le système de cordes (l(> /,,"' csl lapporlé projectivement à la gerbe S, pai- le uioyen des gerbes S et 8,, de telle sorte que toute corde de A:/' correspoud à un plan de S„, et est coupée par lui en un point de la surlace F''. La surface F'' est donc engendrée; aussi parle système de cordes (funecourbc gauche k^'' du troisième ordre et par la gerbe S, (jui lui est piojcctlve. Mais comme le système de cordes est projeté de tout point de sa courbe double /./' suivant une gerbe coUinéaire à S et S^, et conséquemraent aussi à Sj. nous pouvons remplacer le centre de la gerbe S par un autre point quelconque de /./'. La courbe cubique gauche /i/' engendrée parles gerbes S etS^, change alors de position sur la surface F^ Je dis que :
Lorsque le point S parcourt la courbe gauclie /.y', tacourtje A'',, engendrée par les gerbes S et S.-,, décrit le deuxième système de courbes de la surface entière du troisièuie ordre et passe une fois par chaque point P de cette surface.
Nous devons d'abord prouver que pour une position déterminée du point S, la courbe A.;' passe par le ])oint P. En 1* se coupent ti'ois plans homologues a, a,, a, des gerbes collinéaires S, Sj, S.,; au rayon S^P ou b, de S., correspond d'après cela dans S^ un rayon b^ qui est contenu dans un même plan a^ avec la corde aa^ de la courbe gauche k^\ coi'de qui passe par P. Au faisceau de plans b^ de S^ correspond de plus dans le système de cordes de A^'* un système réglé ou une surface conique du second ordre, dojit tous les ra\ons sont coupés par b^ et à laquelle aa^ appartient. Soit b la directrice de ce système réglé ou le rayon de la surface coniciue du second ordre qui passe par le point P. Ce j-ayon coupe (U, pages 101-102) la courbe gauche A/' en un point qui, dans le cas de la siu'iace conique du second oi-dre. est dillérent du sommet de cette surface. Choisissons ce ])()inl (Tintersection de b et A^" pour centre de la gerbe S. cette gerbe engendrera avec S., la courbe cubique gauche kj' qui passe par P. ]^]n ellèt. au faisceau de i)lans b^ de S., correspond dans la gerbe S le faisceau de plans suivant leepiel le système réglé ou la surface conique du second ordre est ])r()jetée de S, ou (ce qui est la même chose) de la di'oite b; les dioites b,, et b se correspondent donc de telle sorte que leur point P d'intersection est réellement situé sur kJ'.
Nous pouvons remplacer le centre de la gerbe S., par un autre point ([uelcuiKpi;' de la couibe A,', par e.\enq)le par P; nous pouvons donc
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aussi prendre pour ce sommet un point complètement arJ)i traire de la surface du troisième ordre. En d'autres termes :
Un point quelconque de la surface dn 'troisième ordre peut être pris comme centre de Viine des trois (jerltes collinéaires qui engendrent la surface.
Il résulte immédiatement de là que les trois centi'es primitivement clioisis ne sont pas des points remarquables de la surface et que les lliéorèmes que l'on a démontrés à leur endroit s'appliquent aussi à tout autre point de la surface. Vàv exemple, comme les centres cies gerbes S et S^ sont réunis par une courbe cubique gauche A:/', (jui appartient au second système de courbes de la surface, on voit cpie :
Denx points quelconques delà surface F'' du troisième ordre pcuvcul être réunis par une courbe gauche du second si/stème.
La courbe gauche A"/' engendrée par S et S^ peut être considérée comme une courbe entièrement arbitraire du second système. De cette remarque on peut déduire que :
Toute courbe gauche P du premier système est située avec chac.ine des courbes k^ du second sijstènie sur une surface réglée ou conhjue du second ordre; dans le cas d'une surface réglée, l'un des systèmes réglés se compose de cordes de Vune de ces courbes gauches du Irrtisième ordre et Vautre système est forme' de cordes de Vautre courbe.
En effet, la courbe gauche /"' est engendrée par trois faisceaux correspondants de plans a, a^, a.^ des gerbes S, Si, S,; elle est donc située avec h^' sur la surface du second ordre qui contient loutes les cordes de /.'," engendrées par les deux faisceaux de plans a et ai . Cette même sui face du second ordre contient aussi les axes des deux faisceaux de plans, et ces axes sont des cordes de /' (II, pages lOo-'lOi).
Réciproquement, tonte surface réglée du second ordre que Von peut mener par une courbe gauche & de Vun des systèmes, est coupée en outre par la surface du troisième ordre suivant une courbe gaudie c^ de Vautre système.
En eftet, comme une droite quelconque de la surface du second ordn^ a au plus deux points communs avec la courbe gauche c' tandis (juVmi général elle en a trois avec la surface F"' du troisième ordre, il existe encore en dehors de la courbe c'* des points situés à la fois sur F"' el sur la surface du second ordre. Soient P et Q deux quelconques d'entn^ eux et Cj'' la courbe gauche du troisième ordre passant par P et Q qui appartient à l'un des deux systèmes de courbes, mais pas au même système
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que c'". On peiil alors mener par r' et c^'' une surface réglée du second ordre qui a en commun avec la précédente la courbe gauche c^ et les deux cordes de r'' passant par P et 0, et qui par conséquent doit coïncider avec elle.
Par chaque })oint S de la surface du troisième ordre passe un faisceau de courbes gauches du second système et les courbes A'/' et kj' qui établissent la coilinéation des gerbes, S, Sj et S., jieuvent être considérées comme deux coui'bes entièrement arbitraires de ce faisceau. Chaque plan de S projette une corde de k^' et de /./' qui lui correspond ; et ces deux cordes, ([ui se coupent en un point de la surface F'', lui sont communes avec les deux plans qui lui correspondenl dans Si et S^. On déduit de là la cnnsi rnciion suivante très simple de In surface du troisième ordre, au moyen des courbes gauches k^" et /;/' du second système :
Par le point S, commun aux courbes A/' et kj', nous menons des plans et, dans chacvyi d'eux, nous déterminons les deux cordes de I:'' cl de A/' qui ne passent pas par S; ces deux cordes se coupent en un point de la surface du troisième ordre.
Par exemple, si nous donnons au plan passant ])ar S une position telle qu'il soit coupé i)ar A/" et A:/' en deux points diflerents de S, les deux cordes ne sont autres que les droites qui réunissent ces couples de points; elles sont donc faciles à construire. C'est seulement (|uand un plan est tangent au point S à la courbe A/' ou A/' que la corde correspondante passe par le point S.
Cette construction peut nous donnei' mi point quelconque P de la surface du troisième ordre. Comme A/ et A-^" sont des courbes gauches entièrement arbitraires du second système, qui passent par S, il s'ensuit que :
Si Von considère loules les courbes gauches du Iroisième ordre qui appartiennenl au deuxième si/siènie de courbes et qui passeni par un point arbitraire S, et si d'un autre point quelconque V de la surface du Iroisième ordre on leur mène des cordes, loules ces cordes soûl situées dans un même plan ix passant par SP .
Ce plan a est coupé au point P par les plans ol.^ et a, qui lui correspondent dans les gerbes S, et S^ ; et toute courbe gauche du premier système passant P est engendrée par trois faisceaux de plans de S, S^, Sj, dont les axes sont respectivement contenus dans a, a^ et a,. Mais ces axes sont aussi en même temps des cordes de cette courbe gauche |)assant ])ar P; on a donc ce théorème :
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Si Von ronsidèrr tovlca les courbes (jaNches du troisième ordre (fiii (tppurliennent mi premier si/slènie de courbes et qui passent jxrr le point arbitraire P; et si du point S de la surface du troisième ordre on leur mène des cordes, toutes ces cordes sont contenues dans le même plan Cf., passant par SP, que celui dont il a été question dans le théorème précédent .
Comme le point S peut être choisi arbitrairement sur la surface dn troisième ordre, ces deux derniers théorèmes expriment une pi'opi'ièté commune aux deux systèmes de courbes. En vertu du dei'iiier théorème, nous pouvons topt aussi bien construire la surface du troisième ordre au moyen de deux courbes gauches l^\ /./' du premiei* système qu'à l'aide des courbes l,\' et /t/' du second système. Cette construction permet d'établir immédiatement une coUinéation eiitre trois gerbes P, P^, P^ de telle sorte que P engendre avec P^ et P, les systèmes de cordes respectifs de /i'' et //', c'est-à-dire de deux courbes du premier système, et que trois faisceaux de plans qui se coirespondent dans P, P, et P^ engendrent une courbe gauche du second s\stème. La surface du troisième ordre est bien encore engendrée par les gerbes collinéaires P, P,, P^, mais les deux systèmes de courbes ont échangé leurs rôles en ce qui regarde leur génération et leurs relations réciproques. 11 suit de là que :
Toutes les propriétés de Vun des systèmes de courbes gauches du troisième ordre conviennent également à Vautre système.
Ainsi, par exemple, deux courbes quelconques du second système doivent avoir un point commun, parce que les courbes du jM-emier système jouissent de cette propriété. Un faisceau de courbes du second système coupe projectivement toutes les autres courbes de ce système.
La surface du troisième ordre peut aussi être représentée sur un plan de telle sorte que toute courbe du second système ait pour correspondante une ligne droite et tout faisceau de courbes de ce système un faisceau de rayons qui lui est projectif ; les courbes du premier système sont alors représentées par des courbes planes du cinquième ordre, parce qu'elles peuvent avoir au plus cinq points communs avec celles du second système. Les théorèmes que nous avons démontrés jusqu'ici pour les faisceaux de courbes du premier système s'appliquent aussi aux faisceaux de courbes du second.
.S/ à toute courbe gauche du troisième ordre, appartenant à un faisceau P de courbes du premier système, on fait correspondre l'axe du
faisceau de plans de S, qui eiKjendre la courbe avec les faisceaux correspondants de plans des gerbes S^ el 8^, ou bien, en d'autres termes, la corde (jue l'on peut mener du point S ii la courbe gauche, le faisceau S de rayons, que forment ces axes ou ces coides, est rapporte projectivement au faisceau de courbes P.
Soit, en effet,/'' une courbe gauche quelcontjue du ti'oisième ordre (lui fait partie du premier système de courbes, mais (|iii ii'appaitient pas au faisceau de courbes P. Elle sera rapportée projectivement au faisceau d(3 courbes si Ton fait correspondre chaque courbe du faisceau au point de /"' par lequel elle passe (II, page '211). Mais, en même temps, le faisceau de plans de S, qui engendre la courbe gauche P avec les faisceaux de jilans correspondants de S^ et S^, est perspectif aussi bien à /"' qu'au faisceau S de cordes dont il est question dans le théorème ; /'' est donc aussi proiective à ce dernier. Le faisceau de courbes P et le faisceau de cordes S sont donc tous deux projectifs à la courbe gauche /'"et par conséquent ils sont aussi projectifs enti-e eux.
Ce théorème subsiste encore dans le cas où le centre du faisceau de courbes coïncide avec le point S. Le faisceau de cordes est alors contenu dans le plan g de S qui réunit l'une à l'autre les tangentes aux courbes gauches A- j'' et /./' du second système qui passent par S. En effet, ce plan g est coupé au point S par les plans correspondants Cj et Gg des gerbes S^ et S^, parce que, par exemple, la tangente à k^' au point S a pour élément correspondant le rayon S^S de la gerbe Sj et parce que le plan Gj doit passer par SjS. Soit maintenant //' une courbe quelconque du faisceau S de courbes appartenant au premier système et a la corde qui lui correspond dans g ; un plan quelconque mené j)ar a a encore avec la courbe gauche //' un point commun extérieur à a, f[ui s'approche indéhniment du point S, quand ce plan se i-approche indéfiniment du plan a. Par conséquent g contient aussi la. tangente à //' au point S ; donc :
Si en un point quelconque S d'une surface du troisième ordre on mène les tangentes à toutes les courbes gauches des deux systèmes qui passent par S, toutes ces tangentes sont contenues dans un seul et même plan g, quon appelle le plan tangent au point S.
Il faut encore remarquer que la courbe gauche //' est en général tangente à G, qu'elle est en outre coupée par ce plan en un point L dilïérent de S et que sa corde a réunit entre eux les points S et L et par conséquent est une corde piopre de //'. La (hoite a ne coïncide avec la
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tangente de //' que si le plan a est osculateur à la courbe //' au point S.
Nous saisissons cette occasion pour faire mention de certains ])oints remarquables qui peuvent, dans certains cas, se trouvei' sur la surface du troisième ordre et pour lesquels les théorèmes précédents ne sont plus applicables. En effet, il peut arriver que les courbes gauches h^' et /./' du troisième ordre, engendrées par la gerbe S et les gerbes collinéaires Sj et S^, aient encore, en outre du point S, des points connnuns (au nombre de quatre au jilus), ou bien encore qu'elles soient tangentes en S. Trois rayons homologues des gerbes se coupent alors en chacun de ces points, et éventuellement aussi en S ; il en résulte (prun pareil point doit être situé sur chaque courbe cubique gauche du premier aussi bien que du second système de courbes. Les centres de deux des trois gerbes collinéaires S, S^ S^ peuvent être transportés en un pareil point double de la surface, en sorte que cette dernière peut être engendrée par trois gerbes collinéaires, dont deux sont concenti'iques. Nous ne nous étendrons pas davantage sur ces cas particuliers, mais nous admettrons que les coui'bes gauches Ii\' et /./', que Ton doit considérer comme deux courbes absolument quelconques du second système, n'ont qu'un seul point S commun et qu'elles s'y coupent. Deux courbes gauches quelconques du premier système n'ont donc aussi qu'un seul point commun et elles se coupent en ce point.
Si nous réunissons par une surface du second ordre chacune des courbes /'' du premier système avec une courbe quelconque donnée A;'' du second système, nous obtenons une gerbe de surfaces du second ordre qui se coupent toutes suivant A''. A toute courbe du jiremier système correspond une surface de la gerbe A;'', passant par elle; atout faisceau P de courbes correspond au contraire un faisceau ponctuel de F^ dont les différentes surfaces ont en commun la courbe gauche /r" et une corde de k'^ passant parle point P. Supposons le centre de la gerbe S placé en dehors de la courbe gauche /.:"' ; à tout rayon a de S correspond alors une courbe déterminée P du premier système, engendrée par le faisceau de plans a et les faisceaux de plans homologues des gerbes Si et Sj, et a est une corde de cette courbe gauche/"'.
Le rayon a a, d'après cela, pour correspondants une surface k'P de la gerbe de surfaces k^ et un plan déterminé a, qui est le plan polaire du point S par rapport à cette surface. Le plan a passe par le point S^ qui est conjugué au point S par rapport à la courbe gauche A;"'; il est en
outre coupé par le rayon a eu un point c|ui est le conjugué de S par rappoit à la courbe gauche /' (II, pages 119-120).
Si le rayon a pivote aulour du point S, la courbe /'' change de position sur la surface du troisième ordre et la surface du second ordre A''/" varie aussi dans la gerbe /.:'' ; et en même temps, le plan polaire a de S doit pivoter autour du point S'. Si « décrit un faisceau ordinaire de rayons, V' décrit un faisceau de courbes qui lui est projectif ; la surface A'"/'" doit par conséquent décrire un faisceau ponctuel de F' et le plan a un faisceau de plans du premier ordre, projectif à ce faisceau de surfaces. Par suite, à tout rayon de S correspond un plan de la gerbe S* et à tout faisceau de rayons du premier ordre de S et à son plan correspondent dans S' un faisceau de plans du premier ordre et son axe. Il résulte de là que les gerbes S et S' sont rapportées réciproquement l'une à l'autre et conséquemment engendrent une surface du second ordre ; donc :
(Sï iVun point quelconque N de la surface du troisième ordre on mène une corde a à chaque courbe gauche V du premier système, et si Von détermine le point de a conjugué à S par rapport à la courbe V, tous les points ainsi trouvés constituent une surface du second ordre passant par S. Cette surface contient aussi tous les points S' conjugués à S par rapport aux courbes gauches k* du second système.
Si un rayon f[uelconque de la gerJ)e S coupe la surface du troisième ordre en deux points A et Aj, différents de S, et s'il est par suite une corde delà courbe du premier système qui passe par A et Aj, le point de cette corde qui est conjugué à S est harmoniquement séparé de S par A et Aj. Faisons mouvoir le rayon SAA^ de manière que les deux points A et Aj se rapprochent indéfiniment l'un de l'autre et que SAA^ devienne une tangente à la surface du troisième ordre ; le point conjugué à S doit aussi venir se réunir au point de contact, puisqu'il est harmoniquement séparé de S par A et Aj. On voit de même que le point conjugué à S vient se confondre avec lui, quand l'un des points A et Aj coïncide avec S et quand, par conséquent, le rayon SAAj se rapproche indéfiniment d'une tangente menée à la surface au point S. Donc :
La surface du second oindre, dont il vient d'être question, contieni. tous les points qui sont harmoniquement séparés de S par deux autres points A, A^ de la surface F' du troisième ordre, ainsi que les points de conlacl de toutes les tangenles (/ue l'on peut mener de S à la sur-
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face. Elle a de plus son plan tangent en S commun avec F'' et j)eut être appelée la polaire du point S.
Comme tout faisceau de courbes du premier système a ])our correspondant dans S un faisceau de rayons qui lui est projectif, nous pouvons dire aussi que le premier système de courbes est projectivement rapporté au faisceau de rayons S. Mais la gerbe S est rapportée réciproquement à la gerbe S' et d'autre part à quatre plans liannoniques de S' il coi'respond toujours quatre surfaces harmoniques de la gerbe de surfaces A'"', en sorte que cette dernièi'e est aussi projective à la gerbe S\ Nous déduisons de là que :
S/ à chaque courbe du premier sijslè)ne oti fait correspondre la surface de la gerbe k"' qtù passe par elle, le système de courbes est rapporté projectii)emenl à la gerbe de sni'faces k''; et chaque faisceau (le courbes du système a pour correspondanl dans k'' le faisceau ponctuel de F' qui lui est projectif.
A l'aide de ce théorème, nous pouvons facilement trouver la position respective des points qui sont harmoniquement séparés par deux points de la surface F" d'un point donné P extérieur à cette surface ou, pour nous exprimer d'une manière plus générale, qui sont conjugués à P par rapport à chacune des courbes /"' du premier système. Joignons F par des surfaces du second ordre à t]-ois courbes quelconques li\h-\k^' du second système, les trois plans polaires du point P par rapport à ces suifaces se coupent au point qui est le conjugué de P par rapport à l:'. Si maintenant /' décrit le premier système de courbes tout entier, les surfaces /,'7", k^'F, /./'/"'décrivent les trois gerbes de surfaces k:\ /,/' et //', qui sont projectives au système de courbes et par suite projectives entre elles; et les trois plans polaires du point P décrivent trois gerbes V\ Pi\ P^' qui sont projectives aux gerbes de surfaces et au système de courbes, qui par suite sont coUinéaires entre elles et dont les centres sont conjugués à P par rapport aux trois courbes gauches //', /./', k^'. Ces gerbes coUinéaires P\1\\P./ engendrent une surface du troisième ordre; donc:
Les différents points, qui sont liarmoniquement séparés par deux points delà surface V' du troisième ordre d'un point P situé en dehors de F\ sont contenus sur une deuxième surface du troisième ordre. Cette dernière passe aussi par les points de contact de toutes les tangentes que Von peut mener de P à la surface F'' et elle est également tangente à ces tangentes.
Toute droite menée par P et ayant avec F'' trois points A, Aj, A^ communs est aussi coupée par la deuxième surface du troisième ordi-e on trois points 15, B,, lî^. Si mainlenant le rayon PA pivote autour de !• de manière à devenir une tangent(> à la siu-face F", et par conséquent de manière que deux des points A, A^ A, se réunissent au point de contact, l'un des points B, B^, B., vient coïncider avec eux, tandis qu'en même temps les deux autres se réunissent; car chacun des points B, Bj, P)^ est harmoniquement séparé de P par deux des points A, Ai, A^. La dernière partie de notre théorème se trouve ainsi démontrée.
VINGT-CINQUIEME LEÇON
Courbes planes du troisième ordre.
L'étude des courbes planes situées sur la surface F"' du Iroisièiue ordre nous conduit à d'autres propriétés importantes de cette surface. Un plan quelconque ^ la coupe suivant une courbe C. du troisième ordre, c'est-à-dire qui a en conimun avec toute droite de ce plan, non située sur F'', trois points au plus et un point au moins. La surface F'' est engendrée par trois gerbes collinéaires S, Sj, S^ ; d'après cela la courbe (1. se présente à nous comme la forme engendrée par trois systèmes collinéaires situés suri;, qui sont des sections de ces gerbes, et elle peut être définie, indépendamment de la surface du troisième ordre, ainsi qu'il suit :
Trois systèmes collinéaires, contenvs dans le même plan il, en(/endrent une courbe C. du troisième ordre, suivant les points de laquelle les rayons homologues des systèmes se coupent trois à trois. Par aucun point situé en dehors de C. il ne passe plus de deux rayons correspondants des systèmes.
Projetons les trois systèmes collinéaires de trois points quelconques de l'espace par des gerbes, ces dernières engendrent une surface du troisième ordre passant par C.. Cette surface dégénère en une surface conique du troisième ordre, quand les centres des trois gerbes coïncident.
La surface F'" du troisième ordre, dont nous considérons la courbe plane C. comme une section, peut être représentée sur un système plan 2' au moyen des gerbes collinéaires S, S,, S, ; comme nous l'avons
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Vil, nous n'avons (|u';i rappoi'tt'r ivcipiofiiicnicnt ces gerbes à1'. Comme représentation de (1, nous aurons alors une courbe C. qui est égaleuient du troisième ordre. Les systèmes plans ^ et :i;' sont rapportés réciproquement Tun à l'autre d'une triple manière par le moyen des gerbes S, S,, S^; et tout point V de (7. se distingue des autres points de :i' en ce (|ue les trois rayons de - qui lui correspondent ne forment pas un ti-iangle, mais passent par un seul et même point P de (-.. Réciprocpiement, au point V de C. correspondent dans 2;' trois rayons qui se coupent en un seul et même point de C'.. Nous avons déjà vu précédemment (11, pages 210-211), et démontré d'une autre manière, que G', a en couuuun avec toute droite de -' trois points au plus et un point au moins.
Toute section plane G. de la surface F' du troisième ordre est en^ (jendrée par troix faisceaux de plaus du troisième ordre de S. S^, S^. Une propriété importante de la courbe G. découle des théorèmes précédemment démontrés (II, page 218). G'est la suivante :
Soit S un point quelconque de la courbe plane G. dji troisiènie ord)-e, tous les points qui so)it liaruioniqueuient séparés de S par deux autres points de la courbe sont situés ■•^ur une conique passant par S. Cette conique est tanqeute en S à la courbe G. et contienl les points de contact de toutes les tangentes cjue Von peut mener du point S (i G.. Dans des cas particuliers, cette conique dégénère en deux droites.
Par exemple, la conicpie doit toujours se composer de deux droites, quand G. se décompose en trois droites a, b, c. On voit immédiatement que ce cas est possible, car on peut rapporter coUinéairement entre eux trois systèmes plans de manière qu'ils aient un triangle abc correspondant conunun. Si G. contient une courbe du second ordre a et si S est intérieur ou extérieur à a, la conique dont il est question dans le théorème se réduit également à deux droites, dont l'une est identique avec la polaire de S par ra])port à a. L'autre droite passe par S, et elle doit appartenir tout entière à la ligne G. ; car s'il en était autrement, il seiait impossible que chacun de ses points fut harmoniquement séparé de S par deux points de la ligne G.. 11 suit de là que:
Si la courbe G. du troisième ordre contient une conique a^ elle se décompose en cette conique et en une droite.
Nous allons réunir les uns aux autres les centres des trois gerbes Sj S^, S^ par une conique •/.' et démontrer que •/.- est contenue tout entière sur la surface F'' ou qu'elle a encore au plus trois autres points com-
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iiiiins avec F''. Projetons de S la conique •/.- par un faisceau de rayons et cherchons le faisceau de rayons qui lui correspond dans la gerbe S^ ; ce dernier est également projectif à -/,- et engendre avec •/.- un faisceau de plans du premier ou du second ordre. Tout })lan de ce laisceau a un l)oint de •/.' commun avec le plan corres})on(lant de S ; à ce faisceau de })lans correspond aussi dans S^ un faisceau de j)lans |)r()jectif à ■/.', dont tous les plans passent par les points correspondants de y,' ou dont trois au plus jouissent de cette propriété (I, pages 155-156). Le théorème est donc démontré; et connue S, S^ S^ peuvent être considérés comme trois points absolument quelconques de la surface F'', on voit que :
La surface F'' du troisième ordre et chacune de ses sections planes ont au plus six points communs avec une conique qui n'est pas entièrenu'ut située sur la surface.
Si donc une courbe plane (1. du troisième ordre a plus de six points communs avec une conique, elle se décom])ose en cette conique et en une droite. On voit de plus que :
Une surface du second ordre a en (jénéral une courbe gauche du sixième ordre commune avec la surface du troisième ordre.
En effet, un plan quelconque coupe la surface du second ordre suivant une conique qui, en général, a tout au plus six points (situés sur la courbe gauche) communs avec la surface du troisième ordre.
T)'ois faisceaux de plans du second o)'d)-e projectifs, nuiis no)i concentriques, engendrent en général une courbe gauche -( du sixième ordre, par laquelle on peut faire passer une surface du troisiènw ordre.
En eifet, les trois gerbes S, S^, S., aux({uelles appartiennent les faisceaux du second ordre sont rapportées collinéairement entre elles par le moyen de ces faisceaux et engendrent une surface F'' du troisième ordre. Représentons F"' sur un plan ^'; aux faisceaux de plans du second ordre et à la courbe y qu'ils engendrent correspond dans ^' une conique y' et à toute courbe plane d'intersection G3 de F'' correspond dans II' une courbe C. du troisième ordre. Gomme y' a au plus six points communs avec C'., y sera aussi cou[)é par la courbe (1. et par son plan en six points au plus. Il n'y a d'exception que si y' fait partie de la courbe C/..
Si une conique a six points communs avec une courbe G. du troisième ordre et si elle change de forme et de position d'une manière continue, de telle sorte que deux de ces six points se rapprochent indéfmiment l'un de Tautie, ces deux points se réunissent finalement
pour former un point de contact comniun en dehors duquel les deux coui'bes n'ont plus que quatre points communs Tune avec l'autre.
Mais les })oints de contact des tangentes que l'on peut mener à une courbe (\ d'un point S de cette courbe sont situés sur une conique tangente à la courbe C. en S ; donc :
Par un point quelconque S de la courbe C. du troisième ordre, on ne peut, en outre de l<i tangente en S, mener au plus que quatre tangentes à C..
Par le point S de la courbe C. passent une infinité de rayons qui coupent chacun la courbe en deux points différents de S. Chacun de ces couples de points peut être réuni par une courbe gauche du troisième ordre, qui appartient au premier système de courbes de la surface F'' du troisième ordre; et il résulte des théorèmes précédents (II, pages 214-215) que toutes les courbes gauches ainsi déterminées se coupent en un même point P de C.. Nous avons aussi démontré déjà (pie le faisceau de courbes P du premier système est rapporté projecti- Aement au faisceau de rayons S, quand à chaque courbe de P on fait correspondre sa corde qui passe par S. Le faisceau de courbes P peut être réuni à une courbe gauche quelconque /r' du second système par un faisceau ponctuel de F-, dont les surfaces se coupent suivant //' et suivant la corde de A:"', qui ])asse par P. Ce faisceau de surfaces est lui-même projectif (II, page 219) au faisceau de courbes P et au faisceau de rayons S; et les points qui sont communs à un rayon quelconque de S, à la courbe correspondante du faisceau P et à la surface correspondante du second ordre sont situés sous la courbe C.. Le faisceau de surfaces est coupé par le plan du faisceau de rayons S sui- \ant un faisceau de conicfues qui lui est projectif, et dont les coniques ])assent par le point P et par les points communs au plan et à la courbe gauche //'. Or, comme h'' peut être choisie arbit rairement dans le second système de courbes, il s'ensuit que :
La courbe plane C. du troisième ordre peut être engendrée d'une infinité de manières au moycîi d'un faisceau de rai/ons S et d'un faisceau de coniques qui lui est projectif, de telle sorte que les points d'intersection d'un ragon de S et de la conique correspondante soient situés sur C..
Paimi les quatre points qui sont communs aux coniques, nous pouvons en choisir deux, 0 et Q, d'une manière absolument arbitraire sur C,, puisque, ])ar deux points (juelconques de la surface F', on peut faire
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])asser une courbe k. du second système ; le troisième R se trouve également sur /t''. Le quatrième point P ne dépend qu'en apparence du choix du point S; car nous allons montrer de suite (}ue l'on peut attribuer à chacun des trois points 0, Q, R le rôle que jouait le point P dans la recherche précédente et que, par suite, P peut être échangé avec un point quelconque de C.. Au contraire, chacun des quatre points est déterminé par les trois autres et par le point S. En effet, si 0, P, Q et S sont donnés, nous trouverons R, en joignant par une conique 0, R et Q avec deux points quelconques de C^ situés sur une même droite avec S et en cherchant le sixième point d'intersection de cette conique avec (]..
On peut échanger le point P avec le point 0 ; cela résulte de la démonstration du théorème suivant:
Par chaque courbe engendrée au moyen cVun faisceau de rayons S et dhin faisceau de coniques [OPQR] projecfif à S, et consêquemnicnt par le centre de S et les quatre points 0, P, Q^ R commvns aux coniques, on peut faire passer une surface du troisième ordre ; ou autrement dit, la courfjc est du troisième ordre.
Nous joignons trois des quatre derniers points, par exemple P, Q et R par une courbe gauche /î;'' du troisième ordre, nous prenons arbitrairement sur cette dernière les centres de deux gerbes S^ et S, et nous rapportons ces gerbes collinéairement entre elles de telle manière qu'elles engendrent le système de cordes de k''. Par 0 passe une corde de /.'■ suivant laquelle se coupent deux plans homologues x^ et a^ des gerbes. Soient s^ et s, deux rayons homologues des gerbes, respectivement contenus dans a:^ et a^; ils coupent le plan OPQR en deux points qui appartiennent à une seule et même conique du faisceau (OPQR) ; en eflet,les faisceaux projectifs de plans s^ et .s.^ engendrent unesurface du second ordre passant par k'' et par le point 0 et sur laquelle sont aussi situés les rayons Sj et s^. Les deux faisceaux de rayons de s\ et s^, situés dans a^ et a^ et qui se correspondent, seront donc coupés par le plan OP(JR suivant deux ponctuelles perspectives au faisceau de coniques (OP(iR) (II, page 178) ; elles sont donc aussi projectives au faisceau de rayons S. Rapportons maintenant la gerbe S collinéairement cà Sj et S,, de manière que ces trois faisceaux ])rojectifs de rayons se correspondent, les trois gerbes engendrent une surface du troisième ordre, dont la courbe plane doiuiée est une section. La collinéation en question peut être établie d'une infinité de manières (II, page 7).
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Le rôle du point P peut donc aussi être attribué cU'ectivement à tout autre point quelconque 0 de la courbe G. du troisième ordre; il eu résulte alors d'une manière générale ({ue:
Si l'on prend cwbUrub'enient qiutlre points S,I\QJi sui' une eourhe plane C. du troisième ordre, et si l'on réunit par une conique les point s P, Q et R à deux auti^es points de C. situés sur une même droite avec S, toutes ces coniques constituent un faisceau de coniques projectif au faisceau de rayons S, et le quatrième point 0 commun aux coniques est aussi situé sur C...
On voit inniiédiatenient ([iie la réciproque sLii\ante de ce théorème est exacte :
Si par quatre points quelconques OJ^^QJt d'une courbe plane C.du troisième ordre on fait passer des coniques qui aient encore chacune deux autres points communs avec C., les droites qui réunissent ces couples de ])oints se coupent en un seul et même point S de C^. Le faisceau [OP QPi) de coniques est rapporté projectivement au faisceau de rayons S, quand on fait correspondre à chaque conique le rayon de S obtenu de cette manière.
Pour que le théorème ait un sens, il faut que, })armi les quatre })oints 0,P,Q,Pi, il n'y en ait pas trois sur une môme droite. Au contraire, deux quelconques d'entre eux peuvent se rapprocher indéfiniment l'un de l'autre, en sorte que le théorème subsiste encore quand les coniques coupent C. en deux points et lui sont tangentes en un ti-oisième, ou bien quand elles sont tangentes entre elles et à la courbe C. en deux points différents, etc.
Le j)oiiit S a reçu le nom de point opposé au quadrilatère OPQR.
Le dernier théorème constitue une des propriétés fondamentales des courbes planes du troisième ordre ; et nous pouvons en déduire un grand nombre d'autres })ropositions, et tout d'abord la suivante :
Par huit points arbitraires 0,P,Q, R, À,B, C,D du plan on peut faire passer une in/inité de courbes du troisième ordre ; par un neuvième point arbitraire E, il ne passe qu'une seule de ces courbes; c'est seulement quand E a une position particulière^ complètement iéterminée par les huit premiers points, que toutes ces courbes du troisième ordre passent par ce dernier point.
Parmi les points donnés nous en choisissons quatre quelconques, 0, P, Q, 11, dont trois ne soient pas en ligne droite ; nous faisons passer par eux un faisceau de coniques et nous désignons par a, 3, y, Sj s les cinq
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coniques de ce faisceau (OPQR) qui passent respectivement par A, B, G. D, E. Nous pouvons rapporter le faisceau de rayons D à (OPQR) de telle sorte que les rayons DA, DB, J)C correspondent respectivement aux coniques a, |3, y; ceci fait, nous pouvons construire aussi les rayons DD^et DEj du faisceau D qui correspondent aux coniques o ets. A présent, nous imaginons qu'on ait tracé par A, B, C et D une conique /, tangente en D au rayon DD^ ; elle est coupée par le rayon DE^ en un point Ej et est rapportée par le faisceau D projectivement au faisceau de coniques (OPQR), de telle sorte que les coniques a, [S, y, o, s correspondent respectivement aux points A, B, G, D,E^ de y.. Tout faisceau de rayons S, perspectif à la conique-/., engendre avec le faisceau de coniques (OPQR) une courbe du troisième ordre qui passe par les huit points 0, P, Q, R, A, B, G, D. Si maintenant nous déterminons sur ■/. le centre du faisceau de rayons S, de manière que le point E^ en soit projeté par le rayon SE, la courbe du troisième ordre passe aussi par le neuvième point E. Pour une position quelconque du point S, la courbe du troisième ordre a en commun avec la conique les cinq points S, A, B, G, D et conséquemment elle en a encore au plus un sixième T. (le point T de -/, est situé de même que A, B, G et D sur la conique du faisceau (OPQR) qui lui correspond et, par conséquent se trouve contenu sur chacune des courbes du troisième ordre qui passent par 0, P, Q, R, A, B, G, D; c'est seulement quand E coïncide avec T que toutes ces courbes passent par E.
11 est à remarquer que nous n'avons nullement besoin de tracer la conique z, mais que nous pouvons trouver les points Ej et S par des constructions linéaires, par exemple, au moyen du théorème de Pascal. Nous pouvons de même construire le deuxième point A^ où le rayon SA coupe la coni({uea; et comme A^ appartient aussi à la courbe du troisième ordre cherchée, nous aurons résolu ainsi le problème suivant :
Une courbe plane C.^ du troisième ordre élanl donnée par neuf poinl s, construire son dixième point A^, qui est sur une même conique a avec cinq quelconques des points donnés.
Le faisceau de coniques (OPQR) contient aussi les trois couples (le côtés opposés du quadrangle OPQR. Cherchons le rayon du faisceau S qui correspond à l'un d'eux, par exemple à OP, QR, nous résoudrons ainsi ce problème :
Une droite OF réunit deux des neuf points donnés ; construire
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son Iroisiènie point cV intersection avec la courbe C.du I roisième ordre .
Soit / un rayon quelconque du faisceau S et À la conif|ue f[ui lui correspond dans le faisceau (OlMHi). Lorsque / se rapproche indélininient du rayon SO, l'un des deux points d'intersection de / et de a s'approche indéfiniment du point () et la droite qui réunit 0 à ce point d'intersection devient la tangente à la courbe C. au point 0 ; en même temps, la conique a change de foi'ihe de telle manière qu'elle est également tangente à cette droite au point 0. Si donc nous déterminons la tangente au point 0 à la conique ([ui correspond au rayon SO, nous résolvons par là même ce problème :
Mener une tangente à la courbe C. du troisième ordre, en f nu des neuf points donnés, en 0 par exemple.
A l'aide de ces remarques, on peut aussi traiter facilement les problèmes suivants : Construire une courbe du troisième ordre dont on donne huit points et une tangente, ou bien sept, six, cinq points et les tangentes respectives en deux, trois ou quatre d'entre eux. Nous ne nous arrêterons pas à en donner la solution.
On a démontré qu'en général huit points (ki i)lan peuvent être réunis à mi neuvième par une courbe du troisième ordre ; de cette démonstration il résulte que :
Deux courbes planes du troisième ordre ont au plus neuf points communs 0, P, Q, i^, A, B, C, D, T; ces points peuvent être réunis à un dixième point E quclcouque du plan par une courbe du troisième ordre.
Si par quatre des neuf points, par exemple, par 0, P, Q, R, nous faisons passer un faisceau de coniques et par les cinq autres une conique-/., cette dernière peut être rapportée projectivement au faisceau de telle manière qu aux cinq points A, B, C, />, T de ■/. correspondent resjiectivement les coniques du faisceau [OPQR) qui passent par eux. La conique % contient aussi le point S opposé au quadrilatère OPQR }mr rapport à toutes les courbes du troisième ordre passant par les neuf points.
Il peut arriver que six des neuf points soient situés sur une coni({ue. Soit K un septième point quelconque de cette conique, on peut aussi réunir K aux neuf ])oii)ts pai' une coni'bc du troisième oi'dre ; et connue cette dernièrea se])t points coiniiiuns avec la coirupie, elle se déconqiose en cette conique et en une droite. Donc :
Si, parmi les neuf points d'intersection de deux courbes du troi'
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fiième ordre .nx sont situes sur une conique, les (rois autres sont sur une même ligne droite.
Ce théorème et sa démonstration subsistent encore quand la conique dégénère en deux droites. Nous en déduisons que :
Si une courbe C. du troisième ordre est coupée par trois droites a, 1), c en groupes de trois points tels que six de ces neuf points soient situés sur une courbe du second, ordre ou encore sur deux nouvelles droites k et\, les trois autres j)oinfs d'intersection sont sur une même droite m.
Car les trois droites a,b, c constituent une seconde ligne du troisième ordre et, par les neuf points d'intersection, on peut faire passer une infinité de courbes du troisième ordre. Les six points communs à une courbe C. du troisième ordre et à une conique quelconf[ue peuvent être réunis deux à deux par io droites qui coupent C. en 15 points P; ces quinze points P sont trois à trois sur îT) droites g et ces 15 droites g se coupent trois à trois en ces 15 points P.
Dans le théorème précédent, nous ponvons prendre arbitrairement les droites A; et / et, par leurs six points d'intersection avec G-, faire passer les trois droites a, b, c. Si /.■ et / se rapprochent indéfiniment Tune de l'autre, rt, b, c deviennent trois tangentes de la courbe du ti'oisième ordre et l'on voit que :
Si Von mène des tangentes à la courbe C. du troisième ordre aux trois points qui lui sont communs avec une droite k, ces tangentes coupent la courbe en trois nouveaux points, qui sont situés sur une deuxième droite m.
Nous avons déjà vu que la coui-be plane G. du troisième ordre peut se décomposer en une droite et une conique, mais nous n'avons pas encore démontré cju'il doit toujours en être ainsi quand la courbe G. contient une droite g. Par le fait, cette décomposition n'est pas toujours nécessairement celle qu'on indique, car on peut se représenter le cas où la courbe du troisième ordre se réduit tout entière à la droite g, ou bien où elle n'a cju'un seul point en dehors de g. Mais si G., outre g, se compose d'autres points, trois d'entre eux ne sont pas en général situés sur une même droite /; car s'il en était ainsi, / aurait encore avec C. le point Ig commun ; elle aurait alors quatre points communs avec G., appartiendrait par suite dans son entier à la courbe G'', et cette courbe G. devrait se déconqooser en trois droites, dont la troisième poui lait se confondre avec / ou g. Nous pouvons d'après cela réunir
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cinq points qnolconqiies extérieurs à g par rnie courbe -/.^ du second ordre qui constitue aussi avec g une courbe du troisième ordre. Ces cinq points, joints aux trois points de la droite gr, constituent un système de liiiit points qui, avec un neuvième point quelconque du plan, déterminent en général une seule courbe du troisième ordre. Si maintenant nous choisissons aussi le neuvième point sur la droite g, cette courbe du troisième ordre se confond évidemment avec C^ et en même temps aussi avec la courbe du troisième ordre qui se compose de g et de la conique x^ Donc :
Si une courbe C. du troisième ordre renferme une droite g, elle se décompose généralement en cette droite et une conique ; dans des cas particuliers, elle peut se composer de g et de deux autres droites, quand elle ne se réduit pas à g et à un point isolé, ou même à g toute seule.
On peut facilement conclure de là que, parmi les neuf points d'intersection de deux courbes du troisième ordre, six doivent être situés sur une conique ou sur deux droites, quand les trois auti'es sont siu' une même ligne droite.
Le théorème suivant peut encore trouver place ici, en terminant :
La. courbe de base d'un faisceau, de surfaces du second ordre est projetée de chacun de ses points suivant une surface conique du troisième ordre.
Soient S et T deux points quelconques de la courbe de base ; nous pouvons rapporter la gerbe S réciproquement à la gerbe T d'une triple manière, de manière qu'elle engendre avec T trois surfaces quelconques du faisceau ponctuel de F^ Le point S se présente alors comme centre de trois gerbes collinéaires, et ces dernières engendrent (II, page 221) une surface conique du troisième ordre dont les rayons projettent chacun un ])oint de la courbe gauche du quatrième ordre. Nous en concluons que :
Une surface conique du troisième ordre et une surface réglée du second ordre, qui ont deux rayons a et h communs, se coupent suivant une courbe gauche du quatrième ordre par laquelle on peut faire passer un faisceau de surfaces du second ordre.
Pour le démontrer, joignoiis par une nouvelle surface du second ordre le point ab avec sept points quelconques, extérieurs à a et 6 et appartenant à la courbe d'intersection de la surface réglée et de la surface conique du troisième ordre. Celte nouvelle surface sera coupée par
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la surface réglée suivant une courbe gauche du quatrième ordre qui doit aussi être située sur la surface conique du troisième ordre ; car elle sera projetée au point ah suivant une surface conique du troisième ordre qui a en commun avec la surface conique donnée sept rayons, en outre de a et h, et qui par suite est identique avec elle. On démontre de même que :
Une surface conique du froinèine ordre et une surface conique du second ordre, non concentriques mais tangentes le long d'un raijon, se coupent suivant une courbe gauche du quatrième ordre par laquelle on peut faire passer un faisceau de surfaces du second ordre.
Réunissons brièvement les résultats principaux acf[uis dans cette leçon et nous avons pour les surfaces du troisième ordre le théorème suivant :
La surface du troisième ordre est coupée par un plan quelconque suivant une courbe C. du troisième ordre, déterminée par neuf points arbitrairement choisis S7ir elle. Cette courbe se décompose en une conique et une droite., quand elle a, plus de trois points conuni/ns avec une droite ou plus de sir points communs avec une coni([ue ; elle peut aussi se réduire à trois droites ou à moins de trois droites. La courbe C. du troisième ordre a au plus neuf points communs avec une autre courbe quelconque du troisième ordre; huit de ces points déterminent le neuvième ; d'après cela, deux surfaces du troisième ordre se coupent en général suivant une courbe gauche du neuvième ordre. Une surface du second ordre et une surface du troisième ordre se coupent en général suivant une courbe gauche du sixième ordre.
Vl^r.T-SIXIlîME LEÇON.
Les vingt-sept droites de la surface du troisième ordre et les coniques contenues sur la surface.
Étant donnée une suiface du troisième ordre engendrée par trois gerbes collinéaires S, S,, S^, si nous la représentons sur un système plan 2 en rapportant réciproquement i; à S, Sj, S^, à tout point de F^ correspond un point unique de 2. Il peut au contraire exister dans i) certains pom/s /;rmf//jfn/.r auxquels correspondent plusieurs des points de F', par exemple, tous les points d'une droite. A un point quelconque de 2 correspondent, en effet, les trois plans homologues de S, Sp S^, et leur point d'intersection situé sur F"' ; mais si ces plans ont plus d'un point commun, et par conséquent ont une droite commune, le point correspondant de 2 est un point principal. Nous donnerons à la droite qui correspond au point principal le nom de rayon principal de la surface F' ; elle est une corde commune aux trois courbes gauches du troisième ordre engendrées par les gerbes S, S^, S^ prises deux à deux. Conune ces courbes gauches peuvent être considérées comme trois courbes quelconques du second système de courbes de F'', les points piincipaux de 2 peuvent aussi être définis de la manière suivante :
Les points principaux dn plan 2 ont pour éléments correspondants sur la surface F' <hi troisième ordre les cordes communes au deuxième système de courbes de F''; nous donnons à chacune de ces cordes le nom de rayon principal de la surface du troisième ordre.
Les points principaux de - sont donc les points doubles des courbes du cinquième ordre qui conespondent aux courbes gauches du second système de F',
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Vn plan quelconque coupe la surface F'" suivant une courbe plane G^, qui a un point commun avec toute droite située sur F''. Nous en concluons que :
Les courbes du troisième ordre de 2, qui correspondent aux sections planes de la surface F'', passent par tous les points principaux de -.
Par une droite quelconque j;, qui a les trois points ]\ Q, R communs avec F'\ menons deux plans (pielconques ; ils coupent la surface F"' suivant deux courbes G. et G.^ qui passent par les points P,Q,R. En outre des trois points qui correspondent à ces trois derniers, les courbes qui représentent G, et G.* ont encore au plus six points communs et ciiacun d'eux doit être un point principal de 2, parce qu'il a pour correspondant un point de G. aussi bien qu'un point de G.^ Ges six points principaux ne sont pas contenus sur une même conique ; car sans cela, les trois autres points devraient être situés sur une même droite, ce qui est impossible , puisqu'une droite de 2 a pour correspondante sur F^ une courbe gauche du troisième ordre qui a au plus deux points communs avec la droite arbitraire g. Donc : : ,
Le plan 2 renferme au plus six points principaux qui ne sont pas situés sur une seule et même conique; et la surface ¥' renferme au plus six rayons principaux ou cordes communes du deuxième système de courbes. Etant données trois gerbes collinéaires quelconques de fespace, il existe en général six droites au plus suivant lesquelles les plans homologues des gerbes se coupent trois à trois.
Lorsque deux cordes d'une courbe gauche du troisième ordre sont situées dans un même plan, elles se coupent, comme on le sait, en un point de la courbe. Or, comme les courbes gauches du deuxième système ne doivent pas toutes ])asser par un seul et même point, il s'ensuit que :
Deux rayons principaux de la surface ¥' ne sont jamais dans un même plan.
Une droite quelconque g de - a pour correspondante sur la surface F' une courbe gauche y' du premier système; mais
Si une droite g de il contient un point principal U, la courbe gauche y" du troisième ordre, qui lui correspond, se décompose dans le rayon principal u, correspondant à U, et en une conique, qui a un point commun avecu.
A la ponctuelle g correspondent dans les gerbes S, S,, S^ trois fais-
ceanx do ]ilans. dont les axos roiiponl lo rayon principal ii et le faisceau de plans de S eng-endre avec ceux de S^ et de S^ deux surfaces réglées du second ordre qui ont en commun l'axe du premier faisceau et le rayon principal u. Réunissons maintenant par un i)lan trois autres quelconques des points communs aux deux surfaces ; ce plan coupe les deux surfaces du second ordre suivant deux coniques qui sont identiques, car, en outre des trois points précédents, elles ont encore en commun un [)oint situé sur }i et un aulre situé sur l'axe du premier faisceau de plans. Les points de cette conique correspondent projectivement à ceux de la droite g.
Le plan de la conique a encore une droite commune avec la surface ; cette droite jointe à la conique constitue une courbe plane du troisième ordre. La coui-be qui la représente doit se décomposer en la droite g et en une conique ; et cette dernière doit passer par tous les points principaux du plan S, différents de U. Donc :
Une conique qui réunit cinq quelconques des points principaux (lelL a pour correspoudaule siirht surface ¥' une droite qui rencontre les cinq r-aijons principaux correspondants; par celte droite passent les plans de toutes les coniques de F'' qui correspondent aux ragons de 2 menés par le sixième point principal.
Si une forme rectiligne g réunit entre eux deux points ])rincipaux U et V de Z, elle a pour correspondants dans les gerbes S, S,, S, trois faisceaux de plans dont les axes coupent les rayons principaux correspondants u et V de F\ Le faisceau de plans de la gerbe S engendre avec ceux de Si et S., deux surfaces réglées qui ont en commun l'axe de ce faisceau et les rayons principaux u et y. Soit maintenant V un point de la courbe d'intersection de ces surfaces réglées, qui soit extérieur aux trois droites précédentes; les surfaces passent encore par une quatrième droite qui contient le point P et qui coupe les droites u et v; cette quatrième droite doit correspondre à la droite g; donc :
Tojite droite qui joint deux points principaux U et \ de "ï. a pour correspondante sur F'" une droite qui coupe les deux rai/ons principaux correspondants ii et v.
On voit en même tenq)s (pie :
Trois points principaux du jilau :s. ne sont jamais sui' une même droite.
En elfet, si une forme rectiligne contenait trois points pi'incipaux, les faisceaux de plans qui lui correspondent dans S, Sj. S, seraient
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jiorspoctifs au système réglé auquel appartiennent, les trois rayons principaux correspondants de F\ La surface F" se décomposerait alors en une surface réglée et un plan. Il y a une exception à ce théorème, C'est quand F" possède un point double ; mais ce cas a déjà été exclu précédemment (II, page 217).
Joignons la droite de F"', qui correspond à la droite réunissant deux points principaux U et V, avec un point quelconque P de F'' par un plan. Ce plan coupe la surface F'" suivant une courbe du troisième ordre G., qui se compose de la droite en question et d'une conique passant par P. La courbe qui représente C. sur Z se décompose en la droite UV et en une conique qui contient le point correspondant à P et tous les autres points principaux différents de U et V. Comme P a été pris arbitrairement sur F"', le point qui lui correspond peut être considéré comme un point absolument quelconque de 2. Nous déduisons de là que :
Les coniques^ que Con peut mener par quatre points principaux de -, ont aussi des coniques pour correspondantes sur F''; les plans de ces dernières courbes se coupent suivant la droite qui correspond à la droite joignant les deux autres points principaux.
Ce théorème éprouve naturellement une modification quand il y a moins de six points principaux.
Nous allons d'abord examiner le cas le plus particulièrement intéressant, celui où le plan 2 contient six points principaux réels. On peut considérer ces points comme les sommets d'un hexagone complet, auquel on ne peut pas circonscrire de conique. De ce qui précède, il découle que :
A chacun des six sommets et des quinze côtés de cet hexagone principal de 2 correspond une droite de la surface; de même à chacune des six coniques que Von peut mener par cinq de ses sommets correspond également une droite. La surface F" du troisième ordre renferme donc vingt-sept droites.
Quatre quelconques des droites situées sur la surface ne peuvent appartenir à un seul et même système réglé du second ordre; car, si ce cas se produisait, cliacune des directrices de ce système réglé aurait quatre points communs avec la surface F'' et par conséquent serait .située tout entière sur F% en sorte que cette surface se décomposerait en une surface réglée du second ordre et mi plan.
On peut facilement se faire une idée de la situation réciproque des vingt-sept droites au moyen de l'hexagone complet. Nous désignerons
tout d'abord par 1, 2, 5, i, 5, 6 les six points principaux du plan 2, pai- [7,,v deux quelconques d'entre eux et par ([j.) la conique ({ui passe par les cinq points principaux différents de [t.. On peut alors représenter pai- (t., le rayon ])rincipal de la surface F'" (|ui correspond au point priiici[)al [j., par h,, la droite qui correspond à la conique (p.) ; enfin le côté [jy de riiexagone aura pour correspondante la droite c^,., ou c,,^ de F"'. Les vingt-sept droites sont alors repi'ésentées comme il suit :
(I, (I , <i. a, a. a, h, h, h. h, Ik h,
En vertu des théorèmes précédents et de la représentation des vingtsept droites sur le plan 2, on reconnaît inunédiatement que :
La droite aj, nesl coupée que par dix des vingt-six autres droites; ce sont tontes les droites h, à V exception f/eb,^, et toutes les droites c qui ontVindice \).. De même, h,, est rencontrée par dix des autres droites; ce sont toutes les droites a, a l" exception de a^^, et toutes les droites c qui ont V indice \}.. La droite c,^, est cou})ce par les droites a,^, a,, b,,, b, et par les six droites c qui n'ont ni findice [j., ni Vindice v.
Par exemple, la droite c^^ est rencontrée par les droites «j, r/,, b^,
/^2, c.,^, r.. etc., parce que sa ligne représentative i^ pasvse par les
points 1, 2 et a en connnun avec les représentations (1), (-2), 54,
55 etc., de chacune des auti'es droites en question un point qui
n'est pas un point principal.
Chacune des 27 droites est donc rencontrée par dix des autres droites et forme arec elles ciuq triangles; en sorte que les 27 droites se coupent en 155 points o et forment 45 triangles A.
Par exemple, les dix droites, ([ui coupent a^, foi-ment avec elle les triangles :
fljYn' "A'\-.> "J'/\v f'J'^\,^ <'A'\6-
de même />, est la droite d'intersection des jilans des cinq ti-iangles :
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et les dix droiles, qui coupent c,^, forment avec elle les triangles :
^U^'l^l 'U^'2^1' <"l2^'ôi^M^ ^l/W*6^ ''l2^V45-
Les droites a et b ont une situation relative bien remarquable. Les droites a sont coupées cinq à cinq par une des di'oites b et par conséquent elles sont rencontrées quatre à quatre par deux des droites b; la surface réglée, qui contient trois droites a, a encore trois droites b communes avec la surface F' du troisième ordre. Or, comme deux droites a ne sont jamais dans un même plan, il s'ensuit que :
Deux droites b ne sont jeûnais dans un même plan ; les droites h prises cinq à cinq, quatre à quatre, trois à trois, deux à deux, une à une sont respeelivenient co^ipées par une, deux, trois, quatre, cinq droites a; les droites b ont donc par rapport aux droites a la même situation que ces dernières par rapport aux premières.
Avec M. Schlàfli nous donnerons à un groupe de deux fois six droites qui ont entre elles la situation relative des droites a et b, le nom de double sixain. Un double sixain comme :
Ik
est donc caractérisé par cette propriété que l'une quelconque de ses douze droites ne rencontre que les cinq des onze droites restantes qui ne sont ni sur la même ligne horizontale, ni sur la môme colonne verticale qu'elle. Nous distinguerons deux moitiés dans un double sixain ; dans celui qui précède, une des moitiés est constituée par les droites a et l'autre par les droites b. Nous pouvons prouver facilement que les 27 droites de la surface du troisième ordre ne forment pas entre elles moins de 56 doubles sixains de ce genre ; mais auparavant démontrons le théorème suivant :
La droiles h.,_ n'est rencontrée que par celles des droites c qui ont V indice a. Deux droites c, ayant un indice commun [j., ne peuvent pas être situées dans un même plan.
Par exemple, si 6^ était coupé par c,., les quatre rayons f,., a,^, a.., «p apjmrtiendraient à la surface réglée dont b^, b.^, b. sont trois directrices; ce qui est impossible. Et si, par exemple, Tj^ et c^. étaient dans un même plan, ce plan devrait contenir aussi les droites t'„, c^g, (jg, parce que ces dernières coupent r^, et c^. en des points dilTérents;
la surface F' du troisième ordre aurait donc cinq droites communes avec le plan, ce qui est également impossible.
Du double sixain donné plus haut, nous pouvons déduire, entre autres, les deux suivants :
et
<"gi
Les droites Cj,, <\., (\,^. c^.. du premier double sixain sont représentées sur le plan - par ([uatre droites réunissant le point 1 à quatre autres points principaux 2, 5, i, 0; et comme nous pouvons échanger chacun des points principaux avec un autre, ce premier double sixain nous en donne par analogie 15 en tout. Les droites c^^, c,., t'.^ du second double sixain correspondent aux côtés du triangle 125 de li; les six points principaux forment entre eux vingt triangles; le second tableau ci-dessus ne peut donc pas donner naissance à moins de vingt doubles sixains.
Les 27 droites de ht surface du troisième ordre forment donc en tout 1 4- 15 -h 20 = 56 doubles sixains cl chaque droite entre dans seize de ces doubles sixains.
La considération de Thexagone de ï, qui, joint aux six coniques ([a), donne la représentation des 27 droites, nous fournit immédiatement la proposition suivante :
Quatre quelconques des droites de la surface F'', qui ne se coupent pas deux à deux, déterminent un double sixain et ces quatre droites appartiennent à l'une des moitiés de ce dernier.
La surface du troisième ordre ne peut pas contenir une vingt-huitième droite g. Supposons, en effet, qu'une pareille droite existe, elle ne pourra jamais couper trois des rayons principaux a, parce que ceux-ci sont déjà rencontrés par trois des rayons b et que quatre droites de la surface ne peuvent jamais appartenir à un seul et même système réglé. La droite g sera de plus représentée dans le plan X par une droite ou une conique; car les i)lans de la gerbe S, qui ont chacun en commun avec les plans homologues de Sj un i)oint de la droile </, forment (II, page 209) un faisceau de plans du i)remier ou du second ordre. Il résulte de là que la représentation de la conique de F", ([ui est dans un même plan avec g, doit être une conique ou une droite, et qu'elle passe par (|uatre au moins des points principaux de ^. Cette
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représentation ne peut être une droite, parce qu'une pareille droite contient au plus deux points principaux, elle ne peut être non plus une des six coniques ([;,), parce que ces dernières correspondent aux droites h; et si elle était une conique contenant seulement quatre points principaux, g devrait être identique avec l'une des droites c, puisque sa représentation coïncidei'ait avec la droite joignant les deux derniers points principaux. L'hypothèse d'une vingt-huitième droite g est donc inadmissible. Nous pouvons aussi énoncer ce résultat comme il suit :
Le plan de toute coniqne située sur la surface du troisième ordre passe par Vime des '21 droites de cette surface.
Nous représenterons un double sixain quelconque contenu sur la surface F^ par
'h 'h ^'r, '^, '^, 'K. (\ ^2 ^'-. ^'i ('-. ^oi
nous allons démontrer à présent que :
Cinq rayons, dj d^, d., d^, d„, qui appartiennent à une moitié d'un pareil double sixain , déterminent complètement les vingt-sept droites delà surface du troisième ordre et la surface elle-même.
La droite e^ coupe les cinq rayons donnés d et les autres droites e les rencontrent quatre à quatre. On peut donc construire facilement les droites e (î, pages 179-180) et, par leur moyen, nous trouvons la droite rfg qui coupe les cinq premières droites e. Les deux plans d e., et d e^, se coupent de plus suivant l'une f^., des quinze autres droites de la surface F'' ; car la droite d'intersection f.,., a en commun avec la surface quatre points respectivement situés sur r/^, d ,^ e.,, e, et par conséquent elle est contenue tout entière sur la surface. Du moment qu'on a trouvé les 27 droites de cette manière, on peut construire une section plane quelconque de la surface au moyen des points où le plan sécant rencontre ces 27 droites.
Pour construire un double sixain dans l'espace, nous pouvons prendre arbitrairement un rayon e^ de l'une des moitiés et le couper par cinq rayons quelconques c/^, d^, r/., d^, f/„ qui doivent appartenir à l'autre moitié. Il faut seulement que, parmi ces cinq rayons d, il n'y en ait pas deux dans un même plan ni quatre sur une même surface réglée.
Par quatre rayons d^, d^, d., d^ et trois points arbitraires S, Sj, S^ dé l'espace, on ne peut faire passer qu'une seule surface du troisième
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ordre; cette surface est eni!;endréo par les trois gerbes S, S,, S., ({ni sont rapportées collinéaircinenl entre elles de telle sorte que leurs plans homologues se cou[)ent trois à trois suivant d^, (/.,, d.. d,^. En ellet, si par (/j, c/,, r/., d,^. S, Sj et S, il i)assait deux surfaces du troisième ordre, elles devraient contenir aussi les droites e^ et r^_, ])arce que ces dernières ont avec les surfaces quatre points communs situés sur c/j, r/,,, d.;d,^. Ces surfaces seraient de plus coupées par le plan SSjvS,, suivant une seule et même courbe du troisième ordre; car par les six points d'intersection situés sur d^, d^, f/., d^, e^, e^ et parles trois points S, S^, S^ donnés arbitrairement^ on ne peut faire passer qu'une seule courbe C. du troisième ordre. Enfin un nouveau plan quelconque, ayant avec C. trois points A, B, C communs, devrait également couper les deux surfaces du troisième ordre suivant une seule et même courbe G'3 du troisième ordre réunissant les points A, B, G et les six points situés sur (/j, r/^, (/., f/^, c^, Cg. En effet, s'il passait plus d'une courbe du troisième ordre par ces neuf points, les six derniers points devraient être situés sur une même coni([ue, puisque A, J), C sont contenus sur une seule et même droite ; or ceci est impossible, puiscjue f/,, d^, rf., d,^ n'appartiennent pas à un seul et même système réglé. Les deux surfaces du troisième ordre auraient donc une infinité de sections planes communes, ce qui est impossible, à moins qu'elles ne se confondent.
Choisissons maintenant les trois points S, Sj, S,, arbitrairement sur la surface F'" du troisième ordi'e donnée primitivement ; la surface du troisième ordre menée par d^,d,Al.,d^ et S, S,, S, coïncide avec F". Les quatre rayonsf/i,f/,,f/.,f/j deviennent des rayons principauxde la surface; par suite, il en est aussi de mêmepour d^ etf/g, parce que les six rayons principaux constituent une moitié d'un double sixain et parce qu'un double sixain est complètement déterminé par quatre rayons de l'une de ses inoitiés. Il résulte de là que :
La siD'face F'" du troisième ordre peut être engendrée de T"! manières différentes par trois gerbes collinéaires S^S^^S^, dont les centres sont pris arbitrairement sur F', On peut en effet rapporter les gerbes entre elles de telle sorte que leurs plans houiologues se coupent trois à trois suivant chacuue des six droites dj,d,,d.,d^,d„,dg, gui constituent une nioilié de l'un des 30 doubles sixains, et Von obtient ainsi un des 7*2 modes de génération; les l'ui/ons d jouent ici par conséquent le rôle de rayons principaux. Il existe, d'après cela, sur la
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surface l"! $ijs(èines de courbes gauches du troisième ordre, ou plutôt 56 couples de pareils systèmes de courbes : et en effet, les deux systèmes de courbes qui proviennent des deux moitiés d'un même double sixain ont les mêmes relations réciproques que le premier et le second système de courbes considérés précédemment.
Parmi les i5 triangles A, formés par les 27 droites de la surface F'' du troisième ordre, nous en choisissons deux qui n'aient aucune des 27 droites communes; leurs plans se coupent suivant une droite, et, comme celle-ci a au plus trois points communs avec la surface, les côtés des deux triangles se coupent deux à deux sur elle en trois points c. Les plans qui réunissent ces couples de côtés forment un trièdre T^ (ou trièdre de Steiner) et coupent la surface suivant trois nouvelles droites qui, pour la même raison que ci-dessus, sont également situées dans un même plan et forment un nouveau triangle A. Et le plan de ce dernier triangle forme avec les plans des deux triangles A choisis dans le principe un deuxième trièdre T qui est dit conjugué au premier Tj. Chacun des deux trièd)-es conjugués est coupé par les plans de Vautre suivant trois triangles A. Par exemple, nous pouvons représenter trois couples de trièdres conjugués de ce genre par les groupes suivants qui contiennent neuf droites chacun :
b^ c„. a^ iK c... a r.„ r.„ c\,
o 2a _ 6 o6 j aj 16 i*
Les trois droites d'un même groupe, qui font partie d'une même ligne ou d'une même colonne, sont situées dans un même plan.
Les colonnes représentent ainsi les plans de l'un des trièdres T et les lignes ceux du trièdre conjugué T^. Les trois groupes de trièdres conjugués ci-dessus renferment toutes les 27 droites de la surface du troisième ordre.
Chaque triangle A fait partie de 10 trièdres différents^ en sorte que son plan renferme les sommets des 16 trièdres.
En effet, le triangle a l'un de ses côtés commun avec 12 des 44 autres triangles, puisque par chacune des 27 droites passent les plans de cincf triangles. 11 reste donc 52 triangles dont chacun détei-mine un trièdre avec le triangle donné. Mais comme le troisième plan du trièdre passe par l'un de ces 52 triangles, le triangle donné ne figure plus
GÉOMÉTRIE UE l'OSlTIU.N. — 11. 10
242 (.lÉOMETHlR DE rOSlTlON.
daiiso'i, mais seuleineiil dans IG trièdres difierents. Il résulte de là que :
1 G X 15 Les plans des 45 triangles A forment en tout ;: = 2i0 de ces
trièdres ou l'20 couples de trièdres conjugués T et T^.
Ces couples se rangent ti^ois à trois en 40 groupes et chacun de ces groupes contient toutes les 27 droites de la surface.
Nous avons démontré l'existence des 27 droites et tous les théorèmes précédents qui s'y rattachent en admettant c[ue le plan 2, sur lequel la surface du troisième ordre avait été représentée, ne contenait pas moins de six points principaux.
Nous allons maintenant nous passer de cette hypothèse et établir toutes les propriétés de la surface en supposant qu'elle renferme au moins une droite g.
Les plans du faisceau g coupent en général la surface F" non seulement suivant g, mais encore suivant des coniques ; désignons deux quelconques de ces courbes par câ et ^^ Choisissons ensuite sur F^ quatre points quelconques 0,P,Q,R extérieurs à g, a.-, ^" et qui ne soient pas tous situés sur un même plan ; nous pourrons les réunir à or par une seule surface du second ordre. Car on peut réunir 0,P,Q,R à cin(| points quelconques de a" par une surface du second ordre (II, pages lG8-i69) qui contient alors tous les points de la conique a". Cette surface sera coupée par celle qui joint les points 0,P,Q,R et ^^ suivant une courbe gauche du quatrième ordre h'\ qui passe par 0,P,Q et R. Soit maintenant N le point où la surface F'" est coupée pour la troisième fois par la droite OP ; nous pouvons rapporter projectivement le faisceau de surfaces du second ordre qui se coupent suivant k' au faisceau de plans g, de telle manièi'e qu'aux plans passant par a^^^, N correspondent les surfaces passant par «",(3% N. Les deux faisceaux engendi'ent une surface F/', qui passe par A' et qui a en commun avec F'' la droite g^ les coniques ce et (3' ainsi que les points N,0,P,Q,R... Il est facile de démontrer que les deux surfaces F^ et F/' sont identiques.
Le mode de généi'ation de la surface Fi^ montre tout d'abord qu'un plan (|uelconque la coupe suivant une courbe du troisième ordre (II, page 223). Le plan NOPQ coupe les surfaces F' et F/' suivant deux courbes du troisième ordre qui, en outre des points N,0,P,Q ont encore ci]K| outres pohits communs, ce sont deu\ pohits de a*, deux de 3'^ et un
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de g{*)- Comme 0,P,Q ont été choisis d'une manière absolument arbitraire sur la surface F', ces deux courbes C. du troisième ordre doivent coïncider. De même le plan NOPR a en commun avec les suifaces F' et F^" une seule et même courbe (\^ du troisième ordre. Enfin, si nous prenons arbitrairement un troisième plan, qui coupe (1 et G*3 chacune en trois points et qui ait en commun avec chacune des coniques a"^et(i^ deux points communs, il rencontrera les deux surfaces F'' et Fj'" suivant une seule et même courbe du troisième ordre dont on connaît onze points. Il j-ésulte de là que les deux surfaces F'' et Fj"' sont identiques, et Ton a en même temps ce théorème :
Si par une conique quelconque a' cVune surface F'' du troisième ordre on mène une sur face du second, or dre, cette sur face cou pc encore F' suivant une courbe gauche k* du quatrième ordre, par laquelle on peut faire passer un faisceau ponctuel de F^ Les surfaces de ce faisceau coupent F^ suivant k' et suivant des coniques dont les plans passent par une même droite g de la surface F'. Le faisceau ponctuel de F' est rapporté projectivemeni au faisceau de plans ^ par le moijeu de ces coniques, de telle sorte quHls engendrent ensemble la surface du troisième ordre. Quatre points quelconques 0,P,Q,R de la surface F'\ non situés dans le même plan, peuvent être réunis par autant de courbes gauches k' du quatrième ordre quil g a de droites sur la surface F\
Si, dans le faisceau ponctuel de F^ il y a une surface quelconque (|ui n'ait aucun point commun avec le plan correspondant du faisceau g, la surface ne renferme de droites réelles que celles qui sont rencontrées par g. Cette remarque peut servir de point de départ pour une étude des surfaces du troisième ordre qui contiennent moins de 27 droites réelles.
Nous avons déjà étudié précédemment la génération de la surface F^' du troisième ordre au moyen d'un faisceau ponctuel de F' et d'un faisceau de plans (II, pages 170-180) ; des théorèmes démontrés à cet endroit, nous déduisons que :
Les coniques de F'^, dont les plans ont une droite g commune avec la surface, coupent cette droite suivant une ponctuelle involutive.
Le plan d'une quelcon([ue de ces coniques est tangent à la surface F^ aux deux points, comnuuis à la conique et la droite g, qui sont conju-
(*) Ou peul cviileainicnt toujours choisir ■/- et p- de manière qu'elles ;iionI chacune deux points communs avec le phin UF(J.
guvs l'un à l'autre sur (j. Si la conique se réduit à deux droites formant avec fj un triangle A, son plan est triplement tangent ; la surface du troisième ordre possède donc au plus i5 plans triplement tangents.
Soient (j-^g^/j. les côtés d'un triangle A situé sur F'", et a.y.j.a, trois coniques ([uelcon([ues de F'' dont les plans passent respectivement par U^'Jv'J- ^^ ^0"^ tellement choisis que les coniques prises deux à deux aient deux points communs. Joignons par une surface du second ordre a avec quatre points quelconques 0,P,Q,H dont trois soient situés sur aj et un sur a, ; cette surface passe aussi par ai, parce quelle a cinq points communs avec ai ;elle passe également par a^ pour la même raison. La courbe gauche k" du quatrième ordre, dont il a été question ci-dessus, se décompose alors, en raison de ce choix des quatre points 0,P,Q,R, en les deux coniques a^ et a„, et toute conique [2 de la surface F'', qui est dans un même plan avec j/. peut être réunie à ai et a^ par une suiface du second ordre. De même, toute conique ^^ de F'' dont le plan passe par ^^ peut être réunie avec [3 et a, par une surface du second ordre ; autrement dit :
Trois coniques quelconques de F'', dont les plans passent respectivement par les côtés d'un triangle A situé sur F'\ peuvent toujours être réunies par une même surface du second ordre.
La réciproque suivante de ce théorème se démontre facilement : Si une surface du second ordre a trois coniques commîmes avec une surface F' du troisième ordre, les plans de ces coniques passent toujours par les trois côtés d'un triangle A de F'\
Pour tout triangle A on peut construire un système entier de surfaces de second ordre de ce genre et ces surfaces coupent chacun des côtés du triangle suivant une ponctuelle involutive dans laquelle les deux sommets situés sur le côté sont conjugués l'un à l'autre. Or, une surface du second ordre sépare un seul des sommets du triangle des deux autres ou n'en sépare aucun ; il s'ensuit que :
// ny a quun seul côté du triangle A par lequel passent deux plans aijant en commun avec F'' une conique tangente à ce côté, ou bien chaque côté du triangle jouit de celte propriété.
Une surface réglée du second ordre, qui a en commun avec F"' deux droites a,h ne se rencontrant pas, coupe en outre F" suivant une courbe gauche du quatrième ordre de seconde espèce. Elle se distingue de celles de première espèce, par les({uelles passent des faisceaux de surfaces du second ordre, en ce ({u'il ne passe par elle qu'une seule surface
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du second ordre, qu'elle n'a que trois points communs avec les rayons de l'un des systèmes réglés de cette surface, lequel passe par a et 6, et qu'elle n'en a qu'un seul commun avec les rayons de l'autre système réglé. Quand deux faisceaux de plans du premier ordre sont rapportés projectivement à un faisceau de plans du second ordre, ils engendrent en général avec ce dernier une courbe gauche du quatrième ordre et de seconde espèce.
En outre de la surface générale du troisième ordre à l'étude de laquelle nous nous sommes bornés ici, il y a encore des surfaces qui ont un, deux, trois ou quatre points doubles; il existe également une surface réglée du troisième ordre. Cette dernière surface F'' est engendrée par trois gerbes collinéaires tellement placées que trois faisceaux homologues quelconques de ces gerbes sont perspectifs à une seule et même forme rectiligne ?/. Elle passe deux fois par la droite u et est encore coupée par tout plan du faisceau suivant une autre droite. Nous avons déjà parlé de cette surface dans l'appendice à la première partie de cet ouvrage.
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Gerbes de surfaces du second ordre.
Trois surfaces du second ordre, qui ne font pas partie d'un même faisceau de F^ déterminent une gerbe de F-, c'est-à-dire, une gerbe de surfaces du second ordre. Toute srnface du second ordre, qui est située dans un même faisceau de F^ avec deux des surfaces données, détermine avec la troisième un nouveau faisceau de F^, dont nous considérons toutes les surfaces comme appartenant à la gerbe de F'. Nous allons montrer que cette gerbe contient tout faisceau de F^ qui réunit deux quelconques de ses surfaces, et qu'elle est complètement déterminée par trois quelconques de ses surfaces ne faisant pas partie d'un même faisceau de F^
Les plans polaires d'un point quelconque P par rapport aux surfaces d'un faisceau de F- se coupent suivant une même droite et cette dernière a un point P' commun avec le plan polaire de P par rapport à une autre surface du second ordre. Les points P et P' sont par conséquent conjugués par rapport à toute surface F" qui est située dans un nouveau faisceau de F' avec la dernière surface et une surface quelconque du faisceau de F^ Donc :
Un point P a pour conjiifiué par rapport à une gerbe de F^ un point P' ; autrement dit, les plans polaires d'un point P par rapport à toutes les surfaces de la gerbe passent par un même point P\
On peut consti-uire ce point conjugué àl\ quand on connaît trois surfaces de la gerbe, non situées dans un même faisceau de F^ Si les trois surfaces ont un point qui leur soit commun, il est conjugué à lui-même et situé sur toutes les surfaces de la gerbe. D'après cela, toutes les
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surfaces du second ordre, qui passent par sepi points donnés ou pour une cubique gauclie, forment une gerbe de F^ En général les surfaces d'une gerbe de F^ ont au plus huit points communs et chacun d'eux est déterminé sans ambiguïté par les sept autres (II, page 166) ; on leur donne le nombre de points doubles ou points de base de la gerbe de F^ Une cubique gauche est la ligne double d'une gerbe particulière de F*.
Les points d^iine droite u ont en général pour conjugués par rapport à une gerbe de F'^ les points d'une cubique gauche ; les polaires de la droite par rapport aux surfaces de la gerbe sont des cordes de cette courbe gauche.
En effet, si un point P décrit la droite u, ses plans polaires par rapport à trois surfaces quelconques de la gerbe décrivent trois faisceaux de plans projectifs à w et leur point d'intersection P', conjugué àP, décrit une cubique gauche, qui ne se décompose en une conique et une droite que pour une position particulière de u. Les axes des trois faisceaux de plans (II, page 105) sont des cordes de la courbe gauche et ce sont en même temps les polaires de u par rapport aux trois surfaces de la gerbe. Si P et Q sont deux points quelconques de u^ leurs plans polaires par rapport à une surface quelconque de la gerbe se coupent suivant la polaire de u et conséquemment suivant une corde de la courbe gauche ; ils réunissent cette corde aux deux points P' et Q' de la courbe gauche qui sont conjugués cà P et à Q. Gomme le système de cordes d'une cubique gauche est projeté de deux points quelconques de cette courbe suivant des gerbes collinéaires, on voit que :
Les plans polaires de points quelcoucjuesP,Q,R par rapport aux
surfaces individuelles de la gerbe de F'' sont des plans homologues de gerbes collinéaires P\Q\K
Si la collinéation de ces gerbes est établie, par exemple par le moyen de deux faisceaux de F^ contenus dans la gerbe de F^ nous pourrons
construire hnéairement les plans de Q'.IV, qui correspondent à
chaque plan de P'. La surface de la gerbe de F', par rapport cà laquelle un plan quelconque tc, passant ]xar P', est le plan polaire du point P, est donc complètement déterminée, puisr[ne l'on peut construire le plan ])olaire de tout autre point Q par rapport à cette surface ; elle décrit un faisceau de F^ quand le plan ir décrit un faisceau ordinaire de plans. On voit qu'en général
La gerbe de F'- est projective à la gerbe de rayons P' quand on fait correspondre à chacune de ses surfaces le plan polaire de P par rap-
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port à celle sin'fnrr; el effectivement à (ont plan de P' correspond une surface de la gerbe de F' el à tout faisceau de plans du premier ordre de P' un faisceau de F' de la fjrrbe. La (jerbe de F" renferme donc chaque faisceau F' qui rthmit deux quelconques de ses surfaces.
Comme deux faisceaux ordinaires de plans de P' ont toujours un ])lan commun, il s'ensuit de plus que :
Deux faisceaux de F' contenus dans une gerbe de F' ont toujours une surface commune, c'est la surface double réelle ou imaginaire d'un système polaire réel de V espace. Une gerbe de F- est déterminée par trois quelconques de ses surfaces, qui ne sont pas contenues dans un même faisceau de F'.
Les plans polaires du point V ])ai' rappoi't à toutes les surfaces d'une gerbe de F', qui passent pai' W forment un faisceau de plans PP'. Donc :
Par un point arbitraire P, auquel est conjugué un autre point P\ passent une infinité de surfaces de la gerbe de F'; ces surfaces forment un faisceau de F' dont la courbe de base est tangente à PP'enP-
Par un point Q non situé sur la courbe de base, il ne passe qu'une seule surface de ce faisceau de F" ; elle contient la droite Pi*' quand 0 est situé sur PP'. Donc :
Deux points quelconques P,Q peuvent en général être réunis par une seule et unique surface de la gerbe de F\ Par toute droite qui réunit deux points conjugués P, P', il passe une surface de la gerbe.
Si, dans la gerbe de F", on réunit une surface arbitraire Y^ avec chacune des surfaces d'un faisceau de F- qui ne passe pas par F,", on obtient tous les faisceaux de F' contenus dans la gerbe, qui passent par Fj^ La surface F^^ est donc coupée par les autres surfaces de la gerbe non pas suivant une gerbe, mais suivant un faisceau de courbes gauches du quatrième ordre et, pour ce qui concerne les droites situées sur Y^\ on voit que (voir II, page 175)
Les surfaces d'une gerbe de F'' coupent une droite quelconque située surVune d'elles suivant les couples de points d'une ponctuelle involutive; les points doubles de cette ponctuelle sont conjugués par rapport à la gerbe de F^.
Puisque toutes les surfaces de la gerbe qui passent par un point P constituent un faisceau de F^, les droites appartenant à ces surfaces et passant par P doivent être des cordes de la courbe de base de ce faisceau, lîéciproqucment, toute coi'de de cette courbe est située sur une
surface du faisceau (H, page 164) ; et comme la courbe est projetée "de 1* suivant une surface conique du troisième ordre (II, page 250), il s'ensuit que :
Les droites de toutes les surfaces de la gerbe de F^ forment U7i complexe de rayons du troisième ordre; les rayons qui passent partons les points doubles de cette gerbe appartiennent à ce complexe.
Les droites qui réunissent les points doubles sont des rayons doubles de ce même complexe.
Un plan quelconque coupe la gerbe de F' suivant un réseau de coniques dont les couples de rayons sont situés sur les surfaces de la gerbe tangentes au plan. Comme on le sait, les points de contact sont situés sur une courbe du troisième ordre G^, tandis que les couples de rayons enveloppent une courbe de troisième classe (I, pages 246-247).
Les points d'un plan o ont pour conjugués, par rapport à une gerbe de F\ les points d'une surface F'' du troisième ordre. Cette surface F" contient aussi les pôles de (^ par rapport à toutes les surfaces de la gerbe, ainsi que les sommets de toutes les surfaces coniques contenues dans cette gerbe.
En effet, si l'on chei-chepour chaque point de o ses plans polaires par rapport à trois surfaces quelconques de la gerbe, on obtient trois gerbes de rayons réciproques à ç et conséquemment collinéaires entre elles, qui engendrent la surface Y\ Les centres des gerbes sont les pôles de 9 et sont situés sur F^ ; quand les trois surfaces sont des cônes, ces centres coïncident avec les sommets de ces cônes. En ses points d'intersection avec F', le plan 9 est tangent à une infinité de surfaces de la gei"be de F- ; les points de contact sont situés sur une courbe G. du troisième ordre et conjugués deux à deux par rapport à la gerbe. Les points d'une droite de ? ont pour conjugués ceux d'une cubique gauche de F'' ; les courbes gauches du troisième ordre, qui correspondent de cette manière aux droites de cp, constituent le premier système de courbes de la surface F'. Les pôles de 9 par rapport à toutes les surfaces de la gerbe qui appartiennent à une gerbe de F^ sont situés sur une cubique gauche du second système de courbes de F\ Les centres de toutes les surfaces de la gerbe de F^ étant les pôles du plan à l'infini, sont également situés sur une surface du troisième ordre.
Les sommets de toutes les surfaces coniques du second ordre contenues dans une gerbe de F' sont en général situés sur une courbe gauche C' du sixième ordre quon peut appeler la courbe nodale de la gerbe.
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En effet, les points de deux plans quelconques ç et y ont pour conjuf!;u(''s par rapport à la gerbe de F" les points de deux surfaces F^ et G"' du troisième ordre qui ont en commun tous ces sommets et tous les points conjugués aux points d'intersection de s et v. Ces derniers sont situés sur une courbe gauche du troisième ordre ; oi-, la ligne d'intersection de F^ et G^ est une courbe gauche du neu\'ième ordre (II, page 25 1) et elle se décompose en cette cubique gauche et la courbe gauche C" du sixième ordre, dont il est question dans le théorème. Quand F' et G"' sont tangentes le long d'une ligne, cette dernière courbe se réduit à une courbe d'ordre moindre. Chacun de ses points est conjugué en même temj)s à un point de o et à un autre point de 7 et par conséquent à la droite qui joint ces deux points; il en résulte que :
Tout point K de la courbe nodale C' a pour éléments conjugués, par rapport à la gerbe de F', tous les points d'une droite k; et quand un point K a pour conjuguée une droite h, il est situé sur la courbe nodale.
Si un point P se meut sur cette droite /.-, ses plans polaires par rapport à trois surfaces quelconques de la gerbe décrivent trois faisceaux de plans projectifs dont les axes passent par K. En général, P peut donc se trouver trois fois dans une position telle que ses plans polaires passent par une seule et même droite (I, page 134), c'est-à-dire qu'il y a en général sur /.' trois points de C' et que leurs droites conjuguées passent par K. Nous donnerons à la droite k le nom de corde donble de G" ; nous avons alors ce théorème :
Par rapport à la gerbe de F\ tout point de la courbe nodale O' a pour élément conjugué une corde double de cette courbe. Sur chaque corde double, il y a en général trois points de C", et par chaque point de C^ il passe en général trois cordes doubles de cette courbe gauche.
La courbe C® contient chaque point dont les plans polaires par l'apport à deux surfaces de la gerbe deF^ coïncident ; en effet, si l'on ajoute une troisième surface quelconque du faisceau, on voit immédiatement que le point est conjugué à tous les points d'une droite.
Diaprés cela, le tétraèdre polaire commun à deux quelconques des surfaces de la gerbe de F^ est inscrit à la courbe nodale C.
Comme un faisceau de F^ renferme au |)Ius (jualie surfaces coni([ues (II, page 171), il s'ensuit que
Les plans polaires d'un point quelconque P par rapport à toutes les
surfaces coniques d'une c/erbe (Je F- enveloppent une surface conique de quatrième classe.
C'est là, soit dit en passant, la surface conique générale de quatrième classe.
Parmi les gerbes particulières de F^ celle dont les surfaces se coupent suivant une même droite g présente un intérêt spécial. Étant données trois surfaces quelconques de cette gerbe, chacune d'elles rencontre les deux autres suivant g et suivant deux cubiques gauches, qui ont g pour corde commune et qui ont en général, outre g, au plus quatre points G communs. (II, pages 104-105.) On en conclut que :
La gerbe particulière de F^, dont les surfaces passent par une droite g, a, au plus, en outre de g, qualité points doubles G situés sur toutes ses surfaces.
Gomme en général deux points arbitraires ne peuvent être réunis que par une seule surface de la gerbe de F', et comme, d'autre pai't, par neuf points, dont trois sont situés sur g, on peut en général faire passer une surface du second ordre (contenant la droite g) et une seule, il s'ensuit que :
Toutes les surfaces du second ordre, qui réunissent une droite g avec quatre points quelconques G pris en dehors de g, forment une gerbe particulière de F' ; cette dernière contient quatre couples de plans.
Chacun de ces quatre couples de plans se compose d'un plan réunissant trois des quatre points G et de celui qui passe par g et le quatrième point G. La courbe nodale de cette gerbe particulière se décompose en les quatre droites d'intersection ou droites doubles de ces quatre couples de plans et en la droite g. Tout point de g est le sommet d'une surface conique de la gerbe.
VINGT-IIUITIIÎME LIÎ(;ON.
Réseau de surfaces du second ordre; ses relations projectivec
avec un système de l'espace et la surface de Steiner
du quatrième ordre.
Quatre surfaces du second ordre, non situées dans une gerbe de F^, déterminent un réseau de surfaces du second ordre, ou réseau de F'. Deux surfaces quelconques du second ordre, qui sont situées dans une inrMue gerbe de F" avec trois des surfaces données, déterminent avec la quatrième une nouvelle gerbe de F^ dont nous rattachons toutes les suif aces au réseau de F\ Chacune de ces gerbes de F" passant par la quatrième surface a donc avec la gerbe de F- déterminée par les trois autres surfaces un faisceau de F" comnum, et ce dernier a une surface comnmne (H, page 248) avec tout faisceau de F' situé dans l'une ou l'autre gerbe. La gerbe de F", que la quatrième surface donnée détermine avec deux quelconques des surfaces du réseau de F-, contient aussi par conséquent des surfaces de la gerbe de F- déterminée par les trois autres surfaces données et apparlient par suite au réseau de F". Il découle de là (jue :
Le réseau de F^ contient tous les faisceaux de F-, qui réunissent deux quelconques de ses surfaces et toutes les gobes de F~ déterminées par trois quelconques de ses surfaces; il est donc aussi bien déterminé par quatre quelconques de ses surfaces, non situées dans une même gerbe de F^, que par les quatre premières surfaces prises en commençant. Un faisceau de P et une gerbe de F' appartenant tous deux au réseau ont toujours une surface de ce réseau qui leur est commune.
Quand deux points sont conjugués par rapport aux quatre premières surfaces du second ordre, ils le sont aussi par rapport au réseau de F% c'est-à-dire par rapport à toutes les surfaces de ce réseau (II, page 246). Si en particulier un point est situé sur l'une des quatre premières surfaces et par conséquent est conjugué à lui-même, toutes les surfaces du réseau passent par lui. Par exemple, toutes les surfaces du second ordre passant par six points arbitraires constituent un réseau particulier de F^ Nous excluons de nos considérations le réseau encore plus spécial de F^ par rapport auquel chaque point de Tespace est conjugué à un des autres points ou à lui-même.
Les plans polaires de points quelconques P, Q, li... par rapport aux surfaces individuelles du réseau de F' sont des plans homologues de systèmes collinéaires de Vespace,
en supposant qu'aucun de ces points ne soit conjugué à lui-même ou à un des autres points par rapport au réseau. En effet, si une surface du réseau décrit un faisceau ou une gerbe, les plans polaires de P et Q par rapport à elle décrivent deux faisceaux de plans ou deux gerbes homologues des espaces collinéaires mentionnés dans le théorème (voir II, page 2i7j.
Si, à chaque surface du réseau de F", on rapporte comme élément correspondant le plan polaire de P par rapport à cette surface, il s'ensuit que :
Le réseau de F^ est projectivemenl rapporté à un système Sj de Vespace de telle manière qiC à chacune de ses surfaces correspond un plan de Z^^ et à chacun de ses faisceaux de F^- un faisceau de plans du premier ordre de ^^ projeclif au faisceau de surfaces. A toute courbe gauche du quatrième ordre, suivant laquelle se coupent deux surfaces du réseau, correspond dans Ij une droite qui est r intersection des deux pjlans correspondants ; tout groupe de huit points, suivant lequel se coupent trois surfaces quelconques du réseau et que nous nommerons groupe de points associés, a pour correspondant dans ï^ le point d'intersection des trois plans correspondants.
riécii)roquement, en général, une droite quelconque de ï^ a pour correspondante une courbe gauche du ([uatrième ordi'e du l'éseau de F^ et un point quelconque de :£j un groupe de huit points associés ; toutefois ces huit points d'intersection de trois surfaces de la gerbe et cette courbe gauche ne sont pas toujours réels. Les surfaces du réseau (pii correspondent aux plans de -^ peuvent être séparées en partie par
des systèmes polaires de Tespace iTayaiit ])as de surface double réelle. (Voir II, pages 247-248),
Par un point quelconque passent une infinité de surfaces du réseau, et, entre autres, une de chaque faisceau de F" du réseau ; toutes ces sur-| faces constituent une gerbe de F^ et elles ont pour éléments correspondants dans Fespace-i ^^s plans d'une gerbe. Donc :
A un point pris cVune manière arbitraire dans le réseau de F' et à SCS points associés correspond toujours un seul et nicuie point de V espace 1^. Deux groupes de points associés peuvent être réunis par une courlie ijauche du quatrième ordre, puisque les points de S^ qui leur correspondeitt sont sur une même droite; de même trois groupes de points associés sont toujours contenus sur une même surface du réseau. Trois points quelconques peuvent en général être réunis par une surface unique de ce réseau; elle a pour élément correspondant le plan qui réunit les trois points correspondants de Hj.
Quand un point A parcourt une droite u. ses plans polaii'es par rapport à quatre surfaces (juelconques du réseau de F' décrivent quatre faisceaux projectifs de plans ; le point se trouve donc en général quatre fois au plus dans une position telle (|ue ses quatre [)lans polaires se coupent en un seul et même point A' (II, page 105). Quand un point quelconque a une droite pour élément conjugué par rapport à une gerbe de F' contenue dans le réseau, il a [)our conjugué dans le réseau un point de cette droite. Donc :
Les points cjui sont conjugués deux à deux par rapport au réseau de F^ sont situés sur une surface IC du quatrième ordre. Cette surface contient les courbes nodules de toutes les gerbes de F- contenues dans le réseau. (Il, page 249) et les sommets de toutes les surfaces coniques qui font partie de ce réseau. On la nomme, d'après Jacob Steiner, la surface nodale du réseau.
Gomme un faisceau de F^ contient en général quatre surfaces coniques au plus, les plans polaires d'im point quelconque P par rapport à toutes les surfaces coni(jues du réseau de F- enveloppent une surface de quatrième classe ; autrement dit î
Aux sur faces comcjnes du réseau de F- correspondent dans tespaceZ^ les plans tangents d'une surface <!>' de quatrième classe / cette surface est rapportée sans ambiguïté à la surface nodale K\ puisque chacun des plans tangents de tp" a pour correspondant sur K' le sommet M de la SU) face conique correspondante.
Nous i)uuvons montrer maintenant que *'* touche chacun de ses plans tangent s au point Mj de l'espace Si qui correspond au point M du réseau de F^ et que par conséquent chaque point de la surface nodale K* a pour correspondant, non seulement un plan tangent de $*, mais encore le point de contact de ce plan. En effet, à une droite quelconque g^ du plan tangent correspond sur la surface conique correspondante du réseau une courbe gauche du quatrième ordre ; cette dernière a le point M pour point double et coupe deux fois la surface nodale K' en ce point, si g, passe par M^. Dans ce cas, g^ a ainsi en commun avec la surface de Ij, qui correspond à la surface nodale, deux points qui se réunissent en Mj, et elle lui est tangente en M^ ; en d'autres termes, cette surface de ^^ a les mêmes plans tangents que *I>\ On a ainsi démontré ce théorème :
Les points de la surface nodale K' ont pour correspondants, dans le système 1^ de Vespace^ les points d'une surface •]>' de quatrième classe.
Nous donnerons le nom de rayon principal à toute droite s qui réunit deux points associés du réseau de F'. Aux deux points associés correspond dans l'espace ]Sj un seul et même point P^, à un troisième j)oint quelconque des un point Q^, et la droite Sj de i^^ qui réunit P^et Oj a pour correspondante dans le réseau de F^ une courbe gauche du quatrième ordre, qui a trois points communs avec s et qui par consé- (juent se décompose en s et en une courbe gauche du troisième ordre. Donc :
A tout rayon principal s du réseau de F- est associée une courbe gauche du troisième ordre ^ dont il est une corde; il passe par lui un faisceau de surfaces du réseau et il a pour correspondant dans ïj une droite s,.
Un faisceau quelconque de plans de ^^, dont l'axe n'a aucun point connnun avec s^, a pour correspondant un faisceau de F^ du réseau ; ce dernier sera coupé par s suivant une ponctuelle involutive dont les couples de points correspondent aux points individuels de s^. De là résulte (jue :
Les rayons principaux du réseau de F- sont les lieux de ponctuelles involutives dont les couples de points se composent chacun de deux points associés ; ils sont justement coupés par les surface?, du réseau suivant ces couples de points. Les deux points doubles, associés à eux-mêmes, d'une pareille ponctuelle involutive sont conjugués par
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rapport an réseau de F^ et conséqiiemnicnl sont sitiie's sur la surface nodalc K'\ Toutes les surfaces du réseau, (ini passent par un point associé à lui-même^ sont tawjentes en ce point au raifon principal s qui réunit ce point à son point conjugué.
Dans le cas paiticulier que nous étudierons ])lus tard, dans lequel toutes les surfaces du réseau ont un point commun, les rayons principaux qui passent par ce point forment une exception au théorème. De la démonstration précédente, il résulte encore que :
Toute droite s, à laquelle correspond, une droite Sj dans ï^, est un 7myon principal du réseau de F'.
Aux plans de ïj qui passent par Sj correspondent les surfaces du réseau de F" passant par s qui se coupent suivant le rayon principal s et les courbes gauches du troisième ordre qui lui sont associées. Comme s est une corde de ces courbes gauches, pai'uii les surfaces il y a en général deux surfaces coniques ; elles ont pour éléments cori'espoudants deux plans tangents de la surface <^t>\ (pii passent par s^ et dont les deux points de contact sont situés sur s^, puiscju'ils correspondent aux sommets des surfaces coniques situés s (II, page 254). Donc :
A tout raijon principal s du réseau de F^ correspond dans ï^ une tangente double de la surface (!>' de quatinème classe.
Ce théorème admet une réciproque, si Ton définit les tangentes de tl>' comme droites d'intersection de plans infiniment voisins, tangents à la surface.
Huit points associés du réseau de F' peuvent être réunis deux à deux par 28 rayons principaux ; il leur correspond 28 tangentes doubles de la surface (P' qui passent par un même point. Par un point Mj, situé sur tj»', il passe au plus 22 tangentes doubles de cette surface, parce que deux des huit points associés correspondants coïncident en un point M associé à lui-même; six de ces 22 tangentes doubles sont situées dans le plan tangent à la surface <!>'* en M^ et doivent être considérées comme six couples de tangentes doubles infiniment voisines.
Les tangentes doubles de la surface <P'' forment donc un système de rayons du 28" ordre (12'" classe) et, diaprés la dénomination de Kummer, <!)'' est la surface focale de ce système., c est-à-dire le lieu de tous les points et de tous les plans pour lesquels deu.r rayons du système coïncident.
Par un point quelconque du réseau de F- il passe au plus sept rayons principaux, parce que ce point a au [)lus sept points associés.
Toula droite I du réseau de F" qui ne joint pas de points associés a pour correspondante dans Ij une conique \^ projective à 1.
En ellel, par trois points Aj, Bj, C/ie:^], dont les correspondants A, B,G sont situés sur /, faisons passer un plan ; il a pour correspondant une surface du réseau ])assant par / et à cette droite / correspond une certaine ligne ).j située dans ce plan. Considérons à présent deux faisceaux de plans, dont les axes sont menés d'une manière quelconque par A, et B^ et l'apportons-les l'un à l'autre de manière que deux de leurs plans homologues se coupent en un troisième point C, de 1^ ; ils seront projectifs. parce que les gerbes de F' du réseau qui leur correspondent sont ainsi rapportées perspectivement à la ponctuelle / (II, page 178). Donc Aj est une conlf{ue projective à /. Elle ne peut jamais se décomposer en deux droites (II, i)age 250).
La conique 1^ de Ij, qiii correspo)id à une droite 1, est en général tangente à la surface *1>'' en qnatre points M^, qui correspondent aux points M communs à la surface nodule K' et à la droite 1.
En effet, si par l'un de ces points M on mène une surface quelconque du réseau de F-, elle coupe la droite / en M et en un autre point N et elle a pour correspondant dans ^^ un plan qui a deux points M^ et N^ communs avec la conique X^ ; mais si cette surface est une surface conique ayant son sommet en M, M et N se confondent et le plan langent à <l'\ qui lui correspond, est par conséciuent tangent à la conique Xjen son point de contact Mj. — D'une manière analogue, une ligne quelconque 7. contenue dans le réseau de F" et coupant la surface nodale en n points a pour correspondante dans 1^ une ligne v.y tangente à la surface <I>'' aux n points correspondants; il faut compter v.^ deux fois, trois fois, etc., (juand les points de la ligne ■/. sont associés deux à deux, trois à trois, etc. ; ainsi, par exemple,''à chaque rayon principal s du réseau de F' correspond une ligne double s^.
Quand une surface de la gerbe de V' se décompose en deux plans, la droite d'intersection ou ligne double de ce couple de plans est située sur la surface nodale K\ Car chaque point de cette ligne double est le sommet M d'une surface conique de la gerbe, qui se décompose en deux plans. En vertu d'une remarque faite précédemment (II, pages 254-255), on voit de suite que :
A tout couple de jjlans du réseau de ¥' c trrespond dans -^ un plan tangent singulier de la surface *%• ce plan est langent à *I*' en
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tons les points de la conique ([ui correspond à la li(pie double du couple de plans.
]\ous allons maintenant nous occuper de la sinface du quatrième ordre et de troisième classe découverte par Steiner, et qui est intimement liée à la relation pi'ojective qui existe entre le réseau de F' et le système de l'espace I^. Quand un point se meut d'une manière contiime dans le réseau de F' et décrit une courbe ou une surface quelcon([ue, le })oint (jui lui correspond dans -^ se meut d'une manière continue et décrit la courbe ou la surface correspondante de :^j.
Un plan quelconque o arhilrairenienl choisi dans le réseau de F' a pour correspondant dans D^ une surface de Steiner F/' du quatrième ordre, qui contient un nombre doublement infini de coniques; elle est rapportée d'une manière uniforme, sans ambiguïté, au plan o de telle sorte qu'à tout point de 9 correspond, un seul point de F^' et que, réciproquement, à un point quelconque de F^ correspond en général un point de 9 et rien quun.
La surface Fj' a au plus quatre points comuiuns avec une droite quelconque de -j, })arce que la courbe gauche du quatrième ordre qui correspond à la droite a au plus quatre points communs avec le plan 9. A une droite quelconque / de 9 correspond au contraire une conique A^ située sur F^'.
Aux surfaces du réseau de F- tangentes au plan ç correspondent dans \ les plans tangents de la surface F/\ Or, par une droite quelconque, il passe en général au plus trois plans tangents de F^*, parce qu'un faisceau quelconque de F^ renferme au plus trois surfaces tangentes au plan 9 (II, page 165). Donc :
La surface de Steiner Fi' du quatrième ordre est de la troisième classe.
Soit / une di'oite quelconque de 9 et a^ la conique qui lui correspond sur \^\\ le plan de X^ a encore en général une deuxième conique 1\ commune avec ¥^ ; car il a poui- corres})ondant dans le réseau de F^ une surface réglée du second ordre, qui a en commun avec le plan 9 la droite / et par conséquent encore une autre droite /' et qui est tangente à ce plan au point //'. Donc :
La surface de Steiner F^'' est tangente aux plans , dans lesquels ses coniques sont situées deux à deux, en un point commun aux couples de coniques.
Comme en général toutes ces coniques Xp \\ touchent la surface <l>' en quatre points chacune (11, page 257), on voit que :
La surface de Sleiner F/ est tangente à la surface de quatrième classe <!>' le long d'une courbe gauche {du huitième ordre) qui correspond à la ligne d' hitersection du plan 9 et de la surface uodale K' du réseau.
Au ])oint Bj de contact de F/' avec le plan des coniques a^ et a'^ correspond dans 9 le point d'intersection des droites / et /'; tout autre point Uj commun aux coniques Aj et \\ a pour correspondants deux points différents U et U' des droites / et /'. Ces deux points U, U' sont des points associés du réseau de F' et le rayon principal qui les joint a pour correspondant dans 2^ une droite, par les points de laquelle la surface F^' passe deux fois. Les coniques Ai et a'i ont, en outre de Bj, au plus trois points communs; donc :
Le plan arbitraire o contient au plus trois raijons principaux du réseau de F" et au moins un : le système de rayons formé par les rayo)is principaux est par conséquent delà troisième classe et du septième ordre.
Si 9 renferme trois rayons principaux, leurs points d'intei'section sont trois points associés ; car à chacun de ces points d'intersection 0 sont associés deux points sur les deux rayons principaux qui passent par lui ; la droite qui les joint est aussi un rayon principal et doit coïncider avec le troisième rayon principal du plan.
La surface de Sfeiner F^* contient donc au moins une et au plus trois droites doubles : ces droites se coupent en un point triple Oi de la surface.
Aux sections planes de la surface de Steiner F^'' correspondent dans le plan 9 des coniques qui ont deux points associés comnmns avec les rayons principaux situés dans 9; car ces coniques sont situées sur les surfaces du réseau de F' qui correspondent aux plans des sections (U, page 255). Les droites /, /' de 9, qui correspondent à deux coniques Àj, a\ situées dans un plan tangent à F^\ ont aussi deux points associés A, A' connnuns avec tout rayon principal contenu dans le plan 9 et si / pivote autour de A, /' doit pivoter autour de A'. Deux quelconques de ces droites /' sont rapportées projectivement l'une à l'autre par le faisceau de rayons A ; les coniques correspondantes a'j de F/*, qui passent par un point double A^, seront donc rapportées projectivement entre elles par les coniques ai et par leurs plans. Il suit de là que :
Les plans tangents de la surface de ISteitier, qui cou/jent une de ses droites doubles en un même point A, forment un faisceau de plans du second ordre.
Ce faisceau est projectif au faisceau de rayons A aussi bien (ju'au faisceau A'. Les deux faisceaux décrits par / et /' sont donc aussi projectifs; ils engendrent une conique dont les points correspondent aux points de contact de ces plans tangents sur F^*.
Quand un point A est associé à lui-même, A' coïncide avec lui ; les faisceaux projectifs des rayons A et A' sont concentriques dans ce cas, et ils ont en général deux rayons correspondants communs. Le plan o est tangent à une surface conique du réseau de F- suivant chacun de ces deux rayons; par conséquent, ¥^ est tangente à un plan tangent de la surface t|>''' aux points de la conique correspondante. Par suite, comme les rayons principaux situés dans o contiennent toujours deux points associés à eux-mêmes, on voit que :
La surface de Steiner Fi* a en général quatre plans tangents singuliers, qui la touchent chacun suivant les points d'une conique.
Ces [quatre plans tangents singuliers sont imaginaires , f|uand les points associés à eux-mêmes d'un rayon piincipal quelconque situé dans f sont imaginaires. Si le plan ç contient trois rayons principaux réels et si leurs points associés à eux-mêmes sont tous les six réels, ces derniers forment, comme on le voit aisément, les sommets d'un ({uadrilatère complet suivant les côtés duquel 9 est touché par quatre surfaces coniques du réseau de F".
Tout plan mené par une droite double u^ est tangent à la surface de Steiner en un point de u^ et la coupe en même temps suivant i<, et suivant une courbe du second ordre, qui passe par le point triple 0^. A ce plan correspond, en effet, une surface du réseau de F' qui passe par le rayon j)rincipal correspondant u et ((ui par conséquent est tangente au plan 9 en un point de u, puisqu'elle conjje ce dernier plan suivant u el suivant une autre droite.
Si l'on ])rojette la surface de Steiner de son point tiiple (), ])ar une gerbe, chaque rayon de cette gerbe a pour correspondant le point de 9 dont le rayon projette le correspondant. A toute droite / de 9 correspond tlaiis la gerbe 0^ luie surface conique du second ordre projective à / qui passe par les droites doubles de F/'; à tout faisceau de rayons de 0^ correspond dans 9 une conique qui ])asse par le point 0 d'intersection des rayons principaux situés dans 9. On peut en conclure que :
La surface de Sfeiner est projetée de son point triple par une gerbe qui est rapportée quadratiquement au plan o.
La jirojectivité établie précédemment entre le réseau de F^ et le système de Tespace S^ conduit encore à d'autres surfaces tlu quatrième ordre. Ainsi à toute surface du second ordre L^^ prise dans v^ correspond une surface du quatiième ordre L' dans le réseau de F^ ; car L' a avec une droite autant de points communs que L^^ en a avec la conique correspondante de S^, c'est-à-dire au plus quatre, si la droite n'est pas située tout entière sur \}. Un plan tangent à L/^ en un point a pour élément correspondant une surface du réseau tangente à L' aux points associés correspondants. La surface Lj' peut être engendrée par deux gerbes réciproques ; de même L* peut aussi être engendrée d'une infinité de manières par deux gerbes réciproques de surfaces du réseau, de telle manière que chaque surface de l'une des gerbes soit coupée au plus en huit points de la surface L' par la courbe gauche du quatrième ordre qui lui correspond dans l'autre gerbe. Si L\ est une surface réglée, engendrée par conséquent par deux faisceaux projectifs de jilans, L' peut aussi être engendrée d'une infinité de manières par deux faisceaux projectifs deF^ Si, en particulier, L\ est une surface conique du second ordre, il correspond en général à son sommet huit points doubles coniques sur la surface L'.
Deux faisceaux projectifs de ¥' engendrent en général une surface L' du quatrième ordre, qui contient deux systèmes de courbes gaucher du quatrième ordre. Deux courbes gauches quelconques de Vun ou de Vautre système sont toujours les courbes de base de deux faisceaux projectifs de F"', qui engendrent la surface L'.
La démonstration découle immédiatement de ce qui précède, si l'on a égard à ce que deux faisceaux de F^ peuvent toujours être réunis par un réseau de F^ (lomme L' est coupée par un plan quelconque suivant une courbe du quatiième ordre, on voit en passant que :
J)^'ux faisceaux projectifs de coniques, situés dans un même plan, engendrent en général une courbe du quatrième ordre; cette même courbe petit aussi être engendrée d'une infinité de manières par des faisceaux firojeclifs de conicjues.
VINGT-NEUVIEME LEÇON
Cas particulier du réseau de surfaces du second ordre.
Nous allons étudier à présent le cas particulier où toutes les surfaces du réseau de F' ont un point \ commun ou bien encore celui où elles ont plusieurs points communs. Le point comnmn A fait partie de chaque groupe de points associés ; il est associé à tout autre point du réseau et correspond à tout point du système Sj.
Toute droite s passant par /V est un rayon principal du réseau de F^; elle a pour correspondante dans Sj une droite s^ projective à s.
En eftet, si l'on réunit par une droite s^ deux points de S^ correspondants à deux points quelconques de s, la droite s^ a pour correspondante dans le réseau de F' une courbe gauche du quatrième ordre, qui a trois points communs avec s et qui par conséquent se décompose en .s et en une courbe gauche du troisième ordre ; si Ton considère s^ comme une section d'un faisceau de plans de Xj, .s sera le lieu d'une ponctuelle perspective au faisceau coirespondant de F" et par conséffuent projective à .s^.
Il existe d'après cela sur .s^ un point Aj auquel ne coi'respond que le seul point A sur .s; ce dernier point correspond doublement au premier, de sorte que tout plan de 1^ passant par A^ a pour élément correspondant une surface du réseau de F^ tangente en A au rayon principal s. Deux rayons quelconques .s-, menés par A, n'ont pour éléments correspondants deux droites Sj qui se coupent, c|ue s'ils sont situés sur une même surface du réseau. Les j)oints A^ de ces droites sont donc en
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général différents les uns des autres. A tout plan de I^ passant par deux des points A^, correspond une surface du réseau qui est tangente aux deux rayons principaux s correspondants, et par conséquent à leur plan, au point A; le plan a^, qui réunit trois points A^ quelconques, doit donc avoir pour élément correspondant une surface du second ordre, ayant en A trois plans tangents différents, c'est-à-dire une surface conique réelle ou imaginaire, ayant son sommet en A. Il suit de là que :
Toîis les points A^ de v^, auxquels coïTespond doublement le point A commun au 7\'seau de F', sont sitiiés dans un même plan a^ ; à ce plan correspond dans le réseau de F^ une surface conique du second ordre ayant son centre en A.
Un plan quelconque de Z^ contient en général, et au plus, deux des droites Sj qui correspondent aux rayons principaux s du réseau passant par A ; car ce plan a pour élément correspondant une surface du réseau sur laquelle, en général, il y a au plus deux de ces rayons s^. Si à chaque rayon s passant par A nous rapportons le point de aj qui est situé sur la droite correspondante s^ de ï^, à toute droite de aj correspond un plan de A; c'est le plan tangent commun aux surfaces du second ordre qui correspondent aux plans passant par la droite. On en conclut que :
J.es tangentes doubles de la surface de quatrième classe (i>\ qui correspondent aux rayons principaux du réseau de F" issus de A, forment un système de rayons de deuxième classe, dont <i)* est la surface focale; ce système est coupé par le plan a^ suivant un système plan collinéaire à la gerbe A. Le système de rayons de deuxième classe est de tordre (8-n), quand les surfaces du réseau ont encore n-l points communs, en outre de A.
Pour prouver la dernière partie du théorème, remarquons qu'un point quelconque Pj de ï^ a généralement pour correspondants huit points associés, dont 71 sont situés sur toutes les surfaces du réseau; les rayons du système de rayons, qui passent par P^, correspondent seulement aux rayons issus de A, qui passent par les (8-n) autres points. La surface conique du réseau de F', qui a son sommet en A, a pour correspondante dans le plan a^, collinéaire à la gerbe A, une conique qui lui est projective, et ses rayons ont pour correspondants dans l'espace Sj des rayons du plan a^. Ce dernier est donc un plan sinqulier du système de rayons de deuxième classe ; les rayons du système qui
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y soin coutciiiis ronnoni en .L;rii(''ial un faisceau de rayons du sixiènio ordre, c'est-à-dire qu'une droile (|uelcoiique de ^^ rencontre au plus six d'entre eux, tandis que la courl)e gauche correspondante du (juatriènie ordre a six points communs avec la surface conique A, en outre de son sommet. Un rayon quelconque, issu de A, coupe la surface nodale K' en A et en les deux points qui lui sont communs avec la courbe gauche du troisième ordre qui lui est associée ; mais l'un de ces deux points coïncide avec A, quand le layon, et par suite la courbe gauche qui lui est associée, est situé sui' la surface conique A du réseau. Par suite :
Le point A est un point con'uiue de la surface nodale K' et son cône de tangentes est une sm-face du réseau de F". D'autre part, le plan a^ est un plan de contact singulier de la surface de quatrième classe <\>' ; il est tangent à cette surface en tous les points de la conique qui correspond sur a^ à ce cône de tangentes.
Tandis qu'un point quelconcpie de la surface nodale K' n'a pour correspondant qu'un seul point de <i)\ tous les points de cette conique ont pour point correspondant le point anguleux A de K'\
A un plan quelconque 9 niené par le point A correspond dans le système I.^ de l'espace une surface réglée F^' du troisième ordre; elle est représentée d'une manière uniforme sur le plan s et., jointe au plan a,, elle peut être considérée comme une surface de Steiner du cjua- Iriènie ordre.
En eftet, la surface F^"" a au plus trois points communs avec une droite quelconque de ï^, parce que la courbe gauche du quatrième ordre qui lui correspond dans le réseau de F' a au plus avec 9 trois points communs différents de A. Si 9 est décrit par un rayon principal s qui tourne, le rayon correspondant s^ décrit la surface F/', puisqu'il glisse le long dune droite u^ du plan a^ : la ponctuelle u^ est projective au faisceau de rayons décrit par s. A une droite quelconque / de 9 correspond sur Fj^ une conicjue Xj projective à / (11, page 257), dont le plan passe par une des génératrices s^ de F/' ; en ellet, ce plan a pour correspondant dans le réseau de Y' une surface du second ordre, qui a en commun avec 9 la droite / et par conséquent aussi une autre droite s passant par A. Le plan de Àj est tangent à la surface F/' en l'un des points d'intersection de .Sj et \, aucpiel correspond le point si; l'autre point d'intersection de s^ et a^ a pour correspondants deux points associt« situés sur n et / et la (huile v (\\n les réunit a pour correspondante
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une droite double i\ de la surface F/'. Comme le faisceau de rayons A situé dans 9 est coupé par les autres droites / du plan ç suivant des ponctuelles projectives, il en résulte que :
Les coniques 1^ de la surface réglée F^" sont rapportées projecfivement entre elles et à la ponctuelle u^ par le moyen de la (jénératînce s^ ; la surface peut donc être engendrée par la forme rectilïgne Uj et par une conique qui lui est projective.
Nous avons déjà indiqué précédemment (I, pages 215 et suivantes) ce mode de génération de cette surface du troisième ordre. Aussi nous bornerons-nous à faire ici quelques remarques. Les plans du faisceau u^ accouplent involutivement les génératrices de F/' et les points de toutes les coniques situées sur cette surface de telle sorte que deux générati'ices ou deux points conjugués sont dans un même plan avec u^ et que les deux génératrices se coupent en un point de la droite double v^. En même temps, les rayons du faisceau A, situé dans ç, sont accouplés involutivement de telle manière que les rayons conjugués deux à deux passent par deux points associés de v. Si la ponctuelle involutive v a deux points doubles M et N, les droites AM et AN ont pour correspondantes deux génératrices singulières de ¥'\ et les points M et N deux points de rehroussement ou points cuspidaux.
La surface F/' est tangente à un plan de la surface <l)'' en tous les points d'une de ces génératrices singulières; au contraire, les plans tangents aux points d'une autre génératrice quelconque s^ forment un faisceau de plans .Sj, qui est projectif à la ponctuelle formée par les points de contact. Toute section plane de F/' est représentée sur le plan ç par une conique, qui passe par A et qui coupe le rayon jirincipal V en deux points associés.
Comme en général la surface (!>' est tangente aux génératrices s^ de la surface F/' en deux points et aux coniques X, de cette même surface en quatre points (II, page 256), il s'ensuit que :
La surface F^ est tangente à la surface de quatrième classe «p' le long d'une courbe gauche {du sixième ordre) qui correspond à la courbe d'intersection du plan z> et de la surface nodale JC du réseau de F'.
Si toutes les surfaces du réseau de F- passent par deux points A et B, et si l'on appelle c la droite qui joint ces deux points, à tous les points de cette droite c coirespond un seul et même point C^ de l'es- ])ace Sj. Car si (îj correspond à un point quelconque de c différent de A et B, toutes les surfaces du réseau de F' qui correspondent aux plans
de ^i menés par C,, ])asseiit i)ar la droite c. Ces surfaces forment une gerbe particulière de F" (voir II, page 251). En général, en outre de c, elles ont au plus quatre points C communs, qui sont associés entre eux et cà tous les points de c et ((ui correspondent au point 0^ de ^^. Les quatre couples de plans, que Ton peut mener par c et par les quatre points C, font partie de cette gerbe particulière de F' et par conséquent aussi du réseau de F- ; ils ont pour correspondants dans 2^ quatre plans tangents singuliers L\ de la surface <!>' qui passent par C^ (II. pages 257-258). Les points A et B sont des points coniques de la surface nodale K' et les centres de deux cônes du réseau, qui passent par c et auxquels correspondent dans l^ deux plans tangents singuliers a, et fij de t]»' qui passent par (\. La surface nodale K' passe par c, parce que chaque point de r est le sommet d'une surface conique de la gerbe (II, page 251) ; à toutes ces surfaces coniques correspondent dans i;^ des plans tangents à la surface fl*' au point (\. Ce point est donc un point double de (I>\
Gomme deux droites quelconques du réseau de F- menées par A ou R sont rapportées projectivement aux droites f[iti leur correspondent dans l^, on déduit très facilement de là que :
A un plan quelcomjue 9, mené par la droite AB on c, correspond en général dans Z^ une surface réglée F ^ du second ordre, qui est rapportée à ç d'wie manière uniforme. Les deux systèmes réglés de F^ correspondent aux faisceaux de rayons A et B de 'f et leur sont projectifs ; à la droite c correspondent deux droites de Ff', passant par Cj et sitiœes dans a^ et (3^, et une droite quelconque de ç a pour correspondante sur Fj^ une conique qui passe par 6\.
Les rayons du faisceau A coupent en effet deux droites quelconques du faisceau B suivant des ponctuelles projectives; les ponctuelles correspondantes de \ engendrent le système réglé de F^^ qui correspond au faisceau A. La surface F^-, considérée avec les plans a^ et 3i, peut être regardée comme une surface de Steiner du quatrième ordre; elle est tangente à la surface <I>'' le long d'une courbe gauche qui correspond à l'intersection de 9 avec la surface nodale K\
Le plan 9^, tangent à la surface Fj- au point C-i, a ])our élément correspondant une surface du réseau, qui n'a qu'une seule droite c commune avec 9, et qui est par consérjuent une sinface conique tangente k 9. Quand 9 décrit le faisceau de plans c, 9^ décrit un faisceau de plans du second ordre projectif à c ; car deux plans quelconques des
CAS PARTICULIERS DU RESEAU DE SURFACES DU DEUXIÈME ORDRE
gerbes A et B sont coupés par le faisceau de plans c suivant deux faisceaux de rayons perspectifs et, comme A est rapporté col linéairement à aj et B à Pi (II, pages 2(î2-265), ces faisceaux ont pour correspondants dans aj et [Sjdeux ponctuelles projectives dont les couples de points homologues sont situés sur les plans de ce faisceau du second ordre. Ce dernier faisceau contient en particulier les plans tangents singuliers a, et (5i et les quatre plans A'i, qui correspondent aux couples de plans du réseau passant par c. De ce que l'on vient de dire et d'une remarque antérieure, il découle que :
Le pohit Cl de 2i, qui correi^pond à la droite AB ou c, est un point conique de la surface <l>*; en ce point, la surface a»' est tangente aux plans d'un faisceau de plans du second ordre, qui contient aussi les plans tangents singuliers «j, ^i et les quatre plans ki delà surface.
Nous allons maintenant supposer que toutes les surfaces du réseau de F" soient circonscrites à un triangle, dans lequel les côtés a, h, c soient respectivement opposés aux sommets A, B, G. A ces côtés correspondent dans Z^ trois points A^, Bj, C^ et le plan Aj qui réunit ces trois derniers points a pour correspondant dans le réseau F^ une surface qui passe par a, h, cet qui par conséquent se décompose dans le plan ^. du triangle ABC et en un autre plan. A tout point du plan A correspond un point du plan A^ et réciproquement ; une droite quelconque / de A a pour correspondante dans A^ une conique Aj qui lui est projective et qui passe par A^, B^ et C^. Béciproqueinent, une droite g^ de A^ a pour correspondante une conique de A, qui passe par A, B, G et qui se décompose en BG et en une droite ^passant par A, quand g^ passe elle-même par A^. Les faisceaux de rayons A de A et Ai de \ sont rapportés projectivement l'un à l'autre ; ils sont les projections des ponctuelles projectives / et Aj, qui se correspondent dans A et A^. D'une manière générale, on voit que :
Les deux systèmes plans de points A et Ai sont en correspondance cjuadratique ; A, /?, C sont les trois points principaux de A et tIj, B^, C^ les points principaux correspondants de Ai.
Il y a encore d'autres cas particuliers (') du réseau de F- ; nous en
1. Pour ce qui regarde les cas particuliers laissés de côté, voir le niémoirc de M. Reye <' Sur lex systèmes de 7viijons de seconde classe et la surface du qualrièmn ordre de Kummer » Journal de Crelle, t. LXXXVI.
laissons une partie décote et nous traitons les autres dans l'appendice; nous allons maintenant nous occuper du cas tout particulièrement intéressant où toutes les surfaces du réseau passent ])ar six points quelconques.
TIIIÎNTIÈME LIÎCON.
Le système de rayons de second ordre et de seconde classe
et la surface de Kummer,
du quatrième ordre à seize points doubles'.
Nous allons nous servir des résultats trouvés dans les deux dernières leçons pour étudier maintenant la gerbe particulière de F' dont les surfaces sont circonscrites à un hexagone gauche 1 '25456 ou hiklmn.
Comme trois points quelcoiK{ues déterminent en général une surface du réseau et que, d'autre part, par neuf points quelconques il ne passe généralement qu'une seule surface du second ordre, il s'ensuit que :
Toute surfate du second ordre passant par les six sonunets i fait partie du réseau de F\
La surface nodale k' renferme les sommets de tous les cônes du second ordre passant par les six sommets de l'hexagone; d'où il résulte que :
La surface nodale K' passe par les quinze côtés ik de l hexagone et parles dix lignes doubles de ses dix couples de plans opposés hik, Imn ; elle passe en outre par la courbe gauche k'" du troisième ordre que Von peut circonscrire à l'hexagone.
Imaginons encore que le réseau de F" soit rapporté au système de l'espace II, comme on l'a indiqué précédemment (II, page 255). Le point (0) de ïj, qui correspond à un point quelconque de la courbe gauche/.",
1. Kiminier, >iur /es sijslînnes ahjébrijues de raijons (Mémoires de rAcadéiiiic de Berlin, classe de matliéuiatiqucs. 186G).
doit alors concspondre à tous les points de k'\ parce que à loul plan o^ de ^^ mené par (0) correspond une surface du réseau qui passe par sept points et conséquemment par tous les points de A-"'. A tout rayon de ç>, mené par 0 correspond, en outre de A:", une corde de A:'" située sur la surface précédente. Donc :
Les points de la cubique (jauche k' sont des points associés du réseau de F' et con^espondent tous à uit seul et nié me point (0) de Vesjiace 11. Le système de cordes de k^ est rapporté projeclivement à la gerbe {()) et de telle manière <jue les gerbes coUinéaires par lesquelles on projette des points de k'' sont réciproques à la gerbe (0).
Aux tangentes de //' coi-respondent par conséquent dans la gerbe (0) les rayons d'une surface conique du second ordre; et les surfaces coniques de la gerbe, qui passent par A\ ont pour éléments correspondants les plans tangents de la surface conique (0), parce que ces surfaces ne contiennent chacune qu'une seule tangente de A"'. Il est clair aussi que les tangentes et les points de A'' sont rapportés projectivement aux rayons et aux plans tangents de la surface conique (0).
Chaque corde de A'' est un rayon principal du réseau de F^ et elle est associée à la courbe gauche A'" (II, page 255) ; ses deux points associés à eux-mêmes, qui sont situés sur la surface nodale K*, sont conjugués par rapport à toutes les surfaces du réseau et conséquemment aussi par rapport à A\ Par suite, la surface nodale K* sera coupée en quatre points harmoniques par chacune des cordes de A'', et osculée par les tangentes de cette courbe gauche, en sorte que A^ est une courbe inflexionnelle ou courbe de tangentes principales de K'. D'après cela, le point (0) est un point nodal de la surface $* de quatrième classe et son cône de tangentes est la surface conique du second ordre (0) mentionnée plus haut. Cette surface (!>' a en outre quinze autres points nodaux {ik) qui correspondent aux quinze côtés ik de l'hexagone (II, page 207).
Toutes les tangentes doubles de la surface <!»*, qui correspondent aux rayons issus du sonnnet I de l'hexagone, forment un système de rayons I de seconde classe et du second ordre (II, page 265). Ce système contient les génératrices d'un nombre doublement infini de surfaces réglées du troisième ordre et peut être décrit de cinq manières par un système réglé ordinaire, auquel correspond un faisceau de rayons de la gerbe 1 (II, page 207). Sa surface focale ** est une surface de Kummer de quatrième classe à 1 G points doubles (0) et (ik) ;
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elle est rapportée cFune manière uniforme à la surface nodale K* et elle est aussi la surface focale de cinq autres systèmes de rayons II, III, IV, V, YI, de même espèce, qui correspondent aux gerbes 2, 5, 4, 5, 6.
Ces six systèmes de rayons de deuxième ordre et de deuxième classe ont seize plans singuliers communs ; six de ces plans [i) correspondent aux six cônes du réseau par lesquels on peut projeter la courbe gauche /î" des sommets i (=1 , 2, 5, 4, 5, 6) de l'hexagone ; les dix autres correspondent aux dix couples de plans ild^ mnli de Thexagone. Par exemple, le couple de plans 125, 456 a pour correspondant le plan singulier (123) ({u'on peut aussi désigner par (456), (215), (231), etc.
Dans le système de rayons I dr deuxième ordre et de deuxième classe, chacun des 16 j)lnns singuliers contient un faisceau ordinaire de rayons; le rentre dn fdisceau situé dans (1 kl) est (kl) et celui du faisceau contenu da)is (i) est (1 \), pour i >■ 1 , ef (0) pour i = 1 .
En effet, les rayons de la gerbe 1 qui coupent le côté /./ de l'hexagone ont pour correspondants tous les rayons du plan (1/.7) qui passent par 7.7); au côté ii de l'hexagone correspondent (II, page 267) tous les rayons du plan (f) qui passent par (li) et enfin les rayons de la surface conique qui projette la courbe /r' du point 1 ont pour correspondants les rayons du plan (4) qui passent par (0).
La surface de Kummer O* a seize points doubles (0) et (ik) et seize plans singuliers (i) et (ikl), qui sont conjugués les uns aux autres de la manière suivante par le moyen du système de rayons I :
Points doubles. (G) (12) (13) (14) (15) (16) (23) (24) .... (46) (56) Plans singuliers. (1) (2) (5) (4) (5) (6) (125) (124).... (146) (156)
A chaque plan singulier est conjugué le point double par lequel passent tous les rayons du système I situés dans le plan. — Les six plans (1), (2), (3), (4), (5), (6) passent ])ar le point double (0) ; ils forment un angle sexarête, qui est circonscrit à une surface conique du second ordre et qui est rapporté projectivement à l'hexagone 123456 de la courbe gauche /;:'' (II, page 270), en sorte que :
Par chacun des quinze autres points doubles [ik) il passe aussi six des seize plans singuliers ; ces six plans sont également tangents à une
surface conique du second ordrefll. pages 260-207) et peuvent être désignés par (i7. 1 ), (^7t2),(^A■^^), (/A^), ikh), (i/.-(i) : (îA- A) représentant le plan(i) et {iki) le plan (A). Par exemple, par le point double ( 12) passent les six plans 2, i, (125), (124), (125) et (126), parce que les six surfaces du réseau de F" qui leur correspondent passent par le côté 12 de riiexagone.
Chacun des seize plans singuliers contient six des seize points doubles ; par exemple, (i) contient les points doubles (/l), (i2), (i5), (i4), {ib), (i6), le point (0) étant représenté par («j, et les six points doubles (23), (oi), (12), (56), (64). (45) sont situés sur le plan (12r)) = (456j, parce que la surface correspondante du réseau de F^ passe par les sL\ lignes correspondantes.
La conique suivant laquelle la surface <!>' est tangente au plan singulier (125), ou plus généralement [ikl), passe par les six points doubles situés dans le plan ; elle a en effet pour correspondante la ligne double d'un couple de plans du réseau (II, pages 257-258) et cette dernière coupe les six côtés de Ihexagone qui correspondent aux six points doubles.
Les 120 droites qui joignent les \i) jmints donhle^ sont identiques avec /<?s 120 divites d'intersection des H) plans sinqnliers.
En effet, par exemple, (0) et (12) sont tous deux sur (I) et (2) ; (12) et (15) sont situés sur (1) et (125:; de même (12) et (54) sont sur (125) = (546) et (120) = (5 i5).
La gerbe i est rapportée coUinéairenient (H. page 255) au système plan 'i) quand à chaque rayon de i on fait correspondre le point où (i) est coupé par la droite correspondante de IVspace -;. Si donc on rapporte les gerbes 1,2,5,4,5,6 perspectivement au système de cordes de /;'' et par conséquent (II, page 270) réciproquement k la gerbe (0), les plans (1), (2), (5), (4), (5), (0) se trouvent ainsi i-apportés réciproquement à (0; et par suite coUinéairement entre eux. Kt effectivement, chaque rayon du système de rayons I est contenu dans le plan de (0) qui correspond au point d'intersection du rayon a\('c le plan (!\ et chaque l'ayon de (1) qui passe par le point (0) coïncide par conséquent avecle rayon correspondant de la ger])e (0).
Toutes les droites de l'espace 2)^, qui sont contenues chacune dans un plan £i de (0) et ({ui passent en même temps par le point cori-espondant Ej de (1), forment un complexe linéaire de rayons. En effet, celles d'entre elles qui passent par un point arbitraire P., forment un faiscem
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(le rayons du premier ordre, parce qu'elles coupent le plan (1) sui' la droite y/ qui cori-espond au rayon (U)l\; c[uand \\ décrit une droite 7j. // décrit un faisceau de rayons projeclii' à 7^, dont un rayon passe par le point qui lui correspond, et le plan Vjj' décrit par conséquent un faisceau de plans du premier ordre perspectif kg^. Tous les rayons du système I de deuxième classe et de deuxième ordre appartiennent au complexe linéaire; par conséquent, dans le système focal, des directrices duquel il se conqiose, chaque rayon du systènie I est conjugué à lui-même et chaque point P^ a pour plan focal le plan 7:^ qui réunit les deux rayons du système qui passent par P^. Un point de la surface focale <I>\ par lequel passent deux rayons coïncidents du système 1, a donc toiijoin's pour conjutïué un ])lan de <I>* dans lequel sont contenus deux rayons du système (jui coïncident (Voir H, pages 256-257). Donc :
Les six systèmes de rayons du deuxième ordre et de seconde classe I, II, III, IV, \, YI, qui rorirspnndent aux six gerbes 1,2, 5, 4, 5, 0, soïtt sifiirs dans si.r complexes linéairey. de rayons, différents les uns des autres, et délerminoit les six systèmes focaux correspondants \ Iai surface /ocaleip' commune aux six systèmes de rayons est conjuguée à elle-même dans chacun de ces systèmes focaux, de telle sorte quà chaque point de <F>' est conjugué un plan qui passe par lui, et que tout point double a pou)' conjugué un. plan singulier. La surface de Kummer <ï>' de quatrième classe est donc aussi du quatrième ordre.
La corrélation entre les seize j'joints doubles et les seize plans singuliers dans le système focal I est évidente d'après le tableau donné plus haut (II, page 271). Dans le z''"" des six systèmes focaux, le plan {ikl) est conjugué au point double [kl), parce que tous les rayons du i^""^ système situés dans {il;l) passent tous par 7.7) (Voir II, pages 270-271). Joignons les six points, qui sont conjugués à un plan tangent de <l>''dans les six systèmes focaux, avec le point de contact du plan, nous obtenons six tangentes doubles de (i>\ situées dans le ])lan ; ce plan, en général, n'est pas conjugué à son point de contact.
Le sexarète (1) (2) (5) (4) (5) (6), qui est projectif à Thexagone 1 2 0 4 5 6 de /c' et circonscrit à une surface conic[ue du second ordre (II, page 272), a pour correspondant ou conjugué dans le f'™ des six
1. C'est M. Félix Klein qui a aUifù ratteiilion (Malhcmatisclw Annalmi . l. 11. patres ty;^> -226) sur ces six systèmes focaux ou (:oin]ile.i:es linéaires fondam(nlriii..i'. t\ow l'on déduil la majeure partie des théorèmes qui suivent ici.
(iÉOMKir.iE m: ^o,sllt^l^. — 11. 1,S
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systèmes locaux l'hexagone fil) (^2) (m) (i4) (/5) (z6). Ce dernier est par consé(|uenl inscrit à une conique de telle manière (jue :
(il) {m {iô) (/i) (ih) {i(j) A k'^ (125456) pour (^7) = (0).
Dans le A;*'"' des six systèmes locaux, cet hexagone est conjugué au sexiatère (iki) {ik'l) {ik'5) {ik4) (ikh) (iA-6) qui par conséquent est également projectif à //'(l 23450). Et comme, en posant par exemple i = 2. A: = 5, ce sexiatère a ])our conjugué dans le premier système polaire l'hexagone (2,") (31) (12) (50) (04) (45), ce dernier doit aussi être projectif à //' (12345G). D'une manière générale, on voit que
Tous les groupes de sir plans singuliers^ qui passent par un même point double, et tous les groupes de six points doubles, gui sont situés dans un même plan singulier, sont projectifs entre eux et à r hexagone 123456 de k''. Les seize points singuliers de la surface de Kummer <J>* sont situés six à six sur seize coniques, le long desquelles <I>* est tangente aux seize plans singuliers.
Comme deux quelconques de ces coniques se coupent en deux points doubles (11, page 272), elles peuvent être réunies par une surface du second ordre avec tout autre point double non situé sur elles; cette surface passe encore par un douzième point double et par quatre des seize coniques. Par exemple, les douze points doubles des quatre coniques (1), (2), (134), (234) sont situés sur une même surface du second ordre ; il en est de même pour ceux des coniques (125), (545), (561) et (246). Oji démontre aisément ce théorème :
Il y a quatre-vingts surfaces du second ordre, qui contiennent chacune douze des seize points doubles et quatre des seize coniques de contact; il existe de même quatre-vingts surfaces de deuxième classe tangentes il douze des seize plans singuliers.
Les deux points, qui sont conjugués à un même })lan dans deux ([uelcon([ues des six systèmes focaux, sont des points homologues de deux espaces collinéaires , ces derniers sont hi\olutifs, parce que les deux points se correspondent entre eux d'une double manière. En effet, par exemple, dans les systèmes focaux I et II, (!/) et (2i) sont conjugués au plan (i) et en mémo temps (2i) et (li) au plan (12i) ; de plus (34) et (50) sont conjugués au plan (134) = (256) et, réciproquement, (56) et (54) sont conjugués au plan (156) := (254).
Les huit couples de poinls (12) (0). (13) (23). (H) (21), (15) (25),
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(10) {'2G), (54) (56), (55) (46) et (56) (iS) se composent donc chacun de deux points conjugués l'un à l'autre d'un système involutif gauche I II, dans lequel toute directrice connimne aux deux systèmes focaux I, II est conjuguée à elle-même et dans lequel le plan {iik) est conjugué au plan (2//i).
Il existe quinze de ces systèmes hivolutifs que nous pou\ons représenter par I II, I III, V YI. Dans chacun d'eux, la surface de Ruminer (I>'' se correspond à elle-même; et deux points on deux plans de la surface conjugués l'un à l'autre sont séparés harmoniquement par les deux axes du système. Le système de rayons de premier ordre el de première classe, qui se compose des directrices du système involutif I II est engendré par les jîlans collinéaires (1) et (2) (Voir II, })ages 272- 273).
Le tableau suivant fait connaître quel est le point tlouble de <!>' qui est conjugué à un plan singulier quelconque dans chacun des six systèmes focaux, ou à un point double quelconque dans chacun des quinze svstèmes involutifs.
(*) (li)
IC
(136) (5(ij
(lïi)
(fô)
(It!)
(OJ
(io)
Par exemple, le plan (136) est conjugué au ])oint double (16) dans le système focal III et au point (24) dans le système V; ces points (16) et (2i) se correspondent au contraire doublement dans le système involutif III V. Ce tableau montre encore quelle est la relation projective de chaque groupe de six points doubles dans deux plans singuliers ; par exemple, dans les plans (I), (125) et (155) on a :
A l'aide de ce tableau on peut aussi i)rouver facilement ce théorème dû à M. H. Weber ' qtie : à l'aide de six points doubles convenable-
1. Journal <le Ciclle, t. LXXXIV, page 349. C'est dans une élude sur les fonctions thcta que M. Weber a été conduit pour lu premfère fois à la notation ci-dessus pour Us points doubles et les jîlans singuliers d'une surface de Kuinnier.
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ment choisis, comme (Iti), (25 , (oi), (45), (51), (0) ou {'27)), (31), (Iti). (l i), (25), (50), on peut conslniire linéairement tous les plans sinti;uliei-s et les dix autres points doubles.
Trois (|ii('l(T)ii([ues des six sxslrmes locaux, par exemple, I, Il el III déterminent trois systèmes in volutit's II III, III I et i II et de plus un système ])oIaire de l'espace 1 11 111. En elVet, si l'on cherche tous les élénienls conjugués à un élément quelconque de res])ace dans I et 11 111. ou dans II et 111 I, ou dans III et I 11, on obtieut des éléments liomologues de deux espaces réciproques; ces espaces sont eu involutiou et constituent un système j)()laire 1 11 III de resj)ace, ])arce ([ue, dapiès notre tableau, aux somuiets des huit tétraèdres
(12) (34) (55) (56) , (45j {(il) (62) (65),
correspondent les faces qui leui' sont opposées. Or ces tétraèdres sont des tétraèdres polaires non seulement du système polaire I 11 111, mais encore du système IV \ VI ; ce deriiier système est donc identique avec le premier 1 11 111. De même I 11 IV et 111 V VI sont deux systèmes polaires identi({ues; on obtient huit tétraèdres polaires de ce système en pernuitant entre eux les nondjres 5 et 4 dans les expressions données ci-dessus pour les tétraèdres. Les six systèmes focaux, pris trois à trois, déterminent en général dix systèmes polaires dilïérents; dans chacun d'eux la surface de Kumnier <J>'' est conjuguée à elle-même, ses seize points doubles sont les pôles de ses seize plans singuliers et forment ([uali'e à quatre huit tétraèdres polaires.
Par rapport aux trois systèmes focaux 1, Il et 111 les points et les plans de l'espace se groupent en tétraèdi'cs polaires d'un système polaire de l'espace 1 II 111 = IV V \ I ; chaque sommet d'un pareil tétraèdre a pour conjugués dans les systèmes involutifs 11 III, 111 I et 1 II les trois autres sonnnets et dans les trois systèmes focaux les faces du tétraèdre (pii passent par hii; il en est de même pour chaque face du tétraèdre. Les points et les plans se groupent, [)ar rappoil aux li'ois systèmes focaux IV, \ , M ])our foi'uier (Tdnlrcs tétraèdres polaires du même système polaire. Deux tétraèdres, appartenant à ces deux groupements diiï'érents et ayant une face conmiune, ont aussi le sommet
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0])j)Osé commun et les six autres sommets conjugués à cette face dans les six systèmes focaux constituent deux triangles polaires d'un système polaire plan contenu dans I 11 III; ils sont donc situés sur une même conique (II, page 74). Par conséf[uent. dans les six systèmes focaux, un plan quelconque a pour conjugués six points d'une conique et un point (|uelcouque six plans passaul par lui et appartenant à un faisceau de plans du second ordre.
lin point quelconque de Tespace constitue, avec les rpiinze poijils (\ui lui sont conjugués dans les quinze systèmes involutifs, un grou])e de seize points, analogue à celui des seize points doubles de la surface de Kumnier. En effet, les seize points de ce groupe sont situés six à six sur seize plans (ou mieux sur seize coniques) qui à leur tour passent six à six par les seize points. D'après ce qui précède, chacun des seize ]K)ints a pour conjugués, dans les six systèmes focaux, les six plans c{ui liassent par lui, et chacun des seize plans les six points qui sont situés stu- lui. Chacun des seize points a ])Our conjugués, dans les dix systèmes polaires, les dix plans (jui ne passent pas par lui, et chacun des seize plans les dix points qui ne sont pas situés sur lui; enfin dans les quinze systèmes involutifs, à chacun des seize points (ou plans) est conjugué le groupe des quinze auti-es. Remarquons en passant que les seize points sont les points doubles d'une surface de Kummer du quatrième ordre, détcruiinée par eux, qui, de même que «I>\ est conjuguée à elle-même dans chacun des six systèmes focaux; avec <[>'■ se trouve déterminé ainsi un nombre triplement infini d'autres surfaces de Kummer.
\a\ surface double du système polaire I II III contient tous les rayons fpii sont conjugués à eux-mêmes dans les trois systèmes focaux I, II et III et pai' suite aussi les trois couples d'axes des systèmes involutifs Il III, III I et I II ; car ces axes sont des directrices du système réglé lorMié par ces rayons. De même, la surface double contient toutes les directrices comnumes des systèmes focaux IV, V et VI. Ces directrices constituent le système dn^ecteur du premier système l'églé; car si elles formaient elles-mêmes le même système réglé, il existerait une infinité de rayons conjugués à eux-mêmes dans les six systèmes focaux et les dix systèmes polaires déterminés par les systèmes focaux devraient a\oir des sinfaces doubles identitpies, tandis qu'elles sont différentes les unes des auties. Les deux axes de II III sont donc conjugués à euxmêmes dans chacun des systèmes focaux IV, V, VI (et I) et coupent les couples d'axes des six systèmes involutifs IV V, IV \l, M I. Les
couples d'axes de trois systèmes involutifs quelconques qui (comme I II, III IV, et V VI) dépendent simultanément des six systèmes focaux, constituent d'après cela les trois couples de côtés opposés d'un même tétraèdre. Du reste, l'un ou chacun des trois systèmes II III, III I et I II a deux axes imaginaires, parce que la surface double du système polaire I II III, quand elle est réelle et réglée, n'est coupée en des points réels ({ue par deux couples d'arêtes de son tétraèdre polaire.
Le réseau de F% par lequel nous avons été conduits à la surface de Kummer ^\ est déterminé par quatre surfaces du second ordre, dont trois quelconques passent par une même cubique gauche A:^ ; cette courbe est coupée par la quatrième aux six points 1,2,3,4,5,6. Suivant que parmi ces points d'intersection il n'y en aura pas de réels, ou bien qu'il y en aura deux, quatre ou six, les six systèmes de rayons de second ordre et de deuxième classe relatifs à la surface de Kummer ne seront pas réels, ou bien il y en aura respectivement deux, quatre ou six de réels. De ces quatre cas, entre lesquels se produisent un certain nombre de cas transitoires et de dégénérescences géométriquement évidents, c'est le dernier qui a servi de base aux recherches de cette leçon.
APPENDICE
PROBLEMES ET THEOREMES,
COLLIiN i: ATION ET 15 E G I P P. 0 G I T E.
1. On donne deux quadrilatères qui se correspondent dans deux systèmes plans collinéaires ou réciproques, (jonstniire dans l'un des systèmes le point (ou le rayon) qui correspond à un point de Paul re et de même déterminer le rayon du premier qui correspond à un rayon ou à un point du second (II, pages 0 et (S).
2. Deux systèmes collinéaires sont dans un même plan et ])erspec-tifs (II, |>age 20). On donne le centre et l'axe de coUinéation et deux points ou deux rayons correspondants. Construire la courbe de l'un des systèmes qui correspond à une courbe de l'autre et de plus chercher l'axe opposé du premier système qui correspond à la droite à l'infini dans le second.
5. Si deux systèmes collinéaires plans ont une ponctuelle h correspondante commune et si l'un d'eii\ tourne autour de la droite u, le point où se coupent les droites joignant les points homologues des systèmes décrit un cercle, dont le centre est situé dans l'autre système et correspond à un point à l'infini du premier système mobile, et dont le plan est pei-pendiculaire k u.
4. Quand un objet est recouvert d'un fluide translucide, par exemple d'eau, il apparaît, à cause de la réfraction de la lumière, dilTérent de ce qu'il est dans l'air libre. Comme toute droite continue à paraître droite sous le fluide, que des parallèles paraissent toujours parallèles, l'objet semble s'être changé en un autre objet coUinéaire ou, plus exactement, en affinité avec lui (II, page 03). De même, les objets situés hors de l'eau apparaissent à un poisson comme s'ils étaient transformés
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pai" affiiiitt''; niiisi iiiic splirrc |);ii;iît un l'Ilipsoïdi!, un do nn ])nrnll(''li|)i- ])è(le oblique.
f). Si deux systèmes récipi'oriues plans !1 et ^^ sont Ifllement. placés f(irimefoinievectiligne n de 2 soit perspective au faisceau correspondant de ili, cette même forme ?/, considérée comme faisant partie de^li, est aussi perspective au faisceau correspondant de 1. Si donc les deux systèmes ne sont pas dans un même plan, tout plan, qui joint un point de l'un avec la droite correspondante de l'autre, passe par le centi'e de l'un de ces deux faisceaux de rayons perspectifs à u et par conséquent les deux systèmes engendrent deux geibes.
6. Lorsque deux systèmes réciproques ^ et Z^ sont situés dans un même plan et de telle manière qu'une forme rectiligne quelconque ?/ de Z soit perspective au faisceau correspondant de rayons Uj de 1^, il existe encore en général une seconde forme rectiligne v de 2 qui est perspective au faisceau correspondant \\ de Z^. Si maintenant nous considérons ces mêmes formes rectilignes ?/ et v comme faisant partie du second système S^, elles ont respectivement pour formes correspondantes dans le premier système 2 les faisceaux de rayons V^ et U^ et u est perspective à V^ et y à U^. Le point iiv est situé sur la droite UjVj et lui correspond d'une double manière. Cette situation particulière de deux systèmes réciproques peut être mise à profit pour construire d'une manière simple dans l'un des systèmes la forme réciproque à une forme quelconque de l'autre, par exemple, à une courbe. Dans des cas particuliers, les droites u et v peuvent se confondre de même que les points iJi et Vj ; à chaque point de u correspond alors doublement un rayon de Uj.
7. Le plus grand nombre de points d'inllexion que puisse posséder une courbe plane d'ordre n est égal au plus grand nombre de points de rebroussenient d'une courbe plane de classe n.
8. Énoncer et résoudre pour les systèmes collinéaires ou réciproques de l'espace les problèmes analogues aux problèmes 1 et 2 (II, pages 24 et 30).
9. Si deux espaces collinéaires Z et Zj ne sont pas alliés, le plan à l'infini dans l'un a toujours pour correspondant un plan propre de l'autre système (ce qu'on appelle le plan opposé). Deux systèmes plans homologues de i: et Si ne sont alors alliés (II, page h'2) que si leurs plans sont l'espectivement parallèles aux plans opposés ; de même une ponctuelle u de 2 n'a pour correspondante une ponctuelle projective semblable w, d(! 1^ que si ?/ est parallèle au plan oj^posé de 2 et n^ à
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relui (le i;^. Aux droites perpendiculaires au plau opposé de i: correspondent dans Sj les i-ayons d'une gerbe dont le centre est sur le plan 0])posé de 2j. Les deux systèmes de l'espace ne renferment donc que deux droites correspondantes n et n^ dont chacune soil perpendiculaire au plan opposé de son propre système.
Un cylindre de révolution de 2;, ayant la droite n pour axe, a pour correspondant dans :ij un cône du second ordre, rpii a Wj pour axe principal et qui engendre une courbe d'intersection avec le cylin(b'e si les droites n et n^sont placées Tune sur l'autre. Toute ponctuelle Vi de ^l^, dont le lieu contient un point de cette courbe et qui coupe normalement l'axe n^, a pour correspondante dans };: une ponctuelle v projective égale; il en est de même pour toute ponctuelle dont le lieu est parallèle à Vi et qui est à la même distance que i\ du plan opposé du système 1^. On reconnaît par là que deux systèmes plans alliés ne contiennent pas toujours de ponctuelles homologues projectives égales et que par conséquent ils ne peuvent pas toujours être amenés en situation perspective.
10. Deux gerbes sont rapportées réciproquement l'une à l'autre ; déterminer les points communs cà la surface du second degré, qu'elles engendrent, et à mie droite ou à un plan donné. Ce problème est du second degré ; il en est de même du suivant :
11. Chercher si deux gerbes réciproques données engendrent un ellipsoïde, un paraboloïde, un hy])erboloïde ou une surface conique du second ordre.
12. Une droite g et un point Gi se meuvent sinmltanément dans deux plans fixes de telle manière ffu'ils soient toujours vus sous un angle droit d'un point donné S situé en dehors de ces plans, et par conséquent que S^ soit perpendiculaire à SG^. Le plan r/Gj enveloppe alors une surface du second ordre (II, pages 33 et 45).
13. Une gerbe S et un système plan sont rai)portés réciproquement l'un à l'autre ; par chaque droite de 2 on mène un plan parallèle au rayon correspondant de S et par chaque point de 2 un ])lan parallèle au plan correspondant de S; Ions ces plans enveloppent un paraboloïde f[ui est aussi tano;ent à 1.
i i. Une gerbe S et un système plan ï sont rappoi'tés collinéairement entre eux ; par chaque point ou chaque rayon de ï on mène un plan perpendiculaire à la droite ou au ])lan correspondant de S ; tous ces plans enveloppent (comme dans IT)) un paraboloïde qui est aussi tangent à ï.
15. Deux gerbes collinéaires renferment en général une infinité de couples de plans homologues qui se coupent normalement; ces plans foniienl (\eMx faisceaux de plans du second oidre. En effet, si du centre S de Tune, on abaisse des perpendiculaires sur les plans de l'autre, S devient le centre de deux gerbes réciproques ; et tous les plans de S, passant par les normales qui leur correspondent, constituent Tun de ces faisceaux de plans du second ordre (II, page 71).
16. Un hexagone gauche ABCDEF détermine im système polaire de l'espace dans lequel chaque sommet de Thexagone a pour correspondant la face qui lui est opposée. En elfet, si l'on rapporte deux espaces 1 et 21^ réciproquement l'un à l'autre de telle sorte qu'aux points A,B,(1, D.E de :S correspondent respectivement les plans CDE, DEF, EFV, FAB, ABC de Z^, aux points A,E et F de Sj correspondent respectivement les plans (IDE, ABC et BCD de 2: el les droites AB et DE se correspondeni l'une à l'autre d'une double manière. Les plans ABC, ABE, CDE et DEA foiinent })ar conséquent un tétraèdre dans le([uel chaque face correspond doublement au sommet opposé et les deux systèmes réciproques :i: etSj sont en involution.
17. Déterminer les points de contact de toutes les tangentes que l'on peut mener d'un point quelconque à une surface donnée du second oi-(he (II. page 42).
18. Par une droite quelconque mener des plans tangents à une surface donnée du second ordre.
19. On donne une conique sur une surface du second ordre; délerminer le point d'intersection des plans tangents à la surface aux points de cette conique.
20. Les normales d'une surface du second ordre, qui lui sont perpendiculaires sui\ant les points d'une courbe du second ordre, sont parallèles aux rayons d'une surface conique du second ordre. Quelle exception subit le théorème, quand le plan de la courbe pied des noj-males est im ])lan diamétral de la surfac(! du second ordre?
21. Etant domiés une surface F'" du second ordi"e et un point fixe quelconque U, on peut rapporter deux à deux l'un à l'autre les points de
l'espace qui sont conjugués par rapport à la surface F^ et situés sur une même droite avecU. Tous les points d'un plan quelconque ç qui ne passe pas par U ont alors pour correspondants les points d'une surface F^^ du second ordre. Cette surface F^^ contient le point U et le pôle du plan 9 et elle n'a en commun avec la surface F^ que les points de celle-ci qui sont contenus dans le plan 9 ou le plan polaire de l'. (Voir I, page 105.) Si le plan ç passe à l'infini, on voit que :
22. Les points milieux de toutes les cordes que l'on peut mener d'un ])oint quelconque U à une surface F^ du second ordre, sont situés sur une surface F^^ du second ordre. Cette seconde surface passe par U et le centre de la surface F^ et elle a en commun avec F^ tous ses points à l'infini ainsi que les points de contact de toutes les tangentes que l'on peut mener de U cà F'. La surface F^' contient aussi les centres de toutes les courbes du second ordre suivant lesquelles des ])lans passant par U coupent la surface F^
23. Comment s'énonce le théorème réciproque de celui du n" 21 ?
24. Couper une surface du second ordre par un ])lan de manière que la conique qui en résulte ait pour centre un point donné.
25. Les plans de toutes les coniques situées sur une surface donnée du second ordre, et dont les centres sont sur une droite donnée, enveloppent un cylindre parabolique. Quelles exceptions ce théorènie peiitil présenter ?
26. Le volume d'un tétraèdi-e dont deux couples de côtés opposés sont situés sur un paraboloïde hyperbolique est divisé en deux solides équivalents par cette surface. En eflet, tout plan parallèle à deux des côtés opposés coupe le tétraèdre suivant un parallélogranuiie dont une diagonale est située sur le paraboloïde.
27. Les sommets de tous les cônes circonsciits à un ellipsoïde, qui déterminent avec leui' plan de contact un solide de volume doimé, sont situés sur un ellipsoïde semblable, (Concentrique et semblablement placé. La démonstration de ce théorèiue, comme celle du précédent, s'obtient immédiatement en alliant l'ellipsoïde à une sphère.
2(S . Le plus petit ellipsoïde qu'on puisse circonscrii-e à un t et raèdre est tangent, suivant les sommets de ce dernier, à quatre plans parallèles aux faces opposées du tétraèdre.
29. Deux systèmes plans réciproques Z et Z^ peuvent en généi-al être amenés en situation involutive de quatre manières différentes.
Désignons par C et G^ les centres de 2. et 2, qui correspondent aux
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(li'oilos à l'infini (Ifs deux systèmes ; ces points en f2;énéral no sont pas ;ï riiilini. An l'aisccau de rayons C (1(> ï cories|)()nd la ponctuelle àriiilini de Z^ et si nous la projetons dv(\, nous obtenons un faisceau de rayons projectif à (-. Soient niainlenant «./; les denx rayons normaux entre eux du faisceau C, aux(|uels correspondent dans (Ij deux rayons «i, 61, normaux entre eux (I, page 19S) ; on peut amener les systèmes l'éciprof|ues en situation involutive en plaçant sinndtanément a sui" b^ et h ^wvd^Aiw elVet, dans cette sitnalion. aux (•ôl<''s du triangle impropre deï formé par a.h et la dioilc à Tinlini correspondent les sommets qui Jeui' sont opposés. (Voir il, j)age 7'i.j Si les deux centres C, (lisent à l'infini, le problème n'a généralement pas de solution.
ÔO. Placer en siliialion invohilire deux (jcrbcs n'ciproipies S.S^ dont les soniinc'fs ne sont pas à r infini.
Nous avons à chercher dans les gerbes réciproques deux Irièdres homologues, par exemple, deux trièdres ti'irectangles, que l'on i)uiss(! superposer de telle sorte que chaque arête de l'un soit opposée à la face (pii lui cori'espond dans l'autre. A cet eftet, à chaque rayon de la gei'be S faisons correspondre le plan qui lui est normal, de manière que S devienne une gerbe polaire rectangulaire. En même temps, à chaque plan de Sj correspondra par là même un rayon, de telle sortequeS^ deviendra aussi une gerbe polaire; et deux rayons ou deux ])lans conjugués de S, auront l'espectivement pour corres])ondaiits deux plans ou deux rayons rectangulaires de S. La gerbe polaire S^ a en général trois axes piincipaux a^J}i,c^ perpendiculaii'es entre eux ; conmie ils sont conjugués deux à denx, ils ont pour cori'espondants dans la gei'be S trois plans a. [â, 7 normaux entre evrx. Si maintenani ou place les deux gerbes Tune siu' l'autre, de telle manièi'efpiea^ coïncide avec '^y et b^ avec ^a, c.efjui est possible de ffuatre manières, on obti(Mit l'involution demandée. Ainsi le problème comporte en général ([uatre solulions ; il n'en a une infinité ({ue si la. gerbe S^ a une iidinlté d'axes principaux.
7)1. Placer deux systèmes réciproques de l'espace, - et 2,. en situation involutive. Soient (1 et (Ij les centres de - et I)^ c'est-cà-dire les points qui correspondent aux plans à l'infini des deux systèmes. Si ces centres sont eux-mêmes à 1 infini, le prol)lènu' n'a en général aucune solution. Supposons que C et C^ soient desj)oints propres ; aux plans et aux rayons issus de C correspondent les points et les droites à l'inlini de Si, et si on les projette deC,, les gerbes Cet (]^ sont rappoi-récs récipro([uenicnl l'une à l'autre. Si inniMlenanl on amène ces gerbes en
sitiKilion iiivohilive, les espaces i-éc,i|)rof{nes eu\-in(^mes seront ])lacés en sitnalion involutive. (le [H'oblèine, comme le i)récé(lenl, a donc en général (jnatre solutions.
.""J. Sur une surface <lonitcc du second ordre construire une co)ii- <jue de (elle manière qu'elle ail pour foijer un point S arbitrairement choisi.
Pour (jue le problème admette une solution, il faut que S ne soit pas sur la surface. Dans le système polaii'e plan dont la courbe double est la conique cherchée, les rayons conjugués de la gerbe S doivent être rectangulaires deux à deux. Dans la gerbe polaire S, dont les éléjuents conjugués deux à deux sont conjugués par rapport à la surface construisons les plans cycliques (I, page 192) ; ils ont chacini en conumm avec la surface une conique réeUe ou imaginaire, dont S est le foyer. Ce problème a donc en général deux solutions.
Si la surface donnée du second ordre est un cône, nous pouvons résoudre le problème connue il suit. .Joignons le point S avec le sommet du cône par une droite u ; les plans du faisceau u sont alors conjugués deux à deux par rap})ort à la surface. Le plan s de la conique cherchée doit j)asser par S et couper le faisceau invoiutif de plans // suivant un faisceau rectangulaire de l'ayons. II n'existera pas de pareil plan, ou il y en aura deux, suivant (pie le faisceau de plans u aui'a ou n'aui'a pas de plans doubles et par consé([uent suivant que S sera à l'extérieur ou à l'intérieur du cône. Dans le dernier cas, les deux plans e sont faciles à construire si l'on remarque qu'ils doivent être perpendiculaii'es à l'un des deux plans conjugués rectangulaires du faisceau //. Ils sont symétriques par rap]:)ort à la droite u et coïncident quand le faisceau (le plans u est rectangulaire.
55. Une surface du second ordre, à centre, est coupée suivant des cercles par deux faisceaux de plans parallèles. En effet, ces plans de sections circulaires sont parallèles aux deux plans diamétraux cycli- (pies de la surface, dans les(iuels les diamètres conjugués sont peri)en- (liculaires deuxà deux. On peut aussi démontrer un théorème semblable pour le paraboloïde ellipti([ue. Les surfaces de révolution du second oixli'e n'ont qu'un seul système de cercles, dont les plans sont perpendiculaires à l'axe de révolution.
5i. Mettre en perspective deux gerbes collinéaires S, IS^. Deux gerbes perspectives ont un faisceau de plans correspondant conmiun ; d'après cela, nous chercherons dans les g(.'rbes données S,Sj deux fais-
cuaux de plans hoiiiulogues (jui soient projectivement égaux. A cet elTet, (connue au n° 50) à chaque rayon faisons correspondre dans la gerbe S le plan qui lui est normal, de manière que S devienne une gerbe polaire rectangulaire et en même temps S, une gerbe polaire ; puis, dans la gerbe Sj, déterminons les deux axes focaux u^,v^. Deux plans du faisceau Ml (ou v^) perpendiculaires entre eux. sont alors conjugués dans la gerbe polaire S^ et ils ont par conséquent pour correspondants deux plans conjugués (c'est-à-dire perpendiculaires entre eux) de la gerbe rectangulaire S. Soient donc a,;i,Y,o quatre plans harmoniques de u et su|)posons que a soit normal à y de même que 3 à 8; ils ont pour correspondants dans la gerbe S^ quatre plans a^, ,3^, 7^,0^ du faisceau «j en sorte que a^ est normal à 71 et [^^ à c^. Les faisceaux homologues de plans i( {ct^\'o) et u^ {(t^ ^^ ';^z^) sout par conséquent projectifs égaux et |)eu\ent être placés l'un sur l'autre de telle manière ([ue les rpiatre j)lans a, ^, Y, 2 coïncident avec leurs correspondants «,, ^1, 7,, S^. Or. dans cette situation, les gerbes collinéaires S et Sj sont [)erspecti\es et sont les projections d'un seul et même système plan. Le problème a (juatre solutions, chacun des deux axes focaux w^, i\ en donnant deux.
55. Si le sommet S <Vune (jerhe polaire est situé sur une surface Fdu second ordre, le plan qui réunit trois points A,B,C de F^ , projetée de S suivant trois rayons conjugués de la (jerbe polaire^ passe par un point /ixe\ Pour un rayon donné SA, on peut construire une infinité de couples de rayons SB et SC qui soient non seulement conjugués à SA dans la gerbe polaire, mais encore conjugués entre eux. Ces couples de rayons sont situés dans le plan polaire de S\ et forment un faisceau involutif de rayons ; ils coupent la surface F^ suivant deux points conjugués B,C d'une conique involutive; par conséquent la droite BC ({ui réunit ces points passe ]iar un seul cl nirmc point A^, et le ])lan ABC par une droite AAj. Laissons fixe lun SB des rayons conjugués à SA et changeons mahitenant la ])osition des points A et C; le plan ABC tourne autour d'une droite BB^ (pie l'on peut trouver comme on vient de le faire pour AAj ; cette droite BB^ est située comme AA^ dans le plan AliC clioisi |)iimitivement et ])ai' conséquent coupe AAj. Je dis que chacune de ces droites AAj et \^\^^ est aussi rencontrée par le rayon /
1. La démonstration suivante de ce lliéorénie de Sloincr ;i été donnée par M. Sctiroter {Journal de Crdlle, l. LXIV. page 70).
de la gerbe S, dont le plan polaire est taiigenl à la surface F^ au point S. Car si, pai' exemple, nous laissons A fixe et si nous prenons le point B dans le j)lan kl^ SC se trouve lui-inènie dans le plan tangent et le point G coïncide avec S ; le plan ABC dans lequel se trouve aussi AA^ se confond donc avec A^, c'est-à-dire que AA^ et t. sont contenus dans un même plan. Soient maintenant A et A' deux ])oints absolument arbitraires de la surface F- et soit SB le rayon de la gerbe polaire S, qui a le plan S AA' pour plan polaire ; soit de plus A'A'^ la di'oite issue du point A' analogue à AAj et BB^. AA^ et A'A\ doivent couper chacune des droites BB^ et t ; et comme ces dernières sont situées dans un plan qui, en général, ne passe parles points A et A' arbitrairement choisis, il faut que AAj et A'A'^ aient jiour point commun le point d'intersection de BB^ et de t. Le plan ABC passe donc toujours par un point déterminé, situé sur / et ([ui ne change pas de ])osition, (juanil on remplace le point A [)i-imitivemenf choisi par un aiiti'e ])oint \' de la surface du second ordi'e. Connnent s'énonce la pro^xjsition réciproque ?
56. Soit S un point quelconque d'une surface du second ordre, le point qui réunit trois points de F^ projetés de S suivant un trièdre trirectangle, passe par un point fixe. Ce point est situé sur la normale menée en S à la surface F^ (théorème 55).
57. Les points, où trois plans tangents d'un paraboloïde se coupent rectangulairement, sont situés dans un même plan (ce théorème se déduit de la réciproque du n" 55).
58. On donne deux surfaces du second ordre F"^ et F^- qui sont ou toutes les deux réglées ou toutes les deux non réglées et qui ne sont pas des cônes. On demande de les rap])orter collinéairement l'une à l'autre de manière que trois points quelco]K[ues A,B,C de F^ aient pour correspondants trois points Aj,Bj,Cj arbitrairement choisis sur Fj\ Nous supposons que ni A,B,C ni A^,Bj,Ci ne sont sur une même droite. Pour résoudre le problème, nous devons rapporter les plans ABC et \jBjCj collinéairement l'un à l'autre de manière que les deux courbes du second ordre suivant lesquelles ils coupent F^ et ¥^ se correspondent l'une à l'autre et qu'en même temps Aj,Bj,Gj correspondent à A,B,C (II, page li). De plus, nous pouvons et devons faire correspondre deux points J),E de F- dont les plans tangents se coupent suivant une droite quelconque du plan ABC aux deux points Dj,Ei de F^" dont les plans tangents passent par la droite correspondante du plan A^B^C^. Si nous
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r;i|)|)Oiloiis (k'u\ espaces S et I, collinéaireineiil ruii à l'aiilre, de uiaiijère qu'aux points A,I),C.D,K de I coiTes])ondeiit les points \,,r)i. (Ij.D^.E, de 1,, les surfaces F^ et l'\^ sont des surfaces homologues de ces espaces; car à la surface V~ coirespoud une surface qui a eu conimun avec F^- non seulement la coui([ue de \\' qui passe par A,,l)j,(lj mais encore toutes celles de F^- (pii ])assent par 1)^ et E^. Connue ou peut échanger 1)^ et ]\ entre eux, le problème a deux solutions. Ltie même surface du second ordre peut être rapj)()rtée collinéairemeut à elle-même d'une infinité de manières.
COUltBKS GAUCHES DU TROISIEME ORDRE ET CGRRESPOADAXCE GÉOMÉTRIQUE DU SECOND DEGRÉ.
7)9. Un quadrilatère gauche \ariable sèment de telle manière que ses quatre cotés (iji^.a^ji. pivotent respectivement autour des points fixes 8,8^,83,8. tandis que trois de ses sommets a(l^,(l^a^,a^a. se déplacent sur les plans fixes £,,£,,£.. Le quatrième sommet aa. décrit alors nue courKe gauche du troisième ordi'e passant par 8 et 8. (II, page 99); les trois premiers sommets décrivent tiois coniques et ces quatz-e courbes passent par le point d'intersection des trois plans Zj^.z^.z.. 11 n'y a d'exceptions à ce théorème (jue f[uand les quatre points S, 8^,8,, 8. sont situés dans un même plan, ou (juand les trois plans ^^^t^,^. se coupent suivant une même droite. Comment s'énonce le théorème analogue pour un polygone à ii sommets, variable dans l'espace?
40. Trois faisceaux de plans v^u^.u^ sont rapportés entre eux de telle manière que tout plan de u est perpendiculaire aux deux plans correspondants de u^ et u^. Les points d'intersection des plans homologues des faisceaux trois à trois sont situés sur une courbe gauche du troisième ordre, dont les axes u,u^^u^_ sont trois cordes (II, page 105). Quelle est l'exception qui se produit quand l'axe n fait un angle droit a\ec la direction de Taxe v^ (ou ?/,)?
41. 11 \ a au plus trois points d'où ti'ois droites (pielcoufjues u^u^^^iÀ^ soient |)rojetées sui\ant trois plans perpendiculaires entre eux.
42. Une forme i-ectiligne u et un faisceau de plans u^ sont rapportés projectivement entre eux. mais leurs lieux ne sont pas perpentlicnlaires. Si de chafjue point de u Oii abaisse une perpendiculaire sur
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le plan coirespondant clew^. les pieds de toutes ces perpendirulaires sont situés sur une courbe gauclie du troisième ordre, dont les di'oites Il et Mj sont des cordes (II, pages 105-104). On peut aussi trouver facilement pour cette courbe une cordt' impropre, slhiée à Tinfini ; la courbe est donc une ellipse gauche.
4'). Si les deux côtés d'un angle variable glissent le long de deux di'oites fixes, mais ne se rencont.ranl pas, et si en même tem|)s
son plan tourne auloui- d'ime | droite fixe, son sommet décrit une coui'be du troisième ordre doni les cin([ droites données sont des cordes (11. pages 102-1 07)).
son sonnuet parcourt une flroilc fixe, son plan déci'it un faisceau de plans du troisième ordre, dont les cinq droites doimées sont des axes.
La cin([uième droite ne doit rencontrer aucune des trois premières ei celles-ci ne doivent pas être situées sur un même système réglé.
44. Construire, au moyen de gerbes collinéaires . une couibe gauche du troisième ordre dont on doime :
I " Deux points et quatre cordes ;
'2'' Trois points et trois cordes ;
7}° Cinq points et une corde.
io. En considérant une courbe gauche du troisième ordre comme rintersection de deux surfaces coniques du second ordre, la construire connaissant :
r Six points.
T Cinq points et la tangente en l'un d'eux,
7)° Quatre points et les tangentes à deux d'entre eux,
i'' Trois points et leurs tangentes.
;)' Trois points et les tangentes et les plans osculateurs à deux d'entre eux.
46. En considérant une courbe gauche du ti'oisième ordre comme engendrée par trois faisceaux jîrojectifs de plans du |)remier ordre, la construire connaissant :
1° Trois points et trois cordes,
'2° Trois points, la tangente et le plan osculateur à l'un d'eux et deux cordes.
47. Pour des positions particulières des éléments donnés, les trois dei'uiers problèmes (4i à 40) donnent lieu à des exceptions ou
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tle\ien lient indéterminés. Par exemple, si l'on donne deux points et quatre cordes d'une courbe gauclie du troisième ordre, la courbe dégénère, quand l'une des quatre cordes rencontre les trois autres ou coupe la droite qui joint les deux ])oints. La constniclioii de la courbe est impossible ou indéterminée, quand par les deux ])oints donnés on ])eut mener une droite qui coupe les trois cordés. Indiquer les cas d'exce])tion des problèmes depuis i4 jusqu'à 46.
48. l"j]oiicer et résoudre pour le faisceau de plans du troisième ordre les réciproques des problèmes de 44 à 4(i.
49. Une courbe gauche du troisième ordre est projetée de tout point P qui lui est extérieur suivant une surface conique du troisième ordre qui a pour l'ai/ou double propre ou impropre la corde qui passe par V. Les tangentes de cette courbe gauche forment une surface du quatrième ordre (II, page l'27); par conséquent cette surface conique est de quatrième classe. Tout plan osculateur de la courbe passant par F est un plan tangent stationnaire de la surface conicjue du troisième ordre. 11 en existe au moins un et au plus trois; dans ce dernier cas, les trois rayons d'inflexion de la surface sont contenus dans un même plan (II, pages 112, 11.5). Si le point P est situé sur une tangente à la courbe gauche du troisième ordre, la sm'face a un rayon de rebronsnenienl suivant cette tangente.
50. Deux triangles inscrits à une courbe gauche /.•' du troisième ordre sont projetés d'un point (pielconcpie de /.'' suivant deux trièdres, inscrits à une même sui'face coni(|ue du second ordre et par consérpient (I, pages 151, 152) circonscrits k une auti-e surface conique du second ordre. Il suit de là que : Une cubique gauche et un tétraèdre (jui lui est inscrit sont coupés ])ar un plan quelconque suivain un triangle et un quadrilatère circonscrits à une courbe du second ordre.
51. Si un heptagone simple 1254507 est inscrit à une cubif(U(' gauche, ses côtés coupent les faces qui leur sont opposées suivant les sommets d'un autre heptagone sinq)le qui est en même temj)s circonscrit et inscrit au premier. Par exem])le. les cotés 25,5i,i5 coupent respectivement les faces 507,()71,712 en trois points situés dans un même plan avec 7. On le icconnait innnédiatement. (piand on projette de 7 l'hexagone 125450 suivant un angle sexarète (de Pascal).
52. L'axe principal du système focal détei'miné par une courbe gauche du troisième ordre peut être appelé Vaxe principal de celle courbe yaiichc. Si i"on inq)iiuie à la courbe gauche une translation sui-
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vant la direction de cet axe principal ou une rotation autour de lui, le système focal qu'elle détermine ne change pas. La perpendiculaire abaissée d'un point quelconque V de la courbe gauche sur Taxe principal est contenue flans le plan osculateur de P. Soit a hi dislancc de l'axe principal à une tangente quelconque de la courbe gauche et a l'angle qu'il fait avec cette tangente; le produit a tang a est constant.
j5. Deux cubiques gauches //' et /.j", qui ont cinq })oints communs, peux eut tonjoujs être réunies par une surface réglée du second ordre. Kn effet, si de denx points de /./' on mène deux cordes à //' et si l'on réunit ces dei'nièies à A'" par une surface du second ordre, cette dernière passe aussi par I.\\ puisf[u'elle a sept points communs avec elle (IJ, page 166). Si la surface est une surface l'églée, l'un de ses systèmes réglés se cojnpose de cordes de li' et l'autre de cordes de /./'.
54. A un pentagone gauche on peut circonscrire un nombre doublement infini de courbes gauches du troisième ordre. Par un point choisi arbitrairement, il passe une de ces courbes et une droite quel- <'onque de l'espace est une corde de l'une de ces courbes gauches, in plan ï. ne iJdssfin/ jxir (lucun des somniefs du penUKjone, coupe toutes ees cubiques (jauclies suivtnit des triangles polaires d'un système polaire plan. En effet, toute droite a de :i est une corde de Tune Ir de ces courbes gauches et peut être conjuguée ou rapportée au point \ de 1 suivant lequel h'' est coupée ])ar 1 en dehors de a\ et tout point U de :il est situé sur lime de ces courbes /./' et peut être rapporté à la corde h de k^ . contenue dans ï et ne passant pas par B. Si donc a pi\ote autour de 15. A doit décrire la droite 6, comme Ténonce le théorème; alors /,■■■ et /.y' peuvent être réunies pai' une siuface l'églée {\\\ second oixh'e (n" o.") rpii passe par a et b et f|ni contient aussi le point A. Si A est situé sur l'un des côtés du pentagone, //' se décompose en ce côté et en une conique contenue dans la face ojjposée de ce poKgone. On déduit de là cette propriété de huit points d'ime coiu'be gauche du tjoisième oi'dre :
55. Une cubique gauche et les dix couples (réléments opposés (cotés et faces) d'un pentagone gauche qui lui est insci'it, sont coupés par un plan ([uelconque, ne passant par aucun des sommets de ce dernier, suivant un triangle polaire et dix couples d'éléments conjugués dun système polaire plan (11, page 7*.)).
56. Nous arriverons à une autre propriété de huit points d'une cubique gauche au moyen du théorème suj" les huit points d'intersec-
292 i^.ÉOMFÎTIÎIE DE POSITION.
lion (le trois surfaces du second oi'dre (II, pajj;e 106). Quand six de ces poiiils sont pris à volonté sur luie cubique gauche A'', le septième déterininc coniplètenient le huitième; ces deux derniers sont sur une même corde .V (le A", (lonuiu^ s peut (''ti'e réuni à A'' par un faisceau de F^, .s- sera coupée par une surface quelconque du second ordre, menée par les six points, suivant un couple de points qui constitue avec les six premiers les huit points d'intei'section de trois surfaces du second ordre. Mais tous ces couples (l(> points appartiennent à la ponctuelle involutive suivant laquelle .»* est coupée par un faisceau de F- passant par les six points (II, page 175). Entre autres théorèmes, on déduit de là le suivant : Les di.r couples de plaiix opposés d'un liexaf/one inscril à une cubique f/anche k' sonl coupes par une corde quelconque de k' suieanl du- couples de j'oinis d une pond uelle învolulive dons laquelle les deux points dHnlerseclion de k' cl de sa corde sont aussi conjiujués l'un à f autre. Ce théorème rappelle celui de Desargues (I, page 155).
57. Quand les deux systèmes réciproques sont situés dans le même |)!an, mais ne sont pas en involution, à tout point P du plan corres- |)ondent deux droites, dont le point d'intersection P^ peut être conjugué au poijit P. Si P dé(Tit une droite, le point conjugué Pj décrit en général une courbe du second oi'dre. Entre les systèmes de points P et Pj il existe une correspondance géoniélrirpie du second degré et ces systèmes sont en involution. On démontre ({ue les différentes drohes PPj qui réunissent deux à deux les points conjugués se coupent en un point principal et sont conjuguées à elles-mêmes.
58. Quand il s'agit d'établir une correspondance géométrique du s(X'ond degré entre deux systèmes plans ï et ï^, o)i peut non seulement faire correspondre entre eux deux triangles propres de ces systèmes pris comme triangles fondamentauj' ou principaux (c'est-à-dire faire correspondre entre eux leurs sommets [)ris coumie points principaux), mais on jxmiI encoi'e j)ivndre arbitraii'ement dans l^ le correspondant \, d'un point (pick'onque A de ï. De cette manière, à tout point P de ï coirespond un point déterminé P^ de 1^ (II, pages 155 à 158).
50. Si l'on circonsci-it à un triangle toutes les coniques qui touchent une (li'ojic (loimée, ou une c()ni(|iie |)assanl par deux des sommets du triangle, ou une courbe du ti-oisième ordre passant par deux sommets du triangle et ayant le troisième comme point double, ou enfin une courbe du (piatrième ordre ayaii: pour point double chacun des sommets du triangle, deux quelconques de ces coniques sonl coujiées pi*o-
jectivement par toutes les autres. En effet, si ron rapporte géométriquement le plan des coniques à un auti'e système plan de telle manière que les trois points principaux du plan coïncident avec les sommets du triangle, les coniques ont. poui' correspondantes les tangentes d'une courbe du second ordre.
60. Cinq coniques sont circonscrites à un triangle UVW; quatre sont données et la cinquième doit satisfaire à la condition de couper encore les quatre premières en (piatre points harmoniques; elle enveloppe en général une certaine coin-be du quatrième ordre, qui est aussi tangente aux quatre premières coni([ues et qui a les sommets du ti'iangle UVW pour points doubles f^" 59).
61. Quand il existe entre deux sUèmes plans ï et 1^ une correspondance géométrique du second degré, on peut facilement distinguer les droites de Z, auxquelles correspondent des ellipses dans 1^ de celles auxquelles correspondent des paraboles ou des hyperboles. On cherche dans S la conique a qui correspond à la droite à l'infini .s'^ de ^^. Une droite quelconque de g de 1 aura pour correspondante dans I^ une ellipse, une parabole ou une hyperbole suivant qu'elle ne rencontrei-a pas a ou qu'elle aura avec elle un un deux points réels communs.
62. Toute courbe du second ordre, inscrite dans le triangle fondajuental d'un système plan I) en correspondance quadratique avec un autre système plan ^j. a pour coi-i-espondante dans ce dernier une courbe du quatrième ordre qui a pour ])oints de rebroussement les trois points principaux de I,. Les tangentes à ces trois points de rebroussement se coupent en un point; quelles sont alors les trois droites (jui leur correspondent dans ï?
63. Si Ton admet qu'en général inie courbe de l'ordre n a au plus 2 n points communs avec une conic{ue, on peut facilement en déduire la démonstration du théorème suivant : Toute courbe d'ordre n d'un système plan — a pour correspondante une courbe d'ordre 2n dans un système I^ en correspondance quadratique avec ï. Si la première courbe passe mie ou plusieurs fois par un point principal de -, la deuxième contient ce même nombre de fois la ligne principale correspondante de -j et se décompose par conséquent en cette droite et une courbe d'ordre moindre.
64. Lorsque deux plans en correspondance quadratique ont tous les points de leur droite d'intersection comme éléments correspondants communs, cette droite renferme aussi deux points principaux conju-
294 GÉOMÉTRIE DE TOSITION.
gués l'un à Tautre des plans (II, j)age 136). Les droites qui réunissent les points correspondants seront alors coupées par les deux droites qui réunissent les uns aux autres les deux autres couples de points principaux. Ce cas particulier de la correspondance géométrique a été étudié par Steiner avec son talent habituel {System. Entwickelumj. pages 251 à 295).
FAISCEAUX , GERliKS I T liÉSEAlX DE COMPLEXES LIiSEAIRES. GÉNÉRATION PfiOJECTIVK DICS COMI'I.EXES (jl ADRATIQUES.
65. Deux éléments sont dits conjugues Vun à V autre par rapport à un complexe linéaire de raifons., quand ils sont conjugués l'un à l'autre dans le système focal dont les directrices constituent le complexe. Tout point a pour conjugué par rapport au complexe son plan focal. qui passe par lui, et tout plan son foyer. Une di'oite est conjuguée à elle-même ou à une autre droite, suivant fju'elle fait ou non partie du complexe linéaire.
66. in faisceau de complexes se compose de tous les complexes linéaires qui passent par un même système de rayons de premier ordre et de première classe ; ce système de rayons est appelé le lieu ou support du faisceau de complexes. Par quatre rayons quelconques, qui ne sont pas situés sur une même surface du second ordre ou de seconde classe, passe un faisceau de complexes déterminé ; les quatre rayons en déterminent le lieu. Par un rayon quelcon([ue ([ui n'appartient pas à tous les complexes du réseau, il passe toujours un seul de ces complexes et rien qu'un.
()7. In faisceau de complexes est déterminé par deux de ses complexes linéaires. Les deux axes de son lieu sont conjugués l'un à l'autre par rapport à chacun de ses complexes ; ils sont les axes de deux complexes singuliers du réseau, ("ihacun de ces complexes se compose de toutes les droites (pii coupenl l'iiii des deux axes.
68. Une droite g qui n'ap[)artieiit ])as au lieu du faisceau de complexes et ne coupe pas l'un des axes de ce lieu, a pour conjugués par rapport aux complexes du faisceau les raxons d'iui système réglé J{ qui passe par g et par les deux axes i\\\ lieu. Kii vWvi. tous les rayons du lieu, qui coupent g, sont situés dans un même système réglé (II, page 89)
FAISCEAUX DE COMPLEXES LINÉAIRES
dont R est le système directeur. Gomme un complexe linéaire est déterminé par un de ses rayons et deux di'oites conjuguées, chaque rayon (lu système réglé R est conjugué à la droite f/ par rapport à un complexe du faisceau. — Par rap])ort à nu complexe singulier, une droite (piel- (onque g est conjuguée à lave de ce complexe.
09. Les plans focaux de deux points quelconques de la droite (j foiinent deux faisceaux de plans du premier ordre perspectifs au système réglé R et projectifs entre eux; et les foyers par rapport aux complexes linéaires de deux plans passant par g forment deux ponctuelles du premier ordre perspectives à R et projectives entre elles. De là ce théorème :
70. Les plans focaux de points (jnelconques par rapport à tous les complexes d'un faisceau forment des faisceaux de plans et les foyers de plans quelconques constituent des ponctuelles du premier ordre, qui sont rapportées projectivement entre elles par le faisceau de com- |)lexes. Ces formes sont également projectives aux systèmes réglés (pii sont conjugués (N" 68) à des droites quelconques par rapport au faisceau de complexes. — Nous dirons que chaque forme élémentaire, qui est projective à l'un de ces faisceaux de plans ou à l'une de ces ponctuelles, est rapportée projectivement au faisceau de complexes.
71. Tous les plans focaux d'un point, situé sur un axe du lieu du faisceau de complexes, coïncident et il en est de même des foyers d'un plan passant par l'un des deux axes du lieu. Le théorème |)récédent subit donc des exceptions pour les points situés sur ces deux axes et pour les plans passant par eux. Quand une droite g coupe l'un de ces axes, elle a pour correspondants par rapport aux complexes du faisceau les rayons d'un faisceau ordinaire de rayons; ce dernier est projectif au faisceau de complexes, son centre est situé sur l'autre axe du lieu dans le plan réunissant le premier axe avec g et son plan est conjugué au point d'intersection de g et de ce premier axe.
7'2. Deux faisceaux projectifs de complexes engendrent un complexe de rayons du second degré ; ce complexe renferme chacun des rayons communs à deux complexes homologues des faisceaux et peut d'après cela être décrit par un système de rayons de premier ordre et de première classe. Tous les rayons de ce complexe quadratique, qui passent par un même point P arbitraii-e, forment une surface conique (un cône du complexe) du second ordre; elle est engendrée par les plans
focaux qui sont conjugués au point P (N" 10) par rapport aux deux faisceaux des complexes. Tous les i-ayons du complexe quadratique, situés dans un même plan arbitraire, forment un faisceau de rayons du second ordre; ce faisceau est engendré par les deux ponctuelles formées des foyers conjugués au plan.
73. Le complexe quadraticjue passe par les lieux des deux faisceaux de complexes qui l'engendrent, parce que chacun des rayons de ces lieux est situé dans deux complexes homologues des faisceaux. On peut démontrer (voir \" 90) (jue le complexe quadratique contient deux systèmes de rayons ou romjriœnces de premier ordre et de première classe, tout comme une surface réglée renferme deux systèmes de droites, et que chacune de ces congruences peut être engendrée })ar deux faisceaux projectifs de complexes dont les heux sont deux congruences quelconques de rayons de l'autre système. L'axe d'un complexe singulier de l'un des faisceaux constitue, avec la droite qui lui est est conjuguée par rapport au complexe correspondant de l'autre faisceau, le couple d'axes de la congruence suivant laquelle les deux complexes homologues se pénètrent mutuellement. Tous les points d'un de ces axes sont des points singuliers du complexe quadratique, c'est-àdire que leurs cônes du com])lexe se décomposent chacun en deux faisceaux de rayons du premier ordre; et tous les plans passant par ces axes sont des plans singuliers du complexe quadratique, parce que les rayons qu'ils contiennent forment deux faisceaux ordinaires de rayons. Le lieu de tous les points et plans singuliers du complexe quadratique est d'après cela en même temps le lieu des axes de toutes les congruences de jiremier ordi'e et de première classe comprises dans le complexe ; par suite, c'est une surface réglée. Nous montrerons plus loin (N" 85) que cette surface est de quatrième ordre et de quatrième classe. A chaque axe situé sur elle sont conjugués deux autres axes; par ces derniers passent les plans des deux faisceaux de rayons suivant lesquels se décompose le cône du conq:)lexe d'un point quelconque de cet axe. — Le complexe tetraédral n'est qu'un cas particulier de ce complexe quadratique.
74. Trois complexes linéaires, (|ui ne sont pas situés dans un même faisceau de complexes, ont en général un système réglé commun, ou, pour une situation relative particulière, deux faisceaux ordinaires de rayons communs. En eflet, s'ils ont trois rayons quelconques «, b, c comniinis, ils ])asspiil par tous les l'ayons du système réglé n b c, ou
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bien, quand a et h se coupent, ils passent par tous les rayons du faisceau n b et par ceux du second faisceau de rayons du premier ordre qui réunit un rayon du premier avec c (II, pages 88-cS9). Trois complexes n'ont donc deux faisceaux de rayons communs que si les axes des deux congruences, suivant lesquelles l'un quelconque d'entre eux rencontre les deux auties, se coupent deux à deux. D'une manière générale, si l'une de ces congruences a deux axes réels m, v, les complexes passent par tous les i-ayons qui coupent ti et v et appartiennent au troisième complexe ; de là on déduit à nouveau le théorème. C'est seulement quand ces axes sont imaginaires, qu'il est possible que les trois complexes n'aient aucun l'ayon réel commun.
75. Quand trois complexes linéaires quelconques ont un rayon réel / commun, ils ont encore une infinité de rayons communs. Pour le démontrer, menons par / deux plans a et [i et rapportons perspective ment à a les deux congruences suivant lesquelles le premier des trois complexes rencontre les deux autres. Ces deux congruences de premier ordre et de première classe sont donc aussi perspectives à la gerbe A, qui est conjuguée au système plan a par i-apport à ce premiei" complexe et qui contient le rayon /. Elles seront coupées par a et fJ, suivant deux systèmes plans collinéaires entre eux (II, page 89), qui ont comme éléments correspondants communs une gerbe A et par conséquent aussi une ponctuelle a ; et chaque rayon d'une des congruences, qui rencontre la droite «, est aussi situé sur l'autre et est un rayon commun aux trois complexes.
76. Un complexe linéaire n'a pas de rayons communs avec une congruence de premier ordre et de première classe, ou bien il a en commun avec elle un système réglé ou deux faisceaux ordinaires de l'ayons, ([uand il ne passe pas par tous les rayons de la congruence. Quatre complexes linéaires, ou deux congruences de premier ordre et de première classe, ou un complexe linéaire et un système réglé ont en général au plus deux rayons communs (N" 7 i).
77. Trois complexes linéaires, n'appartenant pas à un même faisceau de complexes, déterminent une gerbe de complexes, qui passe par eux. Elle comprend le faisceau de complexes qui réunit deux quelconques des trois complexes, et chaque complexe linéaire qui est situé dans un même faisceau de complexes avec l'un des complexes du faisceau précédent et le troisième complexe donné. Nous attribuons aussi à la gerbe de complexes toutes les congruences de premier ordre et de
première classe suivant lesquelles deux complexes quelcontiues de la gerbe se pénètrent. Le lieu de la gerbe de complexes esi en général un système réglé réel ou imaginaire, par letjuel j)assent tous les complexes et toutes les congruences du faisceau; dans des cas particuliers, il se compose de deux faisceaux de rayons du premier ordre. Les diiectrices du lieu sont les axes des complexes singuliers du faisceau.
78. I ne droit»' g, ([\n n'appartient pas au lieu de la gerbe de complexes et (jui n'en est pas une directrice, a pour conjugués, par rapport aux complexes de la gerbe, les rayons d'une congruence (ou système de i-ayons) de premier ordre et de première classe. Cette congruence passe par g et par les trois droites qui sont conjuguées à g par rappoi't aux trois complexes choisis en commençant (n" 68) ; et elle est déterminée par ces quatre droites ou par quatre autres quelconques de ses rayons (II, page 90). Par rapport à tous les complexes de la gerbe, les foyers de deux plans quelconques menés par g constituent deux systèmes plans perspectifs à la congruence et par conséquent collinéaires entre eux ; de même, les plans focaux de points quelconques de g forment des gerbes collinéaires qui sont ])erspectives à la congruence. On déduit de là ce théorème :
79. Les foyers de plans quelconques par rapport à tous les complexes d'une gerbe forment des systèmes plans, et les plans focaux de pohits quelconques constituent des gerbes qui sont rapportées projeclivement, c'est-à-dire collinéaireinent ou réciproquement entre elles. Ces formes sont aussi projectives aux congruences de premier ordre et de première classe qui sont conjuguées à des droites (pielconques par rapport à la gerbe de complexes. Toute forme de seconde espèce qui est projective à l'un tie ces systèmes plans ou à l'une de ces gerbes, sera dite projective à la gerbe de complexes.
(SO. Le système plan foj-mé des foyers d'un plan quelconque esi rapporté projectivement à la gerbe de complexes de telle manière qu'à chacun de ses points correspond un complexe de la gerbe, à chaque ponctuelle du premiei' ordre un faisceau de complexes, et à chaque droite, considérée comme lieu d'une ponctuelle, une congruence de la gerbe considérée comme lieu du faisceau coriespondant de complexes.
I ne droite quelconque du plan tiiit toujours partie de la congruence ([ui lui correspond dans la gerbe de complexes, et deux plans quelcon- ([ues sont, comme précédemment, rapportés collinéairenient ruii à
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l'antre (|iiaiid les deux rayons, qui leur sont communs avec une congrnence de la gerbe de complexes, sont conjugués l'un à l'autre.
(SI. La gerbe de complexes contient (n" 80) tous les faisceaux decomj)lexes qui passent chacun par deux de ses complexes ; elle est aussi bien déterminée par trois quelconques de ses complexes, ne faisant pas partie d'un même faisceau, cpie par les trois complexes primitifs ; deux de ses faisceaux de complexes ont toujours un complexe commun et deux de ses congruences peuvent toujours être réunies |)ar un complexe linéaire. Par chaque rayon de l'espace, il passe une congruence de la gerbe ; par deux rayons quelconques, il passe un complexe de la gerbe, et en général ce dernier est complètement déterminé par les deux rayons.
82. Les points ou plans, conjugués à des points ou plans quelconr|ues par rapport aux congruences contenues dans une gerbe de complexes, forment respectivement des systèmes plans ou des gerbes collinéaires. Pour abréger, nous ne donnerons pas la démonstration de ce ihéorème.
85. Deux gerbes de complexes sont dites i-éciproques. quand par ra|)port à elles un plan, et par conséquent (n° 79) tous les plans, ont pour conjugués deux systèmes réciproques de foyers et quand par suite tout point a pour conjuguées deux gerbes réciproques de plans focaux. \ tout complexe de l'une des gerbes de complexes correspond donc une congruence de premier ordre et de première classe dans l'autre ; tout faisceau de complexes, passant par une congruence de l'une des gerbes, a pour correspondant, un faisceau de congruences situé dans le complexe correspondant de l'autre.
84. Deux gerbes réciproques de complexes engendrent un com]ile\e du second degré '. (le complexe quadratique ])asse par chaque rayon comnuni à u)i complexe de l'une des gerbes et à la congruence correspondante de l'autre; il passe donc aussi par les lieux des gerbes réci- |no(|ues de complexes et peut être décrit par un système réglé. Tous les ia\ons du complexe quadratique, situés dans un plan quelconque, forment un faisceau de rayons du second ordre (II, i)age 71) et tous ses
1. M. Frédéric Scliur a démontré le prtunier dans sa thèse doctorale {Geomelrische Un- Icrsuclianf/cn uber Strahlcncomplexe I imd 2 Grades, Berlin, 1879), que tout complexe quadratique peut être engendré d'une infinité de manières \mr deux gerbes réciproques de complexes.
rayons issus d'un même point constituent une surface conique du second ordre, c'est \ecône du complexe du point. Les points et plans singuliers du complexe quadratique sont ceux dont les cônes du complexe ou les faisceaux de rayons du complexe se décomposent en deux faisceaux ordinaii'es de rayons.
(Sa. Par une droite quelcon({ue (j. il passe en général quatre plans singuliers au plus, et cette droite contient en général, et au plus, quatre points singuliers du complexe quadratique. En efiet, les cônes du ('omj)lexe de trois points quelconques de la droite g se coupent en général en huit points au plus ; les plans qui réunissent ces huit points avec g sont des plans singuliers du complexe quadratique parce que, parmi les rayons du complexe (pi'ils contiennent, trois passent par chacun de ces points et ils coïncident deux à deux, parce qu'un'plan singulier renfei'me deux faisceaux de rayons du complexe. On démontre d'une manière analogue la seconde partie du théorème.
86. Quatre complexes linéaires, non situés dans une même gerbe de complexes, déterminent un rrsean de complexes qui passe par eux. A ce réseau ap])artient la gerbe de complexes, qui réunit trois quelconques des quatre complexes, ainsi que tout complexe linéaire qui est situé dans une même gerbe de complexes avec deux complexes de la gerl)e précédente et le quatrième complexe donné. Nous attribuons en outre à ce réseau de complexes toutes les congruences et tous les systèmes réglés suivant lesquels se rencontrent respectivement deux ou trois complexes ([uelconques du réseau. Si les quatre premiers complexes ont deux rayons communs, le réseau de complexes se compose de tous les complexes linéaires, systèmes réglés et congiuences de premier ordre et de première classe, qui passent par ces deux rayons. Ces rayons constituent le lien du réseau de complexes; quand ils se coupent, ce réseau est singulier et a pour lieu le faisceau de rayons dn premier ordre qui passe par eux.
87. Le réseau de complexes contient (n" 86) tous les faisceaux de complexes qui sont déterminés ])ar deux de ses complexes et toutes les gerbes ([iii sont déterminées par trois d'entre eux ; il est aussi bien déterminé par quatre quelconques de ses complexes, n'appartenant pas à une même gei'be, que par les (piatre complexes primitifs. Deux ou trois gerbes quelconques de complexes du réseau ont toujours respectivement en coMunnn un faisceau de complexes ou un complexe linéaire ; ce dernier passe ])ar les lieux des trois gerbes. Par conséquent, trois
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Systèmes réglés quelcoiK[ues du réseau peuvent être réunis par un de ses complexes linéaires. Par chaque rayon de l'espace, il passe un système réglé du rés(>au ; deux rayons quelconcjues peuvent être rénnispar une congruence et trois par un comj)lexe du réseau, qui, o\] général, est complètement déterminé par les Irois rayons.
(SS. Une di'oiler/, n'ayant aucun point conunun avec le lieu du réseau, a pour conjugués, ])ar ra])port aux conq^lexes de ce réseau, les rayons d'un comjilexe linéaire ; ce dernier passe par g et il est déterminé par (/ et par les quati'c di'oites conjuguées à (j par rapport à quatre complexes quelconques du réseau (II, ])age 82 ; voir n" 78). Les deux complexes linéaires, qui sont conjugués à deux droites (fuelconques par rapport au réseau, ont en conuruni les axes de tous les complexes singuliers du réseau (n" 08) ; ces axes constituent donc une congruence de premier ordre et de première classe et le lieu du réseau de complexes se compose des deux axes réels ou imaginaires de cette congruence. On voit en même temps que : quatre complexes linéaires ont en général deux rayons communs, réels ou imaginaires.
89. Le réseau décomplexes peut être rapporté collinéaireraent à un système }i: de l'espace de telle manière ({u'à chacun de ses complexes corresponde un plan de S, à chaque faisceau de complexes un faisceau de plans du premier ordre, et à chaque gerbe de complexes et à son lieu une gerbe et son sommet. On peut, pour y arriver, rapporter projectivementen suivant la marche indiquée ci-dessus (n" 79) deux gerbes du réseau à deux gerbes de 2, de manière qu'à tout couqilexe commun aux deux premières corresponde un point commun aux deux secondes; la collinéation se ti'ouve ainsi établie (rime manière bien définie. (Voir 11, page 25). Le complexe hnéaire qui est, par ra])port au réseau de complexes, le conjugué d'une droite quelconque g, se trouve aussi j)ar ce uioyen rapporté projectivement à ï ; ainsi à chacun de ses rayons cori(^spond un plan de S et réciproquement ; toutefois le rayon g a pour correspondants tous les plans d'un faisceau de plans de ^.
90. A tout plan de Z correspond dans le réseau de complexes un complexe linéaire, à toute droite de 2 une congruence de premier ordre et de première classe, et en général à un point quelconque de S un système réglé. Tous les systèmes réglés du réseau, qui correspondent aux points d'une surface du second ordre de S, sont situés dans un complexe quadratique. La surface peut, comme on le sait, être engendrée par des gerbes réciproques; d'une manière analogue, ce complexe quadratique
peut èlre tnigciidré par des gerbes récipro([iies de comj)le\es. Les deux rayons, coiumuiis aux (•oin])le\esde ce réseau, sont des rayons doubles du complexe quadralicpie. Le coinplexc quadraluiiie (n" 72j engendré par deux faisceaux projerliis de complexes apj)artieiit encore à cette catégorie: car deux faisceaux de complexes peuvent toujours être réimis par LUI réseau de complexes.
Les complexes singuliers du réseau oni poui- coi-respondants dans le système !i de l'espace les plans tangents d'une surface de seconde classe, paire que en général un faisceau de complexes renferme au plus deux complexes singuliers (n" (>7i.
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91. Nons empruntons à la géométrie analytique le théorème suivant dont nous ne connaissons pas de démonstration synthétique simple : Quand une courbe du quatrième ordre a plus de huit points couunutis avec uttc (-(niiquc. elle se décompose eu cette coui(/ue et en une autre conique.
Nons imaginerons (pie le réseau de V', dont il va être ([nestion dans les numéros suivants, soit i'a|)])orté projecti\ement à un système de l'espace ^i, d'après la manière indiquée ])récédemment (11, page 25-")).
02. Ine conique du réseau ^, de F', a pour correspondante dans le si/stème 11 de Vespace. soit une courbe plane du quatrième ordre 11. page 2')9). soit une courbe gauche du quatrième ordre et de seconde espèce \Voir II, page 244). En elfet, cette courbe a au plus quatre points cu;nmuns a\ec un plan (pielconque de 2, parce que la surface du réseau de K- (pii correspond à la conique coupe la (•oiii([ue en (pialif poiiiis au plus. Dans le cas où la courbe est gauche, par neuf (pi('lcoiK|iies de ses points menons une surface L^' du second ordre ; il lui correspond dans 1' une surface L' du (piatrième ordre; et comme celle dernière ne peut avoir avec la co iKjue plus de Jiuii points comconmiuns, elle seia coupée pai" le plan suivant cette conique et suivant \i\w deuxième coniciue. Par la courbe gauche (In (piatrième ordrt^ il ne passe donc (|ue cette surface de L^^ du second ordre; elle coupe la siiiface de Steiner de -j (pii coiTespond au plan des deux coniques, suivant une seconde courbe gauche du quatrième ordre et de seconde espèce.
RÉSEAI DE SURFACES Dl SECOND ÛHDRE. 303
95. A une conique de l'espace Zi coiTes])ond dans le réseau S de F' une com'be gauche du huitième ordre par laquelle |)asse une sinl'ace (Ut réseau. En elïet, toute surface de Steiner de Z,, qui correspond à im |)lan de Z. a au ])lus huit ])oint,s communs avec la conique, quand cette dei'nière n'est pas contenue toutentièi'e sur la surface (n" 91).
94. V une surface du quatiième ordre de 2j correspond dans le réseau Dde P- une surface du huitième ordre; une surface du second ordre de - a pour correspondante dans S, une surface de huitième ordre ou un plan.
95. Aux points d'une droite quelconque du réseau 1 sont associés (n" 95) les points d'une courbe gauche du septième ordre, qui ])eut être révmie à la droite par une surface du second ordre. Ciependant si la droite est un rayon principal de l\ ses points sont associés à une courbe gauche du troisième ordi-e, dont la di-oite est une corde.
9(). Les points d'un plan (pielconque ont pour associés dans le réseau ]^ de F" une surface du septième ordre (n''9i). La surface passa par tous les rayons principaux du plan (dont il existe au moins un et au plus trois, d'après la page 259) et elle se coupe elle-même suivant les courbes gauches du troisième ordre, qui sont associées à ces rayons principaux. Elle renferme un nombre doublement inlini de courbes gauches du septième ordre (n° 95) ; ces dernières sont situées deux à deux sur des surfaces du second ordre qui sont coupées chacune par le plan donné suivant deux droites. Le plan donné est coupé par la surface nodale du réseau suivant une courbe du quatrième ordre, également contenue sur la surface du septième ordre; car chaque point d<' la surface nodale coïncide avec l'un de ses associés.
97. Tous les points d'un plan, qui |)ossèdent des points associés dans un deuxième plan donné, sont situés sur une courbe du septième oixh-e in» 95 ou 96).
98. Si. connue nous allons le supposer à présent, les surfaces du réseau i: de F- ont un jioint A connnun, aux points d'une droite passant par A sont associés les points d'une courbe gauche du troisième ordre, dont la droite est une corde ; de même à un pian o ])assant par \ est associée une surface du cinquième ordre, qui peut ètie déciite par une courbe gauche du troisième ordre. Cette surface du cinquième oixlre a en commun avec le plan 9 son rayon principal u ne passant |)as par A ainsi que sa ligne d'hilersection as ce la suiface nodale K'*du réseau; elle
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passe (lt'u\ t'ois par la courbe gauche du ti'oisièiiie orcli'e associée au rayou principal u el contient aussi le point A.
0!l. \ une suiface 1.^" du second ordre (l(^ i, convspond dans Iv réseau de surfaces 2 une surface L du quatrièiiie ordre, dont A est un point double. Dans ce point double \, la suiface V a une infinité de plans tangents, qui en\eloppent une surface conique du second ordre, parce que (d'api'ès II, page 265) ils ont poui- éléments corres|)on(lanls dans le plan ûL^ les tangentes de la conique commune à Lj" et a,. Si cette conique dégénère en (]i'u\ droites, le poini double est hiplanaire cl n"a ipie deux plans tangents.
lOU. Dans ce qui suit, nous ferons un fréquent usage de ce théorème : Quand (h'ux surfaces du second ordre se coupent sn'wanl inie courbe r," du second ordre, tous leurs autres points communs sont situes sur une deuxième conique. En eilet, s'il existe d'autres points communs (pie ceux de r;, joignons trois d'entre eux, A,B,G par un plan. Ce plan coupe r," suivant une droite qui est tangente à •/;", ou dont les points sont accouplés involutivement par r/ et conséquemment par chacune des deux surfaces du second ordre. Dans le jjremier cas, le théorème résulte de la page 78, dans le second de la page 186 de la première partie. La seconde conique, comme du reste aussi la première r/, peiii se décomposer en deux droites ou se réduire à une droite unique.
101. Considérons encore le cas |)articulier du réseau 2 de F", dans lequel toutes les surfaces ont en commun cinq points d'une conifjue r/ et par conséquent tous les points de cette courbe. En faisant abstraction (le la conique r^, une droite cpelconque du système ^, de l'espace n"a pont- coircspondante (pTune conique de 2 et un point 2i seulement den\ points associés de S m" 100). Soit de plus Yj le point de Sj qui correspond à un ])oint quelconque de 2 situé dans le même plan que t/'; à \ (loi\ eut correspondre tous les points du i)lan r,'. En effet, àt(3ut ])lan de i\ passant pai' \^ il correspond dans 2 une surface du second ordre, qui se décompose dans le plan r/ et un second plan. A toute droite s, passant par Vj ne correspond donc, abstraction faite du ])lan de r^\ qu'un seul rayon principal s de 2, dont les points sont associés deux à deux et consérpiennnent accouplés involutivement, et deux de ces rayons principaux sont situés dans un inèine plan, au((uel coi-j-espond un plan passant par Y^.
102. Les dilféients l'avons principaux s (\\\ réseau 2. (pii cori'espon- (lent au\ rasons issus du point Y,, se coiipeni en nu seul el même |)oint
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>. Kii pfTet. ils se coupent deux à deux, sans être cependant contenus tous dans un nièiue plan. Les deux gerbes Y et Yi qui se coiTespondent sont rapportées collinéairement Tune à Tautre ; le point \ correspond au point Yj et par conséquent est associé à chaque point du plan r^.
105. Par le point Y passe le plan de chaque conique •;- ([iii correspond à une droite quelconque 7^ du système 2^ de l'espace. Il s'ensuit que : quand (/uatrc surfaces du second ordre ont une conù/ue r/' commune, les plans dea six autres coniques, suivant lesquelles elles se t'oupent deux à deux, passent par un seul et même point Y.
A un point quelconque Pj de^i correspond dans 7- un couple dépeints associés, ou un point associé à lui-même, ou pas de point T"éel, suivant que le rayon ])iincipal de Y, ([ui coi-respond au rayon Y,i\ , coupe la conique 7" en deux points, ou lui est tangente, ou ne la j-encontre pas. Les différents points de 1,, auxquels correspond dans le réseau i un point associé à lui-même, sont situés sur une surface Kj- du second ordre; en ellel. toute droite q^ contient au plus deux de ces points, parce que du point Y on peut au plus mener deux tangentes à la conique correspondante -;'.
lOi. Toute droite x, ([ui rencontn^ la coiiique r/ en un point \, est aussi (II, ])age 262) un rayon principal du réseau ^ ; cependant ses points ne sont pas accouplés involutivement par association, mais la droite x est projectivement rapportée à la droite correspondante x^ et ses points ont pour associés ceux d'un autre rayon principal :•. Ladroite; lencontre aussi la conique r^ en un point; elle constitue avec x la coni- (|ue qui correspondà la droite x^ de ïi ; elle est donc située avec.r dans un [)lan passant par Y et coupe .^' en un point associé à lui-même. Si la droite ./• passe aussi par le point Y. ^^ coïncide avec elle ; alors le point \ est associé à tout autre point de x, et à chacfue point de x^ correspond le pohit \ et encore un autre point unique du rayon principal ,/•. Le théorème précédent, n" 101, donne heu alors aux exceptions suivantes :
105. Sur chaque rayon principal .s' de 1, qui réunit le i)oint Y à un point de \ de la conique •/;", le point \ a })our associés tous les autres points de ce rayon ; la droite *• est projective à la droite correspondante .S| de Xj, mais tous les points de cette dernière correspondent en même temps au point X. A l'avenir, nous représenterons ])ar H" la surface conique du second ordre par laquelle la conique -r;" est projetée du j)oint Y et par H,'- la surface conique cori'espoudante fie la gerbe Y,.
106. Les coniques de ^i, qui correspondent aux droites de !: (IL
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page 257) ont le punit Yj comimin. \ un plan 9 de ï, ne passant pas par Y coiTespond (11. page 200) dans ïi une surface H\^ du second ordre, passant par Yj, (|ni sera réglre. conifiuc ou non réglée suivant que le pian 0 aura avec la conique y;' deux poiuis, un point ou pas de points communs. A loul point de \'\' correspond un seul jxùiit daus 0 ; seul le point \\ a |)our élémenl coiiespondant une droite. A toute conique de Kl' correspond dans 9 une conique qui lui est projective, quand elle ne passe pas ])ar Yj ; dans le cas contraire, c'est une droite.
107. Tous les points d'un plan 9. ([ui oui des points associés dans un autre plan 'li, sont en général situés sur une conique. En effet, aux plans ç et d^, correspondent dans l'espace li:^ deux surfaces du second ordre ; elles ont eu général en conunun une courbe du second ordre passant par V,. (pii coi'i-espond à la droite s-i/, et par suite aussi en général une deuxième conique /.,' (n" 100). \ la. conique ki- correspondent dans 9 et à deux conitpies associées Tune à l'autre; elles sont situées sur la surface du second ordre de X (|ui cori'espond au plan de /tj".
108. t!n plan 9, ne passant pas par Y, a pour associée dans le réseau 1 (n" 107) une surface du second ordi'e qui passe par Y et |)ar la conique rf . Par conséquent, tous les points de 9 associés à eux-mêmes sont situés sur une même conique et tous les points du réseau I associés à eux-mêmes doivent être situés sur une surface K^ du second ordre, cpii est tangente à la surface conique H" suivant la conique r,'. Cette surface K^ est la surface nodale du réseau et elle contient les sommets de tous les cônes apjiartenant au réseau, dette surface nodale à son tour a pour correspondante dans lli une surface K^^ du second ordre (n" 105). Deux points associés ([uelconcpies sont sur une même droite avec Y et. quand cette dernière coupe K-, ils sont liarinoniquement séparés par K'. Nous sommes évidennnent conduits ici à la même relation involutive, entre les points de l'espace illimité, que celle ([u'on avait trouvée dans le n" 21.
109. Une droite (|U('lcon(pie a poui* associée dans le réseau ^ (11" 108) une conique passant par V et une conique (pielconque /t% une courbe k' du quatrième ordre plane ou gauche, suivant que /t'est OU non dans un même plan avec Y. Le point Y est un point double dt! /.;' et il est associé aux deux points d'intersection de /.:'" et du |)lan y;'. Si /■:' est une courbe gauche du quatrième ordre, elle est Tintersection de la surface conique \k' et de la surface du second ordre (piî est associée au plan de k' ; elle est donc de la première espèce.
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110. (Juaiid une conùjuc h' est sur une même surlace du second ordre avec la courbe r^, elle n'a plus poui' associée une courbe du qua- (rièuK^ ordre, mais ])ien une conique qui lui est })i'ojective.
Vax eiïet. au plan de -^ ([iii contient les points corres[)ondants à trois ])oints quelconques A, 8,(1 de k\ correspond dans le réseau 1 une surface du second ordre qui passe par r^ et A,R,C, el par suite aussi par /.- (n" 100). Et cette surface du second ordre sera rencoiilrée pour la seconde fois par la surface conique \h' suivant la coni({ue associée à k-. Pour le cas où le plan de A.' [)asse par le point Y, le théorème se déduit du suivant :
111. Une surface quelconque du second ordre menée par laconicpie r,' a })our associées une autre surface du second ordi'e passant par-/;" (n" 110) et de plus la surface conique Yr/ ou H".
112. A une surface F^ du second ordre entièrement arbitraire est associée (n" 109) une surface F'* du cjuatrième ordre, dont Y est un ])oint double. Les tangentes de F'' au point Y forment une surface coni- (|ne du second ordre (jui coupe encore F' suivant une courbe gauche du (piatrième ordre et de piemière espèce; celte surface conique passe [)ai- la conique commune à F" et au plan •/)'. Toutes les autres tangentes (fue Ton peut encore mener du poiul double Y à la surface F'' sont tangentes à F'' suivant les points d'une courbe gauche du quatrième ordre et forment une deuxième surface conique qui est aussi tangente à la surface F^ La conique -r)^ est une courbe double de F* parce que, en général, F^ est coupée deux fois par chacun des rayons de la surface conique H^ (Voir n" 105.) Une conique quelcorupie de F^ a en général pour correspondante sur F* une courbe gauche du quatrième ordre de première espèce; ces courbes gauches sont deux à deux situées sur des cônes du second ordre ayant Y pour sommet.
115. La surface F' contient en général quatre droites passant par V ; elles joignent Y aux points d'intersection X de F' et r^ (n" 105).
Tout plan, qui passe par deux de ces points d'intersection X, a en conmiun avec F^ une conicpie à laquelle est associée sur F'' une conique qui lui est projective (n° 110). La surface F* contient donc en général six systèmes de coniques ou peut être décrite de six manières différentes par une conique variable ; par un point quelconque de F', il ne passe qu'une seule conicpie de c]uu|ue système. Un plan ipiel('on(pie coupe la surface 1''' suiNiuil une coui'be dn (piatiièmc ordre (pii a ui) poiul conuuun a\ec cliaciuie des fjioiies \^ el (pii a. engéué-
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ral, (leii\ points doubles sur laconique •/)■; il lui correspond sur F- une courbe gauclie du (|ualrième ordi'e passant par les quati-e poinis \ (n" l()(S). On déduit facilement de là que : les six systèmes de coniques de F' sont conjugués deux à deux de telle manière que toute conique de l'un des systèmes est située dans im même plan s avec une conique du système conjugué. Deux des quatie ])oints d'intersection de ces deux (■oniques sont sur rf' ; aux deux autres, F' est tangente au plan e, parce que F' est également tangente en deux points à la surface du second ordre associée àe.La surface F* possède anssi ti-ois systèmes de plans doublement tangents et a deux coniques communes avec chacun de ces plans.
114. De la représentation de F' sur F' et du n" 1 15, on déduit immédiatement que : un quelconque des six systèmes de cojii(|ues accon|)le involuti\ ement les points de chaque conique appartenant au système conjugué, tandis qu'il rapporte projectivement les unes aux autres les coniques des quatre autres systèmes. De la première partie de ce théorème, il suit ([ue les différents i)lans de chaque système se coupent en un seul et même point l . Deux coniques conjuguées, qui ne sont situées sur ancun de ces ])lans F, sont c()a])ées projectivement par eux de telle manière qu'elles ont deux points coiTesj)ondants comnmns ; elles engendrent donc en général un faisceau de lavons du second ordre (1, page I V2) et l'on en conclut : que chacun des trois systèmes de plans doublement tangents constitue un faisceau de j)lans du second ordre; les tangentes doubles de F% situées dans ces plans, forment une surface <'oni(pie du second ordre enveloppée ])arles plans F. Si la dernière partie du théorème était inexacte, il passerait en général par les points de contact des tangentes doubles deux coniques d"un seul et même système, c(; ([ui est eu contradiction avec le n" 115. (lomme les six plans, ([ui joignent les droites X\ deux à deux, font partie aussi des plans doublement tangents à F\ chacun des trois faisceaux de |)ians F contient deux de ces six plans, qui sont opposés l'un à Fautre.
115. Si F' est une surface réglée, F' contient encore deux autivs systèmes de conicpies, qui passent toutes par \ et qui sont contenues deux à deux sur les plans tangents menés de Y à F- (n" 109). En outre des quatre lay ons \> , on peut donc encore trouver quatre couples d'autres droites sui- la surface V' \ elles corres|)ondent aux quatre couples de rayons de la surface réglée, (jui passent par les (pjatre points \, et elles coupent deux à deux les droites \^ .
110. Ouand F' passe par V, ¥^ se décompose en le plan r/et en une
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sLiirace (lu li'oisièiiic ordre. Il est encore intéressant d'étudier la suiface K|* de i:,, qui cori-espoud à une surface K^ du second ordre de il. On trouve que F^' a les mêmes propriétés ([ue la surface F^ dont il vient d'élre question. Le théorème suivant est utile dans cette étude : La siii'face F^ contient une courbe gauche du quatrième oi'dre, dont les points sont associés deux à deux; F* coupe F" suivant cette courbe et suivant une autre courbe gauche du quatrième ordre ; la dernière est située sur la surface nodale du réseau (n" 1()8|.
117. A une surface L,' du second ordre de -i correspond dans lîlune siuface V du quatrième ordre à laquelle on peut en général mener une iidniité de tangentes doubles du point Y. Ces tangentes doubles forment lin cône du second ordre et sont tangentes à L'' suivani les points d'une courbe gauche du (juatrième ordre et de première espèce ; car elles correspondent aux tangentes que Ton peut mener à L^" du point Y^. Du point Y, on peut en outre mener une infinité de tangentes simples à L'*; leurs points de contact sont sur une courbe gauche du quatrième ordi-e, suivant laquelle L' est coupée par la surface nodale du réseau; ils sont par conséquent, associés à eux-mêmes. La coni({ue r^ est une courbe double de la surface L* (n" 105), parce ({ue L/ est en général coupée deux fois par chaque rayon de la surface conique Hi'. A une conique quelcon(pie de L,". correspond en général sur L' une courbe gauche du ({uatrième ordre et de première- espèce ; ces courbes gauches sont situées deux à deux sur des surfaces coniques du second ordre, ayant le point Y pour sommet. Si Lj" est une surface réglée. L' contient deux systèmes de coniques dont les i)lans passent par Y et sont doublement tangents à la surface V. Si Lr passe par V. L' se déconqiose en le plan r,^ et une surface du troisième oi'dre.
118. Nous n'avons pas l'intention de parler d'une manière bien étendue des surfaces L\ dont la surface F'' du n" 112 est un cas particuher: nous nous contenterons de faire une i-emarque sur les coniques qui peuvent se trouver sur L\ Une conique lr de ^ a en général pouicorrespondante dans i;:, une courbe gauche du quatrième ordre, et seulement une conique /.■,% quand k^ peut être réunie à -/j^ par une surface du second ordre (n" 110). Dans ce dernier cas, il existe encore une conique associée à k^ qui correspond également à la conique A-,'. Ti-ois points quelconques A,B,C de :î: peuvent toujours (n" 110) être réunis par une conique unique à laquelle correspond encoi-e une conique dans i, : trois points de ^i peuvent en général être réunis
par quatre coniques auxquelles correspondent des couples de coniques dans i:.
119. Un plan ç, ne passant pas par Y, ne coupera V suivant des coniques que si L^"^ a en commun avec la surface du second ordre correspondante à a dans li, non pas une courbe gauche du quatrième ordre, mais deux coniques, et si par conséquent il lui est doublement tangent. Tout plan qui a des coniques communes avec L' est donc un \)hn doublement tangent à la surlace F'. Les coniques de L* sont associées deux à deux, ou bien, dans des cas particuliers, elles sont associées à ellesmêmes. — V ne contient des droites que si Li" est une surface réglée ou conique du second ordre et si à ses rayons individuels correspondent des rayons principaux du réseau.
120. L'étude du réseau Ide F^ considéré dans les 19 derniers numéros se termine par un cas tout à fait particulier. En effet, les différentes surfaces du réseau peuvent avoir encore un point commun en outre de la conique •/J^ Ce point joue alors le rôle du point Y; car tous les rayons principaux s du réseau, qui ne rencontrent pas la conique T^, passent par lui. Toutefois, les points d'un pareil rayon principal s ne sont plus accouplés involutivement par association, mais la droite s est rapportée projectivement (II, page 262) à la droite Si qui lui correspond danslili. De même que ces l'ayons principaux .s de ^ passent tous par le point Y, de même les rayons correspondants Si de ^^ se coupent tous au point Y^. A ce dernier correspondent tous les points du plan Yj-, et de la même manière le point V a pour correspondants tous les points d'un plan r,!^ de ^i (II. page 265).
121. D'après cela les espaces 1 et li sont tellement rapportés l'un à l'autre (jue les gerbes collinéaires Y et Yj se correspondent, et que deux droites homologues de ces gerbes sont projectives l'une à l'autre, mais (jue cependant, à chacun des ])ohits Y et Yi correspond un planr^i" ou tj^ ne passant pas par l'autre. A tout plan de l'un des espaces correspond en général une surface du second ordre dans l'autre, et toutes ces surfaces ont en commun une conique (-z)^ ou vji^) et en outre un point (Y ou Yi) . En général, la relation de I -kZ^ est la même que celle de I^à v, ce qui n'a pas lieu pour les autres cas du réseau de F". Si les deux gerbes collinéaires Y etYj sont projectives égales et si on les place l'une sur l'autre de telle manière qu'elles aient tous leurs éléments correspondants comnmns, si alors les deux plans -rf et v^i'^ coïncident aussi l'un avec l'autre, les espaces ^ et Z^ sont en involution. Ils constituent donc un sys-
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tèiiie imoliilifqui est exactement le Jiiêine que celui auquel nous sommes arrivés dans le ii" 108 et précédemment dans le n'' '21. A une surface quelconque du second ordre de l'un des espaces correspond alors dans Tautre une surface du quatrième ordre, don i nous avons déjà trouvé les propriétés principales dans les n"' de 11 '2 à llo.
Il faut remarquer encore ([n'entre deux systèmes plans I et ï, dont les lieux se correspondent dans les gerbes collinéaires V et \^, il existe wne correspondance géométi-icpie du second degré.
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