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En me demandant d'écrire quelques mots en tête du présent livre, M. Vogt à montré une modestie qui est peut-être excessive et m'a donné un témoignage d'affection QUIPPORCOUDISUT M rTHeS tres précieux (te ivre a rcéquene crois, n'avait nul besoin d’être recommandé : le grand intérêèt du sujet qu'il traite, la clarté avec laquelle 1l est écrit, suffisaient à le faire bien accueillir des lecteurs. Pour quelques-uns, sa brièvelé même sera un mérite : quelque désir qu'on ait d'acquérir des connaissances nouvelles, dont on sent l'importance, on est parfois découragé par l'effort qu'elles semblent exiger, par le temps qu'il y faudrait consacrer, et qui manque. Un petit livre est rassurant.
Celui-ci est plein de choses et des plus belles. Je ne sais s'il existe en mathématiques un sujet qui ait exigé de ceux
qui l'ont traité plus d’ingéniosité, plus de profondeur et de
a "4 ÉDPR PRÉFACE
pénétration que n'a fait cette théorie des équations algébriques, dont Lagrange, Gauss, Abel et Galois ont été les fondateurs. À la vérité, la beauté de leur œuvre est si merveilleuse qu'elle risque parfois d’éloigner d'elle quelques jeunes mathématiciens, trop modestes pour prétendre la continuer, ou trop pressés d'aller chercher ailleurs une moisson plus facile. Est-ce une raison pour ne pas l’étudier, si même cette étude devait se borner à une pure contemplation, et comme à une jouissance esthétique ? Je ne veux pas parler ici des prolongements extraordinaires que la pensée des grands géomètres que je viens de nommer, d'Évariste Galois en particulier, s’est trouvée avoir dans d’autres directions, mais, en restant dans les éléments, est-il possible que ceux qui ont étudié le cours d’algèbre de notre classe de mathématiques spéciales ne sentent pas leur curiosité s’éveiller devant les problèmes qui se posent là d’une façon nécessaire, est-1l possible qu'ils ne soupçonnent pas que, pour bien des sujets qu'ils ne font qu'effleurer, la vraie lumière est plus loin, dans un domaine où ils n’ont pas le temps de pénétrer? Ne faut-il pas, autant qu'il est possible, indiquer à ceux dont la curiosité est trop vive et trop pressée de quel côté est ce domaine, et en faciliter l'accès à ceux qui, débarrassés du souci des examens, ont gardé le goût de la science et conquis la hberté d'étudier ce qui les intéresse ? C'est pour ceux qui se destinent à l’enseignement que cette
étude de l’Algèbre est le plus nécessaire : elle est vraiment
PRÉFACE AVI
indispensable à ceux qui doivent parler un jour des fonctions symétriques, de la transformation des équations, de la résolution des équations du troisième et du quatrième degré, des équations de la division du cercle. Sans doute, ils n'auront à traiter ni des substitutions, n1 du groupe de Galois, n1 des équations abéliennes ; mais, s’ils possèdent ces théories, les sujets élémentaires qu'ils ont à développer leur apparaîtront dans leur véritable Jour, dans leur véritable importance, dans leur sens profond ; les exemples intéressants se présenteront en foule à leur esprit, et, parfois, sur quelqu'un de ces exemples, sur un fait précis et particulier, 1ls sauront faire soupçonner à leurs élèves les théories qu'ils n’ont pas le loisir d'aborder. Montrer que la science n’est pas bornée à ce qu’il enseigne immédiatement, qu'elle ne se réduit pas à des artifices qui permettent de traiter des problèmes fabriqués exprès pour les utiliser, faire pressentir la grandeur de la science et, ainsi, en inspirer le respect, c’est, pour le maître, la partie vraiment noble et élevée de son métier.
Les lecteurs auxquels s’adresse M. Vogt sont donc nombreux. Sans doute, son livre n’est pas le premier qu'on ait écrit sur la matière ; sans parler des mémoires originaux, auxquels il faudra toujours recourir, mais qu'il vaut mieux étudier après avoir acquis des vues d'ensemble sur l'état actuel de la science, il est certain que le Traité d’algèbre supérieure de J. A. Serret rendra, pendant longtemps
encore, de grands services ; mais, depuis le temps où 1l a
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paru, bien des recherches importantes ont été faites, dont les résultats et l'esprit n'ont pu pénétrer dans un livre qui les avait précédées : le Traité des substitutions de M. Jordan est une œuvre magistrale, qui s'adresse plutôt à ceux qui veulent approfondir la science qu'à ceux qui veulent s’y initier. La Théorie des substitutions de M. Netto, le Manuel d’algèbre de M. Weber, dont le premier volume vient de paraître, sont d'excellents livres, mais qui ne sont pas écrits en français. Le livre de M. Vogt vient ainsi prendre une place qui était vide, et qu'on sentait vide. Je suis persuadé que le plaisir que J'ai trouvé à le lire sera
partagé par tous ceux qui l’étudieront.
Paris, le 23 Juin 1895.
JÜLES TANNERY.
CHAPITRE I
DES GROUPES DE SUBSTITUTIONS
4. Une substitution est l'opération qui consiste à remplacer un ou plusieurs éléments par un même nombre d’autres qui leur correspondent respectivement d'après une loi déterminée. Lorsqu'on remplace par exemple une variable + par
ax + b x Ed où a, b, c, d sont des constantes, on dit que l’on effectue sur cette variable une substitution linéaire ; de même, lorsqu'on remplace deux variables x et y respectivement par ax + by, cx+ dy, on effectue sur ces variables une substitution linéaire homogène ; a, b, c, d sont appelés les coefficients de la substitution. Nous nous occuperons spécialement des substitutions suivantes : Considérons n éléments représentés par les lettres æ,2%:,..., %n et leurs permutations linéaires, en nombre n!; les substitutions que nous étudions sont celles qui remplacent chaque élément d’une permutation par l'élément de même rang d’une deuxième permutation, distincte ou non de la première. Comme l’ordre des éléments qui se correspondent n'intervient pas dans le résultat, on peut supposer que chaque substitution remplace les éléments
VOGT. — RÉS. ALG. sl
d'une permutation fixe, par exemple "1,2; Mpariceux dé même rang de chacune des 7! permutations ; il y a donc n! substitutions distinctes.
En particulier, celle qui fait correspondre une permutation à ellemême n'’altère aucun élément; on l’appelle substitution identique ou unité, ce que l’on indique par la notation S = 1.
Les substitutions les plus simples non identiques sont celles qui remplacent, dans une permutation, chaque élément par celui qui le suit et le dernier par le premier ; une telle substitution est appelée circulaire, et les éléments forment un cycle.
Toute substitution de x éléments est circulaire ou se décompose en substitutions circulaires. Soit en effet x, un élément quelconque, +, Celui par lequel il est remplacé par la substitution donnée, x; celui qui remplace x,, 2, celui qui remplace x,, etc.; on arrive ainsi à un élément x, que la substitution remplace par x,. Les éléments Las Las Les Crete ad SON PP TMUIÉSICIrCnlaiIrTementEe PE OmMEn tEUNn cycle; dans le cas particulier où x, reste inaltéré par la substitution, on peut dire que cet élément forme à lui seul un cycle.
S1 le premier cycle ainsi obtenu renferme les n éléments, la substitution donnée est circulaire ; dans le cas contraire, un élément +, n'entrant pas dans ce premier cycle donne naissance à un deuxième de la même manière, et ainsi de suite. De cette façon les n éléments sont partagés en cycles distincts n'ayant aucun élément commun, et la substitution donnée est décomposée en autant de substitutions circulaires qu'il y a de cycles ; l’ordre dans lequel sont effectuées ces substitutions partielles est indifférent.
Les substitutions circulaires dont les cycles renferment deux éléments seulement s'appellent transpositions; une substitution circulaire quelconque se ramène à une suite de transpositions ; par exemple celle dont le cycle est ax.x...æ, se ramène à la suite des transpositions de cycles respectifs mir, 41%,:,..., x, effectuées dans cet ordre. Il résulte de ce qui précède que toute substitution peut être décomposée en transpositions successives.
On indique une substitution de différentes manières
1° On écrit l’une au-dessous de l’autre, dans une même parenthèse, la permutation primitive et celle qui lui correspond; exemple :
DES GROUPES DE SUBSTITUTIONS
Da RDS N Lo dite le est la substitution qui remplace x, par æ:, 22 par 6, etc.;
20 On indique une substitution circulaire de plusieurs éléments par la suite de ces éléments placés dans une parenthèse ; pour une substitution quelconque, on décompose la totalité des éléments en cycles distincts ne renfermant aucun élément commun, et l’on écrit les substitutions circulaires relatives à ces cycles à la suite l’une de l’autre, dans un ordre quelconque ; il est inutile d'écrire les éléments non altérés ; la substitution précédente s’écrira de cette façon :
S = (mdsts) (tite) = (tot Maitsts) ;
3° Dans certains cas, on indique la loi qui détermine l'indice d’un élément de la nouvelle permutation en fonction de celui de l’élément correspondant de la permutation primitive ; par exemple la substitution circulaire
sera indiquée par V—=i+!i (mod. 4), i et +’ étant les indices de deux éléments correspondants.
3. Si l'on effectue sur un ensemble d'éléments E une substitution S le remplaçant par l’ensemble E’, puis sur E’ une substitution S’ le remplaçant par E”, la substitution S” qui remplace E par E" est appelée le produit de S par $’, ce que l’on indique par la notation S'— S.S'; de même si l’on effectue successivement les substitutions Si, S,..., S,, le résultat peut être obtenu par une substitu- Hhon S qui est appelée le produit des précédentes, celque l'on indique par S = S;,S:...S,, en plaçant les facteurs dans l’ordre successif des substitutions, de gauche à droite ; le produit dépend de l’ordre des facteurs ; par exemple pour trois éléments x:, 22, #3,
les substitutions DA Te) Di dr ont pour produits
SS! — (Li1L3Ta), SOS (1%).
On appelle substitution inverse d'une substitution $', ce que l’on indique par la notation St, celle qui est définie par l’une ou l’autre des égalités suivantes, qui sont équivalentes :
TRUE SN PE
on dit qu’elles forment un groupe si leurs inverses, leurs puissances et leurs produits font partie du même ensemble ; on appelle ordre du groupe le nombre des substitutions qui le composent, y compris la substitution unité ; on appelle degré le nombre des éléments qui sont soumis à ces substitutions.
Pour définir un groupe, il suffit de donner une ou plusieurs substitutions fondamentales dont les puissances positives ou négatives et les produits constitueront les substitutions du groupe; ces puissances et ces produits forment un nombre limité de substitutions distinctes, au plus égal à n! dans le cas de n éléments; on reconnaît que les substitutions sont fondamentales si chacune d'elles ne fait pas partie du groupe défini par les autres.
Je vais montrer qu'une seule substitution définit, par ses puissances, un groupe dont l’ordre, appelé aussi l’ordre de la substitution, est égal à l’exposant de la première puissance de cette substitution qui se réduise à l’unité.
Soit S une substitution, m»m le plus petit exposant tel que St —1; les substitutions
5 SE se JA Sn
forment Un £ETOUDÉ EDEN ON ADO USE rt RC Re produits de ces deux substitutions par S sont égaux à l’unité ; de plus, si p est une puissance quelconque positive ou négative, et p' un nombre positif ou nul inférieur à m tel que p = Mmq +?, on à :
DS to RS 1
Comme S?7 estune des m substitutions considérées, on voit queles inverses, les puissances et les produits des substitutions de l’ensemble font partie de cet ensemble.
Les substitutions précédentes sont enfin distinctes, car si pour p et q égaux ou inférieurs à m” et différents on avait S? = Si,
DÉS GROUPES DE SUBSTITUTIONS 5
on aurait S”7—=1, ce qui est impossible ; on conclut de là que l'ordre du groupe est bien égal à m.
Par exemple une substitution circulaire a un ordre égal à son degré.
Une substitution quelconque se ramène, comme on l’a vu, à des substitutions circulaires relatives à des cycles n'ayant aucun élément commun, et effectuées dans un ordre quelconque ; un raisonnement immédiat montre que l'ordre de la substitution est égal au plus petit commun multiple des ordres des substitutions circulaires dont elle est composée.
Il est évident d’après cela que l’ordre d’une substitution composée de cycles de «, 8, éléments, où 2+8+...<n, est
toujours inférieur à n!, età Si LHC EE 5 CAT Ie DIUSSDeLLL
éd
commun multiple des nombres «, 6, est au plus égal à leur produit, et est inférieur au produit 1,2,...,n et à la moitié de ce produit.
4. L'ensemble des »! substitutions que l’on peut effectuer sur n éléments forme un groupe, car les puissances et les produits de ces substitutions font partie du même ensemble ; ce groupe est appelé le groupe symétrique des n éléments, parce que ses substitutions laissent invariable toute fonction symétrique de ces éléments.
THÉORÈME. — Le groupe dérivé des n—1 transpositions (TX), (t1T3), OMC R, (ie) estidentique au groupe symétrique des n éléments 2%, %:, ...,Æn.
Car d’après l'égalité (23%) = (mire)(aite)(æi2), une transposition quelconque est dérivée des précédentes, et il en est de même de toute substitution qui se ramène, comme on l’a vu, à une suite de transpositions. Le groupe renferme donc les n! substitutions du groupe symétrique et lui est identique.
5. Le groupe le plus important après le groupe symétrique est le groupe alterné, formé par la substitution unité et les substitutions composées d’un nombre pair de transpositions ; il est ainsi appelé parce que ses substitutions laissent invariable la fonction
ep
U(x;— æ;), DE 157 EH qui a deux valeurs égales et de signes contraires lorsqu'on effectue toutes les substitutions possibles sur les éléments 21, %2,..., æn.
Pour décomposer une substitution en transpositions, il suffit de remarquer, comme on l’a vu, qu’une substitution circulaire de p éléments, telle que (21%...æ,), est le produit des p —41""transpoz sitions
(ie) GEDe) A Ti une substitution quelconque altérant m éléments, et composée de cycles, est par suite le produit de m—Âk transpositions.
Pour montrer que les substitutions composées d’un nombre pair de transpositions forment un groupe, nous nous appuierons sur le théorème suivant :
THÉORÈME. — Si une substitution S est le produit de q transpositions, et si on la multiplie par une transposition T, on forme une subshtulion ST qui renferme q +41 ou q—1l transpositions.
Soit une substitution $ portant sur m éléments et renfermant cycles ;ona g—m—k; différents cas peuvent se présenter pour la transposition T :
1° Les éléments permutés par T sont distincts des m éléments altérés par S; alors ST comprend deux éléments de plus et un cycle de plus que S, donc qg—+1 transpositions ;
2° Un des éléments de T appartient à un des cycles de S ; soit par exemple
S = (titotss)(TiT6), IDE CRE alors sit = (tit tiT ads) (Li) ; le produit ST renferme autant de cycles et un élément de plus que la substitution S, donc g<+1 transpositions ;
3° Les deux éléments de T appartiennent à deux cycles différents
de S ; soit, par exemple, dans le cas précédent, T = (x,%;) ; alors
SL (ALT TT aTS) ;
le produit renferme un cycle de moins, donc encore q+1 transpositions ;
4° Enfin, si les deux éléments de T appartiennent à un même cycle deS; par éxemple Si AT —= {7x on à
ST = (tirs )(tots) (CT) ;
GROUPE ALTERNÉ y
il ya un cycle de plus, et par suite g—1 transpositions, ce qui démontre le théorème.
Ceci nous montre que quelle quesoitlamanière de décomposer une substitution en un produit de transpositions, le nombre de ces transpositions conserve la même parité. En outre, le produit de deux substitutions d'un nombre pair de transpositions est une substitution de même nature, ce qui démontre l'existence du groupe que nous avons appelé alterné.
LU TuéoRÈmE. — L'ordre du groupe alterné est égal à —-
Partageons l'ensemble des n! substitutions en deux parties : 1° celles qui renferment un nombre pair de transpositions, y compris l’unité, et qui composent le groupe alterné ; 2° celles qui renferment un nombre impair de transpositions et ne forment pas de groupe ; si nous multiplions les premières par une transposition quelconque T, nous formons des substitutions distinctes, faisant partie du deuxième ensemble ; de même les produits des substitutions du deuxième ensemble par une transposition quelconque sont distincts et font partie du premier ; les deux ensembles contiennent
par suite le même nombre de substitutions, c'est-à-dire Rt
THÉORÈME. — Le groupe alterné contient toutes les substitutions circulaires renfermant un nombre impair d'éléments el ne contient aucune des autres. | |
En effet, une substitution circulaire de p éléments est le produit de p—1 transpositions.
COROLLAIRE. — Le groupe dérivé des n—2 substitutions circu-
laires (LiTIT3), (TiT2@), D 5% (L1T2Th)
ES MIAUEOUDEQlIEPNE DES ClÉMEN TELL UT TS dr: En effet, toute substitution circulaire de trois éléments est un produit des précédentes, d'après l’égalité DR rt nat tar rire (rir2v, (tite) Mr retire):
De plus, le produit de deux transpositions est un produit des substitutions précédentes, car
le groupe renferme ainsitous les produits d’un nombre pair de transpositions ; par suite, il est identique au groupe alterné.
On conclut de là qu’un groupe renfermant toutes les substitutions circulaires d'ordre 3 se confond avec le groupe alterné ou avec le groupe symétrique. En effet, il renferme d’abord toutes les substitutions du groupe alterné, comme on vient de le voir, par suite toutes celles qui sont composées d’un nombre pair de transpositions ; s’il en renferme une autre, composée d’un nombre impair de transpositions, il contient les produits par cette dernière des substitutions du groupe alterné, et ces produits constituent, avec celles-ci, toutes les substitutions du groupe symétrique.
On verrait de la même manière qu'un groupe contenant toutes les substitutions circulaires d'ordre 5 se confond avec le groupe alterné ou bien avec le groupe symétrique, car on a
(RTE NT ED D ET TUE par suite le groupe contient toutes les substitutions circulaires du
troisième ordre et celles du groupe alterné ; il se confond avec lui ou avec le groupe symétrique.
DES SOUS-GROUPES. — GROUPES SIMPLES ET COMPOSÉS
6. On dit qu'un groupe G contient un autre groupe G’ s'il renferme toutes les substitutions de cet autre ; le second groupe G' est appelé sous-groupe du premier.
THÉéoRÈME. — L'ordre d’un sous-groupe d’un groupe donné est un diviseur de l’ordre de ce groupe.
Soit un groupe G et un sous-groupe G composé des substitutions
(4) SUR TRS ES te à Si », est une substitution du groupe G non contenue dans G', les substitutions
(2) DEP Me D Me DR jouissent des propriétés suivantes :
4° Elles sont distinctes l’une de l’autre, car si l’on avait par exemple S% = S32, les produits de ces substitutions par Z%:!, qui sont respectivement S, et S:, seraient égaux, ce que nous ne supposons pas;
2° Elles sont distinctes des précédentes, car si S,32 était égal à SRODIAUrHIEN 2 Sr i0,, et 2e ierait partie du, groupe G!,1Ce qui est impossible;
3° Elles font partie du groupe G.
S'il existe dans le groupe G d’autres substitutions que les précédentes, et si Z, est une telle substitution, on verra de même que
l’ensemble (3) Sadas Sade, ..,, Srt2s
jouit des mêmes propriétés ; les substitutions qu'il renferme sont distinctes l’une de l’autre, distinctes de celles de l’ensemble (1). et aussi de celles de l’ensemble (2), car sil'onavait S2 = S,3, on aurait 23 — (S'S.)% et >, ferait partie de l’ensemble (2), ce qui est impossible ; elles font enfin partie du groupe G.
En continuant de cette façon, on voit que, si l'on représente par À, la substitution unité, on peut ranger les substitutions du groupe G en un tableau de la forme
SD RENNES CH (À) S122 S22, , SD | S1Do) S220 so D où Yi —1,%,...,%, sont des substitutions convenablement
choisies de ce groupe ; il les renferme toutes et chacune une seule fois ; par suite l'ordre > du groupe G est égal a ro, ce qui démontre le théorème.
COROLLAIRE 1. — L'ordre d'un groupe est un diviseur de n!
Car un groupe quelconque est un sous-groupe du groupe symétrique, dont l’ordre est n!
COROLLAIRE II. — Les substitutions communes à deux groupes forment un troisième groupe qui est contenu comme sous-groupe dans chacun des premiers.
En effet, les inverses, les puissances et les produits des substitutions communes à deux groupes sont également communs à ces deux groupes, ce qui montre que les substitutions communes forment un groupe; c'est un sous-groupe de chacun des premiers, et son ordre est un diviseur commun aux ordres de ces groupes.
Si ces ordres sont premiers entre eux, les deux groupes ne peuvent avoir d'autre substitution commune que la substitution unité.
7. Étant donnée une substitution S et une autre T, on appelle transformée de la première par la seconde la substitution T1ST.
Si l’on désigne par substitutions semblables celles qui sont composées d’un même nombre de cycles, portantrespectivement sur un même nombre de lettres, deux substitutions transformées l’une de l’autre sont toujours semblables,
DES SOUS-GROUPES
En effet, soit SR D dr do le
la substitution S décomposée en cycles, et
LL 3. Th... Ln ne
LiTeX,, . TL. . T,
une autre substitution par laquelle on transforme la première ; en appliquant successivement les substitutions Tt, S et T, l'élément x, est remplacé par x, et æ,; la transformée T'ST change par Suite x. en x, de même +; en x.,teic.\ on voit de cette facon que l’on obtient cette transformée en remplaçant chacune des lettres de S par celle que T lui fait correspondre, de sorte que
TRS me ne
les deux substitutions sont bien semblables.
Réciproquement, deux substitutions semblables sont transformées l’une de l’autre par une troisième substitution, celle qui remplace chaque lettre de la première par la lettre de même rang dans la seconde, en supposant que l’on ait écrit les cycles successifs de façon que ceux qui possèdent le même nombre de lettres se correspondent dans les deux substitutions.
Comme conséquence, on peut remarquer que les produits ST et TS, qui sont en général différents, sont semblables, car l’un est une transformée de l’autre d’après l'égalité
SEAT TS Le
Tnéorème. — Les transformées des substitutions d'un groupe G par une même substitution forment un groupe.
Si l’on considère en effet deux substitutions quelconques $, et $, dussroupe Geetleurs trans tortées Dar le TES MIS Ton leur produit
CRDI DEN Si ST est la transformée d’une substitution du groupe et fait partie du même ensemble que les transformées de S, et de S.
Le nouveau groupe est appelé transformé du groupe G par la
substitution T, et est indiqué par la notation T'GT.
8. On dit que deux substitutions S et T sont permutables si les produits ST et TS sont égaux ; chacune d’elles est égale à sa trans-
formée par l’autre, car de l'égalité ST=TS, ondéduit T=ST"TS ÉLINS TRIO
De la même manière on dit qu'un groupe G est permutable à une substitution T si le groupe T'GT transformé de G lui est identique, à l’ordre près des substitutions, c'est-à-dire si l’on a, quel que soit x, une égalité de la forme
IR ASRIPESR EEE les transformées des substitutions de G étant distinctes reproduisent, dans un ordre quelconque, les substitutions de ce groupe, de sorte que les ensembles (S,T) et (TS,) sont identiques à l’ordre près.
Si un groupe G est permutable à deux subslitutions T et T;, il est permutable à leur produit, car
(TES CTP ET TRS TA TS?
en désignant par $S,; la transformée de $, par T, et par S, celle de Ss par Ti.
On conclut de là que les substitutions auxquelles un groupe est permutable forment elles-mêmes un groupe.
On dit qu'un groupe G est permutable à un groupe H s'il est permutable à toute substitution de ce groupe ; on indique cette propriété par la notation
Ha CHE
Si un sous-groupe G, d’un groupe G est permutable à ce groupe,
on dit que G; est un sous-groupe distingué ou invariant de G. . Comme exemple, le groupe alterné est un sous-groupe invariant du groupe symétrique, car la transformée d'une substitution du groupe alterné par une substitution quelconque renferme un nombre pair de transpositions et appartient au groupe alterné.
Comme autre exemple, considérons le cas de n —4; le groupe symétrique contient 24 permutations et le groupe alterné 12.
Ce groupe alterné est constitué par les substitutions
Se LS — (Te) dat), S3 — (t1T3)( T4), D (xiT,)(L2T3) 1539,
Ds — (Tail), S6 = (titatr) — Sé, Sr —= (t1T3%4) — S2S5, S$ = (LT3T 4) es S253, D (TaTiT3) = S35, io == (t1T2T4) 0.
sh (L1T,T2) OS So (L1X4T3) 0e
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on voit qu'il dérive des substitutions S, S; et S;, d'ordres respectifs 2, 2et 3.
Le groupe symétrique est formé des substitutions précédentes et de leurs produits par une transposition quelconque, par exemple T = (x); nous le représenterons par G et le groupe alterné par Gr.
Le groupe d'ordre 4,
Bi (Si = 1; 2; 53, 4) est un sous-groupe du groupe alterné ; il est permutable au groupe symétrique ; en effet : il l’est d’abord aux substitutions $,, S, et $, du groupe H ; ill’estaussi à S;, car
Ï Un £ un Ï
S, 19295 — 4 S5 18395 il l’est enfin à la transposition T, car ISA RE RE Das ts DS
par suite, il l’est à toute substitution dérivée de S:, S:, 5; et T.
Le groupe H est donc un sous-groupe invariant du groupe symétrique, et aussi du groupe alterné.
On verrait de la même manière que chacun des groupes d'ordre 2,
K, — (S4, 52) KR — (Si Sa); K3 — (Su Si);
est un sous-groupe invariant du groupe Il, sans l'être du groupe symétrique ni du groupe alterné.
Soient G (Si — 1, So, DDC DA
H TT (T, —= 1e TL, 50 OC me)
deux groupes permutables l’un à l’autre, c'est-à-dire tels que HG" CG; Con LCR ETS on sait ($ 6) que les substitutions communes forment un groupe
K == (U; — Le U:, DACUNET (Hs
dont l’ordre pb divise r et »’, de sorte que r = pp, » = pp; de plus, que l’on peut écrire les groupes G et H sous forme de tableaux comme il suit
qi 3 / U,>;, U 1, ... US 1 / Br Vie . , (HD DST |, US NUE = t Li:
" | TAN 7e Nr 12p U:2,, OCR: Us \ U,Z, U:>, s .…..s UF:
où », et Z, sont des substitutions convenablement choisies, et où Y, et © représentent en particulier la substitution unité. Je vais démontrer le théorème suivant :
TuéoRème. — Les substitutions U,X.Y! forment un groupe d'ordre
my! .
opp = — contenant les deux groupes G et H comme sous-groupes Q \
invariants, et le groupe K est un sous-groupe invariant à la fois de Cette Pour le démontrer (*), remarquons qu'un produit de la forme GTS Te SU SH ESS appartient à la fois aux deux groupes G et H, car la première et la seconde parenthèse représentent des substitutions faisant partie respectivement de ces deux groupes, il appartient par suite au oroupe K. Si on le représente par U,, et si l'on prend son inverse DÉS MIeS CSALES SALE Le JS is eau:
donnent, en multipliant les deux membres de la première par T,S,, et ceux de la seconde par ST;,
rs) Le — UPS TS, — LESÈTe.
En particulier, en prenant pour $, et T, des substitutions particu-
lières, telles que »,, À ou bien U,, U;, on trouve entre les substitutions Ÿ, >’ et U des relations de la forme suivante :
2 or DA ENRENE DL EMA
Cela posé, les substitutions de la forme UE}, où a, B, y prennent toutes les valeurs possibles respectivement comprises entremiuetso, 1 et p, Aeltun,cconstituentun-groupes enseñel remarquons d'abord que l'inverse d'une substitution quelconque $ est identique à la puissance de degré m—1 de cette substitution, m désignant son ordre; il suffit donc de faire voir que le produit de
(*) Comparer Nerro, Substitulionentheorie, p. 87.
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deux substitutions quelconques de la forme U,XY et US», égales ou inégales, fait partie du même ensemble que les premières. Or ce produit
UD = VAUUS, DS = (UU
ou bien encore U,'Ë,"Ë; ; il fait bien partie de l'ensemble considéré. Je vais montrer maintenant que les substitutions de cet ensemble sont distinctes, c’est-à-dire qu’on ne peut avoir
DT NUE SIM, hr.
Supposons que l’on ait en effet une telle égalité ; on en déduit > 2 AUS
le premier membre représente une substitution du groupe H, le second du groupe G; elles ne peuvent être égales que si elles appartiennent au groupe K, c'est-à-dire sont de la forme U,; l'égalité
qui entraine la suivante :
ne peut avoir lieu, d’après les hypothèses faites sur les substitu- One UC = Set US = Mr ailiénrésultes:
US 'U'2s = 47 2e —— Uz Ur et, pour la même raison, cette dernière égalité exige que 8 — $' ns ERA
Nous voyons ainsi que les substitutions U,Ë,E: sont toutes dis-
na
tinctes ; leur nombre est ppp = —; c'est l’ordre du groupe cons- P
titué par ces substitutions.
Il admet les groupes G et IH comme sous-groupes ; je dis que chacun d'eux, G par exemple, estun sous-groupe invariant, ou qu'il est permutable à toute substitution du groupe (UE?) ; en effet, la transformée de la substitution S = U,'£;: du groupe G par
2 eo (DE US NUE RUE IU APCE
et peut être ramenée, par des transformations analogues à celles que nous avons opérées précédemment, à la forme U,2;:, qui appartient au groupe G.
Enfin le groupe K, qui est un sous-groupe de G et de H, est sousgroupe invariant de chacun d'eux, de G par exemple, car la transformée de U, par U,X, est
U.2:) 'U,(UX
et se ramène à une substitution U, du groupe K. Le théorème se trouve ainsi démontré.
LD LAURS
ne ê b
10. Lorsqu'un groupe G contient un sous-groupe invariant G;, on dit qu'il est composé ; on dit qu'il est simple dans le cas contraire. S'il n'existe aucun groupe H, sous-groupe invariant de G, et contenant G,; comme sous-groupe, on dit que G; est un sous-groupe invariant maximum de G.
Si un groupe G estcomposé, et si l’on forme une suite de groupes GC PME, dont chacun est un sous-croupe invariant maximum du précédent, et dont le dernier est formé de la substitution unité, on dit qu'elle. est une suite de composition du groupe G.
r ri ne Le
ae na 14 — me a Rd r — 5 fe — — DIN ; 1 . È 2 æ ) , ” E ? u+1 ë 1 1 2 2 15 +1
sont les ordres respectifs de ces groupes, les nombres ei, e2,..., us ,r1 SOnt appelés les facteurs de composition de G; on a Ml ALP ee
Il A se faire qu'un groupe composé ait plusieurs suites de composition distinctes ; nous allons démontrer le théorème fondamental suivant :
GROUPES COMPOSÉS
deux suites de composition de G; e,62:,...3; €, e,... les facteurs de composition. Il peut se faire que plusieurs groupes à partir de G soient les mêmes dans les deux suites; il suflit de démontrer la proposition pour le premier groupe dont les sous-groupes sont différents ; je suppose, pour fixer les idées, que ce soit G, et que G et G1 soient distincts. Considérons ces deux groupes :
CSA MS HUE 0)
GO (TE LOTS NT, ) et le groupe K = (U: = ik U:, RU U,)
formé par les substitutions communes. En employant les notations du $ précédent, G, et G1 sont permutables et le groupe (U,X.£:) les contient comme sous-groupes invariants; je dis qu'il se confond avec le groupe G; en effet, il est permutable au groupe G, car si V est une substitution de G, on a
VU SE) = VU ELEV — (VUE V(V- IE V
Comme la première parenthèse VIU,S.V est la transformée d’une substitution S, elle appartient au groupe G, et a la forme U,'2:'; de même la seconde VX V appartient au groupe G; et a la forme U."£!'; leur produit se ramène, comme on l’a vu, à U;X,'2: où à est convenablement choisi, et fait partie du même groupe (U.X.£); si donc ce groupe ne se confondait pas avec G, ce serait un sousgroupe invariant de G admettant G; et Gi comme sous-groupes, ce qui est impossible car G et Gi sont maxima.
Ontdeédut dela que oppi— tr re; re. etpar:suite que
pe pe, pt 1.
exe ei ei
D'autre part, le groupe K dont nous venons de déterminer l’ordre est un sous-groupe invariant de G,;; je dis qu'il est maximum. S'il existait en effet un sous-groupe invariant de G, contenant K, soit H, il serait de la forme H = (U;5,), où les subtitutions ç formeraient une partie de l’ensemble des substitutions X; le théorème sur lequel nous nous sommes appuyé étant applicable aux groupes H et G, qui sont permutables l’un à l’autre puisque chacun d'eux est une partie de G, on pourrait former un groupe (U,s,}') permutable
à G et contenant Gi comme sous-groupe, ce qui est impossible
VOGT. — RÉS, ALG, 2
ne
puisque Gi est maximum ; le groupe H n'existe donc pas, et K est un sous-groupe invariant maximum de G, et aussi de Gi. De là résulte que si
LOTO El
est une suite de composition de K, les deux suites (3) CCR ARTS (4) (CHR PERMET
sont deux suites de composition du groupe G.
Le théorème énoncé se déduit de là immédiatement; il est vrai pour les suites (3) et (4), car les deux premiers facteurs de composition sont respectivement e,, e ; ei, e, et les suivants sont identiques ; il sera vrai pour les suites primitives (1) et (2) s’il l’est pour (1) et (3) d’une part, (2) et (4) de l’autre ; or ces suites ont respectivement un groupe Commun de plus que les premières à partir du groupe G, et l'on peut répéter le raisonnement de proche en proche jusqu’à ce qu'on obtienne des suites identiques ; le théorème est ainsi démontré.
41. TuÉORÈME. — Le groupe alterné de n éléments est simple pour nE> 4.
Supposons que le groupe alterné soit composé et contienne un sous-groupe invariant
HE= (SiSe. : ") , je dis que ce sous-groupe contient au moins une substitution circulaire d'ordre 3; je vais montrer, pour le faire voir, qu'on peut toujours former une telle substitution appartenant au groupe.
Si l'on en connaît une, la proposition est évidente ; sil’on connaît une substitution renfermant plus de trois éléments dans un de ses cycles, par exemple
SE TR PERS RMI É TOURS Bit hr on la transformera par la substitution È = (x;æ:x;) du groupe alterné, la transformée appartiendra au groupe H par hypothèse, et le produit ei ON LEE ER, répondra à la question; si l’on connaît une substitution renfermant au moins un cycle de trois éléments, par exemple
S = Art NaeriTE ene ou ST ITES) dure NS
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on la transformera par X, — (max), et le produit
LS TDi TT) rentrera dans le cas précédent, de sorte que, en posant E, — (xixot:), on aura
EEE ARTE
qui sera une substitution circulaire d'ordre 3; si maintenant on connaît une substitution contenant au moins trois transpositions, telle que
S = (Tito)(Tat4)(dsT6) LE en la transformant par ©; = (xxx), on aura
DR Os = TT (darts):
ce qui rentrera dans un cas précédent ; enfin si l’on connait une substitution SE (tit>)(daTs) qui soit le produit de deux transpositions, en la transformant par à, on aura SR ps — (ALT T T2),
ce qui donnera une substitution déjà examinée.
Il y a donc toujours dans le sous-groupe invariant H au moins une substitution circulaire d'ordre trois ; si c’est par exemple
SI TiTT) on a en transformant S par 2, = (tt), Dee AE le groupe H contient par suite toutes les substitutions circulaires de la forme précédente, et d'après une propriété démontrée ($ 5) se confond avec le groupe alterné lui-même; celui-ci est donc
simple, comme nous l’avions annoncé, puisqu'il ne contient aucun sous-groupe invariant distinct de lui-même.
REMARQUE. — On voit que le raisonnement ne s'applique pas, dans le cas de n = 4, lorsque le groupe ne renferme que des substitutions de la forme (ax,)(x:æ,), Car on a utilisé un cinquième élément x; pour former la substitution X,. Il y a ici un cas d’exception, et le groupe alterné de quatre éléments est composé; nous avons vu en effet ($ 8) que ce groupe a un sous-groupe invariant
H — (A, (tits )(dats), (a1Ts)(t2Ts), (aid)(L2Ts)],
de sorte que la suite de composition du groupe alterné se compose : 1° du groupe alterné G; 2% du groupe H; 3° du groupe Ki = [l, (ximxsæ:)] ou de l’un des groupes analogues K,, K;; 4° de la substitution unité.
COROLLAIRE. — La suile de composition du groupe symétrique de n éléments, pour n>4, se compose de ce groupe, du groupe alterné, et de la substitution unité.
Nous avons vu en effet au S 8 que le groupe alterné est un sousgroupe invariant du groupe symétrique; il n’en existe pas d'autre, car un raisonnement identique au précédent montre que, pour n > 4, tout sous-groupe invariant du groupe symétrique doit renfermer toutes les substitutions circulaires d'ordre 3, et contenir par suite le groupe alterné; comme il n'existe aucun groupe d'ordre inférieur à n! et supérieur à Es le seul sous-groupe invariant du
ed
groupe symétrique est le groupe alterné lui-même; comme ce der-
nier est simple, la proposition est démontrée.
a n | Les facteurs de composition sont, dans ce cas, 2 et où
Dans le cas de n — 4, lasuite de composition du groupe symétrique est formée : 1° du groupe symétrique G; 2% du groupe alterné G'; 3° du groupe H d'ordre 4 ; 4° de l'un des groupes K;, K:, K; d'ordre 2; 5° de la substitution unité.
Les facteurs de composition sont 2, 3, 2 et 2 ; le groupe H est de plus un sous-groupe invariant du groupe symétrique.
DES FONCTIONS RATIONNELLES DE PLUSIEURS VARIABLES INDÉPENDANTES
42. Soit o(ai, &,, ...,x,) une fonction entière des n variables indépendantes 1, æ, ...,*,; effectuons sur ces variables toutes les substitutions possibles ; si les valeurs que prend la fonction sont algébriquement identiques à la première, on dit qu'elle est une fonction symétrique des n variables. On sait que toute fonction symétrique entière peut se mettre d'une seule manière sous la forme d’une fonction entière des fonctions symétriques simples :
fi DT. Es = 2TT;, er - le —= L1L2.. Un.
Il arrive le plus souvent que les valeurs algébriques prises par la fonction donnée ne sont pas toutes identiques ; soient
CHUTÉ MSNM ST D, NE œ,
les fonctions distinctes obtenues, e, représentant la fonction donnée ; il existe au moins une substitution conservant à v, sa valeur, c’est la substitution unité; dans tous les cas, les substitutions la laissant invariable forment un groupe, car en effectuant successivement un nombre quelconque de ces substitutions, la fonction conservera la même valeur, par conséquent le produit d’un nombre quelconque de substitutions de l’ensemble fait partie de cet ensemble; le groupe dontnous venons de démontrer l'existence s'appelle le groupe de la PINOT (ea, Du)
Parexemple, pour n—%4, lafonction o, = xx:<+asx prend, pour toutes les substitutions, les trois valeurs ©, %: = tits + dite,
03 = Lit, +23; © reste invariable pour les substitutions du groupe d'ordre 8 :
ÉpESNUE (æit), (xt), (tit2)(t3T4), (ait3)(T2T4), (iT,)(t:%3),
(mitatims), (MiTiToT3)].
13. Réciproquement, on peut former, d'une infinité de manières, une fonction entière qui reste invariable pour les substitutions d’un groupe donné, et change de valeur pour toute autre substitution.
Pour le montrer, nous allons d'abord former une fonction entière des n variables prenant n! valeurs distinctes pour les n! substitutions ; la somme
VU = Wii + Ula + + Un,
OÙ WU, WU, ..., Un SOnt des constantes arbitraires distinctes, répond
à la question. Si l'on effectue en effet deux substitutions quelconques différentes :
Ti To .. L L T . L Us ( x } T — ( 1 To à } \Ta, Tag . ee La, Th, Th, See L, dont nous représentons les inverses par g— re ( Ti 2 10 de Th } TU ( Li 2 nie LA } Le, Tes .. Ton Te, Te, te Te,
les valeurs que prend la somme , :
Ÿs = (Wide, + Ua, + + Una), Vr = (Ut, + Us, + + UnTo,)s peuvent s’écrire, en les ordonnant par rapport à 2, 2,...,æ,: Vs = (ati + Uada + HU En), Vr = (ui + Ua Te + Us, En); elles ne peuvent être identiques algébriquement que si l’on a à la fois
Us, === Ug,s Us, ere) Us, )
ce qui est impossible, puisque les constantes w sont distinctes et que les indices %,,...,a, ne sont pas tous identiques aux indices correspondants Bi, B, ..., 8. ds et Ÿ. sont donc distinctes.
Nous appellerons la fonction précédente 4, la fonction de Galois relative aux n variables . æ,, x, ..., æ,.
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Si maintenant on considère un groupe CET 14; Sa, …., S)
et les valeurs 4, de, ..., 4, de la fonction de Galois lorsqu'on effectue les > substitutions du groupe, le produit
Q(u, di, ..., n) = (u— Vu — 1)... .(u —,) satisfait, quel que soit u-<0, à la condition d’avoir pour groupe le groupe donné G. En effet, si l’on effectue une substitution S, du groupe, et si l’on pose
MS — D DS — Se ….) DD 5h
les substitutions S,, Se, .…, S sont distinctes puisque S;, S,.., S, le sont, appartiennent au groupe G et par suite sont identiques, à Notre Dre RSS. 2 10 les TOrCtIOnS 10 7 0 Se changent, par la substitution $,, en ,,4., ...,4,, qui sont identiques, à l’ordre près, aux premières valeurs ; par suite la fonction + ne change pas. |
D’autre part, si l’on effectue une substitution T n’appartenant pas au groupe et si l'on pose
ST—=S,, ST — 5, Re ST =S$,,
aucune des substitutions $,,S,, ..., S. ne fait partie du groupe G ; le produit » se transforme en un nouveau produit
Pr = (u— ju — 4)... (u — 4), qui est différent du premier ; en effet, si les produits + et or décomposés en facteurs linéaires par rapport aux variables x étaient égaux, chaque facteur de l’un serait égal, à une constante multiplicative près, à un certain facteur de l’autre, et l’on aurait par exemple
mais alors onen déduirait, puisque la constante uw a été supposée AU RE Et LU, ce qui est impossible ,.la:proposition
se trouve ainsi démontrée (*).
(*) Le raisonnement ne s'applique plus lorsque #— 0, à moins de supposer que les coefficients %i1, w:, ..., Un de la fonction de Galois satisfont à d’autres conditions qu'à celle d'être inégaux. Considérons par exemple, dans le cas de n = 4, la fonction de Galois di = tmi+it2— x; — ix,, et le groupe H du 8 8; le produit o = bb (Dit iDe ai) Dai Dis) (Pa HD dite) (Lis — da — ii)
Nous verrons plus loin quelles relations existent entre les fonctions, dont nous venons de démontrer l'existence, restant invariables pour les substitutions d’un groupe donné, et pour celles-là seulement ; nous dirons que ces fonctions appartiennent au groupe.
14. Soit wifi, ds, ..., *,) une fonction entière non symétrique appartenant à un groupe G, d'ordre 7,
Gi (Si — 1, Sa, D Sr)
Dos «-., ® toutes les autres valeurs que prend +,, obtenues en lui appliquant par exemple les substitutions X:,,..., ZX, non contenues dans le groupe précédent.
Considérons les substitutions de l’ensemble
S129, S22, mn daté, S, 2 :
elles transforment toutes +, en %, et ce sont les seules, car si T est une substitution opérant cette transformation, le produit TE;
ne change pas +, et est égal à l’une des substitutions $S;, de sorte
que T = 5,2. On voit de même que les substitutions
changent +, en », et sont les seules, et ainsi de suite. Le tableau suivant, où X, représente la substitution unité,
Si, SaZ1 DONC SA S,5,. SR Pr SX.
SP SE, A Ho
renferme toutes les substitutions possibles, puisque la fonction prend, pour une substitution quelconque, l’une des o valeurs dont elle est susceptible, et que l’on a formé toutes celles qui lui font acquérir ces p valeurs; elles sont toutes distinctes, car celles d’une
est bien invariable par les substitutions de H; si on lui applique la substitution circulaire T = (xi%2%3:%,), on obtient la valeur or = Wadi (Ta ils — Didi) (Da Hilo — Qi — TDi — Le —il 3) Li + iLy—L3— ia), qui est identique à la première, car
Min Yi ei Mai; la fonction ® appartient donc à un groupe plus général que le groupe H.
La règle donnée par différents auteurs, par M. Serret et M. Jordan par exemple, n'est pas énoncée d'une manière assez précise.
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même ligne le sont déjà, et si l’on avait d'autre part S,5z = Sr 2 pour £4-Zk, onen déduirait ZX; = S5"$S,%;; Xx transformerait °, en ©; et non en ©; contrairement à l'hypothèse.
Par suite le tableau renferme une seule fois chacune des n ! substitutions, et l’on à 72 =n!. On peut remarquer qu'il est ana-
logue au tableau (4) du $ 6, et l’on peut énoncer le théorème suivan :
THÉORÈME. — Si une fonclion appartient à un groupe d'ordre v, elle a ge = — valeurs, et il existe r substitutions qui la trans-
Fa forment dans chacune de ces o valeurs.
REMARQUE. — La fonction +, appartient au groupe G, d'ordre r; chacune des autres valeurs, par exemple +;,, est une fonction qui prend o valeurs comme +,, et précisément ce sont e, D; en effet, une substitution quelconque S peut s’écrire Dre >»; change +, en », et S’ change +, en une des p valeurs précédentes.
3 Pas...)
°, à alors un groupe G; d'ordre » puisque c'est une fonction ayant o valeurs, etque n!—=7rp; je dis que ce groupe est le transformé de G: par »;, c’est-à-dire que
CPE PE
en effet, considérons une substitution quelconque X,'S,Xx du groupe transformé de G, et appliquons-la à la fonction v,; Et la remplace par +, que conserve S,, et 2, transforme co, en v,; toutes les substitutions de ce groupe transformé laissent donc %; invariable, et font partie du groupe G; de cette fonction; comme leur nombre # est égal à l'ordre de ce dernier groupe, G4 est identique au groupe transformé lui-même, d'où ce résultat :
CoRoOLLAIRE. — Les po valeurs d’une fonction ont chacune un groupe
r.10s | J d'ordre r — — les groupes correspondant à deux d'entre elles
sont transformés l’un de l’autre par la substitution qui remplace ces valeurs l’une par l’autre.
45. TuéorÈmE. — l'oute fonction symétrique entière des valeurs distinctes que prend une fonction entière de plusieurs variables pour toutes les substitutions est une fonction symétrique entière de ces variables.
Soient vw, ®, ...,® les valeurs distinctes que prend une fonction entière », et Fo, w,, ... , »,) unefonction symétrique entière de ces p valeurs; c’est une fonction entière des variables restant invariable pour toute substitution. En effet, une substitution quelconque S a pour résultat de conserver à chaque fonction sa valeur ou de la remplacer par une des autres ; les nouvelles valeurs +1, &, ...,e qu’elles prennent sont toutes distinctes, car si l’on avait o@, — o4, en effectuant la même substitution St sur les deux membres, les résultats +, et ©, devraient être égaux, ce qui est impossible; par conséquent les fonctions © se reproduisent après la substitution S, dans un ordre quelconque, et la fonction symétrique entière Foi, 2, ...,w,) conserve la même valeur ; c’est donc une fonction symétrique des variables x.
COROLLAIRE. — Les bp valeurs que prend une fonction entière de plusieurs variables pour toutes les substitutions sont racines d’une équation algébrique entière dont les coefficients sont des polynomes entiers par rapport aux fonctions symétriques simples de ces variables.
En effet, les coefficients de l'équation
oz) = (2— m)(3 — 92)...(2 — 9) = 2 + Ait + HA = 0
ayant pour racines les op valeurs 45 &23-..) ©, SOnt des fonctions symétriques entières de ces p valeurs et par suite s'expriment par des polynomes entiers par rapport aux fonctions symétriques simples fi, fo, .…, fx des n variables x; on peut ajouter que le premier coeflicient de l'équation est égal à l'unité.
Comme exemple de ce qui précède, considérons, dans le cas de n = 4, la fonction ej = 2% +x:x,; elle admet le groupe d’ordre 8 GA ain) rer) Cri) (TS) Tir) ET) Mi TA Er
(tit3Tt4), (TiTToTs)] et a par suite trois valeurs ; les deux autres sont Pa — Lis + Las,
déduite de la première par ZX: = (xx), et appartenant au groupe REG NAT nr UT Er ere TRS
(ait,)(trs), (aititsts), (ditutste)|, et
D — Lily + Los,
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déduite de +, par ZX; — (xx,), et appartenant au groupe CD C2 NP TT rer) Titi tete (Tite rate) fra (tr rer) Tite TES )|.
On peut remarquer que les trois groupes ont en commun le sousgroupe H =, (an)(a), (aim)(airs), (air: )(tems)]; mais c’est un fait exceptionnel sur lequel nous reviendrons.
Les trois fonctions w1, ®, #, ont pour fonctions symétriques simples les valeurs suivantes, où l’on pose
FREE Ta TEE TT Tibet Di + Do + © = EMT, = fi, Pia + 93 + Dos = Dai irr = (E)(EriT;t) — Avitatat, = fifs — As, 210203 — Zrixix} + Litatat EX? = [3 — Afofs, + fifs, de sorte qu’elles sont racines de l'équation du troisième degré
D — fe + (ff — Aie —(fà— Afofi + fifs) = 0.
On peut remarquer que le discriminant de cette équation est
(pa — Da) (pa — ps) (pa — 93) = (ai — 2) (re — 23)?
(da — D) te — 24) as — 22) (xs — 24) et qu'il est identique au discriminant de l'équation du quatrième degré qui aurait pour racines 1,2, æ: et æ;(*).
46. Nous nous sommes occupés jusqu'ici des fonctions entières de plusieurs variables ; nous pouvons rattacher à ce qui précède l'étude des fonctions rationnelles.
DL de cn La) VMS TA) du quotient de deux fonctions entières des variables 21, 2, ..…., æ, ; on peut la remplacer par une autre dont le dénominateur soit une fonction symétrique entière de ces variables. Il suffit de considérer les valeurs algébriques distinctes que prend le dénominateur pour toutes les substitutions ; si d4, d, ..., 4, sont ces valeurs, leur pro-
Soit une fonction rationnelle mise sous la forme
(*) Cette remarque a été généralisée par Kronecxer et M. Nerro. Comparer Nerro, Substitutionentheorie, p. 56.
duit est une fonction symétrique entière, et l’on peut remplacer la fraction par
dont le dénominateur est symétrique et dont le numérateur est une fonction entière des variables ; si elle est elle-même symétrique, on dit que la fraction donnée est une fonction symétrique rationnelle, et on peut la mettre sous la forme du quotient de deux polynomes entiers par rapport aux fonctions symétriques simples ; si au contraire elle à o valeurs et appartient à un groupe G, on dit qu'il en est de même de la fraction donnée; les o valeurs de la fraction sont racines d'une équation algébrique à coeflicients entiers par rapport aux fonctions symétriques simples, le premier n'étant plus égal à l'unité ; plus généralement, tout ce que nous avons dit des fonctions
entières s'applique aux fonctions rationnelles.
CHAPITRE IV
RELATIONS ALGÉBRIQUES ENTRE LES FONCTIONS RATIONNELLES DE PLUSIEURS VARIABLES
47. Nous avons vu au chapitre précédent que chaque fonction entière ou rationnelle de n variables indépendantes 1, 2%, ...,æ, appartient à un groupe particulier, et que, réciproquement, on peut former une infinité de fonctions entières ou rationnelles appartenant à un groupe donné. Ces fonctions ne sont pas indépendantes, comme cela résulte du théorème suivant, démontré par Lagrange pour la première fois.
THéorRÈME. — St deux fonctions rationnelles de plusieurs variables sont telles que l’une reste invariable pour toutes les substitutions du groupe auquel l’autre appartient, la première s'exprime au moyen de la seconde sous forme d’un polynome entier dont les coefficients sont des fonctions symétriques des variables.
Soit vw, une fonction entière ou rationnelle appartenant au groupe
CAISSES
n | ae. ” etrayant p—— valeurs, »,0,,...,,, déduites de la première ji
par les substitutions XX, — 1, X:,..., =; ces valeurs sont racines d'une équation algébrique de degré » :
B(z) = (2— m3 — 92)...(5 —0,) — 0, dont les coefficients sont des fonctions symétriques des variables. Soit maintenant 4, une autre fonction restant invariable pour toutes les substitutions de G; ; elle a un groupe identique à G, ou le contenant comme sous-groupe ; supposons, pour nous placer
dans le cas le plus général, que % appartienne à un groupe H, d'or-
dre »'—kr, de sorte que pour toutes les substitutions, 4,
n | o) prénnenpe— FT S.. VAlEURS AU RU Reprenons le tableau des n! substitutions dont nous avons parlé
au $ 14
SOS RNA op tel que celles de la #* ligne changent +, en w;, et appliquons-les à Ÿ, ; comme toutes les substitutions d’une même ligne produisent sur 4, le même effet, et qu’à chacune des pb’ valeurs de cette fonction doivent correspondre kr substitutions, il est nécessaire que le tableau précédent se décompose en ?” ensembles de klignes chacun, trans-
formant respectivement d1 en 4, ds, ..., 4. Nous désignerons cependant par 4, M, …, 4, les valeurs que prend 4 lorsqu'on lui applique les substitutions 2,, X,, ..., Z,, ces valeurs n'étant pas
toutes distinctes mais égales Æ à k.
On peut ajouter que si les # premières lignes du tableau par exemple ne changent pas 4, et constituent le groupe H,, les autres ensembles de k lignes relatifs aux valeurs distinctes de % s’'obtiendront en multipliant les substitutions de H;, par des substitutions T:, T,, ..., Tr, convenablement choisies.
Cela posé, soit Fifo;, 4;) une fonction rationnelle de #; et d;, et considérons une fonction symétrique des valeurs F,, F:, ...,F, ; c'est une fonction symétrique des variables +, car siune substitution S change »; en ©;, elle change également 4; en Ÿ;, elle conserve donc à chaque fonction F sa valeur ou la transforme dans une des autres; d’après un raisonnement déjà fait au $ 15, les valeurs des fonctions Fi, F, ..., F, se changent après une substilution quelconque en d’autres identiques aux premières, à l’ordre près, et toute fonction symétrique de ces valeurs est une fonction symétrique des variables.
Considérons alors la somme
d’après ce qui précède, c’est une fonction symétrique des variables x, et elle se met sous forme d'un polynome entier en z de degré p—1 dont les coefficients sont des fonctions symétriques rationnelles des variables, W(z) = Az + A+... HA ; d'autre part, d’après la formule de Lagrange, ce polynome en z prend la valeur td; lorsqu'on remplace la variable par v;; on a donc pour toute valeur de l'indice 2, DU (oi) — Ab DCR Asp ne A9:
Nous avons ainsi démontré non seulement que d, s'exprime au moyen de +», soùus la forme d’un polynome entier de degré p—1 à coefticients symétriques, mais encore qu'une valeur quelconque de 4, s'exprime au moyen de la valeur correspondante de +, par le même polynome.
Si nous supposons en particulier que les groupes de », et 4, sont identiques, le raisonnement s'applique à chacune de ces fonctions, ce qui permet d'exprimer chacune d'elles en fonction entière de l’autre ; on énonce ordinairement ce résultat en disant que deux fonctions de même groupe s'expriment rationnellement l’une par l’autre.
Réciproquement, s2 deux fonctions rationnelles s'expriment rationnellement l’une par l’autre, avec des coefficients symétriques, elles appartiennent au même groupe, car chacune reste invariable pour les substitutions qui constituent le groupe de l’autre.
Les fonctions entières ou rationnelles de plusieurs variables se distinguent ainsi en genres, celles d’un même genre étant exprimables rationnellement au moyen de l’une quelconque d’entre elles ; c'est Kronecker qui a montré l’importance de cette notion de genre (Gattung) dans l'étude des fonctions algébriques ; il a appelé genres conjugués ceux auxquels appartiennent les différentes valeurs que prend une fonction rationnelle pour toutes les substitutions (*).
18. Comme application, considérons une fonction +, ayant deux valeurs, v, et v,, pour toutes les substitutions ; chacune d'elles a un
groupe d'ordre --n!; en désignant ces deux groupes respective-
(*) Kroxecxer, Monutsberichte der Berliner Akademie, 1879, p. 212.
ment par G,; et G, je vais démontrer qu'ils sont identiques au groupe alterné.
En effet, soit S une substitution du groupe G, de »,, laissant cette fonction invariable; elle ne peut changer la valeur de e;, car sinon elle remplacerait +, par v, et son inverse S-! remplacerait ©, par e, ce qui est impossible puisque St! appartient comme S au groupe G, ; par conséquent toute substitution de G; fait partie de G, et ces deux groupes, qui ont le même ordre, sont identiques.
Le groupe (G, commun à », et v, est permutable au groupe symétrique ; en effet, 1l l’est d’abord évidemment à toute substitution S de G,; si maintenant X est une autre substitution n’appartenant pas à ce groupe, et remplaçant par suite vw, par e, et ©, par o,, la transformée 27155 de $ par Z ne change ni », ni % et fait partie du groupe G,; ce dernier est dès lors un sous-groupe invariant du groupe symétrique et, d’après le raisonnement du $ 11, c'est le groupe alterné.
La fonction
ÿ = VA = Ur —x,) ss} 10) LL 0 PRET
prend pour toutes les substitutions deux valeurs égales et de signes contraires, on dit qu'elle est alternée, et elle appartient au groupe précédent; elle est racine de l'équation 4? — A, où A est le dis- .criminant ; toute autre fonction à deux valeurs est alors de la forme AHBVA, où A et B sont symétriques.
On peut démontrer ce qui précède d'une autre manière : si et +, sont les deux valeurs de la fonction, v;+e, est symétrique et —+v, conserve sa valeur ou change de signe, car une substitution quelconque laisse +, et c invariables ou les remplace l’une par l'autre; ce dernier cas se présente au moins pour une transposition (x,x;), par suite o—+, s’annule pour zx, = % et est divisible par x, —x,; en effectuant ensuite toutes les substitutions possibles, on voit que #, —+, est divisible par toutes les différences x—x;, par conséquent par VA.
. O1 Pia Pa . , Ê £ Le quotient TE est une fonction symétrique, par conséquent
o, et sont de la forme A+B/A et A—B/A, où À et B sont symétriques ; on conclut de là qu’elles appartiennent au même groupe que YA, c'est-à-dire au groupe alterné.
49.Comme conséquence du théorème fondamental que nous venons de démontrer au $ 17, nous pouvons énoncer les corollaires suivant{s :
COROLLAIRE [.— L'tant données plusieurs fonctions entières ou rationnelles de plusieurs variables, on peut les exprimer au moyen d’une seule fonction nouvelle sous forme de polynomes entiers à coefficients symétriques.
Soient ©1, Vi, y1, ... plusieurs fonctions rationnelles, et
y = UD + UÙs E Wyi +
une fonction linéaire et homogène des précédentes, avec des coefficients constants arbitraires ; nous supposons ces coefficients assujettis à la condition suivante, que l’on peut réaliser d’une infinité de manières : si l’on prend les valeurs &,, &, ... ne d, ... desfonctions données, une identité de la forme
Un DYr + ee = Une DU + ce
nest possible que si hk—h, k — , 51 cela a lieu, w, reste invariable par les substitutions communes
aux groupes de 1, 1, ... et change pour toute autre substitution ; elle appartient à un groupe contenu dans les précédents, par suite les fonctions 1, 44, ... s'expriment en fonction entière de w, avec
des coefficients symétriques.
On peut ajouter que les autres valeurs w, 03, ...,4,, ... s’expriment de la même manière au moyen des autres valeurs de la fonction «1.
20. Un cas particulier est celui où les groupes des fonctions données n'ont aucune substitution commune ; le groupe de w, se réduit à l’unité, et w, change pour toute substitution.
Or la fonction de Galois déjà considérée au $ 13,
WU = UT + Ue + °° + Url, remplit la condition d’avoir n! valeurs, et son groupe, qui se réduit à l'unité, est contenu dans tout autre groupe, d'où ce résultat :
COROLLAIRE I. — Une fonction rationnelle quelconque de plusieurs variables s'exprime d'une manière entière au moyen d'une fonction
VOGT. — RÉS. ALG, #
particulière ayjant n ! valeurs, en particulier au moyen de la fonction de Galois.
CoRoOLLAIRE II. — Les n ! valeurs de la fonction de Galois sont des fonctions entières de l’une quelconque d’entre elles, puisqu'elles appartiennent au même groupe ; on peut encore dire que les genres conjugués fournis par les valeurs de la fonction de Galois sont confondus.
CoRoLLAIRE IV. — Les variables elles-mêmes, 1, x, ..., 2%», S’'expriment d’une manière entière au moyen de la fonction de Galois.
Le groupe auquel appartient %, par exemple est formé des (n—1)! substitutions renfermant les n—1 autres variables ; la fonction a ainsi n valeurs qui sont les variables elles-mêmes Lis Los +. En, Cet Chacune d'elles s'exprime d'une manière entièreau moyen de la fonction de Galois (*).
Le procédé indiqué par Galois pour exprimer les variables en fonction rationnelle d’une seule fonction est plus simple que le calcul fondé sur la formule de Lagrange ; ce dernier, que nous avons indiqué plus haut, a l'avantage cependant de donner une fonction entière et non rationnelle. Le calcul de Galois consiste, étant donnée une des variables, par exemple x,, à prendre la fonction
= Udi + Uo + + Unln etles (n—1)! valeurs 4, d, ..., W, 1,1 qu'elle prend pour les substitutions laissant x, fixe et changeant les autres éléments ; l’équation Pis) = ( — hf —h)... (2 — Van!) = 0 qui les admet pour racines a ses coeflicients fonctions symétriques de %,%3, ...,æ,. On peut les exprimer en fonction entière de x; et des fonctions symétriques. fi, f2, ...,f, des n variables, car si l’on pose f(x) = (@—2)(x — 22).. (x — 2), ce sont des fonctions entières des coefficients de l'équation
RENAN
mt |
(*) On trouve dans Senrer, Algèbre supérieure, t. I, p. 442, la démonstration qu'a donnée Gazois de cette proposition, dans le t. XI du Journal de Mathématiques.
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Soit donc (z,x4,) — 0 l'équation qui a pour racinesles valeurs Y, considérées; on a identiquement ®(4;, æ;) — 0, de sorte que l'équation (4,, x) = 0 ala racine x —=x,; je dis qu’elle n’est satisfaite par aucune autre des variables 2, æ3:,...,æ,. Supposons en effet que l’on ait par exemple ®,(4,, æ) — 0; l'équation P,(3, &) — 0 aurait pour racine 4, ; or le premier membre de cette dernière équation se déduit de (x, x,) en effectuant la transposion T— (x), ets’annule pour les valeurs 4, L,,... obtenues en opérant cette transposition sur %,, 4.,,...; on sait que les nouvelles valeurs ainsi formées sont toutes distinctes des premières, par conséquent on ne peut avoir (y, 2) — 0.
On conclut delà que les équations (4, æ) = 0 et f(x) = 0 ont une seule racine commune x,; on l’obtiendra en cherchant le plus grand commun diviseur des premiers membres et continuant l'opération jusqu’à ce qu'on obtienne un reste du premier degré ; en l’annulant, on a la valeur de x, exprimée rationnellement au moyen de 4, et de fi, fa, ..., f,; on peut remplacer naturellement Y, par une quelconque des (n—1)! valeurs considérées.
Comme exemple, considérons trois variables, et la fonction de Galois
= di + 0% + w°ds, où w est une racine cubique imaginaire de l'unité; pour exprimer æ: nous prenons les deux valeurs 4, et d = xi+ur; + ur; elles sont racines de l'équation Pils, a) = 22 — (304 — fi)z + f? —3ja = 0.
Le premier membre renferme x, au premier degré; par suile il représente, lorsqu'on remplace z par 4 ou 4, le plus grand commun diviseur de f(x,) etde Pi(M, x) ou Pi(M:, x), et l’on a immédiatement, en résolvant par rapport à x,
VE SR EN der OO net 2 ta à et
SU E
De même, en posant 3 = 23 + uw + mm, M = Li HOT + xs, on à
Ti
TR RC EE om EN 307 1 . 300 em m0 Ur re op
— sw, éd 3w4,
Un autre procédé de calcul indiqué par Kronecker à propos du problème général de l'élimination est le suivant (*) :
Soit V1 la fonction de Galois déjà considérée, du, d,..., 4,1 ses n ! valeurs pour toutes les substitutions; formons l'équation qui les admet pour racines :
F{s, Us Ua Aa lo lose) le VIEN) EN EU
Le premier membre est un polynome de degré n! en z, dont les coeflicients sont des fonctions entières des paramètres w1, U>,..., Un, et des fonctions symétriques simples 4, f2,.. , f\,; Si l’on y rem-
place zx par D Ulis + Ua + 2 + Un,
il s’annule identiquement lorsqu'on le considère non seulement comme fonction de x,, 4:,..., 2», mais encore comme fonction des paramètres laissés indéterminés wi, W,..., Un, et sa dérivée par rapport à l’un d'eux est identiquement nulle. En prenant par exemple la dérivée par rapport à w,, on a une équation,
A TONER O Re
Ty PTE ya 10; qui se transforme en identité lorsqu'on remplace z par ‘1, et elle fournit précisément la valeur de x, en fonction de di.
21. Nous avons exprimé dans ce qui précède une fonction rationnelle des variables, appartenant à un certain groupe, au moyen d'une autre fonction appartenant au même groupe ou à un autre contenu dans le premier ; nous allons résoudre la question inverse.
THÉORÈME. — Si une fonclion appartient à un groupe G d'ordre r contenu dans un groupe G' d'ordre 7 = mr, elle prend pour toutes les substitutions de G m valeurs qui sont racines d’une équation d'ordre m; les coefficients de cette équation sont des fonctions entières à coefficients symétriques d'une fonction arbitrairement choisie appartenant à G'.
Soit +, une fonction appartenant au groupe
Cr date So, pie
+ Comparer BoreL et Dracu, Introduction à la théorie des Nombres et à l'Algébre supérieure, pages 205 et 241.
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si on lui applique toutes les substitutions de G’, et si elle prend des
valeurs distinctes 1, o:, ..…., 9e par les substitutions Y—1;, 2, …, Z,, on voit, comme au S$ 14, que les substitutions du otre RS PNR PU TE MENT p | S12; Sad, , Sr2
(T) | Si MO Mode
sont distinctes et constituent le groupe G, de sorte que p = m; celles de la ligne de rang # changent +, en +,, et ce sont les seules du groupe G' jouissant de cette propriété. Une substitution quelconque de ce tableau change v;, 0, …, ©, en d’autres valeurs identiques aux premières, à l’ordre près, de sorte que les fonctions symétriques de ces m valeurs restent invariables par les substitutions de G’; on pourra les exprimer, comme on l’a vu, sous forme entière au moyen d'une fonction Ÿ, arbitrairement choisie et appartenant au groupe (7, les coefficients étant des fonctions symétriques des variables.
On peut ajouter que les groupes G, %'G2,...,2,'GZ, contenus dans le groupe G' sont ceux auxquels appartiennent respectivement lSVAIÉTTEN Er 22.720.
Les théorèmes du oitrS précédent ne sont que des cas particuliers de celui que nous venons de démontrer, et s’en déduisent en supposant que G’ soit le groupe symétrique.
Pour donner un exemple, nous avons vu au $ 12 que la fonction
Di = Via + ads, admet le groupe d'ordre 8 désigné par G ; la fonction 1 = Li Fe — L3 — À, admet le groupe d'ordre 4 NI, (um), (am), (ar)(ars)] contenu dans le précédent ; c'est une fonction à six valeurs, qui prend, pour les substitutions de G;, les deux valeurs y, et yi = — y1, dont les fonctions symétriques simples sont y;+yi —0 et a = — [ei + 22 — 23 — 2 = Afs — fi — Lo, ;
ces fonctions symétriques sont exprimées au moyen de v,, de sorte
que les deux valeurs 1, y, sont racines de l’équation ner pete elles ont du reste le même groupe g1.
Comme autre exemple, les trois groupes G;, G, G; des trois fonc-
tions e,, & et », du $ 15 ont en commun le groupe
H = [LL (aim)(asr,), (aits)(des), (mire (at) auquel appartient la fonction à six valeurs
O4 = Lg + Lady — Lidl — Lol — Di — 9
les cinq autres étant
Dee PQ EP NS TE PT CESR
Pour les substitutions du groupe Gi, w, a les deux valeurs «, et w, dont les fonctions symétriques, exprimées au moyen de e:;, sont
de sorte que w, et w, sont les racines de l'équation
7 — (30, — fajw + (307 — Doifo + f1fs — Àfs) = 0; on trouverait des équations analogues en partant de G et G3.
On remarque que les six valeurs de w appartiennent au même groupe H; elles s'expriment par suite rationnellement l’une par l’autre; on aura par exemple la relation qui existe entre w, et w, en éliminant , entre les équations (1) et l'équation déjà formée au $ 45,
gi fat + (fifa — Afijes (F3 —4ffs + ff) = 0, et écrivant que les deux équations ont en vw, une racine commune ; on à ainsi 30 Au tb Gwi + 2A
À = 3/ff3 —192f, — f 3, B = 72faf;, — 27f5f, — 27f3 — 2f3 + Ifififs.
22. Dans les deux exemples précédents, les deux valeurs de 7;
pour le groupe G, ont même groupe, et il en est de même des valeurs de w,; nous allons déterminer les conditions dans les-
quelles un tel fait peut se produire, et démontrer le théorème suivani :
THÉORÈME. — Pour qu’une fonction vw, appartenant à un groupe G d'ordre r prenne pour les substitutions d’un groupe G' d'ordre mr contenant G m valeurs appartenant au même groupe, dl faut et il suffit que G soit un sous-groupe invariant de Gr.
En effet, en nous reportant au tableau (T) du $ précédent, les valeurs vw, #,..., w, Ont pour groupes G, 21G2,..., 2,1G2, ;- SI ces groupes sont identiques, G est permutable à toute substitution de G’, et est un sous-groupe invariant de G', et, réciproquement, s'il en est ainsi, les groupes des m valeurs de © sont identiques.
Les sous-groupes K et H de G; remplissaient les conditions précédentes dans les exemples choisis.
Si l'on considère en particulier le cas où G’ est le groupe symétrique, on a, en se reportant aux résultats du $ 11, le théorème suivant :
THÉORÈME. — Les valeurs distinctes que prend une fonction rationnelle de n variables pour toutes les substiltutions ne peuvent appartenir au même groupe ou s'exprimer ralionnellement au moyen de l'une quelconque d’entre elles que dans les deux cas suivants :
La fonction a deux valeurs appartenant au groupe alterné ;
La fonction a n! valeurs appartenant au groupe réduit à la subslitution unité.
Une seule exception a lieu dans le cas de n — 4 pour les fonctions à six valeurs, telles que w,, appartenant au groupe H.
COROLLAIRE. — Si une fonction rationnelle de n variables a un
nombre o de valeurs 2 et nl, les groupes auxquels appar-
tiennent ces o valeurs n’ont en commun que la substitution unité, sauf
case n° —4().
En effet, si les groupes 2, 1G23, >, 1G2, Ni UGS, avaient des substitutions communes constituant un groupe H autre que l'unité, ce groupe serait permutable à toute substitution et serait un sous-groupe invariant du groupe symétrique, ce qui est
(*) Kronecker, Monatsberichle der Berliner Akademie, 1879, p. 208.
impossible, sauf pour n — 4. Nous avons vu dans ce cas que les groupes Gi, G, G ont en commun le groupe H d'ordre 4.
23. THÉORÈME. — Si une fonction appartenant à un groupe G = [Si, Sr, .…, S,] est telle que les m valéurs qu’elle prend pour les substitutions d’un groupe G' contenant G sont racines d’une équation binome de degré m, le groupe G est un sous-groupe invariant de G', et il existe une substitution È d'ordre m telle que les substitutions de G' soient toutes de la forme
Da (a = LD PEN OS RO MORE
En effet, si +, est une fonction appartenant au groupe G telle que les m valeurs v:,%2, ...,®, qu'elle prend pour G soient racines de l'équation |
ge Pb, Pa La) 0, où Ÿ, est une fonction du groupe G', ces m valeurs sont de la forme s: w®T19,, Où w est une racine primitive de w?— 1 — 0. Par suite elles ne diffèrent de l’une d'elles que par un facteur constant, et ont même groupe G; ce groupe est par conséquent un sous-groupe invariant de (.
De plus si Ë est la substitution qui change +, en ww,, les puis- SanCes DL. Dre NChanpent ©; TeSpDéCHyVeMentREnSCUs cune des m valeurs 6,, we, w°o,,..., w”7e,, et les mr substitutions de G’ sont alors de la forme S,Ëf, ainsi que cela résulte du tableau Houus 1
Réciproquement, en supposant m premier absolu, si un groupe G
À 2 213 Ho, wo
d'ordre r est sous-groupe invariant d'un groupe G' d'ordre mr, il existe des fonctions appartenant au groupe G dont les m valeurs pour les substitutions de G' sont racines d’une équation binome de degré m.
Soit y, une fonction quelconque du groupe G ; par suite de l'hypothèse et de ce que l’on a vu au $S précédent, ses m valeurs pour les substitutions de G appartiennent au même groupe, de sorte que si une substitution ? de G’ change la valeur de y,, elle changera en même temps la valeur des m—1 autres fonctions; jappelle y; la fonction dans laquelle È transforme y,, y: celle dans laquelle È transforme y:, et ainsi de suite jusqu'à une certaine valeur y, que © transforme en 71.
FONCTIONS RACINES D'ÉQUATIONS BINOMES
Je disque = m; supposons en effet qu’il lui soit inférieur, et soit © une substitution de G’ qui change y, en une fonction Y141 non encore obtenue; la substitution Y1ÈY permutera circulairement les valeurs d’un nouveau cycle de À fonctions y:.1, Xn+2s --.., Yx différentes des premières ; si 2h < m, on continuera de la même manière, de façon que les m fonctions se partagent en cycles d’un même nombre d'éléments. C’est impossible puisque m est premier absolu, par conséquent } — m, et Y perinuléscircularement les valeurs "yt, ÿ25.-.,.yn, denplus 2° 'est CHOUETTE CNE PUIS ANCIEN (ransiorment dy; respectivement en #1, #2, :.., Ym, de Sorte que les substitutions de G' sont de la forme
So (OM ER D OA nu 1},
Cela posé, soit w une racine primitive de w*—4 — 0, et posons De EAU NATE crie Ym.
C'est une fonction qui reste invariable pour les substitutions de
G; on aura ses valeurs pour celles de G en lui appliquant les puissances de ©, ce qui donne
2 — 2 a OY3 + sr. DR T1 wo,
Ds = Ya + wy + Huity, = 001
Cno Xi ne GRR PSS HER = mr :
ce sont des valeurs différentes de la première. Il pourrait arriver pour un choix particulier de y, que +, reste invariable pour certaines substitutions ne faisant pas partie de G', mais on peut toujours prendre pour y, une fonction telle que cela n'ait pas lieu ; en prenant par exemple, comme on l’a vu, y = (u—dbijfu— 1%)... .(u— %,),
où Y, est la fonction de Galois, 1, M, ..., 4, ses valeurs pour le groupe G, on peut donner aux coefficients des valeurs telles que #, varie pour toute substitution n’appartenant pas à ce groupe.
De cette façon on a formé une fonction +, appartenant au groupe G et dont les m valeurs pour G sont racines d'une équation binome de degré m; toute autre fonction appartenant au même groupe G s’exprimera rationnellement au moyen de celle-là.
24. COROLLAIRE 1. — Si une fonction rationnelle de n variables a plus de deux valeurs pour toutes les substitutions, ses valeurs ne peuvent être les racines d'une équation binome à coefficients symétriques.
En effet, si une fonction +, à p valeurs 1, ®,, ...; à, esttelle que ses o valeurs soient racines d’une équation binome
DOTE ee. [Ale 0:
legroupé G = (S;, S&, ..:, S,) de c;-doit être un sous-groupe. invariant du groupe symétrique, et de plus il doit exister une substitution ? d'ordre 9 telle que celles du groupe symétrique soient de la forme S,X*; or pour n>4 le groupe symétrique n'a pour sous-groupes invariants que le groupe alterné et le groupe réduit à la substitution unité ; au premier appartiennent les fonctions à deux valeurs ; au second les fonctions à n! valeurs ; mais aucune n'est racine d’une équation binome de degré n!, car le groupe symétrique serait composé des puissances d'une substitution Ÿ d'ordre n! et il n’en existe aucune pour n >2 ($ 3).
Pour n — 4, outre les deux cas que nous venons de mentionner, peut se présenter celui du groupe H d'ordre 4 qui est sousgroupe invariant du groupe symétrique ; mais il n'existe aucune substitution Ÿ d'ordre 6 telle que les produits des substitutions de H par les puissances de È constituent le groupe symétrique. Il n'y à donc que les fonctions du groupe alterné qui puissent, avec leurs valeurs conjuguées, être racines d’une équation binome à coeflicients symétriques ; cette équation est du second degré.
25. COROLLAIRE IL. — Si une fonction rationnelle de n variables, n étant supérieur à 4, appartient à un sous-groupe du groupe alterné, el a m valeurs pour les substitutions de ce groupe, ces valeurs ne peuvent être racines d'une équation binome dont les coefficients appartiennent au groupe alterné.
Supposons en effet qu'il existe une fonction dont les m valeurs pour les substitutions du groupe alterné soient racines d’une équation binome ; son groupe doit être un sous-groupe invariant du groupe alterné, et se réduire, pour n >4, à la substitution unité, comme on l’a vu au K 11. Le groupe alterné lui-même doit
alors se composer des puissances d’une même substitution d'orn | . 4 f : : :
dre g * INals ON à VU que € est impossible pour n > 3 (3).
FONCTIONS RACINES D'ÉQUATIONS BINOMES
Examinons les cas particuliers de n —3 et n— 24, auxquels ne s'applique pas le raisonnement précédent.
Pour n—3, le groupe alterné se compose précisément des puissances X°, X1, Y? d’une substitution circulaire d'ordre 3, telle que = (mx%), je vais montrer qu'il est possible de former une fonction de Galois dont le cube appartient au groupe alterné et a deux valeurs.
Prenons en effet une fonction de Galois quelconque,
VU = Wii + Urlo + Usds, et ses valeurs pour le groupe alterné :
Vi; Vo = Uils + Us + UT el Vs = ils + Url + Us;
d'après ce que nous avons dit à la fin du S 23, nous devons former, au moyen d’une racine cubique de l'unité, la fonction di+uwbs+w?b, dont la valeur est
+ ob, Ho — fus + ou + our + WT + w°%3) ;
nous pouvons, ce qui ne change pas le résultat, nous limiter à la
fonction suivante :
VA Æ dir = OM Se D°T3 :
elle répond à la question, et l’on a, en calculant son cube,
3 (l Mo Dai + Gtiors — Eire — 3{ 0 + — (as — 22)(d2 — ds) — di)
pa =
Or LUE ire lle (0 + NE
où À est le discriminant; c’est bien une fonction du groupe alterné.
Pour n—=%4, il n'existe aucune fonction à 24 valeurs répondant à la question, car il n'existe aucune substitution circulaire d’ordre 12 dont les puissances constituent le groupe alterné; il ne peut s’en trouver que parmi celles qui appartiennent au groupe H d’ordre 4, qui est sous-groupe invariant du groupe alterné. En se reportant au tableau du $ 8, on voit que ce dernier groupe est dérivé de H en multiplant ses substitutions par les puissances de la substitution circulaire d'ordre 3 >= (rirsr3). ”
On prendra alors, en posant, comme on l'adéjà fait, o = 21%: + dt, la fonction %—+%, appartenant au groupe H, ses valeurs 9: — 0; et %; —u obtenues en effectuant les substitutions È et XZ?, et la
somme SLT RO eme Re mL
où w est une racine cubique imaginaire de l'unité, ou bien encore
Zi = Op Woo W)?03 = (æiT9 Sie T3T4) +uw(Ti3 + L2T4) + DLL, + LT),
qui ne diffère de la première que par un facteur constant ; z° s’exprime au moyen des fonctions symétriques de 1, %, #, et de leur discriminant par un calcul identique à celui que l’on a fait pour n = 3; ona vu que le discriminant des trois valeurs e est identique à celui des quatre variables x, par conséquent z° est une fonction appartenant au groupe alterné.
DES FONCTIONS CYCLIQUES ET MÉTACYCLIQUES DE PLUSIEURS VARIABLES
26. Dans ce chapitre nous désignerons pour plus de commodité les n variables par %, 21, ..., 4h 1; Supposons-les rangées dans un ordre tel que les indices aillent en croissant, et considérons la substitution circulaire
SP A NU UE cette substitution et ses puissances forment un groupe d'ordre n, CS D appelé groupe cyclique. On peut représenter les substitutions de ce groupe par la notation Sri Nrr 0
(mod. n), en signifiant par là que chaque indice 3 est remplacé par 23<+a, ou par le reste de ce nombre à n.
Si l’on range les variables dans un ordre quelconque, la substitution circulaire
Se (TRE. 0:
comprenant dans un seul cycle les n variables, est d'ordre x; elle définit par ses puissances un groupe qui est analogue au précédent, et en est le transformé par la substitution
dun ; ):
Lhlpl y...
Il ne diffère de C que par la notation des variables, et nous
l’appellerons encore groupe cyclique. Comme on peut toujours supposer que x, soit placé au premier rang dans $S, on peut former
autant de substitutions S différentes qu'il y a de permutations des n—1 variables x, 22, :.., xx 1, C'est-à-dire (n—1)!; ce sont les transformées de la substitution particulière $S,; par les N —{(n—1)! substitutions du groupe symétrique G de
OR CR R
Les groupes cycliques qu'elles déterminent sont les transformés C1, Go, ..., GX de C par ces substitutions ; nous verrons plus loin qu'ils ne sont pas tous distincts.
Nous appellerons fonction cyclique toute fonction appartenant à l’un des groupes précédents ; il est facile d'en former une appartenant au groupe GC par exemple ; désignons par w une racine primitive de l'équation x”—1 —Q, et considérons la fonction
Wi = (Ro + DU HW + Hotie, ,) = 4};
elle reste invariable par les substitutions du groupe, car S, a pour effet de multiplier la fonction de Galois entre parenthèse W, par We CL par un M; TÉCIprOoquement SiMune SUhSiituLION laisse invariable la fonction w,, elle a pour effet de multiplier 4, par une racine n° de l'unité, par exemple par w*, et par suite d'augmenter chaque indice de z, comme le fait la substitution $, du groupe cyclique; w, appartient bien au groupe G.
Les fonctions cycliques jouissent de propriétés remarquables et jouent un grand rôle dans la théorie des équations, comme nous le verrons plus loin; la première de ces propriétés résulte du théorème suivant. |
THÉoRÈME. — Chacune des variables est une fonction rationnelle de l’une d’entre elles et d'une fonction cyclique arbitrairement choisies, les coefficients de cette fonction rationnelle étant symétriques.
Soit, en effet, ya(%o, di, ..., %n-1) une fonction cyclique appartenant au groupe OC, et x, une des variables; le groupe CG, et celui auquel appartient x,, qui est le groupe symétrique G des n—1 variables %1,%:, ...,æ%,_1 n’ont en commun que la substitution unité, car il n'existe dans le groupe cyclique que cette substitution laissant x, invariable ; par suite la fonction
UoTo a UYi(To; Lis QCNON FR À
où w, et w, sont arbitraires, est une fonction analogue à la fonction de Galois, au moyen de laquelle s'expriment toutes les autres et en
FONCTIONS CYCLIQUES
particulier les variables 2%, æ, 4, ..., +, ; elles s'expriment ainsi rationnellement au moyen de x et de 1, avec des coeflicients symétriques par rapport aux n variables.
27. Toute fonction cyclique acquiert pour toutes les substitutions N —={n—1)! valeurs conjuguées satisfaisant à une équation de degré N à coefficients symétriques ; ces valeurs sont toutesdes fonctions cycliques, car leurs groupes sont des transformés de C, et sont cycliques ; on obtient ces valeurs conjuguées en opérant sur la première les N substitutions du groupe symétrique G. Remarquons encore que l’on obtient, comme au $ 14, le groupe symétrique en multipliant les substitutions de C par celles de Go, car toute substitution se ramène d’une seule manière à une substitution du groupe C suivie d’une autre qui laisse x, invariable; il résulte de là que les groupes relatifs aux N valeurs conjuguées sont précisément les
groupes cycliques conjugués C4, CG, ..., GC du $ précédent, c’està-dire
>, C2, DCS, TR 2x Ca, OU, 2, 2 sont les Mint} Substitutions du groupe SYMOIHQUBUET. 1. den.
Tous ces groupes conjugués n’ont, comme on sait, aucune substitution qui leur soit commune à tous, en dehors de la substitution unité, mais je vais montrer qu'il n'y à parmi eux que (n —2)! groupes distincts, et qu'ils sont respectivement égaux n—1 à n— 1, en supposant toutefois essentiellement que n est un nombre premier.
Je vais chercher pour cela s’il existe une substitution Ÿ laissant +, invariable telle que X1S$E soit égale à l’une des substitutions
D, Si NUE | Lo Ai XL ..., Lai ) ad — X0 T4, Lt, nier Li, 4 est une telle substitution, on a æ QUE | & | 7 a : 2 DST = (dot Le, Le):
pour qu’elle appartienne au groupe G, ilfautque #1 —#{ soit constant et égal à { —0 = 4, donc que
b—2h, b—=34, ..., nu — (n us 1)4,
par suite que 2 soit de la forme
RES ( 0 VIT le Res ML | ei Ù Lo y La ..., L(n1r ce que nous indiquerons par la notation RAA (E (mod. n);
de plus, que les restes à n, de 6,26, ...,(n — 1jf soient les n — 1 premiers nombres, ce qui a lieu pour toute valeur de comprise dans la suite 1,2, ...,n— 1, puisque n est premier absolu.
Réciproquement, toute substitution Ÿ de la forme précédente répond à la question, et esttelle que 27!C;Z= G ; si l'on prend en effet le nombre {’ tel que {{=1 (mod. n) et si l’on remarque HUCID ES DNS SPRL
PARIS de sorte que le groupe ÈTICÈ contient $S, et ses puissances ct est identique à Ci.
Aux nn 1 valéurs de M2 in AL ENCOrrespondent n — 1 groupes conjugués identiques à GC, ; d'une manière générale, les N groupes se partagent en (n —2)! séries comprenant chacune n —1 groupes identiques. On en conclut que, parmi les (n—1)! fonctions cycliques conjuguées, on peut en choisir (n — 2)! particulières telles que les autres en soient des fonctions rationnelles à coefficients symétriques.
28. Toujours en supposant n premier absolu, les produits des substitutions du groupe cyclique C, par les substitulions
DUR TA ON En) AU AO SR Et constituent un groupe ; cela tient à ce que haie 22 — Di, 5, == De
d'où, en multipliant en avant par 2. S23/=2;$S%, mou bien Si, = ESF, a et B étant liés par «= 8 (mod.n); par suile un produit tel que (S?2,)(SF2,;) se ramène à la forme SX, et fait partie du même ensemble que les facteurs ; ce groupe, qui comprend n(fn— 1) substitutions, peut être représenté par la notation
DL CRETE EN
M—]|3 az+0b| (mod.") (oi US Lg
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et il s'appelle groupe métacyclique relatif aux n variables Los Lis +. En. Toute fonction appartenant à ce groupe s'appelle fonction métacyclique (*) ; ilest facile d’en former une particulière de la manière suivante :
Soit g une racine primitive (mod. n) {Voir la note à la fin du volume] ; les restes (mod. n) des n— 1 puissances 9, g?, ..., g"1 sont les n—1 premiers nombres; considérons les fonctions cycliques
= (æo + DIT + D + +: wir, }" — pr W3 = (Lo + 2, ae WT a ion ufr 14", mi) FF v?,
nl n—1 —1gn—1 Wnna = (To mn 02 MU 2 re OONUE 2m m wir 19 Ln_1)" CS Ur 4,
qui appartiennent au groupe C; elles se transforment les unes dans les autres pour les substitutions du groupe métacycelique ; soit eneffet Ÿ,—|z1:|(mod. n) une substitution particulière de ce groupe ; elle transforme w, en
Wh — (To ne WI" æ, + DA D, + È L ou, en introduisant le nombre {’ telque {=1 (mod.n), et po-
SLR) 0E
1h Rh—-k ogh+k
DAC W, = !Lo+w! J Li+w°t J Lake. )"= (T0 + uw Li La" = Wr ;
lorsqu'on prend pour À les valeurs 1,2, ...,n —1, les nombres hk+ k ont pour restes (mod. n) les n—1 premiers nombres dans un ordre quelconque; par suite les nouvelles valeurs WA 0e... Uni SON IUeNLIQUES, dl OrATEr Prés, 4 Wi Wasnnn, Wa: Les substitutions du groupe métacyclique étant composées de celles du groupe C et des substitutions X,, laisseront par suite invariables les fonctions w, ou les transformeront les unes dans les autres.
Ce sont les seules qui jouissent de cette propriété, car si une substitution T change w, en w,, elle transforme ; en dz, à un multiple près égal à une racine n° de l’unité ; par exemple en w“, c'est-à-dire
L } Lo + 0 Li + WA D + en
k ont ro + op, + T2 ps HE +... :
(*) Kronecker, Monatsberichte, 1879, p. 217.
VOGT. — RÉS, ALG. 4
prenons les deux nombres a et b tels que
Rate bg" —=() (mod. n), L+ (a + b)q" re g® (mod. n);
alors on à ag" = g}, zag.= 29" et l+ (az + bg" = zg};
par suite, à cause de l'indépendance des variables et de l'inégalité des coefficients, la substitution T a pour effet de transformer Lo, Lis La CUCSDECLINCINENL ENT, Dr De LOL CU PINCE
à la substitution |z az+b] (mod. n)
du groupe métacyclique.
11 résulte de cette propriété de l’ensemble des fonctions cycliques précédentes que la fonction
(ao — wi)(w — w:)...(w — Wy 1),
où w estune quantité arbitraire non nulle, reste invariable pour les substitutions du groupe métacyclique et pour celles-là seulement, et appartient à ce groupe.
Toute MIonCti0neCYChQUENAENT EU 0 M RDA CXCID DIEM
fonction (aus — AUS —- Ua + … + CHERE
où « est une racine primitive de l'équation æx#1—1—0, appartient au groupe métacyclique ; nous avons vu en effet que toute substitution Y, a pour effet de transformer w, en wy;x, où À est fixe quel que soit h, par suite de laisser invariable la fonction cyclique que nous avons écrite, et on démontre comme précédemment que les substitutions du groupe métacyclique sont les seules possédant cette propriété.
Remarquons que nous venons de former une fonction du
groupe Cu, Wa + Ga + ee HA Un 4,
qui est racine d’une équation binome à coeflicients appartenant au groupe métacyclique, car sa puissance (n—1}) appartient à ce groupe : on vérifie du reste facilement qu'on se trouve placé dans les conditions dont nous avons parlé au $ 23 pour qu'il en soit ainsi; le groupe cyclique C est en effet un sous-groupe invariant particulier du groupe métacyclique M.
29. Nous pouvons encore énoncer un théorème concernant les fonctions métacycliques, et analogue à celui du $ 26 :
FONCTIONS CYCLIQUES GÉNÉRALES
THÉORÈME. — Chacune des variables est une fonction rationnelle de deux d'entre elles et d'une fonction mélacyclique arbitrairement choisie, les coefficients de cette fonction rationnelle étant symétriques.
SOLE ER Rd BON AUDeMOnCtionvnéltacyciiquerappartenant au groupe M et x;,, x, deux quelconques des variables ; il n'existe dans le groupe M aucune substitution autre que l'unité laissant À et k fixes, car si l’on a ah+b—=h et ak+b—=k, on en déduit a—1 et b—=0 (mod.n); par suite le groupe M et le groupe symétrique des n—2 variables autres que x, et x; n'ont en commun que la substitution unité, et la fonction |
UoTn + Uidr + UMULo, Li, En)
est une fonction analogue à la fonction de Galois, au moyen de laquelle s'expriment rationnellement toutes les autres et en particulier les variables ; celles-ci sont donc des fonctions rationnelles de Tr, €, et M, avec des coefficients symétriques.
Toute fonction métacyclique acquiert pour toutes les substitutions (n —2)! valeurs conjuguées satisfaisant à une équation de degré (n—2)! à coefficients symétriques ; ce sont des fonctions métacycliques, à la notation près des variables; on les obtient en laissant æ et x, invariables et effectuant sur les n—2 autres variables La, La, +) Ln_y toutes les substitutions possibles dans la fonction donnée appartenant au groupe M; cela tient à ce fait que les substitutions du groupe M multipliées par celles qui ne changent que Lay Lay. En 1 reproduisent toutes les substitutions possibles des n variables.
30. Nous allons généraliser la notion de fonction cyclique et de sroupe de substitutions cycliques, comme l’a indiqué Kronecker dans son mémoire « Sur les Équations abéliennes (*) ».
Nous avons considéré précédemment n variables %,, 21, .…., Zn1 et le groupe d'ordre n formé par la substitution circulaire ST tn etSes-puissances:
Nous dirons que les fonctions appartenant à ce groupe sont des fonctions cycliques simples des variables, ou à simple entrée.
Prenons maintenant n— nm, variables affectées chacune de deux indices
(*) Knoxecken, Monatsberichte, 18TT, p. 845.
M 0, 1 2, .. ie) PR de 22 AO No — 1 et les substitutions circulaires portant sur l’un des indices indépendamment de l’autre; elles forment un groupe composé des substitutions
Thin)
Di (Too L10 D20 En 10) Loi Lil CNRS EE Den EE Lino1e- «ny not)» S2 — (Too To: Lo2e Ton) 1 )(L10 ii 42e «Lans a)ee(Uns-10 Eny11e Prin 1);
qui sont respectivement d'ordre n, et », de leurs puissances et de leurs produits; comme les substitutions $S, et $, sont échangeables, c'est-à-dire que SiS = S$S, le groupe renferme mn, substitutions ; on peut le représenter par la notation
[za +1 (mod. n;) | Z2 Zs + | (mod. Na);
z1 et z, représentant les deux indices. Toute fonction appartenant à ce groupe sera dite une fonction cyclique à deux entrées.
Plus généralement, soient n—m...n, variables affectées chacune de v indices
Pur ca(ue0,1,02,.-uu du 0 2m 1600 1700)
et les substitutions circulaires d'ordres respectifs mu, n+, ...,n, relatives à chacun des indices indépendamment des autres,
[za +] (mod. ru), |Z2 S+1l (mod. n,), ls ss AN (mod. n,);
elles sont échangeables et engendrent un groupe d'ordre n = M:...n,; toute fonction invariable par les substitutions de ce groupe sera dite une fonction cyclique à v entrées.
31. Le théorème du $ 26 s'étend aux fonctions cycliques générales; cela résulte de ce que le groupe cyclique ne renferme aucune substitution autre que l'unité laissant fixe une des variables. Il est facile de former une fonction d’une variable donnée et d'une fonction cyclique qui soit égale à l’une des autres variables; considérons en effet le produit
PC) = fr — Tune,
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étendu à toutes les variables, et la fonction D(x) |
a CL \ !
mr PT IE (Trino « . ka)
0,(æ) = Din, « “his .h
où la somme est étendue à toutes les combinaisons des indices ; le coefficient de chaque puissance de x est une fonction cyclique s'exprimant rationnellement au moyen d’une fonction cyclique particulière quelconque; d'après la formule de Lagrange, on a, pour toutes les valeurs des indices h,
Thiha * his, — BL, - ouh 0)
On aurait de même, en formant une deuxième fonction 0,(+) analogue à la précédente,
Thin : “hgtie Deer (Tr n : het 1)
etc., de sorte que, en fonction de la variable Too...o par exemple, on aura Tnpeen, — OPT0el.. .05v(æo0. . .0)]].
Il est évident que deux quelconques des fonctions 0 ainsi formées jouissent de la propriété GO... sl (Tr «2, )),
car le résultat est æ,...2 11.. hit oh Nous verrons l’application de ce théorème dans l'étude des équations abéliennes.
CHAPITRE VI
32. Étant donnés des paramètres R’, R’, R”,.…., que nous supposons indéterminés et indépendants les uns des autres, nous appelons domaine de rationalité l'ensemble de toutes les fonctions rationnelles que l’on peut former au moyen de ces paramètres et des nombres entiers; nous disons que ces quantités définissent le domaine (R'R”..) et que les fonctions rationnelles précédentes sont des éléments de ce domaine. Toute fonction rationnelle d’un nombre quelconque d'éléments du domaine fait encore partie du même domaine; le domaine le plus simple est formé par les nombres entiers et rationnels, il ne contient plus aucun paramètre.
Soient maintenant x, y, z,... des variables indépendantes ; nous appellerons fonction entière de ces variables dans le domaine (R'R’...) une fonction entière par rapport à æ, y, z,... dont les coefficients sont des éléments du domaine, c’est-à-dire des fonctions rationnelles des paramètres.
Toute fonction entière peut se mettre sous la forme du quotient de deux fonctions : l’une entière par rapport aux variables et aux paramètres, avec des coefficients entiers, l’autre entière par TAPRO aux paramètres seulement, avec des coefficients entiers.
(*) Les considérations qui font l'objet de ce chapitre ont été développées surtout par KronEckEr dans sa « Festschrift zum Kummer’s Jubilæum » ; consulter aussi son article « Zerlegung der ganzen Grœssen », Crelle, t. 94, le mémoire de M. Mozx « Sur une notion qui comprend celle de la divisibilité », Acta Mathematica, t. 6, et l’« Introduction à la Théorie des Nombres et à l'Algèbre Supérieure » de MM. Borez et Dracu.
DOMAINE DE RATIONALITÉ
Le produit de deux fonctions entières dans un domaine donné estune autre fonction entière dans le même domaine. Nous dirons qu'une fonction entière f(x, y, z,..., R', R”,...) est réductible dans le domaine donné si elle est le produit de plusieurs fonctions entières dans le même domaine, irréductible dans le cas contraire ; par exemple dans le domaine des nombres entiers 4x? —9 est réductible, et x?—3 est irréductible.
Nous nous proposons de résoudre le problème suivant
Etant donnée une fonction entière dans un domaine donné de rationalité, chercher si elle est réductible ou non et, dans le premier cas, la décomposer en facteurs irréductibles.
Nous montrerons que l’on peut résoudre ce problème à l’aide d’un nombre limité d'opérations. Nous allons d’abord considérer le cas simple d’une fonction entière d’une seule variable dans le domaine de rationalité formé par les nombres entiers ; on peut toujours mettre la fonction sous la forme
es (æ) — fra (ax" —- (TE TN Run Hoi q dl P
OÙ do, di, .…, 4 Sont des entiers sans diviseur commun, et — q
une fraction irréductible, et l’on a à rechercher si f(x) est réductible ou irréductible, c’est-à-dire admet des diviseurs entiers à coefficients rationnels ou entiers.
Je vais montrer qu'il suffit de se limiter à ce dernier cas, et dé montrer le lemime suivant de Gauss :
. Si un polynome à coefficients entiers est divisible par un polynome à coefficients rationnels, il est égal au produit de deux polynomes à coefficients entiers.
Supposons que le polynome (x) = ax" + ax" +.,.+a, admette le diviseur o(x) à coefficients, rationnels, de façon que
f(x) = e(x)Y(x), où Y(x) est de même nature que #(x); en mettant en évidence le
dénominateur commun aux coefficients de chacun de ces polynomes, on à une identité de la forme
où w.,(x) a ses coefficients entiers, sans diviseur commun avec m, et de même (x) a ses coefficients entiers sans diviseur commun avec m'; je vais montrer que m' divise tous les coefficients de w(x) et m tous ceux de (x), ou bien, ce qui suffit pour la démonstration, que tout diviseur premier p de # divise tous les coefficients de o1(T).
Tous céux de d(x) n'étant pas divisibles par p, nous désignerons par y1(œ) le reste de la division par p de ce polynome, et nous âurons en chassant les dénominateurs une identité de la forme
Phi) = (&)xx) ;
comme le coefficient du terme de plus haut degré de y1(æ) n’est pas divisible par p, les relations d'identification montrent que p doit diviser tous les coefficients de v,(x), ce qui était à démontrer ;
ei(x) 0 (x)
alors f(x) est égal au produit des deux polynomes me TE
à coefficients entiers.
34. La question est ainsi ramenée à la recherche des diviseurs à coefficients entiers du polynome f(x), et il suffit de se limiter aux diviseurs dont le degré ne dépasse pas la moitié du degré de f(x).
Si l’on se donne le degré v d’un diviseur e(x), on peut toujours
exprimer ce polynome au moyen de la formule de Lagrange, en
fonction de v +1 entiers,arbitrairement choisis, 1, æ, .…., æ,14, par exemple 0,1,2,...,v, et de +1 quantités arbitraires, Ui, Ur, ..., Ut, Qui représentent les valeurs de e(x) pour Vi, La, .. 249 Ly+4 ; en posant P(æ) = (x — aix — 2)... .(x — 2,44), on à v+-1 ) P(x 1 (1) ge) = Du —; | VA que Ln P (x)
mais o(x) devant diviser f(x), ox) = uw, est un entier qui doit diviser f(x») ; w, doit donc être compris parmi les diviseurs entiers du nombre /{x,), diviseurs qui sont en nombre limité ; on est ainsi amené à décomposer en facteurs chacun des nombres
f\æs), f\æs), Hours [ (Æv+4)s
et à choisir de toutes les manières possibles les entiers US QUS SR CUT
respectivement parmi les diviseurs de ces nombres ; on a ainsi, en les transportant dans (1), un nombre limité de polynomes e{x) ; on essayera si ceux d’entre eux qui sont à coefficients entiers divisent effectivement f(x) ; si aucune division ne réussit, c’est que le polynome donné n’a aucun diviseur de degré v. |
En donnant à v les valeurs successives 1, 2, ..., on verra, par un nombre limité d'opérations portant sur des nombres entiers, si f(x) est irréductible ou a des diviseurs ; ces derniers se trouvent déterminés par cela même.
On peut mettre de cette façon une fonction entière d’une variable dans le domaine des nombres entiers sous la forme
ae où «a, B,...,x, f’,... sont des nombres premiers, P(x), Q(x), .
des polynomes à coefficients entiers et sans diviseur.
La décomposition n’est possible que d’une seule manière ; cela résulte de cette propriété des polynomes irréductibles, que l’on démontre comme pour les nombres entiers : si un polynome irréductible divise un produit de plusieurs polynomes, il divise au moins l’un d’eux.
35. Je considère maintenant le cas d'un polynome entier par rapportà g variables x, y, z,..., dontles coefficients appartiennent au domaine défini par les nombres entiers ; en supposant qu’on ait résolu pour g—1 variables le problème proposé, on peut employer une marche analogue à la précédente, et utiliser la formule de Lagrange sous la forme (4); w, est alors une fonction de
RER diviseur de f(x, y, z, ..). On peut aussi ramener immédiatement le cas de q variables à celui d’une seule de la manière suivante :
Soit g un nombre entier supérieur au plus fort exposant de chacune des variables dans le polynome donné ; en posant y = 4, z = x?,.., on transforme la fonction en un polynome entier en x, F(x). Aun terme ax*yfz'... de f correspond dans F un terme dont l’exposant est a+ fg+yg+...; il peut être considéré comme
un nombre écrit avec les chiffres «, £, . dans un système de numération de base 9, de sorte que les termes de f et F se correspondent d’une manière unique.
Si f est décomposable en un produit de fonctions entières, il en est de même de F ; on estainsi amené à appliquer à F(x) la méthode exposée plus haut, et à voir si les différentes fonctions en x, y, z qu'on déduit des diviseurs trouvés sont bien des diviseurs de
FEU EE
96.-Soitienfinyir tu, cr RU RE UNIPONMOMERETHERDAE rapport aux variables zx,y, z, …, dont les coefficients font partie du domaine (R', R',...); on peut le mettre sous la forme CURIMR ES D'RPREUPUEE) où © et Y sont des polynomes entiers par rapport à R’, R', ... sans diviseur commun et f un polynome entier par rapport aux variables zx, y, z, .…., les coefficients étant de même des fonctions entières, à coeflicients entiers, des paramètres R’, R”, .…., sans diviseur commun entier par rapport à ces paramètres. La recherche des diviseurs de f est basée sur les trois lemmes suivants :
PLU REA AR re
LEMME I. — Si le produit de deux fonctions entières de q variables Z, Y,%, .…, à coefficients entiers, est divisible par une fonction entière de q—1 de ces variables, y,3,..., également à coefficients enhers el irréductible, l’une des deux premières fonctions est divisible par la troisième.
LEMME IT. — Si le produit de deux fonctions entières de q variables, à coefficients entiers, est divisible par une fonction entière des mêmes variables, à coefficients entiers et irréductible, l’une des premières fonctions est divisible par la troisième.
LEMME II. — Si une fonction de q variables, à coefficients entiers, est le produit de deux fonctions entières par rapport à l’une de ces variables et rationnelles par rapport aux autres, elle est le produit de deux fonctions entières par rapport à toutes les variables.
Supposons ces lemmes démontrés dans le cas où les fonctions
contiennent respectivement une variable de moins. Pour démontrer le premier, considérons la fonction gly, :,.…), entière par rap-
RÉDUCTIBILITÉ DES FONCTIONS ENTIÈRES D9 porta g—1 variables ct irréductible, divisant le produit CE U Me LPS).
ordonnons ces deux polynomes suivant les puissances de x et soient
o(x, VU, 3,.. + = ao(y, Z,.. 100 FU die À Ces
DU DU ne bete ide Po D
Si tous les coefficients de + ne sont pas divisibles par g, et si
CAMEROUN est l'ensemble des termes de © non divisibles par cette fonction, le produit de «,% doit l'être ; en écrivant que les coefficients du produit sont divisibles par g, et appliquant le deuxième lemme au cas de TMVaAriaDles "onmoitnquen bd, 101,7.) 0, #sontitous” divisibles par g, ce qui démontre le premier lemme.
En ce qui concerne le second, soit f(x, y, z, .…) une fonction entière irréductible des q variables divisant le produit CARTES CE ETES AE Si © n’est pas le produit de f par un polynome entier, ordonnons ces deux polynomes par rapport aux puissances décroissantes de +, et divisons © par f par rapport à cette variable ; la division n'aura pas lieu exactement, même avec des coefficients rationnels en y,z, .…,; en effet, sil'on avait, après réduction des termes du quotient au même dénominateur, Ut)
DÉBUR D EN ÉDEUE rs Mn UE EU
d'où
ay, 3,...)e(e, y, 3, .) = fa, y, 3,.. jy, y, 5...) tout facteur irréductible de y, divisant le second membre et ne divisant pas le polynome irréductible f, diviserait y d’après le premier lemme démontré, et e serait le produit de f par un polynome entier, contrairement à l'hypothèse.
On peut donc, d’après la théorie du plus grand commun diviseur, trouver deux polynomes +, et jf, entiers en x, à coefficients ra- Honnelsénmer, sr, utelsque
fa + on = 1, ou bien, en mettant le dénominateur commun en évidence,
MÉPAE NN CÉ USE RO Lee poT UE = qu z ne),
Où 2, et g sont des polynomes entiers ; on en déduit
le premier membre est, d'après les hypothèses faites sur le produit où, un polynome entier, M A(T, y, 3...) "et l'on!a
JUS ee DC OU RE U RRe LU EURE ER d'après le premier lemme démontré, les facteurs irréductibles de 9 doivent tous diviser », de sorte que k—glu; alors v=fh et f divise d, ce qui démontre le deuxième lemme.
Poursvérifier l'exactitude du troisième, soitM/(æ,.y, 3, "June fonction entière de qg variables égale au produit de deux fonctions DE UE NON EUR (TU, RS NMeNTtiÈTES DATA DDO LUE rationnelles par rapport à y,z3, ...:; en mettant en évidence les dénominateurs communs, on aura
(æ, Y; rh) Ux, ÿ; 7,...)
NY = °<X
f HUE ) o(y, AI day, A EE
où +, est un polynome entier en x dont les coeflicients entiers en y, 2, n'ont aucun diviseur commun avec le polynome entier e>,
et où il en est de même pour Yet 4, ; d, divise w car, d’après le premier lemme, tout facteur irréductible p(y, x...) de 4, divisant le produit v1% et étant premier avec 4. divise w1, et de même divise Y%; par suite f est le produit de deux polynomes entiers par rapport à toutes les variables.
Les trois lemmes ayant été démontrés dans le cas de g—=1 sont ainsi démontrés quel que soit le nombre des variables.
Cela étant posé, si le polynome f(x, y, z, ..., R', R’, .. .) admet des diviseurs entiers par rapport à æ, y, 3, etrationnels par rapport à R',R”,..., il en admettra d'autres entiers non seulement par rapport aux variables, mais encore par rapport aux paramètres; on est amené de cette manière à chercher les diviseurs de f entiers par rapport à ltous-les élémentér um CR RPC EUeARONS savons faire, comme on l’a vu, à l’aide d’un nombre limité d’opérations.
On peut démontrer, en s'appuyant sur les lemmes précédents, que la décomposition ainsi obtenue est unique. Si l’on veut décomposer la fonction |
RAR
f(x, y, 3,..., R', R',...) WR', R',...) (a y
en fonctions entières en æx,y,2,..., à coefficients rationnels en R', R’,..., on opérera la décomposition des fonctions entières f, ?, Ÿ en leurs facteurs entiers irréductibles, et l’on attribuera aux
diviseurs de f, comme facteurs, des fractions divisant --, et sé
cela d'une manière arbitraire ; nous supposerons désormais que l’on ne considère que des fonctions entières, à coefficients entiers par rapport aux paramètres, ce qui ne change rien aux raisonnements.
37. Soit f(x, R', R’,...) — O0 ‘une équation algébrique entière par rapport à x, dont les coefficients sont des éléments du domaine (R’, R’,...); nous savons reconnaître si le premier membre est réductible ou non, et trouver ses facteurs irréductibles dans le domaine ; si / est irréductible, nous dirons que l'équation f — 0 est irréductible dans le domaine de rationalité; si n est son degré, ses n racines seront x fonctions algébriques du domaine, et nous dirons qu’elles sont conjuguées.
THÉORÈME. — Siune équationalgébrique F(x, R', R'...)—0 a une racine commune avec une équation irréductible f(x, R', R’, ...) = 0 dans le même domaine de rationalité, elle admet toutes les racines de celle seconde équation.
En effet, les deux polynomes F et f ont un plus grand commun diviseur D que l’on sait déterminer par divisions successives ; si D a un degré inférieur à celui de f, f est décomposable en un produit de facteurs entiers en x, dans le domaine (R', R’...), et par suite n’est pas irréductible dans ce domaine, contrairement à l'hypothèse, dès lors D est identique à jf, et F est égal au produit de f par un polynome entier ; par conséquent, F = 0 admet toutes les racines de l'équation irréductible f = 0.
Nous appellerons équation générale de degré » une équation de la forme
A UE EE et me er 0 en pour laquelle le domaine de rationalité est constitué par les coefficients Ci, €, ..., C», supposés indéterminés et indépendants; ce domaine (C1, €», ..., Cn) est identique à celui des fonctions NUIT PA N/e r nREdeSiN racines 2 3. la mRSnl On fait varier d'une manière quelconque les paramètres c, les racines
varient, et l'équation générale f(x) = 0 jouit précisément de la propriété fondamentale suivante : le système des n variables Ci Cas... © — eStéquivalentiau système des nrautres variables Li, Las +. Ln. En eflet, à tout système de valeurs des c correspond un système unique de valeurs des +, et réciproquement, etsi les unes varient d'une manière continue, il en est de même des autres.
L’équation générale est irréductible dans le domaine des fonctions symétriques ou dans le domaine des coefficients (ci, C2, ..., Cn): autrement dit, le premier membre f(x) n’est pas décomposable en facteurs entiers en x, à coefficients rationnels par rapport aux coefficients c. En effet, si cela avait lieu on pourrait, comme on l’a vu précédemment, mettre f(x) sous la forme du produit de deux polynomes entiers non seulement par rapport à #, mais encore par rapport à C1, C,..., Cn, avec des coefficients entiers ; comme f(x) contient linéairement les coeflicients c, l’un des deux facteurs les renfermerait aussi linéairement, tandis que l’autre en serait indépendant et aurait comme coefficients des nombres entiers. Supposons donc que l’on ait
f(x) = (x) (x), où (x) est un polynome entier à coefficients numériques et entiers; donnons à x une valeur entière arbitraire x, ; nous pouvons ensuite donner à Ci, C,..., © des valeurs entières telles que f(x) ne soit pas divisible par le nombre entier c(x); comme e(x) et 4(x,) sont des nombres entiers, on voit que l'égalité précédente est impossible, et par conséquent que f(x) est irréductible.
Toute équation dont les coefficients font partie d’un autre domaine que celui des fonctions symétriques des racines est une équation particulière ; par exemple une équation à coefficients numériques, enüiers ou fractionnaires, est une équation particulière dont le domaine de rationalité se réduit à celui des nombres entiers; en général, les fonctions symétriques, ou bien les coefficients d’une équation parüculière sont des éléments du domaine de rationalité, mais ils sont fixes ou sont reliés par des relations, ce qui fait qu'il peut exister pour une telle équation des relations entre les racines.
Une équation particulière peut être réductible dans le domaine de rationalité choisi; si l'on prend par exemple comme domaine de rationalité celui qui cst défini par les racines (a, 2, …, æ,), les
coeflicients s'expriment comme on sait au moyen de ces éléments, et le polynome est décomposable en facteurs linéaires dans le domaine sous la forme
Pour une équation particulière, les coefficients ne font pas toujours partie du domaine de rationalité, mais renferment quelquefois
des fonctions algébriques des éléments de ce domaine, ou encore, comme cas particulier, des racines d'équations entières à coefficients
entiers.
SUR © cout ue elle tonchons als6briquesdenR Re "tr on dit que les coefficients font partie du domaine de rationalité, (R’, R', ...), auquel on adjoint les fonctions algébriques R:, R:, …
des éléments de ce domaine.
Par exemple, l'équation se CRE)
a ses coefficients faisant partie du domaine des nombres entiers, auquel on adjoint une racine de l'équation R?—3 — 0.
38. Nous nous proposons de chercher si une fonction entière d’une variable (on peut ramener à ce cas celui de plusieurs variables) est duché omondanslodomanmeénéralmtR; Re 70h R 0) et de résoudre en même temps le problème suivant : chercher si une fonction dont les coefficients font partie du domaine (R/,R’,...) et qui est irréductible dans ce domaine est réductible ou non lorsqu'on adjoint à ce domaine des fonctions algébriques R;, Rs, ... : les deux questions sont identiques.
Remarquons d'abord qu'on peut remplacer l’adjonction de plusieurs fonctions algébriques par celle d’une seule convenablement
choisie ; soient R,, R,, ... des fonctions définies par les équations irréductibles DR PRe Re ai 0 LORS RERO
Prenons la somme uR; —- UaR> —+- Lu
OÙ W, W, .. sont des constantes laissées arbitraires ; le produit (3 — uR, — u2R2 — :::),
étendu à tous les systèmes de valeurs de R;, R:, .. , est une fonc-
tion symétrique de ces quantités, et est une fonction %(z, wi, Uu2, …, R', R’,...) du domaine (R’, R’,...); décomposons-la en ses fac-
teurs irréductibles par rapport à z, wi, &, ... dans le domaine précédent et désignons par (3, w,...) celui de ces facteurs divisible par 2%—U1R4—u2R:—...; en posant W— +, U = Du, ...,
OÙ %,%,... Sont des nombres rationnels particuliers, on obtient la
fonction D;(2 00 0), NDS a PRE ENIR 7e)
qui s’annule pour 3 = (v, +a,)R, + (vw +æ)R; + ...; en rempla-
çant d'autre part ui, Ur, ... par vi, 0... et 2 par 23—R;—R:—..., on obtient la deuxième fonction Pi(z ST 1 Ra Ex 42 R> FN ES Ee 0EX bots R R4 ee D qui s’annule pour 3 — R — hs —... = Ru +uh +, ces deux fonctions ont en commun le facteur Z — (0 on %)R; — (02 2 d>)R2 rte et n’en ont pas d'autre si &,, «, .. sont choisis de façon que l’équa-
tion (rs, 1,1, 0, RURS CN OMriT ES CSAraciINnes IS Inc es par l'opération donnant le plus grand commun diviseur, on aura le diviseur commun, et par suite en l’annulant on obtiendra
(viR: + voR: + .)+(uRi + d9R2 +.) en fonction rationnelle de 4, de, ..., 1, &, ... etde
11e — a R: —- a43R2 + HAS qui est racine de l’équation
B,(R, ts Use. s he R’, Sous) — 0;
il suffit de donner, à la fin du calcul, des valeurs numériques rationnelles particulières aux indéterminées vw, , ... pour avoir R;, R>, ... exprimés rationnellement au moyen de la seule fonction algébrique R.
On verrait plus généralement que l’adjonction de fonctions algébriques liées entre elles et aux paramètres R', R’, ... par des équations quelconques se ramène à l’adjonction d’une seule fonction des paramètres.
39. Cela posé, soit f(x, R, R’, R, ...) une fonction entière en x, dont les coeflicients font partie du domaine défini par R’,R”, ..
auquel on adjoint une fonction algébrique R, liée aux paramètres par une équation irréductible e(R, R’, R’, ...) —0, de degré n; je désigne ses racines par R;, R,...,R,. Comme R peut ne pas entrer dans f, je remplace æ par z2+uR, etje forme le produit
TÉRÉÉETUR EN RENTRER PU
étendu à toutes les racines R, ; c'est une fonction symétrique de ces racines, et par suite une fonction entière de z et u dans le domaine (R’, R’,...); je la décompose en ses facteurs irréductibles dans ce domaine ; soit
HAE URENR RSR = Dis) Prob fe)
Une fonction telle que %(:) a un diviseur commun avec fi + uRi, R,...) par exemple ; je forme le plus grand commun diviseur de ces deux fonctions, soit 0(3, R;); on sait qu'il leur est relié par des identités de la forme
O,(z, R;) —— P(z L Yz, R) + fs + uR;, R:, A 4e R;), Pis) — Di(z, R;)li(z, Ri), HEURE R EE UI0 (Riz) Ru).
Ces identités ayant lieu pour une racine de l'équation irréductible qui définit R,, ont lieu pour toutes les autres, d’où l’on conclut que 0,(3, R;) est le plus grand commun diviseur de ,(:) et de PURE RE 0).
On a du reste Pat Ra RE TR)
en effet, le second membre est un diviseur de %, car les facteurs qui le composent divisent %,, et l’on verrait facilement qu'ils sont premiers entre eux ; d'autre part les identités précédentes donnent, en formant le produit des valeurs de 6(z, R;), G(z, R:), ... tirées de la première et des analogues, une identité de la forme
H0,(3, Rx) = P(s)H(s) + f(3+uRx, Rx, ...)K(z),
où le produit qui entre dans le second membre est égal à D(z)P(z)...; on en conclut que le produit des fonctions 8 est divisible par (3); il lui est par suite identique.
VOGT. — RÉS. ALG. 5
Si l’on répète le même calcul avec (2), ..., D.(z), on a de nouveaux diviseurs .0:(2, Rx), ..., 0,(z, R;) ; on a alors, quel que soit #,
f(z = uRx, Rx, Bic 4 — Oz, Rz)0(z, Ro ° 0 (2, Re
il suffit de remplacer ensuite z par æ—uR; pour avoir une décomposition de f(x) en v facteurs; il sont irréductibles, car si 6, par exemple était décomposable en plusieurs facteurs, æ,(:) qui est le produit 11;0(z, R;) serait décomposable dans le domaine CÉSAR
Par exemple la fonction
HN re te
est réductible dans le domaine formé par les nombres entiers auxquels on adjoint une racine de l'équation R?—3 —0; en posant R; —= V3. R> —= — R, tou — (U On à
f(x, RER) = Er 9er CP)
Les diviseurs communs de ces facteurs avec 2°—x—+2R, sont respectivement æ+R, et x? —R;x+2, de sorte que
fe, Ra) = (œ + R)(e? — Rx +2) = (x + V3 (x? — xÿ3 +2).
40. REMARQUE. — Les questions que nous venons de traiter sont purement algébriques, et ne s'appliquent pas immédiatement à la géométrie ; nous avons étudié la réductibilité des fonctions entières dans un domaine donné à l'avance, et nous avons remarqué qu'une fonction irréductible dans un domaine peut le devenir dans un autre; par exemple une fonction d'une seule variable est toujours réductible en facteurs linéaires lorsqu'on adjoint au domaine de rationalité les fonctions algébriques définies par la fonction égalée à zéro. Pour les fonctions de plusieurs variables, il n’en est plus de même ; une telle fonction peut rester irréductible quelles que soient les quantités adjointes au domaine de rationalité.
En géométrie, on dit qu'une courbe ou une surface représentée par UnééquatiOn MC Une U RR EME OR EST dnEtiDIeEt le premier membre admet des diviseurs entiers par rapport aux variables, avec des coefficients faisant partie de domaines quelconques, irréductible dans le cas contraire.
La méthode ordinairement suivie pour voir si une fonction est réductible dans ce sens plus général consiste à essayer la division par une fonction de degré moindre, à coefficients indéterminés, et à chercher les relations auxquelles doivent satisfaire ces coefficients pour que la division soit possible. La théorie générale de l’élimination montre si ces relations sont compatibles ; elle nous apprend de plus qu'il suffit d’adjoindre des fonctions algébriques des éléments du domaine donné primitivement, en nombre limité, pour effectuer la réduction de la fonction lorsque celle-ci est réductible ; elle nous donne non seulement ces fonctions algébriques, mais encore les diviseurs de la fonction.
CHAPITRE Vil
DES FONCTIONS RATIONNELLES DES RACINES D'UNE ÉQUA- TION. — RÉSOLVANTES. — GROUPE D'UNE ÉQUATION ALGÉ- BRIQUE.
41. Dans les chapitres II et IV, nous avons établi la théorie des fonctions rationnelles de plusieurs variables indépendantes, et montré la relation qui existe entre ces fonctions et les groupes de substitutions. Nous allons maintenant considérer les fonctions de variables généralement non indépendantes, ou de quantités numériquement déterminées ; nous supposerons, ce qui ne nuit en rien à la généralité, et est même nécessaire pour la suite, que les quantités données 1, 4, ..., x, Ssontles racines d'une équation algébrique
(4) TÉL ARE SEL de degré n, dont les coeflicients font partie d’un domaine de rationalité défini par les paramètres R', R”, ..., auxquels on adjoint dans certains cas une fonction algébrique R de ces paramètres.
Nous ne supposons pas nécessairement l'équation (1) irréductible ; nous admettons cependant dans tout ce qui suit qu’elle n’a pas de racine multiple, c’est-à-dire que le polynome f n’a pas de diviseur commun avec sa dérivée.
Une fonction rationnelle des racines, qu'on Peut supposer mise sous la forme du quotient d'une fonction entière par une fonction symétrique (S 16), appartient algébriquement à un groupe G d’ordre r, en ce sens que pour les substitutions de ce groupe et pour celles-là seulement la fonction donnée o(41,22,..., æ,) ne change pas de forme algébrique par rapport à æ1, 2, ..…., æ,; mais il peut se faire
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que, pour une autre substitution telle que È n’appartenant pas au groupe G, + reprenne la même valeur numérique, ou la même valeur fonction algébrique des paramètres R, R/, R’, ... qui définissent le domaine de rationalité. Nous dirons pour simplifier que o ne change pas sa valeur numérique dans le domaine considéré; cela a lieu alors pour toutes les substitutions GS, et, plus généralement, les substitutions laissant invariable la valeur numérique de © forment un groupe G contenant G comme sous-groupe ; on reconnaît que G’ est un groupe plus général que G à ce que l’équa-
n | _— tion qui a pour racines les 2 = — valeurs algébriques de + a des
racines multiples dont l’une est égale à ©; si © est racine d'ordre m, l’ordre de G est égal à mr.
Par exemple, considérons l'équation bicarrée
za + px + q = 0 dont les racines 2, %:, æ3, x, sont supposées telles que l’on ait = —L, % = —--%; la fonction o —1+x appartient algébriquement au groupe Cri Te Ti | id) sti)|,
mais reste numériquement invariable pour = (mx;)(#æ,) et pour les produits des substitutions de G par X, constituant avec G un groupe d'ordre 8 ; cela tient à ce que +2 = æ3 + & = 0 et que l'équation qui a pour racines les six valeurs algébriques de #, a une racine double égale à zéro.
« 42. THÉoRÈME. — J{ est toujours possible de former une fonction des n racines d'une équation ayant, pour toutes les substitutions, n! valeurs distinctes numériquement dans le domaine de rationalité. Prenons la fonction VU = ils + Ule + + Una et ses valeurs d,, 4, ... pour les n! substitutions ; formons toutes les différences possibles de ces valeurs deux à deux ; il est possible de choisir les coefficients uw de façon qu'aucune ne soit nulle; en effet, ordonnons chacune d'elles suivant les paramètres uw, uw, ...,u, sous la forme
Va Ye = Wide, — La) + We, — Tes) + UT, — Tri).
Toutes les différences x,—x, entrant dans le second membre de l'égalité précédente ne sont pas nulles, puisque les racines sont inégales ; prenons toutes les fonctions %,—4%, ne renfermant que u, et indépendantes de w, ..., uw, ; elles ne sont pas nulles, quelle que soit la valeur attribuée à w,; prenons ensuite celles qui renferment w, et w; ayant choisi arbitrairement w,, on pourra exclure les valeurs de #; qui les annuleraient, et choisir le second paramètre #, de façon qu'aucune ne soit nulle , en considérant ensuite celles qui renferment u,, w, et u;, on pourra choisir w; pour qu'elles ne soient pas nulles, et ainsi de suite ; de cette façon les n! valeurs de Ÿ, seront numériquement distinctes.
THÉORÈME. — /l est toujours possible de former une fonction des n racines d’une équation, invariable algébriquement pour les substitu-
Q ax n | , tions d’un qroupe G d'ordre r. et dont les — — valeurs algé- : PES
briquement distinctes pour toutes les substitutions le soient aussi numériquement dans le domaine de rationalité.
Soient 4, W,..., 4, les valeurs de la fonction de Galois que nous venons de déterminer, pour les substitulions Si, S:,...,S, du
groupe G; elles sont algébriquement et numériquement distinctes ; formons le produit
= (u— ju —#)...(u—%); il appartient algébriquement au groupe G et a 9 valeurs algébriquement distinctes ; soient
Pa (u—%e, (u—Ys.). . NO) et Pau — vb )}(u—v,). POUR
deux de ces p valeurs ; elles ne sont pas numériquement identiques quel que soit uw, car sinon les fonctions 4, et 4, seraient respectivement égales à l'ordre près, et +, serait algébriquement égal à e., ce qui est impossible ; on pourra donc exclure les valeurs de uw satisfaisant à l'équation non identique ©, —+, = 0 et à toutes les autres analogues et donner dès lors à w une valeur pour laquelle les , valeurs soient distinctes numériquement.
COROLLAIRE. — Au moyen d’une fonction appartenant au groupe G et dont les valeurs algébriquement distinctes le sont aussi numériquement, on peut exprimer rationnellement toute autre fonction apparte-
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nant algébriquement au même groupe ou à un autre contenant le premier.
I suffit en effet de reprendre le raisonnement du $ 17, et d’exprimer la fonction 4 que l’on veut calculer au moyen de la fonction donnée ?, en se servant de la formule de Lagrange: le polynome
W(z) = DAT _P(z) ni
| -G & oi > ë,
donne %, quand on remplace z par e,; le dénominateur commun est le produit I'(e,), et il n’est pas nul puisque l'équation P(z) — 0 a ses racines inégales.
Lagrange, dans son célèbre mémoire sur la résolution des équations (”*), a examiné le cas où l’on donne une fonction quelconque v, des racines appartenant algébriquement au groupe G, et où l’on veut calculer une autre fonction appartenant algébriquement au même groupe ; si les p valeurs de *, ne sont pas numériquement distinctes, la méthode précédente est illusoire ; il faut dans ce cas résoudre une équation d'ordre plus ou moins élevé, comme la montré Lagrange dans son mémoire. Nous allons cependant démontrer l'important théorème suivant :
43. THÉORÈME. — Sr une fonction ©, est numériquement invariable pour les substitutions d’un groupe G, toute autre fonction 1 numériquement invariable pour les substitutions du même groupe ou d'un autre le contenant s'exprime rationnellement au moyen de la première.
Soit e, la fonction donnée appartenant numériquement au groupe G, mais algébriquement à un autre groupe G; qui ne peut être que G ou un sous-groupe de G; soit de même 4, la fonction que l’on veut calculer, appartenant numériquement à G et algébri-
quement à un sous-groupe G de G; soit H le groupe commun à 3 EN n !
RCE Sr 7 CStl'Ordre dep ets" on peutimettre les
n ! substitutions du groupe symétrique sous la forme d’un tableau
de la forme HAE ere HE
où Zi. 2, ..., %, sont convenablement choisies (K 6 et 14).
(*) Le Mémoire de LAGRANGE fait partie des Mémoires de l'Académie de Berlin, 1770 et 1771; la partie relative à la question actuelle est reproduite dans l’Algébre supérieure de SERRET, t. Il, p. 433.
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Les Pb valeurs de vw, pour %,%,...,XZ, ne sont pas généralement distinctes numériquement; soient 1, 92, ...,®, celles qui le sont ; on pourra toujours former l'équation à coefficients symétriques ayant pour racines les valeurs algébriquement distinctes de +,, et en déduire, par la méthode des racines égales, une équation
ayant comme racines simples %, %, ..., ®,; ses coeflicients seront rationnellement exprimables dans le domaine.
De même les o valeurs de 4, ne sont pas distinctes numériquement en général, mais par hypothèse toute substitution conservant à vw, sa valeur numérique jouira de la même propriété relativement à Y, sans que la réciproque soit nécessairement vraie. Supposons, pour fixer les idées, que parmi les o valeurs de +, en existent m numériquement égales à 1.
Considérons la fonction
W(z) = D Un - AE * es
CON EEE On P Oh
où la somme est étendue aux 9 valeurs que prennent simultanément vw, et % pour les substitutions 2;, %, ..., 2, ; elle est composée de 9 termes qui ne sont pas tous distincts en général;
d’après les hypothèses faites, m d’entre eux sont relatifs à «, et ont tous Y, comme coeflicient, de sorte que la fonction peut s’écrire
P(z il P(z 1 DC M On.
2m Pen) 3— on Pen)
Y(z) —= m4, la somme indiquée au second membre étant étendue aux valeurs de © autres que c4.
Y(z) est, dans tous les cas, une fonction symétrique des x racines Li, La, ..., En, Car elle ne change pas de valeur algébrique pour une substitution quelconque ; elle s'exprime rationnellement au moyen des coefficients de l'équation donnée, et son dénominateur, qui est le produit
(91). 2e). Bo) n'est pas nul, puisque %,%, ...,0, sont racines simples de P(z) — 0; ce dénominateur est du reste le discriminant de œ(z). Soit Wz) — Az! + Az? Ra
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la fonction ainsi obtenue; lorsqu'on y remplace 3 par +, elle prend la valeur m4, de sorte que l’on a
mb = Aigit + Ai i ... H A,;
Y, est ainsi exprimé au moyen de % par un polynome entier à coefficients symétriques.
On peut encore raisonner de la manière suivante :
Effectuons sur la fonction +? les substitutions 23, 2, ..., x, et formons la somme des résultats ; c’est une fonction algébriquement symétrique, et par suite rationnellement exprimable ; si nous ordonnons la somme suivant les valeurs distinctes wi, 2, ..., 4, nous aurons
RÉ RS AE Po 0 ee ne ren DUR IR
où %, W,... sont des valeurs de 4, distinctes ou non, de même RUE NÉCrDonnons a ules valeurs 001,9), 0,5 "1 nous aurons s équations linéaires par rapport à md, HV... + V,...; le déterminant A des coefficients est le déterminant de Van der Mond relatif à ©, #,...,0, et n'est pas nul; on aura ainsi en particulier
NEA A ma = ie Ù
où A, est le déterminant fourni par la méthode connue de résolution; sous la dernière forme, AÂ est une fonction symétrique BHO TOM Re 00 LCA
F, 1 1 il 1 | 1 ee F; O2 23 Ds K 21 Da Ds fs : ge 10 51 1
et s'exprime d'une manière entière au moyen des coefficients de l'équation
donc d’une manière entière au moyen de »,; A? est une fonction symétrique qui n’est autre que le diseriminant de (z) et il n’est pas nul. La proposition se trouve ainsi démontrée,
Comme cas particulier de ce théorème, nous avons le corollaire suivant :
COROLLAIRE. — Si une fonction des racines d’une équation est numériquement invariable pour toutes les substitutions, elle s'exprime ralionnellement au moyen des coefficients de l'équation.
Il suffit en effet de prendre pour % la fonction donnée et pour v, une fonction algébriquement symétrique quelconque ou même l'unité. Si H est le groupe auquel appartient algébriquement la
fonction Y, et si r est l’ordre de ce groupe, on aura s = 14 et n |
m—p— —,. de sorte que r
plug: = F(R, R, R',...)
On peut encore dire que la somme des valeurs algébriquement distinctes de 4,, qui est ici égale à bd, est une fonction symétrique des racines et s'exprime rationnellement.
44. En choïsissant une fonction de Galois dont les n! valeurs soient numériquement distinctes, on a une fonction au moyen de laquelle toute fonction des racines, et en particulier les racines elles-mêmes s'expriment rationnellement, comme nous l'avons dit au $ 20.
Il résulte de là que si l’on connaît la valeur d’une telle fonction des racines, on peut déterminer celle des racines elles-mêmes, et l’on a résolu l'équation ; il suffit ainsi, pour résoudre une équation de degré n, et trouver ses n racines, de calculer une seule racine d’une équation de degré n!, dont les coefficients sont rationnellement connus au moyen de ceux de l’équation donnée ; cette équation auxiliaire de degré n! s'appelle équation résolvante de Galois.
Nous appellerons en général résolvante une équation satisfaite par les différentes valeurs d’une fonction déterminée des racines de l'équation donnée, et dont la résolution sert à simplifier celle de cette équation.
La recherche d’une racine de la résolvante de Galois ne complique pas le problème de la détermination des n racines de l'équation donnée, et lui est équivalente; du reste, pour trouver ces dernières, il faut calculer une racine d'une équation de degré n, puis une
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racine d’une équation de degré n—1 déduite de la première, et ainsi de suite, et le produit des degrés de ces équations successives est égal à n!
45. Une autre notion fondamentale introduite par Galois dans le théorie des équations est celle de groupe d'une équation donnée.
Soit
PORN CPR RER R EEE M CE CURE EC, 70 une équation de degré n dont les coefficients sont des fonctions rationnelles des éléments d’un domaine (R, R', R”,...) et dont les racines sont 21, %2:,..., 4,. Formons une fonction de Galois
D = Un + Us + 4 + Url
ayant des valeurs numériques distinctes pour toutes les substitutions, et l'équation résolvante
Ve) = (ap) — 4)... (5 — qu) = 0.
Le premier membre est une fonction symétrique des racines x et s'exprime rationnellement dans le domaine ; décomposons-le en ses facteurs irréductibles dans ce domaine, et soit
Wiz) = Wi(z)Wifz)..
cette décomposition; supposons que W(z) soit le facteur contenant z—,, et que l'on ait Wi(z) = (2 — Ms — WU)... .(2—%,);
les fonctions di, W,..., 4, se déduisent de k par des substitutions HORS SUCS IST TON NAS LS... 00 CIIOCIUCOSISUIeS racines ; Je dis qu’elles forment un groupe; en effet, si l’on effectue l’une des substitutions précédentes, telle que $S,, les fonctions VW, d,..., 4, se changent respectivement en des valeurs 44, 4%5,...,4: mais le polynome W(z) est une fonction des racines qui reste invariable, ainsi que ses coefficients : par suite les nouvelles valeurs des % sont, à l’ordre près, identiques aux premières ; si l’on effectue alors successivement deux substitutions S,, S:, %, sera changé en une des r valeurs 4,, de, ..., d,, de sorte que le produit S,S, est une des substitutions de l'ensemble (S;S:...S,); celles-ci forment bien un groupe.
Toute fonction des racines numériquement invariable par les substitulions de ce groupe s'exprime rationnellement au moyen des
éléments du domaine de rationalité. En effet, si of, æ, ...,æ,) est une telle fonction, on peut l’exprimer rationnellement au moyen de lafonction %, de Galois ; soit o(an, ..., 22) — F(4,). Effectuons SUT Zi, %2,...,4n les » substitutions du groupe ; le premier membre v, reste numériquement invariable dans le domaine, etle second devient F(W),..., F(4,), de sorte que
| à a = F(y) = FO) = 2 = F(4) = — (F4) + FC) +];
la parenthèse étant symétrique par rapport à du, ds, ...,4, s'exprime rationnellement au moyen des coeflicients de W,(z), par suite °, a une valeur rationnelle dans le domaine.
Il est évident que si une fonction of, 2, …,æ,) reste algébriquement invariable par les substitutions du groupe, elle est aussi numériquement invariable dans le domaine, et s'exprime rationnellement.
Réciproquement, toute fonction des racines rationnellement exprimable dans le domaine reste numériquement invariable pour les substitutions du groupe précédent.
ENPPTECMSOLUNE EL de PNR OR PE EEtNerON LD rationnellement exprimable ; exprimons le premier membre au moyen de la fonction 4, de Galois; si o, — F(l;)\, on aura une équation de la forme |
F(W) = /(R, R, R',...); comme elle admet l’une des racines de l'équation irréductible W,(z) = 0, elle est satisfaite par toutes les autres, de sorte que l’on a, pour chacune d'elles,
F(Ÿ) = HR pe He: . K) — o1(æ4, Lo, . DUO) He On voit que la fonction +, conserve la même valeur lorsqu'on remplace 4, par une des valeurs %,,...,4, et par suite reste
numériquement invarliable pour les substitutions du groupe. On peut dès lors énoncer le théorème suivant (* :
THÉORÈME. — £'{ant donnée une équation f(x, R, R’', R”,...) dont les racines sont inégales, et dont les coefficients font partie d’un domaine R,R',R”,...), il existe entre les racines un groupe de substitutions 2 ï ol 1 9
(*) G. Jorpan, Trailé des Substitutions, p. 257 ; Serrer, Algèbre supérieure, t. II, p. 639.
ci ; : É ; Le
GROUPE D'UNE ÉQUATION tt tel que toute fonction des racines dont les substitutions de ce groupe n'altèrent pas la valeur numérique dans le domaine soil rationnellement exprimable, et réciproquement. Ce groupe est appelé le groupe de l'équation.
46. Pour le déterminer pratiquement, nous considérerons la fonc-
tion de Galois WU = Wls + Us + + Unln, OÙ y, Us,..., Un SOnt laissés à dessein indéterminés, et l'équation résolvante V(z) = Hz — 0 — Us —... — untn]| = 0,
où le produit est étendu aux n! substitutions; si le facteur irréductible W(z) qui s’annule pour 23 — % est (z—4)(z—4)...(3—4r), c'est-à-dire
AC SUrAE UT UT EUR ,T. |, CEA ER LE N
c'est une fonction entière de z, wi, U:,..., u, à coeflicients rationnels dans le domaine ; je dis qu'elle appartient, par rapport aux indéterminées wi, U2,..., u,, à un groupe identique au groupe G de l'équation.
En effet, la fonction
de = UT, + Urla, Her a Unls,s
dérivée de 4, par la substitution S,, peut encore s'écrire, en l’ordonnant par rapport à %1, Æe,..., Znf
La Ua di + Ua + ce Us En
Pr
OÙ (Us Us... Us) Se déduisent de (1, u:,..., u,) par la substitution S, = S,'. On obtiendra donc tous les facteurs de W,(z) en laissant dans 3—11 les quantités æ1, %+, ..., x, fixes et effectuant Ste paraltietres ut, 4 UAarlessubStitutions 15, MMS 4e ST 1, c'est-à-dire toutes les substitutions du groupe G lui-même, prises dans un autre ordre ; on voit ainsi que la fonction entière VW, des indéterminées w1, Ur, ..., u, reste algébriquement invariable lorsqu'on effectue sur ces quantités les substitutions d’un groupe identique à celui de l'équation.
Ce sont du reste les seules jouissant de cette propriété ; supposons en effet que W, reste invariable pour une substitution S, effectuée sur 4, w, ..., u,; elle le sera alors lorsqu'on laissera ces
paramètres fixes et qu’on effectuera sur %:;, æ2, ..., æ, la substitulion inverse S;!; comme VW: est une fonction des racines rationnellement exprimable, S;t et par suite S,; appartiennent au groupe G de l'équation.
Pour avoir ce groupe, on aura donc à chercher, parmi les n! substitutions, celles qui laisseront algébriquement invariable la fonction Wi(z, w1, W:,..., u,) lorsqu'on les effectuera sur les indéterminées 4, Ua, . .., Une
En réalité, il reste encore une indétermination dans le problème ; on ne peut distinguer, parmi les facteurs irréductibles de W(z), celui qui admet comme facteur z—1\,, mais cette indétermination tient à la nature des choses, et est due à ce fait que l’on peut attribuer d’une manière arbitraire les indices 1,2,...,n aux n racines d’une équation. Supposons que la décomposition de W(:) donne
FG) = MP)... Pc}; je dis que les facteurs sont du même degré, et affectés du même exposant, égal à l'unité; en effet, les racines ,, ds, ..., W,1 de W(z) — 0 étant toutes distinctes, cette équation n’a pas de racines égales, et les exposants pu, pm, ..., pm doivent être égaux à l'unité. Soit en outre
DAS) = (3 OU Ut Un) = Un)
et £ une substitution n appartenant pas au groupe G, transformant CRUE W,(z) , à la substitution © effectuée sur les x correspond une substitution %Z1 effectuée sur les indéterminées « ; elle transforme VW(z) en un polynome VW. entier en z, rationnel dans le domaine donné, et irréductible, car, s’il ne l'était pas, Wi(z) qui s’en déduit par la substitution £ effectuée sur les quantités w serait réductible contrairement à l'hypothèse. Ce polynome W, a de plus un facteur commun z—%. avec W(z) qui est irréductible, et par conséquent lui est identique. En répétant ce raisonnement, on voit que les facteurs irréductibles sont du même degré, et se déduisent du premier par des substitutions X;, 33,..., 2, effectuées sur les x, ou les substitutions inverses sur les « ; on obtient ainsi, au moyen des r facteurs de la forme z—4, de W,(z), or facteurs distincts, et comme les n! valeurs de d, sont différentes, ona or=n!.
25 Vi ON UNI ACLEUTES A EU T EU NE
GROUPE D'UNE ÉQUATION 19 Les groupes déduits des facteurs de W(z) sont respectivement
et sont semblables ; ils sont identiques, au choix près des indices, d'après ce qu'on a vu au $ 7, et l’on peut prendre l’un quelconque d’entre eux comme groupe de l'équation.
Chacun ‘des facteurs irréductibles de W{z), égalé à zéro, fournit une équation résolvante dont chaque racine est une fonction de Galois à n ! valeurs ; on peut appeler l’une quelconque de ces équations une résolvante de Galois, et la connaissance d’une seule racine de l’une d'elles entraine celle des racines x, 4», ..., x, ellesmêmes, c'est-à-dire fournit la résolution de l'équation proposée.
Le procédé de calcul que nous avons indiqué à la fin du $ 20 est encore applicable ici. Soit W,(z) un facteur irréductible de W(z) ; cest un polynome entier par rapport à 3, W, U2, ..., u,, dont les coefficients font partie du domaine de rationalité ; il s’annule identiquement lorsqu'on remplace x par
M DE TR Ua + Ua T2 Het UT
par exemple, lorsqu'on tient compte des relations qui existent entre les racines x et les coeflicients de l’équation. Si l’on prend sa dérivée par rapport à l’une des indéterminées «, elle s’annulera pour z — %,, de sorte que les relations
0Y, Oo, | SFr DRE Van E seront des identités lorsqu'on remplacera z par 4, et donneront les valeurs des n racines 21, 2%, ..., æ, en fonction de Y.. On voit de cette façon que la résolution d'une équation de degré n dont le groupe est d'ordre r revient à la détermination d’une seule racine d’une équation résolvante de degré #.
CHR ED er
47. Le groupe de l'équation générale est le groupe symétrique ; en effet, s’il en était autrement, et si le groupe de l'équation
(3) f(@) = a + cat ca +. Le, = 0
était un groupe particulier G, on pourrait former une fonction e, des racines numériquement invariable pour les substitutions de G et variable pour toute autre, rationnellement exprimable, et satis-
faisant alors à une identité de la forme
DA(d, Lo... En) — (C1, Ca3+ +, En); or le second membre, lorsqu'on y remplace les coefficients par leurs valeurs en fonction des racines, est symétrique par rapport à Ti, Le, ..., €n Que l’on peut considérer comme variables indépendantes, tandis que le premier membre ne l’est pas; il y a donc impossibilité que le groupe G soit autre que le groupe symétrique.
Lorsque le groupe G d’une équation n’est pas le groupe symé- (rique, cette équation est spéciale ; il existe au moins une fonction des racines appartenant au groupe, non identiquement nulle algébriquement, et rationnellement exprimable, de sorte qu'il existe entre les racines et les éléments du domaine de rationalité au moins une relation de la forme
CD des see Li AL
On peut en former d’autres, en choisissant des fonctions numériquement invariables pour le groupe G ou pour un groupe contenant ce dernier, mais toutes ces relations sont caractérisées par le groupe de l’équation et sont contenues implicitement dans l'équation résolvante de Galois. Prenons en effet une telle équation résolvante, par exemple Wifz) — 0; le premier membre est, comme nous l'avons dit, une fonction de wi, w, ..., u, identiquement nulle lorsqu'on remplace 5 par
di = Wii + Ulo + + Un; si, après cette substitution, on l’ordonne suivant les puissances des indéterminées , les coefficients des différents termes seront nuls. Ces coefficients sont du reste des fonctions des racines invariables par les substitutions du groupe et, en les annulant, on obtient des relations entre les racines et les paramètres R, R', R”, ... du domaine de rationalité.
On peut dire que toutes les relations ainsi obtenues sont contenues dans l'équation unique
WA(Ui T4 + UaTo + + Unln) = 0.
Je vais montrer inversement que toute relation existant entre les racines est une conséquence de celles dont nous venons de parler; supposons en effet que l’on connaisse «a priori une relation entre les racines et les éléments du domaine de rationalité
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le premier membre, qui est numériquement égal à zéro, et par conséquent rationnellement exprimable, appartient au groupe de l’équation, d’après le théorème fondamental ; de plus, si l’on remplace T1, T2, > En par leurs valeurs en fonction de 1, elle se transforme en une relation
FO DR RD RE
Cette équation, ayant une racine commune avec l'équation irréductible Wi(z) = 0, a son premier membre divisible par Wifi), et chaque facteur irréductible de F est identique à W,; par suite F est égal à une certaine puissance de W,, et la relation F(l) = 0 est une conséquence de la relation W,(4;) = 0, ainsi que nous l’avions annoncé.
On voit facilement que, dans le cas où le groupe de l'équation est le groupe symétrique, les coefficients des différents termes de la fonction Wuix + uoxo + ... + u,x,) ordonnée suivant les puissances des indéterminées « sont tous des fonctions symétriques des racines, et les relations obtenues dans ce cas sont les relations connues existant entre les coefficients de l’équation et ces fonctions symétriques.
On voit par suite que si l’on connaît les relations distinctes qui existent entre les racines et les éléments du domaine de rationalité, on peut trouver le groupe de l'équation en cherchant les substitutions pour lesquelles ces relations restent numériquement vérifiées.
Ainsi, par exemple, considérons kéquation bicarrée
x + pa +q = 0,
dont les racines sont 1, x: = —, 3 et 2% = —3%,; je dis que le groupe de cette équation est le groupe G; du $ 12 Le) rc MT) tits) Mimire)(tat:), tire) Tata),
(aititTs), (TiTaT2a4) |.
Par la première méthode, je forme la fonction de Galois
WU = Udi + Ut + Us + Ur = (Us — Ur)ti. + (Us — Us)Ts et l'équation résolvante de Galois ; le facteur relatif au groupe G:; Wi(z) = (3 — hi)(z — L)...(3 — ds)
est rationnellement exprimable, car c’est une fonction symétrique
VOGT, — RÉS. ALG. 6
S2 RÉSOLUTION ALGÉBRIQUÉ DES ÉQUATIONS de x? et x; il est du reste facile à calculer, et est égal à 2 20) hu ul) ere
on vérifie que les substitutions du groupe G, effecluées sur les , le laissent invariable. Par la seconde méthode, les relations entre les racines sont
Li +X2 = 0, T3 + dy, = 0,
et elles restent numériquement invariables pour les substitutions de G.
On peut remarquer à ce propos que toute relation entre les racines en entraîne une autre entre les coefficients €, €, ..., €, de l’équation mise sous la forme (2), car si une telle relation est par exemple (1, Ze, « .., än) — 0, et si l'on effectue le produit des valeurs de © pour les substitutions qui changent sa forme algébrique, on a une fonction symétrique exprimable au moyen des coefficients et égale à zéro. Réciproquement , toute relation F(ci, C2, ..., Cn) = 0 est une relation entre les racines en rempla- CANUIÉS COBHICIENLS DATI TE CRDP MID METRE RC PT CCE relation peut se décomposer en plusieurs autres en général.
Par exemple dans le cas précédent, les coefficients satisfont aux conditions € —0, c;3 —0, qui donnent 2 + x = —(x3+ x) et mtit;+m) + dti ti+ ds) = 0, d'où (ti+d2)(21%2— ar) = 0; l'hypothèse x+x — 0 donne x;3+x, = 0; la seconde, Mile = Cle, jointe à + = — (x; +), indique que les deux premières racines sont égales et de signes contraires aux deux autres, c'est-à-dire que m+xs = 0, 2%<+2, —=0; on obtient toujours le même groupe pour l'équation, au choix près des indices.
48. Nous montrerons plus loin le parti que Galois a tiré de la notion de groupe d’une équation spéciale pour l'étude des équations résolubles ; nous voulons pour le moment indiquer la propriété fondamentale suivante :
Gonsidérons unetéqualion (7, tR R REF E DE 0 irréduictiDle dans le domaine (R, R’, R”, ...) et ayant un groupe G. Je dis que ce groupe jouit de la propriété qu'il existe au moins une substitution remplaçant un élément quelconque x, par un autre xx arbi-
trairement choisi; on exprime ce fait en disant que le groupe est transitif (*).
Supposons, en effet, qu'il ne soit pas transitif; 1l existera alors au moins un groupe d'éléments ,2:,...,%, ennombre <n, tel que toutes les substitutions de G les laissent invariables, ou les permutent entre eux, mais non avec les autres ; s’il en est ainsi, les fonctions symétriques de ces « éléments appartiennent au groupe G etle produit x) = (x—x;{x—x:)...(x—x,) est rationnellement exprimable, par suite f n’est pas irréductible, contrairement à l'hypothèse.
Réciproquement, toute équation dont le groupe est transitif est irréductible ; supposons qu'elle ne le soit pas, et que
soit un facteur rationnel de f; aucune substitution du groupe ne pourra permuter l’un des éléments (x1,22,..., æ,) avec un des autres jeliquer Tr" ettle groupe né Sera pas transitif; Si, en effet, 2 par exemple est remplacé par #,,, pour une substitution, e(x) ne reste pas invariable pour toutes les substitutions de G et n’est pas rationnellement exprimable. On peut donc énoncer le résultat suivant :
THÉoRÈME. — Toute équation irréductible a son groupe transiif, et réciproquement.
Ainsi par exemple considérons une équation de degré n telle qu'entre ses racines existe l'unique relation az —0; le groupe de cette équation est d'ordre 2(n—2)! et se compose des substitutions 1, (xx) combinées avec celles qui portent sur La Lise En il n’est pas transitif et l’équation est réductible. On pourra calculer x,x au moyen de la formule de Lagrange en fonction de x +%, Car ces deux fonctions ont le même groupe algébrique, et leurs valeurs algébriquement distinctes sont également distinctes en valeur numérique, puisqu'il n'existe aucune autre relation particulière entre les racines que celle qui était donnée ; on formera ainsi en fonction rationnelle des quantités données les coefli-
cients de l'équation LÙ — (Xi + LE + Mia = 0,
(*) L'étude des groupes transitifs à fait depuis Caucuy l'objet de nombreuses recherches que l'on trouve résumées dans le traité de M. Jorpan.
ayant pour racines 2, et æ, et on aura de cette façon décomposé l'équation en deux autres de degrés 2 et n—2.
49. Nous démontrerons de la même manière la propriété suivante des équations résolvantes relatives à l'équation générale. Étant donnée l'équation générale de degré n,
f(x) = Lot RUE à a 74 HD D Ads Pi ME 0,
toute fonction entière ou rationnelle des racines appartenant à un groupe d'ordre 7 a pour toutes les substitutions p = . valeurs algébriquement et numériquement distinctes, racines d'une équation de degré o à coeflicients fonctions symétriques des racines, par suite fonctions rationnelles des coefficients €, Co, ..., Cn3 Je vais montrer que cette équation de degré o est irréductible dans le domaine de rationalité (ci, C2, ..…., Cn).
De même si une fonction +, appartient à un groupe G d'ordre r, sous-groupe d'un groupe G' d'ordre mr auquel appartientune fonction d4, les m valeurs eo, 0, ...,v, de +, pour les substitutions de G' sont racines d’une équation de degré m à coefficients rationnels par rapport à ci, C2,..., Cn, et Ÿ; je dis que cette équation est irréductible dans le domaine (ec, €, ..., Cn, Wu).
Je démontrerai seulement la deuxième de ces propositions, d’où découle la première ; on a vu au $ 24 que les substitutions du groupe G’ se partagent en ” lignes de la forme
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celles de la ligne GE, transformant +, en +,. Supposons que l’équation de degré ’%» ayant pour racines , %,..., vw, soit réductible et que le premier membre admette un facteur (z— 91)(5 — 92). (7 — De)
à coefficients rationnels en ci, ©:, ….,c, et 4; cefacteur ne changera pas pour les substitutions du groupe G', quelle que soit la valeur attribuée à z ; or la substitution X,,, de ce groupe transforme au moins en v,,1 et ne peut laisser invariable, quel que soit z, le facteur précédent, puisque les 7» valeurs de *«, sont distinctes; il y a donc contradiction, et l'équation est irréductible, comme nous voulions le démontrer.
L’équation générale du deuxième degré, D? + Cr + Cs
a un groupe d'ordre deux, G—f[1,{(xx)], et le groupe alterné se réduit à la seule substitution unité; la fonction de Galois W% + W®% et les racines elles-mêmes appartiennent au groupe alterné, et s'expriment rationnellement au moyen d’une fonction alternée quelconque.
La fonction x, — x, est une telle fonction dont le carré est symétrique, et n'est autre que le discriminant ; on a ainsi :
Li —= Lo — VA —= Ve? — 40, Li + Le = — Ci,
Dr = — Ci + Ve? — 400, Drs = — ci — Ye? — Ac
51. L'équation générale du troisième degré, L° + CL? + CT + C3 = 0, a un groupe symétrique d'ordre six, de sorte que lafonction de Galois est racine d’une équation du 6° degré, mais on peut la déterminer au moyen d'autres résolvantes. On aura d'abord une fonction alternée en résolvant une équation du second degré ; en particulier la fonction (æ: ee La)(Lo fes t3)(s re Ti)
a deux valeurs égales et de signes contraires, et est égale à la racine
S0 RÉSOLUTION ALGÉBRIQUE DES ÉQUATIONS carrée du discriminant ; soit (ti— dd v3)(rs— 2) = VA = —(4c5+2704)+ TBcicocs+cic?— Acc;
cette fonction alternée ; toute autre fonction à deux valeurs s’exprime rationnellement au moyen de la précédente, qui appartient au groupe alterné
[L, (ait2s), (datato)].
. La fonction de Galois widi + Us + ut a trois valeurs pour les substitutions de ce groupe, et dépend d’une équation du troisième degré dont les coefficients sont des fonctions à deux valeurs ; cette équation sera une équation binome si l’on prend en particulier la fonction (1) = Mi + WT + W°T3,
où w est une racine cubique imaginaire de l'unité ; comme on l’a vu au $ 25, on a, en remplaçant les fonctions symétriques fi, fo, fa DATES TC CROIRE
s 9 27 RUE (2) Bee n (ok) — 1 — 3 Si l’on prend pour w la valeur nétam \ + et qu'on adjoigne
si
au domaine de rationalilé w ou, ce qui revient au même, yÿ— 3, et de plus /4A, ona
[S,3)= Sa),
Lo | _—
à À Herve RUE 5 ÉCHELLE CEST EET NE
S, étant une fonction symétrique.
Il suflit d'avoir une seule racine de cette équation, que nous représenterons par
u = VIS 81.
our avoir les autres et les racines de l’équation: nous avons vu en P ;
effet au $ 20 que l’on a en fonction de %, (E = Cid —- ne JC
4 La = ————————————— (4) |
- OU? — wc + C2 — 302 | 2 — WU + C2 — 309 LR LR À HN mu À
Quel que soit le signe que l'on prenne devant VA et la racine de l'équation binome donnant %, que l’on choisisse, on obtient le
même résultat pour les trois racines, à l'ordre près. En effet, changer le signe de VA revient à effectuer dans la fonction alternée (ds — %2)(d2 — Lt: — +) une transposition telle que (x1%) ; changer la racine 4, en w4, ou w°4, revient à effectuer sur la fonction Y, une des substitutions du groupe alterné ; le résultat est donc le même que si l’on effectuait sur la suite des trois racines 21, 2%, %3 une substitution quelconque, ce qui revient à changer simplement la notation de leurs indices.
Une autre méthode employée pour trouver les trois racines consiste à calculer une racine de l’équation (2) et une de l'équation analogue obtenue en changeant le signe de VA, c'est-à-dire en effectuant la lransposition T = (x,#:); soient
AUS ES do = + UE + 0 X3 = V= [Su Fr 3V— 34}
3 1 LE LT OT Eur — Ve ee, + 3ÿ— 3A|
ces deux racines ; en y joignant la relation
= Li + Lo + 3, on
a 3 AA MTS 3 1 RCENT 37 — rte (Si = 34 53a| RUE LS: + 31 — 34,
hitae run 3
ŒL Ca” 3T2 = — Ci + o\/ D LS ==> 3V— 34] = / [Si + 3ÿ— 34 |;
ES
JT mn Ci — Ve EF — ET 3A | + e\/ + (5e —- de. 34. 0
Il faut remarquer que 4, et 4! appartenant au même groupe, le groupe réduit à l'unité, s'expriment rationnellement l’un par l’autre ; en se servant des formules (4) pour exprimer Ÿ = x + wx, + w°23, on a précisément
on ne peut donc choisir arbitrairement que l’une des deux racines cubiques.
Les deux méthodes précédentes, qui sont identiques, reviennent à la détermination d’une racine de l'équation à laquelle satisfait la fonction %; c’est une équation du 6° degré que l’on obtient en
partant de l’équation (3), et qui est (Qui — S,} + 274 = 0.
Cette équation du sixième degré est l'équation résolvante de Lagrange, et elle se résout comme on l'a vu par deux équations binomes successives de degrés 2 et 3.
_ P ; NE RER ARE ES AEEAIE
3 D on à ainsi à résoudre une équation du sixième degré pour déterminer y; Si y, est une racine, et z, la valeur correspondante de 2, les six racines Sont Yi, wY1, WY1, 1, WZ1, W°z,, et les racines de l’équation donnée sont
LE rot mu TT us da 2 , Lo — — + V1 = 071, Cire, 25, :
L'a = — at i 1/1 —+- O 41,
on tire de là JV = Li + O2 + W°T3,
J2! = Ti —- W T9 —- WT 3, de sorte que 37. et 37, ne sont autres que les fonctions 4 et 4 qui nous ont servi dans la méthode de Lagrange, et les deux procédés sont identiques.
La discussion de l'équation du troisième degré est assez connue pour que nous ne la fassions pas ici.
53. Les équations spéciales irréductibles du troisième degré sont caractérisées par un groupe particulier ; le seul groupe transitif au-
ÉQUATIONS DU QUATRIÈME DEGRÉ | 89 tre que le groupe symétrique est le groupe alterné [, (aidots), (aitut2)|, qui est en même temps le groupe des fonctions cycliques, puisqu'il est composé de la substitution circulaire S = (xim2,) et de ses puissances (K 26); les seules équations spéciales du troisième degré sont donc celles pour lesquelles une fonction à deux valeurs fait partie du domaine de rationalité ; comme c’est aussi une fonction cyclique, l'équation devient, comme nous le verrons plus tard, une équation abélienne, et sa résolution exige seulement l’extraction d'une racine cubique et la connaissance des racines cubiques de l’unité. La condition nécessaire et suffisante pour qu'une équation du troisième degré jouisse de cette propriété est que le discriminant soit Carré parfait; en supposant l'équation mise sous la forme 2 + px + q = 0, ilest facile de former toutes les équations abéliennes à coefficients entiers ou fractionnaires; si l’on pose
A = — (Ap° re où 274?) —t q = 1p, F — Hp, On à 271? + pu? 27} + pu? 97X2 + pu?
D= —————; Q = —À1——, P= — nu — ‘ 4 4 À
il suffit de donner à À et & toutes les valeurs rationnelles possibles pour avoir les équations répondant à la question.
(4) fx) = 2 + caf + co? + x + 0, = 0, a pour groupe symétrique G un groupe formé de 24 substitutions jouissant de propriétés particulières que nous avons déjà étudiées. Les principaux sous-groupes sont :
1° Le groupe alterné G’ d'ordre 12, dont nous avons déjà parlé au S8 et formé des substitutions
1F (tit2)(dsts), (tits), (aixs)(dots), (tit), (X1X3%2), (TidsT4), (tiTI3), (TT), AA (T3), (ToX,T3),
2° Les groupes G, G, G: d'ordre 8, auxquels appartiennent les trois fonctions conjuguées
É rn E Pe = Midas Tets, O3 = LT, + Lots (S 15),
Gi = [, (aa), (ame), (aim) (aim), (tits) dors), (a12:)(dots), (LiTa%2T, : (aititits)],
G = ft, (ais), (tot), (aits)(tati), (mita(diti), (tit:)(d2ts), | (T1T2L3T4), (t1T%3%2) |,
Gs = [1, (aix), (rots), (aim) (dots), (aid3)(m2@s), (tite) dax), (tata) (attire)
ce sont des sous-groupes du groupe symétrique et non du groupe
alterné.
3° Le groupe d'ordre 4,
H = (1, (ai)(as,), (mms)(a2ms), (ait) (der), auquel appartiennent la fonction = Lila + Lil — Vis — Lots, = (Xi — LL — 3) = Di — 22 ($ 21) et aussi la fonction 4 = Down +o os, = (Tilt) + O(Mi Ts + Lol) + DIT, +LiT3),
où «w est une racine cubique de l'unité ($ 25); le groupe H estun sous-groupe invariant du groupe symétrique et des groupes (Gr, Gi, G:, G:, el c'est aussi le groupe commun avec trois groupes Gi, Go, (EE \ : :
4 Les groupes 41, 42, 93 d'ordre 4 auxquels appartiennent respectivement les fonctions
LA Li le — Lay, Ya Li Us Mars, Ya—Ti tds Li Xs (SO), ji = (1, (tit), (csmi), (aitr)(dsti)], Ja = (M, (ait), Go), (eirs)(eams)], gs = (1, (ai), (as), (aime )(æets)] ;
g, est un sous-groupe invariant de G;, de même g, de G et gs de G3.
5° Les groupes cycliques d'ordre 4 (K 26), CL rm iv rie tu RME RON MEET en CG = (1, (rit), (mit )(rets), (aitsr,t) | ; au premier appartient la fonction cyclique Wii = (di + ds + W22 + x)",
où w est une racine primitive de w*—1— 0, c'est-à-dire +i
OU —1; par suite à ces trois groupes appartiennent respectivement les fonctions cycliques Wy = [(di — do) + Us — 2)]", wi = [fai — 22) — (x, — 2,1f", Wa = [(di — 3) + Ua: — x)", Wh = [(r, —%3) — Ur: - m)}t, Wa = [(as — 2) + ds — d3)f, w = [(di — 23) — ta — 23)";
C,, G et CG; sont des sous-croupes invariants des groupes Gi, G, G3. 6° Les groupes d'ordre 2 ($ 8),
Cr OR EM (Er. at) Re, (aim) (ar),
formés des carrés des substitutions circulaires précédentes, et aux-
quels appartiennent les fonctions
aies) ii) f, [ais ia), [ai—as) (ae — 23); ce sont des sous-groupes invariants de H, ainsi que de CG, G, CG EL 91, Qa; 93.
Il existe d’autres groupes d'ordre 2, nu = [1, (aia)), = [1 (cs2)], = [I (m2), auxquels appartiennent des fonctions telles que
Us (x De T2) + U3l3 + U,X,,
et qui sont respectivement des sous-groupes invariants de 41, 2 et g3.
Nous ne considérerons pas les groupes d'ordre 6 auxquels appartiennent respectivement %1, 4, æ3 et æ.
On peut résumer ce qui précède dans le tableau suivant .
Tr DA DL G
1? DL G' — $ O0 Gi G G:
et 7/1 ER 20 g; 2 VE \@7 C: C3 H Mes ni M2 ETRERET K, K, K,;
55. On en déduit différentes méthodes de résolution : 1° Celle de Lagrange consiste, en partant des fonctions symétri-
ques, appartenant au groupe G, à calculer la valeur d’une fonction appartenant à l'un des trois groupes (, G, G3, par exemple la fonction eo = 23% +32. Il faut pour cela calculer l’une des racines de l'équation du troisième degré à laquelle satisfont D1, Lo, ©3, et qui est (S 15)
(2) Ds) ET die den = 0) où h=— C2, d ti MC, d; = — (CÈ + ACC, — CC
Lorsque l’on connaît »,, on peut calculer les fonctions appartenant au groupe 9,, qui est un sous-groupe invariant de G:, par la résolution d’une équation du second degré ; en particulier les quatre fonctions Zi, Air, La+d et xx, sont dans ce cas; elles appartiennent au groupe 9, et s'expriment rationnellement en fonction de l’une d'elles.
Si l’on considère par exemple la fonction 4 = 2%, elle a, pour les substitutions du groupe G,;, les deux valeurs {4 et { = æ2œ, qui sont racines de l'équation
EE — mt + c = 0; lorsqu'on a déterminé une racine de cette équation, et qu'on la prend pour valeur de 4 = 21%, on peut exprimer les quatre
fonctions dont nous venons de parler, car on a déjà, en désignant par { l’autre racine,
L1L2 = U, Laly = l2 = D — , puis Ui(æs + 14) + (ai +) = — C3, Dee de ti lo IC), d'où — C3 + Cils — C3 + Cite Li + Lo — Ù PE L — li li SES la
Il ne reste plus qu'à résoudre deux équations du second degré ayant pour racines l’une x, et +, l’autre x, etx,, connaissant respectivement la somme et le produit de ces quantités ; il suffit naturellement de calculer l’une des racines de chacune de ces équations, puisqu'on connaît déjà + et x;+ax,. On a ainsi les quatre racines de l'équation (1) en calculant une racine d'une équation du troisième degré (2) qui est la résolvante de Lagrange, et une racine de trois équations du second degré. On s'assure immédiatement
qu'un changement dans le choix de la racine que l’on calcule pour chacune des équations résolvantes successives revient à une permutation des indices des quatre racines 1, %2, 3, æ.
56. 2° Une modification apportée à la méthode de Lagrange consiste à prendre comme fonction du groupe g, au moyen de laquelle on veut calculer les autres
Vi ice di ds de pour les substitutions de G, elle a deux valeurs égales et de signes contraires, et l’on a (S 21)
(3) Pi — ( En AC Pie ko.
On peut donc calculer +, id, %3+x,, xs, en fonction de y, mais il est préférable d'opérer de la manière suivante :
La fonction y, a six valeurs deux à deux égales et de signes contraires, et est racine d’une équation du sixième degré à coeflicients symétriques ; on l’obtient soit directement, soit par l'élimination de v, entre (2) et (3), ce qui donne, enposant y; = d,,
(4) PO)= PH (Sc —305)0 + (8ci — 16c$c2+ 16cics +160 —64c,)0
SET: (ci RrT Acc = SC)? = Soient M, 0, 9, les trois racines de cette équation ; les équations D'ÉNn U Pon me RE om LÀ Dom D — vb, 42 = + ds Te MORTE V8,
Y3 = Dir Lo —— L3 = V6,
Did DRAP == C; donnent 4 L ar + Vi + Vs + V0; 1 = n 1 NL Lo = ———————--—————— }; x 4 D e, A2 Æ ) — © — V8, + V0; — V0, Lg = —— ——— ; À — ci — V6 — V6: + Vi, Nine n 5
mais il faut remarquer que, dès que l’on a choisi celle des deux va-
leurs de ÿ/0, que l’on prend pour 7, et celle des deux valeurs de ÿ/% que l’on prend pour Y,, 7, se trouve par cela même déterminé, et on ne peut choisir qu'une seule valeur de ÿ6, ; la formule donnant x; ne présente ainsi que quatre déterminations qui sont les valeurs des quatre racines.
Cela tient à ce que le produit 7:72:7, est symétrique, et que l'on a
(6) Yaxaks = Sri — Edit, + Emitits — — (0c$ — Acic2 + BC).
On a donc, au fond, à calculer deux racines d'une équation du troisième degré, et à prendre deux racines carrées. Remarquons que 0,, 0, 0, appartiennent respectivement aux groupes G, G&, G; et que la connaissance des trois racines de l’équation (4) entraine celle des trois racines de l'équation (2), et réciproquement.
57. 39 La recherche d’une fonction cyclique, appartenant à l’un des groupes C;, G, C:, dépend d’une équation du sixième degré, mais comme ces groupes sont respectivement des sous-groupes invariants de Gi, G, G3, on aura une fonction du groupe C en extrayant la racine carrée d’une fonction du groupe G;, et de même des autres ; ainsi les fonctions cycliques w,, wi sont telles que w+w, et (w,—w;) appartiennent au groupe G, ets’expriment rationnellement en fonction de e:.
On a en effet f 7 7
WÙi + w! — Sh KL? h == G(x: EE 7 L2)(L3 due IDE Pie (T3 GE due
et, d'après les équations (3) et (4), 0.6; s'exprime rationnellement au moyen de 0, ou de e, par la formule
00,03 — br — C2 + 49:)020: De (ci — ÀciC + 8c:) ; de plus | Lan — 2) + us — me — 2) — (es —2)] = de sorte que l'on a WU = (C? — 22 — Lo)* et w,, ainsi que w;, sont racines de l'équation
(7) 0? —[40,0, —- Qc? — 2c, — 261)° Ju Fi le le — 20: — 204) = 0.
ÉQUATIONS DU QUATRIÈME DEGRÉ 95 Ayant ainsi w, par exemple, la fonction (ai Se La) = (C3 Dr 5 7) — uw est une fonction de Galois au moyen de laquelle s'expriment les autres, ainsi que les racines elles-mêmes ; le calcul de x,, 2, xs, æ,
en fonction de ÿ w, est compliqué ; on peut le remplacer par le suivant, dont nous retrouverons la généralisation dans la théorie des équations abéliennes :
Dans la fonction fun = + im tix, remplaçons à par et 2; nous obtenons les nouvelles fonctions D D la do Li, ao = Di — iT3 + da + id; les produits (di RIRE 2,)(& LA ire UD CF — À, (da — 1d3 — La + 0 ds + ds — 2 — it) = B
restent invariables pour le groupe C, et s'expriment rationnellement au moyen de w, ; leurs valeurs sont js Leu — w
OLuo, + (ec? — ca — 20}?
M ARTE ma en 2 A 14 A0 XeXs
214212 me Vu ww! (ef — 20: — 20, WU WU:
Elles sont bien rationnelles par rapport à w,, car l'équation (6) donne la valeur de Y:y»73, et nous avons reconnu précédemment , + que l’on à
(8) Vans Vas = c?— 2co — Do ; dès lors les équations Li + T3 — Lo — T0, = WU, Ti La x 2 — A(Vun)?, La — Ts — do + ir, = B(ÿ wi),
Li + + ls + TL, — — Ci donnent
(9) a ce Vu PA(Vw,) + B(Vur)* . 1 On
et des expressions analogues pour les autres racines ; elles sont de même forme que celles qu'a données Euler.
On a de cette façon à calculer une racine d'une équation du troisième degré, puis une racine d'une équation du second degré, et à extraire une racine quatrième.
58. 4° En partant des fonctions symétriques appartenant au groupe G, on peut calculer une fonction appartenant au groupe alterné Gr’ par l'extraction d'une racine carrée, puis une fonction appartenant au groupe H par l'extraction d’une racine cubique. Comme nous l'avons vu au $S 95, la fonction
21 = Di + WOS2 + W°03 — (Xi1T2 + L3T) ae (LT ax TaT) a DLL, + T3),
où w est une racine cubique imaginaire de l'unité, est racine d’une équation binome de degré 3 dont les coeflicients appartiennent au groupe alterné. Cette fonction zx, n'est autre que la fonction de Galois relative à la résolution de l'équation du troisième degré (9) ayant pour racines w, %, ©, lorsqu'on emploie la méthode de Lagrange ; On à, en adjJoignant les racines cubiques de l'unité ou V—3,
où di, d», d, sont les coefficients, et A le discriminant de l'équation (2); 4 est identique au discriminant de l’équation du 4° degré, comme nous l'avons déjà vu au S 15.
Ce discriminant,
A — Adi — 274? + 18d,d,d, + d?d? — Ad;d:, peut être mis sous la forme particulière —(4P$ +270?) si l’on applique à l'équation (2) la transformation > (A / 7 7 ES ET Zn
qui fait disparaitre le deuxième terme; on a alors
di \° did; 2dÿ\?
ARE) Eur: { mn) Has 2 1 à i (de &| ( 3
ou, en remplaçant di, d:, d; par leurs valeurs,
C 2 A=— À, Ce à) 2 (—cieecie+
CiC2C3 ACoC, =)
Les fonctions symétriques Ge P — Ca6g — Ace —
CE
jouent un rôle particulier dans la théorie des invariants des formes binaires ; si l’on écrit l'équation (1) sous la forme
f(x) = ax + 4h + Gex? + Adx +e = 0,
on à (*) A Ho A = — (S— 277), où CL AR OMRLE S = ae — Abd + 3c?, Le cad Ge
La recherche de la fonction précédente z, appartenant au groupe H est équivalente à la détermination des trois fonctions ©, 2, Ps et aussi à celle des trois fonctions 0,, 0,, 6, employées dans la deuxième méthode ; on peut donc, après avoir calculé z,, déterminer Di, %2, %3 COMME nous avons déterminé les racines 2, 2, x: de l'équation du troisième degré au moyen de 4, par les formules (4) du $ 51, puis en déduire 6:, 6, 0, et enfin x, 2, æ:, æ, par les formules (5) du $ 56.
La méthode que nous venons d'indiquer n’est donc pas nouvelle: elle consiste simplement dans l’application de la méthode de Lagrange à la résolution de l'équation du troisième degré (2) (S 55); mais, en suivant le tableau des groupes de quatre variables, on voit qu’on peut, en partant de z,;, déterminer une fonction de l’un des groupes Ki, K,, K; par l'extraction d’une racine carrée ; en prenant
D = [(ai — 2) + Ua; — x.)}, D = [(ts — 24) + x — 2) on à les deux valeurs conjuguées, pour les substitutions du groupe H, d’une fonction appartenant au groupe K,; leurs fonctions symétriques sont déterminées par les formules
À kif —1) 32—d?+3d; (A) voi =Airi—d)(2s—2s) = Ho: 9) = Sn NON | CA A2) Vorvor — i(ai— 2) + (ar — a)] = ic? — 20: — Do) 2e | a M aa OU | SE On a ainsi l'équation du second degré dont v, et v! sont les racines.
(*) Sazmox, Lecons d’Algèbre supérieure, p. 270.
VOGT. — RÉS. ALG.
Connaissant v,, une extraction de racine carrée donne la fonction de Galois. 2, +æ3— x —ix, au moyen de laquelle on peut calculer les racines, ou bien encore, on peut poser
(ri — de) + rs — 2) — Voi ;
(Ti ge © Le) + (ty — La) — Voi , où les signes sont déterminés en fonction l'un de l’autre par la relation (12); de plus + —t, —x, — y, est une fonction du groupe 9. dont K, est un sous-groupe, et s'exprime rationnellement au moyen de v, ; on aura sa valeur en se reportant à la manière dont A—yiv;! a été déterminé dans le $ précédent; 0, et e; s'expriment au moyen de z,, et w, est égal à v?, de sorte que l’on obtient la valeur de y, en fonction de v, et de z,. En joignant aux for-
mules précédentes la relation x +%+a;+4—=—t, ona / AT = — Ci + Yi + Vos — ioi, (13) \ Ax> — — Ci + 41 — Vo + ivoi, | AT = — Ci — 43 — V0 + Voi, Ad, = — Gi — y1 + ii — voi.
Nous mentionnerons encore la manière d'arriver à la fonction de Galois ti — 2: +ix; — ir, par la suite des groupes G, Gi, 91, K;; la fonction v, est déterminée au moyen de 7, appartenant au groupe 9; par l'extraction d’une racine carrée ; en posant
V1 — Ua = 65 = il ET 10,18 V, — (Gr LD 1X3 ae Le, On à —D(c}—4ciC2+803)
(4) vu = Uri —as) — Uri) = 2943 = FER AN él
TE) one 9 \9 1 9) ,9 2 (15) Voivo: —= (x: —L3) + (tax) = D PR — 9 (3c?—8c2 —y}),
d'après les formules (6) et (3); on a ainsi v, en fonction de %:; on en déduit les racines x par la formule
(16) de, = — 0 + 4 + Var VO, et d’autres analogues qui se déduisent de (13) en remplaçant Yi Darty
Enfin, on peut calculer la fonction de Galois par la suite des groupes G, Gi, g:, y, en résolvant deux équations du second degré après avoir déterminé 71.
59. La méthode de Ferrari consiste à décomposer le premier membre de l'équation du quatrième degré en un produit de deux facteurs du second degré ; je vais montrer qu’elle revient à la méthode de Lagrange.
Supposons que l’on ait effectué une décomposition de f(x) sous la forme
(A) fe) = + + ed? + cor + = (2? + ax + Bj(a ax +). On peut remplacer le produit des deux trinomes par une différence de deux carrés,
ù 2! 3/\2 PU Be ie Ar (a+ e+ te) -( PA ah
comme aœ+a — €, le premier terme peut s’écrire, en posant
/ | ONE BH 8 — }, (a? + La) , et le polynome f(x) est égal à _ 2 C4 NE EC pi :
fe = (a+ gets) —( uen
Comme on a d’autre part identiquement
G : À: 7 — [ (+ —a)e te (a )e+ de — «) | Ù
il faut que À satisfasse à la condition que le dernier trinome soit carré parfait, et cette condition, qui est nécessaire, est aussi sufilisante, de sorte qu'à chaque décomposition de f(x) sous la forme (1) correspond une décomposition analogue sous la forme (2), où le second trinome est carré parfait, et réciproquement.
Or, a priori, on peut mettre le polynome f(x) de trois manières et trois seulement sous la forme (1), en désignant par 1, 2, #,, æ, les racines de l'équation ; ce sont |
ft) = [e? — (ai + dx + ait, ][e? — (2: + dix + ax], Le) = = (ri E mt Hits ]|e? — (22 + ar + ax], f(x) Ti + rÆ= (æ: me L,)a —+- IE —— (Lo —- La)æ —+- LL] :
il existe donc trois valeurs de À satisfaisant aux conditions imposées, correspondantes à ces trois manières; comme À—£6+f, et que 8 et 6’ sont les termes constants des deux trinomes dans les-
quels f(x) est décomposé, on voit que les trois valeurs de À sont égales à A — L19 —- LT y, h — Lil 3 Ste La y À — Li, are Los ;
ce sont les trois racines #,,%,,%, de l'équation résolvante de Lagrange ; on le vérifie du reste en formant l'équation à laquelle sa- LISTER
Q eu 1 ne Er Rest on _— ‘
(3) D{)) — 10 —- BLEU ) e e) C 9 a) = 0 ; elle est identique à l'équation (2) ($55) ayant pour racines 1, 2, 03.
Lorsqu'on a déterminé une racine À», de cette équation, et qu'on lui attribue la valeur 2%, + x,x,, la décomposition effective en un produit de deux trinomes de f(x) qui, sous la forme (2), est une différence de deux carrés, donne précisément
ft) = [ae — (ui + r,)x + mi2]le? — (ds + dix + aux]; il en résulte que les coeflicients des deux trinomes obtenus, qui contiennent la racine carrée d’une fonction entière de À;, sont les valeurs des quatre quantités @+a, 2%, 2:+%, 23%. On est donc amené, par la méthode actuelle, à déterminer en fonction de À, les quatre fonctions précédentes des racines, puis à résoudre deux équations du second degré; c'est ce que l’on fait précisément
dans la méthode de Lagrange.
« et « sont égaux respectivement aux sommes de deux racines, les trois valeurs que prend cette quantité sont
Q} ci L4 a :
On peut ajouter que À+ D — ( estégal à ( | ; comme
} ND l 9 L 2
4 (æ1 La — L3— Xi), Vi (di + rs — Lo — die TE (æi ne 7 MN T3) , . | . L i 1 1 r nan
c'est-à-dire so 0,, m3 0, + 0,. Nous vérifions de cette façon que
À où & et © sont liés l’un à l’autre par la relation
D — Ci — Ac: + 4e.
60. Nous allons appliquer l'étude de la nature des racines de l'équation résolvante (}) — 0 à la discussion de l'équation du quatrième degré ; nous nous placerons dans le cas où les coefficients de celle-ci sont réels, et nous chercherons la réalité et l’ordre de multiplicitétdes racines TT: IL: |
D'après la remarque déjà faite que le discriminant de (À) est le même que celui de f(x), la condition nécessaire et suflisante pour que les racines x soient distinctes est qu’il en soit de même de RER |
En étudiant les différents cas qui peuvent se présenter pour les racines æ, on arrive à des conclusions différentes relativement aux
, fi Re
racines À et au signe de À + . — @, de sorte queles réciproques
sont exactes, et qu’on peut énoncer les résultats suivants :
I. À, À, À distincts : les racines 2, 2, #3, #, le sont également.
! c? , 1° À, À, À réels et > er les quatre racines + sont (1
réelles.
; } C. ; 2° À,;, à, À réels; un au moins < & YU : les quatre racines sont imaginaires.
3° À réel, A+, À, imaginaires : deux racines sont réelles et deux imaginaires.
Il. = À, À, : l'équation a au moins une racine double x, =.
1 2 >>G——: trois racines réelles et distinctes, dont une double.
DOM) CC, — me : une racine double réelle et deux imaginaires. c? c?
« Î , , 3 } — Perret À 0 —— S : deux racines doubles réelles Li —= Lo, 3 —= X, c? C2 40 À — Er NE a. 2 #e : deux racines doubles imagi-
IT X==: l’équation a au moins une racine triple.
une racine triple et une simple.
une racine quadruple.
Il serait facile d'exprimer les conditions précédentes au moyen des coefficients de f(x); j'indiquerai simplement que la condition nécessaire et suffisante pour que l'équation ait une racine double est exprimée par l'égalité A = — (4P% +970?) = 0, où P et Q
ont les valeurs données au $ 58, et que les conditions nécessaires et suffisantes pour qu'elle ait une racine triple sont exprimées par Pa tOM ER MO ES NOREENTID ICTAIDA RS 00!
On obtiendrait des résultats analogues en discutant l'équation résolvante ayant pour racines 0,, 0,, 0, ; on peut ajouter que parmi les trois décompositions de f(x) en trinomes du second degré, il en existe toujours au moins une à coeflicients réels.
61. Les équations spéciales du quatrième degré irréductibles sont caractérisées par un groupe particulier satisfaisant à la condition d'être transilif; les groupes transitifs à quatre variables sont les suivants, après le groupe symétrique : 1° le groupe alterné G'; 2° l’un des groupes d'ordre 8 : Gi, G@, G3; 30 le sous-groupe invariant H; 4° l'un des groupes cycliques : CG, G, C3.
Les équations ayant pour groupe G’ sont caractérisées par ce fait que le discriminant est carré parfait dans le domaine de rationalité ; alors les fonctions e, e:, ©, et x, s’obtiennent par l'extraction d’une racine cubique après adjonction de la racine de l’unité w.
Celles qui ont pour groupe G;, G ou G; sont telles que l'équation résolvante de Lagrange, ou bien l'équation (0) —Q aient une racine rationnelle; les méthodes que nous avons données s’appliquent à leur résolution et les racines s’obtiennent par l'extraction de trois racines carrées ; les équations bicarrées et les équations réciproques appartiennent à cette classe.
Celles qui ont pour groupe H sont telles que les trois racines de l'équation résolvante de Lagrange s'expriment rationnellement dans le domaine; les formules (11), (12) et (43) indiquent comment on les résout par deux extractions de racine carrée. Enfin celles qui ont pour groupe l’un des groupes cycliques GC, C&, G; sont des équations abéliennes ; les formules (9) montrent que leurs racines s'expriment au moyen d'une seule racine quatrième portant sur une quantité connue.
62. Nous venons de voir que l’on peut résoudre les équations du deuxième, du troisième et du quatrième degré en cherchant une fonction de Galois de la forme
di = Li + WT + re +... DR
où w est une racine primitive de x*—1 —0 que l’on adjoint,
RECHERCHES DE LAGRANGE
dans le courant du calcul, au domaine de rationalité. Lagrange, dans son mémoire dont nous avons déjà parlé, a cherché à généraliser cette méthode pour une équation de degré quelconque supposée générale ; il n’est pas parvenu à résoudre les équations de degré supérieur à quatre, et nous verrons que c'est impossible, mais ses recherches sont importantes pour la résolution de certaines équations spéciales, et nous allons les résumer,
Supposons d'abord que le degré n de l'équation soit premier ; d’après ce que nous avons vu au chapitre V, la fonction
EUR RE SO EE Em
est une fonction cyclique admettant (n—1)! valeurs pour toutes les substitutions ; mais, parmi ces valeurs, il en existe n—1l particulières appartenant au même groupe que w,; ce sont les fonctions #1, W:, …, W,_ obtenues en remplaçant dans la précédente w par chacune des racines de l'équation binome #—1 —0 autres que l'unité, racines que nous avons désignées par
ml
9, WP, 3 ces fonctions wi, W:, ..., Wn_x, qui s'expriment rationnellement au moyen de l’une d’entre elles, sont elles-mêmes telles que la fonction cyclique 02 = où x estracine primitive de x*-!—1—0, appartienne au groupe mélacyclique que nous avons désigné par
CR EL DE E) MARF ITR mn
PT 0 + a + 20 + ee Hat nn, JT,
M=]z3 az+b] (mod. n) |
La fonction x est racine d'une équation de degré (n—2)! à coefficients symétriques ; si l'on connait une racine de cette équation, on peut calculer 2x1, æ,, .…., æ, par de simples extractions de racines, après adjonction des racines de l'unité w et «, comme nous allons le montrer.
On peut d’abord supposer les indices des racines x choisis de façon que la quantité connue soit la fonction x précédente ; en prenant une racine d'indice n—1, on a la fonction
a ES W, =E as —- Le -t- D) 2 TT
elle appartient au groupe de w,; c’est de plus, par rapport aux élé-
ments Wi, Wa, ..…., Wn_1, une fonction de Galois, et l’on peut calculer ces éléments d'une manière rationnelle au moyen de y et des fonctions symétriques des n—1 quantités w. Ces dernières fonctions symétriques, restant invariables par les substitutions du groupe M, s'expriment rationnellement en fonction de x et des coefficients de l'équation donnée ; par suite 4, W:, ..., Wn 1 peuvent être calculés rationnellement au moyen de net de +.
Ayant ainsi w,, une extraction de racine n° donne la fonction de Galois ad
= +0 +: +uwtir, = Yu,
au moyen de laquelle s'expriment les racines + elles-mêmes ; il est plus simple de prendre à la fois les n—1 fonctions cycliques is Un LE eNAUÉSISNANtTIDA ME de. No, IPS rACITIes de l’unité qui y entrent respectivement, on a
Li + de + Home, = Wu, Li + Do + ce Ho, dr, = Vu,
n Pat 0h als ENNER Hier, — NÉE
À pa 2 ee mr 2 eu 0 d’où l’on tire DEEE Nr nT; = — Ci —— Va: = VW, Sr HA ÉTTEE ls = — +0 Yu + vz V0» He + dy NAT
Ainsi donc, on résout l'équation de degré n, n étant premier : 1° en calculant une racine d’une équation de degré (n —9)!;: 2° enextrayant une racine d'indice n—1 et une autre d'indice n.
L'équation résolvante de degré (n—92)! ayant pour racines les fonctions métacycliques conjuguées est, pour n>5, d'un degré supérieur à n, et la difficulté du problème n'est que reculée ; cependant si une équation spéciale est telle qu’une fonction métacyclique soit connue et fasse partie du domaine de rationalité, cette équation est résoluble par radicaux ; nous démontrerons plus loin la réciproque de cette proposition fondamentale.
63. Considérons maintenant le cas où le degré de l'équation est un nombre composé ; soit n — pq, où p est un nombre premier ; nous allons ramener la résolution de l'équation donnée à
X: — d ae L p+1 ie La p+1 vi + T(g-4) p
X2 — Lo a re Ty TO es V(q 1) p+2»
Xp = Ly + Lop + Yop
des racines de chacune d'elles; si elles sont connues, on peut calculer toutes les fonctions symétriques des racines de chaque série, car elles appartiennent au même groupe de substitutions que la somme X correspondante, et s'expriment rationnellement au moyen de cette somme et des coefficients de l'équation.
La connaissance des fonctions X4, X:, ...,X, entraine ainsi celle des coefficients des p équations dans lesquelles se décompose l'équation donnée.
Pour déterminer les quantités X, nous formerons l'équation de degré p dont elles sont les racines,
F(X) = X? + XP + CXP 2H + CO, = 0,
Les coefficients appartiennent tous à un même groupe de substitutions des variables x, celui que l'on obtient en permutant dans chaque série les éléments x de toutes les manières possibles, et en permutant les séries entre elles ; il a pour ordre (q!}?p!, de sorte
que Ci, C,.…, CG, s'expriment rationnellement au moyen d'une seule fonction y appartenant au groupe précédent, et racine d'une nil
équation de degré IG Quant aux racines de l'équation F(X) = 0, on les obtiendra,
puisque p est premier, en appliquant la méthode précédemment décrite, c'est-à-dire en résolvant une équation de degré (p — 2) ! et extrayant des racines d'indices p—1 et p.
On a donc, en posant n — pq, où p est premier : 1° à calculer
une racine y d'une équation de degré à coefficients connus;
2° à calculer une racine d’une équation de degré (p—2)! dont les coefficients sont des fonctions rationnelles de la racine y calculée ; 3° à éxtraire une racine d'indice p—1 et une autre d'indice p ; 4° à résoudre p équations de degré qg. Si q est un nombre
composé, on pourra répéter ce qui précède pour ces nouvelles équations.
Ainsi, pars exemple, pour, n— 4. p—tg22; Ja tmiettionte précédente conduit à poser Xi = %+ 3, X2 = 2 +, ; les coefficients de l'équation F(X) — 0 dépendent d'une racine d'une équation du troisième degré qui est précisément l'équation résolvante de Lagrange ; on a alors X, et X, en extrayant la racine carrée d'une fonction rationnelle par rapport à e,, et il reste à ré-
soudre deux équations du second degré.
Pour n >4, l'équation résolvante de degré PAC] est d'un p\(q!
degré supérieur à n ; il n’y a que pour des équations spéciales que les recherches précédentes conduisent à la résolution d’une équation de degré > 4.
CHAPITRE IX
64. Soit une équation de degré n, Be ER A So RS at PSN RP EN E
nous supposons que les coefficients font partie du domaine de rationalité (R’, R", .….), défini par des paramètres arbitraires et indépendants R’, R',... comme nous l'avons expliqué au chapitre VI, et que le polynome /{x) est irréductible dans ce domaine ; nous dirons que l'équation est résoluble algébriquement si l’on peut y satisfaire identiquement en substituant à x une expression formée au moyen des éléments du domaine et des signes des opérations suivantes de l'algèbre : addition, soustraction, multiplication, division, élévation à une puissance d’exposant entier, extraction de racine d'indice entier, en nombre limité ; nous dirons aussi que l'équation est résoluble par radicaux.
Comme l'extraction d’une racine d'indice pq se ramène à deux extractions successives de racines d'indices p et qg, on peut toujours supposer que les radicaux qui entrent dans l’expression de la racine sont d'indice premier ; c’est ce que nous ferons désormais.
Avant de chercher si une équation est résoluble algébriquement, il est nécessaire d'étudier la formation des expressions algébriques. La suite des calculs à effectuer pour arriver à une telle expression peut toujours se ramener à la série suivante d'opérations :
(*) Ce chapitre est extrait, en grande partie, de l'ouvrage déjà cité de M. Nerro, Substitutionentheorie, chap. 13, p, 235.
1° Calcul d’une fonction rationnelle des éléments du domaine RARE
2° Calcul d’une racine V, d'indice premier p, de cette fonction rationnelle ; nous supposons que F, n’est pas la puissance exacte d'ordre p, d’une fonction du domaine donné, car sinon on prendrait cette fonction comme valeur de V,, qui ferait ainsi partie du domaine primitif; V, est par suite une quantité nouvelle définie par l'équation
NU = TR ARE
3° Adjonction de V, au domaine, formation d'une fonction rationnelle F,(V,, R', R”, ...) du domaine ainsi étendu, et extraction d’une racine V,, d'indice premier p,_, de cette fonction; F,_, peut ne pas contenir V,, mais n’est pas une puissance exacte d'ordre p,, d’une fonction du nouveau domaine (V,, R’, R', ...), car sinon V,, en ferait partie ; c’est donc une nouvelle quantité définie par
NUE RAIN ER ARE
4° Adjonction de V,, au domaine déjà formé, formation d’une fonction rationnelle du nouveau domaine F, AV, ,, V,, R', R’,...) contenant ou non V,, et V,, et ainsi de suite.
On peut donc représenter la formation d’une fonction algébrique æ, telle que celle dont nous avons parlé par la chaîne suivante d'équations :
NASA R ARE) NS TRE N RRR ORENS (2) NORRIS NAN PAR AR RSS NES RON VS IN ER tn re UN EN RAR aber où les fonctions F sont rationnelles et les nombres p premiers absolus.
65. Nous allons montrer comment on peut simplifier la forme des fonctions F, mais nous commencerons par démontrer un théorème fondamental dont nous ferons souvent application.
THÉORÈME. — S1 les équations (3) FEU N PE e m rtf o == 0, (4) LP IP (
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où p est premier, sont satisfaites simultanément, ou bien
fhi=fi=..=f,=0, ou bien l’une des racines de l’équation (4) s'exprime rationnellement UUMOUCEURR Te Rare CRE)
En cffet, supposons que les coeflicients de l'équation (3) ne soient pas tous nuls; les équations (3) et (4) devant être satisfaites simultanément, les premiers membres doivent avoir un plus grand commun diviseur
LÉ HR EE + ox dont les coefficients s'expriment ralionnellement au moyen de K, fi, f2,..., fn; S'il est du premier degré, il donne, égalé à zéro, une racine de l’équation (4) exprimée rationnellement; s’il n’est pas du premier degré, et si x, est une des racines communes, les autres seront de la forme uw, œiuf, ..., Où w est une racine p° de l'unité, et l’on aura en effectuant leur produit
“res 7 — ST pure Ti = D N :
mais on peut trouver deux nombres u et v tels que ku+ po = 1; alors, en élevant les deux membres extrêmes à la puissance uw, on a 7 Sie oY — LPO — SHONANELE d'où PC —— a DEF,
et le premier membre, qui est une racine particulière de l'équation EUR exp Ne rauonnelementtaumOoyen Te AE 2. Le
0 0 r M r théorème se trouve ainsi démontré.
66. Cela posé, je vais montrer qu’on peut mettre les fonctions F de la chaîne d'équations (2) sous forme d’une fonction entière par rapport aux éléments V, avec des coefficients rationnels par rapportà R',R",... Supposons par exemple que F,, ne soit pas HOÉRIONCLIDONCNUOECRDATEEADDOELMAMNN IN EE TN MOIS DENT d’abord la mettre sous forme du quotient de deux polynomes entiers
et écrire Go + GiV, +:
Eu = = —— \, : H, + HV, +:
(*) ABez (OEuvres complètes, t. Il, p.196) a énoncé le premier ce théorème; c'est Kroxecker (Monatsberichte, 1879, p. 206) qui lui à donné sa signification précise.
OÙ Go: C1, HR Hi mmisontientierSIDANrAPDOrE UNE PEN puis ramener le numérateur et le dénominateur à ne contenir que
les puissances de V, au plus égales à p,—1 d’après l’équation
(5) NÉE RIN 0 NP AR ARE Si V, entre encore au dénominateur de F,,, désignons par , Vi, … les autres racines de l'équation précédente; elles satisfont à l'équation X?a — Vis (6) en A 0 CS
Le produit 10H EN BE A CRI CAE
n'est pas nul, car si l’un des facteurs l'était, une des racines Va, Va, ... satisferait simultanément à l'équation (5) et à une équation de degré p,—1 au plus dont les coefficients H,, H;,... ne sont pas tous nuls; d’après le théorème précédent, une des racines de l’équation (b) serait rationnellement exprimable au moyen denev sn VOS NRC ON PSG Tal UE DUI SaTee pa exacte, contrairement à l'hypothèse.
Multiplions alors les deux termes de F,, par le produit Il; le dénominateur est symétrique par rapport aux racines de l'équation (H)*ets'exprimesrationneHémenttanmOoyenI Net NRC numérateur est le produit d’un polynome entier par rapport à V, et d’une fonction Il symétrique entière par rapport aux racines de l'équation (6) et s'exprimant par conséquent d'une manière entière par rapport à V,. On obtient ainsi comme expression de F,, un polynome entier par rapport à V,; si les coeflicients sont fractionnaires par rapport à V,,,, on opérera de la même manière par rapport à cette quantité, et ainsi de suite, de sorte que F,_, sera une fonction entière des éléments V,, Vo4,..,N)" avec -des-coeficients rationnels dans le domaine primitif.
Le calcul étant ainsi effectué de proche en proche à partir de K,, on peut supposer de plus que chaque élément tel que V, entre à une puissance au plus égale à p,—1, car sinon on utiliserait l'équation Vi: — FF, pour exprimer les puissances supérieures de V,; par ce calcul les fonctions F ne cessent pas d’être entières par rapport aux éléments qu’elles renferment. On peut donc écrire
Fi = Jo V, + JV? +, iViat,
oùles1JeSOntiUdestfonchonsenteres deMNEM NE Rav
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67. On peut aller plus loin dans cette réduction dans le cas où V, entre effectivement dans l'expression précédente, et faire en sorte que le coeflicient du terme du premier degré J, soit égal à l'unité.
Soit J, un des coeflicients J,,J,, ..., Jp,_1\ qui ne soit pas nul; posons
(7) JVe —= wW> il existe deux nombres « et v dont le premier n'est pas nul, tels que
ku + pv = 1; alors, en élevant à la puissance x les deux membres de l’équation (7), on obtient DEN ENENE RE Ne d'où l’on tire
(8) V = WEdit; les équations (7) et (8) montrent que V, et W, s'expriment rationnellement l’un par l’autre et par les éléments suivants :
NN en de sorte que les deux domaines de rationalité ANNE ec ON RIRE) NVPRAN ER AN CA RS RENE)
sont équivalents ; d'autre part il n'existe aucune puissance de W, inférieure à p, qui s'exprime rationnellement dans le domaine ON Car SOU Danexemple
W1 — PINCE, RGO ET ie pour q inférieur à p,, on aurait, en partant de l'équation (7),
JÉVÉAE=ELD INSERT EVE Me | et comme le produit des deux nombres # et q n’est pas divisible par le nombre premier »,, on en conclurait qu'une puissance de V,
inférieure à p, serait rationnellement exprimable, ce qui est impossible. Par contre, en élevant W, à la puissance »,, on a
RES REV PR ER NE RER Rent:
on déduit de ce qui précède que W,, comme V,, est fourni par une équation binome de degré p, dans le domaine (V,,:,...), et qu'on peut les remplacer l’un par l'autre dans la chaine d'équa-
tions (2) ; dès lors on peut introduire dans F,_, et dans les fonctions suivantes F, 2, ... F, W, à la place de V,. Dans F,. on remplacera, en se servant de l'équation (8), J;Véupar J;(F'J;#4) Wen, cette fonction est de la forme L,'W?}', en désignant par bd! le nombre compris entre À et p, qui diffère de uh d'un multiple de p,, ét pareLunertonctionrauonnellé tee eN re An peut ramener à une fonction entière par rapport à ces quantités. En remarquant que les nombres uh(h=1,2,...,Pa 4)
ont pour restes positifs (mod.») des nombres distincts de la suite 1,2,...,p,.—1 et que & est la seule valeur de À donnant pour reste {, on voit que l’on a FE =d,+W +LWi +... + L,-1 Was !, où Jo, L2,...,L, 1 peuvent être supposés entiers par rapport à VER Vis»,..., V,. Nous conserverons la forme d'équation Vas = Fu = LH V +RVi+:... + Je
en remplaçant W, par la lettre V,, et nous supposerons désormais que la réduction précédente ait été effectuée pour toutes les fonctions V ; nous aurons en particulier
Di 00 Nas NU IN Re
68. Nous allons appliquer ce qui précède à l'expression algébrique qui satisfait identiquement à une équation résoluble. Supposons qu'elle soit fournie par la chaîne d'équations (2), où les fonctions F ont la forme que nous venons d'indiquer ; formons les différentes puissances de x, en ayant soin de réduire les exposants de Vi, V:, 00 être inférieurs respectivement ap; Det. Mau moyen des équations de la chaîne, et substituons-les dans le polynome f(x); nous aurons le résultat
(9) = 0 AN EAN eee NES OU MH H,%H; sMsSontides fonctions entières de Vs Var e e il doit être identiquement nul.
D'après les hypothèses faites sur les fonctions F, cela ne peut AVOITRLIEUAUQUC SO OT RENTE H,,_1 — 0, car sinon l'équation obtenue en annulant le polynome précédent entier en
V, et l'équation déc — Fi(Ve; Na 3 6000 \?, R’, ie 3e à
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seraient satisfaites simultanément, et, d'après le théorème préliminaire, F, serait la puissance p,° exacte d'une fonction du domaine (Ve, Vs, .…), ce qui est contraire à l'hypothèse.
De la même manière, chaque fonction H mise sous forme d’un polynome entier par rapport à V;, avec des coefficients entiers par rapport à V:, V;, ..…, tel que
H=K,+KV:+KVi +: + Kp,-1 Var, doit avoir ses coeflicients K,, K;, ..…., K,_1 nuls pour une raison analogue, et ainsi de suite.
S'il arrive, dans quelques cas particuliers, que certains des polynomes successifs, ordonnés suivant l'élément V de moindre indice qu'ils renferment, n'aient pas tous leurs coefficients nuls, c’est une preuve que l’on a négligé de s'assurer que chaque fonction F n'est
pas une puissance exacte, et qu'il est possible de réduire le nombre des éléments V.
Comme exemple d’une telle réduction, considérons l'équation du troisième degré æ°+pxz—+q—0, et l'expression algébrique d'une racine +, donnée par la formule de Cardan
22 q VIE) p LUS VTo Et a EME MOINE
elle est fournie par la chaine d'équations :
2 3 nn (2)
{ Nr 65. + V;, 7 Ü Vi = + Va, Li — Vi + Vi.
En substituant x, dans le premier membre de l’équation, on a ai) Hp HV) + = —q+iViV + Vi Vi + pi HpNi+q—=0; les coefficients de V?, V;, el le terme indépendant ne sont pas identiquement nuls; ceci nous prouve que les fonctions V ne sont pas réduites au nombre minimum, et que V, fait partie du domaine (V,, Va, D, q); on obtiendra son expression, d’après la démonstra-
VOGT. — RÉS. ALG. 8
tion du théorème fondamental, en cherchant le plus grand commun diviseur des polynomes
SVIVa + (3V5 + p)Vi + pV,
ICE LH V
et l’'égalant à zéro, ou en remarquant que (3V;V, +p)(V, + V;) doit être nul; on trouve ainsi VV; = — L, ce qui donne ) ) -£ “ — À v: ñ Lot)
nous avons fait disparaitre successivement les irrationnelles du dénominateur, comme nous l'avons indiqué précédemment ($ 66); il résulte de là que la chaine d'équations se réduit à
ANR NES PTS m=(s)+(s)
69. Lorsque les éléments V sont réduits au nombre minimum, on a forcément, dans l'identité (9), H, = H = ::: = H, 1 = 0; supposons que, dans l'expression de x,, on attribue à V, chacune des pi valeurs dont cette quantité est susceptible, et qui sont
Nr oiV,, w?V;, ON) DATIV:,
où w, est une racine primitive de l'équation w/1—1 —0; on obtiendra des expressions "%;, 2, .…., x,, telles que
(40) Vy1 =— Go EE OV; ue Gaw?iV? cie e(X — 0, 1, For Pi > 1) et en les substituant dans /(x), on aura fGx44) = Ho + HiwiVi + HBowffVe + + = 0;
car Ho, H,,.. sont nuls, par suite les p, quantités 1, 22, …., æ,, sont
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racines de l'équation proposée. Ainsi dans l'exemple de l'équation du troisième degré dont nous venons de parler, V, étant le dernier élément de la chaîne, les quantités
ON
sont, avec x,, des racines de l'équation.
70. Nous verrons que les racines ainsi formées sont distinctes, mais nous pouvons, sans le supposer, démontrer une propriété fondamentale des irrationnelles V,, V;, .…., V..
Les équations (10) donnent, en multipliant æ,,1 par w,* et faisant la somme des produits,
DANONE (11) Ve se Zur Ty ; DA par suite l'irrationnelle V, est une fonction linéaire des racines de l'équation f(x) —0, les coefficients dépendant des racines p,“ de l'unité; si les valeurs æ, x, ..., æ,, fournies par les équations (10) ne sont pas toutes distinctes, on a par exemple Sorlrs is = mA +ow +...) + ao ft +owt+...) +.
Soient Zi, &r, .…, æ, les n racines de l'équation donnée, qui sont toutes distinctes d’après l'hypothèse; effectuons dans la somme précédente toutes les substitutions relatives à ces n racines, et lui donnant des valeurs algébriquement différentes ; toute fonction symétrique de ces valeurs est symétrique par rapport à æ, %2, ...,Æn; elle peut encore contenir la racine de l'unité w, ; dans ce cas, si l’on remplace w, par w?, w?, …, w,/t et si l'on forme le produit des résultats, on aura une fonction symétrique s'exprimant rationnellement au moyen des coefficients de f(x), c'est-à-dire au moyen des éléments R’, R’, .… du domaine primitif de rationalité.
En particulier, formons le produit des expressions obtenues en
1} Pi VAS LE Zur hrx +:
Pi
les substitutions précédentes par rapport aux racines x, et, s'il est nécessaire, multiplions ce produit par ceux que l’on obtient en remplaçant w, par les autres racines de l'unité ; nous obtenons un polynome e(y) à coefficients rationnels par rapport à R', R’, ..….. En l’égalant à zéro, on à une équation analogue à f(x) = 0, et l'on peut supposer que ses racines sont distinctes, car sinon on lui appliquerait la méthode de calcul des racines égales qui ne change pas la nature des coefficients; si nous admettons que eo(y) —0 soit l'équation ainsi obtenue, sans racines égales, elle a en particulier pour racine la quantité
effectuant dans
1 sh" yi= pi Boy | NI SNS Ne 0)
elle est, comme on sait, de la forme Ua Lo + LV: + L, V2? +... + LV
où L, est égal à l'unité. En répétant sur y, le raisonnement que nous avons fait sur x, les valeurs
(12) Yes = Lo+ Lim Ve Lui Vi EL, 0.201 pour" Æ£ —10, 1, 2/%902="1 ou lu est une racine nv deMtuniLe, sont toutes des racines de ce(y) = 0; d’après la manière dont nous avons obtenu celte dernière équation, ce sont donc des fonctions des racines x analogues à 7y,, et s'en déduisant par certaines
substilutions effectuées sur æ, æ:, ..., æ,. Si nous opérons comme nous l'avons fait pour V,, nous avons
Ne DOUTER T P2 de sorte que V, est une fonction entière des racines de f(x) = 0, avec des coeflicients dépendant des racines de l'unité ew, et w.
En répétant sur les racines y le même raisonnement, on formera une nouvelle équation d{z) — 0 dont les coefficients font partie du domaine primitif et dont les racines sont fonctions entières de Lis La, ns Et l’On exprimera V; au moyen de ces racines, et ainsi de suite, d'où le théorème suivant :
THÉORÈME. — Si une équation résoluble f(x) — 0 dont les coeffi-
THÉORÈME D'ABEL
cients font partie d’un domaine de rationalité (R', R”, .….), est satisfaite par une expression algébrique explicite x, cette expression peut se mettre sous la forme d’une fonction entière d’une série de quantités
NAN ACRRENT
avec des coefficients rationnels dans le domaine (R', R', …). Les quanhités NV sont d’une part des fonctions entières des racines de l'équation donnée, avec des coefficients dépendant de racines de l'unité ; d'autre part elles sont délerminées par une série d'équations de la forme
Ne = HN NE ..) Ne R’, Le oo h
où les nombres p, sont premiers, et où les fonctions F sont entières par rapport aux quantités NV qu’elles renferment, avec des coefficients rationnels dans le domaine (R', R", …..).
71. Ce théorème permet d'appliquer les considérations que nous avons développées sur les fonctions des racines d'une équation, et nous allons démontrer le théorème fondamental suivant :
THkoRèME. — Les équations générales de degré supérieur à quatre ne sont pas résolubles alqébriquement.
Soit
AA OU 40 NE D he mice LL
l'équation générale de degré n ; le domaine de rationalité est constitué par les coefficients &, €, ., €, qui sont arbitraires et indépendants, etles racines 21,22, ..., x, ne sont assujetties à aucune autre condition qu'à celle d'avoir leurs fonctions symétriques connues.
La racine x, étant supposée exprimée au moyen des quantités Vi, V,,.…, V,, comme nous l'avons dit, la dernière irrationnelle satisfait à une équation de la forme
NUE ES Cr ET Ge elle est par suite une fonction entière des racines NE — o(Ti, TL, … 4)
dont la puissance p£ est symétrique.
L'identité DR NET EP (Ct,LC, A ICn) a lieu lorsqu'on remplace «, &, ...,c, par leurs expressions en
fonction des racines et lorsqu'on considère ensuite 241, æ:, ..., tn comme des variables indépendantes, puisque l'équation est géné-
rale ; le second membre est invariable pour toute substitution ; par suite le premier doit l'être aussi ; mais e change au moins pour une transposition, car sinon F, serait la puissance p° exacte d'une fonction symétrique, rationnelle par rapport à Ci, C, ..…., Cn, COntrairement à l'hypothèse.
Soit donc T—(xx;) une transposition changeant la valeur de #9; comme /# reste invariable, la nouvelle valeur o(x2, 21, .…., æ) ne diffère de la première que par une racine p,' de l'unité w,, de sorte que
ER C a M ORUI TEL IR LAURE PEU en répétant la transposition T sur les deux membres, ils resteront encore identiques puisque les x sont indépendants; mais le premier reprend la valeur primitive o(@, %, ..., %,); on a dès lors
ER nn Me Can d'où, en remplaçant o(%, 1, ...) par sa valeur,
PARTS SERRE LE 7 ee CAN CAR EN ER IL cette identité éxigeque l'on ait wo = 1 dou pp, — 2" NOTYOL que la première irrationnelle V, que l'on a à calculer est un radical carré ; c'est une fonction des racines ayant deux valeurs, et appartenant au groupe alterné ; elle est le produit d’une fonction symé-
trique par la racine carrée du discriminant.
Passons maintenant à l’irrationnelle suivante V,,, donnée par
D Ne = AE Ci, Cas. QXxee) Cn).
Le second membre doit renfermer V,, car sinon, d'après le même raisonnement V,, serait encore une fonction de 1, æ2, ..., Zn ayant deux valeurs, appartenant au groupe alterné, et s’exprimerait rationnellement au moyen de V,, €, €, ..., C», Contrairement à l'hypothèse.
Si l’on remplace V,, c,c,, .…, ©, par leurs valeurs en fonction des racines, F,, est une fonction appartenant au groupe allerné, et si l’on pose
NOR PER TS ec).
V,. est une fonction des variables x dont la puissance p,i° a deux valeurs et reste invariable pour les substitutions de ce groupe. Y varie au moins pour une substitution circulaire de trois éléments, car sinon, d'après le $ 5, elle appartiendrait au groupe alterné, et
THÉORÈME D’ABEL
V, s'exprimerait rationnellement au moyen de V,, ce qui est impossible.
Soit alors, par exemple, S = (a;2,:%;) une substitution qui transforme Ÿ en une fonction que je désigne par 4, ; elle changera Y, en une nouvelle valeur &, et 4, en 4, puisque S° = 1. Comme S fait partie du groupe alterné, elle laisse invariable la valeur de EF, etl'ona diy1 = dvi, d'où
Hi = w, 4, w,, désignant une racine p$, de l'unité ; alors en répétant deux fois la substitution S on a
We = 1h — w_44, Mu 0 1%, par suite wi 1 — 14, p,1—3, et la deuxième irrationnelle doit
être un radical cubique.
Mais si le nombre des variables est => 4, %Ÿ varie au moins pour une substitution circulaire de cinq éléments, d’après les propriétés du groupe alterné; si $S' est une telle substitution, un raisonnement identique au précédent montre que l’on doit avoir
We D D:
Il y a donc contradiction avec ce qui précède, et la résolution
algébrique est impossible pour n >5. On voit que pour n=3
ou 4 le premier radical est la racine carrée du discriminant, et le second un radical cubique, ce que nous avons constaté.
72. Ce théorème fondamental a été démontré pour la première fois par Abel ; la démonstration qui précède est celle qu'a donnée Wantzel. Nous aurions pu nous en dispenser et nous appuyer sur les résultats déjà obtenus, mais nous avons préféré donner une théorie complète en elle-même de la résolution algébrique des équations générales.
Nous allons indiquer une autre démonstration. Nous avons vu aux S 24 et 25 que les fonctions alternées de plusieurs variables indépendantes sont les seules dont les valeurs conjuguées soient racines d'une équation binome à coefficients symétriques, et qu'il n'existe, pour n > 4, aucune fonction ayant m valeurs pour les substitutions du groupe alterné, et dont les m valeurs conjuguées soient racines d’une équation binome.
Il pourrait se faire cependant qu'une des valeurs conjuguées, en particulier, soit racine d'une équation binome à laquelle ne satisfont pas les autres. Je vais montrer d’abord que, dans le cas de l’équation générale, il n’y a que les fonctions alternées des racines dont une puissance de degré premier soit symétrique.
Soit, en effet, (xs, de, .…., æ,) une fonction ayant o valeurs conjuguées, racines d’une équation (13) Po) — o H Ajot +... LA, — 0
à coeflicients symétriques, et satisfaisant à une équation binome telle que (14) Dh PiCi,1C2 ce lon):
Si les équations précédentes sont identiques, les 9 valeurs conjuguées sont les racines de l'équation binome (14) ; cela ne peut avoir léuiquesi”e = pet alorsmoimcstunEMonctiONnMaliCEnEREt elles ne le sontpas, p ne peut être inférieur à p, car l'équation (13) est irréductible ($ 49); les racines communes satisfont alors à une équation de degré inférieur à p, de la forme
(15) ER nn TE AE UT
à coefficients symétriques, mais c'est impossible, car d’après le théorème préliminaire de ce chapitre, e, serait symétrique. |
On démontrerait de lamême manière qu'il n'existe, pour n > 4, aucune fonction des racines de l'équation générale dont une puissance de degré premier soit une fonction alternée. Le théorème d’Abel en découle immédiatement.
73. Revenons aux équations spéciales résolubles algébriquement, pour compléter ce que nous avons dit au sujet de leurs racines.
Nous avons vu que les expressions
(10) XL} +1 —= Go ni GiwiV, SR + (EPRTO IS me) tas obtenues en remplaçant dans æ V; par wfV,, et où G, peut être supposé égal à l'unité, donnent des racines de l'équation f{x)— 0; nous pouvons généraliser, et démontrer le théorème suivant :
THÉORÈME. — Si dans l’expression de la racine satisfaisant à une équation résoluble
Ti = Go( V2, AA . ) = Gi(V2, Net .... )V: + RES —- GNT,
on remplace une ou plusieurs des irrationnelles par une autre des va-
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leurs dont elles sont susceptibles, on a une nouvelle racine de l’équalion.
En effet, nous avons vu que dans le résultat de substitution ÉPREUVE RENE HEIN ONE 2e) VAE EEE HN chacun des coefficients H;, H;, …., H>,,1 doit être nul identiquement, et de même, si on les ordonne suivant les puissances de V:, les coefficients de ces puissances doivent être nuls, et ainsi de
suite.
Nous avons déjà vu que si l’on remplace V, par w#V;, on forme desracines de f(x) — 0.
Supposons maintenant que l’on remplace V, par Vi = w,V,, où w, est une racine de w/2—1—0; V, doit être alors remplacé par une racine Vi de l'équation
NE IN MN Ne e TU EE ne _Fi(V2, Vs, ...) n'était pas la puissance p° exacte d'une fonction du domaine (V;, Vs, ...); par suite Fi(V;, Va, ...) n’est pas non plus la puissance exacte d’une fonction du nouveau domaine (V5, V:, ….) et la suite NRA SN AE NU Ne
jouit des mêmes propriétés que la suite primitive ; si l'on remplace dans x V: et V, par V, et V', la nouvelle valeur
RON PP) EP IGN EN NE ESS
est encore racine de l'équation, car f(x!) est identiquement nul. La démonstration s'étend de proche en proche à toutes les irra- } tionnelles.
74. Les racines que l’on obtient ainsi ne sont pas toujours distinctes, nous allons reconnaitre celles qui le sont, en supposant toujours l'équation donnée irréductible.
Considérons d’abord les racines x,, x,..., x, données par les équations (10) ; je vais montrer qu'elles sont distinctes. Le produit fafx) = (x ==m)(x — 22)... (x — 2, est symétrique par rapport à Vi, Vi, wiVi,.…, par suite s’exprime rationnellement dans le domaine (V:, V:,...); je dis quil
est irréductible dans ce domaine.
Supposons qu'il ne le soit pas, et qu'il se décompose dans les
facteurs irréductibles DIT, Vas Va, 5e ) cr (t — 2%) — 2%). 5)
DalE Ve ste D Dr ee
les premiers membres ne renfermant pas V,, cette irrationnelle doit disparaitre identiquement dans les seconds après tous produits effectués, dès lors ils ne changeront pas lorsqu'on remplacera V, par 1 Vi, …, c'est-à-dire x, par chacune des autres racines ; il faut donc que les facteurs irréductibles 1, 2, ... soient identiques, c'est-à-dire que fix) soit une puissance exacte; mais, comme ÿ1 est un nombre premier, fi(æ) ne peut être puissance exacte que d’un facteur du premier degré qui serait æ—2x,, et cela est impossible puisque æ—*+, n'est pas rationnel par rapport à V;:, Va, …
De ce que f(x) est irréductible, on déduit que 2, x,,..., x, sont distinctes, ce que nous voulions démontrer ; on peut ajouter que fil) est un facteur irréductible de f(x) dans le domaine (V;, V:,...).
Il arrive généralement que dans le produit (æ—x,)x—#,)… (æ — +,,) plusieurs irrationnelles disparaissent en même temps que V,; supposons que V;, V:,... disparaissent, jusqu’à V;_1, etque V, soit l'irrationnelle de moindre indice qui subsiste; on a alors
PÉRRS TR CREME EN RE EP CE NN Pre et l’on peut supposer que le quotient d, ait été rendu entier par rapport aux éléments V qu'il contient.
L'identité précédente montre que les coefficients des puissances de x doivent être identiques aux deux membres ; ceux du second membre, ordonnés suivant les puissances V9, Vi, V?, ..., Vin 1, doivent avoir les coefficients de ces puissances séparément nuls, d'après un raisonnement déjà fait, et l'identité précédente subsistera quand on remplacera V, par wiV,, où win —1 = 0.
Formons maintenant le produit des », facteurs obtenus en remplaçant dans /, V; par toutes les valeurs dont cette irrationnelle est susceptible,
TD ARS Ve AL Ne) Le CP N PS je vais montrer qu'il est irréductible dans le domaine formé par (V1, Vny+, .…) ; Supposons en effet qu'il ne le soit pas, et que PU ANR)
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soit un facteur irréductible dans ce domaine ; s’il a un diviseur commun avec un des facteurs précédents, par exemple avec fitt, GE V,, Vis4, …), il doit être divisible par ce polynome, car sinon celui-ci serait réductible dans le domaine (w#V,, V1, .…) et fil, Vs Vnya, .…) le serait aussi dans le domaine (V,, Vr4, .….), ce qui est impossible. Il faut donc que +, soit le produit d’un certain nombre de facteurs /f, ; soient alors
o1(æ, Von .. 1) — FACE V;, Nr cu nid. op Va, \ ere . . OO à va(æ, Na . ‘) — RAS HV; Vin . Hat oi V3, Vi, . .) .…..
les facteurs irréductibles de fx); V;, doit disparaitre dans les seconds membres quand on effectue les produits. La première identité ne changeant pas quand on remplace V, par wV,, on en conclut que les facteurs +,,v,, .… sont identiques et que f(x) est une puissance exacte d’un polynome dont le degré est de la forme Àp, ; comme p, est premier, cela ne peut avoir lieu que si f(x), dont le degré est égal à p:p,, est la puissance pf d'un facteur qui ne peut être que jifæ, Vs, Vis1, .…) ; mais cela est impossible, puisque fi COnUCTHESTrémentavVeCtn ec tDas TALIONNelNONN Ve = N.
Ainsi donc /,(x) est irréductible dans le domaine (V;:4, V,,,,...): par suite les pp, racines qu'on obtient en remplaçant dans Lis Laye. Ty Va par les expressions de la forme wÿV, sont distinctes, et f(x) est un facteur de f(x); on peut ajouter que s’il existe entre V, et V, des irratignnelles Ve, V:,..., V,1 ayant disparu dans f(x, V,,...), toutes les expressions qu’on obtiendrait en remplaçant V, par wËV,, V; par wfV:,..., Vi, par w;1V, ne peuvent donner de nouvelles racines de f(x), car elles satisfont forcément à l'équation f(x) = O0 et ne peuvent différer des pp} racines que nous venons de trouver.
En continuant de la même manière, supposons que dans (x), en même temps que V, disparaissent d'autres irrationnelles V, ,1, Va, Vs, et que V, soit la première qui subsiste ; formons le produit
es a, Vi NOER A OT PAPA ARRETE CANTINE EE on verra que c’est un facteur irréductible de f(x) dans le domaine (Vx1, Vrpos.…), et ainsi de suite ; après un nombre limité d’opérations on fera disparaitre toutes les irrationnelles et on obtiendra un
facteur irréductible de f(x) dans le domaine (R’, R”, ..); comme
{\æ) est supposé irréductible dans ce domaine, le dernier produit ne
différera pas de ce polynome lui-même ; le raisonnement précédent
montre de plus comment on obtient toutes les racines séparément. On peut donc énoncer le théorème suivant :
THÉORÈME. — Ælant donnée l'expression algébrique x, satisfaisant à une équation résoluble irréductible f(x, R', R”,...)=0 et formée au moyen des irrationnelles V;, V:,..…., V,, les p; quantités x, x,, ., 2, obtenues en substituant à V; dans x,, les p, déterminations dont elle est susceplible :°Ny, wiNi, em huiNi sontides racines distinctesde l'équation donnée ; si l’on forme le produit
JAN RON, CPAM PRES (10) et que V, soit l’irrationnelle de moindre indice subsistant dans fi, les PiPr quantités obtenues en remplaçant dans 1, æ, …, Zn, Va par les déterminations V3, 6, V,,.., whn1Vy sont Pipr racines distinctes de l'équation donnée ; de même si l’on forme le produit des facteurs linéaires correspondant à ces racines,
RCE NT eV D Ame V2 (Re DA RP
où k>h+1, onen déduit pipip, racines distinctes de f(x), et ainsi de suite jusqu'à ce que les irrationnelles disparaissent ; on obtient ainsi le polynome f(x, R', R’,...) et loutes les racines de l’équation ; le degré de f(x) est éqal à n = piprpx..……, et de plus les polynomes fi f2,... sont irréductibles dans le domaine des éléments qu'ils contiennent.
75. REMARQUE. — L'ordre dans lequel sont placées les irrationnelles V;, V:,... n’est pas toujours absolument fixé par la nature de l'expression algébrique ; supposons par exemple que V,, V,,1,..…, V;1 soient déterminés séparément au moyen des irrationnelles suivantes : Ve, V:,:1,..., V, par des équations de la forme
V’# == F(V:, Ve CAC Ve Re FU er x) (A FS À, ur 1, son B—1),
on peut ranger les éléments V,,..,V,, dans un ordre quelconque.
Si cela se présente pour un certain nombre d'irrationnelles à partir de V,, on peut placer l’une quelconque d’entre elles au premier rang dans la suite totale des éléments V ; nous dirons que
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chacune d'elles forme un radical extérieur dans l'expression algébrique de la racine.
Considérons le cas d’une équation irréductible de degré premier p; résoluble algébriquement ; d’après ce que nous avons dit relativement au degré de cette équation, la première irrationnelle V, doit être donnée par une équation de degré p1, et de plus le produit
fatx) = (x — æi)(x — 22)... .(x — Th)
doit être identique à /(x), de sorte que les irrationnelles suivantes Ne NES .…. VS doivent disparaître avec V, ; on a donc le corollaire suivant : COROLLAIRE. — Si une équalion irréductible de degré premier est
résoluble algébriquement, le radical extérieur NV, a un indice égal au degré de l’équation, et si l'expression d’une racine est
Li = Go+GVi +... + DO RAN le premier membre de l'équation est éqal au produit des p, facteurs
fe) = LT LE —(Go+ GoiVi + GoifVi + + Go Var),
CHAPITRE X
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716. Considérons une équation irréductible f(x) = 0 jouissant de la propriété qu’une racine zx1 soit une fonction rationnelle Ü(x;) d’une autre racine x, dans le domaine de rationalité ; nous allons montrer comment on peutsimplifier la résolution de cette équation, et, dans certains cas, l’effectuer au moyen de radicaux.
Soit
(1) f(x) = 0 l'équation donnée, supposée irréductible, (2) æ, — O(ai)
la relation qui existe entre deux racines ; l'équation (1) et la suivante
(3) fl(x)] = 0 ont en commun la racine +, ; d'après un théorème connu ($ 37), la dernière est satisfaite pour toutes les racines de la première, en particulier pour x1, de sorte que l’on a, en remplaçant x par x, dans l'équation (3),
FLæ)] = FINS )]S = 0.
Représentons pour abréger par 0x), 4%(x\,... les fonctions 0x), O[64x)), …… :
nous voyons, en répétant le raisonnement précédent, que les termes de la suite indéfinie
(4) Ti, O(xi), Ge PE sont des racines de l'équation (1); comme celle-ci n’a qu'un nombre
limité de racines, on parviendra nécessairement, dans la suite que nous venons de former, à une fonction égale à l’une des précédentes ; soient 0“(x,) et 6”+4{x) les deux premières qui soient égales ; on doit avoir Æ — 0, car sinon l'équation
0x) — x = 0 serait satisfaite par la racine 0“{x,) de l'équation (1), par suite par toutes les racines et en particulier pour *, ; on aurait par conséquent
0(xs) = 2: ;
et À ne serait pas le plus petit nombre jouissant de la propriété énoncée. Soit alors m la plus petite valeur pour laquelle on ait OR M ONIENRCONCIUEQUeMET Et) ar ri) Sont distincts, et que les termes suivants de la suite (4) reproduisent périodiquement les m précédents.
Si m est égal au degré de l’équation, les racines sont toutes déterminées au moyen de 2, ; sile degré n de f(x) est supérieur à m, et si l’on représente par x une racine distincte de celles dont nous venons de parler, l'équation (3) admet toutes les racines de f(x) = 0, en particulier x;, par suite 0(x) est encore racine et l’on obtient de cette façon une deuxième série de racines,
(à) Las O(x2), 0?(x), 10NQ) Gr},
distinctes les unes des autres, et reproduites périodiquement par les termes suivants : 0#(x,), … On doit avoir u—m, car lestéquations
9"(x) — x = 0, br) TA I0
sont satisfaites par toutes les racines de l'équation irréductible f(x), et en particulier, la première par x:, la seconde par x, ; chacun des nombres m”m et nu est alors au moins égal à l’autre, de sorte qu'ils sont égaux.
De plus, les termes de la suite (5) sont tous différents de ceux de la suite (4), car si l’on avait par exemple
où a et b sont <m, on en déduirait, en appliquant aux deux membres l'opération 0”?,
(are — Lo — Gran)
de sorte que +: serait compris dans la suite (4), contrairement à hypothèse.
Si les 2m racines obtenues ne forment pas la totalité des racines de l'équation donnée, on répétera le raisonnement sur une nouvelle racine x, etc.; on obtient de cette facon les résultats suivants :
TRÉORÈME. — Si une racine d’une équation irréductible f(x) = 0 est une fonction ralionnelle d’une autre, on peut ranger toutes les va-
cines de cetle équation en y séries de m chacune, comme l'indique le
tableau suivant :
Din DC MU ES D PRESENT
La, V2), 67(22), . .. 0"),
TL, Hp LE 10 0 eee te Lbgge | CAE
ON TOUTE AN PRE De Es
el le degré de l'équation est égal à my.
77. Nous allons, dans le cas où le nombre v des séries est supérieur à l'unité, ramener la résolution de l'équation donnée à celle de v équations de degré m ayant respectivement pour racines celles de chacune des séries précédentes.
Nous commencerons par former le groupe de l'équation (1); d'après ce que nous avons dit au $ 46, nous devons chercher un facteur irréductible de l'équation résolvante W(z) dont les racines sont les n! valeurs de la fonction de Galois, ou bien encore chercher les facteurs linéaires de cette équation résolvante qu'il faut associer pour constituer un diviseur W(z) de Wiz), à coefficients rationnels et irréductible.
Désignons par Si, S, ...,S, les substitutions circulaires
dont les cycles sont constitués par les m racines de chacune des séries ; ces cycles n'ayant aucun élément commun, ces substitutions sont permutables et engendrent un groupe d'ordre m».
Considérons maintenant les substitutions permutant entre elles les v séries de racines de toutes les manières possibles, tout en
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conservant l'ordre des éléments de chacune d'elles ; elles sont en même nombre que les substitutions du groupe symétrique des » LOC SA PR Ne binous les désienerons parti, Tr. Elles sont permutables aux substitutions circulaires précédentes, et le groupe G dérivé de Si, S, ..., T1, To, ... a son ordre égal à m°.v !; ainsi que nous le verrons plus loin (ch. x11), ce groupe est non-primitif; nous allons montrer que c’est celui de l'équation HICEE07
Prenons pour cela le facteur de l'équation résolvante de Galois
2h = 2 — ur + us) + Hum 1% + Un 20(%2) + +] et ceux qu'on en déduit en effectuant sur les n racines les substitutions du groupe précédent ; nous allons montrer que leur produit, qui est un polynome VWfz) de degré m'.v!, est rationnellement exprimable.
Si l’on prend d'abord les facteurs déduits de z—1%, en effectuant les substitutions 1, S;, S?, ..., S*1, leur produit p, est une fonction cyclique de æ,, 6{a), ..., 8% 1{(x,) et s'exprime rationnellement, en ce qui concerne ces racines, au moyen d'une fonction cyclique particulière C, appartenant numériquement au groupe dérivé de S, (S 43). Cette fonction cyclique est une fonction rationnelle de x, ; mais comme le changement de x, en 0(x,) a pour effet de remplacer en général 0%) par 0x) et 0%-1(x,) par 0"(x) = x, c'est-à-dire d'effectuer la substitution S;, C reste invariable lorsqu'on remplace x, par 6(x,) et par chacune des autres racines de la même série, et l’on a ü
Cfa) = Gfb(æ)] = + = CE an)].
Si l’on prend ensuite les valeurs de p, pour la substitution $; et ses puissances, leur produit p, est, par rapport aux racines æ, 0(x), .., 0-1(x) de la deuxième série, une fonction cyclique, et il s’exprime au moyen d'une fonction cyclique de ces racines ; on peut choisir une fonction C, déduite de C, en remplaçant x, par 2; elle sera telle que l’on ait
Gr) = GÜ0(a)] = ++ = C9 (2).
En continuant de cette façon jusqu'à S,, on obtient un produit p, de degré m', s'exprimant rationnellement au moyen de fonctions cycliques Cifæ;), CG:(æ2), ..., G(x,) ne différant l'une de l'autre que par la notation des variables.
L ( VOGT. — RES. ALG. 9
On effectue ensuite sur p, les substitutions Ti, T:, ...,T,; le produit des résultats, qui est W(z), est un polynome en z dont les coefficients sont symétriques par rapport à GC, G, ..., G,; 1l reste à voir qu'ils s'expriment rationnellement.
Considérons pour cela la somme des puissances semblables de ces fonctions
ICI AC EE OC
d'après ce que nous avons dit sur la fonction G;,ona
MO = Gas} + Ga )P + + + Gif (a) Pr,
et des égalités analogues relativement aux autres séries de racines ; on en conclut que mX, est égal à la somme des valeurs de la fonction rationnelle C(x,)* lorsqu'on remplace x, par chacune des n racines de f(x) — 0; c'est dès lors une fonction symétrique de ces racines, s'exprimant rationnellement au moyen des coefficients de l’équation.
Comme cela a lieu pour toute valeur de À, les sommes des puissances semblables, et par suite les fonctions symétriques de Ci, C2, ..., G, sont exprimables rationnellement, ce que nous voulions démontrer.
Aïnsi donc, la fonction W(:) est rationnelle ; comme on ne suppose d'autre part aucune relation entre les racines 2, 2%, ..., x, il n'existe aucun produit de moindre degré jouissant de cette propriété. Celui que nous venons de déterminer constitue le premier membre de l'équation résolvante de Galois et le groupe est formé des substitutions dont nous avons parlé.
Si l'on applique à une fonction cyclique des racines de la première série telle.que MG, 0(2), ..075t{x,) restant invarrable par la substitution $S, et ses puissances, les substitutions du groupe précédent, on voit qu’elle prend pour ces substitutions v valeurs conjuguées, qui sont précisément les fonctions dont nous avons
parlé CAC DS) 0 Te RG PAPER) (AMD Re ces v valeurs sont les racines d’une équation, (6) CH ACT HE: HA, = 0,
dont les coefficients s'expriment rationnellement au moyen de ceux de f(x); lorsqu'on connait l’une des racines, par exemple celle qui correspond à la première série, les fonctions symétriques des m
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racines de cette série restent invariables pour les substitutions qui n'altérent pas GC, et s'expriment rationnellement au moyen de cette fonction et des coefficients de f(x).
Ainsi donc, en déterminant toutes les racines GC, G,..., G, d’une équation (6) de degré v, on peut former » équations distinctes de degré m,
fa) = at + (Get + 2. E an(Gsi = 0 CPR REINE
telles que les coeflicients de l'équation f(x) — 0 soient des fonctions rationnelles de la racine C, et des coefficients de l’équation donnée f(x) = 0; les racines de l'équation de rang « sont
DET O(x), (rs), DONC au) Si l'on ne fait sur les racines de l'équation (4) aucune autre hypothèse que celle dont nous avons parlé, les racines de l'équation (6)
ne satisfont à aucune condition particulière, et la résolution de cette équation ne peut être simplifiée.
78. Nous supposons maintenant que l'on ait calculé une racine telle que C, de l'équation (6) et qu'on l’adjoigne au domaine de rationalité ; 1l nous reste à traiter ce problème : #ésoudre une équation flx) = 0, de degré m, dont les racines sont distinctes et représentées par
(7) ed er tn 0 étant une fonction rationnelle telle que 0"(x:) = x.
Considérons une fonction cyclique des racines, en particulier
Ti = [ri + wû(as) + w°0{2s) +... How i0m ia) = pr, où w est une racine primitive de l'équation zx”*—1 = 0; nous allons démontrer, sur la forme particulière de cette fonction, qu'elle est rationnellement exprimable ; en effet, si l'on change x, en (x), la fonction 4, entre parenthèse se change en
Gas) + 0x) + w208{m) +. + ot, = w 10, :
par suite T, conserve la même valeur ; il en est de même, en répétant le raisonnement, lorsqu'on remplace x, par une quelconque des racines ; si l’on pose alors pour un instant Ti = o(x), ona
Di= sm) = ea) = +. = EY Le(as) + e[0(2)] + +]:
c'est une fonction symétrique des racines, et elle s'exprime rationnellement au moyen des coefficients de l’équation, lorsqu'on adjoint au domaine de rationalité les racines m“ de l'unité.
En extrayant une racine d'indice m, on a
Un ie W0(T) ae 01) LL FE (D ME ET) _—_ Ptpie
%, est une fonction de Galois au moyen de laquelle on peut exprimer les racines, mais il est préférable de les déterminer de la manière suivante :
Supposons que l’on remplace dans 4, la racine w par chacune des racines de l'équation x"—1—0, qui sont
(n) LUE
| uw? D HER ot — 1 ;
nous obtiendrons les fonctions
Va = di + (a) + wA(r,) +... + om ip if), Elles s'expriment toutes en fonction rationnelle de %,, car la fonction
WU = [as + (2) +... [as + wb(y,) + ... [ms se transforme, par le changement de x, en Ü(x), en
(one En ESS == PAR
et reste numériquement invariable ; d'après le raisonnement fait
précédemment, elle s'exprime rationnellement au moyen des coef-
ficients de l'équation ; si l’on représente par T, cette fonction, on a il TRE , x PORC sr Q d, = (YT:):, d'où la série d'équations :
Li + Ô(X) + w? 022) RE — HUE ai + 021) + GÉP(as) +... = se (4 He mil m—1 9{(m—1)n2 Ton Me \on—1 Fe (xs) + wÀ (1) + CE Nr: (1) , Li + O() + U(æ) ARE on
si on les ajoute, les coefficients des racines autres que x, sont nuls dans la somme des premiers membres, et l’on obtient la valeur de x,; si l’on multiplie de même les équations respectivement par w +, w%, ,.., on obtient la valeur de 0%{(x,), d’où les valeurs suivantes des racines :
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| 1 aol sn 1h _ | BL Ti (VTT) MERE — Tin | m T, l'i
L NL /T 9 Œ m/n \o (8) 0x) — | eu Hire HAT Re
qe MRC
| ns ne il) 1 Cie | | T
On voit que les équations qui nous occupent sont résolubles par radicaux lorsqu'on adjoint au domaine de rationalité les racines m‘ de l'unité, et qu'il suflit d'extraire la racine m° d’une quantité connue rationnellement.
79. Lorsque les coeflicients de f(x) et de 6(x) sont des quantités réelles, le calcul numérique de ’VT, peut être remplacé par le suivant :
La fonction
Ti fs + offers) + + + tm fr | est rationnellement exprimable au moyen des coeflicients de f(x), de ceux de 6(x) et de w; si on la met sous la forme p(cos 8+1 sin $), la présence de à tient à la racine w, et le changement de w en w°t a pour effet de changer ? en —:1; il transforme de plus T, en Th. de sorte que l'on a
D oc) unir, 22" cos Se sin Se); Tee"
D'autre part la fonction 4,4, est rationnellement exprimable au moyen desncoelicients "carsellesestoden tan forment va iour x—m—1A; de plus elle ne change pas de valeur quand on remplace w par sa valeur conjuguée w !, par conséquent elle est réelle; si l’on représente par eU cette quantité, où U est positif et O0 apré relation nl, me" évalilé
2 —_— en[[mn $
il faut que =” soit égal à l’unité, puisque U est positif ; on conclut de là, en prenant la racine 2m° arithmétique des deux membres,
Ve == YU )
et la racine m° de T;, qui est celle de o(cos & + 1 sin &), a pour
valeur Æ aus 9 Or LONG DR NO (cos TT +: SIN ———— ).
Dans ce cas, la résolution de l’équation exige : 1° l'extraction de la racine carrée d’une quantité U que l’on peut calculer rationnellement; 2° la division en m parties égales d'un angle que l'on peut construire.
80. Considérons une équation f(x) = 0 irréductible, de degré premier, et telle qu’une racine x soit une fonction rationnelle d'une autre racine x, d’après ce que nous avons vu au début de ce chapitre, les racines doivent se partager en v séries d’un même nombre m d'éléments ; le produit vm ne peut être premier que si v—1, car m est au moins égal à deux; les racines forment alors une seule série de la forme
MU NME R Re en EE et l'équation est résoluble algébriquement. On peut donc énoncer le théorème suivant :
THÉORÈME. — Si une équation irréductible de degré premier possède la propriété qu'une racine soit une fonction rationnelle d'une autre, elle est résoluble algébriquement. |
81. Revenons à l'équation de degré m dont les racines sont données par les formules (8); elles conviennent à tous les cas, mais lorsque »” est un nombre composé, l'extraction des radicaux d'indice m se ramène, comme on le sait, à celle de radicaux successifs d'indices premiers; nous allons voir comment on peut, dans ce cas, simplifier la méthode précédente au point de vue du calcul numérique des racines.
Soit Mm—Mmam; remplaçons dans d w par une racine primitive w, de l'équation x”1—1—=0; nous aurons
di ti Qu(x,) + 0(2) Li PARAIT (AT et 67 + 0, [0(as) + OP (an) + 2. Je GOT 2, )]
Lu (Open (se -16 0 À ie Der Mare At FE) À ce que nous écrirons
ds = 40 + DIN 4 Lex RACE me CSS PET
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La fonction Liz = (40 + ox +. + DT Yom 1) reste invariable par le changement de x, en (x), car il a pour effet de permuter circulairement les éléments ONE LAN EEE TE par suite cette fonction s'exprime rationnellement, et l’on a, en extrayant une racine d'indice mi, (A FE av
Par un raisonnement identique à celui que nous avons fait, les fonctions 2, 43, ..., W_, obtenues en remplaçant w, par les racines wf, w/, ..., ufr! sont telles que les expressions
IAE RTEEN v
soient des fonctions rationnelles des coeflicients de l'équation, et l'on en déduit que les fonctions yo, 1, 42, :+., Xm,_1 SOnt données par la formule suivante, où « prend les valeurs 0, 1,2, ...,m, —1,
@ 22 [ae vreure RE Cm +]
Lorsqu'on a déterminé une de ces quantités, par exemple y, on peut déterminer rationnellement les fonctions symétriques des racines 21, Va), Of), ..., Oum»), car ces fonctions symétriques appartiennent au même groupe de substitutions que y; on peut alors calculer les coeflicients de l'équation à laquelle satisfont ces racines; mais si l’on pose @”1=0,, elles sont de la forme
se 0,(x), War), Ma OC (rs), et la méthode précédente est applicable à leur détermination.
Les autres séries de racines dont les sommes sont respectivement {as {23 «es {m1 SOnt déterminées de la même manière au moyen de chacune de ces quantités ; il en résulte que les m racines de f(x) = 0 sont exprimées par des radicaux d'indices m, et n, et par des racines de l'unité satisfaisant aux équations
LU AE 0; am — 1 = 0.
Remarquons qu'il suffit de connaître une seule des m racines de la suite (7) pour calculer toutes les autres, car si x, est une quelconque d’entre elles, les autres sont égales à 0(%!), 02(@1), .…., 0"-1{æ1), et sont des fonctions rationnelles de la première ; on en conclut que l'équation sera résolue dès que l’on aura déterminé une des quantités ; et une des racines qui en dépendent.
On a donc le résultat suivant :
THÉORÈME. — Si m = num, la résolution de l'équation f(x) = 0, de degré m, dont les racines sont celles de la suite (7), se ramène à celle de deux équations successives, de degrés ma et nr, auxquelles est applicable la méthode exposée précédemment; les coefficients de la première étant des quantités connues, et ceux de la seconde des fonctions rationnelles d’une racine de la précédente.
Si », est lui-même un nombre composé égal à mm, chaque équation de degré », dont les coefficients dépendent de l'une des quantités 7 peut elle-même être résolue au moyen de deux équations de degrés m, et nr, comme nous venons de l'indiquer ; en
continuant de cette façon, on obtient la conclusion suivante : THÉéoRÈME. — Pour résoudre une équation de degré M = MM... My
jouissant de la propriélé donnée, il suffit :
1° de calculer une racine primitive de chacune des équations ti — 1 = O0, SE EANR PTS t"p— 1 — 0;
20 d'extraire des racines successives d'indices my, Ma, ..., m, de quantités s'exprimant chacune rationnellement au moyen des radicaux qui la précèdent, des coefficients de l’équation, et des racines des équations binomes dont on vient de parler.
Les nombres," m, peuventhétre égaux OU InePauxs si donc ce sont les facteurs premiers du nombre m, on voit comment la résolution de l'équation de degré m se ramène à celles d'équations successives de degrés premiers. En particulier, si les nombres mi, M, ..., m, sont égaux à 2, les racines de l'unité sont égales à 1, et les radicaux ont leur indice égal à 2 ; par suite on a le corollaire suivant :
COROLLAIRE. — 7J'oule équation de degré 2? dont les racines sont représentées par a, 0), (a), 22e, 0%-(a)
est résoluble à l’aide de p racines carrées successives.
82. Pour donner un exemple d'une suite de racines analogue à la suite (7), cherchons si l’on peut prendre pour Ü(x;) une fraction
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rationnelle de la forme ax + b OX) = ——— ; ct + d où a, b, c, d sont réels; il faut d'abord que Ô — ad—be soit Z 0, car sinon Ü(x) serait constant; on peut alors, en multipliant a, b,c, d par un même nombre si c'est nécessaire, supposer à égal 4 1 Soicnt tel rh les racines de l'équation fr) =", qui peut s’écrire ax + b — rex + d) = x(a—cx) + b— dx = 0.
Supposons d'abord qu'elles soient distinctes, et formons l'expression
fr) = 2, ax Pb —zx(cx Ed) (a —cx)x + db — dx. 0x) — 2" ax+b—x'(cx+d) (a — cx")x + b — dx”
d'après l'équation à laquelle satisfont x’ et x”, elle s'écrit encore
où le facteur M peut être mis sous l’une des formes suivantes, en utilisant la remarque que Ô = +1,
(a— cr [a+d a+d\? | 0 2 F4 ll
Comme on obtient, en remplaçant æ par 0(x),
B(x) — x’ M Cote ue © — ei D PDT ES ET RE TEE TT on aura en général n Act 2 1 / J/ 6"(x) L Ac M” TL XL gr) — 2" x — x" DOTE DORMI autel IPSUIt que M "1 Ce qui
donne
nfe+d Tr f", [EVE
Si les racines x’ et x” sont imaginaires, il faut que à —<+1, car sinon le radical serait réel ; on doit de plus avoir
dd V( ne <) kr LT : — — À — COS ——+1 sin — ; 9 2 m m
es
il suflit de poser, pour satisfaire à cette condition, kr (10) a+ d—2cos —; mr k étant premier avec m si m est le premier nombre pour lequel 6"(x) — +. Siles-racines x’ et x” sont réelles, il faut, dans le cas
où 0—<+1, que
VS) rt
CénQUi donne 0 EE NOUS N CON LATE ENLOREE l'hypothèse ; dans le cas où Ô = —14, il faut que m soit pair et que a+d—0, ce qui donne M? —1; ce cas ne peut exister que si m—2, et le résultat est fourni par l'équation (10) lors- QU'ONVAA MEN?
NoOuSESuUpposons Maintenant TE NCCMIUNONIE CNRC TTRRET a+d—=Æ#+2, On vérifie que l'on a alors
| il “Te
Dé cn 71
de sorte que, en appelant N la valeur du second membre, remplaçant æ par Ür) et répétant cette opération, il vient
1 1 a 0x) — x À — % Pourque =, il fautique IN 10 l0rS On a TEE ce qui est impossible.
Il n’y a donc que les conditions
kr
A DO
+ d —927C0s nt
qui soient nécessaires et suflisantes pour que la fonction 0{x) réponde à la question.
Ps
Comme application, considérons l'équation donnant tg —— con- , © nt
0 | L © NAaISSAnL NE ©, SINOUSIPDOSONS MIO MC — TO CELLE nm
équation est ht Rate DA Er)" AE TS
et est de degré m, à coefficients réels. Ses racines sont
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œ o T © 9x 27 m— À)r tg —, ee ; e(L+T), ss gs Sa Dre) m m m m m M m
et sont toutes des fonctions rationnelles de l’une d’entre elles; en désignant l’une de ces racines par x,, et posant
T x + {g — nt O(®) = ———,
TC
léSautréssantiérales a pr) GR. 67 Cri), En écrivant la fonction rationnelle précédente sous la forme
T TC COS —+ Sin — mn nr
RE er CR PET T — L' SIN — —+ COS nt
mn
on vérifie bien qu'elle satisfait aux conditions que nous avons trouvées précédemment. On conclut de là que l'équation dont dépend
© . . , L tite est résoluble par radicaux lorsqu'on adjoint au domaine de rationalité, constitué par a et par les nombres entiers, les racines
m“ de l'unité et les quantités cos oies m m 83. Nous allons maintenant considérer les équations déjà étudiées par Abel et appelées par Kronecker et M. Jordan équations abéliennes. ÿ Une équation irréductible ou non est dite abélienne si toutes.ses racines sont des fonctions rationnelles de l’une d’entre elles x, et si %, = (ti), Le 0,(x1) étant deux racines quelconques exprimées au moyen de x,, les fonctions 6, et 0, jouissent de la propriété d’être échangeables, c'est-
à-dire sont telles que l’on ait D).
Les équations que nous avons étudiées, pour lesquelles les racines s'expriment toutes sous la forme (7) Ti O(x), pe) na Dar
sont des équations abéliennes; nous dirons qu'elles sont simples ;
nous avons vu qu'elles sont résolubles par radicaux, lorsqu'on adjoint au domaine de rationalité les racines de l’unité ; nous verrons qu'il en est de même des équations abéliennes générales, comme l’a démontré Abel (*). |
Nous allons ramener d'abord la résolution des équations générales à celles d'équations irréductibles jouissant de la même propriété en démontrant le théorème suivant :
THÉORÈME. — T'out facteur trréductible du premier membre d'une équation abélienne, éqalé à zéro, donne de nouveau une équation abélienne.
Soit f(x) — fifx)fax)... le premier membre de l'équation donnée décomposé en ses facteurs irréductibles, fi(x) étant celui qui contient la racine x, ; il est évident que l'équation f(x) = 0 est abélienne, car ses racines s'expriment rationnellement au moyen de z,, et les fonctions qui les représentent sont échangeables ; désignONS-I6S parer, Dit) 002 Ti SOLE ten An te EU autre facteur contenant une racine que nous appellerons &{x,); les équations
f(x) = 0, PIS (&)] = 0 ont en commun la racine x,; par suite la seconde admet les m racines de la première et f(x) est satisfaite par les valeurs
LL 0 bi Re D ET qu'on peut écrire, d’après la propriété des fonctions 8 et en posant SGA à La alt) ele) Le produit Le — do][x — 0(%e)].. .[e — 0 1(20)] = [r — S(m)][x — $0(x)]...[r — 20, 1(21)]
étant symétrique par rapport aux racines de /i(x), est rationnel, et constitue un diviseur rationnel du polynome (x); comme ce dernier est irréductible, on voit que l'équation f(x) — 0 ne peut avoir d’autres racines que les m quantités précédentes ; leurs propriétés montrent que cette équation est abélienne.
La même démonstration s'applique aux équations obtenues en
(*) ABez, Œuvres complètes, t. I, n° xr, p. 114-140.
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annulant les autres facteurs irréductibles de f(x); elle nous indique de plus que tous ces facteurs ont le même degré.
84. Nous nous limiterons par suite aux équations abéliennes irréductibles, et nous emploierons à leur égard la méthode indiquée par Kronecker (*).
Soit f(x) —0 une telle équation de degré x, x, une racine au moyen de laquelle s'expriment toutes les autres, et 0,(x;) une autre racine ; d’après la propriété de l'équation donnée d’être irréductible, les expressions
DAT RU Et UC lLi -e sont encore des racines; comme le nombre de leurs valeurs distinctes est au plus égal à n, il existe, ainsi qu'on l'a vu au S 76, un exposant v, pour lequel Ui(x;) = 1, les , racines x, Ha), ..…., 01 t(a) étant distinctes. Si w = n, f(x) = 0 est une équation abélienne simple, comme celle que nous avons considérée au $ 78 ; si au contraire v, est inférieur à », on peut trouver une deuxième fonction D(&) représentant une nouvelle racine, et un exposant », analogue à », telque 6m) — x, et ainsi de suite jusqu'à une fonction 0,(x,) et un exposant v, tel que Ha) = 21.
Il peut arriver que les racines ainsi formées ne soient pas toutes distinctes et soient en nombre supérieur à n. Supposons que l’une des fonctions que nous venons de choisir, telle que 0,(x,) constitue une racine non encore obtenue; (x), 0(æ), ..., 05a7t(æ,) sont bien des racines distinctes les unes des autres, mais l’une d’elles peut être égale à l’une des racines autres que x, formées précédemment ; ou bien encore 0, peut être une combinaison de plusieurs fonctions A del Sue PP tetavoimianméemeivaleurque 00% .,. Nous allons réduire les expressions 0 au nombre minimum d'éléments (”*). |
Nous dirons qu'une fonction 0, appartient à l’exposant v, si ce nombre est le plus petit pour lequel on ait Usa) — 2; tous les autres jouissant de la même propriété sont des multiples de v,. Si
Vo
d est un diviseur de v,, 0, * appartient à l'exposant d; on voit de
(*) Kronecxer « Ueber abelsche Gleichungen », Monatsberichle, 1817, p. 845.
(**) Comparer KroNEcKkER « Auseinandersetzung einigen Eigenschaften der Klassenzahl idealer Zahlen », Monatsberichte, 1870, p. 8S1, et Nerro, Substilulionentheorie, p. 144.
plus que si deux fonctions 0, 9" appartiennent à des exposants v, v’ premiers entre eux, la fonction 06"(x;) appartient à y. En effet, soit À un nombre tel que l’on ait (4'0”)"(x,) = 2, l'égalité précédente subsistera si l’on élève le premier membre à la puissance”_symbholique v#COmMIMENON a 016100) T0 PE TES ESEUTTE px = x, il faut que ky soit un multiple de y’; on voit de même que AY’ doit être un multiple de y, et la plus petite valeur que l’on puisse donner à À est le produit vy".
Plus généralement, considérons deux fonctions 0’ et Ÿ” dont les exposants v et v” ont un plus grand commun diviseur d; posons = dv et = dy, vi et vi étant premiers entre eux, et désignons par » le plus petit commun multiple dvi" de y et y. Toute combinaison de 0’ et 0”, telle que 9/0"" appartient à un exposant égal à m ou à l'un de ses sous-multiples ; mais on peut toujours en former une appartenant au nombre m lui-même; décomposons en effet le plus grand commun diviseur d en deux facteurs d' et d’
premiers entre eux et respectivement premiers avec v, et w; les l ! Il ( ÿ dvi y dvi ; deux nombres —- = — — d'y, et cle d'y, sont pre- ; miers entre eux et ont pour produit m; dès lors, d’après ce que
nous avons vu, le produit symbolique des deux fonctions 0 et 07
sl *L
d'exposants respectifs pr et ir appartient au nombre m. On conclut de là que si n, est le plus petit commun multiple de Vote VON, pourra former au moyen: dé né 1021 0e fonction appartenant à »,; nous la désignerons par 8,; toutes les combinaisons des fonctions 0 appartiennent à un nombre égal à mn, ou à l’un de ses diviseurs. Reprenons le système 061, 0, ...,0, et excluons-en toute fonction 9, égale au produit d'une de celles qui la précèdent dans la suite et d’une pue de 51, c'est-à-dire
satisfaisant à une égalité de la forme Bas) = 09ha) (<B où =0);
il restera un système 0, 0,, .. , 0, composé d’une partie des fonctions du système prunitif; nous dirons qu'elles appartiennent relativement à %, aux exposants respectifs vil, v,, ..., v, sices
nombres sont les plus petits pour lesquels on ait des égalités telles
que HAT as SAT), Gad) Er 721 Hi): EURE
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par un raisonnement analogue au précédent, on pourra former une fonction S$, telle que, #2 étant le plus petit commun multiple de vr, w, ..., v,, la puissance 8/2 soit la première se réduisant à une puissance de $&,; on aura par exemple Bar) = SU) ;
toute fonction 0 appartiendra, relativement à S;,, à un exposant égal à », ou à un sous-multiple de ce nombre. |
n: est lui-même, d'après ce qu’on a vu, un diviseur de n,; si D 1 ON aura
mi = Sa(x,) = SA),
ë È ni L .
et comme l'exposant Æd de &,, c'est-à-dire Æ—— doit être un
multiple de x, il faut que # soit un multiple de nr, tel que pm, (9 > 1); il est alors permis de remplacer la fonction 8: par aan, qui appartient, non seulement par rapport à &,, mais encore par rapport à x,, à l’exposant nr, d'après l'égalité Dore an SE) T4, et », est le plus petit nombre jouissant de cette propriété. De la même manière, on pourra exclure du système 0, 0, .., 0! les fonctions pour lesquelles on ait une égalité telle que HÉNPEMEENE) (x<<B ou = 0) et continuer de cette façon, finalement toutes les fonctions Ÿ et leurs combinaisons pourront se mettre sous la forme HR OMIS 2 Re
sens (DES OO EU EEE | HO DT) 1 re, ; Ciel la
DO 1220 in, — 1 où les fonctions S& appartiennent respectivement aux exposants Ni, 2, ..., n, relativement à celles d'indice moindre et aussi relativement à x,, et où chacun des nombres n,, m2, ...,n, est divisible par le suivant.
Toutes les fonctions ainsi formées sont du reste distinctes, et représentent une fois et une seule toutes les racines, de sorte que
le nombre de ces dernières est LR Nil, À US
Nous supposerons donc que l’on ait exprimé toutes Îles racines
d'une équation abélienne irréductible sous la forme précédente au moyen de »,, et nous remplacerons les lettres & par 0 dans ce qui suit.
85. TuéorèmME. — La condition nécessaire el suffisante pour qu'une équation irréductible soit abélienne est qu'on puisse attribuer aux racines des indices tels qu’une fonction cyclique de ces racines, à une ou plusieurs entrées, fasse partie du domaine de rationalité.
La condition est nécessaire; supposons en effet qu'une équation soit abélienne, et qu'on ait exprimé les racines en fonction de l’une d'elles comme nous l'avons dit ; affectons chacune d'elles de v indices et posons
Li — oo. - -0)
DD SA EST APE 2 toute fonction cyclique à y entrées de ces racines, appartenant au groupe suivant ($ 30) :
[1 +4) mod r:) |Z Z+1| (mod.r:)
NE TON
est rationnellement exprimable. Elle est en eftet une fonction rationnelle de x,; si nous la désignons par C(x;) et si nous remplacons x, par une autre des racines de l'équation donnée, nous obtenons la même valeur qu'en effectuant sur la fonction cyclique C une des substitutions du groupe précédent; comme elles la laissent invariable, on a, en appelant pour un instant æ,, 22," "les
n racines, C(a,) = Cas) = .… = C(x,), d’où
Ca) — — [C(a1) + Cle) +... + C(as)|;
le second membre étant une fonction symétrique, on voit que la fonction cyclique considérée s'exprime rationnellement au moyen des coeflicients de l'équation.
Réciproquement, si une fonction cyclique des racines fait partie du domaine de rationalité, l'équation est abélienne.
Nous avons vu en effet au K 31 que les quantités SD IX s'expriment rationnellement au moyen de l’une d'elles x55...0, et d’une
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fonction cyclique particulière quelconque ; si celle-ci fait partie du domaine de rationalité, chaque racine est une fonction rationnelle de æw...0, et les fonctions Ü qui les expriment sont échangeables, par suite l'équation est abélienne.
Nous dirons qu'une telle équation, dont le groupe est un groupe cyclique à v entrées, est une équation abélienne de rang v.
86. Nous allons ramener la résolution des équations abéliennes générales à celle des équations simples à l’aide des considérations suivantes.
Parmi les n — nin...n, racines 4,»,...,, Considérons celles pour lesquelles x des indices, par exemple , ,...,h,, ont des valeurs fixes 4, &, ...,a,, et les autres variables ; leur nombre est Nu My+2...N,. Prenons une fonction cyclique de ces racines, relativement au groupe déterminé par
RE I Nr ER Ed a toute 2e Lil:
si nous la représentons par Ys,2,.« a, elle à pour toutes les substitutions du groupe cyclique min:...n, valeurs distinctes, obtenues en faisant varier les indices x; je dis que ce sont les racines d’une équation abélienne ; eu effet, toute fonction cyclique des y reste invariable pour les substitutions cycliques effectuées sur les racines æ, et est rationnellement exprimable, par suite l’équation est abélienne d’après le théorème précédent.
Lorsqu'on a résolu l'équation abélienne de rang w et de degré ni. ..n, donnant les valeurs des fonctions y, on peut déterminer au moyen de Yo: a les coefficients de l'équation satisfaite par les racines Lajape ea hi pat tt, lorsqu'on fait varier les derniers indices ; cette équation est abélienne quand on adjoint au domaine de rationalité la quantité 7y,,,.. ‘as Car les fonctions cycliques des racines font partie du nouveau domaine. Si l’on prend w—1, les fonctions y sont racines d’une équation abélienne simple de degré », résoluble par radicaux, ainsi que nous l’avons vu; lorsqu'on à calculé ses racines, la résolution de l’équation donnée se ramène à celle de x, équations abéliennes de rang v—1 et de degré n3:...n,, auxquelles est applicable la même méthode. Si l’on remarque que la connaissance d’une seule racine d’une équation abélienne entraine celle de toutes les autres, on peut énoncer le théorème et le corollaire suivants :
VOGT, — RÉS, ALG, 10
TuéoRÈme. — L'équation abélienne générale de rang v et de degré n = ninr..n, se résout au moyen de v équations abéliennes simples
successives, de degrés ni, na, ...,n, (°).
COROLLAIRE I. — J'oute équation abélienne est résoluble par radicaux lorsqu'on adjoint au domaine de rationalité les racines de l'unité. Pratiquement, on formera les fonctions symétriques
(a 0, ALES n — 1) et la résolvante Ta té [yo Ve Got Lt AE OL Dr CN aus CHERE
où w, est une racine primitive de x4—1—0; elle est rationnellement exprimable et, au moyen de "YT; et de w on détermine Yo, Yiy Y2s + Yn, 13 les fonctions cycliques des racines x qui composent 7, sont connues au moyen de cetle quantité, et l’on continue de proche en proche.
Si l’on remarque qu'une équation abélienne simple de degré composé se résout au moyen d’une suite d'équations de même nature et de degré premier (S 81), on peut énoncer ce deuxième corollaire :
CoROLLAIRE IL. — Toute équation abélienne se résout au moyen d'équations abéliennes simples successives de degré premier.
87. Nous terminerons ce chapitre par un exposé succinct des recherches de Kronecker sur la nature des racines des équations abéliennes, et leur expression générale au moyen des racines de l'unité; elles ont été exposées par lui dans différents articles insérés dans les Monatsberichte (1853, 1856 et 1877), et une partie en a été reproduite dans l’Algèbre supérieure, de Serret (t. Il, p. 693).
D’après ce qui précède, il suffit de nous limiter au cas d’une équation abélienne irréductible et simple, de plus de degré premier, car c'est à la résolution d'une suite d'équations de cette forme que se ramène celle des équations générales.
Soient æo, Æ1, ..., Æn_1 1eS racines d’une équation de degré premier n; leur détermination dépend du calcul des fonctions cycliques
() Kronecker, Monatsberichte, 1877, p. 847; Nerro, Substilutionentheorie, p. 208. Consulter aussi Jonpan, Traité des Substitutions, SS 405-407.
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résolvantes rationnellement exprimables, de la forme
n—1 NP Are D wir FO MEE Li PE on a en effet (11) NTn — Zu hi,
Si l’on remplace w par vw’, on remarque que la fonction PAU PR CRC]
est rationnellement exprimable au moyen des coefficients de l’équa-
tion et de w' dèsque /h+lN +... est —=0(mod.n); on en déduit en particulier, +, désignant une fonction rationnelle, ù Une Y!
î FN \ PE w ER ©, :
yli on ) ? y n( /
DHIOmpose VE} (oh éeet Ent" fin) MOonen tire
Prenons pour À une racine primitive du nombre n, telle que, si RAA = {+ no, le nombre 6 ne soit pas divisible par n, et considérons le produit
Re) n—3 W De dy 24 À dy n—1} 5 17 7 (12) (2 Re + + —-- = on(wt)#" o(wt)}" VEN oo" t).
Yht Vin2#
0 L4 a x —{ 2 ° Le premier membre se réduit à W# —#4"%; sil'on prend 5
tel que o-+s—=0 (mod.n)
s n'est pas nul par hypothèse; le produit 447 est rationnellement
exprimable, et l’on a par exemple
WE = pu), d'où da = You) = Yrre(ut)y (ui).
On peut poser {s = k et exprimer w‘ en fonction de w", qui est aussi racine primitive ; en désignant o{w')y(w') par F(w") et rempla-
. 1 . , Lire cant %* par la puissance — du deuxième membre de léqua-
tion (12), on arrive pour déterminer 4, — 4% à la formule
= Fot)] Flat" NA Il reste à simplifier la parenthèse ; si / est le nombre tel que 5 =4MmOU- 7 MOTTE tol = kl, t= kl; on peut remplacer w! par sa valeur en fonction de w* et poser
on(w!) = fi(w*);
alors
EAU CN LE 2: 2 CLR.) Listes _ AC) Es — fi(w*#},
« prenant avec le reste de Aioutestles valeurs Le, quand À varie, et & satisfaisant à la condition a8=1 (mod.n); en modifiant la fonction F(wl), on peut prendre 8 entre O0 et n —1.
On peut enfin poser «k=7+r, de sorte que fr=#, et si l’on choisit s defaçonque rs—=1 (mod.n), $ sera déterminé par la congruence $B—=/ks; on aura donc la formule
n—1 (sx) (13) Ye = Fu) [T AG), NA
où r varie de 4 à n—1, s est donné par rs —=1 (mod. n), et sk doit être réduit à son reste (mod. n).
Telle est la formule donnée par Kronecker et déjà trouvée par
Kummer (Journal de Crelle, t. 35, p. 363); F et f, désignent des
fonctions rationnelles, et la formule (11) fournit la valeur des
TACINCS ST Le Lie
88. Il reste à démontrer la réciproque; quelles que soient les fonctions F et /; rationnelles dans le domaine donné, les formules (11) et (43) donnent les racines d’une équation abélienne.
Remarquons d’abord que 4* est une fonction rationnelle de w ; on à en outre Vu D D ES) IL: (100) DONS
l’exposant de /; étant entier et w” étant une fonction de w', on voit
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que le second membre est une fonction rationnelle de w': nous pourrons donc poser, en le désignant par e;(w'),
(14) Vu = Yn(u).
Nous allons montrer que les fonctions symétriques des racines ainsi que les fonctions cycliques sont rationnelles ; 1l suftit de le faire voir en particulier pour Xx? et Èx,,,#}; nous partirons pour cela de la formule (11) où l’on peut remplacer k par £t si { est premier avec n ; On à ainsi
nd = no Ye, x? —_ ADyr. Te L'an ans My a
où À est un coefficient numérique, et
N\ NA “! “! —h\(k k Doc) ZX}, = AL e ee Ye « A .(Zro ( ho y
Si ki ++... nest pas —=0, la dernière somme est nulle; elle est égale à n dans le cas contraire ; 1l reste de cette façon
— < a \' Æ k. .. t Ve Lit — NA ee + Ve Vite ee = nAËy 7... ÿi Hu pr ox (wt)ox. (on) ,
la dernière valeur a été obtenue en appliquant l'équation (14) ; dans la somme, A++... doitêtre —=0, etils’ensuit, d'après une remarque faite, que tt: est une fonction rationnelle de w!'; on à donc
où R est une fonction rationnelle ; le raisonnement précédent montre qu'elle garde la même forme quel que soit {: elle est donc égale à
TR) + R(u?) +... + Ru 1)],
et c’est une fonction indépendante de w, par suite rationnellement exprimable au moyen des coeflicients de F et ji.
Un raisonnement analogue montre que la somme Xx,,1x? est rationnelle; par suite la proposition est démontrée, et les formules (41) et (13) donnent toutes les racines des équations abéliennes de degré premier.
Une conséquence importante tirée par Kronecker de ce qui précède, et que nous nous contentons d’énoncer, est la suivante :
Les racines d'une équation abélienne de degré quelconque, à coefficients entiers, sont des fonctions rationnelles des racines de l'unité.
89. Appliquons ces considérations aux racines des équations abéliennes du troisième degré.
Sans nuire à la généralité, nous pouvons supposer que %, c’està-dire la somme des racines, est nulle, et faire entrer la fonction F de la formule (13) dans les facteurs du produit ; on a de cette façon
de f(u°)°, ÿ = f(o)°f(w?)?, ou bien encore
1 2 8 Key
Wie (a SN 3) (a by 3) 2 2 1 W = (a+ bÿ— 3)" (a — bÿ—3};, où a et à sont rationnels. Les racines sont alors données par les équations JL = Yi + Ya ST — W°i + WU, SX = + w»,
et les coefficients de l'équation, mise sous la forme a*+px+q=0, ont pour valeurs
Joe Wide a? + 3b° PE | Vi + di 2a(a? + 30?) RSR AR RUN EE LAURE TR 1 27 97
on retrouve les expressions déjà données au $ 53 en remplaçant 9X mi a et b par — et —.
fous hs Les raisonnements que nous avons faits ne s'appliquent pas à l'équation du quatrième degré, puisque 4 n'est pas un nombre pre-
mier ; nous allons chercher directement la valeur des fonctions L— Lorr 1% rm CE NE Eu (£ —= (A, L. PAS 3),
d'où nous déduirons les racines par la formule (11). | r | . e LI Les fonctions tits et © sont cycliques et s'expriment ration- 3 1 nellement au moyen des quantités connues et de la racine 2 de
l'unité ; comme elles se transforment l’une dans l’autre par le changement de à en —1, on peut poser
Fe = HA + di), _ — bi — di),
DES ÉQUATIONS ABÉLIENNES 151
b et d étant rationnels, d’où l'on a “27 GEL dt a DA + d2), — = —; Es (4 + d?) UT ER PE Dibs
pas lorsqu'on remplace à par —7?, de sorte qu'on peut la repré-
d'autre part est aussi une fonction cyclique, et elle ne change
* on en déduit
senter par 37?
et
dE — - (A + di(A1 — di).
Nous avons de cette façon 4, en extrayant une racine quatrième, % au moyen d’une racine carrée et %, en changeant dans 4 % en —i; comme % est un nombre rationnel qu'on peut désigner par a, on obtient finalement
AT = Ter EN TE Fe +\/2 (4 — di)ÿ1 + d,
ou, en remplaçant la somme Ÿ+% par la racine carrée de son carré, 4% = a+ LI + E HV + + VIE).
Telle est l'expression, déjà donnée par Abel, d’une racine d’une équation abélienne du quatrième degré; les autres s’en déduisent immédiatement en appliquant la formule (41). On vérifierait facilement que les fonctions symétriques et cycliques des racines sont rationnellement exprimables, quelles que soient les valeurs rationnelles de a, b, c, d.
DES ÉQUATIONS DE LA DIVISION DU CERCLE
90. Nous avons vu dans les chapitres précédents le rôle joué par les racines primitives de l’unité dans la résolution algébrique de certaines équations ; nous allons montrer que les équations dont elles dépendent rentrent dans la catégorie des équations abéliennes, et sont résolubles par radicaux; nous entendons par là que les racines primitives de l'équation
x" —1 —=0 peuvent être calculées séparément au moyen de radicaux lorsqu'on suppose connues celles des équations binomes de degré moindre; le calcul étant répété pour celles-ci, on voit comment les racines primitives de l'équation de degré m sont calculables par radicaux successifs.
C'est du reste l'étude approfondie faite par Gauss de la résolution des équations binomes qui a conduit Abel à celle des équations qui portent son nom; nous suivrons ici une marche inverse en appliquant aux équations actuelles les résultats du chapitre précédent.
Remarquons d’abord que si m — mim:...m, est une décomposition du nombre ” en facteurs premiers entre eux deux à deux, la recherche d’une racine primitive d'ordre m se ramène, comme on le sait, à celle d’une racine primitive de chacun des ordres Mu, M, ..., M, de sorte que si le nombre m décomposé en ses facteurs premiers est de la forme
D SM ne:
il suflit de calculer une racine primitive de chacune des équations = 1 = 2 — 1 — 0,
Pour la première par exemple, prenons une racine primitive w, de l'équation
x —1 = 0, puis désignons par 6, W,, ..., w, une racine de chacune des équations successives €? — w, — 0, XP — w3 = 0, À re GC LE leurs valeurs sont par exemple DS — w21/o1 , (OE— WA/t , Æ D Wha/u, 1 ;
je dis que le produit
UD 0)10s ,, .0,
est une racine primitive d'ordre p*; en effet, on a d’abord 1 —0; il sufit de voir que le produit w ne satisfait pas à l'équation x? "—1—0 qui possède toutes les racines non primitives de celle de degré p°; orona
a—1 1) 2, tp? ir
qui est = 1, par suite w est racine primitive de l'équation de degré pp. On voit que le calcul de w se ramène à celui de «, et
BIEN à l'extraction de x—1 racines successives d'indice p; dès lors il suffit de considérer le cas d’une équation binome de degré premier p.
LS 91. Les racines de cette équation, autres que l'unité, sont primi-
tives, et de la forme
2 )—1 HU, eo
elles satisfont à l'équation
XP — À
ne RSR de LG AT E — 0,
appelée par Gauss « équation de la division du cercle pour le nombre p ».
Elle possède la propriété d’être irréductible (*). Supposons en effet qu'elle ne le soit pas, et que f(x) soit le produit de deux polynomes entiers à coefficients rationnels; d’après une proposition rap-
(*) Comparer Nerro, Substilutionentheorie, p. 1174.
pelée au $ 33, on peut admettre qu'ils sont à coefficients entiers; supposons que l'on ait (2) f(x) = e(a){x), où © et % ont leurs coeflicients entiers ; pour x —=1 onentire p = e()Y(1), de sorte qu'un des nombres qui forment le second membre est égal AVE SOI to AIECeUOonbre, o(x) s'annulant pour une racine telle que w,, le produit | e(æe(x?).. .o(ætt) s’annule pour w,, wŸ, ..., wf-1, c'est-à-dire pour toutes les racines de l'équation (1) et est divisible par f(x); en effectuant le calcul, on constate que le quotient a ses coefficients entiers, et en le représentant par fix), on a a(a)e(at).…e(20 1) = f{x)fi(æ).
Si l’on fait dans cette identité x = 1, il vient Œ APT = pt), ce qui est impossible puisque /,(1) est un nombre entier ; par suite l'équation (1) est irréductible.
92. C'est une équation abélienne, car si 4 est une racine primi-
tive (mod. p), les racines w,, wi,.., peuvent être représentées par
2 p—2 { { € w, w, uw, ..., wÿ
ou, en posant Ü(w) = wf, par Ou), Ow), ...,; 0 7(w), on peut par suite leur appliquer la méthode du $ 78. Si nous désignons par « une racine primitive de l'équation LPS A LEE 10) la fonction cyclique
ç 4 )—1 T, = D = (o + au + +. + 47 fl di
est rationnelle, ainsi que les produits —2\ p—1—}
à 2: AE ) Da ah fu atot. pa Ba (open par fut TI
de sorte a l'on a, ense Me aux formules (8) du S cité,
ivre AE Ter + P-YT =]
1) ACADTES Tes Sn La Tia NT) a tr L
xs
Le calcul des racines w, w?,... est ainsi ramené à celui d’un seul radical d'indice p—1 et à celui d’une racine primitive de l’équation binome de degré p —1.
Comme f(x) et 0 ont leurs coeflicients réels, la détermination de ?-V/T, se ramène, comme nous l'avons vu au $ 79, à la division d’un angle & en p—1 parties égales, et à l'extraction de la racine carrée d’une quantité connue U, qui est égale à la valeur absolue
du produit réel Hp (w ne ONE ap?) (ow AUDE AP 0 A T- at ©) $ En effectuant le produit indiqué au second membre, on a Wii = (w? DATI PENEs PA med WA?) + (wi + wft+08 +... + wti+9#P?) pis A CHE Re DER EE EU nl se) Rx
Les nombres 2, 1+3g,
un ordre quelconque, congrus p—1 p—1
est donné par 1+g°®, car g? est la seule puissance de y
qui puisse être —=—1 {mod.p»); on en conclut que chacune des
+g%,, ..., 1+g*? sont, dans 2,
à 3, -.., p—1, p; le dernier ?
. —9 , . . vie puissances &w?, w!19, ..., wt+# * représente une racine primitive p—1
de l'équation donnée, à l'exception de w!T# ? — 1, et que chaque parenthèse est identique à la somme des racines de f(x) = 0,
p—1 c'est-à-dire égale à —1, saufle facteur de x? qui est égal à p—1; ona donc p—1 p—1 Ve = — U +a+é+...+a? +... Ha?) + pa?
pt Comme la première partie est nulle etque «x ? ——1, ona RUE — nu: U == P:
D'où ce résultat :
THÉORÈME I. — Pour résoudre l'équation binome de degré p, ü
suffit : 4° de connaître une racine primitive de l'équation binome de degré p—1; 2° de diviser un angle que l’on peut alors construire en p—1 parties égales ; 3° de prendre la racine carrée du nombre p.
93. Le problème est ainsi résolu, mais on peut opérer d’une autre manière, et prendre d’autres révolvantes que la fonction cyclique T;, comme nous l’avons vu au $ 81 ; si l’on pose
p —1 = Mme. ..Mm,
en décomposant p—1 en facteurs égaux ou inégaux, on peut déterminer w en résolvant » équations abéliennes successives de
degrés m4, M, ...,m, et adjoignant au domaine de rationalité les racines des équations binomes au — 14 = 0, di A —=10; My Lv — À = 0.
a étant une racine primitive de la première, on posera ne gui gs Yo ou ER REESS 7 uw? + AE Le FO 7 Éo 2% Te ons ART - "3 Nr ae :
et on formera la résolvante il 2 (40 — %1%1 —- 470 + ne + TA m1) "4 qui s'exprime rationnellement au moyen de , et des coeflicients de l'équation donnée. On déterminera les inconnues y au moven de L y
2, et de ‘YT;i: leurs valeurs sont données par des formules analogues à la formule (9) du $ 81. Connaissant l’une d'elles, par
a nm :
exemple Xo, on partagera les — racines dont elle est la somme en
m, séries, et l’on posera 2 gite ge DO) EAU on RS m . m, (mm, +1 2m, (m1
RON TES ENT 103 | LE 9 (2 JEUN
m,(m,—1 2m,(m,—1 SLA Prat GE GONE 1 LODEL
la résolvante
Ri = (90 + dpi + age + Hair on, 1)", où « est une racine primitive de l'équation x”"2—1 —=0, s’exprime rationnellement au moyen des coefficients de l'équation donnée et de y,; on déterminera alors les inconnues + au moyen
Mao y — r Fa . A de «et de ŸR, comme précédemment; on continuera de la même
manière en partageant les ——— racines dont +, par exemple est MM
la somme, en m, séries, et ainsi de suite. On peut dès lors énoncer le théorème suivant :
THÉORÈME IL. — Si p est un nombre premier, et si l’on décompose p—14 en un produit de la forme
DA —=EmAN. M, il suffit, pour résoudre l’équation binome de degré p et en déterminer une racine primitive : 1° de calculer une racine primitive de chacune des équations vi ee À — 0, TE FFS (| —= 0, ere LT = = 0 à
2° de calculer des racines successives d'indices nu, m2, ..., m, de quanhités s'exprimant chacune rationnellement au moyen des radicaux déjà formés précédemment et des racines primitives dont on vient de parler.
On applique ordinairement ce théorème en prenant pour Mi, Ma, ..., M, les facteurs égaux ou inégaux de p—1 décomposé en ses facteurs premiers ; il est cependant un choix particulier de ces nombres que nous allons mentionner.
Supposons que les diviseurs mu, m2, ...,m, de p—1 soient premiers entre eux deux à deux, sans être forcément premiers absolus ; considérons les fonctions analogues à %,, obtenues en remplaçant m, par nu, ..., m,, et désignons-les par
an
Yu = © + ITR ET HR ee, Poeme AIMER ERA ENS .,
Xoy = © + DRE DU ;
x S'exprime au moyen d'une racine primitive « de l'équation a"n—1 —0 et d'un radical YTy portant sur une quantité qui dépend rationnellement de «;.
Formons alors l'équation f(x, y) = 0 dont dépendent les racines dont la somme est y»; Ses coefficients sont des fonctions rationnelles de cette quantité ; toutes les équations analogues, obtenues en donnant à À les valeurs 1, 2, ..., v, ont la racine commune w et n’en ont aucune autre ; on obtiendra donc cette racine en cherchant le plus grand commun diviseur des polynomes /, et en l’égalant à zéro ; la racine de ce commun diviseur, qui est du premier degré, est une fonction rationnelle des quantités Yo Xos On peut donc énoncer le corollaire suivant :
ss.) Love
COROLLAIRE. — Si les nombres nu, m:, ..., m, dont le produit est égal à p—1Â sont premiers entre eux, une racine primitive de l'équation binome de degré p s'exprime rationnellement au moyen d’une racine primitive de chacune des équations binomes
dn—A—0, 2—1—0, ..., a"w—1—0 .el de radicaux d'indices m,, Ma, ..., m, portant respectivement sur des fonctions rationnelles de ces racines.
Le cas le plus important est celui où les facteurs du nombre p—14 sont tous égaux à 2; le nombre premier p est de la forme 2"+1, etil est nécessaire que m soit lui-même égal à 2, car si : l'on avait m — 2% (2m +1), le nombre
Dm _L 4 — (22 )2m"+1 MUST | serait divisible par 2* +1 et ne serait pas premier. Les racines primitives des équations binomes auxiliaires sont égales à —1, et les radicaux successifs ont tous leur indice égal à 2. On a dans ce cas le résultat suivant :
TaéoRëme LI. — ZL’équation binome dont le degré est un nombre premier p de la forme 2 +1 est résoluble au moyen d’extractions de racines carrées successives.
Pour u —90,1,2,3,24, on a des nombres premiers qui sont
DIS ON NS ER DO OO E mais pour pm —5, le nombre obtenu n’est pas premier, car 22 + 1 — 4294967297 — 641.6700417, de sorte qu'on ne sait pas si la suite des nombres de la forme précédente contient un nombre limité ou illimité de nombres premiers.
94. Considérons le cas où l’on décompose ie nombre »—1 en P 1
p — 1 un produit de deux facteurs m = 2 et m = 1 So UNE de-
di
vons poser ji DER ONE ide …., Li = HN 1e 0e.
et former la résolvante D = (x — XIe T, s'exprime rationnellement au moyen des coeflicients de l’équation ; on obtiendra sa valeur en remplaçant dans le produit 44, »
du $ 92 « par —1, carona a7?— —1 et les deux facteurs de ce produit sont égaux à yo—7,, nous avons de cette façon A1 Et.
Comme on a d'autre part yo+y1 — —1, les deux inconnues 40 et y, ont pour valeurs
es ) EE m=s te V?f =+ five
Nous devons ensuite exprimer en fonction rationnelle des deux quantités précédentes les coefficients des équations
fo(æ) = (x = w)(d — w9)(æ = w1°) Ds (|.
fix) = (x — 1) (æ LE of )( — w1°) er 0:
dont les racines entrent respectivement dans yo et 71; un coefiicient À de la première par exemple est une fonction entière à coefficients entiers de toutes les racines et a la forme
AR 00 Et Dio Gad A Gb EE EAU
HORS SOUS DO TNA 0 MoN MEL = un en effet, À ne change pas lorsqu'on remplace w par w’, de sorte que l’on a encore
VNESDASE uw —+- PAU hr, d'où l’on tire (A3 — a )w® + (ay — d3)tu9° 0:
cette équation, que l’on peut réduire au degré p—2 par rapport à la racine w appartenant à l'équation irréductible f(x) — 0, ne peut avoir lieu que si les coefficients sont tous nuls, c'est-à-dire si DORA Us 2 CODE - Gi cn ACC LOUER NOUS VOUlONS démontrer.
Il résulte de là que le coefficient À est une fonction linéaire à coefficients entiers de 7, et de y:, ou bien, en vertu de la relation 4o—+y1 = —1, une fonction de même nature de ÿ,; par suite fox) peut se mettre sous la forme
fox) = P+ Q%0; où P et Q sont des polynomes entiers à coefficients entiers ; on aurait f(x) en changeant y, en y, ce qui donne
fix) = P+Qy;;
en remplaçant y, et y: par leurs valeurs, on peut écrire
= LleeVer rar s@=ifx-V nr]
où X et Y sont encore des polynomes entiers à coefficients entiers. Remarquons que le premier membre f(x) de l'équation (1) est égal au produit fi(x)f(æ) ; on a donc l'identité
4 Pt fe) = a+ eat = EUX (a pv |
d’où le résultat suivant :
THéoRÈME IV. — Lorsque p est un nombre premier, on a identiquement pi (a Hate +m+A) = X?—(—1)2 pY?,
X et Y étant des polynomes entiers à coefficients entiers. 95. La résolution de l'équation binome de degré m est équiva-
lente à la solution de ce problème : Diviser la circonférence du cercle en m parties égales; cela résulte de ce que si w est une
; : , | Ars Tr racine de l'équation binome égale à cos —+1sin —; ona m m , DETREMRE Tr OC NT m m 2er 9 COS — — rie ae Ce mt NET 9i sin — mu AS CEE m
: D kr l (— —) Sin —— AU à m 2
par suite la connaissance des racines w de l'équation binome en-
traine celle des lignes trigonométriques des arcs égaux à — et nm
celle des points de division de la circonférence partagée en m parties égales, et réciproquement. On peut donc énoncer les résultats suivants :
Pour inscrire dans une circonférence un polygone régulier d’un nombre premier p de côtés, il suffit de diviser la circonférence en p—1 parties égales, de diviser un arc, que l’on peut alors cons-
truire, en p—1AÂ parties égales, et de prendre une moyenne proporhionnelle entre le rayon et p fois le rayon.
Sr les facteurs premiers de p—1A sont mu, nu, ..., m,, ù suffit aussi de partager la circonférence en mi, ma, ..., m, parties égales et de construire des quantités exprimées par des radicaux successifs DANTICES Mis Ma, Nb
Îl est toujours possible d'inscrire dans une circonférence, avec la règle et le compas, un polygone réqulier dont le nombre des côtés est un nombre premier de la forme 2° +1.
Considérons le cas de p —5 et choisissons pour g le nombre 2; nous avons
g9 = 1, g = 9, g = À en posant
co
(mod. 5);
Voie W® — w + w#, ANSE WP — 0? + wô.
%o et y, sont racines de l'équation | +4 —1 = 0.
Si l’on ne fixe pas la valeur que l’on prend pour w, le choix des
racines y,, Y1 est indifférent, mais si l’on se donne
2r NT WDRICOS EPS ISIN D 5
il faut prendre
PAT SAR 20 eee À 1 EE ———— 0 . ? ” 2 Ensuite, on a © + wo = y, (DID RL W? HW = y1, GIE EM
de sorte qu'on a à résoudre les équations
2 — yo% +1 = 0,
gx +1 = 0, et alors on a, en choisissant comme il convient le signe du coefficient de 2,
—1+ÿ/5+iV10+2/5 RE rl Pour p — 17, lenombre g—6 est une racine primitive; il fournit comme restes de g°, g!, ... les nombres 10 212 0 210115165819 #10,9,;3.
VOGT, — RÉS, ALG. A1
< Les sommes
— Ye p Yo — O + D? + of + of + wt6 HE ot + ww),
4 = OH wo + 67 + ott LE oft JE 0 + 10 wo sont les racines de +4 —A= 0.
Si l’on choisit pour w la valeur
C à Pr D COS ES" 47 17
il faut prendre, comme on le voit facilement,
—1+ 17 —1— 17 ROC AN LT DEA On à ensuite, au moyen de y, et y,, Do = © + + D 16 + wt$, ph = bé ot Pol, gi = W + W$ + w!5 + w?, g! = w wtéE W5 + wÿ, qui sont racines de SNL, Pie Li ELU à leurs valeurs sont CURE Dee — 2 n, LT RDE — VEN KV
En se limitant à o, et posant
39 = ù + w!6, be LOCAL On à
ou encore, en exprimant #; au moyen de %,
qui donne |
2 i ROME Po [L 0 ! 20 ?0 !
DS Vous, (ENS
Enfin w et w!'$ sont les racines de
de sorte que l’on a
« = + +i mers
Il est facile de tirer de là une construction du polygone de 47 côtés inscrit dans la circonférence (*).
96. Les mêmes considérations s’appliqueraient à l'équation dont
, 2 dépend directement la recherche de cos 5 on l'obtient en ex-
primant la fonction
NE nn Nm = + mr
au moyen de 3 = TX +— ge et posant æ—cosa+isina; onaainsi z—2cosa, V,—2 cos ma,
et l’on obtient, par un calcul employé dans la théorie des équations réciproques,
m(m — 3) : : on re 2 Mk (3) 2iC0S Murs mg"? + ro me ; ; 27 TNA Il suflit de faire a —— pour avoir l'équation ayant pour nr racines 2r 4T 2(m —- 1)r 2m (4) 2 cos » 2 COS —, ..., Rene 2 COS ——nt mt mt
fa, C'est une équation abélienne, car si l'on représente par T1, La, .. G $) Lyn1; Lin
les m racines précédentes, x; est une fonction de x, donnée précisé-
AT ment par la formule (3) où l’on remplace m par k#, a par — et z m par &; de plus si l’on pose pour toute valeur de £ xx; = @y(xi), on à dhkr
(à) 0X,) —= rôti) — 2 COS a
de sorte que les fonctions 0 sont échangeables et l'équation est abélenne. On pourrait lui appliquer les procédés que nous avons
(*) Consulter à ce sujet Serrer, Algèbre Supérieure, t. I, p. 565 ; Nerro, Substitutionentheorie, p. 183; BacumanN, Die Lehre von der Kreistheilung.
indiqués pour la résoudre par radicaux, mais cette méthode de résolution serait au fond identique à la recherche des racines m* de l'unité:
Il est préférable de remarquer, dans le cas où »” est un nombre impair égal à 2u +1, que les racines de la suite (4) sont l’une égale à +1 et les autres deux à deux égales et de signes contraires. On partira de l'équation binome
TRE 1e 0) ou plutôt de la suivante rs es |
(6) ee pt AA D pm
et on lui appliquera la méthode de réduction des équations réciproques, en formant l'équation ayant pour racine 2 = x + ” en se reportant à la formule (3) qui donne V,,, on a à calculer
U = V+Vis+... + Vi +1,
ce qui donne, en égalant à zéro le résultat,
Cette équation, qui admet pour racines les valeurs distinctes de la suite (4) autres que l’unité, est encore une équation abélienne, d’après la propriété exprimée par l'équation (5); elle est alors résoluble par radicaux.
Dans le cas où m—2p—+1 est un nombre premier, on reconnaît que les racines sont de la forme suivante, en désignant par À une racine primitive (mod. m) (*).
2x 27 21?2r 28 Ir (7) 2cos—, 2cos —, 2 cos RE D CUS mn m nt mt en effet, les puissances À°, À, X?, ..., A# 1 sont des nombres dis-
tincts de la suite 14,92, 3, ..., m—1; il suffit de faire voir que les & cosinus précédents sont distincts pour affirmer que ce sont les racines de l'équation U, = 0.
Or si l’on avait par exemple
ANT PANE COS —— — COS mn
(RLk; RE <u—1),
nm
(5) Comparer SERRET, Algèbre supérieure, t. II, p. 560.
on en déduirait 94 911 SH T
SNMP MH Lt = m, nt mn
d'où ONE = mn:
le nombre premier m ne divisant pas }* serait un diviseur de ALI oude —1, c'est-à-dire du produit }#%— 1 de ces deux nombres ; mais cela est impossible, puisque 24— 2} est inférieur à m— 1.
On voit done que les racines de U, —0 sont données par la
suite (7) ; si l'on représente la première par x,, et par 0(x,) la fonction rationnelle qui représente la valeur de la seconde 2 cos = on constate que les nombres de cette suite peuvent être représentés par GrAU I RCE) EP RUES Te
ils sont les racines d’une équation abélienne simple, et nous avons vu précédemment comment on les exprime au moyen de radicaux.
Dans le cas où m est un nombre pair, de la forme 2u+2, les racines de la suite (4) sont l’une égale à +1, une autre égale à — 1, etles 2: autres sont encore égales et de signes contraires; : elles sont les racines de l'équation obtenue en remplaçant dans l'équation suivante
VSRETT
(8) me en De da ae in 0
1 me HEAR CUP EL l'on pose à? —1t, t est fourni par une équation de degré & analogue à (6); dans le cas où y est pair, on lui applique la méthode précédente, et z est donné par la relation 1 1 DDR — Ü+ — ; æ l
si au contraire p est impair, l'équation en f tirée de (8) a une racine égale à —1, et l’on est ramené à une équation de degré u—1,.
CHAPITRE XII
97. Nous avons vu que les équations abéliennes sont résolubles alsébriquement après adjonction au domaine de rationalité de certaines racines de l'unité ; elles sont caractérisées par cette propriété qu'une fonction cyclique des racines est rationnellement connue ; nous allons généraliser et rechercher quelles sont toutes les équations irréductibles résolubles de degré premier, en suivant la méthode indiquée par Kronecker dans ses leçons sur la théorie des équations algébriques professées à l'Université de Berlin, et reproduites en partie dans les Monatsberichte (3 mars 1879).
Nous considérons d’abord une équation
(4) PRIT AR ER RAR EEE de degré premier n, dont les coefficients font partie d’un domaine de rationalité (R, R', R’, ...), et irréductible dans ce domaine ; comme au chapitre V, nous représenterons ses racines par Los Las ce. Ln_1. NOUS allons d’abord étudier l'effet produit sur cette équation par l’adjonction au domaine d’une ou de plusieurs fonctions cycliques de ses racines.
En nous reportant à ce que nous avons dit sur les fonctions cycliques et métacycliques de plusieurs variables (chapitre V), nous n'avons à considérer pour n premier que les fonctions cycliques simples. Si l’on adjoint au domaine de rationalité une fonction cyclique particulière, toutes les racines de l'équation donnée s’expriment rationnellement au moyen de l’une d'elles dans le nouveau
domaine ($ 26); si donc une des racines s'exprime rationnellement, il en est de même des autres, et l'équation devient réductible, le premier membre étant décomposable en n facteurs du premier degré rationnels.
On peut montrer du reste que si le premier membre f(x, R, R',R’,...) se décompose en plusieurs facteurs irréductibles lorsqu'on adjoint au domaine une fonction cyclique Y(æo, 41, ..., Œn 1), ce ne peut être qu’en facteurs linéaires ; si l’on a en effet par exemple un facteur irréductible
ot, VR R,...) = (2 — 2) — it — 2)...
que l’on peut encore écrire, en exprimant 1, %, ... au moyen
de To; (æ "Ti o)[æ de 0(xo, )ILe — 02(To, y) ...)
et un autre +, contenant une autre racine x,, la substitution du groupe cyclique auquel appartient y et remplaçant x, par x, ne change pas la valeur de + et la transforme en +,; de cette façon chacun des facteurs irréductibles a le même degré et ne peut être que du premier degré, puisque » est premier.
Ainsi donc, après l’adjonction au domaine de rationalité d’une fonction cyclique particulière, l'équation reste irréductible ou se trouve décomposée en facteurs linéaires, c’est-à-dire résolue.
98. 11 y a (n—1)! valeurs algébriquement conjuguées d'une fonction cyclique, correspondant à (n—2)! groupes distincts et appartenant n—1 à n—1 aû même groupe; il est impossible que l'équation se trouve résolue lorsqu'on adjoint une fonction appartenant à chacun des (n— 2)! groupes distincts, et 1 existe au moins une fonction cyclique dont l’adjonclion laisse l'équation irréductible.
En effet, supposons pour plus de généralité que l'équation donnée soit spéciale et possède un groupe G auquel appartient algébriquement et numériquement une fonction o(T,, DRM URI TELE SOIE Y1(Los Lis +. En 1) une fonction cyclique dont l’adjonction rend l'équation réductible en facteurs linéaires
ft) = [x — Re, le — Re, v1)]...
Formons le produit F(x) = Hz — Ro(o, Y:)]
étendu à toutes les valeurs algébriquement distinctes que prend pour toutes les substitutions du groupe G; c'est une fonction appartenant au groupe de l'équation, et exprimable rationnellement ; l'équation F(x) = 0 ayant une racine commune avec la proposée F(x) est divisible par f(x) qui est irréductible, et se décompose en général en plusieurs facteurs dont l’un est f(x); si
fx) = [re — Rio, 1x — Ro(y, v:)]. fix) = [x — Ro(o, v3)]e — Ro(e, v:)]. +,
sont les facteurs irréductibles de F(x), les substitutions du groupe G doivent transformer f(x) dans chacun des autres facteurs, et comme elles laissent f(x) invariable, tous les facteurs sont identiques, de sorte que l’on a F(x) = f(x):
on en conclut que le nombre des valeurs algébriquement distinctes de y, entrant dans le produit F(x) est égal à An, et l’adjonction de chacune d'elles produit une décomposition de f(x), c'est-à-dire la résolution de l'équation proposée.
S'il y a d'autres valeurs algébriquement distinctes des Àn précédentes parmi les (n—1)! valeurs possibles de ;, produisant une réduction de f(x), un raisonnement analogue montre qu'on peut les ranger en séries distinctes, contenant chacune un nombre de fonctions multiple de n, celles de chaque série se déduisant de l’une d'entre elles par les substitutions de G; comme (n—14)! n'est pas divisible par nr, on voit qu'il y aura au moins une fonction cyclique des racines dont l’adjonction laisse l'équation irréductible.
Soit (Tdi Li) uno telle fOnCUONMAÏSSAN STEP SirrenucE tible ; supposons qu'elle appartienne à un groupe cyclique tel que CIS (nn NS RP CL
le groupe G de l'équation doit contenir CG comme sous-groupe, ou lui être identique. Supposons en effet que cela n'ait pas lieu; en adjoignant au domaine de rationalité la fonction y, la fonction uy+v?, où © appartient au groupe G, est rationnelle dans le nouveau domaine, et appartient au groupe G formé des substitutions communes à G et à G; l’ordre de ce groupe G' étant diviseur de n ne peut être l'unité, car l'équation serait résoluble, la fonc-
tion de Galois devenant rationnellement exprimable; il ne peut être que », et G& doit se confondre avec G ou le contenir comme sousgroupe, de sorte que l’on peut énoncer le théorème suivant :
THÉORÈME I. — Le groupe d’une équation 1rréductible de degré premier est un groupe cyclique ou doit contenir au moins un tel groupe comme sous-groupe.
Il renferme le groupe de toute fonction cyclique dont l’adjonction laisse l'équation irréductible.
99. Supposons maintenant que l'équation irréductible (1) ACTA R PRES RER T0
dont les coefficients font partie du domaine défini par les paramètres indépendants R’, R”, …, et dont le degré n est premier, soit résoluble algébriquement.
Cbneideronssunefonctionccycliquemtélléquen tr Ti. Gi appartenant au groupe GC dérivé de la substitution
Se EE (mod. n) et de ses puissances ; nous avons vu que parmi les (n—1)! groupes auxquels appartiennent les valeurs conjuguées de y,, il en existe n—1 identiques à C,; ce sont les groupes Ci, C, ..., On 1 dérivés respectivement de
Don Mod mA 1):
les autres groupes se partagent demême en séries de n—1Â groupes identiques ; on les obtient en laissant dans C les éléments x et &1 invariables et effectuant sur les n—2 autres %, %3, .…., T1 toutes les substitutions possibles. À ces (n—2)! groupes appartiennent les valeurs conjuguées que nous désignerons par
Y1 Y2; .., Y(n—2)! - Adjoignons au domaine de rationalité chacune de ces fonctions cycliques et désignons par
De, y1) = 0, f(æ, V2) = 0, ... 1, Y(n_2)!) — 0
ce que devient l'équation donnée après chacune de ces adjonctions ; nous allons montrer qu'une seule de ces équations reste irréductible, ce que nous énoncerons sous la forme suivante :
THÉORÈME IT. — Une équation irréductible et résoluble de degré premier ne peut rester irréductible par l’adjonction de plus d’une fonction cyclique.
Je suppose que l'équation (1) soit résoluble et reste irréductible lorsqu'on adjoint au domaine deux fonctions cycliques
(2) y1(To, Vi Lol
(3) ACTE Line. Ti) appartenant à deux groupes différents CG et C; dérivés respectivement des substitutions SL Der):
SE CRE ù HA
et de leurs puissances ; on peut toujours supposer que dans $; les deux premiers éléments æ, et x, sont identiques à æ et æ.
En nous reportant à la chaîne d'équations (2) du $ 64, la première équation
(4) NEC EEE
est une relation entre les racines %o, di, ..., 4, 1 de l'équation (1) lorsqu'on remplace V, par sa valeur en fonction de ces racines et des racines de l'unité, et l’on sait qu’elle reste satisfaite lorsqu'on effectue sur les racines les substitutions du groupe de l'équation ($ 47). D'après le théorème I, le premier membre de l'équation (4) reste invariable pour les substitutions des groupes cycliques C,; et C,; auxquels appartiennent les fonctions (2) et (3), par suite, si l'on écrit la fonction V, sous la forme
V(ti, Ti, .…..) Li, CCC) ms,
lorsqu'on augmente chaque nombre k d’une unité, ou bien chaque indice ?; d'une unité. Comme les nouvelles valeurs de V, ne diffèrent de la première que par une racine p£ de l'unité, on aura, en désignant par w une racine primitive de l'équation #1, —1 = 0, HA PS RE EP A et, en répétant respectivement «a et b fois ces substitutions,
NÉRE TL) UNINES
Lg RO OV. «di, pi. à)
2 tp se : 5) = SV (, ; «Li, à ).
Pour a et b égauxà n, ondoitavoir nr=0 et ns—=0(mod.p,), puisque la fonction V, reprend sa valeur primitive, On peut tou-
ÉQUATIONS RÉSOLUBLES DE DEGRÉ PREMIER 171 jours supposer, comme nous l'avons dit, que —0 et à = 1; en donnant à # la valeur ?,, on obtient
DANCE DAPRECE A EAU IA ES Tiji ee. ),
d'où la relation
(6) NE 5 à NPA : ) = (as an | 56 Vi, hi, 52 ). SE FRE À : .
Si l’on considère la substitution D ee fé EN OMC) PEN .. ) lu + to la + Li ….. la + x .…..
remplaçant 4 par xt lorsque k varie de O à n—1, elle laisse invariable ?,, puisque ü — 0, et ne porte que sur n—1 éléments; son ordre, que nous désignerons par f, divise (n — 1) ! et est premier avec n ; après { applications successives de Ë aux deux membres de la formule (6), on obtient au second membre la valeur primitive de la fonction V,, de sorte que l’on a
DNA IE" La,s — ar) = 0 (mod. p,).
Considérons alors les trois congruences nr = 0, ns = 0, lis — ar) = 0 (MOMEN) Sirets ne sont pas = 0, il faut que p, = n, et comme ft est pre-
mier avec n, que sa" pour toute valeur de a ; en particulier, DOUTE = INONIANt =MNUONNS== Mel parsulteNt —=u4nquel que soit a; mais cela est impossible puisque les substitutions fondamentales $S, et S; des groupes auxquels appartiennent les fonctions (2) et (3) sont distinctes.
Il faut alors que r et s soient —=0; l'équation (5) montre dans ce cas que la fonction V, est, comme V?,, invariable pour les deux groupes cycliques GC et CG; ; en passant à l'équation suivante
? fi It Ne — F,_1(V,, Fe R guuche AE
le second membre appartient à la fois à ces deux groupes, et le même raisonnement montre que V,, jouit de la même propriété; on peut continuer ainsi jusqu’à la racine x, et l’on voit qu'elle s’exprime rationnellement au moyen de y, ou de y;; mais cela est impossible car f(x) aurait alors un facteur æx—x, rationnellement exprimable dans le domaine primitif auquel on adjoindrait +, ou -;,
et l'équation (1) ne resterait pas irréductible après adjonction de : ou de y; contrairement aux hypothèses faites sur ces fonctions, par suite le théorème est démontré. On en déduit le corollaire suivant.
COROLLAIRE. — Si le groupe d’une équation irréductible de degré premier contient comme sous-groupes deux groupes cycliques distincts, l'équation n’est pas résoluble algébriquement.
100. Nous allons démontrer la réciproque : Z'oute équation irréductible de degré premier est résoluble algébriquement si parmi les (n—2)! groupes cycliques distincts, il n’en existe qu’un dont les fonctions laissent, après leur adjonction, l’équation irréductible.
Soit y1(Qo, 21, .…., Xn_1) une fonction cyclique jouissant de cette propriété de laisser, apres son adjonction, l'équation irréductible ; on peut supposer les indices des racines choisis de facon que cette fonction reste invariable pour la substitution
S4 —= (ToL1T2 . ‘ Uno)
et ses puissances ; il existe n —1 valeurs conjuguées de y, s’ex-
primant rationnellement au moyen de l’une d'elles, et leurs fonc-
tions symétriques et cycliques dans un certain ordre appartiennent au groupe métacyclique
PATNE Ne) n —1
M 2 0031 0 d.n AUTOUR :
AL PA ASE EPSON ETES CRE HÉAE
Je dis que les fonctions appartenant à ce groupe sont rationnellement exprimables au moyen des éléments du domaine de rationalité.
Considérons l'équation F(y) = 0 de degré (n—1)! ayant pour racines les (n —1)! valeurs conjuguées de y, ; désignons par Y1s Yes Yn1 Celles qui appartiennent au même groupe ; un facteur irréductible de F(y) ne peut s’annuler à la fois pour une des n—1 valeurs précédentes et pour une des autres, par exemple 7,,
car Si F,(r) = (y LU v1)Cy Yn) ….
est un tel facteur irréductible, une de ses racines y, produit par son adjonction au domaine de rationalité une réduction de f(x, R', R’, ...), il en est alors de même des autres, comme nous l’avons vu au $ 39, et en particulier de y;, ce qui est impossible.
Par suite les valeurs 4, ÿ2, ..., Y» 1 doivent entrer, à l'exclusion des autres, dans un ou plusieurs facteurs irréductibles de F(y), de sorte que le produit
CT Net tr a ses coeflicients rationnels ; par suite les fonclions appartenant au groupe M font partie du domaine de rationalité.
Mais nous avons vu au $ 28 que les fonctions y1, ÿ2, .…., Yn_1 SOnt telles qu'une fonction cyclique particulière de ces valeurs appartienne au groupe métacyclique ; par suite on peut, dans le cas actuel, les déterminer en résolvant une équation abélienne de degré n —1; une nouvelle équation abélienne de degré n donne les racines de l'équation proposée, qui se trouve ainsi résolue algébriquement. C'est aussi ce que nous avons vu en exposant les recherches de Lagrange ($ 62). On peut énoncer le théorème suivant :
THÉORÈME IIT. — La condition nécessaire et suffisante pour qu’une équation irréductible de degré premier soit résoluble alqébriquement est qu'il existe une fonction métacyclique faisant partie du domaine de rationalité ; la résolution de l'équation dépend alors en général de deux équations abéliennes successives.
Il est évident que les équations abéliennes rentrent comme cas particulier dans la catégorie précédente.
COROLLAIRE. — Le groupe d’une équation irréductible de degré premier résoluble algébriquement est le groupe métacyclique ou un de ses SOUS-Jroupes .
101. Nous avons démontré au $ 31 que chacune des quantités Loy Li +. T1 est une fonction rationnelle de deux d’entre elles et
d'une fonction métacyclique ; on peut donc énoncer le résultat suivabte
THéorëme IV. — Chacune des racines d’une équation trréductible et résoluble de degré premier est une fonction rationnelle de deux racines particulières quelconques, les coefficients de cette fonction faisant parhe du domaine de rationalité.
Nous allons démontrer la réciproque :
Si les racines d’une équation irréductible de degré premier sont fonctions rationnelles de deux d’entre elles, l’équation est résoluble algébriquement.
Soient Di — 6(%o, ie T3 — 03(%o, DTA ..) Ln-1 — 0 1(To, Xi) les expressions des racines %, %3, .…, %h 1 au moyen de æ et æ, et GNS EU RSS RS RP PA)
le groupe de l'équation; toute substitution de ce groupe laissant x et +, fixes ne peut changer aucun autre élément; on en conclut qu'il ne renferme pas deux substitutions distinctes amenant x, et x à des places déterminées dans la suite x, Z,, ..., %n_,. Supposons en effet que $S, et 5, soient deux substitutions remplaçant x; et di par “et 21; le produit #S,SsmMlaissenritelt#ritlixes etise réduite l'unité, de sorte que $S, et S, ne peuvent être différentes.
Les substitutions de G, sauf l'unité, doivent changer au moins un des deux éléments 0, 2, et il Y a nin—1) manières de placer ceux-ci ; si les substitutions S produisent tous les changements possibles de % et x, on a r= nn —1); plus généralement, considérons le groupe G et le groupe formé des substitutions
SM: »> 49 223 (n—2)!
laissant x, et x, invariables et permutant 2, #3, ..., +, de toutes
les manières possibles. Formons un tableau analogue à celui du K 6, constitué par les lignes
SSSR [a = 1,92,...,(n—9)!):
les substitutions qu'il renferme sont distinctes, car celles d’une même ligne le sont, et si l’on avait d'autre part
De fe (RAR):
le produit 5515, — 2,2; serait une substitution de G laissant x, et 2, fixes et se réduirait à l'unité, ce qui est impossible.
D'autre part, ce tableau renferme toutes les substitutions amenant æo et æ, aux places qu'ils occupent simultanément par l'effet des substitutions S, et æ2, æ3, ..., 4, 1 aux autres places dans un ordre quelconque ; par suite il est constitué par les substitutions d'un groupe dont l’ordre est égal à r(n—92)!. Comme cet ordre doit diviser n! c'est-à-dire le produit n(n—1)(n—2)!, on voit que l'ordre r du groupe G est un diviseur de n(n — 1).
Ce groupe doit contenir, comme sous-groupe, au moins un groupe cyclique, d'après le théorème I; je dis qu'il ne peut en contenir
ÉQUATIONS DE GALOIS . 175 deux. Supposons en effet qu’il contienne les deux groupes
C = S: == TTL. : Ke Se APCE 51 — lie
Ci [T: — (HtT. : REX ie Re né es 1]:
Su
les substitutions SŸT? sont toutes distinctes, car si l’on avait
OD AUTANT — San et, r étant choisi de façon que
r(B—3) = 1 (mod. n), on en déduirait
SET de sorte que T,; ferait partie du groupe G, ce qui est impossible puisque ces groupes n’ont aucune substitution commune ; par suite le groupe G contenant C et GC; a un ordre au moins égal à n°, et c'est impossible puisque cet ordre doit diviser n{n — 1).
On conclut de là, d’après ce que nous avons vu précédemment, que l'équation est résoluble algébriquement.
Une équation irréductible de degré premier dont les racines s'expriment rationnellement au moyen de deux d’entre elles s'appelle une équation de Galois (*). On peut dès lors énoncer les résultats que nous venons d'obtenir sous la forme suivante :
THÉORÈME V. — Pour qu'une équation irréductible de degré premier soit résoluble algébriquement, il faut el il suffit qu'elle soit une équation de Galois.
102. Comme exemple de ce qui précède, l'équation binome géné-
rale de degré premier
ENS NA NE
telle que c, ne soit pas la puissance n° exacte d'une fonction du domaine de rationalité, est une équation de Galois.
Elle est d’abord irréductible, car sinon le théorème du $ 65 montrerait que c, est une puissance n° exacte, contrairement à l'hypothèse ; de plus si ses racines sont
—— sp a
(*) Gazoïs, OŒEuvres mathematiques, Journal de Liouville, 1846.
où w est une racine n° de l’unité, on a
( sn
Ty — TX m) ,
Lo ; de sorte que chaque racine est une fonction rationnelle de æ& et a. L’équation est donc résoluble au moyen de radicaux ; ses racines sont du reste le produit du radical Yc, par les racines n“ de l'unité
qui sont elles-mêmes, comme on le sait, exprimables au moyen de radicaux.
° CT E . . (42 Un autre exemple est fourni par l'équation qui donne tg —
connaissant tg a ; elle a en effet pour racines les valeurs
{ a L INTEL, : la +O2T Lo — tg —; x, = Îg , Lo Ne fe 5 1 AMAR 1 DAS à
qui donnent lieu aux relations
T TE d'A) tg — = —————, n L + GX T Tru + is — n Lg = ———— ; 1 tg = Tr LA = ë n
de sorte que x, est fonction rationnelle de x, et x,. Dans le cas de n premier, l'équation est irréductible et se résout par suite au moyen de radicaux.
Lorsque l’on adjoint tg = au domaine de rationalité, l’équa n
tion est abélienne, comme nous l’avons vu au $ 82, car chaque racine est la même fonction rationnelle de la précédente.
103. Nous donnerons pour terminer l'expression des racines d'une équation irréductible et résoluble de degré premier. Nous avons vu au $ 87 que les racines %, 1, ..., %n1 d'une équation de degré premier x s'expriment au moyen des fonctions Yr = D WT, y —0 par le formule n—1 n—1 es D, = Lo + D w A4, ;
tout revient à calculer les fonctions Ÿ. Nous prendrons une racine primitive (mod. n) que nous désignerons par g, et nous supposerons que g*7!— 71 ne soit pas divisible par n°; si nous posons k = g%, q est appelé l'indice de k, ce que l’on écrit sous la forme PARU
Nous avons remarqué que les fonctions 4,4}, que nous avons désignées par v;,, sont des fonctions cycliques des racines ; nous considérerons ici les fonctions analogues
Va = Vote IE SPRICE EOT ENT ce sont des fonctions cycliques de %o, 4, ..., % 1 appartenant au même groupe, et s'exprimant rationnellement au moyen de l’une d'elles. Une fonction cyclique des n—1 quantités y est une fonction métacyclique des racines +, et par suite s'exprime rationnellement au moyen des coefficients de l’équation; on peut ajouter qu'elle est indépendante de la racine w, car le changement de w en wŸ transforme simplement y; en y:,1; par conséquent y, Ya, ..., Yn-1 sont les racines d'une équation abélienne de degré n—1 dont les coefficients sont rationnels et dépendent seulement de ceux de l'équation.
Si l’on forme le produit
gn—2
LE (PAT AP PRE s.Va-n+2 :
(1 en. Chris n
deux nombres s et b sont convenablement choisis, le second étant ET: . ï . —$ al
positif, le produit P est la n° puissañce de 4,1. Comme on a
Q r ° 3 —1 . , A il se réduit à de : si l’on pose — —sn+ gl, où les
| jb b—1 — 9 (7) q ï got = Vu Ja a+1e + Yars
il en résulte l'égalité suivante ! — 457 g Die Dir Pt onto Va+0Ya+0—1 Qu Va+i ° Le facteur de P * au second membre est une fonction cyclique que l’on peut exprimer en fonction rationnelle de y,; si on la représente par F(y,), il vient 2 n—2 ue al — J 9 Er le a+ AUAIEA PETER R sys a Le ?
les indices et les exposants peuvent être réduits à leur plus petit reste positif (mod. n), en modifiant la fonction F.
VOGT. —— RÉS. ALG, 12
Cette fonction est indépendante de w, car le changement de w en uw revient à augmenter a d’une unité; comme la formule précédente est vraie quel que soit a, les coeflicients de F ne peuvent être altérés par ce changement.
Nous avons ainsi déterminé les fonctions Ÿ; remarquons toutefois que les quantités y, qui sont racines d’une équation abélienne de degré n—1, ne sont pas entièrement déterminées, et qu'on peut représenter par 7%, l’une quelconque d’entre elles, les autres étant déterminées par cela même ; nous pouvons donc sans inconvénient remplacer au second membre a par a<+b et poser a+ b = q = ind. #. D'autre part un des facteurs du second mem-
C2 £. : , bre tel que y}, peut encore s’écrire Yfind. —ind.g OU ÿ'ind. — ?
si B—=g (mod.n); on peut donc écrire finalement
Une = F(yiner) LT 7».
Telle est la formule donnée par Kronecker et reproduite dans l'A lgèbre supérieure de Serret ; les quantités y sont les racines d’une équation abélienne de degré n—1 à coefficients rationnels et F est une fonction rationnelle.
On démontre que les racines déterminées au moyen des fonctions précédentes par la formule
n—1 ni » wok Q,
E==0 sont celles d’une équation résoluble de degré n quelle que soit la fonction F et l'équation abélienne dont Yi, Ya, ..., Yn1 Sont les racines.
Par exemple dans le cas de n —5, prenons pour racine primi-
HYCHe DOM NUE CE MON g = 1, g = 2, g = À, gÿ = 3, JAN MOUNDIE de sorte que l’on obtient
= F(y)ys y yes, et des expressions analogues pour 4, Wet VW; Yi, Ya, yset y; ont les valeurs que nous avons déterminées au K 89 en cherchant les racines d'une équation abélienne du quatrième degré.
CHAPITRE XII
404. Nous avons vu au $ 45 que chaque équation est caractérisée par un groupe particulier de substitutions G satisfaisant aux conditions suivantes :
Toute fonction des racines numériquement invariable pour les substitutions du groupe s'exprime rationnellement au moyen des éléments du domaine de rationalité, et, réciproquement, toute fonction des racines s'exprimant rationnellement reste numériquement invariable pour les substitutions du groupe.
L'étude de ce groupe est le fondement des recherches de Galois sur les équations algébriques, et le 7raité des Substitutions de M. Jordan, où elles sont exposées en même temps que celles de l’auteur, montre l’heureux parti que“l’on peut tirer de la théorie des groupes dans les recherches algébriques ; nous n’exposerons pas ici tous les résultats donnés par M. Jordan, et nous renverrons à son œuvre magistrale ceux qu’intéressent ces questions difficiles ; nous ne pouvons cependant nous dispenser d'indiquer les principales applications de la théorie des groupes à l'étude des équations.
Nous avons démontré au $ 48 le théorème suivant :
THéORÈME 1. — Toute équation irréductible a son groupe transitif, el réciproquement.
Nous énoncerons encore la propriété suivante :
THÉORÈME Il. — L'ordre d’un groupe transitif est un multiple de son degré.
Considérons en effet les substitutions laissant un élément. tel que x, invariable, et désignons-les par S:, S:, ...,S,r; d’après la propriété du groupe d’être transitif, il existe au moins une substitution
2, remplaçant 2 par 2, et de même des substitutions 2, ..., », remplaçant x par %:, ..., æ,. En représentant par X, la substitution unité, formons le tableau
Si, Sa , …..) Sr' 2
Die, S2Èn, .. SA
analogue au tableau (4) du $ 6 ; en répétant un raisonnement connu, on voit que les substitutions de la seconde ligne sont distinctes et distinctes des premières, remplacent +, par æ, et que ce sont les seules jouissant de cette propriété ; de la même manière celles de la troisième ligne remplacent x, par æ:, et ainsi de suite. Ce tableau renferme toutes les substitutions du groupe donné, de sorte que l’ordre de ce groupe est égal à r’n; on voit qu'il est un multiple du degré n.
Si r” est égal à l'unité, il n'existe aucune substitution laissant un élément quelconque invariable, à part la substitution unité, et réciproquement ; on peut donc énoncer ce corollaire :
COROLLAIRE. — Un groupe transitif dont l’ordre est égal au degré ne renferme aucune substitution autre que l’unité laissant un élément invariable, et réciproquement ; il contient une et une seule substitution remplaçant un élément par un autre donné à l'avance arbitrairement.
Un groupe cyclique composé d’une substitution circulaire et de ses puissances jouit de la propriété que nous venons d’énoncer. Un autre exemple nous est fourni par la considération de l'équation résolvante de Galois ; nous avons vu qu'à chaque groupe G d’ordre » relatif à une équation de degré n correspondent r valeurs di, L, ..., VW, de la fonction de Galois, constituant les racines de l'équation résolvante ($ 45 et 46); à chaque substitution du groupe G effectuée sur les éléments 21, 2%, ...,æ, Correspond une substitution effectuée sur les 7 éléments L; les r substitutions ainsi formées sur ces derniers sont celles d’un groupe G dont l’ordre est égal au degré, et jouissent des propriétés énoncées dans le corollaire précédent.
Les deux groupes G et G’ ont entre eux une dépendance mutuelle caractérisée par ce fait qu'à chaque substitution de l’un correspond une et une seule substitution de l’autre, et au produit de deux substitutions du premier correspond le produit des deux homologues du second et réciproquement. Deux tels groupes sont appelés isomorphes ; on peut donc dire que tout groupe transitif d'ordre r est isomorphe à un groupe de même ordre, dont l’ordre et le degré sont égaux.
405. Une propriété des groupes transitifs est la primitivité ou la non-primitivité. On dit qu'un groupe transitif G est non-primitif si l’on peut ranger les éléments 1, æ, ..., æ, en plusieurs séries d'un même nombre de lettres
(Boys Payne La)» (Le ESS Te)» Nu telles que chaque substitution du groupe permute entre elles les lettres de chaque série ou les remplace toutes par celles d'une autre série ; le groupe sera dit primitif s’il n’est pas possible de grouper les éléments de cette façon.
Un groupe de degré premier est primitif ; un groupe cyclique de degré composé n, formé par les puissances d’une substitution circulaire d'ordre n est non-primitif ; soit par exemple pour six éléments le groupe cyclique
G = (1, (nm), (mmm)(rmurs), (mini)(aims)(xsts), x (its) (ttite), (Mi TETE Tata 2) | ;
on peut prendre les deux systèmes (as, æ, #3), (22, d&, 6) Ou bien encore les trois systèmes (au, 24), (de, &5}, (3, æ6); ils jouissent de la propriété énoncée relativement aux substitutions du groupe G.
Les substitutions d'un groupe non primitif peuvent être mises sous forme d’un tableau de la manière suivante : Composons une première ligne au moyen des substitutions qui laissent les éléments de chaque série invariables, ou les permutent entre eux, mais non avec ceux d'une autre série; soient
EN 51 S2; DNONOK Sn
ces substitutions. Soit maintenant Ÿ, une substitution changeant au moins un élément d’une série dans un autre d’une autre série ;
les produits
SD, Sad, . SZ
sont distincts l’un de l’autre et des premières substitutions ; ils formeront une deuxième ligne ; si toutes les substitutions ne sont pas épuisées, on prendra une nouvelle substitution X,, et les produits de S,, S, ...,S, par 3:, et ainsi de suite; en répétant un raisonnement connu, on peut mettre toutes les substitutions sous forme d’un tableau identique au tableau (4) du $ 6 ; l'ordre r du groupe est égal à ro.
On peut ajouter que le groupe GS es)
est un sous-groupe invariant de G, de sorte que tout groupe non primitif est en même temps composé. De la même manière, les groupes H;, H:,... formés des substitutions qui ne changent que les éléments de chacune des séries successives, en laissant invariables ceux des autres, sont des sous-groupes invariants de G et de G,; et sont semblables.
406. TuéorèmEe II. — L’équation de degré mm; que l’on obtient en éliminant y entre deux équations irréductibles,
(4) qa(y) = ya + My + am, = 0, (2) Qu(t, ÿ) = Au + bify aa + by) = 0,
a un groupe non primihif, et, réciproquement, loute équation de groupe non primilif est le résultat d’une semblable élimination.
Soit, en effet, y, une des racines de l'équation (1) ; l'équation à laquelle satisfait x est
(3) f&) = Loir, Ya) = 0.
Soient Tor eLoas 05 Tam LES TACINES de AE, 2) OP NIOUTE fonction symétrique F,; de ces racines est rationnellement exprimable au moyen de y, et toute fonction symétrique de F,, KE, .. , F,,..., Fn, est rationnelle dans le domaine des coefficients de l’équation (1); par suite toute fonction des racines restant invariable quand on effectue les substitutions qui changent entre elles les racines de chacune des séries
(4) Dar Ue0, » er lES (REMPORTE) ou les permutent avec celles d’une autre série, et cela de toutes les manières possibles, est rationnellement exprimable; le groupe com-
posé de ces substitutions n'est pas primitif; comme les fonctions
des racines qui lui appartiennent sont des fonctions rationnelles des coefficients de l'équation, il est identique au groupe de l'équation (3) ou le contient comme sous-groupe ; dès lors ce dernier jouit de la même propriété.
Réciproquement, soit G un groupe non primitif relatif à une équation irréductible, et soient (4)les m, séries de m, éléments qui entrent dans les substitutions du groupe ; considérons les fonctions symétriques des racines de chaque série
Ya == géné Ty, ... Lam) ; elles restent invariables ou se permutent les unes dans les autres
par les substitutions de G; par suite le produit
Paly) = (y — Ya)(y — Ya). (y — Yms) est invariable pour le groupe G et a ses coefficients rationnels dans le domaine. Lorsqu'on a déterminé une racine y,, on peut calculer toutes les fonctions symétriques des racines œu, æ», ... et former l'équation Ai®, Ya) = 0 dont elles dépendent. Comme on a
f(x) = Igi(e, Ya), l'équation donnée résulte de l'élimination de y entre deux équations de la forme (1) et (2).
Nous avons rencontré un exemple d'une équation dont le groupe n'est pas primitif lorsque nous avons résolu l'équation abélienne simple de degré composé n. Le groupe de cette équation est formé de la substitution circulaire d'ordre n et de ses puissances; il n'est pas primitif, et si n— num, la résolution de l'équation se fail au moyen de deux équations successives de degrés m, et m. Le groupe d'une équation abélienne quelconque de degré composé jouit de la même propriété. 7
107. Considérons une équation de groupe G, o(d, %, ..., Æn) une fonction des racines appartenant au groupe, et (71, +, ..., dn) une autre fonction quelconque des racines appartenant numériquement à un groupe G,; lorsqu'on adjoint cette deuxième fonction au domaine de rationalité, c’est la fonction ue<+we qui est rationnellement exprimable dans le nouveau domaine, et toute autre jouissant de cette propriété peut être exprimée rationnellement au
moyen de uo—wv, et des coefficients ; il en résulte que le sroupe de l'équation est celui de cette dernière fonction, et il se compose des substitutions communes aux groupes G& et Gi. Plus généralement, l’adjonction de plusieurs fonctions des racines au domaine de rationalité réduit le groupe de l’équation aux substitutions communes au groupe primitif et à ceux auxquels appartiennent les fonctions adjointes.
On voit de cette façon quel effet produit sur une équation l’adjonction de racines d'équations résolvantes successives ; l'équation reste irréductible ou se réduit suivant que le nouveau groupe est transitif ou non. Le problème de la résolution d’une équation générale ou spéciale peut alors être envisagé de la manière suivante : Chercher des fonctions des racines fournies par des équations résolvantes, dont l’adjonction réduise peu à peu le groupe de l'équation à la substitution unité; lorsque ce résultat est atteint, l'équation est résolue, car la fonction de Galois dont le groupe est constitué par cette seule substitution est déterminée, et l’on en déduit les racines elles-mêmes.
C’est précisément la marche que nous avons suivie dans la résolution des équations du troisième et du quatrième degré par la méthode de Lagrange.
Dans le cas de l'équation du troisième degré générale, ayant pour groupe le groupe symétrique, l’adjonction d’une fonction alternée ou de la racine carrée du discriminant le réduit au groupe alterné ; celle de la racine cubique d'une fonction alternée particulière le réduit ensuite à l'unité, et l'équation est résolue.
En ce qui concerne l'équation du quatrième degré, de groupe G ($S 54), l’adjonction d’une racine +, de l'équation résolvante de Lagrange le réduit au groupe G; celle d’une racine #, de l'équation
P—vi+ oc: 10
le réduit ensuite au groupe 9,1. Ge dernier groupe n'est pas transitif et l'équation se décompose dans le nouveau domaine de rationalité, en deux autres ayant pour racines l’une x, et 2%, l’autre 2, et æ.
Lorsque le groupe d’une équation n’est pas primitif, comme celui que nous avons considéré au K précédent, l’adjonction de la racine y, de l'équation vw:(y) = 0 le réduit au groupe dont les substitutions permutent entre eux les m, éléments
Lots Dassi ee Lam)
ou bien les mifm —1) autres, mais non les premiers avec ceux-ci; ce dernier groupe n'est pas transitif et l'équation est réductible, l’un des facteurs du premier membre étant ox, y,).
Nous indiquerons une application importante des considérations qui précèdent.
THÉORÈME IV. — Si une équation irréductible jouit de la propriété que toutes ses racines s'expriment rationnellement au moyen de l’une d'elles, elle a un groupe transitif dont l’ordre est éqal au degré, et réciproquement.
Soient en effet 21, 2, ..., &, les racines d'une équation irréductible de degré n; supposons qu'elles s'expriment rationnellement au moyen de l’une d'elles +,, et que l’on ait
La — af), La Oa(21), ……..) Tn — Di(xi) ;
le groupe de cette équation est transitif, puisque l'équation est irréductible ; ses substitutions ne doivent pas changer les relations précédentes, par suite celles qui laissent x, invariable ne peuvent altérer æ:, ds, ..., æ,. Il n'existe que la substitution unité jouissant de cette propriété; dès lors, d'après les raisonnements que nous avons faits au $ 104, l’ordre du groupe est égal à son degré.
Réciproquement, supposons que le groupe d’une équation de degré n soit transitif et ait son ordre égal à son degré ; cette équation est d’abord irréductible ; de plus, si l’on adjoint au domaine de rationalité une racine quelconque telle que x,, son groupe se réduit à celles de ses substitutions laissant x, invariable, c'està-dire à la substitution unité; après cette adjonction, la fonction de Galois est rationnellement exprimable, et les racines de l'équation sont toutes des fonctions rationnelles de 1.
Ce raisonnement nous montre de plus que si les racines d’une équation irréductible sont des fonctions rationnelles de l’une d’entre elles, elles s'expriment aussi rationnellement au moyen. de l’une quelconque des autres. |
L'équation résolvante de Galois et les équations abéliennes nous donnent des exemples des considérations précédentes.
108. Le groupe d’une équation abélienne générale irréductible est un groupe cyclique simple ou à plusieurs entrées ; il est transitif,
a son ordre égal à son degré, et de plus ses substitutions sont échangeables, c’est-à-dire que deux quelconques d’entre elles $, et sont telles que l'on ait S,S, — S,S,. Celui d'une équation abélienne quelconque, irréductible ou non, telle que nous l'avons définie au K 83, jouit aussi de la propriété d'avoir ses substitutions permutables ; nous allons démontrer la réciproque.
THÉORÈME V. — T'oute équation dont le groupe est formé de substitutions échangeables est une équation abélienne.
Pour cette raison, nous désignerons un tel groupe sous le nom de groupe abélien.
S'il n’est pas transitif, et si l’on décompose le premier membre de l'équation en facteurs irréductibles, les groupes des équations partielles obtenues sont formés d’une partie des substütutions du groupe total et sont encore abéliens ; il nous suffit donc de nous limiter aux groupes transitifs.
Reprenons le tableau du $ 104 et désignons par S, une substitution quelconque laissant x, invariable ; pour que cette substitution soit échangeable avec E,, c'est-à-dire que l'on ait SX = 25, il est nécessaire qu'elle n'altère pas l'élément 2, comme on le voit immédiatement ; pour la même raison, $S, ne peut être permutable avec 23, ..., 2 que Si elle laisse invariables x:, ..., æ,, C'est-à-dire si elle se réduit à l’unité ; de cette façon r' est égal à l'unité, et le groupe a son ordre égal à son degré. D'après le théorème IV, toutes les racines de l'équation sont fonctions rationnelles de l’une d'elles, et l’on a par exemple
La — 6:(x:), T3 — 03(2), 0) Tn — 0, (x).
S1 les subsütutuions set Nremplacant r nparer"eter Sont échangeables, il en est de même des fonctions 6, et 6,; on déduit de là que toutes les fonctions 0 sont permutables, et que l'équation est abélienne, ce que nous voulions démontrer.
Les raisonnements que nous avons faits aux $ 84 et 85 nous montrent qu'un groupe abélien est, pour une notation particulière des éléments, un groupe cyclique à une ou plusieurs entrées. Nous pouvons du reste étudier directement un groupe dont les substitutions sont échangeables par la méthode qui nous a servi à réduire les fonctions 0 au nombre minimum d'éléments ; les raisonnements sont les mêmes, et nous pouvons énoncer ce résultat :
THÉORÈME VI
loutes permutables, il existe un système fondamental de substitutions 13 2) 1 ©, d'ordres respectifs ni, Na, ...,n,, lelles que les expres-
Si les substitutions d’un groupe transitif sont
sions
Site caoi (ru 1, 2, 2 Mer
aæ — 1,2, FRS T4
représentent une fois et une seule toutes les substitutions du groupe ; chacun des nombres ni, n, ...,n, est divisible par le suivant ou lui est égal; l’ordre et le degré du groupe sont éqaux au produit
OT RER
109. Nous avons supposé jusqu'à présent qu’on adjoint au domaine de rationalité une racine d'une équation résolvante, c'est-àdire une fonction des racines %, 2, ..., *, de l'équation donnée. Nous allons considérer le cas où l’on effectue l’adjonction d’une OH SPUNPReQUALIONRO RAR RE PE OMirréducthible dans le domaine de rationalité primitif, on peut toujours, comme nous l'avons vu, ramener à ce cas celui où l’on adjoindrait plusieurs racines analogues.
Formons l'équation résolvante de Galois (7) = 0 dont le premier membre est irréductible et a un degré égal à l’ordre r du groupe G de l'équation donnée f(x) = 0, et adjoignons R, au domaine ; si W, se décompose en un produit de plusieurs facteurs, et si W.(z) est celui qui renferme z—4%,, le groupe se réduit aux substitutions déterminées par ce facteur, constituant un sousgroupe G du premier.
On peut opérer une réduction identique du groupe G par l’adjonction d’une racine d’une équation résolvante particulière ; prenons en effet une fonction oi(%1, %+, ..., æ,) desracinesde f(x) = 0 appartenant au groupe Gi, et ses valeurs 1, &, ..., 0, pour les substitutions de G; ce sont les racines d’une équation irréductible
à coefficients rationnels dans le domaine primitif ; l’adjonction de la racine +, de cette équation produit sur le groupe G le même effet que celle de R:.
Nous pouvons aller plus loin et montrer que l’adjonction des différentes racines de vw(R, R', R', ...) — 0, que nous désignerons
par R;,R,...,R,, peut être remplacée par celle des racines de Dir) 10,
Remarquons d'abord que +, est une fonction appartenant au groupe G{ de l'équation et par suite est rationnellement exprimable au moyen de R;; soit par exemple eo — OR;) sa valeur; l’équation
L0(2) — q1][0(z) — #2]... [0() — 9] = 0 a avec o(R) — 0 la racine commune R,, par suite elle est satisfaite pour les autres racines R:,...,R,, et chacune des expressions Ü(R;) est égale à l’une des quantités +. On conclut de là que le polynome (2) = [3 —0(R)1{e — 0(R:)]. [x — O(R.)],
qui s’annule pour certaines des valeurs w,, &, ...,e, et pour aucune autre, est une puissance exacte de (z), et que l’on a par exemple F(z) = (z};, dès lors : des valeurs O(R;) sont égales à M1, pd autres à o, elc.
Cela posé, admettons que l'on ait 0(R,) = +,, et désignons par G et G les groupes auxquels se réduit celui de l'équation lorsqu'on adjoint respectivement R, et v,; d'après ce que nous avons vu au $39, R, et R, produisent des décompositions analogues de l’équation résolvante VWifz) — 0 et les groupes G, et G, ont le même ordre ; il en est de même de G’ et de G! ; comme e, est rationnellement exprimable après adjonction de R,, le groupe G; contient toutes les substitutions de G°, et ces deux groupes sont identiques.
Il est donc indifférent d’adjoindre les racines de e(R) = 0 ou celles de l'équation résolvante (z) — 0; nous nous placerons désormais dans le cas où les quantités introduites dans le domaine de rationalité sont des fonctions des racines de l'équation.
110. Considérons en particulier le cas où le degré n de l'équation donnée f(x) = 0: est un nombre premier, si le groupe. G& se réduit, après l’adjonction de la fonction #,, à un groupe G non transitif, l'équation ne reste pas irréductible ; désignons par fix, un des facteurs irréductibles de f(x) dans le nouveau domaine, et par » le degré de ce facteur.
Le produit
Fax) = f(x, o1)fi(x, 2)... fi(e, @),
étendu à toutes les racines de l'équation ®(z) — 0, s’annule pour
une au moins des racines de f(x) = 0; par suite il est divisible par le premier membre de l'équation donnée, et se décompose généralement, dans le domaine primitif, en plusieurs facteurs irréductibles dont l’un est égal à f(x). Par un raisonnement analogue à celui que nous avons fait au $ 98, nous voyons que ces facteurs se transforment les uns dans les autres par les substitutions du eroupe G, et sont identiques; nous en concluons que l’on a par CSN Er 70.
De là résulte que le degré n'o de F(æx) est égal à Àn; comme n est un nombre premier supérieur à n', o doit être égal à n ou à un de ses multiples. Nous avons vu d'autre part que le degré v d’une équation irréductible telle que e(R) — 0, dont la racine R, produit la même réduction du groupe G que w, est lui-même de la
forme po; il est donc aussi un multiple de n, et l’on peut énoncer ce résultat :
TaéorÈME VIL — Si une équation vrréductible de degré premier n devient réductible après adjonction au domaine de rationalité d’une racine d’une équation ®(R) = 0 irréductible dans ce domaine, le degré de cette dernière est égal à n ou à un de ses multiples.
Une conséquence importante de ce théorème peut être énoncée relativement à l'équation binome irréductible
EAU RO EN de degré premier ; elle reste irréductible par l’adjonction au domaine de rationalité d'une racine d’une équation quelconque de degré inférieur à n, en particulier par l’adjonction d’une racine n° de l'unité w,, car cette dernière satisfait à une équation de degré
n—1. Cette remarque peut être appliquée aux équations binomes de la chaîne dont il est question au $ 64.
114. Le cas le plus important est celui où l’on adjoint à la fois. toutes les racines d’une équation résolvante irréductible dans le domaine de rationalité primitif ; soit une fonction du groupe G de NEQUAUOD DR 0 A dontles racines SOIT Te is,
P(z) = (E—a)z — 0%)... — on) = 0 une équation ayant pour racines les valeurs distinctes d’une fonc-
tion &1(21, Xe, -.., En) pour les substitutions de, G, et soient Gi, G2, ..., GA les groupes de ces fonctions ; nous avons vu que
l'adjonction simultanée de 1, , . ., w, réduit le groupe au sous- SLOUDe HÉCOMMUM AIG AC De RC
C'est un sous-groupe invariant de G, car si l’on effectue sur les valeurs 1, %, ..., nm les substitutions du groupe de l'équation, elles se reproduisent à l’ordre près, et les groupes Gi, G, ..., Gun sont des transformés de l’un d’entre eux par G; dès lors le groupe H qui leur est commun est permutable à toute substitution de celui de l'équation et en est un sous-groupe invariant.
Considérons par exemple l'équation générale du quatrième degré, et l'équation résolvante dont les racines, deux à deux égales et de signes contraires, sont les six valeurs de
A1 = Li + La — 3 — XL,
elles appartiennent aux groupes 41, 4», ga n'ayant d'autre substitution commune que l’unité, et leur adjonction simultanée réduit le groupe de l'équation à la substitution identique, de sorte que l’équation se trouve résolue ; c'est ce que nous avons constaté au K 56.
De la même manière, l’adjonction simultanée des trois racines %1, %, © de l'équation résolvante de Lagrange, appartenant respectivement aux groupes Gi, G, G:, réduit le groupe de l'équation au groupe H qui leur est commun, et permet de calculer la fonction zx, appartenant à ce groupe, ainsi que nous l’avons expliqué au K 58.
Supposons que le groupe G d’une équation soit simple ; le seul sous-groupe invariant qu il possède est constitué par la substitution unité, et il se réduit à cette seule substitution par l’adjonction de toutes les racines d'une équation résolvante telle que (2) = 0; l'équation se trouve ainsi résolue. Au contraire, si le groupe G est composé et possède un sous-groupe invariant H, on peut former une fonction des racines le réduisant précisément à ce groupe H; il suffit en effet de prendre une fonction appartenant à ce dernier groupe ; ses valeurs conjuguées pour les substitutions de G appartiennent au même groupe qui n’est autre que H lui-même ($S 22), de sorte qu'elles sont rationnellement exprimables au moyen de l’une d'elles; l’adjonction d’une seule racine de l'équation résolvante dont dépendent ces valeurs conjuguées équivaut à celle de toutes les racines, et réduit le groupe de l'équation précisément au sousgroupe invariant H considéré. On peut ajouter que le degré de
l'équation résolvante est égal au quotient des ordres de G et de H.
En prenant pour H le sous-groupe invariant maximum de G, puis opérant sur ce nouveau groupe comme nous venons de l’indiquer, et ainsi de suite, on arrive au théorème suivant :
Tuéorème VIIL. — Si une équation a un groupe G composé, si G Gi, .. (be (| est une suite de composition de ce groupe, e&, 63, ...,e,, e,11 les fac-
leurs de composition correspondants, on peut la résoudre au moyen d'équations successives de degrés e, 6, ...,e,, e,,1 jouissant de la propriété d'être chacune irréductible dans le domaine auquel on adjoint les racines des équations précédentes, et d’avoir ses racines exprimées ralionnellement, dans ce nouveau domaine, au moyen de lune delles. Le groupe de l’équation se réduit, après adjonction successive d’une racine de chacune de ces équations, aux groupes
Cu, Go, .. il,
112. Nous allons appliquer ce théorème à l’étude des équations résolubles algébriquement. Si une équation donnée jouit de cette propriété, il existe, comme nous l'avons vu au chapitre IX, une chaine d'équations binomes dont chacune est de degré premier et dont les racines sont des fonctions rationnelles des racines de l'équation proposée. Chacune d'elles est irréductible dans le domaine auquel on adjoint les irrationnelles déterminées précédemment et ses racines sont, dans ce nouveau domaine, exprimables rationnellement au moyen de l’une d’entre elles. On voit que l’adjonction des irrationnelles successives réduit progressivement le groupe G de l'équation à une série de groupes
CRC Cd
constituant une suite de composition de G, les facteurs de composition étant précisément les degrés p,, py1, ..., p1 des équations binomes. Le groupe G doit donc être un groupe composé, les facteurs de composition étant premiers.
Cette condition, qui est nécessaire, est aussi suffisante ; supposons en effet qu'elle soit remplie, c'est-à-dire que les facteurs de composition du groupe de l'équation soient des nombres premiers ; supposons de plus que l’on soit déjà parvenu à réduire ce groupe
à un sous-groupe G, de la suite de composition par l'adjonction d'une fonction rationnelle des racines déterminée au moyen d'une ou de plusieurs équations résolvantes. Si G,1 est le groupe suivant, et si p; est le nombre premier égal au rapport des ordres de Gy et Gy11, il est possible, d’après le théorème du $ 23, de former une fonction des racines appartenant au dernier de ces deux groupes, et ayant pour celles du premier p; valeurs conjuguées racines d’une équation binome dont les coefficients font partie du groupe G; l’adjonction d’une de ces valeurs, c’est-à-dire d’un radical d’indice Pr, réduira le groupe à G,,1. En opérant de celte manière à partir de G;, il sera possible de former une chaine d'équations binomes successives conduisant à la résolution algébrique de l’équation. On peut par suite énoncer le théorème suivant :
THÉORÈME IX. — La condition nécessaire et suffisante pour qu'une équation soit résoluble algébriquement est que les facteurs de composilion de son groupe soient des nombres premiers.
Les équations générales du troisième et du quatrième degré satisfont à la condition précédente. Le groupe de la première a pour facteurs de composition les nombres premiers 2 et 3, et nous avons constaté que sa résolution dépend de celle de deux équations binomes dont les degrés sont les nombres précédents. L'équation du quatrième degré a un groupe composé dont les facteurs de composition sont 2, 3, 2 et 2, et l’on a précisément, pour déterminer les racines de cette équation, à former des radicaux successifs dont ces nombres sont les indices.
Le groupe symétrique de n éléments, dans le cas où n est supé-
rieur à 4,a pour facteurs de composition les deux nombres 2 et
n | , , : a ” ——; comme le dernier n'est pas un nombre premier, l'équation
ai
générale de degré n n'est pas résoluble. Nous retrouvons ainsi le théorème d’Abel :
THÉORÈME X. — L’équalion générale de degré supérieur à quatre n’est pas résoluble alqébriquement.
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On dit qu'un nombre « est congru à un nombre b (module n) si la différence de ces deux nombres est un multiple de x ; on écrit ce fait de la manière suivante :
Ab od n}
Les congruences jouissent de la plupart des propriétés des égalités ; on peut additionner, soustraire, multiplier membre à membre des congruences de même module; dans le cas d'un module premier, lanalogie est plus complète, et l’on peut diviser membre à membre deux congruences de module premier si Les termes de la seconde ne sont pas congrus à zéro.
Cela tient à ce que la congruence
ab = 0 (mod. nn) entraîne, pour # premier, l’une des deux congruences a = 0, b = 0.
Si l’on considère alors les deux congruences aa’ = bb" (mod. ”), a = b (mod. #n), on à a = b + mn, (b + mn)ja — bb = m'a, b(a! —b') = 0,
d'où l’on tire
a = D" (mod.n); cette dernière relation est donc une conséquence des deux premières.
Une congruence ax +b=0 (mod. #)
a loujours, pour n premier, une racine comprise entre 0 et », lorsque a n'est pas —= 9, car sa recherche revient à la résolution de l'équation indéterminée
ax + ny + db = 0 en nombres entiers, et il existe toujours un nombre entier x, compris entre 0 et n, satisfaisant à cette équation.
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La congruence suivante, où p est remier, D , x 1 = À (mod. p),
est satisfaite, d’après le théorème de Fermat, par tous les nombres 1,2,...,p—1; soit a un nombre quelconque de cette suite ; formons la série des valeurs
1, aa, ta) CARE PA LEN GRERERR et supposons que a”#td soit le premier nombre congru à l’un des précédents (mod. p), par exemple à a"; ona
m+d — gqm (LICE LOUE
d'où l’on tire, en divisant par a” les deux membres, ad= 1 (mod. p);
on en conclut que » doit être égal à zéro. Si d est le plus petit exposant satisfaisant à cette condition, il est un diviseur de p—1, car les nombres de la suite précédente se reproduisent de d en d, aux multiples près de p, et l'on doit avoir a?-t = 1; on dit que le nombre a appartient à l’exposant d.
Tout nombre qui appartient à l’exposant p—1 est dit une racine primitive (mod. p).
L'existence de racines primitives est fondée sur les considérations suivantes :
On sait que le nombre o(n) des nombres premiers avec » et inférieurs à lui, y compris l'unité, est donné par
an) =n (+) 2) Pa P2
Si n —phps:... est la décomposition du nombre donné en facteurs premiers ; o(n) est la fonction de Gauss ; je vais montrer que si d est un diviseur de p—1, il y a précisément e{d) nombres distincts suivant le module », et appartenant à l’exposant d.
Désignons par V(d) le nombre inconnu des nombres compris dans la suite 14,2, ...,p—1 appartenant à l’exposant d; il peut être nul ; si nous nous plaçons dans le cas où il ne l’est pas, il y a un nombre a au moins tel que l’on ait at = 1 et que les restes (mod. ») des nombres
A OI RE soient différents ; chacun d’eux satisfait à la congruence
ad = | (mod. p), de sorte que l’on à
dd — 1 = (x — 1)(x — a)...(x — ad-1) (mod. p). Il n'existe par suite aucun autre nombre que les précédents pouvant appartenir à d, mais ils ne lui appartiennent pas tous nécessairement ; prenons par exemple une puissance de «a telle que a, où h/f d—1; si h est premier avec d, il n'existe aucun nombre de la suite 15 (añ), (ae)? PE (ahjd-1
qui soit congru à l’un des autres (mod. »); si au contraire À n’est pas pre-
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mier avec d, et si 0 est le plus grand commun diviseur de ces deux nombres, on aura sûrement Ke (an) = 1 (mod. p), de sorte que a” appartiendra à l’exposant _
De cette façon le nombre des termes de la suite 1, a, ..., ad-1 appartenant à l'exposant d est égal à celui des nombres À premiers avec d et inférieur à lui, c’est-à-dire à c(d); le nombre (d) est par suite égal à zéro ou à v(d).
Si l’on prend tous les diviseurs d, d', d', ... de p—1, ona
EU(d) = p —1; | d'autre part la somme des valeurs de co(d) est aussi égale à p—1; en effet si l’on a p—1— php}... et si d— pp... est un diviseur de ce nombre, on a old; = p(nf1)p(pé:). .., de sorte que Ze(d) est le produit des polynomes 1 + g(pr) + o(pi) +++.
1 + 9(p2) + olpé) + .…, ; ; NSP ER
qui ont respectivement pour valeur p#, p5?, ...; on à donc
Zo(d) = p — 1.
L'égalité SU) = Se(d)
entraîne alors l'égalité de chacun des nombres correspondants {d) et o(d), et l’on voit qu'il y a e(d) nombres appartenant à l'exposant 4.
En particulier, il y a o(p —1) nombres appartenant à l’exposant p—1, c'est-à-dire qu'il y a c{p—1) racines primitives (mod. p).
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