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LEÇONS
DISCOURS PRÉLIMINAIRE
Le Cours que j'entreprends aujourd'hui a pour objet principal d'établir la Théorie analytique de la Chaleur, sans partir d'aucun principe hypothétique relatif à la constitution intérieure des milieux solides, sans présupposer les lois de l'échange calorifique, ou du rayonnement particulaire, sans adopter aucune restriction pour les variations de la conductibilité autour d'un même point. Je suis de plus en plus convaincu qu'en évitant, de cette manière, toute idée préconçue sur les lois naturelles, la Physique mathématique, aidée par l'expérience et par l'observation, ne tardera pas à découvrir ces lois mêmes.
En effet, la Théorie de l'Élasticité, complètement dégagée de tout principe hypothétique, peut démontrer rigoureusement^ en s' appuyant sur les faits, que, dans les milieux diaphanes, les particules pondérables vibrent lumineusement. D'où résulte cette première conséquence, que les phénomènes optiques des cristaux, uniréfringents et biréfringents, établissent directement plusieurs lois, primitivement inconnues, de l'élasticité même des corps solides. Et cette seconde conséquence, que le phénomène de la dispersion, celui de la coloration des milieux diaphanes, celui de l'action chimique du spectre solaire, indiquent que, dans ces circonstances, les distances qui séparent les parti-
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cules pondérables, sont comparables aux longueurs d'ondulation de la lumière. La théorie de l'élasticité, dépouillée des anciennes idées, peut donc découvrir plusieurs des lois qui régissent les actions moléculaires, et donner des indications précises sur la constitution intérieure des milieux pondérables.
Et, la Théorie analytique de la Chaleur, purifiée de la même manière, s' appuyant aussi sur les faits, conduit à des conséquences, non moins importantes, sur la disposition des particules, et sur les variations de la conductibilité, dans les milieux solides. Conséquences, qui conduisent à l'explication physique, des fonnes primitives et secondaires des cristaux naturels, de leurs facettes et de leurs troncatures. Conséquences, qui indiquent la cause de l'électrisation par la chaleur de certains cristaux, et des anomalies que présentent leurs formes naturelles.
Lorsqu'une branche de la Physique mathématique, est ainsi parvenue à écarter, tout principe douteux, toute hypothèse restrictive, elle entre réellement dans une phase naturelle. Et cette phase paraît définitive, car la série historique, et en même temps rationnelle, des progrès accomplis, signale une tendance constante vers l'indépendance de toute loi préconçue.
En effet, pour ces diverses branches, la marche uniforme est celle-ci. On se propose de reconnaître les lois qui régissent, à l'intérieur d'un milieu solide homogène, une ou plusieurs fonctions de trois coordonnées, seules variables dans l'état statique, et du temps, quatrième variable lors de l'état dynamique. On constate, d'abord, que ces fonctions peuvent être
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considérées comme étant continues, lors même qu'elles n'auraient de valeurs que pour les particules, similaires et solides, disséminées dans le milieu. Car on peut évidemment leur substituer les fonctions interpolaires qui reproduiraient toutes ces valeurs supposées connues ; puisque, dans les sommations, ces fonctions, de même espèce que le potentiet de Gauss, seront toujours accompagnées de facteurs analogues à la masse; ce qui éloignera l'influence des points géométriques, pour lesquels ces facteurs seront nuls.
Ensuite, le phénomène qu'on en a vue, devant dépendre des variations (les fonctions continues introduites, on peut limiter la première étude, ou la première approximation, aux premiers termes de ces variations, ou à ceux qui s'expriment a l'aide des dérivées des deux premiers ordres. Laissant de côté les termes plus éloignés, et moins influents, pour les évoquer, quand il s'agira d'expliquer les faibles écarts des lois qu'on aura pu trouver.
Cela posé, il faut chercher comment les dérivées, seules conservées, peuvent dépendre de la cause spécifique du phénomène; par exemple, ou de l'élasticité, ou de la conductibilité. Alors, afin de franchir un premier pas, on simplifie d'abord les données, en considérant exclusivement les milieux solides d'une homogénéité telle, que la cause efficiente agisse avec la même intensité à même distance, sur toutes les directions autour d'un même point; c'est-à-dire, ou que l'élasticité, ou que la conductibilité, soit constante pour toutes les orientations.
Mais, la loi de cette action n'étant que partiellement
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indiquée par certains faits particuliers, on la complète par une hypothèse additionnelle. De là résulte un principe, qui n'est que probable, et d'où l'on déduit, enfin,^ un système d'équations aux différences partielles, pour répondre à la question posée. Ces équations expriment^ dans l'hypothèse adoptée, la loi différentielle qui régit les fonctions cherchées, à l'intérieur des milieux solides, d'une homogénéité particulière, il est vrai, mais qui peut se rencontrer dans les corps non cristallins.
Ayant obtenu cette première expression , quelque peu incertaine, on procède à la recherche de la loi intégrale, pour des corps de formes données, placés dans des circonstances connues et réalisables; afin de pouvoir rapprocher les nombres, ainsi calculés, de ceux que donnera directement l'expérience ou l'observation; et de pouvoir déduire, de leur coïncidence ou de leur écart, la vérification ou le rejet du principe admis. Abstraction faite de son principal but, ce genre de recherche a pour résultat, de familiariser le géomètre, avec les difficultés que présentera, dans lé cas général, la détermination des constantes introduites par l'intégration, et de lui faire découvrir la forme précise, ou même naturelle, des fonctions inconnues.
Après cette première exploration, on revient au point de départ, pour tâcher d'étendre la théorie inaugurée, au cas d'une homogénéité plus générale du milieu solide, ou telle, que la cause efficiente du phénomène soit changeante avec la direction autour d'un même point. Mais, la loi de ce changement n'étant aussi qu'imparfaitement indiquée par les faits, on la complète pareillement à Taide d'une seconde hypo-
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thèse. De là résulte un autre principe, qui n'est encore que probable, et qui conduit a un nouveau système d'équations linéaires aux différences partielles, plus compliqué, mais plus général que le premier.
Or, si l'on examine, avec soin, en quoi consiste la complication apportée par cette plus grande généralité, quels sont les nouveaux termes, les nouveaux coefficients, qui apparaissent dans les équations aux différences partielles, à mesure que l'on écarte successivement diverses restrictions; on conçoit que l'on puisse conclure, d'un pareil examen, la forme que devront avoir, essentiellement, les équations générales, lorsqu'on aura banni toute hypothèse, toute idée préconçue, toute restriction relative à l'homogénéité. Et la réussite de cette dernière recherche, sera l'avénement de la phase définitive que j'ai indiquée. On reconnaîtra les diverses étapes de cette marche générale et progressive, dans l'esquisse historique que je vais tracer, des deux branches principales de la Physique mathématique.
Le travail primitif de Navier sur l'élasticité, et celui qui m'est commun avec Clapeyron, ne considèrent que le cas de l'élasticité constante, sur toutes les directions autour d'un même point. Le principe admis est celui-ci : Deux molécules d'un milieu solide, très-voisines et relativement déplacées, exercent l'une sur l'autre une action mutuelle, dirigée suivant la ligne qui les joint, et égale au produit de leur écartemenl„ par un facteur, qui varie avec la distance des molécules, et qui devient insensible quand celle distance est appréciable.
X DISCOLIIS PIIKLIMINAIHK.
Poisson etCaueliy, par de iiiagnittques travaux, ont traité le cas, plus général, où Télastieité change avec la direction autour d'un même point. Le second principe adopté diffère du premier, en ce que le facteur, qui multiplie Fécartement, dépend a la fois, et de la distance, et des angles qui assignent sa direction; ce facteur ayant toutefois la même valeur pour deux directions opposées Tune à l'autre.
Ce principe, qui devait paraître extrêmement probable, ou presque certain, aux illustres géomètres qui l'ont complété, est devenu très-douteux, depuis que d'habiles physiciens ont signalé les écarts qui existent entre les nombres calculés par la théorie, et ceux que donne l'expérience directe. D'ailleurs, quand on examine a fond ce principe, comme je l'ai fait dans un Cours récemment publié, toutes ses parties paraissent effectivement très-incertaines; chaque mot de son énoncé donne lieu à un doute, déguise une hypothèse restrictive, ou présuppose une loi. La théorie mathématique de l'élasticité ne peut donc continuer à faire usage de ce principe, sans cesser d'être rigoureuse et certaine.
Mais, circonstance remarquable, ilesttrès-faciled'en écarter à la fois toute la partie douteuse : car un simple renversement de l'ordre des matières traitées, lors de l'exposition de la théorie, rend ses lois incontestables. En effet, dans l'étude mathématique de l'élasticité, les fonctions à déterminer sont de deux espèces, les projections du déplacement moléculaire, et les composantes des forces élastiques. Les forces ayant pour cause originelle losdéplaccmc^nts relatifs, il avait paru
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naturel de partir de ces déplacements, et d'en déduire les forces, en adoptant l'hypothèse de l'attraction, ou de la répulsion à distance, des molécules relativement déplacées.
Aujourd'hui, puisqu'il est reconnu, d'après Cauchy, que toutes les lois qui régissent les forces élastiques se déduisent rationnellement des théorèmes généraux de la Mécanique, c'est par établir ces lois qu'il convient de commencer. Puis, il ne faut chercher, qu'après leur établissement, comment les forces peuvent, ou doivent, s'exprimer à l'aide des dérivées des déplacements, sans présupposer aucune loi sur les actions moléculaires, sans faire aucune restriction relative à l'homogénéité. Or, Poisson a déduit ces expressions générales, et certaines, à l'aide de la Mécanique rationnelle. Leurs coefficients sont très-nombreux, il est vrai, mais pour connaître leurs relations naturelles, l'analyse mathématique seule est impuissante; il faut essentiellement interroger les faits, soit la double réfraction, soit toute autre classe de phénomènes.
Il faut le reconnaître : élevés à l'école de Laplace, ni Poisson, ni Cauchy, ne devaient penser qu'il fût possible d'établir une théorie de Physique mathématique, sans présupposer aucune loi. Mais, doués d'une puissance et d'une fécondité qui n'appartiennent qu'aux génies, en ii^muant, pour ainsi dire de fond en comble, le sujet qu'ils avaient adopté, ils ne pouvaient manquer de rencontrer les formules pures de toute hypothèse, puisqu'elles existaient. El peut-elre nous fallait-il le concours et rautoiitc de ces deux grands
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géo'mètres, pour amener au jour un tel résultat, si contraire aux idées reçues.
En ce qui concerne le cas de l'élasticité constante, qui intéresse particulièrement la pratique industrielle, j'ai fait voir, dans le Cours déjà cité, qu'en modifiant convenablement la démonstration des deux lemmes, dont je me suis servi dans les Leçons sur T Élasticité, on déduisait, rigoureusement, les formules qui se rapportent à ce cas, des expressions, générales et certaines, données par Poisson. Et ces formules, dont l'établissement est aujourd'hui complètement dégagé de toute hypothèse, de toute idée préconçue sur les actions moléculaires, contiennent, essentiellement, deux coefficients distincts, dont le rapport peut différer d'un solide à un autre, au lieu de l'unique coefficient déduit forcément de l'ancien principe. Circonstance tort heureuse, en ce qu'elle écarte, complètement, les objections qui résultaient des expériences de M. Wertheim et d'autres physiciens.
Passons a l'historique de la seconde branche.
Le travail primitif de Fourier, sur la théorie analytique de la chaleur, ne considère que le cas de la conductibilité constante, autour d'un même point du milieu solide homogène. Le principe admis conduit à ce corollaire, que le flux de chaleur, qui traverse un élément plan, ne contient que la variation, normale à cet élément, de la fonction cherchée, l^uelle n'est autre que la température. Ce corollaire établit rapidement, l'équation aux différences partielles du second ordre qui règnes à l'intérieur du corps, et celle aux différences partielles du premier ordre qui appartient
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à la surface. Et telles sont les lois diiîérenlielles qui régissent la fonction.
La recherche des lois intégrales, pour des corps de formes données, placés dans des circonstances calorifiques réalisables, a permis de comparer les nombres calculés par la théorie, avec ceux déduits de l'observation; et leur coïncidence, dans le cas très-connu de la barre, a vérifié le principe admis. Fourier et Poisson, ont intégré complètement les équations générales, pour le prisme rectangulaire, et pour le cylindre droit. Laplace a résolu le cas de la sphère. Je suis parvenu à traiter rellipsoide, et tous les corps cylindriques limités par des surfaces isothermes.
Le résultat principal de ces diverses solutions, consiste dans la forme, toujours reproduite, delà fonction intégrale, laquelle s'exprime par une série de termes simples, vérifiant chacun séparément toutes les conditions, différentielles ou autres, moins une; et qui ont chacun un coefficient facteur, d'abord arbitraire, que Vott'parvient à déterminer, k l'aide de la dernière condition, par une méthode d'élimination, présentant constamment les mêmes caractères.
Ainsi, la fonction cherchée est toujours exprimée par une série de termes simples, desquels chacun pourrait exister seul, si la condition finale le permettait. Cette forme, que l'on peut trouver compliquée, et en quelque sorte imparfaite, au point de vue purement analytique, est, en réalité, la forme naturelle de toutes les fonctions que les mathémati(}ues appliquées se proposent de déterminer. Elle existait déjà dans la mécanique céleste; elle domine maintenant dans la théorie analytique de la chaleur; enfin, en résolvant le
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problème de Téquilibre intérieur (rime enveloppe sphérique, je Tai signalée dans la théorie mathématique de l'élasticité .
Mais, sa première apparition, sa déiinition la plus lucide, et en même temps la plus complète, appartient à la théorie des vibrations sonores. Là, chaque terme simple est un son bien nettement défini ; la série totale indique la coexistence de tous les sons que le corps peut produire; les coefficients-facteurs, isolément déterminés par la méthode générale d'élimination, donnent les intensités respectives de cçs divers sons; et si la condition finale le permet, il pourra n'exister qu'un coefficient, c'est-à-dire que le corps pourra ne produire qu'un son unique.
Il fallait que cette généralité de forme, des fonctions naturelles, fût bien vraie, bien essentielle, pour être principalement signalée à l'attention des géomètres, par la théorie analytique de la chaleur, dans son premier état, encore si incomplet. Comme je l'ai dit, Fou-r rier et Poisson ont traité le prisme rectangulaire, placé dans toutes les circonstances calorifiques imaginables. Ostrogradski a résolu les mêmes problèmes, pour le prisme droit dont la base est un triangle rectangle iso- <^èle. Je suis parvenu à traiter le prisme triangulaire régulier, sa moitié, et deux tétraèdres irréguliers provenant de la subdivision du cube. Puis j'ai démontré que c'étaient là les seuls polyèdres, pour lesquels on pouvait exprimer la loi intégrale de la fonction cherchée, ou de la température, par des séries dites périodiques, ou sous la forme des solutions précédentes.
J'avoue, ici, que cette conclusion, que cet arrêt forcé dans mes tentatives de généralisation, me causa
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une sorte de désespoir, assez fort pour m'inspirer des doutes sur la théorie de pliysique mathématique que je cultivais, et dans laquelle je venais de découvrir une lacune considérable. Il m'avait semblé que, la nature se montrant particulièrement géométrique dans les phénomènes de la crfstallisation, c'était précisément là que le géomètre pouvait triompher. Tout au contraire, il n'était parvenu qu'à grand'peine, à traiter quelques polyèdres, lesquels se rencontrent peu ou point parmi les cristaux naturels, dont les formes primitives, convenablement choisies, peuvent cependant paver tout l'espace, comme l'exigent les séries périodiques.
Il était donc nécessaire de retourner au point de départ de la théorie analytique de la chaleur, pour tâcher de l'étendre aux milieux cristallins. Duhamel a, le premier, abordé cette importante question, dans son beau Mémoire : Sur la propagation de la chaleur dans les ^^çorps solides dont la conductibilité nest pas la même dam tous les sens^ inséré au tome XIII du Journal de r École Polytechnique .
Le principe admis est celui-ci ; Lorsque deux molécules, très-voisines, d'un milieu solide athermane et homogène, ont des températures inégale^, la plus chaude cède à la plus froide, une quantité de chaleur égale au produit, de la différence des températures, par l'élément du temps, .et par un troisième facteur dépendant à la fois, et de la distance, et désangles qui assignent sa direction; ce facteur ayant toutefois la même valeur pour deux directions opposées l'une à l'autre.
De là résulte ce corollaire, que le flux de chaleur
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qui traverse un élément-plan (|uele()U(|ue, eontienl, non-seulement la variation, de la fonelion cherehée, normale à cet clément, mais aussi ses variations tangentielles; ou, plus simplement, que le flux est oblique, et non normal; c'est-k-dire qu'il est proportionnel a la variation de la température, prise dans une certaine direction, oblique à l'élément.
Mais, il existe, en chaque point, trois élémentsplans rectangulaires entre eux, pour lesquels seuls le flux est normal; et si l'on prend les coordonnées rectilignes parallèles aux intersections de ces éléments, lesquelles ont des directions constantes dans toute l'étendue du milieu homogène, l'équation aux différences partielles du second ordre, qui régit la température, a la même forme que celle de Fourier, mais avec trois coefficients distincts au lieu d'un seul.
Pour entrer dans la phase définitive que j'ai indiquée, il ne reste plus qu'à écarter la restriction imposée par l'identité admise des valeurs de la fonction-facteur pour deux directions opposées l'une à l'autre. On y parvient aisément. Alors, il peut se fair^ qu'il n'y ait qu'une seule direction de Télément-plan, pour laquelle le flux soit normal, et Ton ne peut plus employer la méthode, si élégante, de Duhamel, pour réduire l'équation aux différences partielles, à la même forme que celle de Fourier.
Mais, on démontre, d'une -autre manière, que, dans le cais général, ou sans restriction aucune, il existe toujours un système d'axes rectangulaires, et un seul, qui reproduit la forme cherchée avec trois coefficients distincts. En outre, si l'on imagine un ellipsoïde, avant ses trois axes parallèles à cçux de ce système
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orthogonal unique, et proportionnels aux racines carrées des trois coefficients trouvés, la même forme est conservée, pour tous les systèmes de coordonnées obliques, qui rapportent cet ellipsoïde à des diamètres conjugués.
Cette dernière propriété générale, si simple 'et si naturelle qu'on a pu la trouver évidente, est surtout fort importante par l'extension qu'elle donne à la théorie. Elfe appartient, nécessairement, au cas très^ étendu considéré par Duhamel. Et l'on peut dire qu'elle se retrouve aussi dans le cas si restreint traité par Fourier, car, alors, par l'égalité des trois axes, l'ellipsoïde devient une sphère, et les diamètres conjugués sont rectangulaires.
En un mot, dans ces cas divers, il existe toujours une infinité de systèmes d'axes, pour lesquels l'équation aux différences partielles a la forme cherchée. Ces systèmes sont tous rectangulaires, lors d'une conductibilité constante. Un seul est rectangulaire, et tous les autres obliques, lors d'une conductibilité changeante. Il me semble que ce genre de parallélisme méritait d'être signalé ; et peut-être ne lui manque-t-il qu'un peu de complication pour être érigé en théorème important.
Outre rellipsoïde précédent, que j'appellerai princi*palj il y a lieu de considérer une autre surface représentative. Si, a partir d'un point du milieu, on porte sur la direction du flux, normal ou oblique, qui traverse tout élément-plan passant par ce point, une longueur proportionnelle au coefficient, qui mesure la conductibilité correspondante à cette direction, les
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secoudes extrémités de toutes les lignes aiiui prises, forment un second ellipsoïde^ celui des conductibilités, lequel se réduit pareillement a une sphère, dans le cas traité par Fourier.
Lors de l'égalité symétrique, considérée par Duhamel, les axes de l'ellipsoïde des conductibilités ont mêmes directions que ceux de Tellipsoide principal, et sont proportionnels à leurs carrés. De plus, chaque demi-diamètre du premier ellipsoïde, représente la conductibilité correspondante au flux oblique, qui traverse Télément-plan parallèle au plan tangent de Tellipsôïde principal, au point où ce demi-diamètre le rencontre.
Lors du cas général, ou sans restriction aucune, les axes de l'ellipsoïde des conductibilités, et ceux de l'ellipsoïde principal ont des directions différentes. Mais, on démontre qu'il existe un système de coordonnées obliques, et un seul, par lequel les deux ellipsoïdes se trouvent, l'un et l'autre, rapportés à des diamètres conjugués. Il résulte de cette propriété, que, pour un même ellipsoïde principal, une infinité d'ellipsoïdes des conductibilités seraient admissibles. Et comme il n'en saurait exister qu'un seul lors de l'égalité symétrique, on a ainsi une sorte de mesure de la restriction qu'il importait d'écarter.
Dans tous les cas, les propriétés des surfaces du second ordre suffisent, pour énoncer, très-simplement, les lois les plus générales de la conductibilité, lesquelles rappellent, et celles des moments d'inertie, et celles des forces élastiques. Et, tout porte à penser que ces rapprochements ne sont pas de simples analogies,
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mais qu'ils inâîquent une véritable convergence, d'où Ton pourra déduire une identité. Les vérifications physiques ne manquent pas à la théorie que je viens de résumer : car, les anciennes et belles expériences de Senarmont, signalent bien nettement l'existence de l'ellipsoïde des conductibilités.
On verra, dans le Cours actuel, comment la physique mathématique, désormais purifiée, parvient a combler cette lacune, qui me désespérait jadis. Aujourd'hui, et grâce à Duhamel, l'horizon est bien changé ; car, la théorie analytique de la chaleur, parvenue h sa phase définitive, peut aborder maintenant tous les polyèdres cristallins, sans exception. A l'aide des coordonnées obliques , sinon orthogonales , toutes les facettes , toutes les troncatures, observées sur les cristaux naturels, s'associent de manière à former, des parallélipipèdes, des rhomboèdres, des prismes triangulaires ou hexagonaux, des tétraèdres, des octaèdres, des dodécaèdres rhomboïdaux, réguliers ou irréguliers, dont le refroidissement par communication s'exprime h l'aide des séries périodiques.
Et cette généralisation s'étend immédiatement à la théorie de l'élasticité. En effet, lorsqu'il s'agit des vibrations, dites longitudinales, d'un corps solide homogène, les projections du déplacement moléculaire sont les dérivées d'une même fonction, qui doit vérifier une équation aux différences partielles, aussi simple que celle de la chaleur. Et, les deux équations, ici comparées, sont tellement liées l'une a l'autre, qu'il suffit de remplacer les exponentielles, et les sinus, par des cosinus, dans la série périodique qui exprime le
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refroidissement par communication d'un polyèdre, pour obtenir la série qui exprime Tétat vibratoire du même polyèdre, lorsque les molécules de sa surface n'en sortent pas. De là résulte une explication trèslucide, et très-précise, du phénomène de la cristallisation ; théorie physique, que nous aurons l'occasion d'esquisser.
J'ai suffisamment défini, maintenant, le point de vue nouveau, sous lequel je présenterai la théorie inaugurée par Fourier. On pourra me reprocher d'avoir autant parlé de l'élasticité que de la chaleur, d'avoir constamment fait marcher de front leurs deux théories, quoique ce Cours ne dût s'occuper que d'une seule. C'est que, en réalité, les deux théories, si différentes quand on les prend à l'origine, vont en se rapprochant de plus en plus, à chaque nouveau progrès.
Leurs marches ont été les mêmes. Leurs premiers, et surtout leurs seconds principes, avaient des analogies évidentes. Et maintenant on découvre entre elles une multitude de points de contact. L'étude des conductibilités, et celle des coefficients de l'élasticité, emploient les mêmes méthodes, ont recours aux mêmes transformations, nécessitent la solution des mêmes problèmes, conduisent à des représentations géométriques identiques. Et si, comme il y a lieu de l'espérer, l'étude des concamérations polyédriques finit par pénétrer le mystère de la constitution intérieure des milieux pondérables, ce nouvel instrument, de la théorie de l'élasticité, aura été découvert par celle de la chaleur. -
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SI- OBJET DU COURS
La théorie mathématique, dont le but est de rechercher et d'étudier, rigoureusement, les lois qui régissent la propagation de la chaleur dans les milieux pondérables, ne peut aujourd'hui s'occuper activement que des corps solides, athermanes et homogènes ^ c'est-à-dire des corps qui ne se laissent traverser par la chaleur rayonnante que sur une épaisseur très-petite, ou insensible, et qui sont constitués de la même manière autour d'un point, en quelque lieu que ce point soit situé.
Il s'agit, dans h; Cours aoluel, d'ëlablir les formules de (îette théorie, do lelle sorte qu'elles puissent s'appliquer aux milieux solides régulièrement cristallisés-^ c'est-à-dire d'une homogénéité telle, que la faculté de propager la chaleur soit variable avec la direction de cette propagation, bien qu'elle reste la même, pour une même direction, lorsqu'on passe d'un point à un autre.
Il est alors nécessaire de modifier, ou d'étendre le principe adopté jusqu'ici, tout en admettant : i° que la température est une fonction continue des coordonnées et du temps; 2" que la quantité de chaleur cédée, dans un temps très-court, par un premier point plus chaud, à un second point très -voisin et plus froid, est, toutes choses égales d'ailleurs, proportionnelle à la très-petite dijBTérence des températures de ces deux points.
Nous poserons, dès l'abord, et en quelque sorte synthétiquement, le nouveau principe; puis, après avoir déduit ses conséquences générales, nous le discuterons, afin de constater qu'il embrasse tous les corps solides, athermanes et homogènes, qu'ils soient, ou qu'ils ne soient pas cristallisés.
PRINCIPE ADOPTÉ
Soient M et M' deux points très-voisins du milieu solide ; ^ la distance, de grandeur insensible, qui les sépare ; ^ la latitude et ^ la longitude, qui assignent la direction de MM' ; V la température actuelle en M ; V un peu moindre que V, celle en M'; X3 et u', deux éléments de volume, dont M et M' font respectivement partie, et qui ont leurs trois dimensions infiniment petites par rapport à Ç. La quantité de chaleur cédée, pendant le temps dt^ par le volume u, au volume cr', aura pour expression
(l) ctst'.(V — V').F.r/r
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Le coefficient F, essentiellement positif, dépend de la
distance Ç, et de ses angles de direction (9, ^). H reste le
Fig. I.
même en quelque lieu, du corps solide homogène, que soit placé le couple défini dés points M et M'. Il est nul lorsque la distance ^ dépasse une certaine limite supérieure ^1, et aussi lorsqu'elle est au-dessous d'une certaine limite inférieure Ço. Ces deux limites, du même ordre de grandeur que Ç, peuvent différer d'une direction à une autre; c'està-dire que fo et fi sont, en général, des fonctions des angles (?, ^).
FLUX DE CHALEUR
Soit PP' une section plane, faite dans le corps solide, et qui le sépare en deux parties A et B. La seconde partie, B, éunt plus chaude que la première, A, lui cède, dans le temps dty une certaine quantité de chaleur. C'est le flux total qui traverse PP. Si l'on divise B en cylindres infiniment déliés, ayant chacun sa base w sur PP, et ses génératrices normales à ce plan ; la quantité de chaleur partiellement envoyée, pendant le temps A, par un de ces cylindres, au fragment A, est le flux élémentaire, correspondant à sa base o). Il s'agit d'évaluer ce flux élémentaire.
A cet effet, transportons successivement le couple (M, M!) , défini au paragraphe précédent, de telle sorte que M occupe
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d'abord la trace de Taxe du cylindre sur sa base w, et qu'il occupe ensuite un autre point Mi du même axe, situé dans B, à une distance IVliM= /, telle, que la seconde extrémité de ^, d'abord en M', puis en M',, soit toujours dans A.
Fig. 1.
Le plan des xy étant l'équateur, celui zx le premier méridien, désignons, pour simplifier, cosç et siny par c et 5, costj^ et sinip par c' et /; les projections (g. A, h) de Ç, sur les axes rectilignes, auront pour expressions
(2) g=zX,cc', h=:C,Cs\ k=:^Sy
dç plus (^71, /i, p) représentant les cosinus des angles que fait la normale MiM avec les mêmes axes, les projections de la ligne / seront (w/, /i/, pi).
LOI DE L'ÉCHANGE DE CHALEUR
Cela posé, les coordonnées de M étant (or, j^, z)^ celles de M' seront [x -^ g^ y-^h^ z-\-k) ^ celles de Mj [x — fnl^ y — ni y z — pl)^ enfin celles de M', seront [oc-\- g — m/, y -h h — w/, z-hk — pi) 5 et si la température est, V en M, V en M', V, en Mj, y\ en M',, la série de Taylor, réduite à ses premiers termes, par suite de Tex-
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tréme petitesse des (^, g^ /i, A), donnera
«fx r/j rtz
d'où l'on conclut le théorème important
C'est-à-dire que l'échange de chaleur (i) sera le même, nonseulement par le coefficient F, mais encore par la différence des températures, pour toutes les positions (Mj, M',) du couple défint, correspondantes à toutes les valeurs admissibles de la ligne /.
On peut adopter, pour u, la couche wrf/, du cylindre infiniment délié, où se trouve Mj, et prendre l'élément sphérique ^^cd^d(fd^y rapporté au centre JVIi, pour représenter le volume xs^ dont M', fait partie. Ce qui donnera définitivement
(4) ^di,^cdi;d^d^\^-^ — cc'-^ — c/— — s'jFdt,
pour l'échange de chaleur actuel. Le signe ( — ) qui affecte les trois termes de la parenthèse, tient à cette circonstance, que la partie B, supposée plus chaude que A, est aussi plus voisine de l'origine des coordonnées ; car, puisque la température est supposée décroître quand on s'éloigne de l'origine, ou de M vers M', de Mi vers M'^ , les dérivées partielles de la fonction qui la représente, prises dans ce sens, étant négatives, il faut qu'elles soient affectées du signe ( — ), pour que l'échange (4) soit définitivement positif. Si la
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fonction V étaît croissante, ses dérivées seraient positives, et réchange (4) serait négatif-, c'est-à-dire que ce serait u, et non tj', qui gagnerait de la chaleur •, mais, alors, le coefficient F, toujours essentiellement positif, correspondrait à la direction ( — 9, tt -|-<|/), et pourrait ^voir une valeur différente de celle qui correspond à la direction (y, ^).
CONDUCTIBILITÉ ANGULAIRE
Il faut soumettre l'échange (4) à quatre intégrations successives : la première, par rapport à /, depuis zéro, jusqu'à la projection
(5) Ç(mrc' 4- /îc/ -i-/?f)
de ^ sur Taxe du cylindre ; la seconde , par rapport à f, entre f^ et Çi fonctions de (y, (f;), intégration que l'on peut indiquer en posant
(6) ^^'^^F.rfç = ^(ç,+)=#.
Puis, si cfo et ç,, ^0 et ^1, sont les limites qu'il faut donner successivement aux variables y eup, pour parcourir toute la surface de l'hémisphère de rayon i, dont le centre est en M, la base sur PP, et qui est dans A ; posant encore
J[=Jl) si s:^cc',
\=z r si 8 = j,
et, remarquant que les dérivées de V restent constantes lors de toutes ces intégrations, on aura définitivement
/o^ . ( . ^V (ly dV\
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pour exprimer le flux élémentaire cherché, lequel correspond à la base (O, située sur le plan PP, et dont le point M, aux coordonnées (Xy y^ z)^ occupe le centre.
La fonction ^(6) mesure, en quelque sorte, la faculté que possède le milieu solide, de propager ou de conduire la chaleur dans la direction (y, tp) : car, la quantité de chaleur cédée à A, par le prisme de base ot), suivant cette seule direction, est proportionnelle à -f, qui entre comme facteur dans les éléments différentiels (7). Les autres facteurs étant sans dimension géométrique, ^ est de même ordre de grandeur, ou de même espèce, que les coeflScients, tels que («A>, ift>, r) (7), généralement désignés sous le nom de conductibilités y on peut donc appeler cette fonction la conductibilité angulaire .
S VL FLUX COORDONNÉS
Soient désignés par (w^,, w^, w,), trois éléments plans en M, respectivement perpendiculaires aux axes; les flux ([ui leur appartiennent auront les expressions
i ^ I dv dv dy\
^ / ^v , dyf d\\
(Pour simplifier le texte, j'emploie les notations et les dénominations suivantes : La lettre i désigne, collectivement, plusieurs indices numériques affectant les mêmes lettres, ou bien Tun quelconque d'entre eux: ainsi, les intégrales doubles (7) ont pour limites les (9,, if*)* ^'*
lettre u désigne, collectivement, les coordonnées (x^j^ z)^ ou bien l'une quelconque d'entre elles : ainsi, les flux (9) correspondent aux éléments a)„. Enfin, comme dans un Cours précédent, j'appelle variation d'une quantité sui- \fant une certaine ligne y la limite du rapport de T accroissement de cette quantité au chemin parcouru sur la ligne, abstraction faite du coefficient qui multiplie ce rapport, et qui peut être le chemin lui-même. Ainsi , les expressions (9) contiennent les variations de la température V suivant les (x, j^, z)\ les trois coefficients (a, j3i, y,) multiplient les variations respectivement normales aux éléments tù^, les six autres les variations tangentielles aux mêmes éléments-, tous peuvent être appelés des conductibi" lités résultantes, normales et tangentielles.)
Les coefficients (a„ j3,-, y,) se déduisent des intégrales définies (7), en donnant, successivement aux cosinus (/w, n, p), et aux limites (9,-, ip,), les valeurs correspondantes aux trois positions particulières du plan PP'. On obtient ainsi le tableau
TT 7r 2 2
c'c's' = p, c'se' = 7;
TT
TT
/ dif \ d,f
c'se' z=ai.
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Les trois cases de la première colonne indiquent les limites (?/> i'i) pour les trois &)„; vient ensuite le facteur ^ commun à toutes les intégrales; puis la dernière colonne donne les facteurs trigonométriques qui particularisent les
S VIL œMPARAISON DES COEFFICIENTS.
Les derniers facteurs sont les mêmes, pour y^ et jS,, pour a, et 7, pour j3 et «ij mais il ne s'ensuit pas nécessairement que les coefficients de chacun de ces groupes soient égaux, car les limites des (ç, ^) diffèrent d'un coefficient à l'autre. Cet obstacle à leur comparaison disparaît, si Ton
concentre toutes les intégrations entre o et -? pour (f et
pour ^, à l'aide des formules générales
I. r"f(,p)rf.j,= r [f(+)+f(„_4,)+f(K+i)+f(_,p)]rf
(I étant ou 9, ou (p), dans lesquelles on substitue, à f, la fonction e? accompagnée des facteurs trigonométriques, qui conservent les mêmes valeurs absolues, mais avec des signe»
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divers, pour toutes les directions (±9>, —^)^ (^9^ Trdzip) -, d'où résulte
[H- — -h- — ]c*cV:
[ -f- -f- — — ]c^sc' z
[ -f- — — -h ]cVc' :
Ici, les limites des ((p, tp) sont partout les mêmes, et dans l'élément différentiel qui correspond à chaque coefficient, les facteurs trigonométriques sont conservés \ mais le facteur primitivement commun, ^, est remplacé par une somme algébrique des valeurs de la fonction (6) appartenant à quatre directions différentes 5 valeurs qui sont les mêmes, avec des signes divers, pour les trois coefficients d'une même case, mais qui diffèrent d'une des trois cases à une autre.
Toutes les valeurs de la fonction ^ étant essentiellement positives et les facteurs trigonométriques ne changeant pas de signe entre les limites ((p,, ip,) actuelles, le tableau (12) montre que les trois coefficients (a, (Bj, y^) sont toujours positifs, tandis que ((3, y; 71, «i; a», j3,) sont positifs ou négatifs, suivant les grandeurs relatives de la conductibilité angulaire ; car, chacune des intégrales définies (12) se dé-
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compose en quatrt! intégrales partielles, toutes positives pour (a, i3i , yj ), dont deux sont positives et deux négatives • pour les six autres coefficients.
CAS DE L'ÉGALITÉ SYMÉTRIQUE
D'après le nouveau tableau (12), pour que les égalités présumées
( P = ai, aient lieu, il faut que la fonction § vérifie les trois identités
/^(y, TT-^,) =^(— y, -+),
c'est-à-dire, plus simplement, qu'elle ait symétriquement la même valeur, pour deux directions opposées Tune à l'autre. Supposer l'existence de ces trois identités, ou de cette égalité ^métrique, c'est donc restreindre la généralité de la question traitée, conune si Ion établissait, hypothétiquement, trois relations nouvelles, entre neuf coefficients^ qui, généralement, peuvent être tous distincts.
Néanmoins, cette restriction paraissant concorder avec les phénomènes physiques, pour la presque totalité des milieux cristallins, il convient de traiter particulièrement le cas qu'elle suppose. Admettant donc les égalités (i3), désignons, respectivement, par (X, ^^ v) les valeurs communes des trois couples, et par (a, ,6, y) sans indices les coefficients (a, (3,, y^) qui reslenl distincts. Les trois
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flux (9) auront alors les expressions nouvelles 1,1 dS dV d\\
/ /rx ] , / ^V ^dV ^ dY\
/ / dV dV d\\
dont les coefficients représentent les intégrales définies du tableau
jc's'' =P.
(4- — -h — )c5/c'=:vj
la parenthèse, ou la somme algébrique des quatre valeurs de ^, étant la même pour les (a, |3, y), et différant, par les signes, pour les (i, fjt, v).
EXPRESSIONS SIMPLES DES COEFFICIENTS
Autrement : la fonction ^ peut être considérée comme composée de quatre parties : la première paire eh(p et en ip, la seconde paire en (p et impaire en tj/, la troisième impaire en (f et paire en ip, enfin la quatrième impaire en (f et en ip5 ce qu'exprime symboliquement la première des quatre équations du groupe suivant :
c^(— ?» •^) ^pp^pi — ip—ii, c^(— ?, —4') =PP "P' —^P-^^'y
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les trois autres s'en déduisant par les changements de signes des variables. A Taide de ce groupe (17), on reconnaît facilement, qu'au tableau (16), la parenthèse se réduit, à ^pp pour (a, [3, 7), à 4" pour i, à ^ip pour /ut, à ^pi pour V.
C'est-à-dire, plus simplement, qu'après les substitutions (17)5 chaque parenthèse de (16) aura la même double parité que le facteur trigonométrîque qui raccompagne. Les éléments différentiels seront donc tous pairs en ç et en (p, et Ton pourra étendre les intégrations entre les
limites et -f- - j pour ç et pour ^p, puis prendre le quart
des résultats. Or, avec ces nouvelles limites, on peut joindre, à celle des quatre parties de la première (17) qui remplace chaque parenthèse, les trois autres parties; ce qui n'ajoute à l'élément différentiel total que des termes, impairs en f, en ^, ou en ^ et en (p, disparaissant par la double intégration. En un mot, avec les nouvelles limites, toutes les parenthèses peuvent être remplacées par la fonc* tion ^(ç, ^) complète.
Cela fait : remplaçant la fonction § elle-même par la valeur (6) ; remarquant que, par suite de Tégalité supposée, le triple signe d'intégration
indique la moitié d'une sommation faite dans la couche comprise entre les deux surfaces définies par les rayons vecteurs ^0 et f 1 -, sommation que nous indiquerons par
V; recomposant l'élément sphérique Ç*cJÇrfyrf(p = cj;
assimilant la fonction F à une sorte de densité A; puis le
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produit n A à une sorte de masse m; les expressions (16) des six coefficients actuels prennent définitivement la forme
(x, y, 2) représentant, ici, les projections du rayon vecteur Ç, ou les coordonnées par rapport au point M pris pour origine.
FLUX ÉLÉMENTAIRES NORMAUX
Dans le cas actuel, l'enveloppe solide fictive, comprise entre les surfaces
a son centre de gravité en M 5 et la théorie classique des moments d'inertie donne, pour son ellipsoïde central, r équation
— 2XTZ — 2i*ZX — 2vXY=-,
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à l'aide des valeurs (i8). Celle équalioii (17) définit li-èsnettemenl les six coefficients des flux élémentaires coordonnés (i5). Ceux relatifs à d'autres axes rectangulaires se déduiraient des premiers, par les formules de transformation habituelles. Il suffit donc de connaître les 'coefficients des flux (i5) pour un seul système orthogonal. Or on peut choisir celui des axes de Tellipsoïde {19) pour lequel les coefficients (X, fi, v) sont nécessairement nuls. Et de là résulte le théorème suivant :
Lors de l'égalité symétrique, il existe toujours un système d'axes rectangulaires, et un seul, pour lequel les flux élémentaires coordonnés (i5), ne comprenant, chacun, que la variation normale de la températtire, ont des expressions de la forme
(20) ^^^dt(-p'-^y
tandis que pour tout autre système d'axes rectangulaires les trois flux (i5) comprennent, chacun, outre la variation normale de la température, les deux variations tangentielles ] et les six coefficients de ces dernières variations sont égaux deux à deux.
CAS DES SOLIDES NON CRISTALLINS
Si l'on considère un milieu solide non cristallin dans son état d'homogénéité la plus complète, on ne trouve aucune raison pour admettre que F (§ H), et les limites ^^ et ^, varient avec la direction (cp, ^). Alors l'intégrale définie (6)
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se réduit à une constante absolue ^. Au tableau (12), les (Pî 7? 7ij «lias? jSg) sont nuls, et les (a;(3i,yt), qui restent seuls, ont les expressions
(21) 4# f ""^^^ r «^«p! ^*'' =po
toutes définitivement égales à
valeur commune que nous désignerons par q. Ce qui donne pour le flux correspondant à tout élément plan
d2(L étant l'accroissement de la normale à l'élément, et ç la conductibilité constante.
Ainsi, dans un milieu solide homogène, non cristallin, chaque flux élémentaire ne comprend que la variation normale de la température, et le coefficient de cette variation est le même pour tous les éléments plans, quelle que soit leur orientation. L'expressioii (23) est identique avec celle que Fourier a déduite d'une loi physique, prise pour point de départ. Dans la théorie actuelle, cette expression est ri- ' goureusement établie 5 et l'on voit clairement qu'elle ne doit pas comprendre les variations tangentielles de la température : ce dont on pouvait douter avec l'ancienne méthode.
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CONTINUITÉ DE V. - PROPORTIONNALITÉ
Discutons mainlenanl les diverses parties du principe posé au § II, pour constater qu'il donne réellement à la théorie actuelle toute l'extension qu elle se propose. Rappelons d'abord que la fonction V, qui exprime la température, peut être regardée comme une fonction continue, dont les dérivées ou les variations sont toujours assignables. En effet, lors même qu^elle n'aurait de valeurs que pour les points matériels, disséminés et non contigus, constituant le milieu solide, on conçoit que Tinterpolation puisse déterminer une fonction reproduisant les mêmes valeurs^ et cette fonction intt^r polaire, substituée à V, sera Continue, car elle donnera aussi des valeurs pour les points géométriques intermédiaires; puis, lors de toute sommation, faite à l'aide de cette fonction et de ses dérivées, il existera toujours, parmi leurs facteurs, un coefficient spécifique exprimant une certaine faculté calorifique de chaque point matériel-, coefficient qui sera nul pour tous les points géométriques, lesquels n'auront conséqucm ment aucune influence sur les résultats de la sommation.
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Constatons ensuite que l'échange de chaleur, qui s'opère entre deux points, peut être considéré comme étant proportionnel à la différence AV de leurs températures. En effet, la quantité de chaleur échangée serait évidemment nulle, si les deux points avaient la même température 5 cette quantité peut donc être assimilée à une fonction de AV, qui, développée suivant les puissances entières de cette variable, n'aura pas de terme correspondant à la puissance zéro, et qui se réduira au terme contenant la puissance i , si AV est très-petit, Or, c'est ce qui aura toujours lieu dans un milieu solide athermane, puisque les points, entre lesquels peut s'opérer un échange de chaleur, y sont extrêmement voisins, et que les AV correspondants doivent être aussi peu sensibles que les distances qui séparent ces points.
VARIABILITÉ DE F ET DE SES LIMITES
Justifions maintenant la variabilité des limites ^09 ^ty et du coefficient F. (Il ne faut pas l'oublier, dans l'étude quenous entreprenons, il s'agit d'explorer, non pas ce qui est le plus gétiéralement, mais tout ce qui pourrait être, afin de ne laisser en dehors aucun des cas exc^tionnels que la nature peut réaliser.) D'après l'ensemble de ses propriétés physiques, on est conduit à considérer un milieu solide, homogène et cristallin, comme composé de molécules intégrantes d'tine certaine forme, non sphérique, polyédrique peut-être, toutes égales en volume, et orientées de la même manière, parles forces qui les maintiennent séparées, mais de telle sorte que leurs centres de gravité ne sont équidistants que sur une même direction.
Alors, dans le couple défini au § II, M étant le centre de gravité d'une molécule, il peut se faire que ^ doive être
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toujours supérieur au rayon vecteur ^o? mené de son centre M à la surface qui la limite^ distance variable avec la direction (y, ^)î puisque cette surface n'est pas sphérique. En effet, s'il existe une différence entre les températures de deux points AJ et /n', de la molécule intégrante, et si cette différence est essentielle à la constitution même de cette molécule, elle doit se conserver, et il ne peut s'opérer d'échange de chaleur entre M et ni ; donc, si le AV n'est pas nul, le coefficient F doit l'être.
De plus, le volume total du solide cristallin est divisible en systèmes particulaires égaux, nécessairement polyédriques, et ne contenant chacun qu'une molécule intégrante. Cela posé, la ligne menée de M dans la direction (y, 4^) atteindra la limite supérieure ^,, après avoir traversé un certain nombre, J^, de systèmes particulaires; si, comme il est probable, ce nombre ^ est le même pour toutes les directions, la distance (^i sera composée d'un même nombre de parties ; mais ces parties auront des graudeurs différentes d'une direction à une autre, d'après la forme et la position relative dès volumes élémentaires; ^i variera donc avec 'i (f, <p). £c il en sera de même du coefficient F, dont la \ pnissaace, pour une distance quelconque Ç, doit dépendre du nombre des systèmes particulaires traversés; nombre qtd, inversement, peut être différent d'une direction à une autre pour le même Ç.
EMPLOI DES FONCTIONS DISCONTINUES
La suite de la discussion actuelle exige quelques réflexions préliminaires. Dans les diverses branches de la physique mathématique, il est souvent nécessaire d'indi- ' quer j sinon d'effectuer, la sommation d'une certaine quan-
tité, qiii ne peut avoir de valeurs que pour des points dis-
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séminés ilqns un milieu pondérabhî, t'i non oonlii»us. Celto ((uanlité est une fonction aussi discontinue qu'il est possible, puisque ses dérivées ou ses variations sont complètement inassignables, et cela pour toutes ses valeurs ^ le calcul différentiel n*a donc aucune prise sur ellç. Mais il n'en est pas de même du calcul inté^al.
En effet, Texistence d'une fonction discontinue de celte nature dans l'élément différentiel n'empêche pas une intégrale définie, simple ou multiple, d'avoir une valeur assi-. gnable. Dans cette circonstance, le signe de chaque intégration peut être regardé comme étant purement symbolique, ou comme indiquant la sommation à faire d'un nombre fini de termes, n^ qui peut être considérable, ou petit, entre les limites données.
Autrement : les n quantités qu'il s'agit de sommer, appartenant à un même nombre n de valeurs particulières de la variable, seules efficaces, on peut partageir l'intervalle -compris entre les limites, en n parties correspondantes, et distribuer uniformément sur chacune d'elles la quantité appartenant à la seule, valeur efficace qu'elle contient 5 puis, multipliant par la différentielle de la variable, indiquer ou. môme faire l'intégration. Le résultat sera évidemment égal h celui de la sommation directe des n quantités.
Cela posé, nous avous établi que dans un solide cristallin, si le point M du couple défini au § Il occupe le centre de gravité d'une molécule intégrante, il y a lieu de considérer le coefficient F, pour le même ^, comme variant avec ,(9, tj/), ainsi que les limites (^0,^1). Or, lorsqu'il s'agit d'évaluer un flux élémentaire, ou d'effectuer les quatre sommations indiquées au § V, on peut admettre que les échanges de chaleur ne s'opèrent qu'entre les centres de gravité des molécules, ou bien considérer le facteur F, de l'expression (i), comme étant nul, tant que les éléments u et ty ne contiennent pas chacun l'un de ces centres de
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gravité. Et, d'après ce (jui vient d'être dit, quoique P^soit alors complètement discontinu, la conductibilité angulaire ■f (6), ainsi que les coefficients («l,, 1)1, F) (8), (a., [5,, y,) (ç), et autres, resteront assignables.
JUSTIFICATION DU PRINCIPE
Les formes de certains cristaux naturels, et entre autres là cristallisation tétraédrîque, indiquent (jue la surface qui limite, ou la molécule intégrante, ou le système particulaire, n'a pas toujours V égalité symétrique ; c'est-à-dire que deux rayons vecteurs, menés du centre de gravité M à celle surface, dans deux directions opposées Tune à l'autre, ne sont pas égaux. De là résulte que le coefficient F, les limites (^o^ ^1)5 ^t conséquemment la conduclibilité angulaire rf (6), peuvent différer pour ces deux directions. Ce <(ue semble confirmer Télectrisation par la chaleur de certains cristaux, due très- probablement à l'inégalité des conductibilités angulaires dans deux sens opposés. Ainsi les relations (14)9 ^^ ensuite (i3), n'ont pas nécessairement lieu.
En résumé, pour que la théorie actuelle embrasse tous les cas possibles, il faut et il suffit de considérer les neuf coefficients, (a,, p., y,), des flux coordonnés (9), comme étant tous distincts et indépendants. Le principe posé au § n est donc justifié. Il ne présuppose aucune loi physique. Le seul fait qu'il emprunte à l'expérience, ou, si l'on veut, la seule hypothèse qu'il admette, peut s'énoncer ainsi : la quantité de chaleur échangée, dans un certain temps, entre deux points matériels, est d'autant plus grande, que leurs températures diffèrent davantage^ l'échange étant nul s'ils ont même température.
Ce principe ne se prononce pas sur la nature de la cha-
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leur, ctette cause mystérieuse de la température. U peuts^appliquer également aux diverses idées qu'on s'en peut faire : (fluide rayonnant, absorbé ou retenu par la matière pondérable; vibrations d'amplitudes variables, propagées par l'éther des systèmes particulaires; puissance vive de plusieurs rotations simultanées, constituant les molécules intégrantes, etc.). U n'assigne pas la grandeur de certains nombres, tels que dZ^ qui définit Ç,, et n du § XIV, applir que à la sommation (6) pour la conductibilité angulaire. Sont-ils considérables, comme le voulait Poisson? se réduisént-ils à 3, 3,. . . , au plus, comme nous le croyons? Peu lui importe. Seules, ses propres conséquences, rationnellement déduites, pourront aborder ces nombres inconnus, en établissant des lois que l'expérience vérifiera, et qui restreindront de plus en plus le champ qu'ils occupent.
RECHERCHES DES ÉQUATIONS GÉNÉRALES
D'après les lois trouvées dans le cas de l'égalité symétrique, tous les systèmes de trois flux coordonnés (i5), en un même point M, se déduiront d'un seul d'entre eux, qu'il suffira conséquemment de connaître. Il s'agit maintenant de constater que cette déduction se présente aussi dans le cas général, ou plus simplement, de trouver la relation qui fait dépendre un flux quelconque (8) des flux (g) ; puis de rechercher la loi qui régit les variations du même système de flux coordonnés, lorsqu'on passe du point M à un autre point voisin.
A cet effet, désignons généralement par
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les trois flux coordonnés , et par
le flux (8) correspondant à rélément plan oor, si lue sur le plan PP dont la normale fait, avec les axes^ les angles aux cosinus (/n, w, p)-^ îl, ainsi que (iîjr, fly, iîj, seront des fonctions de (x, y, ^), coordonnées du point M, qui occupe le centre de chacun des quatre éléments (a)„, w), et il s'agira d'établir la dépendance de ces fonctions et les lois qui les régissent.
Dans toutes les expressions précédemment trouvées du flux de chaleur correspondant à un élément-plan o), les (jo^ j-j z) que contiennent les dérivées de la température sont les coordonnées d'un point situé sur l'élément, à Tinrieur ou sur son périmètre, peu importe quand on ne considère que des quantités de l'ordre de grandeur de ces expressions. Bien que le choix soit alors indifférent, il convient cependant d'adopter exclusivement le centre de gravité de l'aire co, pour le point dont il s'agit. On va voir que cette adoption permet de déduire d'une même recherche, ou d'une même équation, deux relations^ la première entre plusieurs flux, la seconde entre leurs variations et d'autres quantités, d'un ordre de grandeur iu^^iédiatement inférieur ^ seconde relation qui autrement eût exigé une nouvelle recherche. Cette faculté d'extension paraît traduire d'une manière nouvelle les propriétés dçs centres de gravité.
EMPLOI DU TÉTRAÈDRE
Considérons un tétraèdre élémentaire, dont trois faces sont perpendiculaires aux axes, et la quatrième parallèle à PP'; le poiiit M étant le sommet de son angle trièdre rectangle. Soient (A, B, C) les trois faces rectangulaires et H
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la face inclinée; un théorème sur la projection des aires donne
(26) A = mn, B = /ïn, c=/?n.
Soient (a, i, c) les trois côtés du tétraèdre parallèles aux axes, les coordonnées du centre de gravité Mi de A seront
celles du centre Mj de B
celles du centre M3 de C
enfin les coordonnées du centre de gravité 31L de II seront
comme l'indique la fig. 3. Les (a, è, c) sont des infini-
Fig. 3.
ment petits du premier ordre, les (A, B, C, II) des infiniment petits du second ordre, comme tout élément-plan o). De plus, soient désignées par les symboles Jif, à^i^ â^t, df les variations que subit toute fonction f de [x^ jr^ z) appartenant au point M, lorsqu'on passe successivement
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de ce point aux centres (M/, ^). (Ici les variations sont ]es rapports-limites définis au § VI, multipliés par le chemin parcouru.) D'après les expressions (24)> (^5), et les équations (26), les flux correspondants aux faces (A, B, C, II) seront respectivement
f Udi{ — a — ^ii).
Les trois premiers entrent dans le tétraèdre, le quatrième en sort. Le gain de chaleur sera donc égal h Texcès de la somme des trois premiers flux (27) sur le dernier.
Or, ce gain élèvera la température du corps de — rft ;
il sera conséquemment égal à celte élévation, multipliée par le calorique spécifique F du milieu solide, par sa den-
tlh site A, et par le volume -r- du tétraèdre 5 H étant la perpendiculaire abacissée de M sur II, laquelle est évidemment liée aux (a, &, c) par l'égalité multiple
( 28 ) H = ma z= nb =zpc.
ÉQUATIONS GÉNÉRALES
Egalant les deux expressions trouvées du même gain de chaleur, on a définitivement, en supprimant les facteurs communs II et ^^, Téqualion
m(— a, — (Î.U,) j + (il -h 8a) ■ '
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qui donne d'abord, en négligeant les infiniment petits, ôi et H, la relation entre quantités finies
(3o)' O. =zmQ.,-{-nay-^p£lty
puis, qui se réduit, d'après cette relation méme^ à
(3i) «ïû — w^.a, — «^aiv — p$^il,^v^ ~T"^'
La relation (3o) fait dépendre, d'une manière très- simple, la fonction îl (îS) des trois fondions îl„ (^4)^ ou bien, un flux élémentaire quelconque, des trois flux coordonnés. La connaissance de ces derniers est donc seule nécessaire.
Il ne reste plus qu'à interpréter l'équation (3i). La définition des symboles ^,, lés coordonnées des (M,, 311), et la valeur (3o) de îl, donnent ^
dClg b diit c
dHy C d£lr a ^ dz 3 dx 3
dil^ a da^ b
dx dy a
\ \ <ir dy •^ dy )
. f / da, du. da,\
d£iA il
Avec ces valeurs, le premier membre de (3i) se réduit à d£lt a diiy b dû., c
or les produits (ma^ nh^ pc) sont tous égaux à H (^8)^
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supprimant donc le facteur commun -5-» Téqualiou (3i) devient définitivement
,^ , da, dily du, dV
^ ' dx dy dt dt
Cette équation (Sa) exprime la loi générale du mouvement de hi chaleur dans le milieu solide^ et, si la fonction V est indépendante du temps t^ Téquation réduite
exprime la loi de Téquilibre des températures, dans le même milieu à Tétat stationnaire, ou permanent.
XIX
EMPLOI DU PÂRALLÉLIPIPÈDE.
On arrive directement à Téquation générale (3a), en considérant Je parallélipipède rectangle élémentaire, aux côtés (dx^ dy^ dz)^ dont M est le sommet le plus voisin de l'origine. Soient (A, B, C) les trois faces du prisme, respectivement perpendiculaires aux (x,y^ 2), et qui forment le sommet M, (A', B', C) les faces opposées; on aura
ik = h! = dydz,
'c =C'= dœdy.
Les flux élémentaires des faces (A, B, C) entrent dans le parallélipipède, ceux des faces (A', B^ CI) en sortent.
L'excès du flux entrant par A sur celui sortant par A' donnera un premier gain de chaleur. Pour l'évaluer, soient M, et M', les centres des faces parallèles A el.A'^ cî, el d\ les symboles des variations que subit une fonction de
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(j:, j, z) appaileiiaiit au point M, lorsqu'on passe succèssivcmenl de ce point aux centres M, et M' . D'après la première expression (24), et les premières valeurs (34), l'excès dont il s'agit sera
Or, la droite qui joint les centres M, et M', étant parallèle aux X, et égale en graudeur à rfx, les variations totales tî', et ai comprendront les mêmes variations partielles suivant les (j^, z)j di n'en aura pas d'autre, mais cî', comprendra en outre la variation partielle suivant x\ on aura donc
dx et l'excès cherché est détinitivement
—r- ilx dv dz dt .
dx -^
On trouve, de la même manière, pour l'excès du Uux entrant par B sur celui sortant par B'.
-— -^ d.v dy dz dt ;
et aussi, pour l'excès du llux entrant par C sur le Uux sortant par G
î dx dy dzdt.
dz ^
La somme de ces trois excès donne une première expression du gain total de chaleur, qui, occasionnant l'accroisse-
dV ment de température — dt^ dans le prisme dont le caloricjue
spécifique est T, la densité A, et le volume dx dy dz^ a cou-
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sé([ueninicnl pour seconde expression
TA -— - • dxdydzdt, dt *^
Or, si Ton égale ces deux expressions, et qu'on supprime les quatre différentielles qui multiplient tous les termes, on retrouve définitivement Téquation (Sa), et sa réduite (33).
Cette coïncidence était nécessaire. Car la loi réelle qui régît les flux coordonnés lors de l'état «tationnaire, ou qui donne réchauffement successif des points du milieu, doit s'exprimer analytiquement de la même manière, quel que soit le polyèdre élémentaire que l'on considère pour l'établir. Et, quand deux polyèdres, aussi différents que le tétraèdre et le prisme rectangle, conduisent à la même loi, on ne peut plus douter de sa réalité.
Maintenant, si, pour abréger Texposition de la théorie actuelle, on voulait employer un seul polyèdre élémentaire, et qu'il fallût choisir, entre le prisme rectangle, introduit par Fourier, et le tétraèdre, imaginé par Cauchy, c'est évidemment le dernier qu'il faudrait préférer. Car, outre l'équation générale (32), il établit la relation (3o), au moins aussi importante, puisqu'elle fait dépendre tous les flux en un même point de trois seuls flux coordonnés. Avec le prisme rectangle, cette relation reste inaperçue-, et, comme elle est essentielle, on n'éviterait pas un double emploi.
Si l'on se rappelle que les relations qui existent entre les forces élastiques, dans les milieux solides, ont été découvertes à l'aide du tétraèdre, on pensera que l'idée d'introduire ce polyèdre élémentaire, a peut-être contribué, plus que tout autre, aux progrès de la physique mathématique.
3o DEUXIÈME LEÇON.
ÉQUATION A LA SURFACE
Les fonctions A» étant exprimées linéairement, à Taide des dérivées premières de la fonction V, leur substitution, dans Téquation (32), la transforme en une équation au^ différences partielles, linéaire et du second ordre, qui régit la température. Maïs si l'on se propose d'intégrer cette équation générale, ou de déterminer la fonction V, dans le cas d'un corps solide de forme donnée, il faut connaître, et exprimer, la loi particulière des flux qui traversent la surface. Et c'est pour cela que .la relation (3o) est essentielle.
D'après la loi physique du rayonnement de la chaleur, si le corps est isolé dans une enceinte ayant une température fixe prise pour zéro, le flux de chaleur
qui traverse, dans le temps dt^ un élément w de la surface, doit être égal à tùdt^ multiplié par le pouvoir émîssif £ de l'élément, et par l'excès de sa température actuelle V, sur celle zéro de l'enceinte, ou à
De là résulte Téquati on ^ îl-|-eV = o, ou, d'après (3o), celle-ci
(35) (mil, -f-/îa^H-/?n, -|-sV)^c^o,
laquelle n'a lieu que pour les points appartenant à la surface t7 du corps. C'est-à-dire que, pour en faire usage, il faut substituer aux (.r, j^, z) les coordonnées de ces points
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particuliers, dans V, dans ses dérivées qui composent les fî„, dans les fonctions (m, n^ f)) qui représentent les cosinus des angles que la normale extérieure fait avec les axes, et même dans e si le pouvoir émissif est variable' d^un point à un autre.
Ainsi, la fonction V devra vérifier Téquation générale (32) transformée, pour tous les points intérieurs au corps solide considéré^ et Téquation (35), pour les seuls points appartenant à la surface a. Les formes extrêmes de celte équation (35), dite à la surface, correspondent aux deux cas où le pouvoir émissif e est infini, ou nul. Lors du premier, Téquation se réduit à
c'est celle qu'il faut employer, cpiand le corps se refroidit dans un bain, entretenu à une température constante prise pour zéro. Lors du second cas, la même équation devient
ou ily = 0, et exprime que le corps est disposé de telle sorte, qu'à toute époque, la température étant la même de part et d'autre de sa surface, aucun flux de chaleur ne la traverse.
§ XXL ÉQUATIONS LORS DES œRPS NON CRISTALLINS.
S'il s'agit d'un corps homogène non cristallin, ou de Tunique flux (^3), les facteurs îl„ sont
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et si Ton pose, pour simplifier, le rapport
l'équation générale (32) devient
£/'V d^W d^y dV
(^^^ Ih^'^'d^^'d^-^'dF'
Sous celle forme, qui reste la même pour tous les systèmes orthogonaux d'axes recti lignes, elle exprime la loi qui régit la fonction V de (x, y^ z, f), lorsque le corps s'échauffe ou se refroidit.
On en déduit l'équation
pour exprimer la loi de Téquilibre des températures, lorsque le milieu est à l'état stalîonnairc, ou que V ne varie pas avec le temps.
Enfin, posant encore le rapport
r('(|ualion a la surface (35) se présente sous la forme
// ^ / ^V dV dV ^\
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ÉQUATIONS LORS DE L ÉGALITÉ SYMÉTRIQUE
Pour lés flux coordonnés (i5), les fonctions ïî. sont
d\ dV dV
dx dy ^ dz
f dV d\ d\
les axes étant quelconques, et l'équation générale (Sa) devient
\ ^l^'^^'dF^'^'d^ ^
i-u \£1- ^'y </'v __ dy
\ ' dydz ^ dzdx dxdy di
Or, il résulte du § X, qu'il existe, dans le cas actuel, uii système d'axes rectangulaires, et un seul^.pour lequel les coefficients (X, |x, v) sont nuls* Alors, prenant ce système pour celui des (x^y^ -2), si l'on pose
afin de rappeler que ces trois coefficients, cpii restent seuls, sont essentiellement positifs, les ft. (4i) deviennent
(44) Q,= y«»2, a,= qb^^y a,=:yc«^.
Par l'introduction du rapport k (36), l'équation (42) prend la forme
d^y ^d^y d'y dy
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et par celle du rapport / (39), l'équation à la surface est
Dans les équations posées (43)9 (/ est la conductibilité constante d^un milieu homogène non cristallin, pris comme terme de comparaison*, et, puis(jue les coefficients (a, (3, y) sont aussi des conductibilités, ou de même espèce que ^, les (a*, ft', c*) sont essentiellement d^ simples rapports, des nombres abstraits, ou sans dimensions géométriques. Lorsque les (a, i, c) deviennent égaux entre eux, et k l'unité, le cas actuel se confond avec le précédent.
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ellipsoïde principal.
Équation générale pour un milieu cristallisé quelconque. — Équation simplifiée, en coordonnées orthogonales, en coordonnées obliques. — Loi de Tellipsoïde principal. — Axes déduits des diamètres conjugués. — Application au rhomboèdre, an prisme oblique symétrique.
ÉQUATIONS LORS DU CAS GÉNÉRAL
S'il s'agit d'un milieu cristallin ne satisfaisant pas à Fégalité symétrique, dans les flux coordonnés (9), § VI, les fonctions 0„ sont -
d\ , d\ dW
les trois coefficients (a, ^i, y,) étant essentiellement positifs, les six autres positifs ou négatifs. Avec ces valeurs Péquation (3a), § XVIII, devient
1d}\ ^ d}\ d'y ""d^-^^'^-^-^'-dF « X ^v , .d'y
X ^v dy
Il s'agît de reclierclier s'il existe un système d'axes qui puisse simplifier cette équation.
Soient (x\ y\ z') de nouvelles coordonnées rectangulaires, liées aux (a:, j^ z) par les formules
/ x'= mx -+- njr -^-piy (3) < j^'=/w'jr-f-/2'7-+-/>'3,
Avec d'autres lettres désignant ses coefficients, l'équation (2) est la première du groupe suivant :
r/'V rf'V ^V d}\ ' ^ *
dx^ djr^ dz^ dydz
dzdx dxdr 1 \ dV
(4) ( >rA^,
,^V ^^rf'V ^,^V , rf'V \ ( ^^
dz'dx' dx'df
et doit donner, par transformation, la seconde du mémo groupe, dont les nouveau^ coefficients dépendent des anciens.
La transformation s'opère à Taide des expressions symboliques
i d, d, ^ d. ,fd.
di=""d;?-^'" d?-^"" d?'
+ IW'
"rfx'
dy'
\Tz=Pdi'^Pdy^P rf?'
déduites des formules (3), et dont les carrés ainsi que les rectangles, étant développés, donnent les dérivées secondes en (x, 7, 2) à l'aide de celles en (a:', j', z'), de la même
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fonction V, que Ton place aux numérateurs après d*. Substituant ces valeurs dans la première du groupe (4), et égalant le coefficient total de chacune des nouvelles dérivées à celui qui l'affecte dans la seconde du même groupe, on a les six relations
aie,' = /w^c^ 4- /i» if5> -!-/>' r H- 2 /î/7 A -f- ipm tî^ -f- 2 /w/i ^,
ift,'=:wï'»X-h r'= m"» JL -+-...
(6) { A' = »t'wï"aAo-f-... C=rn''mX-\-*^.
^, ( m/w' cl; -h nn' tH) H- pp' T
'^\-h{np''\-pn')à'^{pm'-hmp')C-h{mn'-\'nm')^,
(Les quatre intermédiaires, qui ne sont qu'indiquées, se déduisent facilement des deux extrêmes.) Or, si l'on substitue les valeurs inverses
jc = mx' -■\- m'x' -\- m" z\
il) { r = nx'^n'f^n"f:,
z z=px' -^p'/ '\-p"z\
dans la première équation du groupe suivant :
^ ( ci.:r»+ift,^r'-t-r«»-h2A7«-t-2C2X +^^xx = ) '^^^ .l,'x'^-hlft>'r"-Hr'z''-4-2Ayz'-f.2C'z'ar'-f-2^'xy= | ^'
on obtient la seconde, avec les nouveaux coefficients (6). Donc, inversement, pour transformer la première (4)^ on peut transformer la première (8), qui représente une surface du second ordre rapportée à son centre ; et les coefficients de la seconde (8) donneront ceux de la seconde (4)* De là résulte celte conséquence que, puisqu'il existe un système d'axes rectangulaires, et un seul, pour lequel le premier membre d'une des équations (8) se réduira à ses trois premiers termes, pour ce système il en sera de même d'une des équations (4), ou de l'équation (2).
XXIV
ÉQUATION GÉNÉRALE SIMPUFIÉE,
Prenant ce système particulier pour celui des (x^ y. z)^ on aura nécessairement
(9) 7«= — Pa=>, a«=— 7=f*> p = — ai = v;
en représentant, respectivement par (1, |ut, v), les valeurs communes, positives ou négatives, de ces trois couples. Les n„ auront alors la forme
_ £y rfV £V
dx dy dz
dW ^ d\ dy
d\ dv dy "== ^li-^d}-^-^'^'
doù Tou déduit, soit directement par Téquation (32), § XVin, soit par celle (2) réduite :
d'y ^ d'y d'y dy
pour Téquation qui régit V^ et si Ton pose
(11) '0L=zqa\ ^^z=zqb\ -^^z^ qc\
cette équation deviendra définitivement
, , d^y ^ d'y d'y , dy
^ ' dx' dy' dz' dt
en introduisant le rapport A (36), § XXI.
En résumé, dans le cas général, comme dans celui de l'égalité symétrique, il existe un système d'axes rectangulaires, et un seul, pour lequel l'équation générale a la forme
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réduite. Mais ici chacune des fonctions îl„ (lo) contient les variations tangcntielles de la températui^ , en mèine temps que sa variation normale. De là résultent de nouvelles lois régissant les flux élémentaires , et qui seront établies dans les prochaines Leçons.
Les relations (6) sont identiquement les mêmes que celles qui existent entre les composantes normales et tangcntielles des forces élastiques, exercées sur deux systèmes de plans coordonnés différents, dans un corps solide en é({uilibre d'élasticité, et d'où Ton déduit rexistenced'un seul système pour lequel les composantes tangcntielles sont nulles. Cette coïncidence peut établir le théorème précédent dans le cas général, comme la coïncidence avec l'ellipsoïde central l'a établi dans le cas particulier du § X, et il en résulte une sorttî de définition tout aussi simple, quoique différente, des coefficients ou des conductibilités (a,, (3„ ^i). Ainsi, dans son expansion acluelie, la théorie analytique de la chaleur se rapproche de la théorie dynamique des moments d'inertie par le cas de l'égalité symétrique, et de la théorie mathématî([ue de l'élasticité par le cas général d'un milieu cristallin quelconque. Et ces rapprochements deviendront plus intimes encore dans les Leçons qui vont suivre.
ÉQUATION EN COORDONNÉES OBLIQUES
Lorsqu'un corps cristallisé est tel, que les trois coi|duclibilités principales (<7«', ^i', ^c') sont inégales, outre le système d'axes rectangulaires qui vient d'être défini, il existe une infinité d'axes obli(|ues. pour lesquels l'équation générale se réduit à la forme (12). Il importe de coii6tater cette propriété, la plus caractéristique peut-être des milieux cristallins.
Soient (a:, J^ z) les coordonnées rectangulaires du système précédent, [x'^j\ z) des coordonnées obliques qui
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puissent donner identiquement
avec de nouveaux coefficients (A*, B', C*) qu'il faudra dé^ terminer.
Les formules actuelles
ix =; mx* H- m' y -^ m'^tf^ .
y = nx' 4.«'/4-,i'V,
donnent le groupe symbolique
dx' dx dy dz^
dx
dz' ~
dz
On en déduit.les dérivées secondes de V en (j/, /, -z') à Taidç de celles en (a:, y, z); et leur substitution dans le premier piembre de l'équation (i3) devant reproduire le secondj il en résulte six équations de condition que l'on peut mettre sous la forme
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D'après les trois premières relations (i6), les neuf parenthèses distinctes qui les composent, étant des quantités moindres que Tunité, désignent les cosinus des angles que font, ayecles axes (OX, OY, OZ), trois certaines droites (OX'', OY'', OTJ')\ et, ces droites étant perpendiculaires entre elles, d'après les trois dernières (i6), si l'on rapporte, au nouveau système d'axes rectangulaires qu'elles consti-tuent, les anciens axes eux-mêmes, on pose immédiatement six relations inverses des précédentes, qui peuvent les remplacer, et que des réductions évidentes permettent d'écrire de la manière suivante :
(îy-(f)'-(f)=i-
mm'
XXVI
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Or, ce groupe de relations (17) établit l'identité
(17 bis)
x" r» z' jî" a} h^ c» A»
quand on y substitue, dans le premier membre, les va* leurs (i4)- Ce qui donne, la condition nécessaire pour que
l'équalioii générale rapportée aux coordonnées obliques [od^y^ z') ait la forme (12), ou bien la loi suivante.
Connaissant les conductibilités (</«', 7^', ^c'), qui correspondent au système orthogonal unique, défini par le § XXIV-, si Ton imagine un ellipsoïde, que nous appellerons principal, ayant ses axes parallèles aux (x, j^, ^), et de grandeurs proportionnelles aux racines carrées des trois conductibilités; tous les systèmes de diamètres conjugués de cet ellipsoïde, détermineront autant de systèmes de coordonnées, obliques, pour lesquels Téquation générale aura la forme (12), et des coefficients proportionnels aux carrés de t'es diamètres. Celte loi est générale. Elle embrasse évidemment le cas de l'égalité symétrique. Et lors des corps solide^ liomogènes non cristallins, elle a encore lieu, car, l'ellipsoïde principal devenant une sphère, ses systèmes de diamètres conjugués sont tous rectangulaires.
De là résulte une conséquence importante. Certaines lois ( oncernant la propagation de la chaleur dans les solides non cristallins, ayant été déduites de l'équation générale (37) § XXI, rapportée à des axes rectangulaires quelconques, si* Ton se propose de rechercher ce que deviennent ces lois dans les milieux cristallisés, il faut prendre essenticUenicnl la nouvelle équation générale
rapportée à un système quelconque de diamètres conjugués (le l'ellipsoïde principal. Car, choisirexclusivement le système des axes de cet ellipsoïde, ce serait la même chose que de rapporter rancienne équation à des* axes rectangulaires spéciaux; les résultais que Ton obtiendrait ne seraient donc que particuliers. Et cette nouvelle équation générale (18), de la théorie analytique de la chaleur, s'étend à tous les
'flx'^
-hB^
df^
-hC^
llz"'
dt
ellipsoïde PRIHGirAL. 43
cristaux athernianes, quelles que soient leurs formes primitives adoptées.
D'après sa définitioQ , rellipsoïdc principal aura une équation de la forme
7' étant une ligne : car les («', i*, c*) représentent les rapports / -> ~> — j • Et, avec ces rapports eux-mêmes, Téqualion précédente sera
La grandeur de la ligne /' est d'ailleurs arbitraire.
ik
§ XXVIl.
FORMULES DES COORDONNÉES OBLIQUES
Lorsque la forme primitive, d'un milieu cristallisé, est le parallélipipède obliquangle, ou Tune de ses variétés, il y a lieu de présumer que les arêtes de ce polyèdre forment un système de diamètres conjugués de rellipsoïde principal, et sont proportionnelles en grandeur à ces mêmes diamètres. S'il en est ainsi, les axes principaux auront des directions correspondantes et assignables ; et si ces directions théoriques coïncident avec celles que donnent des expériences directes, Fidée préconçue sera vérifiée. Ce qui conduit à résoudre cette question : déterminer les grandeurs et les directions des axes d'un ellipsoïde, lorsque l'on connaît les directions elles grandeurs de trois diamètres conjugués.
La solution de ce problème élémentaire commence par les formules du § XXV, et peut s'achever comme il suil.
Le* cosinus [/»0^ n^J^ P^^^^ doivent vérifier les relations
^^^' ^ m'm"-Ar' n'n"^p'p''= cos 0=7,
m" m + n"n -^ p" p = cosÔ' = 7', /w/7i' H- /2/î' -h /?/>' = cos ô" = 7";
où (9, ô'j 6'') sont les angles plans de l'anglejlrièdre formé par les diamètres conjugués. Les y^J^ étant les cosinus de ces angles plans, si Ton pose, en outre,
(21) I -+-277'7" — 7^— 7"'' — 7"2 = ci;
on reconnaît que ces fonctions des y^J^ vérifient les égalités multiples
er + 7"T" + 7'T'=:\ 7"T"H-(r'-|-7T= I = cj;
, , , 7't'h- 7T-4-ff" = )
qui conduisent aisément à Téquation dernière
( 23 ) a<T' a" -4- 2 Tt' t" - ffT» — ff' t'» — (r"T"» = tï7^
Cette préparation faite, à l'aide des relations (19) on déduit des formules (i4) le groupe intermédiaire mx-{- ny -h pz = .r' -f- 7^ 4- 7';5',
w" jr 4- n"y -f-y 2 = 7'jf' -H 7/ -+- s' ;
ELLIPSOÏDE PRINCIPAL
puis ajoutant ces nouvelles formules, respectivement mul^ tipliées, par (a, t'^, t') une première fois, par (t'^, (t', t) une seconde, par (t', t, </) une troisième, on isole successivement les (x^^ j^, y ) ; ce qui donne
/ ((ti»H-t"/ii'h-t'/?2")^\
(24) ^ H-(t"/H- (t'/i' -h T/»")r| = CT/,
d'après la valeur (21) et les égalités multiples (22).
§ XXVllI.
LES AXES DÉDUITS DES DIAMÈTRES
D'un autre côté, les relations (17)9 qui expriment la vérification de Tidentîté (17 615), donnent plus simplement
kn
kp
Bm'
Bp'
Cm"
CnT
Cp"
pour les seules valeurs admissibles des (a/, j^, V). Et ces valeurs devant être les mêmes aux deux groupes (24) et (a5), l'égalité nécessaire des coefficients de (x, y^ ou r), de part et d'autre, conduit à neuf relations, que l'on peut concen-
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trer dans le groupe suivant
Ira' \x3 u^ ! ^ o ^
la lettre ^ étant successivement, ou m, ou /i, ou/7, tandis que 11 est respectivement, ou a, ou ^, ou c.
Ce groupe (26) donne, par Télimination des q^^'^ l'équation finale
et on peut le remplacer par l'égalité multiple
eu s'aidantdes dernières (22).
L'équation (27), développée, réduite par les relations (22) et (23), puis ordonnée en u', quand on a chassé les dénominateurs, devient
H- (B»C»<r -f- C'A'd' -h A'B'ff") w' — A'B'C'o = o.
Étant du troisième degré en 14*, elle donne par ses racines les trois carrés (a*, &', c') des axes cherchés. Enfin, sur
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les sections piiiicipales de l^ellipsoïde, on doit avoir rospeetivement ( x = o, ^r = o, z = o ), ou
d'après les formules (14)-» ou encore {3o) TT-— -=-^
A'T-|-7iî= BVh-7'ii» C^t' + y"»' '
d'après Tégalité multiple (28). Et, si Ton y substitue, successivement, à u* les trois racines obtenues (a*, i', c*), Téquation (3o) donnera, en coordonnées obliques, les plans de ces sections principales. Ce qui complète la solution du problème posé. Par suite des proportionnalités supposées, et de rhomogéuéité des équations (29) et (3o), on peut substituer, aux carrés des diamètres conjugués, les coefficients mêmes du premier membre de Tidentité (i3), et les racines u* seront ceux du second membre.
XXIX
AJPUCATION AU RHOMBOÈDRE.
Appliquons cette solution gént'ralc à deux exemples particuliers. Lorsque la forme primitive du milieu cristallise^ est un rhomboèdre, on a
C = B = A; CT = i — 3y»-h-a7»; V" = 7'=7; r"=T'=r = 7»-7.
Avec ces valeurs, Téquation finale (29) se réduit à
et, en cherchant les facteurs de son premier membre, on parvient à la mettre sous la forme
[«»— AMr— 7p[/i'— AMi-i-27)]=o,
ce qui donne iinmëdiatemeiit les racines
desquelles deux sont égales. L'ellipsoïde principal est donc de révolution.
D'après les valeurs actuelles (3i), quand u* este* (Sa), les dénominateurs sont tous 3 A' y', dans Féquation (3o), qui se rédu i là
C'est l'équation du plan perpendiculaire à la diagonale principale D du rhomboèdre ^ l'axe c est donc parallèle à cette diagonale. Quand u* est a* ou i' (Sa), les dénominateurs devenant zéro, l'équation (3o) est indéterminée^ mais si Ton remonte à l'égalité multiple (28), les trois premiers membres étant nuls^ le quatrième doit Tètre, et puisque les r^'^ sont égaux, on a
l'équation du plan de la section principale correspondante devient donc «
C'est celle d'un plan quelconque passant par la diagonale D^ pour laquelle [j/z=y' = z^)^ ou celle de tout plan méridien de l'ellipsoïde principal.
ÉQUATIONS POUR LE ËHOMBOÈDUE
Ainsi, dans un milieu cristallin dont la forme primitive est un rhomboèdre, si les arêtes de ce polyèdre constituent un système de diamètres conjugués de l'ellipsoïde principal, Féquation générale en V, étant rapportée aux coordonnées
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obliques de ce système, sera
et, si on la rapporte au système orthogonal des axes de l'ellipsoïde, elle deviendra
Les z sont parallèles à la diagonale D du rhomboèdre. Les coefficients a* et c' sont entre eux dans le rapport
- cose
C^ I-h 2 COSÔ
étant Tangle-plan du rhomboèdre, à son sommet équiangle.
Les axes (a, c) peuvent être définis géométriquement. Le plan mené par les secondes extrémités (A, A', A'^) des trois arêtes égales formant le sommet équiangle S du rhomboèdre, en détache la pyramide régulière SAA'A'', dont la hau-
Fig. 4-
leur h est le tiers de D, et dont la base équilatérale a pour côlé la diagonale p, opposée à Tangle 6 sur une face primi-
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tive. On a
p = 2Asin-G; A'(i — 7) =^i-= rt^
C'est-à-dire que Taxe a sera le côté d*un carré, ayant sa diagonale égale à p.
La hauteur n du triangle équilatérai AA'A'', est — p,
ou sl'6 A si 11 -0 5 la projection du côté SA sur la base KA' A!'^
qui est^yj, est donc égale à — Asîn-0; et comme cette
projection forme, avec la hajuteur h de la pyramide, un triangle rectangle dont SA = A est Fhypoténuse, on a
puisque h est le tiers de D. Cest-à-dire que l'axe c sera le côté d'un cube, ayant sa diagonale égale à D.
§ XXXL
CAS DU PRISME OTUQUE SYMÉTRIQUE
Lorsque la forme primitive du milieu cristallin est un prisme oblique, à base losange et symétrique, c'est-à-dire tel, qu'un des plans diamétraux, passant par deux arêtes opposées, soit perpendiculaire au plan de la base : A étant I e côté du losange, et C Tarête latérale, on a
B = A, 7' = 7, cr'=ff; ^33) t'=t = 7(7"~i), T"=y^-./';
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L'équation (29) devient
««— (2A»-hC»)a*H-(2A'C»(T-hA*(r'')a«— A*C»u = o,
et, ses coefficients étant exprimés en y^'\ on voit clairement que [a* — A* (i — /')] divise son premier membre. Ce qui donne une première racine
(34) «'=À'(i-7'') = «', et réduit Téquation, ainsi divisée, à
pour les deux autres racines (i* et c' ).
Dans Tégalité multiple (28), si Ton prend u* = à^ (34)> les g^'^ étant alors les cosinus m^'\ les deux premiers membres s'annulent par le facteur. commun (A't + ya'), tandis que le facteur (Ct^^h- /'a') , au troisième membre, n'est pas nul. On doit donc avoir mf=0] et le quatrième membre devant pareillement s'annuler, se réduit à m4-m'=o, puisque 1^= t. De là résulte que le plan,
Fig. 5.
auquel Taxe a doit être perpendiculaire, a pour équation
Sa TROISIÈME LEÇON.
j! = y\ et n'est autre que le plan de syinëlrie. Si D représente ici la diagonale du losange opposée à son angle Ô'', et qui est aussi perpendiculaire au plan de symétrie, on a
D = 2 A sin i Ô" ; A» ( i — 7'' ) = — = «^
C*est-à dire que l'axe a sera le côté d'un carré, ayant D pour diagonale.
Dans le cas actuel, Téqualion (3o) prend la forme
lorsqu'on chasse les dénominateurs, desquels deux sont égaux, et que l'on substitue aux t^*^ leurs valeurs (33). Si, u' étant 6* ou c*, on multiplie l'équation (36) par 2 A', et qu'on remplace, dès l'abord, le produit 2 A* C'y* ou le second membre de (35) par le premier, on pourra diviser par [a* — A' (i — 7'')] devenu facteur commun; ce qui donnera
(36 his) («'— .C^)(a:'-h/)-|-2A'7.z'=o,
ou bien, multipliant cette dernière équation par
remplaçant inversement le premier membre de (35 ) par le second, et divisant par 2 A* y, il viendra
(36 ter) C'7(x'^-/)^[w»— A'(i-h-7")]z' = o.
L'une ou l'autre de ces trois formes donnera, en coordonnées obliques, le plan de la seciion principale perpendiculaire à l'axe i ou c, quand on y substituera l'une des racines de l'équation (35). Et ce plan passera par la parallèle à la diagonale D, pour laquelle (a/-|- /== o, 2'= o).
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§ XXXIL
PRISME DROIT. A BASE LOSANGE
Particulièrement, lorsque y est nul, la forme primitive est un prisme droit à base losange. L'axe a conserve sa valeur (34) ainsi que sa direction. Mais Tëquation (35) devient
et ses racines sont
(37) tl'=zh}{l-\-f) = b\ «»=rC» = C».
D'après (36 iw), Taxe b (37) est perpendiculaire au plan 3/4-^^=05 y étant zéro, et (m* — C*) ne Tétant pas; c'est le plan, actuellement perpendiculaire à la base, mené par la diagonale D. Inversement, b est dirigé suivant la seconde diagonale û, bissectrice de Tangle Q" du losange, et puisqu'on a
A = 2 A ces - Ô", A»(i h- 7") = — = A%
cet axe b sera le côté d'un carré, ayant û pour diagonale. Enfin, d'après (36 1er) l'axe c [Z'j) est perpendiculaire au plan (z'== o) ; y étant nul, et [m* — A' (1 -h /)] ne Tétant pas; c'est le plan de la base, comme on devait le trouver.
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étant rapportée à ce système sera
et si on la rapporte au système des axes de l'ellipsoïde, elle deviendra
Les X sont perpendiculaires au plan de symétrie. Les coefficients sont donnés par les relations
- 2 A« sin >, I ^,^^ 2C>A'(cosn — cosV)
A étant Tangle que les côtés du losange font avec le plan de symétrie, et jx celui que ces deux premières arêtes font avec la troisième. Les deux dernières relations sont déduites de l'équation (35):
Dans les deux équations générales précédentes, ainsi que dans celles qui concernent le rhomboèdre, si Ton prend pour les coefficients, non les rapports des conductibilités correspondantes, à celle q prise comme* terme de comparaison, mais les carrés des diamètres et des axes de Tellipsoïde principal, comme le supposent les interprétations géométriques, il faut regarder la constante k comme étant égale au produit, du rapport (36), § XXI, par r*, § XXVL
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ellipsoïde des conductibilités.
Introduction des flux obliques. — Ellipsoïde représentatif des conductibilités. — Cas général de la cristallisation cubique- — Flux normal unique. — Axes de Tellipsoide des conductibilités. — Système unique d'axes obliques, commun aux deux ellipsoïdes.
RAPPEL DES FLUX NORMAUX
D*après le tbéorème établi au § XXIV, lorsqu'un milieu cristallin quelconque est rapporté aux axes de son ellipsoïde principal, les fonctions iï„ correspondantes aux flux coordonnés, ont la forme
dx
dv
dz
fta =
(en supprimant les indices des (/Si, ys)i qui sont ici sans utilité). Pour un flux élémentaire quelconque
(2) Mdif.(— n),
traversant dans le temps dt un élément plan o), dont la ifor maie fait avec les axes des angles aux cosinus (M, N, P), la
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fonction A est
(3) a = Ma, -f-Nn^-l-Pa„
d'après la loi du §XVm.
Lorsqu'il s'agit d'un corps solide homogène non cristallin, tous les flux élémentaires ne contenant que la variation normale de la température, admettent Texpression
tisat .q» \
n étant l'accroissement de la normale à l'élément co; V la température au centre M de cet élément 5 V„ celle qui eilisie à l'extrémité de la très-petite ligne n ; enfin q étant la conductibilité, alors constante. Les trois flux coordonnés principaux^ dans les milieux cristallins possédant l'égalité symétrique, admettent encore la même expression, qui parait exclue du cas général actuel.
INTRODUCTION DES FLUX OBLIQUES
Mais on peut toujours mettre le flux élémentaire (a) sous la forme
l étant une ligne, irès-coui^te ou insensible, partant de M dans une certaine direction, oblique à l'élément, et faisant avec les axes des angles aux cosinus (M', N', P') , V étant la température en M 5 V/ celle qui existe à l'extrémité M^ de la ligne /; enfin le coefficient p désignant la conductibilité résultante, rapportée à cette direction oblique.
ftn effet, les coordonnées de M étant ( r, y, s), celles de Ml seront (x-^Ml, J+N'/, 5r-4-P7), et la série de
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Taylor, réduite à ses icrnies linéaires, par suite de l'extrème petitesse de /, donnera
(5) XZZ1' = _M'^-N'lï-P'lï;
/ dx dy dz
et substituant cette. valeur dans (4)9 puia £2 (3) avec les îl„ (i) dans (2); égalant ensuite les deux expressions ainsi transformées, il faudra que Ton ait identiquement
(aM-vN + fitP).^ d\
ou que les quatre quantités introduites, le coefficient p et les cosinus (M', N', F), vérifient les relations
IM'p =: S = aM — vN + fitP, N'p = >, = vM+pN — aP, P' p = Ç = ~ pM-f- XN +7?,
(Ç, ïj, ^) représentant, pour simplifier, les coefficients des variations de V suivant (a:, y, z)^ dans li (3) ou (6), lesquels coefficients ne contiennent que des quantités connues. Or, les trois relations (7), jointes à cette quatrième
donnent, sans ambiguïté, les valeurs réelles, admissibles et complètement déterminées,
(9) p = V^Ç^-f.y,2-hÇ% M'=-, ]N'=-, P' = -,
qui assignent le roeffieienl ,0, et la direction de la Vi^nc /.
Il est donc bien vrai que le flux (2) peut toujours se mettre sous la forme (4) d'un flux élémentaire oblique,
CONDUCTIBILITÉ DU FLUX OBLIQUE
Ainsi, dans un milieu cristallin quelconque, tout flux élémentaire est proportionnel à la variation de la température, suivant une certaine ligne, en général oblique à , Télément. Et l'obliquité de cette ligne, ainsi que le coefficient de la variation, changent avec l'orientation de cet élément.
Le coefficient p, qui pour une même variation rend le flux d'autant plus intense , que sa valeur est plus grande, assigne réellement la conductibilité du milieu pour ce flux oblique. Nous le désignerons par le nom de conductibilité, sans épithète additionnelle. Mais, quoique chacune de ses valeurs corresponde à une direction déterminée, cette conductibilité propi:ement dite ne doit pas être confondue avec la conductibilité angulaire de notre F® Leçon : car la fonction ^(9, ip), §V, a la même valeur, pour une même direction, quel que soit le flux élémentaire qu'on évalue, tandis que la grandeur de p dépend essentiellement de l'orientation de l'élément w. D'ailleurs, comme on le verra,, les lois qui régissent ces deux conductibilités, peuvent être très-différentes dans le même milieu cristallin.
XXXVII
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Si, pour chaque élément-plan, dont le centre est en M, on prend, sur la ligne / de son flux oblique, une longueur L,
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proportionnelle au coefficient p qui lui correspond, les extrémités de toutes les lignes ainsi prises, formeront une certaine surface représentative des conductibilités. Il s'agit de trouver Téquation de cette surface.
L'origine des coordonnées étant transportée en M, et (x, j^, z) représentant les projections sur les axes de la ligne L, ou les coordonnées de son extrémité mobile, on aura, d'après ces définitions, et les valeurs (9),
d où Ton conclut la proportion multiple
j étant le rapport constant de la quantité p à la ligne L qui la représente. Ce qui donne les relations
ou, en substituant aux ($,>?, (^) leurs valeurs (7),
iaM — vN -h fAP=/^> vM-f-pN — XP=yr, — fxM+>N-4-7P=y2.
On isolera successivement les (M, N, P), en ajoutant ces relations {12), respectivement multipliées par les facteurs binômes do chacune des trois roloniics du tableau
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Xp — v7
XfA-f v7
jiv — >a
v>-ptp
liv 4- >.a
ap-+- V
suivant :
et, si l'on introduit les expressions
('4) ap7H-aV4-pp'-f-7v'=E,
/ (?7-+->')j^-t-(VH-v7)r-f-(vA-f*p)z = F, (l5) I (V — ^7)«+(7â-+-p')j + (p+Xa)z =G,
le résultat de cette opération sera
{16) EM=yF, EN=yG, EP=yH.
Or la somme des carrés des cosinus (M, N, P) doit être l'unité^ on a donc nécessairement
et, avec les valeurs (iS), cette équation {17) représente la surface cherchée. C'est un ellipsoïde, que nous appellerons des conductibilités f dont les axes diffèrent généralement, et par leurs directions, et par leurs grandeurs relatives, de ceux de T ellipsoïde principal dont l'équation est
Lorsque le milieu cristallin possède l'égalité symétrique, les coefficients (X, ^, v) sont nuls, dans les fl„ (1). Les expressions {14) et {i5) se réduisent à
(19) E = ap7; F='P7.r, G = 7aj, R = ol^z;
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el réqualiou (17) devient
jc' r^ s- I V i a' p* 7' /
Alors l'ellipsoïde des conductibilités a ses axes dirigés comme ceux de Tellipsoïde principal^ mais de grandeurs proportionnelles aux carrés de ces derniers.
Rcmarquonsici que le rapport constant / (i i) est en quelque sorte arbitraire, puisqu'il dépend de l'échelle qu'on adoptera pour l'ellipsoïde des conductibilités; échelle qui n'a aucune liaison nécessaire avec celle de l'ellipsoïde principal, et que définit la grandeur de la ligne r. Si l'on prenait / = -' '' représenterait la conductibilité constante 9;
la conductibilité variable p étant représentée par L, on aurait la proportion très-lucide o\q \\\j : r-, le second
ri.
membre de Téquation (20) devenant -jj cette équation
retrouverait l'homogénéité de celle (18); et d'autres simplifications résulteraient de ce choix. Mais, comme il n'a rien d'essentiel, nous laisserons le rapport y indéterminé, afin qu'il soit bien constaté que les lois qui régissent les conductibilités sont complètement indépendantes de sa détermination.
CAS GÉNÉRAL DE LA CRISTALLISATION CUBIQUE
Si les trois coefficients (a, (3, y) sont égaux, Tellipsoïde principal devient une sphère, ainsi que celui des conductibilités (20) lors de l'égalité symétrique. Mais, dans le ca&général, quand (y =: |3 = a), sans que les (A, |ui, v) soient nuls, Vellipsoïdc (17) n'est, pas une sphère. En effet, les
expressions (i4) et (i5) devienneiil
(21) E = a(a^-+-V-hf*'-Hv');
F = X (Xj: •+- fi/ -i- vz) -hoi[ax-+- (vj — fita)],
(22) G = fA(XxH-pi7-hvz) -h a[a/H-(X« — var)], H = v(X5? -h fty H- V z) H- a[a« -+- (fA.r — Xj)].
Observant que les trois différences symétriques
(23) (v/— ftar), (Xz — var), (^*— X/),
additionnées, après les avoir respectivement multipliées, soit par (A, a, v), soit par (x^y^ z), donnent zéro dans les deux cas, et que la somme des carrés de ces mêmes différences peut se mettre sous la forme
ou reconnaît que les nouvelles expressions donnent, au premier membre de {17), la valeur
(a^-i- X'-h fji'4- v')[a»(;r»-h/'H- «»)4- (X^-i- f*r -Hvz)']
et, avec E* (21) au second membre, supprimant le facteur commun (a* -j- X' -f- ^'4- v*), il vient
(25) 0L^(^2^y2_^z^)-^(\a:-^iJiX-^^zY= ^ ^ ., ^^ S
équation qui représente encore un ellipsoïde.
La conductibilité p n'est donc pas constante. Puisque
Téquation (26) montre que son maximum a lieu quand la ligne L est située dans le plan qui a pour équation
(26) XjC-f- p/-hv2=:0
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el donne pour ce maximum
Au contraire, p atteint son minimum quand L est perpendiculaire au plan (26) : car les (x^y^ -s), toujours proportionnels aux (M', N', P) diaprés le groupe (10), le sont alors aux (X, |ui, v); les différences (a3) sont donc nulles, ainsi que la somme (24) de leurs carrés-, c'est-à-dire que (kx + (ly -H vz)* atteint précisément son maximum
qui, substitué dans (sS), donne inversement le minimum p = a. De là résulte que la surface (a5) est un ellipsoïde de reYolution planétaire, dont Téquateur est sur le plan (26), ou dont l'axe polaire est perpendiculaire à ce p]«n..
En résumé, dans un milieu cristallin dont la forme primitive est le cube, si l'égalité symétrique n'existe pas, la conductibilité p n'est pas constante pour toutes les directions. Ainsi la cristallisation cubique n'exclut pas les propriétés qui peuvent dépendre de l'existence des coefficients (X, fi, v), entre autres Télectrisation par la chaleur.
RECHERCHE D'UN FLUX NORMAL
Si l'ellipsoïde (17) donne la grandeur de la conductibilité ou du coefficient p, pour une direction donnée du flux oblique, il ne fait pas connaître celui des éléments -plans, en M, que traverse ce flux. Celte connaissance exige une seconde recherche, qui fera l'objet de la prochaine Leçon. Mais on peut dès à présent chercher s'il existe un élémentplan pour lequel le flux est normal.
Les (M', N', P) étant alors respectivement égaux aux
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(M, IN, P), les cqualions (7) devicuneiil
!''p — a) M -f-vN — pP = 0, — vM-f-(p- p)N-hAP = o, fxM-~>N4-(p — 7)P = o,
et donnent, par réiimination des (M, N, P), l'équation finale
(28) (p-a)(p-p){^-7) + V(p— a) + pHp~P)-4-vHp-7) = o,
qui, étant du troisième degré, et ayant son dernier terme ( — E) (i4) essentiellement négatif, montre que la propriété du flux normal appartiendra à trois élémentsplans au plus et à un seul au moins.
Lors de Fégalité symétrique, les (X, |ui, v) sont nuls; lequatipn l'^S) se réduit à son premier produit; ses trois racines sont réelles, positives et égales à (a, (3,* y); les relations (27) étant alors
exigent l'annulation de N et P si p = a, de P et M si p = [3, de M et N si p = 7. Les trois seuls plans aux flux normaux sont donc ceux des sections principales de Tellipsoïde {18) ; ce que l'on savait d'ailleurs.
Dans le cas du paragraphe précédent, où (y = j3 = a) sans que les (X, ^, v) soient nuls, l'équation (28) devient
et n'a qu'une seule racine réelle, p = ol, laquelle est précisément la conductibilité minimum. Pour cette unique valeur, les relations (27) donnent
C'est-à-dire que le plan (26), ou celui de Téquateur de
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rdlipsoïde (aS), est seul traversé par un flux normal. Toutes les autres valeurs de p, surtout la valeur maximum dirigée dans le plan même de l'équateur, appartiennent à des flux obliques.
Ainsi, dans un milieu cristallin ne possédant pas Téga- Hlé symétrique, il peut se faire qu'il n'existe qu'un seul système de plans parallèles, pour lequel le flux soit normal. Cet unique système se confond-il avec le seul plan de clivage que présentent tant de cristaux naturels? L'expérience pourra seule répondre à cette question.
S XL
AXES DE L'ELLn>SOIDE DES CONDUCTIBILITÉS.
Pour compléter Tétitde de Tellipsoïde (17), il convient de déterminer ses axes, ou les trois coefficients principaux des flux obliques. Soit u la valeur d'un de ces coefficients,
- sera Taxe qui le i^résente. Le sommet S correspondant
est un point aux coordonnées (x,y, z)y commun à l'ellipsoïde (17) et à la sphère
De plus ces deux surfaces doivent avoir même plan tangent en S; ce qui exige que l'on ait
l (p7-hX»)F-»-(Xfit — v7)G-f-(v^-hpP)H=^a;,
(3o) ^ (XfiH-v7)F-t-(7a-|-p')G-h(fxv — >a)H = ^7,
[ (v> — fxp)F-t-(fitv-+-X7)G-f-(ap+ v»)0=a-3.
Le coefficient «^, d'abord indéterminé, s'obtient en sommant les relations (3o), respectivement multipliées par
(.r, j . ?), m qui lionne, d'après les valeurs (i5), et, d'après les deux équations (17) et (29),
On isole, sueeessivemcnt, les (F, G, H) avee le même coefli-
cient E {t4)> <^" ajoutant les équations (3o) respectivement
multipliées, une première fois par (a, v. — /ix), une seconde
par ( — V, (3, A), une troisième par (|ui, — X, y)-, et, si
Ton remplace le rapport— par —9 d'après (3i), on a le
Sx. ■î'
secon<l groupe
— F =a^ "h vj — pz,
(32) < ^Ct = — vjt+Pj + Xz,
plus simple que le premier.
Enfin, si Ton substitue, aux (F, G, H) des premiers membres (3*2), les trinômes (i5), on isolera, successivement, les (x, y, z) de ces premiers membres avec le mëiQe coefficient i/*, en ajoutant les équations (32), multipliées, une première fois par les coefficients respectifs de x aux seconds membres^ une seconde fois par ceux de y, une» troisième par ceux de z 5 et si Ton pose
(33) I p2_^v' + >^=rX2, v). --(7 — a)p = T„ V-f-^'+fx^^^X,, Xfx- (« — p)v=T,,
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le groupe définitif, s'écrivant ainsi
' T.,jr -t- T,
possède la forme symétrique, si souvent rencontrée dans les recherclies précédentes.
L'éliminaxion de (jr, j^, z) entre les équations (34) conduit à l*é^ation finale
•^^) i =:T.Î(«'— JL,)-4-T',(l«'--^,)-+-T;(li' — X3),
du troisième degré en li', et dont les racines donneront les carrés des trois conductibilités principales, ou, étant divisées pal» y*, les carrés des axes de rellipsoïde (17). Le plan
diamétral perpendiculaire à l'un des axes t9 étant parallèle
au ipian tangent en S à la sphère (29)) son équation sera
J-X H-^Y + .rZ=: O,
et, d'après, le groi||>e (34)) qui se concentre dans la quadruple égalité
/ (T,T3-f-(%, — a»)T,)ar = j (36) < (tjT, -f-(3î;„— //^JTa)j ==| = TaT3a:-t- r3T,/-f-T,T,Z, ( (t.t, -f- (X3— a')T3)z =)
cette équation pourra se mettre sous la forme
Elle donnera les plans des trois sections principales^ lors-
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([u'oii y substituera, successivement, les trois racines u* de l'équation (3S). Et les axes de rellipsoïde (17) seront ainsi déterminés, tant en direction qu'en grandeur.
SOLUTIONS PARTICULIÈRES
Dans le cas de Tégalité symétrique, les (X, ^, v) étant zéro, les r, sont nuls, les X, se réduisent respectivement à (a*, |3*, y'), qui sont alors les trois racines de l'équation (35), le groupe (34) devenant
( «»- a»)^ = o, («* - p^)j = 0, ( li» - 7^) z = o^,
exige l'annulation de j^ et z si ii* = a', de z et x si tl*= P*, de x et j si m* = y*. Et S vient occuper successivement les sommets de T ellipsoïde (20).
Dans le cas du § XXXVIII, où (y = j3 = a) sans que les (X, (z, v) soient nuls, les (X,-, t,) se réduisent à
en posant, dans un but de simplification,
.(89) a2H-V-hp2-4-v^= (^^
L'équation (35), transformée par ces valeurs, et développée suivant les puissances de (m* — a'), se réduit à.
(4o) (tt^ — a»)(a'— (r2)'=o.
Deux racines étant .égales, l'ellipsoïde est de révolution ; et, la racine inégale étant la plus petite, Fellipsoïde est planétaire. Avec les valeurs (38), l'égalité multiple (36), entre
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les coordonnées d'un sommet S, devient
L'équation (37) des sections principales se réduit à
(4.) ll±lI^ = o,
fftiand u* = a*, et Sonne
XXh- fxY+ vZ== u pour le p^Iam de rë<{uateur qui est perpendiculaire au petit axe -:• Quand ii* = a', elle est indéterminée, mais alors le groupe (4i) donne l'unique équation
et dit que tout point du cercle équatorial est un sommet S pout le grand axe -•
S XLII
CONœURS DES DEl^X ELLIPSOÏDES.
Enfin, il reste à résoudre un dernier problème, appartenant encore à la théorie des surfaces du second ordre. Il s'agit de savoir s'il existe un système d'axes obliques, par lequel Tellipsoîkle principal et celui des conductibilités se trouvent tous deux rapportés à des diamètres conjugués.
On peut s'appuyer sur un théorème d'analyse, qui résulte d'une recherche précédente^ et dont voici l'énoncé : Théorème. Si^ avec les six quantités de même espèce
et le système indéterminé
de neuf coefficients, vérifiant Xoê six relations
. M2-hM'^-f-M''^=:i, M'M''4-N'îî''-|.P'P'='=ro,
' P»H-P'»H-P'''=i, MM' -HfW' -HPr =o,
on compose un nouveau groupe
X', -Ift)', T'y
J A' .•"' IT
à F aide des six relations
X'= M^ cR. -hN'iil, 4- P^rn- 2NPA -h aPMi: -4- ^WHS, 'Db'=M''A + .. ., r' = M"»JU-*-. ..,
(a^) \ A' = M' M'' a -h.. ., CzziM^MX-f-... ,
^, _ j MM' Jl, -H' NN' Kl, -h PP' r
— j -i.(NP'-+-PN') A-t-{PM'-hMP')C-f-(MN'4-NM')^^
le nombre des systèmes indéterminés [(s), (s')] étant infini, on aura pareillement «n nombre infini de groupes [(a'), (a")] ; mais il existe un système [(s), (s')],e£ un seul, pour lequel les {ù!, C'^ ^') du groupe [(a*), (a'')] sont nuls. Ce théorème est un corollaire évident de la proposition établie au § XXIII, et qui pourrait cire empruntée, soît
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diremeinent à fa théorie des surfaces du second oidre, soit à celle des mbments d'inertie, soit à celle de Télasticité.
§ XLIIL AXES OTUQUES COMMUNS.
Cela posé, Tellipsoïde principal est donné par l'équation
et Tellipsoïde des conductibilités par celle-ci :
on les (F, G, H) sont de la forme
if =;.Q:p-hRj-4-T2, H = Q^'or -f- aV + T"z.
Les valeurs 4i4)) § XXV, des coordonnées rectangulaires (or, y, ^)^ CQorionnées obliquas ( j/, y\ 2'), substituées dans réquati(^^43)7 rapporteront Tellipsoïde principal à ^des disqpètres conju^piés (A, B, C), si.les (/n^>^, n^i\ p^J^) vérinent les six relations (16), § X]^, inverses des six éiq|liations (17) du même paragraphe. Et si Ton substitue les iHèmes valeurs dans I^s (F, G^ H) (4^)? îl faudra que lès 4coefBci^ts des termes rectangles ('/z\ z'o/, x'y') soient ndU dans ^équation (44) transformée, pour que l'eliip^orde des conductibilités se trouve aussi rapporté à des dianij^treft conjvguës. Ce qui donnera trois itouv elles équatiofls, à^joÛKl|ji aux six équations (16), § XXV, pour déterminer fes neuf cosinus (m^^^, n^^'\ /^^^'). Or cette de-
termination est toujours possible, et ne donfie qu'uife seule solution.
En effet, si Ton pose
les équations (i6), § XXV, deviennent les six équations (s') du théorème précédent, et si Von pose encore ^ *
cMP + T" + T''2) = r, ^c (RT 4- R'T' -h R'^T'') =i= A , ca(TQ -f. T'Q'-h T"Q'') = C, ab{qK 4- Q'R'H- Q"R'') = ^,
on reconnaît qu'en introduisant divers facteurs, les trois nouvelles équations expriment que les (A', C\ §') du groupe [(a'), (a'')] doivent être nuls. Or, il existe uii'système des (M^-'^ N^>^ P^>^), et un scul^ qui remplît ceUe condition: il existera donc conséquemmcnt ttn système dlîs^mO^, n^J, piJ)^ qui résoudra le prohjème posé. ^ -*^
SUR L'ORIGINE DES FORMES PRIMITIVE
En résumé, dans un milieu cristallip quelconque, qui ne satisfait pas à Tégalité symétrique, p^rmi tons«.les sys- ' ternes d'axes obliques qui coDservmt à l'^éqliaiioD générale de la chaleur la.formc (12), § XXIV, il en existe un, et un
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seul, par.lequel rfflÎDsoïdedes conductibilités est rapporté à des diamètres flpnjujghés, coDimç rellipsQïde principal.
Lorsque Fa forme primitive du milieu cristallin est le parallélipipède obliquaugle ou Tune de >es variétés', si, copimne lesupposipnt ki appji^catipw qui terminent la Leçon précédente, les arêtes de ce polyèdre forment un des systèmes de diamètre? conjugué» de Fellipsoïde principal, ce système unique, préféré par la nature entre une infinité . d'autres, peut être celui-là même pour lequel existe la coïncidence qui vient d'être définie. Double prévision que des expériences directes et dé nouvelles conséquences de la théorie actuelle de la chaleur pourraient seules confirmer.
S'il en était ainsi, le cas de l'égalité symétrique appartiendrait exclusivement aux milieux cristallisés dont la forme primitive est le parallélipipède rectangle^ puisque la coïncidence dont il s'agit n'a lieu que pour le seul système des axes rectangulaires de reilipsoïde principal et de l'ellipsoïde des conductibilités (20). Et, dans le cas du § XXXVIII, un des côtés du cube primitif serait perpendiculaire au plan (26) de l'équateur, auquel les deux autres côtés seraient parallèles; car la sphère, qui remplace ici Tellipsoïde principal, n'a pas de diamètres conjugués obliques.
On remarquera que l'extension actuelle de la théorie mat^i^matique de la chaleur, aux milieux cristallins, n'exige pas l'intervention d'une haute analyse, puisque l'étude des lois qui régissent la conductibilité se confond avec celle des surfaces du second ordre. Cette circonstance fortuite, ou plutôt non cherchée, cette simplicité élémentaire de l'instrument employé, laquelle était devenuiî si rare dans les applications, me paraît constater, à elle seule, la réalité de la nouvelle théorie, ('ar, dussé-je ()Uc accusé de fatalisme.
J^ QUATRIÈME LEÇON ELLIPSOÏDE DES OOIIDUCTIBILITÉS
j'avoue ici la ferme croyance que les Itîs naturelles, qui nous sont inconnues, sont d'une telle sinlplicité, que les vérités mathématiques les plus vulgaires suffiront pour les établir, et qu'il ne sera nécessaire de recourir à toute la puissance de Tatialyse, que pour expliquer les pi&rt)M^tions.
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CINQUIÈME UBGON.
LOIS DE LA CONDUGTÎBILifÉ.
Obliquité et conductibilité du flux, po«r un élémenl-piaii donné. — Lois, lors dé réf alité symétrique. ~ Lignet représentatives. —'Lois, lors du cas général. — Symétrie de la conductibilité. — Lois des flux coordonnés, lors des axes obliques.
PROBLÈME DES FLUX OBLIQUES
La recherche de llélément-plan o), traversé par le flux
oblique, correspondant à l'un des rayons L de l'ellîp-
L soïde (17)9 § XXXV&, se réduit àruéterminer les cosinus
(M, N, P) assignant la normale à ci), lorsqu'on conuaij^ les
cosinus
appartenant à la ligne L.
Ou bien, inversement, si Ton détermine les (MP, N', F) à Taide des (M, N, P), on en conclura la direction Qi la grandeur .4a rayon L de l'ellipsoïde des conductibilités ; c'est-à-dire la dy*ectioii dn flux oblique qui traverse^l'élément donné, et 1» grandeur correspoudantc du coefficient jO.
La solution d'un seul de ces deux problèmes suffira pour établir la liaison qui existe entre les eonduclibililés p et IcvS éléments-plans w.
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LOIS LORS DE L^ÉGALITÉ SYMÉTRIQUE
Résolvons le premier pfviblème dans le cas particulier de 1 égalité symétrique ou de l'ellipsoïde des conductibilités :
Les (X, fji, v) étant nuls, les équations (7), § XXXV, rapprochées des relations (1), donnent inimédialement
(3) Mrzz'^, N = f, P = :^'^
et l'équation du plan cherché est
[(X, Y, Z) étant les coordonnées courantes rapportées à l'origine M]. Pour interpréter cette équation^ soit Li la
distance MM, qui sépare M du point Mj, aux cordonnécs (xi, j^i, Zj) où la droite L perce rellipsoïde principal :
le plan tangent en Mi à cet ellipsoïde est donné par l'équation ,
ou bien, puisque l'on a les proportions
(6) ^^lL — ll.--h,
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par
celle-ci :
xTL r\ zZ L/-.
et le plan (4) lai est parallèle.
Ainsi, dans le cas actuel, quand on connaît la direction d'un flux oblique et son coefficienjl p, ou bien la direction et la graadeur d'un rayon vecteur L de l'ellipsoïde (2), qui perce en Mj l'ellipsoïde (5), on aiira le plan co, traversé par ce flux oblique, en le menant parallèle au plan tangent de l'ellipsoïde principal en Mr.
Passons à la stJution du problème inverse. Si l'on désigne par px la perpendiculaire abaissée de M sur le plan ( 7) , une formule connue donne
et, puisque les (^,^'5 ^) vérifient l'équation (2), le dénominateur de la valeur précédente étant remplacé par -» et /L par p, on a
Ainsi, lors de l'égalité symétrique, pour déterminer la direction du flux oblique qui doit traverser un élément co donné, et aussi la grandeur du coefficient p correspondant, on mènera à Tellipsoïde principal un plan tangent parallèle à «5 le rayon vecteur Li = MMi, allant au point de contact Ml donnera la direction du flux; et le produit de ce rayon vecteur Lj, par la perpendiculaire p^ abaissée de M sur ce plan tangent, donnera le coefficient p, en multipliant ce produit par q et le divisant par r^.
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Parliciilièrenicnl, si rélémcnt w esl sur l'tine des seclions principales de l'ellipsoïde (5), la perpendiculaire p^ et le rayon vecteur L, se confondent et ont même 'grandeur: leur produit devient, ou : — ? ou — > ou ^» d'^pi^ ^ 17 9 ^ ^
Téquation (5), et |0 (8) est égal, ou à a, ou à |3, ou à y.
Si Ton substitue dam les équations (3), aux (x^yy z)j leurs valeurs en (x^^y^^ «i) déduites des proportions (6); que l!on remplace /L par p, puis p par^a valeur |8); on a définitivement
équations qui expriment tout simplement les cosinus (M, N,P) des angles que fait, avec les axes, la perpendicu* laire abaissée sur un plan tangent à l'ellipsoïde principal, à l'aide de celle perpendiculaire même et des coordonnées du ji)inl de contact, sans qu'il y reste rien de ce qui se rapporte au cas de l'égalité symétrique.
RETOUR AU CAS GÉNÉRAL
Or, dans le cas de rellipsoïde des conductibilités (17), § XXXVII, l'ellipsoïde principal est encore représenté par l'éqi^on (5), puisque les indices des ([3i, y^) sont supprimés. Donc, si l'on veut résoudre le second problème dans le cas général, c'est-à-dire déterminer la direction du flulc oblique, et le coefficient p, pour l'élément eo parallèle aulnème plan tangent du même ellipsoïde principal (5), on pourra substituer aux termes (aM, |3N, yV) des équations (7), §XXXV, les valeurs (9)*, ce qui les iransfor-
luora ainsi :
1 M'p = 7^'-h(Pf.-Nv),
(,o) ) N'p = 9^ + (Mv-PX),
Et ce sont cA trois éq«atiobs (lo), jointes à la quatrième
(il) M"-4-N'^-^P"= I,
qui détermineront les (M', N', P) et p, que rolTch^^he^
Si les (X, (i^ v) redeveuaîent nuls, faisant. la somme des carrés deê équations (lo), puisque (x] -hj] -h z') est égal à L% on retrouverait pour p la valeur (8), que nous désignerons actuellement par po Or la même opération donnera encore p = po? si
MNP
^ ' X pt V
c'est-à-dire si Télémenl plan o) a jK>ur équation
(i3) X^-f- pij^ -h vz = o,
et les équations (lo) da|iilfant alors
M^_N^_F xi ~" r. "" 2' *
le flux sera dirigé suivant le rayon vecteur Li. Donc, pour un milieu cristallisé quelconque, il existe un système de plans parallèles, et un seul, pour lequel l'obliquité du flux et la conductibilité correspondante sont les mêmes que si les (X, [jL, v) n*existaient pas, ou que Tégalité symétrique eût lieu.
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§ XLVill.
LIGNES REPRÉSENTATIVES
Le facteur; étant toujours celui par lequel il faut multiplier la ligne L, dont la direction est celle dirflux, pour avoir la conductibilité p, on aura tion-^eulettlent p =yL, mais aussi po = 7 Lo ^ la ligne L» ^tant le rayon vecteur de l'ellipsoïde (2) , de même direction que Lj, et qui représente la conductTbililé po- *
En outre, les coefficients (X, u, v) étant de riième espèce ({ue ces conductibilités, prenons sui^la normale au plan {i3) une longueur. R écale à
la direction de celte normale sera donnée par les cosinus
[Il importe de remarquer que la^ligne fixe et contante R est portée sur la normale au plan (ï3), dans le sens défini par les signes des cosinus (i5), et pas dans l'autre. C'est comme dans la Statique, lorsqu'on représente un couple par une ligne, proportionnelle à sou moment, portée sur la normale à son plan, et cela dans un seul sens, qui est défini par celui de la rotation. ]
Enfin, pour simplifier les équations (10), on pourra poser
/ Pfx~Nv=MV,
(16) Mv — P> =]N'7/,
' NX — Mfx=PV,
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(iVF, M", 1^') étant les cosinus des angles que fait avec les axes une nouvelle ligne l\ le produit;*/ étant de même espèce que les (X, fz, v)^ ou représentant une certaine conductibilité. La direction et la grandeur de la ligue / sont assignables. En effet, si l'on ajoute les trois équations (16), après les avoir respectivement multipliées, une première fois par (X, a, v), une seconde par (M, N, P), les premiers iiiembi*es donneront zéro dans les deux cas, et l'on aura par les seconds
117) ^M''-hftN" + vP"=:o, MM''-4-NN"H-PP" = o;
ce qui montre que la droite / est 'perpendiculaire au plan qui projette R (i4) sur w, et conséquemment parallèle à cet élément.
De plus, si l'on fait la somme des carrés des mêmes équations (16), (M*-|- N'-f-P*) étant l'unité, ainsi que (^F'-j-N'^'-hP"') , le résultat pourra se mettre sous la forme
(a'H- fx»-+- v^) — ( XM 4- ptN -I- vP)»=7'/^
or, la première partie est 7* R*, la seconde est jf * R' cos' (R , pi) , en désignant par (R, pi) l'angle que la ligne R fait avec pi\ substituant ces valeurs, divisant par 7', mettant R* en facteur commun, introduisant le sinus de l'angle (R,pi) et extrayant la racine carrée, il vient définitivement
(18^ / = Rsm(R,/?,);
c'est-à-dire que la ligne / est égale en grandeur à la projection de R sur le plan de l'élément o).
LOIS DANS LE CAS GÉNÉRAL
A l'aide de ces diverses préparations, les équations (10) vont prendre une forme nouvelle et très-simple. Les pre-
miers termes des seconds membres sont évidemment les
produits de p© (8) par les cosinus ( f^» f^' 7^ ) 5 substituant
ces produits, ainsi que les valeurs (16), remplaçant |0 par 7L, pQ par yLp, et divisant par 7, il vient :
iM'L=^Lo-hM'7,
or, Lq ayant la même direction que Lj, ces équations disent que les projections de la ligne L sont les sommes des projections correspondantes des deux lignes L^ et /^ c'està-dire que L est le troisième côté d'un triangle, dont L, et / sont les deux autres côtés.
En résumé, dans le cas général, la direction et le coeflîcient du flux pour un élément-plan w donné se déterminent de la manière suivante : on mène parallèlement à &> un plan tangent à l'ellipsoïde principal, et sur lequel ou abaisse la perpendiculaire pi', le produit de cette perpendiculaire par le rayon vecteur Lj allant au point de contact, multiplié par q et divisé par ;>*, donne une ligne Lo, que Ton porte de Sfïl en Eq sur la ligne L^ ; par le point Eq on
Fig. 6.
mène ui>e droite EqE, égale à la projection de R ou de *?îr <f
sur le plan co, et parallèle à ce plan suivant une direction perpendiculaire à la projection, dans le sens indiqué par les signes des premiers membres (i6). Cela fait, la ligne 3TtE donne la direction du flux, et cette ligne, multipliée par 7, donne le coefficient p correspondant.
Pour l'élément w perpendiculaire k R, la projection est nulle, ainsi que EqE, el Ton retrouve le système unique du § XLVII. Dans le cas de Tégalité symétrique, R est zéro, EEo est nul partout, le flux a la direction de L^ et p = 7 Lo 5 c'est la solution du § XLVI. Dans le cas du § XXXVHI, Tellipsoïde principal est une sphère que Ton peut rapporter à R pour axe polaire et à Téquateur (i3); la projection de R sur w est dans le plan méridien mené par le point de contact ; Eo E est perpendiculaire à ce plan *, sa plus grande valeur est R (i4) 5 elle a lieu pour les éléments-plans méridiens sur lesquels le flux, alors dirigé dans le plan de l'équateur, a la plus grande obliquité, et où le coefficient p atteint son maximum va^-h/'R*.
Dans le triangle 31LEoE, qui résume la solution précédente, la direction du côté L© est nettement déterminée 5 celle du côté /, opposé au sommet Dïi^ dépend des signes des cosinus (M",N'',F') ou de ceux des premiers membres (16). S'il existe deux milieux cristallins, tels que les coefficients (a, j3, y) sont les mêmes, et que les (X, jui, v) ont les mêmes valeurs absolues, mais de signes contraires : ils ont même ellipsoïde principal, même plan tangent parallèle à w, même L© sur JUSTl/j, et quoique R ait deux directions opposées, /a aussi la même grandeur. Mais, dans la construc-
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tion finale, les deux triangles ne sont pas les mêmes, car le côté / a deux direclions opposées, et fait avce L© deux angles différents qui sont supplémentaires. La direction et la grandeur du côté L seront donc différentes.
Au contraire si, pour un même milieu, on cherche successivement les directions et les coefficients des deux flux, eorrespondant aux deux faces d'un même élément-plan, la construction finale conduit à deux triangles opposés F un à Tautre, mais égaux; car Lq aura la même grandeur et deux directions opposées, et il en sera de même de /, puisque les premiers membres (16) changent de signe avec (M, N, P) ; donc aussi L aura la même grandeur et deux directions opposées.
Ainsi , dans un milieu cristallin quelconque , comme * dans le cas de l'égalité symétrique, la conductibilité résultante j(5, ou le coefficient des flux obliques, est le même pour deux directions opposées Tune à Tautre, tandis que la conductibilité angulaire ^ {(f,^) {V^ Leçon) peut être très-différente. C'est en ne confondant pas ces deux genres de conductibilités que la théorie analytique de la chaleur peut aider à découvrir les véritables lois de la physique moléculaire. En un mot, quand ^ n'est pas égal dans les deux sens, la ligne R existe, et malgré cela le coefiicient est le même pour les deux faces de tout élément-plan.
RECHERCHE DES FLUX COORDONNÉS OBLIQUES
La différence caractéristique entre le cas général et celui de l'égalité symétrique est donc nettement définie par l'existence de la ligne R (i4)î dont les projections ( -» ^1 - j > sur les axes de l'ellipsoïde principal, sont proportionnelles
aux coefficients (A, [x^ v) des variations langentielles de la température dans les fonctions ft„. Lors([ue l'équalion générale delà chaleur, exprimée eu coordonnées obliques, a la forme (i8), § XXVI, et que rellipsoïde principal se trouve conséquemment rapporté à up^ystème de diamètres conjugués, les variations qui composent les fondions ft„/ des nouveaux flux coordonnés, ont d'autres coefficients qui dépendent encore de la ligne R. La loi générale de cette dépendance, qui mérite d'être signalée, peut s^établir à Taide des formules de transformation du § XXV, que nous transcrivons ici pour plus de clarté.
Dans le système primitif des axes rectangulaires, en substituant aux coefficients (a, /3, y), les valeurs
(20) a=zqa^y ^ z= qb^, y = gc^, ^
l'ellipsoïde principal est ainsi représenté :
l'équation générale qui régit la température V devient / X ,^V .^fpy ^(P\ d\
el les fonctions ft„ des flux coordonnés sont , d\ d\ d\
dW ^, d\ ^ d\
^Tr^-^'f^'d-y-^^iû
f dV d\ dV
\ ''^ = ^7û-^d}^'^''in'
Les formules qui donnent les (j^, /, z) en coordonnées
obliques étant
(X = mx'-^- m' x'-\- m" z' ,
( z =px'+ f>'x' + p"z',
mettent FcUipsoïde principal sous la forme
et Téquation de la chaleur sous celle-ci
/ ^^ .,^V ^^iPY ^,^V , dV
sî les cosinus (wO), «(», |?'>^),qui donnent
/ /7i' /w"-|- n' n"-irp'p" = ces ô ,
(27) • / m" m H- n" n-^p" p = cosô',
f iw/Ti' + ««' -irpp' = cosô",
pour ceux des angles-plans (9, ^ , ff') de Fangle trièdre des (A, B, C), et qui satisfont aux relations fondamentales
'(28) m^-\-n'-^p^= I, m''-hn'^-hp"= i, lw"»^- w''^-}-/?"* = i,
vérifient en outre, conjointement avec les (A, B, C), les six relations nouvelles
lesquelles établissent directement, pour les inverses des
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équations (24), les formules
km a
.T An
y Ap z ,4- -5 b ce
Bm'
X Bn'
y hp'z b^ c V
Cm'
LU
■y Cp"z b'^ c c
FORMULES œMPLÉMENTAIRES.
Rappelans en outre que 'le produit des carrés des aitca et celui des carrés des diamètres conjugués sont liés par Tidentîté
(3i) «'A»c'=rA^B»C'.o, ^
où 17 représente la somme trigonométrique
( 3 î bis) i-l- 2 cos ô cos ô' cos ô"— cos' Ô — cos* Ô'— cos' ô" = o ,
comme cela résulte de Téquation (29), § XXVIII, dont les racines sont (a*, i', c'). On peut déduire de là qu'un parallélipipède dont les côtés de grandeurs quelconques seront parallèles aux (a/, j', z')^ aura pour volume le produit de ces côtés multiplié par /ct. Voici d'ailleurs la démonstration directe de cette proposition. Soient (X, Y, Z) les côtés du prisme oblique, et l'angle dièdre dont l'arête est X; la base étant XY sinô'', la hauteur sera Z sin B' sin 0, et le
volume
XYZ sin e' sin ^^ sin ;
or la formule principale de la trigonométrie ^phérî|{uc donnant
sin ô' sin ô" cose = 7 — 7' 7",
où (y, "/*, /') sont les cosinus des angles (0, 0', &')^ on en
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conclut
le volume est donc bîen réellement XYZ y^u.
Enfin, établissons une dernière formule préparatoire. Le carré du sinus de l'angle ô, d'après la valeur (27) de son cosinus et les relations (28), devient successivement
i " sin' 9 = 1 — ces'
Or si l'on désigne, comme au § XLIH, par les (M^/^ , NO^ , PO)) les neuf parenthèses distinctes <du groupe (29), qui devient alors celui (s'), § XLII, l'existence de ce groupe implique^ comme on le sait , celle de neuf autres relations ayant la forme
et si Ton restitue, dans trois d'entre elles, aux parenthèses leurs valeurs, on trouve
ABC
puis les équations (3i) et (32) donnent définitivement la première :
m? n^ /?' sin^ô
et les deux autres qui sont ses homologues. ^ \\ j.; *
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LOIS DES FLUX COORDONNÉS OBLIQUES
, - > Tout cela étant posé, la fouciîon H^/, ap|>artcnaiit au
flux qui traverse le plan des y' z ^ doit avoir pour exprès»
si on
(OTt, X, $) étant les cosibus des aiigles que la normale au plan a/= o, ou
mx ny pz
[d'après les formules (3o)], fait avec les (or, /, z) ^ cosinus qui ont pour valeurs
dans lesquelles le coefficient i est
m' ri" p" sinô
d'après la première équation (34). On aura donc la nouvelle forme
(35) n^sinô = A'v^/^a,-+-|^û,-h ^^\
qu'il s'agit d'exprimer à Taide des variations de \ , suivant Ies(a/,/,2').
Les formules primitives (24) donnent la dérivée partielle
.r^nx (i' ^- <l' ff'
a.v d,r. dy ' dz
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elles formules inverses (3o) le p;roupe complet
d. A'md. B'm' d.
dx"' a' dx' ' a' dy'
Om" d.
^ a' dz'
dy^ b^ dx' ' ^2 dy'
On" d.
^ b^ dz'
^ "~ "P" /ÏS^' ^ ~ 5p "^ ~?~ Iz' '
La substitution, dans Téqualion (35), des îî„ (aS), conduit d'abord, d'après réquation (36), à
(38) n^/ sin = ^ A2 \/ w^, + A^ y/ ct.T,
en représentant par T la somme l^dy ^p_dT\ (P 'I^__!!l^\ Imdy n d\\
cette somme, transformée à l'aide des formules (37), devient
^ d\ / np' — pn' ^ pm' — mp' mn' — nm! \
',dVf n"p ^p"n , p"m — m" p m"n — n"m \
et, lorsqu'on y substitue aux numérateurs des fractions qui multiplient les (A, jz, v) les valeurs données par les six homologues des formules (33), on a définitivement
(39) A^v/^.T=(,/in-h/zV-h/.%)^~(m'>H-/iV-|-/7'v)^.
De là résulte enfin qu'en posant, dans un but de simplification,
/ m X -h « fA 4- /^v = X',
(40) I w')^ -h /î'fx-h/v =p',
Texpression (38) avec la valeur (Sy) sera la pi*eiiiière du groupe
' • r ., /-^v ,d\ ,dy
^V ,,dV r.^ r^^
a,.sinô''= p' y ^go^l -,,
les deux autres s'obtenaut absolument de la même manière. On reconnaît maintenant à l'inspection des relations (4o), que, si les anciens coefficients (A, (jl, v) étaient égaux aux produits de/ par les projections de la ligne R (i4) sur les axes de Tellipsoïde principal, les nouveaux coefficients (X',fjL',v'), sont égaux aux produits de / par les projections de la ligne R sur les diamètres conjugués du même ellipsoïde. Cette loi, d'une généralité remarquable, et qui ramène toujours la ligne R comme pour constater son existence, paraîtra sans doute assez importante^ pour justifier les calculs qui viennent de l'établir.
S uv.
VÉRmCATION.
On vérifie les valeurs (4i) en établissant directement Téquation générale (26) en coordonnées obliques. Prenant pour élément de volume le parallélipipède obliquangle aux côtés (dx\ dy^ dz!)^ Faire commune des deux faces (w,/, w'^^) parallèles au plan des j' zf étant d/dz'smQ^ le flux de chaleur qui entre par w^^/, pendant le temps dt^ est
€iydz' sin ô . d$ (— n,').
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Cl celui qui sort par w'^/
d/ dz' sin 9 . rfr [ - il,' — ^ d.A
(eu négligeant ici Tinfiniment petit, d'ordre inférieur, qu'introduirait le transport au centre de gravité de l'élément). L'excès du premier flux sur le second donnera le premier terme du groupe total
Mdfdz'.dt (^ sin 6 +:^ sin 9' + '^^ sin A ; \ dx X dy dz j
les deux autres termes provenant de la même manière des
flux qui traversent les faces parallèles aux plans des z' x'
et des ody.
dy Ce gain total échauffant de —r- dt degrés, le parallélipi-
pède élémentaire dont le calorique spécifique est F, la densite A, et le volume sj is dxf dy dz' ^ doit être égal à
FA — -- sfm dx dy' dz' dt ;
el substituant aux ft„/ leurs valeurs (41)5 supprimant tous les facteurs communs, et introduisant le rapport k =. — » on arrive etrectivement à l'équation (26).
COROLLAIRES
Plusieurs propriétés, précédemment signalées, se déduisent directement des expressions générales (40* Ainsi, lors
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de Tégalité syniélrique, la ligne 11 étaiil nulle, ainsi que toutes ses projections, les îî„/ (4i) se réduisent à
sin ô dx^
sinô' cÇr 0^d\
sin 0" r/z' '
et ne contiennent que la variation de la température suivant l'axe correspondant. C'est-à-dire que le flux oblique qui traverse un plan diamétral de l'ellipsoïde principal est dirigé suivant son diamètre conjugué. C'est la loi du § XLVI, avec la valeur du coefficient, ou de la conductibilité p, exprimée d'une autre manière.
Dans le cas général, pour que l'un des flt,,/ (40? P^^' exemple flj^'i i^e contienne que la variation de la temnérature suivant l'axe x correspondant, il faut que les projec-^ lions de la ligne R sur j' et z' soient nulles, ou que le plan des y' z' soit perpendiculaire à cette ligne 5 mais si (fi',v') sont nuls, ï! existe et Ton a
(43) \ aysm9' = 7B2s/ni— -,-l-V --,
^ dr dz'
, „ ,-dy ^,d\
dz dy'
il n'y a donc qu'un seul élément plan pour lequel le flux oblique soit le même que si R n'existait pas.
Lorsque R a la même direction qu'un des axes de l'ellipsoïde, principal , les projections sur les deux autres axes sont nulles^ un seul des coefficients (X, fx, v) existe; et les
trois fonctions il,, (a3) reproduisent le groupe (43), dans le cas particulier de
et de (A, B, C) respectivement égaux à (a, ft, c).
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PARTIE DIFFÉRENTŒLLE ET PARTIE INTÉGRALE
Toute branche de la physique mathémalique se subdivise en deux parties distinctes : la partie difTërentielle et la partie intégrale. La première comprend la mise en équations aux différences partielles, et toutes les conséquences qui se déduisent de Tordre et des diverses transformations de ces équations. La seconde s'occupe de l'intégration des mêmes équations dans des cas généraux ou particuliers^ et conduit finalement à l'évaluation numérique des résultats théoriques. L'étendue ou l'importance relative de ces deux parties change avec les progrès de la science.
Au début, à Tépoque des tâtonnements et des essais, la partie différentielle, s'appuyant sur une ou plusieurs lois préconçues, cède rapidement la place à la partie intégrale, afin d'obtenir, par les intégrations les plus simples, des nombres dont la comparaison avec les résultats donnés par l'expérience, ou l'observation, permette de se prononcer sur la valeur de l'idée primitive. Après un nombre
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sufiisaiil d'épreuves semblables, les (k|iialions aux diflerenees partielles, sucecssivenienl modifiées, indiquent une forme définitive vers laquelle elles convergent. En même temps, les procédés de leur intégration se sont étendus et généralisés, de manière à indiquer aussi une convergence vers une marche uniforme.
La science peut alors entrer dans une voie nouvelle, et chercher à découvrir la loi naturelle du phénomène étudié, ou son véritable principe. La partie difl'érentielle devient prédominante. Elle étudie toutes les conséquences, toutes les relations qui résultent de la forme définitive des équations générales. Elle transforme ces conséquences et ces relations en autant de lois différentielles, dont Tensemble, successivement simplifié, doit aboutir à la loi unique ou au principe que Ton cherche. Quand ce principe sera enfin découvert, la partie intégrale dominera à son tour. Elle calculera les phénomènes, rendra compte des perturbations, et la vérification expérimentale ou naturelle de ses résultats et de ses explications donnera au principe trouvé une certitude inattaquable.
J'ai fait voir ailleurs que la théorie mathématique de 1 élasticité est actuellement au milieu de sa course. Et tout porte à penser que si elle y reste stationnaire, c'est qu'elle V attend la théorie analytique de la chaleur, avec laquelle elle doit désormais travailler pour découvrir en communie principe de la mécanique terrestre.
11 importait donc d'accélérer la marche de celte dernière science, en donnant à sa partie différentielle, jusqu'ici presque inaperçue, toute l'étendue et toute l'activité nécessaires. Nos cinq premières leçons prouvent qu'il suffisait d'entreprendre ce travail pour en déduire des conséquences imprévues, qui rappellent: la dynamique, l'élasticité, la lumière, Télectricilé, et qui indiquent même assez nettement la véritable cause de la chaleur, quand on rapproche les for-
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mules de la leçon précédeule, de celles qui régissent les rotations des corps. Mais il serait prématuré de développer ici ces conséquences. Noos quitterons donc la partie difTérentielle pour ne plus nous occuper que de la partie intégrale, qui conduit pareillement à des rapprochements et à des indications utiles.
§ Lvn.
PROBLÈME DU REFROIDISSEMENT
Le problème général de la théorie analytique de la chaleur que nous étudierons principalement est celui du refroidissement d'un corps solide^ dont les températures initiales étaient connues, et qui perd actuellement sa chaleur, soit par communication directe avec une soiu*ce froide, soit par le rayonnement de sa surface dans une enceinte à température constante ; cette température, fixe comme celle de la source, étant prise pour zéro. Nous supposerons d'abord que la surface totale a du corps comprend deux parties, l'une fJ rayonnant vers l'enceinte, l'autre (/' en contact avec la source.
Dans ces circonstances, s'il s'agit d'un corps homogène non cristallisé, l'équation générale est
rf»V d}\ d^y _ dV '^) -d^^-^'d^^'^'d^-^'^di
(§ XXI). L'équation à la surface g se décompose ainsi :
(2) }\dJi: dy dz ] ^,
/t n^t) étant les angles que la normale extérieure^ en chaque point de (/, fait avec les axes coordonnés 5 / ^tant
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la fracliolj -•> laquelle peut différer d'un point à un aulre par le pouvoir émissif s. L'étal initial pour t = o est
11 s'agit de déterminer une fonction V de (o^, J, 2, t)^ vériliant Téquation (1) et sa^tisfaisaut aux conditions (2) et (3). Ce problème d'analyse se résout comme il suit. On prend la fonction V sous la forme
(4) V=gMU.
d'une somme de termes simples, qui vérifient tous et sépai^ment leséquations (1) et (2). Chacun de ces termes est leprodui t de trois facteurs : d'un coefficient indéterminé M, d'une fonction U de (x, )^, -z), et d'une exponentielle où 9* est constant. La vérification de Téquation (1) donnant
rf'U dx'
^ dy^
dz^
et celle des équations (2) exigeant que
'dV
COS
rfU dV
+ -;— COS n H — — coi
dy dz
la recherche particulière au corps proposé, et dont la forme est définie, consiste à trouver tous les groupes (U, 6*), composés chacun d'une fonction U et d'une constante 6*, qui rendent identiques les relations (5) et (6).
Quand tous ces groupes sont reconnus, il ne reste plus qu'à déterminer les coefficients M, de telle sorte que Ton
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ait identiquement
(7) §MU = f,
afin que rëquation (3) soit vérifiée par la fonction V (4). Or cette détermination s'opère invariablement de la même manière, à Taide d'un théorème général, dont voici la démonstration.
THÉORÈME GÉNÉRAL
Les relations (5) et (6) particularisant un groupe (U, d'), soient
(8) ( (^'eos5^^'cos.^^'cosÇ + /DA =o, \dx djr dz /y'
ceUes qui particularisent un autre groupe (U', 0^'). Si l'on multiplie la première (8) par Vdxéfydz^ et qu'on l'intègre dans toute l'étendue du corps, on aura identiquement
Soient Xi et Xf les abscisses des deux points M| et M, où une droite parallèle aux x vient percer la surface a du corps proposé, lesquelles abscisses seront fonctions des deux autres coordonnées (^, ^). Le premier terme de (9) peut se mettre sous la forme
ih^'Sy-^-"
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et, iiitégraiil en x^ par partie, sous celle-ei : Désignons généralement par le symbole
toute sommation faite sur la surface a du corps, décomposée en éléments rfa, infiniment petits du second ordre, égaux ou inégaux, de même forme ou de formes différentes, uniquement assujettis à ne laisser aucun vide entre eux; ^ étant la valeur de la quantité à sommer qui appartient au centre de gravité de chaque élément da. Dans l'intégrale double de (lo), qui est
//H("Sl--'("S')j'
le rectangle djdz est la projection commune, sur le plan des yz^ d'un élément rfa, de la surface en M,, et d'un élément ddi en Ml 5 et {|,, Ç^) étanl les angles que les deux normales extérieures en Ma et Mj font avec Taxe des x, on a identiquement
djreiz = dtr^ cos Ç, = — rfer, ces Ç,.
L'intégrale double précédente devient donc
ou, plus simplement, en employant la notation introduite,
U -7-;- cos ^d(T',
la quantité -^ étant ici la valeur numérique du produit
vjr-
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U-^cos|,qiii apparlicnt au centre de gravité de Félé-
inent d<T.
Pour simplifier, et par analogie, désignons encore par Je nouveau symbole
èoute sommation faite dans le volume zs du corps, décomposé en éléments Jcr, infiniment petits du troisième ordre; F étant la valeur de la quantité à sommer qui appartient au centre de gravité de d zs. La substitution dans (lo), de la dernière forme de l'intégrale double donnera la première des trois identités
(ll)< f U ——-"«'= f U-r— C0S>îrf(7 1 -; 7- du,
\X "^y J^ ^^ Jxs ^y ^y
( j^U-^rf.=jU_cosU.-j^^^^o;
les deux autres résultant, du second terme {9) intégré d'abord par rapport à y, et du troisième terme (9) intégré d^abord par rapport à z.
A l'aide des valeurs (i i), l'équation (9) devient
0'2 ÇuV'du-h fv (^cosÇ4-^'cos>î-4-^cosAt/(7
— ff— ^ dVdV^ dU d\]'\ '^ J^\dx dx dy dy dz dz ]
Or, dans la sommation faite sur la surface a, la quantité ^ est nulle sur toute la partie (/', d'après la seconde (6), et se réduit à — IWU sur toute la partie g\ d'après la se-
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conde (8) ^ on aura donc définitivement
Si, au contraire, on multiplie l'équation (5) par Udzs^ et que l'on intègre dans toute l'étendue du corps, la même suite d'opérations conduit à une autre équation, qui ne diffère de l'équation (i 2) que par le coefficient ô* au lieu de ô". Or, dans les deux équations finales, les seconds membres sont les mêmes, les premiers membres doivent donc être égaux ; c'est-à-dire que Ton a identiquement
(i3) (0'2 — ô^) ruU'rfCT = o,
et, conséquemment, quand ff^ et 6* sont différents,
(i4) CvV'dfs = o.
Et tel est le théorème général (i4) qu'il s'agissait d'établir.
COROLLAIRES GÉNÉRAUX
Maintenant, pour déterminer ou isoler le coefficient M, facteur d'une fonction particulière U, il suffit de multiplier l'équation (7) par Udu, et d'intégrer ses deux membres dans toute l'étendue du corps : alors tous les termes de la série, autres que le terme choisi, disparaissent d'après le théorème (14), et l'on a définitivement
fîVdzT
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l^e ])ius ordinairement, la température initiale i* est coustante dans le volume cr, et plus élevée que relie de la source ou de l'enceinte; on peut donc la prendre pour unité, et alors
Cvdu .16) M = ."^''
Cette application du théorème général (i4) suffit pour compléter la solution du problème posé. Mais le même théorème conduit à d'autres consécjuences, qui peuvent servir à l'étude de la solution trouvée. Dans l'équation (12), le second membre partage nécessairement les propriétés du premier 9 lequel est nul d'après l'équation {14) quand les deux fonctions (U, U') sont différentes, mais qui subsiste quand L' = U, et que conséquemment ô^' = ô*. D'où résultent les deux corollaires
— W/u 4- I /UU'^ff=o,
^dx dx dy dy dz
qui s'étendent à toutes les variétés du partage de la surface totale d en a' et <t", et à toutes les grandeurs, constantes ou variables, de la conductibilité extérieure /. Si le refroidissement du corps s'opère dans un bain à température
zéro, la partie (/ n'existant pas, l'intégrale double / dis-
parait. Elle disparaît encore si /= o sur (T^; c'est-à-dire si cette partie de la surface o est impenncable à la chaleur^ ou si les flux qui lui correspondent sont nuls, pendant toute la durée du refroidissement.
REFROIDISSEMENT DU PRISME RECTANGLE
Lorsqu'on veut trouver la loi intégrale du refroidissement d'un corps solide de forme donnée, il résulte de la solution générale, qui vient d'être exposée, que toute la difficulté se concentre dans la découverte des groupes (U, 0'), ou des termes simples, particuliers au solide. Proposons-nous de rechercher quels sont tous les corps de forme polyédrique, pour lesquels cette difficulté puisse être levée. En ne considérant d'abord que le cas le plus simple de l'équation à la surface, celui où la partie (j' n'existe pas, c'est-à-dire le cas du refroidissement, dit par communication, d'un solide totalement immergé dans un bain à température fixe (par exemple, dans la glace fondante). Commençons par le polyèdre le plus anciennement connu, le seul que Fourier et Poisson aient traité.
Le corps solide est un parallélipipède rectangle dont les côtés sont (a, i, c). Prenant l'un des sommets pour origine, et les arêtes qui s'y coupent pour axes coordonnés, l'équation à la surface devient le groupe
iar = o ; .v =z a; jr=o; r = à'y 2 := o; z =zc;
et la vérification des équations (5) et (6) est obtenue par la fonction et la constante
U = sin lit '- sin /' tt •- sin i" n - , a c
{/, /', i^^) étant des nombres entiers.
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Puisqu on a ^généralement
^20: I sin^jT-r dx = -
X étant une longueur constante, et j un nombre entier quelconque, autre que zéro, le dénominateur de M (i5) est
, abc
simplement -^ et
(211 M = —7- I I I f sin / TT - sio /' n *- sio /" jr - tLrdydz. ^^^Jo Jo Jo « ^ ^ *
LXI
THÉORÈMES ^ËdÂUX.
II ne sera pas inutile de vérifier, dans le cas actuel, le théorème général (i4)* Quand (/, /) sont des nombres entiers différents, on a identiquement
(22) I «D/V— siDyir - </a = o;
car le premier membre admet les formes successives
I j cos(i— y)7rr — CO$(/-Hy)irT M«>
[$in(i— y.ic^ siD(i-h/jirM
2ir
et 7 différant de 1, la dernière expression s'évanouit aux deux limites, par sin o = o, et par sin (' ±7) tt = o. El de là résulte qu'avec deux fonctions (U. U') de la forme (19)^1
mais différentes, Tinlégrale définie triple
VV'djccirdz,
prise dans toute l'étendue du corps, aura la valeur zéro ; car elle sera le produit de trois intégrales définies simples, desquelles une au moins s'annulera d'après l'équation (22), puisque les fonctions (U, U') étant ditlérentes, un au moins des entiers (/, /', i") (19)5 facteurs respectifs des trois arcs
(tt -> tr 7^5 TT - 1 9 diffère de l'une à l'autre.
\ a b cj
Il importe de constater que la même conséquence s'étend aux cas où les deux fonctions emploient les trois mêmes entiers (1, i', t"), mais avec des places différentes. Par exemple, si f^ facteur de l'arc en z étant le même, i facteur de l'arc en x dans U est facteur de l'arc en y dans U', et qu'en même temps i' facteur de l'arc en y dans U soit facteur de l'arc en x dans U', les entiers i et z' étant différents, deux des trois intégrales définies simples, facteurs de l'intégrale triple, celle en x et celle en j^, s'annuleront k la fois. Et cela, lors même que h serait égal à a, et conséquemmenl 0'* égal à 0*; d'où résulte un théorème particulier, qui nous était nécessaire, et qui n'est pas compris dans le théorème général ( » 4 ) •
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en composant chaque terme simple avec les expressions correspondantes, (19) de (U, 6'), (21) de M, et attribuant successivement à chacun des trois entiers (/, 1', î^') toutes les valeurs comprises entre zéro et Tin fini ; d'où résulte une série triple.
Si, de même que U (19)) la fonction f est le produit XYZ de trois facteurs variables chacun avec une seule coordonnée, X avec x, Y avec y, Z avec ^, le coefficient M (21) devient pareillement le produit MM'M^' de trois facteurs, qui sont
X sin in —djc,
(24* i **'"î/ Y8in,',rirfr,
" Jo
z sin i"it-dz,
el, d'après la valeur (19) de 6', si l'on pose
-C^Y- ^W's\ni"n-.e V ' / *=V„
la fonction V' (aS) pourra se mettre sous la forme
On reconnaît facilement que chacune des séries simples {9.5) donne la loi intégrale du refroidissement d'uu mur ou d'une couche solido d'épaisseur c/, ou fc, ou c, comprise entre deux plans parallèles et indéfinis, cntrclonus
I08 SIXIÈME LEÇOK
sur toute leur étendue à la température zéro; si tous les points d'une même section parallèle aux faces du mur ont à toute époque la même température, c'est-à-dire si Tétat initial est une fonction X de x seul, ou T de ^ seul, ou Z de z seul .
Autrement : chacune des séries (aS ) donnera la loi particulière du refroidissement du parallélipipède, si les deux faces perpendiculaires à Taxe des x, ou des y^ on des z^ sont seules traversées librement par les flux se rendant à la source froide, tandis que les quatre faces parallèles au même axe restent imperméables à la chaleur ; si, en outre, tous les points d'une section parallèle aux faces froides ont primitivement même température. Et, d'après (26)^ les trois lois particulières donneront, en se combinant par multiplication, la loi complète du refroidissement, quand les flux traversent librement les six faces du prisme.
LXIII
^ CAS DE L'ÉTAT INITIAL œNSTANT.
Ce résultat est remarquable. Il suppose, il est vrai, que l'état initial soit un produit XYZ. Mais il a lieu quand f est une constante, et c'est le cas qui se présente le plus fréquemment dans les applications. Alors f, ainsi que ses trois facteurs, peuvent être égalés à l'unité. L'intégrale définie
sin /ir— «a,
étant nulle quand i est un entier pair, et ayant la valeur 7— quand la forme
7— quand /est impair {27+ 1), chaque coefficient (24) prend
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et chaque série partielle ( 25 ) relle-ri
, sin(2y-i-i)7r^ . /?/:*-_iL? V i (^7) V.^iy : -^e V ^ /S
laquelle se réduit à zéro sur les faces (u = o, m = X), quel que soît t^ et quand t est nul à
sin(2y -+- \)n-
série classique, dont la valeur connue est Vunité^ tant que u est compris entre o et 1, et zéro pour ces deux limites. Ce qui prouve clairement que la fonction V (26), formée par le produit de trois V^ (27), satisfera à toutes les conditions qui lui sont imposées.
LXIV
INTEWPRÉTATION ANALYTIQUE.
Ânalytiquement, la série (a3), composée avec les (U,0*) (19), doit être considérée comme exprimant un certain étal calorifique variable d'un milieu solide, indéfini dans tous les sens, et où les coordonnées (•»', J^, z) peuvent atteindre toutes les grandeurs comprises entre — 00 et H- cx> . Alors, la série s'évanouit, quel que soit le temps f , lorsque x, ouj^, ou z, est un multiple, positif ou négatif, de a, ou de i, ou de c. C'est-à-dire qu'à toute époque, la température V est nulle sur les trois suites orthogonales de plans parallèles et équidistants, qui découpent l'espace solide en prismes rectangles ^aux.
Si, n étant un nombre entier quelconque, on fait successivement x^=na-^l^ et x = na — Ç , ou jr = nb -^rj et y = nb — )7, ou 2 = /ic -h Ç et z = ne — ^, la série prend
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la même valeur absolue, avec des signes diflereuts. C'està-dire que chacun des plans à zéro partage le milieu en deux parties, où les températures sont symétriquement égales et de signes contraires. Sorte de symétrie inx^erse, qui a lieu quel que soit t^ et d'où résulte qu'à toute époque, les températures d'un premier prisme déterminent celles des prismes qui l'avoisinent, et ainsi de proche en proche.
En un mot, chaque prisme qui se refroidit est entouré par d.es prismes qui s^échauffent, ou inversement. Et lorsque le temps t a acquis une assez grande valeur pour que les exponentielles deviennent insensibles, les prismes chauds ou froids sont descendus ou remontés à la température zéro, devenue générale .
L'existence des plans à température fixe prise pour zéro, et la symétrie inverse exigée par chacun d'eux, réduit donc l'espace dans lequel l'état initial puisse être quelconque, au volume d'un seul des prismes, qu'il suffit conséquemment de considérer pour déterminer les coefficients M. Et c'est ainsi que la série (^3), applicable à tout l'espace, résout particulièrement la question du refroidissement par communication du prisme rectangle.
BEFROIDISSEMENT DU PRISME CARRÉ
Lorsque, dans le parallélipipède rectangle, le côlé b est égal au côté a, le polyèdre devient un prisme droit à base carrée. La loi de son refroidissement par communication est toujours donnée par la triple série (aS), (§ LXII). Mais il arrive alors que la même exponentielle peut appartenir à deux termes : car, puisque ft = a, la seconde (19), (§ LX), devient
et, si les entiers i et f sont diflférents^ 9* est le même pour les deux fonctions simples
U =: sin/TT - sin/'7r-sin/"7r-5 a a c
f U' =; sin /' tt - sin / tt - sin i" n,- 9
(le telle sorte que la foiulioii intégrale V s'écrira ainsi :
(3) j V = '^(MU-4-M'U')e * -f- J NW^ ^
la série triple réunissant les termes où i et z' sont difiërents, et la série double ceux où i' = i. Pour distinguer les termes généraux des deux séries multiples, les lettres (M, U, 6*) du premier, sont remplacées dans le second par (N, W, r*), d'où résulte
i W = sin iit - sin in - sin /"tt -?
Pour que V (3) reproduise l'état initial f, il faut que Ton ait identiquement
(5) '^(MU-hM'U')-+-2NW:=f.
La méthode d'élimination du § LIX, permet d'isoler chaque coeflBcient N, qui multiplie le terme correspondant à une valeur choisie de t*; ce qui conduit à
en appBquant la formule générale (20), (§ LX), pour évaluer le dénominateur. Quant aux deux coefficients M et M' qui multiplient deux fonctions U et U' correspondant à un même 0*, il ne semble pas, au premier abord, que la méthode d'élimination citée puisse isoler chacun d'eux.
En effet, si l'on multiplie successivement l'équation (5) par Vduj et U'rfcy, U et U' ayant les valeurs (2) qui correspondent à la valeur choisie de 6*, et qu'on intègre à chaque fois dans toute Tétendue du corps, les termes appartenant à
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toutes les autres valeurs de 6^ disparaissent, d'après le théorème général (14)5 § LVIII, et Ton aura, par les deux opérations successives
, [ M / U'rfsr 4- M' / VU'da = j tVdzj,
I t/tj t/çy «/çy
ce qui parait faire dépendre la détermination de M et M', delà résolution de deux équations du premier degré.
Or, d'après les dernières remarques du § LXI, Tinté* grale triple
Jrs
OÙ Û et U' sont les fonctions conjuguées (2), a la valeur zéro : car, bien que U et U' emploient les mêmes entiers, puisque i eti',<JUi ne sont pas égaux, occupent des places différentes, les deux in traies définies simples, en x et en y^ facteurs de l'intégrale triple précédente, s'annuleront d'après l'identité (aï) du paragraphe cité.
Les deux équations (7) isolent donc réellement les deux coefficients M et M', dont les valeurs sont
JM'=-_£fCV„,
car les deux dénominateurs ont la valeur conunune -5-5
d'après la formule (20), § LX. Avec les valeurs (6) ei (8) des
coefficients (N, M, M') la série totale (3) exprimera la loi
du refroidissement par communication du prisme droit à
base carrée, quelque compliquée que soit la fonction f.
Mi SKI'TIKME LEÇOxV.
CARACTÈRES DE LA SOLUTION
11 semblera que le paragraphe précédent pouvait être supprimé: car, l'isolement réel des deux coefficients conjugués M et M', n'élant qu'une conséquence du théorème particulier signalé à la lin du § LXI, on pouvait en conclure qu'il sufBt de faire b = a, dans la valeur de M (21), § LX, et dans la série (23), § LXIl, appartenant ati prisme rectangle,. pour eu déduire les valeurs (6), (8), et la série (3), qui appartiennent au prisme droit à base carrée. Mais, l'égalité b = a, (jui introduit une symétrie géométrique particulière dans le prisme rectangle, et qui réunit, deux à deux avec le même facteur exponentiel, les termes de sa série, donne à cette série une propriété qu'elle ne possédait pas, celle de pouvoir exprimer le refroidissement par communication d'un nouveau polyèdre, qui n'est pas un parallélipipède. Et c'est pour cela que les détails qui précèdent étaient nécessaires.
L'égalité b =: a établit, en outre, une différence de notation caractéristique entre la"^ série (3) pour le prisme à base carrée, et la série pour le prisme rectangle. Dans cette dernière, rentier i appartient exclusivement aux arcs en x, et /' aux arcs enj. Dans la série (3) les deux entiers, i éti', ont absolument des rôles identiques, car ils affectent successivement, et de la même manière, des arcs enj^ et en X'^ de telle sorte que, substituer l'un à l'autre, c'est opérer une simple permutation d'indices ou d'accents, laquelle ne peut avoir aucune influence, ni sur l'étendue, ni sur la valeur définitive de la série.
De là résulte une conséquence importante. Sî^ pour, traiter certain cas particulier du refroidissement du prisme à base canée, il faut que, dans le terme général de la série triple (3), l'un des deux entiers i et i' soit pair et l'autre
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impair, on peut adopter / pour le nombre pair, i' pour l'impair, et la série ainsi modifiée sera aussi complète qu'il est nécessaire. Car, prendre an contraire, impair et i impair, revient à permuter T accent, ou à écrire la même série en y remplaçant l'une par l'autre deux lettres, sans chan|[er les significations inhérentes aux places occupées. Composer la série totale de deux séries partielles, Tune avec i pair et i' 'impair, l'autre avec i impair et impair, ce serait doubler une même série, absolument comme si Ton écrivait deux fois les termes de la série (23), § LXII, appartenant au prisme rectangle : car, en cherchant ce qu'est devenu tel terme de cette dernière, par suite de l'égalité de & à a, on le retrouverait dans chacune des deux séries partielles.
SYMÉTRIE CALORIFIQUE DIRECTE
On peut donner maintenant un exemple remarquable d'une loi générale, dont voici l'énoncé. Si le polyèdre dont on veut exprimer le refroidissement présente une symétrie géométrique qui ne soit pas altérée par l'équation à la sur* face, lorsque l'état initial apporte une certaine symétrie calorifique, en rapport direct ou inverse avec celle du polyèdre, cette symétrie est conservée pendant toute la durée du refroidissement : les termes de la fonction V s'associent de manière à la faire ressortir, et si certains termes ne peuvent la partager, ces termes disparaissent.
S'il s'agit du prisme à base carrée, quand on change x en r et r en JC, on passe d'un point m à un second point i?/, et ces deux points (fn, ml) sont symétriques par rapport au plan diagonal jr = x, qui partage le polyèdre en deux prismes triangulaires égaux, à base rectangle isocèle, et symétriquement placés. Lors du refroidissement par com-
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manication qae iiôiu coDàidérons, toaie la surface du polyèdre est entretenue à la température léro, c'est-à-dire de la même manière de part et d'autre du plan diagonal.
Supposons que les températures primitives soient symétriquement les mêmes dans les deux prismes triangulaires, c'est-à-dire que la fonction f apporte une telle symétrie directe, que. si l'on remplace x par >■ et jr par x, sa valeur ne soit pas changée: d'où résultera qu'à l'origine du refroidissement, le plan diagonal ne sera traversé par aucun ilux, puisque les températures seront les mêmes de part et d'autre.
Alors, dans le terme général de la série triple (3), les deux coefficients M et M' deviennent ^aux. En eflet, le changement de x en y et dej en x transformant U en U' et réciproquement, tandis que f reste le même, la somme des deux éléments qui comprennent respectivement les points symétriques {m^mf) sera la même et égale à f (U-+- f) Jtj, pour les deux intégrales (8)^ qui, étant ainsi composées d'un même nombre de couples égaux, seront conséquemment égales. Donc M' = M. Quant à l'intégrale (6), W restant le même, comme f, quand on passe de m k m\ cette intégrale totale sera la somme de deux intégrales partielles identiques. La fonction V (3) sera donc
(9) V=^M(U-hU')tf ^^-^NWe \
et reproduira exactement, à toute époque, la symétrie directe apportée par la fonction f, puisqu en y remplaçant X par yetj par x tous les facteurs (U -|- U') et W ne changeront pas.
On peut constater, en outre, que le plan diagonal restera imperméable à la chaleur pendant toute la durée du refroidissement, comme il l'était à Torigine. En effet, pour tout élément w parallèle au plan j^ — x = o, la fonction fl fac-
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teur du flux qui le iraverse, sera
I /d\ dy\
d'après la formule (3o), § XVIII. Or le facteur en (x, j* ) de (U -4- U') est
. . ^ ' ., y . , X . r sin I ir - sini TT — h sm / ir - sm / tt - > * a a a a
et ses premières dérivées en y et en x deviennent évidemment égales quand j^ = x, c'est-à-dire lorsque w est sur le plan diagonal; et il en est de même des dérivées du facteur en [x, y) de W, qui est la moitié du précédent écrit avec 2'= 1; tous les termes de \ (9) jouissent donc de cette
propriété. D'où résulte enfin — = — > ou fî = o, quand
y = x, et cela quel que soit t,
SYMÉTRIE CALORIFIQUE INVERSE
Supposons maintenant que les températures initiales soient symétriquement égales et de signes contraires, dans les deux prismes triangulaires, c'est-à-dire que la fonction f apporte une telle symétrie inverse, que, si l'on y remplace x par / et j par a:, elk change de signe en conservant la même valeur absolue; d'où rénultera qu'à l'origine du refroidissement, le plan diagonal aura la température zéro dans toute son étendue, cette température- étant la seule qui puisse à la fois être la même et avoir des signes contraires, quand les deux points symétriques (m, ni) se confondent.
Alors les termes aux coefficients N disparaissent dans
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V (3) : car, dans IVlément de rintégrale \ 6), le facteur W a la même Taleur arec le même si^e aux deux points (m, it/), tandis que le facrtenr f a deux Talenrs égales et de signes contraires : Fintégrale totale sera donc nulle, comme étant composée d'éléments positifs et n^atifs, en même nombre, et qui se détruisent. Ainsi la série double disparaît de (3).
De plus, dans le terme général de la série triple, qui reste seule, les coefficients M et M' deviennent égaux et de signes contraires. En effet, Tintégrale totale de la première (8) peut être répartie en deux intégrales partielles, composées d'un même nombre de termes. Tune pour le prisme triangulaire dont m fait partie, Tautre pour celui qui comprend ml'^didvs étant l'élément correspondant au point m, si l'on y remplace x par y et y par a:, on aura — ÎXi'dvs pour Télément correspondant au point W; et il suffira d'intégrer la somme f (U — U' ) dts de ces deux éléments, chez le premier prisme triangulaire. Pareillement, dans Tintégrale totale delà seconde (8)^ l'élément correspondant au point m étant f U'rftJ, celui qui correspond au point m' sera — f U dw ; et il suffira d'intégrer la somme f (U' — U) dxs de ces deux éléments, chez le premier prisme triangulaire. Or les deux intégrales ainsi obtenues seront évidemment égales et de signes contraires. Donc M'= — M.
Ainsi la fonction V (3) se réduit dans le cas actuel à
(lO) V=:^M(U— U')e *.
Ici, quand on remplace x par y et y par x^ la différence (U — U') change de signe en conservant la même valeur absolue; et quand j^ = j:, cette différence s'annule, puisqu'alors U' = U5 ces propriétés communes à tous les termes s'étendent à la série elle-même. La fonlion V (lo) reproduit donc exactement, et à toute époque, la symétrie
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iiiTerse, apportée par l'état initial f. En on mol, cette symétrie inverse, tra^MÎ*^ analytîquenienl. a fait disparaître de la série (3) les termes en \V qai ne pouvaient Tadmettre, et modilié ceux en (L\ U') de manière à s*y établir.
PLAN DIAGONAL A ZÉRO
Si de la symétrie calorifique inverse, introdaile par 1 étal ioitial, ou conclut que le plan diagonal conserve la tem{>érature zéro, réciproquement, quand la fonction V (3) exprime que le plan diagonal a la température zéro pendant toute la durée du refroidissement, on peut en conclure que la symétrie inverse a lieu à toute époque, et que conséquemment elle existait à Torigine. En effet, pour que V (3 ) soit zéro, quel que soit t^ sur le plan diagonal, il faut que les facteurs (>IUh-M'U'), XW, de toutes les exponentielles, deviennent nuls quandy = jr; W ne peut Tètre, donc M = o, et, U devenant égal à U, il faut aussi que M-h M'= o. Ce qui exige que la fonction V ait la forme ( i o) , de laquelle on déduit que la symétrie calorifique inverse existera, puisque V (lo) change de signe, en conservant la même valeur absolue, quand on remplace x par y et y par X.
Pareillement, si de la symétrie calorifique directe, introduite par Tétat initial, on conclut que le plan diagonal iiesi traversé par aucun flux, réciproquement, quand la fonction V (3) exprime que ce plan diagonal reste imperméable à la chalçur pendant toute la durée du refroidissement, on peut en conclure que la symétrie calorifique directe a lieu à toute époque, et que conséquemment elle existait à Torigine. En eflct, [K>ur que la fonction V (3) exprime que le flux de chaleur est nul, quel que soit t, pour
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tout élément a) du plan y — x = o, il faut que les dérivées partielles en x et en j^, de chacun de ses termes, deviennent égales quan4jK = ^' C'est ce qui a déjà évidemment lieu pour les termes de la série double. Mais le facteur en (x, y) du terme général de la série triple étant
M sin itz - sin /'tt — h M' sin /'ir - sin /tt - » a a a a
ses dérivées en x et enj^, qui sont
M — ces ITT - siD « TT — h M — cosi TT - smtTT -, a a a a a a
„ ï'tt . . a: „ y .,, ITT . ., ^ . T M — sm ITT- cosi TT - + M' — sin/^TT - ces itt-? a a a a a a
ne peuvent devenir égales, quand y=.x^ que si M' = M. Ce qui exige que la fonction V ait la forme (9), de laquelle on déduit que la symétrie calorifique directe existera, puisque V (9) reste le même, quand on remplace x par j el y par X.
LXX
PRISME TRIANGULAIRE i-
La loi du refroidissement du prisme droit à base carrée n'est exprimable particulièrement par la série (10) que si
Fig. 7.
Çl;-
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les deux moitiés, ou les deux prismes triangulaires, ont primitivement des températures égales et de signes contraires; les températures primitives d'une de ces moitiés étant d'ailleurs quelconques. De là résulte que la même série exprimera généralement, ou pour* tout état initial» le refroidissement d'un prisme triangulaire droit à base rectangulaire isocèle (OC'ACCyB'), lorsque ses cinq faces
{i3) y=zo^ / = jr, x = ay z = o, z = c,
sont entretenues à la température zéro *, en bornant au volume limité par ces faces, les intégrales qui composent les coefficients.
Et, avec la même restriction, la série (9) exprimera généralement, ou pour tout état initial, le refroidissement du même prisme triangulaire, lorsque ses deux bases et ses deux faces latérales orthogonales étant entretenues à la température zéro, sa face hypoténuse est imperméable à la chaleur. Ce nouveau polyèdre, que nous appellerons pnsme
triangulaire -? a été introduit en physique mathématique
par M. Ostrogradski.
LOI DE SON REFROIDISSEMENT
Pour appliquer directement au prisme triangulaire à base rectangle isocèle, la solution générale du § LYII, il faut substituer aux équations à la surface le groupe
(»4) V^ = o, quand | ^=0;
qui exprime qu'à toute époque la température doit ctrc
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zéro sur les cinq faces du prisme. Chaque terme simple de la série
(i5) V = ^MU,e ^
devaut vérifier l'équation générale (i), § LVII, et les conditions (i4)^ il f^ut prendre
f JC ' Y OC Y\ S
U, = ( sin i-K - sin i* -k - — sin /' tt - sin r tt - ) sin i" li -? . \ a a a a) c
Avec l'indice donné à U^, la première (i6) est plussimplcment
U et IK étant les valeurs ( a) .
La reproduction de l'état initial exige que Ton ait identiquement
■ ^MU, = f.
La méthode d'élimination du § LIX, fondée sur le théorème général (14)9 § LVIII, isole chaque coefficient M, et donne pour sa valeur
rfU.£/cr (17) M = -^"
«/tu
dra
Ici les deux intégrales triples devant s'étendre excliisivcmenl au volume du prisme triangulaire, ont les limites
f dm...= f fiz f d.r f dy
PRISME TRIAMGVLAIIVE 7. 1 ^3
Toutefois, celle du dénominateur peut être obtenue, en étendant Tintégration à tout le prisme droit à base carrée, et prenant la moitié du résultat, puisque le carré U* retrouve les mêmes valeurs positives dans le second prisme triangulaire. Or, d'après l'équation (i6 i/>),
U;=U'-^U''— 2UU
multipliant par dxdydz^ intégrant dans toute Tétendue du prisme à base carrée, les deux premiers termes du
second membre (i8) donnent chacun -rr-» et le troisième
zéroj § LXV. Le dénominateur de (17) sera donc encore
-jr— D'où résulte
rc /%a f*x
^ ^ Jo Jo Jo
La loi du refroidissement par communication dti pritfue triangulaire droit, à base rectangle isocèle, sera dtmc exoriméc parla série (i5); les coefficients M ayant le$ valB^rs numériques déduites de (19)7 quand la connaisa^ce de Tétat initial permettra d'effectuer la triple intégration indiquée.
LXXIL CAS DE L'ÉTAT INITIAL CONSTANT
Particulièrement, lorsque l'état initial est conslani, ou que f = 1, la formule (19) donne
(20) M ^ , .,, '^ . — -on.,
où DU, représente l'intégrale double
{^•^ f ^^J 1 sin in '- sin /' tt " sin /' tt - sin /tt - ) ; - , Jo \ « ^ n a)
car, après la substitution de Uj (i6), l'intégrale simple en
z, qui est zéro quand /" est pair, a pour valeur -zj^— quand f
est impair (2/'-!- i). Il s'agit d'évaluer 3TI. Effectuant d'abord l'intégration en j^, on a
na I ^(i— cos/'ir- ) sin/7r'^ 1
premier résultat que l'on peut décomposer ainsi :
— — I da: [ — sinin sin i tt - |
(21) 'ÎTL = '' / •'^ ■ ^
r.2sinrjr-cos/ir -
— / . 2 sin in - ces /' tt a a ,
«linfenant, soit posé, pour simplifier, cosiV = 7, cosi'Tr = 7'.
La valeur de la première intégrale (21) est évidemment {/ — 7) î <^clle de la seconde, mise sous la forme
/ dx (/' — /) sin (z'-h i)iz- -h [i'^i) sin (1' — /)7r - j
[en observant que cos (i'dr 1)7: = /y], est le produit de
par (i — -/y) — Substituant dans l'équation (ai), il vient
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dernière expression que l'on peut mettre sous la forme
,,, ^'['"(■ + 7')fi-7)+''('-f-7K»-7')]
Or cette valeur de OTL sera nulle si i et /' sont tous deux pairs, par y = y'= i -, elle sera aussi nulle si i et i' sont tous deux impairs, par y = y'z= — i . Elle ne subsistera que si l'un de ces deux nombres est pair et l'autre impair : si I = 2J et i' = 27' 4- 1 , elle est
et, si 1=: 2/ -h I et /' == 2/', elle devient
Or, ou peut adopter exclusivement le premier groupe de valeurs des (1', i'), d'après le § LXVI, et composer M ( 20) avecOTL (24) ; ce qui donnera
En résumé, dans le cas actuel, la fonction V sera donnée par la triple série
2yt?
(v-'-(-i)[(V+i)'-(2yr]^
dans laquelle '^ et S* sont, pour simplifier,
,t? = sin 2 /"tt - sin (2/ 4- i ) tt sin (2 /' H- ! ) tt - sin 2 /tt - ?
THÉORÈMES, ET VÉRIFICATION
La fonction \» (28) donne la loi du refroidissement d'un mur indéfini , perpendiculaire aux z , d'épaisseur c, ayant primitivement une température constante prise pour unité, et dont les deux faces sont entretenues à la teinpéràture zéro. La fonction ^^(x,.r) (^9) donne la loi du refroi^ssement d'iin prisme indéfini, parallèle aux z^ et dont la section droite, B, est un triangle rectangle isocèle de côtés (a, a, asji) lorsque sa température primi tive étant i, ses trois faces sont entretenues à la température zéro. Et la fonction V, qui donne la loi du refroidissement dans le prisme actuel, de base B, de hauteur c, est le produit
des deux fonctions appartenant aux deux solides indéfinis qui comprennent ce polyèdre.
L'eut initial f = i, devant être reproduit, quand on annule ^, V(3o) doit se réduire à l'unité, et puisque le facteur V^ devient i , § LXIII, il faut qu'il en soit de même du facteur ^{x,r)' De là résulte ce théorème d'analyse, que la
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double scric trigonouiétrique eu (x, y) (30 ^ 'J""
où <? ala valeur (27), est invariablement (-r J à Tinté-
rieur de la base B ( ou du triangle aux côtés, j^ = o, j^ = x, X = a), tandis qu'elle est essentiellement ^éro, sur le périmètre de cette base.
On peut vérifier ici la conséquence signalée au § LXVI. Si Ton adopte exclusivement le groupe de valeurs (/ = 2/-f- 1 , f = 2;'), et que Ton compose M (20) avec OTi' (24 bis)^ on arrive à la série
\Hf)'
dans laquelle ■<?' et G" sont
X Y ce y
'vî>'=sin(2/*H- i)7r-sin2/7r sin2/7r-sin (27-+- i)ir->
e'»=[(v-Hi)'-*-(2/)']^-
Or, en changeant à la fois les «ignés au numérateur et au dénominateur de la fraction
(2/)^-(2y4-ir
on voit clairement que la nouvelle série (32) n'est autre que la première (26) écrite avec y*' au lieu de 7, et réciproquement. Ces deux séries sont donc identiques.
Généralement, la fonction V(i5), formée avec les
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Uj (16), exprime Téial calorifique d'un milieu solide, indéfini dans tous les sens. La température est nulle, à toute époque, non-seulement sur les trois suites de plans orthogonaux qui découpent cet espace en prismes carrés égaux, mais en outre sur les deux familles de plans diagonaux représentés par les équations
où le paramètre n est un nombre entier. La symétrie inverse existe pour tous ces plans à zéro; et l'état initial d'un seul des prismes triangulaires composants, assigne celui de tous les autres.
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TÉTRAÈDRES i, ET ~
Deux plans diagonaux à xéro, ou sans flux. — Prisme triangulaire 7» — Refroidissement du cube. — Trois plans diagonaux à zéro. — Tétraèdre 7; son refroidissement — Six plans diagonaux à «éro. — Té*
traèdre —7; son refroidissement.
§ LXXIV
DEUX PLANS DIAGONAUX A ZÉRO
Tout n^est pas dit sur le prisme droit à base carrée: sa symétrie géométrique, et les diverses formes de la série qui exprime son refroidissem.ent, conduisent à d'autres conséquences qu'il importe de signaler. Rapprochons ici, pour plus de clarté, les deux groupes
U = sm l ir - sm I ir - SïUiit -9 a a c
( 1 ) / U' = sin /'tt - sin 1 tt - sin/'V - »
W == sin /tt - sin /tt - sin i" tr - »
l3o HUITIÈME LEÇOM.
des fonctions^ et des constantes correspoudaules, qui servent à composer les deux séries
(4) V=^M(U-hU')^ ^^jNWe *;
• lesquelles expriment le refroidissement par communication du prisme à base carrée, la première (3) lorsque le plan diagonal, y =• x, conserve la température zéro, la seconde (4) lorsque ce plan reste imperméable à la chaleur.
On peut limiter le nombre des termes de la série (3), de telle sorte que V soit nul, quel que soît t, non-seulement sur le plan diagonal j z= x^ mais aussi sur son conjugué X -h/ = a. Le facteur en (x, y) de (U — U') qui est
(5) sin iit - sin Z' TT - — sin î'tt - sini ir - ^ ' a a a a
peut se mettre sous la forme
ces ^[ix — l'y) — ces — ( fo: + V y) — ces - [i' X — iy) + cos - (i' x -h iy)
et, remplaçant la différence des cosinus de chaque colonne par le double produit dts sinus de la demi-somme et de la demi-diflerence des arcs, sous celle-ci :
. i -^ i' X — X . / — i' JT -f- V
sin TT ^ . sm TT ^
2 fl 2. a
— sin TT • sm 7f — 5
a la
qui montre que ce facteur s'annulera pour x -^-y = a, si
PRISME CARRÉ. l3l
et sont des nombres entiers; c esl-a-dire si i
et l' sont, ou tous deux pairs, ou tous deux impairs. Il suffira donc de supprimer les. termes de la série (3)
dans lesquels i et i' ont des parités différentes, pour que le second plan diagonal ait la température zéro, comme le premier, pendant toute la durée du refroidissement du prisme à base carrée. D'où Ton peut conclure que la symétrie calorifique inverse existera de part et d'autre du nouveau plan : car n et n' étant deux points symétriquement placés par rapport au plan x -hj = a^ si (a:, y, z) sont les coordonnées de /i, on passe de /i à n\ en remplaçante: par a — Jy^^ y P**" ^ — ^î dans le facteur (5), qui devient alors
cos 1 7r ces i
(y or. y 3C\
sin/TT - sin/'TT sin/'w -sin/7f - ) a a a a]
et, cos/tt cosi'tt étant -H i, puisque i et i' ont actuellement même parité, ce facteur a changé de signe en conservant la même valeur absolue.
DEUX PLANS DIAGONAUX SANS FLUX
On peut limiter le nombre des termes de la série (4)» de telle sorte que non-seulement le plan diagonal, y r=.x^ soît imperméable, quel que soit f, mais aussi que son conjugué, j: -f- j^ = û» le soit pareillement. Pour tout élément 0), parallèle au dernier plan, la fonction îî, facteur du flux qui le traverse, est
I [dy dy\
il faut donc que la somme des dérivées en x et en y^ ai*
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V (4), s'annule pour jc -f- ^ = «, et cela quel que soit t \ ce qui exige que cette condition soît vérifiée séparément par le facteur en [x^y] de chaque exponentielle. Dans la série
double ce facteur étant *sin ITT- sin ITT-» la- somme de ses
deux dérivées, qui se réduit à — siniTT > satisfait à la
condition posée. Dans la série triple, le facteur en [x. y) se
compose des deux termes de (5) réunis avec le signe (-+-) ,
à l'aide de deux transformations successives, semblables à
celles de (5), la somme de ses dérivées peut se mettre sous
la forme
(i-f/')7f. i-\-i' x-i-y z — i" J7— jr
•^ — Sin TT ' • ces TT
a la 1 a
i . Sm ' TT — • COS TT
qui montre que cette somme s'annulera pour x -h y = û, si
et sont des nombres entiers, c'est-à-dire si i
et i' sont, ou tous deux pairs, ou tous deux impairs.
n suffira donc de supprimer les termes de la série triple (4)» dans lesquels i et l' ont des parités différentes, pour que le second plan diagonal reste imperméable comme le premier, pendant toute la durée du refroidissement du prisme à base carrée. D'où l'on peut conclure que la symétrie calorifique existera de part et d'autre du nouveau plan : car, pour passer du point n à son symétrique //, il suffit de remplacer x par a — y, et y par a — a: ; alors le facteur en (x, y) de W reprend la même valeur, multipliée par COS* ITT ou -h I ; et le facteur en (x, y) de (U 4- U') reprend aussi la même valeur, multipliée par cositt cosi'n ou + i, puisque /* et i' ont actuellement la même parité.
PRISME TRIANGULAIRE
§ LXXVI
PRISME TRIANGULAIRE
La série (3) limitée aux termes dans lesquels les entiers (z, i') ont même parité, n'exprime particulièrement le refroidissement du prisme à base carrée, que si les quatre prismes triangulaires, découpés par les deux plans diago-
Fig. 8.
naux, ont des températures primitives symétriquement égales et de signes contraires par rapport à chacun de ces plans \ de tqjle sorte que Tétat initial, d'ailleurs quelconque, de l'un de ces quatre prismes, assigne nécessairement celui des trois autres. De là résulte, que la même série ainsi limitée, exprimera généralement le refroidissement du premier prisme triangulaire (Or'AB'CF), lorsque ses cinq faces
jr=o, j:=7, a: = a— j, z = o, z = c sont entretenues à la température zéro ) en bornant au vo-
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lume que comprennent ces faces, les intégrales qui déterminent les coefficients.
Ce polyèdre, que nous appellerons prisme triangulaire jt
a encore pour base un triangle rectangle isocèle 5 il est donc
jie même forme que le prisme triangulaire -> et la série
actuelle qui exprime le refroidissement du même corps ne différera de celle du § LXXI, que par la position des axes
coordonnés, et par -p substitué au côté a. Mais la série
particulière (4), pareillement limitée aux termes dans lesquels (/, /') ont même parité, pourra servir à exprimer généralement, ou pour tout initial, le refroidissement du même corps dans un cas nouveau : celui où, les deux bases et la face hypoténuse étant entretenues à zéro, les deux faces latérales orthogonales sont imperméables à la chaleur.
LXXVIL REFROIDISSEMENT DU CUBE
Lorsque, dans le parallélipipède rectangle, les trois côtés sont égaux, le polyèdre devient un cube^ et la loi de son refroidissement par communication est toujours exprimée par la série (^3), § LXII. Mais il arrive alors que la même exponentielle peut appartenir à six termes : car, puisque c = 6 = a, la valeur générale de 0* devient
et, si les («, i\ i") sont différents, cette valeur est la même
CUBE
pour les six fonctions
U, = sin / TT - sin /' TT --sin/"7r-5
U, = sÎQ /' TT - sin /'^TT - sin / TT - »
U3 = sin /"tt - sin / tt - sîn i'n - j a a a
l]\ = sin /" n " sin /' tt - sin /tt - »
l], = sin/'7r-sin in - sinTTf -»
\]\ = sin I TT - sin /" tt - sin /' tr - :
de telle sorte que dans la vsérie V mise sous la forme
(8) V=gu^ *^
le facteur U sera le polynôme
/ M,U,-hM;i]',,
(9) U= -hM,U,-hM',l]'„
(-4-M3U3-hM;U'„
comprenant, six termes quand (1, ^', i'^) sont tous différents, trois termes seulement si deux de ces nombres sont égaux, un seul terme s'ils ont tous trois la même valeur. La reproduction de l'état initial exigera l'identité
L'isolement du coefGcient 31L, de tout terme simple 3Tt<?, faisant partie d'un polynôme U (9), s'obtiendra toujours en multipliant l'identité (10) par 'Çrfcy, et intégrant dans le volume tr du cube : car, par cette opération, tous les termes
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du premier membre autres que le terme choisi, disparaîtront, ceux appartenant à un autre ii* d'après le théorème général (i4)» S LVIII, ceux groupés sous le même 0* d'après le théorème particulier du § LXI -, et l'on aura
/ :Ç'dw
Jts
Le signe symbolique des intégrations définies étant
frffj. ..= 1 dx \ dy \ dz..,y çy c/o *^0 *^0
une triple application de la formule (20), § LX, donnera invariablement f - | pour le dénominateur ; d'où
Avec cette valeur générale de ses coefficients, la série (8) exprimera le refroidissement par communication du cube de côté a, quelque compliquée que soit la fonction f.
Dans cette série (8) appartenant au cube, les trois entiers (1, 1', i") ont absolument des rôles identiques, car ils affectent successivement^ et de la même manière, des arcs en x^ en j^ et en z^ On déduit^ de cette identité, la même conséquence qu'au § LXVI. Si, pour traiter un cas particulier du refroidissement du cube, il faut que, dans le polynôme général U (9), les trois entiers (/, 1', V) aient des parités différentes, que par exemple un seul soit pair et les deux autres impairs, on peut adopter exclusivement- i pour le nombre pair, /', i'^ pour les impairs, et la série (8 ), ainsi modifiée, sera aussi complète qu'il est nécessaire^
TROIS PLANS DIAGONAUX A ZÉRO
On peut établir, entre les coefficients du polynôme U (9), de telles relations que la fonction Y (8) soit nulle pendant toute la durée du refroidissement, non-seulement sur le/» faces du cube, mais aussi sur un des plans diagonaux
(i3) ^=r> z=x, jr = z,
et même sur ces trois plans à la fois. En effet, quand x=y^ le groupe (7) donnant
le polynôme U (9) s'annulera, si
(i5) lil', = — M,, k, = — M,, M'3 = — M3;
d'où résulte, qu'en établissant les relations (i5) dans tous les facteurs U de V (8), on exprime que la température reste à zéro sur le plan diagonal x = J^, lequel partage le
cube en deux prismes triangulaires -? ayant des températures symétriquement égales et de signes contraires. Ces propriétés appartiendront au plan diagonal z = x, si au lieu des (i5) on prend les relations
(16) M', = — M,, m; = — M„ M'3 = — M„ et au plan diagonal j^ = «, si Ton établit celles-ci :
Enfin, si l'on prend
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les relations des trois groupes (i5), (i6), (17), étanl satisfaites à la fois, la température sera zéro sur les trois plans diagonaux (i3), et les temi>ératures du cube seront symétriquement égales et de signes contraires par rapport à chacun de ces trois plans. Posant
( -H u, - U'3 la série V se mettra sous la forme
MU
et ne contiendra que des termes où (1, 1', i") sont différents, puisque U (18) est nul quand deux de ces nombres sont égaux.
Les trois plans diagonaux (i3) partagent le cube en six tétraèdres équivalents, égaux ou symétriques, ayant pour
arête commune la diagonale OCV, du cube, menée par l'origine O. Les quatre faces de ces tétraèdres sont des triangles
rectangles, dont deux font partie de la surface du cube, sont isocèles, égaux entre eux, et à la base B d'un prisme triangulaire -; les deux autres faces situées sur des plans diagonaux, et pareillement égales entre elles, ont pour hy-
TÉTRAÈDRE
poténuse commune la diagonale OCy, et pour côlés (fl, a yâ, a ^3). On se figure assez nettement ce genre de tétraèdre, par le procédé suivant.: Sur un même plan, aux deux extrémités d'une droite LL' égale à a, on élève, en sens opposés, des perpendiculaires, LO, L'C, égales aussi à a-, puis, autour de LL' comme charnière, on fait tourner le plan d'un des triangles rectangles OLL', CL'L, jusqu'à ce qu'il fasse, avec celui de Tautre triangle resté fixe, un angle dièdre droit 5 la pyramide OLL'O' sera le tétraèdre dont il s'agit; et, eu changeant le sens de la rotation, on aura son symétrique.
§ LXXIX
TÉTRAÈDRE i; SON REFROIDISSEMENT.
La série (19) n'exprimera particulièrement la loi du refroidissement du cube, que si la symétrie calorifique inverse existe par rapport à chacun des trois plans diagonaux (i3); les températures primitives, d'ailleurs quelconques, d'un seul des six tétraèdres que découpent ces plans, assigneront donc celles des cinq autres. De là résulte que la même série exprimera généralement, ou pour tout état initial, le refroidissement du premier tétraèdre (OACC), lorsque ses quatre faces
(20) z=o, z=zjr, y=-x^ xzna^
M)nt entretenues à la température zéro.
Ce troisième polyèdre, que nous appellerons le tétraèdre^?
peut-être traité direrlement, en appliquant la solution générale du§LVIL La série (19), dans laquelle, le fadeur
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U (i8) est composé avec les fonctions (7), et 0* a la valeur (6), vérifie l'équation générale (i),§LVII; tous ses termes vérifiant*séparéœent la même équation. Chaque facteur U satisfait aux conditions de la surface, puisqu'il est nul sur les quatre faces (20). Le coefficient M a la valeur générale
(ai) M = --;:; 5
OÙ le signe symbolique des intégrations est maintenant
(22) j du...=: l dx j rfx j iiz....
Toutefois, le dénominateur de M (21) peut être obtenu en étendant l'intégration au volume entier du cube, et divisant le résultat par 6 : car, le carré U* retrouve la même valeur positive dans les cinq autres tétraèdres. Or, en formant le carré de U (18 ), le second membre contiendra six carrés (UJ,U',%...), et des doubles produits (2U1U,, — aU^U ,...)5 multipliant par dxs^ et intégrant dans le volume du cube,
chacun des six carrés donnera -3-9 et les doubles produits
donneront zéro, §LXI-, donc le dénominateur de M (21) sera encore ( - 1 *, d ou
(23) M= [-V r dx f df f dzAV.
Lorsque la connaissance de l'état initial f, permettra d'effectuer les intégrations indiquées, la formule (23) donnera les valeurs numériques de tous les coefBcients de la
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série (19)* Et l'on connaîtra les températures de tous les points du tétraèdre proposé, pendant toute la durée de son refroidissement.
LXXX
CAS DE L'ÉTAT INITIAL œNSTANT.
Particulièrement, si f est constant, et pris égal à Tiinité, il faut évaluer l'intégrale définie triple
I dx \ dy [ ^2s.U, o Jo Jo
où Uest le polynôme (18) composé avec les fonctions (7). En suivant une marche analogue à celle du§LXXII, on évalut trois intégrales partielles, dont la somme donne pour (24) la valeur
prf7r,(i~7)('--7V)
où (7, y', y") représentent respectivement
(cos/tt, cosi'w, COSj"7r).
Or, cette valeur (25) sera nulle, si les entiers (/, 1', i'^), lesquels sont essentiellement différents (§ LXXVIQ), ont tous même parité, par y' y" = y" y = yy'= i; elle sera encore nulle, si deux de ces nombres sont pairs et un seul impair, par y' :=.y" = y'y" =zi^ ou par y"=y = y"y=i, ou par y =zy^=yy^=i. Elle ne subsistera que si un seul des trois entiers est pair, les deux autres étant impairs.
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D'après le § LXXVII , on peut adopter exclusivement le groupe (i pair = 27, i' et i" impairs) 5 et la valeur de M (a3) sera
^'^^ '^'-UJ.-,-'(.--4/)(i"-4/)'
ce qui donnera définitivement
pour exprimer la loi du refroidissement du tétraèdre ^»
totalement immergé dans un bain entretenu à zéro, lorsque sa température primitive est constante et prise pour unité. Cet état initial devant être reproduit, quand on annule f , V (27) doit se réduire à l'unité. De là résulte ce théorème d'analyse, que la triple série trigonométrique
(U étant le polynôme (18) composé avec les fonctions (7), où les entiers /', /'', sont impairs, et 1 pair égal à 27), est invariablement ( 7 ) » dans l'intérieur du tétraèdre limité par
les faces (20), tandis qu'elle est essentiellement zéro sur ces faces mêmes.
§ LXXXI
SIX PLANS DIAGONAUX A ZÉRO
On peut limiter le nombre des termes de la série V (19), appartenant au cube, de telle sorte que V soit nul, quel que soit ^, non -seulement sur les six faces, et sur les trois plans
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diagonaux (i3), aiais aussi sur les Irois autres plans diagonaux
(29) j:4-J=a, z-{-.r = a, jr-\-z = a.
Les mêmes transformations qu'au § LXXIV, montrent que le polynôme U (18) sera nul sur ces trois nouveaux plans, si les trois entiers (1, 1', 1'') ont même parité, c'està-dire s*ils sont, ou tous trois pairs, ou tous trois impairs. Il suffira donc de supprimer les termes de la série ( 19) où les entiers (/, i', /") ont des parités différentes, pour que les plans diagonaux (29) aient la température zéro, comme ceux (i3)i pendant toute la durée du refroidissement du cube. D'où l'on peut conclure, comme au § LXXIV, que la symétrie calorifique inverse existera pareillement de part et d'autre de chacun.de ces nouveaux plans (29).
Les six plans diagonaux (i3) et (29) partagent le cube en vingt-quatre tétraèdres égaux, ayant pour sommet commun le centre de ce polyèdre. Chacun de ces tétraèdres a
Fig. 10.
pour base le quart d'une des faces du cube, ou l'un des triangles rectangles isocèles, de côtés ( — =, —=9 a ), formés par
les deux diagonales de cette face ; sa hauteur - part du sommet même de l'angle droit ^ sou symétrique lui est égal.
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LXXXII
TÉTRAÈDRE -i-, SON REFROIDISSEMENT.
La série (19), limitée aux termes dans lesik}uels les entiers (/, i\ i") ont même parité, n'exprimera particulièrement la loi du refroidissement du cube, que si les températures primitives sont symétriquement égales et de signes contraires, par rapport à chacun des six plans diagonaux (i3) et (29); Tétat initial, d'ailleurs quelconque, d'un seul des vingt- quatre tétraèdres découpés par ces plans, assignera donc celui des vingt-trois autres. De là résulte que la même série limitée exprimera généralement, ou pour tout état ini* tial, le refroidissement du premier tétraèdre (OÎIFB), lorsque ses faces
(3o) z = o, z=zxy y-^zxy yz=a--Xj
seront entretenues à la température zéro.
Ce quatrième polyèdre, que nous appellerons le tétraèdre -7 , peut être traité dfrectemenl, en lui appliquant la
marche générale du § LVII. Chaque terme simple de la série (19), et conséquemment cette série elle-même, vérifient Téquation générale (i) (§ LVII). Chaque facteur U (18), composé avec des fonctions (7) où les entiers (/, i', V') ont même parité, satisfait aux conditions de la surface, puisqu'il est nul sur les quatre faces (3o). Le coefficient M a la valeur générale (ai), où le signe symbolique des intégrations est acluellçraent
Jr /•2 r^a—x ^x
I r/ fj . . . = I dx ï dy j dz. . . .
ts %/o %/X t/O
Toutefois, le dénominateur de M (21) s'obtient plus
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simplement en étendant rintégiatiou au volume entier du cube, et divisant le résultat par 24 : car le carré U' retrouve la même valeur positive dans les vingt-trois autres tétraèdres. Or, comme on l'a vu au § LXXEX, l'intégration, faîte dans le cube, du carré de U (18), développé et multi-
plié par <io, donne six fois la fraction -^ \ le dénominateur
actuel ne sera donc plus cette fraction même^ mais son quart; d'où
(32) M=^^ Ç^ dx Ç" cfy Ç dz.fV.
Et, avec cette valeur donnée à ses coefficients, la série V (19), limitée aux termes où (/, i\ i") ont même parité, donnera la loi du refroidissement par communication du
tétraèdre ~r ayant les faces (3o), quand la copnaissance
de l'état initial f permettra d'effectuer les intégrations indiquées.
n importe de remarquer que cette série limitée comprend deux séries partielles, Tune ceà les (1, i', if') sont tous pairs, l'autre où ces nombres sont tous impairs. Si la première existait seule, V s'annulerait évidemment, quel que soit t,
pour Ix = -j j = -i z = -|>ou sur les plans menés par
le centre du cube parallèlement à ses faces 5 et alors le plan
y = - partagerait le tétraèdre -7 que nous considérons en
deux tétraèdres symétriques (respectivement égaux à deux
tétraèdres ^ symétriques, du cube de côté - | ? et dont les températures seraient égales et de signes contraires, par rapport au plan j- = — D'où l'on conclut que, si l'état ini-
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liai du Ictraèdre -7 apporte une symétrie calorifique directe par rapport au plan j^ = -» la première série partielle disparaîtra nécessairement [par raunulation de Tintégrale (Sa)], et il ne restera que la seconde.
LXXXIII
CAS DE L'ÉTAT INITIAL œNSTANT.
Cesi ce qui arrive particulièrement quand f est constant et pris pour unité. Il suffit alors d'évaluer Tintégrale
Jr-à na-x /»x
} dr j dr i //z.U,
o Jx Jo
quand les (/, i'^i^') sont tous impairs; on y parvient en la décomposant en trois intégrales partielles, et Ton trouve sans difficulté, pour la valeur totale,
^ *^ ii'i"ic' \fj' i' -J^ tj" i" "^ (t''/''h- d/ "*" Gi -f- tj'i'j'
dans laquelle ((T, (t', a") représentent
[ . iiz . i^Tt . i"T:\ sin — 9 sin — , sin — ^
ou bien
ii'i"^^ (^/ + a'i') (^i 4. ^'//" ) (e,'/' + a'^i'^y
en se fondant sur ce théorème d'algèbre, facile à vérifier, que (A, B, C) étant quelconques, on a identiquement
B—C C-~A A-B (B-C)(C — A)(A~B) _ B-hC"^C-^A"^ A4-B"*" (B-f-C)(CH-Aj(A-+-B) ■^^-
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Substituapl la valeur (35) de riiitégrale (33) dans M (3^), et IVI dans \ (19), on a
(36) v^(4yw (<^^-^^0(<^^-^^'")(<^^'~<^^^0 u r''j
pour exprimer la loi du refroidissement du tétraèdre -7 «
primitivement à la température i, et totalement immergé dans un bain entretenu à la température zéro.
L'état initial f = 1 devant être reproduit, quand on annule r, V (36) doit se réduire à Tunité. De là résulte ce nouveau théorème d'analyse, que la triple série trigonométrique
a pour valeur invariable | ^ | à l'intérieur du tétraèdre
aux faces (3o), tandis qu'elle est essentiellement zéro sur
ces faces mêmes U étant le polynôme (18), composé avec
des fonctions (7), où les entiers (i, i'', i'') sont tous trois impairs^ ((T, t/, ^') représentant, pour simplifier, les
sm — > sin — » sm — | •
Dans la série (36), les termes où deux .d^s entiers impairs (2, i\ i'') seraient égaux disparaîtront toujours, par l'annulation du facteur U, car le coefficient général ne peut pas être infini. En effet, tous les entiers impairs étant de deux espèces, ou des deux formes linéaires différentes 47-I-1, 47-f"35 si les entiers (/, i', i") sont de la même espèce, les (a, t/, a") seront tous égaux ou à -i-i, ou à — i,
l48 HUITIÈME LEÇON. TÉTRAÈDRE j^.
et le coefficient devenant
pourra être nul, mais jamais infini; et si les impairs (/, i\ i") sont d'espèces différentes, c'est que Tim d'eux, i" par exemple, sera seul de l'une d'elles ; on aura donc (a== (/ = — (t"), et le coefficient, dfevenant
/4V (i.-i-)(i-4-i")(|-- + J_ \„) ' (/ 4- ,") (,• _ /'') (/' _ r) • ii'i^^'
pourra être nul pari = i', mais ne pourra jamais être infini, puisque ni i, ni i' ne peut devenir égal à i^\ qui est d'une autre espèce.
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PRISME TRIANGULAIRE RÉGULIER
Symétrie calorifique inverse introduite par tout plan à zéro. — Série pour le refroidissement par communication du prisme triangulaire régulier. — Nouveau genre de coordonnées. — Détermination des coefficients et de leur dénominateur.
§ LXXXIV
LOI GÉNÉRALE LORS D'UN PLAN A ZÉRO
Les séries qai donnent la loi iutégrale du refroidissement par communication, des divers polyèdres que nous avons traités jusqu'ici, sont trigonométriques et périodiques. Considérées analytiquement comme s' appliquant à Tespace.indéfini dans tous les sens, elles expriment que la température est zéro, quel que soit le temps, sur plusieurs suites de plans, parallèles et équidistants, décomposant 1 espace en polyèdres équivalents et symétriquement placés. Cette décomposition a une telle analogie avec la constitution des milieux cristallisés, qu'il importe de chercher si elle ne s'étend pas à d'autres polyèdres que ceux qui dérivent du prisme rectangle, ou de ses variétés.
Dans les solutions trouvées, chaque plan a zéro, partage l'espace en deux parties, où les températures sont symétriquement égales et de signes contraires par rapport a ce plan -, symétrie calorifique inverse qui a lieu à toute époque, et conséquemment lors de l'état initial. Or, on peut démontrer que cette loi est reproduite, quand on exprime,
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à Taide d'une série trigonomé trique, que la température reste fixée à zéro sur un certain plan P, pendant toute la durée d'un refroidissement.
En effet, dans toute série, dite trigonométrique, et mise sous la forme
le facteur U est toujours réductible en une somme linéaire de sinus et de cosinus d'arcs polynômes
(2) (X:c-f.^^-_|-vz-}-p)
différant par les signes, et même les grandeurs, des coefficients (X, fi^ v), mais de telle sorte que la somme
(3) e2 = v-^pi»H-v?
de leurs carrés reste la même, afin que Téquation //v ^'U d'V d'V ^,,,
soit vérifiée. La série (i) devant exprimer que la température eat zéro, quel que soit t, sur le plan P, il faut que tout facteur U s'évanouisse lorsqu'on établira, entre les coordonnées, la relation qui constitue l'équation de ce plan. Si Ton passe du système des axes (a:, j, z) k un autre (a/, y', z'), orthogonal comme le premier, et dans lequel le plan P soit pris pour celui des j'z', d'après les propriétés connues des formules de cette transformation, on aura généralement
— — —--— — tl ' ' dF' "^ dy'^ "*■ dz'' "" €lx^ "^ dy^ "*" ;^'
et les arcs (2) prendront une nouvelle forme
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telle que (i"H- fjt'*-|- v'*) sera encore égal au même 0*. Ainsi, la série (i) exprimera le même refroidissement, à l'aide des nouveaux axes, si l'on y transforme le seul facteur U, lequel devra s'évanouir j>our j:/ = o, équation actuelle du plan P.
Or, toute somme linéaire (la plus générale) des sinus et cosinus des arcs polynômes (6) peut se développer ainsi :
(7) Q W'sinVa:' -h C W'cosVa:';
les (W, W") ne contenant que (j\ z'). Chacune des deux sommes partielles (7), vérifiant séparément l'équation (4) transformée par (5), peut être prise exclusivement pour le facteur U, et dans le cas actuel, où U doit s'évanouir pour x'=o, c'est la première qu'il faut adopter. Donc U sera une somme linéaire de termes de la forme Wsini'j:/ et changera de signe avec a/, en conservant la même valeur absolue. Cette propriété, commune à tous les termes de la série transformée, s'étend à cette série elle-même. Donc la symétrie inverse existera à toute époque de part et d'autre du plan P.
[Citons ici, comme un simple corollaire, une seconde loi. Si la série irigonométrique (1), au lieu d'indiquer que le plan P conserve la température zéro, doit exprimer que ce plan n'est traversé par aucun flux ou reste imperméable,
IT
après la transformation précédente, la dérivée -7-7 devant
s'annuler par a/ = o, c'est la seconde somme (7) qu'il faut adopter exclusivement: et U étant alors une somme linéaire de termes de la forme W'cos^'a/, conservera la même valeur lors du changement de signe de jt/. C'est-à-dire que la symétrie calorifique directe existera à toute époque de part et d'autre du plan P. ]
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CONSÉQUENCES DE CETTE LOI
La loi générale, qui vient d^ètre établie, indiquait, trèssimplement^ la possibilité de traiter les polyèdres définis dans les leçons précédentes. La série qui donne la loi du refroidissement du prisme rectangle, dont les trois côtés sont inégaux, quand ses faces sont entretenues a la température zéro, peut exprimer que la température reste aussi à zéro, sur d'autres plans, pourvu qu'ils soient parallèles à deux faces, et qu'ils partagent le côté perpendiculaire (a, ou è, ou c) en un nombre entier n de parties égales ; il suffit de ne prendre pour l'entier (/, ou i'^ ou i") que des multiples de n. Mais la même série ne peut exprimer qu'un plan diagonal, tel qu« ^ = -> reste à zéro 5 car la symétrie calorifique inverse ne saurait exister de part et d'autre de cç plan, puisque les faces (j: = o, j = o) ou [x = «, y = i), qui ont la température zéro, ne sont pas symétriquement placées par rapport à ce plan diagonal. Cela n'est possible que si £ = a, ou si le prisme est à base carrée \ alors, les deux plans diagonaux perpendiculaires à cette base, peuvent conserver, séparément ou à la fois, la température zéro; mais
pas les autres, tel que - = -j ou - = -9 à moins que c ne
soit aussi égal à* a, ou que le polyèdre primitif ne soit un cube.
La même loi générale établit, clairement, qu'il ne sera possible d'exprimer la loi du refroidissement par communication d'un nouveau polyèdre, à l'aide d'une série trigonomélrique et périodique, que si ce polyèdre est tel, que Ton puisse paver tout l'espace avec des polyèdres de même forme,
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symétriquement placés, et de telle sorte que, les plans de leurs faces ayant la température zéro dans toute leur étendue, la symétrie calorifique inverse puisse exister par rapport à chacun de ces plans. Or il existe deux prismes triangulaires droits, autres que celui de M. Ostrogradski, qui satisfont complètement à toutes ces conditions. La base de Fun d'eux est le triangle équilatéral; celle de l'autre est la moitié du même triangle, ou bien le triangle rectangle dont l'hypoténuse est double d'un des côtés. On peut donc chercher l'expression du refroidissement par communication de ces deux prismes, par des séries tri gonomé triques et périodiques. Il suffira, d'ailleurs, d'obtenir la série du premier corps, car elle doit comprendre celle du second, comme la série du prisme à base carrée comprend celle du prisme
triangulaire —
§ L^XXVT.
PRISME TRIANGULAIRE RÉGULIER
11 s'agit d'appliquer la solution générale du § LVII, au refroidissement par communication du prisme triangulaire de hauteur A, régulier ou dont la base est un triangle équilatéral. Prenant l'axe du prisme pour celui des -2, et le centre O de la base pour origine, la fonction V peut se mettre sous la forme
MSID
Pour que chaque terme simple vérifie séparément l'équation générale (i), § LVII, il faut que le fadeur m, qui ne
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coiiûpot que (x, y), vérifie réc|uation particulière
^ ^ d.T* dy^
De plus, le terme simple s'ëvanouissant déjà sur les deux bases (^ = 0, z = /i), par le facteur en z, où 1 est un nombre entier, pour qu*il s'évanouisse pareillement sur les faces latérales, il faut que le facteur u s'annule sur les côtés de la base.
Telles sont toutes les conditions imposées à la fonction u. Afin de les traduire analytiquement : soient, respectivement, (a, a', oi"^ les angles que font, avec Taxe des x, les
perpendiculaires indéfinies, OP, OP', OP", abaissées du centre du triangle équilaléral sur ses côtés \ on aura
(10) a' = a-t-— 5 a"=::aH--~,
et si, par un même point du plan de la base, on mène trois droites respectivement parallèles aux côtés, leurs équations seront
. orcosa -\- y sina = P,
(11) J j:cosa'-H jsina'= P', ( .rcosa"-f-jsina"=P";
(P, P', P''j étant les distances, à l'origine, des points où
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ces droites viennent rencontrer les perpendiculaires OP,
On peut regarder ces perpendiculaires comme étant les axes d'un système de trois coordonnées (P, P', P'^), appartenant à un même point du plan de la base, et vérifiant la relation
P sin(a' — a") -+- P'sin(a" — a) 4- P" sin (a — a') = o
que Ton obtient en éliminant [x^j) entre les équations (i i) et qui se réduit à
(12) P-|-P'-hP'' = o;
car, d'après les valeurs (10), les trois sinus facteurs sont
égaux entre eux, et à ( — — )• Sur les axes OPO^, qui sont
dirigés suivant les trois hauteurs ou les trois médianes du triangle équilatéral, les coordonnées P^-'^ sont positives vers les côtés, négatives vers les sommets.
I.XXXVIL FORMATION DU TERME SIMPLE
Maintenant, r étant la distance du centre aux côtés du triangle équilatéral, ou le tiers de sa hauteur, ou le rayon du cercle inscrit, l'équation à la surface est le groupe complet
(i3) V. = o, quand! '='''' '""^'
lP = r; P'=:r; V'=n
et, pour que la série (i) vérifie ce groupe, il faut que
(i4) u = o, quand ( P = r; P' =: / ; P" = r).
De plus, pour que celle série soit Irigonométriquc, la fonc-
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tion u doit être une somme linéaire de sinus ou cosinus d'arcs polynômes de la forme
(i5) :;/p-+-wP'-4-/jP" •
différant par les constantes (/, m, /?), mais de telle sorte, que Téquation (9) soit vérifiée avec la même 0' par tous les termes de cette somme.
Or l'arc (i5) devenant, à Taide des formules de transformation (11),
[(/ ces a -I- /w ces a' -f- /ï ces a" ) x' -t- ( / sin x -k- m sin a' + // sin a")^J,
son sinus ou son cosinus vérifiera réc|uatioii (9) si
2/w/icos(a' — a'^)-h 2/7/cos(a" — a)H- 2///2COs(a —a'), OU, puisque, d'après les équations (10), les cosinus facteurs
des trois derniers termes sont égaux entre eux, et à ( ) ,
si l'on a
(16) ô'=(/2-f-/?i'-|-/22)— (ntn-\-r^-+-lm)i
et, cette expression étant symétrique en (/, m, w), les sinus et cosinus des six arcs différents
i (/P4-/wP'-H/?P"), («P + /wP'-+-/P"),
(17) I (/?iP-}-/iP'-|-/P"), (wP-+-/P'-h«P''), ( («P-+-/P'-|-/wP"), (/P-|-/îP'-}-/wP"j,
vérifieront l'équation (9) avec ce même 0* (ï6).
La fonction u sera donc la somme de tous ces cosinus et sinus, multipliés par des coefficients indéterminés, et contiendra ainsi douze termes. Il restera à chercher quelles valeurs des constantes (/, m, n)^ quels rapports des douze coefficients, donnent à cette somme la propriété (14) de s'annuler sur le périmètre de la base. Recherche inévita-
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bleiueiil longue et minutieuse, mais qui ne présente aucune difficulté particulière, et que nous supprimerons, en nous bornant a poser synthétiquement les résultats obtenus, et à constater qu'ils satisfont complètement aux conditions imposées.
LXXXVIII
FACTEUR EN (r, j) DÉFINITIF.
Voici ce que Ton trouve. Les constantes (/, m^n) doivent
être respectivement les produits d'un même facteur ( — )»
par trois nombres entiers (A, a, v) positifs ou négatifs, vendant la relation
D'après cela, des deux parties de ()' (i6), la seconde, avec son signe, est égale a la moitié de la première, et
Les douze coefficients s'expriment linéairement à l'aide de deux d'entre eux, lesquels peuvent rester indépendants ; de telle sorte que la fonction totale u devient
(20) w = M,tt,-|- M2W2,
les fonctions partielles Ui et Ut satisfaisant, chacune séparément, à toutes les conditions.
La fonction (20), ainsi obtenue, est en quelque sorte indéterminée : car si l'on pose
(^i, yi» (3», 7î) étant des constantes arbitraires, cette fonc-
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lion II totale s écrira ainsi :
et les nouvelles fonctions partielles u\ et i«, satisferont encore anx équations (9) et (i4l- Ce qui conduit à une infinité de formes différentes, toutes également admissibles. Mais, en assignant aux constantes (S,> y.) des valeurs convenables, on obtient une forme qui donne, plus directement que toute autre, outre la série du prisme triangulaire r^;ulier, celle du prisme dont la base est le triangle rectangle ayant l'hypoténuse double d'un côté; et c'est sous cette forme que nous présenterons la fonction totale u (20). Prenant les six arcs polynômes différent^ .
— Ta P -i_ « P' -|_ V P" -h 3 Kr\ = A, ,
£f /ptP -h vP' -h A P" 4- 3pir) = A,, i5(vP-h).P'H-uP"-h 3vr- = A3,
— ( V P 4- ft P ' -h A P" H- 3 V r ) = A ; , 9'*
^rfAP-f->P'^-vP''^-3pl^) = A;,
1 ^(>.P-+-vP'-hftP"-+.3Xr) = A'3,
(>t désignant les cosinus et sinus de ces arcs par les simples lettres c et 5, respectivement affectées des mêmes indices et accents que la lettre A, on a
(22) tt, = I -h Ci^ c\ U; = l 4- *2 -4- *',
Il s'agit de constater que ces fonctions (aa), qui vérifient
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réqualîoD (y) avec le même 6* (19)9 satisfont aux conditions (i4)-
LXXXIX
FORMATTOX DE LA SÉRIB TOTALE.
Mais il importe de savoir d'abord ce que devient la fonclion u (îèo) quand deux des entiers (X, jui, v) sont égaux. Soit fx = X, et V = — ai d'après (18) ; par la substitution dans chaque arc (21)? des trois coordonnées J?^J- celle au
facteur v restera seule avec 5— i>our coeflGcient, quand
on aura remplacé la somme des deux autres par sa valeur déduite de (la); et Ton aura immédiatement
A'. =r A, = V^ ('•— P) — aXîr.
Avec ces valeurs, dans les fonctions partielles (22), la seconde colonne détruit la première pour a,, tandis qu'elle la double pour u,. Ainsi u^ n'existera p^s, et si Ton pose, pour simplifier,
(23) r-P = ,7, r-F = ;?', r-\^ = p'\ i/j est égal à deux fois
, -, ,^ . 2>7r . l\Tt , . sXtt ,,
(24) W = 8in y^A^-hsin-^A^'+sm— ^ .
Donc, en remplaçant 2 M, par un nouveau coefficient N, la fonction h (20) se réduit à NW, quand deux des entiers (i, |ut, v) sont égaux. Et, si Ton réunit les termes où le fac- •
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Urur u a celle forme, la fonclion V (8) se eomposera ainsi
NW sin/ir -7' fi
la série double s'ëteudant à tous les entiers i et X compris cuire zéro et Tinfini;- la série triple à toutes les'valeurs de I, et des deux nombres essentiellement inégaux X et |ùt, en prenant v = — (X -f- u).
8 xc.
VÉRIFICATION DE L'ÉQUATION A LA SURFACE
Ou i^eut regarderies [p^ //, p"), introduits dans W (^4), comme formant un autre système de trois coordonnées, vérifiant la relation
i\ue donnent les équations (a3) d'après F identité (12). Ces coordonnées, toujours positives à Fintérieur du triangle équilatéral, ne sont autres que les perpendiculaires abaissées d'un même point sur les trois côtés. Avec ce système, les équations des côtés sont [p = o, /?' = o, p" ^=: o). De là résulte que W (24) est nul sur le périmètre de la base : car, par exemple, lorsque ^ = o, le premier terme s'évanouit, el le troisième détruit le second, puisque p" = ^r — p\ d'après Féquation (26).
Revenons maintenant aux fonctions conjuguées (22), dans lesquelles les entiers (X, jut, v) sont inégaux, de telle sorte qu'aucune des différences
(27) p. — V = >,, V — \=p,, X — fX = V,,
^ ne soit nulle. La demi-somme et la demi-différence des
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deux arcs Aj et A3 ( -i i), où la coordonnée P a le même facteur A, sqnt, en observant que ([i H- v) (P-f- P*') est égal à AP, d'après les équations (1 '2) et (18), et introduisant, pour simplifier, X| (27) :
Le double du sinus du premier des arcs (^8), successive-^ ment multiplié par le sinus et le cosinus du second, donnera respectivement la diflérence (ci — c\) pour Uj, et la somme (.^iH-^'a) pour u^. Le couple (Ai, A',) où P a le facteur (jt, et le couple (As, A',) où P a le facteur v, don-? neront des résultats homologues. Et Ton aura définitivement
sin ^ (P -tr 2r) sin ^ (P'- P'M 3/* gr ^ .'
tt, = 2^ H- sin^ (PH- 2/-) »in Î^{P'— P'')
- sin ^ ( P -h 2 r) sin — ( P' - P'M ; 3r^ ' g''
sin — (P -H 2 r cos -L_ .'p' — p'' ) 3r' gr ^ ^
«,= 2] -H sin^ (P -h 2r) cosî^ (F — P") ^ 3r/ 9''
- sin yi (P -+- 2 r) cos — (F -- P").
Or (X, |:x, v) étant des nombres entiers, ces valeurs (29) s'annulent quand P = r; car le premier facteur de chaque ligne devient le sinus d'un multiple de tt. Donc les fonctions Ml et 1/2 (22) vérifient la première (i4)» Les arcs (A3, A',) où P a le facteur A donnent^ en rem-
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plaçant (/[/.-f-v) (P + P) par /P', et 3 (y H- v) /• par — 3Xr, la première du groupe
A. -4- A', _ ur ,
les deux autres s'obtenant de la même manière. Les sinus de ces demi-sommes entrent respectivement comme facteurs, dans les trois différences (v^ — c,), (c', — c, ), (cj — c,), composant ii, , et dans les trois sommes (s^ H- ^', ) , {^i + *', )i (Sf-\- y,), composant i/,. Or ces sinus s'annulent avec leurs arcs quand P= r; donc les fonctions m, et.iij vérifient la seconde (i4)« En groupant les arcs (21) par les facteurs de V\ on constate pareillement que «i et u^ s'évanouissent ({uand P''= r.
§ XCl.
FORMULE GÉNÉRALE DES COEFFICIENTS
Ainsi tous les facteurs (W, Wi, u^) vérifient le groupe partiel (i4)i ^^ puisque les sinus en z s'annulent sur les deux bases, la fonction V (26) satisfait au groupe com-' plct (i3) de Téquation à la surface. Celle fonction (25) exprime donc la loi intégrale du refroidissement par communication du prisme triangulaire régulier. Il reste à déterminer les coefficients (N, Mj, M^) quand Pétat initial f est donné. S'il s'agit d'isoler N, le théorème général du § LVIII suffit^ mais pour isoler M, et M,, il faut y joindre ce lliéojème particulier que, a, et 1/2 étant les deux fac-
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leurs (as) correspondant au même â', Tîntégrale
est zéro. En effet, sur l'axe OP on a évidemment P' = P", et m, m' étant deux points sjmétri<}iieiiient placés par rapport à cet axe, pour passer de m à m\ comme on le reconnaît facilement, il suflSt de changer V en F' et P^ en P; alors, i/j (29) reste le même, tandis que iij change de signe en conservant la même valeur absolue; l'int^rale précédente est donc nulle, comme étant composée d'éléments, positifs et négatifs, en même nombre et qui se détruisent. De là résulte la formule générale
dts.ï'OûniTT-j,
«vr. -^^
/ dra.'O^sm^in^
DU étant successivement (N, Mj, Mj) quand XD est respectivement (W, Uj, i/,). Le signe des intégrations se décompose
ainsi
' dfT...
J\ dm, • = I ^^ M
//(jetant un élément de surface^ et / indiquant une inté-
. I indiquant
gration faite sur tout le triangle équilatéral. D'où résulte la formule définitive
Jf dz,ÇdfT.ît)sk
)smi7r- (3o) ^>^=T-
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en remplaçant, au dénominateur, l'intégrale définie en z
h par-.
§ XCIL
GROUPE COORDONNÉ POUR LES INTÉGRATIONS
On peut prendre pour d(j\e parallélogramme élémen-> taire, formé par des parallèles aux côtés (p' = o, p'' = o), dont la hauteur est dp", et la base le quotient de dp^ par
sin-^*, ce qui donne
Il faut ensuite exprimer les fonctions (t), f) à l'aide des deux seules coordonnées p' et p"^ en y faisant
Enfin, regardant p' comme constant, on intègre d'abord en /?" depuis le côté p" = o, jusqu'à celui p = o, où p" = 3 r — p^'^ puis on intègre en p^ depuis le côté p^ = o, jusqu'au sommet opposé, où p' = 3 r. De telle sorte que
Toutefois, pour obtenir le dénominateur de (3o), on peut étendre l'intégration en p"^ comme celle en p\ de o à 3 r, et prendre la moitié du résultat, ou
(33) p(T.t)' = -l r ^^dp' C '^ dp'^XDK
Car, le plan P = 7* étant à zéro, la symétrie calorifique inverse existe de part et d'autre, de ce plan^ §LXXXIV, et t!)*
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retrouve les mêmes valeurs positives dans les deux moitiés du losange dont le côté P = r est la diagonale. Au lieu du couple coordonné [p\p")^ on peut prendre, ou (p", p)^ ou (p-) p')' D'après cela le dénominateur de N se calcule facilement.
En effet, quand t) est W (24), l'intégrale totale (33) se compose de trois intégrales partielles aux carrés des sinus, et de trois autres aux doubles produits^ or, en changeant le couple coordonné de l'une à l'autre, on voit que les trois premières doivent avoir une même valeur, ainsi que les trois dernières, et puisque
Jo Vo .3'- ^ Jo 3r
l'intégrale totale se réduit à trois foi s le produit de -^ par^— ; on a donc
Ainsi la valeur générale (3o), pour le coefficient N , est
(34) N = i— r dz fd
gr^h^3 Jo J<j
Le calcul direct de l'intégrale totale (33) quand tD est «1 ou Wgî est beaucoup plus long. Il faut d'abord exprimer les arcs ('21) enp\p", A l'aide des formules de transformation (3i)^ de la relation (12), et en introduisant les différences (Xj, |:xj, v,) (27), on trouve
4 / ^, Ocr.fWsin/TfT-
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Il importe de remarquer ici, que les équations posées {a^) conduisent aux relations
desquelles les trois dernières établissent la congi*uence multij>Ie
(3«j) X.^pii^v, (mod.3).
Les trois nouveaux nombres entiers (À|, fx^, Vi), desquels on au moins est négatif et aucun n est zéro, ont donc leur somme nulle, comme les (X, jui, v)*, mais ils s'en distinguent essentiellement par cette propriété, qu'étant divisés par 3, ils donnent tous le même reste (ouo, ou -h i, ou -h a).
§ XCIH.
ÉVALUATiœ^ DU DÉNOMINATEUR.
Avec Ui ou M, (aa) au lieu de tD, l'intégrale totale (33) se compose de dix intégrales partielles aux carrés des cosinus ou sinus, et de quinze autres aux doubles pixxluits. Comme on pouvait le présumer, ces dernières étant réunies donnent toujours zéro, et les six premières conduisent à la valeur totale gr'VS. Constatons d'abord ce dernier fait. La double intégration (33) relativement au carré du cosinus ou du sinus de l'arc Ai (35), peut s'indiquer ainsi
En l'ellcctuanl, on a, pour le premier terme i de la paren-
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ihese, — -=-, ei pour le second
iTT
ou bien, en remarquant que le premier lerme de la dernière parenthèse est Funité d'après une des relations (36), que le second et le troisième ont une même valeur, — y, d'après la congruence multiple (37), plus simplement
Cette dernière partie est nulle quand 7=1, c'est-à-dire quand les (i|,pi, v,) sont congrus à zéro, ou tous divisibles par 3.
Si cela n'est pas, répétant la même suite d'opérations sur chacun des carrés des cosinus ou sinus des autres arcs (35), puis additionnant les six résultats, on aura évidemment
et la seconde partie de cette expression s'évanouit, puisque aucune des difTérehces(Xi, p,, V,) n'est nulle tandis que leur somme l'est. Des conclusions semblables à cette dernière, et auxquelles on arrive par des calculs analogues aux précédents, démontrent la disparition des quinze intégrales partielles aux doubles produits, soit isolées, soit réunies, suivant les trois cas de la congruence multiple (Sj). Cette dernière démonstration, inévitablement longue, ne rencontre aucune difficulté nouvelle. On a donc définitivement
(38) fdfj . u] = ÇdG . u\ =^ 9/'^ v/3.
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Ainsi quand tD est Mj ou m,, la valeur générale (3o) donne, pour Ml ou M,,
(3q) M; = ;= f dz I dtT.ÏUisinin 7-
Enfin, avec les expressions (34) et (39) de ses coeflScients, la fonction V (25) permettra d'évaluer, numériquement, les températures variables des points du prisme triangulaire régulier, totalement immergé dans un bain à 2iéro, quelque compliqué que soit l'état initial.
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PRISME TRIANGULAIRE HÉMIRÉGULIER.
Refroidissement par communication du prisme triangulaire 1»«mirégulier.
— Cas de l'état initial constant du prisme régulier, et de Thémirégulier.
— Refroidissement lorsque les faces latérales sont imperméables.
GROUPES DE SÉRIES DISTINCTS
Les séries tri gonoraé triques et périodiques, qui résolvent analytiquement le problème du refroidissement de divers corps de forme polyédrique, constituent réellement deux groupes distincts. Dans le premier, toutes les solutions particulières ne sont que des conséquences de celle du prisme rectangle. Dans le second, les solutions partrculières pro« viennent de celle du prisme triangulaire régulier. Les deux séries primitives, qui servent de bases aux deux groupes, ont des formes essentiellement différentes : dans celle du prisme rectangle, le facteur de Texponentielle, pour chaque terme simple, est le produit de trois sinus ou cosinus, dont les arcs ne varient chacun qu'avec une seule des coordonnées^ dans celle du prisme triangulaire régulier, le facteur en (jc, j-) est une somme linéaire de sinus ou cosinus d'arcs polynômes. C'est ainsi que chacune signale ses propriétés cararléristi([nes, qui seraient masquées, ou resteraient inaperçues, si Ion ramenait les deux séries à une forme commune.
l^O DIXIÈME LEÇON.
La première série géuérale, très-aucieniiemenl connue, cl qu'on peut dire classique, a pu nous conduire rapidement à ses diverses conséquences. Mais la seconde, plus récemment intipduite, exige des vérifications plus développées; et, pour achever son étude, il est indispensable de prolonger, ici, la suite des numéros d'oitlre donnés aux formules de la leçon précédente, que nous serons obligé de citer à chaque nouveau pas.
§ xcv.
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Lorsque, dans la fonction V (^5), on remplace P' par P''^ etP^'parP', les termes aux facteurs W (24)eti/j (29) restent invariables, tandis que ceux aux facteurs //j (-29) changent de signe en conservant la même valeur absolue. Delà résulte que, si Tétat initial apporte une symétrie calorifique inverse par rapport au plan P'' = P', tous les coefficients N et Ms disparaissent, et ceux Mj restent seuls ; car, dans les deux moitiés du prisme triangulaire régulier découpées par ]e plan P'' = P' les trois produits f W, fx/^, f«,, retrouvent alors les mêmes valeurs absolues, mais f W et f i/j avec des signes contraires, et f «i, avec les mêmes signes; les intégrales (34) et (Sg) se composent doue chacune de deux intégrales partielles, qui se détruisent pour N et pour M,, et qui se doublent pour Mj.
La série V (a5), ainsi réduite à
(4o) V=: ^W M,«,sin/7r- e
sera nulle avec les facteurs z/,, et à toute époque, sur le plan P'' = P'; et, par suite de lexislence de ce plan à zéro, la symétrie inverse de Tclat initial sera conservée
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pendant toute la durée du refroidissement. La série (4o)i qui n'est que particulière quand il s'agit du prisme triangulaire régulier, est générale pour sa moitié, ou pour le prisme triangulaire, que nous appellerons hémirégulier ^ et dont la base est le triangle rectangle ayant son hypoténuse, ar v/3 , double de l'un des deux autres côtés, lesquels sont (r^3, 3r).
Si Ton adopte le prisme dont la base est la moitié ACP^du triangle équilatéral de la figure 1 1 page 154? Téquation à la surface est alors le groupe suivant :
Iz =o; z = A; P = r, ou p z=zo; F=r, ou p' = o; P^'ir^P', OU p"=p'-
Le coefficient Mi a la valeur (3o), en remplaçant t) par Uj , av^ le signe de double intégration
dp\
et prenant pour l'intégrale du dénominateur la moitié de la valeur (38); d'où
"'' ir-p'
Avec cette expression de ses coefficients, la série (4^) donnera la loi du refroidissement par communication du nouveau corps, quelque complicjué que soit l'étal inillal.
RETOUR AU RÉGULIER
On voit avec quelle facilité la solution du second desdeux prismes triangulaires, annoncés au ^ LXXXVJ se déduit de celle du premier. Mais cet avantage n'est acquis qu'en troublant la symétrie des coordonnées P^-'^ Car il a fallu, pour obtenir ce résultat, donner à 3 r dans chaque arc (21) le même facteur qu'à P. C'est par suite de cetlé sorte de préférence attribuée à la coordonnée P, que la fonction /^ (20) prend la forme
(43) « = M,£f, -+- Mjttj,
où la fonction partielle u^ (2g) est symétrique en P' et P''', et où celle Mj s'annule quand P'' = P', c'esl-à-dire sur Taxe OP. Si Ton donnait à 3 r dans chaque arc (21) le même facteur qu'à P', celte fonction deviendrait
u^ étant symétrique en F' etP, u\ s'annulant pour P = P', ou sur l'axe OP'. Et si l'on préférait P'', celte fonction serait
(43") «=M>'; -hm>';,
1/5 étant symétrique en P et P', u\ s'annulant pour F = P ou sur l'axe OP''. Ces trois formes de la fonction u sont nécessairement équivalentes .
EJlessont d'ailleurs identiques, lorsque les trois entiers (A, jEx, v), divisés par 3, donnent le même reste â (ou o, ou -H I, ou -+- 2). Car, dans tous les arcs (21), le terme eh 3r
TT
prenant la forme — (3/'cî) -f- 2;?:, on peut, sans altérer les
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sinus OU cosinus (|ui composent les fonctions (^'i), ou supprimer l'entier;, ou bien le changer en prenant pour fac- L leur de 3 r dans chaque arc un quelconque des entiers (i, a, v). De là résulte que (mj, i/, , u\) sont identiques ainsi
que(/£„ li,, u\),
jNous désignerons la fonction u correspondant à ce cas,
par
(44) p=DXLi^t-hOXL,v^.
Les arcs (11) étant tous exprimés avec le même facteur J pour 3r, i^j est complètement symétrique en (P, P. P''), et s'annule sur les trois axes
De telle sorte qu'en détachant, de la triple série V (aS), tous les termes où
(46) A^pt^v (mod. 3),
pour composer la série partielle
' -[--mil
(47) ^ {3ïllV^-h OÏL^v^) sin iit j - e
cette série sera telle que, si les termes au facteur i^f existent seuls, la symétrie calorifique directe existera par rapporta chacun des trois plans (45) ; et que, si les termes en i^j sont seuls, les trois plans (45) resteront à zéro, et la symétrie calorifique inverse aura lieu pour chacun d'eux. On remarquera que la congruence multiple (46) donne, pour les différences (27), celle-ci :
(4B) \, = ii,^v,^o (mod. 3).
iy4 DIXIÈME LEÇON.
§ XGVII.
RELATIONS DES FACTEURS EN (x, j).
Par le départ de (47)? la triple série de V (25) ne contient plus que des termes simples où (X, jui. v) ne satisfont pas à la congruence multiple (4^). Les trois formes (43) de la fonction u sont alors distinctes. Mais il existe une quatrième forme, indifférente entre (P, F, P'), qui reproduit les trois premières en groupant diversement ses termes. On l'obtient comme il suit. Les entiers (X, y., v) dont la somme est nulle, donnant maintenant des restes différents lors de la division par 3, on conclut facilement que ces restes seront (o, -I- ï, H- 2) dans un ordre quelconque, et que les restes correspondants des différences (Xj^ |uii, v,) seront tous, ou -+- 1 , ou -I- 2 : de là résultent les deux identités
2>.|7r 2a, TT 2v,Tr
cos— ^ = cos-ij-== c9S-Y- = 7,
sm -3- =
. 2a, TT . 2v,7r
sin -^ z= sin -^ = (T,
y étant toujours ( j 9 et a étant I dz — j suivant que
le reste compun aux (X,, fXj, Vj) sera (h- i), ou (+ a).
La somme u^ (22) des sinus des arcs (ai) peut s'exprimer en (a\, u\). En effet, si Ton remplace respectivement, dans les trois premiers arcs, lesfacteurs (X, fx, v) de 3r par leurs valeurs (|:x -t- Vj, v H- X,, X -h fx,) déduites des (27)^ et, dans les trois derniers, les facteurs ( v, ^i, X) de 3 rpar les valeurs (il — Xi, X — V,, V — i^x) provenant de la même source, ces arcs primitivement destinés aux (wj, u^) comprendront les seconds arcs destinés aux (t/', , a.,), avec les termes addition-
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, . .^ / 2v,Tr 2A,7r 2a,7r\ , ,
iiels posihfs (—5-' ~T~' ""l^ ) "^ premiers,
.^ / 2A,7r 2v, yr ^'Pil^\ j 1 . •
ei ceux négatifs I 5—9 5—» 5— 1 dans les trois
derniers. Si on développe ensuite les sinus (22), ainsi transformés, de manière à isoler les seconds arcs, on aura évidemment, d'après les identités (49) ?
Pareillement on introduira les troisièmes arcs destinés aux (/i*^, u",), en remplaçant les facteurs de 3r, (^,fx, v) par (v — /!ii, i — Vi, [x — /,) dans les trois premiers (ai), (v, jEx, X) par (i-hf^i, v-hX|, |UL -h V,) dans les l roi s derniers^ et, en développant les sinus (22) il viendra
On a ainsi la première ligne du groupe suivant :
//2 rr 7tt, -h (Tu\ r= 7 tt" — (T// ,
tf , = 7 a" -I- (T«'] =r 7 «2 — <T «, ,
les deux autres lignes s'obtiennent de la même manière, en partant des arcs destinés aux (u\^ i/',), aux (//*, m'). Or,
y étant ( -*•-)» la sommation des trois lignes (5o) donne
-(wr-ha,-+- fi",) = (T(i«,-+-a, 4- <) = — (T(K,-i-a,-hO,
et (S qui est I dz ^— | cessivement les deux re
n'étant pas nul, on conclut sucations remarquables
(5i) ^«,-4-tt, -4- < = o, u^-\-u\-\- n^=o.
Si Ton ajoute les deux valeurs de m, de la première ligne (r)o),
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on a
OU, d'après la seconde (5i), et puisque y= ? la première de ce groupe
que complètent les deux dernières lignes (5o).
SÉRIE SYMÉTRIQUE POUR LE RÉGULIER
De là résulte enfin que, dans les termes de la série triple (25), où les entiers (i, ^^ v) ne satisfont pas à la congruence multiple (46)^ le facteur u admet la forme indifférente
En effet, avec cette forme on reproduit facilement Tune quelconque des (43)*. remplaçant les deux derniers termes de (5;^) par
^(0i;,'-h 0i;.")« + //;)4-i(0ï,' — x'')« — tt*;),
(a, + u,) par (— "i), (m', — ii\ ) pafr [— uA-, d'après les
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premières (5i) et (5q), et posant ^ . -
on a définitivement la première des formes (43) ; on arrive aux deux autres par des substitutions et des groupements homologues.
Si Ton adopte la forme (53) du facteur u dans la seconde série partielle, qui jointe à la première (47) complète la triple série de V (aS), cette fonction devient
(.% «, -4-X'w , -H^7î>"a'; )siniîr ^ . e
(54) V= \ -h ^(OIL.i^, -4-arL,c^,)sin/7r-.^
-mham.
-f- ^ NW sin i'K -' e
en remplaçant 0' par t' dans la seconde ligne pour indiquer que les entiers (A,^, v) ont changé de nature, et rappelant que, dans la première, l'identité (mj -h m', -h w^ =9 o) a toujours lieu. L'expression de la loi intégrale du refroidissement par communication du prisme triangulaire régulier, étant ainsi développée, conduit plus rapidement que celle (25) à la détermination des coefficients, lorsque Télat initial apporte certaines symétries calorifiques, qui doivent persister pendant toute la durée du refroidissement.
Si la fonction f est complètement symétrique en (P, P', P'), ou qu'elle apporte une symétrie calorifique directe par rapport aux trois plans (4^), les termes aux facteurs (i/i, m,, m",, p'i), qui ne peuvent radmellre, disparaissent par leurs coefficients, et la fonction V (54) se ré-
Iy8 DIXILMK LEC05.
(luit h
Les coefficients (^ „ >) seront donnés par les formules (39) et (34)9 avec ^s au lieu de uj^ et avec le signe de double int^ration (32). Pour donner un exemple de révaluatîon namérique de ces coefficients, considérons maintenant le cas où f est constant et égal à Tunité, lequel cas satisfait complètement à tontes les conditions restrictives de la fonc' tion particulière V (55).
XCIX
CAS DE SON ÉTAT INITUL œNSTANT.
Le facteur f étant Tunité, d'ans les deux intégrales multiples (34) et (39), rintégrale définie simple en z sera-r—
avec i impair ( 2/ -f- i). Pour N (34), la double intégrale de W (24) sera égale à trois fois celle d'un des trois sinus, par suite de rindîfférence du couple coordonné; d'où
ATT
et la valeur numérique complète du coeflGcîent N sera Dans^, (39) pour obtenir la double intégration sur i^,,
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il faut leffectuer partiellement sur chacun des sinus (22), écrits avec les arcs (35), mais en observant que les entiers (A,, fxi, Vi), desquels aucun n'est nul, vérifiant actuellement la congruence multiple (48), on doit leur substituer trois multiples de 3, (3/|, 3in„ 3/i,). Cette substitution étant faite, avec le premier sinus (22) on aura successivement
en remplaçant, lors de la première int^ration définie, (/Il -h m, ) par ( — A) 5 et remarquant que la seconde intégration^ indéfinie, donne deux sinus qui s* évanouissent aux deux limites, undis qu'aucun des nombres (/|, mg, /i|) n'est zéro. Les cinq autres int^rales partielles seront pareillement nulles. On a donc définitivement (^^ = o.
La loi intégrale du refroidissement du prisme triangulaire régulier, primitivement à la température i, et totalement immergé dans un bain à zéro, sera donc donnée par la série double
ou par le produit des deux séries simples
desquelles la seconde doit se réduire a Tunité^ comme la
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première, quand ^ = o, afin que l'état initial soit reproduit. D'où résulte ce ihéorènie d'analyse, que la série trigonomélrique simple
2X7r . 2W , . 2 ATT
sm
s,„_;,4-sin— ;> +sin—p
est invariablement ( - j à T intérieur du triangle équilatéral,
tandis qu'elle est essentiellement zéro sur son périmètre.
Le cas actuel peut être aussi traité en partant de la série (25), plus simple en apparence que celle (54). Mais si les termes aux facteurs u^ disparaissent, dès l'abord, par leur coefficient Mi dont l'intégrale est alors évidemment nulle, on ne parvient à constater l'annulation du coefficient Ma, qu'à la suite de calculs beaucoup plus longs que les précédents. Les entiers (X, fz, n), dont la somme est toujours nulle, n'étant assujettis qu'à la condition d'être tous trois inégaux, leurs différences (^i, fJti, Vj), dont aucune n'est zéro, donnent toujours le même reste lors de la division par 3, et ce reste est, ou o, ou -h 1, ou + 2, sansdistinction préalable. Il faut calculer toutes les intégrales partielles correspondant aux sinus (22), lesquelles ne sont plus nécessairement nulles chacune séparément, et ce n'est qu'après avoir obtenu leur somme, qui est
ç)r^)/3(T n, H-pp, -f- vv,
que l'on reconnaît sa valeur zéro, par g = ô si les (X^. |ui,, Vj) sont divisibles par 3, et, dans tous les cas, par
(59 ) n, -f- ^p, H- vv, rr: o,
identité que l'on obtient en ajoutant les trois étjuations (27) respectivement multipliées par (X, u, v).
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MÊME CAS \H)m\ lhémihèc;umi:h.
Si la forme générale (54) conduit plus rapidement que la forme (aS) aux séries particulières (55) et (56), il n'en est plus ainsi quand il s'agit de parvenir à la série (4^) : car, lorsque Télal initial apporte une symétrie calorifique inverse par rapport à un seul des plans (45), il faut essentiellement mettre la fonction V (54) sous la forme (25) exprimée, soit en (//j, i/j), soit en (//',, m',), soit en (//,, i/^J, pour distinguer, avec certitude, les termes qui doivent disparaître, et ceux qui doivent rester. Mais cette série (4^), qui est la série générale pour le prisme hémi régulier, n'a pas acquis la propriété des calculs rapides.
Lors de l'état initial constant de ce dernier corps.^ le coef-
2 h ficient M, (42), avec f = i, et avec la valeur de
Tinlégrale défiàie en 2:, devienï
pour obtenir sa valeur numérique, il faut eflectuer séparément la double intégration en/?" et p'^ sur tous les cosinus (22) écrits avec les arcs (35); les six intégrales partielles obtenues, étant réunies, leur somme, simpliflée par diverses réductions, donne, pour l'intégrale totale, l'expression
/» ta /. 3 / — p' ^.2
il — ce
P cosXtt ^ I — cospiTr 1 — cosvrr^
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La somiD<: des eniiers (/, p, v) devant èlre zéro, ces nombres sont, ou tous trois pairs, ou un seul pair et les deux autres impairs. L'expression précédente s^évanoait dans le premier cas, et ne subsiste que dans le second. Delà résulte que, lors de Tétat initial consUnt, la série (4o), déjà limitée aux valeurs impaires de Tentier i, se réduit en outre aux termes dans lesquels un seul des nombres (À, fx, v) est pair. On peut adopter (u, v) impairs, et X p«ir; la parenthèse de (60) est alors
d'après l'identité (Sp), et M, est définitivement
3 2 Va, I
ir» ptpi.w, 27-1-1
Ainsi, lors du refroidissement par communication du prisme triangulaire hémirégulier, primitivement à U température i , la fonction Y est la série triple
ou le produit de la série simple V, (Sy) par la série double
laquelle doit se réduire à l'unité, comme V,, lorsque t = o . D'où ce théorème d'analyse, que la série tri gonométrique
^^ fxp.vv,
est invariablement l^\ à rinlérieui du triangle hémi^
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rëguMler, tandis qu'elle estessenlielleinent zéro sur son përimètre.
On peut exprimer le terme simple des séries précédentes^ par les deux seuls nombres impairs [(i^ v), en éliminant les autres entiers à Taide des relations (i8) et (27), qui donnent
\z= — (fA-hv), X,= |x~v, pi, =:2v-hfA, V, = —(2fA4-v);
d'où résultent, pour la constante 0' (19)9 et la fraction facteur
Mais cette élimination de X et ii détruit la symétrie des arcs (21 ) ei(35), et complique la fonction 11^.
SCI.
CAS DES FACES LATÉRALES LMPERMÉABLES
A l'aide d'une niodificatioYi générale et très-simple, la sé|;j|e Y (25) exprime le refroidissement du prisme triangulaire r^ulier dans un nouveau cas, celui DÙ ses deux bases étant toujours entretenues à la température zéro, ses autres faces restent imperméables à la chaleur. Il suffit, pour cela, de remplacer, dans lij, u,, (22), et W (24)9 l«s cosinus par les sinus des mêmes arcs, et réciproquement, c'est-à-dire de prendre i
iSx — s\ i c, 4- c,
W = ces -ô— /? -h ces -5— /> 4- cos-^p' .
Par ce changement, le facteur W devient constant, et non nul, quand X est zéro 5 ce qui introduit dans la série
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double (25) des termes ne variant qu'avec («, «), ef qu'il convient de réunir dans une série simple, sous la forme
(64) ^.Xsin/Trî.^"!'^) ^
La fonction V (26) comprend alors trois parties: la série triple ne s'étend qu'aux entiers (A, ^jl, v) inégaux, par suite du départ de la série double; et la série double ne s'étend qu'aux valeurs de i qui ne sont pas nulles, par suite du départ de la série simple (64).
Il s'agit de vérifier que la fonction \ (aS), ainsi modifiée et complétée, exprime que les faces latérales du prisme triangulaire régulier ne sont traversées par aucun flux. Or le facteur variable du flux qui traverse un élément parallèle à l'axe du prisme a la forme.
expression différentielle qui est évidemment zéro, quel que soit a^ pour tous les termes de la série simple (64)5 où (x^y) n'entrent pas. Il suffira donc de constater que cette même expression différentielle est nulle pour chacun des facteurs (63), quand, a étant a, a' ou a" (10), la coordonnée P, P' ou P''' est égale à r; c'est-à-dire quand l'élément est situé sur une des faces latérales du prisme.
CIL PROPRIÉTÉS DES NOUVEAUX FACTEURS
Les arcs (21) restant les mêmes, les valeurs (11) donnent
dSi 2 7r
— = — (l cos a -4- a cos a' -f- v cosa ) c,,
— = — (>sina-h usma' -f- vsma'Mc,,
dy . \
• ces a -h — sin a I ;
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et les cosinus des angles (a' — a), (a — a"), {(x." — a'), étant tous ( )> d'après les équations (lo), la relation (i8)
conduit au groupe
dsx dss . ).7r
-5- cosa -f- —- sina =:5-c,, ajr dy or
{65) l -j-cosa -h -r sina' = ^c,,
^ ' ^ dx dy 6r
dSy „ r/.V, . ,, VTT
---cosa"-+- — -sina =--c,.
dx dy or
On obtient le groupe homologue, avec les dérivées de c, au lieu de 5, en substituant — 5, à Cj dans les seconds membres. Répétant les mêmes opérations sur tous les sinus et cosinus dewi et Wj (63), on a d'abord, en partant de la première (65) et de son homologue,
dUt du^ . "^ r^ / ' ' \ . / ' \ i Ml
^^®S«-»- ^Sl°a= 37.[^(^'— ^3) + P(^2~^J-^^(^3--C,)],
Or, d'après le § XC, les différences de cosinus dans la première expression, les sommes des sinus dans la seconde, ont les facteurs respectifs
sin — (P -+- 2/*), sm^(PH- 2r), sin^ (P-h arj,
les deux expressions s'annulent donc quand P = /', puisque (i, fx, v) sont des entiers.
On a ensuite, en partant de la seconde (65) et de son homologue,
— cosa'H-— sina'= — [X(r:,— r,)-+-fx(c,— 6-,)-f-v(c,-r3)],
dui dui Tz ,
— cosa' -H — sina'==-~ — [A(A-3-l-/,^-4-a(A-,-f-y,)4-v(^,-hJ,)l.
Or ici les nouvelles dillercnccs de cosinus, les nouvelles
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sommes de sinus ont respectivement les facteurs
stn 37.(P - '•), «»" |7:(P - '•) ' s»° 37. (P - ')'
ces nouvelles expressions s'annulent donc quand P = r. On constate aussi, en partant de la troisième (65) et de son homologue, que les binômes
( îll' cos a" + ^ sin A , ( ^ cos «" H- ^' sina") ■
f^'cosa"+^-- "^ 1'"''- " ■ ''«
s'évanouissent de la même manière quand P'' = r.
Le facteur W (63) satisfait aux mêmes conditions, car il suit des relations (28) et (11) que ses dérivées sont
2X7r / . 2^7r , . 2X7r , ,. . aXir ,,\
-;; — COS a sm -^^ p-h cosa'sm -x—P-^ cos a ' sm-;r— /? 9 or \ ôr^ 3r ' 3r ' /
-;; — I sm a sin -;r — p -f- sm a sm -7; — />'h- sm a' sm -sr-- P I • 3r\ 3/*'^ 3r' 3r^/
ajoutées avec les facteurs respectifs (cosof, sin 0e), elles donnent, par les valeurs (10), la somme
_ |^sin^y,-8.n3p(3r-;,)co»-(/, -p )J,
(//-h//) étant égal à (3r — /;) d'après la relation (26). Or la dernière parenthèse s'annule quand p = o, ou P=:; /\ On constate pareillement que les binômes
(dW , ^W . A [d^N „ dVf . ,\
I — — cosa' -4 ; — sm a' I î I —7— cos a H — -— sm a" J
\ dx dy I \dx dy )
s'évanouissent, le premier quand /?' = o, ou P' = r, le second quand p" = o, ou P" = r.
S cm.
VALEURS DES COEFFICIENTS
Ainsi, la fonction V (26), formée avec les facleui^ (-63), (H complétée par la série (64), vérifie toutes les conditions
FACES LATÉRALES IMPERMÉABLES. iS'y
à la surface du cas-actuél, lesquelles sont évidemuieut comprises dans le groupe général (2); § LVII. Le théorème fondamental (i4)î S LVIII, est donc applicable, c'est-àdire que
(66) fvV'dtj = o
quand U et U' sont les facteurs variables de l'exponentielle dans des termes différents. Actuellement les facteurs
(U,U') sont de la forme MsiniTr-? u' s\n i' t: -^ et, d'après
le § XCI, le signe des intégrations est
j dzj. . . = 1 dz j d(T. . . ;
si donc, a étant égal à /, u^ diffère de ii, le théorème [66) donne
(67) I uu' d(S = G.
L» vl est constant s'il appartient à l'un des termes de la série simple (64), et l'on peut prendre pour u l'une des fonctions (63). On a donc nécessairement, d'après (67),
I w, #/ff = o, j U2d(T = Oy j Vfdaz=.{
équations que Ton vérifle, en appliquant aux fonctions (63)' les calculs indiqués au § XCII.
La première équation (68) est d'ailleurs identique, car, en passant des valeurs (22) à celles (63), les facteurs u^ et 1/2 ont conservé leur symétrie inverse et directe par rapport au plan P"= P'. En effet, par le changement de V en P'' et deP'en F, les arcs (21) (A,, A,, A3) devenant (A'3, A',, A',) et réciproquement, u, (63) reste toujours le même, tandis que UiX^hange de signe en conservant la même valeur absolue. Autrement : si l'on remplace, dans les équations (23),
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les premiers t'aeteui-s, qui scml tous des sinus, j>ar les cosinus correspondants, on passe des valeurs (22) à celle (63), et cela sans changer les seconds facteurs, dont dépend la symétrie inverse pour //, , directe pour c/j.
D'après cela , le théorème particulier du § XCI ayant encore lieu, les coefficients (M,, Mj, N) seront déterminés par les mêmes formules que lors du refroidissement par communication ; et le coefficient X? de la série simple (64) sera, d'après (3o), § XCI,
Xdz / ^/(T.f sin/TT -
Tinlégrale du dénominateur n'étant autre que Taire du triangle équilatéral.
Lorsque l'état initial f ne dépend que de 5, c'est-à-dire lorsque tous les points d'une même section parallèle aux bases ont la même lempéiature primitive, les coefficients (M,, Mj, N) sont nuls, d'après les identités (68), et ^ï> (69) devient
f sin/TT- dz.
La fonction V se réduit donc à la série simple ( 64 ). Elle est .alors identique avec une série V^ (^5), § LXII, qui exprime le refroidi ssqpient d'un mur ou d'une couche solide, comprise entre deux plans (z = o, z = /i), parallèles et indéfinis, entretenus dans toute leur étendue à la température zéro, lorsque Tétat ini'tial est une fonction ( de z seul. Ce qui devait être, puisque, dans ces circonstances, tous les plans perpendiculaires aux faces du mur ne sont traversés par aucun flux, et peuvent, en restant imperméables, servir (le faces latérales à un prisme quelcon(|ue, sans que l'élat calorifique du volume limité soit en rien changé.
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SÉRIES MULTIPLES COMPARÉES
Lorsqu'il s'agit des corps solides homogènes et non cristallins, les polyèdres traités dans les leçons précédentes, sont les seuls dont le refroidissement par communication puisse s'exprimer à l'aide d'une fonction V trîgonométrique et périodique, quelles que soient les températures primitives. Un d'entre eux se distingue par une propriété caractéristique: pour tous, quand l'état initial est constant, la température V est donnée par une série multiple, dont tous les coefficients sont numériquement évaluables-, or, le prisme triangulaire régulier est le seul pour lequel cette série multiple n'est que double. Elle est triple pour tous les
autres. Indécomposable (juand il s'ap;it des tétraèdres 7;^
et ^, [(27), § LXXX, et (36), § LXXXIIl], elle est le
produit, d'une série simple V,^, [(27). § LXIII], par une • série double indécomposable pour les prismes triangulaires
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-» et héini régulier, [(29), ÇLXXII, et (61), SC], de trois
séries simples X^ pour le prisme rectangle, celui à base carrée, et le cube.
Quant à la série double du prisme triangulaire régulier, elle est le produit, d'une série simple V„, par une série V^ [(57), § XCIX], simple aussi, mais de nature essentiellement différente : car, de ces deux séries, formées Tune et Tautre avec des sinus, la première emploie exclusivement les nombres impairs (2/ + !), et la seconde les nombres pairs (aX). D'ailleurs, quand t = o, si la série V„ devient r unité pour tous les points d'une ligne droite, et zéro à ses extrémités, la série V^ devient Vanité pour tous les points d'une surface, celle du triangle équilatéral, et zéro sur le périmètre de ce triangle \ la seconde série a donc une tout autre portée que la première. Ces propriétés analytiques du prisme triangulaire régulier méritaient d'être signalées. Et l'on remarquera qu'il eût été difficile, sinon impossible, de les apercevoir avec un autre système de coordonnées que celui des (P, F, P'^), dont la symétrie est en quelque sorte calquée sur celle du prisme.
Il existe d'autres polyèdres, dont le refroidissement par communication s'exprime encore par des fonctions irigonométriques et périodiques, mais seulement quand l'état initial, d'accord avec leur symétrie géométrique, apporte les symétries calorifiques inverses qu'exige la loi générale du paragraphe LXXXIV. L'exemple qui va suivre indique nettement le moyen de reconnaître tous ces nouveaux po* lyèdres.
§ cv.
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paver toul l'espace avec des prismes de la même forme et syatëlrîquement placés. 11 semble, d'après cela, que la loi de son refroidissement par communication puisse s'exprimer généralement, ou pour toul état initial, par une série trigonométrîque et périodique. Mais, pour qu'il en soit ainsi, une condition essentielle lui manque. Le plan de chacune de ses faces latérales, indéfiniment prolongé, ne contient pas seulement des faces limitant les autres prismes, comme cela a lieu pour les polyèdres précédemment traités ; il contient aussi, et alternativement, des sections diamétrales.
La série doit donc exprimer que le plan d'une face latérale ne conserve la température zéro, que sur des bandes de même largeur, séparées par d'autres bandes d'une largeur double, où la température peut être variable et quelconque. Or, la traduction analytique de ce genre de discontinuité, exige l'introduction de termes, où les variables entrent sous des int^rales définies. Et ces termes, d'une nature que nous ne considérerons pas, ne peuvent disparaître de la série totale, qu'avec la discontinuité elle-même.
Le refroidissement du prisme hexagonal régulier, ne peut donc s'exprimer, particulièrement, par une série trigonométrique et périodique, que si ses faces latérales et ses plans diamétraux satisfont à des conditions identiques. Si les faces sont entretenues à la température zéro, il faut que l'état initial apporte une symétrie calorifique inverse par rapport à chacun des trois plans diamétraux, afin qu'ils conservent aussi la température zéro. Si, au contraire, l'état initial apporte une symétrie calorifique directe par rapport aux trois plans diamétraux, ces plans n'étant alors traversés par aucun flux, il faut qu'il en soit de même des faces latérales, c'est-à-dire qu'elles soient imperméables à la chaleur.
Dans l'un ou l'autre cas, les températures initiales ou variables de l'un des six prismes tri angi^l aires réguliers, dé-
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coupés par les plans diamétraux, assigneront celles des cinq autres. Donc, pour résoudre ces deux cas particuliers, il suffit de savoir traiter généralement, ou pour tout état initial , le refroidissement du prisme triangulaire régulier, lorsque ses faces latérales sont entretenues à zéro s'il s'agit du premier cas, lorsqu'elles sont imperméables s'il s'agit du second. Et ces deux problèmes ont été résolus dans lesleçons précédentes.
Jusqu'à présent des séries particulières, pour le prisme à base carrée, le cube, ou le prisme- triangulaire régulier, sont devenues des séries générales pour d'autres corps. Maintenant Tinverse a lieu : les séries générales du prisme triangulaire régulier, donnent des séries particulières pour le prisme hexagonal. C'est une seconde route, en quelque sorte ascendante, qui peut conduire à de nouveaux polyèdres, et qu'il importe d'explorer. Dans ce but, il est nécessaire de bien établir le premier exemple rencontré, en ramenant à leurs expressions analytiques les plus simples, les deux solutions particulières qui viennent d'être définies.
§ cvi.
FORMATION DES SÉRIES PARTICULIÈRES
Si, dans la série totale et générale (54) du § XCVIII, on supprime la première des trois séries partielles, celle aux facteurs (//i, */,, ii[) ] si, en outre, on ne conserve des deux autres que les termes où les entiers ^X, |!x, v) des (^1» ^2)) ^ de W, sont divisibles par '^, et peuvent être remplacées par les multiples (3/, 3 m, 3/2), la fonction V devient
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Les trois coordonnées (P, P', P") vérifiant toujours la relation
(2) P-hP'-hP'' = o,
le facteur W peut être pris sous la nouvelle forme
(3) W = sm 2 /tt — h sin 2 /ir h sin 2 In — •
Dans les facteurs (1^,, v^) conservés (pour lesquels le résidu lî, du § XCVI, est zéro, ceux aux résidus, d = -|-i, J = -|- 2, étant supprimés), les nouveaux nombres entiers (/, m, /i), qui sont inégaux, et dont un au moins est négatif, satisfont à Féquation
Les arcs polynômes ( 21), du paragraphe LXXXVIII, ont actuellement les valeurs
p-u p-i-//iP' + /ir)=A. ,
(wP-f.«P'-h /P'') = A,,
||^(/îP-f-/ P'H-//iP") = A3,
^|^(/iP-f-/^iP'-h/P") = A'.,
//iP-h/ p'-h/zP") = A;,
(/ P-+-/I P'H-/wP")=A'3,
en supprimant les multiples additionnels de 2 7r (c'est-àdire les 277: du § XCVI), et les lettres c et ^, affectées des mêmes indices et accents que la lettre A, dési-
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gnant les cosinus et sinus de ces arcs, on a
Enfin, la constante t*, de la première exponentielle (i), est
en substituant respectivement les multiples (3/, dm^ in) aux entiers (X, fx, v) de 6* (19); ^LXXXVIII.
La série (i), ainsi composée, n'exprime le refroidissement du prisme triangulaire régulier, dont les faces latérales ont pour équatioDS
que lors d'un état initial particulier qu'il s'agit de définir. Les six arcs (5) formant trois couples, dans chacun desquels la coordonnée P a le même coefficient, les demi-sommes des arcs de chaque couple deviennent, à l'aide des relations (2)
et (4),
=r /2 TT — •
Les trois différences de cosinus, (c, — c\), (cj — cj, (cj — c,), dans p»! (6), les trois sommes de sinus, (^1-1-^3), (^f-h s\)^ (sz-hs\), dans p»,, ont respectivement pour facteurs les sinus des arcs (9), ou
sin /tt — 5 sm /7i TT - 9 sin ntr -f r r r
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lesquels deviennent zéro, puisque (/, ^^ n) sont des nombres entiers, quand
(lo) P=r, P = o, P = — r.
Les facteurs, i',, v^j, sont donc nuls sur les trois plans parais lèles représentés par les équations (lo). On constate, de la même manière, en groupant les arcs (5) par les coefficients de P', de P", que les facteurs, p»! et p»,, sont nuls sur les plans représentés par les équations
I P' = r, P'=o, P' = — r, l P"=rr, P'i=o, P'^= — r.
Quant à W (3), rappelant la formule de trigonométrie élémentaire
sin rt -h sin ^ -i- sio c =.
4 sm sm sm h sin ( a 4- 6 -f- c),
dont la vérification est d'ailleurs facile, et ayant égard à la relation (2), on met ce facteur sous la forme
W= — 4 sin/TT - sin/WTT -sin rnr -,
et l'on voit qu'il s'annule, comme Ui et p»,, sur les neuf plans (10) et (11).
CAS DES FACES LATÉRALES A ZÉRO
Ainsi, lorsque la série V (i) exprime le refroidissemeiit du prisme triangulaire régulier, la température est fixée à zéro, non-seulement sur les faces latérales (8), mais en outre sur les plans, parallèles deux à deux à ces faces, at
qui divisent chacune des hauteurs de la base équilatérale^ en trois parties égales. Ces six nouveaux plans à zéro, découpent le polyèdre en neuf prismes triangulaires réguliers égaux 5 et si l'on retranche les trois extrêmes, les six qui restent forment, autour du centre O, le prisme hexagonal ré-
Fig. 12.
pV.
Ai/
SVi\
X faces latérale!
5 ont pour éqi
r, ou
- /•, ou
V"z=z — r, ou P-hP'=r.
La série (x) donne donc la loi du refroidissement du prisme hexagonal régulier, lorsque, ses six faces latérales (12) ainsi que ses deux bases (2 = 0, z = A) étant entretenues à la température zéro, la température reste aussi fixée à zéro sur les plans diamétraux
c'est-à-dire qu'elle exprime le refroidissement par communication de ce prisme, quand la symétrie calorifique inverse
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existe, à toute époque et conséquemment à Torigine, par rapport aux trois plans (i3).
L'état initial, f, de Vun des six prismes triangulaires composants, assigne alors celui des cinq autres, et les coefficients (^1^1, ^Tl/j, N) peuvent se déterminer, comme s'il s'agissait du seul prisme composant (06c), dont les faces latérales sont
Prenant pour l'élément de surface d(T le parallélogramme infinitésimal
r/(x=-^r/P^iP%
la double intégration faite sur la base cr, ou sur le triangle aux côtés (i4)î 3 pour limites
fda.,,z=^ r dr f r/P"...,
Jd V3 Jo Jo
et, d'après la formule (3o), § XCl, DXL étant successivement (^1^1, ^l^î, N) quand XD est respectivement (j^i, 1^,, 2 W), on obtient l'expression générale
(i5) ^^=o4-iL f ^^ / ^P' f </P" f tD sin /tt
en substituant à l'intégrale constante
dfr.t)\
facteur du dénominaleur primitif, la neuvième partie de la valeur trouvée pour le prisme triangulaire total. • Quand il s'agit d'effectuer les intégrations indiquées par la formule (i5), il faut exprimer les (t9, f) à l'aide du
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couple de coordonoées (P, P'), en substituant — (P-f- F') à P. Par cette substitution, et en introduisant, pour simplitier, les différences
(i6) m — n=zlxy n — l = m,, l — m=nt^
les arcs (5) s'écrivent sous la forme
PLANS NORMAUX ET DIAGONAUX
Dans le prisme hexagonal régulier, outre les faces laté^ raies (12), et les plans diamétraux (i3), il y a lieu de considérer les trois plans, normaux et bissecteurs,
(18) P^'rzrP', P=P'', P' = P.
Si Tétat initial, f, du prisme composant aux faces (i4)> apporte une symétrie calorifique directe ou inverse, par rapport au premier plan (18), la discussion de l'intégrale (i5) montre que les coefficients (3TLj, N) existent «euls, ou dis^raissent. Ainsi, quand la. série (i) exprime
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le refroidissement par communication du prime hexagonal régulier, si les termes aux facteurs f^i existent seuls, c'est que Tétat initial a introduit une symétrie calorifique inverse par rapport aux six plans (i3) et (i8) -, et si, au contraire, ces termes ont disparu, c'est que l'état initial a introduit une symétrie calorifique, inverse par rapport aux plans (i3), directe par rapport aux plans (i8).
(Pour compléter la représentation, par les coordonnées (P, P', P''), des diverses lignes tracées sur l'hexagone régulier, il faut ajouter, aux côtés (12), au"x diamètres (i3), et aux normales bissectrices (18), les six diagonales non diamétrales, dont les équations sont
et qui composent deux groupes, inscrivant chacun un triangle équilatéral . )
S cix.
CAS DES FACES LATÉRALES IMPERMÉABLES
D'après le § CI, la série (i) exprime le refroidissement du prisme hexagonal, dans le second cas défini au § GV, si, toutes choses égales d'ailleurs, on prend pour composer les facteurs trigonométriques (i^i, p'j, W) les sinus au lieu des cosinus, et réciproquement, c'est-à-dire, si l'on pose
W = cos 7.1 n h CCS 7. In h ces 2 lit — :
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Or la différence (U — U') des facteurs (12) est nulle quand
^ = --» et change de signe, en conservant la même valeur
r' X* x' y absolue^ quand on y remplace*^ par 7- et — par — • Donc,
lorsque la série (16) exprime le refroidissement du prisme ayant deux arêtes primitives (A, B), la tempéralure reste fixée à zéro sur le plan diagonal dont l'équation est
et, de plus, les températures sont toujours égales et de signes contraires pour deux points, le premier m', aux coordonnées quelconques (j/, y\ z')^ le second m", dont les coordonnées [x'\ y'\ z") sont liées à celles de wl par les équations
Puisque z"=z\ la droite m" m' est parallèle à la base du prisme oblique, et les deux dernières relations (18) donnant
cette droite est parallèle au second plan diagonal que re-* présente l'équation
et coupée en son point milieu par le premier (17). D'après
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maux (i8), du prisme hexagonal, ne seront traversés par aucun flnx, dans le second leur température restera fixée à zéro.
Les deux solutions qui précèdent ne sont que particu<lières, puisqu'elles exigent que les températures primîlives du prisme hexagonal se reproduisent, soit avec les mêmes signes, soit avec des signes contraires, dans les six prismes triangulaires composants; de telle sorte que ces symétries calorifiques soient d'accord avec la symétrie géométrique du polyèdre. Or, il y a lieu de penser que de telles solutions restrictives sont réellement plus importantes pour les applications, que celles qui embrassent tous les cas. Car, si la grande complication de ces dernières solutions disparait pour les premières, n'est-ce pas une preuve que celles-ci sont plus naturelles?
§ ex.
RÉSEAU DU TRIANGULAIRE RÉGULIER
La série qui exprime généralement le refroidissement par communication du prisme triangulaire régulier, étant étendue à tout l'espace, donne quatre suites de plans, parallèles et équidistants, dont la température reste à zéro. L'une des
Fig. i3.
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L'équation à la surface est : V, = o, quand
y =-y; ■ pourç'.
:r' = ^y; pour*".
La triple intégration, faite dans cj', étant indiquée symboliquement par
1^0'...= v^ f d'J Tr/cx'...,
on prend respectivement
Ç dx' Ç dy. ., pour*',
</jr'. . ., poiir^.
Par les mêmes raisonnements qu'au § LXXI, on arrive, dans les deux cas, k
ABC
Ce qui donne enfin, pour le coefficient M, la valeur gêné
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doone le réseau plus compliqué, mais plus fécond, de la figure ci-joînte.
Si Ton défiuit un premier triangle à Taide du signe -h, celui qui le touche par un côté commun à Taide du signe — , un troisième ^ui touche le second à Taide du signe -f-, et ainsi de suite, on vérifie que la loi générale, du § LXXXIV. est reproduite par rapport à chaque ligue tracée. Car, tout côté que contient cette ligne sépare deux triangles symétriquement placés, dont l'un aie signe -f-, l'autre le signe — ; ce qui montre que leurs températures sont symétriquement égales et de signes contraires, comme pour les deux triangles de départ.
Ce second réseau indique les polyèdres, pour les({uels la série de l'hémirégidier peut être particulière, et que l'on peut désigner par leurs bases. On trouve là : deux prismes triangulaires réguliers, l'un DO avec ses trois plans bissecteurs à zéro, l'autre AAc avec un seul; le prisme à base losange A JOc, déjà défini, avec ses deux plans diagonaux à zéro; le prisme hexagonal du §CVII, avec la symétrie ^'alorifique inverse par rapport aux trois plans normaux et bissecteurs, {bVÏ/cf^cfc) ; le même prisme hexagonal différemment découpé (IB'JA^'OA); deux autres prismes hexagonaux plus grands, dont l'un AIJA'JT est inscrit, et l'autre BB'B'^CCC circonscrit à un même cylindre; des prismes pentagonaux irréguliers, Kebcf^ AcO/I, Alft'VT, AliVI; un prisme à base quadrilatère A eftg^; des prismes JecUngles lg:0/, IJJ'I' ; même un prisme octogonal irrégulier AIB'JA'J'Cr.
RÉSEAU DU TRIANGULAIRE
La série généiale du prisme triangulaire -t ou à base
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rectangle isocèle, s'étend de la même manière à divers polyèdres, indiqués par le reseau suivant :
Fiç. i5.
On y trouve : deux prismes à base carrée, TunA^Ayavec deux plans diagonaux à zéro, l'autre A «ftg' avec un seul; un prisme à base parallélogramme ABC/5 des prismes hexagonaux irréguliers, ABhlfg, ABCDe/,' iBC&'CB'; enfin un prisme octogonal liémirégulier ABCDD'CB'A', qui rappelle le carrelage composé d'octogones et de carrés, avec cette différence, que le côté commun à deux octogones est à celui du carré comme V^ est à i, au lieu de lui être égal.
POLYÈDRES COMPOSÉS DE TÉTRAÈDRES
Il existe pareillement plusieurs polyèdres décomposables
en tétraèdres -r ou —75 dont le refroidissement par commu-
nication s'exprime par la série générale appartenant à l'un des corps composants, quand les platis qui les découpent
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restent à zéro. Outre le cube, on peut citer \r groupe suivant : la pyramide régulière à base carrée, comprenant
quatre tétraèdres -y y et dont la hauteur est la moitié du côté
de la base ; l'octaèdre hémirégulier, composé avec deux pyramides égales à la précédente^ enCn le dodécaèdre rhomboïdal, formé par six de ces mêmes pyramides superposées sur les faces du cube.
En résumé, tous les polyèdres cités constituent trois groupes distincts^ chaque groupe étant défini par le polyèdre le plus simple, ou par un élément composant, toujours le même. L'élément du premier groupe est le prisme triangulaire hémirégulier , celui du second le prisme
trianmilaire -» celui du troisième le tétraèdre —7» Nouvelle o 2 24
analogie avec la constitution intérieure des milieux cristallins. Et, si cette analogie n'est encore qu'imparfaitement indiquée, elle s'étendra dans les leçons suivantes, de manière à constituer une véritable identité.
Lorsque l'on connaît la loi intégrale du refroidissement d'un corps solide dont la surface est, ou à zéro, on sans flux, on peut en déduire les lois de l'état vibratoire du même corps. En effet, il résulte du § LVII, que la solution du premier problème est résumée par le tableau
dx'
dy^
dz
Idl] ^ dH dV \
U^=rO, OU (— — cosÇh — ;-cos»-l — — cosÇJ =0, ^ \dx dy dz I ^ ^
car, lorsqu'on a reconnu tous les groupes (U, 6*), qui sa-
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tisfont à ces conditions pour le corps proposé, la température V s'exprime ainsi :
Or, les mêmes groupes donnent immédiatement la série
F=^Ucos (ô-V
pour exprimer l'intégrale de l'équation aux différences partielles
lÛ^ "^ dy^ "*" rfz» "■ "^ dt^ '
et Ton a : par la fonction F elle-même, la loi de la dilatation, lors d'un état vibratoire tel que la surface du corps soit un ventre de vibration; ou, par les dérivées de cette fonction F, les projections du déplacement moléculaire, quand le corps vibre de telle sorte que les molécules de sa surface n'en sortent pas. D'après ce rapprochement, les leçons qui précèdent donnent les seules con caméra tiens polyédriques, qui puissent vibrer à l'unisson, dans un milieu solide, homogène et non cristallin.
CXIV
REFROIDISSEMENT DES œRPS CRISTALLINS;
D'après la loi de concordance établie au § XXVI, . lorsqu'il s'agit d'un corps solide, homogène et cristallin, l'ëqualion qui régit les températures variables a la forme générale
Les axes sont obliques et parallèles à des diamètres conjugués de l'ellipsoïde principal : (A, B, C) sont des longueurs proportionnelles à ces diamètres 5 h est le produit du
rapport — » (36), § XXI, par le carré r* d'une ligne,
§ XXXIII; les quatre lignes (A, B, C, r) n'étant assujetties qu'à conserver les mêmes rapports, une quelconque d'entre elles peut être prise arbitrairement. Si le corps se refroidit dans un bain à zéro, Téquation à la surface
est simplement
La reproduction de l'ëtat initial, quand ^ = o, exige que
Pour déterminer la fonction V qui, vérifiant l'équation (i), satisfera aux conditions (2) et (3), on la prend sous la forme
(4) v = Smu^
d'une somme de termes simples, qui, tous et séparément^ vérifient l'équation générale (1), et celle à la surface (a). Chacun- d'eux étant le produit d'un coefficient indéterminé M, par une fonction U de (a/, y\ z'), et par une exponentielle en f, dans laquelle 6' est constant, la double condition imposée exige que l'on ait
Lorsqu'on a reconnu tous les groupes (U, Ô*) qui vérifient les équations (5), pour le solide proposé, il ne reste plus qu'à déterminer les coefficients M, de telle sorte que
(6) gMU^f,
afin que la fonction V (4) satisfasse à la dernière condition (5).
U faut alors établir, en coordonnées obliques, le théorème indispensable du § LVIIL L'intégration, faite dans toute rétendue xs[ du corps, étant indiquée par le sym-
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bole
le nouvel élément de volume dxs! est un parallélipipèdeobliquangle, aux côtés [dod ^ dj\ dz') ^ et, d'après le § LU, on a
où p représente la somme trigonométrique
p = I -f- 2 CCS a cos otf CCS cl" — ces' a — cos* a' — cos' ol" ,
(a, a', a") étant les angles plans de l'angle trièdre formé par les axes obliques. Le facteur constant v^, qui se place en dehors des intégrales en (a/, y\ z) peut être, ou négligé, ou rétabli, suivant qu'il est nécessaire.
En le négligeant d'abord, si Ton adopte la même marche qu'au § LVIII, et qu'on parte successivement de la première (5) en (U, 6*), et de son homologue en (U', 0"), respectivement multipliées par \]! dx! dy' dz' et \idx!dy' dz\ puis intégrées entre les limites des ( x', y\ z') assignées par la surface <7, dont la température est partout fixée à zéro, on obtient une double expression, qui devient
= Ô' f dm'[]l]'=Q" f dtj'm\\ Jts' Jfs'
par le rétablissement du facteur v^. D'où résulte nécessairement
(7) / dxn',\}\}' = 0,
Jfs'
quand &^ n'est pas égal à 0*. Et, d'après ce théorème (7),
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CXXI
TERMES SIMPLES œMPLÉMENTAIRES.
Dans la série (22), le facteur en {a/j y') de (U — 77'tl') s'annule, non- seulement sur le premier des quatre plans
x' r' mais aussi sur les trois autres, car en y faisant
ce facteur devient
jc' x'
— W — 7'7')sin/7r-- sin/'TT— -9
ou zéro, dans tous les cas. Si Ton remplace dans les (U, U')
(12) les sinus des arcs en (a/, y) par leurs cosinus, ou si
l'on pose
t9 = ces iic -r ces i'it — - sin /" it - »
ABC
t)'= ces /' TT — CCS f TT ^ sin /" tt - ?
ABC
le facteur en (a/^y) de (t) — yy' XO^) s'annulera pareillement sur les quatre plans (aS), car en y faisant
il deviendra
(7' — 7* 7') ces ITT — cosi'tt — »
ou encore zéro.
D'autres fonctions trigonométriques satisfont aussi à la
même condition. En effet, prenant
. 2y 4- I x' if ~h I y' , ,„ z
U, =sin Tr — cos 7r*^sin/ TT-^
, . if -h I x' Ij -\r i y . .„ z
U, =sm TT-T-cos TT V-sin; TT-î
lj H- I .r' . 2y'-hi jr' . .„ z
t), =-, CCS TT —- sin -^ TT —• sm r tt -■ >
2/-f I .r' . 2yH- I y' , .„ 3
X>t= ces TT — sm -^- -n — sin r V -- »
où (/, ]') sont des nombres entiers, et posant^ pour simplifier,
. 2y -h f . 2y'-hi ,
sm T^ = gy sm -^^ TT = g ,
les facteurs en (^x/^f) de (Uj — grg'tl',) et de [XD^ — gr^tD'J s'annuleront sur les quatre plans (aS) : car, en y faisant ^
ils deviendront respectivement
I / . ,v 2 / -h I ^' 2 /' H- 1 J^' ±(5^~^'^)C0S— ^ TT-COS ;— ^^»
ou zéro, puisque g* = i.
PRISME TANGENT SUIVANT LES ARÊTES
I)e là résulte que la série
^[M(U— 7/U')-+-art(t)-.7/tD')]^ *
a toute la généralité nécessaire pour exprimer le refroidissement par communication d'un nouveau prisme oblique, dont les bases parallélogrammes sont (z^= o, ^'= /l'^C), et les faces latérales les plans (25). Nous appellerons ce nouveau polyèdre, qui a deux faces primitives et quatre faces tangentes, le prisme tangent suivant les arêtes C de la forme primitive.
L'équation à la surface est : V^ = o, sur les six faces définies. La triple intégration, faite dans le nouveau volume
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cj', étant toujours indiquée par le même symbole, on doit prendre actuellement
On reconnaît, à la seule inspection de ce signe, que l'intégrale du dénominateur des coefficients, doit être quadruple
de celle qui répond au triangulaire -? Q'du§CXVIII, et
Ton arrive à la valeur générale
qui donnera successivement les coefficients (M, tfïL^ Mi , dlL|) , en mettant pour chacun, au lieu de X, son facteur binôme dans la série (26).
On traite pareillement le prisme tangent suivant les arêtes B, ou suivant les arêtes A, de la forme primitive; ce qui donne trois parai léli pi pèdes obliques de formes différentes. La même extension appliquée aux séries provenant du prisme droit à base carrée, ne donne aucun nouveau polyèdre.
PRISME PRIMITIF. Sa^
PRISME A TROIS ARÊTES PRIMITIVES
Lorsque le parallélipipède obliquaDgle, du § CXV, a ses trois arêtes primitwes^ c'est-à-dire proportionuelles à (A, B, C), les nombres (/i, n*^ n") étant égaux, on peut leur substituer Tunité. Alors les six fonctions
I Ui = sId in -7- sin i' tr ~ sini'V p^j ABC
U, = sin /' ir -— sin i"v --• sio / ir 7; > ABC
U3 = sin i"n -7- sin in -=- sin /' n —?
ABC
U', = sin i"n — sin i' ?r ~ sin 1 tt — »
u' =sin/'ir --sin iTr^sini^Tr —»
A. B Ci
13' = sin f n •— sin i'^ n —• sin /' w — > A B Cl
correspondent à une même valeur de 6*, qui est
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Ln«ï même exponentielle appartient à six termes, et la fonction V étant prise sous la forme
(3; \=^Ve *,
la fartear U sera le polynôme
/ M.U.-hM'.L", (4) U=) -|-M,U,-hM',U;
' -f-M^Ua-hM^UV
La série (3) a la même forme que la série générale (8), § LXXVU, appartenant au cube, et conduit, comme cette dernière, à des séries qui ne sont que particulières pour le paralléllpipède primitif, mais qui sont générales pour d'autres polyèdres.
Soient : O le sommet pris pour origine, et O' le sommet
'opposé*, OA, OB, OC, les côtés de la forme primitive; A',
IV, C, les sommets respectivement opposés à ceux A, B,
C. Le polyèdre a quatre diagonales intérieures OO', A A', Bli', Ce', et six plans diagonaux, réunissant chacun deux cotés parallèles et opposés. Les équations de ces plans sont rangées dans le tableau synoptique
C=A' \ / A=B' / CC
(le telle sorte, que chaque accolade extérieure embrasse les
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trois plans qui se coupent suivant une même diagonale A A', ou BB', ou ce, et que les trois accolades intérieures désignent les plans qui se coupent suivant OO'.
§ CXXIV
TÉTRAÈDRES i. -PREMIÈRE SÉRIE.
Cela posé, la série (3) exprimera que la température reste fixée à zéro sur les trois plans diagonaux menés par OO', et pas sur les autres, si l'on prend le polynôme
(6) U = M I -hU, — U; |=Mr)
qui devient identiquement zéro, quand on y fait
Ces trois plans à zéro découpent le polyèdre en six pypa-
Fig. 20.
mides, ic^i tracées. On constate, comme au § CXVH, que t) (6) a la même valeur absolue, mais avec des signes contraires,
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pour deux points {m\ m^') djmétriquement placés par rapport à l'un quelconque des plans (7); la droite m! m" ayant, dans chaque cas, la direction oblique correspondante.
Ainsi la série (3), composée avec le facteur U (6), n'exprime particulièrement le refroidissement du polyèdre primitif, que si l'état initial apporte une symétrie calorifique inverse, par rapport aux trois plans (7). Delà résulte que la même série exprimera généralement le refroidissement par communication de Tune quelconque des six pyramides de la figure précédente; nouveaux tétraèdres ^?
équivalents, obliquement symétriques, mais non superposables, et qui ont chacun deux faces primitives et deux faces tangentes.
Si l'on prend pour exemple le tétraèdre OO'AC, dont les faces sont
on reconnaît, comme au § LXXIX, que le dénominateur du coefficient est le même que pour le polyèdre primitif, et la valeur de ce coefficient est définitivement
§ cxxv.
AUTRES SÉRIES DE TÉTRAÈDRES i-
Pour que la série (3) exprime que la température reste fixée à zéro sur les trois plans diagonaux menés par AA%
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et pas sur les autres, il faut que le polynôme U (4) puisse se mettre successivement sous les trois formes
/ M,(U,— 77'lJ'..
-(-M,(U,-7VU',) ( -«.M,(U,-7"7U',), M.(lî,-13',) -»-M,(U, — t',)
M.(U.-7"7U'J • -4-M,(U,-77'U',) ' -HM,(U,-7'7"U'J
où (y, y', y") représentent respectivement (cosijt, cosi'tt, co8i"ir) ,• car la première est nécessaire, d'après le § CXVIII,
pour que U s'annule sur le plan — -t- — = i , la seconde
r' z' pour que U soit zéro sur le plan — = r;> et la troisième
(homologue de la première) pour que U s'annule sur le
plan- + -=i.
Les coefficiente des (U',, L),, LI'3) doivent retrouver les mêmes valeurs dans les trois formes ; ce qui exige que Ton ait les trois lignes d'identités
qui, respectivement multipliées par (-/' ^ /, y), se concentrent dans celle-ci
puisque j/'* = y" = y* = 1 ; et, si Ton prend, pour la valeur
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Et Ton arrive définitivement au coefficient
en prenant respectivement
r dx' Ç dy..., pour Q',
fyj
dx\ . . , pour Q''.
LES DEUX PLANS DIAGONAUX A ZÉRO
Si l'on ne conserve, dans les deux séries (i6) et (22), que les termes où les entiers (/^ /') ont même parité, ces deux séries, ainsi réduites, se confondent en une seule, qui réunit leurs propriétés caractéristiques. Alors la température V reste fixée à zéro sur les deux plans diagonaux (17) et (19) ; de plus, les températures sont toujours égales et de signes contraires pour deux points (m', m''), symétriquement placés, soit par rapport au plan (17), soit par rapport au plan (19); la droite m'/?/ ayant dans chaque cas la direction oblique correspondante.
Ainsi, la série (16), limitée aux termes où les entiers (i, /'), ont même parité, n'exprime particulièrement le refroidissement du prisme oblique dont la base parallélogramme a deux arêtes primitives (A, B), que si l'état initial apporte une symétrie calorifique (obliquement) inverse, par rapport aux deux plans diagonaux, qui découpent le polyèdre en quatre prismes triangulaires,
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Ton prend
l 7"7U,-7"7U'. , (II) U=M +77'U,-7'7''l]' •=MU",
et qu'elle donnera, conséquemment, la loi générale du refroidissement par communication de Tune quelconque des six pyramides découpées par ces plans.
Si Ton prend pour exemple le tétraèdre BB' AC, le coefficient M aura la valeur
Enfin, la série (3) exprimera que les trois plans dia-
gonaux menés par CC sont seub à zéro, si
et donnera la loi générale du refroidissement par roinmii-
(i3) U = M j + 7'7"U, - 77' U', ' = MU-,
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nication de Tune quelconque des six pyramides que décou- })ent ces plans.
Fig. a3. •
Si l'on prend pour exemple le tétraèdre CCAB', le coefficient M aura la valeur
Tous ces détails étaient nécessaires : car les vingt-quatre tétraèdres tt» donnés par la série du prisme oblique primitif, ont des formes distinctes, et qui peuvent être très-différentes. La série du cube n'en donne que deux, symétriques l'un de Taulre.
§ CXXVI
TÉTRAÈDRES —, DISTINCTS.
Maintenant, pour que la série (3) exprime que la température reste fixée à zéro sur les six plans diagonaux, il
TÉTRAÈDRES CRISTALLINS. ^35
faut que les quatre formes (6), (9), (11), (i3), du polynôme U, deviennent identiques. Ce qui exige que y = / = /', ou que les entiers(/, *', f^) aient même parité dans chaque terme. Les six plans diagonaux à zéro découpent le polyèdre en vingt-quatre pyramides, ayant pour sommet commun le centre, fl, du parallélipipède primitif, et pour bases les vingt-quatre triangles découpés sur les six
faces par leurs diagonales ] nouveaux tétraèdres -j , ayant
chacun une seule face primitive et trois faces tangentes, et dont les formes sont distinctes. Le cube n'en donne qu'un seul.
De là résulte que la série (3), écrite avec le facteur U (6), et limitée aux termes* dans lesquels les entiers (i, i\ i^^) ont même parité, exprimera généralement le refroidissement par communication de l'une quelconque des vingt-quatre pyramides. Si l'on considère successivement les huit tétraèdres, ainsi tracés :
Fig 24 .
qui composent les deux pyramides quadr angulaires opposées, flA'CB'Cy, iîAC'BO, et dont les arêtes communes,
en n, (Pfi, ftr), sont parallèles à OC, et égales à - C, rappelant que le dénominateur du coefficient est le c[uart
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de celui qui répond au polyèdre prîniilif, § LXXXII, la valeur de ce coefficient sera donnée par le tableau
dz\ f'O...Cr'B'
dt/i
\ d^ dy
o Jb :
dz'.ï'O...OTA
dz'.ÎXD...Cr'A'
(■^^'^=]ài
.ft)...orB
rfs'.ftD.-.O'r'A'
1 dy' j dx'
A-çr'
'.ft!)...C'rB
[ I rfz'.ft)...0'r'B'
e/z'.ft)...C'rA
quand on traitera celui des huit tétraèdres, dont la base est en regard de l'intégrale triple correspondante. Deux autres tableaux, homologues du précédent, donneront les valeurs du coefficient M, pour les deux groupes de huit létraè-
OCTAÈDRES ET DODÉCAÈDRE
Si l'on fait glisser, parallèlement à CO, la pyramide quadrangulaire supérieure iîA'CB'CK, jusqu'à ce que sa base se confonde avec celle de la pyramide inférieure ilBOAC restée fixe, elle formera avec cette dernière un octaèdre oblique, dont le refroidissement par communication s'exprimera particulièrement, à l'aide de la série générale des tétraèdres —y ? lorsque l'état initial apportera une
symétrie calorifique obliquement inverse, par rapport à ses trois plans diagonaux. Le glissement parallèle à BÔ, ou à ÂÔ, de l'une des deux pyramides (flCBA'O', ftAOCB'), ou (ilB'ACCy, Î2C0BA'), donnera pareillement un octaèdre traî table dans les mêmes conditions par la même série. Les trois octaèdres que l'on obtient ainsi sont distincts; chacun d'eux a ses huit faces tangentes.
Maintenant, si l'on fait glisser à la fols les six pyramides quadrangulaires, dans des sens opposés, jusqu'à ce que chacune vienne se poser sur la face du prisme primitif, opposée à sa propre base, elles formeront avec ce prisme un dodécaèdre rhomboïdal oblique, décomposable en 48 tétraèdres -y * et dont le refroidissement s'exprimera par la série
générale des corps composants, quand les plans qui les découpent restent fixés à zéro. Ce dodécaèdre a toutes ses faces tangentes.
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CXXVIII
MULTIPUQTÉ DES PARALLÉUPIPÈDES.
Les solutions particulières de ces derniers polyèdres, ainsi que toutes les solutions générales des précédents, ne sont que des conséquences de la solution obtenue pour le parallélipipède obliquangle, dont les arêtes sont parallèles au système de diamètres conjugués (A, B, C). Tout autre système (A', B', C) donnerait un groupe semblable de polyèdres en même nombre. Ainsi, lorsqu'un parallélipipède découpé dans un milieu cristallisé, quel qu'il soit, a ses arêtes parallèles à un système quelconque de diamètres conjugués de l'ellipsoïde principal, on peut exprimer, par des séries trigonométriques et périodiques, son refroidissement par communication , ainsi que celui, des prismes triangulaires -
et p des tétraèdres ? et —rj des prismes tangents, des octaèdres, du dodécaèdre rhomboïdal, qui naissent de ce parallélipipède.
Comparée à celle de la cristallisation^ cette fécondité est, à la fois, surabondante et incomplète. Surabondante, en ce qu'elle donne une infinité de prismes primitifs. Incomplète, en ce qu'elle parait n'admettre, d'autre forme primitive que celle du parallélipipède, et d'autres formes secondaires que celles dont les faces, qui ne sont pas primitives, sont tangentes suivant les arêtes; laissant ainsi sans emploi, les facettes non tangentes sur les arêtes, les troncatures sur les sommets, si fréquentes dans les cristaux naturels. Essayons de combler cette dernière lacune.
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§ CXXIX
FACETTES NON TANGENTES
Dans le prisme tangent suivant les arêtes C, du § CXXII, les quatre faces latérales sont parallèles aux facettes secondaires formées, d'après l'idée d'Haûy, par le décroissement d'un (A) sur un (B)^ il s'agit de reconnaître s'il n'est pas possible de traiter d'autres prismes, n'ayant aussi que deux faces primitives (^ = o, -z = nf'C)^ et dont les faces latérales soient parallèles à des facettes formées par le décroissement, de deux (A) sur un (B) ou inversement de un sur deux, de trois sur deux ou de deux sur trois, etc.
Généralement, (a, jS) étant des nombres entiers différents, les plans parallèles aux facettes formées par le décroissement de a sur /3, ou de |3 sur a, peuvent être représentés par les équations quadruples
P., Pa.
Ces huit plans tracent les bases parallélogrammes de quatre prismes, composant deux groupes distincts : dans le premier groupe (Pj, P,) les plans diagonaux se confondent avec les faces primitives, et sont superposés; dans le second, ainsi défini
les plans diagonaux sont séparés, et coupent les faces primitives. Or les prismes de ce second groupe, plus compli-
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que, sont trai tables, tandis que ceux du premier, plus simple, ne le sont pas.
Fig 25.
Celte figure indique les bases des quatre prismes, dans le cas particulier où a = a, (3 = i .
§ cxxx.
NOUVEAUX TERMES SIMPLES
Pour faciliter la formation des séries exprimant le refroidissement des deux prismes conjugués *, et $,, nous prendrons la fonction V, intégrale de l'équation générale (i), § CXIV, sous la forme
=^M«zr^"C^)']^
dans laquelle le facteur Z en 7! représente
(i8) Z = sin/"7r
La vérification de l'équation générale, pour chaque terme simple, exigera que le facteur u en [x\ j'), soit lié à la constante t' par l'équation
dUi ^ d'à ('9) A'5î^ + B':y1+^'" = ^-
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La fonction V (17) s^évanouit déjà, parle facteur Z, sur les deux bases (2' = o, «' = /i"C) 5 pour qu'elle soit pareillement nulle sur les faces latérales de ^1 ou de $,, il faut et il suffit que le facteur u s'annule sur le périmètre de la base de l'un ou de Taotre de ces deu;t prismes, c'est-à-dire sur les quatre droites représentées par les équations de la première ou de la seconde ligne (16).
Outre (1, z'), qui sont des entiers quelconques, introduisons une autre espèce de nombres ( / = i -\ — 9 7' = '' -I- - ) 1
que l'on peut appeler des moitiés d'impairs; c'est-à-dîre que, (/, 1') étant des racines différentes de l'équation sini7r = o, (jt f) seront pareillement des racines différentes de l'équation cos 7:1 = o. Enfin, représentons par (Ç', ,$*,,$',, $^), les premiers membres des quatre équations multiples du groupe (16), qui prendra la forme
Toutes ces préparations faites, le facteur u s'annulera évidemment, sur le périmètre de la base de $1, s'il peut être égalé à l'un des produits trigonométriques
u\ = 2 cosy TT Ç', cosy' w ^, , //; =2sinz7r$', sin/'Trî^., ^^'^ J »;', =2cosy7r$', sin/w*';,
v\ = 2sin/7r^, cosyTr'Ç^,,
et sur le périmètre de la base de $«, s'il peut être égalé à l'un des produits
(a, = 2 cosy TT $', cosy" tt (i\ , w" = 2 sin lit 9^ sin 1' tt Ç^,,
^"""^^ \ .{ = 2COSy7rar,sin/7r$';,
v\ = 2 sin / TT ^.^ cosy -n 9!\ .
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trois plans qui se coupent suivant une même diagonale A A', ou BB', ou ce, et que les trois accolades intérieures désignent les plans qui se coupent suivant OO'.
§ CXXIV
TÉTRAÈDRES i. -PREMIÈRE SÉRIE.
Cela posé, la série (3) exprimera que la température reste fixée à zéro sur les trois plans diagonaux menés par 00', et pas sur les autres, si l'on prend le polynôme
(6) U = M I -4- U, — U; I = Mr)
qui devient identiquement zéro, quand on y fait
Ces trois plans à zéro découpent le polyèdre en six pyra-
Fig. 20.
mides, ici tracées. On constate, comme au § CXVII, que t) (6) a la même valeur absolue, mais avec des signes contraires^
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mèiùe marche et une notation analogue, le premier produit m', sera
f 24 ) 2 cosy" TT P', cosy' it P^
et donnera pour la somme ( 23 )
cos
- cos
Or, en substituant succ^si veinent à m, dans (19)', les deux termes de cette dernière somme, on trouve pour r* les va«
leurs
lesquelles ne sont pas égales, car leur différence, 4/7' (a* — /5*)7r*, n'est pas nulle, puisque tf et j3 sohl différents. Ainsi le produit (24)9 4^.^ s'annule sur le péri-» mètre.de la base du prisme Pi , ne peut pas être pris pour un facteur u, puisqu'il ne vérifie pas Téquation (19) avec une. valeur constante de r*. Le refroidissement des -deux prismes P, et Pj ne peut donc pas s'exprimer par des séries trigonothétriques et périodiques.
eTc>', -4-cm';r';)z
"♦-^(OPL^p^H-OPiyjZ^
Le paramètre 6^* (aS ) étant symétrique en (/, /'), et celui 6"* en (/, /'), une même exponentielle appartiendra à deux facteurs u différents dans chacune des deux premières parties de V, ou de Vj, comme dans la troisième. On pourrait donc établir entre les coefficients du facteur binôme de chaque exponentielle, des rapports tels, que les plans diagonaux de ^1 ou de 9^ restent fixés à zéro, soit chacun séparément, soit tous deux à la fois^ ce qui' conduirait à de nouveaux
prismes triangulaires - et -• Les deux séries (26) deviennent identiques quand a = j3 = i ; elles doivent alors se confondre avec la série générale (26), § CXXII, du prisme tangent, ce que Ton pourrait vérifier.
Mais, ces développements et ces vérifications ne sont pas nécessaires : car, chacun des prismes $1, $$, deviendrait, par un simple changement de coordonnées, un parailélipipède ayant ses arêtes parallèles aux axes 5 c'est-àdire si l'on passait du système de diamètres conjugués (A, B, C) de l'ellipsoïde principal à un autre (A', B', C). En effet, ajoutant les carrés des équations de la première ligne (16), et ceux des équations de la seconde ligne, on a,
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ilaiis les lit* Il \ ras
p'Ci ''»>)-'
( c cjui moulro ([ue les huit soniiucts di\s bases de *f ^ el (le ff t sont situés sur une ellipse semblable à ceile-ei
d'où Ton eouelut, faeilement, que les eôtés de chaque base sont parallèles à un système de diamètres conjugués de ' celle ellipse.
Lors des solides homogènes non cristallins, ou lors d'un milieu cristallisé ayant pour forme primitive le cube, tous les prismes ^,, ^j, sont droits, et à base carrée. En effet, les axes sont rectangulaires, on a A = B == r, les équations (i6) sont
($, I p .r -h a j = ±: r, a jr — p^- = i /•; a\ ! p j -I- a..v = zfc r, ?j - p.r = ± /•;
^;l Ton voit aisément qne les côtés de chaque base sont orthogonauX; et que leur unique longueur est
Des deux leçons précédentes on déduit une consécjuence générale, qui les résume en quelque sorte. Les prisiues triangulaires, ou les tétraèdres crislallins, équivalents mais de formes distinctes, découpés dans un même paralléliplpède obliquangle par des plans diagonaux, et dont le refroidissement par communication s'exprime à Taide d'une même série périodique, sont tels, que, détachés et isolément
TÉTRAÈDRES CRISTALLINS.
Ton prend
î 7"7U.-7"7l''. i U=MJ +77'U,-7'7''U', /=MU", (-»-7'7"0,-77'U,''
et qu'elle donnera, conséquemment, la loi générale du refroidissement par communication de l'une quelconque des six pyramides découpées par ces plans.
Fig. 2'j.
Si l'on prend pour exemple le tétraèdre BB'AC, le coefficient M aura la valeur
Enfin, la série (3) exprimera que les trois plans diagonaux menés par CC sont seuls à zéro, si
( 77'U.-7'7"U' I (i3) U = m| +7'7"U,— 77'U', | = MU"',
et donnera la loi générale du refroidissement par commu-
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FKISMES DES TRONCATt'RES.
Dclifiitiou des troiicature:>; leurb varieleâ; lvui*s couples. — Cliaiij^eiuoiit de diamètres conjugués. — Trausrormatioii du |»araUé1ipipède. — Refroidissement par comniunicatiuu des prismes formés par des Iroucatures bui Ici» :>ummetj».
$ CXXXllI.
VARIÉTÉS DES TRONCATURES.
Avant de procéder à de nouvelles recherches, îl importe de définir, ici, les facettes secondaires, appelées troncatures en cristallographie, ainsi que leurs diverses variétés^ en admettant exclusivcmeut, pour forme primitive^ le parallélipipède oblîquangle, dont les arèies (A, B, C), sont parallèles et proportionnelles à des diamètres conjugués de 1 ellipsoïde principal. Toute troncature est due, d'après Haùy, au décroissement de X fois l'arête A, sur ^ fois B, et V fois C^ les (A, a, v) étant des nombres entiers toujours peu considérables. D'après cela, le plan de cette troncature sera représenté par l'équation
r— ±: ^ ± -:^ = coiisl .
/A fxB vC
(jui, chassant les facteurs (ï,ft, v) des dénominateurs, et dis- |>osani de la grandeur des lignes proportionnelles (A, B, C), peut toujours être amenée à la forme
TÉTRAÈDRES CRISTALLINS. nZS
faut que les quatre formes (6), (9), (11), (i3), du polynôme U, deviennent identiques. Ce qui exige que y=zy = Y\ ou que les entiers(/, i', f^) aient même parité dans chaque terme. Les six plans diagonaux à zéro découpent le polyèdre en vingt-quatre pyramides, ayant pour sommet commun le centre, ft, du parallélipîpède primitif, et pour bases les vingt-quatre triangles découpés sur les six
faces par leurs diagonales -, nouveaux tétraèdres -^ , ayant
chacun une seule face primitive et trois faces tangentes, et dont les formes sont distinctes. Le cube n'en donne qu'un seul.
De là résulte que la série (3), écrite avec le facteur U (6), et limitée aux termes* dans lesquels les entiers (i, i\ f) ont même parité, exprimera généralement le refroidissement par communication de l'une quelconque des vingt-quatre pyramides. Si l'on considère successivement les huit tétraèdres, ainsi tracés :
qui composent les deux pyramides quadrangulaires opposées, il A' OB' (y, fiAC'BO, et dont les arêtes communes,
en li, (r'fl, ftr), sont parallèles à OC, et égales à ^ C; rappelant que le dénominateur du coefficient est le quart
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un couple déiini par Tépithète caractéristique de ce plan. Ainsi, ce sera : un couple primitif^ un couple langent sur arête, tangent ou semitangent sur sommet^ un couple binôme sur arête, trinôme sur sommet. En un mot, à chacun des plans de Tarlicle précédent correspond un couple ayant la même définition que ce plan. Le couple conservant %a nature, quelle que soit la distance des deux plans parallèles qui le composent, on peut dire que tout prisme, formé par trois couples primitifs, coïncide avec la forme primitive, quels que soient d'ailleurs les rapports des côtés de ce prisme.
Les huit sommets, ou les huit angles trièdres du parailélipipède primitif, n'en comportent que quatre, qui diffèrent par les angles plans composants : car les deux sommets que réunit, une même diagonale intérieure sont identiques, ou homologues. Â chacun des quatre sommets distincts correspondent, un seul couple tangent, trois couples pour les troncatures semi tangentes, six pour les trinômes.
Si chaque lettre (Â, 6, C) qui spécifie un des diamètres conjugués, désigne collectivement les quatre^ arêtes du prisme primitif qui sont parallèles à ce diamètre, alors, à chaque arête collective, et dite primitive, (A, ou B, ou C), correspondent deux couples tangents, et quatre couples pour les troncatures binômes. Mais, en réalité, les quatre arêtes parallèles à A, ou àB, ou à C, en comportent deux qui sont distinctes, par leurs angles dièdres, et par les sommets qu'elles réunissent. Par exemple, si l'on considère une des diagonales intérieures, deux des quatre parallèles la rencontrent, les deux autres ne la rencontrent pas *, les premières réunissent des sommets homologues, ainsi que les secondes ^ et le partage est le même, quelle que soit la diagonale. On ])cul dire que chacune des trois arêtes primi- 'ïvcsa sa symélrique^ qui lui est parallèle, égale en gran-
'^So QL'ATOAZIÈME LEÇOA.
(leur, mais dont les exlrémkés diffèrent des siennes, et dont 1 angle dièdre est autre. II existe donc six arêtes distinctes, et à chacune d'elles correspondent un seul couple tangent, et deux couples pour les troncatures binômes.
Cluiqae couple primitif étant parallèle à deux arête» primitives, la troisième arête et sa symétrique peuvent être appelées les conjuguées de ce couple. D'après cela, le prisme tangent, du § CXXII, est formé par un couple primitifs associé aux deux couples tangents sur ses arêtes Gomuguées ; les deux prismes ^i et $, de la leçon précédente, qui ont le même couple primitif, se partagent les quatre couples, d'une même troncature binôme, qui correspondent aux arêtes conjuguées de ce couple primitif. De plus, tons ces prismes coïncident, chacun, avec le parallélipipède pri^ miiif d'un système de diamètres conjugués de rdlipsoïde principal, autre que celui des (A^ B, C). Cherchons, mamleuant, jusqu/à quel point, ces associations*, ces partages, et ces coïncidences, s'étendent aux troncatures- sur les soinmets.
§ cxxxv.
CHANGBBIENT DE DIAMÈTRES CONJUGUÉS
Avcîc le» coordonnées (x', j',z'), ou les diamètres ( A,H,C), la fonction intégrale V, les relations qui régissent' le fac- Umr U cl la constante 6* de chaque terme simple, sont
.'t i(uan(l il s'agit d'exprimer le refroidissement d'un; corps
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de forme donnée, découpé dans le milieu cristallin, il faut trouver le facteur général U qui lui correspond.
Cela posé, si le corps est un parallélipipède obliquangle, dont les côtés sont parallèles à d'autres diamètres conjugués (X, ift), r) de Tellipsoïde principal, (X, Y, Z) représentant les coordonnées correspondantes à ces diamètres pris pour axes, on pourra d'abord exprimer U en (X, Y, Z), et le transformer ensuite en (pd^y'^ z'). Soient
(3) yL==±^Xy Y=±^''\s\>j Z = ±^"r,
les côtés du parallélipipède-, on pourra donner aux rapports (X, 011»', Si(o") telles grandeurs que Ton voudra, supérieures ou inférieures à l'unité, commensurables ou incommensurables. Introduisons le symbole 4^ , pour désigner l'une ou ]'a,utre des deux ligues trigonométriques, sinus et cosinus, et représentons par / Tun ou l'autre des produits correspondants ITT, et/TT (j étant une moitié d'impair, §CXXX). Les relations qui régissent la fonction U de (X, Y, Z) et la constante 6', étant
- U, = o, leur vérification est obtenue en prenant
les signes (O -C^? ^>;f ) remplaçant, chacun, [sin ou coi), (/, /', l-') étant respectivement (/tt ou /tt, i'r, ou yV, i"r. ou/tt).
Les formules qui lient les (X, Y, Z) aux (x',/, z') peu-
viriii i-iii; piiw.-^ 3«ms la forme
X or » 1
i cU A B ^ C
iiî, A B ' C
ou li;.s neuf constantes doivent être telles c|ue la double (•r|u;ilion
tcjiiésrnte le même ellipsoïde. Ce (jui établit, entre ces ( onstantes, le groupe de relations
/v^ +//^ 4-//'^ =1, /y/// H- //a// h- yv"///" — o,
(|iii, Munnio on le sait, peut être remplacé par le groupe inverse
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§ CXXXVI
PARALLÉLIPÏPÈDE TRANSFORMÉ.
Le facteur U (5)*lransforiné en (x', /, s'), scTa donr, (1 après les formules (6),
el ce fadeur s'évanouira sur les six plans
Avec celle valeur générale (9) du facteur U, la série V {2) exprimera le refroidissement par communication du parallélipipède dont les faces sont représentées par les équations (10), si les constantes (m, n^ P^- - -) vérifient les relations ( 7 ) ou* ( 8 ) . ,
Ces relations donnent à la fonction U (9) la propriété essentielle de vérifier la dernière équation (2), avec la valeur constante (5) de 6*. En effet, le produit de sinus ou cosinus (9), multiplié par 4? se développe en une somme algébrique de quatre sinus ou cosinus -, l'un des termes de
2^4 QrtTOtZltlIE LEr09.
retre somme esi
l \ .X, X -Jt'' A 1
»i on le snbstitae à U dans la dernière équation (a), on a
if' , f ,. '' \^
OU la valeur ( 5 ), d'après les relations ( 8) ^ et l'on reconnaît aisément que les trois autres termes donnent tous la même valeur de 6*, en ayant égard atix mêmes relations (8).
CXXXVII
TRONCATURES œNJUGUÉES.
I^s rapports (3t,, Jt', X^') éunt quelconques, on petit prendre pour les constantes (/n, n^p^. . .) les valeurs
( m" = ol" .)î>" , n" ;= p" dL" , p" = 7" X" ;
OÙ (a, /3, y, . * .) sont des notnbres entiers, positifs ou négatifs, et qui, étatit substituéeèdans le groupe (8), Id trans-
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tonnent ainsi :
aa' 4- pp' -+- 77' = o.
Les trois premières (12) assignent les valeurs actuelles d^'s rapports (^, ^', 3'^''), d'où Ton conclut, pour 0* (5)
^i3) ô'=< -+-(a'»-hp''-H7'^)P
( H.(a">-hP"'-h7"')r\
Les trois dernières (12) donnent les relations qui doivent exister entre les neuf entiers (a, S, y,. . .), pourquc U (9), qui devient, par les (11),
(.4) u=jx<:[r(.'^ + ?'^H-v'Q]
vérifie la dernière équation (2) avec 6* (i3).
Ce nouveau facteur U (i4) s'annule sur les plans représentés par les équations
que l'on obtient eu substituant les valeurs (11) dans
956 QtATOBZIEUE LEÇOH.
U*5 vqtialions (lo). Maintenant, les procédés les plus élémentaires de l'analyse indéterminée conduisent à cette conséquence, que Ton peut toujours prendre arbitrairement les trois entiers (a, {i, 7), et trouver ensuite six autres entiers (a', p', 7', a*', (3'', y^), tels que les trois dernières relations (13) soient satisfaites.
CXXXVIII. PRISMES AUX COUPLES DE TRONCATURES
Il résulte de là, et des définitions du § CXXXID, que les équations (i5) sont celles de trois couples de troncatures sur sommets, en général différentes, et dont TassociatioH e^t régie par les trois dernières équations (12), de telle sorte que l'un des couples étant donné, on peut en déduire les deux autres ; et les trois couples réunis forment un prisme oblique, qui coïncide avec le parallélipipède primîiif d'un système de diamètres conjugués de Tellipsoïde principal, autre (jue celui des (A, B, C). Même coïncidence que pour les troncatures sur arêtes, et association analogue.
Ainsi, lorsqu'un milieu cristallisé a pour forme primi- live le parallélipipède obliquangle, ou ses variétés, toute facétie, toute troncature, des cristaux naturels de cette subian(;e, peut toujours être associée avec deux autres facettes on Iroiuratures, de manière à former un prisme, dont le refroidissenicnl par communication soit exprimable à l'aide d'une série trigonomélrique et périodique.
Pour citer commodément divers exemples de la solution iijénérale qui précède, il suffira de reproduire le tableau
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avec les nombres particuliers à chacun d^euz, de constater ^ que €60 nombres vérifient les relations
( aa' -h pp' -h 77' =0,
et de les substituer ensuite dans 6* (i3) et U (i4)* On a d'abord, pour premier exemple,
|[«f P> o ] [P, --, o] h "' ^] a et /3 restant disponibles. On en conclut
Le prisme est formé par un couple primitif, associé à deux couples d'une même troncature binôme sur ses arêtes conjuguées. Il n'est autre qu'un des prismes $,, $„ du
scxxxn.
§ cxxxix,
PRISME DUNE TRONCATURE TANGENTE
Lorsqu'on cherche quels sont les couples les^lus simples, qui puissent être associes à celui d'une troncature tangente sur sommet, on arrive au tableau *
(resl-à-dîre que les deux couples cherchés sont, 'celui d'une troncature semîlangente sur sommet (qui correspond au décroissement de 2 sur 2 et sur i), l'autre celui d'une troncature tangente sur arête. On a alors
On redonnait facilement qu'un même prisme IraitaLle ne peut pas réunir deux couples de troncatures tangentes sur sommets : car, si la se(!onde ligne du tableau (19) était (± I, ziz I, dz i), la dernière relation (17) ne serait pas satisfaite, quels que fussent d'ailleurs les signes de cette seconde ligne. Ainsi, les quatre couples de troncatures tangentes sur sommets, ne peuvent appartenir qu'à quatre prismes trai tables différents.
Par tous les changements de signes admissibles, des neuf termes du tableau (19), la première ligne indique les quatre couples de troncatures qui constituent un octaèdre, la troisième ligne donne des facettes tangentes sur les douze arêtes de ce nouveau polyèdre, et la seconde des troncatures semi tangentes sur ses six sommets, figurant des pointements quadruples^ par une sorte d'inégalité dans l'étendue des deux plans de chaque couple, la première ligne donne un tétraèdre, avec des troncatures tangentes sur ses quatre sommet^, alors la troisième ligne comprend des facettes tangentes sur ses six arêtes, et la seconde des troncatures non tangentes sur ses quatre sommets, figurant des pointements triples. Cet octaèdre, et ce tétraèdre, qui sont réguliers lors de la cristallisation cubique, peuvent être
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adoptés comme formes primitivfes^ ou plutôt pseudoprùni^ tii^es; et leurs facettes, leurs troncatures, telles qu'elles soient, s'associeront toujours de manière à former des prismes, dont le refroidissement par conmiunication sera exprimable k l'aide d'ime série trigonométrique et périodique.
CXL
PRISBŒS DE TRONCATURES NON TANGENTES.
Si l'on se propose de chercher un prisme traitable^ réunissant deux et même trois couplés, d'une même espèce de troncatures non tangentes, sur les sommets de notre parallélipipède primitif, on rencontre presque immédiatement le tableau général
n'employant qu'un seul et même décroissement, celui de 1 sur n et sur (n 4- i), et qui, en observant que
donne, pour le paramètre 0*, la valeur symétrique
Si 71 = 1, on a le tableau particulier
^fyO QUATOBZItlIE LECO> .
qui (loiim*. jkjuf ^* el U. les \aleurs
De là résulte que les douze couples de la troucature semitaugenle (=h 2, ± 2, di i), qui correspond à un décroisscmerit de 1 sur 1 et sur 2, forment quatre prismes traitables, sans le concours d'aucune autre troncature. Avec n = 2, le tableau (20) devient
et conduit aux nouvelles valeurs
De là résulte que les vingt-quatre couples de la troncature trinôme (±6, ±3, ±2), qui correspond au décroissement de 1 sur 2 et sur 3, formeront huit prismes traitables, sans l'intervention d'aucune troncature étrangère. Ces deux exemples particuliers sont d'une simplicité remarquable, et qui explique, en quelque sorte, la coïnci-
IT
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dence suivante : Lorsque le parallélipipède obliquangle primitif est un rhomboèdre, les prismes traitables à Taide des facteurs U (22) et (24), où C =B = A, sont deux rhomboèdres secondaires, proveuant de troncatures symétriques sur les six sommets non équiangles du rhomboèdre primitif, et qui se rencontrent fréquemment parmi les cristaux naturels.
§ CXLL INTRODUCTION DTTNE TRONCATURE DONNÉE.
Généralement, si l'on veut introduire, dans le groupe (16),. une troncature trinôme donnée (a, j3, y), posant
on reconnaît facilement que le tableau général
([(S,-aS,), (S,-pS,), (S,-7S,)])
vérifie les équations (17) ; il donnera donc immédiatement des couples associés. Par exemple, si les entiers différents sont les trois premiers nombres après zéro, on a le tableau particulier
la seconde troncature est semitangente (et de même espèce que la seconde du groupe (19)); la troisième (26) est trinôme, mais autre quela première.
Deux couples de troncatures trinômes de même espèce peuvent être associés quand le carré d'un des entiers «, jS,
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un couple déiini par Tépithète caraclcrîslique de ce plan. Ainsi, ce sera : un couple primitif; un couple tangent sur arête, tangent ou semitangent sur sommet^ un couple binôme sur arête, trinôme sur sommet. En un mot, à chacun des plans de Tarticle précédent correspond un couple ayant la même définition que ce plan. Le couple conservant %a nature, quelle que soit la distance des deux plans parallèles qui le composent, on peut dire que tout prisme, forme par trois couples primitifs, coïncide avec la forme primitive, quels que soient d'ailleurs les rapports des côtés de ce prisme.
Les huit sommets, ou les huit angles trièdres du parailélipipède primitif, n'en comportent que quatre, qui diffèrent par les angles plans composants : car les deux sommets que réunit, une même diagonale intérieure sont identiques, ou homologues. A chacun des quatre sommets distincts correspondent, un seul couple tangent, trois couples pour les troncatures semi tangentes, six pour les trinômes.
Si chaque lettre (A, B, C) qui spécifie un des diamètres conjugués^ désigne collectivement les quatre arêtes du prisme primitif qui sont parallèles à ce diamètre, alors, à chaque arête collective, et dite primitive, (A, ou B, ou C), correspondent deux couples tangents, et quatre couples pour les troncatures binômes. Mais, en réalité, les quatre arêtes parallèles à A, ou àB, ou à C, en comportent deux qui sont distinctes, par leurs angles dièdres, et par les sommets qu'elles réunissent. Par exemple, si l'on considère une des diagonales intérieures, deux des quatre parallèles la rencontrent, les deux autres ne la rencontrent pas -, les premières réunissent des sommets homologues, ainsi que les secondes ; et le partage est le même, quelle que soit la diagonale. On peut dire que chacune des trois arêtes primitives a sa symétrique^ qui lui est parallèle, égale en gran-
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GÉNÉRALISATION DES SÉRIES
Les valeurs posées (l'i) peuvent être généralisées, en leur donnant des dénominateurs (D, D', D'^) : chaque ligne ayant le sien. Aloi*s, les trois premières rcl{itions (12) auront respectivement pour seconds membres (D", D'*, IF* ) au lieu de Tunité; mais les trois dernières (la) resteront les mêmes. La valeur de 6* sera
Le facteur U aura la nouvelle forme
et s'évanouira sur les six plans représentés par les équations
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de forme donnée, découpé dans le mâlieu cristallin, il faut trouver le facteur général U qui lui correspond.
Cela posé, si le corps est un parallélipipède obliquangle, dont les côtés sont parallèles à d'autres diamètres conjugués (JL, ilb, r) de l'ellipsoïde principal, (X, Y, Z) représentant les coordonnées correspondantes à ces diamètres pris pour axes, on pourra d'abord exprimer 13 en (X, Y, Z), et le transformer ensuite en {xf^y'^ z'). Soient
(3) X=:±XJU, Y=±3^'iib, Z = ±^"r,
les côtés du parallélipipède \ on pourra donner aux rapports (<X, W, DXa!') telles grandeurs que l'on voudra, supérieures ou inférieures à l'unité, commensurables ou incommensurables. Introduisons le symbole 4^, pour désigner l'une ou l'ajitre des deux lignes trigonométriques, sinus et cosinus, et représentons par / Tun ou l'autre des produits correspondants ITT, et^TT (y étant une moitié d'impair, §CXXX), Les relations qui régissent la fonction U de (X, Y, Z) et la constantes*, étant
U, = o, leur vérification est obtenue en prenant
Hm)' A^)' -m
les signes (^, 4^, ^') remplaçant, ch3cun, (^m ou co^), (/, /', F) étant respectivement (/tt ou /tt, zV ou /tt, î^'t: ou/'tt).
Les formules qui lient les (X, Y, Z) aux (x\y\ z') peu-
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PRISMES TRIANGULAIRES PSEUDORÉGULIERS.
Application, aux milieux cristallins, des séries du prisme triangulaire régulier. — Prisme oblique primitif à base losange. — Ses prismes secondaires pseudoréguliers. — Conditions, yariabilité, et construction graphique des triangles pseudoréguliers.
PRISMES RÉGULIERS DÉDUITS DU RHOMBOÈDRE
Les leçons précédentes ont étendu, aux milieux cristallins, le premier des deux groupés de séries , définis au § XCIV. Il s'agit, dans la leçon actuelle, d'appliquer, aux mêmes milieux, le second de ces groupes.
D'après le § XXX, lorsque la forme primitive est un rhomboèdre, Téquation générale en V, rapportée aux axes de rellipsoïde principal, est
les z étant parallèles à la diagonale qui joint les deux sommets équiangles du rhomboèdre primitif. La fonction intégrale V peut être prise sous la forme
(i) Y = ^ «sin / 7T T
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la constante de rexpoDcntîelle, étant ainsi composée et le facteur u^ fonction de (x, j), vérifiant Téquation
Avec /nombre entier, la série (i) exprimera le refroidissement par communication d'un prisme de hauteur A, si le facteur u s'annule sur le périmètre de sa base.
Or on peut adopter, pour m, les diverses valeurs trouvées dans les IX*^, X^, XP leçons. Donc, lorsque la forme primitive du milieu cristallin vsl le rhomboèdre, on peut expriniei", par des séries trigononiétriques et périodiques, le refroidissement par communicalioil de tout prisme droit, dont Taxe est parallèle à la diagonale principale du rhomboèdre, et qui a pour base, soit un triangle équilatéral , soit sa moitié, soit même un hexagone régulier.
S CXLIV, PRISME OBLIQUE A BASE LOSANGE
Lorsque la forme primitive est un prisme à base losange, symétrique ou non, l'équation générale V, rapportée aux arêtes de ce polyèdre, est
dx"" ^ df-j ' ^ dz'' ■"" 'di
les [xJ y y') étant parallèles aux cotés du losange. La fonction inlégralc V peut être prise sous la forme
Sin/TT-rrr ,
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la constante de Texponenticlle étant ainsi composée,
et le facteur w', fonction de (x\ y')» vérifiant Téquation
Avec /nombre entier, la série V (2) exprimera le refroidissement, par communication, d'un prisme oblique, compris entre les plans [z' = 0, z' = A'), si le facteur u^ s'annule sur le périmètre de sa base.
Ici, les coordonnées [x'^ y') sont obliques, et il s'agit de chercher, pour quelle base triangulaire, le facteur u' s'exprimera de la même manière que pour le triangle équilatéral lors des coordonnées rectangulaires. Nous appelons pseudorégulier tout triangle satisfaisant à celte coïncidence, et nous désignons par la même épithète le prisme correspondant, pour le distinguer des prismes triangulaires
^etjde la XH® leçon, dont le refroidissement s'exprime
par des séries d'une origine différente.
CXLV
NOUVELLES COORDONNÉES WK
Soient ABC le triangle cherché, O son centre de gravité, (3/, 5/', 3/") les longueurs de ses trois médianes, (ÔP, OP', OP'') leurs directions prises pour axes. Les parallèles aux trois côtés menées par un point intérieur, déterminent sur ces trois axes, des intersections dont les distances à l'origine O sont désignées par (P, P', P''). Ces coordonnées particulières, positives vers les cotes, né-
gatiyes vers les sommets, sont liées entre elles par une équation facile à trouver : car, si Ton prend les lignes O A ,
Fig. 26.
OB, pour axes d'un système de coordonnées obliques (X, Y) y on obtient sans peine pour les équations des parallèles aux trois cotés
d'où
résulte
par
addition,
Soient désignés, par 9 Fangle AOB, par e Tangle des axes (r'j y'), par |3 Tangle compris entre OA et OX', on en déduit les formules de transformation
Xsinç = ar'sin(y + P) — j'sin[£-- (<p 4- P)], Ysifirp = r'sin(6 — P) — x' sinp;
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-et rélimination des (X, Y) doiiiu' au groupe (4) la forme suivante
sinfy-hP) sinp sin (s — p) sin[t — (y-j- p)]
suif
sin (ç -+- p) sin p
sin (p
=z j = mj/-\-nx ,
sin(e — p) sin[g--((p-^ p)] l' Il
SVdff
sincp
sin((p -f-p) sinp sin(£ — p) sin[s — (y + P)]
Sin y
smy
les {pi^i\ n^^) désignant, pour simplifier, les cpeflScients de (x', y) dans ces trois équations.
Fig. 27.
S CXLVI
FACTEURS u' DES PRISMES PSEUDORÉGULIERS.
Cela posé, avec le système des coordonnées P^f\ les
^yO QUINZIÈME LEÇON.
équations des Irois côtés, du triangle ABC, sont
Or, si, (X, |ui, v) étant des nombres entiers, positifs ou négatifs, liés entre eux par Téquation
on prend les six arcs polynômes différents
•(vy + X-+^-+3.
3pt
= A,, = Aj, = A3, = A'.,
et que, désignant les cosinus et sinus de ces arcs par les lettres c et 5 affectées des mêmes indices et accents que A, on compose les deux fondions
Ci — c,
on démontrera, comme au § XC, à Taide des relations (5) et (8), que Wi et u^ (10) s'évanouissent sur les trois côtés ( 7) du triangle ABC.
Mais ces facteurs (10) ne peuvent être pris pour w', que s'ils vérifient l'équation (3) avec une valeur constante de 0*. Et la recherche actuelle se réduit à reconnaître, comme
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nous allons \c faire, les conditions nécessaires pour cette vcj'ificalîon : car, ces conditions étant satisfaites, tous les développements des IX^, X*^, XF leçons s'appliqueront directement aux facteurs (lo), composés avec les arcs polynômes (9), comme les facteurs (22) du § LXXXVIII le sont avec les arcs (21) du même paragraphe.^ en observant que les nouvelles coordonnées (P, P, F') vérifient maintenant Téquation (5), au lieu de celle (12) du § LXXXVl; , et que les trois < ôtés du triangle ABC sont actuellement représentés par les équations (7). En un mot, il suffira de remplacer les fi'actions de même dénominateur
1—9 —5 — M par celles aux dénominateurs différents
CONDITIONS D'UN TRIANGLE PSEUDORÉGIJLIER
Substituant, dans le premier arc (9), aux rapports
(p P' P" ^ 7' T' ~r ) ^^^^^ valeurs (6) en [nt^J\ 'i^-'^], et prenant
pour 1/ le cosinus Ci ou le sinus ^1, la vérification d« l'équation (3) exige que
(il) 02 -- (—X[\ l /w H-p w' ^vn/'Y 4- (> // 4- p/î' -t- V ny] ;
et pour que cette valeur de 6* reste la même, quand on partira de tout autre des arcs (9), il faut, cssentiellcmenr, que
les [m^*/^, n^J^~\ satisfassent aux identités
( m' m" -h n' n" = m" m -\- n" n = mm' -\- nn' .
Soit désignée par — la valeur commune des trois niem-
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bres de la première (ia)> on pourra prendre
et, les angles (i|;, ^j/, i|;'^) étant quelconques, cette première identité (12) sera vérifiée. Mais la seconde devenant, par les valeurs (i3),
( 1 4) ces (+" — +') = cos ( ^p — >'') = ces (+' — +),
il faudra que les angles (ip, ip', ^') soient tels que
relations où, â étant moindre que 27:, j et f sont des nombres entiers arbitraires, positifs ou négatifs. Or, si l'on ajoute ces trois relations (i5), la somme des premiers membres étant zéro, il faut que [3cî-f- 2 (7 -l-/)îr] soit pareillement nul 5 d'où résulte, avecjf = et f = — i , pour â la valeur essentielle
Ce qui donne aux trois membres du groupe (i4) la valeur
commune f j ; et, l'angle ^" restant indéterminé, on
aura
Les identités (12) étant ainsi satisfaites, la valeur con-
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stante (ii) deviendra successivement
par des éliminations faites à Taide de Téqualion (8).
Puisque l'arc — a Bour cosinus ? et pour sinus — ?
les angles (17), substitués dans les (i3), donnent les rela-
tions
desquelles on déduit, par addition et soustraction, les suivantes, qui peuvent les remplacer :
1 /w -f- /w' -H /w" = o , /2 -H /î' H- «" .-- o , '^ ( m' — m^n" s[l, n -^ n' -= m" sj^ .
Par la substitution des valeurs (6) des [m^\ ^^^)t les deux premières (19) sont identiques [ce qui devait être d'après l'équation (5)], et le^ deux dernières deviennent
,/ô / sin(yH-j^) _^ sin p\ _ siD(6-p) siD[«~ (y H-p)]
v^ \ 1 "^ TT) r 1 '
sin((p-f-p) sin p _ /- / sin(g-p) sin[g — (y-f- p)]
Si l'on ajoute ces équations respectivement multipliées par les facteurs, (y^ et -f- i) une première fois, ( — i et s]Z) une
srroiido, on a les ôqualîoris de condition définitives
; sin.ç-l-p) _^ v/3sin (f — p) — sin^
I &in[8 — ((p-hp)] __ sin(f — p)-f"V^3Mnp
qui déterminent la forme du triangle cherché ABC, pour chaque valeur de 3? ou pour chaque orientation de OA, en donnant, ainsi qu'il suit, Tangleç dbmpris entre les deux
médianes (OA, OB), et le rapport - de leurs longueurs.
§ CXLVIIl.
AiNGLE ET RAPPORT DE DEUX MÉDIANES.
Par le développement des premiers membres, et le changement des signes de la seconde, les équations ('^o) s'écrivent ainsi
ros p sin y-h sin pcosy ^ \/3 sin (e — p) — sin p
cos(s— p)sin<p-~ sin (g — p)cos y __ sin(f — p) -f- \/3sinp / ^7 5
alors, isolant successivement sin 9 et cosç, on a
sin y __ v/3fsin^fg — p)-i-sin^p] ^^"^ / "^ 2/' '
o 1 W . CCS œ
211 \ sin 6 . - rrr
v/3[siD(8 — p)oos(g — P) ~sinpcosp]-->sinf 2/'
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et, reconnaissant les identités trigonométriques
sin*(4 — p)-f- sin'P=: i — cos<cos(8 — 2p),
( sin(€ — p) cos(s — p) — sin ^cosô = coscsin(s — 2p),
on déduit des (21), par Télimination du rapport ~, la valeur importante
(23) tangç=.^J — '— lil,
^3cosssin(c — 2^) — sins
et, par l'élimination de (p, Féquation
/^ __ 3[i -— cosg cos ( g — 2 p)p 4- [v/3cosgsin(s — 2 p) — sine]^
qui, après avoir chassé les dénominateurs, développé et réduit le second membre, fait passer dans le premier le seul terme au facteur ^3, puis divisé par 2, prend la forme
[ 2 Z'* sin g -I- P v^ ces Ê sin (e — 2 p )] sin s
z=P[2-\- cos^g — 3cosg cos{g — 2P)]
RELATIONS ENTRE LES TROIS MÉDIANES
La figure 26, page 268, montre que la parallèle à OP' menée par le milieu L'' de AB, où P'' = /", et la parallèle à ÔF" menée par le milieu V de ÂC, où P' = /', aboutissent et se rencontrent au milieu 31L de AO, où P= — /.Le triangle L'Oîl'O, moitié du parallélogramme L'Oit L"0, a donc ses trois côtés égaux à (/, /', l")'^ et, puisque l'angle en O, opposé à /", est le supplément de 9, il en résulte
( 25 ) 2 //' cos (p H- /^ = n - l".
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Or, ia seconde (21), mullîpliée par 2/'/*, se met sous la nouvelle forme
(2//'co5ç-|-r)8inf = P v^3coscsiii(£ — 2^)
[diaprés la seconde identité (22)], et, en y substituant à la parenthèse sa valeur (aS), on a la première relation
(6) I (/"' — /'')sing= /2V^cos6siii(e — 2p),
I (/"a 4- /'») sin^j = /»[2 + cos^f — Scose cos(« — 2p)],
laquelle donne la seconde en éliminant de Téquation (24) le terme au facteur v/3.
A l'aide de /, seule ligne arbitraire, les deux relations (26) donneront /' et/", et par suite les trois côtés : car, d'après un théorème connu, le triangle BOC donne
'^.BL -h 2/* = 4 ''*"*" 4 ^'^S d'où résulte la première du groupe symétrique
^ \ AB =4[2(/»H-/'^)-r='].
Il reste à trouver la grandeur de la ligne p, qui entre au dénominateur de 0* (18). Par les équations de condition (20), les (m, n) (6) se réduisent à
v/3sin(«— p) v/3sinB.
2/siny 2rsin<f
d'où résulte, puisque — est la valeur commune des trois
membres de la première ( i3),
i_ __ 3[sin»(e — p)-t-sin»p] 0' "" 4/'*sin> *'
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ce qui donne, d'après rëquation (21) en si ikp, et la première identité (22),
p^sin'6 = P[i — cos8COs(e — 2?)].
Alors, remarquant que la seconde équation (26) peut s'écrire ainsi
(/2 4- ^2 ^_ /''2) sin^g = 3/2[i — coss cos(e — 2p)], on obtient définitivement l'expression
Avant de passer à la discussion de toutes ces valeurs, établissons une dernière formule. Les relations (26) étant prises sous la forme
(n — /'') v^sin« = 3/2 coss sin (« — ap), 3/2— (/»-!-/'' 4-^2) sin»8 = 3/' cosecos(s— 2 p),
on élimine l'angle j3 en faisant la somme de leurs carrés, ce qui donne d'abord
[SP — (P H- /'2 -f- /"») sin^f p -H 3(n—nysmU — 9/*cos2« = o,
puis, développant le premier terme, remplaçant le coefficient total de 9/* par sin*e, facteur devenu commun, que Ton supprime,
9/* — 6r{P + /'2 + r'2) + (/2 4-/'2 4. ra)2sin'« + (3/"'— /'2)» = o,
enfin, réunissant et réduisant,
(28) [2/' — ( /'2 -H n)]^-\-3[n - ny= (p ^ r^ + /"2)^cos'8,
équation remarquable, dont le développement
4[(/4 ^ r -h n - {r^r' -h i"'i' -h fi")] = {p + /'2 + nycosu,
est symétrique en (/, /', /''), comme cela devait être, et
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qui r^it les trois médianes du triangle cherché, quelle que soit son orientation.
VARIABILITÉ DU TRIANGLE PSEUDORÉGULIER
Lorsque la base losange est un carré, ou que, Tangle e étant droit, soq sinus est Tunité et son cosinus zéro,
l'équation (23) donne tang(p = — v3, ou ç = -^> et les
deux relations (26), ou la seule (28), conduisent à /" =/'==/. C'est-à-dire que le triangle ABC est équilatéral, quel que soit (3. Ainsi quand la forme primitive du milieu cristallin est un prisme oblique à base carrée, on peut exprimer par des séries trigonométriques et périodiques, le refroidissement par communication d'un prisme, de même obliquité, ayant pour base un triangle équilatéral, et cela, quelle que soit l'orientation de ce triangle. Mais, lorsque Pangle s du losange n'est pas droit, il résulte deFéqualion (23), et des relations (26), que la base triangulaire du prisme oblique, pareillement traitable, dépend de j3, ou qu'elle change de forme avec son orientation.
D'après la première équation (26), les deux lignes (/', /") ne peuvent être égales entre elles, que pour les valeurs de |3
qui annulent sin(6 — ajS), lesquelles sont j3 = -î, et
fi = — I La médiane OA est alors dirigée, soit suivant la
diagonale du losange menée par l'origine O, soit perpendiculairement à cette direction, ou jjarallèlement à la seconde diagonale. Avec /" = /', la seconde équation (26) donne
quand 3 = -^ /' = ( H ) l'\
« ^ r, / 3coss \ ^,
quand s = - -h -. /^= 1 ; t',
* '^22 \ 2 -h cos«/
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Daos les deux cas, / diffère essentiellement de /', en plus dans l'un, en moins dans Tautre. En un mot, pour ces deux positions, le triangle ABC est isocèle.
A toutes les autres valeurs de j3, correspondent des triangles scalènes. Lorsque la médiane OA est dirigée suivant Tun des côtés du losange, (3 est, ou nul, ou égal à e; les deux carrés (/'*, /''*) ne sont plus égaux 5 leur différence étant /* v/S cose, et leur somme 2/*, d'après les relations (26), ils se partagent les deux valeurs
I lin -^— cosf ]•
Le plus grand écart des carrés (/'*, /''*) a lieu pour les valeurs de (3 qui annulent cos(6 — 2|3), lesquelles sont
(3 = - 14= j- La médiane OA est alors également inclinée
sur les deux diagonales du losange, et d'après les relations (26), les carrés (/'*, /''*) se partagent les deux nouvelles valeurs
\ 2lang'8 2 tangs/
CLL CONSTRUCTION GRAPHIQUE GÉNÉRALE
Généralement, la direction de la médiane AO étant donnée sur la base losange, on détermine la forme du triangle ABC correspondant, par une construction trèssimple, qui se déduit des considérations suivantes.
La lettre a désignant, pour simplifier, la première des trois fractions
, , :>. /'sin© /Il — cossros(g— .>. S)l o-sin?
^ ^ ^-^ Slllè /
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la constante de rexponentielle étant ainsi composée,
e' = A'e' + c»^jy
et le facteur a', fonction de (x', y'), vérifiant Téquation
Avec /nombre entier, la série V (2) exprimera le refroidissement, par communication, d'un prisme oblique, compris entre les plans [z^ = 0, z' = A'), si le facteur u^ s'annule sur le périmètre de sa base.
Ici, les coordonnées (x\ y^) sont obliques, et il s'agit de chercher, pour quelle base triangulaire, le fadeur ^^' s'exprimera de la même manière que pour le triangle équilatéral lors des coordonnées rectangulaires. Nous appelons pseudorégulier tout triangle satisfaisant à cette coïncidence, et nous désignons par la même épithète le prisme correspondant, pour le distinguer des prismes triangulaires
- et-^de la XII® leçon, dont le refroidissement s'exprime
par des séries d'une origine différente.
NOUVELLES COORDONNÉES P
Soient ABC le triangle cherché, O son centre de gravité, (3/, 5/', 3/'^) les longueurs de ses trois médianes, (OP, OP', OP") leurs directions prises pour axes. Les parallèles aux trois côtés menées par un point intérieur, déterminent sur ces trois axes, des intersections dont les distances à l'origine O sont désignées par (P, P', P''). Ces coordonnées particulières, positives vers les cotes, né-
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Cela posé, le point M', aux coordonnées (x'^ y'), appartenant à la médiane OA, soît M", aux coordonnées {x^\ y")^ Iç point symétrique de M', par rapport à la diagonale du losange menée par l'origine O, comme T indique la figure,
^aTT^
^rf-
on aura : x" =:y'^y" = y, et conséquemment
(34) ^ y^ sinp ^^-
.^' sin(s — p) r"
La diagonale NQ, du parallélogramme M'^NOQ, aura pour équation
^ ' a/' y" :t''sm(6 — P) y sm p
Or, d'après (34) les deux dénominateurs a:'' sin (e — i3),y sin(3, sont égaux, donc le côlé BC (3i) sera parallèle à cette diagonale.
Ainsi, prenant, sur le prolonjjcment de AO, la longueur OL égale à la seule ligne arbitraire /, puis OA = 2 OL, on aura le sommet A, et la parallèle LR à ]NQ donnera la direction du côté HC. Or cette droite BC étant
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•el réliminalion des (X, Y) donne au groupe (4) la forme suivante
sin(yH-p) sinp sinfs — p) sin [c — (y 4- p)]
sm^
sin((p-hP) sinp
sm cp
= y =zmx' -{-ny'.
sin^
sin (b — p) sin [g — (y 4- p)]
sintp
= j=m'a/-hny\
sin ( y H- p) sinp sin (g — p) sin [s — ( y 4- P)]
smy
smy
les (mO^, 71^^) désignant, pour simplifier, les cpefiîcients de (:r', j^') dans ces trois équations.
TV
APPLICATIONS ET VÉRIFICATION
Si la médiane OA est dirigée suivant la bissectrice de
l'angle e, le point M' étant lui-même son symétrique, LR est parallèle à la seconde diagonale, et conséquemment perpendiculaire à AO, le triangle ABC est donc isocèle.
Fig. 29.
Si la médiane AO est parallèle à la seconde diagonale du losange, LR Test à la première 5 le côté BC est conséquemment perpendiculaire à AO, et le triangle est encore isocèle.
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nous allons le faire, les conditions nécessaires pour cette vérification : car, ces conditions étant satisfaites, tous les développements des IX*, X*^, XP leçons s'appliqueront directement aux facteurs (lo), composes avec les arcs polynômes (9), comme les fadeurs (22) du § LXXXVIII le sont avec les arcs (21) du même paragraphe j en observant que les nouvelles coordonnées (P, P, F') vérifient maintenant Téquation (5), au lieu de celle (12) du § LXXXVl; , et que les trois côtés du triangle ABC sont actuellement représentés par les équations (7). En un mot, il suffira de remplacer les fractions de même dénominateur
(— î — ? — jî par celles aux dénominateurs diiïérents
CONDITIONS D'UN TRIANGLE PSEUDORÉGIJLIER
Substituant, dans le premier arc (9), aux rapports / p p' p" \ ( T' y ~F ) '^^^* valeurs (6) en [ni^J\ «^>^], et prenant
pour u! le cosinus c, ou le sinus ^1, la vérification d« Téqiiation (3) exige que
(il) Ô2=(— [,>,w-+-f*/ii'-hv///')^4-(X//-f-p«'4-v/z")'];
et pour que cette valeur de 6* resle la même, quand on partira de tout autre des arcs {9), il faut, csscntiellcmenr, que les [/7i^-/^, n^J^^ satisfassent aux iclenlités
m m -h n n •=n m m -^-1111 = mm
Soit désignée par — la valeur commune des trois inem-
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une position quelconque delà médiane OA. El, en effet, la
Fig. 33.
diagonale NQ fait avec Taxç des y' Tangle (3, tandis que AO fait actuellement avec le même axe l'angle complémentaire
( (3 ) ; LR est donc perpendiculaire à la médiane. De
plus, les points (A, D) se confondant, le triangle ROD est hémi-régulier, et l'angle enDest^-, de là résulte que, dans le quadrilatère inscriptible DORB, la diagonale OB fera ^vecBC le même angle -^ etconséquemmentavecOLTangle
-; c'est-à-dire que le triangle rectangle OBL sera hémirégulier ; on aiira donc OB ou a /^ égal à deux fois OL ou /, ou enfin t =^l.
CARACTÈRE DISTINCTIF DES PRISMES PSEUDORÉGULIERS
Il importe de remarquer que, pour le même angle e, ou pour le même losange, toutes les variations de forme du
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stâDte (il) deviendra successivement (18) 9^=^ ^^^^
= ;^--^ (>'-t-f*^ -^- V«) =;^ (^' -h p -hv\)
par des éliminations faites à Taide de l'équation (8).
Puisque 1 arc — a BOur cosinus » et pour sinus ï— >
les angles (17), substitués dans les (i3), donnent les relations
/W = ^ — /W + /l, /îr= — — /2 — '— /w ,
desquelles on déduit, par addition et soustraction, les suivantes, qui peuvent les remplacer :
Par la substitution des valeurs (6) des {ni,^\ n^^)^ l«s deux premières (19) sont identiques [ce qui devait être d'après l'équation (5)], et le^ deux dernières deviennent
/- /sin(^p-HP) ^ sinpV _ sin(6^p) sin[«~ (y 4-P)] V3 [^ ^ 4- -77-j - ? i^ '
sin((p -h p) sin p _ ,- /sinfsj-p ) sin[6 — (y H- P)]
Si Ton ajoute ces équations respectivement multipliées par les facteurs, (y^ et H- i) une première fois, ( — i et ^i) une
Explication physique de la cristallisation, fondée sur Tcxistence des vibra», lions. — Faits principaux. — Lemmes. — Partage du liquide cristallin en concamcrations polyédriques. — Explication des facéties secondaires, et de leurs associations.
EXTENSION AUX CRISTAUX DIAPHANES
Les propriétés întégrales, exposées dans les leçons précédentes, ne sont rigoureusement établies, que pour les solides atbermanes. Mais on conçoit que ces propriétés peuvent être étendues aux cristaux diaphanes. En effet, l'expérience paraît indiquer que la chaleur rayonnante qui les traverse, n'éprouve de perte réelle qu'à l'entrée et à l'émergence. S'il en est ainsi, un élément parallélipipédiquc intérieur rayonnera, toutes choses égales d'ailleurs, la même quantité de chaleur, qu'il soit éloigné des faces du cristal, ou qu'il soit très-voisin de l'une d'elles. On pourra donc adopter, pour lui, la loi du rayonnement à la surface, c'està-dire admettre que, dans le temps r//, il perdra par rayonnement une quantité de chaleur égale au produit de dt. par son volume dxdjdz^ par un certain pouvoir émissifC, et par l'excès de sa température actuelle W sur celle de l'enceinte prise pour zéro.
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et, reconnaissant les identités trigonométriques
J sin2(ft — p)4-sin'p= i — cos8COs(8 — 2^),
( sin(s — p) cos(g — P) — sin pcos6 = coscsin(e — 2p),
on déduit des (21), par l'élimination du rapport -, la valeur importante
, ^, J3[i — cosecosfe — 28)]
(23) tang«p=~=-i -7—)
V3cos8sin(6 — 2(3) — sins
et, par Pélimination de ^ , l'équation
/'2 3[i— cosecos(e — 2p)p + [\/3cos«siii(s — 2 P) — sine]'
qui, après avoir chassé les dénominateurs, développé et réduit le second membre, fait passer dans le premier le seul terme au facteur ^3, puis divisé par 2, prend la forme
[2 Z'' sin fi H- P \J^ cos s sin (1 — 2 p )] sin s
( ==/'[2-hcos'8 — 3cosecos(fi -— 2P)].
RELATIONS ENTRE LES TROIS MÉDIANES
La figure 26, page 268, montre que la parallèle k OP' menée par le milieu V de ÂB, où P'' = /", et la parallèle à OF" menée par le milieu V de AC, où ?' = /', aboutissent et se rencontrent au milieu 31L de AO, où p=: — /.Le triangle L'Oni^O, moitié du parallélogramme L'Oit L'^O, a donc ses trois côtés égaux à (/, /', T)-, et, puisque l'angle en O, opposé à F, est le supplément de 9, il en résulte
(25) 2//' cos(p-H/^ = /'"-/".
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FAITS PRINCIPAUX
tJne plus longue discussion, sur la constitution intérieure des milieux pondérables, établirait plus rigoureusement la coexistence, et la séparation nécessaire, de réchange direct de chaleur entre molécules voisines, et de la perte par rayonnement. Mais nous supprimerons ces développements, et d'autres encore, dans une leçon, dont le seul but est d'esquisser une théorie physique de la formation des cristaux. Cette théorie s'appuie sur deux faits principaux, et sur un principe hypothétique que d'autres faits rendent très-probable.
pRKMiCR FAIT PEiA'ciPAL. Une dissolution saline concentrée, qui se refroidit lentement y sans agitation y ni courants intérieurs, dépose le sel en cristaux de forme régulière. L'expérience prouve que, si le liquide est agité, ou qu'il se refroidisse rapidement, la cristallisation est confuse.
Second fait pRiifcit>AL. Le sel est uniformément répandu dans tout le volume du liquide, de manière à poui^oir se résoudre en cristaux dans un lieu quelconque de ce volume. On connaît celte expérience, d'une dissolution saturée, introduite chaude dans un tube, qu'on ferme ensuite par une pointe effilée, et qui cristallise en masse, quand on casse la pointe du tube refroidi. Celte expérience prouve le fait énoncé, et indique, en outre, qu'un ébranlement peut être la cause déterminante de la cristallisation.
Ces deux faits justifient, en quelque sorte, la dénomination de liquide cristallin, que nous donnerons à la dissolution saline concentrée.
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Avant (l'énoncer le principe hypothétique adopté, deux digressions, ou plutôt deux lemmes, sont nécessaires.
PREMIER LEMME
Lorsque Tou cherche à établir les lois qui doivent régir les vibrations d'un milieu élastique, dans lequel l'élasticité est constante pour toutes le^ directions, on arrive, entre autres, à une équation aux différences partielles de la forme
p' représentant la densité, «' un coeflScient d'élascité. Cette équation régit deux fonctions différentes, Tune est la dilatation cubique, l'autre une sorte de potentiel de l'élasticité. Les projections du déplacement moléculaire étant représentées par (li, i^, iv) , la dilatation cubique est
\d^~^ "^ — ^ ^ ) ' ^'^^^ '^ première fonction F. En outre, s'il s'agit de vibrations avec changement de densité, ou dites longitudinales, les (u, v^, w) sont les dérivées en (x,y,z) d'une même fonction F, qui doit aussi vérifier l'équation (5)^ c'est cette seconde fonction que j'appelle potentiel de l'élasticité. Si l'élasticité est changeante avec la direction, on peut établir, comme pour la chaleur, que l'équation générale prendra la forme
en coordonnées obliques .
Cela posé, on fait voir, sans grande difficulté, que, lors
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(les vibrations, le concours de deux systèmes d'ondes, les unes directes, les autres réfléchies, partage le milieu en concaméralions polyédriques, vibrant à Tunisson, et séparées par un réseau de surfaces planes. Alors s'il s'agit de trouver la loi intégrale du mouvement vibratoire de Tune de ces concamératîons , il faut intégrer convenablement rëquation (6).
A cet effet, on compose le potentiel F, d'une somme de termes simples
(7) F= CMUcosTôTril,
où le facteur U, fonction de (x', y' ^ .2'), est lui-même la réunion de plusieurs termes partiels, trigonométriques et périodiques, correspondant au même paramètre ô, et tellement choisis, que Tune des dérivées de U, ou une somme linéaire de ses trois dérivées, s'annule à la surface du polyèdre, aân d'exprimer que les molécules de cette surface n'en sortent pas. Puis on détermine le coeflScient général M, de telle sorte que, pour f = o, on ait
fêtant Téut initial de la fonction F.
Le problème d'analyse à résoudre est identiquement le même que celui de la question relative à la chaleur, étudiée dans les dix leçons précédentes, et ses applications spéciales sont aussi les mêmes, à quelques changements près, dans les signes des termes partiels, et dans l'emploi, ou des cosinus, ou des sinus. On pourra donc traiter^ de la même manière, l'état vibratoire de tous les polyèdres que nous avons considérés, et dont le refroidissement s'exprime par des séries trigonométriques et périodiques, non-seulement quand leur surface est entretenue à une température
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fixe, mais aussi quand celte même surface est imperméable à la chaleur, ou sans flux. Cette communauté des deux solutions constitue le premier lemmc.
SECOND LEMME
Il résulte d'une belle suite d'expériences directes, due à M. Despretz, que l'échauflement d'un liquide par en haut, et son refroidissement par en bas, en évitant le plus possible tout courant intérieur, paraissent s'opérer suivant les mêmes lois que réchauffement et le refroidissement des solides. On peut admettre, d'après cela, qu'un liquide cristallin se conduit, relativement à la propagation de la chaleur, comme s'il était solide. C'est-à-dire que, pour lui, l'équation qui régit la température est la même que pour le milieu cristallisé, avec la seule différence de grandeur du
coefficient k^= — On conçoit, en effet, que si l'on cherche
à établir l'équation générale de la chaleur dans le milieu liquide, lorsque ses molécules ne se déplacent pas, on sera conduit aux mêmes conséquences, à la même» théorie de la conductibilité, soit constante, soit changeante avec la direction, que pour un milieu solide.
Pareillement, si l'on cherche à établir les équations qui doivent régir les vibrations dues à l'élasticité du même liquide cristallin^ lorsque ses molécules ne font qu osciller autour de leurs positions d'équilibre, on sera encore conduit aux mêmes conséquences, à la même théorie de l'élasticité, soit constante, soit changeante avec la direction, que pour un milieu solide. Il n'y aura d'autre différence que dans la grandeur absolue des coefficients, qui pourront conserver les mêmes rapports, en obéissant aux mêmes
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lois. C'est ainsi que certaines propriétés des cristaux solides, telles que le pouvoir rotatoiredes plans de polarisa* tion, se retrouvent dans les dissolutions du même sel.
Cette extension des deux solutions, au liquide cristallin, constitue le second lemme. Là, comme dans le premîer^ les lois du refroidissement, et celles de l'état vibratoire, se superposent en quelque sorte. Mais, il y a cette diiîérence remarquable, que, pour la chaleur, l'intégrale par série périodique n'a rien d'essentiel, et n'est qu'accidentelle; tandis que, pour les vibrations, cette forme périodique est exigée par l'existence de concamérations identiques, vibrant à l'unisson. Cette dernière nécessité, parait indiquer que la forme polyédrique des cristaux naturels, est le résultat d'un phénomène de vibrations.
PRINCIPE ADOPTÉ
Regardant cette indication comme une preuve, nous adopterons pour principe, que la dissolution saline concentrée, ou le liquide cristallin, se partage^ dès l'abord, en concamérations polyédriques, par Veffet des ^nhratiens. Les causes de ces vibrations, ou ces vibrations ellesmêmes, ne seraient-elles autres que la chaleur? C'est ce que nous ne déciderons pas. D'ailleurs, à la surface libre delà dissolution saline, la couche de liquide pur qui s'évapore, abandonne violemment les molécules de sel qu'elle contenait, lesquelles refluent dans la masse; et voilà une cause très-admissible d'ondes directes. La surface libre, et plane, serait alors le lieu de ventres de vibration.
On peut appeler hypothétique, le principe que je viens d'énoncer, jusqu'à ce qu'on soit forcé de reconnaître, que la forme polyédrique des cristaux naturels, signale l'exis'
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teDcc primordiale des vibrations, dans le phénomène de la ciistallisalion, avec la même certitude que le sable dessinant des lignes nodales sur les surfaces vibrantes.
§ eux.
THÉORIE PHYSIQUE
Si Ton rapproche les di\ei*ses parties du Cours actuel, de la définition du liquide cristallin, qui résulte des deux faits principaux, et que Ton adopte le principe précédent, étajé par les deux lemnies, on construit facilement une explication physique de la formation des cristaux, quelle quV'n soit la complication .
Soit pris pour exemple le cas d'un sel dont la forme primitive est un parallélipipèdc obliquangle. Le liquide salin s'est partagé, dès Fabord, en concamérations , ou en éléments parallélipipédiques , sous Tinflueiice primordiale des vibrations. Dans chacun de ces éléments , maintenant limités, les molécules salines vont en se rapprochant de plus en plus vers la solidité. Ces éléments sont séparés par des couches de liquide pur, ayant la température de la dissolution , que Ton peut regarder comme fixe , à cause de la lenteur nécessaire du refroidissement général. Ces couches liquides, d'abord infiniment minces, peuvent augmenter progressivement d épaisseur. Enfin, ceux des éléments qui sont dans le voisinage de la masse déjà cristallisée , obéissant à son attraction, locale et plus puissante, lui donnent une . nouvelle couche, en abandonnant plus complètement leur réseau liquide.
Cliaque volume élémentaire, d'abord suréchaufië par les premiers progrès de la solidification, se refroidit ensuite comme s'il était isolé , et suivant les mêmes lois que s'il faisait partie du milieu cristallisé, sa surface étant entrete*
THÉORIE DE LJL FOllMATIOM DES CRISTAUX. ag5
nue à la tempera lure à très-peu près constante du réseau liquide qui l'entoure. Le dépôt cristallin ne s'opère que quand le refroidissement des volumes élémentaires est parvenu à un certain degré.
Remarquons que, dans cette manière très-simple de con« cevoir le phénomène de la cristallisation, le liquide pur, ou qui ne contient que d'autres sels, peut se mouvoir librement dans le3 cloisons du réseau de séparation; que même les volumes élémentaires, à demi solidifiés, peuvent se mouvoir de toutes pièces, monter ou descendre, sans que les lois de leur refroidissement en soient notablement changées : car, c'est comme si, lors du refroidissement d'un solide dans la glace fondante, on le faisait voyager dans le bain qui l'entoure.
CLX
FACETTES SEœNDAIRES.
Maintenant, rien n'oblige à supposer que la forme des volumes élémentaires soit pai;^out et toujours la même, celle du parallélipipède aux faces primitives. On conçoit que la rapidité plus ou moins grande de Tévaporation, que l'acuité des vibrations originelles, que la forme des parois, que celle des cristaux déjà formés, puissent occasionner le partage en volumes élémentaires d'une autre forme. On sait qu'en immergeant, dans la dissolution saline concen> trée, un premier cristal d'une certaine forme, il grossit en la conservant; preuve de Tinfluence d'une partie des parois.
Ainsi, il pourra exister des volumes élémentaires ayant
la forme des prismes triangulaires-» -r? des tétraèdres ^>
-jj ou de tout autre polyèdre dont la périodicité est possible. Ces nouveaux volumes élémentaires , parvenus au
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degi-é de refroidissement ou de solidité convenable , se déposeront sur le cristal formé, en donnant une de leurs faces à ce cristal ; c'est-à-dire, ou des faces primitives, ou des faces tangentes. Ces dernières pourront même exister seules. D'où résultent, le prisme secondaire aux
faces latérales tangentes avec les prismes triangulaires j , l'octaèdre et le dodécaèdre rhomboïdal avec les tétraèdres -y- On explique ainsi les faces primitives, les facettes
tangentes sur les arêtes, les formes secondaires correspondantes des cristaux naturels.
Puis, comme nous avons démontré, pour la première fois dans ce Cours, qu'il existe des volumes élémentaires en nombre infini d'une autre forme que ceux à faces primitives et tangentes, lesquels satisfont aux conditions de la périodicité, on expliquera, de la même manière, à l'aide de cette extension nouvelle : les facettes non tangentes sur les arêtes; les troncatures tangentes, semitangentes ou non tangentes sur les sommets; les associations de certaines facettes sur les arêtes et sut* les sommets ; les octaèdres et les tétraèdres pseudo-primitifs , ainsi que leurs facettes ; les faisceaux de prismes triangulaires et hexagonaux , réguliers ou pseudo-réguliers.
Remarquons, enfin, qu*à chaque dépôt de volumes élémentaires sur la masse déjà cristallisée, la forme des parois subit, par ce dépôt même, une modification qui peut déterminer un partage différent du liquide, ou de nouvelles formes de volumes élémentaires.
CLXI. ASSOCIATIONS DE FACETTES
Les associations de facettes et de troncatures peuvent être établies, ou expliquées, de deux manières différentes. Rap
pelons d*abord que les lois du refroidissement, et celles de l^ëtat vibratoire, d*un polyèdre élémentaire, sont régies par les deux équations
et que les intégrales de ces deux équations peuvent être exprimées, en quelque sorte parallèlement, comme il suit
(9) ^ v=j^Mue ^
(10) ^==8 MU ces [ttG -1 ;
la fonction U étant composée de termes de la forme
correspondant au même paramètre
et tellement réunis, que cette fonction U, ou une somme linéaire de ses dérivées, s'annule à la surface du polyèdre élémentaire.
La détermination générale du coefficient M indique que, si l'état initial le permet. Tune ou raiUre des deux intégrales (9) et (10) pourra se réduire à un seul terme. Dans tous les cas, c'est-à-dire quel que soit Tétat initial des températures, vers la fin du refroidissement du volume élémentaire, un instant avant son dépôt sur la masse cristallisée, les termes de Tintégrale \ (9) correspondant aux grandes valeurs de 6* auront perdu toute iraportanccj, par
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suiie de la grandeur de l'exponentielle ([ui passe au dénominateur, et il ne restera plus d'influents qu un ou deux termes, correspondant à la moindre, ou aux deux moindres valeurs de 6*. Quant à la fonction intégrale F (10), elle |)eut se réduire, non -seulement à un seul terme, ou à une seule valeur de U, mais même à un seul des termes partiels (11). Alors le volume élémentaire, ou la concamération, est une lame indéfinie à faces parallèles, comprise entre les deux plans
un
•)î> étant, ou un nombre entier, ou la moitié ( — t — j d'
impair, suivant la ligne trigonométrique qui doit s'annuler.
Cela posé, si le polyèdre a des faces de diverses natures, primitives, tangentes ou non tangentes, sur les arêtes ou sur les sommets, quand son refroidissement, ou sa solidification^ auront atteint le degré convenable pour qu il puisse se joindre à la masse cristallisée, il pourra s'y déposer de manière à donner au cristal l'une ou l'autre de ses faces. Si donc les volumes élémentaires ont tous la même forme, leur dépôt pourra cependant varier, de telle sorte que les facettes données au cristal soient des natures diverses qui composent leurs surfaces. C'est le genre d'association que nous avons eu en vue dans les Leçons précédentes.
Mais il peut exister à la fois des volumes élémentaires de diverses formes, pourvu qu'ils correspondent à la même suite de valeurs du paramètre 0, ou que l'acuité des vibrations qui ont déterminé le partage du liquide cristallin, soit la même pour tous^ en un ipot, pourvu qu'ils soient concordants. Et, circonstance remarquable, s'ils sont concordants, sous le point de vue des vibrations, ils pourront
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être parallèles^ sous celui delà chaleur; c'est-à-dire que leurs températures initiales étant les mêmes, ils se refroidiront parallèlement^ et atteindront, à la même époque, le degré final de température ou de solidité. Or, cette existence simultanée, de volumes élémentaires différents, mais à la fois concordants quant aux vibrations, parallèles quant aux températures, peut expliquer une multitude d'associations.
§ CLXII
ASSOCIATIONS PAR œNœRDANCE.
En effet, comme couple de troncatures, la lame indéfinie comprise entre les plans (12) peut être désignée symboliquement par la parenthèse (i, ft, v); or, elle sera concordante avec une autre lame (!', fx', v'), si Ton a
*/» -I- y.'2 _,_ ya _ X' -h fx2 H- v'.
Donc, lorsque les deux troncatures correspondantes se rencontrent sur un même cristal, on peut expliquer leur association, par la coexistence originelle de lames élémentaires des deux espèces, dans le liquide cristallin.
Pour indiquer commodément plusieurs exemples de ce nouveau genre d'association, désignons la troncature ou la lame (1, fx, v): 1** par Pr (face primitive), quand v = Qy et/ijt = 05 a** par A» (1, |ul) (facette sur arêtes), quand v = o; 3^ par al> (i, 1) (facette tangente sur arête) si^ v étant nul,, fx égale X \ 4^ P^^ "^ (^9 f^) ^) (troncature sui* sommet) , quand les trois nombres existent-, 5** par S(i, i, 1) (troncature tangente sur sommet), si v = fx = X. Généralement, quand les nombres subsistants ont un facteur commun, on peut le supprimer.
Avec cette notation, on érrilla feuille A, qu'il sera facile d'étendre et de compléter.*
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FAITS PRINCIPAUX
Une plus longue discussion, sur la constitution intérieure des milieux pondérables, établirait plus rigoureusement la coexistence, et la séparation nécessaire, de l'échange direct de chaleur entre molécules voisines, et de la perte par rayonnement. Mais nous supprimerons ces développements, et d'autres encore, dans une leçon, dont le seul but est d'esquisser une théorie physique de la formation des cristaux. Cette théorie s'appuie sur deux faits principaux, et sur un principe hypothétique que d'autres faits rendent très-probable.
Premier fait paijvcipal. Une dissolution saline concentrée, qui se refroidit lentement^ sans agitation, ni courants intérieurs, dépose le sel en cristaux de forme régulière. L'expérience prouve que, si le liquide est agité, ou qu'il se refroidisse rapidement, la cristallisation est confuse.
Second fait principal. Le set est uniformément ré~ pandu dans tout le volume du liquide, de manière à pou- \foir se résoudre en cristaux dans un lieu quelconque de ce volume. On connaît cette expérience, d'une dissolution saturée, introduite chaude dans un tube, qu'on ferme ensuite par une pointe effilée, et qui cristallise en masse, quand on casse la pointe du tube refroidi. Cette expérience prouve le fait énoncé, et indique, en outre, qu'un ébranlement peut être la cause déterminante de la cristallisation.
Ces deux faits justifient, en quelque sorte, la dénomination de liquide cristallin^ que nous donnerons à la dissolution saline concentrée.
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lares S(a, a, i), S (6, 3, 2), qui se présentent associées à (les faces primitives, dans les deux exemples si simples de la case II, soient précisément celles que nous avons citées au § CXL, comme formant des prismes traitables, sans Tadditioo d'aucune troncature étrangère. Leur existence sur les cristaux naturels peut donc être attribuée, indifieremment, soit au dépôt de prismes secondaires, soit à celui de lames concordantes. D'autres rapprochements signalent, au contraire, des divergences qui dicteraient le choix à faire entre les deux causes. Mais tous ces détails dépasseraient le but que nous nous sommes proposé.
CLXIII
RÉSUMÉ ET œNaUSlON.
En résumé, la théorie analytique de la chaleur, étendue aux milieux cristallins, peut exprimer par des séries trigonométriques et périodiques le refroidissement d^une infinité de polyèdres, quand leur surface est , ou entretenue à une température fixe, ou imperméable à la chaleur, c'està-dire sans flux. Chacun de ces polyèdres peut paver tout l'espace, de telle sorte que les plans de contact, indéfini* ment prolongés , ne contiennent que des faces d'éléments composants.
Par le simple changement de chaque exponentielle,
en CCS
les mêmes séries, trigonométriques et périodiques, peuvent exprimer l'étal vibratoire du milieu cristallisé, partagé en concamérations concordantes, ayant pour forme les mêmes polyèdres, quand les molécules de leurs surfaces n'en sortent pas. Ainsi, il y a identité des solutions analytiques, relativement aux mêmes corps, pour la théorie de Télasti-
(les vibrations, le concours de deux systèmes d'ondes, l(;s unes directes, les autres réfléchies, partage le milieu en concamérations polyédriques, vibrant à Tunisson, et séparées par un réseau de surfaces planes. Alors s'il s'agit de trouver la loi intégrale du mouvement vibratoire de l'une de ces concamérations, il faut intégrer convenablement l'équation (6).
A cet effet, on compose le potentiel F, d'une somme de termes simples
(7) F= CMUcosTôTril,
où le facteur U, fonction de {x\ j^', ^'), est lui-même la réunion de plusieurs termes partiels, trigonométriques et périodiques, correspondant au même paramètre 0, et tellement choisis, que l'une des dérivées de U, ou une somme linéaire de ses trois dérivées, s'annule à la surface du polyèdre, a6n d'exprimer que les molécules de cette surface n'en sortent pas. Puis on détermine le coefficient général M, de telle sorte que, pour ^ = o, on ait
(8) QMU=f,
fêtant l'état initial de la fonction F.
Le problème d'analyse à résoudre est identiquement le même que celui de la question relative à la chaleur, étudiée dans les dix leçons précédentes, et ses applications spéciales sont aussi les mêmes, à quelques changements près, dans les signes des termes partiels, et dans l'emploi, ou des cosinus, ou des sinus. On pourra donc traiter^ de la même manière, l'état vibratoire de tous les polyèdres que nous avons considérés, et dont le refroidissement s'exprime par des séries trigonométriques et périodiques, non-seulement quand leur surface est entretenue à une température
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REFROIDISSEMENT PAR RAYONNEMENT
Kefroidiasement d'an mur, dont les faces rayonnent inégalement. — Termes simples; détermination des paramètres. — Série totale; introduction et vérification de Tétat initial. — Cas des faces similaires. — Variétés de l'état initial, et da pouvoir éraissif.
§ CLXIV
CAS GÉNÉRAL DU MUR
Les leçoAS qui vont suivre ont pour objet d'étudier la loi int^rale du refroidissement des corps solides de forme polyédrique, lorsque leurs faces rayonnent la chaleur vers une enceinte dont la température fixe est prise pour zéro.
Dans ces circonslances, s'il s'agit d'un milieu homogène et non cristallin, l'équation générale est
où le coefficient k est le rapport f — U du produit du calorique spécifique F par la densité A , à la conductibilité constante q. L'équation à la surface (j devient
(2) (— cosÇ-h^ cos>j -h-^ cosÇ + ZV j =0;
(?) fif Ç) étant les angles que la normale extérieure, en Aaque point de a, fait avec les [x^ y^ z); la conductibi-
dy
dx'
dy'
dz^
dt'
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lité extérieure l étant le rapport ( - j , à la conductibilité
intérieure q^ du pouvoir émissif e, en ce point de la surface 7. L'état initial est
La fonction intégrale V se compose d'une somme de termes simples, vérifiant tous et séparément les équations (i) et (2), et contenant chacun un coefficient que Ton détermine, de telle sorte que la série totale reproduise la fonction f (3) lorsque / = o.
Analytiquement, le cas le plus simple est celui d'un mur solide indéfini, compris entre deux faces rayonnantes
(4) a:=-f-a, ar = — a,
lorsque f ne dépend que de x. Car, tous les points situés sur un même plan parallèle aux faces, étant identiques, et par la position, et par Tétat initial, le seront encore A toute époque, et la fonction V ne dépendra que de (a:, f). L'équation (1) se réduit donc a
L'équation à la surface (2) se décompose en deux autres : car, la normale extérieure à la première face (4) faisant avec l'axe des x l'angle zéro, celle à la seconde fait avec le même axe l'angle tt; on a donc cosy3 = o, cos(^ = o, dans les deux cas, mais cos|=-hi dans le premier, et cosÇ = — I dans le second-, ce qui donne le groupe ^
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quand les deux faces rayonnent inégalement, c'est-à-dire ont des conductibilités extérieures différentes (/ et /'). Enfin, l'état initial, pour f = o, est
DÉTERMINATION DES PARAMÈTRES
Tout terme simple, qui doit être une intégrale particulière de l'équation (5), peut être pris sous la forme
(8) V, = e ^ COS(/lîX-f-r^),
OÙ le paramètre m et Tare complémentaire ^ sont des constantes. Pour qu'il vérifie les conditions (6 y, il faut que l'on ait
tang ( ma -4- y j == — =tang p , m
(9) { ^ taDg(/7?a — •»}/)=; — = tang'pt'.
fxet/x' désignant les deux arcs, moindres que -» dont les
tangentes reproduisent les quotients de / et de /' par m. C'est-à-dire que les arcs (ma-j-tp) et [ma — ^) doivent être deux multiples de tt, augmentés de /x et fx'; ce qui donne les équations
d'où l'on déduit, en remplaçant la somme de (y -4- j')Tt des deux multiples par un seul, /ir, ei observant que le complément (|/ peut être augmenté de /'ti, sans clianger la va-
THÉORIE DE LA FOIVMATIOM DES CRISTAUX. apS
nue à la température à très-peu prés constante du réseau liquide qui l'entoure. Le dépôt crislallin ne s'opère que quand le refroidissement des volumes élémentaires est parvenu à un certain degré.
Remarquons que, dans cette manière très-simple de concevoir le phénomène de la cristallisation , le liquide pur, ou qui ne contient que d'autres sels, peut se mouvoir librement dans les cloisons du réseau de séparation; que même les volumes élémentaires, à demi solidifiés, peuvent se mouvoir de toutes pièces, monter ou descendre, sans que les lois de leur refroidissement en soient notablement changées : car, c'est comme si, lors du refroidissement d'un solide dans la glace fondante, on le faisait voyager dans le bain qui l'entoure.
CLX
FACETTES SEœNDAIRES.
Maintenant, rien n'oblige à supposer que la forme des volumes élémentaires soit pai;^out et toujours la même, celle du parai lélipipède aux faces primitives. On conçoit que la rapidité plus ou moins grande de Tévaporation, que l'acuité des vibrations originelles, que la forme des parois, que celle des cristaux déjà formés, puissent occasionner le partage en volumes élémentaires d'une autre forme. On sait qu'en immergeant, dans la dissolution saline concentrée, un premier cristal d'une certaine forme, il grossit en la conservant-, preuve de l'influence d'une partie des parois.
Ainsi, il pourra exister des volumes élémentaires ayant
la forme des prismes triangulaires-» -r? des tétraèdres ^?
— rj ou de tout autre polyèdre dont la périodicité est possible. Ces nouveaux volumes^ élémentaires , parvenus au
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l'hiquemenl les augmenls (u.. ix',) et les proiluils a///,, qui iorrespoudenl à tous les entiers i.
Flg. 3',.
Areiception de A, les divers points marqués sur Taxe vertical des y^ et sur Taxe horizontal des x^ sont désignés par leurs distances à l'origine O. Dans le faisceau des trois courbes, la moyenne, que nous appellerons diamétrale^ passe par les milieux des cordes horizontales qui aboutissent aux deux autres. Ces dernières ont pour équations
ii3)
al — — — »
tango:
al' tangj:'
elles coupent Taxe des x aa même point -> et s'approchent
asyniptotiquement de Taxe des y. Leur construction par points est indiquée : la parallèle aux x, menée par l'extrémité d'une ordonnée Oy, coupe Içs verticales élevées en al et a/', aux points L et L'^ les hypoténuses OL, OL', tracent sur le quart de cercle de rayon i dont le centre
est en O, deux points, M, M'*, les arcs AM, AM', étant développés sur j^>ll/, y^'i les points OTL, OR/', appartiennent aux deux courbes (i3), et le milieu D de Jri/OTL' à la diamétrale.
D après cette construction, pt et fx' étant les abscisses
de OÏL et WJ ^ la moyenne - (f* + f*') sera celle de D, et
Ton aura une solution de l'équation multiple (i i), si Fordonnée commune, qui sera alors am (lo), surpasse cette
moyenne d'un multiple de — Donc, la diamétrale étant tracée, par tout point, i-? de l'axe des j^, on mènera une droite inclinée à 45**, laquelle coupera la diamétrale au point D,, dont l'ordonnée sera aw„ et Tabscisse - (fx,- -h \x[).
Cette détermination graphique montre clairement que les augments fx et ]i! changent avec /. Et, puisque les entiers i sont en nombre infini, il existe pareillement une infinité de couples (m, if) (lo), tous inégaux, lesquels donnent autant de termes simples Vi (8), satisfaisant aux conditions (6).
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§ CLXVI.
TERME SIMPLE, ET SÉRIE TOTALE
Pour simplifier, désignons par la lettre fi^ surmontée d'un point, l'arc in augmenté de fjt, les équations (lo) deviendront
et, dans le terme'simple (8), écrit ainsi
(i5) V, = Xe *
le facteur X admettra indifféremment les deux expressions
6) X==cos(m* + îi^)=cos[tlf±îI±iililll^^].
On voit, plus directement, par la première, que ce facteur vérifie Péquation différentielle.
par la seconde, qu'il se réduit, sur les deux faces du mur, à
( 1 8) Xh^ = ces II, X_a = cos fi' î
et, comme sa dérivée, qui peut pareillement se mettre sous la forme
(^9) TTT — '^^ «^" L "^ '^ ' J
djc
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devient, sur les deux mêmes faces,
on constate, qu'avec les valeurs de / et /'déduites des équations (9), on a
C'est-à-dire que le facteur X (16) donne bien, au terme simple (i5 ), la propriété de satisfaire aux conditions (6).
D'après cette vérification, si l'étal initial ((x) se réduisait à la première expression (16), m étant l'un des paramètres trouvés, la fonction V cherchée serait Vi (i5). Lorsque l'état initial n'est pas ainsi réductible, l'intégrale générale
(22) Vrrr^Mx/
doit réunir toutes les intégrales particulières V^ (i5) respectivement multipliées par autant de coefficients M, coefficients qu'il faut déterminer, de telle sorte que, pour t = Oj on ait identiquement
(23) ]^MX = f(a:).
Procédons directement à cette détermination.
§ GLXVII.
PROPRIÉTÉS DES FONCTIONS SIMPLES
Soient X et X' deux facteurs (16) différents, ou correspondant à deux paramètres disliiicls m et m', le premier
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vérifiant le groupe composé de réquatiou (17 ) et des conditions (21), le second vérifiera le groupe liomologue
et le rapprochement de ces deux groupes produira, par combinaison^ ce troisième
\ dx CÙK / ^a
Or, si Ton multiplie la première de ces équations (aS) par dx^ pour Tintégrer de — a à -h a, le second membre donnera zéro d'après les deux dernières, et m' et m étant différents, on aura
XX'^ = o,
conformément au théorème général du § LVIII.
D'un autre côté, la dérivée (19)5 rapprochée de la seconde expression (16), donne la relation
qui, conjoiulcmenl avec ré(jualion (17), coiuhiii à Tinié-
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grale indéfinie
d*où résulte T intégrale définie
Or, les valeurs (i8) et (20) donnent, par multiplication,
en supprimant le point sur (i: car le prodoit sînacosa reste invariable, comme tanga, quand on augmente ou diminue l'arc a d'un multiple quelconque de tt. Avec ces valeurs (29), et celle (10) de ma, si Ton introduit, pour simplifier, le symbole trigonométrique
•(3o) \(<p) = (p4-sinf cosf,
Tintégrale définie (28) devient
(3,; . r\^d.=a'Ji±:titi±i<yi, .
* J-a «>4-ft + p' '
OU bien, puisque, d'après la remarque qui précède, [ijt 4- X (fx)] est égal à X (ft), on a, plus simplement encore,
(3.) p:xVx = /ii^l±iifl).
Telles sont les propriétés générales de tous les facteurs X (16). Nous désignerons ces divers facteurs, par
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(Xo, X,, Xa,...) OU X/, €omiue les paramètres par (rrioy m^y m, , . . .) ou m,, comme les coefficients de la série (22) par (Mo, M,, M,, . . .) ou M,^ Tindice rappelant l'entier / correspondant. Et, quand la variable x prendra successivement les valeurs (a:', x^', x'^\ . . .) ou x^J^ chaque facteur X, deviendra (X; , X; , Xf, . . . ) ou Xf \
INTRODUCTION DE L'ÉTAT INITIAL
Cela posé, il s'agit d'identifier Féquation (23). Son premier membre
(33) M.Xo-hM.X.-hM,X, -h...
se compose d'autant de termes qu'il existe de facteurs X,, satisfaisant aux conditions (21), et possédant conséquemment les propriétés qui viennent d'être établies. Si leur nombre, que nous désignerons par 3(^^ était fini, le polynôme (33) contiendrait X termes, et X coefficients arbitraires que Ion déterminerait comme il suit. L'épaisseur aa, du mur solide, étant divisée en 2f(o parties égales à
soient ( x', x^, x"\ . . ) les abscisses des points milieux de ces parties successives, et (V, V^, V"', . . .) les températures initiales aux mêmes points*, le développement (33) devant reproduire ces températures, on aura les X équations
Mox;-hM,x', -HM.x; -h ..=r,
(35) / MoX';+M.X';+M^';4-...=V",
' Mox; -h M, x7 4- M,x': -h . . = r\
3l6 DIX-SEPTIÈME LEÇON.
el une quelconque des méthodes d'élimination connues en déduira les 3fL coefficients.
Si Ton adopte la plus élégante de ces méthodes, on additionnera les X équations (35) respectivement multipliées par des facteurs préalablement choisis, de telle sorte qu'un seul des coefficients reste au premier membre. Or, le choix de ces facteurs devient facile, lorsque 3f^ reprend sa- véritable grandeur. En effet, si Ton désigne par le symbole
(36) g [xf/)] S,
la somme des X termes correspondant au même indice i et à tous les accents /, dans les <?% équations (35), additionnées comme il est dit, cette somme devient exactement égale à T intégrale
(37) . xr^^'"'''^'''
quand <D^ est infiniment grand, el conséquemment â (34) infiniment petit \ on a donc alors
t38) gxi''^x;.P(î = o,
d'après le théorème (26), lorsque les indices /et 1', constants dans tous les termes de cette sommation, diffèrent Tun de l'autre.
§ CLXIX.
DÉTERMINATION DES COEFFICIENTS
De là résulte qu'on isolfera chaque coefficient M, à l'aide (les fadeurs (X', cî, X'I cJ, X^cî, . . .). Et, tous les coefficients riant ainsi surcessivemen l isolés, on aura le nouveau
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groupe
M,§|x'/']'J=Sv^''xl^-'j.
de 5î> équations, déduites des (35).
Les températures initiales (V, V", V',...) peuvent avoir toutes les grandeurs relatives imaginables*, Tune peut être brusquement très-petite, ou très-grande, comparée à celle qui la précède; c'est-à-dire que l'état initial f (x), qui est tel que
peut être une fonction très-discontinue. Dans tous les cas, les seconds membres des équations (Sg) seront complètement assignables ; car chacun d'eux sera la somme des aires d'une suitede rectangles, ayant tousla base J, et les hauteurs successives (VX\, VX^, \^"'X7,. .).Les valeurs des coefficients données par le groupe (Sp) seront donc nettement déterminées, puisque les seconds facteurs des premiers membres ne sont autres que des intégrales (32).
VÉRIFICATION DE L'ÉTAT INITIAL
On peut constater, maintenant, que ces valeurs des coefficients donneront au développement (33) la propriété de reproduire exactement l'état initial f (a:) entre les limites — a et -h a. Par l'introduction de différents termes, nuls
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REFROIDISSEMENT PAR RAYONNEMENT
Refroidissement d'un mur, dont les faces rayonnent inégalement. — Termes simples; détermination des paramètres. — Série totale; introduction et Térification de l'état initial. — Cas des faces similaires. — Variétés de l'état initial, et du pouToir émissif.
§ CLXIV
CAS GÉNÉRAL DU MUR
Les leçoAS qui vont suivre ont pour objet d'étudier la loi intégrale du refroidissement des corps solides de forme polyédrique, lorsque leurs faces rayonnent la chaleur vers une enceinte dont la température fixe est prise pour zéro.
Dans ces circonstances, s'il s'agit d'un milieu homogène et non cristallin, Téquation générale est
où le coefficient k est le rapport! — | ? du produit du calorique spécifique F par la densité A , à la conductibilité constante q. L'équation à la surface a devient
[dv ^ d\ dy ^ \
($5 ^' K) ^^*^^ ï^^ angles que la normale extérieure, en chaque point de or, fait avec les [x^ y, z)\ la. conductibi-
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qu'avec ces valeurs, on a identiquement
(45) M.X,-hM.X,-+-M,X, 4-... = f(a:)
tant que x reste compris entre — a et -h a.
D'après Tidentité actuelle des signes (36) et (37), et les intégrales (32), le groupe (39) est résumé par la valeur générale
Avec ce coefficient, l'état initial ((x) est développé par la série (23), et la série (22) donne définitivement la fonction V, qui exprime la loi intégrale du refroidissement d'un mur solide, lorsque ses deux faces ont des conductibilités e^érîeures différentes / et /'.
Lorsque l'état initial f est une température constante prise pour unité, de l'intégrale indéfinie
J ffi^ J dx^ tn^ dx
et des valeurs (20) et (10) on déduit // N r'*"% / sinfx+sinfx^
fraction qui, divisée par le second membre de (32), détermine M; puis avec ce nouveau coefficient, V (22) devient particulièrement
et donne, quand < = o, la série trigonométrique très générale
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dont la valeur est constamment Tunité, lant que la variable X reste comprise entre — a et + a.
§ CLXXI
CAS DES FACES SIMILAIRES
La loi intégrale du refroidissement d'un mur dont les faces sont similaires, ou ont le même pouvoir rayonnant, se déduit de la solution plus générale qui précède. Alors /' = /, d'où fjL^=fi(g)'^ le complément «|/ (lo) se réduit
î — 9 et suivant que Tentier i est pair (ai), ou impair
(àjf -4- i), le facteuf X (i6) reste un cosinus, ou devient un
sinus. Il convient déconsidérer, séparément, les deux cas;
les lettres (X, m, fi) conservées pour le premier, étant
remplacées par (S, /i, v) pour lesecoii^,«les deux facteurs
distincts, et Téquation multiple qui régit le paramètre et
son augment pour chacun d'eux, sont
i X = cosnijc, ma = /tt -|- /x =
al tangf*'
f S = sin nx, na =jn -\ h v =
\ 2 tangv
Les propriétés réciproques de ces facteurs résultent du théorème (26), qui donne les trois suivants
(5o) if ^f'Zj'€fx = o,
X/Sy</r = o,
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desquels le dernier est évident, puisque l'élément différen-^ tîel est une fonction impaire en x^D'un autre côté, le groupe (49) donne immédiatement
— — X-7-) = — X-7- =-^%inmacosmaf \m flxja \m dx I .^
(i ^dZ\ li^dl\ — ( — S — ) = ( —S — I = — s \n dx 1 a \n dx ) ^^
et l'on a, d'après l'intégrale définie (a8),
-sin/?/icosna,
„ , //îrt 4--SlD/IIÛCOSiWÛ X*r/J7 = s
' , na — sin /la cos/ia
'Vdxzz^
La fonction V (22), actuellement composée de deux séries distinctes, est
-rn«i _ -n^i
(55i) y= VMef ^cosmj: + 2'N^ ^sinux,
et la reproduction de l'état initial, quand f = o, exigeant l'identité
(53) ^^co^mx-^ 2)Nsio/ix=f(j:),
les théorèmes (5o) permettent d'isoler chacun des coefficients M ou N, dont les valeurs générales sont
X-\-a f(jF) cos rnxdx
ma + sin ma co% ma
J ni f(x}cos/ixdx f N= •^-^ ■ ,
na — sin na cos na
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phiquement les augments (jji,, //',) elles produits a///,, qui correspondent à tous les entiers i.
Flg. 3/,.
A l'exception de A, les divers points marqués sur Taxe vertical des y, et sur l'axe horizontal des x^ sont désignés par leurs distances à l'origine O. Dans le faisceau des trois courbes, la moyenne, que nous appellerons diamétrale ^ passe par les milieux des cordes horizontales qui aboutissent aux deux autres. Ces dernières ont pour équations
al
tangj?
al' tangj:'
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P (x) , la seconde exprime la température variable du même corps, avec une symétrie inverse apportée par I (x). Et la somme de ces températures partielles donne la température y, qui résulte de Tctat initial composé (55).
Si le miu* a primitivement, et dans toute son étendue," une même température prise pour unité, alors
N (54) est nul, on a (2sinma) pour le numérateur de M; la fonction Y (Sa) devient
(56) V = 2 > : e * cosmx,
^tad ma + smi7?<i ces ma
et donne, quand ^ == o, une série trigonométrique particulière, dont la valeur est constamment Tunîté, lorsque x reste compris entre — a et -h a.
Si la première partie du mur, comprise entre les plans (x = -h a, j: = o), a primitivement la température 4- i, et la seconde moitié la température — i, alors
M (54 ) est nul, on a (i — cos na) pour la moitié du numérateur de N; la fonction V (Sa) est
,.- * ., ^1 (î — cos «a) " I .
(St) V=:2> — ^^ : '— e * sin/ia:
^ ' ' Jmd na — sm na cos/fa
et donne, quand ^ = o, une seconde série trigonométrique dont la valeur est, constamment H-idex = oàx = -hû, — idex = — aàx = o.
Dana ces deux exemples, si la valeur absolue des températures constantes primitives était C, au lieu deTunité^ les solutions ne différeraient des précédentes, que par le facteur placé en dehors des séries (56) et (57), et qui serait aC
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§ CLXVI.
TERME SIMPLE, ET SÉRIE TOTALE
Pour simplifier, désignons par la lettre jtA, surmontée d'un point, l'arc in augmenté de fx, les équations (lo) deviendront
et, dans le terme'simple (8), écrit ainsi
(i5) y, = xe *
le facteur X admettra indifféremment les deux expressions
(loj X = cos ( /w X -h !- i-J=cos î-^^ ' !— i 'y
On voit, plus directement, par la première, que ce facteur vérifie Téquation différentielle.
par la seconde, qu'il se réduit, sur les deux faces du mur, à
(18) X^^=COSfA, X_a=COSfi';
et, comme sa dérivée, qui peut pareillement se mettre sous la forme
(,9) ^ =: - .1 sin Y-^ ^ J
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des llx) en sin/Tr— La limite inférieure, /= o, a lieu, quand les deux faces du mur sont Jmperméables, ou sans flux, alors (jt et v (49) sont nuls^ d'où, m= — >
n = ^ TT-, chaque coefficieut (54) se réduit encore à
son intégrale divisée par a, mais à Texception de
Mo = — f
f{a:)dx,
coefficient correspondant à 1 = 0, dont le dénominateur est 2a, et qui donne la température finale du mur, quand sa chaleur initiale s'est répartie uniformément dans tonte son étendue^ ici, les développements en séries, desP(a:)
ûo 2 / I I
sont en cosiTr -, des I(x) en sîn ttjt.
Lors des deux conductibilités extérieures différentes / et l\ on pourrait aussi considérer, séparément, les facteurs, paramétres, et augments, pour 1 pair (2/), et pour i impair (2 7 + ï) ? les lettres (X, m, ij.y fx') conservées pour les premiers, étant remplacées par (S, w, v, v') pour les seconds, la première expression (16), en y substituant à u sa
valeur (iTr-f-fx), et chassant par développement l'arc — >
donnerait alors les deux fonctions distinctes
/ f* — f*'\ . / V*— v'\ X = CCS l tnx ■+- • — U 2 = sin ( «X H j >
en écartant l'ambiguïté des signes. Mais tant que /' ne serait pas égal à /, et conséquemment jx' à fx, et v' à v, la différence dans les formes des fonctions précédentes, ne signalant pas une différence dans leurs parités, cette distinction introduirait une complication, qui ne serait com-
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vérifianl le groupe composé de Féqualiou (17 ) et des conditions (21), le second vérifiera le groupe homologue
et le rapprochement de ces deux groupes produira, par combinaison^ ce troisième
(/»" - «t»)XX' = X' ^ _X Ij^, I (W dx'
^"^) (^ ^-^•wï-),, = °'
[ fx'— -X— ^ =0
Or^ si Ton multiplie la première de ces équations (aS) par dx^ pour Tintégrer de — a à -^ a^ le second membre donnera zéro d'après les deux dernières, et m' et m étant différents, on aura
(26) r XX'rf^ = o,
conformément au théorème général du § LVIII.
D'un autre côté, la dérivée (19), rapprochée de la seconde expression {16), donne la relation
qui, ronjoinlemenl avec l'cqualion (17), conduit à Tinté-
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PRISME RECTANGLE RAYONNANT. - GÉNÉRALES
LOIS
ReIroidiMeineiit d'an priume rectangle, dont touCes tes faces rayonnent inégalement. — Solution générale dn refroidissement par rayonnement d'an polyèdre quelconque. — das d'un prisme droit. — Lois intégrales dta facteurs simples. — Rapport des flux partiels.
§ CLXXIV
MURS ORTHOGONAUX
La loi intégrale du refroidissement par rayonnement, d'un prisme rectangle, soit indéfini, soit limité, lorsque toutes ses faces ont des conductibilités extérieures différentes, se déduit, comme un simple corollaire, de la solution du mur aux faces hétérogènes, que résume le tableau suivant :
al al' • f^-hf/ / Jx - /\
= -. = am = ' — , X = cos ( mx -4- -^ i j
tangfA tangfji'^ 2 \ ^ /
fiz=zin -f-pi, >(y) = y H-siny cosy,
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La première ligne réuni l les coadilions imposées an fac* tear X : la seconde donne sa Taleur, préo^ée de Téquation multiple qui détermine le paramétre m, k Taide de l'entier I et des augments ft et u^ ; la troi siéme rappelle la râleur de fx, et la signification du symbole A (9). La quatrième ligne énonce les propriétés générales des facteurs X j saroir : le théorème fondamental (26) du ^ CLX\ll, et son inté- ^grale (32), dont le facteur trigonométrique. fractionnaire
est représenté, pour simplifier, par — .. Enfin, la dernière
ligne donne^ arec le coefBcient M, la série Y, qui exprime, à Taide des facteurs X , le refroidissement du mur , dontJes faces (j:=-j-û,x=;r — a), perpendiculaires aux x, ont des conductibilités extérieures différentes / et f.
Si Ton substitue, dans le tableau I, aux lettres 'rangées sur la première ligne du groupe
[X, X, tf, /, iW, fl, I, alfl]
[Y, Xy by h. n, V, 1', ife] [Z, *, c, g, p, p, r, e]
les lettres correspondantes de la seconde ligne, puis celles de la troisième , on écrit les deux nouveaux tableaux
bh bh' , v + v' • / V — v'\
= 7 = hn ■=. » Y = ces 1 ny H | >
mgv tangy 2 \ a /
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tang p tang |
/ 72Jdz — o, l Z^dz
M=-/ î[z)Zdz^ V, =2)MZ^ '^ ^
dans lesquels, la série V^ (tableau II) exprime, à l'aide des facteurs y , le refroidissement d'un second mur, dont les faces perpendiculaires aux/, (y = -f- b^y = — fc), ont des conductibilités extérieures A, A^; et la série V, (tableau III) * exprime, à Faide des facteurs Z, le refroidissement d'un troisième mur, dont les faces (z = -4-c, z = — c), perpendiculaires aux Zy ont des facultés rayonnantes g^ g^.
§ CLXXV
POUTRE A QUATRE FACES RAYONNANTES
Cela posé, s'il s'agit d'exprimer la loi intégrale du rcfroi» dissement d'une poutre indéfinie, dont les quatre faces
. j j: = -+-fl, et x==— /7,
\ X = -\-b, et y^^b,
ont respectivement les conductibilités extérieures dinérentes / et f, A et //', lorsque Tétai initial f ne dépend qui» de
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(x, j), lef conditions analytiques sont
Savoir : les qtiatre équations â Isf surface, celle de l'eut initial, et TéqnatioD générale qni régit la fonction Y, laquelle fonction ne dépend que de (x, ^, f); car tous les points situés sur une même parallèle à Taxe de la poutre, étant identiques, et par leur position, et par Tétat. initial, le seront encore à toute époque.
Chaque terme simple a pour expression
V.=XY
X*et Y étant les facteurs définis aux tableaux I et II. Car la fonction V, (3) vérifie : i** Téquation générale (2), d'après les relations différentielles qui commencent ces tableaux; 2'^ les conditions des faces (.rrr-^-f-a, x = — a) par X, d'après les deux dernières équations de la première ligne du tableau I; 3" les conditions des faces (y = 4-i, y=, — 6) par Y, diaprés les équations homologues du tableau II. I.a fonction in tégraleV prend la forme
d'une série douUe, s'étendant à tous les larmes simples (3), ou A toutes les valeurs des entiers 1, 1 . L'introduction de
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I état initîal/pour < = o, oonduit à l'identité nécessaire
(5) 2MXY = f{^,jr).
On isole chaque coefficient M, a Faidedn facteur XYdir^, par la double int^ration de x= — a à x=-f-a, de J^ = — h à jr=:-f-J^ qui fait disparaître tous les antres coefficients, d'après les premières propriétés énoncées aux quatrièmes lignes I et II, et Ton a, d'après les secont^s,
(6) ^ M = ^^r'n'f(:c,r)XYd:.dX.
Telle est la valeur générale du coefficient M, qui rend le premier membre de (5) identique au second, tant que x reste compris entre — a et + a, j^ entre — iet -h A, et qui détermine la loi intégrale (4) du refroidissement de la poutre, par le rayonnement inégal de ses quatre faces.^
§ CLXXVI
S'il s'agit d'exprimer le refroidissement d'un prisme rec« tangle dont les six faces
t jr = -h fl, et x= — fl,
(7) \ r = -^b, et r = -^,
z=z-r-e^ et ï = — c,
ont respectivement les conductibilités extérieures /et fj
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dont la valeur est constamment Tuniië, lant que la variable X reste comprise entre — a et -H «.
« § CLXXI
CAS DES FACES SIMILAIRES
La loi intégrale du refroidissement d'un mur dont les faces sont similaires, ou ont le même pouvoir rayonnant, se déduit de la solution plus générale qui précède. Alors /'=/, d'où |x^ = fx(9)^ le complément ^ (lo) se réduit
^ — 5 et suivant que Tentier i est pair (21), ou impair
(a/ -f- i), le facteur X (16) reste un cosinus, ou devient un • sinus. Il convient déconsidérer, séparément, les deux cas; les lettres (X, m, il) conservées pour le premier, étant remplacées par (S, /i, v) pour le second 9* les deux facteurs distincts, et l'équation multiple qui régit le paramètre et son augment pour chacun d'eux, sont
Les propriétés réciproques de ces facteurs résultent du théorème (26), qui donne les trois suivants
( X = Qosmxy
al
ma = l'jv-^ u.= 5
Ungf*
r s = sin /îx,
n al
na =jn -\ h v =
2 tangv
(5o) \ j 2f'Zj'€lx=zo,
lLiÂjdx=i o,
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dont la valeur est constamment Tunité, tant que la v riable x resté comprise entre — a et -h a>
§ CLXXI
CAS DES FACES SIMILAIRES
La loi intégrale du refroidissement d'un mur dont le^ faces sont similaires, ou ont le même pouvoir rayonnant, se déduit de la solution plus générale qui précède. Alor» /' = /, d'où fx'=fx(9)-, le complément ^ (lo) se réduit
^ — 5 et suivaut que Tentier i est pair (az), ou impair
(àjf -f- i), le facteur X (i6) reste un cosinus, ou devient ua sinus. Il convient déconsidérer, séparément, les deux cas; les lettres (X, m, ^l) conservées pour le premier, étant remplacées par (S, /i, v) pour le second ,^ les deux facteurs distincts, et Féquation multiple qui régit le paramètre et son augment pour chacun d'eux, sont
al tangf*
l X = coswj:, ma z= ifc -^ ii z=- — — — 9
f s = sm nxy na =y7r -\ h v =
\ 2 tangv
Les propriétés réciproques de ces facteurs résultent du théorème (26), qui donne les trois suivants
HiXifdx = o,
[50) { f S/2/^jr = o,
I X/ Âjdx = O,
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d'après les intégrales (5i). A^ec ces ooefficients, Félat initial f(x) estdéyelQpgé par la série (53), et la série (Sa) donne la fonction V, qui exprime la loi intégrale du refroidissement d^un mur solide, lorsque ses deux faces ont le même pouvoir émissif s, ou la même conductibilité extérieure /.
§ CLXXII
VARIÉTÉS DE L'ÉTAT INITIAL
Dans ce cas des faces similaires, quand l'état initial apporte une symétrie caloriGque, soit directe, soit inverse, par rapport au plan moyen (x == o), cette symétrie se 'Conserve pendant toute la durée du refroidissement. En effet, si f (x) est une fonction p^ire, ou impaire, en x, le coefficient N> ou M (54), disparait par son intégrale alors composée d'éléments qui se détruisent^ et les termes aux coefficients M, ou N, existant seuls dansl^ série (5^), la fonction V est aussi paire, ou impaire, quelle que soit Tépoaue t.
Généralement, Tétat initial se compose dé deux parties,
la première paire en x, et la seconde impaire. Alors les termes de la série (53) aux coefficients M, ou aux fonctions simples codmx, développent la partie paire, et ceux aux coefficients N, ou aux fonctions simples sinno:, développent la partie impaire ; car on peut réduire f (a:), à P (x) seul dans l'élément de Tiniégrale (54) pour M, àl(x) seul dans Tintégrale pourN, la partie complémentaire a' annulant dans les deux cas. A Taide ^^s mêmes réductions, la première partie de la série (52) exprime la température variable du mur, avec une symétrie directe apportée par
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P(jr), la seconde exprime la teoipëratare variable du même corps, avec une symétrie inverse apportée par I (x). Et la somme de ces températures partielles donne la température y, qui résulte de Pctat initial composé (55).
Si le mtur a primitivement, et dans toute son étendue,"^ une même température prise pour unité, alors
N (54) est nul, on a (^sinma) pour le numérateur de M*, la fonction V (Sa) devient
(56) V = 2 > : e " cosmx.
^^ ma -^sin ma cos ma
et donne, quand ^ = o, une série trigopométrique particulière, dont la valeur est constamment Tunité, lorsque x reste compris entre — a et -h a.
Si la première partie du mur, comprise entre les plans (x = -h fl, j: = o), a primitivement la température 4- i, et la seconde moitié la température — i, alors
M (54) est nul, on a (i — cos na) pour la moitié du numérateur de N; la fonction V (52) est
e smnx
sxnna C09 na
et donne, quand i = o, une seconde série trigonométriquc dont la valeur est, constamment 'hidex = okx = -ha^ — idex== — asiX = o,
Dana ces deux exemples, si la valeur absolue des températures constantes primitives était C, au lieu deTunité^ les solutions ne différeraient des précédentes, que par le facteur placé en dehors des séries (56) et (57), et qui serait iC
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P (x) , la seconde exprime la température variable du même corps, avec une symétrie inverse apportée par I (x). Et la somme de ces températures partielles donne la température y, qui résulte de l'état initial composé (55).
Si le miur a primitivement, et dans toute son étendue,"* une même température prise pour unité, alors
N (54) est nul, on a (2sinmâ) pour le numérateur de M; la fonction V (5^) devient
ma + sinma ces ma
■ e coêmx.
et donne, quand ^ = o, une série trigopométrique particulière, dont la valeur est constamment Tunité, lorsque x ' reste compris entre — a et -h a.
Si la première partie du mur, comprise entre les plans (x = -h a, j: = o), a primitivement la température 4- i, et la seconde moitié la température — i , alors
M (54) est nul, on a (i — cos/ia) pour la moitié du numé- . rateur de N ; la fonction V ( 5 2 ) est
/i- X „ ^1 (î — cas na) """*! .
(5n) V=2 y — ^^ : ^— e *sin/ia:
^ ' Jmd na — sm na cosna
et donne, quand i = o, une seconde série trigonométriquc dont la valeur est, constamment + idea: = oàj!: = -hû, — idex = — akx = o,
Daiit ces deux exemples, si la valeur absolue des temperaturefit constantes primitives était C, au lieu ^^l'unité^ les solutions ne différeraient des précédentes, que par le facteur placé en dehors des séries (56) et (§7), et qui serait aC
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des l(a:) en siniTT— La limite inférieure, /=o, a lieu, quand les deux faces du mur sont Jmperméables, ou sans flux 5 alors (jt et v (49) sont nuls 5 d'où, m = — > ^ ___ V -^ ' ^ . chaque coefficient (54) se réduit encore à son intégrale divisée par a, mais à Texception de
Mo
= — / î[x)dx.
coefficient correspondant à 1=0, dont le dénominateur
est 2a, et qui donne la température finale du mur, quand
sa chaleur initiale s'est répartie uniformément dans tonte
son étendue^ ici, les développements en séries, desP(a:)
jc . 2 / -f- 1
sont en cos/tt -> des I(x) en sin TTjr.
Lors des deux conductibilités extérieures différentes / et l\ on pourrait aussi considérer, séparément, les facteurs, paramètres, et augments, pouripair (2/), et pour i impair (27 + *)^ les lettres (X, m, /:/, fx') conservées pour les premiers, étant remplacées par (H, w, v, v') pour les seconds, la première expression (16), en y substituant à u sa
valeur (iTT-h/x), et chassant par développement l'arc — >
donnerait alors les deux fonctions distinctes
X = CCS ( tnx -h ^ U 2 = sin f «jr H ) >
en écartant l'ambiguïté des signes. Mais tant que /' ne serait pas égal à /, et conséqueinment jx' à fi, et v' à v, la différence dans les formes des fonctions précédentes, ne signalant pas une différence dans leurs parités, cette distinction introduirait une complication, qui ne serait corn-
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des I(a:) en sin/TT— La limite inférieure, /=o, a Heu, quand les deux faces du mur sont jmpermëables, ou sans flux 5 alors (x et v (49) sont nuls^ d'où, m= — ?
n = ^ TT', chaque coeBBcîenl (54) se réduit encore à
son intégrale divisée par a, mais à Texception de
ï{a:)djc.
coefficient correspondant à i=o, dont le dénominateur
est 2a, et qui donne la température finale du mur, quand
sa chaleur initiale s'est répartie uniformément dans tonte
son étendue^ ici, les développements en séries, desP(j:)
sont en cosin -5 des Ilx) en sin Tijr.
Lors des deux conductibilités extérieures différentes / et l\ on pourrait aussi considérer, séparément, les facteurs, paramètres, et augments, pour 1 pair (2/), et pour i impair (27 + 1)5 les lettres (X, m, ^, fx') conservées pour les premiers, étant remplacées par (S, n, v, v') pour les seconds, la première expression (16), en y substituant à a sa
valeur («TT + fx), et chassant par développement l'arc — >
donnerait alors les deux fonctions distinctes
X = coslmx-h ^ ) ? 2 = sin ( «jr H ^ ) >
en écartant l'ambiguïté des signes. Mais tant que l' ne serait pas égal a /, et conséquemment fx' à [ij et v' à v, la différence dans les formes des fonctions précédentes, ne signalant pas une différence dans leurs parités, cette distinction introduirait une complication, qui ne serait com-
PRISME liECTANGLE RATOHMAUT. 3^J
PRISME RECTANGLE RAYONNANT. — LOIS GÉNÉRALES
RefroidÎMeineiit d'vn priume rectangle, dont toaCes tee faces rayonnent inégalement. — Solution générale du refroidissement par rayonnement d'nn polyèdre quelconque. — das d'dti prisme droit. — Lois intégrales âm facteurs simples. — Rapport des flux partiels.
§ CLXXIV
MURS ORTHOGONAUX
La loi intégrale du refroidissement par rayonnement, d'un prisme rectangle, soit indéfini, soit limité, lorsque ^ toutes ses faces ont des conductibilités extérieures diflTérentes, se déduit, comme un simple corollaire, de la solution du mur aux faces hétérogènes, que résume le tableau suivant :
rf^X
dlr»
= -.= am = — , X = cos ( mx -h — ] \
mgfx laogp^ 2 \ 2 /
tangf
H=iTt 4-f*, X(y) = ç-f-8in(pcoS(p,
M=^ r î{x)J^dx, V,= 2MXff
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PRISME RECTANGLE RAYONNANT. — LOIS GÉNÉRALES
RefroidiMement d'an priume rectangle, dont tontes tee faces rayonnent inégalement. — Solution générale du refroidissement par rayonnement d'an polyèdre quelconque. — das d'dti prisme droit. — Lois iatégmles dm facteurs simples. — Rapport des flux partiels.
§ CLXXIV
MURS ORTHOGONAUX
La loi intégrale du refroidissement par rayonnement, d'un prisme rectangle, soit indéfini, soit limité, lorsque toutes ses faces ont des conductibilités extérieures différentes, se déduit, comme un simple corollaire, de la solution du mur aux faces hétérogènes, que résume le tableau suivant :
al
al'
: am = 3
> X = cos ( mx -h —
tangf»
laDgp^
fit= in
f + sin 7 cos 7 ,
'i{x)Tidx,
La première ligne réunit les conditions imposées au fac* teur^; la seconde donne sa valeur, précédée de l'équation multiple qui détermine le paramètre m , à Taide de l'entier i et des augments fA et (x'; la troisième rappelle la valeur de |!x, et la signification du symbole X (9). La quatrième ligne énonce les propriétés générales des facteurs X , savoir : le théorème fondamental (26) du § CLXVII, et son intégrale (32), dont le facteur trigonométrique. fractionnaire
est représenté, pour simplifier, par —. Enfin, la dernière
ligne donne^ avec le coefficient M, la série Vxqui exprime, à l'aide des facteurs X , le refroidissement du mur , dontles faces (a: = H-a,j:=? — a), perpendiculaires aux :r, ont des conductibilités extérieures difierentes / et /'.
Si l'on substitue, dans le ubleau I, aux lettres frangées sur la première ligne du groupe
[X, ^, «, /, m y fx, I, X] [Y, X, b, h. 71, V, i\ ift,]
V [Z, », c, gj p, p, i% Q]
les lettres correspondantes de la seconde ligne, puis celles de la troisième , on écrit les deux nouveaux tableaux
= -:=zbn= , Y=cos l/ir H ),
agv tangv' 2 \ a /
V = rir -f-v,
I YY'r/r=:0, I X'djzzzb
Mv)4-X(vO __ b
Ift,
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dz
^ or, [dZ J\ (dZ ,\
tang p laog g'
f^ --,^= P^, Z== ces (;.zH- e^),
in
/ TL'dz^o, j Z^dz = i
M =^ r f («)Zrfi, V, = ^^Z
Mp)+Mp^)_ ^
dans lesquels, la série V^ (tableau II) eicprîme, à Taide des facteurs' Y , le refroidissement d'un second mur, dont les faces perpendiculaires aux/, (^ = 4-i,j^ = — fc), ont des conductibilités extérieures A, h' \ et la série V, (tableau III) exprime, à l'aide des facteurs Z , le refroidissement d'un troisième mur, dont les faces (5j = -hc, z =1 — c), perpendiculaires aux Zy ont des facultés rayonnantes g, g'.
§ CLXXV
POUTRE A QUATRE FACES RAYONNANTES
Cela posé, s'il s'agit d'exprimer la loi intégrale du refroidissement d'une poutre indéfinie, dont les quatre faces
x-=,-\-ay et x= — a y X = -hb, et x-i b,
ont respectîvemen l les conductibilités extérieures différentes / et l\ h cl h\ lorsque l'étal initial f ne dépend que de
PRISME RECTANGLE RAYOMMAIIT. 33 1
Tétat initial/pour < = o, conduit à l'identité nécessaire
(5) jMXY = f(ar,jr).
On isole chaque coefficient M, à Taidedu facteur XYd!r^, par la double intégration de x=. — a à x=-|-a, de J^= — h à jr = 4-i^ qui fait disparaître tous les autres coefficients, d'après les premières propriétés énoncées aux quatrièmes lignes I et II, et l'on a, d'après les secon^^es,
(6) . M = ^/ J f(x,r)XYrfrrfr.
Telle est la valeur générale du coefficient M, qui rend le premier membre de (5) identique au second, tant que x reste compris entre — a et + a, j' entre — i et -I- A , et qui détermine la loi intégrale (4) du refroidissement de la poutre, par le rayonnement inégal de ses quatre faces.*
§ CLXXVI
S'il s'agit d'exprimer le refroidissement d'un prisme rectangle dont les six faces
!a:=r:-f-fl, et j;= — û, y=z^h, et yz=^h, z =; H- c, et z = — c,
ont respectivement les conductibilités extérieures /et l\
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l'état initial/pour t = o^ conduit à l'identité nécessaire
(5) 2MXY = f(ar,jr).
On isole chaque coefficient M, a Taidedu facteur XYrfa:^, par la double intégration de x=z — a à x=-f-a, de y= — b à jr = 4-i^ qui fait disparaître tous les autres coefficients, d'après les premières propriétés énoncées aux quatrièmes lignes I et II, et Ton a, d'après les secon^^es,
(6) . M = ^J''*r^"f(;r,r)XYrfrrfr.
Telle est la valeur générale du coefficient M, qui rend le premier membre de (5) identique au second, tant que x reste compris entre — a et + a, y entre — i et 4- A , et qui détermine la loi intégrale (4) du refroidissement de la poutre, par le rayonnement inégal de ses quatre faces.^
§ CLXXVI
S'il s'agit d'exprimer le refroidissement d'un prisme rectangle dont les six faces
!a:=r:-f-fl, et x = — û, jr = ^b, et r = -^, z =: H- c, et z = — c,
^m respectivement les conductibilités extérieures / et l\
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Telle est la valeur générale du eoeflicient M, qui établit ridentité (n), pour tous les points intérieurs du prisme rectangle, et qui détermine Texpression (lo) de son refroidissement, lors du rayonnement inégal de ses six faces.
S CLXXVII
VARIÉTÉS ET VÉRIHCATION.
Si l'état initial f est le produit de trois facteurs f^ fy f,, ne variant chacun qu'avec Tune des coordonnées, le coeflîcieutM (12) est lui-même le produit des trois coefficients des tableaux du § CLXXIY, et la température du prisme rectangulaire devient
ou le produit des températures des trois murs orthogonaux dont il fait partie. Ce q^i généralise une propriété signalée au § LXII. L'expression ( i3) s'applique particulièrement ail cas où le prisme a primitivement la même température dans toute son étendue 5 celle température initiale étant prise pour unité, les trois V„ facteurs deviennent alors des séries homologues de la série (48) , § CLXX.
On peut attribuer, successivement et séparément, aux six conductibilités extérieures (/, /', A, V, g^ g^) toutes les valeurs comprises entre zéro et l'infini. D'où résultera un nombre prodigieux de groupes, distincts, de fonctions (lo) et de développements (11), qui ne pourront donner lieu à aucun doute. Car la méthode d'interpolation du § CLXVIII, et la vérification du § CLXX, s'appliquent, comme il suit, à rétablissement direct de l'identité (1 1).
Pour cela, (J^^ ^\ Sf^") désignant respeclivenient les
nombr» des bcumn adnijsiblo^X, T^ Z^. fi, 3\ 6") ks
MwaeBts linéaires f — y —7 jp?)' 1^ prisme rectangle se
uoawe dit isé en XX' X^ parties égales à j^ 3F. Avec les températnres initiales, et les coonkmnœ. des centres de tons ces parallélipipedes élémentaires, on forme nn nombre XXl^X>'^ d*éqaalions ^al à celai des coeflbrients à déterminer. Puis, quand les nombres ( Jv>, X, XJ^) reprennent leurs rentables grandeurs, les propriétés reconnues des (X, Y, Z ) permettent d^isoler et d'érainer chaque coefficient, à Taide de la métbode des &ctenrs.
On a ainsi un nouTeau groiqpe de XX'X' équations distinctes à une seule inconnue, qni peut remplacer le premier, dont il est déduit, et qni se coiDcenire, comme au ^ CLXX, dans une seule équation. Cette équation exprime que zéro est la valeur d'une intégrale définie triple, ayant les limites du prisme, et dont l'élément différentiel est le produit, d'une fonction arbitraire, par l'excès du second membre de (11)9 sur le premier composé avec les coefficients éralués. D'où résulte nécessairement que le dernier facteur est toujours nul entre les limites de l'int^rale; c'est^nlire que le premier membre de (ii)^ écrit arec les c:oefficients trouvés, donne identiquement la même valeur que le second, pour tous les points intérieurs dn po* Ijèdre.
$ CLXXVIII
SOI.UTIQN POUR UN POLYÈDRE QUELœNQUE.
Traitée généralement, la question du refroidissement (ruri corps solide, par le rayonnement de toute sa surface, conduit h des lois intégrales; qu'il importe de signaler. La
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fonction V de (x,y, s, t) étant régie par les équations d^y £»V d'y _ , ^v
(-4) ;(^cosÇ + î5^cos,+ ^cosÇ+/v) =o, 1 \d.T djr dz J (S
v.= F(^,r,2), chaque terme simple a la forme
(l5) V.erUe \
le facteur U, fonction de (x,j-, z), et la constante 0', vérifiant le groupe
dx^ dr^ dz^
( -7- ces Ç -h T- COSU + -r- CCS Ç -h /U =0.
\dx dy dz /»
Si Ton multiplie la première de ces équations (16) par Ydxdydz^ F étant une fonction quelconque de (x, y, z), et qu'on intégre ensuite dans toute Fétcudue du corps, en suivant absolument la même marche qu'au § LYIII*, et employant les mêmes signes, I pour la sommation dans le
Jxs
volume du corps, I pour celle faite à la surface (dont aucune partie n'est en contact avec une source constante de chaleur ou de froid), on arrive à Téquation Gnale
N , Tj tt=. r^ ™tp Tj ('l^d¥ dVdF rfUrfF\
à l'aide delà seconde (f6).
Cette équation (17) résume, en quelque sorte, les pro-
^^ftt# 4itft«^9 1> winti^Mu Car I iatkémit ^nénkuj, * =^ S '^^ '-
Am^^ut • W ML qoaod r r=r o. il fattt cfse ce <
m^il r#r(/f o^uiMf r^t initial f : et ce |wv>blcme dlnterpolaîi^m #^ r^/iit a V^Meàn chéoréme (18), qui permet d*is<der %îU'A'4m%^0fU%i;ui Um% le^caoefficienu, et qui donne pour leor
$ CLXXIX
THfcOKkMK VÉRIFICATEUR.
.Vl/iii», r(f<|iiiHioii (17) conduit à d'autres thorèmes, par
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exemple, si la fonction F est une constante, cette équation donne
(21) e' / fir3.\j= 1
fiijJV.
C'est-à-dire que tout facteur U jouit de cette propriété, que , si d'une part , on multiple par la constante 0* la somme de toutes ses valeurs à l'intérieur du corps, et si d'autre part^ on fait la somme des seules valeurs appartenant aux points de la surface, respectivement multipliées par la conductibilité extérieure / aux mêmes points, les deux résultats obtenus seront identiquement égaux.
Ce nouveau théorème complète la solution trouvée en la vérifiant; car il constate que le corps perd, pendant toute la durée de son refroidissement, une quantité de chaleur précisément égale à l'excès qu'il possédait primitivement. En effet, dans le cas simple où l'état initial f est un facteur U, l'excès de chaleur primitif a pour expression
(22) TA ( r/o.U,
et, la température variable étant Vj (i5), la quantité totale de chaleur perdue par le rayonnement est
t/O Jd
OU bien, l'intégrale définie par rapport au temps ayant
rA pour valeur le quotient de ft, ou de — > par 0*, et le
quotient du pouvoir éraissif e par q donnant /, plus simplement
TA r
rfcr./U,
Or, ces deux quantités de chaleur (9.2) et (aS) sont égales, d'après le théorème ( 11), Et si l'état initial développé est
W MU, cl l'état variable V (19), évaluant l'excès primitif
et la perte par raj^onnement, leur différence
sera nulle, terme par terme, d'après le même théorème.
L'égalité (21) s'étend au cas où le polyèdre a plusieurs faces imperméables, et pour lesquelles / est nul. Mais, elle n'a pas lieu s'il existe des faces où / est infini. Car si, outre sa partie rayonnante a, la surface en contient une autre g\ entretenue à la température zéro, le groupe (16) comprend une troisième condition (U^, = 0), et, avec la fonction
quelconque F, l'équation finale (17) contient, dans son second membre, ce troisième terme
qui, s'annulant, par U'^, = o, quand F est un facteur U', ne change rien au premier théorème (18), mais qui change, au contraire, le second membre de l'équation (21), quand F est une constante.
§ CLXXX
APPLICATION AU PRISME RECTANGLE
Lors du refroidissement du prisme rectangle, par le rayonnement de ses six faces, le théorème (21) existe pour chaque terme simple (9). En effet, les trois conditions qui
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régissent le facteur X (§ CLXXIV, tableau I, première ligne), donnent
(25)j J-a '^ L dx\_^ \dx),'^\dx)_^
et, avec celles qui régissent les facteurs Y etZ, on complète le groupe
qui donne, pour la somme (wi' -H «* -H/»*) ou pour là constante 0*
/ Xdx i Ydy j 2.dz
égalité qui, les dénominateurs étant chassés, reproduit le théorème (21).
Il y a plus. Dans le cas simple de Tétat initial f = XYZ, et de l'état variable Vi (9), si, considérant deux époques t' et t" ^ on évalue, séparément, les trois quantités de chaleur qui s'écoulent, pendant le temps [i" — t')^ par les trois couples de faces parallèles du prisme rectangle, désignant par (S^, S^, S,) les dénominateurs (27), on trouve, sans peine, qu'elles sont égales aux seconds membres (26) multipliés, respectivement par (S^S,, S^S^., S^^S^), et tous
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par le facteur commun
e * - ^ ^ TA
D'où résulte, d'après les équations (26), que ces flux sont entre eux :: ni^\v?\p^. C'est-à-dire qu'ils sont proportionnels aux carrés des paramètres (m, n, p), et cela, quelles que soient les époques, quel que soit leur intervalle.
§ CLXXXI
SOLUTION POUR UN PRISME DROIT
Les propriétés générales qui viennent d'être établies, se transforment d'une manière spéciale, lorsqu'il s'agit d'exprimer la loi intégrale du refroidissement d'un prisme droit, dont les bases (z = H- c, z = — c) et les faces parallèles à l'axe sont toutes rayonnantes. La fonction V est alors régie par le groupe
t/^V d^ d}y _ dV
/ dS dy \
où la troisième ligne représente Téquation à la surface latérale, dont le périmètre est o), et dont la normale est partout perpendiculaire aux z. Avec la constante
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et le facteur Z du tableau III, § CLXXIV, dout uous désiguerons le paramètre par t au lieu de p, tout terme simple prend la forme
(3o) \, = uZe *
le facteur ii, fonction de (x, j), vérifiant le groupe partiel
(cPu {Pu
ï (du ^ du , \
f -—cosÇ-h^- cosn H- /a ) =o.
• Outre les signes I désignant toujours l'intégration dans le volume, et celui 1* restreint actuellement à la somma*
tion sur la base a, introduisons le troisième signe I 9
pour indiquer l'intégration faite sur le périmètre &> de cette base. Le théorème général (18), en remplaçant,
U par mZ, U' par m'Z', / dxs. . . par 1 dz l Ja...,
Jrs J — c J Q
se dédouble (suivant que, u' étant égal à i/, TJ diffère deZ, ou que, TJ étant égal à Z, m' diffère de m) dans les deux théorèmes particuliers
/ ZZ'//« = o, / ^ff.ttii' = o,
desquels le premier existait déjà au tableau cité, e» qui déterminent les coefficients de la fonction intégrale
Le ,
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en déduisant leur valeur générale
j riz I daAuZ
r Z'dz fdd.tû
de l'identité nécessaire du développement W MmZ, et de l'état initial f.
§ CLXXXII
VÉRIFICATION. RAPPORT DES FLUX
L'égalité (21), écrite avec les paramètres, les facteurs, et les signes nouveaux, devient d'abord
( (T'-h0') i Zdz, jd<T.U =
t/ff */ — C %/eu
et puisque, comme au groupe (26), on a
(36) T^ f'^\dz=gZ,-\-g'Z^,, elle se réduit ensuite à
(37) G' i dG,u= i dt^.lu^.
C'est-à-dire que tout facteur m, vérifiant avec la constante 6^ le groupe (3i), jouît de cette propriété que, si d'une part on multiplie par d* la somme de toutes ses valeurs sur la
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base dy et si d'autre part on fait la somme des seules valeurs appartenant aux points du périmètre o), respectivement multipliées par la conductibilité extérieure / aux mêmes points, les deux résultats obtenus sont identiquement égaux. Théorème spécial, qui suffit à la vérification de la solution trouvée, caria différence (24)5 étant aussi transformée, se réduit, par Tégalité (36), à
( 38) r. S m£ ^ za. [ J' ^^J; /,
et s'annule, terme par terme, d'après ce théorème (37).
En outre, si, dans le cas simple de l'état initial f = mZ, et de Tétat variable Vj (3o), on considère deux époques t/ et i'', on trouve facilement que les quantités de chalepr qui s'écoulent, pendant le temps (i'' — ^'), par les deux bases réunies, et par la paroi latérale, sont respectivement égales aux deux parties du second membre de l'équation (35) , multipliées par le facteur commun
TA
-(^'-^"OLrO'-^^'H'
Le rapport des deux flux est donc indépendant des époques et de leur intervalle. Mais, de plus, les égalités (36) et (3^)
le réduisent à I - ) ^ c'est-à-dire au rapport des carrés des
deux paramètres (t etô). Résultat qui, rapproché de son homologue, dans la solution du prisme rectangle § CLXXX, semble indiquer cette loi générale, que les flux de chaleur, correspondant aux divers facteurs d'un terme simple, sont proportionnels aux carrés des paramètres de ces facteur.s>
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CAS D'UN PRISME INDÉFINI
L'interprétation physique de l'égalité (87) devieut plus précise, quand on exprime le refroidissement du prisme indéfini, de base cj, de périmètre «, par le rayonnement de sa paroi latérale, lorsque son état initial, constant sur une même parallèle à l'axe, pris pour celui des -z., ne dépend que de (x, y). La fonction V, de (^,y, t) seulement, est régie par les équations
Vo = f(^,j);
composée avec les facteurs et les constantes (a, 6*) du groupe (3i ), son intégrale a la forme
(4o) v = gMa^ ^
et reproduit f, quand f = o, avec le coefficient
I dcT.fu
I dd.u"
Si l'on considère, alors, une portion du prisme indéfini, comprise entre deux sections parallèles dont la distance est l'unité de longueur, l'équation (37) exprime que, si Tétat initial est un facteur i/, la quantité de chaleur que
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perd ^etle portion, pendant toute la durée du refroidissement, par le rayonnement latéral, est précisément égale à l'excès de chaleur qu'elle possédait primitivement.
La relation (37), entre deux intégrales, Tune double^ et l'autre simple, paraît indiquer que pour obtenir la première il doit être préférable d'évaluer la seconde. Mais, dans le fait, c'est l'inverse qui a lieu, par suite du facteur 6*, qu'il faut reconnaître dans la seconde, et qui la rend plus compliquée que la première.
Pour exprimer la loi intégrale du refroidissement par rayonnement, d'autres polyèdres que le prisme rectangle, il faut spécifier leur forme, ou particulariser leur base à s'il s'agit de prismes droits-, puis, chercher les expressions analytiques des facteurs U, ou m, et les équations aux paramètres 0,^u 0, exigées par la vérification du groupe (16), ou (3i). Or, à très-peu d'exceptions près, ces expressions et ces équations sont telles, que leurs variables et leurs inconnues entrent sous des intégrales définies \ genre de solution en quelque sorte étranger à la partie principale du Cours actuel, et qu'il convient d'écarter de ses dernières leçons. Heureusement, si peu nombreux qu'ils soient, les polyèdres exceptionnels sont faciles à reconnaître, car ils ne sont autres que ceux dont le refroidissement par communication, peut toujours s'exprimer par des séries trîgonométriqnes et périodiques. Ainsi, outre le prisme rectangle déjà traité, on a, le prisme triangulaire à base rectangle isocèle, le prisme triangulaire régulier, et Thé-
mirégulier, les tétraèdres^ et — • Nous aborderons ces polyèdres dans les deux leçons suivantes. Et, leurs solutions, jointes à celle du prisme rectangle, justifieront, par le fait, et par leur marche même, la loi que nous venons d'énoncer, comme régissant les exceptions.
D'ailleurs, comme on Ta vu dans plusieurs des leçons
346 DlX-HUlTlÈME LBÇOM. LOIS GéSÉRÀLCS.
précédeutes, un simple changement des sinus en cosinus, et des cosinus en sinus, sufïil; pour déduire, de la série qui exprime le refroidissement par communitation d'un polyèdre, celle qui exprime le refroidissement du même corps lorsque toutes ses faces, ou plusieurs d'entre elles, sont imperméables à la cbaleur, ou sans flux. C'est-à-dire qu^aux deux limites extrêmes, /= oo et Z = o, la série a la même forme 5 ce qui rend presque certaine la conservation de cette forme lors des valeurs intermédiaires.
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Refroidîsfteraeat par rayonnement da prisme trian^rnUire à t>Me reetangle isocèle. — RefroiduBement par rayonnement dn prisme triangulaire régulier, aux faces latérales similaires, lors d'un éut initial symétrique.— Cas de Tétat initial constant à même hauteur.
$ CLXXXIV
PRISME TRIANGULAIRE RECTANGLE ISOCÈLE
Lors du refroidissement du prisme triaDgnlairc droit à base rectaogle isocèle, dont les faces latérales ont pour équa-
tions (x = o, ^ = o, X -^jr = a), les conductibilités extériemres étant, / sur les Aeun faces orthogonales, et h sur la face hypoténuse, dans le groupe (3i), S CLXXXI, aprè*-. Téqualion sjénérale
rPu ri' u
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celle au périmètre (ù se décompose ainsi
la normale extérieure, à la troisième face, étant parallèle à la bissectrice de l'angle droit des (jc, jr) , d'où
cos Ç = cos ri = --=.•
On satisfait à Téquation aux difTérences partielles (i), et aux deux premières conditions (2), en prenant
les fadeurs X' et X" en x seul, Y' et Y'' en jr seul, étant donnés par le tableau
/ X' = cos (ma: — a) , X" = cos {nx — f) ; \T = cos{njr - p-), Y''=cos(mj — a);
f e* = w'-h n^'y Ung a = — j tang P = -',
où m et w sont deux paramètres quelconques; 9* la somme
de leurs carrés; a et j3 les arcs, moindres que -> dont les
tangentes sont respectivement égales aux quotients de / par m et par ri. Eu effet, avec ces valeurs, les produits X'Y', X''Y^ vérifient l'équation (1) avec le même 0*; puis, quand j: = o, les facteurs X', X", deviennent cos a, cos (3, tandis que leurs dérivées sont m sin a, n sin ]3, on a donc, d'après la définition (4) des arcs (a, (3),
VX' dx j, \X" dx ),~ *
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et les facteurs Y', Y", donnent pareillement
('yjL\ -(L'ai] -/.
d'où résulte que chacun des termes de '* (3) vérifiera les deux premières conditions (2).
Ces vérifications ont lieu, quels que soient les paramètres m et n. Mais, pour que la dernière condition (2) soit satisfaite, ces paramètres doivent être racines d'un couple d'équations transcendantes qu'il s'agît d'établir. Lorsque, dans ti (3), on change xen y ely en x, il reprend la même valeur absolue, avec les mêmes signes lors de l'addition des deux termes, avec un signe contraire lors de leur Soustraction. C'est-à-dire que, par rapport au plan bissecteur (y = x), li est symétrique, directement dans le premier cas, inversement dans le second ; et, comme on va le voir, les équations aux paramètres diffèrent de l'un à l'autre.
§ CLXXXV
CONDITION DE LA FACE HYPOTÉNUSE
« Avec le signe iniermédiaire (-h), et les valeurs (4), la fonction 1/ (3) est
(5) « = cos(/w^ — cl) cos(/ir — p)-+-cos(/2a: — P)cos(/ii7 — a);
écrite, ainsi que ses dérivées, en remplaçant les produits de cosinus et sinus, par les demi-sommes et les demi-différences d'autres cosinus et sinus, elle donne au trinôme
/ . /— du du\
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Je premier développemetit
I y-J cos {mx -{- njr — a — p)-^cos{mJC — njr -^^ — a) l
1 i sin (mx -^ ny — a — ^>-t-siD (mx — njr -{- p — a) 1
2 ) + SÎD (/ïx -H/wr — a — P) — sin(/ij:^ m/-»- a — p) j
1 I sin (fnx-H /!/ — a — p) — siD(/iix — /if -h P — a) 1
2 ) + sio {nx -4- //ix — a — P.) -h sio ^«-c — mjr -+- a — p) J
qui, en remplaçant, inversement, dans chaque parenthèse, les sommes ou les diflerences des cosinus ou sinus superposés, par des doubles produits d'autres sinus ou cosinus, conduit au second
h sfi' . }
( -h ces \^—^ [x H- j) H- p— a j cos y ^^ (**""-^0
S. im-^n. ^ \ (m — n. ,\
sm ( —^ — (^^-r) ~ a — P) cos ( -^'"^— (^— r) )
f ^ *'" i~^ï — ix-i-j)4-p— ajcosi— ^^ — (^— ;:)!
sinl— ^^ — (*-hj) — a — pjcos 1— ^ — (•^""-^Ul-: ■'
— sin ( — ^ — (.»^H-j)-hp— a) cos(— ^ — {*— r)) )
Or, d'après la troisième condition ( 2), celle expression du trinôme (6) doit s'annuler quand la somme (^-hj^) ^st] a, doue si l'on pose, pour simplifier
on doit avoir identiquement
î [^VâC— (//f4-/î)S]cos ( ^^~"^ (x — j)j \
(8) ) ^ !=o, ( -K[^v^C' — (/w-/i)S]cos(^^(ar-j)) I
4{uel]e que «soit la différence (x — y)] ce qui exige que ron ait séparément
(9) (m-hn)S = k^C, (/w — /i)S' = ^v^2C'.
Et tel est le couple d'équations transcendantes, dont les paramètres m et n doivent être racines, pour que Téquation à la face hypoténuse soit satisfaite par ii (5 ).
§ CLXXXVI
ÉQUATIONS AUX PARAMÈTRES
Les deux paramètres sont nécessairement inégaux ; car si m = /z, on a (3 = a, le second arc (7) est nul, et la der-* nière (9) est impossible, tant que h n'est pas zéro. Soit donc m^ n^ et conséquemment j3>a (4). En rétablissantles arcs (7), les équations (9) deviennent
i /m — n ^ \ hJn
f tang ^ -^— /iH- p — a j = — — = langv
|:x et V étant les ares, moindres que -9 dont les tangente»
représentent respectivement les quotients de h ^2 par (m -h n) et par (m — n). Ces équations, réduites aux tan-
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gentes seules , sont satisfaites par les arcs m -^ n
i et j étant des nombres entiers quelconques, et avec ces arcs elles donnent le groupe
iah ma -h na ^ V ^
('") j fi
tang V
qui, rapproché des relations (4) en (a, (3), conduit à celui-ci :
( ,wa=(/-f-/)7r-|-p-hv-h2a = — — >
Par la suppression des premiers membres , les quatre équations simultanées (12) et (i3) serviront à déterminer (soit graphiquement, soit par la méthode des substitutions successives) l'unique système des arcs (fz, v, a, /S), correspondant à chaque couple des entiers («,;). Et, quand ces arcs seront connus, le groupe (i3) donnera les valeurs séparées des paramètres metn.
Avec le signe intermédiaire ( — ), et les valeurs (4), la fonction u (3) devient
( 1 4 ) w = cos [m.r — a; c(>s (//J — p ) — cos (/yjr — p ) cos [mj — a).
Les paramètres m et n sont inégaux, puisque a (14) est nul
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gentcs seules , sont satisfaites par les arcs l m -h n
f a -\- « — a=:y7r-hv,
i et j étant des nombres entiers quelconques , et avec ces arcs elles donnent le groupe
I ma -h na ^ V2
I =f7r-ha-|-p -hfA =
I ma — na , ^ \2
I =y7r-ha — p4- v=--ï ,
\ 2 ^ rang v
qui, rapproché des relations (4) en (a, (3), conduit à celui-ci :
/ /. .N al [ iwa= (f -H/Jtt 4- a -(-v-|-2a=: >
Par la suppression des premiers membres , les quatre équations simultanées (12) et (i3) serviront à déterminer (soit graphiquement, soit par la méthode des substitutions successives) Punique système des arcs (fz, v, a, /S), correspondant à chaque couple des entiers («,;). Et, quand ces arcs seront connus, le groupe (i3) donnera les valeurs séparées des paramètres mein.
Avec le signe intermédiaire ( — ), et les valeurs (4), la fonction u (3) devient
( 1 4 ) u z=: cos {m.r — a) cos {//j — fi ) — cos (/?jr — p ) ces [mj — a).
Les paramètres m et n sont inégaux, j>uisque 'i (i4) est nul
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§ CLXXXVII
SÉRIE TOTALE. VÉRIFICATION
Désignant par u^ et u^ les facteurs u (5) et u (i4)) <lont les paramètres (m, n) sont respectivement rëgis par les re^ lations (ii) et (17), la fonction intégrale V, mise sous la forme
(18) V=^M,w,Ztf *-f-^M,«,Zi? *,
vérifiera les conditions aux cinq faces du prisme triangulaire droità base rectangle isocèle. L'eut initial exigera l'identité
(ig) ^M,«,Z4-^M,ii,Z= f.
On l'établira à l'aide des théorèmes (Sa), § CLXXXI, qui donneront, pour les coefficients, la valeur (34) du même paragraphe, écrite en (Mj , Mj), en (Mt, i/,), et où le symbole 1 da sera remplacé par
dx I dy
D*après la distinction établie entre les facteurs i/| et u^ , des deux coefficients, Mj existera seul, ou disparaîtra, si Tétat initial f apporte une symétrie calorifique directe, ou inverse, par rapport au plan bissecteur [yz=ix)\ l'inverse aura lieu pour Mj-, et la fonction V (18) se réduira à la première , ou à la seconde, des deux triples séries.
L'équation (Sy) , § CLXXXII, a ses deux membres nuls pour le facteur inversement symétrique i/f (i4). Sa vérification par Wi (5) exige un calcul dont voici la marche. On effectue d'abord les intégrations indiquées. Les résultats obtenus se composent de plusieurs fractions, ayant aux dénominateurs les facteurs m, /i, (w-f-/i), (m — n), ei
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aux numérateurs des doubles produits de sinus et cosinus, auxquels on substitue les sommes ou les différences d'autres sinus et cosinus. Les arcs de ces derniers contiennent séparément ma et /la, que Ton remplace parleurs valeurs (i3), en supprimant les multiples (i-h/)?!, (i — /) ^î qui, étant de même parité, ne donneraient qu'une ambiguïté de signe , la même pour tous les termes , et pour les deux membres de l'équation à vérifier. On isole, par développement, les sinus et cosinus de (fA+ v) et de (/[A — v), qui sont alors multipliés par les sommes ou les différences des sinus et cosinus de (j3-|-a)etde((3 — a). Puis après avoir développé tous ces facteurs, on remplace les sinus et cosinus des arcs (a, (3, /^j v) par leurs valeurs en {m, «, /, h V'îi), groupées au tableau suivant :
s,na = -,
COS a =: — :
sînp=i,
{m -^ ny -{- 9.h^ =z X\
m -i- n cosp = — — -
{m -^ nf -\~ ih^ = i)b%
A Va s.nv= ,
Par cette suite d'opérations, la double intégration (20) sur Uf (5) conduit à
/w/iAB\ [m' — n') Xy\\y
La partie de l'intégrale simple, relative aux cotés orthogonaux, e^t
T-- ni" -h /i- 4- -^^ ' \ .
/7i/t AB \ JLDb /
Celle qui concerne l'hypoténtise s'obtient, en prenant pour variable la distance w à son point milieu, de telle sorte que (jc4-y) éianta, (x — y) est &>\/2 5 substituant
ces valeurs dans u^ (5)^ mis sous la forme qui multiplie
h \Ji au second développement du trinôme (6), multipliant
a par rfo), et doublant l'intégrale prise de&) = oà&) = -7=9
on arrivera à
AB(/w' — /î2)c\oi)b
Enfin, rapprochant ces trois résultats, on trouve que la somme des deux derniers, convenablement réduite, est égale au produit du premier par (m* -{- n*) ou 0*. Et c'est ce qu^il fallait vérifier.
§ CLXXXVIII
PRISME TRIANGULAIRE RÉGULIER
Pour traiter le refroidissement par rayonnement du prisme triangulaire régulier, il faut reprendre ses coordonnées naturelles (P, P, P'^) ou Pf/\ qui font avec les x positifs, les angles (a, a', a") ou a^'\ dont les six cosinus et sinus, y^^ et g^'\ ont entre eux les relations groupées au tableau
, 27r 2 7r . 2 7r i/3 2îr i a =«-h-Y' a' =a---â--h2tr, sin — =r l-_, cos-^=:— -' J O 3 2 3 2
COS (a'' — a') = cos(a - ol") = cos(a' — a) c^ — i
cosaC/")=7(»
sinaC^) = (TC/)
^(yV -f- ^O'f = 1, 7 -p/^. ^'' = 0, (T-h <r'4- (t'' = o.
7'7" -+- er'ff" = 7^7 -f- er% = 77' + aer' = ~ -
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On a les formules de Iransioniiatioii
(22) ^U) = xyU^ -hJe^(^'^
et la cinquième ligne (21) donne Tidenli lé 23) P-+-P'4-P" = o.
Les équations des faces latérales du prisme sont
r étant le rayon du cercle inscrit au triangle équilatéral.
Si les trois faces (24) ont la même conductibilité extérieure A, Féqudtion générale, et les conditions au périmètre, qui régissent le facteur 1/, § CLXXXI, seront
/ 1 hu 'h ^ 7^^ -+- ^ (tU) 1 = G.
Si, de plus, Tétat initial apporte une symétrie calorifique directe, par rapport aux trois plans bissecteurs
la fonction u sera complètement symétrique en (P, P, P^'), comme le prisme, comme les conditions au périmètre, comme cet état initial.
Dans ce cas, le seul que nous étudierons, si, avec un arc constant, (5, et trois paramètres (A, fx, v) n'ayant entre eux d'autre relation que celle-ci
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on forme les six arcs polynômes
A,= ^((*P+vP' + XP")-f-5,
A,= |-(»P + ÀP'-(-f*P")-t-a, ô r
A', = ^ ^vP^-f.P' + v.p")^-*,
ôr
A',= â-(f*P + >P'-t-vP")+*, or
et que, désignant les cosinus et sinus de ces arcs, par les lettres S et C, affectées des mêmes indices et accents que A, on compose la fonction
qui possédera la symétrie voulue (car la permutation de deux des P^^ lui laissera la même valeur), cette fonction pourra être prise pour w, si elle vérifié l'équation générale (a5) avec un même 6*, et 5'// est possible de déterminer les paramètres (X, [x, v) et l'arc â, de telle sorte que la seconde condition (aS) soit satisfaite pour P = r; ce qui suffira, car, d'après la symétrie établie, il en résultera que la même condition sera aussi satisfaite, pour P'=r, e( pour P' = r.
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§ CLXXXIX
CONDITION DES FACES LATÉRALES
La substitution de C, à /£, dans la première (aS), exige que
or, celle valeur, que les relations (21) réduisent à
étant symétrique en (X, fx, v), sera successivement reproduite par les cinq autres termes de lij (29). Donc cette fonction vérifie l'équation générale (25) avec un même 6*. Maintenant, les équations aux paramètres doivent se déduire de la condition que le trinôme
soit identiquement nul quand P = r.
Ne considérant d'abord que le couple (Ai, A 3) des arcs (28) où P a pour coefficient le même paramètre X, désignons par u\ la somme de leurs cosinus, cette fonction partielle et ses dérivées seront
' ^ = - ^ ["(^(T + pa' -+- vd'O s, 4- (><r + vd' -h pex'OS'a] •
Lors de la substitution dans le trinôme (3i), où les dérivées en a: et en y ont respectivement pour facteurs y et a,
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la réunion des deux parenthèses qui multiplient, soit
Sj, soit S't, dans les deux dérivées (3a) de M|, donnera
la même somme, - A, d'après les relations (ai) (dernière
ligne) et (27) ; d'où
, du du "/
Si l'on y remplace les sommes des cosinus et sinus par les doubles produits d'autres sinus et cosinus, en ayant égard aux relations (aS) et (27), l'expression précédente devient la première du groupe
I - hr cos ( X - -h ^ j — A sin ^ ). - -f- ^ H cos^^" (P'— P") \
(33) ( ^ [/.A cos (a^4-^)- psin (p^ 4- ^yjcos'-=-'(P'-P'Oi
[ îr/ircos^. ^-^(î^— vsin L~ + ^\1 cos^(F— P");
la seconde et la troisième résultent, de la même manière, des couples (A^, A',), et (A3, A',), où P a le même coefficient |:x, et V. La somme de ces trois expressions partielles, sera l'expression totale du trinôme (3i). Or, quand P == r, cette somme doit être identiquement nulle, quelle que soit la différence (P' — P'') -, les trois parenthèses (33), qui multiplient des cosinus d'arcs variables avec (F — P'), et différents, doivent donc s'annuler. Ce qui donnera les trois équations cherchées.
§ GXC.
ÉQUATIONS AUX PARAMÈTRES
Si Ton désigne par (/, /?/, n) les trois arcs, positifs ou négatifs, moindres que - en valçur absolue, dont les tangen-;
les expriment respectivement les quotients de h\ par i, par fx, par v, ces trois équations aux paramètres sont
Ilang ("a -h ^) = Y = ^anfe'^ v-T, ^ tang ( p -h ^) = ~ = tang w,
tang (v -h (î ) = — = tang n.
Elles indiquent que les trois différentes (X 4- d — /) , (l>- + à — m) , (v -h à — n) doivent être trois multiples de TT, positifs ou négatifs, et peuvent être remplacées par les suivantes
tir -,
tang /
, hr ' ^
(35) { F- = . =ni — ^,
tang n
en désignant, pour simplifier, par les lettres/, m, n, surmontées d'un point, les sommes (/tî-h/), (/ti-I-w), (fiï + w), de chaque multiple et de son augment.
Mais la constante ô ne peut pas rester indéterminée. Or, la relation ( 27) , qui a présidé à toutes les transformations précédentes , devant être satisfaite , il faut que la somme des derniers membres (35) soit zéro, comme celle des premiers ; d'où
Par la substitution de cet arc, les équations (35) de^
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viennent
hr o / — m — n l raDfe'/ 3
J hr im — n — /
1 ^ Ung//f 3
f hr un — / — m
tang n
et sont simultanées. Avec les valeurs ( 35 ) et ( 36 ) , Tare Aj (28) prend la forme
en ayant égard à la relation (aS ), qui indique aussi que l'on peut supprimer un des trois points, prendre / par exemple au lieu de /, en remplaçant, dans m etn^ ;' et/' par (/' — /) et (y" — j). Les autres arcs (28) s'expriment de la même manière.
En résumé, à chaque couple des différences (/' — /), (/'' — y), correspondra un facteur w, (29), qui satisfera aux conditions (sS). Il importe de distinguer particulièrement les facteurs dans lesquels deux des trois paramètres (i, fjt, v) sont égaux. Si v = |ul, X = — 2|ul, les trois premiers arcs (28) deviennent, d'après (23)
(39) A,=:^ — 2lt.-9 Aj=5 — 2p — y A3 = S 2/A y
et sont reproduits, dans un ordre inverse, par les trois derniers. Le facteur i/j, composé de termes doubles, peut être remplacé par sa moitié, ou par la somme (que nous désignerons par W) des cosinus des trois arcs précédents. Dans les relations (37), / est négatif, m et n sont égaux, ainsi ((ue m et n; posant
on a le groupe de valeurs égales
(A ] _ ^r _ 1 hr ^ !> -j- y +>[< _ <p + ^/ ,
^ tang y "" 2 tangil/ ~ 3 "" 3 '
le multiple ^7r, qui remplace (/ — 7)7:, pouvant être réuni à Faugment (f par le symbole 9. La constante 3 (36) est
et, introduisant, pour simplifier, les le nouveau facteur W est définitivement
(43) W=COs(2fA-— ^I; W COs/ap^ ^\ -h COS i 2 lt%- .|;j.
On remarquera que les facteurs trouvés (i/j, W), ne conservent aucune trace des anciennes coordonnées, puisque les nouvelles, P^'^, liées par l'identité (23), y restent seules. Ainsi les signes, empruntés pour opérer cette transformation, deviennent libres, entre autres la lettre a, qui abandonne le sinus de l'angle arbitraire a, pour désigner de nouveau la base du prisme.
§ CXCL
CONDITION DE L'ÉTAT INITIAL
Composée avec les facteurs W (43), et ceux des facteurs M, (29) dont les paramètres (X, p.^ v) sont inégaux, la fonction intégrale V sera
(44) \=z^M,u,Ze ^ ^H-TlNWZ
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et, comme au § CLXXXI, elle reproduira Tétai initial
(45) ^m,«,z+2nw= f,
à l'aide des coefficients
j dz I d(ïAu,Z
/ Z'dz jdtr.u]
j dz r^ff.fWZ
j T?dz jdtTAW'
Pour etïecluer la double intégration sur le triangle équilatéral, on peut, dans les éléments diiFérentiels, substituera P^sa valeur — (P-f- P), et prendre, pour Taire rfa, le parallélogramme dont les côtés ?/P, rfP, comprennent Tangle -5; d'où résulte
Mais, pour que la fonction V (44) exprime, seule ou sans Taddi lion d'autres séries, le refroidissement du prisme triangulaire régulier, par le rayonnement de ses bases hétérogènes, et de ses faces latérales similaires, il faut que Tétat initial apporte une symétrie calorifique directe, par rapport aux trois plans bissecteurs (26). Cette condition essentielle est évidemment satisfaite, si la fonction £ ne varie qu'avec la coordonnée z ; c'est-à-dire si tous les points d'une même section du prisme, parallèle aux bases, ont primitivement une même température. Alors les numéra-
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leurs des coefficients (46) sont les produits du résultat d(^ la sommation de ÎZidz sur toute la hauteur, par les intégrales doubles
(48) j dfT.U,,
(49) /rfa.W, <lonl il faut rcconuailre les valeurs.
LV / ■ X ' J
on obtient l'intégrale partielle
fdaiC,'hC) = Â= f r/pf €/P'(C,4-C,
(5o) / _ ( (/w — /)cos(/w-f-« — /)j
< -+- [n — / cos(/i -H /— m) > r
) CCS (/ -h /w — /?) )
-+-(/— //i)cos(/-h/w — «))
eu effectuant d'abord les deux intégrations définies sur Cj,
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leurs des coefficients (4<>) sont les produits du résultat de la sommation de îlidz sur toute la hauteur, par les intégrales doubles
(49) ///er.W,
dont il faut reconnaître les valeurs.
§ CXCIT.
CAS DE {[z), NUMÉRATEURS DES COEFFICIENTS.
Les arcs (28), mis sous la forme (38), donnent troid couples (Aj, A',), (As , A',), (Aj , A',), dans lesquels F', que l'on doit remplacer par — (P-h-P'), a respectivement le même coefficient (/, /w, n\ Le premier couple étant
on obtient Fin légrale partielle
/ fdc{C,-hC) = 4= f ^P r €/P'{C,-f-CVi
(50) < ( (/w — /)cos(^-h« — /) 1
f ^T' ^Tr ^7r m 1 + l'^ — ^. cosl/i -f- /— m) > r
\ ( -+- (/— ,«)cos(/-+-/w — w);
en effectuant d'abord les deux intégrations définies sur Cj,
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son premier ternie, et tripler le résultat. Remplaçant, dans ce premier terme, p par r — P, changeant au cosinus le signe de Tare, elFecluant rintégration en P (47), on a ensuite
^J^J^-^-r)co.(^-.^ + i)Hlf
COS4/ — COS(6£A J;U
fXi/3\ 2ft /
Or, d'après Téquation multiple (40i ^os(6fx — if^) est ^al à cos(2f + ^), et la tangente de <f étant double de celle de^, on a
(53) sin^ cos4' = 2sin4'COS(p;
d'où résulte, par développement et substitutions, cos>}» — cos(2f -f- >j/) = 6sin>j;sin<pcos<j);
et, à l'aide de cette dernière expression, le triple de la valeur (52) donne, pour Tintégrale (49)
/i-rx r, «r 3r»\/3/ sin<pcos©\ . .
(54) JrfeT.W==— ^(^I.4---Y--^js'n+• . § CXCIII.
DÉNOMINATEURS. SÉRIE TOTALE
Le numérateur de N (46) n'étant pas nul, il faut aussi calculer son dénominateur. Eflectuant sur W* (43) la double intégration (47)» ^^ recourant plusieurs fois aux relations (4o), on parvient à mettre le résultat sous la forme
(55) p-r-W- 9-^( ,+5ll^i£?!i:') / , ^si"(y-'l')cos(y--j>)'| .
^68 HX'3cri-fE3a lboc».
f ^ r^fff^0ti dt^ «fenx intégrales r 54 ^ et > SS < ot
sfra-u
Of , d'apré» i x^;. 1^ triple de sin *s — ^; est csal à sin fs — yi. d'où rétalîe
Ori a donc^ â Taideda symbole l3o;. ^ CLXVBL et de ç poar daigner /r -f- ^,
^Vl; > =
fZ#/z 2 sin -'
Ze ' ^,
• ^' —f^ i Z^dz
VjU résumé, dans le cas actuel, V (44 j? réduit à sa dernière partie, est le pr^iduit de la série simple
qui exprime le refroidissement du mur aux faces hétérogènes (z = H- c, z = — c) , lors de Tétat initial f (« ) ^ j; CLXXIV, par la série
simple aussi, composée avec les W (43)} et qui, devant se réduire à ruiiité, pour t = o, puisque V, (57) devient alors \[z)^ donne rideniilé
____WsinM{/ ^ I
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dans loule Tétendue du iriangle ëquilatéral. Développement beaucoup pl|is général que celui du § XCIX, qui s'en
déduit en faisant /i = oo , d'où ^|; = ç = -.
Lorsque l'état initial f , toujours. directement symétrique par rapport aux plans (26), dépend, non-seulement de z, mais aussi des coordonnées P^\ le numérateur de M, (46) n^étant pas nul, il est nécessaire de connaître le dénominateur. Son premier facteur est
d'aprèsle§ CLXXlV.Quantau second, etreciuantsuriij(29), transformé eu (P, P') seuls, la double intégration (47)1 consultant les équations [(34)» l^^)' (•^^)9 (^7)] ^^^ ^^^ gissent les paramètres et leurs augments, on parvient à le mettre sous la forme
I -f-sin/7icos/w
\ /i -h sin/icos/î\ I
/• ^) /i -|-sin/îcos/î\ / I -h sin/cos/\ rfa.«' = 3r'v/3 +^ ][ 1 j
(I ■+■ sin/cos/\ /i-*- 8in//ico8/w\ — ï — )\~~, — }
dont la symétrie était exigible.
Les séries (58) et {5g) consutent que les propriété» analytiques du prisme triangulaire régulier, se refroidissant par communication, § CIV, s'étendent au eau plus général de son refroidissement par rayonnement, lorsque ses faces latérales, qui sont géométriquement similaires
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ont la même conductibilité extérieure. Preuve nouvelle des simplifications qui doivent résulter^de la concordance établie, entre les facultés calorifiques, et les symétries géométriques, du corps solide que Ton se propose de traiter. Aussi, sans le secours de cette concordance, il eût été trèsdifficile, sinon impossible, d'aborder les polyèdres précédents, et surtout ceux de la leçon prochaine.
TÉTHAkDRES RAYONNANTS.
TÉTRAÈDRES RAYONNANTS.
RefroidiMement par rayonnement du tétraètre ^« lorsque les deux faces
orthogonales ont nn même pouvoir émlssif, ainsi que les deux faces in-
dinées. — Refroidissement par rayonnement du tétraèdre -? 9 lorsque les
trois faces empruntées aux plans diagonaux du cube ont le même pouvoir énissif.
CXCIV
RàTœOŒMENT DU TÉTRAÈDRE ^•
Pour étudier la loi intégrale du refroidissement par rayonnement du tétraèdre, sixième partie du cube, il cou'vient de poser ce polyèdre comme Hndique la figure.
. Les trois côtés (BD, DC, AC) ont même longueur, 2 a, et forment un système de lignes orthogonales, auxquelles les axes des (x, y, z) sont respectivement parallèles. L'origine O étant placée au milieu de la grande arête AB, les quatre faces ont pour équations
^^^ (ACB...a: = z, BDA...r = — z-
Les deux premières étant géométriquement similaires, ainsi que les deux dernières, nous attribuerons, à chaque couple, une seule et même conductibilité extérieure, / au premier, h au second.
Le plan des xy coupe le polyèdre en deux pentaèdres équivalents, où les points correspondants (m, m') sont tellement disposés, qu'il faut changer, à la fois, xeny^ y eux^ z en — ^5 pour passer de l'un à l'autre. C'est-à-dire que, par rapport aux deux plans bissecteurs COD, XOY, formant un angle dièdre droit, les deux points m et m! ont respectivement le même symétrique ou la même image. Appelant cosymétrie^ ce genre de correspondance, nous dirons que l'état initial, f, apporte une cosymétrie calorifique, soit directe, soit inverse, quand les températures primitives en m et en m', sont égales en valeur absolue, soit avec le même signe, soit avec des signes contraires.
§ cxcv.
FORMATION DU TERME SIMPLE
Cela posé, la température variable V, fonction de (a:, y, z^ t)j est régie par les équations
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(Ix-
dF
d'y _ dV
'd^-^lû'
Car la normale extérieure est parallèle, à OX pour la pi'eniière face (i), à OY pour la seconde, à la bissectrice de
l'angle XOZ pour la troisième, à la bissectrice de Tangle
YOZ pour la quatrième. Le terme simple a la forme
V, = Ui?
où le facteur U, fonction de (x, y^ z), et la constante 6*, satisfont au groupe
dx
df
Avec trois paramètres quelconques (w, w, /[?), et les trois arcs (a, P, 7), moindres que -, dont les tangentes reproduisent respectivement les quotients de /, par m, par «, par /?,
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viennent
hr
tang /
hr
tang //}
hr
tang n
et sont simultanées. Avec les valeurs ( 35 ) et ( 36 ) , Tare Al (28) prend la forme
en ayant égard à la relation ( 23 ), qui indique aussi que l'on peut supprimer un des trois points, prendre/ par exemple au lieu de /, en remplaçant, dans rn et n , )' et/' par (/' — /) et [j" — j). Les autres arcs (28) s'expriment de la même . manière.
En résumé, à chaque couple des différences (/' — j)^ {j" — y), correspondra un facteur «,(29), qui satisfera aux conditions (25). Il importe de distinguer particulièrement les facteurs dans lesquels deux des trois paramètres (X, ([x, v) sont égaux. Si v =/jt, X = — 2/ui, les trois premiers arcs (28) deviennent, d'après (23)
(3g) Ai = (î — 2|*-? A2 = ^ — 2|x — t Ai = $ — 2p — 7
et sont reproduits, dans un ordre inverse, par les trois derniers. Le facteur i/j, composé de termes doubles, peut être remplacé par sa moitié, ou par la somme (que nous désignerons par W) des cosinus dés trois arcs précédents. Dans les relations (37), / est négatif, rti et n sont égaux, ainsi (|ue m et n ; posant
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ou a le groupe de valeurs égales
(io) u. = JI- = LJ^='J^±1±Î = ^±±; taDg(p 2 tang^p 3 3
le multiple itt, qui remplace (/ — y)?:, pouvant être réuni à l'augment (f par le symbole (p. La constante â (36) est
et, introduisant, pour simplifier, les
(42) ^a)=: r— PO),
le nouveau facteur W est définitivement
(43) "W= CCS ( 2 fA - — ;|; w ces ( 2 II- ^|/ W COS ( 2 It- -^ j •
On remarquera que les facteurs trouvés (iii, W), ne conservent aucune trace des anciennes coordonnées, puisque les nouvelles, PC/^, liées par l'identité (a3), y restent seules. Ainsi les signes, empruntés pour opérer cette transformation, deviennent libres, entre autres la lettre a, qui abandonne le sinus de l'angle arbitraire a, pour désigner de nouveau la base du prisme.
§ CXCL œNDITION DE L'ÉTAT INITIAL.
Composée avec les facteurs "W (43), et ceux des facteurs «1 (29) dont les paramètres (X, u, v) sont inégaux, la fonction intégrale V sera
(44) y=^M,u,Zf- ^-h>!NWZ
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et, comme au § CLXXXI, elle reproduira Tétai initial
(45) ^M.tt.Z 4-2nW= f,
à Taide des coefficieuts
I dz l do. ^ u^Ta
f Z'dz fdfT.u]
r dz CdG.îVi/z
j ZV/z idG.W
Pour eiïecliier la double intégration sur le triangle équilatéral, on peut, dans les éléments diiférentiels, substituera P'sa valeur — (P-4- P')> ^t prendre, pour Taire da^le parallélogramme dont les côtés rfP, dP^ comprennent l'angle -5; d'où résulte
«" i^—fJ-J' !-,-/''■■■
Mais, pour que la fonction V (44) exprime, seule ou sans Taddi lion d'autres séries, le refroidissement du prisme triangulaire régulier, par le rayonnement de ses bases hétérogènes, et de ses faces latérales similaires, il faut que Tétat initial apporte une symétrie calorifique directe, par rapport aux trois plans bissecteurs (26). Cette condition essentielle est évidemment satisfaite, si la fonction f ne varie qu'avec la coordonnée z ^ c'est-à-dire si tous les points d'une mùme section du prisme, parallèle aux bases, ont prîmilivement une même température. Alors les numéra-
tours des coefficients (46) sont les produits du résultat de la sommation de fZr/z sur toute la hauteur, par les intégrales doubles
(48) / dv.u,,
(49) /^<7.W, dont il faut reconnaître les valeurs.
CXCII
CAS DE f(z). NmiÉRATEDRS DES COEFTiaENTS.
Les arcs (a8), mis sous la forme (38), donnent troië couples ( Aj , A',), (As , A',), (Ai , A',), dans lesquels F', que Ton doit remplacer par — (P-f-P'), a respectivement le même coefficient (/, m, n). Le premier couple étant
A, = ^[(/ii-/)P-h(/i — /)?']-+
on obtient r intégrale partielle
/ rrf(7(C,4-C'.) = 4= r ^P r d^'[C,-\-C,\
l Jrf V3«/— ar J — r— P
(5o) < ( (/w — /)cos(/w -!-« — /))
J Zr^^ ' /• • /• • J
en effectuant d'abord les deux intégrations définies sur Cj,
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liâjLOtçeuzt ettfoiie. m «n n et n en at. diai le remlut, poor eo dédiiire «lelnî qui apputient à C',, et ^pe Ton
ajouur av pitrmjer. La £r action i 5o i runt iii'likim eo (/. m. n . sier-a reproduite pardiacoiK' des denx aLOtres inléçrales panieJleç.
Llntéçrale totale 1 48 ' est donc éçale à 3 fois la fractîoo (5o(. Oa bîeD. $» l'on remplace les j^ m, n par lenrf vajears <' î. -^ d, u — 5. > — 5 | déduites des ^35 ), on aura
et le dénominaUfor ne sera jamais nnl. puisqae pour cha* cuii des facteurs f#,. dans V (44)* 1^ paramètres soiit inégaux. Mab, au contraire, le numérateur est toujours nul : car, la parenthèse derient d*abord, en isolant les facteurs f >, fi, v), remplaçant les différences de cosinus par des produits de sintis, et rappelant la relation (27).
2[*ASÎa -h f sin (> — u- h- usin (fi -h S) sinfÀ — > H- > sin 'v -h o/sin 'ft — î)] ;
puis, substituant aux facteurs [Àsin(). + J). asin (u + ^). vsin (v -h 3)] leurs valeurs [Arcos(/ -h cî), /#roos((i -+- 0), /ircos( V -h J) J déduites des (34 ) el que Ton dévdoppe,
I [cos*Asin(v— |A)-hco«ftsin(À--v)-4-cosvsin p — Vjcos^l I — [sin*Asin(v — ft)-+-sinfisin(l — v)-fsinvsin{a — X)]sin^j'
enfin, développant les [sin (y — (x),sin(X — v), sin (a — /)], on trouve définitivement zéro.
Ainsi, Tintégrale (48) est identiquement nulle. Passons a l'intégrale (49)- D'après l'indifférence du couple de coordonnées P^'^ au signe (47), on peut réduire W (43) à
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son premier terme, el tripler le résultat. Remplaçant, dans ce premier terme, p par r — P, changeant au cosinus le signe de Parc, effectuant l'intégration en P (47)9 on a ensuite
±£jP^.r)cos[^^.,^^y
Or, d'après l'équation multiple (4i ), cos(6|x — ij;) est égal à cos(29 4-i{/), et la tangente de (f étant double de celle deij;, on a
(53) sin9C0S>p = 2sin>pcos(p;
d'où résulte, par développement et substitutions,
cos>I/ — cos(2f -f- >p) = 6sin^psin9COS(j>;
el, à l'aide de cette dernière expression, le triple de la valeur (Sa) donne, pour l'intégrale (49)
sin^p.
DÉNOMINATEURS. SÉRIE TOTALE
Le numérateur de N (46) n'étant pas nul, il faut aussi calculer son dénominateur. Effectuant sur W* (43) la double intégration (47)9 et recourant plusieurs fois aux relations (4o), on parvient à mettre le résultat sous la forme
(55) rrf..W-^-^(.+?i^iï) ^,^sin(y-4.)œs(y-j,)y
f ^ r»ff^if I d#î4 #i«ax tmiéenlt% - S4 > et • SS i est
2flra-.
Or 9 d'aprét 1 55;. k tripl« de 4În »s — ^f est ésal à *în îs — y). dV/fj réMilte
f>ri a donC} à Taidedo symbole i3o;. ^ CX^VII. et de ^ poar
fZrfz 2sîn-*
Kn résumé, dans le cas actuel , V (44)9 réduit à sa dernière partie^ est le pr^xluit de la série simple
fZrf» _ t_
qui «ixprimc le refroidissement du mur aux faces hétérogènes (z = -^c, z =: — c) , lors de l'étal initial f(z)j $ CLXXIV, par la série
sim|>le aussi, (composée avec les W (43), et qui, devant se réduiri! à l'unité, pour t = o, puisque V. (57) devient «lors f(z), donne l'identité
//- ^ ^ Wsin<{. i
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dans toule retendue du triangle équilatéral. Développement beaucoup ptyis général que celui du § XCIX, qui s'en
déduit en faisant A = oo , d'où iL = 9 == -•
Lorsque l'état initial f , toujours. directement symétrique par rapport aux plans (26), dépend, non-seulement de z, mais aussi des coordonnées P^^, le numérateur de Mf (46) n'étant pas nul, il est nécessaire de connaître le dénominateur. Son premier facteur est
d'aprèsle§CLXXIV.Quanlau second, effectuantsur 11^(29), transformé en (P, P') seuls, la double intégration (47)9 consultant les équations [(34), (35), (36), (37)] qui régissent les paramètres et leurs augments, on parvient à le mettre sous la forme
I -f-smwcos/w
\ /i 4- sin/zcos/ï\ 1
/» ^) /i-|-sin/2Cos/?\ / I -i- sin/cos/\ rf,..< = 3r»v/3 +^ ; )[ 1 .)
(I -h sin / ces / \ / 1 -*- sin mcosm\ ' — ^ — A (^ ),
dont la symétrie était exigible.
Les séries (58) et (59) constatent que les propriétés analytiques du prisme triangulaire régulier, se refroidissant par communication, § CIV, s'étendent au cas plus général de son refroidissement par rayonnement, lorsque ses faces latérales, qui sont géométriquement similaires
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TÉTRAÈDRES RAYONNANTS.
EefpoidiMement par rayonnement du tétraètre ^« lorsque les deux faces ortiMgonales ont un même pouvoir émissif, ainsi que les deux faces inclinées. — Refroidissement par rayonnement du tétraèdre -? 9 lorsque les
trois faces empruntées aux plans diagonaux du cube ont le même pouvoir «if.
CXCIV
R4T0NNEMENT DU TÉTRAÈDRE ^•
Pour étudier la loi intégrale du refroidissement par rayonnement du tétraèdre, sixième partie du cube, il con*vient de poser ce polyèdre comme Hndique la figure.
Fig. 36.
lji^U€Hici0lt:i'1Sb, DC AC* <mt méwÊirlotkzwmr. 2a. et foroMut on fjuème de liçocs ordKçoiuAa. amqiicllcs les axe« de% (x. jr^ z» srjfit rcspectÎTciiient parallèles. L'ori- ^oe O étant placée m mîlieo de la grande arête AB« les ijaztre faces ont pour équations
, ACD. .. x=:r*, BDC... r=ê, ^ ACB. . . X = *, BDA . . r = — 5-
Les deux premières étant géométriquement similaires, ainsi qne les deux dernières, nous attribuerons, à chaque couple, une seide et même conductibilité exténeure, / au premier, h an second.
Le plan des xy coupe le polyèdre en deux pentaèdres équivalents, où les points correspondants (m. 17/) sont tellement disposés, qu'il faut changer, à la fois^ x en y, y en x, .2 en — z^ pour passer de l'un à l'autre. C'est-à-dire que, par rapport aux deux plans bissecteurs OOD, XOT, formanl un angle dièdre droit, les deux points m et i?/ ont respectivement le même symétrique ou la même image. Appelant cosymétrie, ce genre de correspondance, nous dirons que l'état initial, f, apporte une cosymétrie calorie fique^ soit directe, soit inverse, quand les températures primitives en m et en wl^ sont égales en valeur absolue, soit avec le même signe^ soit avec des signes contraires.
FORMATION DU TERME SIMPLE
Cela posé, la température variable V, fonction de (x, y, ^, t)^ est régie par les équations
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dF
^V _ dV
H^—'^di'
dz
Car la normale extérieure est parallèle, à OX pour la pi'eluière face (i), à OY pour la seconde, à la bissectrice de
Tangle XOZ pour la troisième, à la bissectrice de Tangle
YOZ pour la quatrième. T.e terme simple a la forme
V, = Ui?
où le facteur U, fonction de (x, y, z), et la constante 6*, satisfont au groupe
PU
d'v fpv ,,,,
Avec trois paramètres quelconques [m^ ^^ p]') ^^ les trois arcs (a, P, 7), moindres que -, dont les tangentes reproduisent respectivement les quotients de /, par m, par «, par /?,
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l'équation (23) de la face (7, admettra les trois expressions
et (m, m', ï/) désignant les trois parenthèses (26), U sera
(30) U= Ma cos Ç -f- Na' ces Ç' -♦- Pm ' cosÇ". On reconnaît facilement que le facteur u donne .-• du du n '\- p du n — p du
et que deux iransi^rmations successives le mettent sous la forme
CCS (32)tt =
[H- cos ( "9= (r+^) +
d'où résulte qu'en passant à la face a, à Taide des ( 29), on a les deux valeurs
( cos(^--.l, — aV— Ç')cosf-4(r — •'^)^1 ( + cos {« + X— ^V - t:') cos ^ -^ ( J - :r) M
( - 71 V^ sin (.% — JU- -V— l')cm (^ (j — ^A )
les deux cas, il snfit de traiter le premier, oq d^admettre que rétai iDÎtial apporte une cosjmélne cakMrifiqoe directe, n s^apt, maîntenaot, de trouver quelles relations doivent exister entre les paramètres (m, n, p)y les arcs complémentaires {iLf >, p) et les coeflicienU (M, N, P), pour que U (6) Téri6e la condition (4) à la face (x= z) ; ce qui suffira, car, d'après la cosymétrie établie, la condition à la £M:e (/ = — z) sera conséquemment satisfaite.
$ CXCVl.
a^DITK^'S DES FACES INCLINÉES.
Les six termes de D (6) forment trois couples, distincts par le facteur commun en jr. Si Ton extrait, de cbaqtie couple, la fonction trigonométrique en (z, x), que multiplie le facteur en jr, pour la substituer seule à U dans le trinôme
le résultat définitif de cette substitution partielle, doit s^an* nuler, séparément, quand x=z z. Ainsi traitée, la fonction
( 8} [Pcos{pz — p) ces {nx — 0G) + N cos (nz -4- v) ces (px — 9)]
qui correspond au facteur cos (nry — 311), donne Féqualion finale
cos(/i — p)z
p[A^cos(3'G — p) — (/H-/>)sîb(X— p)] -4-N[Av^cos(*-|-t>) — (;i-f-/?)sin(Ç-Hv)]
sin (n^p)z[ P[^v'âsin(X~p)H-(/H-f>)cos(^-p)]| ( -^ N [—A v^sin(«-hv) — (il -4-/?)cos($ + h)] }
-hcos{n-^p)z
■ sin
P[^ V'2cos(X -h p) — (« '-p)sin{3fi^ -f- p)] I n[â v/2cos($ ^ v) 4- (/i — /?) sin(« — v)] I
f -4- n[A v^2sin(« - v) — (/i ~/.)cos( ^ - V )] )
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qui, devant être satisfaite quel que soit 2, exige que les ijuatre parenthèses principales { • • • | » soient nulles, toutes, et séparément.
De là résultent quatre équations de condition, entre (w, p, V, p, N. P). Si l'on pose, pour simplifier
(10) = tango.l,, = tangX,
cl) et x' étant deux arcs, moindres que - en valeur absolue, le premier positif, le second positif ou négatif, ces équalions de. condition donnent, pour le rapport -> les quatre valeurs
/ s\n{A> — ■ ^ — v) cosfX — ^— v)
\ sin(i)^— p — JL)' cos(^— p — X}'
' sin($-~vH-Jl.^) cos(^— v-f-XQ
sin(X-4-p — X') cos(5^-+-p — X ')
lesquelles doivent être identiques. L'égalité des deux premières (11) exige que la différence des deu:i arcs (5^ — p — x), (Jl) — ^ — v), soit un multiplie ît:. 1 /égalité des deux dernières {i i) exige pareillement que la différence des arcs (3Î^ -f- p — x' ) , (^ — v -h Jl,' ) soit un multiple/ tt •, et le rapport (P : N)étanlcosi7r par le premier couple, cos/tt par le second, il faut qye les multiples itt etyTr soient tous deux pairs ou tous deux impairs. En résumé, les relations
= /tt + 2JI0,
-hv
= y>-h2cA./,
F - =cos/7r = cosyTr,
où les entiers (z,/) ont même parité, sont nécessaires et suffisent pour que l'équation (9 ) soit satisfaite, quel que soit z.
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Pareillement, la fonction trigonométrique en (z^x)
( 1 3) [M cos(mz — ft) co&(px — ($)-h P ces ( /;« -h p ) cos(mx — Dît)]
qui multiplie cos (ny — >%)au second membre (6), substituée seule à U dans le trinôme (7), donne un résultat qui s'annule quand a: = ^, si ayant posé
on établit, entre (<î, .m, p, |tx, P, M), les relations
/ ^ -f- ;)li -h p — fx = i'tt -f. 2DÎ,, (i5) ] $-01L -hp4-ft=/7r.-|-2ift,',
[ ■— = COSITT = COSy TT,
où a et/ sont des entiers de même parité. Enfin, la fonction
(16) [Ncos(/?z — v)cos(/wa: — OIL) -f-Mcos(/wz-|-f*)cos/f.r — <D1^)],
facteur de cos [py — $) dans U (6), annule le trinôme (7) quand x = z^ si, posant encore
/ -,\ ^v/^ Ai/2
^'^^ mi^ = ^^"S*' — ^— =tançr',
on introduit les dernières relations
OÏL 4- X -+- fA — V = Ttt -h 2 r,
(18) I DR.— X-+-fx-hv=/7rH-2r',
— =COS/ TT =:COSy TT,
M où i" et/'', nombres entiers, ont même parité.
TÉTRAÈDRES KAYOWNAWTS. 389
sVx|irimer par une série irigoiiomélrique, où les variables Dentrent pas sous des iotégrales définies, que si la face inclinée (7 a la même conductibililé extérieure que les deux faces verticales et similaires (x = o,j' = o), la face horizontale (^ = 0) ayant d'ailleurs un pouvoir éinissif quelconque.
SOLUTION RESTREINTE
Puisque /ij =A, les arcs (36) sont respectivement égaux à ceux des deux premières lignes (aS)^ et Tidenlité complète de chaque couple des valeurs (38), n'exige plus que
1 elle des deux multiples correspondants de -, laquelle s'établit en prenant
Par ces valeurs, les arcs {^1"^, <D^, $) comprennent respectivement les multiples
qui, les trois numérateurs étant pairs, peuvent être remplacés par ceux-ci
Itt, Vn, Ttt, qu'on en déduit d'ailleurs en posant
(39) i=:V + v\ /' = r-hi, /" = i-hi',
comme pour satisfaire généralement à la condition que la somme (i-hi^-hi'^) soit paire. Adoptant donc les formules (39) et substituant aux (OTL, X, $) leurs valeurs (28), les relations (37) et (38) sont définitivement résumées par
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il faut donc, essentiellement, que la somme (i+H -^d^) soit paire. Ce qui exige, ou que les trois entiers (i, if^ if') soient tous pairs, ou qu'un seul soit pair et les deux autres impairs. Dans le premier cas, les coefficients sont égaux et de même signe; dans le second, ils sont encore égaux en valeur absolue, mais Fun d'eux a un signe différent de celui des deux autres : car, d'après la dernière ligne (19), avec (1, ^j i") tous pairs on a (P = N = M) avec / seul pair (P = N = — M), avec i' seul pair (P = — N = M), enfin avec r seul pair ( — P = N = M).
RÉSUMÉ DE LA SOLUTION
Lorsqu'on substitue aux (OU, <Dî;>, $) leurs valeurs (5), et qu'on représente par les lettres (Jl>, iÂ>, r^ surmontées d'un point, les sommes [in + X^ «'ît -f- ilb, «''^ -f- r), les six premières relations (19) donnent séparément
r -4- ift, -h r' — ift,'
If tu
o)L-+-r-H Jio' —
ui>-+-x-f «ife'—
pa
— ift,-hr'-4-ii5,'
— rH-<A>'-4-r'
aji,
— Jlo+lft,'+Jl'
Il résulte dos équations (ai) qu'à chaque groupe des en-
ÉQUILIBRE DES TEMPÉRATURES PAR RATONNEMBMT. SqI
ÉTAT PERMANENT D'UNE POUTRE
Un corps solide peut être à Tétat permanent, lorsque sa surface a comprend deux parties, Pune ^ rayonnante, Tautre o" où les températures, F, sont fixes et connues. La température stationnaire, que nous désignerons par U, est alors une fonction de (x, j^, 2), qui doit vérifier les éciuations .^
d'U <PU <^U _
(1) / [dV ^ d\} ^U ^ , ,_,\
^dx dy dz /»'
Indiquons, par divers exemples, comment on détermine la loi intégrale de cet état permanen t.
S'il s'agit d'une poutre indéfinie, dont trois fact» (x = -+-a, a: = — a, y = — ft) sont rayonnantes, ot ont' respectivement les conductibilités extérieures (/, Ij L)y
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Composée avec tous les termes simples (3), maintenant reconnus, et ayant chacun un seul coeflScienl, qui sera déterminé à l'aide de la méthode d'élimination du§LIX, la fonction intégrale V exprimera la température variable du polyèdre dans le premier cas, celui où Tétat initial apporte une cosymétrie calorifique directe. On reconnaîtra de la même manière tous les termes simples correspondants au second cas. Il est donc bien vrai que la loi du refroidissement par rayonnement du tétraèdre, sixième partie du cube-, s'exprime par une série trigonométrique, où les variables n'entrent pas sous des intégrales définies. Et c'est là tout ce que nous voulions constater.
RAYONNEMENT DU TÉTRAÈDRE
Afin de savoir s'il en est de même du second tétraèdre, vingt-quatrième du cube^ prenons son angle trièdre Irirectangle pour celui des coordonnées positives, en posant
Fig. 37.
ia plus petite arête, OC = a, sur l'axe des z, et les deux arêtes, OA = OB = <7\/2, sur les axes des x et des j. Les quatre faces auront pour équations
( 23) jr=o, j = o, z=o, jr-f-^= v/â (« — 2).
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Les conductibilités extérieures éunt, h pour les deux premières faces qui sont géométricpieinent similaires, /pour la «^ troisième, /ii pour la quatrième, dans le terme simple (3), la fonction U et la constante 6*, devront maintenant vérifier le groupe *-
r/'U c/»U d^U ^,,, dx^ dy^ tfx*
car la normale extérieure est dirigée parallèlement aux coordonnées négatives, pour les trois premières faces ; et, pour la quatrième, désignée par l'indice 7, cette normale
fail> avec les axes^ les angles aux cosinus ( ~^' '"' 77= )'
§ ce.
^ Kl>IOIE Dr TERME SIMPLE.
Avec Uoi$ paramètres quelc<MM{ucs (m, ff« p). ei les neuf %fts% moàiidres que - eti valeur absolue « qui $*«a dëdoîsent
4 r%i4edes relaliotu
AV
laa^ft.
ksi
fei^A'.
:i«gr.
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on obdenl une fonction U et une constante 0' qui satisfont aux quatre premières conditions (24), en prenant
M ces (mz — a)
cos
l6)U = /^_]Vc<»(/2Z— P)
H- Pco8(/?«— 7)
cos
■cos
( - — z^j— ift)' )cos( ^ ■- j: — ife
[m — n ,\ [m-Arn
où les coefficients (M, N, P) sont constants et indéterminés.
En effet, d'abord, les sir termes de U (26) vérifient successivement la première (^^4)? *^vec le même 0* aux formes diverses,
ensuite, dans chaque terme, les trois facteurs, X en c, Y en j^, Z en z, sont tels que les dérivées logarithmiques
(^S)'(7?)4ï)' *^ '•^"'««"»' J«s deux premières à /i, la troisième à /, quand :c, y^ z, deviennent
zéro, par exemple :
avecX = cos(^--^.-^i,j,(^^— j=-^tang^=A,
avecY:= cos^-^r- ^«/j^ ^Y^) =^-^taiigaJV=^
avec Z = cos (/^z — 7), y^~dz) ~ ^ *^^"^ 7 = '>
d'après la définition (25) des arcs (x, ift)',7)^ et ainsi des autres facteurs.
La fonction U (26), restant la même quand on y change y en :c et j: en y, est directement symétrique par rapport au plan bissecteur y = j: ; et si, dans chacune des trois parenthèses, on substituait la difï'érence des deux termes à leur somme , cette fonction deviendrait inversement symétrique par rapport au même plan La solution s'achevant de la même manière dans les deux cas, il suffit de traiter le premier, ou d'admettre que l'état initial apporte une symétrie calorifique directe. 11 s'agit de savoir, maintenant, si les paramètres (m, «,p), et les coefficients (M, N, P) peuvent être tels, que la fonction U (26) vérifie la dernière condition (24), celle à la face inclinée o-,
CONDITION DE LA FACE INCLINÉE
La forme donnée à la fonction U facilite cette épreuve. Soit posé
>fy6 fl><tl ri t3iLJf£ L£Ç03.
% rx\ I.
• \- «/tNEK.a DLN FiUS¥E DfrjfT.
i>/iH d«' i f^fuilibf*: des t'empératur» de tout prisme <if oit, qui ra%ODfi*; la rhalcur par scr? face» latér2les> et par I uriir de *es deux baM?s /z = — c ■. tandis qae la seconde ' r =:= -^ c » e*t entrel/:nue â des températures fixes F i x. ?' ï ; la fonciiofi L de <x- r z; est régie par les éf|iiations
^L -y»u it'i: _ * .VU ^ rfU ,,. .
la normale extérieure étant [perpendiculaire à Taxe, eu tout l^/iTit de la paroi latérale, dont le périmètre est (t).
Pour vérifier, tous et séparément, les conditions (19), moins la dernière, les termes simples ont la forme
'■'Mi, U, = aie;
le facl4;ur i>, fonction de z seul, satisfaisant au groupe partiel
dz' \ dz )_c ' +<:—»>
4'i le ftjcteur/i, fonction de (x, 7), vérifiant celui-ci , d^u d^ii [du du \
La <:onHtante 6% qui doit être la même dans les deux grou- |H'.s, particularise; le terme simple (20). Les conditions (21) rrprodiiisanl celles (li^), le facteur % aura toujours Texpres-
tatr la fttmim:. étant «obâiiaée dans • 3i i. oonjnit â la 3 OMMle. Les iactmn ^ «, ac' i jamMcnt de propri«ia ]
A TaMit de ce^ prr>prirt«. la solKtîtiitïoD d^ U < 3o) dans lepolrn^ji
et le patta^ â la (ace 7. donnent trois fonctions trigonométntfoti en z lenl, resjiectiveaient nmltîpliées par
( co» ^ <> — x), C30f ^ r — x\ co$ ^ jr _ x;, V \ V2 l'i %a /
et qui doÎTent s^annnler. tontes et séparément, pour que le poKoÀme ( 34 ), avec l'indice 7. derienne identiquement zéro, qtielle qne soit la différence ij — x). Mais, de plus, chacune des trois nouTelles équations doit être satisfaite quel qtie soit z. Ainsi, la première équafion, celle qui cor-
respond au facteur cos -7= ( J^ — x) , se mettant aisémoit
fOus la forme . . . (35)
_,w ,„i N[A.^;co5(«-i&-,fe')-(«-h;,)sin(«-ifc-A')ll r-h PL^, V2 ces (JG-4-r'— r) — («+/?) sin (=W;-hr'— r)J)
4. rin (Ç- n ^ ^ ^"^ ^' ^in(«~ife~ifeO^(/i-h,,;.cos(«-ifc-tft')]| '-h P[^, V^ sin (X-4-r'— r)H-(/i-h/?) ces (x-hr— r)]i ( '_ '^ \ i N [a, v^ ces (Ç-ife—ift,') -+-(/»-/') sin («-ifc-^';] Ih- p[a. V^ cos(X-f-r'— r)— (/ï— />) sin (jî;,4-r'— r)]
. ,w w/.( N[A.v/;sinf«-ife-ife')-(/i-/^)cos(«-K!.-i,l,')] -♦- fin (ç'— n ( r /-
(-h P l A,v/2 sin (x-f-r'— r)+(/i— /?) Gos (x-hr— r)]
.exige que les quatre parenthèses { • • • j soient nulles, toutes et séparément. Va les deux autres équations sont aussi exî-
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géantes. Il y a donc douze relations, et cela eutre six inconnues seulement : les trois paramètres (/ii, n, p)^ et les coefficients (M, N, P) -, disproportion qui semble annoncer une impossibilité.
S ccii.
ÉQUATIONS AUX PARAMÈTRES
Le §CXCVI nous vient en aide pour abréger notre recherche, car çn suivant exactement là route qu'il a tracée, on reconnaît, sans difficulté nouvelle, qu^en posant
(h v/9. A, v^ ht s[^.
= tang oA.,, — ; = tang ift>i, =tancr,, 1*^1 - -
= tang X. , = langui',, — ^^ = tangr',
les douze relations actuelles sont celles des trois groupes (0G -f- « — oftï — i)b' -f-r'-- r.= /7r -f- 2<A,i jp
^ . ' , / IT? =COS ilt =: ces /TT
, / .„ I ;ï7.= cosrTT =cos/ TT
où les entiers (/, ;) ont même parité, ainsi que (^', /'), ainsi que (i"'ij")t Ptqui exigent que les deux sommes (i-h i' -hi")^ (j^j'-\-j") soient paires.
D'après ces relations, U (26) n'existe plus quand deux des paramètres sont égaux. En effet, avec m = /i, on a
.p = a, x = 3li, r'=-5 '\ft> = Jl, ill,' = — e\,', r', == -,
et le troisième groupe (37) donne j" = — i par sa seconde
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é([uatioD, d'où ]N= — M d'après sa dernière. Alors, des parenthèdes ( 26), la troisième s'annule par ces F'; les deuxz premières sont identiques, avec le même signe, ainsi queleurs deux facteurs en z, et puisque N = — M, tout dis — paraît. Ainsi U = o.
Des trois groupes (Sj), on déduit les doubles valeurs
DïL= ^ TT-f-r-f-r'+itb, — ifti' == =^7rH-r,4-r,4-\iî—
(38)\x= ^ 7r-f.el.+.A/+r.— r',= tt 4- «.Im +<.^'. 4- lzz:
La sommçdes trois premières devant égaler celle des tToif=^ dernières, il en résulte
X - x\ -4- «ïft,' - < 4- r' — r; =^.±J-±J1 TT
®^ [i'^ï ~^j") ^tant pair, on doit avoir
tang ( X' — x\ + oll,' — ift,', -f- r' ~ r',) = o.
Or, si Ton évalue cette tangente d'un arc polynôme, îil'aide des tangentes des arcs simples, donnés par les se— coudes lignes (25) et (36), sa valeur définitive est une fraction, qui a pour numérateur
sJt.
et, puisque ce numérateur doit être nul, et que la fonction U rentrerait dans le néant si deux des trois paramètres étaient égaux, il faut donc, essentiellement, que /ij = h.
Delà cette conclusion remarquable, que le refroidissement par rayonnement, du tétraèdre proposé, ne peut
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s'exprimer par une série trigonométrique, où les variables n'entrent pas sous des intégrales définies, que si la face inclinée a a la même conductibilité extérieure que les deux faces verticales et similaires (x = o,j' = o), la face horizontale (2 = 0) ayant d'ailleurs un pouvoir émissif quelconque.
CCIII
SOLUTION RESTRELNTE.
Puisque /ij = A, les arcs (36) sont respectivement égaux à ceux des deux premières lignes (aS)-, et ridenlité complète de chaque couple des valeurs (38), n'exige plus que
celle des deux multiples correspondants de -, laquelle s'éta-
TT
blit en prenant
Par ces valeurs, les arcs (OK, ^, $) comprennent respectivement les multiples
qui, les trois numérateurs étant pairs, peuvent être remplacés par ceux-ci
Itt, r^r, Ttt, qu'on en déduit d'ailleurs en posant
(39) /=rr-hr, /' = r-hi, i" = i-hr,
comme pour satisfaire généralement à la condition que la somme [i-\-i' -\-i") soit paire. Adoptant donc les formules (39) et substituant aux (DIL, ^^ ^) leurs valeurs (28), les relations (37) et (38) sont définitivement résumées par
FLUX COMPENSÉS
de ses deux bases, tandis que sa seconde base est entretenue à des températures fixes, directement symétriques par rapport aux trois médianes.
Particulièrement, si F est une température constante, que Ton prend pour unités le numérateur du coefficient (27) en (Ml, ii|) s'annide, comme il est démontré au § CXCII^ le coefficient (27) en (N, W) a pour valeur le rapport de deux intégrales définies doubles, évalué au§ CXCIII; Tétat s^ationnaire U (3i ), réduit à sa seconde partie, est simplement •
et reproduit la température 1 , pour tous les points de la base chaude, puisque, en y faisant z =.-i- c^ d'où 5fc = i , on retombe sur le développement (Sg), §CXCI1I, aussi rigoureusement établi que toute autre série classique.
§ CCVIII.
VÉRIFICATION. — FLUX COMPENSÉS
Revenons au cas général. Pour que la fonction U (aS) exprime un état permanent, ou stationnaire, il faut que la quantité de chaleur que le prisme reçoit par sa base (z= -f-c)^ dans Tunité de temps, soit précisément égale à la somme des deux quantités de chaleur qui s'éooulent, dans le même temps, par la seconde base, et par la paroi latérale. Or^ de ces trois flux, le premier, celui reçu, a pour expression
le second, rayonné par l'autre base avec le pouvoir émissif
«( le tra%îêne, raroué psr la paroi arec k pooroir cmissif ^/. eft
Il faut donc que Ton ah identii|tteiiKmt
'S''!i/Sj.-^^-]X'"-x:'^*j>--'=''-
on bien, puisque le groupe (21) donne successÎTement
el que Ton peut remplacer le binôme final par la premièrr jnt^rale, plus simplement
(34, Qm C^\dz{^ Ç d ç— rd»JuJ\ = o.
Celte équation (34)9 devant être satisfaite lors même que la fonction F serait un simple facteur u, exige que cbainin des termes de la série soit séparément nul. On a donc néccftfiai rement
9* / du.u-= \ df0.luoi
R<fl;jlion évidenK;, ou déjà reconnue, car elle n'est autre qn<î iVîquatîon (37) établie au % CLXXXlI. Ainsi, la même propriété analytique des facteurs u (aa), vérilïe les solutions trcmvées pour exprimer intégralement, Mit l'eut va-
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riable, soit l'état permanent, par rayonnement, d'un prisme droit. Il n*y a que son interprétation physique qui change, car T^uation (35) dit, actuellement, que le gain de chaleur provenant des sources à températures c(mstanles, est constamment égal à Itt perte due au rayonnement
PROBLÈME GÉNÉRAL DE L'ÉCHAUFFEMENT
Il résulte des §§ CCVI et CCVII que Tétat stationnaire d'un prisme, dont plusieurs faces sont rayonnantes, se traite analytiquemeiit à l'aide des fonctions introduites pour exprimer son refroidissement. C'est-à-dire qu'une question sur l'équilibre des températures, en présuppose une autre sur leurs variations. Mais, l'inverse a souvent lieu, car l'état variable, considéré dans toute sa généralité, nécessite la détermination préalable de l'état permanent vers lequel il converge. Cette nécessité se présente, dès l'abord, quand on se propose d'étudier les lois de réchauffement.
En effet, le problème général de l'échaufiement des corps solides, diffère de celui de leur refroidissement, en ce que la fonction V doit s'approcher asymptotiquement, non plus de la température zéro d'un bain ou d'une enceinte, mais d'un certain état d'équilibre, défini par les circon-^ Étances calorifiques ambiantes. Alors, U désigoant la fonction de {x^y, z) qui exprime cet état stationnaire, et la surface du corps comprenant deux parties, l'une cr' rayonnante, l'autre a'' où les températures F èont fixes et connues, la fonction V de (.r, j, s, f) est régie par le groupe
J ''^ •^ CI
^>û** W: ' *fiit. 11111.^.. et, «xsUf- àx: IfisadioaL %a» Is: imu:-
r^V i^t ifX I -cr^ e»- <c-
I ^, i:^; cT
I //jT ^Tf étt s^
^'( i/^'%t ;iMii^ qo^ e«;lle qui expri|pe le refroidissemest da iii/;iim; 4'Âpr\^^ far \e rajonnement <k a', lorsque 7^ a la U'w\t^'îî*\Hff* i$%tt Âéro^ et que Tétat initial est ( f — U), ou t^'Httméfhi I Ij /f 41 f s= o. Donc, il faut déterminer, d*alnnA r / 57;» ptii« W (39). fK>ur obtenir V (ill).
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§ ccx.
ÉCHAUFFEMENT D'UN MUR
Par exemple, s'il s'agit d'un mur indéfini, ayant primitivement, dans toute son étendue, la température zéro^ que Ton maintient sur la face j: = a, tandis que Ton entretient la seconde facîe x = o, à une température plus élevée, prise pour unité, les conditions (iy) et (ig) sont
On trouve immédiatement pour l'état final
puis, avec les entiers i, la fonction W a la forme
=2 Me V"/ *siniirf.
et son état initial, pour t = o, devant être égaf à ( — U) il faut identiûer l'équation
. . x X — a sm iir — :
LMsolemeut du coefficient M s'obtient, à l'aide du facteur sin/TT - /ir, et de l'intégration depuis léro jusqu'à a \ ce qui donne
rsin' — xdx == I —
M I sin' — xdx == j sin — xdx = 9
a a tir
4o6 Vl^IGT ET UXIÈSCe LE^a.
et, l'î morale du premier membre étant -9 on a ■43; 11 = -^.
Cette valeur (43) du coefficient M étant sobstitoée dans W (42), puis W et U (4i) dans V (38), U loi it réchauffement du mur est exprimée par la fonction
qui s^annule quand f= o, d'après la série connue
sin /TT - ,
la
et qui convei^e vers Tétat permanent (41)9 pour les grandes valeurs de t.
ÉTAT VARIABLE DUNE BARRE
Le prisme solide, connu des géomètres sous le nom de la barre ^ donne lieu à plusieurs questions intéressantes sur l'échaufTemcnt. La surface latérale de ce prisme rayonne vers une enceinte à zéro; sa base a est assez petite pour qu^on puisse admettre, quà toute époque, tous les points d'une même section parallèle à cr ont la même température, lorsque les deux extrémités sont entretenues à des températures fixes, ou que, Tune d'elles étant seule dans ce cas, la seconde est rayonnante. L'axe du prisme étant pris pour celui des a:, la fonction V de [x^ ^)iqui exprime l'état variable de la barre 9 est régie par une équation aux diffé-
ÉTAT VARIABLE DE LA BARRE
rences partielles d'une forme spéciale, que Ton établit comme il suit.
L'aire de la section droite étant c, soit p son périmètre, e le pouvoir émissif delà paroi latérale, q la conductibilité intérieure, C le calorique spécifique, et D la densité du solide. La couche a^x, comprise entre deux sections infiniment voisines , ^t dont la température actuelle est V, reçoit par une de ses faces , dans le temps dt^ une quantité de chaleur, égale à
dont une première partie
/ rfv d'y ^\ ^
sort par l'autre face, et une seconde
tVpdxdi
se perd par le rayonnement latéral \ ce qui reste 9 échauffant la couche , a pour expression
-^dt.CDadx.
dt
Égalant % ce quatrième terme , l'excès du premier sur les
deux autres, réduisant, divisant par qadxdt^ introduisant
I CD
le rapport Ar = — ? et posant
on arrive à l'équation cherchée ,
,tci^ '^v . d\ y
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D'après cette équation, la constante h est de même espèce que dx^ c'esl-à-dîre une ligne. (Et en effet, le premier membre
de (45) est le produit de la fraction -9 dont la dimension
est ( — i), par -9 ou /, dont la dimension est aussi ( — i), d'après (12), § CLXV.)
ÉCHAUFFEMENT DE LA BARRE. -CAS GÉNÉRAL
Cela posé, la barre a une longueur X , et les plans de ses deux bases ont pour équations (jr = o, a: = X). Elle a primitivement dans toute son étendue la température zéro de. renceinle. On amène la face (a: = X) au contact d'une source de chaleur constante, dont la température est prise pour unité, tandis que la seconde base (x = o), rayonnant vers l'enceinte, a une conductibilité extérieure /. Il s'agit de trouver la loi intégrale de réchauffement de cette barre. La fonction V est alors régie par l'équation (46), et par le groupe
comprenant, outre les conditions aux deux extrémités et l'état initial, l'équation correspondante à l'état permanent U, fonction de x seul, qui doit satisfaire au groupe partiel
Si l'on substitue à V, dans 1 équation générale (46), elle premier groupe (4?))
(49) V = U -f We
Tb~'
ÉCHAUFFEMENT DE LA BARRE
on trouve, eu ayant égard au second groupe (48)» que la nouvelle fonction W de (or, t) sera régie par les équations
La fonction U, obtenue par les mêmes opérations qui ont
conduit à 7 (lo), est
£t, l'intégration du groupe (5o) ramène la question^ à celle du refroidissement , d un mur dont l'état initial est — U, lorsque Tune de ses faces (x = X) est entretenue à zéro, et que la seconde (x = o) rayonne vers l'enceinte, ou d'un mur à faces similaires (x=3 o, x= 2X) lors d'une symétrie calorifique inverse par rapport au plan moyen ^ {x = i). Ainsi, par un simple transport de l'origine desx, et le changement de a en /, les formules de la XVII® leçon détermineront la fonction W qui, jointe àU(5i), donnera V (49)* Toutefois, par la fonction déterminée — U, qui devra remplacer f, on sera conduit à des développements spéciaux, de fonctions exponentielles en séries de sinus et de cosinus, qui mériteraient d'être étudiés généralement, si l'on en juge par les deux cas, très-particuliers, qui vont suivre.
$ CCXIII.
CAS PARTICULIERS
Lorsque l'extrémité (x = o) de la barre est entretenue à la tem|)éralure zéro, ou que /= oo . l'état permanent
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(5i) devient
La fonciiou W ( 5o), devant maintenant s'annuler aux deux extrémités, prend la forme intégrale
où l'est un nombre entier, et pour qu'elle reproduise — U, quand /=o, il faut établir Tidentité
iit L sin — X = —
A l'aide du facteur sin -- xdx^ et de l'intégration entre zéro
et X, le premier membre se réduit au seul coefficient M,-, multiplié par -, et après avoir constaté que deux intégrations-par>partie successives donnent l'intégrale indéfinie
fc II) .„ if ,^ = 'n->)"°r-TK-,)-T
on arrive à la valeur
in
-r- ces i rc
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qui, substituée dans W (53), puis W et U (52) dans Y (49)j conduit à la série
r .. /■^\ '^ . . lit r/. V* -1
(54) v= A^+^y-^ L_rUTj -^â^jÂ,
pour exprimer réchauffement de la barre, ayant primitivement la température zéro, que l'on maintient à son extrémité (ar=o), tandis que la seconde (ar:^X) est en contact avec la source constante de chaleur, dont la température est prise pour unité.
Lorsqu'on adapte deux sources constantes de même température X, aux deux extrémités (x= — \ j;=4-X) d'une barre, ayant une longueur double de la précédente, et primitivement à la température zéro, son état variable conserve, à toute époque, une symétrie caloriGque directe, par rapport à la section moyenne (j:=o); qui reste sans flux; chacune de ses moitiés s'échauffe donc comme la barre de longueur simple X, quand l'extrémité [x = o) est imper* méable, ou que /=o. Alors l'état permanent (5i) devient
(55) U = ^AAZ.
Devant s'annuler pour or = X , et sa dérivée pour x = o, la fonction W prend la forme intégrale
4^^ VE9CT rr %3tM3Bl LCCI>3.
/ ÀaAr an iKimbce ^Biic^r. i^ «>fi état inîdal «ee Fiiimmé
M cr» z -r
!>- /oetSrîent M, dct^rmnié. OMnine da::s le cas prccé- 4mt. ^ i'aide de la nom elle inl^ale rneléfiDÎe
JI
.^iHZ^Lli^, 6.
a maÎDUmant la valenr
-rosyy
qui, ftubstitiiée clans W (56), puis W et U (55) dans V (49), c^iriduit H la ft^^rie
|K>ur' f;xprirner réchaufTement de la barre, de longueur 2X, ayant primitivement la température zéro de l'enceinte, lor'Mfue Mîft dmix extrémités sont en conUet avec deux sources ron^^tanle», d'une même température i.
Les deux fondions V (54) et (57) devant reproduire
Sa 3j
3r 3tr
Fétat i ni liai ifiiand l = o. il en resoitr les développements
Poor chacun <ieax« U «érîe lni^onoaiétri<|ue douiii; identiquement la même valeiir que le rapport d<rft exponentielles, tant que la variable x mte entre zéro et Â, la première limite comprise, mais pa^ la seconde, (^ette dernière anomalie est une conséquence de Torigine uiènut de ces séries. Car. dans la métliode d*inler{Kilaiioa du § CLXVni. 1« X: valeurs dfmaées^ de la foiirtioti « déviv lopper. appartiennent aux points milieux def» él/?riientH linéaires j. et non à leur» extrémités: le dévelop|>erneiii obtenu ne s'étend donc pas nécessairement aux I imites mêmes; et si cela a lieu, pour les deux limite<>, ou |iour une seule. « ette extension est fortuite. Ainsi, dans le cas actuel, les ideutités ^58) n'existent plus à la limite jt=:À, c'est la résle; mais, elles existent à la limite jr = o, cVst l'exception .
CONCLUSION GÉNÉRALE
Ici se termine la tâche que nous nous étions imposée.
Car l'état présent de la théorie analytique de la chaleur
seradéBni, aussi complètement qu'il est possible, si Ton
joint, au Cours actuel, les huit dernières Leçons sur les
Jonctions ini^erses, qui traitent l'équilibre des tenipéralures
4i4 VIWGT ET UMIÈMC LiBÇON. — CONCLUSION.
danft les sphéroïdes, et celles des Leçons sur les coordon- *» nées curvilignes qui concernent les cylindres isothermes.
f^Cet état est essentiellement transitoire, puisqu'il s'agit , ' d'une branche de la physique mathématique, qui n'a pas
encore atteint son but définitif. Aussi serait-ce une grave erreur que de présenter une telle science sous la forme d'un Traité, déguisant- les incertitudes de ses principes, et les lacunes de ses résultats, substituant à toutes ses méthodes d'invention, des méthodes de pure vérification , plus / rigoureuses peut-être, mais complètement stériles. Coor-
dination intempestive, qui aurait pour effet d'ajourner indéfiniment les derniers progrès, en écartant à la fcds, et le motif principal , et les instruments naturels des re- ' , *" cherches futures.
ERRATA
Page 107, au groupe (^4)» ^'^ ^'^^ ^^^ facteurs (-97?-) ?
mettez
Page 112, à la valeur (6), au lieu du facteur -^
mettez -9- •
Page 127, à la dernière fraction , au lieu du nnmérateur «(p,
mettez '^ .
Page 166 , seconde ligne du § XCIII , au lieu de dix ,
mettez six.
Page 321, sous la seconde intégrale (54) 9 au lieu de cos/7x,
mettez sin /7.r.
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PRÉFACE
Dans cet ouvrage je me propose de montrer comment les matières organiques peuvent être formées par synthèse, c'est-à-dire a l'aide des corps simples qui les constituent, et par le seul jeu des forces chimiques.
J'ai poursuivi pendant dix années mes expériences.
Jtxkfï. àân »i'<^n ikït^ »!>:{npn^fL(lK b LÂiâ«>ii. iH là
Jr m';)tttâcb«^rai *artoQl ^ «i»it!rir»? !•» expi^riettiKs de %7Dth*^^. poar <^a éubhr l^ach^ia^^siefit r^^mtier et pmr metlr*î: ^n iamiere l»r* qa»*stioiLi Q<>aTe&e$ qai se prê^ ft^mUrot dacL^ h Toie oâ je nm entre. QoaiK au e)>ii5Î— dérations pla.^ ^pêirialement analTtiques. sans les exclure entièr^meot, je mf. borneni â les énoneer <3aiis la mesure qni ^era nécessaire poar la pleine démoiistration des ré«oltât% inrerses que je veox établir.
f>pendant j'ai cra deToir exposer d*ane manière plus étendue, et avec les dêTeloppements qae comporte une monographie proprement dite, la théorie des corps gras neutres et des principes sucrés. Un grand nombre d'expériences et d'idées relatives à ce sujet sont publiées ici pour la première fois. Elles se rattachent d'ailleurs de la façon la pins directe à la pensée qui domine tout Touvrage.
La dernière partie du livre est consacrée à la description des méthodes générales. J'y traite avec de longs détails deux questions fondamentales en chimie organique, à savoir celle des fermentations et celle de Tiso-
mérie.
Enfin, avant d^aborder Tétude systématique des faits, j^ai cru utile de donner une Introduction historique, destinée â éclairer la pensée dominante du livre et a montrer r:omment elle s'appuie sur la série des découvertes antérieures. Il est important de remarquer, pour éviter
tout malentendu, que j'ai subordonné Texposé historique au point de vue spécial auquel je me suis placé. En écrivant cette partie de mon livre, j'ai mis tous mes efforts à présenter avec impartialité la filiation abstraite des découvertes, et j'ai cité avec un soin minutieux les Mémoires sur lesquels je m'appuie. Si dans une exposition aussi longue et aussi difficile quelques erreurs relatives aux faits ou aux personnes se sont glissées à mon insu, je prie le lecteur de les excuser avec indulgence et de vouloir bien m'aider par ses avis à les rectifier. En terminant, je ferai remarquer que dans le cours de cet ouvrage je signale sans réserve toutes les méthodes générales auxquelles je suis parvenu, et jusqu'à mes prévisions particulières sur la reconstitution artificielle d'une multitude de principes naturels que l'art ne sait pas encore reproduire. Ces prévisions sont du même ordre que celles qui m'ont conduit a former par synthèse un grand nombre de matières organiques. J'espère que parmi ces conjectures plusieurs se prêteront à une réalisation prochaine. Heureux si, dans le développement de la science, quelques-uns des résultats signalés ici sont estimés un jour comme l'origine des découvertes de nos successeurs!
Marcellin BERTHELOT.
Juin 1859. — Août 1860.
Paris. — Imprimerie de Mallet-Baclielicr, roc de Seine-Saint-Germain, 10, près l'Institut.
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