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AVANT-PROPOS
Comme l'indique le titre de cet Ouvrage, je me suis proposé, en récrivant, d'exposer d'une façon didactique la Théorie des Formes et son interprétation géométrique générale.
Ce premier Volume est consacré aux formes binaires et ternaires, et à celles qui en dérivent; par suite, aussi, aux espaces à une et à deux dimensions. On trouvera dans le Tome II la théorie des formes quaternaires et son application aux espaces à trois dimensions.
J'ai écarté systématiquement de mon exposition, sauf dans quelques cas particuliers, ce qu'on pourrait appeler la partie arithmétique de la Théorie des Formes, c'est-à-dire celle qui s'occupe de la formation des systèmes complets d'invariants. Je me contenterai de rappeler à cet égard les beaux travaux de MM. P. Gordan et D. Hilbert.
Je me suis attaché à Tétude des formes et des systèmes de formes les plus simples, de façon à embrasser, sous un point de vue unique, la plupart des théories algébriques de la Géométrie Analytique.
D'ailleurs, afin d'éviter des répétitions et d'obtenir une plus grande uniformité, j'ai adopté, dans l'interprétation géométrique, une terminologie spéciale, facilitant l'application aux différents cas particuliers d'un résultat exprimé en termes généraux.
J'aurais voulu pouvoir joindre au texte une bibliographie complète des questions traitées ; mais le caractère
VI WANT-PROPOS
didactique de l'Ouvrage s'y opposait. On trouvera dans le Tome II une liste des principaux ouvrages et mémoires se rapportant à l'ensemble des théories exposées. Je m'empresse de dire dès maintenant que j'ai beaucoup emprunté en particulier aux travaux bien connus de MM. Darboux. F. Klein, P. Gordan, Deruyts, S. Lie, Cayley. Clebsch. Salmon, Laguerre, Reye.
Qu'il me soit permis encore ici d'adresser mes plus vifs remercîments à M. Gauthier-\illars qui a bien voulu accueillir cet Ouvrage et apporter tous ses soins à son exécution typographique.
H. Andoyer.
THÉORIE GÉNÉRALE DES INVARIANTS DES SYSTÈMES BINAIRES
1. La Géométrie analytique n'est pas seulement l'application de l'Analyse à la Géométrie. Si, en effet, inversement, on cherche à interpréter les diverses théories qui constituent l'Analyse en leur appliquant le langage géométrique, on est amené à concevoir et à créer une Géométrie plus générale, qui comprend comme cas particulier la Géométrie ordinaire, et dont l'élude facilite singulièrement l'intelligence de cette dernière.
Cette Géométrie générale s'est développée de plusieurs façons, en particulier comme interprétation de la théorie des formes algébriques : nous l'étudierons exclusivement à ce point de vue si fécond, nous proposant d'en rechercher les principes fondamentaux. C'est à cette étude que nous donnons le nom de Géométrie analytique supérieure.
An. — I. ■
Nous nous bornerons d'ailleurs aux formes qui résultent de la considération de deux, trois [ou quatre variables primitives. A ces différents cas correspondent la Géométrie binaire, la Géométrie ternaire et la Géométrie quaternaire. Dans leur ensemble, ces trois Géométries correspondent à la Géométrie ordinaire : nous les étudierons successivement en même temps que les formes algébriques qui les engendrent.
I. — Les formes binaires. Définitions et généralités
2. Soient xK el x-2 deux variables pouvant prendre toutes les valeurs possibles, réelles ou imaginaires : on peut associer ensemble deux valeurs déterminées quelconques, yK ely2, attribuées à ces deux variables, et définir ainsi un clément géométrique {y).
Si nous supposons que xf et x2 restent toujours finies toutes deux et ne s'annulent pas en même temps, cl si nous faisons en outre la convention que deux éléments (y) cl(z) sont identiques quand on a ys z2 — y2~-\ = o, ou, pour abréger, (yz) = o, et seulement dans ce cas, nous aurons ainsi défini un ensemble simplement infini el continu d'éléments (x) : à ebaque valeur du
rapport — > par exemple, correspond un élément (x) et un seul, el
réciproquement.
Nous dirons par suite que ces éléments (.r) remplissent ou constituent un espace à une dimension, E.
Les quantités yK ely2, ou plus généralement, zy[ et iy2, p étant une quantité quelconque, finie et non nulle, sont les coordonnées de l'élément (y). Les éléments particuliers 0| et 02, qui correspondent respectivement aux hypothèses x2= o et x, = o, sont les éléments fondamentaux, ou éléments de référence.
En Géométrie ordinaire, on peut appliquer ce que nous venons de dire aux exemples suivants : une droite et les points situés sur cette droite; une droite et les plans qui passent par cette droite; un point et un plan, avec les droites qui passent par ce point et sont situées dans ce plan ; une courbe plane unicursale et ses points, ou bien ses tangentes; une courbe gauche unicursale et ses points, ou bien ses tangentes, ou bien encore ses plans oscillateurs; un
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faisceau linéaire ponctuel ou tangentiel de courbes planes ou dé sui'faces, etc.
3. Une forme linéaire par rapport aux variables x{ et x^ dont nous désignerons l'ensemble par (#), est £i .r, -h £o#:>, ou> pour abréger, (£|.r); égalée à zéro, elle définit un élément particulier dont les coordonnées sont — p£2, + p£i? et réciproquement. Par suite, on peut encore déterminer les éléments (x) à l'aide de nouvelles coordonnées (£), sous la condition (ç|.r) = o, caries quantités £| et £2 sont soumises aux restrictions imposées à xt et x2. Pour un élément donné (x), les (x) seront les coordonnées de première espèce, tandis que les coefficients (ç) de la forme linéaire qui, égalée à zéro, définit cet élément, en seront les coordonnées de seconde espèce.
£, x, -+- ^x2 = o, où l'on regarde les (x) comme inconnues, est Y équation de l'élément ainsi défini, de coordonnées de seconde espèce (£). Les éléments fondamentaux 0| et 02 ont respectivement pour équations x2 = o, xt = o.
On voit tout de suite que les (x) jouent, par rapport aux (ç), le même rôle que ceux-ci par rapport aux (x), de sorte que (£ | x) = o, où les (£) sont regardées comme inconnues, est encore l'équation de l'élément (x) : les équations ainsi entendues de O, et Oo sont £, = oet£2 = o.
Dans tout ce qui suit, les lettres latines et grecques seront affectées respectivement aux coordonnées de première et de seconde espèce.
On remarquera que l'introduction des variables de seconde espèce n'est pas indispensable en Géométrie binaire; mais elle permet d'étendre plus facilement les définitions et les résultats de cette Géométrie aux autres Géométries.
4. Une forme binaire est un polynôme entier et homogène séparément par rapport à diverses séries de variables de première ou de seconde espèce. Siy*estune telle forme, des degrés/», g, . .. , tc, o, ... respectivement par rapport aux variables (x), (y), . • . , (£), (•/]), . . ., nous écrirons
$xVy1. ..£*■/]?...
ZàV P P P p p p p a/»t./>i;7i-?i;--*i.w»:Pi'P»;-a*i xi y[ ^t — Ci 'Ça'Oî'IV'
"*"■ l Pi l />•: ' <h 1'- ■•' ni "îrpi rPs •"
Pn Pi, Par exemple, désignent deux entiers non négatifs dont la somme est/»; P,„ désigne le produit 1.2. 3. . . m, ou l'unité quand m est nul.
Les quantités a. .j;„ sont les coefficients de la forme; dans leur ensemble, nous les désignerons par (a).
Une forme égalée à zéro établit une relation entre les éléments variables dont elle contient les coordonnées; si, en particulier, elle ne contient qu'une seule série de variables, elle définit, dans le même cas, p éléments déterminés, si elle est d'ordre p. Une telle forme est déterminée, à un facteur près, par la condition de représenter, quand on l'égale à zéro, p éléments donnés, puisqu'elle contient/? + 1 coefficients.
Deux formes sont semblables si elles contiennent les mêmes variables aux mêmes degrés; elles sont équivalentes au point de vue géométrique si les rapports des coefficients entre eux sont les mêmes.
5. Un système binaire est un ensemble quelconque de formes binaires et de variables binaires, c'est-à-dire de variables telles (pie les (x), (y), . .., (;), (r,), . . ., ces variables pouvant d'ailleurs figurer ou ne pas figurer en tout ou en partie dans les formes. Les éléments qui constituent véritablement le système sont, avec les variables isolées, les coefficients «les formes : les autres variables qui peuvent figurer dans ces formes ne jouent qu'un rôle analogue à celui de la variable d'intégration dans une intégrale définie.
6. Soit un coefficient de forme tel que a. „.„ „ . ._ _ .. a . : le poids de ce coefficient par rapport à l'indice /est la somme
Pi ■+■ fji h- • • • — "/ — ?( —
Le poids d'une variable de première espèce Xj par rapport à l'indice i est — 1 si i=j, o dans le cas contraire; le poids d'une variable de seconde espèce çy par rapport à l'indice i est -f- 1 si i = j, o dans le cas contraire. Le poids d'un monôme, produit de coefficients et de variables, par rapport à l'indice i est la somme des poids de ses facteurs par rapport au même indice. Une fonction entière, dont tous les termes sont de même poids
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par rapport à l'indice i, est dite isobarique par rapport à cet indice; si elle est isobarique et de même poids par rapport aux deux indices i et 2, elle est simplement dite isobarique. La forme/", par exemple, est isobarique, de poids zéro.
7. Soit une forme y considérée comme ne dépendant que des variables (x). Si la forme est de degré/?, on peut mettre /sous la forme d'un produit de p facteurs linéaires et écrire
/ = axV = (a'» | a? )(«<*> | x) . . . (a</»> | x), OÙ
(a''"' | x) = a'/'^t -H a1/'» cr2,
AD
comme précédemment.
Les rapports tels que ^5 et le produit lia'/1 sont seuls Complète
tement déterminés.
Les éléments dont les équations sont (a(/)|.z) = o sont les éléments-racines, ou simplement les racines de/; leurs coordonnées de seconde espèce sont les (aw).
Si h des facteurs (a(/) \x) définissent la même racine, celle-ci est dite multiple d'ordre h pour /.
Si l'on fait af = «l2", ajf = — af, de sorte que les (flW) sont
les coordonnées de première espèce des racines, on peut écrire
aussi
/= U(xa^),
où, comme plus haut,
(xaui) = xxa{.l] — sc^a'p.
Ce qu'on dit sur une forme telle que /peut, d'une façon générale, se répéter sur une forme cp qui ne dépend que des variables (£), avec les modifications convenables évidentes.
Considérons en particulier la forme cp obtenue en remplaçant, dans/, xt par — ç2 et x2 par £, ; on aura
cp = ay = 0(Ça«»)= (— i)pn(a<''>|!j).
Les racines de cp sont les mêmes que celles de/; / et cp sont dites équivalentes.
L'identité
fournit les relations
a«11»a'12>a'1*'...a'/"=aPi0-,
Za^a^apJ
Sa',1' a',2' a'3' . . . Bttf" = ^ - ap_s ,.
a,1 a^su1' ...a'/ =a0,P.
Les premiers membres de ces relations sont les fonctions symétriques fondamentales des racines de f.
Toute fonction symétrique des racines, entière et homogène de même degré m par rapport aux divers couples (a(,)), peut s'exprimer en fonction entière des (a), ou, ce qui revient au même, des fonctions symétriques fondamentales.
Ceci se démontre d'abord sans peine pour les fonctions de la
forme
tr„, = X(a2")'"(aV2)j'"(a(13»)'"...(a/")"',
qui sont homogènes et de degré m par rapport aux (a), isobariques et des poids m(p — i) et m par rapport aux indices i cl 2, comme le montrent les formules connues de Newton pour le calcul des sommes des puissances semblables des racines d'une équation.
Considérons maintenant la fonction
S = 2( a'2' ')'« ( a'f')'"^ *f )'"■ ' *(i8 ')'" • • • (« /' V". où />?, et nu sont deux entiers non négatifs de somme m ; on a
° V 1 1 • * • •* 1 I ' — ï//i°//l; Jin-i-iu •
le second membre devant être divisé par i si m = m>.
Le second membre est évidemment divisible para^J, puisque S ne peut pas devenir infinie; donc S est une fonction entière et homogène de degré m par rapport aux («), isobarique et des poids /??, + m(p — ■ 2) et m -+- m^ par rapport aux indices 1 cl 2, d'après les propriétés des o-,„.
L'application répétée du même procédé conduit au théorème général; toute fonction symétrique telle que
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où les exposants sont des entiers non négatifs tels que
est une fonction entière et homogène de degré m par rapport aux (a), isobarique et des poids respectifs S/w"1 et S//?!,1' par rapport aux indices i et 2.
9. Soit F une fonction entière et homogène de degré m par rapport à des variables en nombre quelconque ut, u2-, wjj, Remplaçons m par ;<,-+ Ac,-, les Vi étant quelconques, et développons F par rapport aux puissances de \\ le coefficient, de
P "' — XA est ce qu'on appelle d'une façon générale la polaire
d'ordre h de F, relative aux (u) remplacées par les (p). Si nous
désignons cette polaire par D„„F, on a évidemment DL F =
P„-W dF dF dF
OF \A
dF N
la puissance qui figure au second membre étant symbolique, c'està-dire que, dans son développement, le produit
( ôF_Y [àuj
où
Ah
doit être remplacé par — ; — " x ,
r l du\làuf£àu\>...
Pour h = o, la polaire est la fonction F elle-même ; pour h = m, la polaire est la fonction F où l'on a remplacé les (u) par les (r); d'une façon générale, le degré de la polaire par rapport aux (m) est diminué de h, tandis que son degré par rapport aux (c) est augmenté de /*, et est simplement h si F ne contient pas les (c). On peut envisager les polaires des polaires de F, et ainsi de suite, c'est-à-dire des polaires multiples de F, si F dépend de plusieurs séries de variables («), (u'), • ■ • On a évidemment D*,(DkF)=DS,(D*,F)=n*+*F,
les (c) étant indépendants des (u)', plus généralement, on a
l'identité
sous la condition unique que les quantités (u) et (c') sont indépendantes les unes des autres et qu'il en est de même des quantités (V) et (v).
Dans ces mêmes cas, les polaires multiples se représentent immédiatement sous forme de produits symboliques analogues aux puissances symboliques employées ci-dessus.
10. En particulier, on peut envisager les polaires d'une forme binaire considérée comme fonction des variables. Si / est une telle forme
nous écrirons, par exemple,
Dj£,[D£t(D£r/)] = axp-h}i+hzr- i/.+i.. ^«-i^e-Hi...,
à condition toutefois qu'il n'en résulte aucune ambiguïté, ce qui revient à supposer que l'on peut intervertir l'ordre des opérations représentées par les symboles D.
Si y* ne dépend que des variables (x), soit f = a^p, la polaire dxP-hjh définit, quand on l'égale à zéro et que l'on regarde (y) comme un élément donné, p — // éléments qui forment le système polaire d'ordre h de (y). Si (x) appartient à ce système, inversement (y) appartient au système polaire d'ordre p — h de (x), car on a
On pourra aussi envisager les polaires d'une fonction F des coefficients (a) et (b) de deux formes semblables relatives aux (a) remplacés par les (b).
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Le déterminant
0 = A 1 1 «22 — Aj2 À 2 1
de la substitution est supposé essentiellement différent de zéro, de façon qu'on puisse écrire inversement
8a?j = Àoo.r-, X12a?2J ty[= ' 2 -2 . > ' 1 — )-12j-2>
Ôr'2 = — À2l^l-+- ^11^2, ^8 = X21JK1-+- ^llJKîJ
Des formes linéaires telles que ç, x( + £2^25 rn x\ -+■ '^2^2-, • ■ • deviendront \\ x\ + \'.2x'.v t\\ x\ + ri'2x'2, ... et l'on aura par suite
>l 1 fc 1 1 £ ' ^i .
Ç 1 — Al I Cl -r- A2i ;-2» ri 1 AnTjj -+- A2lT(2,
Ç3 =^= Ai2Çi-+- A22Ç21 Ti2 = A12T(1 "*" A22r,2j •••>
ou inversement
OÇi — A22;i — A21?2, 07ll — A32ll A21^2>
OÇ2 — — A12Ç1 "+" AilS2J ÛT)2 — Mï''||-r''llT|0,
Les variables de seconde espèce se trouvent donc, elles aussi, transformées par une substitution linéaire, dite substitution transposée de celle faite sur les (x), (y), ... et dont le déterminant
est ^*
Transformons ainsi toutes les variables de première ou de seconde espèce qui entrent dans le système S, et aussi celles qui figurent dans les formes f, g, ... de ce système : il est bien entendu d'ailleurs que si dans S figure une forme linéaire (a|#), par exemple, où les (a) sont constants, on ne transforme que les (x). On obtient ainsi un nouveau système S', composé des nouvelles variables et des nouvelles formes y, g\ . . . , qui est dit transformé du système S par la substitution cr.
Il est évident que les nouvelles formes f, g', . . . sont respectivement des mêmes degrés par rapport aux diverses séries de variables nouvelles que les anciennes formes f, g, ... par rapport aux séries correspondantes de variables anciennes. Si donc on avait
/= CtxVy<l...V-C? ,
nous écrirons
Les relations entre les coefficients (a) et (a') de deux formes
transformées l'une de l'autre, telles que / et /', sont faciles à former. On a
À22 t, Agi •., Au t, ^11 f.,
désignons alors par (#), (jk), ..., (£), (r,), ... de nouvelles variables ne figurant pas dans /, et considérons la polaire multiple
OÙ
Si = ii = -
St= '/ii =••
Le coefficient
"rl.pi\q,.qt;.. ;7t,,1T,;pl>p,;.. .
est évidemment égal à la valeur de cette polaire lorsqu'on y fait :
^'2 = j'i = . . . = À^i > a?i = yj = . ..= X,2,
3"> — J)'2 = • • • = Xjj,
Les (a) s'expriment aussi facilement à l'aide des {a1).
Si le système S est constitué par n couple- de variables et par des formes dont les coefficients sont en nombre total N, nous avons ainsi P = in + N relations distinctes entre les P éléments constitutifs du système S et les P éléments correspondants du système transformé S'; ces P relations dépendent (railleurs des quatre coefficients (\) de la substitution ?.
12. Les relations dont nous venons de parler forment un système de P équations de transformation pour les éléments du système S, dépendant des quatre paramètres (a). Ces équations sont linéaires par rapport aux P anciens éléments, et si on les met sous forme entière, le déterminant des coefficients de ces P anciens éléments est une fonction des (),), qui est nécessairement une puissance de o, puisque inversement on peut exprimer les anciens éléments à l'aide des nouveaux, sans ambiguïté, quand o
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n'est pas nul, et que S est un polynôme irréductible par rapport aux (X).
Si l'on considère les coefficients (à) comme pouvant prendre toutes les valeurs possibles (S n'étant pas nul), nous avons ainsi un ensemble quadruplement infini de transformations, ou encore un ensemble de transformations à quatre paramètres essentiels; en outre, cet ensemble est évidemment continu.
Cet ensemble de transformations forme un groupe, c'est-à-dire que si l'on fait deux transformations consécutives, définies par des formules telles que
xi = Xi1a7'1-+-XiSa7,2, x\— \i.nx\ -+- (*ig#g,
qui, à partir du système S, conduisent successivement aux systèmes S' et S", on peut passer directement du système S au système S" par une transformation appartenant à l'ensemble. En effet, les formules précédentes donnent
&l =(Xll|Xn-t- XjjjfAgi)»! H- (XjÎ fJti2-+- X 12 {ASS)a?g, X% = (X21 (i-n -+- XggfJLgj )x\ -r- (X21 JJ-12 -+- XgSHiS)a7j,
et l'on voit que l'on est ramené, pour passer de S à S", à faire usage d'une substitution linéaire analogue à a-, dont le déterminant est d'ailleurs le produit des déterminants des substitutions intermédiaires.
Ce groupe à quatre paramètres est fi ni et continu, au sens de M. Sophus Lie. Il contient en particulier la substitution identique, qui laisse tous les éléments inchangés; il suffit de faire X, , = X22= i , 1|2= Xo, == o. Enfin, les transformations du groupe sont inverses deux à deux : car, après avoir passé de S à S', on
peut passer de S' à S en remplaçant Xn , X)2, X21, X22, par -<->
À)2 Agi A 1 1
Telles sont les propriétés fondamentales des substitutions linéaires; elles ne leur sont pas particulières, mais ce sont elles qui constituent le fondement de leur théorie.
13. La substitution linéaire cr peut être facilement interprétée au point de vue géométrique. Les nouvelles variables (#'),
(y'), - • • , (£'), (V)> • ■ • peuvent être considérées comme de nouvelles coordonnées; car x\ et x'.2 par exemple ne s'annulent pas en même temps, et aucune de ces quantités ne devient jamais infinie, si ces mêmes conditions sont vérifiées pour X\ et x2, ce
que nous supposons; de plus, les rapports — r et — varient ou restent constants en même temps, et peuvent prendre chacun toutes les valeurs possibles. Enfin, si (x) et(ç) représentent le même élément, {x') et(ç') sont de même des coordonnées d'espèce différente correspondantes, puisque (£|#) se change en (£'|#').
Les nouvelles variables peuvent donc être regardées comme les coordonnées d'une nouvelle série d'éléments géométriques. Alors on peut imaginer les trois cas suivants.
I. Les nouveaux éléments géométriques sont différents des anciens et remplissent un espace E' di lièrent de l'espace E, de sorte que la condition (xx')=o perd tout sens géométrique de coïncidence.
La substitution 7 établit alors, entre 1rs éléments des deux espaces E et E', une correspondance doublement univoque, sans exception : à chaque élément de E correspond un élément et an seul de E', et inversement.
Réciproquement, toute substitution établissant entre les éléments de E et de E' une telle correspondance, doublement univoque sans exception, sera une substitution linéaire à déterminant non nul, telle que 7.
Une telle correspondance est dite homo graphique et est appelée aussi collinéation; les deux espaces E et E' sont homographiques ou collincaires.
II. Les nouveaux éléments géométriques sont les mêmes que les anciens et remplissent le même espace E, qui est ainsi rempli deux fois : une fois par les éléments (x), ... et une fois par les éléments (x'), ... ; la condition (xx')= o conserve ou perd son caractère géométrique de coïncidence suivant que l'on considère ou non comme identiques les systèmes de coordonnées auxquels sont l'apportées les deux séries des (x), ... et des (x'), ....
Les éléments de ces deux séries se correspondent homographiquement comme dans le premier cas; réciproquement, si
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l'espace E est considéré comme rempli par les deux séries d'éléments (#), ... et [x') . . ., et si ces deux séries sont homographiques, ce fait est exprimé par l'existence d'une substitution linéaire telle que o\
III. Les nouveaux éléments géométriques non seulement remplissent le même espace E que les anciens, mais encore chaque élément (x) coïncide avec l'élément [x') que lui fait correspondre la substitution <x. Celle-ci définit alors un changement de coordonnées; les éléments fondamentaux 0'n (X du nouveau système ont respectivement pour coordonnées de première espèce dans l'ancien système (1H) ^21 )> Oh 25 ^22) î ils peuvent coïncider avec ceux de l'ancien système, même sans que la substitution ose réduise à la substitution identique. La condition (xx')=o exprime ici que l'élément (x) ou (x') a mêmes coordonnées dans les deux systèmes.
Réciproquement, tout changement de coordonnées est défini par une substitution telle que g-, puisqu'il doit en résulter entre les (x) et les (x') une correspondance doublement univoque sans exception.
14. D'une façon générale, quelle que soit la façon dont on envisage la substitution o-, une forme y égalée à zéro établissant une relation entre les coordonnées des éléments qui y figurent, la forme /', transformée de f par la substitution cr, établit, quand on l'égale à zéro, la relation correspondante entre les nouvelles coordonnées des éléments qui correspondent aux premiers. Si, en particulier, y ne dépend que d'une seule série de variables,/ = o définit des éléments fixes ', f = o définit par leurs nouvelles coordonnées les éléments qui correspondent à ceux-là.
15. Tandis qu'au point de vue analytique, la substitution n dépend des quatre paramètres (a), il est évident que, au point de vue géométrique, elle ne dépend que de trois paramètres qui sont les rapports des (a) entre eux; en effet, un élément, ne dépend que du rapport de ses deux coordonnées, et, pour définir une homographie ou un changement de coordonnées, il suffit d'écrire
Xi] x\ -+- X 12-^2 __ ^21^1 -+- X.22^'2
Xi X-2
l4 LIVRE I. — LA GÉOMÉTRIE BINAIRE.
Il en résulte par exemple qu'une homographie est déterminée par trois couples d'éléments correspondants; qu'un changement de coordonnées est déterminé par la connaissance des nouvelles coordonnées de trois éléments.
16. Les substitutions 7 formant un groupe, il en résulte que l'on peut dire :
i° Plusieurs changements de coordonnées successifs équivalent à un seul ;
3° Deux séries d'éléments collinéaircs à une même troisième sont collinéaires entre elles;
3° Un changement quelconque de coordonnées n'altère pas l'homographie de deux séries; et. en particulier, si deux séries remplissant le même espace sont collinéaires, on peut toujours, sans diminuer la généralité, supposer les éléments des deux séries rapportés au même système de coordonnées.
III. — Les Invariants absolus
17. Désignons par r,, ea, ... e/, ... eP, ou simplement par (<?), l'ensemble des éléments qui constituent le -\^irme S, et de même par (e') l'ensemble des éléments du système transformé S'.
Les équations de transformation sont de la forme
en nombre P, les// étant linéaires par rapport au\(e), rationnelles par rapport aux (a) et ne pouvant contenir d'autres dénominateurs que des puissances de S.
Considérons la matrice M
4/i àft àfl dft
d~kn d).12 <Jl2l OA
it
àfi dft dft of,
<Ùn (JXij o'/.n
à/p dfp 0/p ù/p
>0.u d\ti C*À2i ô'/^i
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et supposons que les déterminants d'ordre p(p <4) lires de celte matrice ne soient pas tous nuls, tandis que (si/? <C 4) les déterminants analogues d'ordre p -+- i sont tous identiquement nuls : sauf des cas très particuliers,/» sera égal à 4-
Alors, comme l'on sait, l'élimination des (X) entre les équations de transformation conduit à P — p relations distinctes entre les (<?') et les (e); ces relations peuvent être supposées résolues par rapport à autant d'éléments (e'), convenablement choisis, et écrites, par exemple, sous la forme
les cp, sont des fonctions algébriques distinctes.
Ceci posé, imaginons que, à l'aide d'une nouvelle substitution linéaire, on passe des (e') aux (e"), comme précédemment; on aura alors des relations telles que
«î= ?*(«'. e'{, e\, ..., ep);
d'autre part, puisqu'on peut passer directement des (e) aux (e") à l'aide d'une substitution linéaire, on a aussi
e"i= yi(e, e'[, e'i, ..., e'p), et, par suite,
<p/(e\ e'{, el, . . ., e"p) = <p,(e, e\, e\, . . . , ep) (i>p),
et cela quelles que soient les valeurs attribuées à e'[, e'!,, . . . , e" .
Les P — p relations distinctes qui lient les (e') aux (e) peuvent donc être mises sous une forme particulièrement intéressante qui montre l'existence de P — p fonctions 'fi(e) qui ne changent pas de valeur quand on y remplace les (e) par les (e').
Si, d'une façon générale, nous appelons invariant absolu du système S toute fonction F des éléments (e) qui ne change pas de valeur quand on y remplace les (e) par les (e'), c'est-à-dire encore telle que la relation
devienne une identité quand on y remplace les (e') par leurs expressions en fonction des (e) et des (X), nous voyons que les P — p relations distinctes qui lient entre eux les (e) et les (e') sont exprimées par l'existence de P — p invariants absolus distincts que l'on peut former comme nous venons de le dire.
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Toute fonction de ces invarianls absolus est elle-même un invariant absolu; et réciproquement, si l'on imagine un invariant absolu quelconque, il est nécessairement une fonction de ceux que nous venons de former, puisque, dans le cas contraire, il établirait entre les (e) et les (e') une nouvelle relation distincte de celles déjà établies, ce qui est impossible.
18. L'étude des invarianls absolus d'un système binaire S est particulièrement importante; pour les connaître tous il suffit, d'après ce qui précède, d'en connaître P — /> qui soient distincts, puisque tous les autres sont fonctions de ceux-là. Nous avons appris à en former un tel nombre, qui sont algébriques; soit <j>/ l'un d'entre eux : si zt est >useepiible de prendre k valeurs, il est racine d'une équation entière de degré /. , dont le premier terme est es*, et dans laquelle les autres puissances de ©,• ont pour coefficients des fonctions rationnelles des (e) qui sont évidemment, elles aussi, des invariants ;d>solns. On peut donc toujours former un système de P — p invariants absolus distincts, qui soient rationnels par rapport aux (e). Les invariants absolus que nous considérerons seront toujours dans ce cas. Tout ceci suppose d'ailleurs P >> p ; dans le cas contraire, il n'y a aucun invariant absolu.
19. Au point de vue géométrique, les seuls invariants absolus intéressants sont évidemment ceux qui sonl homogènes et de degré zéro par rapport ;mx diverses séries de variables et de coefficients qui \ figurent. L'existence d'un tel invariant correspond à une propriété géométrique du système S, propriété qui se traduit par l'existence d'un nombre qui ne change pas «le valeur quand on fait une transformation de coordonnées quelconque, ou encore quand on remplace ce système par celui qui lui correspond dans une homographie quelconque. Une telle propriété est dite invariante absolue, ou projective absolue.
Réciproquement, à toute propriété de celte nature correspond évidemment l'existence d'un invariant absolu dans les conditions énoncées plus haut, soit, pour abréger, d'un invariant absolu géométrique
20. Il est facile de prévoir que les invariants absolus d'un sys-
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tèrae S, considérés comme fonctions des éléments de ce système, doivent vérifier un système de/? équations linéaires et homogènes, aux dérivées partielles, formant un système complet, puisque ce sont des fonctions arbitraires de P — p quelconques d'entre eux, distincts.
Pour former ces équations aux dérivées partielles, remarquons que toute substitution linéaire i peut être obtenue en combinant ensemble un certain nombre de substitutions des formes particulières suivantes
^ xi — hx\ , ( x{ = x\ -+- Ax'2, \ xY = x\ , L xi = x\ ,
\ x2= *'2, ( x2=x'1, f x-, = lx\ -f- x',, l x.2= mx',.
Si, en effet, on a )*o2^ o, en faisant
l _ „ ^12 1, 1 h rj m 1 m iv l x\ — x \i
1 x\ — x \ ~+~ =\ x ïi l^l — •} ^ \i 1 "^ 1 ■ — x \i \ .
iv _ "21 , ,
on a
( xl = Xna?',+ A12a?2,
Si ),22=o, sans que a,, soit nul, on aura des formules analogues en intervertissant les indices i et 2. Si )M) = ).2o:=o, on est ramené au cas précédent en faisant, par exemple.
I JL | — 12 ■> ) 1 **' 1 — ™ "^ 1 ■*> **^ ■> 1
x-2— À2ia?ï -f- ^2,
d'où, en effet,
X\ — Aj2 X.j,,
Xi = 'kiise\.
Une condition nécessaire et suffisante pour que F (<?) soit un invariant absolu, pour toutes les substitutions <r, est donc que cette fonction ne change pas de valeur quand on fait l'une quelconque des substitutions particulières que nous venons de si- An. — I. 2
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gnaler, et que nous écrirons sous la forme
\xl = x\e<^n, l n = r',-T-oj,,.r:,,
(*n) , (*is)
JL o — JL .) < ( */ ^ — 1/ .-> *
ICC 1 ^^ 3? 1 . 1^*1 =- •' i 1
5 désignant la base des logarithmes népériens.
Les substitutions <r,y, e et/ étant fixes, forment un groupe particulier à un seul paramètre, contenu dans le groupe général (\v> substitutions <r; si w,y est infiniment petit, la substitution ovy esl infinitésimale, en ce sens qu'elle modifie les (e) de quantités infiniment petites; le groupe des substitutions 7 ne contient évidemment que quatre substitutions infinitésimales indépendantes, qui sont précisément les substitutions infinitésimales oyy.
Si l'on effectue deux substitutions successives ovy (i et /' étant fixes), correspondant aux valeurs to,y el u|y du paramètre, la substitution résultante ovy correspond manifestement à la valeur Wjy-f- o//y- du paramètre. Soit alors F(e) une fonction des éléments du système S qui, par la première substitution, devient F(<?'), S devenant S'; la seconde substitution appliquée à S' conduit à S", et F(e') devient F(e"); la substitution résultante conduit directement de S à S" et change F(e) en F(e//). F(e') se développe suivant les puissances de ti>(-y sous la forme
F(e') = F(e)+ii}'F(e)^+A[}'F(0^ + A[}'FU)A+...,
les A).-)F(c) désignant certaines opérations différentielles. On a, par suite, en vertu des observations qui précèdent,
-f3iM))F(e)4o,;/-fi^F(ê)4] + ...;
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on a aussi directement
+ A3»F(0("/yH"M,|y),+A^F(e)(Mfy+^)'-^.-; J 1.2 j \ / 1.2.3
on en déduit, par comparaison, que les opérations Ajy'F(e) vérifient les conditions
AB)F(e) = A«-},A^F(e),
A.lors nous écrirons simplement
F(b') - F(«)+ A/yF(«) ^ + A?y F(e) -^ + A?, F(0 -^ + . . .,
où l'exposant de la caractéristique A indique la réitération de l'opération correspondante.
Comme conséquence particulière de ces importantes formules, nous voyons qu'une condition nécessaire et suffisante, pour que F(e) soit un invariant absolu à l'égard de toutes les substitutions <7, est que cette fonction vérifie les quatre équations
AnF(e) = o, A,jF(e) = o, A21F(e)=o, A22F(e) = o. 21. Calculons les A/yF(e). La substitution <rM donne d'abord
Pi,Pî;<7i,7ï;.--;TC|,TCi;pi,ps:
= e</».+7.+--«.-p.— •»««>„ a/)iipi.7ii(7i; ...;rtl>TC,:pllPï ...,
On a, par suite, immédiatement
dF „ dF
AuF(e) = -^ — -■•.-*-?. ^
-+-(/>! -l-? !+••• — TTi — Pi— •••)a/>„pi;...;TCt.irs;..
On a de même
^a/»t,Pi;-;«i,w»;...
^F f dF
âx2 ■"+<;2^2
dF
+ (^2 -+-^2+...— it2 — p2— ...)«/»,.p,;...;nl,iri;. .. -j- K...
La substitution o-,2 donne maintenant
x\ = xl — u>12.r0, £',= £,,
x'.2 = x-2l .... Sj'2 = «*>isÇi -+- £*> •••,
= ap„pî;9i)^!;...;iti,'Jrî;p,,p,; ..-+■ tûlî[/>2ap,+l,/>s— l;<7i,<7s;...;ir„7C.;p,,pj;.. "+"■••
~i aA>i,ps;7ii7j;-;ti— i.ti+i;pi,pi^..— • • ■]■+-•• • ;
dans cette dernière formule, nous avons négligé les puissances de iol2, autres que la première.
On en déduit
dF
| /': ap,+l,pt— 1;.. .;iC|,ffi;...
Pitpa- ■ -~ t,"^ '.,■■ ■
— ~\ api,pt;...;'K,—l, ««+!;... — • ••]"'"'
On a de même
e)F , dF
dx2 ■ ■ ' ~*~ Ç2 dfc
I /'i a/>i— i.Pt+i;- r "
Otlp, ./..; ...;7t,-.
— ~2al>,. pi..-- ;-, + !. -.—I;... — ...]-+-..
22. D'après ce qui a été dît antérieurement, les quatre équations linéaires et homogènes aux dérivées partielles
se réduisent à /) distinctes, qui forment un système complet, el qui admettent P — p solutions rationnelles distinctes. En fait, on vérilic facilement les identités suivantes
am A22 F — A22 AM F = o, A,2A21F A2IA12K = AnF— A22F, AnA12F-A12AuF A,, F.
AtlA.,,F- A„AI1F = A21F, A22 A12 F - A12 A22 F = — A)2 F, A22A21F — A21A2.,F = A21F,
qui expriment que les p équations distinctes parmi les équations A/y F = o forment un système complet.
On peut remarquer que p est toujours égal à 4 dès que le système contient deux séries de variables de même espèce.
IV. — Les invariants
23. Si F(e) est un invariant absolu, rationnel et non entier, il
pourra se mettre sous la forme d'une fraction irréductible =^7 — ,
les fonctions F, et F2 étant entières et n'étant pas, sauf exception,
des invariants absolus.
On a, par hypothèse,
Fi(e') Fi(e).
F,(e') etFo(e') sont encore des fonctions entières des (<?) quand on y remplace les (e') par leurs valeurs en fonction des (e) et des (a); par suite, d'après les hypothèses faites, on a nécessairement
F1(e') = wF1(e), F2(e') = oF,(e),
w étant une fonction qui ne dépend que des (X).
On est ainsi conduit à rechercher, d'une façon plus générale, toutes les fonctions F(e) telles que l'on ait
F(e')= ioF(«),
w ne dépendant que des (X). Ces fonctions sont les invariants du système S; elles comprennent en particulier les invariants absolus, qui correspondent à w = i .
Comme précédemment, une condition nécessaire et suffisante pour que F(e) soit un invariant du système S est qu'il en soit
nsi pour les substitutions vy. Par suite, à cause de la formule
ai
F(e')=F(e)4-to,74(VF(e)+-^i?;F(e) + ....
il faut et il suffit que l'on ait
A/yF(e)= iJ-ijF(e):
\JLij ne peut dépendre que de w/y et par suite est une constante, puisque A/yF(e) et F(e) sont indépendants de to,y. En se servant des valeurs données ci-dessus pour les expressions de la
forme A/yA^F — ÂmA/jF, on trouve immédiatement
a étant une constante quelconque.
Les conditions nécessaires et suffisantes pour que F(e) soit un invariant sont donc que F vérifie les quatre équations linéaires aux dérivées partielles
AMF = |iF, A12F=o, 4,^=0, A2,F = ;jlF.
On voit en outre que pour les diverses substitutions o-, , , o-ia, <r2l, 3-22, on a respectivement
F(f>F(ck^", F(e')=F(.
Si donc on décompose la substitution ~, quelconque, en substitutions ff/y-, comme nous l'avons fait plus haut, il vient
F(e')= 8nF(<
de sorte que la fonction u par laquelle se multiplie F(e) quand on passe des (<?) aux I e' l esl une puissance du déterminant o de la substitution t.
Quand l'identité précédente a lieu, on dit que F(?) esl un invariant à' ordre p.; les invariants absolus sont d'ordre zéro.
24. Pour trouver un invariant F d'ordre u différent de zéro, il suffit d'égaler à zéro une solution quelconque des quatre équations linéaires et homogènes aux dérivées partielles
AM<p-4- |xF ^ =o, A12-y=o, A21o = o, \,.,-j -+- ;/ F )V = o;
supposons que ces équations se réduisent à y distinctes, qui forment nécessairement un système complet; on a q'S^'j ^ est
clair aussi que q est égal à p ou à/> — i .
Si </ =/? + i , cela veut dire que les équations entraînent -^ = o :
il n'y a pas d'invariants d'ordre fi. Le système n'a d'autres invariants que ses invariants absolus.
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Si q —p, ce qui arrive dans le cas général de p = /j, soit F un invariant d'ordre ;jl (ceci suppose P — p -{- i^>o); soient F,, F2, . . . , les P — p invariants absolus; il est clair que tout invariant d'ordre jj.' sera de la forme
a étant une fonction arbitraire,
On peut dire qu'il y a P — p + i invariants distincts. Si F( , F2, F3, ... désignent P — p + i tels invariants des ordres ta.,, a9, u3, . . . , a, n'étant pas nul, par exemple, tout invariant d'ordre u. quelconque est de la forme
co étant une fonction arbitraire.
2o. Puisque les invariants absolus peuvent être choisis rationnels, il résulte de ce qui a été dit au n° 23 que l'on peut toujours, quand il y a des invariants absolus, former pour le système S un système fondamental d'invariants entiers par rapport aux éléments de ce système : ces invariants sont d'ordre entier.
Par système fondamental d'invariants, nous entendons un ensemble d'invariants distincts à l'aide desquels puissent s'exprimer tous les autres, comme nous venons de le voir.
Si le système S n'a que des invariants absolus, ceux-ci peuvent être pris entiers. Si le système S n'a pas d'invariants absolus et a cependant des invariants, ceux-ci sont les puissances de l'un d'entre eux, que l'on peut encore supposer entier, comme nous le verrons plus loin.
Ce que nous venons de dire nous permet de ne considérer que des invariants entiers, quand il s'agit d'invariants non absolus; c'esl ce que nous ferons toujours.
26. Un invariant entier peut toujours être supposé homogène séparément par rapport aux diverses séries de variables (#), (/), .... (ç), (r,), ... et aux diverses séries de coefficients («), (6), . . . , des formes/, g, . . . , qui constituent le système S.
Soit en effet F un invariant qui n'est pas dans ces conditions :
il est la somme d'un certain nombre de fonctions entières qui possèdent les propriétés d'homogénéité indiquées plus haut ; si F, , F2, . • -, sont ces fonctions, la transformation du système S conduit à l'identité
2F!(a?i, a?'2; ... c,\, %'.,: ... «p„pî;...ir„7c,;...] ••• fy>i,/>«;...rçi,ità;...i •••)
= 8tASFi(a7i, T-2\ ... Çl,^; ••• api,/>i;...1ti,1C1;...1 ••• ^■l>pi;...«',,1lJ;..., • • • )•
Remplaçons xt et .r2 par Xx, et X#2i ..., £, et £2 par Ec, et ZH2, . • ., / par A/, «• par B g-, . . . , les quantités X, . . . , S, . . . , A, B, . . . , étant des constantes arbitraires ; la fonction F exprimée à l'aide de ces nouvelles variables et de ces nouveaux coefficients est encore un invariant du nouveau système ainsi formé, et comme x\ et x2 sont remplacées par \./-, et \ .''.,, • ••l\ et i'2 par Eç, et Z;2, ... ,/ par \ /' . g> par A -'. . . . , L'identité précédente devient, en supposant F, homogène el des degrés
/,,, .... x, />,, //, respectivement par rapport aux
séries (./•), . . ., (ç). . . . , (a), (b), ....
ZX*....E*,...A».B«i ...FjC^, a?',; ... £'„&; ... a^1>Pï;..., ... /y,,,.-,;.., : Sl*2X*«...3x....A''.B»i...Fi(ar1, r»; ... Êi.fc; ... a,,,,,;..., ... ^i,pi;...,
Ceci ayant lieu quelles < j u « ■ soient les arbitraires \, ..., E, ..., A, B, ..., on en déduit que chacune des fonctions F,, F2, . . . est elle-même un invariant d'ordre u., puisque, pour deux de ces fonctions, les systèmes de nombres /., , . . ., x,, ...,/>,, n\, . . ., sont par hypothèse différents.
En conséquence, tout invariant non absolu F sera toujours
supposé entier, homogène et des degrés /. , / x, > , /?,
«', .... par rapport aux diverses séries de variables el de coefficients (a;), (y), .. , (£), (7j), . . ., (a), (6), ..., qui constituent le système S. Si les coefficient.- (a), (0), .... sont ceux des
formes /= arl,y,h <-., ? , g = l>xrYr...%'V-,> et s' P esL ^orcU'c de ^, on a évidemment, en cherchant le degré de F par rapport aux coefficients ().), la relation
2fi = (p-+-q -+-. ..— - — p . . • mx -h(p'-+-q'-\ ... — -'—s' .. .)«'-+-... — k — l— ... + X + X+....
27. Dans le groupe des substitutions s-, on peut distinguer celles dont le déterminant est i ; ces substitutions forment elles-
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mêmes un groupe à trois paramètres contenu dans le premier. Pour ce groupe, on peut définir et rechercher les invariants absolus comme nous l'avons fait pour le groupe des substitutions <r; si l'on remarque que toute substitution du groupe peut être obtenue en combinant des substitutions des formes suivantes :
( a?i=eMna?i, ( xt = x\ ■+- to12a7'2, l xx = x\,
x2 — e~Mux[,, [ x* = x'2, j x2 = to21 x\ -h x\ ,
on en conclut immédiatement que ces invariants absolus sont les solutions des trois équations aux dérivées partielles
AUF — A22F = o, A12F = o, A21F=o,
qui forment un système complet, et qui sont indépendantes en nombre q — i .
De plus, ces invariants peuvent être pris rationnels; il suffit de répéter les raisonnements des nos 17 et 18. Ils peuvent même être pris entiers, car, sans cela, ils conduiraient à des invariants non absolus, et un raisonnement semblable à celui du n° 23 montre qu'il n'existe pas d'invariants non absolus proprement dits poulies substitutions considérées.
Enfin ces invariants, pris entiers, peuvent être supposés homogènes séparément par rapport aux diverses séries de variables et de coefficients qui constituent le système S : on le voit comme au numéro précédent.
Les invariants absolus relatifs aux substitutions ? de déterminant i, qui vérifient toutes les conditions que nous venons d'énoncer, peuvent évidemment être pris pour les termes d'un système fondamental d'invariants ordinaires du système S : ceci résulte des conditions d'homogénéité imposées, de la forme des équations de transformation, et de ce fait que l'on passe de la substitution générale a- à une substitution de déterminant i, en
remplaçant les coefficients A/y par -p-
On retrouve ainsi, et cette fois sans exception, la démonstration de l'existence d'un système fondamental d'invariants entiers poulie système S.
28. Les invariants entiers du système S, vérifiant les conditions
d'homogénéité plusieurs fois indiquées, sont, comme nous l'avons déjà dit, les seuls que nous considérerons : de même, nous pouvons nous borner à la considération des invariants absolus qui sont les quolienls de deux tels invariants. Ces conventions sont faites une fois pour toutes.
Les invariants sont les solutions des trois équations
AMF — A,2F = o. A|2F = o, i2|F = o,
distinctes en nombre q — i , formant un système complet.
L'ordre u d'un invariant F esl déterminé par la relation qui termine le n" 26.
L'identité d'Euler pour les fonctions homogènes donne alors
A„F A,, F = an F, d'où résultent les équations connues
En se reportant aux formules de transformation relatives aux substitutions ~M el ~,... on \<>it que ces équations expriment simplement que F c^i une fonction isobarique de poids u par rapport à chacun des indices i el
D'autre pari, effectuons la substitution particulière
de déterminant — i . Elle donne aussi
SI - ïli
si donc F est un invariant d'ordre •j., F doil se reproduire multiplié par ( — \)v- quand on permute les indices î el ■>. : si y. est pair, l'invariant est dit droit; si y. est impair, il esl dit gauche. 11 est clair qu'une fonction entière, isobarique de poids u., homogène séparément par rapport aux diverses séries de variables et de coefficients du système S, se reproduisanl multipliée par ( — i)^ quand on échange les indices i et 2, esl un invariant d'ordre tu si elle vérifie une seule des deux équations
A12F — o ou A2) F - o,
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On a ainsi un moyen de déterminer les invariants par la méthode des coefficients indéterminés.
On pourrait multiplier les propriétés analogues, servant à faciliter le calcul des invariants.
29. Nous admettrons que, pour un système quelconque S, il existe toujours un système de Q invariants, qui ne sont pas tous indépendants, tel que tout autre invariant du système soit une fonction entière de ceux-là : un tel système d'invariants est dit complet.
Cette proposition est connue sous le nom de théorème de G or dan : elle a été démontrée d'une façon générale par M. D. Hilbert [Mathematische Annalen, Band XXXVI). Nous ne nous occuperons pas de la formation des systèmes complets, sauf dans quelques cas particuliers.
On réserve ordinairement le nom d'invariants aux fonctions invariantes qui ne dépendent que des coefficients des formes du système S; celles qui dépendent aussi des variables de première espèce sont alors des covariants ; celles qui dépendent des coefficients et des variables de seconde espèce sont des contrevariants; celles qui dépendent des coefficients et des variables des deux espèces sont des formes mixtes. Les invariants qui ne dépendent que des variables sont en outre dits identiques. Nous avons confondu toutes ces fonctions sous le nom générique ^invariants, pour plus d'uniformité.
30. Les invariants soumis aux conditions d'homogénéité indiquées précédemment sont les seuls intéressants au point de vue géométrique.
L'évanouissement d'un tel invariant correspond évidemment à l'existence accidentelle d'une propriété projective du système S, c'est-à-dire d'une propriété qui subsiste après une transformation de coordonnées, ou quand on remplace le système S par celui qui lui correspond dans un espace homographique quelconque; de plus, celte propriété est accidentelle, c'est-à-dire ne se présente pas si les coefficients du système S restent arbitraires.
Réciproquement, toute propriété de ce genre, correspondant
à une seule relation entre les éléments du système S, est évidemment exprimée par l'évanouissement d'un invariant.
L'importance géométrique de l'étude des invariants d'un système binaire est ainsi mise en évidence.
— Théorèmes généraux sur les invariants.
31. Soit un système S composé comme précédemment; supposons que dans l'une des formes du système, f par exemple, on regarde certaines variables, soit les (#), comme des constantes : on a ainsi un nouveau système S,. Tout invariant du système S, est encore, quand on y considère à nouveau les (x) comme variables, un invariant de même ordre du système S. Cette proposition se généralise évidemment : on peut considérer plusieurs séries de variables comme constantes dans plusieurs formes.
Pour démontrer ce théorème, considérons une seule l'orme aux seules variables (x) et (y) : /* = axpyt\ le raisonnement que nous allons faire s'étendrait sans peine à tous les cas possibles. Soit F = A,?, la forme/où les (x) sont regardées comme constantes; soit aussi J(A, y) un invariant d'ordre tu de F.
Effectuons la substitution 7 sur les (y) seules, dans F; F devient F'= Aj 7 et l'on a
J(A\/) 8nJ(A,7).
Dans F' faisons subir aux (x) la transformation 7; on obtiendra F"— A'j.7, et cette forme sera évidemment identique kf "'xryn obtenue en transformant dans /les (x) et les (y) par la substitution <t. Si donc on considère les (A') comme fonctions des (a!) et des (x')i comme ils sont égaux aux (A"), on voit que ce sont les mêmes fonctions des («') et des (x') que les (A) des (a) et des (x). Par suite, en désignant par I(«, x, y) ce que devient J(A, y) quand on l'exprime à l'aide des (a) et des (.r), on a :
I { a', .?•', y')— o!J- li'/. x y. ), ce qui démontre le théorème.
32. Soit un système S et considérons de nouvelles formes F, G, . . . qui soient des invariants du système S, des ordres u.
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a', ... quelques-unes de ces formes pouvant coïncider par suile avec quelques-unes des formes f, g, ... du système S. Considérons le nouveau système Sj composé des variables (x), (y), . et des formes F, G . . . et soit J un invariant d'ordre v de ce système, des degrés h, h' ', . . . d'homogénéité par rapport aux coefficients (A), (B), . . . des formes F, G, ... : ce sera aussi un invariant d'ordre v -+- \xh -+- u//i'+ ... du système S.
En particulier, on peut dire par suite que les invariants des invariants d'un système sont eux-mêmes des invariants de ce système.
Comme précédemment, il suffira d'exposer la démonstration de ce théorème sur un cas simple. Soit donc /= axv une forme aux seules variables [x) et un invariant d'ordre tj., F = A**, de cette forme. Soit J un invariant d'ordre v de F, de degré h par rapport aux (A). Si /'= axT et F'= A^.,* sont les transformées de / et de F par la substitution a-, on a
F{a',cc')= o\>-F(a, x), J(A', x')= o*J(A, x).
F' étant identique à F, on en conclut que les (A') sont les mêmes fonctions des (a1) que les (A) des (a), au facteur o~v- près. Si donc J(A, x) devient 1(«, x) quand on l'exprime à l'aide des (a), on a, d'après les hypothèses faites,
ô-P-MO', x') = oH(a, x) ou bien
!(«', a?')= ov+p-/*I(a, x),
ce qui montre bien que I est un invariant d'ordre v -h \xli de /.
33. Soient un système S et une nouvelle forme F qui soit un invariant d'ordre [x du système S. Considérons F comme dépendant des variables (x), (y), . . . , (i), (V), • • • » de sorle <Iue
F = Axkyl...î*n''...-
Substituant la valeur de F dans les équations aux dérivées partielles que vérifie F, et égalant à zéro le coefficient de chaque monôme tel que x\> x^y\yli . . . Q&rfrrfc . . . , on obtient les importantes relations qui suivent, où les opérations A/y s'appli-
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quent aux coefficients (A), considérés comme fonctions des éléments du système S autres que les (x), (y), . . . , (;), (*|), . . .
àllA*„*s;..."x„X.;... = ( [J- -+"£,-+- /,—...— /.! — Xi — . • • )-U, .*,... .X),Xi;..., A«A*1,A:ï;...xl,Xs:... =^^>,+l,(r';-«i*.:-+' ■ • — *lA*1^...x,-l1xrH;... — • • • •
^2iA/,1/-.,;...-/.1,x;;... =^iA*1-a.+i;-Xi,Xs;- ■+"■ • • — ^"^...Xi+i,»,- 1;... • ■ • • A22 Afr„*s;. ..-/.„-/.,;... = (f* -+- A-j-r- /2 — • • • — *j — Aj — ... )A.kl,kt;...,%l%Si...-
La première et la dernière de ces relations montrent, ce que nous savions déjà, que le coefficient AXi^. ./iV,;; est une fonction isobarique des poids respectifs u, + kt -+- l\ -+- . . . — x, — A, — . . . , u _|_ £2 _)_ l2 4- . . . — x2 — X2 — . . . , par rapport aux indices i et 2.
Supposons que F ne dépende que des (x), et considérons le coefficient A*,0 des poids respectifs a -h A" et u,. 11 vérifie l'équation A,2F = o, et, de plus, on a successivement
A/fc-l,l= -7 AÏ(A^ \ >,î -= ^— - — A;, \/,-|.|
d'où, en général,
donc tous les coefficients A*^ sont déterminés par A*i0, appelé-, pour cette raison, source de l'invariant I .
34. Considérons, réciproquement, une fonction G, entière par rapport aux éléments du système S, sauf les (x), qui n'y figurent pas, isobarique par rapport à chaque indice, et vérifiant l'équation A,2G = o. Une telle fonction est dite semi-invariante pour le système S, ainsi réduit : c'est évidemment un invariant pour les transformations du groupe qui résulte des substitutions 7,,, o-12, ?22, c'est-à-dire pour les substitutions 9 dans lesquelles on a X21 = o; une telle fonction se reproduit, après une telle substitution 7, multipliée par A-*',)»^, si P, et P2 sont ses poids respectifs par rapport aux indices 1 et 2. Inversement, tout invariant de ce groupe particulier peut être pris sous la forme de G.
Nous observerons que l'on a nécessairement P,^P2; en effet, les identités relatives aux opérations A/y donnent sans peine, avec
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les hypothèses faites sur G,
A12A?i G = n(P1_p1_n + i)Aj7»G;
d'autre part, la fonction A", G doit nécessairement s'annuler à partir d'une certaine valeur de n, car l'opération A2î appliquée à une fonction isobarique par rapport à chaque indice, conduit à une nouvelle fonction de même nature, dont les poids par rapport aux indices i et 2, sont respectivement l'un diminué, l'autre augmenté d'une unité; si donc À", G n'était jamais nulle, son poids par rapport à l'indice 2 pourrait augmenter au delà de toute limite, ce qui est absurde. Supposons alors que A", G soit nulle sans que A"7' G le soit; on aura P, — P2 — /î-(-i = o, d'où P, — P-2=o.
En particulier, on voit que, si P, = P.,, on a n = i, par suite A21G = o; de sorte que tout semi-invariant isobarique et de même poids par rapport aux deux indices est un invariant.
Démontrons maintenant que tout semi-invariant G, des poids respectifs [>.-{- k et ;jl(â>-o) peut être considéré comme la source A^0 d'un invariant d'ordre a de degré k par rapport aux (x). Il suffit de faire voir que l'on a
AlaA*s, A*)0 = /v2(/m -+- 1 ) A*âsf ' aa-.o, Afî*AA>o=o;
de cette façon, en effet, toutes les relations auxquelles sont assujettis les coefficients A*^, seront vérifiées d'elles-mêmes.
Gomme ces équations résultent immédiatement de ce qui vient d'être dit, en faisant P, — P2 = k, la proposition est démontrée.
35. Supposons maintenant que F ne dépende que des variables (x) et ( r), et considérons le coefficient AM;0>/ des poids respectifs u. + k et [J--t-/; on peut en tirer comme précédemment tous les coefficients AÂ.(/t,;/i v et ce coefficient est encore la source de l'invariant.
Si deux tels invariants ont même source A, des poids respectifs P, et P2, ils ne coïncident pas nécessairement, car ils peuvent ne pas être des mêmes degrés par rapport aux (x) et aux (y); on a en effet simplement p + k = V, , ja -h /= P2, ce qui ne détermine que k— L S'ils sont des mêmes degrés, ils coïncident; on en conclut que, dans le premier cas, ils ne peuvent différer que
par une puissance de l'invariant évident (xy)\ car, en multipliant l'un d'eux par une telle puissance, on obtiendra encore un invariant, avant même source que l'autre, et des mêmes degrés.
Soit A une fonction entière quelconque des éléments du système S, sauf les (x) et les (y), isobarique, des poids respectifs P, et P2; si on lui applique l'opération A,2 successivement, on finira nécessairement par tomber sur un résultat nul : il suffit, pour le voir, de raisonner comme plus haut relativement à l'opération Aj,. Soit A'V À le premier résultat nul; A est la source d'un invariant dont l'ordre et les degrés sont déterminés par
:* + /■■ -IV ,m-/ = i\.
cl qui n'est pas divisible par (.ry).
En elïet, supposons/» -^ o, cl calculons les coefficients AA.0;/(/j par les formules
A*'°^=/(/-i) .'.u,+ .)*'"' A; la forme
2 i^nv A/'"/,7:'i/,,->^
est isobarique cl des poids respectifs u. -+- k et u.; de plus, elle vérifie l'équation A|2F = o, où l'opération A,2 s'applique ;iu^->i aux (y), de sorte que l'on a bien /. ><>. Donc, d'après le numéro précédent, c'est la source d'un invariant considéré cou ■ ae dépendant que des (.ri. En v considérant aussi les (y) comme variables, le théorème se trouve démontré complètement, car le terme en x\y\ n'étant pas nul, la fonction obtenue n'est pas divisible par (xy).
Si L'on considère un semi-invariant G comme dépendant de variables (y), ce qui précède nous montre ce qu'on doit entendre par source de ce semi-invariant; un semi-invariant n'est d'ailleurs déterminé par sa source qu'à une puissance près dey^.
On pourrait répéter ce que nous venons de dire, sans grandes modifications, en remplaçant des variables de première espèce par des variables de seconde espèce. La source d'un invariant dépendant des (x) et des (£) serait le coefficient A/.>0;x>0.
On pourrait aussi obtenir des résultats analogues en considérant un invariant comme fonction des coefficients de certaines formes.
VI. — Les systèmes invariants
30. Les relations du n° 33 nous montrent que l'on peut généraliser la notion d'invariants et chercher un système invariant de n fonctions F(, F2, ..., F„, linéairement indépendantes et telles qu'après la transformation du système S on ait les relations
F*(e')=Sa*/F/(e), f*= I,a n) ,
les quantités o.m ne dépendant que des coefficients (),) de la substitution i.
Le déterminant des a^ est d'ailleurs différent de zéro, sans quoi les Fa ne seraient pas linéairement indépendants.
De plus, on peut supposer le système irréductible, c'est-à-dire non décomposable en systèmes partiels de même nature. Il est clair, en raisonnant comme quand il s'agit des invariants, que les fonctions d'un système invariant vérifient des équations de la forme
les u-^p étant des constantes numériques en nombre /\n'-\ et réciproquement.
Entre ces constantes existent d'ailleurs des relations qui résultent des relations qui lient entre elles les opérations A /y.
Si, comme nous le supposerons toujours, les fonctions F# d'un système invariant sont entières et homogènes séparément par rapport aux diverses séries de variables et de coefficients qui composent le système S, les différents degrés d'homogénéité sont les mêmes pour toutes les fonctions, que l'on peut aussi supposer isobariques par rapport à chaque indice. Dans ces conditions, il serait aisé de voir que tout système invariant peut être remplacé par un système analogue, linéairement équivalent, qui se ramène à l'ensemble des coefficients d'un invariant considéré comme fonction des variables d'un même couple, ou bien à plusieurs tels ensembles. Les systèmes de cette nature ont été étudiés ci-dessus.
L'évanouissement simultané des formes d'un système invariant correspond évidemment à l'existence accidentelle d'une propriété An. — I. 3
projective du système S, exprimée par l'existence d'un ensemble d'équations. La réciproque de cette proposition n'est vraie (pusous certaines réserves, suivant la façon dont on choisit cet ensemble d'équations : ce qui semble vrai, dans tous les cas, c'esi qu'à toute propriété projective de celle nature on peut faire correspondre au moins un système invariant.
VII. Les invariants multiples et les combinants
37. Etant donné un système S, on peut concevoir que Ton partage les différentes variables qui figurent dans ce système et dans les formes de ce système en plusieurs groupes, et que les variables d'un même groupe soient transformées par une substilulion linéaire o-, que l'on ne suppose pas rester la même quand on passe d'un groupe à l'autre.
Pour cet ensemble de transformations, il est facile de définir deinvariants absolus h dis invariants ordinaires, que nous appellerons invariants multiples; ceux-ci se reproduisent après la transformation, multipliés par des puissances des déterminants des différentes substitutions employées. Leur nombre esl facile à déterminer, ainsi que celui «1rs invariants absolus correspondants;
les systè - complets correspondants d'équations aux dérivées
partielles s'écrivenl immédiatement.
Sans insister sur cette étude directe, nous remarquerons seulement que les invariants multiples doivent être des invariants pour les transformations particulières qui ne changent que les
variables d'un seul groupe. Par suite si (z), (l > (Ç), ...
sont les autres variables, un invariant multiple sera de la forme
— ' ;-,. /■;;.«.. .«;;.. .0 |C::. . . -' \ -' ■> ' | ' t ■••il - 2 • ■ • •
les fonctions F,., , ; . étant elles-mêmes des invariants pour le système obtenu en prenant ensemble les formes qui sont les coefficients des formes données ordonnées par rapport aux variables (^), (£), . . . . 1 et les autres variables.
Réciproquement, il est clair que si une fonction vérifie ces conditions pour chaque groupe, on pourra la regarder comme un invariant multiple du système donné.
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Ajoutons que les invariants multiples sont en particulier des invariants du système S, au sens ordinaire du mot.
38. Soit un système S comprenant en particulier deux formes semblables /et g, et soient 9, et 82 deux variables qui ne figurent pas dans ce système. Remplaçons les formes y et g par la forme 0,/-i- B2£'; et, dans le nouveau système ainsi formé, considérons les variables comme réparties en deux groupes dont l'un ne contient que les (9).
Si F est un invariant multiple de ce système, indépendant des (G), c'est un invariant particulier du système S, jouissant de la propriété de se reproduire à une puissance près du déterminant o'= a,, [JUo • — u-io|JU), quand on remplace les formes f et g par les combinaisons linéaires p.t ,/+ u.,2 g, \K2if-\~ \>-22g, puisque ceci revient à faire sur les (8) une substitution linéaire de déterminant 8'.
Nous dirons qu'un tel invariant est un combinant du système S, relativement aux formes f et g. Il est clair que tout combinant peut être obtenu comme nous venons de le dire.
La notion d'invariants multiples s'étend immédiatement au cas où l'on considérerait des formes renfermant des variables d'ordre différent, les unes binaires, les autres ternaires, par exemple. Bien que nous ne nous occupions actuellement que de variables binaires, ce fait est intuitif, et ce que nous dirons par la suite sur les variables ternaires et quaternaires nous permet d'affirmer que rien ne sera changé aux considérations qui précèdent, quand on envisage le cas le plus général.
En particulier, la notion de combinant s'étend d'elle-même, si le système S comprend p formes binaires /*,, f.2, /',, . . . semblables; les invariants multiples, indépendants des (8), du système obtenu en remplaçant les formes /} par Q , y, -(— fi-2/-2 + §*/* + • • • • seront des combinants du système S par rapport aux formes //, c'est-à-dire jouiront de la propriété de se reproduire à une puissance près du déterminant o' des coefficients ut-y, si Ton remplace dans le système donné les formes f) par des combinaisons linéaires, Eu/y/), de ces formes; et réciproquement.
39. Un combinant du système S par rapport à deux formes semblables f et g de ce système est un invariant ordinaire du
système qui, lorsqu'on fait sur les coefficients correspondants de _/ et g une même substitution linéaire, se reproduit, à une puissance près du déterminant de cette substitution. Il est alors facile de généraliser cette notion, en supposant que les deux formes f et g ne sont pas semblables. Si, par exemple, on a f= axp, g = bâti et si, p étant supérieur à y. // = r.,/ ? désigne une forme à coefficients arbitraires, on peut chercher les invariants du système $ qui, lorsqu'on remplace les coefficients de/' par ceux de \f — //g. X étant une arbitraire, se reproduisent à un facteur près (une puissance de X évidemment). Ces invariants, faciles à définir par un système complet d'équations aux dérivées partielles, sont les combinants du système S par rapport kf et g\ leur nombre serait aisé à évaluer.
Ce que nous venons < l<- dire sur un cas particulier s'étendrait s;ins peine au cas plus général dans lequel <>n chercherait le> combinants du système S par rapport à plusieurs formes de ce système.
I. — Les Polaires
40. Une polaire quelconque d'une forme d'un système S ou d'un invariant de ce système, prise par rapport à des variables remplacées par des variables de même espèce, ou par rapport à des coefficients remplacés par ceux d'une forme semblable appartenant au système, est encore un invariant de ce système.
Ceci résulte de la définition même des polaires; si en effet F est un invariant du système, contenant par exemple les variables (#) ou les coefficients d'une forme /du système, et si l'on y remplace les xi par les xi -+- À^/, ou 'es coefficients de/par ceux de/+ \g, g étant une forme du système semblable à/, la fonction F ne cessera évidemment pas d'être un invariant, et cela, quelle que soit l'arbitraire À. Tous les coefficients du développement de F suivant les puissances de A jouiront donc de la même propriété, ce qui démontre le théorème, au moins quand il s'agit de polaires simples : il s'étend immédiatement aux polaires multiples.
Il est évident d'ailleurs que les polaires d'un invariant F d'ordre |x sont elles-mêmes des invariants d'ordre <*.
En combinant ce théorème avec celui du n° 32, on voit que les invariants des polaires des formes ou des invariants d'un système sont eux-mêmes des invariants de ce système; on voit aussi que l'on peut prendre la polaire d'un invariant par rapport aux coefficients d'une forme/, remplacés par ceux d'une forme g semblable, qui est elle-même un invariant du système, et obtenir encore un invariant du système; mais, dans ce dernier cas, l'ordre de l'invariant ne se conserve pas.
II. — Les invariants comme combinaisons de systèmes invariants.
41. Soit un système invariant composé de n fonctions F,, Fo, . . . , F,i, vérifiant Jes relations
¥'k=lakl¥h
où ¥'k désigne la même fonction des éléments transformés (<?') que F* des éléments primitifs (e), et où les oc*; ne dépendent que des coefficients (À) de la substitution.
Un second système invariant, composé de n fonctions G(, G2, • . • , G„, est de même espèce que le premier si l'on a, \k étant un nombre quelconque.
un système invariant, composé de n fonctions <Pi} <F. «h,,.
est dit, au contraire, d'espèce opposée nu premier, >i l'on a, \x étant quelconque,
Si deux systèmes invariants sont tous deux de même espèce, ou lous deux d'espèce opposée par rapport à un troisième, ils sont eux-mêmes de même espèce; ils sont, au contraire, d'espèce opposée si l'un est de même espèce, l'autre d'espèce opposée par rapport à un troisième.
Si n systèmes invariants de n fonctions, tels que le système (F), sont de même espèce, le déterminant des //- fonctions de ce système est évidemment un invariant, puisque le déterminant des F' est égal à celui des F multiplié par celui des y./,/, à une puissance de o près; ceci montre, en particulier, que le déterminant des y.k/ est toujours une puissance de 8.
Si (F) et (<I>) sont deux systèmes invariants d'espèce opposée. il est clair aussi que la fonction i'F/,<ï>* est un invariant. Réciproquement, si l'on met un invariant sous la forme £F*$#, les F et les <ï> dépendant d'éléments différents, et si les F sont linéairement indépendants, ainsi que les <1>, les F et les 4> forment deux systèmes invariants, nécessairement d'espèce opposée. En effet, la relation 2F^^. = o!xSFA <!>/;., où u. est l'ordre de l'invariant considéré, fournit, quand on y remplace les <b'A par leurs valeurs en
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fonction des (à) et des éléments primitifs dont dépendent les <I>, des relations linéaires entre les F et les F', résolubles nécessairement par rapport aux F ou aux F', d'après les hypothèses faites; on raisonnerait de même pour les <£.
Si un invariant est mis sous la forme SF/,<I>/f, les F et les <ï> formant deux systèmes invariants d'espèce opposée, et si l'on ) remplace les F* par les fonctions G* d'un système invariant de même espèce, on obtiendra un nouvel invariant; et réciproquement, si deux invariants sont mis sous la forme SF^O*, SGa^a, les (F), les (G) et les (<ï>) formant des systèmes invariants, le système invariant (G) sera de même espèce que le système (F) cl d'espèce opposée à (<ï>).
Il est évident encore qu'un combinant des formes d'un système invariant est un invariant.
La théorie des variables d'ordre n permettrait d'énoncer beaucoup d'autres propositions analogues à celles qui précèdent.
42. Les produits x'^x1]?, où A, et h2 sont deux entiers non négatifs de somme h, forment un système invariant particulièrement important que nous appellerons (t).
Puisque (£,3?, -+- ç2 X2)h est un invariant, les quantités p p Ê*'^3
forment elles-mêmes un système invariant (t), d'espèce opposée à (t).
(£i''i2— ÇoTj , )h est aussi un invariant; donc les quantités
l l) "Cl ^2
forment un système invariant de même espèce que [t). Ceci montre, en particulier, que deux formes équivalentes sont invariantes l'une par rapport à l'autre, ce qui était d'ailleurs évident, d'après leur définition.
Si F est un invariant fonction des (x), la puissance hilme de sa
, , / àF 0V\h
première polaire, soit, à un facteur près, (y, — +J2 ^— j ' est
PA / àF V'i / dF\/l* f
un invariant; donc les produits p p \dzT/ \dx~ ) torment un
système invariant de même espèce que (t).
De même, la polaire d'ordre h de F, soit, à un facteur près,
/ àV r)F \ ;' . , • , i ■
lyi \~ y2 - — , ou la puissance est symbolique, est un inva-
riant: donc les quantités tt— ^ ; forment encore un système
' ' P/«,P*S dxfydx^
invariant de même espèce que (t).
Si <ï> était un invariant fonction des (;), on verrait de même
que les quantités / -^- 1 \W ) " une 1>;"'' '-/,, ■-/, " aulre Part>
forment des systèmes invariants de même espèce que (t).
Les coefficients aAA. (rime forme cp = aç* forment un système invariant de même espèce que (t). Si donc F esl un invariant qui
dépend des (a), les dérivées formeront un système invariant
de même espèce que (t).
On peut multiplier facilement ers applications : il esl inutile d'\ insister davantage. On remarque] .1 seulement l'extension un médiate de ce qui précède au cas <>n l'on considère plusieurs systèmes de variables.
III. Les invariants K et J. Les jacobiens et les hessiens
43. Soient y a,-. . y Sï«, deux formes dépendant de variables
d'espèce différente, et considérons les deux systèmes invariants
formés par les quantiti , ' --,-> - ,- > où // 1 et A. oui
pour somme h de toutes les façons possibles. Ces deux systèmes sont d'espèce opposée et, par suite, la fonction
<V7 Pyi à''/ <>i>.i
^Pa.Pa, Ar*«<fcF*« o-'l'à;':;-
est un invariant du système forint'' par /. y, les (x) et les (£). En introduisant un facteur numérique et une notation symbolique déjà employée, nous écrirons, pour cet invariant,
K,l(f , , _ p,-;* Prc-;t / t . i/- d±y
Cet invariant est absolu.
EL Ê£-ÊL *£.Y
dxy dx-2 dx* dxl /
est un invariant du système y, g', (.r).
/ àf \*i / df N /(' dh f
Mais les quantités ( -~- ( ~ ) et — — : — - forment deux sys- 1 \ôxj \0x,J dx'^dx'lr J
tèmes invariants de même espèce; il en est de même pour les
. , / dg \ Ai ( àg \ hi dh g , . , .
([nantîtes ( -r-^- Mr2- et -: donc, en introduisant un
1 \àxj \ôx,J dx'l'dx'!/
facteur numérique, la fonction
P„_A Pp'-nf df dg df dg\*
Pp> \dxi 0x2 dx2 dxt
où la puissance qui figure au second membre est symbolique, est encore un invariant, d'ordre h évidemment. Si p et p' sont égaux, on a, en particulier,
3P(f, g) = 2(- i)/', p^- api)PibpitPt.
Les invariants K et J se ramènent aisément les uns aux autres, en remplaçant la forme à, par exemple, par celle qui lui est équivalente. Il en serait de même des invariants analogues aux J obtenus en partant de deux formes aux variables (ç).
( )n pourrait appliquer les mêmes principes à bien d'autres cas : c'est ainsi que, par exemple, /"dépendant des variables (x) et (y), on obtiendrait sans peine l'invariant
ÊLAL-ÊLÊL;
0x\ dyi dx* dyi '
d'où l'on déduirait, en appliquant la représentation symbolique des dérivées, le nouvel invariant
Enfin les invariants k et .) se généralisent et s'appliquenl encore aux cas où les formes dépendent de plusieurs groupes de variables. 11 est inutile de donner plus de détails sur cette généralisation, qui est immédiate.
45. Les invariants JA (f, g (que nous pouvons considérer seuls, à l'exclusion des invariants K. d'après ce qui précède, sont particulièrement importants : ce soni les f eberschiebungen de Clebsch etGordan; en les utilisant seuls, on arrive à former les systèmes complets d'invariants des systèmes binaires.
l)'une façon générale, nous remarquerons que .l7'! /, / i est nul identiquement quand h est impair; que l'on a
JHf,S) -i)"J"...c../ ■), JA(X/, \Kg) /:*.!"(./, g l,
J*(/ y. g -g) J*(/, g) JA(/, fr) JA(/ 4-. J*(7, *).
En particulier, si /Ci ^ sont de même degré, et si h est impair, on a
J*(X,/- ltglV.xf pig)-- aiL)3*(f,g);
donc, dans ce cas. 3à(f,g) est. un combina ni defelg.
46. Nous allons dire quelques mots des cas particuliers où l'on a h — i ou // = 2.
Nous emploierons d'ailleurs les notations abrégées suivantes
Jl~ p dXi' Ji~ p ',).,:/
p(p—ï)dx\' ' l2 /> 1 p — i ) dxi 0x2 ' " P(P — 1) àxl
Pour^? = i, on a, en supprimant l'indice // ,
= ftgi—fîg
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dette fonction est le jacobien on déterminant fonctionnel <l< :s deux formes y et g.
On a les relations
a?i/i + ^2/2 = /, Vigi^^g-i =g;
d'où
Xil(f, g)= fgi—gfa
v*Hf, g)= —fgi-^-gA-
Si J(/, £') est nul identiquement, on a donc
f =A =.fï= P'df g " >i ~ #2 "' M-?'
<://'et c?^ désignant les différentielles totales de / et g; par suite
C étant une constante. Si en particulier p' ----- p, on a f= Cg, et les deux formes/ et g sont identiques à un facteur près, indépendant des (-z).
Le jacobien J(/, £'), égalé à zéro, définit les éléments (#) tels que leurs systèmes polaires d'ordres /? — 1 et/?' — 1 par rapport à y et £• coïncident.
Supposons que /et g1 admettent une même racine q fois et*/' fois respectivement; nous pouvons supposer que cette racine esl définie par x { =. o; alors un calcul facile montre que J(/, g) admet cette même racine q -f- q — 1 fois au moins, et l'admet certainement*/ -(- q' fois, si l'on a pq ' - - p'q = o, et dans ce cas seulement. En particulier, si /' et g sont de môme degré, et si qq' n'est pas nul, la racine commune est au moins double pour J(/, g).
Dans le cas de h = 2, il vient
J2(/> g)=fiig>n — ?J\ïgiï-^A-2gii- Si, en particulier, /'et g sont identiques,
iHf,f) = i(fuAi-fh)-
J- (/',/) est le hessien de la forme/.
J-(/, /) est le jacobien des dérivées partielles /, et/2, à un lacteur près; si donc J2(/, /) est nul identiquement, la forme/ est,
comme Ton sait, la puissance pii:me d'une forme linéaire. Si /admet une racine multiple d'ordre q, J2(/, /) admet ce même facteur >.q — 2 fois.
48. Trois formes /= axp, g = bxP', h = cxr ont pour invariant la fonction
/n At U-
S I 1 £> 1 2 6 î 2 ! ^'ll ^U ^SS
car les dérivées //y, gvy, ///j forment trois systèmes invariant- de même espèce; cet invariant esl d'ailleurs un combinant. Écrivons encore
/ï! — '■'./ 12 /l 1 2 H — g'js 'A' i-2 Cil •
et multiplions membre à membre cette équation ci la précédente. ( )n obtient l'identité importante
Si l'on fait h = . |>ui- «pic dans les //„■ mi remplace les ! l' >
par les i ./• i, mi a H = J(/, g • en vertu des ici m lions
mi a aussi
< >n peut donc écrire
J(/,5")= <?n (?iï ffïi ■
et
2[J(/,^)P= J2(/,/,) JS<A'. V) A' / *
toutefois ceci suppose p et // supérieurs à 1 .
Considérons maintenant une quatrième forme k analogue à /,
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g, /', et multiplions ensemble les matrices
./il ./l2 ./22
g 12 ki2
et
/il
on obtient l'identité
J2(./;/) js(/, *-) j2(/, a) j«(/, *)
J»(/, *) J»te, *) J^(A", A) J2(>, A) J»(/, A) JHé*, /') J2(/'. /n J2(A, A)
Supposons k = (xy)2, puis remplaçons les (y) par les (./ : on aura encore, comme plus haut,
y-ij\ g) }*(#, g) i*(fft h) g
D'une façon générale, si (F), (G), (H), . . . sont m systèmes invariants de n fonctions qui soient de même espèce, le déterminant de ces fonctions, si ni = n, est, comme l'on sait, un invariant ; si, de plus, (<I>), (*F), (X). . . . sont m systèmes invariants de n fonctions qui soient d'espèce opposée à celle des précédents, el si l'on multiplie ensemble les déterminants ou les matrices formés par les fonctions (F), (G), . . ., d'une part, et les fonctions (<l> I, (W), . . . , d'autre part, on obtient, comme produit, un déterminai! I dont tous les éléments sont des invariants et qui est égal à zéro si m^>n, à un produit de deux invariants si m = n et à un invariant mis sous forme différente si m << n. Ce procédé général est souvent utile pour trouver des relations entre les invariants d'un système.
49. Nous citerons encore les formules suivantes, parmi toutes celles qui se rapportent aux invariants J :
fi ( g, h)-hgi(h, f) -+- h J (/, g ) = o,
J(/, g)3(h, k)-r-J(f, h)5{k. g)-Hf, k)3(g, h)=o,
nn/,g),h]
hJHf, g)+ l g3Hf, h)-l-/5Hg, h);
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dans cette dernière formule, facile à vérifier, p et p' sont les degrés de/et de g) d'ailleurs ces degrés, comme celui de A, sont supposés supérieurs à l'unité.
IV. - Les invariants A
50. Soient /? formes quelconques semblables, renfermant chacune n coefficients; si ces formes sont liées par une relation linéaire à coefficients constants, il en est de même de leurs transformées après une substitution n. Par suite, le déterminant A des n- coefficients de ces formes esl un invariant de ces (ormes; ce! invariant est d'ailleurs un combinant.
Supposons maintenant (/ formes semblables, à une seule série
de variables, (./') par exemple. /', . f.2 j\r renfermant
chacune p + i coefficients, c'est-à-dire de degré p par rapport ;iu\ ('#), et soit q <C p -+- 1 • Si ces formes sont liées par une relation linéaire, ce fait subsiste après une substitution cr; pour l'exprimer, il faut écrire que tous les déterminants d'ordre q, tirés de la matrice formée par les coefficients, sont nuls. Nous allons faire voir que l'on peut aussi écrire simplement qu'un invariant convenablement choisi, renfermant des variables, est nul identiquement.
Si d'abord fq+\, fç+z fP+\ sont p q -+- i formes arbitraires semblables aux /,, il est clair que si les p -+- i formes /, dans leur ensemble sont liées par une relation linéaire, il vn est
de même de /', . f2 f p. puisque les autres /', sont arbitraires.
La condition cherchée esl obtenue d'après cela par l'évanouissement d'un invariant A qui contient p- q-\-i séries de coefficients arbitraires.
< )n peut diminuer, cl cela de plusieurs laçons, dans A le nombre des arbitraires : nous allons examiner spécialement deux de ces laçons.
D'abord, g étant une forme arbitraire de degré q: on peut prendre pour les formes auxiliaires f(/A , , fq+%, .... fp+{ les
produits xpK~q g, xp~q~* x2g, rP 9g, qui forment évidemment
un système invariant, de sorte (pie toute relation linéaire entre les fi et ces formes entraine une relation Linéaire entre leurs transformées. Mais il faut montrer ipie si celte relation linéaire
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est supposée exister, c'est-à-dire si l'invariant A correspondant, invariant des/} et de g, s'annule, les formes /', elles-mêmes sont liées par une relation linéaire, en supposant, bien entendu, la forme £• arbitraire.
La forme g ayant ses q racines arbitraires, il résulte de l'hypothèse que l'on peut déterminer des quantités X; non toutes nulles, telles que )M f\ + 1^f~\- • • • 4- ^qfç soit une forme admettant q racines arbitraires; si («), (&), (c), . . . sont ces racines,
on a donc
/i(«) Ma) ... /,,(«)
Mb) Mb) ••• Mb)
A(c) /,(c) ... fr/(c)
ce déterminant étant nul, on a une relation telle que
les es/ étant indépendants des (a); changeant les (a) en (,r), on en déduit immédiatement que les f sont liées par une relation linéaire à coefficients constants.
Nous avons supposé ici que les mineurs du déterminant relatifs aux éléments de la première ligne n'étaient pas tous nuls; s'il en était ainsi, on raisonnerait de la même façon sur l'un de ces mineurs; et ainsi de suite.
En second lieu, montrons que l'on peut choisir pour g la forme simple (ç|. ■*•)?, qui ne dépend plus que des arbitraires çf et £2, variables que l'on ne suppose pas figurer dans les coefficients des fi. Par hypothèse, on a, les (£) restant arbitraires, une relation
telle que
et l'on peut évidemment supposer que les 0/ sont des formes de même degré en(£), tandis que à est une forme de degré p— q par rapport aux (#), contenant aussi les (?)•
La relation précédente ayant lieu identiquement, on a aussi, en prenant la polaire par rapport aux (ç),
choisissons les (r,) de façon que le coefficient de (;LrV/ ' dans cette relation admette une racine arbitrairement donnée d'équation (ç(1)|#) = o. Si ceci n'est pas possible sans que les coefficients de la relation deviennent tous nuls, les cp/, avant leurs jacobiens nuls deux à deux, sont de la forme X/<p! ; ), les )./ étanl des constantes; et, pour la même raison, on aura 'l(zx)<f = -r : . cette dernière hypothèse entraîne g" = o, et par suite on a une relation linéaire à coefficients constants entre les//, de sorte que la proposition est démontrée.
Si, au contraire, les coefficients ne de\ ienoenl p.is tous nuls, on a une relation telle que
où les notations s'expliquenl d'elles-mêmes.
En appliquant à ente relation le même procédé el continuant de la même façon, on rencontrera une relation à coefficients constants entre les/}, «m bien <>n sera ramené finalement au premier cas, c'est-à-dire à une relation telle que
- ;,/ ' /' . - ? ' /".-+- ■ '' ' f -4- iL<<7-i> e
g étant une forme aux racines arbitraires : . : ' i ; '/~,)).
Donc, dans i"n> les cas, l'évanouissement identique du déterminant A des coefficients des formes /',- et des formes auxiliaires xp{ ' : i .'■>■/. ./;' ; ' .r . : ./ ■ /'/, ...? exprime l'existence d'une relation linéaire entre les formes//.
La marche de la démonstral ion montre en même temps comment l'on pourrait faire d'autres hypothèses sur la composition îles formo auxiliaires adjointes aux /', pour former le déterminant A.
On pourrait aussi, pour exprimer «pie les </ luîmes// sont liées par une relation linéaire, exprimer que leurs dérivées partielles semblables d'ordre </ — i sont liées par la même relation linéaire; comme il y a (j dérivées partielles d'ordre (j — i, on voit que l'on est amené à égaler à zéro le déterminant formé par les dérivées partielles d'ordre q — i des y formes /'/. Réciproquement, il est aisé de démontrer que cette condition est suffisante. Mais ce déterminant, qui est un invariant, e>l de même degré par rapport aux (.r) que l'invariant A obtenu en dernier lieu, quand on n remplace ç, par x2 et ç2 par — x, , ce qui ne change rien à ses pro-
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priétés; de plus, on voit tout de suite que ces deux invariants ont même source, à un facteur numérique près; donc ils coïncident à ce facteur près. Il en résulte une transformation de déterminants qu'il serait facile de justifier directement.
51 . Les considérations qui précèdent nous permettent d'obtenir sous une forme particulière un système invariant tel que l'évanouissement de toutes les fonctions de ce système soit la condition nécessaire et suffisante pour que tous les déterminants d'ordre q tirés de la matrice formée par les coefficients des fi soient nuls. Elles permettent aussi, d'une façon plus générale, d'écrire des conditions nécessaires et suffisantes pour que tous les déterminants d'ordre q tirés d'une matrice à q lignes soient nuls, et cela sans aucune hypothèse préalable.
Les applications possibles sont nombreuses : en voici dès maintenant quelques-unes.
Pour écrire que deux formes semblables f, = axp, f2 = bxr, sont identiques à un facteur près, nous avons la condition A = o. suivante, où l'on a remplacé çf par x2, £2 par — xK :
ap,o Pap-\,\
■IXtXï
IXiXy
ao,p
bo,P
cet invariant ne diffère que par un facteur numérique du jacobien J(/, g), d'après ce qui a été dit plus haut.
Considérons les dérivées partielles d'ordre h de la forme f=axp,
h étant au plus égal àf , de sorte que leur nombre est au plus égal à S- -4- i, et leur degré au moins égal à £■• Si ces dérivées par-
tielles, qui forment un système invariant, sont liées par une relation linéaire, ce fait est exprimé par l'évanouissement du combinant A, invariant pour/, où l'on a, comme plus haut, remplacé An. — I. 4
5o LIVRE I.
les (£) par les (x) :
ap,o &P—i,i
ap-h,h {p — h)ap-h-\,h+\
"h.p-n dp— i,p— /n-i
En particulier, si p est pair et h égal à — > cet invariant est
indépendant des (x).
L'invariant précédent ne diffère que par un l'acteur numérique du suivant, d'après ce qui a été dit plus haut.
à*hf
Ar?"
dx\h-*dxt
frhf
dx\ll-i àx2
dx\h-*dx\
àltif
• >.,■'{ ,).,■'!, 0r'{ ldx\ '
dx\dx'i
à*hf dx^dx'i+i
dx\h
le déterminant A' est d'ailleurs le déterminant A relatif au* dérivées partielles d'ordre // de la polaire d'ordre > h «le /'par rapport aux (x) remplacés par les (y)-, considérée comme fonction des {y)- Pour h = i - A' est le hessien de f à un facteur pus ; A en est une transformation.
Si les q formes /', . f, /'7. dépendant des (x) et de
degré/?, sont liées par r relations linéaires distinctes, on peut exprimer ce fait de la façon suivante. Entre q- — /'-ri quelconques des formes données existe une relation linéaire; si donc gt) gï, •••, g'p-ç+r sont p — q~r formes auxiliaires arbitraires semblables aux/}, tous les déterminants d'ordre /?+ i tirés de la matrice formée par les coefficients des p -+- r formes fi et gk sont nuls; et réciproquement. Uors considérons /• — i formes nouvelles auxiliaires, arbitraires. // , , h., hr_{ de degré p -\- r — i
par rapport à des variables (y) : en appliquant ce que nous avons dit précédemment, on obtient la condition cherchée sous la
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forme A = o, A étant un déterminant d'ordre p -\- /• facile à former. Mais, comme les gk sont arbitraires, on peut ici, comme on le vérifie sans peine, réduire le degré des hi à q — i en y supposant y^+r~q en facteur; le déterminant A se simplifie alors, et l'on voit tout de suite que si l'on considère le système composé des gif, des h( et de la forme
rf-'A+yr*?*/*
A est un invariant multiple pour ce système, où les (x) et les (jr) forment deux groupes séparés de variables.
On pourra d'ailleurs diminuer le nombre des arbitraires figurant dans A et prendre en particulier
iH = yrr-{?Ay)i->-
h-i=yrï-3y-2{ri\y)l-r^,
Ou pourra aussi transformer A, comme il a été dit à la fin du n° 50, en utilisant des considérations analogues.
Si, par exemple, les cinq formes du sixième degré fK = axv, fo= bx>>, • • • sont liées par trois relations linéaires, le déterminant A devient
ni
Cfl.O
'^ir,
'.ÏT»2
«Vu ^6,0
;is
JÇlÇl
Nous avons ainsi, en particulier, un moyen d'obtenir d'une façon générale des conditions nécessaires et suffisantes, sans hypothèse préalable, pour que tous les déterminants d'un certain ordre, tirés d'une matrice ou d'un déterminant soient nuls, puisque l'évanouissement de A correspond à l'évanouissement de tous les déterminants d'ordre q — r -+- 1 du tableau formé par les coefficients des formes fi.
En appliquant ce que nous venons de dire aux dérivées par-
tielles de même ordre h d'une forme f, prises avec les coefficients numériques convenables, on obtiendrait un invariant du système /, (H), (r,), évidemment. En supposant /■ = //, puis remplaçant les (2j) et les (r,) par les (x), on retrouve ainsi le hessien de/ sous différentes formes : en faisant les (/|) égaux aux (ç), on obtient donc dans ce cas une condition suffisante pour exprimer la dépendance linéaire proposée; mais c'est une exception.
I. — Les invariants des systèmes linéaires
o3. Nous appelons système linéaire un système S composé uniquement de variables isolées et de formes linéaires.
Remarquons d'abord que l'étude d'un tel système revient à celle d'un système composé uniquement de variables des deux espèces; et même on peut encore supposer que toutes les variables sont de première espèce, par exemple. En effet, si les (£) sont des variables de seconde espèce, en faisant £, = x2, £2= — &i, il est clair que les (x) se transforment par la substitution cr de la même façon que les variables de première espèce, au facteur 0 près. De plus, on peut prendre une forme linéaire de première espèce sous le type («), de sorte que cette forme égalée à zéro définit précisément l'élément dont les coordonnées de première espèce sont(^c),
et que ces (x) se transforment, au facteur 0 près, comme les variables de première espèce.
A partir de maintenant, nous appliquerons ces remarques, en nous bornant aux variables de première espèce, et en prenant
toujours les formes linéaires sous kt forme (xx), ce qui permet
de les remplacer par les variables (x).
Soit donc un système linéaire S composé de n couples de
variables isolées (x), (y)-, (z), (t), (u)
Les invariants du système sont tous les déterminants du type ixy),
en nombre — -; ils forment, comme nous allons le faire voir,
un système complet.
Entre ces invariants existent des relations, car 2ft--3 seule-
ment d'entre eux sont indépendants : on peut choisir pour ceux-là (xy), (xz), (xt), (xu), ...,
(r-s), iyt >> v>«)
et tout autre déterminant tel que (:-l) est lié' à ceux-ci par la relation
(xy)(zt) = (xz)(yt)-(xt)(yz).
Tous ces invariants sont d'ordre — i , si les éléments du s\ slème sont à proprement parler des variables.
55. Démontrons maintenant que les invariants (-''y) forment un système complet, c'est-à-dire que tout invariant du système S peut s'exprimer en fonction entière des déterminants (./•)>. Plus généralement, nous allons faire voir que tout semi-invariant du système S, des poids respectifs P, ci P2, c-<i une fonction entière des déterminants {xy) et des variables x2* y>, :-2- ■■■, chaque terme contenant P( — Pj facteurs du second type cl - l\ facteurs (xy), par suite. Ce théorème, dont la réciproque est évidente, contient le proposé.
Il suffit de démontrer le théorème pour un semi-invariant linéaire par rapport aux diverses séries de va ri a Mes. Kn ellet, par l'adjonction de variables nouvelles en nombre suffisant, et prenant assez de fois la polaire de la fouet ion donnée, on obtient finalement une fonction, qui est encore un semi-invariant évidemment, et qui esl linéaire par rapport aux diverses séries de variables. I )<• cette fonction on peut inversement tirer la fonction donné, en supposant
identiques plusieurs séries de variables, d'après les propriétés des
polaires.
Ceci posé, nous allons faire voir en effel qu'un semi-invariant
linéaire par rapport à toutes les séries de variables, des poid> respectifs P, et P2, est une fonction entière de ( xy) et des variables x2, ys, z2, ..., celles-ci figurant en nombre P, — V2 dans chaque terme de la fonction.
Le théorème est vrai pour une série de variables évidemment : x2 est le seul semi-invariant des (.r), linéaire par rapport aux (x).
Supposons le théorème vrai pour les variables (y), (s), (l), ....
CHAPITRE III. — LES SYSTÈMES LINÉAIRES
et démontrons qu'il l'est encore si l'on adjoint à ces variables les nouvelles variables (x) : il sera alors vrai d'une façon générale.
Le semi-invariant considéré est de la forme A, x, -f- A2x2 ; si A, est nul, A2 est un semi-invariant du système (y), (z), ... ; cl par suite le théorème est démontré.
Si A( n'est pas nul, c'est évidemment un semi-invariant du système {y)-, (s), • • ■ , des poids P( -h i et P2 ; par suite il est de
la forme
Zz(yz)(tu) . . . ViWiSi . . . ,
les premiers facteurs étant en nombre — P,— i, les seconds en nombre P, — P2 + i, dans chaque terme. On peut alors écrire, P, — P2 -+- i étant nécessairement positif,
Ai^i + A22"2 = I.a(xv)(yz)( tu) . . . w<,s2 ... — B2^2 ;
le premier terme du second nombre est un semi-invariant du système (x), (y), (z), . . . , qui est dans les conditions annoncées; donc B2x2 est lui-même un semi-invariant, et l'on est ramené au premier cas, celui où A, était nul, de sorte que le théorème est complètement démontré (').
Le système S admet comme invariants absolus géomé
(xz)(yt) triques les quantités de la forme - — — f^
1 1 (xt)(yz)
Il est facile de démontrer que tout invariant absolu géométrique rationnel est une fonction rationnelle des invariants absolus particuliers que nous venons de définir. Il suffit de démontrer qu'il en est ainsi, d'après ce qui précède, pour une expression de la forme
(xy)>^(xz)^(xt)>->. . . . (yz'y^(yt)'^. . . . (zt)^
où les /./y sont des exposants entiers positifs ou négatifs, tels que la somme de tous ceux d'entre eux qui ont un indice commun soit nulle. Le théorème est vrai pour trois séries de variables, car alors les \tj sont tous nuls; il suffit donc de faire voir que s'il est vrai pour le système (y), (z), (t), . . . , il est encore vrai pour ce ême système auquel on a adjoint les (x). Or si l'on rem-
(') Cette démonstration a été donnée par M. J. Deruyts (Essai d'une théorie générale des formes algébriques; Bruxelles, 1S91).
place (xz), (xt), (xu), . . , par lears valeurs tirées des équations
(xz)(yt) _ . (xl)(rz) _ (xu){yz) _ ^
(xy)(zt) ~~ 3' (xy){zt) " ' ;' (xy)(zu) '
l'expression considérée prend la forme
a£«aî«a}»...p,
P étant une expression analogue, mais indépendante des (x). Donc le théorème est général, puisqu'il s'applique à I*.
II. — Le rapport anharmonique
„- T ,. . , , , , (xz)( yt) . , ,
5/. L invariant absolu géométrique _' est appelé le rap-
port anharmonique des quatre éléments (a;), | y . (js), (/), pris précisément dans cet ordre, et nous le représenterons par (xyz-t).
Le rapport anharmonique défini de cette façon ne diffère pas du rapport anharmonique défini par des considérations géométriques directes, lorsque les éléments (x), (y), . . . sont des points en ligne droite, ou des droites passant par un point dans un plan, ....
Avec les quatre éléments (x). (y . s), (t), pris dans un ordre quelconque, on peut formel vingt-quatre rapports anharmoniques, mais il est évident que, si dans l'expression (xyzt) on permute entre eux deux éléments quelconques et en même temps les deux autres, le nouveau rapport anharmonique ainsi formé ne diffère pas du premier. 11 n'y a donc en réalité que six rapports anharmoniques distincts formés avec quatre éléments. On peut les écrire
(xt)(yz) ' J i.rzuU |
ki-{xzty)z= ■ ■ /■-, --(xzyt) =
{xy){zt) ■- J n zy)
£3 = (xtyz)= . . , j A.. = (xizy) = -
(xz){ty) ■' \ory)'tz)
On a d'abord
/l'i/i.', - /.' ■> IC, ''3«:t — 1)
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puis, à cause de l'identité
il vient
(xy)(zt)+{xz){ty) + (xt){yz) =0,
I k3— -jy- = O,
et par suite, en fonction de /»,, on a
Ai
08. Il peut arriver que deux ou plusieurs de ces rapports deviennent égaux. On a les différents cas suivants :
(a) k 1 = k\ = 1, alors k2 = k'3
(x) et [y) coïncident, ou bien (z) et (t). i h 1 k'i = k'3 = o ; alors k2 = k\ = 1 , k3 = k\ = vo.
(x) et (z) coïncident, ou bien (y) et (t).
(c) /i1 = A'2 = x; alors k2 = k\ = o, ^3=>t'3 = i.
(a?) et (/) coïncident, ou bien (j-) et (,5). 2"
( a ) A, = k\ — — 1 ; alors A2 = A'3 = - » k3 = k\ = 1.
On dit dans ce cas que (x) et (y) sont conjugués harmoniques par rapport à (z) et (î), et inversement.
( b ) k\ = k'3 = 2 ; alors k2 = k'2 = — 1 ; /x3 = Ar'i = - ■
(x) et (3) sont conjugués harmoniques par rapport à (y) et (i), et inversement.
( c 1 a ^ = Â'';> = - ; alors Â, = k\ = 2, k3 = k'3 = — 1 .
(x) et (t) sont conjugués harmoniques par rapport à (y) et (s), et inversement.
3° m désignant une racine cubique imaginaire de l'unité,
kt = Â2 = £3 = <■•>■ *1 = ^2 = *3 = ~~ 0)"-
On dit alors que les quatre éléments (x), (.r . s), (t) formenl une proportion équianharmo nique.
En particulier, on voit que si deux des quatre éléments coïncident, les rapports anharmoniques ont deux par deux les valeurs o, i , co. Il en est de même si les quatre éléments coïncident deux par deux. Si trois au moins des quatre éléments coïncident, les rapports anharmoniques sont indéterminés.
59. Dans les cas particuliers examinés, les équations qui défi nissent les rapports anharmoniques sont, en appelant — l'in-
connue i°
o, p2 = o, pi — p2 = 0 : p,-4-p2 = o, pi— 2p,= o, ps— ap, 0;
PÏ — Pip*-Hpî = o.
Entre les premiers membres de ces équations existe l'identité fondamentale
27PÎP1(P1— Pz)2" (pl"i-p2)2(p1 -2p2)*(p2 " 2pt)* = 4(pï— PlPs-t-pI
60. Nous remarquerons qu'un élément (a:) est défini sans ambiguïté par la condition que le rapport anharmonique (xyzt) ait une valeur donnée, (y): (z) et (t) étant donnés.
En particulier le rapport - des coordonnées d'un élément | [x
est égal au rapport anharmonique (j;0 0( 02 ), où O désigne l'élément de coordonnées (1, 1).
Il y a indétermination cependant si les trois éléments donnés coïncident, ou bien si (z) et (t) coïncident, avec {xyzt) = 1 ; ou bien si (y) et (t) coïncident, avec (xyzt) = o; ou bien si (y) et (z) coïncident, avec (xyzt) = y..
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Dans deux espaces home-graphiques quelconques, quatre couples d'éléments correspondants (x) et (ce1), (y) et (y1), (z) et {:■'), (() et (t!) déterminent même rapport anharmonique ; on a
{xyzt) = (x'y'z't'),
puisque le rapport anharmonique est un invariant absolu.
Réciproquement, si deux espaces quelconques se correspondent de façon que tous les groupes de quatre couples d'éléments correspondants déterminent un même rapport anharmonique, ces deux espaces sont homographiqu.es. Ceci résulte de ce que trois couples d'éléments correspondants déterminent une homographie, et de ce que le rapport anharmonique (xyzt) détermine (x) d'une façon univoque, sans exception, lorsque (y), (z), (t) sont donnés, distincts.
III. — Les invariants en fonction des racines
61. Considérons un système S composé de variables (5?), (y), . . . , et de formes _/" = axp, g = bxv, ... à une seule série de variables : nous supposons toutes les variables de même espèce, comme nous pouvons le faire sans diminuer la généralité.
Mettons en évidence les racines des formes y, g, ... en écrivant
comme au n° 7.
D'après ce que nous avons dit des fonctions symétriques des racines d'une forme telle que /, et ce qui précède, toute fonction entière des déterminants tels que (xy): (xail)), (xb{^), (a{i)a(J])i (b{i'>b{J)), (a^b1^), . . . sera un invariant du système S, si elle est homogène par rapport aux diverses séries de variables, et de plus symétrique et homogène des mêmes degrés par rapport aux divers couples des séries telles que («(l)), («(2,)> • • ' (^(,,)>
Réciproquement, tout invariant entier du système S peut s'exprimer sous la forme d'une fonction entière des (x), (y), • ■ • , (rt(i)), (bil))< . . . jouissant des propriétés de symétrie et d'homogénéité que nous venons d'énoncer; et comme, en outre, ce sera évidemment un invariant du système formé par les (x), (y)- . • .
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et les formes linéaires (xa{i)), (xb'-ïï), . . . , d'après le théorème du n" 55, cette fonction sera une fonction entière des déterminants (xy), (xali)), .... (a{'}b(J}), . . . mentionnés plus haut.
On voit de même que tout invariant absolu géométrique rationnel du système S peut être considéré comme une fonction rationnelle de rapports anharmoniques formés avec les éléments (x), (y) ia{i))i (^iï), .... cette fonction étant
symétrique par rapport aux divers couples des séries formées par les (a^), les (h'J )
Ces propositions mettent en évidence l'importance du théorème relatif à la formation du système complet d'un système linéaire, et celle de la notion de rapporl anharmonique,
(\"2. Appliquons ce que nous venons de dire aux invariants «pie nous avons déjà rencontrés pour un système ici que S.
Si f <i ,! . (m a tout de suite
D/1 , iMV/, /-y '■''"' ny"'2 ' • ■ • (ya(h)ï
?p J Zà (■>■<< ' \(xa - i. . .(ara</'>)'
la sommation étanl étendue à toutes 1rs combinaisons des
racines // à h.
On a
... (xa ■ H yaW)
i xya ' a J ) = - - — rf ,
(xa^)(ya"^)
et par suite la condition D* / o peut s'écrire
l> xya ' a '■ n xya - a • i-. .. xya{h)auV) = o,
la sommation étant étendue à toutes les combinaisons (<7('<'), («('V), ...,.(«(«'*)) des racines h à A. (a«>), (a<2>), . .., (a<A>) restant fixes.
On peut aussi écrire clans 1rs même conditions
X^xyaUJ a{i))(xya^ a<2>) . . . (xyalip-h> a-lp-h)) — o.
Ces équations définissent les /> — // éléments (x) qui forment le système polaire d'ordre h de (y), par une relation entre rapports anharmoniques. Pour h = s , on a
~L{xya^ a ' ) <>:
I.(xja^ali)) = o
C3. Siy= axp, g — bxP't on obtient facilement aussi
ut -)-f*y {aU)b'J))
KJ' h> ' pp' Ad(xa^)(xb^)
~{J""'~" p(P—\)p'{p' — \) 2d (àpW)(xaW)(xbW)(xbW)
et l'on pourrait continuer de même; on pourrait aussi réduire les relations J(/, g) = o, J2(/', £') = o à ne dépendre que de rapports anharmoniques.
Si g =/i on a
mais on a des identités telles que
(aWaW) (aWaW) (a^aW)
(xa{J))(xa{/>)) (xa[V){xad>) (xa{i) ){xaU> )
élevant au carré et ajoutant, il vient
yi ( qW aU) )« yiç i(a^a^)(a^qM)
P~ ^'^dixa^fixa^y- ~ *4(xaW)*{xaV>)(xaW) ~°'
et par suite, on a la formule plus simple
p*(p — i) *d(aeaW)*(xaW)*
Si J2(y, f) = o, l'élément (x) ainsi défini a pour système polaire d'ordre y? — • 2 un même élément (y) compté deux fois; de plus, on voit que le premier système polaire de (y) admet (#) comme élément double. Cette interprétation est évidente d'après la définition des systèmes polaires : généralement tous les invariants résultant des polaires pourront être interprétés de façon analogue.
I. — Les résultants
6i. Soient deux formes
/= axP= n(a?a«>), g = &*/» = n(*ftW)-
Le résultant de ces deux formes esl la fonction
R = Ua(h(j))P = (— i)PP'Ubla(t)r = (—\)PP'TL(aWbW),
où aj,!M' par exemple désigne ce que devient f quand on y remplace les (.r) par les | l>'J]).
R est un invariant d'ordre />/>' du système formé par/, £, et les (#), des degrés // cl /; respectivement par rapport aux | a) et aux (6). R=o est évidemment la condition nécessaire et suffisante pour que y et g aient au moins nue racine commune.
Si y est le produit de deux formes /', /", le résultanl dey cl g est évidemment le produit des résultants de/' etde^, cl dey et g.
Si y et g sont deux formes de même degré, le résultanl des formes À,/+y,2»', [J-\J ~r [J-'g, les (a) et les (u.) étant des constantes (jiielconqucs est évidemment (àul)^'R, R étant le résultant de y et g; R est donc dans ce cas un combinant des formes y et g.
65. On peut calculer le résultanl l! en parlant de sa définition : voici d'autres moyens plus simples.
Les formes f et g sont liées, quand elles ont une racine commune, et seulement dans ce cas, par une relation telle que
y et g' étant des formes des degrés p' — i et p — i respectivement. Cela revient à dire que les p — p' formes de degré p -+- p' — i,
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x^"1/, xP'~2x2f, • • • , x^~lf: xp~lg, x^Xzg, . . . , .r(; ', qui forment deux systèmes invariants, sont liées par une relation linéaire. Le déterminant de leurs coefficients, qui est des degrés p' et p par rapport aux («) et aux (/>) ne diffère donc du résultant que par un facteur numérique.
Supposons maintenant les deux formes f et g du même degré p, et écrivons-les de toutes les façons possibles sous la forme
'iffÇ'-r
/>i etyj2 étant deux entiers positifs dont la somme esty? + i.
Les p formes /, g2 — fïg\ •> c'e degré p — i , s'annulent en même temps, si f et g ont une racine commune, lorsque l'on prend pour (.r) cette racine. Le déterminant des coefficients de ces formes, qui est précisément du degré p par rapport aux (a) et aux (6), ne diffère donc du résultant que par un facteur numérique.
Si les formes f et g n'étaient pas du même degré, si l'on avait p'<CPt par exemple, on pourrait encore appliquer le même procédé : on remplacerait g par gg\ g' étant une forme arbitraire de degré/? — />'; on formerait le résultant de /"et de gg' comme nous venons de le dire, et on le débarrasserait du facteur étranger constitué par le résultant de /et de g'; on obtiendrait ainsi le résultant R de / et g. Le facteur étranger est facile à former si l'on choisit g' d'une façon convenable : si par exemple gt= (xy)P~P'} le facteur étranger sera (aYp)P~P'; si, plus particulièrement, g'=z xP~?\ le facteur étranger est ap0~P '.
Supposons encore/ et g du même degré, et rappelons-nous que si alors/" et g ont une racine commune, cette racine est au moins double pour leur jacobien J(/, g), et par suite annule les deux dérivées partielles de ce jacobien.
Si alors on considère les ip — 2 formes de degré ip — 3
?J(/, g) dJ(/) g) ,,_3 f Ti'-'*r,f x>'~% f xp~3 »■ TP~3 o-
— , — , xv j, xl X-îJ, ..., j 2 J, U 1 ff, ..., x.2 0,
il est visible que le déterminant de leurs coefficients ne différera du résultant 1À" de f el g que par un facteur numérique.
On peut ramener le cas général où les formes ne sont pas de
même degré à ce cas particulier, en raisonnant comme précédemment.
On pourrait encore, dans le cas général, écrire comme résultant le déterminant des coefficients des formes J, xff~*f, . . . , .r?;'-2/, xp~- g, .... oc?-'* g, de degré p -f- p' — 2, et en nombre p-hp'-i.
L'identité des différentes formes que nous venons de trouver pour le résultant est facile à vérifier directement.
66. Nous allons non- occuper maintenant de la détermination du nombre et du calcul des racines communes à deux formes f et g, lorsque leur résultant R esl nul.
On peut partir de deux points de vue différents : on peut, en effet, chercher combien de racine- «le g appartiennent à /', ou combien de racine- de f appartiennes kg] mais on peut aussi chercher le nombre proprement dit des racines communes à y" et à g, c'est-à-dire encore le degré du plus grand commun diviseur de f et g. Dans le cas où les formes ont des racines multiples communes, il est clair que ces deui points de vue conduisent à des résultats différents. Si. en effet, (y) est une racine commune ày*elà g, multiple des ordres q el q' pour ces deux formes, parmi les racines de g appartenant à /', < v< compte q1 fois; parmi les raciues dey* appartenant à g, (y) compte q fois : parmi les racines communes à /'et à g: 1 r compte un nombre de fois égal au plus petit des deux nom lue- y el q'.
Cherchons d'abord combien de racines de g appartiennent à y*, et calculons ces racines.
Remplaçons f par /' — '/.//. X étant un paramètre arbitraire et h une forme semblable à f;h = Cxp. Le résultant de /' '/.// et de g sera
Supposons que q racines de g soient (6(,)), (0{'- (^q))j
appartiennent à f, et pas davantage; alors on a directement
R' = /Me i, i; Pc 1, - r ■ ■ ■ ' ' 4- a '• 1, 7+1 r \ . . . 1 " /, r r - À C i, r
On voit par suite que ce cas est caractérisé par ce fait que la po-
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laire D*CR est nulle identiquement pour k<iq, c'est-à-dire que les dérivées partielles de l'ordre q — i de R par rapport aux (a) sont toutes nulles; en outre D^eR n'est pas nulle identiquement, et contient le facteur c^<> }r . . . c{b </ y ; il en est de même d'ailleurs de tous les coefficients des puissances de A dans R'. Ceci donne donc le moyen de calculer les racines de g qui appartiennent à/, puisque D£CR est précisément de degré q par rapport aux (e). Si en particulier on prend h = (xy)P, les (y) étant des variables quelconques, l'invariant D^'R exprime par son évanouissement identique que q racines au moins de g appartiennent à /; et l'invariant D^6.R est à un facteur près la puissance /?iclie du produit
(yb(i))(yb^)...(yb{i)).
On raisonnerait de même en renversant les rôles de /et g.
Si les coefficients de / sont considérés comme des formes de même degré par rapport à des variables À,, A2, .. . Àrt, et si, lorsque entre ces variables existe l'unique relation irréductible <p(A,, A2, • • • À„ ) — o, on suppose que q racines de g appartiennent à y, il résulte de ce qui précède que le résultant R de/ et g contiendra le facteur cp à la puissance q .
67. Cherchons maintenant à reconnaître le nombre des racines communes à/ et g et à les calculer.
Si les deux formes f et g ont au moins q racines communes, et seulement dans ce cas, on sait que l'on peut déterminer deux autres formes/' et g', respectivement des degrés/?'— q et p — ■ q: telles que l'on ait identiquement
Ceci revient à dire qu'il existe une relation linéaire entre les formes x^f, xp' ~q~* x2f, . . ., *£'-*/, x^ g, . . ., x^ g, en nombre p -\-p' — 2.q + 2, et de degré p +/>' — q', ces formes constituent deux systèmes invariants. Si alors on procède comme au n'J 50, en adjoignant à ces formes les suivantes :
x'{-"-h, x^-tJi, ..., x't-h, An. — I. 5
h étant une forme arbitraire de degré p — p' '— >q -f- 2, le déterminant des coefficients des p — p' — q-\- 1 formes ainsi obtenues sera un invariant de y, g, h, dont l'évanouissement sera une condition nécessaire et suffisante pour que/et g aient au moins q racines communes. En particulier, on peut prendre h = (xy)P+P'~-i+-, et l'on obtient un invariant de/, g et des ( r), soit 11,,, qu'il est inutile d'écrire : c'est un déterminant d'ordre/) -r-/>' — r/+ 1, des degrés
(CJ — l)(P ~ f' — 27 ~ 2)iP' — 9 " ' * P — 7 + • respectivement par rapport aux (y), aux (a) et aux (b). Pour q = 1 , R? est le résultant de /et g, tel que nous l'avons calculé au n° 65.
Supposons qu'il y ait précisément q racines communes; alors, h étant arbitraire de degré p p' — iq, les formes .r',''-?-1/, ....
<"7_I/5 xpK~q~Kg '': '< '.-• ■>'[ '/'• •••, x\ '//. de degré
p -r- p' — q — 1, et en nombre p -+- p' — q, ne sont pas liées par une relation linéaire quand h reste quelconque; mais si h admet
l'une des racines communes (c(,)), (c(- (c(^) à f cl à g,
une relation linéaire existe évidemment entre les formes considérées; le déterminant qui, égalé à zéro, exprime ce fait est donc divisible par h(c{,}) /i(c(-)) . . . //(c('/)), et comme il est précisément de degré q par rapport aux coefficients de li, on a ainsi un moyen de calculer les racines communes à/el à g.
Si, en particulier, on prend A = (xy)P+P'~2i , le déterminant considéré est Px,/a , . cl est à un facteur près la puissance(/> -\-p' — 2 q'y,mc du produit ( ycl,))(ycliij . . . < jv '/ .
Ajoutons qu'il est facile d'exprimer I » ,7 en fonction des racines de / ou g] on a sans peine par exemple, à un facteur près, la valeur deR?
V [(yb'v)(yb- . . . vi,i 1 \P+p--jç+*f(bW) . . .f(b<Pn)
On pourrait encore remarquer que l'on peut toujours vérifier l'identité ff -+- gg'-\- hh'= o où/', g' clh' sontdes degrés// — q, p — q,q — 1 , etoù h est une forme arbitraire du degré/>~// — 2 q-\- 1 . Si/ et g onlq — 1 racines communes, l'équation /*'= o détermine ces racines, tandis que, si /et g ont au moins q racines communes, h est nul identiquement. On définit ainsi de nouveaux invariants qui peuvent se ramener aux précédents : pour q = i, //est précisément le résultant.
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68. Revenons à la méthode donnée au n° 6a pour former le résultant clans le cas de p'= p.
Posons, en changeant les notations.
Si nous écrivons
on a
ou
f = aox^^r- a^x\~x a?2+ a2cc1~- x\ ■+■..., g = ô0a?£-i- blx1-^xi^-b2xtl--xl-+-
/z2 = ( a0b.2)xrl '1 -f- [(«0^3) -f-(ai62)]a:/]'~2^2 -i-[(a064)-i-(a163)]a7f-3a7|4-...,
■+- [ («0 #5) ■+- ( «1 bk ) + ( a2 b3 )] a??-3 a?l -f-
0,-6y) = aibj—ajbi.
On voit que le déterminant des coefficients des A/, c'est-à-dire le résultant R dey et g, sera un déterminant symétrique. On voit aussi que la forme
inv'r1 -+- ^2jr2j'2+ a3jv^ ki -. . .
est égale au quotient — — — , symétrique en (<r)
et (y), et invariant.
De même que le résultant peut se mettre sous la forme du déterminant des coefficients des hi, le déterminant R7 du numéro précédent peut se mettre sous la forme du déterminant A du n° 52, dont l'évanouissement exprime que les ht sont liées par q relations linéaires, et dans lequel on remplace les (£) et les (rj) par les {y)> Pour le faire voir, il suffit de remarquer que Ton obtient ainsi, d'après ce qui précède, un invariant, et de montrer que cet invariant est du même degré que l\q par rapport aux ( y) et a même
source : l'égalité des degrés est évidente; nous allons montrer l'égalité des sources sur un cas particulier.
Soit/? = 5, q = 3 ; l'invariant A considéré devient
(a0bi) (a0b2) (a0b3) (ff<A) («0*5)
(a0b3) (a064)-t-(rti63) («0*0 -+-(«164) + (as 63) (a, b5) -+• (a2 64) (a265)
yl — tyiyl -3j?j2 — JÏ- o
yi
■iy\yi
-3jij2
tandis que l'on a
Rs
1 "»Jl7l
— GJl72
- wyïyl
''•.rî.»1
- GjÏJK2
Les coefficients de y\~ (huis ces deux invariants sont respectivement
(a0bi 1 («0*2) («0*3)
(«063) («0*4)— ("l f':: I f"i1^l-T(."|^) + (fl2^)
et
pour montrer leur égalité au signe près, il suffit de multiplier le
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second par
Comme on le voit, nous sommes encore ici dans un cas où, pour exprimer que les hi sont liées par q relations linéaires, on obtient une condition nécessaire et suffisante en rendant identiques, dans le déterminant A du n° 52, les variables des deux séries. Eu effet, dès que/ et g- ont q racines communes, les A; sont liées par q relations linéaires.
On pourrait multiplier les résultats de ce genre, et varier de bien des façons les moyens de les obtenir : nous ne nous sommes arrêtés qu'aux plus importants.
69. On peut se proposer de chercher des conditions nécessaires pour que </ formes données ne dépendant que des (x) et de même degré p, J\ , /2, . . . , fq aient r racines communes.
11 faut et il suffit que les deux formes
et
yrxfx+yr*y*f*-
ïî-Vi-^r1 *«/»+•■
aient r racines communes, quelles que soient les quantités (y) et (z). On peut employer, pour éviter les puissances de(yz) dans le résultat, les combinaisons évidentes
\y;]i--A+ y^\yz\<i-*f^...-k-y\-*z\-*fq-u
yT
V^yl
ly*M*-
où la notation [ys]' désigne le cpiotient à développer.
facile
La condition cherchée sera, par suite, en faisant
J\ = cIqXP -t- CL\XP-XXi -h. . .,
f., = b0xP -+- bixP-lXt -h. . ., _/ 3 = Go XP -+■ c, xP-Kr.2 -+-...,
l'évanouissement identique du déterminant d'ordre ip — / -+- i
a0[yz]v-*-h 6072*2 1>*]*-3:+-- ■ o
fip--2r+2
otiysyi-i + btfiZilyz]*-*-*-
!>0'l-2~{ -i + cly\-^z'[-^[yzY
— {ip — %r-^-7.)tit\P-ir+i
où les (/) sont de nouvelles variables et où Ton distingue trois groupes contenant chacun respectivement p — r -f- i,j0 — /• -f- 1 et /• — 1 lignes. Ce déterminant peut se transformer, à une puissance près de [7.5] ?~2, dans le suivant, d'ordre /• — i4-</(/> — r + i),
ty>-
fo
yiz\
y*zi
où l'on dislingue : 1" q groupes de p — r + 1 lignes et un groupe de ;• — 1 lignes ; 20 un groupe de ip — /• — 1 colonnes et q — 2 groupes de /> — /■ + 1 colonnes.
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on retrouve le déten anl primitif, •■ un facteui pr<
On fera de même dans l< néral, le déterminant multipli
cateur auxiliaire étanl toujours fa< ile ■> form< r.
II. Les discriminants
Tu. Le discriminant S 'I une forme f << , Il i est \<
i ii i ■ • n i ,• i '*/ i
résultant des « l«u x dérivées partielles /, /. • <!<•
cette forme; ces dérivées partielles formant un système invariant,
S est un invariant de f d'ordre p j> i , de 'l<'_ i par
rapport aux a .
S =oest la i lition nécessaire et suffisante pour que J ail
une racine multiple, de sorte que f ne peut différer du pro
diiii Q(a que par un facteur numérique.
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D'après cette remarque, le discriminant du produit de deux formes est égal au produit de leurs discriminants multiplié par le carré de leur résultant. C'est ainsi que l'on voit que si dans S on lait cip^ =0, les termes restants ne diffèrent que par un facteur
numérique du produit de crp_{ , par le discriminant de — — -•
Plus généralement, si ap^, ap_i t, a^,_2 2, . . . sont divisibles
par À*, X*"1, Xk~- A étant un paramètre, le discriminant de f
sera divisible par AA' A_l) : si, en effet, on considère A comme un
infiniment petit, l'équation / <>, en --, a /" racines infiniment
petites de l'ordre de).; et par suite EL («/«y)2 est divisible par)/(/f~,). Un même raisonnement peut servir dans les cas analogues.
71. Cherchons à déterminer le nombre et la nature des racines multiples de f lorsque son discriminant est nul, et à calculer ces racines.
Soit g une forme quelconque semblable à f, g= bxP, et X un paramètre arbitraire : le discriminant de^-f- \g est
J¥= - DAASH-X^Py~a D»ftS
rl * 2;i-:i l 2
ïl>-;i • 2 * lj>-
S' est aussi le résultant de formes f\ H- \g\ , fi > -g* que nous appellerons /. , et /..,.
Considérons le résultanl 11' des formes
a i/'i -f- .ro/.-, = /-t- lg, kigi—kigi = i(f, g);
il contient S' en fadeur, et aussi le résultant II de/" et g, puisque
si l'on a .r, /.', -f- ,r.,l> \> = o et kt g% — /.'j,A'i=o sans que /,-, et /fa soient nuls, on a .r, g , -f- x»go = g = o, et |)ar suite /" = o. En comparant les degrés par rapport aux coefficients, on voit que l'on peut écrire R/ = mRS', m étant numérique et indépendant de X. Cela étant, supposons que («(l)), (V/(2)), . . . («w) soient communes respectivement r/t, ûr2, . . . y, fois à fK et/'a, et par suite soient racines multiples des degrés q{ - - i, ^2+ i> • • • pour /; pour abréger, soit q — qt -f- r/» -j- . . . -f- <//. Appelons aussi (c(,) ), (cf2)), . . . (ci'1P~-~i)) les autres racines de J(/, £■). On a
et le coefficienl de '/.' n'est pus nul dans cet h' expression, si g reste arbitraire; si en effet a(c(< r par exemple était nul, on aurait pour les (x) é^;iu\ aux (c(,)), à la fois
sans que /, el /'.. fussent nuls; par suite, on aurail ;m>si xKgK- -■•'--! g o, ce qui esl inadmissible.
Donc,/, el /'. ayant q racines communes, distinctes ou non, on voit d'abord que R.' el par suite S contient /.'/ en facteur, sans que le coefficienl de /.'/ soil nul : les dérivées partielles de l'ordre q - i de S par rapporl aux [a sonl donc toutes nulle-. et \y'(lll S n'esl pas nul identiquemenl .
Remarquons maintenant que si I <>n pose
■l Ti,
le coefficient de 7f dans R est égal au produit «lu résulta ni de g et 4> et du résultant de f el tp. Remplaçons alors g pai r ;>/'. // étanl une forme semblable à /, el u. un nouveau paramètre arbitraire, el supposons que _ admette la racine ! a ' I par exemple. Si I! design |ue devient 11' dans ce cas. 11' esl divisible par '/:< . el le i oefficienl <le '/' esl le produit du résultanl de _ ;/// el de ô par le résultant de /el d< désignant ce que devient p. Le résultanl de g ix/j el <l<- y contient en facteur ').'>< ; le résultanl il«' /'ri x tient '!«• même u.' +l en facteur,
puisque / admet y, i fois la racine (a(< ». que s admet cette même racine au m. .in- une ï"i- dans notre hypothèse | 16), enfin que - se développe sous la forme u><p< . ... Le coefficient
de \i dans El" contient donc u.2* ' en facteur; le résultanl dey ei de g 4- tx/i contient d'ailleurs \>'< ' ' en facteur; donc finalement le discriminant S de/ u.A) contient a'/;;.'/ en facteur.
D'après i ela, les polaires l> I» kS . qui sonl les coefficients des termes )//•;/ dans S", les étanl les coefficients de A. sonl
tontes nulle- pour /, y, . dans l'hypothèse faite, el par suite D£4S contient le facteur b . I lomme I >,',, S est de degré q par rapporl aux (b), ce! te quantité esl 'lune égale, .'• un Lui eu r près indépi ndanl des i b . au produit A'. , /< ....
On a ainsi le moyen de calculer les racines multiples de/. Si, en
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particulier, on prend g = (xy)P, l'invariant D^'S exprime par son évanouissement identique (\x\ef\ etf2 ont q racines communes au moins, et l'invariant D^S est à un facteur près la puissance/?ièn,e du produit (y«H))?'(/tt(2))^ . . . (yaW)n.
On fera une remarque analogue à celle du n° 66 relative au cas où les coefficients de f seraient des formes de même degré par rapport à des variables ),,, X2j . . . , \n.
72. On peut aussi appliquer à ft elf2 ce que nous avons dit au n° 67; ces deux formes auront q racines communes si un certain déterminant Sq est nul identiquement; S^ est d'ordre ip — q — i , des degrés i{q — i)(p — q) et 2 (y? — - q) par rapport aux (y) et aux (a); dans ce même cas, S?+, sera à un facteur près la puissance z(p-r-q — i) du produit [ya{i))(i>{yai--))<i'- . . . {ya[i))i <, considéré plus haut.
En fonction des racines de y, on trouve, à un facteur près, pour Sq la valeur
-[(j«(1))(/«(2i) •• (ya{fi~l))Y-{i>-i\aW aW+1))'2 . . . (alP-UaP)*.
On peut aussi appliquer ce que nous avons dit au n° 69 de la façon suivante : si l'on veut exprimer que y a q racines d'ordre h-\- 1 de multiplicité, on exprimera que les h + i dérivées partielles d'ordre h prises avec les facteurs numériques convenables ont q racines communes. On obtiendra ainsi un invariant représenté par un déterminant d'ordre
Nous n'insisterons pas davantage sur ces questions.
CHAPITRE Y
L \ FORME BILINÉ URE.
7)i. La forme bilinéaire
_/'./•. y aX} "m /'i >•, on "ii-'-î.v,-- atiXifi,
l'écriture des coefficients étanl simplifiée, comme nous le ferons toujours dans l'élude des formes particulières, offre cel intérêl particulier que ses propriétés son! celles de l'homographie. Si, en effet, on a/=o, on peul écrire
et si le déterminanl / '',<>'■■ "\±"-\ n'esl pas nul, on définit ainsi nue homographie entre les éléments i x) <•! les éléments (y)- Si I » > 1 1 a / o. dous dirons encore <|u'il \ .1 homographie, mais celle homographie sera singulière; ses propriétés sont les >uivantes : -1 \ es! l'élémenl a < de coordonnées — <i.\. an) ou ( — " -2- " \ 2 > etsiBesl l'élément (y) de coordonnées i/:J,":l ou -"ij. an , a tout élément (r' autre que 15 correspond toujours A, ci à l> correspondent tous !<■> éléments (.v); à tout élément (x antre que \ correspond l!. • 1 .1 \ correspondent tous les éléments t .
Si les espaces \ el ^ remplis par les (x) et les (y) sont distincts, les invariants multiples de /'. des x et des [y) sont -culs intéressants : il est visible qu'il n v en a pas d'autres que / e\ j, de signification évidente. On peut alors, si y n'est pas nul, ramener y à la forme canonique simple
et cela d'une infinité de façons. Si y esl nul, f peut se ramener à la forme
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74. Nous allons nous attacher au cas particulièrement intéressant où l'on suppose les séries X et Y coïncidantes, et rapportées aux mêmes coordonnées, ce qui ne diminue pas la généralité; nous étudierons alors le système formé par /', les (x) et les (y).
Nous avons d'abord, outre f et (xy), l'invariant g=f{y, x), que l'on déduit de f en permutant les (x) et les (y). g = o est l'équation de (x) de Y correspondant à (y) de X.
Nous avons aussi les invariants h=/(x, x), k=f(y, y)) égalés à zéro, ils définissent les éléments qui, considérés comme appartenant à X ou à Y, coïncident avec leurs correspondants. Les identités
/— ^ = («12— «u)(ayOi fg — hk = — (' «a a-2-2 — «12 «21 ) (xy)'
nous conduisent encore aux invariants proprement dits
Les invariants y, g, A, k sont d'ordre zéro; (xy), i el j sonl respectivement des ordres — i, i et 2.
Ces sept invariants, dont cinq seulement sont indépendants, forment un système complet.
Comme on le voit, la forme f seule, qui ne dépend que de quatre coefficients, admet cependant deux invariants distincts ielj,
i2 et par suite un invariant absolu géométrique — ; c'est là un fait
exceptionnel.
La signification de i = o est facile à trouver : en effet, pour i = o, on a /= g, et réciproquement; par suite, (y) a toujours même correspondant, qu'il soit considéré comme appartenant à X ou à Y, et ceci n'a lieu que dans ce cas; on dit qu'il y a involution .
h et k sont des formes nulles identiquement, si f se réduit à (xy) ; alors les séries X et Y sont confondues : c'est un cas que nous pouvons écarter.
7o. On peut retrouver les résultats précédents en cherchant directement les éléments doubles, c'est-à-dire ceux qui coïncident avec leurs correspondants, qu'on les considère comme appartenant à X ou à Y.
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Il faut en effet, pour trouver de tels éléments, résoudre les équations
or,
ce qui conduit aux équations nouvelles, en appelant - la valeur commune de ces rapport-.
i a2i — p )-ri — atiXi — <>.
«-/, , ./-, (au — p) a?j — <>.
avec
"II
on
ip - / = o.
Les racines de l'équation en p étanl invariantes, puisqu'elles sonl telles <|u<' la forme g-\-$(zy) ail son invariant y nul, on retrouve ainsi l< •- invariants i el /.
Il \ a de us éléments «lu ni île-, confondus -i l'on ;i /- — 4y = o.
Siy'=<>. l'h «graphie esl singulière «i les éléments doubles
sont les éléments \ el I! des deux séries \ el i définies précédemment; si en outre i ", ces éléments sont confondus, el il \ .1 involution singulière.
76. Si les éléments douilles sont confondu- eu O', , on peut ramener /" ;'i la forme canonique
a'xlx\y\ »],<■>•' r'), a\ , n'étant pas nul.
Le- éléments doubles étanl distincts, en les prenant pour les nouveaux éléments fondamentaux O', et <>.. on réduit fh la forme canonique
a , 2 f ., , n (iiini pas nul.
Par quelles transformations arrive-l-on à celte forme simple? Introduisons des variables i s) quelconques; on a
h(x)h{z)=f(x,z)g(x,z)-hj
/(.r, cj — l'.rc,
'-•JTZ
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puisque h(x) doit se transformer eu (a\2 + a2i)x\ a?'2, posons
xl=f(x, z)—(xz) - -^—^L,
xi=f(oc, z) — (xz)- J-,
les formules pour passer des (y) aux (y) étant analogues.
Le déterminant de la substitution linéaire ainsi définie est,
les (x) étant les variables primitives, - -; donc i et //
étant des invariants des ordres i et o, on a, en faisant les (x) identiques aux (s),
h(z)s/i*-âj
h(zy
formules qui déterminent a\.2 et a'21 sans ambiguïté.
77. Sur la forme canonique, [x') et(j') désignant deux éléments correspondants, le rapport anharmonique de ces deux éléments
associés aux éléments doubles, soit (x' y' 0\ 0[,) , est égal à ; ,' >
c'est-à-dire à —• On a donc en général
(ayO',0',)- - v/^ r4y .
ce rapport anharmonique a une valeur constante h qui dépend de l'invariant absolu géométrique -. •
Dans le cas de l'involution, et seulement dans ce cas, on aî = o, et par suite k = — i. L'involution est donc caractérisée par ce fait que les éléments doubles sont conjugués harmoniques par rapport à deux éléments correspondants quelconques.
Pour définir une involution, il est nécessaire et suffisant de connaître deux couples d'éléments correspondants, en particulier les deux éléments doubles.
Soient trois couples de deux éléments (x) et (x), (y) et (y), (z) et (s); à quelle condition appartiennent-ils à une involution?
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En considérant (#), (y), (-s)et (z) comme appartenant à la série X,
leurs correspondants dans Y sont (^c), (y)-, (z) et (z); on doit donc avoir
(xyzz) =(xyzz).
La réciproque est d'ailleurs vraie, car les formules développées plus haut montrent qu'eu dehors des éléments doubles il n'y a, dans une homographie, aucun élément ayant même correspondant dans les deux séries, s'il n'y a |>a> involution.
Comme application, on voit, par exemple, que -i (x)el(x), (y) et (y) sont deux couples d'éléments correspondants dans une homographie don I 0\ el <>. sont les éléments doubles, (x) et (y) appartenant à une même série, les trois couples (x) el (y), (x) et ( y i, O', et Oj appartiennent à une même involution, car on a
yJO\0, yy(KO\>.
De même, si A est un élément double d'une involution définie
par i x) et (x), (y, et (y . on a
\ vyj ! -•
\ vyy)
78. Soil i un élément de la série Y, el ~ son correspondant ; considérons ;n omme appartenant à 1 , et soit (/) son correspondanl , el ainsi de suite.
Sur la forme canonique, on obtient tout de suite
zi " h y t
de sorte que les équations <lr | s'), i /' . ... sont successivement, en désignant par (./•' | les coordonnées courantes,
"\i-ro'->- ai\x%y\ =°) «12^1^2— aï\xty\ = °>
Introduisanl les invariants, on a d'une façon générale, pour les
équations de (s), (/). . . . successivement,
/=<>, if—j(*y) = o, {ii—j)f—ij(xy) = o,
{? — 2 ij)f — j(ïi - ;')(ay) = o, ( i* - - 3 «V - - J^f—jd3 - 2 i/)(ay; = o, la loi de formation étant évidente.
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Quand l'un des coefficients de y dans ces formes est nul, cela veut dire que la série des éléments (y), (z), (t), ... devient périodique et se compose de 2, 3, 4> 5 7 • • • éléments seulement; ainsi, pour i = o, la série se compose de deux éléments : il y a involution.
D'après ce qu'on a dit précédemment, la série (y), (:■), (t),
se composera encore de 11 éléments distincts si . est
égal à une racine primitive de l'équation xn = 1 .
An.
CHAPITRE VI
LES SYSTÈMES QUADRATIQ1 I S.
79. Nous appelons syslrmrs </mt Iratiques ceux qui résultenl de la considération déformes quadratiques el de variables, celles-ci pouvant d'ailleurs tenir la place de formes linéaires données.
Soit d'abord une seule forme quadratique dont dous mettons les racines en é\ idence
f=z a,.» = ciqx\ -+- ia.\ /-|.''_. </ • 1,1 ! ii i,/' i,
Cette (orme qui ne dépend que «le trois coefficients .1 cependanl un invariant d'ordre 2, son hessien; nous poserons en le divisanl
par 2,
Si D = o, f est carré parfait el peul se réduire à a\tx'*i SiD^to. le- racines de/"sonl distinctes; on peul réduire/^ l'une des formes si m j >les
2fl'i r\' , ou a\ vr','2 -f- a '
en prenant pour O', cl O'., les racines de /', ou bien deux éléments conjugués harmoniques par rapport à ces racines : cette dernière réduction peul, par suite, se faire d'une infinité de façons, indépendamment de la valeur des coefficients.
Si l'on considère le système formé par y et des variables (./ . O')' (z)i (0> • • • un système complet d'invariants est constitué par les quantités D, ax-, aY-, . . . aXy, dxz, • • • {xy)> (xz)i • • • > liées entre elles par de nouvelles relations telles que
■' ,-.oyt— «,t><yz= D(j/)(;(j.
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En particulier, on a l'identité
«x2<%2= aly-+- D(a?j)2
qui fournit le moyen le plus général de décomposer f en une somme de deux carrés, et de résoudre l'équation f= o en ne faisant intervenir que des invariants.
La polaire axy est égale à -[(xa{i)) (ya(2)) + (xa^) (j«(,))];
si donc aXy=o, (x) et ( y) sont conjugués harmoniques par rapport à («(,)) et («'2)), ainsi que cela résulte d'ailleurs des formules générales relatives aux polaires. En d'autres termes, la forme bilinéaire axy définit une involution dont («(,)) et («(2}) sont les éléments doubles; réciproquement, toute involution peut être envisagée de cette façon.
Considérons deux formes quadratiques
f = ax- = a0x\ -+- iaiociXi-\- a^x\ = (xa<-i))(xa'~)), g = bx* = b0x\ -+- 2 bl Xi x2 H- btx\ = (xb{l))(xb(--}).
Leurs invariants proprement dits, tous d'ordre 2, distincts et formant un système complet, sont
D = i )Hf,f) = «o«2- «?, D'= i J«(^, *) = b0bt- bl
H = J2(/, £-) = «o62— 2 «i^i -h a260; d'ailleurs
II = I[(a(»^«)(aw'6t») + (a(1,*c"))(a<,,*<1))]»
de sorte que si H = o, les racines de /* sont conjuguées harmoniques par rapport à celles de g.
DD' L'invariant absolu géométrique -7^- s'interprète facilement de
la façon suivante. Si k représente l'un des rapports anharmoniques, (a^a^b^b^) ou {a^a^)b^U% des quatre racines de/" et g associées deux par deux, on trouve sans peine la relation
1 — k\* 4DD'
k IV-
On a H — o.et k = — 1 en même temps, comme nous l'avons déjà vu.
Si /, = o ou À- = ce, on a 4DD' — H2 = o; mais les deux formes ont alors une racine commune, de sorte que leur résultant peut
s'écrire
R = 4DD'— II
81. Envisageons le système formé parjf, g et les (x)\ on aura les invariants nouveaux f, g et le jacobien de f et g d'ordre i, soit
J = J(/, g) = (a0bl — alb0)xil- a ,6j— ". &0)a?ia?j-4- (a, b2 — a-ibx | a. ,.
qui avec ceux déjà indiqués forment un système complot. Ces six invariants sont liés par la relation au n° 18
aD II /
ïJî- Il aD' g .
ou
En fonction des racines, on a
J = 7 2(a<"6" M va »')(^(î')-
J est une forme quadratique; son invariant est — comme le
montre un calcul facile, el comme on devait le prévoir. On a donc an^>i
R — \(a0/ji — aibi)){aib2— << .bK \ — (a0ba — <t.J>„ )-.
Les invariants 11 relatifs à .1 el /, ou .1 et ,4', sont évidemment
nuls.
De plus, on ;i
aJ(J,/)=-H/ + aD^,
aJ(J,^) = H^-aD'/.
82. J est nul identiquement si / et g sont identiques à un facteur près.
Si/et^ont une racine commune et une seule, de sorte que R = o, J est un carré parfait, dont la racine carrée est le facteur linéaire commun à f et à g\ on obtient aussi ce facteur en prenant la polaire Jxv, et cela, quels que soient les {)')•
Dans le cas général, comme J-(J., /)= o, et J-(J, g)= <>, on
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voit que J = o représente les éléments doubles de l'involution définie par les deux couples y = o, g = o.
Un couple quelconque de cette involution est représenté par une équation telle que /.)/"+ X2£' = o, et réciproquement. En effet, si les éléments définis par trois formes quadratiques y, g, h sont les couples d'une même involution dont les éléments doubles sont définis par /. = o, on a
et l'on en déduit immédiatement que le déterminant des coefficients de f, g, h est nul, c'est-à-dire que ces formes sont liées par une relation linéaire.
Le faisceau de formes )>,/ + \2g correspond donc à une involution ; l'étude directe de ce faisceau permet de retrouver quelquesuns des résultats précédents. En effet, l'invariant de \if^r\ig est )^D + )v, À2H -h )^D', et l'on en conclut l'invariant H ; si le déterminant ainsi formé est nul, \Kf -\-\2g est un carré parfait et représente l'un des éléments doubles de l'involution; éliminant les (1) entre les relations
Xf D -t-X^gH-i- X|D' = o, le résultant
ne doit donc différer de J2 que par un facteur numérique, et en effet c'est — J2.
83. Si J n'est pas nul identiquement, et si R = o, /et g ayant une racine commune et une seule peuvent être ramenées à la forme canonique simultanée
que l'on peut encore simplifier, suivant les circonstances.
Dans le cas général où l'on a R=^o, prenons pour éléments fondamentaux nouveaux, O', et O!,, les deux éléments distincts définis par J = o ; alors f et g deviendront
et l'on aura pour les invariants D, D', H, R, J les valeurs
a'0a'2, b'ab't, a'0b't-+-a'%b'0, -(a'06'2 -a'tb0)*, {a'9b't — a'tb'9)^tx't.
Voici comment on peut exécuter La réduction de/ et g à ces formes canoniques. On a
J^J,,= [j^-Kay)^/- | |[j.n-(^)^/- * |les (y) étant des indéterminées. Posons
^ = Jxv-(^)^/- ':.
le déterminant de la substitution ainsi définie pour passer des (.r)
aux (./ ' i est- -' ; écrivant alors que 1>. I)'. II../', u- 1 sont des
invariants, on a
D .... D ,.. ., Il
b«bt = — —y» «,>>'■
CHAPITRE VI. — LES SYSTEMES QUADRATIQUES
déjà données, et faisant h = )M/4- \2g — cx'- '•
J(cr», Jr» )+cr. y—j x'?
-J(<y, Jr=)-+- cr»
nrui,
il ' Y
iî
Co
où l'on a \/ — R = 2 t / r> et où J(cf-, Jj*) désigne le jacobien
des formes A et J, où l'on a remplacé les (x) par les {y).
84. Considérons trois formes quadratiques f=ax'>, g = bx-} /t = cx'-; les invariants proprement dits de f, g, h formant un système complet sont les invariants déjà connus, et en outre
k = o exprime que les racines de y, »", h sont trois couples en involution. On a d'ailleurs la relation du n° 48 :
i\V = i*(f,g) y<g,g) J2(^, h) J«(/,A) J2(^, h) Ji(A, /*)
Pour le système formé par/", £■, A et les variables (^r), le système complet des invariants comprendra ceux qui précèdent, les formes elles-mêmes, et leurs trois jacobiens J(#', h), J(/*, f), i{f, g)- Outre les relations déjà connues, on a (48) :
m/,h) iHff, h) j«(a,a) h
f g ho
Si l'on se donne quatre formes quadratiques, ou davantage, on ne trouvera que des invariants des types que nous venons d'indiquer; les relations qui les lieront seront les précédentes, et de nouvelles telles que
j«(/, g) j*(ff, g) r-(g, h) 3*(g, /.) j*(/, h) r-(g, h) mh, h) j«(A, /.)
I. — Les formes canoniques en général
85. Nous allons indiquer brièvement quelques principes génér.uix relatifs ;'■ la réduction des formes telles que f= a.rr à la foi me canonique.
Supposons d'abord /' impair, ri soit /' = > n i : <>n peut, en
général, écrire f sous la forme d'une somme < le // puissances/? '
car les inconnues sont en nombre > //. <;^,i| j celui des i oefficients de f el il n'\ a pas incompatibilité en général. Considérons l'in-
\ allant
dP i /'
dr,2 Oxît
ôl>- ' /
indiqué au n 5 1 On a ici
dxf'daA
et, par suite,
K =(Pp)»D(a«'|ar)n(o<«|aO
comme le montre un calcul facile.
Les formes (y.'l) \x) sont donc identiques, à des facteurs numériques près, aux facteurs linéaires de l'invariant K, de degré //.
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Connaissant Jes (tS1)\x) à des fadeurs près, le problème s'achève sans difficulté, et Ion voit que si K n'a pas de racines multiples, la réduction à la forme canonique est possible, et d'une seule façon 5 dans le cas contraire, cette réduction n'est pas possible.
Rappelons que, à un facteur près, l'équation canonisante R = o peut s'écrire sous la forme
ap-2,2
Clp—\ p+\
ap— 3 p+Z
Xix'l l
86. Supposons maintenant que p soit pair, égal à :>./?. Avant d'indiquer la forme canonique à laquelle on peut réduire y, nous allons démontrer une proposition auxiliaire.
Soit g=bxn une forme quelconque de degré n, supérieur à l'unité; g admet un invariant h = cxn de même degré et tel que
l'on ait l'identité
■J"U', g Ii)
En effet, pour déterminer une forme h vérifiant cette relation, on a précisément autant d'équations linéaires que d'inconnues; la fonction k est donc unique et, d'après sa propriété, est évidemment un invariant. Si, par exemple, n = 2, on trouvera
où D est l'invariant de g.
Ceci posé, on peut en général écrire/* sous la forme
/= S(a<« | x)P -+- Agh,
le nombre des formes linéaires (a(^ \x) étant égal à — ou n,
g désignant le produit n(a(/)|#), h étant l'invariant de g que nous venons de définir, et \ une quantité à déterminer.
Le nombre des inconnues est en effet p -+- 1 , comme celui des équations de condition, et en général il n'y a pas incompatibilité.
Considérons l'invariant J" («,/*); un calcul direct donne, en faisant g = bx«,
— n6»-i,i(a„+i|/t_ia?7 — nan_„.r'l ' ,r2 — . . . i
'^"-ii , ,, ...
— — o«-s,a(«»+-s,/i-?a?i-t-raan+i,«-ia?î '/; + ...)
d'autre part,
J« (*,/) = SJ»[^ (a' |-r)/']-ÀJ"(.^T A'/-:
or. J"[^. ( 7. ' ./ ^] = o, d'après la déGnition de g, elJ"(g, gh) = :g : donc J"(g} f) = \g : d'où les équations de condition
el par élimination des i A i
rt rt-t-1,/1 - l " n,n — A Œ/j,/|-J- "/, l./H-l
Connaissant une racine A de celle équation de degré n-hi, les équations de condition déterminent les (6), et par suite g, ;'i un facteur près. On connaît donc, à des facteurs près, les formes linéaires (a''-' \x i, el le problème s'achève sans difficulté.
La réduction de f à la forme canonique est donc possible en général de n — i façons différentes.
Remarquons que les coefficients de l'équation en X que nous venons d'obtenir sont évidemment, comme les racines de celle équation, des invariants de /. Le coefficient de )." est d'ailleurs nul. Le terme constant, égalé à zéro, exprime la condition pour que f puisse se mettre sous la forme d'une somme de n puis-
II. — La forme cubique
87. Étudions le système formé par les (x) et une forme cubique
Le premier invariant après /est le hessien J2(/, /) de/; en le divisant par 2, nous l'écrirons
H =(a0«2— a\ )x\ -+-(a0as — «i «2)^1^2 ■+■ (#i#3 — a\)x\ '■>
H = o définit les éléments doubles de l'involulion déterminée par
la première polaire de /, axy; chacun de ces éléments admet
l'autre compté deux fois ou une fois, comme premier ou second
système polaire par rapport à /.
On a aussi
H = Ls(a:aCi))i(art)a(i))i;
à cause de l'identité S(xa(1))(a,2,fl(3,)=o, la condition H = o peut s'écrire encore
Oa<2>)2(«(1)«(3>)2 — (^a(2,)(^«(3))(«(1)«<2,)(«(1)«(3,) + (^«<3,)'2(«(1,«(2))2==0'
d'où (^a(1)«(2)rt(3)) = — u, w désignant une racine cubique imaginaire de l'unité; H = o définit donc les deux éléments qui forment avec («(l)), («(2)), (V/(3)) une proportion équianharmonique.
Un autre invariant est le hessien de H; nous poserons
a0«i«2«3 — f\a0a\ — 4 «3«3 -+- 3af a
= — al al ^
c'est le seul invariant proprement dit de/; il ne diffère donc du discriminant de/ qui est du même degré par rapport aux (a), que
par un facteur numérique; en fait, on trouve
D = — («t2>a<3>)2(a(3>a(i>)2(rt<i>a<2))2.
Enfin le système complet «les invariants de/' et des (x) comprend encore la forme cubique
J — •>.) i /'. H) = i ala%— !'/„'/, ",— -i.(t'\ ).i \ '< a , a xn . ,i j a-i — 'J.a0a -. )x\ x \ ii — '1,,/1-,'it — n{ii\ - \a\at)x\a
-+- ( — ",."'(— \ti\a i<t:i- ■ ' ■).
Les invariants H . I >. .1 sont respectivement d< is ordres 2, <> cl 3; ils sont liés à f par une relation qui résulte du n" 48, si l'on remarque que l'on ,i .lJi /'. Il : o, de sorte que
Il 0
ou bien
telle est la relation fondamentale qui lie entre eux les invariants de la forme cubique.
Signalons encore les relations
I II. I
I I. I /Ml. I. / l -Il .
En fonction des racines, on a .mssi
J= - Q[(Mt«')(a<"a(»')+(*fl,,,)(fl(l)a,,,)]1
ce qui montre <juc J représente les trois éléments conjugués harmoniques de chacune des racines de ./'par rapport aux deux autres : ces éléments sont aussi conjugués harmoniques des racines de/par rapport à celles du lie>-ien.
Toutes ces relations sont faciles ù démontrer en se servant de la forme canonique indiquée plus loin.
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Cherchons les valeurs des rapports anharmoniques déterminés parles éléments (x), («(l)), («(2)) et (rt(:!)). Soit
pl = (xa'^)(a'^a^), p2 = (.ra<3>)(«(1)«(2)),
de sorte que l'un des rapports cherchés est — • En se servant de l'identité
(xa^)(a^a^)-{-(xa^)(a'^a'^)-^(xa^)(a^a^) = o, on a
p1+p2 = (^a(2»)(«'1)«t3,) + (^«!3,)(«<1,«(-,)) pi— 2p2 = (^a(3,)(«('2,«(I,) + (^«(1,)(«'2)«<3,)> p2 — 2 p, = (ara'1» ) ( a'3' «(2) ) -4- (a?a<*> ) (a'.3' a"> ),
pf— p,p2+ p|= - il(.rrt(i»)2(«l2,«(3,j2;
donc, par un simple calcul de fonctions symétriques que l'on peut abréger en se servant des propriétés des invariants, il vient
pîP5(p,-p,)«=/"n(aWa«»))«=a7D/t>
(Pi+ps)(Pi— 2pO(Pa— 2pi)= — 27 J,
pf — pipï + pi = — 911et, par suite, la double équation
(Pi -+- p2)2(pi — 2 p2)2 (p2 — a pi)2 _ 4(pf — pip2-+-pl)3 9--pf p|(pi — p.,)'2 J2 —4 H3 D/2
l'identité du n° 59 donne alors la relation
L'équation du sixième degré que nous venons de former dépend
de l'invariant absolu j^ comme unique paramètre; elle met en
évidence la signification des conditions H = o et J = o. On remarquera que les formes cubiques
plp2(Pl— P2)
et
(pi-+- P2XP1— 2pa)(p2— api)
admettent, à des facteurs numériques près, le même hessien
Pi — P1P2-HP2J
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et que chacune d'elles peut être regardée comme L'invariant cubique de l'autre.
89. La forme /" a une racine triple quand H est nul identiquement; il en est de même alors de D et J, et Ton peut ramener^à la forme canonique
Si H n'est pas nul identiquement, mais si D est nul, y a une racine double, non triple: la forme canonique dey est alors
f=Za\x'*a
.11 choisissant convenablement les nouveaux éléments de référence, et les valeurs des invariants II et .1 >"iii ici
'I est facile, par suite, d'obtenir dans < e cas les racines de J.
I (ans le <-;is -('•mr.il, I ) n'est pas nul, et y a trois racines simples ; les racines de II sont simples aussi, et on peut les faire correspondre aux nouveaux éléments fondamentaux; ceci exige, en appelant comme toujoursy la Lransformée dey,
h ,, ii . ii ■>. " i '' i — a j" ~~- " |
considérant ces relations comme des équations linéaires en a\ et a',, leur déterminant a'taa — ''„"■ n'est pas nul, puisque II n'est pas nul identiquement : on doit dune supposer
et l'on .i la forme canonique
ainsi que cela résulte d'ailleurs des considérations générales du n" 85, puisque l'invariant l\ de ce numéro n'est autre que II, pour/; = 3.
En même temps, les invariants H, U, J prennent les valeurs
ce qui rend intuitif tout ce qui a été dit précédemment.
Voici comment on peut opérer cette réduction à la forme cano-
Décomposons maintenant /en facteurs linéaires; on a
H ( .r', V 'j_y3 H- ar3 y/— D — s ,r'2 V7 Jr! — « v3 /— D j .
les deux radicaux cubiques a_yant des déterminations arbitrairement choisies, et s désignant successivement chacune des troi> racines cubiques de l'unité.
Remplaçant les {x') par leurs valeurs, il vient
f=-^!rj(H ./ — Ni/ d/Vh^V-D- syJyT-ayV— dY
tJ'+^/Jl/ , 3, ; 3/ T== /'
V 4 Ç/J J+a , /— D — eyjyi— a^/- D/
LIVRE
L'identité
p-^qt
p3 ■+■ r/3 -+- "i.pq ( tp -+- E* q )
p — qz
/Ji— <73
permet d'écrire le coefficient de (ay) sous la forme
V J v- -+• «y> /— T) \ J j ■-. — ay* y/— D ( t\ J r> -h ari /^l ' - \ ' > — « ,-> j—D,
à cause de la formule
.M-- i II ■ - Dp
on peul prendre les deui radicaux cubiques Liés par la relation
\ Jj a \ Hj v ■/Jr> — fl,V— I> = — v i H> on trouve aussi sans peine l'identité
- Il ,y<T,-. -4- J / 1 - | / . . Il, .
et, par suite, on peul écrire finalement
Y,1/-.!, \-l» ,.'/— Jv — a, \ l»\
: ayanl été changé en :-. el les deui radicaux cubiques étanl liés par la relation
- iyZ | D /- .1, -_«, | - D
il,
Celle décomposition, où ne figurent que des invariants, esl évidemment applicable à tous les cas possibles.
En faisant yK i. i\. = o, on retrouve les formules bien connues de la résolution <!<• l'équation du troisième degré.
91. Envisageons les formes g / , ^ I )/ "/..) qui forment un faisceau du troisième degré; 1rs invariants II. D, .1 calculés poui g se trouvent sans peine >ui la forme canonique; on ;i
Il Ml /f / D,= D'(X?+Xi)*,
g est un cube parfait pour X^ -|- X^ = O, ainsi que cela résulte d'ailleurs de La relation entre/, II. D, J; à part ce cas, D^ n'est jamais nul, si D n'est pas nul.
III. — La forme biquadratique
92. Considérons le système formé par les variables (x) et une forme biquadratique
y = aX' = a0x\-\- \axx\ x2-\- Ç>a2x\x\ -f- ^a^xvx\-\- a%x\
= (xa'^)(xa'^)(xa^)(xa^)
Les invariants suivants constituent avec y un système complet : i° Le hessien de y* d'ordre 2; nous écrirons
-h(a0«i + 'i«i«3 — 5a\)x\ x\ -+• 2(«ia4 — a2a3)xlxl -h(a2a4 — a\)x\\ •2° L'invariant proprement dit d'ordre 4,
3° Le jacobien de/ et de H, d'ordre 3 ; nous ferons
J = a J( y, H) = («oa3 — 3ao#ia2+ 2at )a??
-4- («5 at + îa0«] «3 — 9 «o^l -+- §a\a{)x\x-i -f- (5 a0«i «4 — i5«o«2«3-t- io«j a^)x\x\ -+-( — ioa0a| -+- ioaf av)a?Ja?.^ +■. . . ,
où l'on achève par symétrie, en remarquant que J est un invariant uche ; 4° L'invariant proprement dit d'ordre 6,
gauche ;
J ' '- 5 J4(/> H) = a0a2at — a| -H 2 «i a2 a3 — rt0«| — a^af
Ces cinq invariants sont liés par une relation que nous indiquerons plus bas.
An. — I. 7
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93. Avant d'aller plus loin, indiquons la forme canonique de f\ ce sera, d'après le n° 86,
/ = (*"V- > ' •-•>'■ -'a, a. j — » X riant déterminé par l'équation
a0 "i "j — AI
mu bien
h* — ià — ij = o,
.|«' sorte que l'on retrouve ainsi lr> invariants i et y.
Les racines /././. de cette équation -<>ni des invariants d'ordre -
Nous pourrons prendre par suite, pour for cai [ue gêné-
Il I ( ' M ' ' /
■ et l'on aura alors
Il ,i ,i , , .■ ■' " . '• ■' ■ * -" " . " . •
de |>lu>. pour cette forme, les racines <\<- l'équation canonisante sont
ilf. En faisant usage des formules canoniques qui précèdent, du vérifie facilement \r< identités
J*(/, Il I if, i /■ Il o, i II. Il j // I«H,
Ceci nous amène à considérer le faisceau de formes
si l'on envisage la forme cubique en (a) obtenue en remplaçant
ii • i 2 /Xi /. ■ , i3
dans la canonisante A par -4; — et taisant A- = — j-^> soit
?=Xf-/).,À| + AX^
les racines de cette forme sont comme k des invariants absolus géométriques. On trouve alors, en appelant 7] et 8 le bessien et l'invariant cubique de cette forme cp, et posant
i do ?1=3 5XÎ'
i <fcp
cp.-. = — — — ,
f2 3 dJU*
les relations
3 zy2
A ' et l'on a aussi la relation
qui est celle qui existe entre les invariants de la forme cubique a. Le hessien de H, en particulier, est 3//' — y H à un facteur près; pour une forme y de degré /i, le hessien H( du hessien H de cette forme est évidemment un invariant de la quatrième polaire de y et des (x), lorsque, profitant des propriétés des fonctions homogènes, on n'y laisse subsister que les dérivées du quatrième ordre; alors on vérifie sans peine que l'on a, à un facteur près, pour H,„ l'expression nécessaire (2/* — ■ 5)//' — y H, i et y étant les inva-
riants proprement dits de la quatrième polaire de f considérée comme forme biquadratique par rapport aux ( r).
En fonction des racines, on a
H = 5 2(ara'«»)î(ara(î,)2(a ; "
et aussi
J =_ JL z(xa - \*(xa < )\xa • r- u a ' a :i \{ a "a '•').
De plus on \<»ii sur la forme canonique rjnc .1 c-<t décomposable en trois facteurs quadratiques <pii représcntmi Ic^ éléments doubles des trois in volutions définies par les racines de f associées de toutes les façons possibles par couples de deux : en outre, chacun de ces facteurs quadratiques représente aussi les éléments doubles de l'involution définie par les racines des <l<'u\ autres. Ces trois facteurs quadratiques sonl d'ailleurs des racines carrées deaH "/./. 'Il ■ A./'n -Il ) /.
Posons maintenant
l'équation qui admel ces trois quantités nom racines est
que l'on déduit de la canonisante en lai -a ni p 6 X. On a donc :
',17. Cherchons l'équation <|ui donne les rapports anharmoniques des quatre racines de/ associées d'une façon quelconque. Si Ton fail
Pi = (a i»a<a .,-.,-. p,= [a "a ■ u ,( - a ■ . de sorte que -- est l'un des rapports cherchés, <>n a d'abord
Pi _ ? — ■
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on a aussi, comme au n° 88,
Pi "*- P» = P'» pi— 2p2=p", p2— 2pi=p'",
Pi — Pi Pa-+- Pi = — ^ [(pi+p«)(Pi — aPt) + (Pi-HP«)(Pt— api")
+ (pi— ap2)(p2 — api)]
(pi -t- P«)(pi— aps)(p2— api)= p'p"p'"= —432./- L'équation cherchée est donc
(pi+p3)s(p,-2?2)*(pa — apip 4(pf-piP2+pl)3
une identité connue donne aussi par suite
PîpKpi— p2)2= n(a«) a« )2 = a56(i3- 27/2 ),
de sorte que le discriminant defesl, à un facteur près, l'invariant is — 2772l c'est aussi Je discriminant de la canonisante. Sur la forme canonique, la valeur de cet invariant est
i = o ety' = o sont respectivement les conditions pour que les quatre racines de /* forment une proportion équianharmonique ou harmonique. Le rapport anharmonique des quatre racines de/' dépend de l'invariant ahsolu géométrique k.
98. La forme canonique que nous avons employée est réalisable de trois façons différentes quand is — 'ir]j2 n'est pas nul, puisque alors l'équation canonisante a, comme/, ses racines distinctes. En même temps, toutes les formes du faisceau !,_/'/' -f- X2/H sont réduites à la forme canonique.
Voici les divers cas particuliers possibles :
i° Si /* a une racine quadruple, H est nul identiquement, et réciproquement; tous les autres invariants sont aussi nuls. La forme canonique de y est d0x*.
2° Si y a une racine triple, on peut lui donner la forme canonique
alors on ;i
i=j=o. W = -a'fx'f, 3'=2a\Kr\':
réciproquement, ce cas est caractérisé par les conditions i =J= o. 3° Si f a deux racines doubles distinctes, c'est-à-dire est un carré parfait, on peut écrire par exemple
alors
ï^la'*, /=— a',*, Il — 3a #, Jr=0;
et, par suite,
27y« = o, ly/- </ll - ... i»/— |S./ •' ";
réciproquement, / el / D'étant pa» nuls, ce ca» esl caractérisé par IY'\ anouisscment identique de J, le •>/./* 2lH, OU de
/-'/'-- i 8/ H ; la condition la plus simple à employer esl
;.//'- ./il - ...
j Si y a une racine double unique, on a simplement
on peul employer la forme canonique ordinaire, possible d'une seule façon, avec aK ...
On retrouvera les résultats précédents en appliquanl ce que noib avons .lit sur les racines multiples d'une forme en général,
99. Voici commenl on peul, dans le cas général, exécuter la réduction à la forme canonique qui correspond à une racine X' de l'équation canonisante. Pour cette forme canonique, / devienl — '>.".. el l'on a
donc l.i forme 2 H •+- \'f est, ainsi que non- lavons déjà fail remarquer, un carré parlait: el d'ailleurs celte forme el les deux analogues sont les seules formes du faisceau A,//'—"/.., /Il qui jouissent de celle propriété. Nous écrirons
-'', et x\2 sont les facteur» linéaires de h'. Introduisons alors les
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variables (y), et considérons la polaire h', que l'on trouve
égale à ^rr-'i calculons aussi l'invariant de k' : sur la forme cano-
iiy.
nique, sa valeur est
et par suite, en général,
Posons donc
x'2=#'*y*-(xy)\/- l (X'-X")(X'-X'")^;
le déterminant de la substitution ainsi définie pour passer des (x)
aux (.«') est
'■^\/-L20'-V)(l'-lm)^
X' est un invariant d'ordre 2 qui devient — id2 pour la forme canonique; donc d'abord
se servant ensuite des autres invariants comme nous avons déjà fait souvent, on a sans ambiguïté
< \ _ _T_ j _ 1 vg'y" + ir6 /
«;| 2^ j * 2 (X'-x")(X'-x'") - ^kv-x^cX'-x")^!"
Si l'on ne veut employer que )/, on remarquera que (X'— Xff)(X'— X'") = 3X'2-i.
100. Enfin, décomposons directement y en facteurs linéaires. On a
a H -+- Vf = g '= h'*, 2 H -+- À "/ = #" = #'2 , 2 H h- X'V = .?'" = A'"2
d'où
(X'— y')f = (h'-+-hm)(h' — h" .
(X""— X')/=i ]r-h'){iï"—i>
et l'on a ainsi d'abord, de trois façons différentes, la décomposition de/ en facteurs quadratiques.
1i' — h" et h! — li '". par exemple, ont un facteur linéaire commun : sans quoi A'— A* et h! — h "auraient les mêmes facteurs, ainsi que W — h" ri h' — li , hypothèses absurdes; le facteur linéaire commun à A'— // et li — h esl la racine carrée de leur jacobien el est un facteur Linéaire de/. On a d'ailleurs
de plus, d'après ce qui a été dit, .1 ■//''. h ') doit être proportionnel à li et, en fait, sur la forme canonique, on trouve
les carrés dès facteurs linéaires de/sont donc
±(X'— lm)h'dbCkm- À'. A / — ) ,A ,
et ces facteurs eux-mêmes peuvent s'écrire, d'après ce qui a été <lit plus haut,
Vé vé \ -
les radicaux ayant des signes arbitrai] i s. Si l'on fait
à" Té -
on a exactement
\"yl '•— 'T./1)
Cette formule de résolution de l'équation du quatrième deiii • devient illusoire quand /a des racines multiples.
On peut la modifier de façon à lui enlever cet inconvénient et, en même temps, à la simplifier.
En remplaçant, en effet, a'. à", /. '" par leurs valeurs tirées des
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équations telles que
2Hvl+ X' CLyi = gyk
dans l'expression des facteurs linéaires de/, celle-ci peut s'écrire, à un facteur près,
ou encore, en divisant par
et remplaçant o.(axr*H.y: — o^H^) par (ocy)iy-., Mais l'on a
\fg^s/g"yW&
&y<éry*gy*= — aJ^I si donc on choisit les radicaux de façon que
y/— 2 ayant une détermination fixée arbitrairement, il vient finalement pour l'expression cherchée
et Ton a exactement
ajr.^3-
Pour le calcul numérique, on pourra faire y< = 1, JK2 = o. On obtiendrait aussi facilement des formules analogues pour les formes du faisceau )My/+ À2zH.
IV. — La forme quintique
101. Ce n'est que d'une façon sommaire que nous allons étudier la forme quintique
/■= «.t5 = «o#i -t- 5aix\x2 -+- ioa2x\x\ -t- \oa^x\ x\
-+- 3akxxx\-T- a-0x\ = (xa l))(xa -] )(xa^ ) (xaw )(xa<5)).
Nous ne formerons explicitement les invariants de cette forme qu'en nous servant de la forme canonique générale
où x\, x'.n x\ sont, d'après le n° 85, à des facteurs numériques près, les facteurs linéaires de L'invariant
ou
n0-rl + ° ' ! r 1
II 1 ./•] • II
OtXx
fliTi — il
" . ''i •' . Pj
Nous supposerons aussi, ce qui esl possible, que x'it x'2i x'3 sont choisis de i <llc façon que l'on -iii identiquement
Soieni alors, x\ el ./•.', étant pii^ pour variables, g el k deux invariants de/* et des i i , des degrés p et/?' par rapport ;uik < a
exprimons g el /. à l'aide de x\ . ./■ , el x\ d'une faç [uelconque,
il«' manière à obtenir des formes ternaires des mêmes degrés p et/?'; de plus, dans l'expression nouvelle <lr /. . remplaçons a , . '_, el ./ . respeclivemenl par : , : ,. :, — ;'. . ; , — ;', ; il u'esl pas difficile de voir que l'on aura
PP i V \
dk
ôx'..
la puissance qui figure dans le second membre étant symbolique: en effet, on a r\ idemmenl
dk
dk
dk
dk dg dk
dx\ dx't "i-, dx\
où, dans le second membre, g et /. sonl exprimés en fonction des seules variables x\ et x'2.
Nous allons appliquer ce procédé, dont L'importance esl évidente, à la formation des invariants de la forme quintique.
Nous avons
f = aj x'f -4- a2 x'f -+- x3 x'3s
On en déduit sans peine
72= ïJ*(/l/)
*3= — J2(/, g,2) = «i«2«3Sa7i3 = 3a,a2a3a?'1;r2a/.j (c'est l'invariant canonisant);
/,= aJ(/, gr2)=2a2(a2— «a)*?',*
— at a2 a3(a7'2 — x'A ) ( a?'3 — ^', ) ( a?', — .r'2 ) S x\ x'3 ;
m,= 2J(/, h.2) = 2aKa2a?'22- «3^32)^i7
** = — 2J2(^2, gr2) = (-a2*3)2— 4a1a2a3Sai; ^i= — J2(/, *3) = ataîasSa.!^4; /»* = — J(/, h)= tz1aiix3ï.a1a;'1s(a;'2 — x'3);
h= *- J4(/, <?*) = aia2x3Ia2a3a"'i;
«5= J3(/> #4) = a.l«.ia3'E.ai>x3x'ix'i(x'2 — x'a)\ ks = J (/, gk ) = a, a2 oc3 £a2 a3a;'23 a?'33 (ic'2 — a?3) ; qi=-3\h, *i) = aîa5aJ2a/1«; ^6 = — J (./', /5 ) = «i «2 a3 2af ( a2 — «3 ) x'f ;
^7 = — J4(/> se) = aia2a32a1(a2 — a3)(— a2a3-f- a3a,-f- ai«2 )./•',: fi= Hf,q6) = *loLl*lZaix'f(x'l — x'i);
«8= ^J*(^4, ^4) = afala|2a2a3; ^8=-J(^3, /5) = a2ala|vai(a2_a3)^i2.
f9 = — J(/3, gr6) = tf<zlal(x'.2 — x'3)(x'3 — x\){x\ — x'., ); hi= — i-(t3, qt) = a? a|a*Sx,(aj— a3)a?i;
*i3 = — tj [J(/5, qs) -4- kh] = 0L\a^a^aix'i\
'18= — Hh, lis) = af a|a|(a2— a3)(a3 — *i)(cti— a2)-
On a ainsi le système complet de la forme quin tique et des (x) : il est composé de vingt-trois formes, liées par des relations qu'il serait facile de développer.
103. Les invariants précédents peuvent être retrouvés de bien des façons : nous ne signalerons que quelques applications. Pour former le discriminant de f, il faut éliminer les (#') cuire les
équations
a ,.r',v = a2.r'.,v = a3j"':tv.
et
d'où le résultant
Si a,«j •.
ou -"us forme rationnelle
i| — ia8t8.
On pourri de même exprimer, à l'aide des invariants fondamentaux, le> invariants qui, égalés à zéro, expriment que la forme fa des racines multiples, de toutes les façons possibles.
On peut considérer z<, x2, xa comme les racines de l'équation
et par suite, on a facilemenl
telle esl la relation qui existe entre les invariants propremenl dits de/.
Le résultanl de f el de /. esl /,Nir — 3«$); donc on pourra résoudre l'équation /= o algébriquement dès que l'un des facteurs de ce résultanl sera nul.
Remarquons enfin que le procédé qui nous a servi pour étudie] la forme quintique pourrait servir, convenablement généralisé, dans beaucoup d'autres cas.
I. — La forme linéo-quadratique
104. Dans ce Chapitre, nous allons étudier les deux formes les plus simples, après la forme bilinéaire, parmi celles qui contiennent deux séries de variables (x) et [y) : la forme doublement quadratique offre un intérêt tout particulier, comme nous le verrons parla suite.
Soit d'abord une forme linéo-quadratique
f = (a0xl -+- 2fl1ï|X24- a2x\ )jKi -t-(b0x\-\- ■2.bix1x2-t- b2x\ )_r2 ;
on peut envisager cette forme comme établissant une correspondance entre les éléments (x) et(j^) de deux séries X et Y, telles qu'à chaque élément (x) corresponde un seul élément (y), et à chaque élément (y) correspondent deux éléments (x), et l'on voit tout de suite que les divers couples d'éléments (.r) qui correspondent aux divers éléments (y) sont les couples d'une involution.
Si les séries X et Y constituent des espaces distincts, les invariants multiples de y* sont seuls intéressants; ce sont : i° la forme f elle-même ; 2° le résultant R des deux formes quadratiques a0x'\ h- 2«, X\ x2-\- a2x2, et b^x\ -+- i bK x, x2 + b.2xi ; 3° le jacobien de ces deux formes, dont la signification géométrique est immédiate; 4° le discriminant de la forme /", considérée comme ne dépendant que des (x), et dont la signification est évidente aussi.
Au surplus, si le résultant R n'est pas nul, on peut ramener /'à la forme canonique simple
il l'on en peut déduire une relation simple entre rapports anliarmoniques faciles à définir.
10-j. Supposons maintenant les séries X et Y coïncidantes, el rapportées aux mêmes coordonnées. Les invariants précédemment définis subsistent; ce sont avec y':
I; 4(a0as — a\)(b0bt — b\) — («<>&! "../.„— •..", &, >-.
.1 (a0bi — alb0)x\-h(a9bi — /.A, /,/-, {aibi—aibi)xl,
D =(aQat— a})x\-t- i >■■ ":''„ — a«i bt |. '• i ■'■:• — ( b0 f>, — b\)a
ce dernier étant exprimé à L'aide des i
L'invariant simultané de .1 el I) donne encore
Il ,„„/,,_ i . ./,, -6})+(at6j - atbt)(a0at — a]
Si dans / on fait les »aux aux i . on a
et, par suite, un nouvel in\ arianl
le résultant de J\ el g sei a
el le jacobien de I el g sei a
A fa "„//, ^l//,,l-Al a a 6 -/./.. 60— ax)\xx
-t-[(a06j — '/./>., (6f a 2(atbt — n.l, .,/,,. a,)]arj.
Les invariants indépendants R, II. K. r\ A forment un système fondamental simple pour le système formé de^el <\r^ i . Si I on prend la foi me canonique
/ = (a i i ..r,- ../,' r',« b'tx't*)jr's,
possible si \\ -£ o, on aura
l; -(a'9b\ — a'tb\ H -^WW — a'tb',
K'=a'0a'i-+-b'*b'i ta'fb b'0x\ — a'ta h' - ~-(a'J>', — <i'Jj[ b . ■• ",'
Soit la forme
f — {a^x\ -+- iaxx^x2-\- a2x\ )y\ -f- -i^o-^i -+- 261^X2+ b2x\ )y\)'i + (c0a7f -4- iC\X\X%-\- c2x\)y\ ;
égalée à zéro, elle définit une correspondance entre les éléments (x) et (y) de deux séries X et Y, telle qu'à chaque élément de l'une des deux séries correspondent deux éléments de l'autre. Nous supposerons d'abord distincts les espaces X et Y, de sorte que les invariants multiples de f soient seuls à considérer.
Regardons successivement /comme ne dépendant que des [y) ou des (#); nous obtenons d'abord comme invariants les deux discriminants
d{ = (tto^j -+- ■i.aiXiX-y-h a2x\)(c0x\-^ %ciXiXi + c2x\ )
— (bQx\ ■+- 261X^2+ b2x\)2, d2 = (aQy\-+- zb0yiy<z-i- c0yl)(a2y\-h ib2y1y%-{- c%y\)
qui sont deux formes biquadratiques par rapport aux (x) et aux (y); si t/2 = o, l'équation /= o, où les (x) sont inconnues, a une racine double définie par
(a0a?i-H aix%)y\ -+- i{bQXi ■+- blx.2)j'iyî-h(c0xl-\- CiX2)yl = o, («!»!+ a2x2)y\ -+- i(bxxi -t- b%x^yxy%-^{cyxx-\- c2x2)yl = o,
de sorte qu'en éliminant les (y), on a le nouvel invariant g{ , qui égalé à zéro définit les (x) doubles correspondant aux racines de ch_ :
gx = [(a0ci)x\-+-(aQcî)xiXi-+-(alc2)xl)i
— ^[(a0bi)xl+(a0bi)xix.2 + (albi)xl][(b0ci)xl-i-(b0c2)xlxî-^{blc2)xl\,
où (ct0Ct) par exemple désigne le déterminant a0ct — atc0; des
considérations toutes semblables conduisent à L'invariant analogue
gi = [(a0b2)j] — a0 d > v, v, — (baes)yl\%
— ^[{a0bl)y\ + {a0c{)yiyi^{b0ci)y\][(albi)y\^(axc{)yiyt + {bici)y}j\.
Imaginons que d{ et ch soient réduites à la forme canonique, ce qui exige, comme on le voit tout de suite, en restant dans le cas le plus général, et désignant toujours les éléments transformés par des lettres accentuées
'/ 1 — ' ; /\, = b\ = o; on .1 alors
/=<">?- a .'■ a , -»-'sj ',.!•'.- "■;,■'•',-- • r.,-.
d\ =a ■■ ■ ho',1 \b\* r',«
,/_. a a'tj • - \b\' (_/,*;
' — I ( "u cj — «i ''!. >! — i A'i ' » ao c'i + a» ''«. 1 1
I >n voil que :, el r . sonl aussi réduites à la forme canonique. Considérons !<■ bessien A, de </, ; il appartienl à un même faisceau avec '/, el ffi : sur la forme canonique, on ;i
*i = ; ,/\ rfî ' ' ~i-
el l'on obtient ainsi I invariant proprement <lii
qui, en général, sérail
Cel invarianl est obtenu plus rapidement comme invariant J : nu a
3'2 V'Ar, (Ar2 (>JT| tAr,/ \^i " àyx ày^)
les puissances el produit indiqués étanl symboliques, et /' é tan I identique à /'.
I ii autre invariant proprement dit esl évidemment
a0 ax <i.
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ou, sur la forme canonique,
ï'3 = b\ («oC2 — «2co)-
Enfin considérons f et g2 comme des formes en {y), et formons i''(f'2, £':>); on reproduit dK à -.,- près, en désignant par ih un invariant proprement dit dont l'expression canonique est
et que des formules données plus bas permettent de calculer différemment.
107. Nous avons ainsi un système fondamental de sept invariants indépendants, en laissant la forme f de côté.
En fonction de ces invariants s'exprimeront facilement tous les autres. Nous remarquerons, à cet effet, que l'on a
et, par suite,
11 0 C 2 ~~ (l 2 C0 - : TT »
On est ainsi amené à considérer une équation canonisante
i6X«— 8i'2X*-+- ï'vX2— il = o,
dont les racines sont des invariants du second ordre et déterminent immédiatement les coefficients de la forme canonique, lorsque les nouvelles variables sont connues.
Calculons les invariants i et y des deux formes biquadratiques d, e\,d>; il est évident qu'ils sont les mêmes pour ces deux formes et, d'après les formes canoniques, on trouve sans peine
12 i = 4 i\ — 3 t'i , 21 6 y = 8 i\ -+- 5.{ i\ — 9 i> i\ . De même, les invariants correspondants des deux formes biquadratiques gK et g-2 sont i et y, déterminés par
La canonisante de d{ et <r/2 est
An. - I. .s
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el l'on a
la canonisante de ""( et <?o est
~/.'i — jXj —2/ o, i-l l'on ;i
L<-> rapports anharmoniques des racines de '/, et rf2 son! donc
égaux entre eux el <!<■ la forme . .• en appelanl /. -. X -. /
les ir.ii> racines de l'équation «-;iii«»i>î—-iiii<' en a-': el les rapports anharmoniques correspondants des racines de g\ el l: ■
sonl
IOH. Envisageons maintenanl le cas "ù les séries X el ^ sont coïncidantes el rapportées aux mêmes coordonnées. I -•■> invariants précédemmenl définis subsistent, mais la forme canonique <'mployée ne peul être considérée comme générale.
Si. dans/", <»n fail les i égaux aux i . <>n a
el . par suite,
Cette forme bilinéaire conduil aux nouveaux invariants
/, ' 60— aj i./,' '-,, a ■ ./', /'.. fci — l
j\ = al—2bi -c0. y's i /' "i 'i 6j «s— i
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Les invariants proprement dits «2, i-3, z*, j\,j\, j\ forment un système fondamental. C'est ainsi que les invariants I et J de la forme biquadtatique /', sont donnés par
12 1 = 12 4 — 3/2 — 2/ \ , 216 J = 21 6 13 — 9./3-T- 3G j2/i — • 8/1/2 — IO/i«
Si à la forme f on adjoint les variables (#), puis (y), on aura encore facilement des systèmes fondamentaux d'invariants.
109. Considérons le cas particulièrement intéressant où la forme y est symétrique par rapport aux (x) et aux (y)- On a alors
b0 — «1 = o, c0 — «2 = 0, Ci — fro = o.
Les invariants £, j>1 j\ sont nuls identiquement, et de plus
réciproquement, si l'on a cette identité, ou bien si A" est nul identiquement, la forme/" est symétrique.
La forme canonique des n"s 106 et 107 subsiste dans ce cas, avec c' =a'.,. On obtient alors la relation
et l'on en déduit d'abord
de plus on doit alors prendre comme équation canonisante
on vérifiera enfin que dans ce cas, si )/, )/', Xw sont les racines decette canonisante, de sorte que («(,)), (#-2)): (aW)î (a(,)) étant les racines de o?4, par exemple, on ait
Pi =(aii'a««aWJat«)= v!~yl>
et si de plus (&(,)), (&(2))' (^(3))' (^(40 sont les racines correspon-
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dantes de g"2, on a
Ce dernier rapport anharmonique n'a donc ïi 1 1 — . i que six \ aleurs, comme Je premier, et non vingt-quatre, comme il arrive dans le cas général où f n'est pas symétrique. \n surplus, il n'est pas difficile, de même que dans les cas analogues, d'exprimer ce second rapport en fonction rationnelle du premier el des invariants de /. En effet, si l'on permute les racines /../../' d'uni- façon quelconque, les variable- cl 171 -oui échangées par les mêmes transformations linéaires. En ne considéranl que les (p), les fonctions
PÏ — Pipa (Pi '- ': • : ' • PiPj(Pi— pt)
restent invariables au signe près; il en est de même de leurs
polaire- par rapport an\ 7 | el de I }~ . de sorte «pie la fonclion
par exemple, esl complètemenl invariable et, par suite, s'exprime rationnellement en Fonction >\f^ coefficients <\r f.
IKK I .,1 forme y étant symétrique, soit (x) un élément : il lui correspond den\ éléments 1 en vertu de / o; l'un d'eux étant i ./ ' , il lui correspond de même deux éléments 1 y) dont l'un est (x) et l'autre (x(a 1; de même, à 1 xlii) correspondent, en vertu dey=o, (./ ' el ainsi <\<- suite. Ceci posé, cher-
chons les relations entre (x) el >/'J . (x) el (x ' . el ainsi de suite.
('.<■> relations sonl doublement quadratiques el symétriques
comme y, car 1 orresp lenl deux éléments (■/■'" 1, et à (x{ll)),
pris comme point de départ, correspondent deux éléments, dont l'un est (./) lui-même.
En appelant fa le premier membre de la relation qui lie (a; et [-: ; se servant des formes canoniques, on .1 d'abord
il était d'ailleurs facile de prévoir que pour (.r.r(2,) = o on devait
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retrouver gt. Il serait de même aisé de déterminer à l'avance la forme à laquelle doit se réduire fn quand on y fait les(^(")) égaux aux (.r); il suffirait de partir, pour (.r), d'une des racines de fK ou de dK .
Appelons g la forme D^ c/, , de sorte que, pour les formules canoniques, on a
a' r' -+- a""- — \ h"1 a'0 a', r',2 + fl°Ci-T-«, _±^ ^
" 57 l" ~T~ Cl t\C z> X ,->~ 1 l^ O 1
et que l'on peut écrire, en remplaçant les (#(-)) par les (y),
/, = (_ nii-sw +3/f)/+ 12 (i- ^) ,-+ («.- ^) (h+ |yï)c*r)*-
Le discriminant de la forme f2,' en général fn, considérée comme forme quadratique par rapport aux (y), coïncide manifestement avec dt ; donc, comme on peut écrire évidemment
les (x{"}) étant, bien entendu, remplacés par les (y), en exprimant la condition qui précède, on trouve sans peine, à l'aide des formes canoniques, la relation
*M^¥-âH*(S-'?)="
de sorte qu'il vient, en faisant et changeant les notations,
pour la forme canonique, on a d'ailleurs
h' — [ a'0 a'2 a?i2 -+- ct'2 ( «'2 — 2 ^ ) x '22 ]jk'i2
-+- ( a'0 c'2 — ct'22 -4- 4 a'2 6't — 4 &? )#i ^'2^1 JK2
-r- |>2 (a'2 — 26; Kr'j2 -+- a'2 c2 ^'22 ]/22.
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Pour n = 2,on a, d'après ce qui précède,
'-./l II
Ceci posé, il est évident que si l'on élimine les I s) entre les équations f,i(x, s o, f(y, z ". le résultant sera le produit ('ei/«-i Par//'+i* Nous pouvons, d'après cela, trouver une loi de récurrence pour déterminer les (<>„.
Pour faire le calcul simplement, faisons les - i > égaux aux (.f); il faut élimiurr ( ~ ' <Miin- / / . : :oelh X,z) — (o„:i./', ;r - o,
': Wl J\
en faisant p = — -f- -jj . < <-i exprimer que le résultanl est, à
un facteur près, le produit ! /', - oin tdt f\ \- (ofl+1 dt i. Or, <'n se servant des formes canoniques, le résultanl s'écril ci un me forme quadratique de J , el 'A
on a donc, par exemple,
t»%tl)„ -\">n I l6
Pour // '. relie i'< > III 1 tl I < - r>| i im | > | > I i. ,i 1 Je, c;ir mi 1 1 • > i I prendre
(o, = o : elle détermine simplement to2; m ;i i -> i>n a aussi
donc
II'
Quand to„ est nul,yrt coïncide avec / el ./ ■■"' ' .i\ec (#), toujours. Ceci arrive pour n - ■>. ,si/2- — j'\ o;pour/> 3, si /', :o;.... Si n = 3, l'équation canonisante a une racine X' qui est nulle; alors on a — — ( — \ , et le rapport anharmonique correspond.! ni des racines de gK est i : ces racines sont confondues deux à deux.
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111. En général, les équations /" = o et /« — o onl quatre s\>tèmes de solutions communes, qu'il est facile de définir a priori, en partant, comme nous l'avons déjà dit, pour (x) d'une racine de /*, ou de dx .
Supposons d'abord en effet que (x) vérifie d{ = o; à cette valeur de (x) correspondent des valeurs uniques pour (.r(,)),
(xw), . . . , (>("')> ... ; soient («(0 ), (al°).- («(2))' • • • j («("')> ■ - • ces valeurs successives. Soit n impair, égal à in' — i, et choisissons, comme valeurs de (x) et (#(,)), {a{"' ) et (a'"'-' ; ; on retrouve alors pour (x{n)) la valeur (ain'~i}), et par suite (ain') et (a1"'-") sont un système de solutions communes poury* — o el/n= o. De plus, (a("')) est racine de l'équation à laquelle se réduit fn+\ = o, si les (y) deviennent égaux aux (x). Si to//+, = o, il faut donc que (a(n'}) soit racine de /', = o; si oiH~- o, on voit, en parlant de (a{0)) pour (x), que l'on doit retrouver (<z(0)) pour (xin+i:), et par suite (a{n,)) est racine de dK = o.
Supposons maintenant que (x) vérifie y, ^ o ; à cette valeur (6(0)) de (#), correspond une seule valeur de (x(i) différente de (6(0)), soit (6(,)); on en déduit successivement ensuite (b(2)). (6(3)), .... Soit n pair, égal à i n', et choisissons pour (x) et (x^') les valeurs (b{,l'>) et (b{n'~l)); on retrouve alors pour (xin ') la valeur (6(",_1)), et par suite (bin'r) et (6'"'"1 ■') sont un système de solutions communes pour/=o el fn= o. De plus, (ù'"'r) esl racine de l'équation à laquelle se réduit fn+\ = o pour (xy) = o. Si co„+, — o, il faut donc que (b*-""1) soit racine de /, = o ; si tùH= o, on voit, en partant de (6(0)) pour (#), que l'on doit retrouver (b{0>) pour (x(rt+,)), et par suite (b{n'}) est racine de dt = o.
Ces résultats concordent avec les précédents.
112. Revenons au cas d'une forme non symétrique, ou bien encore au cas où les espaces X et Y sont supposés différents.
Appelons (x) et (,r(1)) les deux valeurs de (x) qui correspondent à une même valeur de (y) ; ces deux valeurs sont liées par une relation doublement quadratique symétrique, facile à calculer; avec les formules canoniques, on obtient
[ 1 G a'0 c'0 ft? x'? -+- ( a'0 c, - a', c{, )« x'£ ] ( x'{ » > )«
-i- 2 [( a'0 c'2 — a', c'0 )- - 8 b'? { a'0 c\ h- a', c'0 )] ^ a/, a?il 1 ' x\ -
<)n peut alors résoudre un problème analogue à celui du n° 110.
Si nous désignons J,, lo, I;, les invariants de celte nouvelle
forme, on aura, en fonction des invariants de la forme primitive.
i3 - — /.; 64i'Jh iGi'i /•,/;.
< )n remarquera ;m^i que la forme précédente est un cari»'' parfait dès c|uc ia o; dans ce cas, les seconds éléments de ^ qui correspondent à (x) el (xli)) coïncident : il \ a homographie entre deux involul n»n-.
I. Les couples d'éléments communs à deux formes
113. Nous nous sommes bornés presque exclusivement, dans l'étude des formations invariantes des systèmes binaires, à la considération des formes à une seule série de variables, et c'est à ces formes que nous avons rattaché l'étude des quelques l'orme s à deux séries de variables que nous avons envisagées. Cependant, l'étude directe des formes à deux séries de variables présente un grand intérêt et des particularités importantes. Nous allons en traiter quelques points.
Considérons deux formes à deux séries de variables f = axvyi, g = cixFyT'-, égalées à zéro, elles définissent un certain nombre de couples d'éléments (x) et (y), qui leur appartiennent simultanément; ce nombre est évidemment pq' -4-/?' q, comme on le voit en éliminant les (x) ou les (y) entre /'— o et g — o. Il peut être avantageux, au lieu de faire cette élimination pour définir les couples communs kf et à g, de procéder d'une façon différente, de façon à obtenir simultanément les valeurs d'un même couple. A cet effet, considérons une forme bilinéaire quelconque
cp = axy= aii»i/i + ai2^ij2-(-a2i^2jKi-i- «22^27-2»
et cherchons la condition pour que cp contienne un couple commun ày*et g; nous tirerons de ©
erons d
0C[2>2?1 _J — 0Co*'**^'2
«11^1 "+- CX2i^2
portant dans / et g et éliminant les (x), on a un résultant de degré pq' -f- p' q H- iqq' par rapport aux (a), et qui, égalé à zéro, exprime la condition cherchée. Toutefois, ceci n'est vrai que si
l'on a o ;— 'o, en faisant o — y.,, y.o_, — txl2a2, ; et si l'on a 0 =: o, les équations entre lesquelles on a éliminé les (x) admettent Tune //fois, l'autre g^ fois, le même facteur a12#< ■y.11:r.1\ donc, d'après un raisonnement qui nous a déjà servi, le résultant trouvé plus haut contient le facteur o'/v ; si on l'en débarrasse, il reste une forme <I», de dei^ré juj />'/■ dont l'évanouissement est la condition cherchée, sans facteur étranger.
D'ailleurs, si (a !>'•' 1 es! un couple commun à /il g, il est
clair que l'on peul éci ire
* II' *n aï A, • sti»aV &y ijia',1 A, ï„a'j' 6,")?
donc (I» est déc posable en /»/' p'q facteurs linéaires, el chacun
<lc ces facteurs linéaires fournil immédiatemenl un couple tel que </ . A . Les coefficients (<p) de <E> sont des degrés/?' </ el /' 7 respectivement par rapporl aux a el aux 1 b .
Nnu> dirons que M» 0 esl l'équation des couples communs à J (i g. Remarquons que les x pourraient être considérés comme des variables de seconde espèce |>;ir rapporl à l'ensemble a , y) ; mais nous n insisterons pas ^m ce poinl qu'il sullii d'indiquer.
1 1 \ . Les fonctions symétriques fondamentales des couples communs 1 ./ ' 1 g sonl les coefficients de *I' : si
^, 1. 1. p p ?' ' " : 1 ''■: : Xt 1 *
--^ I , , I ,-, I ,-, I rt
où /• //y' - // q, mi .1 I',.
•'vM b", r«+'vH ...,,', /,.! .
Toute fonction symétrique entière des (a ' ) et des - b ' ) homogène et de> mêmes degrés par rapporl aux divers couples < a '■
comme par rapporl ans. divers couples 1 // ' s'exprimera en fonction entière des coefficients (a) et {b . Kn raisonnant comme au n° 8, il suffit de démontrer ce théorème pour les fonctions telles que
2 (<•>)"' (A'," )"(//,- )'«( b? )" . ..(a>i)>»(b\ny:
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or, dans <ï>, faisons par exemple oc22=o, a2l=Xa,2; on obtient
n [( a, , af b'p -+- a12(a</' &2" + X a<2'> bf )] ; on peut calculer alors, d'après le n° 8,
S(a(lll^11 + k1s11Jl11,)'»+fl(«(1s))m+B(è(12,)'"+'! . . .(af1r))"l+"(&ï"1)'" w',
en fonction entière des (ce); le coefficient de - -^ À», dans cette
fonction, sera la fonction cherchée, multipliée par II(«,1'))/'(///))"' ; mais n(a'/') et n(è(/') sont déterminés directement comme fonctions entières des (a) et des (b). La fonction cherchée se présente ainsi comme fonction rationnelle des (cp); mais cette fonction ne pouvant devenir infinie est entière; de plus, elle est des degrés mp' -h nq' et mp + nq par rapport aux (a) et aux (6).
115. La forme / est définie au point de vue géométrique par la condition de contenir pq + p -h q couples (#), (j), puisqu'elle dépend de (/? + i){q -+- i) coefficients.
Supposons la forme/ donnée, et regardons les coefficients (b) de o- comme variables; à chaque système de valeurs des (b) correspond un ensemble de pq' +p'q couples (x) et (y) appartenant à /et à g : nous allons chercher si ces pq' - p' q couples peuvent être pris arbitrairement, appartenant à/.
Supposons d'abord p>p, q'=q\ pour définir les couples communs à/ et g, nous pouvons remplacer g par g -+- hf, h étant une forme quelconque aux variables (x) et ( y i, des degrés p—p et </' — ^; par suite le système des pq'+p'q couples communs à/ et g' dépend au plus de
QD'+l)(g'+l)-(//-jp-+-l)(gr'_<?-l)-I
paramètres; ce nombre est égal à pq'-'rp'q — (p — 0(<7 — ! )j de sorte que le système de couples considéré ne dépend que de ce nombre de paramètres au plus et que {p - - i )(</ — i ) au moins de ces couples sont déterminés par les autres. Il est facile de voir qu'il n'y en a pas davantage : en effet, les formes g qui contiennent pq' ' + p' q — (p - - l){q — ') couples appartenant à / dépendent linéairement de
(p'~ l)(q'-h i)—pq'—p'q-r-(p- \){q — i)
paramètres homogènes et ce nombre étant supérieur à
il en résulte que les formes g considérées ne sont pas toutes composées comme///: en d'autres termes, elles ue contiennent pas tontes / en facteur : elles sonl proprement dites dans leur espèce.
Si maintenant on n'a pas à la fois /> />. >/ </. alors on voit toul de suite que parmi [es pq' -p'q couples communs à y et fi', il v en a
pq' p'q p'q' p'—q'
« I h i sonl déterminés par les autres : ce nombre coïncide avec le précédent pour p />' \ . <>n q </' ■- \ .
1 Ki. Considérons une forme // des degrés p" el </ assujettie à contenir les pq' p'q couples communs â / el g", «i montrons d'abord que ces conditions sonl distinctes dès que l'on a
Pour relu, il suffil <!<• faire voir que l'on peul trouver une forme // des degrés p /< i, q-i-q'—i, contenant lous les couples commun^ à f el r sauf un : supposons donc que celui-ci corresponde à ./ _ <». i ■.. o, de sorte que l'on puisse écrire
/, et /, étanl des formes des degrés p i, q elp, q - i, et^i, g^ étanl <l«s formes des degrés p i . </' el p . q' i ; alors il esl clair que la forme f\gi f2gt des degrés p /> lelq </' — i contient tous les couple- communs à / el n . sauf celui que nous avons mis à part.
Ceci posé, supposons <|ue la forme // des degrés//' et y", au moins égaux kp p' - i et q - ■■>/ - 1, contienne imi- le- couplecommuns kf et ^el formons la combinaison h( h - f/\ ggw J\ el g\ étant des formes des degrés respectifs p" — />, q" — //, et />" — p\ q"—q'\ lu contient comme h tous les couples communs à /et g et cela quelles que soient /, cl gK. En disposant convenablement des coefficients arbitraires de/, et ^,. on peut réduire le nombre des paramètres homogènes dont dépend linéaire-
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ment hK ; mais il faudra faire attention que, si Ton a
P"^P-P', 9"àq + q'
l'identité kfg = kg/, où k est une forme arbitraire des degrés p" — p — p'j q" — q — q' , et où l'on remplace le second facteur de chaque membre par son développement, établit des relations identiques entre les termes de//', et de gg\, lorsque/, et gt \ sont développées. Finalement, on voit donc que le nombre des paramètres dont dépend /ij est
(p'+ Ot?' h-'o-0>* -/>-+- ' Kq'—q-*- i)-(p'—p'+ OC?*- ?'+ ■ > -h(p"—p -/>'-+- i)(q"—q -q - 0.
le dernier terme étant applicable encore si l'on a p" = p +/?'- - i , puisqu'alors il s'annule.
Ce nombre se réduit précisément à pç'-f-p'q', donc, puisque //, est assujettie à pq'-\- p' q conditions distinctes, il faut que cette forme soit nulle identiquement; par suite nous obtenons ce théorème : la forme h est nécessairement une combinaison telle
<{ue ffi + gg*-
Bien entendu, ce théorème n'est vrai que d'une façon générale.
si l'on conserve aux coefficients de / et g tout leur degré d'arbitraire : cette hypothèse domine toute celte théorie. Le résultat obtenu suppose que l'on a
il est facile d'en déduire qu'il est vrai dans tous les cas, à une exception près. Supposons, en effet, que A, des degrés quelconques p" etq", contienne tous les couples communs à / et g\ il en sera de même de liX\ par exemple; si donc le théorème esl vrai pour les degrés/?"-]- 1 et q\ hxK sera de la forme//', — ggK ; cette combinaison contenant le facteur #,, si l'on désigne par
ce que deviennent les fonctions /, /, , g, gt, quand on y fait .£,— 0, il faut avoir identiquement to'fi -j- *i/']>, = o ; si q" est inférieur à q -f- q'-, <Pj et <h{ sont nuls identiquement et le théorème est démontré évidemment, en supposant toutefois, ce qui est possible, que les formes <p et 'l en [y) n'ont pas de racines communes; si l'on a q"=q + q'-, on peut écrire
Oi — tl)d/, l\ = — UIO.
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(o ('tant une forme eu ( r) de degré y" — y — g' ; mais alors en faisant
/=a?£<p-4- jrj". g .r'^l — Tig',
ie H
on a sans peine
et celte expression n'est entière que si //' e>i au moins égal à /> + p' — i. D'après cela, on voit que Je théorème n'est en défaut que si les deux nombres /> el q" sonl l'un supérieur, l'autre inférieur aux nombres p -h p' — '. '/-'/' — l '■ dans ces cas, on |icnt mettre A sous la forme du quotient de ffK -+ g^ par une puissance convenable de a:2 on )•_.. par exemple.
('."rsi ainsi que, en éliminant les i r entre f el #, <>n a une forme A. p • laquelle/?" /></' /''/■ q" o; on peul l'écrire,
comme on le -;iit déjà, sous la forme ! -> el il ne sérail pas
difficile d'obtenir plus de S) métrie.
Si l'on prend/?" /• - // -i — r}q" y q1 — î — s, la forme f\f-\- g\ ^contient linéairement (/?' /ly' -s)-+-(p — r)(q s) paramètres homogènes : on en déduil sans peine que la condition de ion i en ir ion s |e> couples communs kf el g équivaut, pour une forme des degrés p" el q . à />>/' /> y rs conditions seulement; en d'autres termes, dès qu'une telle forme contiendra /"/' /' 7 rs couples communs à f el g', elle contiendra nécessairement les rs autres, en général.
II. - Le résultant de trois formes
I 17. Soi cui les trois formes y, g, A. des degrés /> ci y. p' et y'. p" el q". Si | ii ' i,i h ' ) sont les couples communs ;'i / et g, formons le produit HAû/', A' i; connue c'est une fonction symétrique des (r/u)) et des (A"'), il s'exprimera en fonction entière des coefficients (a) et (6) de /et £•; de plus, ce sera une fonction entière, de degré pq'- p 'y, des coefficients (c) de A.
La condition nécessaire et suffisante pour que les formes/*, <s, A aient un couple commun est R = o, en appelant R ce produit.
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R est le résultant des formes/, g, h; il est des degrés p' q" -\- p" q' -, p' 'q + pq' ' •> pq' + p' Ç respectivement par rapport aux coefficients («), ('6), (c) des trois formes, d'après ce cpii a été dit précédemment et au n° 114. On obtiendrait donc tout aussi bien R en écrivant que / contient un couple commun à g et A, ou que g contient un couple commun à /et h.
R est un invariant multiple pour les formes /, g, h, des ordres respectifs Hp'p" q elUpq'q".
Considérons l'identité
ffi-*-ggi-+-hhl = o,
où /, , g, , h , sont des formes des degrés p' -+- p" i et q' -h q" — i , // -{- p — i et /' i- £ — i , /> H- // — i et gr + </' - - i .
Si/, g", A n'ont pas de couple commun, et si cette identité est vérifiée, il faut que h{ contienne tous les éléments communs à/ et g] donc h{ est de la forme
fi et g2 étant des degrés p' - - i et q' - - i, /? - - i et q — x ; alors il
vient
f (fi-*- f*à) +-g(gi + g*h) = o;
slfelg n'ont pas de facteur commun, ce que l'on peut supposer,
on a par suite
gx-v- g%h = —fk, k étant des degrés/»"- - i et q" ' — i, et l'identité s'écrit
* (fg - £/) + A (fh - V) ■+- g* ( S* - V ) = o ;
elle n'exprime donc aucun fait nouveau : elle résulte seulement des relations identiques qui existent entre les termes de//*! elgg{, par exemple, quand/, et gt y sont développées, et que nous avons déjà signalées.
D'autre part, si / g, h ont au moins un couple commun, il est clair que l'on peut vérifier l'identité
ffi-*-ggi-+-hhi= o, par des valeurs autres que les précédentes; en effet, hK ne sera plus
assujettie à contenir tous les couples communs à f cl g, mais seulement ceux de ces couples qui n'appartiennent p;is à h \ et //, étant ainsi déterminée, hh, sera de la forme — (//", ggt) d'après len° 116.
Il résulte des considérations précédentes que la condition nécessaire et suffisante pour que/, g, h aienl au moins un couple commun est que l'on puisse vérifier l'identité
./'/', ffffi h lu - o,
par des valeurs autres «pu- celles qui se présentent naturellement.
En il 'autres termes, les formes a
•'•','■ ■'".•■. ' \':/- ■'•'1',-/'V.' i'-1 '■■■■i'- -'"l' Vi •' !' ' I ''•
où r, - r2 /'' /- - i , v, s2 7' - '/ — i el qui sont
déjà liées par /"/ /> <f p 7 relations linéaires connues, doivenl être liées encore par une nouvelle relation linéaire.
Ces formes son l en □ bre 2 /> /> \(q q el contiennenl
chacune [p - p' /> </ </ >/ termes : la différence entre le nombre précédenl el celui-ci esl précisémenl -/"/•
Prenons don. (p y.p'-+-p"\ q -+_ g' .g des formes », el écrivons le déterminant de leurs coefficients, que nous pouvons, par un choix convenable des formes considérées, supposer non nul : >oii I!, ce déterminant, d'ordre i p /> p' q \-q'-\-q")>
Écrivons les relations connues entre les formes ~ et soit R.2 le déterminanl des coefficients des formes non choisies tout à l'heure dans ces relations, déterminanl d'ordre -/"/•
Si R.2=o, 1< -s formes choisies primitivemenl sont évidemment liées par une relation linéaire, el par suite M, contient l>j en facteur. Si R,= o, sans que R2 = O, ces mêmes formes sont liées par une relation qui n'est pas une conséquence de celles que l'on connaît déjà. Le résultant se présente donc finalement sous la forme du quotient des deux déterminants I'h el ]{.,; ce quotient est d'ailleurs des degrés voulus par rapport aux coefficients (a), (6), (c).
On remarquera que ce résultat n'a été établi qu'en admettant 1 hypothèse signalée au n° 116; mais, d'après la définition du résultant, il subsiste dans tous les cas.
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On observera encore que k étant une forme arbitraire des degrés p +/>' + />" — i, q -r- q' + q" — i , on peut toujours vérifier l'identité
ff\ -+-qyi + lihi -+■ Mi = °i
k\ étant une constante, et cela en dehors des relations connues entre les formes çp; alors on peut évidemment prendre pour /.-, le résultant de R.
119. Comme au n" 66, nous allons chercher à déterminer le nombre et les valeurs des couples communs à trois formes/', g, h, lorsque leur résultant R est nul.
Nous chercherons d'abord combien de couples communs à J\ g appartiennent à h\ si /?, n', n" désignent combien de fois un couple commun à/", g, h est multiple pour les systèmes [g, A), (A,/), (/', g), la plus petite valeur de ces trois nombres, soit m, indique combien de fois le couple considéré est commun à f, g, h. Les nombres S/i", 2m, où la sommation est étendue à tous les couples distincts communs à/', g, A, indiquent combien de couples communs à f et g appartiennent à A, et combien /, g, Ji ont de couples communs.
Pour déterminer les couples communs à y et g qui appartiennent à A, on fera comme au n° 66. On remplacera A par h + \k, \ étant un paramètre arbitraire, et k une forme semblable à h. Si N" couples communs à/, g appartiennent à A, on voit tout de suite que les dérivées partielles de l'ordre N" — i de R par rapport aux (c) sont toutes nulles; en outre (cl) désignant les coefficients de k, la polaire D^R n'est pas nulle identiquement et est le produit des valeurs de k obtenues en y remplaçant (x) et (y) par les valeurs des N" couples considérés.
On en déduit la même remarque qu'au n° 66. On peut en particulier prendre h sous la forme (£ | x)P"(y\ \y)q" par exemple, et obtenir des invariants simples pour résoudre la question proposée.
La détermination directe du nombre des racines communes à /, g, h offre de plus grandes difficultés : nous ne l'entreprendrons pas.
An.
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III. -- Le discriminant d'une forme. Le jacobien de trois formes.
120. Le discriminant (rime forme/— axi<y<i est une fonction entière des coefficients (a) qui, égalée à zéro, exprime que les quatre formes
ont au moins un couple commun.
Cette définition esl légitime, à cause de L'identité
i a?i/i-f-a-«/j=ri/3 J .■/.■
Pour obtenir le discriminant S '!<• /. on calculera d'abord le résultant S, des formes _/', , /a <■!/., par exemple; S, contient S en facteur, ei en outre le discriminant de la forme binaire obtenue en Faisant, dans /'. r, i el y2 o. En supprimant ce Facteur on obtienl S. qui est une (onction entière '1rs (a) du degré *'/"/ i/' — • '/ '• '" ''"' aussi un invariant multiple.
S o esl li condition nécessaire el suffisante pour qu'il existe un couple (a), (b) le) que, les l a ) étant égaux aux (a |, / ail une racine double (6) en (y), el que les i j | étant égaux ;nix i/>). /ail une racine double i a en
Pour la Forme bi linéaire du u° l'A, ou .i S <> ^n.,, — ,i S1,i ,2i ; pour la forme linéoquadratique du n° 104, S est l'invariant I!: pour la forme doublement quadratique du n° 106, S est le discriminant de l'équation canonisante, Facile .'* calculer.
Le discriminant du produit de deux formes y et g s'annule identiquement, car les dérivées partielles de ces deux formes contiennent tout couple commun à/et à g.
Ou peut Facilement prévoir un théorème analogue à celui du n° 71 pour déterminer le nombre et les valeur- des couples communs à/^/2,/3,/4 : mais il ne semble pas facile de l'énoncer et de le démontrer d'une façon à la fois précise et générale.
121. Si l'on considère irois formes/, g, h, des degrés p et </. // el q'ip" et g", ->i l'on emploie les mêmes notations que ci-dessus.
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et si l'on envisage les quatre déterminants
/, gx
fi Si
ht
/i Si
hx
<Tl
fi Si
il n'est pas difficile de voir que l'on a
ce.
'ÎI
yi
si J(/, g, II) désigne la valeur commune de ces quotients, ou peut appeler J(/, g, h) le jacobien des formes /, g, h] c'est un invariant qui est des degrés p -f- p' -f- // — a, q + q' -r- q" — 2 par rapport aux (x) et aux (y); il s'annule quand /, g, Ji ont un couple commun.
Nous nous bornerons à ces indications qui font suffisamment comprendre l'importance de l'étude directe des formes à deux séries de variables ; et nous remarquerons que l'on pourrait, à l'aide de procédés analogues, envisager aussi avec avantage des formes à trois ou plusieurs séries de variables.
I. — Définitions. Étude du cas général
122. Soit un espace I . i empli par les éléments | ./' i. Considérons une forme quadratique li\''
nous dirons des deux éléments (a ' . i '/ - |, ainsi définis |>;ir celte forme, qu'ils constituent V absolu de l'espace E.
Vous supposerons d abord ces deux éléments distincts, el par >uiir le discriminanl l> «!<■ F, -<>n I) - \„ \_. \;\ sera différenl de zéro.
I2^>. Envisageons deux éléments quelconques (jr) et (s); nous appellerons distance du premier '!<• ces éléments, considéré comme origine, au second, considéré comme extrémité, le produit par une constante //> du logarithme népérien du rapport anharmonique /. déterminé par les éléments (y), (:•), («<,)) et^''-'); si donc \ : représente cette distance, on a
ou
avec
g vza'i
(yz)sT-
i^-fc '
d'après des formules connues.
On voit que k a deux valeurs inverses l'une de l'autre, à cause • I * l'indétermination du radical^ — D; par suite la distance yz est
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définie seulement à un multiple de linnz près («désignant \J — i), et au signe près.
Si (x) est quelconque, on a toujours
dz yz ± zx ± xy = o (mod 2 imr.),
d'après la définition du rapport anharmonique et les propriétés des logarithmes. C'est cette égalité qui justifie le nom de distance. Si (y) et (z) coïncident, et seulement alors, on a
yz s o ( mod a imTz).
Si (y) et (s) coïncident avec (#(,)) ou (a(2)),y5 est indéterminée. La distance de (y) à l'un des éléments («(,)) ou (af2)) est infinie logarithmiquement.
12i. c désignant la base des logarithmes népériens, on a
et par suite
Ar3
- D yz
— = — uang^— :
ceci permet d'écrire
yz ( yz) \/D
tang^4- = ^ / , aim \yZ
et encore, à cause de l'identité
Ar,A--À|3 = D(^)2,
cos-^- = ' , sinA— = ,
a un ^AysA-» 2"M t/A^A^'
dans ces formules, les radicaux y/D et \jAy"-Az-- ont des déterminations arbitraires.
On peut convenir de choisir toujours la même valeur pour y/D;
alors nous dirons que l'espace E est orienté; dans ce cas,^ est définie à un multiple de iim- près, et l'on a
yz -t- zx -+- xy = o (modaim-)\
ceci revient à supposer que les éléments («(,)) et (a{2r) sont distingués l'un de l'autre.
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On peut encore supposer que toutes les fois que Ton considère
un même élément (/), le radical ^ \v a toujours le même signe: alors, écrivant
yz A>r . \z (vz)^D
on voit que la distance yz est définie à un multiple de \ un- près, et l'on a
yz — xz — ./ y = o i mod i im -).
< >n dit alors que l'élémenl (y) est orienté.
La distance de (y) à Lui-même supposé orienté de façon opposée esl 2 im-.
Deux éléments [y) et (z) sont perpendiculaires quand ils sont conjugués harmoniques par rapporta L'absolu. On a alors Ayz 1=0
i 1 yz = im- (mod \iim-), quelles que soient les orientations.
Remarquons que le rapport anharmonique (yzlu) peut s'écrire d'après une formule précédente,
-in
-in
zu
:> im
-in
-in
zl
•un '/.un
125. Soient (>, et Oa les deux éléments fondamentaux, dont aucun n'appartient à L'absolu. On peut, sans altérer la généralité, faire A0 = A2 = 1 , définir O, el 02 par les coordonnées (1, o), (o, 1), et orienter ces éléments en faisant Les radicaux \r-. correspondants égaux à 1 . Si enfin on appelle 0 la dislance O, 02, on a
cos-
-- A,, -in . - = /!>;
■iii/i 2 un
par suite
F = Jr+2 COS— ; — X1X1 — ./ .
•un
el, en outre, l'orientation de l'espace est déterminée par
i/D = sin— - —
■2 un
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On a alors
(j'.s)sin--— yz A y- . yz •î.im
Si l'on suppose O, et Oo perpendiculaires, avec 0 = irmz, les formules se simplifient encore un peu : les coordonnées sont dites orthogonales.
Les formules canoniques que nous venons de développer donnent en particulier
x2 sin — : — — p— X\ sin
. rU. lim . x Oo 2 îm
sin — : — = - , ? sin — — = , — ?
d'où une interprétation métrique immédiate du rapport '- des
coordonnées.
Si les éléments fondamentaux étaient ceux qui sont définis par l'absolu, on pourrait prendre
F — 2,ix1x2, \/D = 1 ,
et l'on obtiendrait de nouvelles formules simples.
En faisant m = — .> considérant l'espace E comme rempli par
les droites d'un faisceau plan, appelant angle la distance de deux de ces droites, et prenant comme absolu les droites isotropes de ce faisceau, la théorie que nous venons de développer coïncide manifestement avec la théorie des angles dans un faisceau : il est inutile d'insister sur ce point évident.
II. — Étude du cas spécial
126. Supposons maintenant que les éléments (a{t>) et (a[2)) soient confondus de sorte que
F = A| = CA^i-f- A,^,)2.
Considérons ce cas comme une limite du précédent; gardons par suite les formules du n° 123, et imaginons que D tende vers
zéro. On a
_ Aya— (yZ)S=D
si Destassez petit pour que •r" soit toujours démodule inférieur à l'unité, et si l'on convient de considérer l'unique détermination du logarithme qui se réduit à i pour (yz) - o, on a, eu développant en série.
yz = — im
(r*)/=-D I {(yZ)]/-Oy 1
en même temps que I) tend vers zéro, faisons augmenter m de façon (pie le produit — 2/w^/ — D tende lui-même vers une certaine limite /: il vient alors, à la limite,
— U yz)
yz = "^ •
el c esl là ce qu'on appelle distance yz flans le cas spécial envisagé .
Cette distance, comptée de ii .'i r . ci délinie sans ambiguïté; en remplaçant la forme générale V parce qu'elle devienl ici, soil V',., on a
et par suite les identités
/■ yz) ■ Ay\z
yy >>. i z z v ' y — o;
de plus la dislance d'un élément quelconque à l'absolu est infinie, et réciproquement.
Le rapporl anharmonique yztu) est égal à
yu.zi
127. Si les éléments fondamentaux sont O, et 02, el si aucun deux ne coïncide avec l'absolu, on peut prendre AI = A1,= i; alors / est la distance Oi O-, ; on a aussi
' i h X-i Xi — ./ >
d'où une interprétation métrique immédiate du rapport —
III. -- Les mouvements, les symétries et les similitudes
128. La distance de deux éléments ne change pas quand on fait un changement de coordonnées, ou une transformation homographique quelconque, puisqu'elle ne dépend que d'un rapport anharmonique, à la condition toutefois que, dans le dernier cas, le nouvel absolu soit l'ancien transformé; de plus, dans le cas général, la constante m doit rester la même, et, dans le cas spécial, la constante / doit se changer en /', telle que l'on ait lo = l' o désignant le déterminant de la substitution que l'on a faite sur les (x).
Transformons maintenant les éléments de l'espace ^E) par une homographie quelconque tr
,r2= \<lx\ — [i.2a?!2.
les {x') étant l'apportés aux mêmes coordonnées que les (x), et laissons l'absolu, F = Aj;-, invariable, ainsi que la constante m ou /. On peut alors rechercher les homographies (o-) qui sont telles que la distancées de deux éléments quelconques soit égale à la distance y'z' des deux éléments correspondants, au degré près d'indétermination qui se présente toujours quand il s'agit de distances, dans le cas général; ou à un facteur constant près, dans le cas spécial.
129. Envisageons d'abord le cas général : la considération des éléments à distance infinie montre tout de suite qu'une condition nécessaire est que, si l'on applique la substitution <j à l'absolu, on retrouve l'absolu lui-même. Celle condition est d'ailleurs suffisante, si on laisse aux formules loute L'indétermination qu'elles comportent, comme on le voit immédiatement en parlant de la définition même des distances.
Cherchons donc les substitutions 7 qui, appliquées à F, sont telles que les formes F et F' définissent les mêmes éléments. On a pour cela les conditions immédiates
d'ailleurs on ;i l'identité
la valeur commune des rapports précédents <st donc d=(Xu.). Prenons d'abord la valeur +(X[jl); les équations
V, A„i X(J | o, \,,, \,. 'i\>. i o, \,, \ Xp o
donnent, en supposant que ~ n'esl pas la substitution identique et que i Xu i o'esl pas nul,
par suite, les substitutions » correspondantes peuvent s'écrire, en désignant par (o, et o>2 deux paramètres,
xt= — A,, '•>2'" , ('•),— \, '•>_.!> Prenons maintenant la valeur - X\n); on trouve (!<• même
A, p.] ci «! — ;i| \„ -■->. \ i X| -+- A2)v2 = O,
ar, = r.j.j A ,, \ j /• | Vif"-»: A.i(i)j)a7g,
./ j \,,i (ot — A| tOî)ar', — 'jj2 V, ^ : r2'
en supposant le produit A0A2 non nul.
Nous trouvons ainsi deux séries distinctes de substitutions 7; mais en supposant A0= A2= î, A, = o, on voit tout de suite que celles de la première série changent en lui-même chacun des élé-
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menls qui constituent l'absolu, tandis que celles de la seconde série intervertissent ces deux éléments.
Si donc on suppose l'espace E orienté, les substitutions de la première série donnent
yz' = yz (mo&iinnz), tandis que celles de la seconde donnent
y' z' -= — yz ( mod i im tz ).
Pour celte raison, nous appellerons les premières des mouvements, tandis que les secondes seront des symétries. On remarquera que l'on a, suivant le cas,
Ax* = ±(X{l)Aa:«;
et dans le premier cas, il vient
(Xfi.) = u)f -+- Dw| ; dans le second
( V> = -A0A2(wf-H Do>l).
Si l'on oriente les éléments (#) et (#'), on pourra convenir de choisir toujours la même détermination pour ^±z(Ap.), et de faire
V/Â^=\/±(X[ji)/A^;
alors, dans le cas d'un mouvement, on aura
y' z' - - yz (mod^imiz);
dans le cas d'une symétrie, on aura de même
y1 ' z' '= — yz (modqtm'iî).
130. Plaçons-nous maintenant dans le cas spécial. Si nous écrivons que la substitution a- transforme l'absolu en lui-même, ce qui, comme plus haut, est une condition nécessaire et suffisante, en faisant
nous avons d'abord
Ax _ Aa A] A2
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d'où
x i = A 2 toj x\ — A2 ( A2 W3 — &*)x\ •
T.2 = Aj( A, w3 — ii),)^', ■+- At a)2^';.
A, A2 n'étanl pas nul, avec
(Xfi)= Ai A2w3( A|0)2-+- A2to, — A! A.jo>3 1. w,, (o2, w3 ('-tant trois paramètres arbitraires; la valeur commune des rapports ~ el .' est d'ailleurs A, A2w3. Dans ce cas on a
et le rapport des distances yz el y*z? est constant : la substitution 9 est alors dite une similitude, caractérisée par le rapport
constanl = > dil rapport de similitude
Ce rapport esl facile à exprimer en fonction des invariants de l'homographie délinir par 9.
La substitution 9 esl un mouvement ou une symétrie, si Le rapport de similitude esl égal à 1 ou à 1.
131. Dans le cas général, un mouvement est une homographie dont les éléments doubles sonl les éléments de l'absolu : il en résulte que la distance de d<u\ éléments correspondants (x) el(x') est constante el s'exprime à l'aide des invariants de celte homographie. < >n a aisémenl
xx' ci, . a 1 to2 \/[)
cos = 1 sin . — = . ;
■■*"» v*W) '"" v(*fO
cette constante ,r.r' est la grandeur du mouvement. I hiand to, = o, l'homographie est une involution, et
xx' = ± im ~ :
chaque élément esl changé en celui qui lui est perpendiculaire.
Une symétrie est une involution dont l'absolu est un couple
particulier; si donc (bli)) et (7/- ) en sont les éléments doubles,
perpendiculaires entre eux, deux éléments correspondants (x) et
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(x') sont conjugués harmoniques par rapport à ( b(i)) et (6(2)); on a aussi, suivant les orientations, les formules
b{l>x -+- b(i> x' = o (mod4 i/mz),
bwx -+- bl-i x' = i imiz (mod4 irrnz );
(b{l]) et (bi2)) sont les milieux de la distance xx'\ ils sont fixes. Dans le cas spécial, une similitude est une homographie donl l'un des éléments doubles est l'absolu; si (b) est l'autre, distinct du premier tant qu'il n'y a pas mouvement, et si r est le rapport de similitude, on a
bx = rbx'\
il y a involulion dans le cas de la symétrie; alors (b) est le milieu
fixe de toutes les distances xx'.
Dans le cas du mouvement, les éléments doubles sont confondus
avec l'absolu tous les deux. La distance xx' de deux éléments correspondants est constante : c'est la grandeur du mouvement.
132. Dans le cas général, les mouvements forment évidemment un groupe à deux paramètres; la grandeur du mouvement résultant est évidemment Ja somme des grandeurs des mouvements composants. De plus, on voit que deux symétries consécutives équivalent à un mouvement. Dans le cas spécial, les similitudes forment de même un groupe à trois paramètres ; le rapport de similitude résultant est le produit des rapports de similitude composants; les mouvements forment un groupe à deux paramètres, comme dans le cas général; deux symétries consécutives équivalent à un mouvement, etc.
IV. — Les invariants métriques
J33. Dans le cas général, les mouvements forment un groupe; on peut donc, pour ce groupe, construire des invariants absolus d'un système binaire S quelconque. En gardant les notations déjà employées au Chapitre I, ces invariants seront distincts en nombre P — 2, en général, et seront les solutions des deux équa-
lions aux dérivées partielles
Alt F — A2-2F = o, — AoAjiF + AjCAuF — A„F)4-A,A,sF = o,
qui forment un système complet.
Ces invariants, dits invariants absolus métriques du système S, peuvent être choisis rationnels par rapport aux éléments de ce système; au point de vue géométrique, il- correspondent à l'exisiruce de propriétés métriques <il>s<>hifs du système S, quand ils sont homogènes el de degré zéro par rapporl aux diverses séries de variables et de coefficients qu'ils renferment, ainsi que par rapporl aux coefficients (A.) de l'absolu. Us comprennent eu particulier les invariants absolus ordinaires du système S.
Pour former les invariants absolu- m. triques de système S, considérons le système S, obtenu en adjoignant au système 8 l'absolu F = AX*. Les invariants absolus ordinaires de ce nouveau système S, sonl distincts, en nombre I' 1 en général; <eu\ d entre eus qui sonl homogènes el de degré zéro par rapport aux coefficients | \ de l'absolu -"ni distincts, en nombre 1* 2 en général, ci lormenl évidemmenl un système fondamental d'invariants absolus métriques pour le système S.
La théorie des invariants absolus métriques ci ainsi ramenée a
celle des invariants absolus ordinaire-, ainsi qu'il était facile de le
prévoir.
13 i. On peut de même envisager des invariants non absolus qui se reproduisent à une fonction près des paramètres des substitutions qui caractérisent les mouvements.
Ils vérifieront le- deux équations aux dérivées partielles
AllF-f-A„F = fxF, — AoAMF-i- A,(AnF — A„F) V,AISF= vF,
{i. et v étant des constantes quelconques; leur existence correspondra à celle de propriétés métriques accidentelles pour le svstème S.
Sans insister sur l'élude directe de ces invariants, leurs propriétés sont suffisamment mises en évidence si l'on remarque
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qu'on peut les obtenir tous de la façon suivante : on formera d'abord les invariants ordinaires du système S( envisagé précédemment, invariants qui sont distincts en nombre P — i, en général, si l'on fait abstraction du discriminant de l'absolu, et se reproduisent à des puissances près du déterminant ()»[a) de la substitution s-, si on les suppose homogènes par rapport aux (A) ; puis on leur adjoindra, par exemple, le premier membre de l'équation de l'un des éléments de l'absolu, soit
fonction qui se reproduit au facteur - — — = près quand on
fait la substitution <r.
Avec ces invariants, il est facile de former tous les invariants métriques du système S.
On remarquera que w, — w2 \J — D est l'un des facteurs de ()*.{/•) considéré comme forme quadratique en w, et o>2.
Dans le cas où le système S ne comprendrait pas de variables (x), il serait facile de remplacer l'invariant particulier que nous avons défini en dernier lieu par un autre analogue.
135. Supposons maintenant que l'on se trouve dans le cas spécial et qu'il s'agisse d'abord des similitudes.
On définira des invariants absolus, métriques, distincts en nombre P — 3, en général, vérifiant les équations d'un système
complet
A2 An F — A, A21F = o,
- A.2 A12F -t- A, A22F = o, AJAuF-hA.; A21F =o;
on les formera comme précédemment en adjoignant au système S la forme &x, et prenant les invariants absolus de ce nouveau système S, qui sont homogènes et de degré zéro par rapport aux (A). Les invariants métriques non absolus vérifieront
A2 AnF — A, A21F = fiA2,
— A2 A12F -+- A, A22F = fiAj,
A!A12F + Af A2iF = vA2,
<j. et v étant deux constantes quelconques.
On les formera comme précédemment, en adjoignant Ar au système S,. Ils se reproduisent à des puissances près de (a;j.) et du facteur A |A2 h)3 de ( \j-)-
136. Emisageons enfin les mouvements dans le cas spécial, il y a en général P— 2 invariants absolus métriques vérifiant les
équations du système complet
A* An F — -~ A,, F Au F. <>
A ,2 I- f- AjiÏ \ 1 A JL. T o,
obtenues en remplaçant u>3 par : v ■
1 iAj 1 \>
< >ii formera I* — 3 invariants distincts comme au auméro précédent, et l'on pourra ensuite en former un dernier en remarquant
y. : ( - I et que Vr= - A., ; si donc
F est un invariant ordinaire non absolu du système S <|in soit
d'ordre 'j.. il est clair que I* \ \.' est un invariant métrique absolu.
Les invariants métriques non absolus vérifieront !<•> équations
\,a,,|- -V A,,F V' Aji '•' •*'••
— ^; A,, I V A,, F A, A,, F vF,
<x et v étant des constantes quelconques.
On en formera I* — 1 comme au numéro précédent, qui se reproduisent à des puissances près de I / ■>. . et <>u leur adjoindra e°
par exemple, puisque la distance xx' est constante.
/( Vj tl)| — - \ 1 U>] I
OyX' Oj / ./ •/
A, Agi AjU)| — Ai toj)
On aurait pu appliquer le même procédé dans le cas général ; mais il n'aurait rien donné de nouveau.
137. Pour préciser davantage ce que nous venons <l< dire, supposons que l'on ait dans le cas général F = 2Aixix2', alors, on peut en ebangeant les paramètres, écrire les mouvements sous la
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les invariants métriques sont définis par
AnF = a,F, A,2F = u2F;
ils se reproduisent multipliés par co^'io^4, évidemment; supposés entiers, ils sont isobariques des poids {/., et [x2, et réciproquement. Pour les similitudes, dans le cas spécial, si At = o, on a
t2= eu o x'.2\
un invariant métrique vérifie les équations
AllF=|iiF) A12F = <>. A22F = ;juF,
cl se reproduit multiplié par co^to^; supposé entier, c'est un semi-invariant, et réciproquement.
Enfin, pour les mouvements, avec A, = o, toujours, on a
./-, = Wi X j -+- w2:r2.
les invariants métriques sont définis par
A,, F + A,,F = fx,F, A12F = ;ji2 V.
et se reproduisent multipliés par
comme on le voit immédiatement en raisonnant comme au n° 23. Pour ces formes canoniques, la grandeur du mouvement est donnée, dans le premier cas, par
XX' (jJi-HOJo . xx' . COi — OJ.,
cos — ; — = " •> sin — ; — = l
2 im ' ' 2 ^ 1 Ul 2 s'm " 2 ^ j W2 '
dans le second cas, le rapport de similitude est—; dans le troi-
sieme cas, la grandeur du mouvement est -^ -
toi
An. — I. H»
I. — Les formes ternaires. Définitions et généralités
138. Soient x{, x2, x3 trois variables pouvant prendre toutes les valeurs possibles : en associant ensemble trois valeurs déterminées quelconques yK, y2, y3 attribuées à ces trois variables, on peut définir un élément géométrique {y).
Si nous supposons que x{, x2, xs restent toujours finies et ne s'annulent pas en même temps; si, de plus, nous supposons que deux éléments [y) et (z) sont identiques lorsque les trois déterminants
(y~)i =72*3— 73-2, ( yz )2 = jk,zi— 71*3, 0-)3 = ji-2— y-i~\.. que Ion peut tirer de la matrice (yz), c'est-à-dire
sont nuls, et seulement dans ce cas, nous aurons ainsi défini un ensemble doublement infini et continu d'éléments (x) : à chaque
système de valeurs des rapports ~» \- par exemple, correspond
un élément (x) et un seul; et réciproquement. Nous dirons, par suite, que ces éléments (x) remplissent un espace à deux dimen-
sions, E.
Les coordonnées de l'élément ( r) sont py{, zy,, :>•-,, p étant une quantité quelconque finie et non nulle. Les éléments particuliers 0(, Oo, 03. qui correspondent respectivement aux hypothèses x,= x3 = o, x%= x, = o, x{ = .r2= o, sont les éléments fondamentaux ou éléments de référence.
139. Une forme linéaire par rapport aux variables (x). soit £, xf -h ^-2x-2 + ^3 ^3. ou pour abréger (£|.r), définit, quand on l'égale à zéro, une série simplement infinie d'éléments (x), dont les coordonnées vérifient l'équation (£ x) = o.
Une telle série est définie par les rapports des quantités (Ç), qui se comportent à son égard absolument comme les coordonnées (x) à Tégard de l'élément [x . Ces séries sont des éléments géométriques nouveaux résultanl des premiers et dont les (?) sont les coordonnées. Nous dirons de ce- éléments (£) qu'ils sont de seconde espèce par opposition ans éléments (x), qui seront de première espèce. Ces deux sortes d'éléments remplissent le même espace I..
La symétrie de l'équation (jj|:c)= 0 montre que les (.r) jouent le même rôle par rapport aux 1 : 1 que ceux-ci par rapport ;m\ (x). (l\x)=o <•>( V équation de l'élément (ç) donné, en ce sens qu'elle définit les éléments 'x) variables qui constituent ce (£); cY>t aussi bien V équation de l'élément (x) donné, en ce sens qu'elle définit les éléments (Ç) variables dont L'ensemble constitue cet (x).
Nous dirons de deux éléments | x | et (£) vérifiant la condition (ç | x)= o qu'ils se contiennent l'un l'autre, ou qu'ils appartiennent l'un à l'autre.
Comme précédemment, nous affecterons les lettres latines aux éléments de première espèce, les lettres grecques aux éléments de seconde espèce.
Sans aller plus loin, voici des exemples tirés de la Géométrie ordinaire auxquels on peut appliquer ce que nous venons de dire. Si l'espace E est un plan, on peut prendre pour éléments de première espèce les points ou les droites de ce plan; les éléments d'espèce opposée sont les droites ou les points de ce plan. Si l'espace E est un point, on peut prendre pour élément de première espèce les plans ou les droites qui passent par ce point; les
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éléments d'espèce opposée sont les droites on les plans de ce point. On peut encore considérer les (x) comme définissant les coniques d'un réseau; alors aux (;) correspondent les faisceaux contenus dans ce réseau, etc.
iâO. Un élément (£) est défini par deux éléments (y) cl (z) distincts. Si (x) est un élément de (£), on a
OC* CC j
Si
ou ce qui revient au même
iy*h " (yzh " (y*h
L'équation de (ç) étant (xyz) = o, on peut écrire
X\ = AjJ)'! -+- A., Z\ ,
ou, pour abréger, (/ = A,r + L;); réciproquement, un tel élément (o?) appartient à l'élément (ç) défini par (y) et (z), et qui peut se représenter par (yz).
On peut par suite considérer (ç) comme un espace à une dimension, rempli par des éléments géométriques (x) dont les coordonnées sont les (X); les éléments fondamentaux y sont (y)
et(X>.
Tout ce que nous venons de dire peut être répété sans peine en échangeant les éléments des deux espèces : il est inutile de le faire explicitement. C'est là d'ailleurs une remarque faite une fois pour toutes, et qui s'appliquera à tout ce qui suit.
Les éléments fondamentaux de seconde espèce û4, Q2, Q3 correspondent respectivement aux hypothèses £2 = H3 = o, ç:5 = ç, = o, ![, = £., = o. D'après ce qui précède, on voit que Q, et (02 0:î) sonl un seul et même élément; il en est de même de 0( et (Q2Q3).
L'ensemble Ot0203 est une suite de trois éléments ou suite triple de première espèce; l'ensemble Q{ Q2^3 est une suite triple de deuxième espèce : ces deux suites sont équivalentes.
En général, si l'on se donne une suite de première espèce O,, 02, 0;t, . . ., 0„, composée de n éléments, pris dans l'ordre indiqué, on en déduit une suite équivalente de seconde espèce, composée des éléments (0,0,), (0203), (0,04) (0„_( 0„), (0„0,).
141. Une forme ternaire se définit comme au n" 4; on écrira, en gardant les mêmes notations
— V Pp...P7t. •■ p r_ />.'/,</•</., MC,£1l,Mt|
/ji> i> i> ■> i. i. "/'./'.■ ps.rh <i'.-q »;■■■", r ' i ï ' J i .'•>.':*••• ii ^ -=3
Mm ' />> r- l'a"-1 7t, ■ -. ' ~, •••
Pu P21 />'■■> par exemple, sont trois entiers non négatifs dont la somme est />.
Nous pouvons répéter ici, presque mot pour mot, ce que nous avons dit au Livre I après avoir défini les formes binaires : les changements à faire sont pour ainsi «lire évidents. Nous nous contenterons donc d'insister sur quelques points particuliers.
Si une forme f ne contient qu'une seule série de variables, l'équation f= o délinil un ensemble simplement infini d'éléments /•) ou (ç) suivant le eus, dont nous dirons qu'ils forment une série de première ou de seconde espèce.
Si /'est de degré p par rapport aux variables, la série correspondante est dite de degré /> : son équation contient coefficients, et par suite elle est déterminée au point de vue géo-
métrique par la condition de contenir — — [éléments
donnés d'une façon quelconque.
Une série linéaire de première ou de seconde espèce est un élément de seconde ou de première espèce.
Les définitions relatives au poids subsistent entièrement, mai-, il faut distinguer un poids par rapport à chacun des trois indices 1. 2, 3.
142. Une forme /' telle que axt ne peut pas se mettre en général sous la forme d'un produit de facteurs linéaires.
Dans certains cas, cependant, cette décomposition est possible, de sorte que l'on peut écrire
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alors on a des relations telles que
P ..a, at ...a ar . . . <*r a3 . . . a^ - ap,,pt,pf
Les premiers membres de ces relations sont les fonctions symétriques fondamentales des coordonnées des p éléments de seconde espèce (au)) dont l'ensemble est défini par l'équation f= o. Toute fonction symétrique de ces coordonnées, entière et homogène de même degré m par rapport aux divers systèmes (a(j)), peut s'exprimer en fonction entière des («) ou, ce qui revient au même, des fonctions symétriques fondamentales. Gomme au n° 8, il suffit de le montrer pour les fonctions de la forme
S ( ai,' » )'".( 2;3' > )'"»( af,2 ' )>» ( a',3) »'" •-■( a'/")'",
où l'on a />?o-l- m3= m.
Si alors, dans y, nous faisons x*:,= A/2, on obtient une forme binaire égale au produit n[a(,"a:, -\- (a," + ),a(!',).r2].
Si pour cette forme on calcule la fonction symétrique
Z( a'j1 ' -+- Xa'3' ' )'« ( a'2» )'" . . . ( a;/'> )'«,
le coefficient de p — '"— à7"* dans cette expression sera évidemment
* m* * tu ^
la valeur de la fonction considérée.
En général, une fonction symétrique du degré m par rapport à chaque système (a(/)) sera du degré m par rapport aux coefficients («); elle sera de plus isobarique par rapport à chaque indice, et de poids facile à calculer.
143. La considération des polaires conduit en particulier à définir, pour une forme /'= axp et un élément donné (y)-, une série dont l'équation est axp-hy' = o, et qui est dite la //1L'me polaire de (y); elle est de degré/» -- h. Si(.r) appartient à la hirme polaire de (y), inversement (y) appartient à la (p -- h)ièwe polaire de (a:).
La (p — i ),,Mne polaire de (y) est une série linéaire.
II. Les substitutions linéaires et les invariants
144. Transformons un système ternaire S, comme nous avons transformé au n° 11 un système binaire, par une substitution
linéaire g-, de façon à introduire de nouvelles variables (#'), définies par
X\ == A, , ./ j -f- A1;./\, — Al-,.7'^ . JT2 = A -> ; ./ ' j -f- / o-i ./'., - A i • /' j ,
= À3|a-', -+- Xs,ar'2-f- X33
Le déterminant o de celle substitution est supposé essentiellement différent de zéro, de façon que l'on puisse écrire inversement, en appelant a,/ le coefficient de ).,y dans le déterminant û :
8a?', = (Ji|, ./-, — jxjja?, — p„ ,r3.
8a?j = 'J. i > -r-, — >— Uj . ./■_. ;'.■';!,
Une forme linéaire {'-■>• devient par cette substitution (;'|j ii. supposant ces deux formes identiques, on a pour définir les(i
- I ^llÇ|-r- AjiÇ] ' :| ;i,
ou inversemenl
Les variables de seconde espèce sonl dune transformées par la substitution transposée de celle faite sur les (x); le déterminanl
de celte subsl ilution est ^ •
Lo généralités indiquées à propos de la transformation des systèmes binaires subsistent ici entièrement, à quelques modifications é\ identes pi
Les P relations qui existent entre 1rs éléments '\i\ système S el les éléments du système transformé S' sont toujours faciles à former : ce- relations dépendent d'ailleurs des neuf coefficients (À) de la substitution -y; elles appellent les mêmes remarques qu'au n° 12. On voil de même que l'ensemble des transformations o- (orme un groupe à neuf paramètres, fini et continu : deux substitutions ff successives se composent d'ailleurs comme dans le domaine binaire.
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Les substitutions n peuvent être interprétées, au point de vue géométrique, exactement comme au n" 13 : elles définissent soit des changements de coordonnées, soit des homographies entre des espaces distincts ou coïncidants. Au point de vue géométrique, une substitution a- ne dépend d'ailleurs que de huit paramètres, de sorte qu'une homographie par exemple est déterminée par la connaissance de quatre couples d'éléments correspondants.
145. Il existe pour le système S et les transformations t des invariants absolus que l'on peut choisir indépendants en nombre P — /?, p étant un nombre en général égal à 9, mais qui peut être inférieur à 9 et qui est déterminé par la considération des déterminants tirés d'une matrice analogue à la matrice M du n° 17.
Ces invariants absolus peuvent être choisis rationnels par rapport aux P éléments du système S, ce que nous ferons toujours. Les invariants absolus géométriques se définissent et s'interprètent comme au n" 19.
Le groupe des transformations a- contient neuf groupes particuliers à un seul paramètre, définis par les substitutions des deux types suivants :
/ .r, = x\ ewn, / xi = x\ -+- u>i2a7'2,
ces groupes sont engendrés par les substitutions infinitésimales du groupe total, et engendrent eux-mêmes ce groupe.
On en déduit que les invariants absolus du système S sont les solutions du système des neuf équations aux dérivées partielles linéaires et homogènes A/y F = o, où l'on trouve facilement
dF dF
â||F(e) = -*ig£; -...+ & ^+...
dF
-y( Pi ~^~Çl "+" • • • — ,Ll — ?1 — • • • )&p„pi,p3;...;TZ,.,K..T:3;.
àF , àF
/>,.p,./>,i....;TZl.T..,K3;l
àF
[p%apr
— ~1 #■/,,, />;,/>3;...;7ll— l,7tj+l,ir3;... — •••] + •
1 rz'~pl+l,pî—l,pi;...;%t,izî,,K
J "/>!,/>;, /'al-- -lit,, 7t;.7ls;...
Ces neuf équations se réduisent à p distinctes, formant un sys-
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tème complet; on vérifie aisément les identités des types suivants, où les indices î, y, /. désignent des nombres différents
A,/Ay7F — A,7 A,7F =o,
A//Ay/F — Ay/A//F = -Ay/F,
A,7Ay7, F - \j/, A,7F = o,
A/yAy/F — Ay/A/yF - A//F-AyyF,
A/y A/a F A,/. A/yF
Ay/A^F — A*/ Ay/F o,
A/y A*/ F -A*, A/y F = -AfryF.
1 16. Le ^\ -t ('me S admet aussi des invariants propremenl dits, qui se reproduisent à une fonction près des seuls coefficients (X). Ils vérifient les équations
A// F - [xF, A/yF - ->.
ci se reproduisent à St* près.
On peut former un système fondamental d'invariants entiers, p. ir rapport aux éléments du système S; ils sonl eu nombre I* — /> -+- î , sauf exception é\ idente.
Un invariant .i I > - « > 1 1 1 peul toujours être supposé entier el
homogène des degrés /. . / /.. / //,/>', ..., par rapport
aux diverses séries de variables (./•;, | y) (£), t vt ). . . . , et de
coefficients (a), (6), . . . qui constituenl le système S. Si ces coefficients sont eni\ des l'"i 'mes /'- --</,,., f -.-r . u = l>,r , / .. \-r,f ..î ■•■■> ci, si ui esl l'ordre 'I'- l'invariant considéré, on a la relation
3 ft = (p -+- q -+- . . . — - — '....m
-+- | /> ■ if 4- ...— -'— -J — ...)«' -+- ... — k —/—... -+■ X -f- 1 -+-
Les invariants mm al^nlus peuvent être pris pour les invariants absolus du groupe particulier formé par les substitutions ? dont le déterminant esl égal à î .
Un invariant entier est îsobarique et de poids >x par rapport à chaque indice; il esl droit ou gauche suivant que u est pair ou impair; si l'on permute dcu\ indices, il se multiplie par ( — i)^.
Le théorème de Gordan relatif à l'existence des systèmes complets d'invariants subsiste dans le domaine ternaire.
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Les invariants s'interprètent au point de vue géométrique comme au n° 30.
Les théorèmes généraux des nos 31 et 32 subsistent sans modificat
ion.
Ii7. Si l'on considère un invariant d'ordre p. du système S, F = Ax*jï.,.ç»ïj\.., ses coefficients vérifient, comme au n° 33, d'importantes relations faciles à former. Regardons-le comme ne dépendant que des trois séries de variables (x), (y), {'•), et soit
le coefficient AAooo/0;00,„, des poids respectifs [J- + A', [.<• + /, [A + /w, par rapport aux indices i, 2, 3 est la source de l'invariant F; car l'application des opérations A,/ à ce coefficient permet aisément d'en tirer tous les autres.
Si deux tels invariants ont même source A, des poids respectifs P, , P2, P3, ils coïncident s'ils sont des mêmes degrés; sinon, ils ne diffèrent que par une puissance de l'invariant évident (xyz), car on a simplement
JJL H- A" = P , , -Jl+/=P2,
Soit A une fonction entière quelconque, isobarique des poids respectifs P,, P2, P3, dépendant des éléments du système S autres que les (x), les (y) et les (z). Si on lui applique les opérations A,3 et A23 plusieurs fois de suite dans un ordre quelconque, on finit nécessairement par tomber sur des résultats nuls; si m est le plus petit nombre tel que les quantités A^3A?3A, où p -f- q = m -+- 1, soient toutes nulles simultanément, A est la source d'un invariant dont l'ordre et les degrés sont déterminés par les relations précédemment écrites, m recevant la valeur que l'on vient de trouver, et cet invariant n'est pas divisible par (xyz).
On calculera d'abord les coefficients A/i00.0t/0.mum_„,„3 par l'application des opérations A,3 et A23. On pourra ainsi former le coefficient de x\y\ dans l'invariant cherché; ce sera une fonclion isobarique des poids \x -+- Â', jj. -f- / et a, qui vérifiera évidemment les équations A,3F = o, A23F = o, ces opérations s'appliquant aussi aux (5); on en déduit sans peine que l'on a A"^o, /=o, comme au n° 34.
Celte fonclion peut être considérée comme la source de l'invariant cherché, quand on le regarde comme ne dépendant que des lœ) et des (y)', elle permet d'y calculer le coefficient de xt, qui sera une fonction isobarique des poids u, + A-, u et u., et qui \ érifiera les équations A)3 F = o, Ao3F = o, A, 2F = o, A32F = o, les opérations s'appliquant aux (y) et aux {z)\ le calcul est possible comme au n° 3i.
Enfin ce coefficient peut être considéré comme la source de l'invariant cherché, regardé comme fonction des (x) seuls; et le calcul est possible.
Nous n'insisterons pas davantage sur les nombreuses propositions particulières que Ton peut tirer de ce qui précède. Nous remarquerons seulement qu'on pourrait étendre facilement ce que nous venons de dire au cas où l'on considérerait des invariants F de la forme Ax»ç»; il suffit en effet de remplacer les (£) par les déterminants de la matrice (yz) pour être ramené au cas précédent.
La source A.#00;XOO d'un tel invariant vérifie les équations Aj;F o, A32F o, et l'on a P2 = Pal la réciproque est vraie.
1 i<S. Si Ton considère une fonction entière G des éléments du système S, isobarique des poids P,, P2, I',. l'opération Aiy appliquée successivement à cette fonclion conduit toujours à un résultat nul; on en déduit, tomme nous l'avons déjà dit, que si l'on a A,yG = Oj on a I', Py, comme au n° 3i; en particulier si P|= l'y, on a aussi Â//G = o.
Si l'on a à la fois A|2G = o, A_ .... < i o, on en tire, à cause des identités qui existent entre les opérations A/y, AJ3G = o.
Les fonctions G qui vérifient les deux équations A,2G = o, Aj:,G=o sont dites semi-invariantes; ce sonl des invariants pour les substitutions définies par X2) = ^31 = ^32 = o; elles reproduisent multipliées par ).''', '/.[ ',:_, /.',':,. Si l'on a P4 = P2=P3, G est un invariant proprement dit du système S, d'après les remarques faites plus liant.
I 19. Enliii nous remarquerons que les notions relatives aux systèmes invariants, aux invariants multiples et en particulier aux combinants, s'étendent sans modification aux systèmes ternaires.
III. — Les formations invariantes générales
150. Comme dans le domaine binaire, les polaires sont des invariants. De même, ce que nous avons dit alors des invariants comme combinaisons de systèmes invariants subsiste et les principaux systèmes invariants s'obtiennent sans peine.
Si l'on se donne deux formes /= axp, '| — [3?- d'espèce différente, on en déduit, comme au n° 43, l'invariant
U,W) PP P* \dxi dh àx% ai, ^ dx3 dU)
la puissance qui figure au second membre étant symbolique.
De même les trois formes de même espèce y, «•, A", des degrés p, p\ p" ', donnent lieu à l'invariant
AL AL AL
dxi dx2 àx3
dk dk dk
ôxi dxo dx3
àg àg dg
Oxi dx-i dx3
la puissance qui figure au second membre étant symbolique.
De même encore si/dépendait des (.#), des [y) et des (s), on aurait l'invariant
dxidy2àz3 dx2dy3dzl àx3dyldzî
dx\dy^àz2 dx2dy^dz3 dx3dz2dyx
De même aussi les invariants K. et J se généralisent et s'appliquent encore au cas où les formes contiennent plusieurs groupes de variables.
loi. L'invariant J (/, g, h), où l'on supprime l'indice i, est le
icobien des f< au n° 46, on a
jacobien des formes f, g, h ; si l'on pose/", = - —■> . . . , comme
Ij UtJÇ \
Hf. ff,h) =
A A A g\ gt g»
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C'est aussi le délerminanl fonclionnel de formes/, g, h ; il esl nul identiquement dès qu'il existe une relation entre ces formes, cl réciproquement.
Si /, £", h sont des mêmes degrés, leur jacobicn est évidemment un combinant.
Si les formes /, g, h admettent en commun l'élément (je), leur jacobicn admet aussi cet élément; si de plus les degrés de/, i'. Ii sont égaux, les dérivées partielles du jacobicn admettent elles-mêmes cet élément.
La condition J ( /'. g: h ) = o exprime que les [p — i)ièmes polaires de (.n par rapporl aux séries/, g, h ont un élément commun.
On a aussi, en particulier,
fit ./■-'- /«
/il /»3 J II
( le délerminanl est le hessien de/. Nous le rencontrerons plus loin.
152. On exprimera comme au n" 50 que n formes quelconques semblables renfermant chacune n coefficients sont liées par une relation linéaire à coefficients constant-.
Si le nombre des formes données esl inférieur au nombre des coefficients, on peul écrire (pie ces formes sont liées par une relation linéaire, en écrivant qu'il en est ainsi <\c l'ensemble des formes données et d'autant de formes semblables arbitraires qu'il y a d'unités dans la différence entre le nombre des coefficients cl le nombre des formes données.
M;iis on ne peul plus, en général, comme dans la géométrie binaire, remplacer celle condition par une autre plus simple, en introduisant une seule forme auxiliaire, et cela pour plusieurs raisons.
En effet, si nous supposons données q formes semblables à une seule série de variables, /, , />, . . . ,/?, de degré p, dépendant par
-uitc chacune de — — coefficients, et si g est une forme
arbitraire de degré p — /', de sorte qu'il existe
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formes telles que xr{lx'£xrJg, la somme rt-\- r2-+- rs étant égale à /•, on ne pourra j>as en général déterminer le nombre /• de façon
à avoir
De plus, si celte détermination est possible, on obtient bien un invariant qui est nul lorsque les formes données sont liées par une relation linéaire; mais la réciproque n'est pas toujours vraie. Considérons, par exemple, le cas de p = 2, q = 3; on peut alors prendre /• = 1 ; mais, si l'on a la relation
'■1/1 -H X2/2 + À.-j/, +( \kXx H- l6:r, -+- l6X3)g = O,
g étant une forme linéaire quelconque, on ne peut en déduire
que f{ , f-2, fi sont liées par une relation linéaire : cette identité
est en effet vérifiée si fK , f2, fa ont un facteur linéaire commun.
Si q est de la forme — -, et si les formes y, sont liées
par une relation linéaire, le déterminant de leurs dérivées partielles semblables d'ordre h est un invariant nul; mais, comme précédemment, la réciproque n'est pas toujours vraie. Toutefois, les invariants obtenus de l'une ou l'autre de ces façons sont intéressants dans bien des cas. Considérons par exemple les dérivées
partielles d'ordre h, li étant au plus égal à -, de la forme/*; elles sont en nombre - - et de degré p — n, de sorte qu elles
I (/> — /* -Kl)(// k-\r-l) pr ■ T- 1
contiennent chacune J— —L— — coetucients. rm leur
appliquant ce qui a été dit en dernier lieu, on obtient un invariant analogue au déterminant A' du n°51. Si h = ■> on a déplus
et, en appliquant ce qui a été dit d'abord, on obtient un invariant proprement dit dont l'évanouissement exprime la dépendance
linéaire des dérivées partielles d'ordre — d'une forme de degré
pair/>. Si enfin l'on applique ce résultat particulier à la polaire
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d'ordre ih de /par rapporl aux (.ç) remplacés par les (j'), considérée comme fonction des (y), on retrouve l'invariant analogue au déterminant A' du n° 51.
153. Si, enfin, il faut exprimer que y formes données sont liées par /• relations linéaires distinctes, on pourra procéder comme au n" 52, et obtenir des invariants multiples se rapportant en général à une forme à deux séries de variables, les unes ternaires, les autres binaires, et à des formes auxiliaires; dans certains cas particuliers, ces invariants pourront aussi se rapporter à une forme à deux séries de variables ternaires, et aux formes auxiliaires. C'est ainsi que trois formes quadratiques
/, = aa allx\ + ...-i-zat3xia:a-\-...,
ft= ^rJ = bnx\ ...— •/
f3=cx> - cnx\ — . . ,-J- •/. ■.-, r, , ■.,-- ...
seronl liées par deux relations linéaires si l'on a, en introduisant les formes auxiliaires d _ . // . <i les variables binaires X,,
/... de seconde espèce,
Cil '*\
du o
''il 0
gi\ "
/'Il o
el ce déterminant est un invariant multiple pour les formes auxiliaires, les ().) et la forme composée
les (/) étant des variables binaires de première espèce.
On peut aussi introduire des variables ternaires (y) el (y\) et
I. - Les invariants des systèmes linéaires
loi. I ii système linéaire est un système S composé uniquement de variables isolées et de formes linéaires. L'élude d'un tel système revient à <«1 1<- d'un système composé uniquement de variables des deux espèces, évidemment.
Soit donc un système composé de /// séries de variables de première espèce (#), (y), (z), (/). .... et de // séries de variables de seconde espèce (£), (y,), (Ç) (0)
Les invariants du système sont les déterminants tels que {xyz) ou (foÇ)» et les quantités telles que (!;| x): ils forment, comme nous allons le faire voir, un système complet.
Entre ces invariants existenl des relations, car 3mH-3/i — >s d'entre eux seulemenl sonl indépendants : on peul choisir pour
ceux-là
ryz). (yzt), {yzu)
ZXt . z.ill .
■ 'M ryil). ..
(El*). Hl*). (Ç|*). ••
; y ■ (ulr)- (K\y)- ■■ (l\z), i, z\ r ' ci. ..
< >n obtient alors les autres par les relations des i j pes suivants
{xzt) (xzu)
zt) {yzu) (yzv)
vz im - (zxt) yzxu) (zxv)
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{xyz){\ | 0- {yzt)&\ x) + (zxt)(t \y)+(xyt){l \ z),
(£[*) (l\y) (El*)
(xyz)(£riQ= | (tj | ar) (ij |jr) (t]|«s) | (Ç|ar) (Ç|v) (Ç|*)
155. Pour faire voir que les invariants des types (xyz), (çr^), (£ | .a?), forment un système complet, nous allons montrer que plus généralement, tout semi-invariant du système S, des poids respectifs P,, P2, l'a, est une fonction entière des déterminants tels que {ocyz) ou (£?)Ç), des déterminants tels que (xy)t ou(|r,)3, des variables telles que x-i ou £,, et des fonctions telles que (£|.r), chaque terme contenant P2 — P3 facteurs tels que x3 ou (£v))3, Pt — P2 facteurs tels que {xy)\ ou £,. Ce théorème, dont la réciproque est évidente, contient le proposé, puisque pour un invariant on a P, = P2 = P3 .
Comme au n° 55, il suffît de démontrer la proposition énoncée pour un semi-invariant linéaire par rapport aux diverses séries de variables; elle est manifestement vraie pour le système formé par les [x) seuls, car alors le seul semi-invariant linéaire est x-A. Supposons donc le théorème vrai pour les variables (y)., (.s), (?), . . . , (ç), (r(), (Ç), ... et démontrons qu'il l'est encore si l'on adjoint à ces variables les (x). Le semi-invariant considéré est de la forme À, xK -f- A2.r2 + A.3#3 ; si A, = A2 = o, A3 est un semiinvariant du système primitif, et le théorème est démontré.
Si A, = o, sans que A2 soit nul, l'hypothèse faite montre que A2 est un semi-invariant du système primitif, des poids P,, P2-t- i , P3; on peut écrire
A2 = Xa(yzt) . . . (ÇijÇ) . . . (6 | u) . . . vz . . . (xX), . . . | «>s)l . . . [a, . . .,
les facteurs affectés de l'indice 3 étant en nombre P2 — P3 -f- i . S'il existe un facteur tel que r3, on écrira
A2.r2-^ k3x3 = Z.x(yzt) . . . (£tjÇ) . . . (0 | u) . . . (xv){ . . . (xX)3 . . . (ws)t . . . [^-t- B3a73,
et l'on sera ramené au cas précédent en remarquant que le premier terme du second membre est un semi-invariant pour lequel le théorème est vérifié. De même, s'il existe un facteur tel que (xX)3, on pourra écrire
\,:r,^A^x3 = ^(yz/)..Air^..J(\\H)...V:i...\-Kl(l\x)~ll(y.\x)]...(WS)l...ixl-hB3.r3, et les conclusions sont les mêmes.
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Si enfin A, n'est pas nul, un raisonnement tout semblable ramène aux cas précédents.
On raisonnera de même si l'on suppose le théorème vrai pour les variables (x), (y), (z), . . . , (i\), (Ci. • • • et que l'on adjoigne à ce système les variables (£).
Comme conséquence particulière du théorème que nous venons de démontrer, remarquons que si une forme f est décomposablc en facteurs linéaires, de sorte que f = II(a" | ,r), tout invariant de y et des variables (x), • ... (ç), ... s'exprimera en fonction entière des invariants tels que (xyz), (£|#), {%'rX)i (a(/ | ./ . (a(l')^r1), (aua-/ç), (a(/) a^a'*1 ), symétriquement par rapport aux (au)); et réciproquement.
456. La signification géométrique des conditions obtenues en égalant à zéro les invariants des types {xyz • (£rçÇ), (£|.r), est évidente.
Le système linéaire S admel aussi des invariants absolus géo-
, . , (f I a?)(i) 1 y) (xyt)(xzu) . . ...
métriques tels que ' ? ou 7— — Leur sijrnih-
ealion résultera de ce qui suit.
II. — Les faisceaux d'éléments
157. Nous avons déjà vu qu'un élémenl I : I par exemple, déterminé par [y) et (s), pouvait être regardé comme un espace à une
dimension, rempli par les éléments (./ a, > X2 s), pour lesquels on peut envisager les ().) comme des coordonnées binaires. On dit de ces éléments (x) qu'ils formenl un faisceau.
Quatre de ces éléments, de coordonnée-, binaires (),), (a), (v .
(•p), ont un rapport anbarmonique tel que 1 a;v.vc , qui
ne change pas quand on change les éléments fondamentaux (y 1 et (z) de l'espace (ç), ou que l'on fait une substitution linéaire sur les variables ternaires; etc. Ainsi est défini ce que l'on doit entendre par rapport anbarmonique de quatre éléments de même espèce, appartenant à un même élément d'espèce opposée.
Soient (y), (.s), (t). (11) quatre éléments de première espèce
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(dignes, c'est-à-dire appartenant à un même élément de seconde espèce (£); soit (x) un cinquième élément de première espèce n'appartenant pas à (£), et considérons les quatre éléments de seconde espèce (xy), (xz), (jet), (xu). Leur rapport anharmonique est égal au rapport anharmonique correspondant des éléments (y), (z), (t), (u) : en effet, si (y) étant quelconque sur (£), on lui fait correspondre (xy), on met ainsi les deux espaces (x) et (£) en correspondance homographique : c'est pour ainsi dire ('•vident, et d'ailleurs on peut remarquer que si les coordonnées de (y) sont Çktv + ^2w), (r) ct (w) étant deux éléments fixes de (£), celles de (xy) sont précisément [~k{ (xv) -f- )v2(;rw)].
Cette correspondance homographique particulière entre les espaces (x) et (£) déterminés par deux éléments d'espèce opposée, qui est telle que chaque élément de l'un contient son correspondant dans l'autre, est dite homologie. De ce qui précède on
eonclut sans peine que l'invariant absolu . . — - des cinq
1 * (xyu)(xzt) l
séries de variables (x), (y), (^), (^), (w), quelconques, est égal au
rapport anharmonique des quatre éléments (xy), (#«)> (xt),
( xu): de même l'invariant absolu )-?-. — . ' , { est égal au rapport
anharmonique (xy\'t\) des deux éléments (x), (y) associés aux éléments de même espèce déterminés par (xy) et (£), (yj) successivement.
Le rapport de deux coordonnées — est égal au rapport anharmonique (xOûoù3), en désignant par O l'élément de coordonnées (i , i , i).
158. Considérons deux faisceaux différents de même espèce, par exemple Çkty + ^2.s) et (m-i t + [x2 u); ils seront homographiques s'il existe entre les ()>) et les (p.) une relation bilinéaire. Pour simplifier on peut supposer les (p.) égaux aux Çk), l'homographie n'étant pas singulière. Alors, si (£) est un élément quiconlient deux éléments correspondants des deux faisceaux, on a
Xi(Ê|.T)4-X,(Ê|*) = o, Xi(S|0-+-^i(Ç|a) = o; éliminant les (),), on voit que le lieu géométrique de ces
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éléments (£) est la série quadratique de seconde espèce
(Êlr)(S|a)-(SI*)(Èl<) "•
En particularisant les coordonnées, on voit sans peine que cette série se décompose dans l'unique cas où l'élément commun à (y:-) et à (tu) se correspond à Lui-même dans les deux faisceaux: alors tous les éléments (£) contiennent un élément (x) fixe; on dit que les deux faisceaux sont homologiques ; ils sont eux-mêmes homologiques à l'espace | x , considéré comme rempli par les éléments correspondants (ç).
Nous avons énoncé et démontré dans ce paragraphe, d'une façon générale, des théorèmes bien connus de Géométrie ordinaire.
On pourrait aisément retrouver de la même façon les propriétés projecti\cs des transversales dans le ii iangle, du quadrilatère coin plet, des polaires relatives aux angles, des polygones donl les côtés passent par des points donnés, tandis que les sommets se déplacent sur des droites données; etc., etc. Il suffit de donner ces indications; traiter ces questions en détail nous écarterait trop du 1 mi i poursun i .
I. Les éléments communs à deux séries
159. Soient deux formes, à une seule série de variables el de même espèce, /= axp, g = bxr, définissant deux séries de première espèce, des degrés/? et p'. Ces deux séries ont des éléments communs, que l'on peut déterminer de la façon suivante. Considérons un élément (£) quelconque, et cherchons la condition pour qu'il contienne un élément commun à feï à g; de (£ | x) = o on tire
portant dans /'et g, puis éliminant x2 et x3 entre les deux formes binaires par rapport à ces variables ainsi obtenues, on obtient un résultant de degré ipp' par rapport aux (£), qui, égalé à zéro, exprime la condition cherchée; toutefois cela n'est vrai que si l'on a £, ±o; si £, -— o, les équations entre lesquelles on a éliminé x2 et x3 contiennent l'une p fois, l'autre p' fois le facteur commun \2x-> -+- £3^3, et d'après un raisonnement connu, le résultant trouvé plus haut contient le facteur ^p'; si on l'en débarrasse, il reste une forme y, de deuxième espèce, des degrés pp\ p' et p par rapport aux (£), aux (a) et aux (/>), dont l'évanouissement est la condition cherchée sans facteur étranger. Il est «'•vident que cette forme y, que nous dirons équivalente à l'ensemble (/, g), est décomposable en pp' facteurs linéaires, d'après la façon dont on l'a obtenue.
Les séries y et g ont donc pp' éléments communs dont y = o est l'équation : ces éléments peuvent être confondus en tout ou en partie; si un même facteur (£1^) figure q fois dans y, on dit que
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(y) esl commun q fois à f et à g. Si y est une forme nulle identiquement, les séries /'et g ont une infinité d'éléments commun- : elles sont donc identiques, ou bien l'une des formes/", g au moins est décomposable, et admet l'autre ou un facteur de l'autre en facteur.
La forme y esl un invariant, manifestement.
Si l'on a
'/- II,; a
on voit qu'une fonction symétrique des éléments communs (a ' i .1 / 'ci g, entière el homogène de même degré r» par rapport au\ divers s\stèmes >/ ' . s'exprimera comme une fonction entière des coefficients a) el (b)defe\ de g, des degrés respectifs mp
et ////>.
1()0. Supposons la forme f donnée, el regardons les coefficients g de (b) comme variables; à chaque système de valeurs des (b) correspond un ensemble de pp' éléments x communs kf et à g : non- allons rechercher si ces />// élément- peuvent et repris arbitrairement, appartenant à /'.
Supposons d'abord /' />: pour définir les éléments communs à y et à g, non- pouvons remplacer g par g ///'. h étanl une forme quelconque de de^ré // -/> par rapport aux (a; : par suite, le système des pp' éléments coin m un- à /'ei à g dépend au plus de
paramètres; ce nom lue est égal kpp1 ±J— ' , de sente que
le système d éléments considéré ne dépend que de ce nombre de
paramètres au plus, el que au moins de ces élé-
ment- sont déterminés par les autres. Il est facile de voir qu'il n\ en a pas davantage; en effet, les séries g qui contiennent
PP ~r^ éléments appartenant a / dépendent lineai-
i ( /' il/' t , (P 0(/>— 2) . .
rementdev-i- ' — p/> ' ' -paramètres homo-
gènes, et, ce nombre étant supérieur a -— ' >uen
CHAPITRE III. — ÉLÉMENTS COMMUNS A DEUX OU PLUSIEURS SÉRIES
résulte que les formes g considérées ne sont pas toutes composées comme/A; en d'autres termes, elles ne contiennent pas toutes/' en facteur.
Si l'on a p' <Z p-, on voit tout de suite que, parmi les pp' éléments
communs a / et a g, il y en a — — — - qui sont détermines
parles autres ; ce nombre coïncide avec le précédent pour/»' = p — i et p' = p — 2.
i 01 . Soit une série h — - cr.r de degré p" , assujettie à contenir les pp' éléments communs kf et ai g', et montrons d'abord que ces conditions sont distinctes dès que l'on a.p'7 p + p' — 2. Pour cela, il suffit de faire voir que Ton peut trouver une série h de degré p" ', contenant tous les éléments communs kfelkg, sauf un; si celui-ci correspond à x2 = .r3 = o, on peut écrire
./ = ^2/2 -1- a?s f3, g = xt gt^-x^g-i.
fi et./3) gï et ,•?':( étant des formes des degrés p — ■ i, />' — 1 ; alors il est clair que la forme fzg 3 — fzgîi de degré /? H- // — 2, contient tous les éléments communs kf et à £% sauf celui mis à part.
Si alors la forme h de degré p" > p -+- p' — ■ 2 contient tous les éléments communs à y et g-, formons la combinaison hi = h — ffK — gg\if\ et g\ étant des formes de degrés/?" — p' , p" — p\ A, contient comme h tous les éléments communs à y et à g; en disposant convenablement des coefficients arbitraires de y, et g{, on peut réduire le nombre des paramètres homogènes dont dépend linéairement ht. En faisant attention aux relations qui résultent des identités telles que fg = gf, comme au n° 116, ce nombre se réduit à
(jp"-t-i)(//'-f-a) ( //' — /> -i- 1 ) ( p" — p -+- 2 ) i //' — // -- 1 ) ( p" — p' -+- 1 )
le dernier terme étant applicable encore lorsque // est égal à p -+-//- - 1 ou à /? -+-/>' — • 2, puisque alors il s'annule.
Le nombre précédent est précisément pp'; donc A, étant assujettie à/>// conditions distinctes, il faut que cette forme soit nulle
identiquement. Par suite, la forme h est nécessairement une combinaison telle que//, ::,.
Ce théorème s'étend au cas où l'on a p" /> p — 2. Supposons, eu effet, que h de degré quelconque/?" eontienne tous les éléments communs à f et ;'i g\ il en sera de même de //./•, par exemple; si donc le théorème est vrai pour le degré p" 1, hx{ sera de la forme ff, -f- ggt ; ffK - gg\ contenant le facteur ./-,. si l'on désigne par -y ^,. •!>. t|f(, ce que deviennent les fonctions/". /, . g, gl} quand on y fait Xt—o, il faut avoir Identiquement tpcp, yl, i>: comme />" est inférieur à // p' — 2, ceci entraîne :;, :<p, = o, et le théorème est démontré évidemment, en supposanl toutefois que les formes -^ el 'l en x2 et ./■ , n'ont pas de racines communes.
Bien entendu, ce théorème n'es! vrai que d'une façon générale, ^i l'on conserve aui coefficients de /'et g t < > 1 1 1 leur degré d'arbitraire.
Si l'on prend p /> ]< -2 r, la forme /',/ g\g < /> élanl an moins égal au plus petil des nombres p et p con-
in-nt linéairement para-
mètre-, homogènes; par suite la condition de contenir i<»ns le^ éléments communs à y el à g équivaul pour une série // <lc degré p
a/y> — - conditions simples : end autres termes, dès qu une
telle série contient pp' — — des éléments communs à ^el à g,
elle contient les autres, en général. I ne iiuire conséquence
du théorème déi tré* esl celle-ci : si deux séries / et // des
degrés p el p" /> p | sont telles que pp'\ p p" de leurs éléments communs appartiennent à la série g, <le degré/?', on peut écrire h ff\ ggt, et par suite les p(p"- p antres éléments communs à /et h. appartiennent à une série gt de deuil'// — //. Enfin, nous remarquerons que toutes les séries de degré' // qui
ont ' r' '' - — a éléments communs, ont p- éléments com-
muns, et par suite forment un faisceau; en effet, si l'une d'elles esl fixe, les nouveaux éléments communs à celle-ci et à une autre quelconque sont, complètement déterminés par ceux qui soni donnés.
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II. — Le résultant de trois formes. — Le discriminant d'une forme.
162. Soient les trois formes/, g, h, des degrés/?, /?', p". Si les (V/.u)) sont les éléments communs à f et à g, formons le produit Il/i(rtU)); cette fonction symétrique des (a(,')) s'exprimera en fonction entière des coefficients (a) et (b) de y et g, sera respectivement des degrés /?'/?", p" p, pp' par rapport aux coefficients (a ). (6), (c) des formes/", g, h.
La condition nécessaire et suffisante pour que les formes/, g. h aient un élément commun est R- o, en appelant R ce produit. R est le résultant des formes/, g, h] c'est un invariant d'ordre /?/?'/?"; c'est un combinant de ces formes, quand elles sont de même degré.
Si h est le produit de deux formes h{ et h-2, le résultant de /. g, hesl le produit du résultant de /*, g, h,, et de celui de/*, g, h ,.
On obtiendrait tout aussi bien R en écrivant que /contient un élément commun à g et /&, ou que g contient un élément commun à / e t h .
Considérons l'identité
ff\-+-gg\-+- hhy= o,
où/", , gt , hK sont des formes des degrés p' - - p" — 2, p" -+- /? - 2,
P -hp' — 2.
Si/", £, /i n'ont pas d'éléments communs, et si cette identité est vérifiée, il faut que hK contienne tous les éléments communs à / et g; donc h{ est de la forme //'2 - gg-i-, f-i et £'2 étant des degrés/?' — 2 et/? — -2. Comme au n" 118, on en déduit que l'identité proposée résulte simplement des identités telles que
y^" = o/déJà signalées.
D'autre part, si /", g, h ont au moins un élément commun, on voit de même que l'on peut vérifier l'identité proposée par des valeurs autres que les précédentes.
La condition nécessaire et suffisante pour que/, g, h aient un élément commun, est donc que l'on puisse vérifier l'identité
//i-t- ggi-k- /lf'i =°
par des valeurs autres que celles qui se présentent naturellement. En d'autres termes les formes o
xf'X'/-x'/ • /'. xi'* ./•'/'■ xi'' e, xi"* xi" xi* h,
où qt -+- q%-\- q% = p'+p"- -2, ..., et qui sont déjà liées par 2_, -relations linéaires connues, doivent être liées encore
par une nouvelle relation linéaire.
Les tonnes sont en nombre > — — —L— -, et con-
tiennent chacune - -^- — — termes : la dillc-
reuce entre le nombre précédent et celui-ci est précisément V p(p-j)
( )n prendra donc — s— ~±—'—!— —!—- des lormes », et
l'on écrira le déterminant I», de leurs coefficients, déterminant que l'on peut supposer non nul, par un choix convenable des formes considérées. Ecrivant alors les relations connues entre les formes m, el appelant \\> le déterminant des formes non choisies tout à l'heure dan- ce> relations, on voit comme au n" 118
que I! est précisément le quotient •=- des déterminants 11, et K,, <|in sont respectivement des ordres — —
et > -, nombres dont la différence est -/>/>".
Observons que si /, est une forme donnée quelconque du degré/? ^p'^rp" — 2? ,m peut toujours vérifier l'identité
f/i ggx ■ hhx - /,/, , ...
/. , étant une constante, et cela en dehors des relations connues entre les formes çp; alors, on peut évidemment prendre pour /câ le résultant R.
IGi. \ oici d'autres movens de calculer le résultant des trois
formes /'. g, h, analogues à ceux du n° 65 dans le cas de deux formes binaires.
Supposons les trois formes /'. gt h du même degré />, et
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écrivons-les ainsi
g = g-ixP' H- giXP^-h g30cP3\
k= hyXR
Pm P%i Ps étant trois entiers positifs dont la somme est^+a; cette décomposition est toujours possible, et même de plusieurs façons, dont on choisira l'une arbitrairement.
np(p-T-l) , -11 1 ,
y a - — — - systèmes possibles pour les nombres p{, p2, />:! :
considérons alors les ^ " déterminants tel que
g\ gï g 3
Ai h-2 /i3 i • ■ • P( P -Ji~i) C 11 • i
on obtient ainsi - — — - tonnes de degré %p — i qui s annulent
en même temps que/", g7 h si ces formes ont un élément commun, et si l'on prend (x) pour cet élément.
Adjoignons à ces formes les - formes des types
x^xf-xl/f, xf x^ x\3 g , x'I'x^-x'teh,
où q\ -\- CJ2-+- q-i — p — a, qui sont dans le même cas. Nous avons ainsi en tout p('ip — i) formes de degré ip — 2, et le déterminant de leurs coefficients, d'ordre p(zp — i) et de degré total op'2 par rapport aux coefficients de/", g, /?, est évidemment le résultant R de ces formes.
Autrement, soit J le jacobien des formes f, g, h; les degrés de ces formes étant toujours égaux à />, les dérivées partielles de .1 s'annulent en même temps que f, g, h. Alors on considérera les formes de degré op — 45 en nombre ?>(p.p-- — 5/? + 4)5 et renfermant chacune - (p — 1)(3p — 2) coefficients
Wt' S' ^V *?**'*?'/' *?'*M* *M'*Î'A,
où qi-*r q^-^ qz= ip — 4; ces formes sont d'ailleurs liées par
^P~ ^'^P ' relations linéaires connues. Les égalités
;,,.. 2)(/>-3) 3(/> — i)(3jp- i
inonlrent alors qu'on obtienl le résultanl I! sous la forme du quotient de deux déterminants, comme au numéro précédent.
Lorsque les degrés de/, g, h ne sonl pas égaux, on ramènera ce cas au précédenl comme au □ 65; on introduira ainsi des facteurs étrangers, toujours faciles à déterminer.
( )n peul encore, dans le cas général, envisager le jacobien J et
les formes x\%x\ > f «m y, '/—'/: /'' /'
ei l'on \"ii sans peine que l'on obtienl encore le résultanl comme quotienl de deux déterminants.
165. Lorsque trois formes/, r. h onl leur résultant nul. «m peul
déterminer le i bre el les coordonnées des éléments com
i s par des considérations toutes pareilles à celles «lu n° 119.
( 1 me dans le cas des formes à deux séries <l«' variables
binaires, dont la théorie a de i breux points communs ave<
celle <|ui nous occupe I el i eci n'a pas lieu de surprendre, puisque le nombre de \;iriables indépendantes non homogènes esl le même dans les deux cas . nous laisserons de côté la détermination direi te du nombre des éléments communs à/, r . h.
I(')(î. Le discriminant S d'une forme/ axp esl le résultanl
, ..... . ,, i of i <>f i df
«le ses trois dérivées partielles • •
( l'esl un invarianl d'ordre p(p -- i)-, et de degré 3 /> i)s par rapport aux coefficients {a | de /. Nous verrons plus bas quelle esl la signification de la condition S = o.
Le discriminanl du produit de deux formes est nul identiquement, car les dérivées partielles de ce produit s'annulenl pour tout élément commun aux deux formes-.
Nous ne ferons que signaler l'extension possible des théories contenues dans ce < lhapitre au cas où l'on envisagerait des formes à deux ou plusieurs séries de variables binaires ou ternaires.
I. — Les formes équivalentes
Les polaires. Les éléments tangents. — Les éléments multiples.
167. Soit une série de première espèce et de degré/?, d'équations/= axp = o. Si nous cherchons ses éléments communs avec un élément (£) quelconque, nous savons qu'ils sont en nombre p, et il est facile de former leur équation. En particulier, on peut former l'équation /[■ (52#2-r- £3^3)5 Ei#25 çf .r3] — o, qui définit
les coordonnées — de ces éléments, si £( n'est pas nul.
Écrivons que, parmi les/? éléments communs à /et à (£), deux au moins sont confondus; à cet effet, nous formerons le discriminant de l'équation précédente, de degré >-p{p — 1) par rapport aux (£), et nous en supprimerons le facteur étranger évident \p{p~{). Nous obtiendrons ainsi une forme cp de seconde espèce, de degré /?(/? — 1), qui, égalée à zéro, exprime la condition nécessaire et suffisante pour que (£) ait deux éléments communs confondus avec /. cp est clairement un invariant d'ordre /?(/? — 1), de degré 2/?(/? — 1) par rapport aux coefficients (a) de/.
Nous dirons de cette forme o qu'elle est équivalente à /. Si / n'est pas irréductible et admet un facteur multiple, la forme cp est nulle identiquement. Si /est décomposable en un produit de facteurs linéaires distincts, n(a(,)J^), il est clair que cp est de la l'orme n(a<«atf>Ç)2.
168. Définissons maintenant l'élément (ç) par deux éléments de première espèce (y) et (0), de sorte que l'on ait {•;= (^3);, et qu'un élément quelconque de (£) soit (\{y -+-\2z). Pour définir
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les éléments communs à/ et à < '; >. on aura l'équation
ayV>\ poy ;/.', ' /., ar? S»A7 -X|- ... = o;
le discriminant de celle forme binaire par rapport aux | a i s'exprimera à l'aide des (;) et sera la forme co équivalente kf.
Celle équation nous donne aussi tout de suite la signification géométrique des polaires de/égalées à zéro. Si l'on appelle (/.' i les racines de celte équation, el si (y) et (z sont tels que a, izh o, on a
si alors ( / ' » est l'élément qui, dans l'espace (£), a pour coordonnée* < a ' i, le rapport anharmonique (yzt^}t(J i esl éeral à — — — :
par suite, la relation précédente peul s'écrire
la sommation étant étendue à toutes les combinaisons /' i,
(*('»,)> '''■'■ i des éléments (*), A à A, et (/» i,(/« ('/ /( i
restant fixes. < )n peul aussi é< i ire dans le- mêmes conditions
L'une ou I .mire de ces équations définit les/? A éléments (y) qui, sur (;), appartiennent à la/;""" polaire de (s ; d'après le n° 62, ils forment le système polaire d'ordre A de (z) par rapport aux éléments communs à / et à (; >, dan- l'espace : ■ En particulier, pour A i . on a
Z(yzt ' /' o;
pour A /> i . on a
1 yzt ' l ' i : o.
169. Supposons que (jk) soit un élément déterminé de /, de sorte que ayr o; l'élément quelconque (£) ou (yz), contenant ( r), a (y) commun avec / une seule fois seulement en général, car on n'a pas ,/>/-■-= o. Si cette condition est vérifiée, sans l'être quel que soit (z), alors (z) appartient à la (p - i )"""' polaire de (y), qui est une série linéaire, ou un élément de seconde espèce (•/)); on voit que cet élément ( /, i, et lui seul parmi
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les éléments (£) qui contiennent (y), admet (y) commun avec/ plus d'une fois, et en général deux l'ois : il est dit langent à/ en (y)-, et (y) est son élément de contact.
Cette notion s'étend aux séries linéaires; en chaque élément (#) d'une telle série (£), l'élément tangent est (ç) lui-même.
170. Généralement, supposons que ayp-lz^ • • -, axp-/i+izh-, sont des formes nulles identiquement quel que soit (,z), sans qu'il en soit de même de ayp-hzh^ ce qui exige que les dérivées partielles de l'ordre h — i de / soient toutes nulles pour l'élément ( k), sans qu'il en soit de même pour les dérivées partielles d'ordre h ; on dit alors que (y) est un élément multiple d'ordre h de f : tout élément (£) contenant (y) admet (y) Ji fois au moins commun avec f.
Les éléments particuliers (z), tels que l'on ait arp-hzh— o, déterminent des éléments (yj) qui ont plus de h éléments confondus en (y) communs avec/, en général li -f- i . Ces éléments (y)) sont en nombre /*, distincts ou confondus, car ici arp-i>zh se décompose en h facteurs linéaires par rapport à (3), puisque si (z) vérifié l'équation arp-hzh=o, il en est de même, d'après ce qui précède, de tout élément appartenant à {yz). Ces éléments (y)) sont encore dits tangents à/ en (7).
En général, une série /n'a pas d'éléments multiples; si, en effet, (y) est un tel élément, les dérivées partielles du premier ordre de /doivent s'annuler pour (y)-, et réciproquement, si ceci a lieu, (y) est un élément multiple, en général double, pour /. De là résulte la condition nécessaire et suffisante pour que /ail au moins un élément multiple : c'est que son discriminant soit nul.
Les polaires axp-*y*=o d'un élément (y) appartenant à /, qui ne disparaissent pas identiquement, admettent cet élément avec le même ordre de multiplicité, et y ont les mêmes éléments tangents. La polaire axp-l!z!i= O d? un élément quelconque (z) admet comme élément multiple d'ordre h — k tout élément multiple (y) d'ordre A de/. Ces propositions se démontrent sans peine, par exemple en supposant que l'élément multiple (y) est O, et remarquant que/ prend alors la forme
/= xi[-''fh{x,, Xi)-^x{-h l/A+I(a72, a?3) + - • ■■-r-//»(a?*, #3), An. - I. 12
les/, étant des formes en x2 et .r3 de degré marqué par l'indice. lci//i = o est l'équation des éléments tangents à /en O,.
171. Si deux séries /—<:/.,,>, gz=bxP- <>ut un élément (j^) commun, multiple des ordres h et h1 respectivement pour ces deux séries, il compte au moins hli' fois parmi les pp' éléments communs à ces deux séries; il ne compte pas davantage si ces deux séries n'ont pas d'élément tangent commun en (y) ; il compte au moins hh'— y fois, si les éléments tangents en (y) à /et à g coïncident en nombre q.
Pour démontrer ce théorème, supposons que (y) coïncide avec 0|, et écrivons comme toul à l'heure
g ■'■<[ h'gh' •'',' lgh'+l-*-----ï-gp °"
Si dans ces équations nous remplaçons x{ par > el si, entre les
nouvelles équations obtenues, uous éliminons X\ el .>■',, nous obtenons un résultanl lî qui u'esl | »;i - nul identiquemenl si/el g n'oni pas une infinité d'éléments communs, el qui est, d'après les propriétés de poids des résultants, du degré
ou /y/ - ////' par rapporl à ./_. el ./:). \u\ racines «le II . o correspondenl pp' - - hh! élémenl s communs ;ï / el g, autres que O, en général, ce qui démontre la première partie du théorème. Si fh el gh> n'ont pas de racine commune, aucun de ces éléments ne peut coïncider avec O,, car pour chacun d'eux on a x\ <>. Mais si fa et gh' ont q racines communes, distinctes ou confondues, l'équation R = o, qui peut s'écrire sous la forme fh F + g/tG = o, évidente d'après la formation du résultant, admet ces q racines, el à chacune d'elles correspond de nouveau O, comme élémenl commun à /et à g. Le théorème est ainsi complètement démontré. On voit en même temps comment on pourra déterminer, sans recourir au procédé général du n" 159, combien de fois O, est commun à / <i à g dans tous les cas possibles.
175. Si les deux séries / et g ont en commun r/ -+- i fois un élément (y) simple pour chacune d'elles, on dit qu'elles ont
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on (y) un contact d'ordre q; en général, q est égal à i, et le
contact est simple : les deux séries sont simplement tangentes.
Cherchons la condition pour que/ et g soient tangentes. Si (x)
est l'élément de contact, on a
df df df
dx\ dxt dx3
dg dg dg
dxi dx% dx3
l'une de ces équations étant d'ailleurs une conséquence des autres. Éliminons les (x) entre les équations
_ df^ dg^ d_f dg_
^ ' ti dx2 dx3 àx3 dx2
on obtient un résultant T' des degrés p'(ip-\-p' — 2) et pi'i-p' + p — 2) Par rapport aux coefficients (a) et (b) de f et g; mais si ,r, est nul, et seulement dans ce cas, on ne peut rien déduire des équations employées relativement au rap-
K port - ' ' ; d'ailleurs, si l'on a/=o, «- = o, avec x{ = o, la troi-
dxi sième équation employée est vérifiée d'elle-même, puisque
df df dg dg
dx* 0x3 d.r-2 dx3
Le résultant T' contient donc comme facteur étranger le résultant de /(o, x», x3) et £"(0, x2, x3), des degrés p' et p par rapport aux (a) et aux (6); en l'enlevant, on obtient la condition cherchée T = o, où T est un invariant des degrés p1 (2/9 H-/?' — 3) et p{zp'-{-p — 3) par rapport aux («) et aux (&). d'ordre
Pp'(p-\-p'—2).
On voit d'ailleurs que T s'annule aussi dès que y' par exemple possède un élément multiple appartenant à g : nous pouvons donc dire que T =. o est la condition nécessaire et suffisante pour que deux des éléments communs kf et à g soient confondus.
173. Si trois séries y, g, h des degrés p, p' , p" ont en commun un élément (x)7 multiple des ordres h, h', lé' respectivement, on voit sans peine que la série jacobienne, obtenue en égalant à zéro le jacobien J(/, g, A), admet cet élément comme multiple de
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l'ordre h -+- /t'-f- h" — 2 au moins; si 4- = *rr, = ^rr,* l'élément est
A li h
multiple h -\-k'-\- h" — 1 fois au moins; si Ton .1 seulement ~ — ' -,
il n'est multiple que A -h h'-+- h" — 2 fois en général, mais il admet les éléments tangents ;'i /comme éléments tangents; etc.
Lorsque p — p' — p"i on voit encore que la jacobienne est le lieu des éléments doubles des séries / .,,/ '-■ \zg - '/•.>,/' o.
II. — Les séries tangentielles
171. Cherchons les éléments <:) tangents h/qui contiennenl un élémenl donné 1 y); si (.r) e^i l'élémenl de contact, on a pour déterminer (.r) les deux équations axp- o, ax\ v o, <|ui donnent p(p — 1) solutions. L'équation de ces éléments (ç) est obtenue en égalant à zéro le discriminanl <!<•
<iy'i 1- /■■! , Xf_,X, . . - a3 / >', - o:
elle esl de la forme
ax?g " ,1 ij li 0,
g et h étanl des formes des degrés p{p 2 1 <•! (p - 1 i| /> — 2), comme l'on sail ; on voit que les éléments communs à/el aux 1 ; 1, autres que les éléments de contact, appartiennenl à ta série A : o, de degré (p — l)(p — 2); d'ailleurs // est le discriminanl de
po-xf *y^p\~x -+-...-»- ayv\\ '= o,
de sorte que // est «le l,i forme
"<■ 'yéTi a\f iy'-gi - O;
donc les séries h- -o el r/.#./'-'y~o sont tangentes aux éléments communs aux deux premières polaires de (y).
Mais les solutions trouvées comme éléments de contact (.r) ne sont acceptables, ( y) restant arbitraire, qu'autant que (oc) n'est pas un élément multiple, cl précisément la série <>., >r=o, qui est la première polaire de (y), contient tous les éléments multiples de f : il faudra donc ôter les solutions correspondantes pour avoir le nombre véritable de solutions proprement dites, nombre qu'on appelle la classe r. de la série y*.
Si (y) est un élément ordinaire de /. les deux séries axp=o,
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axv ir= o contiennent (y), et y sont tangentes, d'après ce qui a été dit pins haut; donc ( r) compte au moins deux fois comme élément de contact.
175. La forme cp équivalente à / est de degré p(p ■ — i). Il est évident que, égalée à zéro, elle représente la série des éléments (£) tangents à/, et en outre les éléments multiples de /', chacun d'eux autant de fois qu'il compte comme commun aux séries axp= o, axv-ly= o, {y) restant arbitraire. Si l'on ote les facteurs qui correspondent dans co à ces éléments multiples, le degré du facteur restant cp0 est la classe - de /; <p0=o représente la série des éléments (q) tangents à/.
Cette série cp0 peut être traitée comme/; si (£) est un de ses éléments, tangent à y en (y), comme, d'après ce qui a été dit plus haut, (y) et cp0 ont (£) commun au moins deux fois, (y) est tangent à -i0, et (£) est son élément de contact. La forme /0 équivalente à ©0 contient donc y', et en outre les éléments multiples de cp0, ou éléments tangents multiples de/, chacun d'eux autant de fois qu'il compte comme commun à cp0 et à la première polaire de l'élément arbitraire (/)) par rapport à o0; le degré de /0 est 7c(— — i) ; la classe de o0 est p.
176. On voit que les formes / et oa jouent l'une par rapport à L'autre un rôle parfaitement réciproque; chacune des séries ainsi définies est la série des éléments tangents à l'autre. Aussi dironsnous que chacune d'elles est la forme tangentielle de l'autre.
La forme tangentielle cp0 d'une forme donnée /ne doit pas être confondue avec sa forme équivalente cp : celle-ci est un invariant de / lorsqu'on laisse aux coefficients de cette forme toute leur généralité, comme nous lavons toujours fait; la forme tangentielle n'existe, différente de o, que si les coefficients de /vérifient des relations particulières, et ne peut être regardée comme un invariant de la forme générale /'.
Si/ n'a aucun élément multiple, cp0 n'est autre chose que cp; on a alors k ~p(p — i), et par suite la série cp0 a nécessairement des éléments multiples, sauf pour p=2, car, hors ce cas, on a /> < -(- — i).
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Ce qui précède cesse de s'appliquer dans deux cas :
i° Si/ contient des facteurs multiples: alors -s. est nulle idenli-
queraent;
20 Si / contient des facteurs linéaires: si, en effet, f contient
l'élément (ç), l'élément tangent en (y) sur ; est I : Lui-même;
mais <p = o ne le représente pas, et /„ ne le contient pas.
Les éléments inflexionnels. — Les éléments stationnaires.
177. Si i ri esl un élément simple de la série/=o, l'élément tangent (£), d'équation aXyi>-i = o, n'a en général (y) commun avec /"que deui fois : mais, en des éléments particuliers, i;t et/ peuvent avoir un contact d'ordre >/ supérieure l'unité; il en sera ainsi, d'après le n° 168, si les polaires successives
contiennent l'élément : . sans qu'il en soit <\v même de la suivante.
Lorsque q - 2, ce qui esl le cas le plus général, dous dirons que L'élément (y) esl inflexionnel sur /; l'élémenl tangent ici luimême sera dit élément tangent Uationnaire pour/; on dil aussi que c'esl un élémenl stationnaire , ou cuspidal, de La série tangent i elle s,,, l'.u général, une série y a un nombre limité d'éléments inflexionnels, el n'a j >;• - d'éléments tels que loi die du contact de/ avec l'élémenl tangent soil supérieure i.
Voici comment on peut déterminer les éléments inflexionnels : en (y), supposé tel, la polaire a =o -<• décompose, d'après
ce qui précède, en deux éléments de seconde espèce, et par suite, d'après la théorie des formes quadratiques, exposée plus loin, on a
ày\ */
Oyityi dyldy3
ày\
dytdj .
ày\
tyiûya àytdy3
de sorte que (y) appartient à la hessienne II de /, définie par le hessien de /égalé à zéro.
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Réciproquement, si (y) est un élément simple de /appartenant aussi à H, la polaire ax*yp—-=o se décompose en deux éléments de seconde espèce, et, d'après ce qui a été dit à la fin du n° 170. l'un de ces éléments est l'élément tangent (ç), qui, par suite, a un contact d'ordre supérieur à l'unité avec /*, et en général esl stationnaire.
Les éléments inflexionnels de y sont donc les éléments simples de/ communs à /'et à H, pour lesquels l'ordre du contact de f avec l'élément tangent ne dépasse pas 2; ils sont en général en nombre 3p(p — 2), puisque le hessien de/'est de degré 3(/> — 2).
Si ^> = 2, le hessien est une constante, qui ne s'annule que dans le cas où f se décompose en facteurs linéaires, comme nous le verrons plus loin.
Si f contient un facteur linéaire à la puissance k, H contient ce facteur à la puissance 3k — 2, au moins, ainsi qu'on le vérifie sans peine.
La série H contient évidemment tous les éléments multiples que peut posséder /• la présence de tels éléments diminue donc le nombre normal des éléments inflexionnels indiqué plus haut.
Si (x) est multiple d'ordre h pour y, il le sera en général d'ordre 3h — 4 pour H, et les éléments tangents à yen (x) le seront aussi à H.
Enfin, nous remarquerons qu'un élément (y) pour lequel l'élément tangent a avec f un contact d'ordre supérieur à deux peut être regardé comme la réunion de plusieurs éléments inflexionnels ordinaires, et aussi qu'on peut concevoir de tels éléments coïncidant avec des éléments multiples dey: mais nous n'entrerons pas dans les détails relatifs à ces cas exceptionnels.
478. Si (y) esl inflexionnel sury, la première polaire d'un élément quelconque (s), appartenant à l'élément (ç) tangent à f en (y), est elle-même tangente à yen (y), et par suite admet [y) commun avecydeux fois. En effet, les éléments communs à(£)et à la première polaire de (z) forment le premier système polaire de (s) dans l'espace (ç) par rapport aux éléments communs kf et à (ç); trois de ces éléments étant confondus en (y), il est clair, d'après les propriétés des polaires binaires, que la première polaire de (s) a avec (ç) deux éléments confondus en (y). Si, de
plus, (z) vienl en (y) et seulement dans ce cas, [y) devient, par le même raisonnement, trois fois commun à la première polaire de(*)età(Ç).
Il résulte immédiatement de ce <|ui précède que (ç) est un élément double pour la -«''rie tangentielle o0 de/, el que (y) est l'unique élémenl tangent correspondant. admettant ; commun avec / trois fois.
Ce résultai esl d'accord avec ce qui a été «lit plus haul sur la diminution du nombre des éléments inflexionnels causée par la présence des éléments multiples; si, en effet, /n'a pas d'éléments multiples, o0 doil en avoir assez pour n'avoir pas d'éléments in- Hexionnels qui seraienl multiples pour/, contrairemenl à I hypoi hèse.
Si i esl jlément quelconque, sa polaire d'ordre
o, se décompose en éléments linéair s si (j appartienl à la série hessienne II de /. el seulemenl dans ce cas : telle esl la signification géométrique générale de I équation II - o.
Les deux éléments (E) dans lesquels se décompose alors la polaire considérée onl en commun un élémenl i s . qui, d après la théorie des formes quadratiques, esl défini par les équations compatibles
dytàyt Or,,(Vl
la série formée par ces éléments (s) esl appelée la série steinérîenne S de/.
D'autre pari axt .- o étanl l'équation de la première polaire de ! z |, on voil que l'on peul dire encore que la série S esl le lieu des éléments i s i donl les premières polaires ont un élémenl pouble | i |, puisqu'alors celui-ci doil vérifier les équations précédentes; de plus la hessienne II esl la série de ces éléments doubles y
La série des éléments (yz) esl la série cayleyenne de/
l'ouï' p 3, les séries II et S coïncidenl évidemment; (y) et (z) sont dits correspondants sur celte série.
< >u peut étendre le champ de ces considérations en envisageant encore la série des éléments (£) dans lesquels se décomposent les
IV. Les singularités ordinaires. — Les formules de Plucker
180. Soit f-=a.rr = o l'équation d'une série quelconque que nous supposons ne contenir ni séries multiples, ni séries linéaires.
Si nous appelons singularités ordinaires celles qui se rencontrent nécessairement dans une telle série / ou dans la série tangentielle cd0, ce qui a été dit nous conduit à considérer quatre espèces de singularités ordinaires pour/:
a. Un élément double avec éléments tangents distincts :
a. Un élément langent double avec éléments de contact distincts;
j3. Lin élément inllexionnel ;
b. Un élément cuspidal ou stationnaire ; c'est-à-dire encore un élément double, mais avec un élément tangent unique, qui admet l'élément double en commun avec la série trois fois seulement.
D'ailleurs, pour préciser encore davantage, nous supposerons, dans les cas (a) et (a), que de même chacun des éléments tangents en l'élément double admet celui-ci commun avec la série trois fois seulement.
Les singularités des espèces («), (a), (6), ((U) sont respectivement les singularités des espèces (a), (a), ([3), (b) pour la série tangentielle œ0.
Si nous supposons que / n'admet que des singularités ordinaires, et que les nombres de ces singularités soient respectivement cl, o, /•, p pour les quatre espèces (a), (a), (b), (|3), on peut iacilement trouver des relations entre ces nombres, le degré p de/, et le degré - de ç>0 qui est aussi la classe de/.
181. On sait que la classe de/, qui serait p(p — i) si /n'avait aucun élément double, n'est diminuée que par le fait de ces éléments doubles. Quelle est l'influence de ces éléments doubles? Considérons d'abord un élément double à éléments tangents dis-
tincts; en le choisissant pour 0, et prenant les éléments tangents pour Q2 et Ù:t, on peut écrire
fi étant une forme de degré i par rapport aux variables x2 et x3. La première polaire de l'élémenl h) quelconque peut alors s'écrire
les gi étant analogues aux /,. Elle a en O, un élémenl simple, l'élément tangent étant distinct des éléments il, et Û3 tangents en O, à/: on voit même qu'il est conjugué harmonique de 0Ay Par rapport à i», et Q3. Par suite, <>, est commun à / et à cette polaire deux lui. seulement, et chaque élément analogue à O, diminue la classe de deux unités.
Supposons maintenant que / admette en O, un élément cuspidal : I élémenl tangent étant pris p. un- Q3, .m ;i
H dans/,, I- coefficient de a ; u'est pas nul. puisque Û3 doit avoir O, commun avec/trois fois seulement. La première polaire «le i est ici
elle admet (.), comme élémenl simple, avec même élément langent que/; par suite O, est commun Mois lois au moins à /et à cette polaire : il ne l'est pas davantage, comme on le voit sur le cas particulier très simple
./" x\xx ax\\
donc tout élémenl analogue àO, diminue la classe de trois unités.
Evaluons de même la diminution produite dans le nombre des éléments inflexionnels de/par les éléments doubles.
Prenons les mêmes notations «pie ci-dessus; pour un élément double ordinaire, situé en O,, la hessienne s'écrit
H = (p-i){p — 2)x\P-*a;ix3+x\P »^,-+-... ff3p-6:
elle admet O, comme élément double avec les mômes éléments tangents que/; donc O, est commun six fois au moins à/et à II.
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Mais si l'on suppose que les éléments tangents à / en O, n'admettent pas O, commun plus de trois fois avec/, ce qui revient à dire que les coefficients de x\ et de x\ dans /3 ne sont pas nuls, / et H n'admettent pas O, commun plus de six fois, comme on le voit sur le cas particulier simple
f= Xix.yx.1 -'- ax\ -+- bx\, dans lequel
H = 2 Xi x2 x3 — 6ax'i — 6 bx\ .
Un élément double ordinaire diminue donc le nombre des éléments inflexionnels de six unités.
Enfin, pour un élément cuspidal en O,, on a, dans les mêmes conditions que précédemment,
H = - i{p — i)(p — -x)x\P-*xl '^- -hx\P-l0ffk-h.. .H-tfsp-e,
de. sorte que la hessienne admet O, comme élément triple, deux des éléments tangents étant confondus avec Q3 tangent à/, l'autre étant distinct; O, est donc commun au moins huit fois à /et à H; il ne l'est pas davantage, comme le montre le cas particulier déjà employé. Par suite un élément cuspidal diminue le nombre des éléments inflexionnels de huit unités.
De ce qui précède résultent les relations immédiates
71 = p(p — 1 ) — 2 d — 3 r, p — 3/>(/» — 2) — 6d — 8/', et de même
p = 71 ( 71 — i) — 2 8 — 3 p , r = 3tt(- — 2) — 60 — 8p;
l'une ou l'autre de ces dernières formules donne encore
a-8.=/>Q0 — »)(/>» — 9) — 4rf(/>*— i> — 5)— 3r(a^« — ajB — 9) ~K arf-*-3r)*;
on aurait de même 'id en fonction de tû, S et p. On peut écrire aussi cette dernière formule
8 = - p(p — 2)(jD2 — 9)— 2C?(tî — 4)
— 3r(7t— 3)— ad(rf — 0— 6rfr— ^r(r — i),
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et, sous cette forme, on pourrait l'obtenir directement : en effet, d'après ce qui sera dit au n" 198, si d = r = o, on trouve
si maintenanl d el /• ne sonl pas auls, il faut supprimer les solutions qui correspondent aux éléments tangents menés par les éléments multiples et aux éléments qui contiennent deux éléments multiples : on arrive alors sans peine à la formule ci-dessus.
Telles sont les formules de Pliicker, reliant les nombres /y, </. /•, -, o. p ; elles sonl indépendantes au nombre de trois seulement.
On remarquera les relations
donl la seconde exprime que les séries/el cp0 dépendenl d'autant de paramètres indépendants, el surtout celle-ci
le nombre g esl le genre des séries y el »0-
Il esl facile de voir que g n'esl pas négatif, c'est-à-dire que
/ i . • , 1/' IH/i 'J! . r • i . •
tl -f- /• n esl pas supérieur a — » si toutefois la série /
ne se décompose pas en séries de degré inférieur. Si, en effet,
/ avait-*— i-i éléments doubles, prenons une série //
contenant tous ces éléments et qui soit de degré /> ■>. ; celte série pourra encore être assujettie à contenir /> - .'> éléments arbitraires de /', car
alors y el // ont en commun 2 -L~ —*— i — /> -o élé-
ments au moins; ce nombre est égal à/>(/' ''■ 1 '■> donc il faul que /' et A aient une infinité d'éléments communs et, par suite, que/ se décompose.
Remarquons que si d o, on ne peut avoir, sauf pour p='6
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on p = 4,
en elïel, les formules do Plucker donnent alors
_ < P(P -0 pr ,. < 3/?(/> — a) = ' 3 = • "" 8
bi g = 0, on a « + /• = 1Z— — ^ -; si alors une série h de
degré/? — 2 contient les éléments doubles de f el p — 3 éléments arbitraires de/', un raisonnement semblable au précédent montre qu'elle a encore avec/" un élément commun et un seul qui, d'ailleurs, peut être choisi à volonté puisque, dans ce cas, h dépend linéairement d'un paramètre; il en résulte que les coordonnées des éléments de f peuvent s'exprimer rationnellement en fonction de ce paramètre; la série y est dite rationnelle.
On arrive au même résultat en prenant // de degré y? — 1, et l'assujettissant à contenir les éléments doubles de f ainsi que 'ip — 3 éléments arbitraires fixes de/.
Nous démontrerons plus loin la réciproque de la proposition que nous venons d'obtenir.
I. Théorie générale de l'élimination
18o\ Pour résoudre la plupart des questions que nous nous proposons de traiter dans ce Chapitre, il est loui d'abord nécessaire de donner une théorie générale de l'élimination.
Le problème le plus général de l'élimination peut s'énoncer ainsi :
Considérons m séries de variables homogènes,
les nombres nt . />,, n ... ... étant distincts ou égaux, peu importe ;
posons
et soient // équations entre les variables considérées /l = 0| " fn = o,
qui soienl respectivement des degrés/?, ,/>2, pn; r/t. '/_,, . . . , qn\
i\-i'i rn\ .... par rapport aux (a;), (y), (3), On cherche
la condition nécessaire et suffisante pour que ces équations aient un système de solutions communes.
Nous avons déjà résolu quelques cas particuliers de ce problème général : il suffit de suivre la méthode employée dans ces cas particuliers pour obtenir la solution cherchée.
On démontrera d'abord que la condition nécessaire et suffisante pour que les équations données aient un système de solutions
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communes est que l'on puisse vérifier l'identité
flgl -±-f%gï + • • -^-fngn = O,
gt1 par exemple, étant un polynôme analogue à /", , et des degrés
p-2 +/>s + • ■ • + Pn — n* + 1 5 £2 + qz -+-...+ qn — n2 + i , . - • , par rapport aux (#), {y), • ■ ■', de plus cette identité devra être vérifiée par des solutions autres que celles qui se présentent naturellement, et qui résultent des relations telles que f,f2 — f1fi = o, où les seconds facteurs sont supposés développés. Les premiers membres de ces relations sont eux-mêmes liés par des relations du second ordre telles que
et ainsi de suite.
Ceci posé, on voit que l'on est amené à écrire que des formes telles que
xi ''2 "Vi/j ''12 •••./!' • • • ' OÙ
ai-+-as-t- . . . = jD2-f-/J3H-. . .4-jP»— »i-f-i, . . .,
sont liées par une relation linéaire, indépendante des relations du premier ordre citées plus haut.
Le nombre de ces formes est
: V ~ - (Pî-hp3-h. ■ .-f-/>«)(/>2 + />3-+-- • .-+-/>«— 0 • ■ ■( Pl-+-Pz--- ■ +P,l— »l + 2)
X ^ (?2-^?3-^----^?«)(72+<73 + •••+?«— l)---(^2-+-^3 + .-- -hÇn— ««-H»)
t/irl
le nombre de termes distincts dans chacune d'elles est
,,- - (Pl-^Pi-^- ■ --+-/>ra)(JPl-+-/>2-+- ■••-f-JP«— O- • .(jDl-+-i?s-*-. • .-+- Pn— Kl +2 ) X (?1-^ 9'2-i-- • •-+- qn){q\+- CJ.2+-. . .-hqn — I) • • • < ^1-i- </2 ~ • • • + ?/* — «2+2)
elles sont liées par des relations du premier ordre en nombre
^p (i>3-4-/>4-+-- :--t-pn) (/>S -+"/>*-+- ...+/>»— I). • -(i?3 + /?4 + -« .-t-JP«— 71!-+- 2)
x -g — (qz^-qi — .. -h- ?«)(?3 — ?*-!-•■ ■+ÎB-i)---(î3+îi+...+?/i-ft2+2)
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les premiers membres de ces relations sonl liés par des relations
du second ordre en nombre :
et ;i i u s i de suite, jusqu'à d< - relations de I ordre // - 2, en nombre
mi \ érifie sans peine que l'on ;i
alors l.i condition cherchée se présente sous la forme
I) étanl un déterminant d'ordre N lue des \, formes obtenues; I), étanl un déterminant d'ordre N, N tiré des relations du premier ordre; D2 étanl un déterminant d'ordre "V \, N lire des relations <\n second ordre; ei ainsi de suite.
Les coefficients des formes el de- relations sonl linéaires par rapporl aux coefficients de- formes données; le degré du résultant I» par rapporl à ces coefficients sera dune
ou bien, en faisant le calcul,
-/'i/'.' ■ • • /'", I '/«, '/"i -i ■ ■ ■ 7 ' n.—lt'n, ■!■■■' nt ■„ ■ ..■•■
chaque terme renfermant // i facteurs d'indices différents, dont /?, — i sont des /',.
Par rapport aux coefficienis de /', par exemple, on voit sans peine que le résultant K est d'un degré égal à la partie de la somme précédente qui ne contient aucun des nombres pl} y,, rt
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Ce degré est évidemment le nombre des solutions des équations
car le résultant est à un facteur numérique près le produit des valeurs de j\ pour les solutions des équations précédentes.
On exprimera que parmi les systèmes de solutions communes iif., = o, f3 — o, . . . , fn = o, il y en q qui appartiennent à /', = o, comme nous l'avons fait dans les cas particuliers déjà traités ; et l'on pourra calculer ces solutions communes d'une façon toute pareille.
Ajoutons qu'un système de solutions de f.x = o, f3 = o, ..., ftl= o, sera multiple, et en général double, si tous les déterminants d'ordre n — i , tirés de la matrice
àft
àft
àft
ôf.
àf
àft
àft
dxi
dx-i
dxn,
àji
àyn.
dzL
Ojj, àx\
ÔX-i
àfz
àxny
df
àyni
àft
dZy
àfz
à*nt
àfn
àfn
àfn
àfn
àfn
àfn
àfn
dxi
àx%
àx,h
ày\
dyn.
ÔZy
àzni
sont nuls pour ce système de solutions.
Enfin remarquons que le résultant R est un invariant multiple qui, relativement au groupe des (x) par exemple, est d'ordre
ZpiP* ■ ■ •Pnxqnt+iqnl-\-l
q nl+n> — \ '"/!,+«. f'nt+-n._-t-\ ■ ■ • '*«,+«.,— «3— 2
chaque terme renfermant n facteurs d'indices différents, dont n] sont des pi.
Les séries rationnelles.
184. Au lieu de définir une série par une équation f=o, il arrive souvent qu'on la détermine d'une façon différente, plus ou moins simple. Nous allons passer en revue quelques-unes des pluimportantes de ces représentations nouvelles.
On peut supposer que les coordonnées d'un élément variable (x l sont exprimées en fonction de deux paramètres )M, ).2, homogènes, comme formes de même degré p par rapport à ces paramètres. An. - I. i3
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On a ainsi
o étant un paramètre d'homogénéité, et les// étant des formes de degré p par rapport aux Çk).
Il est clair alors que, si les (À) varient, l'élément (.r) décrit unisérie /', ternaire, qui est dite rationnelle.
Le degré de la série /est/?; car L'élément quelconque (;) a, avec/", /? éléments communs définis par L'équation
Nous supposons ici que les/", n onl pus de facteur commun, de sorte qu'à tout système de valeur des (X) correspond un élément ' ' ' déterminé; nous supposons en outre qu'il n'existe pas d'une façon constante plusieurs systèmes de valeurs des X i définissant le même élément (j : sous ces conditions, la série f est indécomposable. Son équation s'obtient en éliminant les (X)entre
les équations
"i rj
à cet effet, on éliminera les / entre Les équations
par exemple, et l'on supprimera dans le résultant obtenu le facteur r\ idenl ./'','.
On peut < ncore obtenir I équation de / sons forme de déterminant en éliminant linéairement les quantités telles que /.','' a-''-/'1-' el -//.', / ' cuire les équations de la forme
en aombre '</>. comme les quantités à éliminer.
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sorte que
e àfx j df.2 , d/3 _
dX2 s" dX2 s dX2 on a donc, pour définir la série tangentielle cp0 de /, les formules
v _ 4A ^ àfs dfs
pçi" dx, dx, n2 dx,'
j. _df1dj1 djjdfi P;-~ dX, dX2 dX2 <ft,'
t _df1àf1 dfiV* pÇ3 t)X, dX2 " dX2 dli'
Si un couple de valeurs (A) annule les trois seconds membres de ces formules, tout élément (£) contenant (X) admet cet élément commun deux fois avec/; (X) est donc double sur/, et l'élément langent est défini par les équations compatibles
à\fc àk , d\
{\) est donc, en restant dans le cas le plus général, un élément cuspidal de /.
Supposons que les valeurs des pçt- admettent ainsi /■ facteurs communs; en supprimant ces facteurs, on voit que le degré de o0, c'est-à-dire la classe de/, est i[p — i) — /•.
Les éléments inflexionnels de / sont définis par la condition que (£) ait(X) trois fois commun avec/ c'est-à-dire par l'équation
0\fx à\f\ d\U
dk\
dk^âk-, ÔhxÔki OAxOk-2 d*ft d\f, d*f3
<>ki
ôli
ils sont donc, en général, en nombre 3(p — 2); mais si / admet, comme précédemment, un élément stationnaire (a), il est facile de voir que (X) est racine double de l'équation précédente ; celle-ci
peut s'écrire en effet, au facteur a:! (ois près,
/i fi fi
of\ fa 0f\
o\fx ^A *2fs
d\\ à\\ dl\
et il suffit alors de prendre la dérivée «lu premier membre par rapport à "a, pour vérifier la proposition annoncée.
Si donc / ' admel /■ éléments stationnaires, le nombre ode ses éléments inflexionnels esl '-'u /> — •>. — •>./•.
La série f admel aussi des éléments doubles à éléments tangents ili-iinci> ; pour les déterminer, il faut chercher les couples (X), (X') qui donnent aux (#) des valeurs proportionnelles. On a donc à résoudre les équations
/i(X„ / À,, X,) _/3(Ai, X2)
les fi restanl arbitraires, il faul d'ailleurs supposer (XX') ^o. Éliminons les i /.') entre les équations entières
./•■'X'/VÀ'WJX'X/VX) _
XX
et divisons le résultai obtenu par [ /', (a)]/' ', qui y entre nécessairement en facteur; le quotient, de degré (p — i)(/; — 2)> donne autant de valeurs pour les (X); donc, à cause de la symétrie des
équations par rapport aux (X) et aux (X'), il y a l' / -couples
de systèmes I X . X'), correspondant à autant d'éléments doubles pour/.
D'au Ire part, il n'est pas difficile de voir, en appliquant la règle de L'Hospital par exemple, que les équations entre lesquelles nous avons éliminé les (X') sont vérifiées quand on suppose les (X) et les (X') égaux aux paramètres relatifs à un élément stationnaire; donc le résultant trouvé précédemment admet les valeurs de ces
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paramètres comme racines doubles, et finalement le nombre de-. éléments doubles à éléments tangents distincts de y est, en gé-
neral, --- —n£- — /'.
Les nombres que nous venons de déterminer sont d'accord avec les formules de Plucker; ils conduisent au nombre des éléments tangents doubles, soit
0 = -i(p — i){p — ô) — ipr-\ — -■
La formule
p = 3 ( p — 2 ) — ir
donne une limite supérieure de /• pour les séries rationnelles, soit
rî\{p-i).
Les équations
f\ix\i xï-, xà'i *i, Aj ) = O, Jï\x\i xï-> xi\ Ai, As) = o,
où /, et y* sont des formes des degrés pK elp2 par rapport aux (,r); <h ct fl± Par rapport aux Çk), définissent, après élimination des Çk)-} une série /' de degré /?, q-i-\- p2<]\ en général; c'est le lieu des éléments communs aux séries ternaires J\ et f2, lorsque les (),) varient.
Considérons l'élément tangent (£) à f, en un élément (x) correspondant aux valeurs ()v) des paramètres. Si (X) est un élément de (£), les éléments de (£) sont (p, .r -|- p2X), et ceux qui
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appartiennent à /sont déterminés par les équations
/i(?i^ — psX, "ai = 0, ,/ïQ5ia?-*-pïX, X) =0;
ces équations en (p) et ("À) sont vérifiées pour p2 = o et les valeurs considérées pour les (à), qui correspondent à(#); écrivant que ce système de solutions est double, on obtient l'équation de (E) en égalant à zéro l'un des déterminants lui'- de la matrice
x >/■_. x dfi .</•. df±
En général, La série/" n'aura pas d'éléments cuspidaux; car il faudrait que l'équation de (£) de\ lui indéterminée. .Mais la série / aura des éléments doubles à éléments tangents distincts; pour les obtenir, écrivons que les équations/4 : :oet/2 = o, où les ) -ont les inconnues, uni deui racines corni es.
Leur résultant I!, de degré /-i'/j l'.'h Par rapport aus (#),
doit être nul: <le plus, la dérivée partielle de I! par rapport au
coefficient ac de i\ dans/ doil être nulle: celte dérivée esl de
degré p\{<Ji 1 /'j'/i par rapporl aui <./-). de sorte que ces
■ > àB
équations \\ = O el <> <»nl
racines commune-.
Mais ces équations sont encore vérifiées si J2 a une racinedouble appartenant à /', . d'après ce que l'on a dil sur la détermination des racines communes à deux équations; el aussi, si / et/, ont pour racine commune X4 = o. Dans le premier c;i-, on a simultanément
dA,
équations qui admettent >/u/'- '/■ — 1)~+-plÇt solutions.
Dans le second cas, les coefficients de ).'{' et ~/.V dans/, et/, sont nuls, ce qui donne p\p% solutions; mais ces solutions appar-
tiennent q{ fois aux équations R = o et
da
0; si, en elfet,
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()v(,)), (X(2)), . . . sont les racines de f2 = o, on a R=/i(^)/i(^)/i(^3')--.=/i(^)R',
— =s(X'1'))?t/1(x^)/i(^)--- = a(1,)7'R'-/i(^(1,)Rff;
si X',,"=o est racine commune à /', et f2, R' et R7 ne s'annulent pas, et l'on voit Lien par ces formules que le système de valeurs (x)
correspondant est une solution multiple d'ordre q- pour R = o
t àR et -y- = o.
ox
Enfin, si un sjstème de valeurs (x) correspond à deux racines
communes pour/, = o et /2=o, c'est une solution double pour
les équations R = o et -r- =o, puisque toutes les dérivées de R
par rapport aux coefficients de /, cl f2 sont nulles. Donc, finalement, le nombre des éléments doubles de /sera
- S (pi qz-^-pz qi) [piiqz— O -+- p% qi] — ipip^q*— 0 — pi q\ — p\piqù ,
soit
p\ - — - t-piPïiqi— *){qt— i)+pl
188. On peut maintenant envisager une série f définie par les
équations
p #*=/;( Ai> >-2, À3),
les/'; étant des formes de même degré p, et les (/.) étant liés par
une relation telle que
o étant une forme de degré q.
La série /sera de degré pq.
L'équation de l'élément (£) tangent à f en [x) correspondant à (X) se trouve sans peine en écrivant que les séries en (),)
El ./ 1 ■+" fe fx+\lj 3=0, <p(X) = 0,
sont tangentes en l'élément ().); on a ainsi
ÇlaXi ç'dX, ç/<?xs
dtp ^'f* dcp '
^Xt ()à 2 <^À3
on a aussi 2£/X/=o, en désignant par (X) un élément de (ç), comme précédemment; et, par suite, l'équation cherchée est
Xj
àfi
dX,
àa
àft
àft
dis
ai !
CA
6>Xj
En général, la série y n'aura pas d'éléments cuspidaux; car il faul pour cela que l'équation précédente devienne indéterminée. Mais elle aura des éléments doubles ordinaires, correspondant à d.'iix systèmes de valeurs (X) el <'/' .
Eliminant les ()/) entre les équations
/.(X)/,(X')-/,(X)/1(X')=oJ
on obtienl un résultanl de degré >/>->/ par rapporl aux (X), qui contient en facteur évidemment p(à) el [fiO')]p'/'- ôtant ces facteurs, le quotient u'esl plus que de degré (p2 — 1)7; égalé ;'i zéro et combiné avec f X) : o, il détermine (p2 — \)>/- sys tèmes de \ ;< Uni ^ () 1. Mais parmi ces systèmes, il y en a encore à supprimer : en effet, les séries en - X' 1, définies par les deux pre mières équations précédentes, sont tangentes en leur élément commun (X), comme le montre un calcul facile, si le jacohien J[/i(^), /à(^)» /s(^)] est nul; les équations J = n el :=o déterminent i\oncZrj{p — 1) éléments (X) qui ne répondent pas à la question posée. Finalement, il nous reste (p2 — \)q- — ?>{[) — 1)7 valeurs des (X) correspondant à des éléments doubles de /, , el ceux-ci sont par suite en nombre (p*— i 7- - 3(/? — \)q
On j)cut ajouter' que si la série es - 0 a un élément double ou cuspidal, il lui correspond un élément de même nature pour/, en dehors des éléments doubles précédemment déterminés. On a
(P*— t)qi—Hp-l)ç _ (pq—l)(pq-i) _ (q-j)(q~l) .
donc le genre de/* est le même que celui de la série -s.
OI
< .elle proposition n'est démontrée que pour les cas généraux que nous avons envisagés; mais elle est toujours vraie.
189. De même, on peut définir / par les équations /,(>i, a?2, x%; Xi, X2, X3) = o (i = i, 2, 3), des degrés respectifs pi et qL par rapport au\ (je) et aux (X). La série/ est de degré S/>, q2q-.\ .
L'équation de l'élément tangent (£) à f en ( .r) correspondant aux valeurs (X) des paramètres est, comme au n" 187, obtenue en égalant à zéro l'un des déterminants de la matrice
àfi
àfi
àfi
df,
àx{
, x àf% d/t
a.r.2 ox3
àfi dX,
àfi àl3
y.r2 ax3
c>/3 dXi
àfi
àl.
àfi
En général, la sérieyn'a pas d'éléments cuspidaux. Elle a des éléments doubles ordinaires, que l'on détermine en écrivant que les équations f = o, où les (X) sont les inconnues, ont deux systèmes de solutions communes. En raisonnant comme au n° 187, on trouve que le nombre des éléments doubles de y est
, q%qi{q*qi — 0 ,
PiPi (qiq* — OC?!?;
On remarquera que, si l'on éliminait les (.r) entre les équations fi= o, on serait conduit à une série 'j(X) = o, qui correspond à la série y, élément à élément. Son degré serait ^q{ p>pi, et le nombre de ses éléments doubles
, Pl/H(PiP:\ — 0
(PlPi— l)(PlP3— 0 —
(pi— l)(pi — 2)"
Le genre des séries f et çp est par suite le même et égal à
Piq*9»
q'iPïPz
— - q\PiPi—
C'est encore là un théorème toujours vrai.
piqi(p-iqi-+- p*qi)
— 71PiÇ>-(/i — -
D'une façon analogue, définissons/ par les équations
les/} étant des formes des mêmes degrés p et q par rapport aux variables binaires (X) et (;jl), et celles-ei étant liées par une relation telle que
- 0 i- ' -'■ f*ii I-la) = 0) des degrés /• et s.
La série/ sera de degré />s H- grr ; si cependant les formes / el g é taie ni symétriques par rapporl aux ("a ici aux (a), ce degré m- réduirait é\ idemraenl de moitié.
L'équation de l'élément (£), tangent à /en (.zr) correspondant aux valeurs (/ i el | u,) do paramètres, sera obtenue en égalant à zéro l'un des déterminants de la matrice
'</ , d\t •'/., dX(
<<•).., du.» du.* <)'j..,
Raisonnant comme plus liant, on voit «pie la >éne/ admet en général «les éléments doubles ordinaires en nombre
i ps -1- qr — l)| ps '//■
formule qui contient un théorème facile à énoncer.
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des déterminants de la matrice
XlM + x ^- + x dA A A dA dA
dx\ dx-2 3 dx3 dli d\2 ^H-i d\j.2
■io3
La sériera des éléments doubles ordinaires dont le nombre est facile à trouver en raisonnant comme précédemment. C'est
-/>i(?2''3-i- qsrijiqors-,- q3r2 — i)-h...
+ P<LPz[{q\r»-^ q^ri — i)(2i7*3-+- q^ri — i) — (qi — 0(/'i — i)] -t-
Il est clair que l'on peut continuer de la même façon aussi loin qu'on le veut.
192. Nous avons déjà pu remarquer plusieurs fois l'analogie qui existe entre les formes ternaires à une seule série de variables et les formes binaires à deux séries de variables : nous venons de voir encore comment celles-ci peuvent définir des séries ternaires. Mais on peut en donner d'autres interprétations dans le domaine ternaire. Supposons donnée la forme
et imaginons que les (X) servent à définir les éléments (y) d'une série rationnelle, et de même que les (jjl) définissent les éléments (5) d'une autre série rationnelle qui peut d'ailleurs coïncider avec la première. La relation cp = o établit une correspondance entre les éléments (y) et (s); par suite les éléments (yz) qui contiennent deux éléments correspondants constituent une série ternaire qui se rapporte à la forme o.
Nous avons déjà vu une application de cette idée au n° 158; alors la forme cp était bilinéaire et les séries formées par les éléments (y) et (s) définis par les (X) et les (u.) étaient des éléments (£). Si l'on conserve cette dernière hypothèse, et si l'on suppose © des degrés p et q par rapport aux (1) et aux (jji), on voit que la série des éléments (yz) est en général une série de seconde espèce, de degré p -+- ry, admettant les éléments (£) formés par les (y) et les (z) comme multiples des degrés p et q. C'est ainsi que la théorie des séries ternaires cubiques ayant un élément
double et que celle des séries biquadratiques ayant deux éléments doubles se ramènent à celles des formes binaires linéo-quadralique et doublement quadratique.
Nous verrons plus loin d'autres applications dans lesquelles nous supposerons surtout que les (X) définissent une série quadratique.
Il suffit évidemment d'avoir indiqué cet ordre d'idées si fécond pour au'on puisse en apercevoir immédiatement des généralisations sur lesquelles il est inutile d'insister.
Remarquons encore l'importance qui s'attach'e, d'après ces considérations, c < > 1 1 > 1 1 1 « ■ d'après celles de tout ce Chapitre, à l'étude des invariants multiples <]<■> formes à plusieurs séries de variables, qui ne sont pas nécessairement toutes du même ordre.
IV. Les enveloppes
193. Considérons toutes les séries en nombre simplement infini représentées par l'équal ion
< 1 1 ■ - degrés /> el >/ par rapport aux 1 1 ans | X), lorsque ces dernières variables -"ni des paramètres homogènes prenant toutes les valeurs possibles.
Ces séries y forment un ensemble, el il \ a y de ces séries qui contiennent un élément donné (j 1. Le lieu des éléments (a?) tels que, parmi les </ séries de l'ensemble contenant l'un d'eux, il \ en ait au moins deux confondues, est une série g qui est dite V enveloppe des séries^/".
L'équation de g est obtenue en égalant à zéro le discriminant de/par rapport aux (X); donc g est du degré '/"</ — 0*
Dans le cas particulier où /' est linéaire par rapport aux (a), il 11 \ a pas d'enveloppe; les -'ries y contiennent />- éléments fixes.
19 i. L'enveloppe est définie par - ■■:- = o, -•- = o; donc, d'après
le n° 187, L'équation de L'élément tangent en (x) correspondant à (X) est obtenue en égalant à zéro l'un des déterminants tirés de
X -^+X -^-f-Xs
dxy 2 <Xr2 C*J"3
c'est l'équation de l'élément tangent en (x) à la série f correspondant à (X); donc l'enveloppe touche toutes les séries/, dites aussi, par suite, enveloppées.
L'équation de l'élément tangent précédemment donnée devient indéterminée si l'on a
EL
dxv
àf Of
dx»
àx-.
ou bien si l'on a
dans ces cas, l'enveloppe a en (x) un élément multiple.
Dans le premier cas, l'enveloppée a elle-même en (x) un élément multiple. Si l'enveloppée / a toujours un élément multiple, le lieu de cet élément appartient à l'enveloppe ; en effet, les coordonnées (x) de cet élément sont des fonctions des (X) telles que 'on ait toujours
•/ = °' tet
on a donc aussi
-J- d\i-\- -{- <r/X2 = o, •> àf , àf
et, par suite,
df . àf
D'après ce qui précède, le lieu de cet élément multiple appar
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tient au moins deux fois à l'enveloppe. On vérifierait aisément qu'il lui appartient deux fois si (x) est un élément double ordinaire sur /'; trois fois si (x) est constamment slalionnaire sur/; etc.
Dans le second cas, i /. ) est racine triple pour /*=— o; en raisonnant comme au n " 185, ou trouvera que (x) est stationnairc pour l'enveloppe, l'équation de 1 élément tancent unique étant obtenue en égalant à zéro l'un des déterminants tirés de la matrice
c'est-à-dire encore
. dj v df _ df
Remarquons encore que l'enveloppe peut contenir certaines enveloppées, ou des parties d'enveloppérs qui se décomposent :
, • • i r df df , • • î
cela arrivera si les inueiuni- • |ieii\rni devenir iilentuiue-.
ai i "/ . ' '
en loul nu en partie pour certaines valeurs des | / .
Dans le cas le plus général, il esl facile de déterminer les singularités de l'enveloppe fi'. Cette série aura un élémeni cuspidal si l'équation/ : o, où les / sonl les inconnus, a une racine triple, c'est-à-dire si l'on a à la fois
équations qui < • n t ■'</>-''/ 2 i solutions.
L'enveloppe g aura un élément double si les équations
àf df
ont deux racines communes, ce qui arrivera
PHq— 2)(a? — 3)
fois; mais de ce nombre il faut retrancher le nombre précédemment obtenu pour les éléments cuspidaux, puisque alors les équations considérées ont une racine double commune. Finalement,
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g a donc en général ip-(q — ?-)('7 — ^) éléments doubles ordinaires.
195. Si une série g0 est tangenle à loules les séries f de l'ensemble considéré, elle fait nécessairement partie de l'enveloppe g de ces séries. En effet, les équations
déterminent les (.1) comme fonctions des (a); on a alors constamment
-f- dxi -+- -J- dx, -+- - - dx3 -+- -f- dll 4- -rf- oft2 = o, yj?i oa?2 oJ"a CAt dÀ2
àffo 1 — — dx* ox»
àffo , dxs
el de plus, par hypothèse,
EL
dx\
EL
dx%
EL
dx3 #
àffo 0xr
àffo àx-2
àffo '
dx2
il reste donc -4— dh. -\ — .— cf).*= o; d'où, comme précédemment,
ÈL = ÈL = o
Si donc. o0 est la série langenlielle de /, et si 'bQ est la série langenlielle de l'enveloppe g de y, ou plutôt de la partie de g qui est tangenle à toutes les séries f, lorsque g est décomposable, on voit que <in fera partie de l'enveloppe des séries œ0.
Toutes les fois que l'enveloppée f est une série linéaire
a"i/i(Ài, Xs)H-ar2/ï(^i, * 2)-+- x-àf3(lu X2) = o,
les /} étant de degré ry, l'ensemble des /' détermine une série de seconde espèce d>, qui est rationnelle et de degré 17; la série tangentielle de à fait partie de l'enveloppe des f et coïncide avec elle si 'l n'a pas d'éléments stationnaires ; dans le cas contraire, il faut lui adjoindre les éléments stationnaires de <b pour retrouver l'enveloppe des/': si, en effet, (x) appartient à un tel élément, il existe deux séries/' confondues contenant (x). Ces résultats sont
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d'accord avec ceux du § 2; car si d» a p éléments stalionnaires, la série tangentielle de ■!> est de de^ré ■> (q - i) — p, et le degré de l'enveloppe des /est ±(q — i).
19(5. Les enveloppées peuvent être définies par une équation
j\ ./-,. >■,. .,-,; }.., Xs, X3 =o,
des degrés p et q par rapport aux (.r) et aux | /. . ces dernières variables étant liées par une relation cpi X, . X2, X3 | -~o, de degré qf. Mois on trouvera l'enveloppe g des .-«'■i ies données en écrivant ■ pie les >érie> eu ■ /. ././-./. o, «s / = o, sont tangentes ; £• sera par suite du degré /"/ ' < "/ ■+■ q' — 3).
Les propriétés indiquées précédemmenl subsistent entièrement. Si, par exemple, on cherche l'enveloppe des éléments tangents à nue série donnée de degré p, donl les éléments i sonl définis par
on ;i pour l'équation d'une enveloppée
df df
el l'enveloppe esl de degré p\ • '»/' — 5 ) = p -+- '»/"/' 2) : elle se compose de la série donnée <i de ses éléments tangents stationnâmes.
Les singularités d une enveloppe définie comme nous venons de le dire sonl encore faciles à déterminer dans le cas le plus général. L'enveloppe £ aura un élémenl cuspidal si les séries f(x, X)=o et <p(X) =0, en /. . sonl osculatrices, c'est-à-dire ont un élémenl commun triple: de même g aura un élément double ordinaire si les mêmes séries /(#, X) -oet';(A) 0 sonl tangentes en deux éléments distincts. Ces problèmes sonl résolus plus loin d'une façon plus générale.
On remarquera (pie l'enveloppe^* peut encore être interprétée comme le lieu des {x) tels que les séries f(x, X) = o et o(X) = o, en (X) soient tangentes, ce qui peut mener souvent à des applications intéressantes.
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lions
/(a?i, x,, a?3; Xi, X2; (xi, fx2) = o,
<p(Xi, X2; ni, [x2) = o,
où les notations sont claires par elles-mêmes. Il faudra évidemment, pour obtenir l'enveloppe g, éliminer les (À) et les (u.) entrey=o3 <5 = o, et l'une des équations
OL El EL AL
d\\ àA2 à\X\ d[Xi
do do do do [_ i_ * t
ôly t>X2 d[j.i c*;jl2
Si /est des degrés/), q, r par rapport aux (x), aux (a) et aux (a ). et si çp est des degrés q' et /■', le degré de l'enveloppe g sera
2jo [ q' r' -+■ y ' ( /• — i) + r' ( q — i )].
Les singularités de »• se détermineront comme plus haut : la solution générale sera indiquée plus loin. Ou peut continuer de la même façon.
198. On obtient des généralisations de la notion d'enveloppe par les considérations suivantes.
Envisageons d'abord les deux équations
/2(iPl, x.2, x-^ Xj, A2, X3) = o,
et écrivons, en généralisant ce qui a été dit au n° 196, que ces deux séries en (a) sont tangentes. On définit ainsi une série g qui est l'enveloppe du système donné.
On peut dire que g = o est le lieu des (x) tels que si l'on établit une relation quelconque oÇ),) entre les (a), la série définie par ft = o , fi — o et cp = o et contenant (#) est toujours tangente à l'enveloppe g en cet élément, ou bien y a un élément multiple. Ceci résulte de l'équation de l'élément tangent donné au n° 189.
En posant
l'équation de l'élément tangent à g est obtenue en égalant à zéro An. — I. 14
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un déterminant convenable du troisième ordre tiré de la matrice
dA
dxt
dxt
àX ;
àfx
dfx
àA
àft
dh
Il est facile de voir qu<- si les séries^ 1 1 f. en (a) sont osculatrices en un élément commun, les déterminants du second ordre tirés de la matrice
sonl tous nuls poui cel élément; et réciproquement.
Dont g aura un élément cuspidal dans ce cas; de j>l n-, g a évidemment un élément double ordinaire dès que les séries ft = o
et y2= o, "'ti - / . sonl doublement tangentes, c'est-à-dire quand les équations f\ o, /a= o et ot = o ont deux -ululions communes distinctes en /.).
Si fi est des degrés /-, et </, par rapport aux [x) et aux | "/ . st du degré pt q2(2q{ '/■■ ; - l'-'h ' V- y1 — 3). Déterminons d'abord ses éléments cuspidaux. On considérera les équations suivantes, qui n'ont pas une infinité de solutions communes.
fi o,
_ df "/,
■ 1 - «ijualions ont
p\qt(bqi+ 'i^î — 8)H-/»i/>a(Gyf -r- 127,7.,-:- 3grf
solutions; mais il faut supprimer, comme ne fournissant pas des
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éléments cuspidaux, les solutions des équations
àfi Ofi
en nombre
^1^2(3^1— î)— piPï(3q\ — 4 <7i + n ;
les solutions des équations
dA2 ^X3 dX3 dX2
(?) X1=o, /i=o, /2=o, _ JL__-^=0)
en nombre
'-/'! ^2 +/>i/>2( 4^1 — 2^2 — 4)-H/>i5ri:
les solutions des équations
(y) X3=o, /i = o, /2 = o, <fi=o,
en nombre
de plus, on a supprimé comme solutions des espèces (a) et ([3) les solutions des équations
en nombre
p\qi — p\Pi{i-qi— 2),
et, par suite, il faudra les considérer à nouveau; enfin on a supprimé comme solutions des espèces (fî) et (y) les solutions des équations
(e) Xi = o, X3=o, /i=-o, fî=o,
en nombre p{p2, et il faudra, par suite, les reprendre.
Finalement, en appelant N, A, B, C, D, E les six nombres que nous venons de calculer, le nombre cherché des éléments stationnâmes de g est
N — ocA — PB — fG + SD + sE,
a, [j, y, o, s désignant certains entiers positifs.
La forme symétrique du résultat par rapport aux pi et qi, la connaissance de certains cas particuliers et, au surplus, une étude directe donnent sans peine
et par suite, le nombre cherché est
3pi<?*(q\-*-q*— 3 )-î-/>i/?2(3^ï — 127, <72 — 3ql — 18 y, — l8gr,-+- i5)
Pour déterminer les éléments doubles ordinaires de la série g, on considérera les équations
el l'on écrira qu'elles ont deux solutions communes en < /. . ce que nous savons faire ; le nombre des solutions correspondantes est
ElSl \rl['h i".v s7>7: \9\-*9i + 9]
-^-fi/'d''/ "»7i7-j -" -'"/iV. ' ' 7 f 7 : (,7i7'
+ ^^[91 \'i\'h -\'h'l\ \9ii — *9i9i ['"h 9]:
mais il faul supprimer d'abord les solutions qui correspondenl au cas où les équations en /
d'une pari el
d'autre part, oui en même temps une- solution commune; le résultant des premières esl de degré
par rapporl aux a . el contient en facteur le résultant des secondes de degré p\q2-\-piqù donc en tout nous avons ainsi un nombre de solutions égal à
p\q\(iq\ </: - 3 -/',/'27i7-' ;7' - '7- - '' /-i y'f < q\ -+- 27, — 3).
Il faut supprimer encore les solutions qui correspondent au cas où les équations en 1 /
/i = o, /s=o, Xi = o,
ont deux solutions communes, et qui sont en nombre
^î(?»-i)+/'i^i-0(î»-0+ ^(fi-O-
De plus, il faut reprendre, comme ayant été supprimées en qui-
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lité de solutions (a) et de solutions ([3), les solutions qui correspondent au cas où les séries en (À), fs = o et f>~ o, ayant un élément commun pour lequel A, = o, sont véritablement tangentes en cet élément ; ces solutions sont en nombre
(ï) plqî-+-piPî(iqi-*- -i-q-i— ï)+-p\qù
enfin, il faut supprimer les solutions qui correspondent aux éléments cuspidaux, et déterminées précédemment. On trouve finalement pour le nombre cherché
I-A-^L [4^? £2 -M q\ q\ -t- q\ — \t.q% ?2— 6^1 — ia?i— q<i H- 3o]
-*-PiP*[*q* q-i + $q\ q\ ■+■ iq\q\ — <àq\ q%— oqi q\
— 6^1 — a qiÇî — 6 ql -h 3o q i -h 3o q 2 — a4] _, lll [q\+ $q\q ■!->!- \q\q\ — ^q\— ^qxq-1— qY— \iq<>.^- 3o].
199. On peut aussi envisager la série z> obtenue en éliminant les (x) entre les conditions qui expriment quei/"l = o ety2=o sont tangentes; c'est le lieu des éléments où se touchent les séries/*! = o ei f>= o en (a). Elle est de degré
Piqï+PiPiizqi-^ iq-i— ^)-^-p\qu
comme on le voit en éliminant les (x) entre- ft = o, /a = o, <pj = o, et supprimant le facteur ")fi,',:.
Cette série cp n'a pas d'éléments cuspidaux en général ; elle a des éléments doubles dont le nombre est facile à déterminer en remarquant que g et cp sont de même genre. On peut aussi les déterminer directement de la façon suivante : on éliminera les (x) entre les équations
le résultant est de la forme »'}'/, à désignant le résultant de
àj\ __ ■ 4A Ml
dl, " °' àl2 ~ °' dl3 ~ °'
et y celui des équations
On évaluera le nombre de fois que les premières équations ont
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deux solutions communes en (x), et de ce nombre, divisé par 2, on retranchera les nombres d'éléments doubles pour <l et y, et les nombres d'éléments communs aux séries o, ']>, y prises deux à deux; enfin on ajoutera, comme ayant été supprimés à tort, les nombres d'éléments communs à ces mêmes séries deux à deux qui correspondent à un même système de valeurs des (x).
200. On a des résultats analogues en partant des deux équations
/, . ar8; '/.,. X,; \iu [a») = o,
/, fi, /.. a . : ) 1 . Xs; ;/,. [x, = o
des de-j-ré^ />, et />_,. y, et r/j. /•, .'t /•._, par rapport aux (./'), aux Çk) et aux (u. , et écrivant que ces deux équations en Çk) et (u.) ont une solution commune double.
L'enveloppe ainsi définie esl du degré
/'l|'/l''l ■/:': ' V ' I — ' ' ":"l\— Ul
/' •! '/1 ''1 7 ■ 1 1 ■ 7i< ri — 1 1 7./V Y-: 1 l]« Nous u insisterons pas davantage sur ces généralisations.-
Considérons maintenant un ensemble doublement inlim
de séries/, définies pat nue équation telle que
des degrés p et q par rapport aus x et aux Q .
Si l'on écrit que la série /en Çk) a un élément double, c'està-dire si l'on égale à zéro le discriminanl de / par rapport aux (X), on définit une série £•, de degré 3/>(«y — i)'J, <pii peut encore être regardée comme une enveloppe des séries /, et qui est le lieu des (x) tels que / ait un élément double en (). .
Les équations -ry- =0 définissent les (),) en fonction des (x)
coordonnées d'un élément de if; on a ainsi une relation cp(X)=o correspondante, du degré 3//-(</ — 1) : c'est le lieu des éléments doubles définis plus haut. Les séries /0 définies par/= o et o = o ont pour enveloppe proprement dite g; de plus, si l'on établit entre les (a) une relation quelconque ijy(X) = o, on définit un ensemble simplement infini de séries/, et leur enveloppe propre-
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ment dite touche g aux mômes éléments que les séries /'0 qui appartiennent à cet ensemble. En d'autres termes, les enveloppes des différents ensembles simplement infinis que l'on peut former avec les séries y touchent toutes g.
Les séries s et o ont des éléments doubles dont le nombre est facile à déterminer d'après le n° 189. Toutefois il faut observer que la série g aura des éléments cuspidaux correspondant aux cas où la série /"en (à) a un élément cuspidal. Pour en évaluer le nombre, nous chercherons les solutions communes aux équations
df d*f d*f ( o* f
et
d\i ~ dll dl?A \dl2d\Sd
et nous en retrancherons les solutions communes à
àf
-$— = o et Ai = o, àki
comptées deux fois.
On trouve ainsi, pour g-, \ip-{q — i)(<jr — 2) éléments cuspi-
daux, et par suite -J— (q — 1 ){q — i)(Zq2 — 3q — 1 1) éléments
doubles ordinaires.
On peut continuer dans la même voie, en considérant des variables en nombre quelconque, mais ces indications suffisent.
V. — Applications
202. Soient (y) et (z) deux éléments correspondants de la hessienne II et de la steinérienne S d'une série _/"= axp= o. On a les équations
Z\ r- Z% ; n Zs =0 (i = I,2,0);
àyidyt dy^ôyt àyzoyi
la première polaire axp-lz=^ o de (z) a un élément double en (y)', la (p — 2)ieme polaire a r*-yr-*-= o de (y) a un élément double
La steinérienne, obtenue par élimination des [y) entre les équations précédentes est de degré 3(/> — a)2.
D'après le n° 189, l'élément langent [Q à S en (5) a pour
équation, après une réduction facile,
df df df
ày\ Oy, ày3
| Z) est donc la (p — i)>ème polaire, ou polaire linéaire de (y).
La classe de S est évidemment d'après cela Z(p — \)(p ■>.).
S peut être regardée comme l'enveloppe au sens du n 201 des polaires linéaires aXyP~l= °î donc S aura i 2 (p — >-)(/' — 3) élé-
ments cuspidaux et (p — '. t /> — 3)(3/>- — <)/> — 5) éléments
doubles ordinaires; \r> éléments cuspidaux sont tels (pie leurs
premières polaires aient un élément cuspidal ; les éléments doubles
sont tels que leurs premières polaires aienl deux éléments doubles.
S a par suite 3(/> — ■>.")( /\p — g) éléments inflexionnels et
- {p — 2)(/? — 3)(3/;- âp — 8) élément tangents doubles ordi-
11,111 es.
Il est évident que S touche les éléments tangents stationnaires de f, puisque, -1 1 esl commun kf el II. c'est un élément inflexionnel, el l'élément tangent correspondant esl sa polaire linéaire.
La hessienne H est de même l'enveloppe des secondes polaires </, î).; = o; elle u'a pas en général d'élément multiple; par suite ses singularités sont faciles à déterminer.
Le genre de H et S est le même.
Si (/) et (u) sont tels que leurs premières polaires se touchent 1 n (y), on voit tout de suite (pie l'y) appartient à II: l'élément langent commun est l'élément (yz) de la cayleyenne, et (tu) louche S en (z), c'est-à-dire est la polaire linéaire de (y).
203. La cayleyenne est la série de seconde espèce lieu des éléments (yz)\ pour trouver son degré, on cherchera le nombre des -ululions communes aux équations
àyxàyt ày^dyt Oy^oyt
(x) étant quelconque ; ce nombre est 3(/? — *)( p — 2)- Si p = 3, il doit être réduit de moitié, comme l'on sait.
La cayleyenne n'a pas d'éléments cuspidaux en général; ses
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singularités sont par suite faciles à déterminer, en remarquant que son genre est celui de H et S.
On pourrait facilement multiplier les propriétés des séries dont nous venons de dire quelques mots : remarquons seulement l'extension possible des notions précédentes en partant des polaires d'ordre quelconque.
La forme bilinéaire
où L'écriture des coefficients .1 été simplifiée, comme d'habitude,
corresj I à L'homographie. Si, <-n effet, <>m considère deux
espaces \ el \ remplis par des éléments de première espèce (x) el 1 i, et des éléments de seconde espèce (£) et (t) ,/(#, r\) = o est l'équation d'un élément {y) correspondanl à < ./ . el l'on peul écrire
"il 'l " "il •''-' " .1 ' ■
ci >i Le déterminanl
"|j,/'l ":■<■', ,1 "Ki'l «iS^J "
"il " I 2 ' < / '1 2\ d-2 2
"il 'I ; j ".. ;
n"< si pas mil, on définil ;iin>i une homographie entre Les espaces \
el ï .
f{x, t\ = o est aussi l'équation de (£) correspondant à (y,), » •! Ton a
Ei
11 'Il — «12rr2 -^ "l;ir,3 "ilr,l * atiTèi "+" a23 "}» aZ\ri\ " 3 2 *) 2 _ " )3 *]S
Si les x/y sont les coefficients des a/y dans le déterminant </ et si
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au aJ2 «13 ;t
e(ly)=
rt-21 ^'22 ^23 ?2
Jl J'2 JK3 O
g = o est l'équation de (-/]) correspondant à (ç), ou de (x) correspondant à (y), de sorte que
«ll'Çl-4-a«Çs-^.«31$8 ai2?l"+- «22^2— ^32Ç3 *13ÎI-T- a23?2-i- «33^3
^Iljl-i- «12^2-^ «13JK3 a21</i-1- a22>X2-+- X23J'3 Ots^! H- a32^2 "+" «33JK3
On a aussi
M f,î ra o
Le système/, (.r), (Ç), (y), (/,) a comme invariants multiples les cinq quantités/, g", cl, (£j.r), (r, |y).
205. Considérons le cas où Ton a d=o, sans que tous les mineurs a/y- de c? soient tous nuls. Par extension, on dit alors que f= o définit une homographie simplement singulière.
La forme g est ici le produit de deux facteurs, soit (b | ç)(y \y), à cause des propriétés des a/y. Par suite, on définit de cette façon deux éléments particuliers des espaces X et Y, soit (6) et (y) : à (x) quelconque correspond (y) appartenant à (y), et à (b) correspond (y) quelconque; à (y) quelconque correspond (6), et à (y) appartenant à (y) correspond une infinité simple d'éléments (x) alignés avec (b); à (ç) quelconque correspond (y), et à (£) contenant (b) correspond une infinité simple d'éléments (y,) alignés avec (y); à (r,) quelconque correspond (ç) contenant (6), et à (y) correspond (£) quelconque.
Si les coefficients a/y sont tous nuls, de sorte que la forme g est nulle identiquement, l'homographie est doublement singulière, /"est le produit de deux facteurs ( [j|x)(&|r|), et les particularités qui se présentent s'énoncent immédiatement.
Dans tous les cas, les espaces X et Y étant distincts, on peut
réduire y* à la forme canonique
de sorte que
d = a, | «22 «33, Ar = «22«33Çl Vl — «33 « 1 1 \ l)' -1 ~ «ll«22: .."'
II. — L'homographie de deux espaces coïncidants
206. Supposons les espaces \ el ^ identiques. On peut imaginer alors que les | ri sont les mêmes éléments que les (,r) ou bien que les (Ç) : nous envisagerons cette dernière hypothèse plus lard, el ici nous supposerons que les y el les (vj)sonl lés mêmes éléments que les I x | et les ( ; respectivement .
Si nous étudions le système formé par /'. les (jr) et les (Ç) <i si l'on remplace les y I el les i r\ | par les i et les (£), les résultats précédents subsistent d'abord entièrement, et fournissent les invariants/, g-, h- : a;) el </. t"n> faciles à interpréter.
\ ces invariants mms adjoindrons d'abord les formes /. el y qui -mil !<•> jacobiens <\<- /. r. // considérées comme fonctions soii
des ' : ', -"il des I X : k el / SOnl des formes cubiques
«Il Si ■+•«!« $1 "I3::i •■• •
«11 #1 - « .M •''■.■ '' ;l ''; aM.r,— a,.,./.- z,
X = xn ;i • K»i it
Ei
Cherchons maintenanl les éléments doubles «le l'homographie,
;t-à-dire ceux qui se correspondenl à eux-mêmes <l;ms les
séries KetY. Pour les déterminer, on ;i évidemment les équations
(an— p )xx i ",,'.. a„a?, = o,
«12^1— («22— ? »rJ- «31^8 = 0»
p étant une inconnue auxiliaire déterminée par l'équation >) =
«ii —
OU bien
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où l'on a fait
i — an-+- «22 -T- «33, j = «ii-+- «22-!- a33.
Les coefficients i ety sont évidemment comme cl des invariants proprement dits, d'ordre zéro, car les racines de l'équation en p sont manifestement invariantes, <p(p) étant l'invariant cl relatif à/— ?k.
On arriverait aux mêmes résultats par les équations
(an — a)xt-h ancc.2-h ul3x3 = o,
qui conduisent à
a3 — y'a2 -t- ich — dï = o,
de sorte que o? = cl.
De même encore, les éléments doubles de seconde espèce sont déterminés par les équations
ou bien
(an- ff)Éi + a2i ^2+ «31^ = 0,
Nous avons ainsi trouvé huit invariants y, g, h, Â, y, «, y, r/ qui forment un système complet : sept d'entre eux seulement sont indépendants, et la relation qui les lie sera indiquée plus loin.
207. Nous allons retrouver les invariants i et y d'une autre façon qui nous donnera en même temps de nouvelles propositions.
Considérons f comme fonction des (£) et g comme fonction des (x), ou inversement; l'invariant K (/, g) défini au n° 150 est alors clh ; et en effet la forme g correspond à l'homographie inverse de celle qui est définie par y.
Considérons maintenant f comme fonction des (x) et des (£) successivement; il en résulte un invariant K que l'on vérifie sans peine être égal à
c'est aussi
(«,!#!+ ajt^-t" «3l3?3)(«llSl-+-«12?2-!- «13S3) + . • •)
LIVRE II
et, par suite, on voit que if — jh -h g = o est l'équation de (z) de Y, correspondant à (y) de X, ( r) correspondant lui-même dans Y à (x) de X; c'est aussi l'équation de (*) appartenant à X, correspondant à (r() de Y, (r,) correspondant lui-même dans X à(£)deY.
Dans le premier cas, les équations de (x) et (y) étant h = o et y=o, on voit que les éléments (.r), ( r ), (c) appartiennent à un même faisceau, si l'on a /. =o, et seulement alors; dans le second cas, on voit de même que i : . r\ . 1 appartiennent à un même faisceau si l'on a y = o, et seulement alors.
En appliquant le même procédé à g} <>n trouve de même que la quantité
(a,,. r, — a12.r.2~ an-r.-*," «n£|-t- «si£r
esl égale à
l'équation / /* - idh-\ df o s'interprétera comme plus haut. En vertu des relations que nous venons d'obtenir, on trouve tout de suite, par multiplication de deua déterminants,
ij-jh - dh f
dh /- • idh df §
c'est la relation qui existe entre les lmii invariants du système.
Les invariants absolus géométriques proprement dits dépendent des rapports des racines des équations en p ou cr, c'est-à-dire encore des rapport^ des quantités /''■. /; et <l-.
ï208. Pour aller (dus loin, nous allons examiner successivement les divers cas qui se présentent quand on fait les différentes hypothèses possibles sur les racine> p( . p2, P3 de l'équation en p. Nous supposons d'.idleui- que lliomographie n'est pas singulière, et qu elle d est pas définie par la substitution identique.
T. — U équation en p a trois racines distinctes. 11 existe alors trois éléments doubles de cbaque espèce n'appartenant pas à un même faisceau. Si les (x) doubles sont pris pour
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éléments fondamentaux, on a
g = a22«33^lll^- «33«11^2?2— «11«22^3?3,
l = an-)- «22"*- «33j 7 = «22«33 + «33«ll "+~ «11 «22) ^ = «1 1 «22 «33»
et en appelant A le produit non nul (a-22- — a33) («33— «ti)(<7u — «22) >
Les éléments doubles de seconde espèce sont donc les Q/, ainsi qu'il était évident; /r = o est leur équation, et de même y=o est l'équation des éléments doubles de première espèce.
Soient (x) et (y) deux éléments correspondants des séries X et Y; leur rapport anharmonique avec les éléments doubles Q2
et û-i est j ■> et par suite a la valeur constante - — : la même xzy.2 ' a33
chose a lieu pour les autres éléments doubles et aussi pour les éléments de seconde espèce. Si (z) est commun à Q, et (xy), le rapport anharmonique de (.r) et (z) avec 02 et 03 est de même constant et facile à calculer. On a ainsi obtenu la signification géométrique des invariants absolus.
Deux éléments correspondants peuvent être considérés comme deux espaces à une dimension homographiques : il est clair qu'ils sont en homologie si l'un d'eux contient un élément double appartenant nécessairement à l'autre, et dans ce cas seulement.
II. — p, est racine simple ; on a p2 = p3, et cette racine double n annule pas les mineurs du déterminant '^(0).
Ce cas est limite du précédent. On peut réduire f à la forme simple
/= «ll^l£l-f- («22^2— «32^3)b— «33^3Ç3,
avec
O, et 02, Q( et 03 sont doubles; 0( et Qt correspondent àp,, Oo et Q3 correspondent à la racine double p2.
III. — o, est racine triple et n annule pas les mineurs du déterminant co(p).
C'est encore un cas limite du précédent. A p, correspond un élément double de chaque espèce, et ces éléments se contiennent;
en les prenant pour 02 et Q3, on a
f = («1,^1+ «31^3) îl — («12 2*1 "H «22^2-+- «32-^3 )?2— «33 #3 b»
avec
«Il = «22 = «33' «12«:l "•
[V. — p, es/ racine simple; on a p2=p3, e/ ce/te racine double annule les mineurs du déterminant <p(p).
Dans ce cas, à p, correspond un élément double de chaque espèce; ces éléments ne se contiennent pas, et peuvent élre pris pour O, et Q, : à la racine double correspondent tous les éléments (pie contiennent Q, et O,, comme doubles.
La forme canonique du c;is I subsiste, ;«\ ce <v2o= a.ri, de sorte que /. «•! y sonl nuls identiquement, ce qui n'arrive pas dans les cas précédents.
Deux éléments correspondants de première <>ii seconde espèce appartiennent avec <>, ou il, à un même faisceau; si (x) et (y)
sonl deux tels éléments, el si (a) est c nun à û, et à (xy), le
rapporl anharmonique (xyOtz) a une valeur constante. On dit, dans ce cas, qu'il \ .1 homologie.
\ . _ p, est racine triple et annule les mineurs du déterminant o{ p).
C'esl ici un cas limite de l'homologie. A p( correspondent une infinité d'éléments doubles de chaque espèce, situés sur deux éléments < >j el il., qui se contiennent. < m a alors
avec
II /•' O
209. In général, les éléments doubles seuls ont mêmes correspondant quand on les suppose appartenant successivement aux séries \ el Y. Dans quel cas y a-t-il involution, c'est-à-dire un élément quelconque a-l-il toujours même correspondant, qu'on le considère comme apparlenanl à la série \ ou à la série 1 ?
D'après lé n" 207, il faut que ij ' — jh -+- g se réduise à un fa< teur près à h] donc d'abord k, jacobien de/, g, h fonctions des (£), est nul identiquement. Or ceci n'arrive que dans les cas I\ et V; pour qu'il y ail involution, il faut encore dans le cas IV que
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l'on ait ati-\- a22 = o; clans le cas V, il ne peut y avoir involution, l'homographie étant supposée non singulière.
Dans le cas unique de l'involution, on voit immédiatement que, sur chaque élément double, il y a involution déterminée par les éléments correspondants; le rapport anliarmonique tel que (xyQ{ z) envisagé précédemment est égal à — i .
210. Cherchons, dans le cas général 1, par quelles transformations on peut passer de la forme y à la forme canonique
A la racine p/ de l'équation tp(p) = o, correspond l'élément double 0^ dont l'équation est déterminée par
tu)
si ( )) et (z) sont deux éléments quelconques, les trois dernières relations peuvent être remplacées par
f{y,lU))-?iau)\y) = o, /(*,5w)-p/(£(fll*) -o,
et l'équation de 0} est par suite
OC \ OC o 3?;j
«ll/l + «21.72-+- «31JK3— ?*.7l •• •• «11 -1 + «21 ^2"+" «31-23 — p/3l
c'est-à-dire, en posant (yz)i= v\i,
Nous pouvons donc poser, (t|) étant quelconque,
»'j = Pi A v, *) ) + 'g(x, V ) + P/( pi — 0 ( "0 1 *) ; le déterminant de cette substitution, pour passer des (jr')aux (#),
— (p2— ps)(ps— pi)(pi — .pOxd);
est égal à
un calcul facile donne ensuite en partant des (#,), posant f/=(|-7i)t-, An. — I.
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et appelant 'l le jacobien par rapport aux (x) des formes f(x, r\ , g(x, f\) et (l\x),
- ;,, f[ t. ■(. I - piff(t, ï] il
(p« py)(p/— ?*)X(1)
^/ el -/, désignant les racines de cp(p i autres que p/.
Quant aux coefficients, on a a'n= p*.
( )n obtiendrail des formules analogues en parlant îles équations des éléments doubles de première espèce O'-.
211. Si un élémenl a:), apparlenanl à \, décril une série d'équation / />,■ o, l'élément correspondant i ri de 1 décrit une série de même degré dont l'équation esl
De même, si (£) appartenant à X décril une série \: :[âçic=o, l'élémenl correspondant i r\ i de ^ décril une série de même degré doni L'équation esl
i > 1 1 peul aussi dan- le premier cas mv isager la série formée par les éléments (xy . définis par deux éléments correspondants, et dans le second cas, la série formée par les éléments (çvj).
Si ! xy | a pour coordonnées i Ç i, on a i Ç|x) o, f(x, Ç) = = o; nu peut en tirer les (./• . el portant dans l'équation ê = o on a l'équation de la série des > ./;r k de degré >/>.
De même dans le second cas, si (ç'/j) a pour coordonnées : . on a (%\z) =o, g(z, £) -o.
Dans le cas général 1, les formules se simplifient.
( y) décrit la série
l\ alxxu ".,.,.,■,. ,,.. r,} o; (y,) décrit la série
Xi aMaS3^i, az%an \A. <tu a2î \s) = o; (Ç) décril la série
/[(rt22— rt;j3 iÇjÇs» («33— «iOÇjÇi, l «i! a25 |Çi£î ] = o; (r-) décrit la série À [ «n («22 — «3B)3i*sj ŒS2(a33 — an )335|, a33(alt — a22 )*i22] = o.
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212. Ces formules simples peuvent donner lieu à de nombreuses applications.
Cherchons, par exemple, si la série des (y) peut être identique à celle des (x). Si le degré de / = o est i, on retrouve ainsi les éléments doubles de seconde espèce.
Si le degré de l = o est supérieur à i , il est clair que si les au restent arbitraires, le problème est impossible. Mais, si l'on a par exemple a2n = rt22rt33, toutes les séries dont les équations seront de la forme <?(x2{, ^2^3) = ° répondront à la question : elles se décomposent en séries quadratiques telles que x2= 2\x.2x3^ \ étant une constante arbitraire.
De même, si l'on prend pour aii} a22, «33 les trois racines cubiques de l'unité, les séries d'équations telles que
y(ccl, x\, x\, x{x*xi) = o ou bien
(f (x\ X-2, X\X$, x\Xx) = O,
ou encore
o(x1xl, x^xl, xèx\ ) = o
répondront à la question.
Ce sont là les types des solutions.
Les invariants dont l'évanouissement exprime ces faits sont faciles à calculer.
Considérons maintenant la suite d'éléments (x{0)), (x(,)), (#(2j), . . . , tels que (x{,l)) corresponde dans Y à {x{n~{)) de X, et dans X à (#<"+1>) de Y. Les équations de (x^), (x{% • • • 1 (x{a)), sont respectivement
aï,^f|+ a'i^x^-v- a'1 3 x3 £3 = o,
si les (x) sont les coordonnées de (x(0)) et si l'on emploie les formules canoniques. Si en général /„ est le premier membre de l'équation de {x{n)), on a la relation de récurrence
j a+\ = if h — J.fn-i ■+- dfn-i ; d'ailleurs on a
d'où
On pourrait de même prolonger la suite dans l'autre sens, avec des indices négatifs, de sorte que
df-t= - #/_, = jg + df-idh
On peut chercher la condition pour qu'un certain nombre des éléments xln\ de rang donné, appartiennent à une série de degré donné. On trouve ainsi des conditions invariantes faciles à calculer. \iu>i / o exprime que les éléments (.r(0)), (.r(,)),(.r(:,))soni alignés; y =-o exprime le même fait pour (j"j), i ./ - i, i ./• : ; la condition pour que six éléments consécutifs appartiennent à une même série quadral ique esl /'■ d — Ji== Oj ... : cette série quadratique se reproduit alors elle-même par l'homographie; etc.
On verrait encore aisément que la condition i o exprime qu'il existe une infinité de suites triples proprement dites | xyz I telles que les éléments (a i, (y), (s) appartenant à \ . leurs correspondants dans ^ appartiennent respectivement aux éléments d< seconde espèce : . '.■'"-' de la même suite; et aussi qu'il existe une infinité de suites triples proprement dites i h^l \ telles que les éléments (Ç), (v. ,' appartenant ;'i Y, leurs correspondants dans \ appartiennent respectivement aux éléments de première espèce (x), (y), (z) de la même suite. I);ms le premier cas i cl (z) par exemple sont arbitraires; dans le second (y,) et (X) sont arbitraires. Si i n'est pas nul, il n existe aucune suite triple proprement dite répondant à l'une des conditions précédemment indiquées.
La condition j = o s'interprète d'une façon analogue, le rôle des espaces \ et ^ étant interverti.
La démonstration de ces propriétés est en tout semblable à celle que nous donnerons plus loin pour des propositions analogues relatives à deux séries quadratiques.
La forme quadratique
f = ax> = anx\ -+- alix\-\- ai3x\ -+- 7.anx2xs-{- 2ailxixl-^ lai^XiX^
ne dépend que de six coefficients, et a cependant un invariant proprement dit, son discriminant ou hessien
«Il «12 «13 «12 «22 «23 «13 «23 «33
ctij et ctji ayant la même signification.
Si d n'est pas nul, f=o est une série quadratique proprement dite qui n'a aucune singularité; sa classe est 2, comme son degré. Si d est nul, f se décompose en un produit de deux facteurs linéaires; et si en outre tous les mineurs de d sont nuls, ces deux facteurs sont proportionnels, de sorte que y est un carré parfait.
L'élément (ç) est tangent à f, si l'on a, en faisant/^, les conditions
Si u u '
d'où la relation
■1 dx;
Çl
El
fc Ç2
La forme équivalente à /', ou la forme tangentielle de f, quand d
n'est pas nul, est donc
O = Kj:,,
en posant
<*23 = «12 «13 — «Il «23-
de sorte que les a/y sont les mineurs de d.
Le système formé par/, les (a:) et les (;) admet les quatre invariants y, o, rf et i . ; ./• .
On a
ai i a
Il -Ml
lé hessien de a es! 8 '/- ; la forme tangentielle de 9, obtenue en partanl de çp comme çp en partant de /', esi/d, de sorte que
fd
•il 2-'2 a2! '' 1
J"l ./ . Tf O
Si rfesl nul sans que lous ses mineurs le soient, fse décomposi en un produit de facteurs linéaires distincts
Los éléments i /, i et Ç \ ont en co an un élément | y >, double
pour/', qui vérifie les trois équations fyi= o, alors compatibles.
En faisant r, y,'« >,-• on voit facilement que y - — - ( y \ -', de
sorte que s est un carré parfait, et » = o représente deux fois l'élément double (,)')•
Si 1rs mineurs de </ sont lous nuls, la forme - est nulle identiquement ; on a
./' {rt\x)*.
Les fx sont proportionnels à (r, | ./• ) ; on a
«*y=(l |#)(l I.'' • ce qui détermine (y, x i.
iil i. Si l'on adjoint à la forme / les variables (.r) et (y), on a les invariants ax*, >/r:, d, et la polaire aTY.
D'après les propriétés générales des polaires, aX) = o est une
CHAPITRE VII. — LA SÉRIE QUADRATIQUE. 23l
série linéaire qui est le lieu des éléments (x) conjugués harmoniques de l'élément (y) par rapport aux éléments communs à / et à (xy).
La symétrie de l'équation axy = o par rapport aux [x) et aux (y) montre que, si (.r) appartient à la polaire de (y), (y) appartient inversement à la polaire de (,r); (x) et (y) sont alors dits conjugués par rapport à f.
Si quatre éléments (y), (z), (^), (u) appartiennent à un même faisceau, il en est de même de leurs polaires, et le rapport anharmonique de celles-ci est égal au rapport anharmonique (j'Ztu)', en effet, les coordonnées des éléments (x) et celles de leurs polaires sont liées par les formules d'une substitution linéaire, de sorte qu'une homographie particulière est ainsi définie.
Si (ï)) est la polaire de (y) par rapport à /', (y) est aussi la polaire de (ri) par rapport à z> (si d n'est pas nul), comme le montre un calcul facile. Nous dirons indifféremment, suivant la commodité du langage, que (y) et (rj) sont pôle et polaire par rapport à f ou o.
En supposant toujours d non nul, [y) n'appartient à sa polaire (r,) que s'il appartient à f, et alors (rj) est l'élément tangent kf en (y). On voit aussi que (rt) contient les éléments de contact des éléments tangents menés à /'par (y); que si (y), (.s), (t) appartiennent à un même faisceau, ainsi que (y), (z'), ( t'), et si (z), (l)) (z'), (t1) appartiennent à /, (r,) contient l'élément commun à (zz') cl (tt'); etc. Les mêmes choses ont lieu par rapport à a.
Si <i=o sans que ses mineurs soient tous nuls, et si (j ) est alors l'élément double de/*, la polaire de (z) est l'élément conjugué harmonique de (}'z) par rapport aux éléments de seconde espèce qui constituent/*; la polaire de (y) est indéterminée. Inversement, on en déduit la position du pôle d'un élément (£).
Si /* est carré parfait, la polaire de (z) est l'élément représenté deux fois par/"; si (z) appartient à/', sa polaire est indéterminée.
Comme application, on vérifiera sans peine que si l'on considère une suite triple (y), (z), (t), et la suite formée par leurs polaires (t,), (Ç), (9), ces deux suites sont homologiques, c'està-dire que les éléments [ y(ÇB)], [z(Gtj)], [£(r,Ç)] sont alignés ainsi que les éléments [rj(^^)], [s(O0L L^O'-3)] "■ s' d'ailleurs les premiers sont alignés sur (a-) et les seconds sur (s), (s) et (<r) sont pôle et polaire par rapport à/".
î2 lo. Nous n'insisterons pas sur les invariants du système formé par y' et un nombre quelconque de variables (x) ou (£) : ils sont tous de types déjà connus. Nous signalerons seulement quelques identités souvent utiles.
On a d'abord
"il "l2 «18
El
( 1 1 1 rfa
«Il
JI
" ta
Xt .1 2
où (£*)) par exemple désigne comme d'habitude l'élément de première espèce défini par (ç 1 1 /, . D'ailleurs, dans ces formules comme dans ces suivantes, des variables de même espèce pourront être supposées identiques à volonté.
Si, dans (I), <>n remplace les (74 ) par les ( fy), le premier membre devient d\ \ 11. ainsi qu'il était facile <!<• le prévoir; <i l'on remplace encore les 1 ; par 1rs (fx), le premier membre de> ienl daXj ■
De même, si dans ( II) on remplace les (y) par les (cp^), le premier membre devienl d2(v\ a?); remplaçant encore les (./•) par les ('f>), on obi ienl '/-'/;V
I huis (IH), remplaçons les (tj) pai les 1 /",-> '■ le premier membre ile\ ient as|V(:fj,| ; remplaçons encore les (£) par les (J.r) ' on obtient >l\ ./ri Zh i|. Remplaçons les (tj) par les (fr) et les 1 ') > par les (/() ; on a ctytztr — d{y | £)(t | £); remplaçons les (£), les (r,)et les (6) comme précédemment : on obtient c/[(^|./-)c/>7 — (^ | r'U/.r*]; en lin. si Ton remplace encore les (Ç) par les (/:), on obtient finalement d(ax:ayl — dyzdxt).
On pourra opérer de même sur l'identité l\ .
"1\Ç>. On a aussi
?ÇS
fyt fyt fy»
ro.
?*ll
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et, par suile, immédiatement,
(txt Ctyt O-zt ïyà) «r,0 «Ç8 I
-- d(xyz)(tuv), x-a *r,v. »;•/- ■ = ^(^OC0//1-
&xu Ctyu f':« &xv ^vc ^zc
«ft *<]! açx
Enfin considérons l'expression axzayt — orzaxt\ ce déterminant est le produit des deux matrices
et
,/.<•, /jfj ./.!•;
/.Vi ./.)'; Jïz
et, par suite, d'après une règle connue, est encore égal à <x.tXy){zt)i de sorte que l'on a l'identité
axzayl — O-xtO-yz— %(xy){zt)
de même, on aurait
«K«il6— *Ç9«/ii:= rf«(Çf,)(Ç8)- En particulier, on aura
ax*ay>— as.y= a.{Xy)h
a|»a0»— a^ = do.
217. L'équation des éléments tangents à y* qui contiennent (y) est évidemment a n)s= o, ou encore aX"-CLy- — a* = °-
La forme équivalente à a.r>)^ considérée comme forme quadratique par rapport aux (x), est, par un calcul facile, dar"-Çcs\y)-1 ainsi qu'il était facile de le prévoir : elle est nulle identiquement si (y) appartient à /'.
( )n peut retrouver les résultats précédents de la façon suivante : soit (x) un élément quelconque, de sorte que tout élément de (xy) est (X, x -+- )wy) ! cet élément appartient à /"si l'on a
X f aX2 -+- •! X ! X2 cixy ■+• ^ | My3 = o ;
cette équation définit les éléments communs àfelh (xy) : ils sont confondus, c'est-à-dire que (xy) est tangent à y, si l'on a
axiay*— <£%y— o.
En éliminant les Çk) entre l'équation précédente et l'équation
on obtienl
c'est l'équation des éléments communs à f et à [xy). On peul l'écrire aussi en appliquant à o ce qui vient d'être dit au sujet de/
en fait, il v a identité entre le premier membre de celte équation et celui de la précédente, au facteur <l près.
appliquons ceci en remplaçant le-- {xy) par les/'.-, nous aurons l'équation des éléments de contact des éléments tangents menés à /' par j -oit. d après les identités connues,
La même équation convient, en \ regardant le^ | s • ru m me variables ei les i : i comme données, pour représenter les éléments tangents à f aux élément - communs à / et à (ç).
^il.S. Le rapport anharmonique p des éléments (je) et {y) asso- < \r^ ;iu\ éléments communs à / et à /r est, d'après une équation précédente, facile à calculer. < >n a
Si (j I et p -"ut donnés, le lieu de x l esl une série quadratique facile à définir plus complètement : dans le cas particulier de o= — i, on retrouve la polaire axy <».
De même, le rapporl anharmonique p des éléments tangents à /
contenant (;/,) avec (ç) et (y,) sera
■j.\r — s da 219. <),, a l'identité
de même, on aura car[(«x)(<ya)]/=<y,-(aya .
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Par suite, il vient
X(yz)*ay>axi = *(yz)*axy + <*(xy)'yZ
daf-{xyz)\
Cette identité fournit une décomposition de ax* en une somme de trois carrés de fonctions linéaires indépendantes, et il est facile de vérifier que c'est la formule lapins générale qui réponde à cette question.
Si (I est nul ainsi que tous ses mineurs, on a simplement
>i d e>t nul, sans que tous ses mineurs le soient, le troisième carré disparaît et la formule fournit immédiatement les facteurs linéaires dans lesquels /se décompose.
Dans le cas général, ( v) et (c) sont arbitraires : aX) — o est la polaire de r, a(.iTUrrl = o est la polaire de l'élément commun à axy= o et à (jrz).
220. On peut ainsi, et de la façon la plus générale, ramener / à la forme canonic[ue simple
on a alors
d .-= au a î2 «33, ? = «22^33 Sf-t- a33an^l --- au a2iU-
La suite triple de référence est telle que 0/ et 0/ soient pôle et polaire par rapport k f : on dit qu'elle est conjuguée par rapport à /. Il existe une triple infinité Qle telles suites triples, car on peut prendre O, arbitrairement et O., arbitrairement sur la polaire deO,.
Si d est nul, / se ramène à la forme
/ = a22^\-~ a33x\, ou bien
et la signification des éléments de référence est évidente.
On vérifiera que si deux suites triples sont conjuguées par rapport à une même série quadratique /', les six éléments d'une même espèce qu'elles définissent appartiennent à une même série quadratique.
221. Dans certains cas, il y a avantage à choisir une autre forme canonique.
Si la suite de référence O,0o03 ou i},li2l>:t est inscrite à y. c'est-à-dire si les 0/ appartiennent à/", on a
/"— 2(/21/,r:i- 2(73,^3^,-1- lanXiXi
et, par suite,
? =— «l35î — a3l£| — aïi£l '"l'"r;:j;: '":i'^i:;:i "'.il ".v_> :i ;> •
m même temps, <m dit <pi<' la suite < >, I )2 ( ):i est circonscrite à tp. Si la suite G| 0203 ou û, Q2"3 es| circonscrite à y et, par suite, i nscrile à ^. on ;i de même
/ ï ' . ' ,' >:,'' *îj^3 ' 7I ! *l •■'•■ ' '. '^^l'':'-! r-2a;,,a:lo.r1./>.
rf i '; .( *1 i K*J)
» = 2 2, :,*;,, -/, . .7, . : \ • ' :, ;i:i ïXn^i).
( )n vérifiera sans peine < j 1 1 < ■ si deux suites triples ><>ut inscrites à /'. les six éléments de -cet mile espèce qu'elles déterminent appartiennent* à une même série quadratique) le théorème analogue ,i lieu s'il s'agil de suites triples circonscrites à f.
II. La série quadratique définie par une forme bilinéaire à deux séries de variables binaires.
222. Nou> avons déjà vu comment une forme bilinéaire à deux séries de variables binaires pouvait définir nue série quadratique ternaire. Si
est la forme donnée, il suffit d'imaginer par exemple que les (X) el les (u.) définissent deux éléments de seconde espèce, désignés pour abréger par X) el (•/■), ayant pour équations
À, i/ i.M--/.o<:,'' -o, n,(0| *■)-■- a2(/Jx) = 0,
el de chercher le lieu de l'élément (x) commun à ces deux éléments, lorsque l'on suppose vérifiée la relation g = o. Ceci revient à mettre en correspondance homographique les faisceaux formés par les éléments (X) el (p.).
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L'équalion de la série/ ainsi définie est
«n(£| •''»(/. [*) — «n(Ç|aO(8|a?) — «21 0) I •*")(/. I *)-!-««»(*] | a?)(8 |ar) = o;
elle contient les éléments (v^Ç) et (0/). Le discriminant de/*est
— 7 («n«22— «i2«2i)[«nC,»i^x)(8wX)-r- a«(rjÇ6)(xÇ8)
Il s'annule quand l'invariant de la forme £" est nul, et encore lorsque l'élément [('^s)(^'/)] se correspond à lui-même dans les deux faisceaux homographiques considérés (158).
L'élément tangent en (tjÇ) par exemple est l'élément (à) qui correspond à l'élément (jj.) contenant (r£).
223. Réciproquement, si ( y) et (:■) sont deux éléments fixes quelconques d'une série quadratique, et si (x) désigne un élément variable de cette série, les éléments (xy) et (xz) forment évidemment deux faisceaux homographiques, puisque la correspondance qui existe entre eux est univoque sans exception.
On voit par suite que, si l'on considère quatre éléments (x) de la série, les quatre éléments correspondants (xy) ont un rapport anharmonique constant qui ne dépend pas de l'élément (y) : on l'appelle le rapport anharmonique des quatre éléments (x) de la série/".
Lorsque le rapport anharmonique (x(l[) x{-] x^ x{,,)) ainsi défini est égal à — i, on vérifie aisément que (x(l)x(-!) et (x^Z) x^) sont deux éléments conjugués par rapport à f.
Tout ceci peut se répéter pour des séries et des éléments de seconde espèce. En particulier on voit ce que l'on doit entendre par rapport anharmonique des quatre éléments tangents à/en (x{{)), (x(-]), (x(3)), (xw), et il est clair que ce rapport est égal à celui de ces quatre éléments (x) eux-mêmes, d'après une remarque faite au n°214.
III. — La série quadratique comme série rationnelle
224. D'après le n° 223, il est clair que les coordonnées d'un élément (x) d'une série quadratique peuvent s'exprimer sous la
(orme
?'T -fii Xi, Xj .
les fi étant des formes quadratiques par rapport aux i a).
Réciproquement, de telles formules représentent une série quadratique, si toutefois les /, ne sont pas liées par une relation Linéaire, comme il esl évident.
L'élément /. i de coordonnées ( ./' i a (tour élément tangent celui qui esl défini par les formules analogues :
,:;,- -| V] I .1,./.. J :?Il
i , 0/, etf, -</
La série y et la série tangentielle ï sonl ainsi deux espaces à
une di mens homographiques dont les éléments homologues sont
les éléments defe\ les éléments tangents à /'correspondants.
Si il i esl un élément fixe de y, les coordonnées de (xy) sonl faciles à calculer; en appelanl u.) le^ paramètres relatifs àl rum peut éci ire
_ £0 ■-/.aiAty) h, ..
ces expressions sonl linéaires par rapport aux i /. i. comme on devail le prévoir : donc le rapporl anharmonique de quatre éléments (.r) est égal au rapport anharmonique des quatre couple-, de valeurs l X) correspondantes.
ajoutons que, pour l'élément défini par les éléments tangents en f X ' el u . on peut écrire
225. L'étude de la série/" ainsi représentée correspond, comme nous l'avons déjà dit, à celle de la forme
;,/,<>.,. Xj)+ tj/,, },. X,)-t- b/s(Xi, /
Si l'on fait
X:< O C0 2Cj C2 O
O #3 O C0 2Cj c2
son discriminant est — /\i"' .
La forme canonique de la représentation précédente est obtenue en faisant, ce qui est toujours possible,
pa?! = 2X1X2,
px3= X|; alors on a, pour la série tangentielle,
p?i = — XjXî,
PÇ2=X1-
P?3=Xf;
on peut écrire
/ = (x\ — bx2xz)a,
t étant un facteur quelconque; le discriminant de /est - f t:!, et la forme cp est
La série/ contient 02 et 03 et y admet Q3 et Q2 comme éléments tangents.
L'équation de l'élément de seconde espèce (Xja), c'est-à-dire de l'élément de seconde espèce défini par (X) et (u.) est
— a?j(Xi [x2-+- X2 fit) -+- 2X0 [i.2a72-T- 2À1 i-ij.ri = o.
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De même, l'équation de l'élément de première espèce, défini par les éléments tangents en ().) et (p.), est
£l< X, Hs-+- X2(X| I + X, [i, tj- XsJJ.2^3 - o.
226. Ces formules simples peuvent servir à résoudre de nombreuses questions sur les séries quadratiques : ou en peut, par exemple, tirer une démonstration des théorèmes de Pascal cl de Brianchon, ainsi que des nombreuses propositions qui s\ rattachent. Y cet égard, nous attirerons l'attention uniquement sur les deux cas particuliers d'une suite triple ou quadruple inscrite à /'.
Pour uni' suite triple ('/. ' I, i a -' . /. : . les éléments tangents en (a ' . | / - .'/.') ont en commun, avec les éléments opposés (a - X '■ ), .... trois éléments alignés suivant r : l'éléni.nl tangenl en ( '/., i est conjugué harmonique par rapport à i '/. ' "/ - | el | X ' a ■ , de l'éléraenl qui contienl | X ' ) et le pôle de / - ) : les trois éléments analogues à ce dernier sont alignés suivant (y), pôle de rj
Pour une suite quadruple / ' . ■*/ - . X(3>), (X^*J), les éléments tangents en (V«>) et () ,en ) - el "/ ' , et les éléments (X(I>X<2>) el '/'■'/.' i, i "/. - / : i h (/.•"/ ' i déterminent quatre éléments alignés suivant (r,), el formant un faisceau harmonique; en di>posant les éléments | X) donnés dans tous les ordres possibles, on obtient deux autres éléments analogues .1 < /, I, soil 1 ~ » el 1 0 1. En faisant pour les éléments tangents à f aus éléments Çk), ce que nous venons de faire pour les éléments < X eux-mêmes, on obtient une suite ( r |, (z), (t) analogue à la suite (tj), (Ç . 't 1. Ces dm\ suites sont équivalentes, el . par suite, conjuguées par rapport à la série quadratique /.
227. \ oici encore une application générale très importante. Considérons une série quelconque g = ba$=o, de première espèce par exemple, et de degré/?. Chacun de ses éléments contient deux éléments tangenl- à /*; si les éléments de contact correspondants sont (a) et (p.), la série g = o établit donc entre ('/. 1 el p.) une relation de degré p par rapport aux variables de ces deux couples, et symétrique par rapport à ces variables : en effet, pour les formules canoniques précédemment développées, cette
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relation est
Dans le cas général, avec les mêmes notations que précédemment, on aurait
g[a0l] fXl-4- «i( À| |JL2-f- A2^l) + «2^2^-2,
b0l, ni+ biCkiii2-i- X2(Jii) -1- &2^2f*2> . . .] = o.
Réciproquement, considérons une forme aux deux systèmes de variables binaires (X) et (u.), de même degré p par rapport à ces variables, et symétrique par rapport à ces variables : égalée à zéro, elle définit, si l'on veut, une série ternaire de première espèce de degré p, dont l'équation est obtenue, par exemple, dans le cas des formules canoniques, en remplaçant A, u.._> + X2 >x, , Xijji^, X2u.2 par X\, x-2, xA.
A ce cas on peut ramener celui plus général où l'on donne une forme non symétrique par rapport aux (X) et aux (u.), des degrés p1 et p" par rapport à ces variables, soilg'Çk, u.) : nous supposons cette forme indécomposable, bien entendu. Alors on envisagera le produit g1 (X, rO^'d*-? ^)» et ^on définira ainsi comme tout à l'beure une Série ternaire de degré // + //.
C'est ainsi que l'équation de la série f elle-même est (Au.) = o.
Toutes les fois que la série ternaire g sera indécomposable, la forme correspondante en (a) et (ut.) sera elle-même indécomposable, ou bien sera le produit de deux facteurs indécomposables, se transformant l'un dans l'autre par le changement des (X) en (u.).
228. Nous allons étudier quelques-unes des propriétés des séries définies par une équation £"(a, u.)= o, symétrique, de même degré/? par rapport aux (X) et aux (u.) : nous aurons toujours à supposer que g est indécomposable, ou bien que g se décompose en deux facteurs tels que g' '(X, u.), g'{[J-, X), le premier étant des degrés p' et p" par rapport aux (X) et auN (u).
Les éléments communs à la série quadratique /et à la série g sont déterminés par l'équation ,.?'( A, X) = o; ils sont en nombre ?.p : mais, dans le second cas, ils sont distincts en nombre/? au plus, puisqu'il suffit d'envisager l'équation £'(X, X) = o. Par suite, dans le second cas, nous pouvons dire d'une façon générale que la série est/? fois tangente à la série/'.
An. — I. 16
Considérons maintenant les deux équations
àg dg
qui admettent -ip(p — 1) solutions (X), (u). En général, si (X), (a) est un tel système de solutions, l'élément tangent à/" en (X) a deux éléments communs confondu^ avec g : il est tangent à g} ou bien l'élément défini par (X), (ut.) est double pour g-. Ce dernier cas se présentera si les équations
àg dg
■ - = O, -rr— = O.
sont aussi vérifiées par ce système de solutions, qui sera alors double pour les équations primitives, ainsi que le système obtenu en permutant les (a) et les (ul); si toutefois on avait (Xu) = o, la série i- sérail seulement tangente à y en (X). Tout ceci est conforme aux formules de Plùcker, puisque la classe de g est en général p(p — i), et se trouve diminuée de deux unités pour un élément double.
On a ainsi le moyen de déterminer les éléments tangents communs à /'et à g, et le^ éléments doubles de g.
En particulier dans le second < -a-, où g =^/(X, u)i;'('x. X), les équations à considérer deviennent
— djS ~ *X> + d^~ ^(X'^ = 0;
elles admettent, puisqu'elles expriment que le discriminant de g par rapport aux (fi.) est nul :
i° Les solutions des équations g'(X, ix) = o, g'(u, X) = o, en nombre total p l-r p -• comptées chacune deux fois;
2° Les solutions de> systèmes
df'Ox ,*) =0 - q, tO =o el
en nombre total a//( '//'— i) -+- 2p"(p'-~ i).
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Ces dernières ne correspondent pas en général à des éléments doubles de g. Quant aux premières, elles comprennent d'abord les solutions de l'équation g'Çk, X) = o avec (X[*) = o, en nombre p'-\-p") ces solutions indiquent, comme nous le savons déjà, que la série g est p fois tangente à f; les solutions qui
restent, en nombre //(// — i) -+- p"(p" — 1)5 correspondent à
— — — + - — éléments doubles de s en sreneral.
La classe de g est donc ip 'p" '. Cette série a, avec g, 4p'p" éléments tangents communs, parmi lesquels il y en a p comptant chacun deux fois.
La forme bilinéaire
g = «u À! U., -+- «12 X] [JL2 -f- «il X« fJ-1 -f" «22^-2 [J-2
définit en général une série quadratique bitangente à y : si l'on ;t a, 2 — «2» — °> e'le définit une série linéaire.
L'équation g = o établit une homographie entre les éléments de la série f considérée comme un espace à une dimension : on peut lui appliquer la théorie développée aux nos 74 et suivants. La série g devient linéaire quand il y a involution. Les éléments communs à f et à g sont les éléments doubles de l'homographie.
Si (x) est un élément quelconque de g défini par (X) et (a), le rapport anharmonique déterminé par (à), (u.) et les éléments doubles est constant} dans le cas de l'involution, c'est un rapport harmonique, de valeur — 1. Dans le cas général, les deux éléments communs à g et à un élément (£) tangent à f en (a) s'obtiennent séparément, en donnant dans g = o, soit aux ().), soit aux (y.), les valeurs (a).
Dans le cas de la représentation canonique, l'équation de g est
^i-f- rtn^2+ «2*-r3 ) — ) Kx\ — kx%xz) = 0;
son discriminant est - (ai2 — «21 ) ' (a\ 1 «22 — «12^21 )•
On ferait facilement le même calcul dans le cas le plus général.
Il est à peine besoin d'ajouter que, comme toujours, tout ce qui précède peut être repris en échangeant l'espèce des éléments.
Une forme g linéo-quadratique définit de la même façon une série cubique à élément double triplement tangente à y'; les élé-
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menls communs à g et à un élément (;) tangent à / se séparent en deux groupes de un et deux.
De même, une forme doublement quadratique définit, en général, une série biquadratique à deux éléments doubles quatre fois tangente à f : les éléments communs à g et à un élément | ; i tangent àf se séparent en deux groupes de deux.
Une forme doublement quadratique symétrique définit une série quadratique sans relation particulière a\r<- /'. Si l'on emploie les formules canoniques, el -i
g= y.,//.} jxf — 2aiXiHt(Xi ;/. h ) .;i, i
-4- « HX|{iî)-f-4*3XiX,(JLiJli -'ï,/,;j. '/ , |JLj — / .., [X, ) -r- Xs \\ -i1 .
l'équation d<- la série g esl
jtj.rf-4- flt0ar|-t- «5a t(a«i — «i 1 •'-.■''■' 1 ■ ''J\r\r: <>•
el son discriminant esl, en gardanl les notations des nM [06 el
... . . / /■ suivants, I invariant / ■, H —
230. ()ii peut appliquer ce qui précédée la résolution du problème général suivant : si (v) esl un élément quelconque de /. el si ^(a. a) = o, h 1. 'i. 0 définissenl deux séries ternaires, l'élémenl tangenl à/en (v)a en commun avec g el // deux élé ments 1 y) el - ; si l'on considère les nouveaux éléments tangents à f contenant (y) el (2), ils onl «mi connu un un élément qui décrit une série F que l'on demande d'étudier. Il esl clair que si l'on considère (.r) comme défini par - /. 1 <i (>x), il suffit, pour avoir la série des (.r), d'éliminer les (v) entre les deux équations
. X, v) = 0, h\ ;/, vi = o.
Si ces équations sonl symétriques d< :s degrés p el y. le résultan l esl <lc degré pq par rapport aux iai el aux (|x), en général non symétrique, de sorte que le lieu cherché est de degré >/"/■
Lorsque l'une tirs formes g el // esl décomposable en fadeur^ non symétriques, il est clair que le lieu se décompose en deux séries distinctes, el même en quatre séries distinctes lorsque g et h sont toutes deux décomposables.
Restant dans le cas général, les éléments communs à/ et à F sont déterminés par les équations £"(a, v) = 0, h\ a, v) = o; ce
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sont les éléments de contacts des ipq éléments tangents kf contenant les éléments communs à g et h : en chacun de ces éléments les séries y et F sont tangentes.
On peut déterminer les éléments doubles de F, comme on l'a dit au n° 228, en cherchant le nombre des solutions communes aux équations
puisque, en éliminant les (V) entre les deux dernières, on trouve encore l'équation de la série F, les (!) et les (a) étant permutés. En supprimant les solutions déjà indiquées pour lesquelles les (X) coïncident avec les (a), les (v) avec les (v'j, on obtient ainsi %pq(pq — i) solutions donnant pq{pq — i) éléments doubles.
On a encore d'autres éléments doubles pour F obtenus en écrivant que les équations gÇk, v) = o, /*([*, v) = o ont deux racines (v) communes; un calcul analogue à celui du n° 187 fournit ainsi pq(p — ■ i)(q — i) nouveaux éléments doubles. Ceux-ci sont donc au total en nombre pq(zpq — P~fl)- La série F n'aura pas, en général, d'éléments cuspidaux et, par suite, sera de la classe 2pq(p -+- q — i).
Les éléments tangents communs kf et à F sont faciles à déterminer; ils sont en nombre 4p<](/> ■+- q — 0 et nous en connaissons déjà ipq qui comptent chacun deux fois. Les autres sont obtenus en écrivant : i° que g"(À, v) = o a une racine double en (v), ce qui arrive 2/j»(y> — i) fois, et alors, à chaque système (1) ainsi déterminé, correspondent q systèmes doubles (u); 2° que les équa-
/-\ \ àh( \x, v) dh( ix, v) lions o( y v) = o, — = o, — V = o ont une racine com-
mune, ce qui arrive 2pq(q — i) fois; 3° en répétant ce que nous venons de dire après interversion des lettres g et h.
On voit qu'il y a ip(p — i) éléments tangents communs kf et F, d'ordre q de multiplicité pour F, et de même iq[q — i) éléments d'ordre/? de multiplicité.
On peut supposer les séries g et h identiques. Dans ce cas, le résultant des équations gÇk, v) = o, g([J-, v) = o contient (Xu.)f en facteur et le quotient est symétrique; donc la série F est de degré p(p — i). Les éléments communs kf et à F sont obtenus en écrivant que g(^, v) = o a une racine double en (X) : ils sont
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faciles à définir géométriquement. Il en est de même des éléments
doubles en nombre - [p — i)2(/? — 2) et des élémenls tangents
communs avec /en nombre 2p(p — 1)(2/?' — 3).
De même, si l'on suppose g et // décomposables, et que Ton
étudie la partie de la sérieF fournie pur l'élimination des (v) entre
les éq initions
respeclivemenl «les degrés />' el />". 7' el 7". on trouvera une séné de degré p' q" ■+• p"q', autanl de lois tangente à/, el possédanl
éléments doubles, de sorte que sa classe esl ip'q'ip" l-y"--')-
Si déplus les fonctions gf el A'sonl identiques, on obtient alors
une série de degré p"\ /> 1 1, ne Louchanl pas/en général, admet-
i.ini ' (p' — i)(p" 1 p' p" p /■ 1 éléments doubles, el de asse I /' — 1){'A /' /' /' ' /'
23 I . Nous ne ferons que signaler, en terminant, l'extension que l'on peut donner aux recherches qui viennenl de mois occuper. Parmi les applications que l'on en peut faire, citons d'abord le> théorèmes bien connus relatifs aux suites circonscrites à une série quadratique / 'et donl tous les éléments de première espèce, sauf un. sont situés sur des éléments Gxesde seconde espèce ou sur des séries quadratiques li\es bilangentes à f\ puis les propositions relatives aux séries qui conliennenl tous les éléments de première espèce déterminés par le- éléments de seconde espèce d'une suite circonscrite à /. etc.
Nous nous arrêterons seulement sur le cas particulier suivant. Revenons au problème général du n" ï230, el supposons que les séries g el h soient des séries quadratiques telles que l'équation de F obtenue par élimination des (v) entre iiC).. v) = o. /*(p., v) = o, soit symétrique en ()>) et (p.). Dans ce cas chaque élément de la série F est obtenu doux fois; cette série est du quatrième degré seulement, ri n'est pas tangente à f : elle a avec / huit éléments communs qui se déterminent immédiatement.
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En écrivant que les équations £'()•, v) = o, /«([Jt, v) = o ont deux racines communes (v), on obtient encore pour F quatre éléments doubles : d'où l'on déduit que F se décompose en deux séries quadratiques F, et F2. Si maintenant l'on étudie les éléments tangents communs à F et à /*, on voit tout de suite que ce qui précède ne peut subsister qu'en supposant que f, g, h ont quatre éléments tangents communs, qui sont eux-mêmes tangents à F, et Fo.
En écrivant alors que l'on a à la fois £*()>, v) = o, — ~ — - = o,
-£- =o, ou bien a la fois —^- = o, -^ =o,
A(u, v) = o, on détermine non pas des éléments tangents communs à /" et à F, comme plus haut, mais les quatre éléments doubles de F, c'est-à-dire les quatre éléments communs à F, et F2. En rapprochant cette détermination de ces éléments de celle qui a été indiquée antérieurement, on obtient une proposition intéressante, facile à énoncer.
Réciproquement, lorsque les séries/*, g, h ont quatre éléments tangents communs, la décomposition étudiée ci-dessus aura lieu. On le voit aisément de la façon suivante. Prenons s sous la forme canonique des nos 106 et 107 : ceci revient à écrire que l'élément fondamental O, a même polaire par rapport à / et g) d'après l'hypothèse, il aura même polaire aussi par rapport à h, comme nous le verrons plus loin. Si les équations de g et h sont de la
forme
Av^-t- aB viv2-+- Gv| = o,
A'vf + 2B'v1v2+CV| = o,
A, B, G étant quadratiques en (X), A', B', G étant quadratiques en (jjl), l'équation de F est
(AC-+- CA'— aBB')2— 4(AC — B»)(A'C— B'*) = o.
D'après l'hypothèse, les fonctions AC — B2 et A' G'— ?>'- des (X) et des (m.) sont les mêmes; alors, exprimant cette condition, on voit tout de suite que AC+CA' — 2BB' est symétrique en (X) et (|/.), et le théorème est démontré.
LE SYSTÈME DE DEUX FORMES OUADRATIOI ES
I. — Détermination des invariants. — Les éléments communs à deux séries quadratiques.
232. Envisageons l'ensemble de deux formes quadratiques de même espèce, soil I << , . g ba : si nous adjoignons aux coefficients de ces formes les variables l c) el : . is aurons d'abord
comme invariants les discriminants <l el d de/el g, les formes^/" «•I g elles-mêmes, el leurs formes tangenlielles cp = aç«, -l y:: nous pouvons encore \ joindre la foi me : '•).
Considérons maintenanl la série quadratique (a) du faisceau (y, g ■ définie par I équal ion
el de même la série de seconde espèce (u) du faisceau («, ù)
définie par
■ j. il
Le discriminant de la série ().) est
~i.\ d -- ':/:•* XiXfe / ; '/ . •m e c[ e' sont deux, invariants définis par des relations telles que
e =. aubn-t- aSI6t2+ a33b33-\ >y.,h. ,-j J,x, %%iibii
<',l , dd
- bu — h., .-h biS
""11 " àcit3
i / dd' dd' -
-*{auôbn~^---aî3ôb7i- '"') '
la puissance qui figure dans ce dernier membre étant symbolique Les relations qui définissent e' se déduisent facilement des précédentes.
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Le discriminant de la série (p.) est de même
\x'{ cl- 4- ]x\ [J-idr 4- >j-i \J-l d'e 4- pi </'2,
ce qui permet d'écrire de nouvelles égalités intéressantes pour définir e ou e'.
La forme équivalente à ()>) est
où l'invariant y est encore une polaire
(>«li "«23
X = On — -*- +...- 623
= ( «22 bri 4- «33 022 — 2 «23 &23 lijï 4~ . . ■
4- 2 («12 Oi 3 -4 «13 012 — «11 023 — «23 °i 1 ) \ï £3 4" . .
De même, la forme équivalente à (u.) est
;j.i rf/4- [ii [X2A 4- |x| «"#-,
avec
// = jin h. . . = «11
= («2ïp33+ ^:;s^2— 2a2:,P23 >''ï "H • • -
-H2(a,2p,34- v.1:!3|2— au323— o^Pn )^2^ +
Les dix quantités f, g, A, cp, cj>, y, c/, e, e \ cl' forment un système d'invariants indépendants pour le système de coefficients et de variables envisagés.
On remarquera la dualité qui existe entre les formes de ce système : en les remplaçant par cp, >b, dd'y, df, d'g, h, e/-, e'd, ed', r/'2, on obtiendrait les formes correspondantes relatives à l'ensemble formé par cp et à, f et g restant données.
233. Nous allons chercher tout de suite une forme canonique simultanée pour y et g. A cet effet, cherchons les éléments (x) cpii ont même polaire par rapport à /'et g : on doit avoir
Si — y- est la valeur commune de ces rapports, ces équations expriment d'abord que le discriminant de \if-\-\2g est nul, et,
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par suile, on a l'équation
A= ).j «12+ À 2 Z> j o XiOi: — XjÔjî Xt ai3-f- X26î3 Aiai3-+-X26tj Xj aî3-+- Xj6î3 Xia3S-t- X26s3
= ).Jrf-i- À f À2c 4- X] X| e'-t- Ai <•/' — o;
de plus, on voit que les éléments cherchés sont en même temps les éléments multiples du faisceau [/, #), c'est-à-dire les éléments multiples des séries de ce faisceau, / .,./ "/.•»:,' = o, qui se décomposcni .
Si une racine (À de l'équation A = o n'annule pas tous les mineurs du déterminanl A. ce <pii arrive nécessairement si cette racine esl simple: à cette racine correspond une solution unique (x) : la série correspondante, A|/-A2if =o, admel cel élémenl double unique.
Si une racine (/. : annule tous les mineurs «le A, de sorte qu'elle esl douille nu triple, il lui corresi d une infinité simple d éléments i ./• i remplissanl un élémenl de seconde espèce que représente deux fois l'équation "/., /' / 2g - <>•
Si / et g sonl des formes distinctes, coi i nous le supposerons,
li'- éléments de A ne peuvenl être tous nuls.
Si ().), i / ' ■, sonl deux racines distinctes de A = o, auxquelles correspondent des solutions (x el ' nécessairement distinctes, on a
d'où
ot par suile. puisque l'on a ()•/.') yé o,
donc (./• i el | z ! sonl conjugués par rapport à /' el g, el . par suite, par rapport à toutes les séries du faisceau i /'. g).
Si le déterminanl A esl nul identiquement, d et d' sont nuls, et, par suite, / et g sont décomposables. On peut prendre /sous I une des formes 2 r/ ., :] .r ., .r :i ou atlX2t, et l'on vérifie sans peine que g représente alors deux éléments de seconde espèce dont l'un esl commun avec ceux que représente /, ou bien qui ont en
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commun un élément multiple de f. Toutes les séries du faisceau sont décomposables.
234. Le cas où A est nul identiquement étant laissé de coté, le faisceau (/*, g) contient au plus trois séries décomposables qui n'ont pas d'élément double commun.
On peut alors démontrer sans peine les propriétés suivantes : i° Supposons qu'une série décomposable (\) se compose de deux éléments (£) distincts. En choisissant les coordonnées de façon que cette série soit 2X-2x3 = o, l'étude de A montre immédiatement que, si la racine (à) est simple, la solution correspondante (x), qui est ici O,, n'appartient à aucune série du faisceau (/, g) autre que (à); si la racine (),) est double, O, appartient à toutes les séries du faisceau, qui y sont tangentes à un même élément (£), d'après les propriétés des polaires; cet élément langent commun coïncide avec x2= o ou ^-3=o si (X) est racine triple et seulement alors.
2" Supposons qu'une série décomposable (À) soit une série linéaire double; son équation peut alors être prise sous la forme x\ = o. On voit ici que J^oa en commun avec toutes les séries du faisceau deux éléments distincts A et B, si (),) n'est pas triple; les séries sont tangentes en A et B, et leurs éléments tangents communs sont distincts de xx = o. Si la racine (1) est triple, xt = o est tangent à toutes les séries du faisceau en un même élément A.
235. Examinons maintenant les différents cas qui peuvent se présenter.
I. U équation A = o a trois racines simples
A ces racines correspondent trois éléments (x) distincts, qui ne sauraient appartenir à une même série linéaire, d'après leurs propriétés, et qui forment une suite triple conjuguée à la fois par rapport à / et g; il n'y a d'ailleurs pas d'autre telle suite. En la prenant pour suite de référence, on a les formes canoniques
et les trois quantités aubjj — ctjjbu sont différentes de zéro.
II. L'équation A = o a une racine simple et une racine double qui n'annule pas tous les mineurs de A.
C'est un cas limite du précédent.
Si 0| correspond à la racine double, et O^ à la racine simple, les séries sont tangentes en 0| à 0| 0L>. d'après les propriétés indiquées plus haut. La polaire de 02 contient O, : si l'on suppose (jue 0:, appartient à celle polaire, on ;i les formes canoniques
/ aitx\ a aaj ;./', rs
d'ailleurs, on ;t
III. L'équation A = o << une racine triple qui n' annule pas tous 1rs mineurs de A.
< . esl encore un « i> limite «lu précédent .
Si <), correspond ;i la racine triple, les séries \ sonl tangentes ;'i il. par exemple. < >n a
b . - : ■ b . i . a . ; . , . /-, . / , ./ ;. avec
< >, esl commun trois fois aux séries f el g\ ces séries uni un quatrième élément commun que I'od peul prendre pour < ): : alors
I\. L'équation A = o a une racine simple et un<' racine double qui annule tous les mineurs de A.
A la racine simple correspond par exemple <>,: à la racine double correspondent tous les éléments de L>,. polaire «le O,, par suite. Si Oi et 03 sont conjugués harmoniques par rapport aux deux éléments A et B communs à Q, et kfelg, la suite triple O,,
< >_.. 03 est conjuguée par rapport à /ci g. On a donc d'une inlinité simple de manières
f — aux\ — anx\ — a
bux\ -+■ ù,,xl — fj3,
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avec
«22^33 — «33632=°, "ll'll> "l-lbli^O, «1I&33 «33&ll^O.
Si l'on prenait 0| AB pour suite de référence, on aurait
g = bi j x \ -t- 2 b 0 î ./-2 r:i ,
avec
" \ 1 ^ •«:; — " •■:: ''il "■== 0.
V. L'équation A = o a une racine triple qui annule tous les mineurs de A.
A cette racine correspondent tous les éléments de û3 ; les séries du faisceau se touchent en O, ; si 02 est quelconque sur 0.$ et si Q2 est la polaire commune de 02, on a
j = «22-r2 "+- «33#§ -+" l" \.)rl *3, g = biiX\ -+- !>?,; >'l -+■ 2 A, ../•, ./• .,
avec
«22^13 — «13622 = 0, a-2>ib33 — (t ■;■, I' -i 1 ■ - O, "\',b:t.i — «33 &13 i— O.
!230. L'analyse qui précède nous fournit d'abord la réduction de /et « à des formes canoniques, en particulier à des sommes de carrés lorsque cela est possible. Elle nous fournit aussi les éléments (x) qui ont même polaire par rapport à toutes les séries du faisceau, et par suite les éléments (;) qui ont même pôle par rapport à ces séries; les suites triples conjuguées par rapport à ces séries; les séries décomposables du faisceau, ainsi que leurs éléments multiples. Enfin elle nous fournit la disposition des éléments communs à deux séries quelconques du faisceau, qui sonl les éléments communs kf et à g.
On voit tout de suite, en effet, qu'en laissant de côté les séries décomposables,
i° Dans le cas 1, deux séries (à) du faisceau ont en commun quatre éléments distincts, qui inversement, déterminent le faisceau ;
2° Dans le cas II, deux séries (X) se touchent en O,, qui leur est commun deux fois, et ont deux autres éléments communs distincts, qui, avec O, et l'élément tangent commun Q3 en O,, déterminent le faisceau ;
3° Dans le cas III, deux séries du faisceau sont OSCulatrices, c'est-à-dire ont en commun trois fois l'élément O,. où elle> se touchent suivant ù3, et une fois un autre élément ;
i" Dans le cas IV, deux séries du faisceau sont bitangentes, c'est-à-dire ont en commun deux fois les deux éléments A et B, en lesquels elles se touchent, les éléments tangents communs déterminant avec A et H le faisceau :
5° Dans le cas \ . deux séries ()») sont surosculatrices, c'està-dire ont en commun quatre fois l'élément O,, où elles se louchent.
Les modifications à faire quand l'une des séries <).) est décomposahle, ou qu'elles sont toutes deux décomposantes, sont é\ idenlcs.
iioT. Il esl facile d'écrire les conditions qui expriment que l'on se trouve dans un cas particulier donné.
Les séries f et g sonl simplement tangentes si l'équation A = o a une racine double, ce qui donne
Les séries f el g sont osculatrices si A =o a une racine triple. c'est-à-dire si le bessien de la forme binaire A par rapport aux < / esl nul identiquement, ce qui donne
Yd
Si les séries/'el£"sont bitangentes, et si (a) est la racine double de A. = o, la forme équivalente à).,/—)..,:.' est nulle identiquement : on .1 donc
Xf«p a,/.,/ -/.H =o;
dérivées partielles de A sonl nulles aussi; alors, éliminant linéairement '/.j,/., L el A") entre les trois équations ainsi formées, on obtient comme condition l'évanouissement identique de l'invariant
Cette condition nécessaire est suffisante aussi, comme nous le
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montrerons pins loin, si les conditions d'oscillation ne sont pas vérifiées.
Si les séries f et g sont suroscnlatrices, on a comme pins haut, pour la racine triple de A = o,
de pins, les dérivées partielles du second ordre de A sont nulles, cl par suite
"$d\i-\- eX2 = o, eXi-f- e'X2 = o, e'Xj -+- 3c/'X2 = o. On en déduit, en particulier, les deux relations équivalentes :
ces conditions nécessaires sont aussi suffisantes, comme nous le verrons plus loin; elles entraînent les conditions d'osculation.
238. Tout ce qui précède peut être répété sur les séries cp et '.!> et le faisceau u., o -4- ix.^l différent du faisceau "k, f-\- \>>g.
On obtiendra la forme canonique de cp et d>, les éléments qui ont même polaire ou même pôle par rapport à a» et <!;; .... Si, en particulier, les séries f et g sont indécomposables, de sorte qu'il en est de même de o et <J», les éléments qui ont même polaire ou même pôle par rapport à cp et '} sont les éléments déjà trouvés, qui ont même pôle ou même polaire par rapport à y et g\ les suites triples conjuguées par rapport à cp et <b sont les mêmes que les suites analogues relatives à /et g\ les éléments communs à cp et à 6 sont les éléments tangents communs à f et à g; les séries décomposables du faisceau (es, <b) sont formées des éléments communs aux éléments tangents à y et à g, associés deux à deux, et ces couples d'éléments déterminent les éléments de seconde espèce qui ont même polaire par rapport à o et 'b ; ....
Ces résultats, réciproques de ceux précédemment obtenus, n'ont rien de surprenant, si l'on remarque que l'équation M = o, obtenue en égalant à zéro le discriminant de u.t es -+- [i-2'}> se réduit à l'équation A = o par la substitution
[Xi rf'X2
;ju d\\
les tlifFérenls cas possibles seront donc les mêmes qu'au n° 23o. Dans le cas I, avec les notations déjà employées, les formes canoniques sont
te = aSsOs3?î-t- ":t3"n ;i - axlaa\
•l = b„b„S\ - bi3bu%\ bnbt \
/'et s ont en commun quatre éléments tangents distincts. Dans le cas II, on a
f = a ': . - ta.irti ; ;
■II. \ | _ xbît bn t , e, ;
/' i'i i' ont en commun deux éléments tangents simples, el en outre Qj deux fois.
Dans le cas III. on a
tp = ( atia ! : ': ': '",;";;.
ty = A. A.. ' ; b \\ iA„ftn* -A .A ;
û ; est h h élément Langent commun trois fois à / 'ri g\ il en existe un .mi iv simple.
Dans le cas l\ . on peut écrire « el y comme dans le cas I. ave< li - conditions énoncées au n 23o; / et g onl deux éléments tangents communs, comptant chacun deux fois.
Enfin, dans le cas \ . on a
Q esl un élément tangent c nun quatre fois à / <i à
Le» conditions caractéristiques <\>> divers cas s'expriment comme au numéro précédent; dans les cas H el V, elles deviendront
; ,/ > de' e • o
rf'e/ e h i A/ « u.
I dd'f — eh -t- 'A ^ = o.
^239. Les séries décomposables du faisceau i /", g i correspondant aux racines de l'équation A = <>, l'équation de ces séries, c'est-
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à-dire des six éléments de seconde espèce qui contiennent les éléments communs à/ et à g deux à deux, est évidemment
d'p-e'pg -+- efg* - dg* = o.
Il est d'ailleurs évident sur les formes canoniques que les éléments (ç) qui constituent l'une de ces séries décomposables ont en commun un élément O/, et sont conjugués harmoniques par rapport aux deux éléments Oy qui contiennent O, ; cette proposition, qui s'applique au cas I, est facile à modifier dans les cas particuliers.
La même chose peut se répéter sur les éléments déterminés par les séries décomposables du faisceau (<p, -|) ; en particulier, ils ont pour équation
û?'2cp3_ e«Tcp2(|, _j_ e'du^ — d*^ = o.
Les séries du faisceau (/, g) ont pour équations tangentielles
X? <p + >iX2jt -+- X| ty = 0 ;
donc, il y en a deux qui touchent un élément (ç) donné; ces deux séries sont confondues si (£) vérifie l'équation
4 cp.|/ _ 1 -a = o ;
d'ailleurs, il en est ainsi évidemment si (£) contient un des éléments communs à /et à g, de sorte que l'équation du quatrième degré que nous venons d'obtenir est celle de ces quatre éléments communs. Nous retrouverons ce résultat plus loin.
De même, l'équation des éléments communs à o et ty, c'est-à-dire des éléments tangents communs à/ et »', sera
\dd'fg — h* = o.
210. On peut envisager les deux invariants qui sont les jacobiens des formes/, g, h et o, <b, y.
En se servant des formes canoniques générales du cas I, on a
h = flnin («22 633 + «33^22)^1 -H. . .,
le jacobien /• de/, g, h est donc
r = r, ^2^3 ^«22 633 — «33622) («33 6U — «11 633) (a, 1 622— «22611); An. - I. i7
le jacobien p de co, <|/, y est
On voit que les équations /' = o et p = o représentent les éléments Oj et 0/ de la suite triple conjuguée par rapport à /'et g.
Dans les cas IV et V seulement, /• et p, toujours faciles à calculer, sont nuls identiquement : or ceci arrive toutes les fois que les fonctions /, g, h ou cp, !/, y sont liées par une relation, et celte remarque justifie ce qui a été dit plus haut sur la suffisance des conditions obtenues pour exprimer le double contact ou la surosculation.
Les invariants r el o sonl liés par des relations aus invariants emploj es jusqu'à présent . Si (),) est racine de A = o, la forme
esl un carré parfait, et, égalée à zéro, représente deux fois l'un des éléments I >,. d'après ce qui a été «lit plus haut : p- ne diffère donc que par un facteur constant du produit
a(Xî<p-4-x1xlX • -): -
étendu aui trois ratines de A = o. On trouve alors >.oi-. peine
— e'd'ytx-hi Uld' — c, lip^x— edty*%-+-ed'<fi* -, <■' ,/ly ' — ,/,/' y K Un raisonne ni analogue conduit à
_ r*=f»dd'* -hf*gd'i e* — ■,,.',/, +fg*d(e'* — >.ed') +• g»d*d'
— ed'f-h idd'—ee' \fgh e'dg*h + e'fh*-h egh^—h?.
Remarquons que le calcul indiqué au commencement de ce
numéro nous montre que les formes h et y sont réduites à la même forme canonique que / et g, dans le cas général : la suite triple conjuguée par rapport à f et g l"e>l donc aussi par rapport aux séries h el y. Mais la série h ne fait partie du faisceau ( f, g\ (pie dans les cas de double contact ou de surosculation; il en est de même pour y relativement au faisceau (<p, <l).
241. \ oici comment, dans le cas général où l'équation A = o a trois racines distinctes, on peut réduire f et g aux formes cano-
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niques du cas I :
Soit
A = ri(X1).,2''-),2X1')) (i = i, 2, 3),
et faisons correspondre la racine QJl)) à l'élément de référence O- •; alors la forme équivalente à d'X^cp + c£k\l)fy, soit
d\V<) ;2/_j_ x«) X2'> A -+- rf( X</> )V,
ne diffère que par un facteur constant de x'-~ .
En faisant /i = cx°i et désignant par [y) un élément quelconque, on peut donc, en prenant la polaire, écrire
x't= d\l^^axy+l^l^cxy+ d(l^ fbxy.
Le déterminant de la substitution ainsi définie, pour passer des (#') aux (#), est
8 = _rfrf'(X(19'X'î3'— XV!').l22»)(XVi,>-,21,--X'11»X23')(X'11)Xy2'-À1?'À'21')/-(7),
d'après la définition de r comme jacobien.
X ( " Les rapports r-y- sont des invariants absolus, et l'on a
Vu _^_
Par les propriétés des invariants, en faisant les (x) égaux aux (/"), et appelant [y') les transformées des (y), on a
- Tin «n7f- TT7) a^yï- TTi) «33JS2= ftj»,
fllia22fl,33-: ^2 >
puis, en se servant de h et de ces relations :
XV'/X',21 X'^\ , „ Cy*
On tire des équations ainsi obtenues
aa =
a'i'VHW a(/'— a(/' a2'')( A'l'! H*'— a(/'! H")
les indices ï, /, A" étant différents.
Il vient donc
f X e= S (A,A',"-AJ,'|").rr
Si l'on fait les ^ r) égaux aux (.r), au second membre — V se réduit au carré parfait
d'après ce qui précède : on a ainsi décomposé ^/-f- X2£" en une somme de carrés, mais les nouvelles variables ne sont pas en é\idence.
II. — Les invariants // et
ti i 12 . Soil i £) un élémenl de seconde espèce déterminé par (y) el (z) : un élémen i i p , y pa ; ;) de i ; i appartiendra à la série | a i «lu faisceau i /'. g ■ -i l'on a
On voit, d'après c<la. que les séries (X) déterminent par leurs éléments communs avec | ; | une involution dans l'espace (ç) : les éléments doubles de I involution sonl les éléments «le contael des deux séries (X) qui touchent : . L'involution n'est singulière que si ces éléments sont confondus, c est-à-dire si (ç) contient un élément commun à / el -
2i3. Considérons en particulier les deux couples d'éléments communs à < ç) et à y et g : -i /. est le rapport anharmonique qu'ils déterminent, on a
/ i — / -_ [aY*bj — iaysbyz-+- az*by>]* # \\ — k) Z 4(ay*aZ' — ayz)(by>b-*— byz) '
on a d'ailleurs
ay azi — ayz = x:j = «p, by*bz* — byz = p|i — ■!■.
et d'après la définition de y comme polaire
a} . bz> — ■>. ayz byz — az> by* = yç« = XI donc
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Cette équation définit la série des éléments (ç) tels que /•' ait une valeur donnée : c'est en général une série biquadratique tangente à cp et à 'b suivant les éléments communs à ces séries et à y.
Pour À" nul ou infini, on retrouve l'équation des éléments communs à f et à g : 4'f'} — /2 — °-
Pour k = — i, on a y = o : la série y est donc celle des éléments (£) tels que les éléments communs à (£) et à y et g forment deux couples conjugués harmoniques.
D'après cela, il est clair que les éléments communs à o et à y. par exemple, sont les éléments tangents à f suivant les éléments communs à /et g.
244. De la même façon, les séries du faisceau (cp, <|) déterminent par leurs éléments communs avec (x) une involution clans l'espace (x).
Si k est le rapport anharmonique des éléments communs à (x) et c? associés aux éléments communs à (x) et <i>, on a
-k) ~ tdd'fg'
f\dcl'fg — h2 = o est donc l'équation des éléments tangents communs ii f cl g; h = o est la série des éléments (x) tels que les éléments tangents àf et g qui contiennent (x) forment deux couples conjugués harmoniques. Les éléments communs àf et h sont, par suite, les éléments de contact sur/des éléments tangents communs à /et à g.
Si g se décompose et représente deux éléments (ç) distincts ayant (x) en commun, h = o représente les éléments tangents à f menés par (x). Si g représente un élément (£) double, h est nul identiquement ; y = o représente les éléments communs à y et
245. Le discriminant de li est dd'(ee' — dd'), et celui de y est ee' — dd' . Si donc on est dans le cas général, c'est-à-dire si d et d' ne sont pas nuls, on voit que les séries h et y se décomposent en même temps, quand on a ee' — dd1 '= o.
Supposons cette condition réalisée, et employons les formes canoniques; on a alors, par exemple, ffo2633+ a33b22== o, et les
éléments fondamentaux O, et 0, jouent un rôle particulier. D'après ce qui a été dit plus haut, h se compose de deux éléments contenant Ot, et chacun d'eux contient deux éléments de contact sur chacune des séries /et g des éléments tangents communs à / et g. De même y se compose de deux éléments appartenant à Q(, et chacun d'eux contient deux des éléments tangents à chacune des séries/ et g suivanl les éléments communs à/ et à g .
De plus, les éléments de la série décomposante du faisceau ( '/, g) qui a pour élément double O, ont pour pôles, par rapport à / comme par rapport à gz les éléments de y; et de même les éléments de la série décomposable du faisceau (<p, •l) qui a pour élémenl double U, onl pour polaires, par rapport à/comme par rapport à a. les éléments de li.
Les deux couples d'éléments de/el :. situés sur Û{ -uni conjugués barmoniques; les deux couple- d'éléments tangent- à/el g ci contenant O, sont de même conjugués harmoniques.
Si \ esl un élémenl commun à / el g . et si II et ( ! -ont les dciw autres éléments communs à/el e qui ne sont pas alignés avec A et O,, le couple AU. A.C esl conjugué harmonique du couple formé par les éléments tangents en \ à /el g\
La propriété correspondante a lieu relativement aux éléments communs à co et ô.
Réciproquement, chacune des propriétés que non- venons d'énoncer entraîne les autres. Deux séries / el g joui --a ut de ces propriétés peuvent être dites harmoniques.
Deux cercles orthogonaux, en Géométrie ordinaire, sont un exemple de deux séries harn iques.
III. — Les invariants e et e
"2ïC). Cherchons d'abord quelle esl la série définie par les polaires i : 1 par rapport à / des différents éléments (x) de g. Un calcul simple, exécuté sur les formes canoniques générales, conduit pour celte série à l'équation
eç — d 1 — o.
De même, la série des pôles (x) par rapport à /des éléments (ç)
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de 'j» a pour équation
et les deux séries que nous venons de déterminer sont manifestement tangentielles l'une de l'autre, car en remplaçant un élément quelconque par son pôle ou sa polaire par rapport à /, on ne fait qu'exécuter une transformation homographique sur les éléments de l'espace, les nouveaux éléments remplissant le même espace, mais étant d'espèce opposée.
217. Étant données les deux séries /et g, on peut déterminer une série quadratique /• telle que la série polaire de /, par rapport à k, soit£", en appelant série polaire de /par rapport à À" celle des pôles des éléments tangents à/ par rapport à /, .
On voit d'abord que k doit être conjuguée par rapport à la suite triple conjuguée commune à /et g; alors un calcul simple montre l'existence de quatre solutions, que l'on peut écrire, avec les notations du n" 211,
o = y ^ A / [d' (ify-f+i<rv>> h+ d(v>>)* g].
Nous n'examinerons pas les cas particuliers. Indiquons cependant que si f et g sont identiques, k doit être bitangente à /; et, en outre, /.- et/ sont harmoniques : leurs séries invariantes h et y se réduisent aux éléments déterminés par les deux éléments tangents ou de contact comptés deux fois.
218. La polaire (ç), par rapport à /, d'un élément (x) de g peut-elle déterminer sur g deux éléments (y) el(z) conjugués par rapport à/? Ceci exige que Ton ait y = o, d'après les propriétés de la série y ; si donc e n'est pas nul, on a aussi çp = o, d'après le n° 216, et les éléments (£) considérés sont les éléments tangents à/suivant les éléments communs à/et à g. De là résulte qu'il n'existe pas de suite triple proprement dite, conjuguée par rapport à /et inscrite à g.
Mais si l'invariant e est nul, on a y= o, quel que soit (x); il existe alors une infinité simple de suites triples conjuguées par rapport à /et inscrites à g; chaque élément de g détermine l'une d'elles.
On a ainsi la signification géométrique de la condition e = o.
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La condition é '= o aura une signification analogue, les rôles de / et g étant renversés.
De plus, un raisonnement semblable montre encore que si e' n'est pas nul, il n'y a aucune suite triple proprement dite, conjuguée par rapport à / et circonscrite à g; si e' = o, on a, au contraire, une infinité simple de telles suites. On a ainsi une nouvelle interprétation de la condition e'=o et, par suite, de la condition e = o.
Celte double interprétation résulte immédiatement de la dualité déjà signalée entre les invariants des systèmes /, g) el (cp, <l).
2 iit. ( le que nous venous de dire se modifie dans les cas particuliers où les séries /et g ne -mil plus toutes deux indécomposables. Supposons que
/= «ii^î " i i a„xl,
ce qui est toujours possible, g étanl quelconque. Alors
e — atia V<M a-%%ci\ i &« -+- "n " '
Si /"est carré parfait, e esl nul. Si / esl décomposable sans être
carré parfait, de sorte que par exemple alt = o et û^^ss^Oj
alors e s'a n nu le m même temps < 1 1 1 •• />,, . Donc c = <> signifie que
l'élément multiple de y appartient à gr.
On a aussi
e = «11 pu H- .3 ;
si f esl carré parfait, de sorte que a22=a.n=o, e' s'annule avec ^h : donc e'= o signifie que L'élément \ . représenté deux fois par/, est tangent à _
Si /esl décomposable sans être carré parfait, comme plus haut, on verra sans peine que les éléments représentés par/= o sont conjugués par rapport à g.
La même méthode pourrait être employée pour retrouver les résultats du numéro précédent, dans le cas général.
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les (a) étant des constantes quelconques, forment un système linéaire doublement infini, ou réseau, particulier.
Si F est une série particulière du réseau, correspondant aux valeurs (a) des paramètres, le discriminant de F sera
D = di\ -+- eaf «2+ e'a, y.\ -4- d' y.\ -+- -ide y.\ a3 -+- (3dd'-h ee")y.1u2y.3
-4- 2 d' ea| a3 -4- d{e1 ■+- d'e) ata| -+- d'(ez -+■ de') z2 a\ -+- dd'(ee'-dd') v.\
et sa forme tangentielle aura pour expression
<ï> = a* o -+- <xl<\i -+- «l(ed'<o + e'dty — dd'y)
-+- y.i y-i/-+- 2] a3(e'cp -+- d'I) -+■ y..1v.3(d'o -+- efy) :
ces résultats s'obtiennent sans peine en se servant des formes canoniques générales.
Si l'on considère une seconde série, d'équation
les invariants y, e, e', relatifs à F et G, seront, avec les notations ordinaires des polaires,
X.= a$ap, E = 3Da»p, E'=3Dap
L'invariant h se présente moins simplement et est moins utile.
Si, de même, on envisage une série du réseau (cp, '},'/), c'està-dire d'équation
son discriminant sera
<r/2'/5 -T- de'«.\ a2-t- «r/'eaj a| H- d'2a|-f- idea\ a3-+- (3dd'-h ee')ct,a2ct3 -+- arf'e'al a3 -4- ( e2 + de')^ a2 -+- (e'2 -+- rf'e)a2 a2 + (ee'~ dd') ai*
et sa forme tangentielle aura pour expression
a? df-h ccl d' g -+■ a|(e'/-4- eg — h)
-+- a^A-H aia3(e/+ rf#) -+- a2y3(d'f-h e' g) ;
les invariants simultanés de deux séries du réseau en résultent comme précédemment.
Les deux réseaux (y, g-, /i) et (o, -}, y) sont équivalents.
Appelons toujours A = o l'équation
d\\ -+- e\\ \t + e'Xj X2 + rf'Xl = o,
dont les racines déterminent les séries décomposables du faisceau (y, g). Si alors nous considérons le faisceau (F, G) dont les séries ont pour équations ut., F -f- u2 G = o, les séries décomposables de ce faisceau seront déterminées par l'équation
D nï - E >±] ;ju -+- E' p, pif -+- D' fi» = o, dont les racines sont liées à celles de A = o par la relation
!Ai
-hs-^-'ïî)
comme le monlrenl immédiatement les formules canoniques. De même, les séries décomposables «lu faisceau
fi,(aiçn- atty ■ ■ 2 , y i ■+- fijl >, o — i-, -l -. '1 , y | = o
correspondenl aux valeurs
^.'»^. Il esl facile, avec ces formules, de former l'équation des éléments communs à F el G : ce sera
équation qu'il sérail encore possible de transformer.
Comme application, considérons les éléments de contact avec y des éléments tangents communs à / <i g : ce sont les éléments communs à /'h // et, par suite, leur équation sera
4*(erf r i .11 - dd'x) - " ''<? <l\ l2= o;
les séries décomposables «lu faisceau (y, h), dont la signification
géométrique esl évidente d'après ce qui précède, auront de même
pour équation
ou
d\dd'—eë)p-*-{c"t-->r de \f*h —iëfhi+ //' = o.
De même, en considérant le faisceau (<p, y), on voit que les élé-
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ments tangents à f suivant les éléments communs à f et à g sont
bdf(e'f+eg-h)-{ef+-dgy-=o;
les séries décomposables du faisceau sont
A(dy—eo, do) = o, ou
( dd'— eé)-f -f- ( e*- -f- de') f- y — 2 de cpyj2 + d* y* = o.
L'invariant e relatif à y et Ji est ide' : il est nul avec e' ; etc.
233. Envisageons la série F, et cherchons l'équation des éléments communs à F et à ù/, correspondant à la racine (Xw) de l'équation À = o, les coordonnées étant supposées coïncider avec la suite triple conjuguée commune àf et g.
L'équation de Q< compté deux fois est, en supprimant l'indice i,
d'\\f+\l'kih-+-dl;\g = o;
si G est cette série, l'invariant X relatif à F et G définit les éléments cherchés; leur équation est donc
o = x, [(c'XiX,+ arf'X3)«p -+- dlyl.'b ■+■ dl\ xl + a2[rf'X1X2(p 4-(2^Xf -+- eXiX2)^ -+- ^'^i'/J -+-a,[(rfX»-+-aeX1X,+ c'X})rf'ip
-^(eXf + ae'XjXa-H^'XI)^ — 2gW'X,X,/1.
Les éléments tangents à F menés par O,, et par suite tangents suivant les éléments dont nous venons de déterminer l'équation, sont aussi faciles à déterminer ; on obtient leur équation en égalant à zéro l'invariant simultané relatif à la forme tangsntielle de F et
à ~K\ cp -\~ X, X2 y -+- V22 '| ; ce sera
0= a°r[(2dXf-+-eX1X2)/+rfX1X2^+X22A]
-+- ai [rf'XiXs/n- (e'X,X,-+- id'\\)g-+- X? /*] + al|[rfeX? + (e2 — «fe')XiXt — rfrf'Xftd'/
+ [— rfd'X? -+-(e'2— rf'e)X1X2+ rf'e'Xl]^
-f-U/e'Xf ^2tW'À1L4 -rf'eXDAJ -+-a1a2[(eX?-h2e'X1X2-i-rf'Xi)/+(rfXf-H2eX1X2 + e'Xi)^ — aXiX2A]
ai«i|[a«fe'X| -+-(<*«*•'+ ««')Xi-X
-+- 2( e'X, X2 h- d'\\)dg -+- ( rfX? -f- e'Xl)A |
-+- «2^3 U(c?Xf-H e\i\i)d'f
-h\( dd' + ee')l\l2^- -id' ell]x ^- (el] +■ d'll)h\.
Les mêmes questions relatives à la série
se résoudront facilement de la même façon: (Tailleurs les équations correspondantes se déduiront des précédentes en changeant les invariants y, g, h. co, ■!/, y. d} d ' . e, e' : comme nous l'avons déjà dit, en », -!/, dd'y, <lf. <t ur. /'. '/-. '/ '-, flfe', <7 <\ el en outre y.
en ~l , )., en V).;., )., en '/).,.
2oi. Deux séries F et <i définies comme plus liant déterminent sur Q/ deux couples d'éléments donl on peut chercher le rapport anharmonique /.,. En prenanl pour inconnue auxiliaire
on a sans peine, «m se servanl des formes canoniques,
en posant
il est alors facile de former l'équation du troisième degré qui a pour racines les \ aleurs de t.
C'est ain^i que, pour/el g, on obtient l'équation
dtd'tt3 — dd {ee'-h idd r
+ (3^irf'j_ ee'dd'+de'* \-d'e*)t— dd'—ee')* = o.
Voici un autre problème tout semblable, mais un peu moins simple. Deux séries «lu réseau (9, •!/, y), correspondant à des valeurs (P) et (y) des paramètres, déterminent trois séries décomposables, formées chacune de deux éléments appartenant à l'un desii,. On peut chercher le rapport anharmonique du couple ainsi obtenu sur L>, avec le couple formé par les éléments communs à F et à £2/, F étant déterminée comme ci-dessus.
En appelant /., le rapport anharmonique considéré, et intro-
CHAPITRE VIII. — LE SYSTÈME DE DEUX FORMES QUADRATIQUES
duisant l'inconnue ti comme plus haut, on a tout de suite
où, par exemple,
avec
,/n Vi^-Yî^' xHT + 73 ( e + rf jTô r- 1 __ ^j \ A 2
lXi Q J 0 J< A2 , Q / „ , ,/ AI
On en déduit sans peine l'équation en £.
Si par exemple on prend/" pour F, cp et -i> pour les séries données de seconde espèce, on trouvera
1 1 u.jdid'*-—iSdd'ee'—e-2e'-2-+-id'e*+-4de'* „.
le dernier terme a pour numérateur le discriminant de l'équation A = o.
On peut multiplier les applications du même genre.
2oo. Les équations que l'on obtient comme nous venons de le dire ne dépendent que des deux invariants absolus géométriques
de f et g, pour lesquels on peut prendre les fonctions -j-j et —p-
On remarquera que si l'on passe du système (/, g) au système (cp, <l), ces deux invariants absolus se changent l'un dans l'autre : donc, pour passer d'une question relative au système (/*, g) à la question correspondante relative au système (cp, -];), il suffira d'intervertir cl et cl', e et e', comme si l'on intervertissait les rôles de/ et g. Ce dernier point devient évident, si l'on fait une transformation telle que les sériesyet g soient polaires l'une de l'autre par rapport à une même série quadratique.
V. — Le faisceau (/, g
256. Le faisceau (f, g), dont les diverses séries ont pour équations
est contenu dans le réseau ( f. g, h). Son étude directe présente cependant un certain intérêt.
Le faisceau est défini par deux quelconques des séries dont il se compose, supposées distinctes : son étude spéciale, indépendante des séries particulières / el g, revient donc à celle de la forme à variables ternaires x el à variables binaires (X)
F ■ /,./ \xg.
Les invariants multiples de cette forme seronl ceux du faisceau ou lr> combinants < l<- / •• i g : nous considérerons surtoul ceux qui dépendeul des variables i x i el (£) ainsi que <\<-~ coefficients, et qui, par suite, -'>ni indépendants au nombre de sept.
Nous nous servirons comme auxiliaires du discriminanl de F,
D = d\*+ .):). -."/,"/ }■+ d 5 |, el <\r la forme tangenl ielle de F
D esl une forme cubique binaire par rapport aux /. | : son discriminanl
A = - — (lyd^d^—iSdd'ee' \de'> \d'e»—<
esl le seul invariant proprement dil du faisceau : égalé à zéro, il exprime que les séries du faisceau sont simplement tangentes. Le discriminant de la forme quadratique '!•. soit
12 = Il W-x»),
esl un invariant du faisceau : égalé à zéro, il définit les quatre éléments communs à toutes les séries du faisceau. Le hessien de la forme D est
II = - [(Ide'— e* /.?-+- (gdd'—ee1 ."/,"/, h (îd'e — e'*)X|] ;
son évanouissement identique exprime que les séries du faisceau sont osculatrices.
Les formes quadratiques en ().) désignées par <ï> et H ont un
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invariant simultané que l'on peut écrire
CD t
ie
ie'
il exprime, par son évanouissement identique, que les séries du faisceau sont doublement tangentes, ainsi que nous l'avons déjà vu.
La forme $ nous montre encore que le jacobien p des formes m, <[/, 7 est un invariant du faisceau : nous connaissons sa signification, et nous savons que s'il est identiquement nul, c'est que les séries du faisceau sont bitangentes, comme tout à l'heure.
Formons maintenant les invariants qui ne dépendent que des (x). On en obtient trois, qui sont liés à A par une relation bien connue, en éliminant les (à) entre F et soit la forme cubique D, soit le hessien H de cette forme, soit enfin l'invariant cubique J de celte forme, c'est-à-dire
J = — [(27rf2^'_ 9dee'-{- 2e3)lsl + (ijdd'e -+- 3e»e' — i8de'*)l\ X2
— (zjdd'e' +3 ee'* — 18 d'e*)!^ — (-27 dd'* — gd'ee'-h ae'»)Xf].
Le premier a une signification connue; nous reviendrons sur les deux autres un peu plus loin.
Formons maintenant la fonction J3(D, <ï>), D et <ï> étant considérées comme des formes binaires aux variables (à); on obtient l'invariant auxiliaire
S = Xt(c'cp — ex 4- 3flty) -+- X2( 3e?'<p — e'x + ef\
dont l'évanouissement identique exprime, comme l'on sait, que les séries du faisceau sont suroscula triées. Si, de plus, nous calculons la forme tangentielle de cet invariant, nous trouvons
= /[(e'2— 3d'e)dll + (idd'e'-h ee'*— ^d'e^)lt X2-H(9<ta'2-I- e'3— ^d'ee')\\] -4- h[(3de'— eZ)l*-h(gdd' — ee^l^-h^d'e — e'2)X2] + g[{gd2d'+e*—4dee')'k\-h(3dd'e-he*e'—4de'*)ll'kz+(e* — 3de')d'll],
et nous en concluons que le jacobien /• de/", g, h est un invariant du faisceau : nous connaissons d'ailleurs sa signification, et nous savons que, s'il est nul identiquement, c'est que les séries du faisceau sont bitangentes.
257. Les considérations suivantes vont nous permettre d'expli-
quer immédiatement la signification géométrique des invariants que nous ne connaissions pas déjà parmi ceux que nous venons d'obtenir.
Si Ton emisage la série du faisceau F = a, f~\- X2 g, les quatre éléments A,. \,. A;. \,. communs à f et g, ont sur la série considérée un certain rapporl anharmonique l \, \2 V2 \ , r. si V, Test l'élément tangent en A, à F. ce rapport est égal à celui des quatre éléments de seconde espèce alignés \,T. \, \j. \, \:!. \, \,. Si maintenant on considère quatre séries quelconques du faisceau. elles ont un certain rapporl anharmonique qui es! celui des variables (X) qui leur correspondent; c'est aussi le rapporl anharmonique de leurs éléments tangents en \, par exemple, puisque L'équation de L' élément tangent à I en A, est linéaire par rapport aus / . On peut d'ailleurs considérer \ , \.. \ , A:, , A , ^ comme les éléments tangents en \, aux séries décomposables du faisceau.
Don», finalement, le rapporl anharn ique 1 \, V \ . \,i sur F
est égal au rapporl anharmonique formé par les (X) avec les trois
racines de D. En l'app< lanl • on a, pour le déterminer, d'après le h ■ NX, les équations
(pi-+- p«)»f, Q|-a?,)'(p» — -.' - ; -pt)*
.1- ,11 Ah
Mous en concluons immédiatemenl le sens géométrique des équations .1 =0, Il : o, el celui des invariants obtenus en éliminant les i ai entre ces équations el F = 0; de même aussi celui de l'invai i.nii simultané de '!> el II.
Les <leu\ séries définies par II . o, et pour lesquelles le rapporl 1 A, A. \ . \ ,) est équiauharmonique, seront les séries f et g elles-mêmes, -1 l'on a e = e' =■ o, II n'étant pas supposé nul identiquement. Dans ce cas, facile à étudier d'une façon plus précise, les formes h et y sont tangentielles l'une de l'autre, et les trois séries jr", g, h sont telles que chacune a pour série polaire par rapport à une autre la troisième.
Remarquons encore que si deux séries sont harmoniques, on peut dire, d'après le n" 245, qu'elles sont conjuguées harmoniques par rapport à deux des séries décomposables de leur faisceau; si donc ces deux séries décomposables sont/ et g, A|/-r A;>£ = o et a, f — \2g = o seront deux séries harmoniques.
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VI. — Autres invariants du système de deux formes quadratiques.
258. Nous allons dire quelques mots des invariants qu'il fan l adjoindre à ceux rencontrés précédemment pour former un système complet relatif à l'ensemble des deux formes/, g, et des variables (x) et (ç).
i° Le jacobien de /, g et (£ | x) est, en se servant des formes canoniques générales (simplification qui sera conservée dans tout ce paragraphe),
/. •= o est le lieu des éléments (x) dont les polaires par rapport à /et g sont alignées avec (ç), ou bien encore l'équation de l'élément commun aux polaires de (x) par rapport à / et g] c'est d'ailleurs un invariant du faisceau (/, g). Remarquons que les polaires d'un même élément [x) par rapport à toutes les séries du faisceau ont en commun l'élément d'équation k = o, et forment un espace à une dimension dont les coordonnées sont les quantités (à) qui définissent les séries \if-\-'k.2g = o : on peut en conclure immédiatement de nombreuses propositions qu'il est inutile d'énoncer en détail.
Si (£) est donné, k = o définit une série quadratique circonscrite à 0| 0203.
2° Le jacobien de o, -!/ et [x | ;), soit
/. = anùn(a22^r.i — «33 b-,2)^i ç 2 ; 3 + • • -,
appelle les mêmes observations.
3° et 4° Formons le premier membre de l'équation de la polaire par rapport à g du pôle de (£) par rapport à/; c'est
c'est aussi le premier membre de l'équation du pôle par rapport à/de la polaire de (x) par rapport à g.
En intervertissant les rôles de /et g, on a de même l'invariant
V =■ X = «H^22^33^lÇl +
Les formes bilinéaires / et /' définissent deux homographies faciles à étudier directement.
An. - I. '3
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5° et 6° Les jacobiens de/, / et (ç | x) d'une part, g, V et (ç | x) d'autre part, sont
m = a\ ,< «22^33— «33^22,»ri:2Ç.i + - • -,
m = b\ , ( a:2633 — a3Sbti)xi £s!j3-t-. . . :
la signification des équations m = o et /n/=o est immédiate.
-j° et 8° Les jacobiens de -^, a et (x\%), d'une part, •}, a', et (x\ £), d'autre part, sont de même
[i'= an l>iibri( a.1<1l>Zi — a33 6,0^*^3 £i — . . .. Nous n'insisterons pas davantage sur ces formation-.
VII. — Les invariants de fermeture
259. Considérons un élémenl [x) de/*; l'élément ( ç) langenl à/en (a?) détermine sur £ deux éléments, (_>■) et (r ' )\ pary(,; on peui mener un nouvel élémenl tangent (ç ' l touchant/en (#(')) ri ayant < r- i en commun avec g; on peui opérer de même avec i y - ), et ainsi de suite.
Ceci posé, on cherche le lieu de l'élément commun à (£) ri | ; " ), c'est-à-dire, encore qu'une suite <!<■ n -+- i éléments (£), i ; ' ), i ; - ), .... i ; " ) riant circonscrite à/, et les éléments^ ' I .... (;; ' », (r - ) ou I : ' ; - ), . . . , (,r" ) ou (; ■"-• ; « ) appartenant à g, on cherche le lieu du dernier élément de la suite équivalente, (;; ").
Définissons la série / comme série rationnelle, et employons toutes les notations du § 111 du Chapitre précédent. On voit que tout revient à chercher la relation entre les éléments de contact (x) et (x(")). Cette question a été résolue au n" 110, puisque la série g peut être considérée comme définie par une relation doublement quadratique par rapport à des variables binaires, et symétrique :
g = 0L0l\ p* - 28, X, (1, ( À, -J., - X, |X, ) + a,(X* ai -+- Xf fl« )
-f- 4 a3 a, Ào tj-j ;j-2-î- 2avÀo;/2< À, p2H- XjfXi) -+- at«Xf (x|.
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Les invariants de g sont
jx = 2 ( a2 — a3 ), *'2 = a„ a.; -h ai 4- ia\ — 4«i a*:
a0 a! a2 ai a3 a., a2 a; as
en employant les notations du n° 110.
Par suite, la relation entre (.r) et (x{n)), dont nous appellerons les coordonnées binaires (\) et (p.), est
gn= g-r <*,ig — ">7i[-
o' étant une forme semblable à «- qu'il est inutile d'écrire et qui sera déterminée plus loin; d'ailleurs
w/jW^-t-i w«-i = 16
»sy'i j"i
li ] \
HJ\ ./
OJ.i
Ji î
On voit donc que le lieu cherché de (ll{n)) est une série quadratique gH, et le discriminant de g„ par rapport aux (p.) étant le même que celui de g, la série tangentielle de gn appartient au faisceau (cp, <b).
Les remarques du n° 111 montrent suffisamment comment on trouvera les éléments communs aux séries g et gn, en partant, suivant la parité de n, soit des éléments communs à / et g, soit des éléments de contact des éléments tangents communs à / et g.
On voit aussi que, si ton n'est pas nul, il n'existe pas de suite proprement dite (£ç(,) . . . l{,l)) circonscrite à / et telle que la suite équivalente soit inscrite à g : d'après ce qui précède, on détermine immédiatement les suites dégénérées qui répondent à cette question .
Mais si to„ = o, la série g„ coïncide avec g, et il y a une infinité de suites répondant aux conditions que nous venons d'indiquer.
Les invariants to,,, ou plutôt leurs numérateurs quand on les a mis sous forme de fractions rationnelles, sont les invariants de fermeture pour le système/, g.
260. Nous allons exprimer les invariants de fermeture en fonction des invariants c/, d', e, e' des séries /, g. Soit
n étant quelconque, et prenons g sous la forme' canonique en supposant a, eta4 nuls; ceci revient à supposer <jue 0| a même polaire par rapport à /et g : alors l'équation ordinaire de g est
y.-,/] -+- a0.r| + a.^.r2-*- 2('>.a3 — Xi)xtxa = o, en employant la représentation canonique du n" ^o. On trouve
rfrz-40», « = - ï./,^, «'=(», i/AT, ,/'=;,+ '2^_
et, par suite.
e2— (rfe'
8</(8rf*</' — 4 tfee' -+-<■»)
(e5'— 4 de')2 e2— ,^/e'— 4 <afW u)„<t d1*
Au surplus, on a ici
g' = Ct0<*tM IJ-1 + *2<>2— 2«s)(^ÎHl-+- ^2!Xl )
a0a8 — (a, — aa3 )2 ] Xj >,2 ^1 fxs 4- a2 a.; À | [x-_
et l'on reconnaît sans peine que — n'est autre que -. , h étant l'invariant simultané de /et g; donc finalement, en remplaçant <o„t
par X„, on a
X„ . rf'Xj
o- rr _!.. /? _L_ f
et l'équation langenliclle de cette série est
À „ (/ ' '4> -+- cty = o ;
on vérifie encore ainsi que la série tangentielle de gn appartient au faisceau (co, '!/).
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Il sera facile de transporter à la question que nous venons de résoudre toutes les remarques faites au Livre précédent au sujet de la forme doublement quadratique. On observera, à cet effet, que l'équation dK = o du n° 10G définit ici les éléments de contael avec /" des éléments tangents communs à f et à g', que l'équation y, = o du n° 108 définit les éléments communs àf et g', .... C'est ainsi, par exemple, que si ~k3 est nul, les éléments de contact avec g des éléments tangents communs à /'et g déterminent, pris deux à deux convenablement, deux éléments de seconde espèce tangents à /"; ....
L'interversion des coordonnées des deux espèces permettra encore d'énoncer immédiatement de nouvelles propositions sur lesquelles il est inutile d'insister.
261. On aurait pu arriver aux mêmes résultats en appliquant ce qui a élé dit au n° 231. On eboisit g sous la forme canonique employée tout à l'beure, et l'on obtient tout de suite, en prenant d'abord pour la série h du n° 231 la série g elle-même,
gi = Oo «s — A)' O- 1 [^ + X o ;j.,)2 -H i6a* (a„ X , p.] — <x2 X2 fx2)(a2 X , |j., — a.; X2 ;ju);
on remarquera ensuite qu'en prenant pour h la série gn, on trouvera, pour les séries désignées par F, etF2 au n° 231 , précisément les séries ga~\ et gn+\ • Ou peut donc obtenir ainsi g,,+ \ de proche en proche.
On fera le calcul rapidement de la façon suivante. Soit
/= anx\-\- «22.r| -+- a3ix\, g= bnx\-\- b%ix\-\- b^x\ ;
prenons la série tangentielle de g„ sous la forme
lnd'o + d\> = o;
si alors on écrit que g//+i contient un élément (x) commun aux deux éléments tangents à f menés par les éléments de contact sur g et sur gn d'un élément langent commun à ces deux séries, on obtient la relation
d'^l X»+1 - aed'A„X/l+1 - 4 dd\\n -t- X,i+., ) + e2— 4 de' = o.
On en déduit immédiatement la loi de récurrence déjà obtenue, puisque cette relation subsiste quand on change "kn+\ en ^«-»«
Si, plus généralement, ~kfl est quelconque, l'équation précédente en A„+, sert à définir les deux séries F, et F2 du n° 231.
2G2. Nous venons de voir encore une fois comment l'étude du système de deux séries quadratiques ternaires se rattache à celle de la forme doublement quadratique à variables binaires, symétrique. On peut aussi la rattacher à l'étude de la même forme, mais générale, et non plus symétrique.
Supposons la série y représentée comme série rationnelle par les formules canoniques du n° 225, son équation étant par suite comme précédemment
f=(X\ \XtXi)(t.
L'élément tangent en | /. i à / est
— X, À, XX + X| T., — Xf .?'., — O.
Si alors une série rationnelle g de degré /> est définie par les
formules
F ''■ = AV pi, Us),
on peut encore définir celte série par l'équation
g = — À , X, .V, ( ;x, , fij ) + X -, g, ( |Xi, \lt ) -*- X| g3 (ni, fi, i : O,
dont le premier membre est une forme générale des degrés i et p par rapport aux variables (À) et (u,). Réciproquement, une telle forme peut être interprétée de cette façon : égalée à zéro, elle établit la correspondance qui existe entre les éléments (a) et (u.) des sériesy"et g lorsque L'élément (A;-*-) est tangent à /'eu (a). On voit d'ailleurs aisément comment cette représentation nouvelle peut être généralisée; mais nous pouvons nous borner à ce que nous venons de dire
Si la série g est linéaire, on obtient une forme linéo-quadratique, et, par suite, les couples d'éléments Çk) qui correspondent aux (jj.) déterminent sur y une involulion.
Si la série g est quadratique, on est amené à l'étude de la forme doublement quadratique générale, et il est facile de transporter au cas qui nous occupe les résultats obtenus aux n' s 106 et suivants.
Le discriminant de g par rapport aux (;jl) définit les éléments de contact avec y des éléments tangents communs àfclg; le
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discriminant de g par rapport aux (X) définit les éléments communs à / et g sur g; en se servant de ce que les rapports anharmoniques des racines de ces deux discriminants sont égaux, on retrouve une propriété connue du système y, g.
Si l'on suppose la forme «réduite à la forme canonique
g = Xi(«of*i-l-Yoî*I )■+■ î ?i >w X2 [0.J [-t., h- X3 (a2 [j.f -f- 72 ;j-| ),
on a, pour définir la série g,
p^i = — 4 Pi [J-i 1*2,
px3 = «o(^?-t- Yo !-t|,
et l'équation ordinaire de g est par suite
(«0Y2— rJ-2'[oT-^l + i6p|(a0^2— ^2^3)('!o^-2— "i%xs) = o;
0( et O, sont pôle et polaire par rapport à f el g.
Les invariants de y et g sont, en fonction des invariants de la forme g, désignés comme an n° 106,
d — — 4a3> fi = — 4t2'vi e'= — 3'2C7f2«'|, oT = — 64^3.
Nous ne nous arrêterons pas davantage sur les résultats que l'on peut obtenir en poursuivant cette élude en détail.
VIII. — Le système de deux formes quadratiques d'espèce différente.
263. Supposons données deux formes quadratiques d'espèce différente, soit
/1 = «x>, <Vi = h3-
Ce cas se ramène immédiatement à celui que nous avons étudié dans les paragraphes précédents. Il est cependant utile de définir
directement les invariants du svslème ainsi formé.
Les discriminants de/', et àt seront 0 et 0'; leurs formes équivalentes seront
et l'on aura
au= œ22a33 — a|3, ..., ôn = £22^,3— Pf3,
On a encore les invariants évidents
£ =ï]1i1|+...- ■> :233 &-2-i — • • • ) e' = «il pu -H. . .-+" 2<723 3o3-f-. . . :
d(8'd/i) da>]
La forme A)/", +^A''i (U1 faisceau (/, . g{) a pour discriminant oA J -4- EÀf Aj + e S A i A | --- o * A §,
el pour forme équivalente
Xfçi -i- À, /.2/_i m- o'/.'i 'l; :
de même la forme ut, <pt + ^j^( du faisceau (s,, •.!/,) a (tour discriminant
el pour forme équivalente
8f*ï/i - :;i i^î^i + h1! fi-
264. Dans le cas général où o ci 8' sont différents de zéro, la signification géométrique des invariants que nous \ enons de définir est évidente. Mais supposons par exemple que o' soit nul, et que ^, = 0 représente deux éléments de première espèce A el B. Alors gt = o représente (AB) deux fois; e = o est la condition pour que f touche (AB); e'= o est la condition [tour que A cl B soient conjugués par rapport à /'; les séries du faisceau (/",, g{) sont bitangenles suivant les cléments communs à/, et à (AB); les séries du faisceau (»j, 'l{) contiennent les éléments tangents à ft menés par A et B; y, = o représente les éléments communs à /', et à (AB); ht = o représente la série des (x) tels (pie les éléments tangents à f, menés par (x) soient conjugués harmoniques par rapport à (#A) et (.rB).
Si ^, = o représente deux fois un même élément A, gs est nul identiquement; 0' et s sont nuls; e'= o est la condition pour que A appartienne àf; les séries du faisceau (o,, »|,) sont bitangenles suivant les éléments communs à o, et à A; y, est nul identique-
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ment; //, = o représente les éléments tangents à fK menés par A. On examinerait de même les autres cas particuliers.
20o. Revenant au cas général, nous remarquerons l'invariant s' qui est linéaire par rapport aux coefficients de fK et <];, ; s'il est nul, il existe une infinité de suites triples inscrites à fK et conjuguées à ^t, et de même une infinité de suites triples inscrites à <^i et conjuguées à fK. Nous dirons alors que les séries d'espèce opposée f{ et-}, sont conjuguées.
On voit que si des séries /", forment un système linéaire à p dimensions, c'est-à-dire si leur équation générale contient linéairement p + 1 paramètres homogènes, les séries '}( qui sont conjuguées avec toutes les séries fK , forment elles-mêmes un système linéaire à 4 — p dimensions. Ainsi les séries <];,, qui sont conjuguées avec les séries d'un faisceau ou d'un réseau de première espèce, forment elles-mêmes un système linéaire à trois dimensions ou un réseau de seconde espèce. Les systèmes linéaires qui se correspondent ainsi sont eux-mêmes dits conjugués.
LA CORRESPONDANCE RÉCIPROQUE ENTRE DEUX ESPACES
COÏNCIDENTS.
2G6. Considérons la forme bilinéaire
f(x,y)= Za;j.T,Vj.
el supposons que les (x) el les (y) soienl les éléments de première espèce de deui espaces X el ï identiques. Cette forme égalée ;'i zéro définit, comme au Chapitre \ I, l'homographie la plus générale entre !<•> «sj i;k ••- \ < i ï . avec celle différence que les éléments correspondants sonl d'espèce différente : on caractérise (<■ fail en disanl que celte homographie es! une correspondance réciproque, ou réciprocité, entre les espaces coïncidents \ el V
Les propriétés générales de l'homographie subsistent entièrement; les particularités qui résultent de la coïncidence des espaces \ el ï changenl >niles.
f(x, y)= o <•>! l'équation de l'élément | r, i de ï qui correspond à (x I de V et l'on a
riî
fa
"\\'\—<l!.\'l--<t\;\ri </i-)-''l — «22 ' I " «ll''l "- "j . ■' '■■ " ..':
si le déterminant
"il "12 «13 d - <7>l "22 " : ;
n'est pas nul, la réciprocité est proprement dite. /(x, y) = o est aussi l'équation de l'élément (ç) de X qui cor-
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respond à (y) de Y, et l'on a
«1 ljl + «1 2/2 +« 13.^3 «2lJl-f-«2272 + «23j'3 «3ljl"+- *32/2 "+- «33JK3
Si les a/y sont les coefficients des «/y dans le déterminant <:/, et si l'on fait
a\i a\ï a\z îi
Cl 2 1 Cl 22 ^23 Ç 2 «3 1 «32 «33 Çl
= 2aVçfTj/J
*jl ',2 »]3 O
tj/ = o est l'équation de (y) correspondant à (£), ou de (#) correspondant à (r, ), de sorte que
df(x,y) = -
«11 Çl -H«21?2-|- «31 £3 «12^1 -+- «22 Ç2 -h 232 ;3 « 1 3 ? 1 + «23 U "+" «33 ^3
all'1t-l-«12'')2-+-«13Tj3 <*2 1 7) 1-H «22 7/2 -H «23 7) 3 »3l'')l+ «32*12-+- «33r,3
On a aussi
Nous laisserons de côté les réciprocités singulières pour lesquelles d = o; leurs particularités résultent immédiatement du n° 20o.
267. Nous allons étudier le système formé par la forme f et les variables (x) et (£) : si on lui adjoignait les variables (y) et (/, ), il serait facile d'obtenir les nouveaux invariants correspondants.
On a d'abord les deux invariants fondamentaux /(a.1, x), <];(£, ç), que nous désignerons par /', et tL ; leurs formes tangentielles <p< et gn forment avec ft et <l/,, la forme (£|:r), et les invariants proprement dits cl et ï, un système d'invariants indépendants, i étant défini par l'égalité
i = «ii a ! i — f- . . . -+- « ! 2 a2 1 -+- . . . .
La série quadratique/, = o est le lieu des éléments (x) appartenant à X ou Y qui contiennent leurs correspondants; de même la série quadratique '}, = o est le lieu des éléments (£) de X ou Y qui contiennent leurs correspondants.
28_j LIVRE II. — LA GÉOMÉTRIE TERNAIRE.
Cherchons maintenant les éléments (x) qui ont même correspondant, quand on les considère comme appartenant soit à X soit à V; on doit avoir
«n X\ -f-«12.r2-i-«i33";5 _ ailxl-\-aizxi-+-aî3x3 _ asxXi-hasiXi-ha^ufi rinXi — ciuXo-i-astXs a12 xx +«2.2/2 + «32 x3 «13 ri + «23^8 + «38^8
et si 0 est la valeur commune de ces rapports, on a pour déterminer z l'équation
«21 — «12? «l'O- p) «23 — '< ;i} =(l ~ p)[d?2 + (d — l)p + rf] = 0. I «31 — «13? «32 — «23? «83(1— P)
De même, pour déterminer les éléments 1 ; 1 qui ont même correspondanl quand on les considère comme appartenant suit à X, soit à ,i . on a
g|Ki *I1Ç|
*isÇî + a i.-i : :
a»i Çi -H «22?î 'y -" 2 ;•;!— -2;;. v:.t;:t
*ISÇl 2:.;j ' y:iiÇ3
et la valeur c mue de ces rapports esl encore une racine de
l'équation cp( p) = o.
26S. Plaçons-nous d'abord dans le cas général où l'équation ©| p 1 = o a trois racines distinctes 1 , z2 et on.
On peut choisir les coordonnées de façon que O, corresponde à 1, 02 à p2, 03 à p3; alors aussi 12, correspond à p1; il., à o2, il, à p3, et l'on a
lî
Il H
il en résulte
an a o, «23 «32?= o;
/= "tl'l.n «28a?»^»-+-«J2^8^i)
'l> = — «23«32Ç| »Jl— «H«32Ç8l8— «Il «28^3 *)2-
Les couples O, et i),, 02 et û3, 0:i el IL sont correspondants. On a
rf = —«11 «23 «32, i= — «ll(«|j + «23 «32-+- « î 2 ),
/l = «ll^ï+(«23+«.i- ' «|*l = — «28«32^ï — «ll(«23+«3l)£l£s»
?1= — 7 («23+ «32 >-:i — «ll(«23-+- «32)^2 ;.!,
«11 («13+ «32)!ÎI — «11 «23 «32 («23+ «3î)£î El-
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Les deux séries fK et g{ sont bitangentes en 02 et 03, avec Q:i et Q2 comme éléments tangents.
Pour le système (/,, d^), les invariants sont, avec les notations du n" 263,
o = 7(rf-f-i), o=-|d + j),
/, = ofo,-4- - (i-h d)<lu h = gx-Ar - (i-f- d)fx.
■su — tyt = o représente deux fois 0| ; doK — - (t + d)tyt = o représente 02 et 0-t; gt — clft = o représente Q, deux fois; g\ — - [i -+- d)fs = o représente Q2 et û3. On déduirait facile-
ment de ces remarques la façon de ramener y à la forme canonique que nous venons d'employer.
2G9. Si (x) est un élément quelconque de X, et (■/}) l'élément correspondant de (Y), le rapport anharmonique formé par les éléments Oa, 03 d'une part, (0,x) et (t;) d'autre part (157), est
égal à — ; il est donc constant et égal à la racine o3 changée
de signe de l'équation 0(0) = o. Si l'on considérait (x) comme appartenant à Y, on trouverait de même — p2 pour le rapport anharmonique correspondant; d'ailleurs o2os= 1, et l'on a
i — d ± /( i +■ d)( i — id)
On a ainsi la signification géométrique de l'invariant absolu de la forme/, ^
Si i= o, les rapports anharmoniques précédents sont équianharmoniques.
Si l'on prend l'élément (x) sur/, et qu'on le considère comme appartenant successivement à X et Y, ses deux correspondants sont les éléments tangents à gt menés par (x); on pourra les distinguer par la propriété précédente : on retrouve cette proposition connue que, si deux séries quadratiques sont bitangentes, les élé-
ments tangents menés à l'une par les éléments de l'autre se séparent algébriquement.
La même chose peut se répéter pour un élément (;) de seconde espèce, avec les modifications convenables évidentes.
Si maintenant (.r) est quelconque, on pourra trouver son correspondant en se servant des deux éléments tangents menés à g{ par (x); l'élément cherché est l'élément commun aux correspondants de ces deux éléments i.mgents.
On peut encore remarquer la proposition suivante : soient (y) et (z-) deuz éléments quelconques considérés comme appartenant successivement à \ el â ï , de sorte que chacun d'eux a deux correspondants (r,) et (r/), (^) et (£'); si (y) et (s) appartiennent à une même série du faisceau ( /, , gt), et seulement dans ce cas, les éléments O,, (vX') et(r/Ç) sont alignés. Une proposition analogue a lieu pour les éléments de seconde espèce.
270. Si Ton se donne une série de degré j> dans l'espace X, il lui correspond dans ^ une série «le même degré, mais d'espèce différente. Nous allons chercher, en supposant p = 2, si ces deux séries peuvent être équivalentes. En se servant des formules canonique, -i la série donnée est
/'il ■'{ -" bti \-rl — I' ■■' '! ^4 \b\ r '; / A... .r, :r2 = O,
1,1 série correspondante sera
+ 2 623at3asti]IT]s+ ibltau 9C237(3ti| ■+■ 2b13ctl] y.:ilrltrr2= o;
en remarquant d'abord que la série donnée doit avoir même correspondante dans X et dans Y, on voit qu'elle doit être de la forme
bnx\-\- 2bS3x1x9= o:
il est alors facile d'achever, et l'on trouve que les deux séries
anx\ ± i i/a23a32X2x3= o
répondent seules à la question.
271. Soit (x) un élément deX, (r,) son correspondant dans (Y); considérons (r,) comme appartenant à X, et soit (y) son correspondant dans Y; entre les (x) et les (y) existe une correspon-
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dance homographique ordinaire, définie par l'équation
(«11 #1 + «21^2-+- «31 ^ )(*liÊl + «1 2*2 + ^I3?3 ) + ...= O,
en général. Avec les formules canoniques, on a simplement
d{xx \x H- p3 a?î |a -+- p2 #3 b ) = o.
On voit que cette homographie admet les éléments de référence comme éléments doubles; elle est d'ailleurs particulière, puisque l'on a o2o:î= 1. En appliquant à cette homographie ce qui a été dit au Chapitre VJ, on obtiendra d'intéressantes propriétés nouvelles.
272. Examinons maintenant les différents cas particuliers possibles, en excluant toujours le cas de d = o.
i" o, et o2 soDt égaux et différents de i; alors leur valeur commune est — 1 et l'on a i -\- d = o. En outre, on suppose que cette racine double n'annule pas tous les mineurs du déterminant cp(p).
En faisant correspondre Oj à la racine i , et 02 à la racine — i , on a
/= aux1yl-±- a33x3yz + «13(^1 7 z -+-«,3ji)-*- «23(^273 — ^372), avec
par suite
/i= anx\-\- a33xl-+- ial3x{x3,
et l'on peut disposer de O, de façon que a13=o. Finalement, on a donc les formules simples
avec
^ = «23^1r-l + «ll«33?2T2+«ll«23(;2r,3— Ç3ri2),
f\= «11^1 + «33#3> ^1 = «23 îl + «11 «33^2,
fi= «11«33?2, ffi= «ll«33«23-r:I >
O, et Q,, 02 et 03 sont deux couples correspondants.
Les séries/, et àt se décomposent d'une façon facile à interpréter; à l'élément de 'l{
««Êl-t- /— «11«33Ç2= O,
pris dans X ou dans Y, correspondent les deux éléments de/*,
anxi
+- s/— a , , «33 x^ = o ou ai , xv — \l a , , a33 x3 = o.
2° On conserve les hypothèses précédentes, mais l'on suppose que la racine — i annule tous les mineurs de 'f(p). Raisonnant comme plus haut, on peut écrire
/= «11 'V'!— «23(.^>'3— >\>'i II
avec
On
d=ana\ i = — aiia\ii
fi=altx\, 4*t = «Is ?*•
O, et Q, correspondes à la racine i : à la racine — i correspondent tous les éléments de 0| el ii, : si M est quelconque sur li,, M et ( ), M sonl des éléments correspondants.
3° L'équation tp(p) = o admel trois fois la racine i, cl celte racine n'annule pas tous les mineurs de œ p .
On a ici / — ■ 3 il — - o.
\ p = i, faisons correspondre O, ; on trouve qu'il faut
«11=0, «12= «îl, i'ii— " ,l.;-,l,.
alors l'élémenl (ç i <|ui correspond à O, peut être pris pour û3, de sorle que rt)2= o; on a
/ = «2>''2j-2-r- a33ar37a+ al3(xiy3-ï- r3j>'i) -f- a23a?2<v3 + o3ïa:3^j,
avec
On en déduit
/", = aÎS;r| — a33a?| -+• aa13ari#3-i- (aj3+ a3s)#j#3 ;
on peut simplifier en faisant a33=o, a32= — «as» ot- •' vient finalement
avec
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On a
4* = alsÇlVl— «13?2Tl2-+- «130î3(?1^2— £2 11) — «13022(^1^3-+- bll);
rt rz: Cl ? o ^22 ? ^ ~"~~ ^^13 ^22 î
/î= a22^| — 2 «13#l#3i '^1 = «23?f— «1 3I2 — '•i«I3«22^lb>
cp, = — af3£! — aai3«22?i$3) £"i = — «13 «I2 x\ — a\3a\3xl — ia\%at%xxx3.
Les séries/", et g\ sont surosculatrices en 0,, avec Q3 comme élément tangent commun. Ce cas est un cas limite du cas général.
4" On conserve les hypothèses précédentes, mais l'on suppose que la racine 1 annule tous les mineurs de '^{0).
Si O, correspond à la racine 1, on a a,2=#2i5 #i3=#3i3 a23 = «32? alors on voit cjue cette racine annule tous les éléments de 0(0) : il y a involution, c'est-à-dire que tout élément a même correspondant, qu'on le considère comme appartenant àXou à Y.
Les séries/", et g{ coïncident : les éléments correspondants sont pôle et polaire par rapport à/,, et cette série ne se décompose pas. Nous avons eu précédemment des exemples de ce cas. Nous vovons ainsi que l'étude d'une série quadratique peut être regardée comme un cas particulier de celle des réciprocités : inversement, on pourrait transportera la forme bilinéaire/un grand nombre de formules établies pour les séries quadratiques.
273. Parmi les réciprocités singulières, nous en citerons une qui est involutive, et cpie nous appellerons spéciale. On a alors
/= a.23(x.2y3 — x-3y,) -1- a3l(x3y 1 — ^îJTs ) — «1 2O1./2 — ^âji) ;
à un élément (a?) correspond l'élément (A#), si A est un élément de première espèce de coordonnées a-23: a3i, «,o. C'est aussi le seul cas où/, est nulle identiquement.
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LE SYSTEME DE DEUX FORMES BILINÉAIRES
LV CORRESPONDANCE QUADRATIQUE BIRATIONNELLE.
I. — La correspondance quadratique birationnelle entre deux espaces distincts.
27i. Considérons l'ensemble <lr- <lcn\ formes bilinéaires
/= 2 at j xt) . - ZbijXijrj,
cl supposons que les espaces \ < -i V remplis par les (.r) et les (y), ne soient pas identiques; les (x) el les (y) sont supposés de même espèce: l'hypothèse contraire n'amènerait d'ailleurs pas de modifications essenl telles.
Nous niions étudier brièvement le système formé par les forme- / el i'. les variables | x ) et (£) se rapportanl à l'espace X, les variables (y) el (r,) se rapportanl à L'espace 1 : ce sont, par suite, uniquement des invariants multiples que nous allons former.
Cette étude présentera évidemment les plus grandes analogies avec celle du système de deus tonnes quadratiques, <|ui peut en être considérée comme un cas particulier : aussi n'en traiteronsnous que les points essentiel-. Les résultats obtenus pourront facilement être transportés au cas de deux séries quadratiques et conduire quelquefois à des propriétés nouvelle- : inversement, ce qui a été dit sur le cas de deus séries quadratiques pourra, dans certaines circonstances et avec les modifications convenables, s'appliquer au système qui nous occupe.
275. Nous avons d'abord comme invariants les formes f et g, (x | E) et (y | r,), les déterminants d el d' des coefficients «/y- et 6/y, les formes
v/»,,t,x iL — y.fL
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les a/y étant définis comme au Chapitre précédent, et les (J/y jouant le même rôle par rapport aux 6,-y.
Si l'on a /= o, ou <p = o, nous dirons que les éléments (x) et (y), ou (;) et (•/■,). sont conjugués dans la réciprocité/; (x) et (y) étant conjugués dans/, l'élément correspondant à (x) ou (y) contient ( y) ou (x). Si les (x) étaient identiques aux (y), et si la forme y était symétrique par rapport aux (x) et aux (y)* on voit que (x) et' (y) seraient conjugués par rapport à la série quadratique/^, x) = o.
Le faisceau de formes \,f-h\2g conduit à de nouveaux invariants e, e' , y, obtenus de la façon suivante : les invariants qui jouent par rapport à \{f-\- \2g le même rôle que cl et o par l'apport à / sont
A = dfk\ + e\\ X2-+- e'X, \\ -+- d'\\ et
xfo+v^/.+ xi'y-
A est le déterminant des quantités aifk\ -+- 6iyÀ2 1 on a
dd i / dd'
la puissance qui ligure au dernier membre étant symbolique. On définit de même e', et enfin l'on a
dcijj dbij
De même, la forme jjl(o -h ;j.2'i du faisceau (<p, -i>) a pour invariant analogue à û?
M = d- \x\ -h rfe' jjif [J.2-H eTe^i [jl| -f- d'- \x\,
et pour invariant analogue à <p
<%?/ + !J-i I-1* ^ -+- ^' lxl Si
avec
/i est un nouvel invariant.
Enfin, les jacobiens des formes /, g, h par rapport aux (x) et aux {y), et des formes <p, ^, y par rapport aux. (£) et aux (r,) fournissent quatre nouveaux invariants, liés, comme nous allons
bientôt le voir, aux précédents par deux relations. Nous avons donc formé, comme cela devait être, quatorze invariants indépendants.
276. Cherchons un élément (x) tel que les éléments (r,) que lui font correspondre les deux réciprocités f et g soient identiques. On aura
bt,Xi-+- btiX%-+- b3tx3 >.i
().) étant racine de l'équation A = o.
Les (j~) tels que les (ç) correspondants soient identiques sont de même déterminés par
"nyi-^an.ri-*- «/a j3 . ^ bnft — bnyo -+■ 6/3y3 ' / . , '
les (a i étanl les mêmes que précédemment.
Les éléments ( '; el r,) ainsi déterminés vérifient eux-mêmes les relations
Pif Si '
les (ut.) étant racines de I équation M o : on passe d'ailleurs de cette équation à l'équation A <> par la transformation
;ji| il I
Les éléments (a?) el r> que nous venons de déterminer sont précisément les mêmes que le-- éléments singuliers <\<-~, réciprocités singulières qui font partie du faisceau /. g . el qui sonl déterminées par L'équation A r o : nous appelons ici éléments
singuliers d'une réciprocité singulière ceux qui ont leur correspondant complètement indéterminé.
La même observation s'applique aux éléments (£) et (y,) déterminés plus haut, qui sont les éléments singuliers des réciprocités singulières du faisceau (es, •!/).
Si deux éléments singuliers (x) et [y) correspondent à deux racines distinctes de l'équation A = o, ils sont conjugués dantoutes les réciprocités du faisceau (/, g i.
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Remarquons enfin que pour étudier les réciprocités singulières du faisceau (/', g) et leurs éléments singuliers, on peut remplacer/ et g par deux séries quelconques distinctes du faisceau.
277. Si le déterminant A est nul identiquement, toutes les réciprocités du faisceau (/, g) sont singulières; ceci arrive dans les deux cas suivants : ou bien les deux réciprocités singulières /et g ont dans l'un des espaces X ou Y un élément singulier commun; ou bien, ce cas écarté, /et g sont simplement singulières, et leurs éléments singuliers, A et B pour/ dans X et Y, A' etB' pour g- dans X et Y, sont tels que, dans/, A' et BB' et par suite B' et AA' soient correspondants, et que, dans g, A et BB' et par suite B et AA' soient de même correspondants.
Ce cas étant laissé de côté, nous supposerons cl et cl' différents de zéro, ce qui est toujours possible d'après une remarque faite plus haut : de cette façon le faisceau (œ, <j/) est lui-même en tout semblable au faisceau (/, g). Si, d'ailleurs, cl ou cl' devenait nul, les modifications à faire seraient évidentes.
On est amené à distinguer cinq cas, dont deux généraux. Dans le cas le plus général, l'équation A^oa trois racines simples. 11 existe alors dans chacun des espaces X et Y trois éléments singuliers de chaque espèce, formant en tout deux suites triples proprement dites.
En prenant ces suites pour suites de référence, on peut écrire/ et g sous la forme simple
et les quantités ciabjj — a>jjbu sont différentes de zéro.
Il serait facile d'ailleurs de développer les formules qui permettent de ramener/ et g à cette forme canonique simultanée. Ici
d = an a22«33, e = ci2icii3bu -t- «33 «n b^2-+- a\\a%% 633, • • • ,
tout comme quand il s'agit de deux séries quadratiques, sauf que x'j et %j sont remplacés par Xij'i et £/v,/.
Les jacobiens r et r' de/, g, h par rapport aux (j) et aux (#) déterminent les éléments fondamentaux de seconde espèce; de même les jacobiens p et p' de es, à, y déterminent les éléments
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fondamentaux. Les produits rr' et pp' s'expriment au moyen des autres invariants, comme r- et z- au n° 240 en fonction des quantités analogues.
Comme cas limites de ce cas général, nous avons ceux dans lesquels l'équation A = o a une racine multiple, double ou triple, n'annulant pas tous les mineurs du déterminant A. Les éléments singuliers viennent alors se confondre suivant la même loi que les éléments singuliers d'un faisceau de séries quadratiques dans les cas correspondants.
Le second cas général est celui où l'équation A = o admet une racine multiple annulant tous les mineurs du déterminant A. Si cette racine est double, les formes canoniques du premier cas subsistent, et cela d'une infinité de façons; mais bon a, patexemple, «jj//;,;, — <7:!:i h .22 = o. Le faisceau (J\ ^ ) contient une réciprocité doublement singulière. Dans l'espace V si les O,- et Q, désignent comme d'habitude les éléments fondamentaux, O, et tous les éléments de û, sont singuliers; il en esl de même de Q, et de tous les éléments de O,.
Si la racine multiple de l'équation A = o est triple, on a un cas limite du précédent.
On obtiendrait sans peine, comme dans le cas des séries quadratiques, les conditions invariantes qui expriment que bon est dans l'un des cas que nous venons d'énumérer.
278. Si l'on considère l'élément (a?') qui correspond en vertu de g dans \ à (r.) de ï . correspondant lui-même à (x) de X en
vertu de /, entre les (x) et (x') existe une relation homograpbique; l'équation de t x') est, en se servant des formules canoniques,
il est alors facile d'interpréter la signification des conditions e = o ou e'=o, en se reportant au n" 212. Si, par exemple, e=o, il existe des couples de suites triples proprement dites, l'une dans X, l'autre dans \, dont les éléments d'espèce opposée se correspondent en vertu de/, et dont les éléments de première espèce correspondants sont conjugués dans g\ et ainsi de suite.
279. Envisageons le faisceau a,/— ï>*g et un élément (x); les
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éléments correspondants dans Y en vertu des différentes réciprocités du faisceau contiennent un élément (y) fixe, défini, en se servant des formules canoniques, par les relations
inversement, on a
( «22 633 — «33 622)7 2j3 ( «33 61 1 — «! 1 633)j3JKl ( «1 1 622 — «22 61 l)jl/2
Si l'on considère quatre réciprocités du faisceau, elles ont un rapport anharmonique, celui des (X) correspondants, qui est précisément le même que celui des quatre éléments (v}) alignés, contenant (y), qui correspondent à un même élément (x) en vertu des quatre réciprocités. En particulier, si les éléments singuliers dans Y sont les 0) -, et si (/,) correspond à (x) en vertu de mkif-Jr"k2g'^ le rapport anharmonique des éléments (■/)) et {yO\) est constant et facile à évaluer en fonction des invariants absolus du système y, g. D'une façon générale on peut étudier en détail le faisceau (/", g) comme nous avons fait pour celui de deux séries quadratiques.
280. Les formules du numéro précédent établissent entre les éléments (x) et (y) des deux espaces X et Y une correspondance spéciale, dont nous avons déjà eu des exemples, dite quadratique birationnelle .
A chaque élément de l'un des espaces correspond un seul élément de l'autre, exception faite pour les éléments singuliers qui ont chacun une infinité simple de correspondants.
Dans le cas particulier où l'équation A=oa une racine double annulant tous les mineurs de A, en supposant «22 633 — «33 è22 = o, on voit que, si (x) n'est pas singulier, on a toujours yK = o; on est ramené à une homographie singulière. Nous nous bornerons clans ce qui suit à étudier le cas le plus général : les cas particuliers s'en déduisent facilement.
Considérons un élément (£) de X : le lieu des éléments ( r) que le faisceau (/, g) fait correspondre à tous les éléments (x)
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de (£) est une série quadratique d'équation
+ ( «33 bi i — «1 1 *« ) ÇiVsyi -H («11 *22 — «22 *1 1 ) U J'U'i = <>.
D'une façon générale, le premier membre de cette équation est le jacobien des formes/, g et (q\.r) par rapport aux (x). Cette série quadratique contient toujours 1rs éléments singuliers (y) du faisceau.
On trouve la même série en cherchant le lieu des éléments (y) qui correspondent à (ç) eu vertu des différentes réciprocités du faisceau; son équation tangentielle peu! donc s'écrire aussi
Par suite, y o définit le pôle par rapport à cette série de l'élément (■/)) qui contient les deux éléments ( y) qui correspondent à (5) en vertu de / et g : ainsi s'explique la réciprocité définie par l'invariant y.
Si l'élément (£) contient O,. par exemple, la série quadratique correspondante se décompose, el son élément double situé sur Û, peut être regardé comme correspondant à (£); réciproquement, à un élément de <->',, on peut faire correspondre l'élément I £) contenant O, el défini par
(«33*11— «II 633)73 («11*2-2— «22*11 '.'
On atténue de cette façon les effets de l'indétermination signalée plus haut dan-, la correspondance entre les (x) et les (y).
La même chose peut se répéter en intervertissant le rôle des espaces X cl V
281. La correspondance que nous éludions fait correspondre à une série /(#,, x2, a:3) = o, de degré p, une série /0 de l'espace ^ . dont l'équation s'obtient immédiatement, et de degré ■>./>.
Si la série / admet les éléments singuliers O,, Oa, 0:, comme multiples des degrés y,. q2, q% respectivement, la série /„ contient les éléments singuliers û^ les mêmes nombres de fois; si nous les supprimons, il nous reste une série /' qui correspond à / d'une façon proprement dite. Cette série /'est de degré ip qK q2—q%\ elle admet les éléments singuliers O',, O!,, 0'3 comme multiples
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respectivement des degrés/? — q2 — r]n P ~ rj3 — fJ ^ P — <h — 7^ et les éléments tangents à /' en 0'n par exemple, correspondent aux éléments communs à / et ill autres que 02 et 0:!.
Les éléments multiples de ces séries, non coïncidant avec les éléments singuliers du faisceau (/, g), se correspondent d'une façon univoque, et deux tels éléments correspondants ont leurs éléments tangents distribués de la même façon.
Si l'on se donne une série de seconde espèce dans X, on pourra trouver sa correspondante dans Y en cherchant Je lieu des éléments qui correspondent à ses divers éléments tangents, ou encore l'enveloppe des séries quadratiques qui correspondent à ses divers éléments.
On aurait des résultats analogues aux précédents en considérant le faisceau (co, '}).
II. — La correspondance quadratique birationnelle entre deux espaces coïncidants.
282. Si les espaces X et Y sont supposés identiques, il faut distinguer deux cas, suivant que les éléments (#) et (y) sont de même espèce ou non. Nous ne nous occuperons d'abord que du premier cas.
Si Ton fait les [y) égaux aux (#), f'el g deviennent/", et gt; les deux séries quadratiques ft et g{ déterminent en général un faisceau, et si nous supposons que ce faisceau n'otfre rien de particulier, on peut prendre pour éléments fondamentaux ceux de la suite triple conjuguée à la fois par rapport à fx et gt . On pourra alors écrire
/= «ll-^ljl— «22 ^.T 2 4- «33^3 73
- ar.i{xiyz — x-iy.1) -+- a31(cc3yi — ^iJKs) + «,2Oij2- -^aj'i I, g — ^ii^ri-r
On en déduit
O = a,., «33!; ,7)i-!- . . .-+- «I2«23(b'l3— b'Oi) — " • •
La forme "ktf-h^g conduit d'abord aux invariants <r/, d', e,
e\ y déjà connus; l'invariant i, défini au n° 267, relatif à cette
forme, est
tt}*-yXï*, + /X1X3-+-i'X»,
et l'on a les nouveaux invariants
Enfin un procédé connu donne encore les deux invariants
k - Ebijajg, k' = œtj§jt:
En se servant des formes canoniques, on a
d= ci] i ":," . ; -2ai|û e = I.bliaiia33 -4-2ètla5a ■-•>. X ,•?, , aî3 b
i = 3 a, i a,? «33 —San a / = 3 Zôn a22 a33 — S blt a|s — a2a,, a23è .
/ = I.btiaiia33 — Sèu<z|3 — 22.ailaiibi3, ....
Le faisceau u.icp -•;.,•!/ conduil aux mêmes invariants et à I invariant A défini précédemment.
Il est facile, avec ce qui précède, de former des systèmes fondamentaux d'invariants, el de définir les principaux éléments géométriques du -\ stème considéi é.
283. Si l'on envisage spécialement la correspondance quadradratique définie par le, faisceau | /'. g), les quatre éléments communs à y, et gK sont les seuls qui coïncident avec leurs correspondants.
Si ©n •!>,. y, sonl les séries quadratiques obtenues en faisant les (t,) égaux aux (ç) dans ©, ■!/. y. la série quadratique lieu des éléments «le seconde espèce qui contiennent leur correspondant dans la réciprocité a, y'-- L^, a pour équation
son enveloppe est la série quartique de seconde espèce
4<?i <J*i — XÏ = ° :
cette série est aussi le lieu des éléments (ç) qui sont tangents aux séries quadratiques correspondantes, d'après ce qui a été dit antérieurement.
La série quadratique équivalente à celle définie ci-dessus est
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bitangente à la série )m/i-t^,;''i = o; l'élément (x), commun aux deux éléments (£) tangents communs, a pour équation
son lieu est donc un élément de seconde espèce (Ç) d'équation
La polaire de (x) par rapport à "kt /', -+- )>2o t = o, dont le sens géométrique est évident, a pour équation
(^l«Jl-i- ^20ll)(^l«23-+- À2è2:i)^'i -t- • • • = ° ',
son enveloppe est une série quadratique d'équation facile à former. Le faisceau \ifl-\-\igi détermine sur l'élément (Ç) une involution, dont les éléments doubles se correspondent mutuellement, quand on les considère comme appartenant soit à X, soit à Y. Avec les éléments communs à f\ et gK, nous avons ainsi six éléments jouissant de cette propriété : on voit tout de suite qu'il n'y en a pas d'autres.
Examinons quelques cas particuliers
i° Les séries y*, et g{ restant distinctes, la correspondance quadratique définie par le faisceau (/, g) ne pourra être involutive [c'est-à-dire que chaque élément (x) aura même correspondant, quand on le considère comme appartenant soit à X, soit à Y] que si les formes f et g sont symétriques par rapport aux (x) et aux (j-), c'est-à-dire si les réciprocités f et g sont elles-mêmes en involution sans être spéciales. Dans ce cas, à chaque élément (x ) correspond l'élément commun à ses deux polaires par rapport à /*, et gK. 11 est donc inutile d'insister : on est ramené à l'étude du faisceau de deux séries quadratiques.
Ce cas est en même temps le seul dans lequel les éléments singuliers du faisceau (f, g\ correspondant aux mêmes racines de l'équation A = o, sont les mêmes dans les deux espaces X et Y.
20 Les séries /*, et gK peuvent être confondues, ou bien l'une d'elles disparait identiquement. Dans ce cas, le faisceau (/, g) contient une réciprocité spéciale. 11 existe une série simplement
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infinie d'éléments qui coïncident avec leurs correspondants. Il y aura involution si, en outre, le faisceau ( /, g) contient une réciprocité involulive non spéciale. Ce cas particulier peut recevoir le nom d'inversion.
On l'obtient, par exemple, en supposant que g définisse la réciprocité inverse de /'; en d'autres termes, en supposant (./ ') appartenant successivement à \ et Y, et prenant pour (y) l'élément commun à ses deux correspondants. Réciproquement, toute inversion peut être obtenue ainsi, et d'une infinité de façons.
Si nous supposons que f corresponde à la réciprocité involulive
non spéciale, et g à la réciprocité spéciale, on pourra prendre en
général
/= ailxtyl a23i '.y.,-- .r-,)-, >.
les formules de correspondance sonl alors
■> Il , ;./■,'•. ''; ; ./'l r., tl [{ X\ '•,
Les propriétés de cette correspondance sonl ainsi en évidence.
Les éléments singuliers dans les deux espaces X et Y coïncident encore ; mais Oa et 03 correspondent dans ces deux espaces à des racines différentes de l'équation A o.
Quatre éléments correspondants deux à deux appartiennent avec < L et 03 à une même série quadratique.
Si la séné /', se décompose, on prendra
et l'on aura
Si l'élément singulier de g appartient à/*,, on pourra prendre
/ aS3x3y3 als ./•, y: - - a*2 j g = b23(xsy3 — x3yz 1,
et Ton aura
- («33^3 -H H\-2 ' 1 •' _ "li!-'';> "\<-'-r.
Si y, se décompose, on est ramené à l'homologie.
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3° Si les séries/, et gK disparaissent toutes deux, la correspondance entre les (x) et les (y) est identique.
285. Envisageons maintenant le cas où les éléments (x) et (y) des deux espaces coïncidents X et Y sont d'espèce opposée : pour plus de netteté nous remplacerons donc les (y) par les (t|), et inversement.
Le faisceau (/, g) définit une réciprocité quadratique birationnelle, les éléments correspondants étant d'espèce différente : les formes /et g elles-mêmes définissent des homographies ordinaires.
Observons d'abord que l'étude de l'homographie dans deux espaces coïncidents peut être regardée comme un cas particulier de celle d'un système de deux formes bilinéaires, définissant des homographies dans deux espaces distincts. Ceci tient à ce que, quand les espaces X et Y sont coïncidents, la forme (x\'f\) s'adjoint immédiatement à la forme bilinéaire f(x, v\) comme invariant, et cette forme (x ] f\) est elle-même bilinéaire.
L'étude du système de deux formes f(x, r\) et g(x, t\), lorsque les éléments (x) et (7,) remplissent le même espace, est de même un cas particulier de l'étude générale d'un système de trois formes bilinéaires que nous ferons un peu plus loin, et à laquelle nous renverrons pour les particularités relatives au cas présent.
ÉTUDE GÉOMÉTRIQUE DU RESEAU DE SÉRIES QUADRATIQUES
28(3. Si l'on considère une forme linéo-quadratique à deux séries de variables
les y. i-. h étanl des formes quadratiques ternaires quelconques en (x), on pem l'éi ml 1er à des points de \ ue bien différents. Nous la regarderons ici simplement comme définissant un système Linéaire à deux dimensions, ou réseau, de séries quadratiques, d'équations F = o, les (a) étanl des paramètres arbitraires, et nous étudierons les propriétés géométriques de ce réseau. Nous savons qu'à ce réseau on peul faire correspondre un réseau de seconde espèce conjugué défini par
hl que chaque série F soil conjuguée avec chaque série <I>. Ces deux réseaux jouent le même rôle l'un par rapport à l'autre. Si l'on pose
/= aA . g = bx; h = cx , r " + = ft /. = YÇ»,
on a. quels que soient les ()*) et les i ;/. .
on ne confondra d'ailleurs pas o avec la forme tangentielle de y. Nous rappellerons encore que, si une série F se décompose en deux éléments, ceux-ci sont conjugués par rapport à toutes les séries <I> ; et de même, en intervertissant F et 4>.
1287. Formons le jacobien de/, g, /*, soit
Il ,
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nous définissons ainsi une série cubique de première espèce, dite jacôbienne du réseau F et caylcyennc du réseau <ï>. De même, le jacobien II des formes cp, >l, ■/ définit une série cubique de deuxième espèce, jacôbienne du réseau <ï> et cajleyenne du réseau F.
La série P peut être interprétée de plusieurs façons, d'après son équation même :
i° P=o est le lieu des éléments (y) dont les polaires par rapport aux séries F ont un élément commun (z).
2" P = o est aussi le lieu des éléments (z) que nous venons de définir et les polaires de (z) contiennent toutes (y) : (y) et (z) sont dits correspondants sur P.
3" P= o est le lieu des éléments doubles des séries décomposables du réseau F.
4° Si une série <ï> se décompose en deux éléments (y) et (z), ces deux éléments sont conjugués par rapport à toutes les séries F, et par suite appartiennent à P et sont même correspondants sur P. P = o est donc aussi le lieu des éléments que représentent les séries décomposables du réseau <î>.
Les mêmes propriétés s'appliquent à la série II, avec les modifications nécessaires.
Donc encore :
5° ( r) et (z) étant correspondants sur P, ces deux éléments forment ensemble une série décomposable du réseau <ï>, et par suite le lieu de (yz) est la série II.
6" (y) et (z) étant correspondants, (yz) détermine, sur chaque série F, deux éléments conjugués harmoniques par rapport k(yz); donc II = o est le lieu des éléments (£) qui déterminent avec toutes les séries F des couples en involution ; (y) et (z) sont les éléments doubles de cette involution; les séries F contenant (y) ou (z) sont toutes tangentes à (yz). Par suite, P = o est le lieu des éléments (y) tels que toutes les séries F qui contiennent (y) y aient un même élément tangent, savoir (yz), (z) correspondant à (y).
|-° Si f, £", h sont trois séries fixes du réseau F, P = o est le lieu des éléments ayant même polaire par rapport kf et aux séries du faisceau («, A), quand celles-ci varient; et II = o est le lieu des éléments (£) contenant deux éléments communs à f et aux séries du faisceau (g, h).
3o4 LIVRE II. — LA GÉOMÉTRIE TERNAIRE.
Les mêmes propriétés ont lieu quand on intervertit le rôle des séries F et <ï>.
D'après Tune des propriétés ci-dessus, on peut écrire d'une nouvelle façon les équations des séries P et II. Si une série <î> se décompose, de sorte que
F-rf— !-*2'y "- \H/_ - (Hl ■''!- ll-'-l :..'':,)• ?iri— Uj i- Î3JK3),
P = o est le lieu de (.r); donc L'équation P=o peut s'écrire
«Il
y-ii
•2 2:il
Vu
2ÏIS
( )w aurail de même II = o sous une forme analogue.
288. Soienl (y) el i ' - » I »■ u x éléments de I'. ici ci i;.', leurs
correspondants : (yy1) ■< en con m avec I* mi troisième élé-
niriii / qui appartient ;hi^m à (z: . In effet, i/» esl élément double pour une série I „ du réseau I : la polaire de (y) par rap porl a I „ esl i zt . el il'- même la polaire de i j i par rapporl à l\, esl i :• / / : mais ces deux polaires ^mii identiques, puisque (yy1 contient / i : donc aussi zz contient • t .
De même, i \ z i el i z ■ «mi ep commun avec P on même iroisième élémenl (u) : (t) el (u) soni correspondants, car la polaire de i / i par rapport à la série f \ <ln réseau F, d'élément double (y), coïncide avec celle de [y') et esl par suite (yz'); de même, la polaire de (t) par rapport à La série Fa du réseau F d'élément double (y') e>t i y'z) : l'élément | u I commun à ces deux polaires correspond à (/).
Si i )■ i se confond avec (y), el par suite (z1) avec ( z), on voit que les éléments tangents à P en deux éléments correspondants (y) et ( ; i ont en commun un élémenl (/) de P, correspondant au troisième élémenl | // i commun à (yz) et à P. De chaque couple d'éléments correspondants on peut donc en déduire facilement un autre.
Si (y) est inflcxionnel sur P. (t) se confond avec (y) et par suite (u) avec (s), de sorte que (yz) touche P en (z).
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(y) et (z) étant correspondants sur P, et (u) étant le troisième élément commun à (yz) et à P, la polaire de ( y) par rapport à la série F3 du réseau F qui admet (u) comme élément double contient (z): et par suite est (yz) : donc (yz) fait partie de cette série F3.
Pour déterminer l'élément tangent à II suivant (yz), considérons, comme au début de ce numéro, un second couple d'éléments correspondants (yf), (z') : soient (t) et (u) les éléments définis par les couples (yy1), (zzf) et (yz1), (y' z) ; soit, de plus, (u') l'élément commun à (yz) et (y'zf); les éléments (u) el(u') sont conjugués harmoniques par rapport à-(ty) el(tz), comme on sait. Cette propriété subsistant quand (y1) vient se confondre avec (y), et (m') devenant l'élément de contact cherché, on voit que celui-ci est le conjugué harmonique de (u) par rapport à (y) el (z).
Si (y) est inflexionnel sur P, (u) est confondu avec (z) et par suite (u') aussi. Donc la série tangenlielle de II, soit P', du degré six, est tangente à P suivant les neuf éléments (z) qui correspondent aux neuf éléments inflexionnels (y) de P, et n'a pas d'autre élément commun avec P; les éléments tangents communs sont d'ailleurs les éléments (yz). Une proposition analogue s'énoncerait, résultant de la considération de la série II et de la série tangenlielle II' de P. On peut aussi répéter tout ce qui précède en intervertissant le rôle des séries P et II. En particulier, on voit que les éléments (z), définis plus haut, appartiennent aux éléments inflexionnels de II, et que les éléments (yz) correspondent à ces éléments inflexionnels.
(y) et (z) étant correspondants et (u) ayant toujours la même signification que précédemment, soient (tj) et (y/) les éléments qui constituent la série du réseau d'élément double (y), (s) et (^') les éléments analogues relatifs à (z), (yz) et (£) les éléments analogues relatifs à (u) : (r^) a en commun avec P deux éléments autres que (y), correspondants et conjugués harmoniques par rapport à (yz) et (ç) par suite ; l'élément (%-r\) est donc tangent à II en (■/]). L'élément (£), tangent à P', a donc encore en commun avec P' les quatre éléments déterminés par (r,), (V)> (£)? (£')•
289. Le réseau F contient une infinité de faisceaux obtenus en assujettissant les séries F à contenir un élément (y) fixe; les trois An. — I. 20
autres éléments communs aux séries du faisceau déterminé par (y) sont dits associés à (y) : on obtient une correspondance spéciale et involutive, qui fait correspondre à chaque élément (y) chacun de ses trois associés.
Si (y) est quelconque, le faisceau correspondant ne présente aucune particularité; les éléments associés de (y) appartiennent aux trois éléments de II contenant (y) el sont conjugués harmoniques de (y) par rapport aux éléments correspondants de P appartenant à ces éléments. Si (y) appartient à P, les séries du faisceau sont tangentes eo (y) à (y~-)- en conservant les Dotations précédente-; des trois éléments associés à (y), l'un est (y) luimême, les deux autres appartiennent à I*'. Si (y) appartient à P', les séries du faisceau sont tangentes en un certain élément de P facile à déterminer d'après ce qui précède, el <|ui compte deux fois comme associé à (y). Si i ri esl commun à I' el P' et, par suite, correspond à un élémenl inflexionnel de P, les -cries du faisceau sont oseula triées en ( i ■ ), l'élément tangenl commun étanl (yz); le quatrième élémenl commun à ces séries est cuspidal sur P'; donc, si (y) esl cuspidal sur P . les séries du faisceau -ont encore osculatrices en un élément facile à déterminer.
Les mêmes remarq tes générales s'appliquent au réseau <I> avec les modifications convenables.
290. Nous venons d'expliquer les principales propriétés géométriques d'un réseau de séries quadratiques : mais nous avons supposé que ce réseau étail le plus général, et dans ce cas on s'assure facilement que l'une ou l'autre des séries P et II peut être considérée comme la plus générale de son espèce.
Nous allons maintenant étudier les cas particuliers qui peuvent se présenter : les propriétés générales énoncées précédemment s'appliquent encore à ces cas, avec des modifications évidentes, dont nous ne donnerons pas le détail.
Un calcul facile montre que si la série P a un élément multiple (#), ou bien cet élément est commun à toutes les séries F du réseau, ou bien il appartient à une série F représentant deux fois un élément (H), et, de plus, il existe au moins une série F tangente à (;) en (x). Les propositions réciproques sont vraie-.
Si (x) est commun à toutes les séries F, (x) compté deux fois
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appartient au réseau <I> ; et réciproquement. De plus, on peut intervertir Je rôle des séries F et <I>.
Ceci posé, nous dirons d'un élément (x) qu'il est simplement singulier pour le réseau F, si toutes les séries F le contiennent sans y être tangentes; qu'il est doublement singulier, si toutes les séries F y sont tangentes, sans y être osculatrices ; qu'il est triplement singulier, si toutes les séries F y sont osculatrices; enfin qu'il est quadruplement singulier, s'il est singulier pour toutes les séries F. On ne peut faire d'autre hypothèse, car nous supposons essentiellement que les séries F ne forment pas un faisceau.
Quand (x) est singulier pour le réseau F, compté deux fois, il constitue une série du réseau <ï>. Si (x) est simplement singulier, les éléments communs à (x) et aux séries <ï> ne sont pas fixes tous les deux; si (x) est doublement singulier, ces éléments sont fixes, distincts ou confondus, suivant que les séries F n'ont pas un autre élément commun, ou en ont un; et dans ce dernier cas, les séries 4>, qui sont toutes tangentes à (x) en un même élément, ne sont pas osculatrices; si (x) est triplement singulier, les séries $ sont toutes tangentes à (x) en un même élément et sont osculatrices; enfin, si(.r) est quadruplement singulier, (x) fait partie de toutes les séries <ï>.
Ces propositions se démontrent sans peine à l'aide d'un calcul très simple; leurs réciproques sont vraies.
Etant donné le réseau F, on exprimera qu'il a un élément singulier en écrivant le résultant des formes y, g, h et l'égalant à zéro : c'est le déterminant des coefficients dans /', g, h et les dérivées partielles de P.
Pour exprimer que <ï> a un élément singulier, on écrira que la forme F peut se réduire à un carré parfait, c'est-à-dire que la forme tangentielle de F peut devenir identiquement nulle. Si, entre les six équations qui expriment ce fait, on élimine linéairement les six quantités Xj et )-Ay, on obtient encore, égalé à zéro, un déterminant du sixième ordre et du quatrième degré par rapport aux coefficients de chacune des formes /*, g, h.
291. L'énuméralion des différents cas particuliers possibles est maintenant facile à faire.
3o8 LIVRE II. — LA GÉOMÉTRIE TERNAIRE.
i° L'un des réseaux, F par exemple, a un élément simplement singulier (x).
La série P ne se décompose pas; elle admet (x) comme élément double, correspondant à lui-même ; les éléments tangents en .r, distincts, sont ceux qui constituent la série F d'élément multiple (x). La série II se compose de (x) et d'une série quadratique contenant les éléments tangents en (x) à P; la série tangentielle de cette série quadratique touche P en trois éléments, qui correspondent aux trois éléments inflexionnels de P.
La correspondance des éléments sur les séries Pet II est, comme dans les cas suivants, facile à reconnaître.
2° L'un <li> réseaux, F par exemple, a deux éléments simplement singuliers l x > el (x').
La série P se compose de (xx') el (rime série quadratique contenant (.'■') el (■/''): les éléments tangents (£) et (%) à cette série en (a?) el (x1) constituent avec (xx) les séries F admettant (x) et (./•' i comme éléments doubles.
La série FI se compose de (.r), (.r') et (££'). On observera dans ce cas que (x) el (.r') sont associés à un élément quelconque (y); le troisième élément associé à (y) est lié à (r) par une inversion définie par (H;') et la série quadratique qui fait partie de P.
De> remarques analogues pourront être répétées pour quelques-uns des cas suivants.
3° L'un des réseaux, F par exemple, a trois éléments simplement singuliers (nécessairement non alignés), (x), (x1) el (x"). La série P se compose de (x'x"), (.r"x), (xx'); la série II se compose de (x), (x'), (x").
4" Les réseaux F el 4> admettent chacun un élément simplement singulier; ces deux éléments (x) et(£) se contiennent nécessairement.
La série P se compose de (ç) cl d'une série quadratique tangente à (£) en (x); la série FI se compose de (x) et d'une série quadratique tangente à (x) el (£). La série tangentielle de l'une de ces séries quadratiques touche encore l'autre.
5" Le réseau F, par exemple, admet deux éléments simplement singuliers (x) el(x'), et le réseau 4> admet un élément doublement singulier, nécessairement (xx').
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Si (y) est l'élément tangent commun aux séries <ï> en (xx1), la série P se compose de (xx1) deux fois, et d'un élément (ç), tel que (x) et (xf) soient conjugués harmoniques par rapport à (y) et l'élément commun à (ç) et (xx1). La série II se compose de (.r), (x')et(y).
6° Le réseau F, par exemple, admet (x) comme élément doublement singulier, el(x') comme simplement singulier; et <ï> admet un élément doublement singulier (xx').
La série P se compose de (xx') deux fois, et de l'élément tangent commun aux séries F en (x). La série II se compose de (x) deux fois et de (x').
70 Les réseaux F et $ admettent chacun un élément triplement singulier; ces deux éléments (x) et (£) se contiennent nécessairement.
Les séries P et II se composent de (£) et de (x) trois fois.
8° Le réseau F, par exemple, admet (x) comme élément quadruplement singulier, de sorte que toutes les éléments (ç) de [x) sont singuliers pour le réseau <ï>.
La série P disparaît, et la série <£> se compose de (x) trois fois.
Gomme conséquence de cette discussion, remarquons que la série P, par exemple, peut devenir toute série cubique particulière, sauf toutefois une série cubique indécomposable à élément cuspidal.
I. — Premières définitions. — Les polaires
292. Considérons une série cubique de première espèce d'équation / '/.r3= o, où la forme/renfermant dix coeflïcien ts sera écrite
/ = a, jrf -+- ct.2.r] -4- a3x]-+- '.ir/î.,/;/, 8-+- \asxx\cc\
Nous supposerons la série, i n <!('■<( mi j >. >-<i I >!<■ cl, par suite, trois cas seulement se présentent :
i° La série / n'a pas d'élément multiple et, par suite, est de genre un; elle possède neuf éléments inllexionnels proprement dits. La série tangentielle -j est du sixième degré, n'a pas d'éléments doubles ordinaires, ni éléments inllexionnels, mais possède neuf éléments cuspidaux. tangents à f en ses éléments inllexionnels.
•>." La série/est rationnelle et possède un élément double ordinaire; elle admet alors trois éléments inflexionnels seulement. La série tangentielle est du quatrième degré ei admet trois éléments cuspidaux, mais n'admet aucun élément double ordinaire ou inllexionnel.
3° La série /est rationnelle et possède un élément cuspidal et, par suite, un seul élément inllexionnel.
La série tangentielle est alors du troisième degré, admet un élément cuspidal et un élément inllexionnel, et n'admet aucun élément double.
293. La seconde polaire d'un clément (y) par rapport à /, d'équation axy* = o, est une série linéaire. Si un élément (£) contient (f) et a en commun avec/ les éléments (t), (Y) et (*"), tandis que (x) est son élément commun avec la seconde polaire
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de (y), on peut écrire
i -+- (xyt' t) -+- (xyft) = o.
Si (y) appartient à f, sa seconde polaire est l'élément langent à/en (y).
L'enveloppe des secondes polaires de tous les éléments (y) est la hessienne h de/, série cubique, d'équation
6 lx\ i â*f
i ù\f I à\f G dxy ôxo G o.r{ dxs
G dx\dx^ G t^.r; (i Or.20.r:i
I d'/ I _d\f 1 tJ2/
G cfcrf
6 dx\dx§ G Ox1u.r.
29i. La première polaire d'un élément (j') par rapport à /', d'équation a*= o, est une série quadratique.
Comme plus haut, les éléments (#) de cette polaire appartenant à (£) contenant (y), sont définis par
i -+- (xytt')-{- (xytt" ") = o.
La première polaire de (y) contient les éléments de contact des éléments tangents à y menés par (y). *
Si (x) appartient à la première polaire de (y), (y) appartient à la seconde polaire de (x).
Si (y) appartient à/, sa première polaire touche la deuxième et aussi y en (y) ; c'est aussi le lieu du conjugué harmonique de (y) par rapport aux deux autres éléments que détermine sur f chaque élément (E) contenant (y).
Les premières polaires de tous les éléments (y) forment un réseau de séries quadratiques auquel on peut appliquer tout ce qui a été dit au Chapitre précédent.
La jacobienne de ce réseau est la série hessienne h ; la cavlejenne est une série cubique de seconde espèce y, qui sera définie par l'équation générale
ia
o.ai-2
"il
ia
ëi
Mais on peut ajouter que la première polaire de (y) a un élément double (z), si (y) appartient lui-même à h\ la première polaire de (z) a elle-même (y) comme élément double et, par suite, (y) et (z) sont correspondants sur h dans le réseau formé des premières polaires,
La caylejenne y. qui est le lieu des éléments (yz), esl donc aussi la cajlevenne de/, comme nous l'avons définie généralement pour une série de degré quelconque, tandis que la steinérienne de/ coïncide avec sa hessienne.
Si (y) et (z) sont correspondants sur h. la polaire linéaire de l'un, (y), esl tangente à // en (:■).
Toutes ces propositions sont faciles à vérifier directement; la plupart d'entre elles résultent de propositions plus générales énoncées antérieurement.
Les premières polaires de tous les éléments (y) d'un même
élément : » U>i ni un faisceau, et réciproquement.
Les séries décomposables de ce faisceau correspondent aux éléments communs à l c ) et à h ; elles sont (\m\v distinctes si (£) ne touche pas // ; les séries du faisceau sont simplement tangentes entre elles, si il) louelie A. sans être un élément tangenl slationnaire; elles sont osculatrices, si cette dernière condition est réalisée. Quand les séries du faisceau ><>nt tangentes entre elles, leur élément de contact (z) appartient à //, et leur élément langent
commun est (yz), (y) corresj lanl à (s) et étant l'élément de
contact de i ; ) et (h ).
29o. Considérons le cas où (y) est commun à / et à A, c'està-dire inflexionnel puni' /; la polaire quadratique de (y) se compose alors de l'élément langent (y, ) à/en (y), et d'un élément (y,'), qui, à cause de ses propriétés évidentes d'après ce qu'on a dit plus liant, est dit polaire harmonique de (y). Cette polaire contient les éléments de contact des trois éléments tangents à/autres que (y,) qui contiennent (y). L'élément (r,?)') ou (z) correspond à (y) sur h] mais l'élément tangent à h en (z) est (-ri) : alors, d'après les propriétés des réseaux, on en conclut que les éléments inflexionnels (y) de/sont aussi inflexionnels pour h ; que h touche les éléments tangents stalionnaires (y;) de / en des éléments (z) correspondant aux (y); que ces éléments inflexionnels (yj) appar-
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tiennent à la cajleyenne y, et que les éléments tangents correspondants sont les (g); que les (V), correspondants des (-/j) sur y, sont les éléments inflexionnels de y.
296. Enfin, remarquons que le réseau des premières polaires par rapport à y n'a aucun élément singulier si la série f n'est pas rationnelle. Si f a un élément double ordinaire, le réseau considéré admet cet élément comme simplement singulier 5 si y a un élément cuspidal, le réseau admet cet élément comme doublement singulier. Les formules développées ultérieurement montrent sans peine dans quels cas particuliers on se trouve alors, comme aussi les cas de décomposition de h, quand la série y n'a aucun élément singulier.
II. — Les éléments inflexionnels et la forme canonique
297. Cherchons une forme canonique pour y, dans le cas <>ù cette série n'a pas d'élément cuspidal.
Supposons d'abord que nous prenions pour éléments fondamentaux 02 et 03 deux, éléments inflexionnels de f, et pour éléments 02 et ^3 les éléments tangents correspondants. On aura alors
f = <nx\ -t- 'ix^x-.^iaxi -h «03^2 + «32^3)-
Ceci nous montre que le troisième élément commun à f et à Q( est aussi inflexionnel, l'élément tangent correspondant étant
iaxi-\- a23 x-2 -4- «30 x-i = o.
Les neuf éléments inflexionnels sont donc alignés trois par trois sur douze éléments de seconde espèce, appelés axes inflexionnels, et chacun d'eux contient quatre de ces axes.
Toutefois si y a un élément double, il n'y a que trois éléments inflexionnels, alignés sur un seul axe.
Les polaires harmoniques de 02 et 03 sont
ïaXy-h iai3X-2+ rt32^3 = 0,
laxi-'r- cLîzXi -+- la-^Xz = o ; prenons-les pour nouveaux éléments fondamentaux iï3 et û'., , ù\
coïncidant avec 0,. Ceci est possible, car a2z et a32 sont certainement non nuls clans les hypothèses faites; f prend alors la forme
A r',3 + Bx\ i a y — x'% x'z -+- x* ) -+- C(a?j + jt'3 )(ar^ -2j;)(j-;- ■)/', ) = o.
Mais si maintenant nous remarquons que x"} — x'2 x'3 -f- x'£ est précisément le hessien de la forme cubique binaire
r'2 — x'3 )(^2— '■'. i p3 — 2 ''o li
on voit que si nous réduisons celle forme à la forme canonique, à l'aide d'un changement de variables fait sur x'.2 et .r'3 seulement, y prend Qnalemenl la forme suivante, où les accents ont été sup-
primés :
/ = <(\-r\ ■+■ a2xl -+- a3xl -f- lu/./-, /,r3.
Telle est la forme canonique que nous emploierons presque exclusif ement.
2il<S. La première polaire de ( r) a pour équation
* » 1 1 \<>lt que le réseau ainsi défini oe peut avoir d'élément singulier que si lune des quantités <it est nulle, ou bien si l'on a ai a2«3 -+- 8a3 = o. Mais ce dernier cas esl à écarter, car alors/ se décompose en trois facteurs linéaires, ce que nous ne supposons pas.
La forme canonique trouvée ne correspond donc à une série à élément double que si l'une des quantités a/, <tK par exemple, esl nulle. O, est alors l'élément double, et Û, e^t l'axe inflexionnel ; Q2 et il j sont les éléments tangents à f en 0( ; 0> et 03 sont les deux éléments qui déterminent avec les trois éléments inflexionuels de f sur Cit un rapport équianharmonique. Les polaires harmoniques contiennent 0( et, sur Q,, les éléments conjugués harmoniques de l'un (\c< éléments inflexionnels par rapport aux deux autres. La réduction à la forme canonique ne peut se faire (pie d'une seule façon.
299. Occupons-nous maintenant du cas général. Les éléments de référence Q/ jouent évidemment tous les trois le même rôle; ce sont des axes inllcxionnels. Il est clair que les
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douze axes inflexionnels forment quatre telles suites triples proprement dites, et que la réduction à la forme canonique est par suite possible de quatre façons différentes.
Les éléments inflexionnels sont distribués trois par trois sur les éléments Q,. Voici le Tableau de leurs coordonnées, en appelant co une racine cubique imaginaire de l'unité, et prenant pour nouvelles coordonnées les quantités x\ définies par les relations atx\ = ./ \
ii : o,
co2;
Les axes inflexionnels, rangés par suites triples, sont alors
(LJ-Jt) : x'2 = o;
( l3 14 18 ) : x\ -+- oix'^-h M-x'i = o:
xi = o;
(I1I4I7) : w^ (Uhh): r\ (I,I6I9) : x\
(itl6l8) {hhh) (I3I5I7)
ioza?
or.
On remarquera que les axes inflexionnels correspondent au: termes du déterminant
et, en outre, aux produits obtenus en prenant trois termes dans une même ligne horizontale ou verticale. Les quatre suites de trois axes correspondent aux quatre groupes de trois termes obtenus par l'un de ces procédés, les termes du déterminant étant partagés en deux groupes, suivant leur signe.
Les Tableaux précédents conduisent à de nombreuses propositions qu'il est inutile d'énoncer explicitement : ils mettent en évidence en particulier les substitutions que l'on doit faire pour passer d'une forme canonique à une autre.
Un élément inflexionnel appartenant à Q, -a pour coordonnées
o, — j/rt;î, \< a-2 ; sa polaire harmonique est donc
et contient O,
Les polaires harmoniques, qui jouent par rapport à la ca\leyenne le même rôle que les éléments inflexionnels par rapport à la hessienne, sont donc alignées trois par trois avec les éléments tels que O,; chacune d'elles contient quatre de ces douze éléments, analogues aux axes inflexionnels.
Si l'on considère les formes cubiques en .r2 cl .r;l par exemple, qui définissent, sur û<, les éléments fondamentaux, les éléments inflexionnels, et enfin les polaires harmoniques des précédents, la première de ces formes est, à des facteurs près, le hessien de chacune des deux autres, et chacune de ces dernières peut être regardée comme l'invariant cubique de L'autre.
III. — Les invariants fondamentaux
300. Nous allons maintenant calculer les in\.ii'i,iu[s les plus intéressants du système formé par f el les variables (jo) et (£).
Huit de ces invariants sont indépendants.
Après la forme /"elle-même que nous écrivons, sous la forme canonique,
nous avons d'abord la hessienne h et la cajleyenne y, déjà définies en général. Ici
h = — a2(alx'f-i- a%x\ ■+■ a3x\) a3-\- 2a3)xlxix3,
■y = a(a2a3£\-i a3a,^l-t- a^^) -4- ( ax ,i .,,,,— 4 a3 )£, ;,;...
On voit, comme on devait s'v attendre d'après ce qui a été dit plus haut, que les formes h et y sont elles-mêmes réduites à la forme canonique, et l'on vérifie que les éléments inflexionnels de h coïncident avec ceux de f\ les polaires harmoniques de ces éléments sont les mêmes pour /' et pour //, et sont les éléments inflexionnels de y.
Si /' a un élément double en O,, il en est de même de A, qui ne se décompose pas, et y se compose de O, et d'une série quadratique d'équation
"-".;i — i"Jb;3 = 0.
Si/ n'a pas d'élément double, h peut en avoir, d'après ce qu'on a dit plus haut, si a = o, ou si a , <t><< .-, — «:i = o ; dans chacun de
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ces cas, h se décompose en trois éléments, et il en est de même de y. Les éléments dans lesquels se décompose h forment l'une des suites triples d'axes inflexionnels, et la propriété analogue a lieu pour y.
301. Nous joindrons tout de suite aux invariants précédents la hessienne o de y, soit
S = — — rt(rti«2f/;!- 4«3)2(«2«3^î-H «3«i;I + «1 ":>;;! )
H 5 [(«i«2«3— 4«3)3-i- io8afal«|«3]îiç.2f3.
Si maintenant nous multiplions ensemble les coefficients correspondants des formes opposées y et y, et si nous ajoutons les produits ainsi obtenus, en tenant compte des coefficients polvmoniaux convenables, nous obtenons l'invariant proprement dit K.3(y, y), et nous écrirons
i = - K:i ( f, y ) = a(al a2 as — a3 );
de même, on obtient
j = 6K3(A, y) = a\a\a\ — ioala2a3a'i — 8afi.
Ces deux invariants proprement dits forment un système complet
de telles fonctions.
t 1 • i /■ 1 1 / 'i 1 1 àf 1 df
Le discriminant de / calcule comme résultant de - -^—> ~ -^-i
•s 3 oxi 3 ox.2
1 df
r~ est
a, a1a:i{aia.2a3-\- 8a3)3;
il est égal à 64 i3 -\-j~- On a aussi l'identité
j y — 1080 = 4t[(a,a2«3— 10 a3) (a2 «3?i + «3«i;î -+- a\ ai X \ >
— 6 a2 ( 5 ai a2 a3 -1- 4 «3 ) Xi Xi U ] ,
et l'invariant e, entre crochets, défini plus naturellement un peu plus loin, peut remplacer 0, comme étant plus simple.
Nous aurons des invariants du sixième degré par rapport
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aux. (x) ou aux (£) en prenant les formes tangentielles des précédentes. Écrivons seulement celle de / :
-(2«1a2a3-i-3aa3)(ai|3^_t_aï||^H_a3t3Ç|)
— 24a2(a2«3?î-H«3«i?i-t-ata2?3)?i?îl3 — 24 «(«i «2 «3 + a «s) Êî Éllii-
Pour préciser complètemenl cette forme, ajoutons que Ton a
K6(/2, ?)=jy.
De plu-.
et c'est là la façon la pins naturelle d'introduire l'invariant £.
303. Envisageons un élément (y); on sait que si Ton forme le discriminant <1<- la forme binaire en /
on obtient l'équation de-; éléments tangents à /' contenant ( _i ). Si (j') appartient à _/". l'équation
i otx " ' — >'/,-= o
représente donc les quatre éléments tangents menés par ( v) à /', autres que l'élément langent en (j ). Nous allons chercher le rapport anharmonique de ces quatre éléments tangents ; c'est le même que celui des racines de la forme binaire en x-, et x3, obtenue en faisant 0^ = 0 dans le premier membre de l'équation précédente, soit, en faisant le calcul sur la forme canonique,
x\{a\y\->t- %atayiyz) + \r , . aia3yl — aiay1yi)
— Ç>x\xl{a,azy,yz+'in-y[ 1-4- \ a^arjK at a3y\ — a3 ayiy3 ) + a7*(airi-+- 8a»a/i/j).
Si nous appelons i' et y7 les invariants de cette forme biquadratique, on trouve sans peine, en tenant compte de ay* = o,
i' = — iia(ala1a ^ — a3 )y\ = — \iiy\,
j'= — (a] aï a\ — 20 aj a-2.a3 a3 — 8a*)y\ = — jy\.
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Si donc — est l'un des rapports anharmoniques cherchés, on a
(?i + p2)2(p.-2o2r-(o2-o.p,^ = .Kp?-?i?o + ?I? i7?ï?i(?l-?,y-
Le rapport anharmoniqne cherché est donc constant, quel que soit l'élément (y) sur/; il correspond à l'invariant ahsolu — • Il est équianharmonique si i= o; il est harmonique si y = o : telle est la signification simple de ces conditions invariantes. Si 64j:iH-yJ= o, deux des éléments tangents considérés se confondent, en allant contenir l'élément double.
Ce théorème pourra être appliqué aux séries cubiques rencontrées dans l'étude d'un réseau de séries quadratiques, et conduira à de nouvelles propriétés.
En voici encore une conséquence immédiate : si l'on considère les deux groupes de quatre éléments tangents menés à/ par deux éléments (y) et (z) de/, les seize éléments communs aux éléments de ces deux groupes appartiennent quatre par quatre à quatre séries quadratiques contenant (y) et (z).
304. La première polaire de (y) est ax*y = Jt («i3"î -+- ^ax2x3) -+• y%{a.ix\-\- v.ax3x{) -Jrys(ct3x\-+- lax^x^).
L'équation ax^r= o, où l'on suppose les (y) ou les (x) donnée, est le lieu des éléments (x) ou ( y) dont la seconde ou la première polaire contient (y) ou (x).
Prenons la forme langentielle de ax°-y par rapport aux (x); c'est un invariant à deux séries de variables très intéressant
P(y, c ) = ( a2a3y2y3 — a* y \ )\\ -H. . .-*- ia( ay%y% — a,y\)\, £, + . . . .
Si(jK) est donné, la série/? (y, £) = o est le lieu des éléments (£) qui touchent la première polaire de (y); le discriminant de cette série est h-(y) à un facteur numérique près; elle touche (y) si l'on a f(y)h(y) = o; d'ailleurs si h(y) = o, elle représente deux fois l'élément (z) correspondant à (y) sur h.
Supposons maintenant (£) donné ; l'équation p(y, ç) = o définit une série quadratique en (y). C'est le lieu des éléments dont la première polaire touche (£); c'est aussi l'enveloppe des secondes
polaires des différents éléments de (H); c'est aussi le lieu des pôles de (£) par rapport aux premières polaires des différents éléments de (£), car, en cherchant ce lieu, on est conduit aux mêmes calculs que précédemment, à cause de l'identité des dérivées partielles de ax'y et axf- par rapport aux (x) et aux ( y). On démontre aisément, d'après les propriétés des polaires et celles du hessien d'une forme cubique binaire, que les éléments communs à (£) et à la série p(y, £) = ° forment un rapport équianharmonique avec les éléments communs à (£) et à /.
De plus, il est visible que la série p(y, £) = o touche la hessienne h en trois élémeuts qui correspondent aux éléments communs à (^ el h, puisqu'elle ue peut avoir avec h d'autres éléments communs que ceux dont la première polaire a un élément double appartenant à ( ;).
Si les éléments (y), (z), (t) sont alignés el appartiennent à/, et s',! en est de même de (y), (:■'), (/'); si. de plus. («) et (V) sont les éléments communs à la première polaire de (y) el à (zl) et (z't')i la propriété de cette polaire, quand (y) appartient à /, montre; tout de suite que {zz'), (ttf), (un1) sont trois élémeuts alignés en (e) par exemple, et que les deux premiers sont conjugués harmoniques par rapport au troisième el à (re). Cette propriété subsiste si les éléments ( Zt) el(z't') viennent à se confondre et fournil un théorème facile à énoncer. Appliquant ce théorème el regardant/? (y, £) = o comme le lieu des pôles de (;) par rapport aux premières polaires des éléments de (£), et aussi comme l'enveloppe îles secondes polaires de ces éléments, on voit que cette série louche les éléments tangents (t), (t'), (t") à / suivant les éléments communs (/), (/'), (/") à/et a (£), et que l'élément de contact avec (-), par exemple, esl conjugué harmonique de (l) par rapport à (t') et ('")•
Le discrimina ni de /?(,)', ç) par rapport aux (y) est y2(£) : d'ailleurs, si (£) appartient à la cayleyenne y, (£) constitue avec un autre élément (tj) la première polaire d'un élémenl (c), que contiendra la seconde polaire de tout élément de (ç). La condition pour que l'élément (£) touche la série p{y, £) = o est évidemment <p(£ ) = o.
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forme analogue q(y, £) relative à h ; ees deux formes quadratiques
ont un invariant simultané
si, dans cet invariant, on fait les (y) égaux aux (#), on obtient un invariant du sixième degré par rapport aux {x), plus simple que les formes tangenlielles de y et s.
Si l'on appelle A' cet invariant, on trouve à un facteur près
k = 3 a3 ( ai a2 «3 ■+- 2a3)(af a?f -f- ai^| + a§a?|)
+ [6a3(«ia2«3+2«3)-(aifl2fl3+ i<a'iy2](aîa3xl x\ -+- a3 a^x\x\ -f- ava%x\x\ — aj(a,ix\ -t- a*x\ -t- a3x\ )xlxix-i — 3a2y x\ x\x\.
Pour définir complètement A, ajoutons que l'on a
306. On peut choisir comme invariants fondamentaux i, j , f, h, A, y, s, cp.
Pour abréger l'écriture, soit
A = a^Oia-i ;
l = «j x] -f- a2 x \ -+- a3 x\ , m = a-ya^x'i x\ -+- a3 aj x\ x\ ■+- at a2x\ x\ , n = Xi Xi Xz ;
X = a-iCi;^] ■+- a.j«i £| + ai«2?|,
Elglb;
on a
f — l -\- bail,
h = — «2/ + (A-+-2a3)rc,
A = 3 a3 f A -f- 2 a3 ) Z2 — ajln — 3 a2/"2 — ( A H- 8 a3 )» m ;
£ = (A — îo«3)X — 6«2(5A-i- Ja*)v,
cp== X2— 24«2Xv— 2^a(A -i-2«:i)v2— 4(A -r 8r/'< [X. An. — I. 3»
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A ces invariants nous pouvons joindre les jacobiens r el p des formes/, h, k et y, s, cp. On a exactement
r = — - (A + Sa* )»| aix; — asa?| )(a3;r| — alx\){aix\ — a2 p=_|(A-F8aS)3(rt,|3_:a3^ , C«a€! — «i 61 ) («i^l -a2|ï).
Donc les équations /• = o et s = o représentent les polaires harmoniques des éléments inllexionnels de/*, et ces éléments euxmêmes.
Les carrés de /• il (- s'expriment aisément en fonction des in\ariants fondamentaux; en effet, on peut regarder ii\.r\. a-,.r'., a$x\ comme les racines de l'équation
el /. m, n s'expriment ;'i L'aide «le /', A. /, .
De même a2a:i ;•'. a3a( ;:J, a , a2 ; ! sont racines «le l'équation
Nous reviendrons d'ailleurs sur celle question un peu plus loin.
307. Les séries y, //. y. i mènent, par des procédés analogues aux précédents, à bien d'autres invariants qui s'expriment à l'aide des invariants fondamentaux; c'est ainsi que l'on peut chercher le lieu des éléments dont la polaire linéaire par rapport à /ou h est tangente à la polaire quadratique du même élément par rapport à h ouf, etc.
Cherchons encore, pour montrer l'usage des invariants, l'équation de- éléments tangents stationnaires (tj) à /'.
On trouve sans peine, en se servant des formules canoniques, (pu- ceux de ces éléments qui correspondent aux éléments inllexionnels pour lesquels ,r, = o, ont pour équation
L'équation cherchée est donc
,, A-t-8a3.,, (A-t-8a3)*, ix-S^»1
IV. — La réduction à la forme canonique
308. La connaissance des invariants fondamentaux d'une forme cubique f permet sa réduction à la forme canonique d'une façon simple.
Nous garderons les notations précédentes pour la forme canonique, et nous prendrons les mêmes lettres affectées de l'indice zéro pour désigner les invariants correspondants, tels que le calcul les donne directement en partant de la forme donnée f0.
On a d'abord
il a3(A-aM3
j % (A2-2oAa:t-8a«)'!
d'où, posant
l'équation en p
jl (p'-_20p — 8)2
Faisant =4^ = J2, et prenant arbitrairement la détermination de J,
une fois pour toutes, puis remplaçant o par i -h --_;, on est amené à l'équation biquadratique
iy X* -+- i8X2 -+- J X — i = o.
Si V et y7 sont les invariants du premier membre de cette équation considéré comme forme binaire, après rétablissement de l'homogénéité, on a
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la résolution est alors immédiate, et donne
w étant une racine cubique imaginaire de l'unité, et les trois radicaux carrés ayant pour produit — J.
Les formules canoniques donnenl
(A + aa»)/- 6ah a\f -+- h
«:fi9.A +«3) /»— a(A + 2a»)A + 3as/i*- A
de plus, si o est le déterminant de la substitution qui permet de passer des (,z(0)) aux (jc1), on a
/ = /«, h = o2/«0) A = frko, i = 8*i0, j = o6/»;
on en tire
o- — a- t—s- i et, par suite,
IÀM-i CX /„.l
. , X(X«+i) A , i'oJ . V
X*(3X»H-a) ... X(3X«-hi) i„J .. .
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pour lever toute ambiguïté, on remarque d'ailleurs que l'on a, à cause de l'expression de /?,
axx x»_ x:i = -yr- — ( X/u ■+■ -■- h0 ) ■ 9*2-+-i V loi
Pour résoudre l'équation en X, on observera que son discriminant n'est autre chose que
— («2r2 — a3xl)~(<*3xl — axx\ )i{aix\ — a.2xï )-.
c'est-à-dire ou bien
4 ,, /toJ\9 "18 = 4 J 3 '° Vy0A/ (A + 8«*)« " 3 13/0 (
ri.
Par suite, il n'y aura pas de racine carrée à extraire pour résoudre l'équation proposée ; on aura seulement à extraire les racines cubiques de deux formes du neuvième degré qui seront des cubes parfaits, et ceci se fera sans difficulté.
L'équation en X étant du quatrième degré, on voit bien qu'il j a quatre façons distinctes de réduire la forme f à la forme canonique.
Les invariants y, s, cp et p permettraient de calculer les £; de la même façon.
Considérons toutes les séries cubiques d'équation
X 1 \fi-f -+- ^2 h. = o, où \Ji= 4r- Ce sont toutes les séries qui contiennent les éléments
inflexionnels de / : comme elles sont réduites à la forme canonique en même temps que/, elles ont mêmes éléments inflexionnels et mêmes polaires harmoniques que f.
Calculons les invariants de la série (X) du faisceau que nous venons de définir, et d'abord son discriminant. C'est
~ J6(64 ?-+-/») (27 X*-h 18X? X« 4- JXt à! — X| )».
La forme binaire en ).,. X2 qui figure dans cette expression a été
déjà rencontrée : égalée à zéro, c'est l'équation canonisante. Nous
ferons
^(X) = 27X*-i-i8XfXl-+-JX1Xl — X|;
pour cette forme biquadratique, les invariants sont, avec les notations du n° 92 affectées de l'indice <]/,
II- s . À j h- ^ X?XS- Ï4XJXI- - ? JX,X? — A-h-^)x|, J^=Z|9 jXf_ 9l6XfX«— i^JXtXl— ^J*X?X|
de plus, nous ferons
-^nW-(.o8+^;Mi ^ + ^xi,
«" =4^=27Xî + 9XlX|+ i'-
<}-,= , ■ = gXfXj-t- 7 JX,X| — 5 .
ÎS « > 1 1 s .i nrons alors, en marquant les iiiN.ui.uii-- relatifs à la série (à) par l'indice X,
yx= -.'. [i >4A;-i8A,Xî-Jx»)t »7 (9M*«+M)4
Cette dernière formule permet en particulier de calculer : quand
i = <>, après remplacement de h{\/i par / ,.
On peut multiplier ces calculs et cnusager de même le faisceau u.| yë'vH- u2e; non- \ ajouterons seulement les invariants de v et la cavlevenne «• de v, soit
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faisceau ( /', //) il y a quatre séries qui se décomposent en trois éléments : ce sont celles qui sont formées par les quatre suites triples d'éléments inflcxionnels ; et ces quatre séries ont un rapport équianharmonique, c'est-à-dire que les quatre axes inflexionnels, qui contiennent un même élément inflexionnel, ont un tel rapport. Il y a aussi quatre séries équianharmoniques, c'est-à-dire pour lesquelles l'invariant i est nul, et de même six séries harmoniques : leurs éléments tangents en un élément inflexionnel sont faciles à définir. Chaque série du faisceau est la hessienne de trois autres; par exemple,/' est la hessienne des trois séries définies par
en particulier de h si y' = o.
De même, chaque série du faisceau (y, s) est la cayleyenne de trois séries du faisceau (f, h).
Si j = o, les séries h et y sont harmoniques comme/".
Si î== o, les formules précédentes deviennent illusoires, mais il est facile de les transformer de façon qu'il n'en soit plus ainsi : dans ce cas, la forme f peut se réduire à une somme de trois cubes; h et y se décomposent.
311. Etant donné un réseau de séries quadratiques, on peut le regarder, en général, comme formé des polaires quadratiques des éléments [y) par rapport à une certaine série cubique f: car, pour déterminer cette série f, on a autant d'équations du premier degré que d'inconnues. On peut facilement obtenir cette série f de la façon suivante : on calcule d'abord la jacobienne et la cayleyenne du réseau par les formules précises données antérieurement; ce seront la hessienne h et la cayleyenne y de/'; leurs invariants donnent
"sT
Ces formules donnent i3 et j surabondamment; enfin, on calculera la ca\leyenne g de y, ou la hessienne hh de h, et l'on aura
Ceci tombe en défaut quand la quantité i calculée directement est nulle; en effet, dans ce cas, le réseau conjugué du réseau donné admet un élément double, et les séries considérées ne peuvent être regardées, en général, comme les polaires quadratiques relatives à une série cubique /. Mais nous laisserons ici de côté l'étude des divers cas particuliers.
Si l'on connaît la jacobienne ou la cayleyenne seulement d'un réseau, il y a trois réseaux correspondants, puisque la série connue est hessienne ou cayleyenne pour trois séries.
Si l'on connaît la jacobienne et la cayleyenne, mais sans connaître le réseau, il faudra multiplier le premier membre de la série cayleyenne, par exemple, par un facteur p inconnu, afin d'être ramené au cas précédent. Le fait que les valeurs de i/n ?y, JhiJ-x déterminent j et i* permettra de calculer ce facteur, ou au moins son carre; pour avoir son signe, on pourra se servir de l'identité
- Ihh-'hô-
Ep particulier, on pourra ain-i chercher la série cubique dont les premières polaires forment le réseau conjugué du réseau des premières polaires de/, et l'on trouvera pour son équation
Vï— i'': = °-
VI. — Théorèmes généraux sur les séries cubiques
312. Nous avons déjà dit qu'une série cubique était la jacobienne de trois réseaux de séries quadratiques. Il y a donc trois systèmes d'éléments correspondants sur la série donnée.
On peut les obtenir ainsi : par un élément A de/, on peut mener à / quatre éléments tangents, dont les éléments de contact sont A,. \j. A3, A,: si Ton regarde A, et A2 comme correspondants, il en sera de même de A3 cl A, : et l'on voit qu'il y a trois façons de réaliser cette distribution. Alors A correspond luimême à l'élément commun à A,A2 et A3A4, élément appartenant à/, comme l'on sait. Si A est inflexionnel, A,, par exemple, coïncide avec A. D'une façon générale les propriétés indiquées au Chapitre précédent se transporteront immédiatement au cas pré-
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sent. Trois couples d'éléments correspondants déterminent le réseau et par suite la jacobienne de ce réseau.
Si la série donnée a un élément double, elle est la jacobienne d'un seul réseau : il ny a plus qu'un seul mode de correspondance évident sur la série.
313. Un théorème fondamental de la théorie des séries cubiques est le suivant : toutes les séries cubiques qui ont huit éléments communs en ont un neuvième; car si y, et A sont deux séries contenant les huit éléments donnés, toutes celles qui les contiennent sont de la forme A,/, -h \2fz-
En appliquant ce théorème à une suite de six éléments inscrite à une série quadratique, on démontre immédiatement le théorème de Pascal : il suffit de considérer les deux séries cubiques formées par les éléments de seconde espèce de la suite pris de deux en deux, et celle formée par la série quadratique donnée et la série linéaire contenant deux des éléments déterminés par les éléments de seconde espèce de la suite, pris de trois en trois.
Voici d'autres applications. Si (x), (^'), (x") appartiennent à/" et à (£); si (y), (/), (/') appartiennent à / et à (t(); si (xy), (x'y')y (x"y"), ont encore en commun (s), (g'), (g") avec/, ces trois derniers éléments sont alignés sur un même élément (£) : il suffît, pour le voir, d'envisager la série cubique/, celle formée par (xy), (x'y'), {x"y") et celle formée par (£), (/)) et (zz'\.
Si (9), (6'), (9") sont les éléments (xy), (x'y'), «/')> l'équation de /peut s'écrire
Hk I *).(1 I *)(Ç I x) ■+- H(0 I *)(0' I *)(6" I *0 = o-
Ce théorème subsiste si (£) et (•/]) sont confondus; alors (xy) devient l'élément tangent en (x), et (z) est dit tangentiel de (x) ; si donc (x), (x'), (x") sont alignés sur(£), leurs éléments tangentiels (z), (V), (z") sont alignés sur (Ç), et (Ç) est dit tangentiel de(Ç).
Si (x) et (x') sont inflexionnels, il faut que (x") le soit aussi; c'est une proposition connue.
314. (y) appartenant à /, cherchons son élément tangentiel (x). Supposons que / soit la hessienne d'une série /', et
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que (s) corresponde alors à ( r) sur /; (x) apparlient à l'élément
tangent à / en (z), qui, comme on sait, est la polaire linéaire
de (y) par rapport à /*'; mais/' appartient au faisceau (/, A);
donc (x) est commun aux polaires linéaires de (y) par rapport
à /et h ; l'équation de (x) est le jacobien de/(jK), h{y) el (? |j')
égalé à zéro. Si (7) est quelconque, la même équation représente
l'élément tangentiel de (y) dans la série du faisceau (/, h) qui
contient ( ) ).
Cherchons maintenant l'élément tangentiel d'un élément donné
(y,). Nous le trouverons en cherchant plus généralement le lieu
de l'élément commun aux polaires linéaires de (y) par rapport
à / et /«, quand (y) appartient à (r,). Cela revient à chercher
l'équation des éléments communs aux deux séries quadratiques
en (y)
axxxy\ + >i,.r, i : a3x3 t ' = o,
ce qui donne
o/^/;i/'2.r3 y, 2 _;-... |(a?f iQ f -h . . . — aar^j r,2ï)3 -.. .) + ' ''1' ï "*-, - '*-, :s -+- ••• )'2 = 0, OU bien
i "..'Vu ', ; -f -• • • h "ï.'-; -
-+- .'•l./'.J./';t| ./'ï /, | I (l;(/;ï,; - •>.";"] T) * — V. '/ , " •> Vi > . . . ] = O.
Donc l'équation de l'élément tangentiel de (/|) par rapport à /est
6a| ai>iT)|rJ -...)+ .'i r, ,i — "-"< Vf -+- > r/-, ^ , -^ ;j + %a\ <i, r\ g ) +-. . . = o.
Si l'on forme, en appelant t le premier membre de cette équation, la fonction K{(t. y), on trouve, en remplaçant les (t|) par ïes(Ç),
le produit /( \ -f- 8a3) est donc un invariant.
315. Considérons une série quadratique variable g ayant en commun avec / quatre éléments A,, A2, As, A,, lixes, et deux autres B, et B2 variables; B,B2 a avec/ un nouvel élément commun C qui est fixe, comme on le voit en considérant la série cubique / et celles qui sont formées par deux séries g et les éléments B,, B2 correspondants.
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Si la série quadratique g louche/en Irois éléments A,, A2 A,, les éléments tangentiels correspondants T,, 1 2, T3 sont alignés, comme on le voit en considérant la série cubique/", celle formée par les A;T,, et celle formée par g et T, T2.
Si donc on se donne A2 et A3, T\ est déterminé, et A, est l'un des quatre éléments de contact des éléments tangents à/ contenant T( ; toutefois l'un de ces éléments est aligné avec A2 et A3. et ne donne pas de solution proprement dite : il y a donc trois systèmes de séries quadratiques triplement tangentes à /.
Ces trois systèmes sont, d'après le n° 301, les séries p(.y, £) relatives aux trois séries cubiques dont/" est la hessienne.
Si la série quadratique g a un contact du second ordre avec/ en A, et A2, et si A| A2 a encore en commun avec / l'élément B, celui-ci est inflexionnel, comme on le voit en considérant la série cubique/, celle composée de A,A2 trois fois, et celle composée de g et de l'élément tangent à /'en B. Si donc on se donne A,, il lui correspond neuf positions différentes de A2 ; il y a neuf systèmes de séries quadratiques doublement osculatrices à /'.
Si A, et A2 se confondent, la série g a un contact du cinquième ordre avec/; il y a vingt-sept telles séries, et les éléments de contact A, sont les éléments communs à/et à ses neuf polaires harmoniques.
Les résultats que nous venons d'obtenir subissent des modifications évidentes, si la série/ a un élément multiple.
310. Le théorème fondamental qui nous a guidés dans les numéros précédents peut se généraliser. Nous savons en effet (100) que, parmi les dp éléments communs à la série cubique / et à une série de degré />, on peut en regarder un comme déterminé par les autres, de sorte que toutes les séries de degré/? qui contiennent Sp — i éléments fixes de /, en contiennent encore un autre qui est fixe.
En appliquant convenablement ce théorème, on verra, par exemple, que les six éléments tangentiels des éléments communs à /et à une série quadratique appartiennent eux-mêmes à une même série quadratique; que, par suite, si g est une conique triplement tangente kf en A,, A2, A3 et si une série quadratique quelconque contenant A,, A2, A3 a encore B,, B2, B3, communs
avec y, il existe une série quadratique triplement tangente kf en B,, Bo, B3 ; etc.
317. On peut rattacher l'étude de la série cubique à celle de la forme bilinéaire à deux séries de variables binaires.
Si
est la forme donnée, il suffit d'imaginer, par exemple, que les (),) définissent les séries quadratiques d'un faisceau
h et k étant deux formes quadratiques ternaires; et que les (;j.) définissent les éléments de seconde espèce d'un faisceau
En cherchant le lieu des éléments communs aux séries (),) et (a), quand on suppose ^ = o, on trouve une série cubique, la plus générale de son espèce. Ceci correspond à ce que m mis avons dit au commencement du n" 315.
Nous n'insisterons pas sur cette façon d'envisager une série cubique.
318. On peut encore rattacher l'élude de la série cubique à celle d'une forme doublement quadratique à deux séries de variables linéaires, g ( ')., ja) =o.
A cet effet, on considérera les deux faisceaux de séries linéaires
*iO, | ■*•) -+- AS(Ç| X I = ,,. |Xi(6 | x) -+- [i,(v. | x) = o,
el l'on cherchera le lieu de l'élément ci un m un aux séries (À) et (".), sous la condition g = o, en supposant que l'élément défini par i y '_ | et (Ox) se corresponde à lui-même dans les deux faisceaux en vertu de g = o.
La série cubique ainsi obtenue contient (?X) el (^x)- Inversement, prenons sur une série cubique f deux éléments fixes et un élément variable; les éléments définis par les deux éléments fixes et l'élément variable sont liés manifestement par une relation doublement quadratique.
Supposons que les éléments fondamentaux O, et 03 soient les
CHAPITRE XII. — LA SÉRIE CUBIQUE. 3 J
deux éléments fixes, et que Û3 et Q2 soient les éléments tangents correspondants, de sorte que
/= axx\ -h Za%zx\x3 -+- 3rt32.r|^2-f- 3rt13^f x3 -+- ianx\ x2 -+- 6ciXiX.2x3;
écrivons que X, xt -t- X2^3= o et |x, xK -f- {a2#2 = o ont en commun un élément de/; il vient
O = g= 3(<Z32Xf [-tlJ-U-t- «23 ^1 X2 fJLf ) -1- 3 ( « ! 3 X ! X 2 ;JL | -H «I2A||jt, |JL, )
— 6« Xi X2 jj-i [J-%— «i X| [j.|.
Le théorème relatif à la constance du rapport anharmonique des quatre éléments tangents à / contenant un élément donné de/, résulte alors immédiatement des propriétés de la forme doublement quadratique.
Sans insister davantage, remarquons que l'on peut appliquer la théorie des nos 110, 111 et 112 à cette représentation. Si l'on considère, comme au n° 112, la relation doublement quadratique symétrique qui lie les deux valeurs de (À) correspondant à une même valeur de (jj.), l'invariant wn du n° 110, relatif à cette forme, égalé à zéro, exprime que l'on peut trouver une suite proprement dite de 2«-j-2 éléments, inscrite à /, et telle que les éléments de seconde espèce de cette suite, pris de deux en deux, contiennent les uns l'élément 02, les autres 03.
11 y a alors une infinité simple de telles suites.
Si n = 1 , la forme dont nous venons de parler doit être un carré parfait, pour qu'il existe des suites de quatre éléments jouissant de la propriété précédente. Donc il faut que l'invariant i3 de la forme g soit nul; or, ici,
la condition i3= o revient donc, en supposant que 02 ou 03 n'est pas multiple pour/, à «, = o; les éléments tangents à /en 02 et 03 ont en commun un nouvel élément de/: 02 et 03 sont correspondants sur/, comme il était facile de le prévoir. .
Si 02 et 03 sont inllexionnels, on vérifie sans peine que o>2= o.
319. Envisageons une suite de in éléments, A, B, A2B2 . .. A„B„, inscrite à/et telle que A, B,, A2B2, ... d'une part, B, A2, B2 A3, ... d'autre part, contiennent deux éléments fixes de/, Ct èt'C*. 11
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est facile de voir que. de même, les éléments A,Ba, A2B*+1, A3Ba-+2, ••• contiennent un élément fixe Ca de / : en effet, la série cubique /, celle formée par A, B*, B, AoC,,, A*+1 BA.+, C,, et celle formée par AoBa+i, A,B,C,. BaA*+i Cn ont en commun huit éléments et, par suite, un neuvième élément qui est précisément G/;-
Si nous disons de deux éléments tels que C( et C„ qu'ils sont correspondants pour le nombre />, on voit tout de suite que deux quelconques des éléments < ,, sont aussi correspondants pour le nombre n ou l'un de ses diviseurs : s'il s'agit de C/, cl de Ca par exemple, il suffit, pour vérifier l'assertion précédente, d'envisager la suite \|B/, V/,. *+, B2a_* A2a-2*+i B3a_a • « •• chaque indice étant remplacé par son plus petit reste positif par rapporta n. On verra aussi que les A/ OU les 15/ jouent par rapport aux B,' et G/ OU A, et C/ le même rôle qu<' les C/ par rapport aux A, el B/.
Si \, el !'>,. \< et l'>_, sont deux couples d'éléments correspondants pour le nombre />, et si \, \^. B,B.> ont encore \: el l>; communs avec f, A3 et B;t forment aussi un couple d'éléments correspondants pour le n bre // ou l'un de ses diviseurs.
Considérons, en effet, une suite C,l), <'._. I M '... I >:, . . . correspondant au premier couple, et une suite C, D', C'2 D2 C3 D'a . . . correspondanl au second couple; soient G] e\ D^ les troisièmes éléments communs à f el à C/C'^ el l',l>j. et envisageons la suite G'^D'I G.', I » ,< . I » . . . ; d'après un théorème connu, les éléments C'^D", C'D'j, ... d'une part, l),( '... I1 ( . ... contiendront respectivement A3 el l>;t, ce qui démontre la proposition. En particulier, on peut supposer que V. el l>_. coïncident en un élément quelconque de f.
On peut supposer encore que \, et \2 coïncident ainsi que B, et P>o. Réciproquement, on démontrera alors d'une façon analogue que si \, ei B) sont correspondants pour le nombre i>, et sont les éléments tangenliels de A2 et B2, ceux-ci sont eux-mêmes correspondants pour le nombre in ou l'un de ses diviseurs.
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tailler, aux séries particulières douées d'un élément multiple, ou séries rationnelles.
Nous allons insister sur les propriétés particulières à ces séries. Si d'abord il s'agit d'une série cubique avec élément double ordinaire, à éléments tangents distincts, on peut lui appliquer la forme canonique générale, avec a, = o par exemple. Si donc
on aura
f= a%x\ -+- a3x\ -T- 6aXiXzx3, h = — a2(a2a?|H- «3^3) -I- ^azXiX%x$,
s = — io«3«2«3ç? — '^4«5;i;2;:i, i = — a* , j = — ■ 8a6.
La forme canonique est possible d'une seule façon.
Pour déterminer l'élément double, on remarquera la relation
/ est la bessienne d'une seule autre série cubique et, par suite, la jacobienne d'un seul réseau, etc.
Supposons maintenant que /soit une série à élément cuspidal. Une forme canonique immédiate est
/' = a 1 x\ -+- 3 aiix\ x3 ;
03 est l'élément cuspidal, avec Q2 comme élément langent; 02 est l'élément inflexionnel, avec ù3 comme élément tangent. On a ici
h = — ai af 3 07^1, y = «i«23 h Mz = <xa\ a\ 3 ç;] ; 1 = 0, j = o.
/ n'est la bessienne d'aucune série et, par suite, la jacobienne d'aucun réseau, etc.
321. D'après ce qui précède, 64i3+/2=o est ^a condition pour que /ait un élément multiple; i = o et y = o sont les deux conditions pour que cet élément multiple soit cuspidal.
Donnons encore les conditions invariantes qui expriment que la série /se décompose d'une façon déterminée.
Si /se compose d'une série quadratique et d'une série linéaire
uon tangentes, la forme canonique générale subsiste avec
a2 = a3 = o, par exemple. On a
f = «,.rf -f- G'/ /'!';> /\j. h = — a1 a yx\ -+- aa3 .rix*^ ;
ï = — av, / = — 8a6.
L'invariant 3_/Y — {te, ou plutôt 0, ou encore /•, est nul identiquement.
Si y se compose d'une série quadratique et d'une série linéaire tangentes, on peut prendre
f = "$Cl*\X\X\-\- 0<l\:i T-JT3,
et Ton a
h = — " i\ "\ .;■' ;• *,' = , alian? t = o, / = o.
L'invariant s est nul identiquement.
Si f se décompose en trois éléments de seconde espèce non alignés, on peut encore appliquer la forme canonique générale :
L'invariant // >.\ih. ou plutôt le jacobien de/. A et(£|.r), est nul identiquemenl .
Si y" se décompose en trois éléments alignés, h est nul identiquement, comme on le vérifie sans j m • i n e ; si deux de ces éléments coïncident, es est nul identiquemenl : s'ils coïncident tous trois, la l"ime/?(j', ç), définie antérieurement, est nulle identiquement.
322. Ncin^ allons maintenant étudier la série cubique rationnelle définie par des formules de la forme
les fi étant des formes cubiques binaires par rapport aux (À); cette étude revient à celle de la forme
S = Sj/iCX,, Xi) + \lfl{\U \ ) + S»/l(Xl, Ào ).
Nous emploierons tout de suite une forme canonique de celte représentation, fournie par les formes canoniques du n° 320.
CHAPITRE XII. — LA SÉRIE CUBIQUE
Si y a un élément double ordinaire, on fera
p x2 = b X f X2 , px:i= cXiXf,
et alors, si l'on prend pour f le déterminant du neuvième ordre analogue à celui du n° 22o, on aura
f = asc3œl -+■ asbzx\ — a2 b^c-Xj x.2x3. Si y* a un élément cuspidal, on prendra
px{ = al\ X2,
et, comme plus haut.
pa?3= cX2J,
y= b3 cz x\ — a2 bc"- x-, x:i.
Dans tous les cas, il est facile de calculer les coordonnées d'un élément tangent, ou celles de la série linéaire définie par deux éléments de f, ou deux éléments tangents à f. Si f a un élément cuspidal, on remarquera que la série langentielle de f jouit des mêmes propriétés que f et, pour définir cette série, on aura les formules analogues aux précédentes :
bc
PS
ac Xij,
ab\\.
On peut parler du rapport anharmonique de quatre éléments de/, ou des quatre éléments tangents correspondants : c'est celui des valeurs des (À) qui définissent ces éléments, ou encore des séries linéaires alignées définies par ces quatre éléments et l'élément double, comme le montrent les formules.
Dans le cas où la série f a un élément cuspidal, c'est aussi le rapport anharmonique des quatre éléments définis par l'élément tangent stationnaire et les quatre éléments tangents à y correspondant aux éléments donnés.
On peut regarder l'élément double, quand il est ordinaire, comme la réunion de deux éléments simples, correspondant, en An. — I. a2
employant les formules canoniques, à A, = o et ~h-2 = o. Ces deux éléments ont avec les éléments inflexionnels un rapport équianharmonique.
La forme g admet pour invariant multiple le déterminanl
- djj\ i 0\t\ i d\fi 6 dXf 6 dli'Jl, (i dl\
t d^ i d*/i i ^ 6 ûl] 6 dX,dX2 6 <^X|
1 d2ïi l dt/» l <0ii
pour les formules canoniques
h = abe(\f+ X\ >;
le discriminant de celte forme // en (X), soit ici — a*t/'c'', est le seul invariant multiple proprement dil de la forme g. Les invariants de f s'exprimenl facilement en fonction de ce discriminant dé //.
Le hessien de l'invariant h définit les valeurs de (X) qui correspondent à l'élément double de / : l'invariant cubique de h définit les éléments de contact <le^ éléments tangents à f contenant les éléments inflexionnels : ceci résulte immédiatement de ce qui sun ra.
Dans le cas d'un élément cuspidal, on a
h — — )nhc'/.\ >..; :
le discriminant de h est nul.
324. Cherchons la condition pour que trois éléments (a), (a), (v) de f soient alignés; (À), (;jl), (y) étant racines d'une équation telle que g = o, on voit tout de suite, en se servant des formules canoniques, que Ton a
>\ f*lVj
OU
Sàj ;-i|V2= o,
suivant que l'élément double est ordinaire ou cuspidal.
D'une façon générale, la condition cherchée est /<)av = o, si h\> est l'invariant h défini plus haut.
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Si (u) cl (v) coïncidcnl, on a /r>!J.--=o. Les éléments (jj.) et (a'), définis par cette équation du second degré en (p.), sont alors correspondants sur /', puisque les éléments tangents en (p) et (v) ont en commun l'élément (à); les éléments correspondants. sur f forment donc une involution définie par h\yi=0', les éléments doubles de cette involution sont ceux qui sont confondus en l'élément double dey".
On vérifiera sans peine avec les formules précédentes les propositions plus générales énoncées au paragraphe précédent. Ainsi deux éléments (X) et (p) seront correspondants pour le nombre n, si l'on a
) » n" __ /" ii" — n •
cette formule simple est d'un usage fort commode et permet d'énoncer de nouvelles propriétés.
Si f a un élément cuspidal, il n'y a plus d'éléments correspondants pour le nombre n.
En général, 3/? éléments (X), (p), (v), ... appartiendront, dans le cas où fa un élément double ordinaire, à une même série de degré />, si l'on a
À! fJL] V! ...-(- ( — i)/'-1 A2 \J.2V-2 . . . = O.
Trois éléments (à), (p), (v) seront les éléments de contact d'une série quadratique triplement tangente h f, si l'on a
ou, ôtant la solution qui correspond à une série linéaire double,
X I [JL i V i X o | J- 2 v 2 = 0.
Si / a un élément cuspidal, 3p de ses éléments appartiendront à une même série de degré p, si l'on a
2X2piV, . . . = o;
on voit qu'il n'existe pas de série quadratique proprement dite triplement tangente à f.
On peut encore chercher à construire des suites à la fois inscrites et circonscrites à/", ce qui est possible quand /n'a pas d'élément cuspidal|; et ainsi de suite.
32o. On peut encore rattacher l'étude de la série cubique
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rationnelle à celle de la forme linéoquadratique à deux séries de variables binaires; et cela de deux façons différentes.
Si g )., [J.) est. la forme donnée, et si l'on cherche le lieu de l'élément commun aux deux séries linéaires
sous la condition g = o, on obtient une série cubique f, admettant (jX) comme élément double, el contenant (9x), si g est du second degré par rapport aux ()»). On voit qne les couples d'éléments de /qui appartiennent aux différents éléments (u) forment une insolution , don! les éléments doubles sont les éléments de contact des éléments tangents à f contenant (Ox). L'élément (r\Ç) sera cuspidal pour y, si la série linéaire définie par (tjÇ) et (Ox) correspond à l'un des éléments doubles de l'involution signalée ci-dessus.
Nous pouvons maintenant regarder Çk) el (p.) comme définissant deus éléments d'une série quadratique F, et chercher le lieu de l'élément commun aux éléments tangents à F correspondants, sous la condition g=o. On obtient une série cubique y, trois fois tangente à I". el rationnelle. Les éléments de contact de/et F sont déterminés pour - /.. X) = o; l'élément double se trouvera en résolvanl les équations gQ>, p.) = o, g(\t-, X) = o, et supprimant les solutions précédentes; les éléments tangents communs à I' el /. autres que ceux déjà connus, sont déterminés par les
équations
Les éléments communs à f et à un élément (ç) langent à F se partagent en deux groupes: ceux qui sont accouplés déterminent une involution, dont les éléments doubles sont les éléments de contact des éléments tangents communs à f el F.
Si l'élément double appartient à F, il devient cuspidal. On verra encore sans peine que, réciproquement, toute involution sur/ correspond à une des deux représentations que nous venons de signaler. La série linéaire définie par un couple de l'involution contient un élément fixe de /, ou touche une série quadratique fixe triplement tangente à f.
On engendrera encore une série cubique rationnelle en établis-
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sant une relation home-graphique cnlre les éléments (ç) d'un faisceau et les éléments tangents d'une série quadratique, considérée comme rationnelle; celte série quadratique sera triplement tangente à la série cubique. Enfin, les développements du n° 230 enseignent un nouveau moyen d'engendrer une série cubique qu'il suffit de signaler.
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3iG. Considérons une forme / linéaire à la fois par rapport à des \ariaWes (x), (y i, (z) : ces variables définissent elles-mêmes des éléments qui remplissent troi> espaces X, Y, Z; ces éléments peuvent être supposés de l'une ou de l'autre espèce; ces espaces peuvenl être supposés distincts ou coïncidants, en tout ou en
pailie.
L'élude générale d'une telle forme comprend, en particulier, celle d'un réseau d'homographies ou de réciprocités entre des espaces coïncidants ou non, celle d'un réseau de séries cpiadraliques et celle d'une série cubique. Nous allons donner quelques indications sur celte étude, qui, développée complètement, prendrait une trop grande extension.
Nous supposerons d'abord que les espaces X., Y, Z sont distincts : dans ce cas, les <./), (y), (z) peuvenl être supposés de première espèce, sans diminuer la généralité, et les Ci), (v) , : désigneronl les éléments de seconde espèce des mêmes espaces X, Y, Z.
La forme /= 2< /|/A. riy, zk dépend de \ingt-sept coefficients, el par suite possédera trois invariants multiples proprement dits distincts, au moins : un calcul simple montre qu'il n\ en a pas davantage. Ceci admis, nous prendrons immédiatement / sous la forme canonique suivante, possible en général, puisqu'elle nous fournira trois invariants proprement dits distincts :
fz= "i'-|J'i -î — a-,.r..y,z.i- ",'..y.z.
— biXXy%z%-\- bixiy3z1-+- b3xzy\z%
— clx1f3zî-\- c2x2yiZ3-h Ci.r.j y-iZ\.
Nous désignerons respectivement par /, m, n les trois lignes du
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second membre de cette formule, et nous ferons de même
X = a2 Cl3 £l ft 1 £l + «3 «1 U r,2 It + «1 «2^3 >Î3 &J,
{1. = i263^r,2^-H ^n^i^^ssi-H ^iMs'iiÇ*, v= cîc3^raKï+ Ci^iU^i-.-i-^- CiC2Ç3ïlîÇl-
Nous ferons aussi
a.= flia2a3, fi = blbib3,
Y = Ci t'9C
y = Py + ï* + «Pi
327. La forme f fait correspondre à un élément (x) de X, par exemple, une réciprocité entre les espaces Y et Z, d'équation/7^ o ; à l'ensemble des éléments de X correspond ainsi un réseau de réciprocités entre Y et Z. Cherchons le lieu des éléments (#), tels que la réciprocité correspondante soit singulière : on a pour définir ces éléments et, en même temps, les éléments singuliers correspondants (y) et (z) dans Y et Z, les deux systèmes d'équations
fli^l^l-H C.3.T3 r2-h b.2x2y3 = o, b3x3yx + a%x%y^-\- CiX{y3=o,
C2Xiyi-+- 6l^l.72+ «3^3j'3= O,
«1r1Ci+ 63^3^2+ cixizz-= o,
C3X3 Jj-f- a j 57.2-2+ 6ia7i^3= o, 62 2-2-1+ Cla?1-22 + «3-^3^3 = °-
Le lieu des (x) est donc la série cubique
alxl c3x3 boXo bsx3 a-jXo Ci Xi c»x-, bixx a3x3
= — aibxC\x\ — a-i b%c%x\ — ci3b3c3x\ -+- sxyXzX3 ;
celui des (y) est de même
«1JK1
hyi
biy-i
cî7i
= — atbi cty\ — a2bt c3y\ — a3b% clyl~h sy,y.2y3;
et celui des (z)
a, ci
ci -2
Mi
= — a v boc3z'l — «2^3^1-3? a36iC2^3 + SZ\Z2i3
On voit tout de suite que, de même, g* est le lieu des {y) tels que la réciprocité correspondante entre X et Z soit singulière, et que
gt et ^3 sont les lieux des éléments singuliers de cette réciprocité dans X et Z; ....
A un élément (ç) de X, considéré comme lieu d'éléments (.z), correspond un faisceau de réciprocités entre Y et Z; les éléments singuliers de ce faisceau correspondent aux éléments communs à g, et (£); deux d'entre eux sont confondus si (£) louche/; ils sont confondus tous trois si (H) est élément tangent stationnaire pour/.
Si Ton considère le réseau de réciprocités entre Y et Z défini par/ on peut dire que g2 ei g3 sont les lieux des éléments singuliers des réciprocités singulières de ce réseau; on peut dire aussi (pie g2, par exemple, est le lieu des éléments {y) tels rpie les éléments (£) correspondants dans Z en vertu de toutes les réciprocités du réseau aient ru commun un même élément (z) dont le lieu est g3; la relation entre < n et (z) est d'ailleurs fournie par les équations
"i.n «1 — l>\r «z;-- ciy3zî = o,
ci}'i ^3+ °iy-2 «* H- b-if^Z-i = O,
/';.'■, z2 ■+■ c3yt Z\ — a3y3 z3 = o.
Les séries g2 et g-3 sont ainsi définies indépendamment de l'espace X. Comme d'ailleurs ce sont des séries cubiques générales, on a, de cette façon, une génération intéressante de la série cubique.
328. Les séries cubiques gt, gz, g3 sont réduites en même temps à la forme canonique. Leurs invariants proprement dits sont les mêmes et on! pour valeurs, avec les notations du Chapitre précédent,
J = " ï^k {st,~ ^°psZ- m*p% »•
Ce sont deux invariants proprement dits pour/, respectivement
du douzième et du clix-liui tième degré par rapport aux coefficients.
Les autres invariants des séries g , . <-_,. g3 sont faciles à calculer.
329. Si l'on considère la réciprocité entre Y et Z qui corres-
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pond à (x), elle admet comme invariant la forme en (r,) el (Ç) Çi = — x\ (b, CiV)! £,-(- f, «, ri2 Ç..J-+- ai ^i ÏJ3Ç2 )
-I- a72^3(«2«3T)l SI + 62è3-/j2 Ç.3-+- C2C3TI3Ç2)
— a?| ( /•>:> Co 7)2 £2 c2 a2 r(3 Ci -+- «2 62 r( , Ç3 ) -+- ;r3.r,i '/^v,-^^^ 636, rç3Çi + CjC|ï,i rs ) - x\ I &3c3rl3Ç3-4- c;. rt:J rn £,+ « 3 & :t t\ , l , ) -+- XiX%(ax a27)3Ç3H- 6, 62Trj, Ç2-i- Ci c2t)2Ç] ),
dont la formation est évidente.
On obtient de même, en remplaçant X par Y ou Z, deux autres formes analogues <p2 et tp3, dont nous n'écrivons que les premiers
termes
<?2 = — y 1 ( &3c2 Ci £1 -+- ai 63 Ç2 b -+• «1 c2 :3 ;, )
+ J'2j>'3(«2«3^1^+C,C3^ï;i+ 6t 62Ç3?2) H-!..; 03= — -ZK62C3£17)1-+- «lC3^2î)3i4- «iMs"^)
-+- -2 -3 ( «2 «3: i'1 1+ blb3^2r\3-+- clc2;:irl,)->l-
L'opération symbolique
conduit à l'invariant
/ d(0o £?Cp3 t)o2 dcp3 t)cp2 ^'f 3\ /^<p2 ^rf3 ^<?2 ^3 ^?2 ^93
W'i <tyi ày2 àrrî dy3 ^3/\^i c)^, £^2 <)s2 rf^3 ds3
'% = 6|f (&o^:i^2^3.>'i -î -+- CoC3a,a3j2^s-l- a2a3b2b3y3z2)
-t- ôj ( p — 27 — 2a )72 s3 + 01(7 — 2a — 2 (3 )v3 -2 ]
et l'on a de même deux, invariants analogues -ju et 'j»3, qu'il est inutile d'écrire.
Si maintenant nous effectuons l'opération symbolique
1 /doi d<\>! Vf0?1 d'^ \ /<?«?! <tyl
I2\^i à\x "'] \0ra <)fi / \ «?Çj dzi
nous trouvons l'invariant proprement dit
du sixième degré par rapport aux coefficients. /. ", i ely sont les invariants fondamentaux de f.
330. Calculons maintenant, en considérant'];, comme ne dépendant que des (£), la fonction K2(^,, •bl); on obtient un invariant
semblable à/, soit/' — ~ /•;/', en faisant
/'=(** — 6 3y — Sq)l -r-(rU — G-;a — 8gr)»i + (y* — 6aB — 8?)n. Opérons de même en remplaçant g\ par son hessien h\\ on a
en faisant
K»(Ai.4»0 ^Z+Tog/'-
/• = [«(*> — io8/>) -+- 1 8 3y ss a i ('./>*-] /+ [3 (s3 — u>8/> ) ■+■ 1 8 y**2 -*-ai6jos] /n ■+■ [ï (*3 — ' o8p) — 1 8 a3 .v- -i- 1 1 G/>s] n .
On peut donc regarder comme invariant relatif à/, le réseau tout entier des formes/, ,/"./", correspondant à
F = X1/4-Xï/'+X3/'.
Considérons la cayleyenne -■, de gt, et la forme <!>,, jouant par rapport j F le même rôle que k>i par rapport à /' : formons la fonction rv2(y,, <I>,), en considérant $, comme ne dépendant que des (x), et prenons-} les coefficients de a;, X,X2 et X,X3; nous obtenons trois invariants semblables de la forme
où l'on .i fait
<p" = [ By(2I -S3 43 '• 7-V — 3'2 J// 1 — is( i'3-)- 216/j 1
— 8 gs3 — 1 S<)/>.s •- i l//^/ | À — ... ,
D'ailleurs, on a
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suite, son élude, qui mènerait aux résultats précédents, demanderait de nouveaux calculs en général.
On a un nouveau réseau invariant d'espèce opposée à F, correspondant à
Si l'on fait la somme des produits obtenus en multipliant chaque coefficient de F par le coefficient correspondant de *I>, on obtient un invariant proprement dit, dont la valeur est, au facteur 3 près,
À, \xxk H- X, ;ju(— 12961) 4- li [J-ii— 1080^ — (j--2j ) -+- À 2 ; j. ! ( - A'1 — .j32{ )
-h X2 ;ju(— 1080 i/c — 9727) -+- X2 ;jl3(— 864 /A2 — i458y'A- + 1 J9968 i'2 ) -+- X3 [Xi (— 86 J î'£ — 1 9 j \j ) -+■ X3 [i2 (— 97V* + ' J99G8° & ) -<- ^3 i-1-:} ( — 6 î8y7i2 -+- 1 1 66/joo j2 /c -t- 1 469664 ij).
Si l'on se donne une forme F par exemple, on voit qu'il existe un faisceau de formes <I> telles que, pour chacune de ces formes et la forme F, l'invariant précédent soit nul; ces formes <t> peuvent être dites conjuguées de F.
Les réciprocités définies par ces formes <ï> entre les espaces \ et Z, quand (£) est considéré comme donné quelconque, forment un système cinq fois infini; chacune d'elles est conjuguée des réciprocités entre les mêmes espaces définies par la forme F, c'est-à-dire que si l'on pose
l'invariant 2 a/y a/y est nul. Les réciprocités <I> ainsi définies sont d'ailleurs les seules qui soient conjuguées de la réciprocité F.
Les séries cubiques qui résultent des formes F et <ï> comme g{, g2j g:] résultent de f, appartiennent toutes aux faisceaux déterminés par ces dernières et leurs hessienne* .
331. Supposons les espaces Y et Z coïncidants, et les éléments (y) et (z) de même espèce. Les invariants précédemment définis gardent leur sens; mais il faut en ajouter d'autres, que nous ne calculerons pas, et qui seront les invariants simultanés des séries cubiques g2 et g3, qui ne peuvent plus être supposées réduites simultanément à la forme canonique.
Il y aura lieu aussi de considérer le réseau de séries quadratiques obtenu en faisant dans y les (y) égaux aux (;); le lieu de l'élé-
ment (yz), quand (y) et (z) se correspondent sur g.2 et ga : . . . . Si les éléments (y) et (z) sont d'espèce opposée, nous remplacerons les (z) par les (Ç), et inversement. La forme /définit alors un réseau d'homographies dans les espaces coïncidants ^ et Z-, la série g2 est le lieu des (y) tels que leurs correspondants dans toutes ces homographie- soient alignés sur un élémenl(Ç), dont le lieu est la série g3. En particulier, l'une des homographies du réseau peut être la correspondance identique définie par (jr|£); on est alors ramené au cas d'un faisceau d'homographies ordinaires.
332. Revenons au premier cas, les éléments (y) et (z) (''tant de même nature, et supposons la forme / symétrique par rapport aux (y) cl aux (z). La forme canonique employée précédemment subsiste alors, avec les hypothèses />, = c(, b.2=c2, 63 = Cs.
On esl ramené à une nouvelle étude d'un réseau de séries quadratiques, dont la jacobienne est la série g2 ou g3.
Les invariants k, i et j ne sont plus distincts. En gardant
et faisant
on a
On remarquera que
La forme/" n'est pas distincte des formes /et/', et à celle-ci nous substituerons
/'1 =/'-*/= («- P)[6P*- (« -+-aP)(m + n)].
On a a 11 - •> 1
? = (a-ioP)X-(5a-+-4P)(fJH-v),
et laissant de côté to", nous ferons
0,;=?'-*? =(a — p)«[6pX-H(a-4p)([* + v)].
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Nous remarquerons la combinaison
o'[ = 8il^—kfi = (a— P)2(a + 8p)2['ipX — a(fx + v)].
Au réseau de réciprocités involutives défini par ~ksf-\-\2f\, correspond un réseau conjugué de réciprocités involutives aussi, de la forme \x, <o -\- uucp'. , avec la condition
X ! [JT.J k -+- 8 X ! ;j.2 i\ -t- 1 6 X2 \X[ i{ — 2 X2 ;jl2 s'i /i" = o.
En particulier, au réseau f coi^respond le réseau m".
La même équation convient pour définir le réseau conjugué du réseau de séries quadratiques obtenu en faisant les (y) égaux aux (s).
Les séries «, et g2 sont chacune la hessienne de trois autres séries cubiques; ici ces séries se séparent en deux groupes, dont l'un est composé des séries g\ et g'2,
g\ — 7 gi-*- i" h[ = (a — ^[aibiGixl -+- a.,b^c,x},
+ azbzc3x\-i!-§$xlx.îxi],
h\ et A2 étant les hessiennes de gs et g2. La cajleyenne de g\ est z\y'u avec
Yl = (a- P)«[a, a, 6, 6, c,c,5î -H... -H p(a-4P)5ib$s];
celle de «'2 est rjy.',, avec
-;, = a2«361r1ji + a3aiè27)§ -4- «t a, b3t]\ -f- (a — 4 p)ïj1Tl2r/3;
cette dernière série est la cajleyenne du réseau de séries quadradratiques défini par f, quand les (z) sont égaux, aux (y); ces formes y', et y!, correspondent d'ailleurs à z>'[ comme gt et g2 à/*,, à des facteurs près.
La condition pour que le réseau F de séries quadratiques défini par y, ait un élément singulier est k2 -+- 6 \ /, = o ; celle pour que le réseau conjugué <ï> ait un élément singulier, ou encore que le réseau F lui-même contienne un élément double, est i\ = o ; on obtient ces résultats en faisant un calcul déjà indiqué.
333. Examinons les différentes particularités qui se présentent
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et les différentes formes canoniques que l'on peut attribuer à la forme /, lorsque cette forme correspond aux différentes espèces possibles de réseaux quadratiques proprement dits.
a. Cas général. — Tout ce qui précède s'applique entièrement.
b. Le réseau <I> contient un élément simplement singulier.
La forme canonique générale s'applique avec bt = o par exemple, et, par suite. [3 = o.
On a
g2 se compose de r, = o el d' ■ série quadratique; g'2 est ,xK = o
huis fois; ■;'., a un élément double: g{ a un élémen! double el g\ se compose de trois éléments alignés.
c. Le réseau 'l> contient deux éléments simplement singuliers. La forme canonique subsiste avec b2 = b3= o, par exemple.
<r2 se compose de trois éléments non alignés : g'3 disparaît : ■;', se compose d'une série quadratique el de y,, = o; gt estformée d'une série quadratique et de x,== o, et g\ se compose d'un élément triple.
d. Le réseau $ contient trois éléments simplement singuliers. La forme canonique subsiste .\^<-c b{ = b2 = b^ = o.
g2 se compose de trois éléments non alignés, ainsi que -;'., cl gx\ g\ ei r , disparaissent.
e. Le réseau F contient un élément simplement singulier.
La forme canonique subsiste avec tf( = o.
On a
Les séries g2j Arô, gn g\ ont chacune un élément double; -;'._, se compose d'une série quadratique el de y,, = o.
/'. Le réseau F contient deux éléments simplement singuliers.
La forme canonique subsiste avec rt2 = 03= o.
Les séries g2, -■'.. gt, -, se décomposent chacune en une série quadratique et une série linéaire; yô se décompose en trois séries linéaires.
g. Le réseau F contient trois éléments simplement singuliers.
On a de plus qu'au cas précédent a, = o.
Les séries g2, g'2, gt, g\ se décomposent chacune en trois séries linéaires; il en est de même de y'2.
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h. Les réseaux F el $ admettent chacun un clément simplement singulier.
On peut alors employer la forme canonique suivante pour/:
«i^iji-i+ l>i-r-2(yiZi-±-fz~> ) + b3x3y2 z2-\- c3x3(y3zl-+- y1z3).
Il vient
g* = «i b-iyi ( c3yty3 — b3y\ ),
g g — ■ «ll'jy3(-3/l.i
Y :, = ai627)3( 2c3ïj! — 637)3?)!), £•, = — ( 63c^i + «i6| x\xi ), £•', = 5a\b\b3c\x\x3,
g:2 et y', se décomposent en une série quadratique et une série linéaire; g, a un élément cuspidal; etc.
i. Le réseau F admet un élément doublement singulier et le réseau <i> deux éléments simplement singuliers.
On peut employer la forme canonique
bix1(y3z1-hy1z3) -h c1xi(yiz2-hy2zl ) -+- «2^272-2-*- «s^sjs^a;
on a alors
#2 = a2«372jK3(ci72+ &1JK3),
Y', = —a2a3 7)^(0! 7)2 -H CiTl3),
/. Le réseau F admet deux éléments simplement singuliers, et le réseau $ un élément doublement singulier. On peut prendre pour/'
a1x1y1zi->rbix2(y.2z3^-y3z2)-+-ù3r-i(y3z.l-hyiZ;i)-^c^r-Jyizi-hy,z.l)--
alors
g2 = cttbsyKbîys— c3y2),
g L — 62^2(2630337!— aibtxixs), g\ = - ia\b\b3c3x\,
h = o, ii = o.
k. Le réseau F admet un clément doublement singulier; le réseau <ï> admet un élément simplement singulier et un élément doublement singulier.
La l'orme canonique du cas (h) convient avec c:!=o, ou bien celle du cas (?) avec A, = o ou c, = o.
Les particularités sont faciles à énoncer.
/. Le réseau F admet un élément simplement singulier et un élément doublement singulier; le réseau <ï> admet un élément doublement singulier.
La forme canonique du cas (A) convient avec />:i = o, ou bien celle du cas (y) avec b$= o ou c3= o.
m. Les réseaux F et <!> admettent chacun un élément triplement singulier.
La forme canonique générale convienl à nouveau avec les hypothèses a, = 62=o, par exemple.
On a
Yj = ,(.,,1.1,1 f^l,
le- autres invariants sonl nuls.
//. Le réseau '!» admet un élément quadruplement singulier. On peut conserver les formules du cas précédent, avec a3=o. o. Le réseau F admel un élément quadruplement singulier. On peut conserver les formules du cas (m), avec 63= o.
33 1. Si les espaces X. Y, Z coïncident, on aura encore de nouveaux invariants, obtenus en considérant les trois séries cubiques gi: g2, g3 non réduites en même temps à la forme canonique en général. Si les éléments (#), (y), (:■) sonl de même nature, il y aura lieu d'envisager la série cubique /"o obtenue en faisant, dans/, les (y) et les (z) égaux aux (x).
En particulier, on peut supposer la forme / svmélrique par rapport aux (x), [y) et ( - .
La forme canonique générale est alors applicable, sauf exception, avec b, = b2 = b3 = cy — c-> = c3 ; si b est la valeur commune de ces quantités
/o= a{x\-+- ctoxl ■+■ a^rl h- Ç>bXiX%x3\
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les invariants îelj de /'„ sont, avec les notations du n" 332, Ji{ et A-; gK et g-2 sont la hessienne de f0 qui coïncide à un facteur près avec g\ et g'.,.
Les formes y^ , tp', et cp jouent le même rôle, à des facteurs près, par rapport à la hessienne, la cavleyenne et l'invariant s de la série f0, que la forme/" par rapport à cette même série.
Sans insister davantage, on voit que l'on retrouve toute la théorie des séries cubiques, le réseau F, défini par y, étant celui des polaires quadratiques des divers éléments (x) par rapport à f0.
Les différents cas particuliers possibles sont en évidence. Il y a deux autres formes exceptionnelles qui correspondent à
/0= ax'\~ 36a?|a?3, et
yo = '5ax\x*-T- 3bxl x3 ;
dans le premier cas, f0 admet un élément cuspidal ; dans le second, /*„ se compose d'une série quadratique et d'une série linéaire tangente.
On voit que les réseaux de séries quadratiques proprement dits qui peuvent être considérés comme le réseau des polaires quadratiques des divers éléments (x) par rapport aune série cubique sont ceux qui correspondent aux cas («), (d), (e), (/'), (g), (A'), (m).
Réciproquement, si l'on se donne uniquement le réseau dans l'un de ces cas, on pourra trouver au moins une série cubique telle que ce réseau coïncide avec celui de ses polaires quadratiques; il n'y aura qu'une seule solution dans les cas (a), (<?), (/'), (g)', il v en aura une double infinité dans les cas (d), (A"), (m), comme on le constatera facilement.
335. Revenons au cas où les espaces Y et Z seuls coïncident, la forme y étant symétrique par rapport aux (y) et (z) et définissant, comme précédemment, un réseau F de séries quadratiques, proprement dit. Si f0 est ce que devienty quand on y fait les (;) égaux aux (y), on peut considérer cette forme comme définissant une correspondance quadratique entre les espaces X et Y : à l'élément (x) de X correspond dans Y une série du réseau F, d'équation y0= o.
Cette série quadratique se décompose si (x) appartient à g{, et le lieu de son élément double est la jacobienne g.2 du réseau F, An. - I. 23
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tandis que le lieu des éléments de seconde espèce dans lesquels elle se décompose est la cayleyenne y., du même réseau.
A une série linéaire (£) deX correspondra un faisceau de séries quadratiques appartenant au réseau F ou. si l'on veut, l'ensemble des quatre éléments communs aux séries de ce faisceau. Les séries décomposables de ce faisceau correspondront aux éléments communs à i ; ) et à gt : le faisceau sera donc composé de séries tangentes ou même osculatrices, si (:) touche gK ou bien est élément tangent stationnai <• pour g , . Les propositions du n° 289 s'appliquent sans difficulté.
Si F est la série qui correspond à | a?), aux -ox éléments tangents
_• , contenant (#), correspondent six faisceaux de séries tangentes dont les éléments singuliers doubles sont communs a F et :.'_.. et dont les éléments singuliers simples sont communs à F et à la série tangentielle de y',.
\ une série d'éléments (a?) correspondra l'enveloppe des séries quadratiques correspondant a ces divers éléments, et cette enveloppe sera aus>i le lieu des éléments associés qui correspondent aux divers éléments (£) tangents à la série considérée. Par exemple, à une série quadratique correspondra une série quarlique de V d'équation facile à former.
A un élément (jk) ton .-pond un élément (;'» défini par</*0=o; le même correspond aux trois autres éléments associés à (y)- A un élément (•/)) correspond une série quadratique de seconde espèce de \. lieu des éléments : qui correspondent aux différents éléments de (y, ,
\ une série d'éléments (y) correspond le lieu des éléments i : correspondant aux divers éléments de cetie série, et ce lieu est ;« h >r> i l'enveloppe des séries quadratiques qui correspondent aux d.ilférents éléments (v, | tangents à la série considérée. Par exemple, à une série quadratique eu i i -i correspondra une série quarlique en (;) rationnelle.
Quand les séries quadratiques du réseau F ont trois éléments communs, on retrouve la correspondance quadratique Irrationnelle.
Nous n'insisterons pas sur l'étude que nous venons d'esquisser : nous en trouverons d'ailleurs un cas particulier dans le Chapitre suivant.
I. — Les invariants de la série quartique
336. Nous donnerons quelques indien lions seulement sur la théorie des invariants des séries quarliques.
Soit y la forme qui délînil une telle série, renfermant quinze coefficients. Les principaux invariants que l'on peut former sont les suivants : si dans f on fait ■ a^^^^-f- k2 Zi, on obtient une forme biquadratique en (),), dont les invariants i et j s'expriment à l'aide des quantités q; ou ( rr),; ils sont respectivement des degrés 4 et 6 par rapport aux (ç), 2 et 3 par rapport aux coefficients («) de f : leur signification géométrique est évidente. La forme équivalente f est i3 — 2;,/2; les séries i et y contiennent les 24 éléments tangents stationnaires de /', et ne contiennent aucun autre élément tangent de f.
Un autre invariant évident est le hessien h de f, des degrés 6 et 3 par rapport aux (x) et aux (a).
Deux invariants proprement dits, des degrés 3 et 6 par rapport aux (<?), sont K4(/', «'), Iv6(/i,y); une fonction de ces invariants est le déterminant des coefficients des variables dans les six dérivées partielles du second ordre de f.
Ce déterminant est nid, s'il existe une relation linéaire entre ces dérivées partielles; or, c'est ce qui arrive évidemment si /"est sous la forme d'une somme de cinq quatrièmes puissances de fonctions linéaires. On ne peut donc, en général, mettre f sous cette forme, bien qu'elle contienne aussi quinze coefficients.
On voit, de même, que les mineurs du premier ordre ou du second ordre de ce déterminant sont tous nuls, si f peut se réduire à une somme de quatre ou trois quatrièmes puissances.
On obtient deux invariants quadratiques en (x) et (£), des
degrés 5 el { par rapport aux (a), par les opérations K.4(A, i), R'*(/, j) 5 si on les désigne par / et tw, K2(/, /») et K4(/, m- l donnent deux invariants du degré 9 par rapport aux (a); et ainsi de suite.
On remarquera encore l'invariant analogue à /, obtenu en calculant l'invariant /de la série cubique qui esl la première polaire de(.r); on peut alors, par la considération du faisceau formé par/ et cet invariant, engendrer de nouveaux invariants.
II. — La série quartique comme enveloppe de séries quadratiques.
337. Nous allons maintenanl envisager la série quartique comme correspondant à une série quadratique, dans le mode de correspondance défini a la lin du Chapitre précédent.
Soit un réseau V de séries quadratiques, d'équations
.ri./'i 72/2 .' 1/3 o,
les y) étanl des formes quadratiques quelconques en (#); nous supposons d'ailleurs ce réseau propremenl dit, c'est-à-dire que les formes fi sonl linéairemenl distinctes. Nous appellerons^ et y les séries jacobienne et cayleyenne de ci' réseau; nous appellerons aussi A" la série cubique, lien des élénienls ( r ) dans l'espace auxiliaire Y, tels (pie la série F correspondante se décompose; enfin / sera la série cubique de l'espace ,ï donl /. esl la hessienne, et qui se dislingue des deux autres, inséparables, jouissant de la même propriété. Rien n'empêche d'ailleurs de supposer les espaces \ et Y coïncidants et rapportés aux mêmes coordonnées; et si le réseau F peut être regardé comme le réseau des polaires quadratiques d'une série cubique i'. on pourra supposer que la série F qui correspond à (y) est précisément la polaire quadratique de (y) par rapport à (g) : alors les séries j et k coïncident, et g remplace /. On peut ainsi énoncer, d'une façon plus caractéristique, les propositions que nous allons rencontrer, et les rattacher à la théorie d'une série cubique simplement. Mais nous ne ferons pas cette transposition facile, laissant aux théorèmes toute leur généralité.
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quadratique F; si (y) appartient à k, celte série F se décompose en deux éléments dont le lieu est y, l'élément singulier de F appartenant alors à /'.
A un élément (y,) de Y correspond un groupe de quatre éléments (.r) associés déterminant un faisceau de séries F; les séries singulières de ce faisceau, déterminées par ces quatre éléments d'une façon évidente, correspondent aux éléments communs à (ç) et k. Ce faisceau est composé de séries tangentes si (ç) touche k. En un mot, toutes les propriétés des réseaux s'appliquent sans qu'il soit nécessaire de les répéter.
Considérons maintenant une série quadratique q d'équation
q = «nJK? -+- aï%y\ -h a33jK|+ 2 a23 JK2JK3 -+- *a3ly3yi-+- 2«i2jKij2 = o,
de l'espace Y. Les séries F qui correspondent aux différents éléments (y) de q ont une enveloppe dont l'équation est évidemment
/= *ll/î "i- «22/1 -+" «33/3-+- 2*23/2/3+ 2 «31/3/1 + ^ «12/1/2= O,
les &ij étant les coefficients de la forme tangentielle 7 de q. La série f est une série quartique, que nous allons étudier comme engendrée de cette façon. Jl est clair, d'ailleurs, que cette forme convient à toute série quartique, les coefficients atj et le réseau F étant convenablement choisis.
Si la série q est décomposable, la série /est la série quadratique qui correspond à l'élément singulier de q, comptée deux fois.
La série f est aussi le lieu des éléments associés qui correspondent nus différents éléments tangents à la série q : des éléments associés forment d'ailleurs un groupe d'éléments de contact avec/* pour une série F quadruplement tangente à/.
On voit par là que si l'on établit entre les éléments (x) la correspondance qui fait correspondre à un tel élément l'un de ses associés en vertu du réseau F, la série /' se transformera ellemême, les séries quadratiques du réseau F qui lui sont quadruplement tangentes ne changeant pas.
Si l'on prend q sous la forme simple
q=y\— 4/o'si
on aura
On peut d'ailleurs, dans ce cas, poser
et /est l'enveloppe des séries
Xf/a-t-aX.Xî/, -Xl/3=o;
on voit donc que l'on peut encore faire correspondre l'étude de la série / à celle de la forint' doublement quadratique à variables binaires et ternaires.
Si l'on prend q sou> la forme
de sorte que les séries 1". qui correspondent aux éléments fondamentaux de Y, -oient quadruplement tangentes à /', on aura
./■ -aU/l ait/1 a\tf\
"';l"u. l'if:; " "' L3 "i l/s. I'\ ■> " (3 " ; 1 f\ fi'-
cette forme particulière nous sera utile plus lard.
339. Soient ( y \ un élément de ^ . | v, ) el l y," ) les éléments tangents à q contenant : r : i el i ") leurs éléments de contact.
La série F qui correspond à (y) contient évidemment les deux groupes d'éléments de contact avec /"des séries quadruplement tangentes à f qui correspondent à j et {y ') : ainsi les huit éléments communs à f et à une série F se décomposent en deux groupes d'éléments de contact pour des séries quadruplement tangentes à f\ les éléments de contact de deux séries F' et F" quadruplement tangentes à/ appartiennent à une même série quadra tique F; et si {y . y i, y") correspondent respectivement à F, F', F"3 y) est le pôle de i, )',»'") par rapport à y; la série F peut donc être dite pôle par rapport à/du faisceau (F', I
Si les équations de F' et F" sont
Xf/j-l- ■l'/,;l,fi — l-,f3=0, |JLÎ/2-+-2fX,H2/, -f- nl/3=0,
celle de F sera
Xj fxt/a r I Xi [AS - X2 fi, i/j -h X, ;i2t/;, = o.
Les séries q et /,• admettent en général douze éléments tangents communs; aux éléments de contact avec q de ces douze éléments
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correspondront des séries quudruplemenl tangentes à/, mais avec deux éléments de contact conibndus; ces éléments de contacl seront d'ailleurs les douze éléments communs à y et à j.
Les séries q et k ont six éléments communs; à ces six éléments correspondent six couples d'éléments (£) bitangents à /. Si l'on applique à ces couples les propositions générales connues, on verra, en particulier, que si (a) et (b), (c) et (cl) sont les éléments de contact de deux éléments bitangents d'un même couple, les six éléments (ab), (cd), (fle), (bel), (cul), (bc) appartiennent à y, et que les trois éléments [(ctb)(cd)\, [(«c)(6r/)], [(ad)(bc)] appartiennent ày'; que les huit éléments de contact des éléments bitangents de deux couples appartiennent à une même série F; et, puisqu'il y a six couples, il J a quinze telles séries F.
En appliquant les théorèmes de Pascal et de Brianchon à la suite formée par les éléments (y) qui correspondent aux couples d'éléments bitangents à / et à leurs groupes d'éléments de contact, on trouvera de nouvelles propriétés faciles à énoncer.
Si (a j x) et . (a'| x), ([i j x) et ((3'| x) forment deux couples d'éléments bitangents à/, et si/' est la série qui contient leurs éléments de contact, on peut écrire/ sous la forme
(a |aO(a'|aO(PI *)(?'! *)-/'2 = °-
340. Une série quartique admet, d'une façon générale, 28 éléments bitangents, qui forment par suite 378 couples. Chacun de ces couples détermine une façon de représenter / comme une enveloppe de séries quadratiques, et comme chacune de ces façons détermine elle-même six couples, on voit qu'il existe en tout 63 telles façons. Il existe, en d'autres termes, 63 systèmes de séries quadratiques quadruplement tangentes à/.
Si (a | x) et (a'| x), ($\x) el(p'| x) sont deux couples d'éléments bitangents appartenant à un même système, l'équation écrite cidessus montre que (cc|#) et ($\x): (a'|a;) et {$'\x) forment encore deux couples appartenant à un même système autre que le précédent, et qu'il en est de même de (o.\x) et ($'\x), (cr.'\x) et ($\x). On en conclut qu'il existe en tout 3i5 séries quadratiques contenant les huit éléments de contact de deux couples d'éléments bitangents.
36o LIVRE II. — LA GÉOMÉTRIE TERNAIRE.
34-1. Désignons par a et a', (3 et 3'. y et y' trois couples d'éléments bitangents d'un même s\stème. et par les mêmes lettres, afin d'abréger les notations, les premiers membres
a! xt -+- au.fo — ^3^3, ...
de leurs équations. L'équation de^sera alors de la forme
a2a-2a'2+ &2p2p'2. ,.-■..-■.. ■, 26cpp'YY'— acaYY'a»'— 2aôaa'Pp'=o.
Soient ?i et y, un couple de deu\ éléments bitangents appartenant au système v/i', v/3, de sorte que l'équation de/' pourra encore s'écrire
a'2a«p'î &'*<x'îp* c'*t*1)'*
— a 6' c' a' Ptjt/— a c'a' T(Tj'ap'- aa'6'apVp o.
Les équations précédentes peuvent être mises sous la forme
(aaa! bffl ,■•;•;'•- \abata'ffî a'a.p fr'a'p- -e'v,' »' ia'ô'aa'pp' ...
et, par suite, on a identiquement
^(floa' 6pp'— cyy' v "/""*> 6'a'p — c't)V) o, ou bien
D'après cela, on voil que y el /,. par exemple, ne peuvent coïncider: car si cela était, l'équation de y sérail v. \ aa [3 \ A// o
mi bien %'\Jab $'\Ja'h ". el il <•->! é\idenl q ne ^ aurait un élément double, ce que nous ne supposons p;i^.
Ceci posé, on voil encore sur l'équation précédente que les éléments des âc[\\ couples (fr\) et (y'V)> (Y7/) el (y't<) appartiennent les uns à l'élément d'équation y. y aa (iJ\ A// o, et les autres à
celui d'équation v.\ a6' / \ db o : en d'autres termes, (a(3), (yr, ), ■ 'y, par exemple sont alignés, et il en est de même de (a' [3'),
342. Soient av.', p^', vy', SB', se', £Ç', les six couples d'éléments bitangents d'un même système.
Les systèmes déterminés par v.^j'eta' ^. v.j et v. j , d'après ce
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qui précède, contiendront les seize autres éléments bitangents à f\ soient 't]f\' , 88', xx', XX' les couples qui correspondent à ajii' et a' (3; piu', vv', £ç\ tV ceux qui correspondent à a(3 et x'[j'.
Envisageons maintenant le système déterminé par ay' et a'y; chacun des quatre antres couples de ce système contiendra un des éléments y,, t/, 8, 0', x, x', X, V et un des éléments [à, a', v, v', £, ç', — , tz', sans quoi il y aurait absurdité; nous supposerons que ces couples soient -/jjji, 8v, x£, Xtc.
Pour préciser davantage, supposons que r\ soit .r, ^o, et que ses éléments de contact avec f soient £2~o et £3=o. aa', fi[3', yy' étant des couples d'un même système, l'équation de f est de la forme
«2 a2 a'2 -+- 62 p2 p'2 -+- c2 y"2 y'2 — 2 bc pp' •(■(' — ica yy' aa' — iab aa' pp' = o ;
écrivant que /' contient les éléments £2 = ° et ?s — °i on ;l d'abord
Ecrivant alors que tjyj' et yju. sont des couples d'éléments bitangents des systèmes a (3', a' [3 et ay', a'y, on trouve sans peine les conditions
*2 <*'t _ p2 P':i _ YiYa , a3 a'2 "" p3p'2 " Y3Ï2
On en conclut que rj est aussi un des éléments bitangents qui appartiennent au système f3y', [S'y.
Alors on voit que les autres couples des systèmes ay et a'y', py et (3'y, Py et fi'y' sont respectivement r/a', 8'v', x'£', XV; 7]}*', 8v', x£', Xtc'; Va, 0'v, x'Ç, XV
Si enfin on suppose, comme on peut le faire, que les couples tjv , ■yjij', tjtt' appartiennent respectivement aux systèmes déterminés par ao' et a'ô, as' et a'e, aÇ' et a'Ç, on dresse sans peine le Tableau suivant des couples d'éléments bitangents à/, répartis en soixantetrois systèmes, comme il a été dit précédemment :
aa , pp , yy , oo . ee , ç; ; ap'. a'p, 7)7)', 00', xx', XX':
ap, a'P', ,uu\ vv', $■', tctc';
aY'> a'Y> l^i 0v> *£> Xrc; ay, a y , rt [j. , 0 v , x ; , À iz ,
PT
OÀ ,
ro':
«s, pr,
t ET) ,
ro':
a-', pTT,
Sx,
a tt, p Tt,
Sx .
sO',
xt:, Ptc',
b'tt', P'tc,
fr
Ce Tableau peut suggérer de nombreuses propositions. Remarquons seulement que les éléments tels que (r/'j. (vju'), (Vf*) sonl alignés, en vertu de ce qui a été dit plus haut. On voit sans peine que (y.y.!) par exemple est aligné avec 4° couples tels que ('f\\*-') et (Vf*), el Par Sl"te qu'il y a 5o4o groupes alignés tels que (oca' , (7|ix'), (V{*).
III. — Les séries quartiques à éléments singuliers
343. Nous allons maintenant énumérer les diverses espèces de séries quartiques, et nous rechercherons de quelles façons on peut les considérer comme des enveloppes de séries quadratiques.
La série quartique générale, sans éléments singuliers, sera désignée par (A). Elle peut présenter les particularités suivantes : i° admettre un ou plusieurs éléments tangents ayant avec f quatre éléments communs confondus; un tel élément tangent compte pour un élément langent double, et pour deux éléments tangents stationnaires ; 2° admettre une ou plusieurs séries quadratiques quadruplement tangentes, dont les éléments de contact sont confondus deux à deux; ou dont trois éléments de contact sont confondus ; ou dont les quatre éléments de contact sont confondus.
Les réseaux F qui correspondent à une série quartique générale sont de l'une des espèces (a), (b), (c) ou (d) du n° 333, puisque sans cela y aurait un élément double.
D'une façon générale, si l'on considère l'un de ces réseaux, on notera les particularités suivantes : les séries q et k définies pré-
cédemment ont leurs six éléments communs distincts, la série q «'•tant indécomposable; si un élément (y), commun aux séries q et A-, est tel que l'élément tangent à q en (y) soit aussi tangent à k en un élément autre que (y), à (y) correspond un couple d'éléments bitangents, l'un de ces éléments ayant ses deux éléments de contact confondus; si l'élément tangent à q en (y) contient un élément double de /. \ à (y) correspond un couple d'éléments bitangents, tous deux à contacts confondus.
Si la série q touche en (y) un élément tangent stationnaire de k. à (y) correspond une série quadratique quadruple m en! tangente à/, avec trois éléments de contacl confondus; si la série q louche • ■il y ) un élément contenant un élément double de /. . à (y) correspond une série quadratique quadruplemenl tangente à/, aux éléments de contact confondus deux à deux: si la série q touche en (y) un élément tangenl à k en un élément double de k. à (y) correspond une série quadratique quadruplemenl tangente à /', aux quatre éléments de contacl confondus.
On peut ajouter que si un élémenl 7) commun à q et k esl inflexionnel pour /, -, à y 1 correspond un couple d'éléments bitangents à /', l'un de ces éléments étant inflexionnel pour y, l'autre tangenl à y et appartenant à y, de telle sorte que son élément de contacl avec j soil lancent à --.
Considérons maintenant une série quartique (B), douée
d'un élément double ordinaire. Elle sera de la dixième classe et possédera dix-huit éléments inflexionnels, donl deux au plus pourront coïncider avec l'élément double. Par cet élémenl double <>n pourra mener six éléments tangents à/, avec éléments de contact différents de l'élément double; ces six éléments, comptés deux loi-, peuvent être considérés comme éléments bi tangents singruliers à /; il y a seize éléments bitangents à f d'une façon proprement dite. Les mêmes particularités que dans le cas général peuvent se présenter.
Si l'on veut appliquer à ce cas le Tableau général des systèmes de couples d'éléments bitangents, on voit tout de suite que, pour ne pas obtenir d'absurdités, il faut supposer par exemple que a et a' coïncident avec un élément bi tangent singulier, et qu'il en est de même de p et (3', y et y', 0 et S', s et s', Ç et Ç'. Le premier
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groupe du Tableau ne fournit alors aucun système de séries quadratiques quadruplement tangentes à /'; les trente groupes suivants fournissent trente système.s de séries quadratiques quadruplement tangentes à /', chacun d'eux contenant un couple double formé avec des éléments bitangents singuliers différents, et quatre couples d'éléments bitangents proprement dits; enfin, les trentedeux derniers groupes se réduisent à seize, et chacun de leurs couples est composé d'un élément bitangent singulier et d'un élément bitangent proprement dit; ils correspondent à seize systèmes de séries quadratiques contenant l'élément double de f ei triplement tangentes à f.
Aux trente systèmes de séries quadratiques quadruplement tangentes à _/ correspondent des réseaux qui sont, comme dans le cas précédent, des espèces («), (6), (c) ou (<7). Mais la série quadratique q qui correspond à f est ici tangente à la série k : deux des éléments communs à A et à q sont confondus, et pas davantage; si d'ailleurs k possède un élément singulier, la série q ne peut contenir cet élément. Si q touche k en un élément inflexionnel, l'un des éléments inllexionnels de f coïncide avec l'élément double; si q touche une série linéaire appartenant à k, dans les cas (c) ou (d), deux des éléments inllexionnels de /coïncident avec l'élément double. Les autres particularités du cas général continuent à s'appliquer.
Aux seize systèmes de séries triplement tangentes à / correspondent des réseaux qui ont un élément simplement singulier, c'est-à-dire des espèces (e) ou (h).
Les éléments communs aux séries A' et q sont tous distincts; les observations déjà faites se transportent aisémeut à ce cas; de plus, on voit que si un élément langent à q en (y) commun à /, et q contient l'élément double de /.-, un élément inflexionnel de/ coïncide avec l'élément double.
345. Si la série quartique / a un élément cuspidal, nous la désignerons par (G); elle est de la neuvième classe et possède seize éléments inllexionnels. Elle admet six éléments bitangents singuliers, c'est-à-dire contenant l'élément cuspidal, et chacun d'eux compte trois fois; il reste dix éléments bitangents proprement dits.
On peut appliquer le Tableau général en supposant que a, a' el 7| coïncident avec un élément bitangent singulier, et qu'il en est de même de [i, 3' et y,': y. *;' el y.: o. o' el v'; ;, s' el >'; Ç, £' et -'. Par suite, on obtient d'abord quinze systèmes de séries quadruplement tangentes à /*, comptant chacun deux fois; chacun de ces systèmes contienl un couple triple d'éléments bitangenls singuliers et trois couples d'éléments bitangenls proprement dits; le réseau correspondant est des espèces (a), (b) ou (c), mais trois des éléments communs aux séries k el </ s-onl confondus, et pas davantage ; cjr ne peut d'ailleurs contenir aucun élément double de k.
( )n obtient ensuite quinze systèmes de séries triplement tan- LMMiir- ;'i /' ci contenanl l'élément cuspidal, comptant chacun deux fois. Chacun de ces systèmes contienl un couple double, formé de deux éléments bitangents singuliers, el quatre couples, formés par les quatre autres éléments bitangents singuliers associés ;'i quatre éléments bitangents ordinaires. Le réseau correspondant à un de ees systèmes esl de l'espèce la série </ contient L'élément
double de /. : ses quatre autres éléments communs avec k sont distincts.
Enfin, trois système-* . 1 1 - j », naissent.
346. Désignons par i I > | une série quartique /"à deux éléments doubles ordinaires; elle esl de la huitième classe el possède douze éléments inûexionnels. Elle admel deux systèmes de quatre éléments bitangents singuliers, c'est-à-dire contenant un élément double el chacun d'eux compte deux fois; elle admel aussi comme élément bitangent doublement singulier, comptant quatre loi-, I élément de seconde espèce commun aux deux éléments doubles ; il reste huit éléments bitangents proprement < 1 i i - .
Pour appliquer le Tableau général, on supposera que ot, a', [j, y coïncident avec l'élément bitangenl doublement singulier; que '/) et y . h cl h '. x cl x', à et // coïncident respectivement avec les éléments bitangents singuliers de l'un des systèmes, et qu'il en est de même de u ci •;.'. v et v', ; ci ;'. - ci -' pour l'an ire système.
< )n obtient alors, outre deux -\Mcnns qui disparaissent :
i Un système de séries quadratiques quadruplement tangentes à y, contenant un couple double formé de l'élément bitangent doublement singulier, et quatre couples d'éléments bitangenls
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proprement dits; le réseau correspondant est de l'espèce (6), (c) ou (d)\ la série q contient un élément double de A-, les quatre autres éléments communs à k et à q étant distincts;
2° Douze systèmes de séries quadratiques quadruplemenl tangentes à /, contenant chacun deux couples doubles formés d'éléments bitangents singuliers, et deux couples formés d'éléments bitangents proprement dits; le réseau correspondant est de l'espèce (a), (b), (c) ou (cl); la série q touche k en deux éléments distincts et les deux autres éléments communs à k et à q sont distincts; q ne contient aucun élément double de k;
3° Seize systèmes de séries quadratiques triplement tangentes à /; celles de huit d'entre eux contiennent un des éléments doubles de /et celles des huit autres contiennent l'autre élément double; chacun de ces systèmes compte deux fois; chacun d'eux contient un couple double formé par l'élément bitangent doublement singulier et un élément bitangent singulier, et quatre autres couples formés par quatre éléments bitangents singuliers associés avec quatre éléments bitangents proprement dits; le réseau correspondant est de l'espèce (e) ou (h); la série q est tangente à /. et ne contient pas d'ailleurs l'élément double de k ; les quatre autres éléments communs à k et à q sont distincts;
4° Quatre systèmes de séries quadratiques doublement tangentes à y et contenant lès deux éléments doubles de/; chacun d'eux compte quatre fois, contient quatre couples d'éléments bitangents singuliers et deux couples formés chacun de l'élément hitangent doublement singulier et d'un élément bitangent ordinaire; le réseau correspondant est de l'espèce (/) ou (y); les six éléments communs aux séries q et k sont distincts; comme k se décompose, ces six éléments communs se partagent en deux groupes, l'un de deux, l'autre de quatre éléments; les couples d'éléments bitangents correspondants sont indiqués par ce qui précède.
347. Envisageons une série quartique (E) possédant un élément double ordinaire et un élément cuspidal; elle est de la septième classe et possède dix éléments inflexionnels. Elle admet un élément bitangent doublement singulier comptant six fois, quatre éléments bitangents singuliers comptant trois fois, trois éléments
bitangents singuliers comptant deux fois et quatre éléments bitangents proprement dits.
On appliquera le Tableau général avec les hypothèses précédentes et supposant, en outre, que 7) coïncide avec a, y' avec u. o avec v, z' avec ç, Z' avec -. Donc a désigne l'élément bilangent doublement singulier; 0. /., a sont les éléments lulangents singu liers doubles; u, v, :. - les éléments bitangents singuliers triples; y, o, s, v les éléments bitangents proprement dits.
Alors, outre quatre systèmes qui disparaissent, on obtient :
i" Six systèmes de séries quadratiques quadruplement tangentes à J '; les couples d éléments bitangents contenus dans un système sont, par exemple, jav trois fois, v.'/. deux fois ri yo; le réseau correspondant est (!<• l'espèce (a), (b) ou (c); les éléments communs aux séries </ et /. forment trois groupes distincts de un, deux el trois éléments : y ne contient aucun élément double de /■ :
:>." [ u système, comptant trois lois, de séries quadratiques triplement tangentes à / el contenant l'élément cuspidal de/; les couples de ce système sont av. deux luis, vu,, 8v, :;, Z~\ le réseau correspondant est de l'espèce (h); la série q contient l'élément double de /. : les quatre autres éléments communs à /. et à y sont distincts;
3° Six systèmes, chacun comptant trois fois, de séries quadratiques analogues aux précédentes; mais les couples d'un de ces systèmes sont, par exemple, y.') deux luis. \- deux luis, w et Six; le réseau correspondant est de l'espèce (<?); la série" q contient l'élément double de /, et est tangente à /, ; les deux autres éléments communs à (j et /, sont distincts;
i" Ouatre systèmes, chacun comptant deux fois, de séries quadratiques triplement tangentes à /'et contenant l'élément double de/'; les couples d'un de ces systèmes sont, par exemple, au trois fois, oO. ex, Z/. : le réseau correspondant est de l'espèce (e)ou (h); la série q ne contient pas l'élément double de k et a trois éléments communs confondus avec /.; les autres éléments communs à q et k sont distinct- :
5° Quatre systèmes, comptant chacun six fois, de séries quadratiques doublement tangentes à/et contenant les deux éléments doubles de/; les couples d'un de ces systèmes sont, par exemple, au. deux fois. ay. Bv, x;, )-; le réseau correspondant est de
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l'espèce (/); la série q est assujettie simplement à contenir un élément double de k ; les autres éléments communs à q et k forment deux groupes distincts, faciles à interpréter.
3i8. Si la série quartique (F) a deux éléments cuspidaux, elle est de sixième classe et n'a cpie huit éléments inflexionnels; elle admet un élément bitangent doublement singulier comptant neuf fois, deux groupes de trois éléments bitangents singuliers comptant trois fois et un seul élément bitangent proprement dit. On passera du cas précédent à celui-ci en supposant que a et u, o et Q, z et x, Ç et X coïncident respectivement. On trouve alors, outre six systèmes qui disparaissent :
iu Trois systèmes de séries quadratiques qtiadruplement tangentes à f; les couples d'éléments bitangents contenus dans un système sont, par exemple, 8x trois fois et v£ trois fois; le réseau correspondant est de l'espèce (a) ou (b) ; la série q a ses éléments communs avec k confondus trois par trois et ne contient pas d'élément double de k ;
2° Six systèmes, comptant chacun trois fois, de séries quadratiques triplement tangentes à y* et contenant : celles de trois d'entre eux, un élément cuspidal de /; celles des trois autres, l'autre élément cuspidal de/; les couples d'un système sont, par exemple, aB trois fois, \- deux fois, yv; le réseau correspondant est de l'espèce (e); la série q contient l'élément double de k, et trois des autres éléments communs à q et à k sont confondus;
3° Trois systèmes, comptant chacun neuf fois, de séries quadratiques doublement tangentes à f et contenant les deux éléments cuspidaux; les couples d'un système sont, par exemple, y.h deux fois, av deux fois, xti et A;; le réseau correspondant est de l'espèce (/) et la série q contient les deux éléments doubles de À- ;
4" Un système, comptant neuf fois, de séries quadratiques analogues aux précédentes; les couples de ce système sont aa deux fois, ay, 8v, x;, À-; le réseau correspondant est de l'espèce (y) et la série q contient l'élément double de /.'. •
349. Une série quartique (G), à trois éléments doubles ordinaires non alignés, est de la sixième classe et possède six éléments Ax. — I. 2 i
inilexionnels ; elle admet trois éléments bi tangents doublement singuliers, comptant chacun quatre fois, trois groupes de deux éléments bitangents singuliers, comptant chacun deux fois, et quatre éléments bitangents proprement dits.
On passe du cas général à celui-ci en supposant, par exemple, que les systèmes qui disparaissent, et qui correspondent aux trois éléments doubles, sont formés des couples aa, aa, vv, vv, $s, ÇÇ; 7.7.. aa, 7,7,. y,/,, xx, Xk; -;-;. yy, 7,7,, 7,7,, Çlj, --. a, v, u.', v' sont les éléments bitangents proprement dits. On obtient, outre les trois >\>lèmes qui disparaissent :
i° Un système de séries quadratiques quadruplement tangentes à y, contenant comme couples d'éléments bitangents z'C, deux fois, y.), deux fois et ç- deux fois; le réseau correspondant est de l'espèce («), (£), (c) ou (//); la série y rsl tangente trois fois à /, et ne contient aucun élément double de /.- : en outre, dans le cas («), la série q ne doit pas être, parmi les séries à triple contact pour /.•, une de celles qui correspondent à la série /dont /. est la hessienne, sans quoi les éléments doubles de y seraient alignés; dans le cas (rf),*on voit que les éléments inilexionnels de y sont confondus deux par deux avec les éléments doubles;
•" Trois systèmes analogues au précédent; les couples de l'un d'eux sont aa deux fois, z~ deux fois et ;j.;j.', vv' ; le réseau correspondant est de l'espèce (6), (c) ou (d); la série </ contient nn élément double de /«, et est encore simplement tangente à /. ;
3° Douze systèmes, comptant chacun deux fois, de séries triplement tangentes ày'et contenant l'un des éléments doubles de y: les couples d'un de ces systèmes sont, par exemple, ax deux fois. --; deux fois, efjt/, £/; le réseau correspondant est de l'espèce (e) ou (h); la série q est doublement tangente à /,• et ne contient pas l'élément double de /. ;
4° Six systèmes, comptant chacun quatre fois, de séries quadratiques doublement tangentes à y et contenant deux des éléments doubles de f; les couples d'un de ces systèmes sont, par exemple, ay deux fois, x;, )-, 7^., 7,v; le réseau correspondant est de l'espèce (f) ou (y); la série q touche simplement la série quadratique qui fait partie de k et ne contient pas d'élément double de k ;
5° Un système, comptant huit fois, de séries quadratiques tan-
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gentes kf et contenant les trois éléments doubles de y"; les couples de ce système sont cor, aç, yx, yA, ï|s, y,Ç; le réseau correspondant esl de l'espèce (g), et les éléments communs à q cl /,• sont tous distincts; si q est conjuguée par rapport à la suile triple qui constitue A', les éléments inflexionnels de f sont confondus avec les éléments doubles.
350. Supposons que l'un des éléments doubles devienne cuspidal ; on obtient ainsi une quartique (II), de cinquième classe, à quatre éléments inflexionnels; il y a trois éléments bi tangents doublement singuliers comptant l'un quatre fois, et les deux autres six fois; quatre éléments bitangents singuliers dont deux comptent trois fois, et les deux autres deux fois; enfin deux éléments bitangents proprement dits. On passe du cas précédent à celui-ci en supposant que y et £, r, et A, v et tc, v' et ; coïncident respectivement.
On obtient, outre cinq systèmes qui disparaissent :
i° Un système de séries quadratiques quadruplement tangentes à /", dont les couples d'éléments bitangents sont aa deux fois, çiz trois (ois, et [au/j le réseau correspondant est de l'espèce (6) ou (c); la série q contient un élément double de k, et trois des autres éléments communs à q et k sont confondus-,
i° Quatre systèmes de séries quadratiques triplement tangentes à f et contenant un élément double; ces systèmes comptent deux fois; l'un d'eux, par exemple, contient les couples as deux fois, 7]ç trois fois, xa; le réseau correspondant est de l'espèce (e) ou (/i); les éléments communs à q et k sont répartis en trois groupes de un, deux et trois éléments; q ne contient pas l'élément double de k;
3° Un système, comptant trois fois, de séries quadratiques triplement tangentes à/' et contenant l'élément cuspidal ; les couples de ce système sont ys, 7]X, ç~ chacun trois fois; le réseau correspondant est de l'espèce (<?); la série q contient l'élément double de k, et est simplement tangente à k en deux autres éléments distincts;
4" Deux systèmes comptant trois fois, et analogues au précédent; les couples d'un de ces systèmes sont yy deux fois, ïjx deux fois, £[/., 7tul'; le réseau correspondant est de l'espèce (A) ; la séries/
contient l'élément double de k, et est simplement tangente à /, une fois ;
5° Un système, comptant quatre fois, de séries quadratiques doublement tangentes à /. et contenant les deux éléments doubles; les couples de ce système sont y/, trois fois, ex, stjx, y.y.' ; le réseau correspondant est de l'espèce (/) ou (y); la série q est osculatrice à la série quadratique qui fait partie de /.-, sans contenir un élément donlilc de /, :
(V' Quatre systèmes, comptant chacun >i\ fois, de séries quadratiques doublement tangentes à f et contenant l'élément cuspidal et un élément double; les couples d'un tel système seront, par exemple, xv deux fois, r- deux lui-. /.;. /y.; le réseau correspondant esl de l'espèce (/)', la série y touche la série quadratique qui fait paille de /.'. et contient un élément double «le /> :
-" l 11 système, comptant douze fois, de série- quadratiques tangente- à /', et cou tenant les trois éléments doubles ; les couples de ce système sonl y/, deux fois, yx, rçe, xç, -/-: le réseau correspondant e-t de l'espèce (g)] la série q contienl un élément double de /. .
351. Si un second élément double devient cuspidal, la série /'. alors d'espèce I . esl de quatrième classe, avec deux éléments ioflexionnels; il \ a trois éléments bitangents doublement singuliers dont l'un compte neuf fois, el les deux autres sis fois; deux élément- bitangents singuliers comptant trois fois; enfin, un seul élément bitangenl proprement dit.
On passe du ca> précédent à celui-ci en faisant coïncider 7. et :. -/j el -, x et [).' \ et l'on obtient, outre sept systèmes qui disparaissent :
i° Un système, c ptanl deux fois, de séries quadratiques triplement tangentes à / et contenant l'élément double; les couples de ce système sont ax el y; trois fois; le réseau correspondant esl de l'espèce (e) ou (/<); la série q a ses éléments communs avec k confondus trois par trois;
20 Deux systèmes, comptant trois, fois, de séries quadratiques triplement tangentes à /, el contenant un élément cuspidal; les couples d'un des systèmes sont oca deux fois, /,; Iroi- fois, et xix; le réseau correspondant esl de l'espèce (h); la série q contient
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l'élément double de /,' et a en commun avec /.' trois éléments confondus ;
3° Deux systèmes, comptant six fois, de séries quadratiques doublement tangentes à y, et contenant l'élément double et un clément cuspidal ; les couples de l'un de ces systèmes sont xx deux fois, yr, trois fois et y.u. ; le réseau correspondant est de l'espèce (,/*); la série q contient un élément double de k et est osculatrice à la série quadratique qui figure dans k;
4° Un système, comptant neuf fois, de séries quadratiques doublement tangentes à f, et contenant les deux éléments cuspidaux; les couples de ce système sont ay, 7)x, 7,;, chacun deux fois; le réseau correspondant est de l'espèce (./)', la série q contient les deux éléments doubles de k et touche k]
5° Un système comptant neuf fois et semblable au précédent; les couples de ce système sont 7,7, deux fois, ay deux fois, x;, rju.; le réseau correspondant est de l'espèce (y); la série q contient l'élément double de k et touche la série quadratique qui figure dans /. ;
6° Un système, comptant dix-huit fois, de séries quadratiques tangentes à/, et contenant les trois éléments singuliers de f; les couples du système sont xrj deux fois, "r, deux fois, a;, yx; le réseau correspondant est de l'espèce {g)', la série q contient deux éléments doubles de k.
3o2. L'espèce (J) correspond aux séries quartiques à trois éléments cuspidaux; elles sont de troisième classe, et n'ont pas d'élément inflexionnel ; elles possèdent trois éléments bitangents doublement singuliers comptant chacun neuf fois et un élément bitangent proprement dit.
On passe du cas précédent à celui-ci en faisant coïncider a et x, y et ç. On trouve alors, outre neuf systèmes qui disparaissent :
i° Trois systèmes, comptant chacun neuf fois, de séries quadratiques doublement tangentes kf et contenant deux des éléments cuspidaux; les couples d'un de ces systèmes sont aa deux fois, y7, trois fois, xu.; le réseau correspondant est de l'espèce (/); la série q contient l'élément double de k et est osculatrice à la série quadratique qui figure dans /. :
2° Un système, comptant vingt-sept fois, de séries quadratiques
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tangentes à f et contenant les trois éléments cuspidaux; les couples de ce système sont av, y/), ar, chacun deux fois; le réseau correspondant est de l'espèce {g)', la série q contient les trois éléments doubles de k.
353. Une série cubique et une série linéaire forment une série quartique (K.) à trois éléments doubles alignés. La série linéaire est un élément bitangent triplement singulier, comptant quatre fois; les éléments tangents à la série cubique contenant les éléments doubles de f sont douze éléments bitangents singuliers, comptant chacun deux foi-.
On passe du Tableau général à ce cas en faisant coïncider a, [3, y', y avec l'élément bitangent triplement singulier, et supposant que y et -■ . o el S' - et -', sont respectivement identiques.
Outre trois systèmes qui disparaissent, on a :
i° Douze systèmes de séries quadratiques quadruplement tangente-, à / ; L'un d'eux contient les couples yo. 7)9, ;- chacun deux fois; le réseau correspondant est de l'espèce (a); la série q est trois fois tangente à k el correspond à la série particulière /dont k est la bessienne, comme on le voil en cherchant la série quadratique de l'espace ^ qui correspond à une série linéaire de l'espace X :
2° Douze systèmes, comptant chacun quatre fois, de séries quadratiques doublement tangentes à /' el contenant deux des éléments doubles de f\ les couples d'un de ces systèmes sont av ilen\ fois, y,;j.. Bv, /.:. a-; le réseau correspondant est de l'es-
l"'rc (./) ou U)i el '•' série q esl tangente à la série linéaire contenue «huis /,-.
354. Une série quartique de l'espèce (L) sera composée de deux séries quadratiques quelconques; elle a donc quatre éléments doubles dont trois ne sont pas alignés. Elle possède six éléments bitangents doublement singuliers, comptant chacun quatre fois, et quatre éléments bitangents proprement dits. On passe du cas (G) à celui-ci en faisant coïncider s el Z. x el X, ; et -.
Outre quatre systèmes qui disparaissent, et un autre comptant huit fois, et auquel ne coirespond pas de réseau déterminé, on trouve :
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i° Trois systèmes de séries quadratiques quadruplement langentes à /'; l'un d'eux contient les couples aa deux fois, ££ deux fois, p.;j.' et vv'; le réseau correspondant est de l'espèce (c) ou (c/); la série q contient deux éléments doubles de k;
2° Douze systèmes, comptant chacun quatre fois, de séries doublement tangentes à f, et contenant deux éléments doubles de f\ les couples de l'un des systèmes sont av deux fois, x£ deux fois, /•^j., TjV ; le réseau correspondant est de l'espèce (/) ou (j)', la série q est doublement tangente à la série quadratique qui fait, partie de /.".
3oo. Une série quartique composée d'une série cubique à élément double et d'une série linéaire, a quatre éléments doubles dont trois sont alignés; elle est de l'espèce (M). Elle a un élément bitangent triplement singulier comptant quatre fois, trois éléments bitangents doublement singuliers comptant quatre fois, et six éléments bitangents singuliers comptant deux fois. On passe du cas (G) à celui-ci en faisant coïncider £ et tt, ij. et |j.', v et v'.
Outre quatre systèmes qui disparaissent, il existe :
i° Trois systèmes de séries quadratiques quadruplement tangentes à /"; l'un d'eux contient les couples yy, xX, u.v, chacun deux fois; le réseau correspondant est de l'espèce (6), et la série q, doublement tangente à À", contient en outre l'élément double de À";
2° Quatre systèmes, comptant chacun deux fois, de séries quadratiques triplement tangentes à y et contenant l'élément double de la série cubique qui fait partie de f; les couples de l'un de ces systèmes sont ye, rtx, y,),, chacun deux fois; le réseau correspondant est de l'espèce (e), et la série q est trois fois tangente à k;
3° Six systèmes, comptant chacun quatre fois, de séries quadratiques doublement tangentes à f, et contenant deux des éléments doubles alignés de f\ les couples de l'un de ces systèmes sont aô deux fois, r,ç deux fois, x;jl, Xv; le réseau correspondant est de l'espèce (/) ou (/), la série q étant tangente à la fois à la série quadratique et à la série linéaire qui constituent k\
4° Trois systèmes, comptant chacun huit fois, de séries quadratiques tangentes à /, contenant l'élément double de la série cubique qui fait partie de/, et deux des éléments doubles alignés de /; les couples d'un de ces systèmes sont ay deux fois, y,[jl, tjv,
y.;, X£; le réseau correspondant est de l'espèce (g), la série q étant
tangente à k.
356. On obtiendra l'espèce (N) en supposant que la série cubique du numéro précédent a un élément cuspidal; alors / a un élément bitangent triplement singulier, comptant quatre fois; trois éléments bitangents doublement singuliers comptant six fois, et trois éléments bitangents singuliers comptant deux fois. On passe du cas (II) à celui-ci en faisant coïncider \ et -, ;j. et u.'.
On a, outre sis systèmes qui disparaissent :
i° Trois systèmes, comptant trois t'ois, de séries quadratiques triplement tangentes à /'. el contenant L'élément cuspidal; les couples de l'un d'eux sont yv, r,x, ;;/. chacun deux fois; le réseau correspond, mi es! de l'espèce (h . la série q contenant l'élément double de k el étant doublement tangente à /,':
2 ' Trois systèmes, comptant quatre fois, de séries quadratiques doublement tangentes à /, et contenant deux éléments doubles de/; les couples de l'un d'eux sont xe deux fois, r\% trois fois, xp. ; le réseau correspondant est de l'espèce (/) ou (y), la série q étant osculatrice à la série quadratique qui fait partie de k, et tangente à la série linéaire qui complète /. :
3° Trois systèmes, comptant douze fois, de séries quadratiques tangentes à / et contenant, outre l'élément cuspidal, deux éléments doubles; les couples de l'un de ces systèmes sont ay deux fois, tjÇ deux fois, y,;;.. /.; ; le réseau correspondant est de l'espèce {g)\ la série q contient un élément double de k et est tangente à k.
357. Une série quartique de l'espèce (O), à cinq éléments doubles, se compose d'une série quadratique et de deux séries linéaires; elle admet deux éléments bitangents triplement singuliers, quatre doublement singuliers et deux singuliers, chacun d'eux comptant quatre fois, sauf les deux derniers qui ne comptent que deux fois. On déduit ce cas du cas (L) en faisant coïncider y. et u.', v et y'.
On trouve, outre les cinq systèmes qui disparaissent, et celui, comptant huit fois, qui ne correspond pas à un réseau déterminé :
i° Deux systèmes de séries quadratiques quadruplement tan-
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génies à f] les couples d'un des systèmes sont yy, •/./., uv deux fois; le réseau correspondant est de l'espèce (c), la série q contenant les éléments doubles de k et étant tangente à /.• ;
■2° Quatre systèmes, comptant quatre fois, de séries quadratiques doublement tangentes à f et contenant deux éléments doubles de /', communs à la série quadratique et à Tune des séries linéaires qui forment/"; les couples de l'un d'eux sont ye deux fois, r(x deux fois, £u. deux fois; le réseau correspondant est de l'espèce (/), la série q étant trois fois tangente à k.
3° Quatre systèmes, comptant huit fois, de séries quadratiques tangentes à/' et contenant trois éléments doubles non alignés, n'appartenant pas ensemble à la série quadratique qui figure dans /'; les couples de l'un de ces systèmes sont ay deux fois, x; deux fois, yjp., r,v; le réseau correspondant est de l'espèce {g), la série q étant doublement tangente à k.
358. La dernière espèce générale (P) de séries quartiques comprend celles qui sont composées de quatre séries linéaires et, par suite, à six éléments doubles; elles admettent quatre éléments bitangents triplement singuliers et trois doublement singuliers; chacun d'eux compte quatre fois. On passe du cas précédent à celui-ci en supposant, l'identité de p. et y.
On trouve, outre six systèmes qui disparaissent et trois systèmes comptant huit fois, auxquels ne correspondent pas de réseaux déterminés :
i° Un système de séries quadratiques quadruplement tangentes à/*, contenant les couples ss, rfri, [j.u, chacun deux fois; le réseau correspondant est de l'espèce (d) et la série q contient les trois éléments doubles de /. ;
2° Quatre systèmes, comptant huit fois, de séries quadratiques tangentes à /"et contenant trois éléments doubles non alignés; les couples d'un des systèmes sont ay, x£, 7]U, deux fois chacun; le réseau correspondant est de l'espèce {g), et la série q est Irois fois tangente à /.-.
359. Nous avons examiné tous les cas dans lesquels la série quartique/a des éléments doubles ordinaires ou cuspidaux comme seules singularités. Mais elle peut encore posséder des singularités
d'un ordre plus élevé que nous allons passer en. revue, en nous bornant toutefois aux cas où la série/ est indécomposable : l'étude des autres cas sera en eflet rendue très facile par ce que nous allons dire.
Si une série quartique indécomposable a un clément double à éléments tangents confondus, et si cet élément n'est pas simplement cuspidal, on peut, en choisissant convenablement les coordonnées, écrire son équation sous la forme
-1- X\ -+- dx\ X3 -+- ex\x\ —J.r,.r\ h.r\=0\
1rs éléments (!j) contenant L'élément singulier O,, cl tangents à/ en un élément autre que Oi: <>nt pour équation
© = Ci — «2)r2 + {d — '->•"/' l ' j ''
^-(c — 6* — iac)x\x\ -+-(/— ibc)XiXl- (A -c*)x\ = o.
Ce sont les particularités de cette équation qui nous fourniront les divers cas particuliers possibles où la série / a un élément double qui n'est ni ordinaire ni cuspidal.
Remarquons tout d'abord que le premier membre de cette équation ne peut être un carré parfait sans (pie la série / se décompose, puisque son équation prendrait alors la forme
i XxX3-\- ax\ ■+- bxtxz-\ cx\ lï-t-^2= ",
g étant une forme quadratique en ./•_, et 'V Nous avons les espèces suivantes :
A'. L'équation 8 = 0, où l'inconnue est ' > n'a |)as de racine
nulle, et ses racines sont distinctes.
Alors, on vérifie sans peine les résultats suivants : la série/n'a pas d'autre élément singulier que O,, est de la huitième classe, admet douze éléments indexionnels dont aucun ne peut coïncider avec O, (et il en est de même dans les cas suivants), cl enfin admet six éléments bilangents proprement dits; les quatre éléments tangents à/ contenant Oj sont éléments bitangents singuliers comptant quatre fois; l'élément tangent à / en O, est bilangent singulier spécial, comptant six fois.
B'. L'équation (-) = o n'a pas de racine nulle et admet une racine double.
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Alors la série _/' a un élément double ordinaire autre que O,; elle est de la sixième classe, admet six inflexions et deux éléments bitangents proprement dits; il existe deux couples d'éléments bitangents singuliers comptant les uns quatre fois, les autres deux fois; un élément bi tangent singulier spécial comptant six fois, et un élément bitangent doublement singulier comptant huit fois.
G'. L'équation 0 = o n'a pas de racine nulle et admet une racine triple.
La série y admet un élément cuspidal autre que 0| ; elle est de cinquième classe et n'a que quatre inflexions; il n'y a aucun élément bitangent proprement dit, mais seulement un tel élément, singulier, comptant quatre fois; deux singuliers, comptant trois fois; un singulier spécial comptant six fois; et un doublement singulier comptant douze fois.
D'. L'équation 6 = 0 a une racine nulle, et les autres sont distinctes.
La série / n'a pas d'autre élément singulier que 0|, est de la septième classe et admet neuf inflexions, ainsi que trois éléments bitangents proprement dits ; les trois cléments tangents à/contenant O, sont éléments bitangents singuliers comptant cinq fois; l'élément tangent à /en O, est bitangent singulier spécial, comptant dix fois.
E'. L'équation @ = o a une racine nulle et une racine double.
La série / a un élément double ordinaire autre que O, ; elle est de la cinquième classe, admet trois inflexions et un seul élément bitangent proprement dit; elle admet aussi deux éléments bitangents singuliers comptant l'un deux fois, l'autre cinq fois, un élément bitangent doublement singulier et un autre singulier spécial, comptant chacun dix fois.
F'. L'équation 0 = o a une racine nulle et une racine triple.
La série/ a un élément cuspidal autre que O, ; elle est de la quatrième classe, admet une seule inflexion et ne possède aucun élément tangent proprement dit, mais un tel élément singulier comptant trois fois, un autre doublement singulier comptant quinze fois, et un singulier spécial, comptant dix fois.
G'. L'équation 0 =0 a deux racines nulles.
La série /n'a d'autre élément singulier que O, ; elle est de la
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sixième classe et admet six inflexions; elle possède un seul élément bi tangent proprement dit, deux éléments bitangents singuliers comptant six fois, et un élément bitangent singulier spécial, comptant quinze fois.
H'. L'équation 0 = oa trois racines nulles.
La série f n'a d'autre élément singulier que O,; elle est de cinquième classe et admet trois indexions; elle ne possède aucun élément bitangenl proprement dit, mais un tel élément singulier comptant sept fois, et un autre singulier spécial, comptant vingt et une fois.
300. On peut maintenant supposer à / un élément triple et ceci donne lieu aux trois espèces suivantes :
I'. Les éléments tangents en l'élément triple O, sont distincts.
Alors la série /'est de la sixième classe et admet six éléments inflexionnels et quatre éléments bi tangents proprement dits, avec trois éléments bitangents singuliers comptant chacun huit fois.
J'. Deux des éléments tangents en 0| sont confondus.
La sérieyesl de cinquième classe, admet quatre inflexions et deux éléments bitangents proprement dits; des deux éléments bitangents singuliers, l'un compte seize fois, l'autre dix fois.
K'. Les éléments tangents en 0( sont tous confondus.
La série /"est de quatrième classe, admet deux inflexions et un élément bitangenl proprement dit ; l'élément tangent en 0( est un élément bitangent singulier comptant vingt-sept lois.
361. Indiquons maintenant comment les séries quartiques précédentes peuvent être considérées comme des enveloppes de séries quadratiques.
A'. On peut passer du cas général (D) à celui-ci en faisant coïncider a avec y et y\ t\ avec p., 0 avec v, x avec £, X avec -. On obtient, outre six systèmes qui disparaissent :
i° Un système de séries quadratiques quadruplement tangentes à/, dont les couples sont aa trois fois, 88', ee', ÇÇ ; le réseau correspondant e>i d'espèce (b), (c) ou (cl); la série cj contient un élément double de À- et touebe /,• en cet élément ;
2° Six s\ Mêmes de séries quadratiques quadruplement tangentes à/; les couples de l'un d'eux sont r/j quatre fois; eÇ', e'Ç; le réseau
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correspondant est de L'espèce ((/), (b), ou (c), la série q ayant quatre éléments communs confondus avec /. ;
3" Huit systèmes, comptant quatre fois, de séries quadratiques triplement tangentes à f et contenant l'élément singulier; les couples de l'un d'eux sont a?] trois fois, oO, sx, ^a; le réseau correspondant est de l'espèce (e), la série q contenant l'élément double de k et touchant k en cet élément;
4 ' Trois systèmes, comptant six fois, de séries quadratiques doublement tangentes à /et contenant l'élément double de/, avec élément tangent commun 5 les couples de l'un d'eux sont y/J deux fois, xA deux fois, ao, ao'; le réseau correspondant, est de l'espèce (/) ou (k), la série q étant quelconque.
B'. On peut passer du cas général (G) à celui-ci en faisant coïncider Y et 7), £ et x, "C et A, a avec ;j. et u.'.
On trouve, avec sept systèmes qui disparaissent :
i° Un système de séries quadratiques quadruplement tangentes à/, dont les couples sont zC, quatre fois, £tt deux fois; le réseau correspondant est de l'espèce (a), (b) ou (c); la série q a ses éléments communs avec À" répartis en deux groupes de deux et quatre éléments; dans le cas (ci), on évitera les séries q qui donneraient lieu à l'ensemble d'une série cubique et d'une série linéaire ;
2" Un système analogue au précédent, dont les couples sont aa trois fois, £tï deux fois, vv'; le réseau correspondant est de l'espèce (b), (c) ou (cl); la série cj contient un élément double de k, y touche k et touche encore k en un autre élément;
3° Deux systèmes comptant .deux fois de séries triplement tangentes à/, et contenant l'élément double ordinaire de/; les couples de l'un sont Y£ quatre fois, çv, tt/; le réseau correspondant est de l'espèce (<?) ou (//), la série q ayant quatre éléments communs confondus avec /. ;
4° Quatre systèmes comptant quatre fois de séries triplement tangentes à /, et contenant l'élément singulier spécial de /; les couples de l'un d'eux sont as trois fois, ytc deux fois, Çv; le réseau correspondant est de l'espèce (e); la série q contient l'élément singulier de k, y touche k et touche encore une fois /, ;
5° Un système, comptant six fois, de séries doublement tangentes à/, dont les couples sont yy deux fois, zt deux fois, <xv, av';
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de sorle que ces séries contiennent, avec élément tangent commun, l'élément singulier spécial de /'; le réseau correspondant est de l'espèce (7) ou (k); la série q contient l'un des éléments auxquels correspond une série linéaire double, et cet élément est commun deux fois seulement à </ et k ;
6° Deux systèmes, comptant huit fois, de séries doublement tangentes à /, et contenant les deux éléments singuliers; les couples de l'un deux sont ay trois lois, t'z. Z~. yv ; le réseau correspondant est de l'espèce (/); la série q contienl un élément double de /.-, et y touche la >.;iir quadratique qui fait paille de /. :
7" Un système comptant douze fois, de séries tangentes à/, contenant les éléments singuliers de/, et ayant même élément tangenl en l'élément singulier spécial : le réseau correspondant est de l'espèce (/), la série q étant quelconque; les couples du système sont y: deux fois, y» deux fois, /;. xiz.
('.'. On passe du cas général (H) à celui-ci en faisant coïncider a avec [j. et ;/, y avec /,. : avec x.
Outre neuf systèmes qui disparaissent . on trouve :
1" L n système de séries quadratiques quadruplemeni tangentes à/, dont les couple- sonl y. y. hoi- fois, ;- trois lois; le réseau correspondanl esl de l'espèce (b) ou (c); la série q touche k en un élément double de h : les trois autres éléments communs à k el q sont confondus :
2° Un s\ stème, comptant trois fois, dé -('ries triplement tangentes à/, el contenant l'élément cuspidal ; les couples s,. ut ve quatre fois, :- deux loi-; le réseau correspondanl esl de l'espèce (e); la série q contient l'élément double de k, el le- quatre autres éléments communs à q et k sont confondu- :
3" Deux systèmes comptant quatre fois de séries triplement tangentes à/, et contenant l'élément singulier spécial de/; les couples de l'un d'eux sont y.i cl y:, chacun trois fois: le réseau correspondant est de l'espèce (e); la série q contient l'élément double de k et y est tangente à /. ; les trois autres éléments communs à q et k sont confondus;
4° Deux systèmes, comptant douze fois, de séries doublement tangentes à/, et contenant les éléments singuliers de /; les couples de l'un deux sont ay trois fois, y; deux l'ois. etc; le réseau corres-
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pondant est de l'espèce (/); la série q touche k en un élément double et contient l'autre élément double;
5° Un système, comptant dix-huit fois, de séries tangentes à/et contenant les éléments doubles de /, avec même élément tangent et l'élément singulier spécial ; les couples sont yy deux fois, ye deux fois, ocç, ait; le réseau correspondant est de l'espèce (/); la série q contient l'élément de k auquel correspond une série linéaire double.
D'. On passe du cas général (E) à celui-ci en faisant coïncider 0 et v, x et \, X et -, a avec y et ;;.. Outre dix systèmes qui disparaissent, on obtient :
i° Trois systèmes de séries quadratiques quadruplement tangentes à/; les couples de l'un d'eux sont 6x cinq fois et os; le réseau correspondant est de l'espèce (a) ou (b), cinq des éléments communs aux séries q et k étant confondus;
2° Un système comptant cinq fois de séries triplement tangentes à/ et contenant l'élément singulier; ses couples sont aa trois fois, oQ, sx, ÇX; le réseau correspondant est de l'espèce (h); la série q contient l'élément double de k et y est tangente à À ;
3° Trois systèmes, comptant cinq fois, et analogues aux précédents; les couples de l'un d'eux sont a9 quatre fois, eX, Çx; le réseau correspondant est de l'espèce (e); la série q contient l'élément double de k, et quatre éléments communs à q et k y sont confondus;
4° Trois systèmes, comptant dix fois, de séries doublement tangentes k f et contenant l'élément singulier, avec même élément tangent; les couples de l'un d'eux sont aQ trois fois, xX deux fois, ao; le réseau correspondant est de l'espèce (7), la série q contenant l'élément triple de k.
E'. On passe du cas général (H) à celui-ci en faisant coïncider a avec y, r, avec £ et p/, x avec it.
Outre onze systèmes qui disparaissent, on a :
i° Un système, comptant deux fois, de séries triplement tangentes à /, et contenant l'élément double de /; ses couples sont ax cinq fois, z\x; le réseau correspondant est de l'espèce (<?) ou (h), la série q ayant cinq éléments communs avec A" confondus;
2° Un système, comptant cinq fois, de séries triplement tangentes à /, et contenant l'élément singulier spécial de /; ses
couples sont y.t deux fois et y,x quatre fois; le réseau correspondant est de l'espèce (e); la série q est tangente cà k, et ses quatre autres éléments communs avec À" sont confondus avec l'élément
double de /. :
3" Ln système, comptant cinq fois, analogue au précédent, et de couples rj, trois fois, as deux fois, x;j. : le réseau correspondant est d'espèce (h); la série q louche k en son élément singulier et en un autre élément;
4° l d système, comptant dix fois, de séries doublement tangentes à f. et contenant les deux éléments doubles de /; ses couples sont ar, quatre lois, ex, a;j. : Le réseau correspondant est de l'espèce (/), la série q étant osculatrice à la série quadratique qui ligure dans k en un élément double de /, :
5° Un système, comptant dix fois, de séries doublement tangentes à/, et contenant, avec même élément tangent, l'élément singulier spécial de/; les couples du système sont ata deux fois, y,-/, trois fois, Y)u.; le réseau correspondant est de l'espèce (/); la série q contient l'élémenl triple de k, el l'un des éléments de k auxquels correspond une série linéaire double;
l h système, comptant vingl lois, de séries tangente- à /'. et contenant les deux éléments doubles de/, avec même élément tangent en l'élémenl singulier spécial; les couple- sonl wr\ trois loi-, xx deux fois, etj; le réseau correspondant est de l'espèce (/); la série q contient l'élément triple de k.
F'. Le cas général | I) conduit à ce cas, en faisant coïncider a avec >. el w., y avec i\. Outre treize systèmes qui disparaissent on a :
i Un système, comptant cinq fois, de séries quadratiques triplement tangente- à/ et contenant l'élément singulier spécial; les couples sont aa trois fois, y; trois fois; le réseau correspondant est de l'espèce (/*); la série q touche k en élément singulier, et les trois autres éléments communs à q et k sont confondus;
2" l n système, comptant quinze fois, de séries doublement tangentes à / et contenant les deux éléments doubles; les couples sonl ocy quatre fois, y: deux fois; le réseau correspondant est de l'espèce (/); la série q contient les deux éléments doubles de k, et est osculatrice en l'un d'eux, à la série quadratique qui figure dans k ;
3° Un système, comptant trente fois, de séries tangentes à/, et
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contenant les deux éléments doubles de /, avec même élément tangent en l'élément singulier spécial; les couples sont yy deux fois, ay trois fois, a£; le réseau correspondant est de l'espèce (/); la série q contient l'élément triple de k et l'élément de k auquel correspond une série linéaire double.
G'. Ce cas résulte soit du cas général (F) en faisant coïncider a avec 9 et v, x avec tî, A avec ^ soit du cas général (G) en faisant coïncider a avec t\, y, p., p.' et v, t avec x et ç, Ç avec X et tt; dans le premier cas, l'élément tangent double proprement dit est y, dans le second y' .
Outre quinze systèmes disparaissant, il existe :
i° Un système de séries quadratiques quadruplement tangentes à y, dont les couples sont x), six fois; le réseau correspondant est de l'espèce (a) ou (6), les six éléments tangents communs à q et k coïncidant; on exclura d'ailleurs dans le cas (a) les séries q auxquelles correspondraient une série cubique et une série linéaire;
2° Deux systèmes, comptant six fois, de séries triplement tangentes à y et contenant l'élément singulier; les couples sont, par exemple, ax cinq fois, yX; le réseau correspondant est de l'espèce (<?); la série q a cinq éléments communs avec k confondus avec l'élément double de k;
3° Un système, comptant quinze fois, de séries doublement tangentes à/, et contenant l'élément singulier dey, avec même élément tangent; les couples sont aa trois fois, x), deux fois, ay; le réseau correspondant est de l'espèce (k); la série q contient l'élément triple de /. ;
4° Un système, comptant vingt fois, de séries tangentes à y et osculatrices en l'élément singulier dey; les couples sont ax et a),, chacun trois fois; le réseau correspondant est de l'espèce (/»), la série q étant quelconque.
H'. Ce cas résulte du cas (H) en faisant coïncider a avec y, r,, £, pi et pi', s avec x et r:. Vingt et un systèmes disparaissent, et il reste :
i° Un système, comptant sept fois, de séries quadratiques triplement tangentes à y et contenant l'élément singulier, dont les couples sont as six fois ; le réseau correspondant est de l'espèce (e), et la série q a ses six éléments communs avec k confondus avec l'élément double de k]
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2° Un système, comptant trente-cinq fois, de séries quadratiques tangentes à / et osculatrices en l'élément singulier; les couples sont xx et xî, chacun trois fois; le réseau correspondant est de l'espèce (/«), la série q contenant l'élément de k auquel correspond une série linéaire double.
F. Ce cas résulte du cas (G) en faisant coïncider x avec £ et -, y avec x et X, 7) avec £ et x. Outre douze systèmes qui disparaissent, on trouve :
i° Trois systèmes de séries quadruplemont tangentes à f; les couples de l'un d'eux sont aa quatre fois, au.', vv'; le réseau correspondant est de l'espèce (b) ou (c): la série q a quatre éléments communs avec A' confondus avec un élément double de A •;
2° Six systèmes, comptant huii fois, de séries doublement tangentes i\f, et contenant l'élément triple de/avec un même élément tangent; les couples de l'un d'eus sont xy quatre fois, t,;j., ïjv; le réseau correspondant est de l'espèce (i) ou (A"), la série q touchant la série linéaire qui appartient deux fois à k.
i'. On arrive à ce cas en partant du cas (11) et faisant coïncider y. avec - el ç, y avec 7i, ; et /..
Outre vingt systèmes qui disparaissent, on trouve :
i° Un >\>ième de séries quadratiques quadruplement tangentes à y, dont les couples sont xx ci m| fois et ;j-;j-'; le réseau correspondant esl de l'espèce (b) ou (c), cinq des éléments communs à q et k étant confondus avec un élément double de A;
2° Un système, coin plant dix fois, de séries doublement tangentes à /*, et contenant l'élément triple avec même élément tangent; les couples sont YY quatre fois, au,, au'; le réseau correspondant est de l'espèce (i) ou (A), la série q étant tangente à la série linéaire qui figure deux fois dans A-, en un élément auquel correspond une série linéaire double; les deux autres éléments communs à q et k sont distincts;
3 ' Deux systèmes, comptant seize fois, de séries analogues aux précédentes; les couples de l'un sont xy cinq fois et yu.; le réseau correspondant est de l'espèce (i) ; la série q touche la série linéaire qui figure deux fois dans k en l'élément triple de A.
K.'. Ce cas résulte du cas général (J) en faisant coïncider x. y. et */■;. Trente-six systèmes disparaissent, et il reste un système, comptant vingt-sept fois, de séries quadratiques doublement tan-
IV. — Théorèmes généraux sur les séries quartiques
362. L'étude cjui précède, et qui est nécessaire pour donner une idée nette des séries quartiques, conduit par elle-même à de nombreuses propositions. Nous allons en énoncer quelques-unes comme exemples.
Considérons une série de l'espèce (D); en général, il lui correspond quatre réseaux de l'espèce (/), dont la jacobienne est composée d'une série quadratique et d'une série linéaire ; en considérant les couples d'éléments bitangents appartenant à ces réseaux, on voit que l'on peut dire : les seize éléments, déterminés par les deux systèmes de quatre éléments tangents à la série /et contenant un des éléments doubles de/, appartiennent quatre par quatre à quatre séries quadratiques contenant les deux éléments doubles de /; ces deux systèmes de quatre éléments déterminent donc le même rapport anharmonique.
Si à une série /correspond un réseau de l'espèce (c), la correspondance entre éléments associés, qui transforme /en elle-même, comprend en particulier une homologie involulive; si le réseau est de l'espèce (d), cette correspondance se décompose en trois homologies involutives.
Si le réseau est de l'espèce (/), la correspondance précédente est une inversion ordinaire; s'il est de l'espèce (/), la correspondance est une inversion telle que la série quadratique qui sert à la définir se décompose; si enfin le réseau est de l'espèce (/) ou (À), la correspondance se réduit à une homologie involutive, cas particulier de l'inversion, si l'on veut. Nous aurons l'occasion de revenir plus tard sur ces inversions qui conservent la série /dans certains cas.
363. Si la série quartique est de l'espèce (L), c'est-à-dire composée de deux séries quadratiques g et A, on voit qu'il existe trois
systèmes de séries quadratiques bitangentes à g et h; chacun de ces systèmes contient les éléments tangents communs à g et À, répartis en deux couples; si (r,) et (Ç), (6) et (x) sont ces deux couples, les éléments (-/,£) et (Qx) déterminent un élément (!•) avant même pôle (x) par rapport à g el // ; les éléments (a) et ((3) de la série du faisceau (^, /*) qui a (x) comme élément double, comptés deux fois, forment aussi deux couples du système considère L'application des théorèmes généraux nous fait retrouver cette proposition connue : les élément de contact de (r(), (Ç), (9), (x) avec g et h appartiennent à une même série quadratique. On voit encore que si une série du système considéré plus haut louche g en (y) et (3), h en (t) el (a), les éléments (yz) et (tu) contiennent (x) et sont conjugués harmoniques par rapporl à (a) et (3 : les éléments déterminés par (yi) et (zu), (yu) et (;/) appartienne ni à i ; : les éléments (yt), (-«)« (jK")> (*0 touchent une série quadratique; si nue série quadratique contenant (y), (:•), 1 1 . (//) a encore avec g cl h en commun | r' I, 1 s') et (*'), («'), ces quatre éléments délerminenl une seconde série quadratique doublement tangente à (g) el(h)', elc.
Ces diverses propriétés se retrouvent sans peine de la façon suivante. Si F = o esl l'équation d'une série quadratique doublcin ri il tangente aux séries g = o et h = o, on a
<?•' et h' étant des fonctions linéaires; donc
\th= Iïn- — g'*;
de là résulte que X( g ■+■ X2 h = o est une série décomposable du faisceau (g", h), ce qui détermine )., el X2. Si Ton a par ce calcul
'/,;-— À,/i = pq, p el g étant deux fonctions linéaires, on en déduit
= — |xfX2/i -f-((is/J - y;7)2, les (u.) étanl des paramètres liés par la relation
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On pourra employer les formes canoniques de g et //, s'il est nécessaire de développer ces résultats.
364. Voici maintenant énumérés quelques moyens d'engendrer des séries quartiques, et se rapportant aux études déjà faites.
Si l'on Tait correspondre homographiquement les séries de deux faisceaux de séries quadratiques, le lieu de leurs éléments communs est une série quartique générale. On rapprochera de ceci le théorème suivant facile à démontrer en employant les mêmes considérations qu'à propos des séries cubiques : Si une série quadratrique, contenant quatre éléments fixes d'une série quartique y, a en commun avec y quatre autres éléments variables, toute série quadratique contenant ces quatre éléments variables et un élément fixe de /", aura encore avec/* trois autres éléments fixes.
Si l'on fait correspondre homographiquement les séries d'un faisceau de séries cubiques et celles d'un faisceau de séries linéaires, le lieu de leurs éléments communs est une série quartique générale. On a le théorème correspondant : Si une série cubique variable contient neuf éléments fixes d'une série quartique y, et a en commun avec y trois autres éléments variables, ces trois éléments appartiennent à une même série linéaire qui a en commun a\ec f un quatrième élément fixe.
On engendrera de même une série quartique à élément triple en faisant correspondre homographiquement les séries d'un faisceau de séries linéaires, et les éléments d'une série cubique rationnelle de seconde espèce; la série équivalente à la série cubique est cinq fois tangente à la série quartique. En faisant correspondre homographiquement les éléments (ç) d'un faisceau et les séries quadratiques d'un même système quaclruplement tangentes à une série quartique, on engendrera encore une série quartique à un élément double; les deux séries quartiques sont huit lois tangentes. En faisant correspondre homographiquement les séries d'un faisceau de séries quadratiques, et les éléments tangents d'une série quadratique, on définit une série du cinquième degré en général, à quatre éléments doubles; elle se compose d'une série quartique à deux éléments doubles et d'une série linéaire, si l'une des séries déterminées par deux éléments communs aux séries quadratiques du faisceau se correspond à elle-même dans la cor-
respondance indiquée; la série quadratique fixe est, en général, cinq fois tangente à la série quin tique; dans le cas particulier, elle sera quadruplement tangente à la série quartique.
On pourra maintenant supposer que des éléments de différente nature sont mis en correspondance non plus à l'aide d'une forme bilinéaire, égalée à zéro, mais, par exemple, à l'aide d'une forme linéo-quadratique ou doublement quadratique; dans ce dernier cas, en employant deux faisceaux de séries linéaires, on engendre une série quadratique à deux éléments doubles; les propriétés connues de la forme doublement quadratique nous font retrouver immédjalcmenl la proposition relative à L'égalité du rapport anharmonique des deux systèmes d'éléments tangents à la série quartique contenant les éléments doubles. On voit aussi qu'il existera une infinité de suites de in éléments inscrite à la série quartique et telle que les éléments de seconde espèce de celle suite, pris de deux en deux, contiennent les uns un élément double, les autres l'autre, dès qu'il existe une telle suite proprement dite.
Si l'on se donne encore une relation doublement quadratique en (a) et (y.) et que, considérant (a) et (u) comme définissant deux éléments d'une série quadratique, on cherebe le lieu de l'élément commun aux éléments tangents correspondants de cette série quadratique, on trouvera une série quartique à deux éléments doubles, quadruplement tangente à la série quadratique. On voit par là qu'étant donnée une série quadratique quadruplement tangente à une série quartique à deux éléments doubles, les éléments communs à la série quartique et à un élément tangent quelconque de la série quadratique se séparent en deux groupes de deux, algébriquement.
Enfin, le problème résolu au n° 230 donne encore de nouvelles générations d'une série quartique. Si (x) est un des éléments d'une suite triple circonscrite à une série quadratique F et dont les deux autres éléments appartiennent à deux séries g cl h, le lieu de (.r), ou plutôt une partie du lieu de (x) sera :
i° Une série quartique à trois éléments doubles, quadruplement tangente à F, si g est une série linéaire ou une série quadratique doublement tangente à F, et h une série quartique à trois éléments doubles quadruplement tangente à F;
20 Une série quartique pareille à la précédente, si g et h
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sont deux séries cubiques rationnelles triplement tangentes à F;
3° Une série quartique à deux éléments doubles, doublement tangente à F, si g est une série linéaire ou une série quadratique doublement tangente à F, et h une série quadratique ou une série quartique rationnelle triplement tangente à F;
4° Une série quartique à un élément double, si g et h sont identiques avec une série quintique à quatre éléments doubles, cinq fois tangente à F; et l'on obtient alors une infinité de suites triples inscrites à la série quartique et circonscrites à F, de sorte que cette série quadratique fait partie de la cayleyenne de l'un des réseaux des espèces (e) ou (h) correspondant à la série quartique.
V. — La série quartique rationnelle
365. Les séries quartiques rationnelles sont des espèces (G), (H), (I), (J), (B'), (C), (E'), (F), (G'), (H'), (I'), (J'), (K').
La plus générale est celle d'espèce (G) à trois éléments doubles; si ceux-ci sont pris pour éléments fondamentaux, on peut écrire l'équation de la série/:
f = a'\0c\x\->r atxlx\-\- a%x\x\
-+- ibix\ a?2^3+ ib2Xix\x3-\- ibzx{x.2x'l =o;
les éléments tangents en O,, 02, 03 ont pour équations
a3xl-\- ■xbix-2x3~{- 0^x1 = 0, ...;
ils appartiennent à la série quadratique
ai£î + a,Ç« -h a,H — aftiÇiÊ$—a&«Ê»£i — aésÇi £* = <>;
de même les éléments tels que ceux qui sont déterminés par O, et les éléments tangents à /en O,, appartiennent à une même série quadratique. On démontrera les mêmes théorèmes pour les six éléments tangents à /contenant O,, ou 02, ou 03.
Nous laisserons le soin d'étudier les modifications que subissent ces propositions dans les divers cas particuliers, et de calculer explicitement les différents éléments particuliers de la série /, quand elle est rationnelle, en se servant de l'équation ci-dessus.
Les propositions générales fourniront de nouveaux énoncés particuliers; ainsi dans le cas (I), la série / se transforme en
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elle-même par une homologie involutive : si donc O et Q déterminent cette involution, les deux éléments cuspidaux de / sont alignés avec O, tandis que les éléments tangents en ces éléments cuspidaux sont alignés avec Q; la même chose a lieu pour les deux éléments inflexionnels de/; l'élément double de /appartient à Q, et son élément tangent double à O.
366. Quand la série quartique est rationnelle sans avoir un élément triple, on peut l'étudier comme résultant d'une série quadratique par une correspondance quadratique Irrationnelle, en particulier par une inversion.
Supposons la série quartique /de l'espèce la plus générale (G) ; une infinité d'inversions générales lui font correspondre une série quadratique quelconque ; il suffit de définir l'inversion par O, par exemple, et une série quadratique tangente en 02 et 03 à li3 et Q2; les éléments bitangents ou tangents stationnaires de la série quartique correspondent aux séries quadratiques contenant O,, 02 el 03, qui sont bitangentes ou osculatrices à la série quadratique qui correspond à/.
Si l'un des éléments doubles de /devient cuspidal, la série quadratique correspondante devient tangente à l'un des éléments fondamentaux Q,, Q2 (HI Û3.
Si la série /est de l'espèce (B'), de façon que O, soit l'élément double ordinaire, et 03 l'élément singulier spécial, on fera correspondre à/ une série quadratique en employant une inversion singulière définie par O, et une série quadratique décomposable d'élément double 03, telle que la polaire de O, par rapport à cette série soit l'élément tangent à/en 03, soit Q, .
Si cette série touche Q,, l'élément double O, de / devient cuspidal; si elle touche Q2, l'élément singulier spécial change de nature : on obtient l'espèce (E') ou (F').
Enfin, si la série / est de l'espèce (G'), de sorte que O, soit l'élément singulier avec û2 comme élément tangent, on lui fera correspondre une série quadratique en employant une inversion singulière définie par Ox et une série quadratique tangente à ii, en O,, et même osculatrice en O, à une série quadratique fixe facile à déterminer; si f est de l'espèce (H'), cette série touche Qo.
Il =
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367. Etudions maintenant la série quartique rationnelley définie par des formules de la forme
?Xi = fi(lu X2),
les fi étant des formes quartiques binaires par rapport aux (À), qui n'ont pas de racine commune.
Ceci revient aussi à l'élude de la forme
g = Çi/i (*ij X2 ) + £2/2 (Xlf X,) -+- h/a (Xi , X2 ). Nous ferons
/1 = «oM-f- 4«iXf X2-t- 6a2Xf X|-+- 4a3XiX|-i- a^\\, f% = b0l\ + 4 ôtX? X,4- 66, Àf X|H- 463X1XI + 64X*, /■= coXJ-r- 4dXfX2+ 6c2XfX|-i- 4c3XtXl+ etX*.
Les coordonnées d'un élément tangent à f s'expriment sans peine à l'aide des (1).
L'invariant multiple fondamental est celui dont les racines correspondent aux éléments inflexionnels de f; soit
aoXf-f- 2a1XiX2-h a2X| «îXf -1- aa2X1X2-(- «3 X | a2Xf + ■2a3X1X2-i- atX| 60Xî -f- 2Ô1X1X2 + &2X| ôjXf -+- 2Ô2XiX2-t- 63Xf 62Xf+ 2&3XiX2-+- 64X| c0Xf-t- 2c1X1X2-i- c2X| cx X f H- 2c2XiX2-t- c3Xf c2X^+ 2c3XiX2-f- c4X|
nous avons ainsi une forme sextique que nous ne supposerons pas identiquement nulle, de sorte que f n'est pas une série linéaire.
368. Cherchons la condition pour que trois éléments (),), (pi), (v) de y soient alignés; si l'on fait
/Iia1v1=/>, 2X2p.1v1=gr, SX1[X2v2=/', on trouve sans peine la condition
— 4 ci
Si l'on fait les (y.) et les (v) égaux aux (X), on retrouve l'équation h = o ; si l'on fait les (v) égaux aux ().), la relation précédente est une équation du second degré en (pi); en écrivant que ses
racines sont égales, on obtiendra une équation pour déterminer les éléments de contact des éléments bilangents à/'.
Si (X) et (pi.) sont des paramètres qui correspondent à un élément double ou triple de/, considéré comme réunion de deux ou trois éléments ordinaires, les éléments (1), (a), (v) sont alignés quel que soit (v). Donc, pour déterminer les éléments doubles, on écrira (pie les coefficients de vj, v,v2 cl vij sont nuls dans la relation précédemment trouvée. On obtiendra ainsi trois relations quadratiques entre / = A,;j.,, // = ),, u.2 -h A? u-i , V = X2jx2; alors on pourra déterminer ces quantités facilement; si l'on veut avoir une équation pour déterminer les (à), on éliminera linéairement /-, u2, v-, uv, vt, tu entre les trois équations précédentes et celles que l'on obtient en multipliant le premier membre de la relation
v A \ — mXiXs-h/X! = o
respectivement par /. //. v.
Si l'on élimine linéairement les mêmes quantités entre les trois mêmes premières équations et celles que l'on obtient en multipliant le premier membre de la relation
OL\t •+- Ot^U-h OC3P = o
respectivement par /, u, v, on obtiendra une équation dont le premier membre sera une forme cubique par rapport au v (a) décomposable en trois facteurs linéaires; si dans ebacun de ces facteurs on remplace a,, a2) a3 respectivement par X*, — A, X2, a;, on obtiendra trois équations du second degré, et les racines de chacune d'elles correspondent à un élément multiple de/.
La discussion des différents cas qui peuvent se présenter est facile à faire; voici les résultats obtenus : pour les espèces (G), (H), (I), (J), les trois équations du second degré qui correspondent aux éléments doubles n'ont pas, deux à deux, de racines communes; si l'une d'elles a une racine double, il lui correspond un élément cuspidal; dans les cas (B') et (C), deux des équations dont nous venons de parler ont les mêmes racines distinctes; la troisième a deux racines distinctes ou confondues, différentes des précédentes; dans les cas (E') et (F'), deux des équations précédentes ont les mêmes racines confondues; la troisième a deux racines distinctes ou confondues. Dans les cas (G') et (H'), les
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trois équations qui déterminent les éléments doubles ont les mêmes racines distinctes ou confondues; dans le cas (l'), ces trois équations ont deux à deux une racine commune, cl d'ailleurs leurs racines sont distinctes; dans le cas (J'), Tune d'elles a une racine double, tandis que les deux autres sont identiques et admettent cette racine double avec une autre racine; enfin, dans le cas (K/), les trois équations admettent la même racine double.
I. — Définitions et formules générales
369. Soit un espace E rempli par les éléments (x) et (£) des deux espèces. Considérons une forme quadratique fixe
F = F.cj = Fii^î •+-...-+- 2Fjja7ja?8-t- • • •
que nous pouvons toujours supposer donnée <lr première espèce. Les éléments définis par cette forme consliluenl l'absolu de l'espace E; il y a des éléments absolus des deux espèces. La forme équivalente à F sera
* ^ *ç,= *,,£» + ... -+-2*,,^, -h..., ;i\CC
*«3= FtjFts— FUF„,
Le discriminant de F sera D et, par suite, D2 sera celui de <ï>.
La Géométrie métrique ternaire générale correspond à l'hypothèse où D est différent de zéro.
370. Si (y) et (c)sont deux éléments quelconques de première espèce, la distance du premier de ces éléments, considéré comme origine, au second, considéré comme extrémité, sera le produit par une constante m du logarithme népérien du rapport anharmonique k déterminé par (y), (z) et les deux éléments (l) et (t1)
communs à (yz) et à l'absolu F. Si donc yz représente cette distance, on aura
yz = m \og(yzt/ i,
ou
yz = m log/,,
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avec
i - A- _ y/— «frfy.ii
d'après une formule connue.
De même, la dislance de deux éléments de seconde espèce (t|) et (Ç), dont le premier est l'origine et le second l'extrémité, est, en désignant par [j. une constante et (t), (t') les éléments communs à (tjÇ) et <ï>,
7]Ç = [xlog(T)ÇT:x'),
ou
avec
TjÇ = |i logX,
i — x = y/- DF^, i -+- x " *oÇ
La distance jk-s ou 7jÇ est donc la môme que celle définie en Géométrie binaire pour l'espace (j;) ou (t&), à condition de prendre pour éléments absolus de ces espaces (/) et (Y), ou bien (t) et (Y). Il y a exception si (/) et (Y), ou bien (t) et (Y) sont confondus.
Dans le cas général, par suite, les remarques faites en Géométrie binaire subsistent entièrement : si(y)et(z) coïncident, on détermine yz en prenant {yz) quelconque contenant (y).
Si (t) et (t'), ou bien (t) et (Y) sont confondus, la distance yz-
ou r^ devient nulle, à un multiple près de liniTZ ou 2?f/.7u; si, de plus, (y) ou (•/]), par exemple, appartient à F ou<ï>, celte distance est indéterminée.
On peut écrire, en vertu d'identités connues
yz ¥yz yz y/4>(yS)>
2*m y/Fy» F.. 2f/n /FyFz=
cos— ^- = ^ ■> sin— — = — ,
dans ces formules, les radicaux ont des déterminations arbitraires ;
i désigne y/ — i .
Pour avoir plus de précision, appelons (£) l'élément (/:•), s.ip-
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posé donné, et faisons
(.yz )i _ ( vz u _ (yz h _
ir - u - h
de sorte que {yz) est une quantité parfaitement déterminée et telle que si (V) est un nouvel élément de (!•), on a
(yz)-h(zu)-^(uy) = o:
de même, (x) étant l'élément (r^), faisons
(tjÇ)i (ilOi (lÇ)« _,_n
= = — - — — v.TiU-
xi x% a?a
Orientons l'espace en fixant la détermination de y/D; de plus, orientons aussi un élément tel que (.r), en fixant le signe du radical v r>, et un élément tel que (É), en fixant le signe du radical \ (I»;m et écrivons alors
rz Fv- . .rï . !■
%im J\ /] •""< /F \ F=> cos— £- = , . — > sm— ^- — — — -,
nous voyons que la distance de deux éléments orientés, appartenant à un élément lui-même orient.', esl définie complètement à \inir. ou \i[j~ près. Si (x), (y), (s) sont orientés et appartiennent à un même élémenl orienté, on a
j'; + ;/-/c = o (mod 4 im~).
La distance d'un élément (y) à lui-même orienté de façon opposée est a //// ~.
Deux éléments de même espèce sont dits perpendiculaires quand ils conjugués par rapport à L'absolu. Si (y) et (z) sont deux tels éléments, on a
yz = im r. ( mod i im r. .
quelles que soient les orientations.
Deux éléments d'espèce opposée qui sont pôle et polaire par rapport à l'absolu sont dits normaux; chacun d'eux est le lieu des éléments perpendiculaires à l'autre.
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Si un élément (y) est orienté, on peut regarder l'élément normal (y\) à (y) comme orienté lui-même; en effet, on peut prendre pour les (■/)/) les quantités Fy., et alors on peut écrire
De même, si (r\) est donné, on peut prendre pour les {yi) les quantités <ï>rj., et écrire
Si (y) et (s) sont respectivement normaux à (yj) et (Ç) et sont orientés de façon correspondante, comme nous venons de le dire, on a
2 un ii \j.
(mod air).
372. Considérons deux éléments d'espèce différente (y) et (Ç); si (z) est normal à (Ç), l'élément (ya) est perpendiculaire à (Ç); c'est le seul qui jouisse de cette propriété et qui contienne (y), sidu moins (y) et (Ç) ne sont pas normaux. Les coordonnées de (yz) sont les quantités j2 ^^3 — .r s ^c,, • • • , et l'on a
*(y,). = D[Fr.*P-D(.r|01]; nous orienterons (ya) en donnant une détermination fixe au
radical y/Fy>Q?— D(y | Ç)a.
La distance (j^) est alors facile à calculer; on a
LUÏ5 : — ■ . . f oui . . __ — . .
iun y/FvV*? '2UH Vpy* V *Ç2
La distance yÇ de (7) à (Ç) sera définie par l'égalité
yÇ=Esyz-hinni (mod/i imn), de sorte que, en particulier,
sinK = lrlj)/P.
Si (*) est l'élément commun à (Ç) et (ys), les coordonnées de (t) sont (y | Ç)*^ — ,7, $?, . . ., et par suite, on a
par suite, on peut considérer (t) comme orienté, si l'on se donne l'orientation de ("Ç) et celle de (y:-), en faisant
alors, on a sans peine
)•; ^yt (mod i im- I,
car (t) est tel que
z/ = im - ( mod 4 un - }.
Des considérations analogues définiraient la dislance Çy de (£) à (y)\ (~fi) étant normal à (r), l'orientation de (rfc) serait déterminée par celle de l 'r;), et en effet ces deux éléments sont normaux; (0) étant commun à (y) et (tjÇ), l'orientation de (0) est déterminée, et l'on a
ly = ÇO = Çr, -f- f';j- | mod j i\Lti)\
par suite aussi
' " -+- -^L == TT (mod'2-).
Quand la quantité I . '!» — l)(^|Çj- <si nulle, c'est que, comme on sait, (y) appartient .'i l'un des éléments tangents à F qui nui pour éléments de contact les éléments communs à (Ç) <i F ; dans ce cas, on a
yt i'/' ît (mod 2 im - .
quelles que soient les orientations; (y) et (Z) sont perpendiculaire-. Quand (y) et (Ç) sont normaux, on a
jkÇ im- (mod 4 unit).
Si (y) et (r) sont respectivement normaux à (y,) et (Ç), on a
_Z^L = J^i (m0d2TC).
373. Les formules développées dans ce qui précède permettent d'énoncer de nombreuses propositions sous une forme nouvelle en y introduisant les notions de distance.
En voici deux exemples. Si quatre éléments (y), (c), (t), (u)
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appartiennent à un même élément (£), leur rapport anharmonique
peut s'écrire
( yt)(zu)
en adoptant des notations indiquées plus haut; et par suite,
yt . zu sin-1-: — sin
2 ini 2 un
(yztu) = _ — ■
yu . zt sin-^ — sin
iim ii m
Si un élément (ç) appartient avec (r{) et (Ç) à un même faisceau, son équation peut s'écrire
~k\(x | y)) -j-l2(x | Ç) = o, et réciproquement; mais cette équation s'écrit aussi
Ai <ïv sin — H — h à2<Pî:2 sin — — = o, ' 2im inn
d'où une proposition facile à énoncer.
37-4. Considérons une suite de n éléments (x), (y): (s), (0? (m), . . ., dont le dernier soit (w) ; son étendue sera
S = xy -\- yz -+- zt -\- tu -+-. . ."-+• wx.
La suite équivalente de seconde espèce (xy), (yz), (zi)i (tu)i • • ou (£), (t,), (Ç), (9), . . . aura de même une étendue
s = ^-+-^ç + çë-f-..:.
Gomme on peut écrire
S = (xy-i-yz -+- zx) ■+■ (xz -+■ z t -t- t x ) h- (.zt -+- £w -+- «#) -H. . .,
on voit qu'on peut ramener le calcul de S à celui de l'étendue d'une suite triple; il en est de même pour S. C'est ce calcul seulement que nous allons développer.
Soit donc une suite triple (x), (y), (z); désignons par (£), (•/]), (ï^) les éléments (yz), (zx), (xy) de la suite équivalente et supposons que l'on ait
(yz)i=h> {zx)i=y\h (xy)i=Z>i- An. — I. .«6
Un calcul direct donne d'abord
S F,r F.rc sfôï, -h Fv- ¥yx /i^ -+- Fzx Fzy v/*^— /*£ /*v */*?
sin-
F^i-yiv
cos
S Fyz Fr:r Fxy - Fr- /^ /*? — Fï;r /*£ V/*P - F^ y/*^ v/*r/
iim
FX,F,^V
On voit que l'étendue S est définie à un multiple près de fii/ynz, quand l'orientation de (£), (t, ), (£) est connue.
Si l'on veut ne faire figurer dans les formules précédentes que les (x), (y), (:•). on remplacera^, par exemple, par F^F.-; — FL.
Supposons maintenant qu'au contraire on ne veuille plus faire li<;urer dans les formules ci-dessus que les (£), (r(), (v); on a successivement
Xi(xyz i - i ï]Ç)i-,
cette dernière notation représentant le déterminant
'I';- *fci ♦« *Ç»1 *n« *»'/;:
*« *ï)î; *p et, par suite, après suppression d'un facteur commun haut et bas,
sin— ~ =--u(ÇW7 y / \7 y /— \7 , , . >
S I»-(ïr,r?
COS — ; — = 1 ; . . -T-; , , T-. . -r •
■J.UU (*ïjÇ-<- V*r1JV*ÎVl',,r;-^ V*çV*ÇV\*Çtl-+- V*ï»V*rjV
On aurait des formules analogues pour déterminer l'étendue 2 de la suite (Ç), (r(), (Ç).
375. Si les éléments fondamentaux n'appartiennent pas à l'absolu, on peut prendre
F = x\ -+- x\ -+- x\ -+- a cos0iar2a-3H-2 cos92ar3a:, -+- 2 cos03aria-2;
si nous supposons m = jj. = — ., pour simplifier, et si nous orientons les éléments fondamentaux en prenant pour O/, Xi = 1 et
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y/F^ = i , on a d'abord
cos0203 = cosOt, co$03 Oi= cos02, cosOi02 = cos63.
On a aussi
* = sin26i^f -f- sin262y -+- sin263£2-i- 2(cos62cos63— ccse,)!;;,^ -+- '2(cos63cos8i — cos02)?j3£i •+- 2(cos0icos62 — cos03)çi?2 ;
orientons les éléments fondamentaux de seconde espèce en faisant pour û;, ç/= 1 et ^/'Oç!= sinQj-; alors on voit que l'on peut considérer 6,, 92 et 93 comme les distances 0203, OsO, et 0( 02. D'ailleurs, ici
D = 1 -+- 2 cosG1cos62 cos63 — cos26! cos262 — cos263
= 4 sin sin sin sin- •
On a aussi
cos62cos63 — cosGi . — — — 1/D
cosQ2Û3= • n • a -* sini>2t>3
sin 62 sin 63 sinG2sin03'
/T- 1 -+- cosô, -+- cos8.>-{- cos83
sinS = — y D r— -7 g—— -— ,
(n- cos6!)(n- cos92)(i-+- cos63)
(1 -4- cos6i)(i -+- cos62)(i -+- cos63)
Si la série triple formée par les éléments fondamentaux est conjuguée par rapport à l'absolu, les formules précédentes subsistent, avec 8| =02 = §3= -•> et les expressions générales relatives
aux distances se simplifient : les coordonnées sont alors orthogonales.
Remarquons encore, dans le cas général, que l'on a
/D „:„77r kv/D
sina?i2,= 7=' sin£0{- =
d'où une interprétation métrique immédiate du rapport de deux coordonnées d'un élément.
De même, si (os) appartient à Q, de sorte que os, = o, on a
a?3sin6i . — — 272sin6)
sin;r02 = , > sina703 =
et, par suite, une interprétation nouvelle du rapport —
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On aurait des formules analogues pour un élément de seconde espèce (ç).
Nous n'insisterons pas sur les conséquences de ces remarques. Nous observerons seulement que, si l'on considère l'espace E comme un point tel que les éléments de première et de seconde espèce soient les droites et les plans qui passent par ce point, la théorie que nous venons de développer coïncide manifestement avec celle des angles dans cet espace, à condition de remplacer le mot distance par angle, et de prendre comme absolu le cône isotrope qui a son sommet au point considéré. Par suite encore, cette théorie correspond à la Géométrie métrique sphérique, et les formules de ce numéro sont celles de la Trigonométrie sphérique.
376. Il serait facile, avec les formules que nous avons indiquées plus haut, de retrouver les propositions connues de la Géométrie sphérique relatives aux triangles, aux transversales, etc. Nous nous contenterons d'indiquer quelques résultais.
Si l'on considère la suite triple fondamentale O, 0203, avec les mêmes notations qu'au numéro précédent, l'élément II, perpendiculaire à û{ et contenant 0( aura pour équation
r2(cos03 cosO| — cos62) — x3( cosÔ! cos62 — cos03) = o;
les trois éléments II,, IT2 et Il3 sont par suite alignés.
L'élément P,, perpendiculaire à Of et contenant Q,, aura de même pour équation
;2 COSÔj — ;3 cos63 = o;
les trois éléments P< sont alignés.
La dislance 0203 a deux, milieux; l'un M,, intérieur, tel que
M] U2— M!03= o (mod2-):
l'autre M',, extérieur, tel que
Mi02+M',03=r (modaz):
ces deux milieux M, et M'( sont évidemment les éléments doubles de l'involution déterminée par 02 et 03 d'une part et les éléments communs à Q, et à l'absolu d'autre part.
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Les équations de 0,M, et 0,1m', sont respectivement
x2 — z~3 = o et .r2 ■+■ &3 = o.
On voit que les 0,-M,- sont des éléments alignés; il en est de même de 0,M,, O2M2, OjjM!, par exemple; les M'{ sont des éléments alignés; il en est de même de M',, M2, M3 par exemple; et ainsi de suite.
Considérons le lieu des éléments (x) tels que l'on ait
cosa?02 = ± cosa7 03; ce sont les séries linéaires
cos63a7i-i- a?2-i- cosGt^ = ± (cos02^i -+- cosÔ!^-*- #3);
elles contiennent respectivement M, et M', et sont perpendiculaires à Q{ ; on peut énoncer, pour les six séries linéaires analogues, des propositions semblables à celles qui précèdent relativement aux 0,-Mj et OjMj-.
On envisagera de la même façon les milieux des distances telles
que O0O3.
On n'oubliera pas, d'ailleurs, que la plupart des propositions précédentes, qui prennent un intérêt spécial en Géométrie métrique, correspondent à des propriétés plus générales de la Géométrie projective, qu'il serait facile d'énoncer. Mais il est inutile de donner plus d'indications sur ces théorèmes spéciaux que l'on peut multiplier à volonté; il est suffisant d'avoir montré leur origine générale.
II. — Les mouvements et les invariants métriques
377. La distance de deux éléments quelconques ne change pas quand on fait un changement de coordonnées, ou une transformation homographique quelconque, à la condition que les constantes m et u gardent leurs valeurs, et que, dans le dernier cas, le nouvel absolu soit l'ancien transformé.
Transformons maintenant les éléments de l'espace E par une
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homographie quelconque ?
Xi = Xi x\ -h fi, x'.2 -h v, :r3 , ar2 = X2a-', -+- (u2:r'2 + v3:r3, «"s = Xs^i -+- IJ.3^2 + vsa7j,
les (.z') étant rapportés aux mêmes coordonnées que les (x), et laissons l'absolu invariable, ainsi que les constantes m et u.
On peut rechercher les homographies <r qui sont telles que la distance de deux éléments quelconques soit égale à la distance des deux éléments correspondants, au degré près d'indétermination qui se présente toujours quand il s'agit de distances.
La considération des éléments à distance infinie montre tout de suite qu'une condition nécessaire est que, si l'on applique la substitution 7 à l'absolu, on retrouve l'absolu lui-même, et cette condition est aussi manifestement suffisante. Les substitutions <r cherchées sont donc telles que l'on ait
Fv
FV
FV
FVv
FvX
Fsi
et d'après l'identité
F),» 1%. FXv !
F).|x F^ F^y =D(XIxv)«,
Fxv FP Fv
la valeur commune des rapports précédents est (A;r/ >;i
378. Pour étudier plus facilement les homographies que nous venons de définir, nous prendrons F sous la forme canonique déjà employée souvent,
alors, on a F^=o, Fv.= o, F)!X=o, FXv=o, et l'on doit par suite écrire, en appelant co,, w2, w',, <o',, y. des paramètres arbitraires,
[-1] = 2 10] tl)j , V, = 9 Oj', tû'j ,
Xi = a(w,oj'2 + w2to'j), X2 = awj co'( , A3 = aw2u>2.
La condition —■- = --^ donne alors y.- = 1 , et il est clair que l'on ne diminue pas la généralité en faisant a = 1 .
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Les substitutions a- cherchées sont donc de la forme
en = (o>i to'2 -4- Lù2to'1)x\ -+- 2u>1<j)2a72-t- 2W| tartT3, cr-2 = Wj to'j a?'j -+- w2 a?'2 -+- oj't2 a73 ,
et, en faisant w, to'2 — (jo2 w', = w, on a (X|j.v) = to3, tandis que les rapports tels que rr- sont égaux à w2. Inversement, on a
U>2 372 = H>1 Cl/2 37t -H w'j2 fl?2 + w? %i )
Si F était donnée sons la forme la plus générale, on chercherait d'abord une substitution
xi = XiiXt-f- X i2X2 -4- X 13 X3,
SV-2 = X21 Xi -+- X02X0 -t- X23X3, 373= X3iXi-t-X32Xo-4- À 33X3,
qui mette F sous la forme X; — 4X2X3, à un facteur près; appliquant alors aux (X) l'une des substitutions a- précédemment définies et supposant que les formules précédentes donnent
8X1 = \t-llXl-T- \xïlX2 -+• f*31 x3i
o étant le déterminant des coefficients (X), on trouvera
8a?/ = 2 Xj j [J'y, [lu ( 0)1 a>'2 -+- Lu, w'[ ) -4- X/2 tt>t û)', ■+- X/3 W2 0>2 ]
-4- (£yg[2Xa(*>l w2 -+- X/jCdf -4- X,-3to| ] -4- [Xy3 [ 2 X;1 U^ U)2 -4- A /2 W? -+■ hs W22 1 } •
Si, par exemple, on a
F = a72-Ha?2+a7|, on fera
37 1 = Xj,
372 = ÎXj — 1X3,
xa = X2 — X3, d'où
2 j'Xi = 'lïXy,
2tX2= — a72-4- ixi, 2j'X3= — Xi — j'373,
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et l'on obtiendra des formules semblables à celles connues sous le nom d'Olinde Rodrigues.
379. Les substitutions n que nous venons de déterminer sont des mouvements. Si (x) et (x') sont correspondants, on a
Fx*= cu2Fx^;
on peut donc considérer (x') comme orienté en se donnant la détermination yFX'>, et, par suite, (x) comme orienté, en faisant y/FX2= ± io y/Fx-., le signe étant toujours le même ; de même, on a, si (;) et (£') sont correspondants, Q>i'- = to2$çi et Ton peut considérer (;) et (£') comme orientés simultanément, en faisant y/<I>f'5— ± t.) y/^^, le signe étant le même que plus haut. De même
enfin, la quantité y/Fxi4>^ — D(.c|ç)2 peut être considérée comme ne changeant pas de valeur après la substitution <r. Ces conventions faites, et nous les conserverons par la suite, on voit que la distance de deux éléments quelconques est toujours égale à celle des deux éléments qui leur correspondent, et cette propriété justifie le nom de mouvement donné plus haut aux transformations ? qui nous occupent.
Un mouvemenl est une homographie dont les invariants sont, avec les notations du n" 206,
l = a>i a/2 -+- io2 dj', -(- (o'j -f- to'j* , / = (.<) i, il = oj3,
et, par suite, vérifient la relation
Ces formules sont d'ailleurs valables quelle que soit la forme F. La condition y'3 — di3=o exprime, comme l'on sait, que si la transformation <r fait correspondre (xll>) à (a?), (x(2)) à (x^l)), . . . , les six éléments (x), (^(0), (xi2}), (•£(3)), (x(i)), (x{'a)) appartiennent à une même série quadratique, qui contient aussi par suite tous les éléments (xln)).
L'équation en p se décompose en
et
a) n étant pas nul, on n'a comme cas particuliers possibles que
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ceux qui correspondent aux hypothèses i -+- oj = o, i — 3io = o. Dans le cas général, à la racine to de l'équation en p correspond un élément double (x) défini par les relations
tot 0J2 (Uj co2
et un élément double (£), normal à (#),
nous appellerons ces deux éléments O et Q.
Il est clair alors que les autres éléments doubles sont les éléments communs à F et 0, ou bien à $ et O. On remarquera d'ailleurs que les éléments de F ou <I> sont soumis par la transformation a- à une transformation homographique, et les éléments doubles de ces deux homographies sont ceux que nous venons de trouver.
D'après une proposition connue, si (x) et (x') sont deux éléments correspondants, la distance (Ox)(Ox!) aura une valeur constante, qui sera la grandeur du mouvement; si (ç) et (£') sont
de même deux éléments correspondants, la distance (Qç)(Oç') aura la même valeur constante, u. étant remplacé par m. En orientant de façon correspondante les éléments (Ox) et (Ox!), qui sont correspondants, on trouve
(Ox)(Ox') i—(û . (Ox)(Ox') i/(o)-m')(3(d — i)
cos ; = > sm —. = ;
2 l |JL 1 W 1l[X 1<Ji
la dernière formule contient un radical dont la détermination correspond à l'orientation de O ; la première donne la signification de i — co = o.
De plus, les distances Ox et Ox' sont évidemment égales, et
de même les distances Oç et Q£'; comme le lieu de (x), quand O^ est donnée, est manifestement une série quadratique, bitangente d'ailleurs à F aux deux éléments doubles du mouvement autres que O, la remarque faite plus haut sur la condition y3 — di3= o devient évidente. Ajoutons qu'une telle série quadratique ne change pas par la substitution tr3 comme l'absolu.
On peut, s'il est nécessaire, simplifier l'étude d'un mouve-
ment en supposant que O soit l'élément fondamental 0,; alors (o2 = co', = o. On a
xx = wiio'j.r',, a?s= tofic',, ;r3 = o/22 a-', ,
10 = (Dj 0)'2 , ('=(1)1(0,- (i) J -i- co',2 ,
(Oa?)(0.r'i of-t-to? . (Oï)(0/ ((02 _ to'.,2) ^ — t
COS ; = f-y Sin = ! l .
2',-t 2to,io2 '2/;a 2(DiU)'j
Examinons maintenant les cas particuliers.
Si i — 3to = o, la racine to de l'équation en p est triple, et il ne lui correspond qu'un élément double de chaque espèce. Ce cas est limite du précédent; O appartient à F et Q est langent à F en O. Deux éléments correspondants (x) et (x') appartiennent à une même série quadratique surosculatrice à F en O, qui ne change pas par la substitution t.
Enfin, si i -f- w = o, la racine u> est simple pour l'équation en p il fournit, comme précédemment, deux éléments doubles normaux O et il. qui ne se contiennent pas; l'équation en p a en outre une racine double — u>, à laquelle correspondent tous les éléments de Û et de O comme éléments doubles; l'homographie 7 est donc ici une homologie involulive. On a
(Qx){Qx')~ii\i- (motl i /;*-);
les formules simples données dans le cas général subsistent avec l'hypothèse oj, ~ tù'2= o.
Toutes les propriétés générales des homographies s'appliqueront aux mouvements, sans qu'il soit nécessaire d'insister.
380. Les mouvements forment évidemment un groupe. Si deux mouvements successifs ont pour paramètres to,, w2, co', , o>!, comme précédemment, et, avec le même sens, fj,, 82, B'n f^> le mouvement résultant aura pour paramètres correspondants
d'ailleurs
Qi = (o, 6, -+- ci)', 6j, û', = u), 8 \ -+- w', <)', . 9.2 = o, 6, -4- w'g 82) Û'2 = (o, 0', — u>', 9'j ;
iîi 04 _ o2 oj = (0Jl o>2 — (o, oj; )(0, o, — e, o; ).
Ces formules, qui donnent la loi de composition des mouve-
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ments, s'obtiennent aisément en composant les deux, substitutions linéaires suivantes, qui s'appliquent à des variables binaires (X),
x, = aitX', -4- o>\ x;, >', = Oj x; + Oj xj, x2 = co, X', + w'2 x ; , x'2 = o2 xï + 6'2 xî ,
et qui donnent, en effet,
Ce fait est rendu évident par la remarque suivante : si l'on considère un élément (x) de l'absolu et que l'on suppose xK = 2X,X2, #2=X^, #3= Xi;, cet élément devient, après la transformation <r, (#'), et si les (X') sont les paramètres correspondants, on a précisément
X i = 10 1 X j -)- OJ j À 2 ,
X 2 = Wa X j + u> 2 X 2 .
L'étude du mouvement <y est donc liée d'une façon fort simple à celle de l'homographie déterminée par cette dernière substitution sur l'absolu; les invariants de cette homographie sont d'ailleurs
w, + oj!, = \Ji -f- o) et io.
Cette remarque permet d'écrire facilement la substitution u quand F est donnée sous une forme quelconque : il suffira d'exprimer rationnellement les coordonnées d'un élément de F en fonction de X, et X2, d'effectuer la substitution linéaire précédente sur les (X), et finalement de remplacer X',2, 2\\V2, A2' par leurs expressions linéaires en fonction des {x').
381. Les mouvements formant un groupe à quatre paramètres, on peut, pour ce groupe, construire des invariants absolus d'un système ternaire S quelconque. En gardant les notations du Chapitre I, ces invariants seront distincts en nombre P — 4, en général, et seront les solutions de quatre équations aux dérivées partielles qu'il sera toujours facile de former en remarquant que le groupe contient quatre substitutions infinitésimales qui correspondent aux substitutions infinitésimales de la substitution binaire générale relative aux. (X) définie au numéro précédent.
Dans le cas étudié précédemment, où F = x'\ — 4#2#3> ces
quatre équations, formant un système complet, seront
A,, F -4-aA22F =o, 2AuF-+- A31F = o, \nF-h%\33F = o, 2A13F-+-AslF=o.
On fera sur ces invariants métriques absolus les mêmes remarques qu'en Géométrie binaire.
On pourra les former en adjoignant au système S les coefficients de l'absolu, et prenant ceux des invariants absolus ordinaires du système S( ainsi formé qui sont homogènes et de degré zéro par rapport aux coefficients de l'absolu. II en résulte que les équations aux dérivées partielles qui les déterminent pourront être formées de la façon suivante en général. On considérera les neuf équations
dF dF12
2F"CFM+ F'2
Ao2 F +
F dF oF
V dF F
dF„
dF
àF
dF
F dF or 13
F dF
-3 dF,3
17 dF
F dF 2F23 .„
23 ,Jl 33
on leur adjoindra l'équation
.. OF dF
F11 -jpî- +...-HF23 jb- +... = 0, »Fn <JF23
qui exprime que l'invariant F est homogène et de degré zéro par
rapport aux coefficients de l'absolu, et entre ces dix équations
.1. ■ -, àF dV ~
on éliminera les quantités -r=— 1 •••■> tf- ' •••• ^n trouvera ainsi 1 «Fn 0r2a
les quatre équations cherchées. On remarquera que les symboles A/y F employés plus haut se rapportent uniquement aux éléments du système S, et qu'au surplus il n'y a pas de confusion possible sur la signification de la lettre F, déjà employée pour désigner l'absolu.
Si, par exemple, on a
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les quatre équations cherchées seront
AnF + A22F + A33F=o, A23F — A32F=o, A3,F — A13F=o. A,,F — i2,F=o
382. On envisagera de même des invariants non absolus, qui se reproduiront à une fonction près des paramètres des substitutions qui caractérisent les mouvements. Dans le cas où l'absolu est
ils vérifient les équations
AnF-f-2A,2F = (jtF, 2A12F + A3lF =o, A11F + aA33F = {x¥, 2A13F^A21F=o,
pi étant une constante quelconque. Ils se reproduisent multipliés par mV-, On pourra les former en cherchant les invariants ordinaires du système S( précédemment indiqué, et excluant le discriminant de l'absolu.
Ces invariants sont indépendants en nombre P — 3 en général; ce sont les invariants absolus du groupe particulier de mouvements pour lesquels w = i .
Les invariants métriques absolus ou ordinaires correspondent aux propriétés métriques absolues ou accidentelles du système S.
383. De même que nous avons étudié les mouvements, on pourrait chercher des réciprocités dans l'espace E, telles que l'absolu restant le même, et les constantes m et pi étant échangées, la distance de deux éléments correspondants reste la même; par suite l'absolu serait changé en sa série tangentielle. On voit tout de suite qu'on obtiendra toutes ces réciprocités en faisant d'abord un mouvement, puis en remplaçant chaque nouvel élément par celui qui lui est normal, c'est-à-dire en employant une réciprocité involutive, dans laquelle les éléments correspondants sont pôle et polaire par rapport à l'absolu. Nous n'insisterons pas sur l'étude de ces transformations.
III. — Les cercles
384. Les formules de la Géométrie métrique ternaire générale permettent de retrouver facilement tous les théorèmes de Géo-
m é trie sphérique élémentaire. Nous ne ferons pas celte étude, et nous développerons simplement quelques points particuliers d'une importance capitale.
Considérons une série [quadratique de première espèce bitangente à l'absolu, de sorte que son équation pourra s'écrire
(xt^!— ajO?j-f- a3.r3)2-i- af F.c> = o.
Nous pouvons dédoubler tout d'abord, en quelque sorte, cette série en deux autres orientées, puisque son équation nous permet d'exprimer y — Fx> en fonction rationnelle des coordonnées (x)
et que l'on a \— F.t-- = i\ Fa-*. : ces deux séries seront donc composées d'éléments orientés, et leurs éléments sont les mêmes, mais orientés en sens différent. Une telle série orientée sera donc
a\Xi-+- «ta?j-4- 23 r3 — a; /— F.t2 = o;
nous dirons que c'est une série circulaire de première espèce, ou simplement un cercle; l'équation générale des cercles contient d'une façon linéaire cl homogène quatre paramètres a,, a2, a3, a4 ; le cercle correspondant à un système de valeurs de ces paramètres sera désigné par Ca ainsi (pie le premier membre de son équation, et ses coordonnées seront les (a).
Les séries linéaires sont des cercles particuliers pour lesquels a4 = o; l'absolu est aussi un cercle particulier.
Le discriminant du cercle Ca est celui de la forme quadratique
(ilaO'+aJF*.,
que nous écrivons en considérant a,, a.,, y.3 comme des coordonnées ordinaires de seconde espèce; sa valeur est oc*($a« + Da^).
Le facteur <ï>aî+Da^ est une forme quadratique contenant les quatre variables (a), et que nous désignerons par IV-; quand cette forme s'annule sans que a4 soil nul, le cercle se compose de deux éléments tangents à l'absolu, à éléments orientés.
Si de plus ot4 est nul, ces deux éléments coïncident.
385. La série tangenlielle de (a \x)~ -+- a^Fx--= o est, après
suppression du facteur — =r-±,
*aÇ— ra>#£. = o; on peut comme précédemment dédoubler, ou orienter, cette
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série, en fixant la détermination du radical y/ — IV; on obtient ainsi une série circulaire de seconde espèce, ou cycle, d'équation
*a£ -+- s/— IV /— *SS = o ; ce cycle est dit équivalent au cercle Ca; ses coordonnées sont
$ <I> <ï> J IV:
Le cycle équivalent à un cercle est complètement défini par la
détermination de y/ — IV-; on dit alors que le cercle Ca est luimême orienté.
Si IV = o, le cycle équivalent au cercle Ca est une série linéaire, l'élément double de Ca.
Quand a4 = o, le cercle Ca se réduit à une série linéaire (a), et n'a pas à proprement parler de cycle équivalent; cependant l'équation ci-dessus, obtenue après suppression du facteur a*, nul dans le cas qui nous occupe, garde un sens, et définit un cycle décomposable composé des éléments communs à l'absolu et à (a), quiestditencoree<7Mà'rt/e/i£à(a). Ici y/— IV se réduit à ±y/ — <î>aî, et, en effet, la connaissance de ce radical oriente l'élément (a).
Si l'on considère directement un cycle Fa, d'équation
on sera amené de la même façon à définir son discriminant a\D (F a'- + Da^) ou a\DCa'-; la détermination du radical \J — Caoriente le cycle. La forme équivalente à (a\ £)2+ a*<b<? est, après suppression du facteur — a\,
et le cercle équivalent au cycle donné orienté est
Fax -h y/— Ca* y/— bV = o ;
l'orientation de ce cercle, que nous désignons pour un instant par Ca', est obtenue en faisant y/ — IV- = T)aA. De même l'orientation du cycle IV
*aÇ+ /— r<x' )/— *S2 = °i
équivalent au cercle Ca, est déterminée en faisant 'y/— CV*= Da4.
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Ce seront toujours les cercles que nous supposerons donnés directement.
387. Étant donné un cercle Ca, fixons encore la détermination
du radical J — «ÏV-, de façon à orienter la série linéaire (a), dont la signification géométrique est évidente. L'équation du cycle équivalent s'écrit
— *a$ _ s/— ra»
ou encore
y/ — *£i y/ — <t>a» y/ — 4>ai
ros — — = ,
2 I fi y/— <iv de même, si (a) est normal à (a), de sorte que
l'équation du cercle Cx s'écrit
— Fax «* /D
cos-
2 im ^/_ kx, /_ pa, y/— *a»
11 y a plus : on peut orienter (ax), en faisant
,- y/- Fx. /- F«. y/- IV
v7* ax)> = , ^ »
et de même (?-;), en faisant
.- q, /— <fr^ y/— 4.a,
et, par suite, il vient
. ax y/— IV aç et* y/D
Si nous posons
«* y/D y/- IV
rns s — sinp =
y/— <t>a> y/— «ÎV
nous avons donc, à des multiples près de l\ imr. et 4'r1"»
ax = ,2imp, a; = 2f|JLp; a-imp est appelé le rayon du cercle Ca; (a) est le centre du
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cercle Ga. De même, le cycle Ta, équivalent au cercle Ca, a pour centre (a), et pour rayon 2tp.(- — ? )•
Quand on change le signe de y/ — <î>a2, le rayon augmente d'un multiple impair de lirrïR ou -iÎ^tz.
Quand a4 = o, de sorte que le cercle Ca devient une série linéaire (a), son centre est l'élément normal à (a), et son rayon
est rb im~, suivant que y/ — ra» = rb \J — <ï>a-.
Si le cercle Ca est décomposable, son centre est son élément double, et son rayon est o, en choisissant convenablement l'orientation du centre : on dit que c'est un cercle de rayon nul.
Quand <I>a: = o, la série (a \ a:)2 -\- x*F x*- = o est surosculalrice à l'absolu; son centre est l'élément de contact de (a|.r) = o avec l'absolu; son rayon est essentiellement indéterminé.
388. Considérons deux cercles Ca et Cp, ainsi que les cycles équivalents Ta et IV
Les deux cercles Ca et Cp ont deux éléments communs, appartenant à la série linéaire Cap
Ca G? _ (al*) (PI a?)
av (34 a4 (J4
qui contient (a(3), et par suite est perpendiculaire à (ab).
L'élément commun à Cap el(ab) est le milieu évidemment intérieur de la distance des deux éléments communs aux deux cercles, le milieu extérieur de cette même distance étant (c.[3).
Si (£) et (ri) sont les éléments tangents orientés aux deux cercles en un de leurs éléments communs, et si l'on désigne leur
distance par distance CaCp des deux cercles, on a sans peine
caCft — rap
cos-
où rap est la forme polaire de Ta°-.
On a aussi
sin
C«Cp i/D/F(ap). + (a!«frp»— 2«tpt4>gp+p;4»g.)
2»> s/— Ta*)/— Tp*
et la détermination précise du second membre dépend de l'élément commun choisi.
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De même les deux cycles Ta et T/, ont deux éléments communs appartenant à la série linéaire Ta(,
/-ra> /-i> v7-iv /-i> et l'on fera les mêmes remarques que précédemment.
La distance YaT(, des deux cycles, définie comme dislance des éléments tangents en un même élément commun, est donnée par
cos
389. Quand on a rap = o, on dit que les deux cercles Ca et C« sont orthogonaux ; de même les deux cycles Ta et Tt, sont orthogonaux quand on a
On a en même t e m | > -
CaCs raré
COS r-5- = COS — : = I ,
2 / ;jl 2 < //?
et Ton dit alors que les deux cercles, comme les deux cycles, sont tangents: la condition de contact est donc
rap -+- v — r^ /— rp. = o,
ou encore, en introduisant les rayons /• et s de Ca et Cp,
ab = ±(r — s) (moA\imr.).
Quand on a de même
au s=e ± ( r -~ s ), ou
ab = 2 i'm - ± ( /• -4- s), on a
GxCf}
COS — : — COS
2 un 2 un
Quand on a rpî = o, c'est-à-dire quand Cp est de rayon nul, la
formule qui donne CaCp n'a plus de sens; mais on remarquera
que, sin —7— tendant vers zéro, on peut écrire
l ' lira '1
r . s GaGp\ ../.*. C«Cs
hm sin — : — cos — r-*- I — — lim I 2 sin—: — sin2 — — -
\ 2 1/71 2 1 [JL / \ 2 lin 4 l \x
ab r
COS — : COS
2 un 2 un
sin-
2 un
La condition d'ortliogonalité exprime ici que le cercle Ca contient le centre (6) du cercle de rayon nul Cp.
Si Ca est aussi un cercle de rayon nul, on a
.. / . /• . s CocCh i «6 . ab
— lim I 2 sin — : — sin — : — sin2 „ . ] = — i -+- cos — : — = — 2 sin2
2 un 2 un 4 l H- / 2 lnl 4 i,n
Dans les mêmes cas, on a
ab
cos —
rar6 21m Tar/, ab
COS : = OU COS : = COS — : — j
cos — : — 2 un
et la condition d'ortliogonalité exprime que (b) appartient à (a). On fera des observations analogues dans les autres cas particuliers possibles.
On voit que si (x) est un élément d'un cercle Ca, l'élément langent à ce cercle en (x) est perpendiculaire à (ax).
Si (x) est orienté et est le centre d'un cercle de rayon nul, Cp, on a
cosi^ -ci.).
ou bien, en menant par (x) un élément tangent à Ca, dont l'élément de contact soit (t),
xt — (a I x)
cos-
ou
xt a;/ — F.rj-î- (* I t)
1 sin-
i im fti ^_ F ~
ce qui donne une interprétation simple du premier membre de l'équation du cercle Ca.
On en déduit, par exemple, que l'élément Cap défini plus haut est le lieu des éléments (x) tels que, si (xt) et (xt') sont tangents à Ga et Cp, (t) et (tf) étant les éléments de contact, on ait
xt±xt'^=o (mod2-i.
L'équation de cet élément montre aussi que c'est le lieu des éléments (x) tels que
fi x
:>. un
r COS^ —
s COS — : —
m >im
On peut multiplier les remarques analogues.
390. Trois cercles Ca, Cp, Cy déterminent trois éléments CpY, Cya, Cap, qui, d'après leurs équations, sont évidemment alignés en un élément dont les propriétés sont évidentes.
On en dira autant des cycles équivalents.
Ces trois cercles déterminent aussi un réseau de cercles
X,Ca-i- X2Gp-i- X3Cy = o.
Les coefficients des équations de ces cercles vérifiant une même relation linéaire et homogène, il est évident que tous ces cercles
CHAPITRE XV. — LA GÉOMÉTRIE MÉTRIQUE TERNAIRE GÉNÉRALE
seront orthogonaux à un même cercle C3 facile à déterminer. Ce réseau contiendra en particulier un faisceau de séries linéaires, auxquelles appartiendra le centre de Cg, qui est par suite l'élément commun à tous les éléments tels que Csy, obtenus en combinant deux à deux les cercles du réseau. Le réseau contiendra aussi une infinité simple de cercles de rayon nul, et le lieu de leurs centres sera évidemment C5.
391. Deux cercles Ca et Cs déterminent un faisceau de cercles
Xi Cx ■+- X2Cs = o,
qui ont tous en commun les deux mêmes éléments. Tous ces cercles sont évidemment orthogonaux à tous les cercles d'un second faisceau conjugué du premier; le premier faisceau contient une série linéaire Cas, lieu des centres de tous les cercles du second faisceau. Il contient aussi deux cercles de rayon nul dont les centres appartiennent à (ab), et sont communs à tous les cercles du second faisceau; ces deux centres sont conjugués harmoniques par rapport aux centres de Ca et C3, si ces deux cercles sont orthogonaux.
On peut multiplier, pour ainsi dire, indéfiniment ces propriétés des cercles.
392. Considérons trois cercles C3, Cy, Ce, et cherchons le lieu des éléments (a) relatifs aux cercles Ca pour lesquels on a, en supposant dans tout ce qui suivra, pour simplifier l'écriture, 2 i m = 2 i ix — 1 ,
cosCaGs cosGaGy cosGaGg
X, p., v étant des constantes données.
Si p est la valeur commune des rapports précédents, on a
*a3 -+- D <x4 p\ -+- pX /— IV /— !■> = o,
et deux équations analogues.
Le lieu cherché est donc l'élément linéaire
*aS
Xv/-
*aY
pV-
<ïv:
Cette série linéaire contient un élément linéaire fixe, quels que soient )*, a, v, déterminé par
'l'a? *oy *aS
déjà considéré précédemment.
Tous les cercles répondant à la question forment un faisceau, puisqu'ils vérifient les relations
Si C£ est un cercle du réseau (Cp, Cr, Cg), on a évidemment en
faisant
Cr = wj Gp-r- o>:>Cg-f- w3Cg.
cosC«C=
v/- "ly /=Ty /=ri>
tu, À -+- w2 u -4- w3 v ,
de sorte que tous les cercles C£ jouent le même rôle.
Si l'on se donnait un quatrième cercle quelconque Ce, et que l'on voulût déterminer Ca de façon que
cosCaCp cosGaCy cosCaCg cosCaC£
n étant une nouvelle constante, un seul cercle répondrait à la question.
Si l'on considère les cercles (a) tel que l'on ait simplement
cosCaCp cosCaCy
o étant arbitraire, on voit qu'ils forment un réseau; d'ailleurs comme plus haut
cosCaGg
y/-i> /-ry
•- r* v/- rga
siCgest un cercle du faisceau (Cp, CY) telqueCg = <o, Cp-f- to2Cp. Si p est donné, cosCaGg est donc constant; en particulier, il sera
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égal à i pour deux valeurs de (wt, (o2), el l'on peut dire que si un cercle variable Ca est à une dislance constante de deux cercles Cg, Cy, il est aussi à une distance constante de tout cercle du faisceau (Cg, Cy) et, en particulier, il est tangent à deux cercles fixes de ce faisceau.
On pourra répéter les mêmes propositions relativement à des cycles.
393. Si l'on envisage deux systèmes de quatre éléments (a), (g), (y), (S) et (a), (fi'), (f), (8'), la multiplication des deux matrices
Pi
et
lJ2
Tt
*ïi
<Pv
donne, en faisant, comme plus haut, lim = ii\). = i,
cosaa' cosap' cosay' cosao'
cospa' cos[3f3' cos^y' cos^o'
cosya' cosyP' cosyY' cosyo'
cosoa' coso^' cosoy' cosoo'
Nous désignerons, pour abréger, le premier membre de celte
formule par | cosaa' 4.
Si, de même, on considère deux systèmes de n éléments (a), ((j), . . ., d'une part et (a'), ([3'), . .. , d'autre part, on aura, en adoptant une nolalion analogue,
|cosaa'|„ = o, pour n ^ 4 •
Envisageons maintenant deux systèmes de n cercles Ca, Cp, Cy, . . . , Ga-, Cp', Cy', . . . , dont les rayons seront ra, /"p, /y, . . . ,
En employant des notations analogues aux précédentes, et multipliant des matrices dont les premières lignes seront respectivement a,, a2, a3, a4, et <ï>a , $«;,> ®x3i Da'4, on trouvera d'abord pour «^5, la relation simple
|cosCaCa'|„ = o.
Si ft-<5, une opération analogue donnera, en multipliant ensemble des déterminants ou des matrices analogues aux matrices précédentes, mais dont le produit ne sera plus nul, la relation
suivante, où l'on a tenu compte de [cosaa'|, = o, et de l'identité de |<î>aa [3 avec le produit D2(ai3y)(a'l3'y') :
[cosaa |„ cos/a cos/-a 1
\cosGxC„\„ =
'et \n
sin/-asinrp . . . sin/-asinft' . . .
où la notation employée au numérateur du second membre désigne
le déterminant |cosaa'|w bordé par une dernière colonne formée de cos/*a, cos/'p, . . ., 1 et une dernière ligne formée de cos/v, cos /•<}•, . . . , 1 .
Si d'ailleurs n >4, ona évidemment
cosaa' „ cos/-a cos/v '
de sorte que la formule précédente est générale, la valeur de ses deux membres étant zéro pour n >• \.
Celte formule générale a de nombreuses applications évidentes. Signalons seulement qu'on peut faire coïncider partiellement ou totalement les deux systèmes de cercles. On peut aussi supposer que Ca, par exemple, devienne l'absolu; alors on peut prendre
cotang/-a = — y/— 1, cosCaCa' = cotang/v V7 — ' 7
Ca' peut aussi devenir l'absolu.
Si Ca est une série linéaire, cosra=o.
Si Ca est un cercle de rayon nul, on remplacera
sin /•-,
sin/-acosGaGa' par
cosaa — cos/'asin/v
Une formule tout analogue aura lieu pour les cycles équivalents aux cercles donnés.
394. Procédons comme précédemment, mais en employant des déterminants ou matrices dont les premières lignes soient respecta ement *,, a2, a3, a,, sj — !> et <J>a., <ïv2, 4>a., Dai, y/— ï>; on
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obtiendra de la même façon, en tenant compte des résultats déjà acquis et employant des notations analogues, la relation générale
2 sin-
,GaG~
|cosaa'|„
COS/'a
sinra
COS/-a-
sin/v
sinra sin rrj
si n /'a' sin/'j
la valeur commune des deux membres étant zéro pour n >> 5. La notation du second membre correspond comme plus haut à un
„ de deux
cos aa
déterminant d'ordre n -+- 2 obtenu en bordant lignes et deux colonnes suffisamment indiquées.
On aura, comme ci-dessus, de nombreux cas particuliers, mais on peut en signaler d'autres. Si l'on suppose, Ca n'étant plus un
cercle, que l'on ait
la quantité \/ — Ta: n'étant pas nulle, la formule subsistera si l'on fait
•2 sin2 — — - = i.
COS/'a
sinra
cosaa sin/*a
On pourra en faire autant pour Ca'.
Si l'on suppose de même, Cp n'étant plus un cercle, que l'on
ait (3, = j32= 3s = y/ — r^ = o, la quantité [34 n'étant pas nulle,
la formule subsiste, à condition de remplacer 2 sin2— - — -sinrp
par cotrp', cos/*ppar 1, sinrpet cos (âjij'par o. Si Ion en fait autant
. , „ . GgCft' .
relativement a dp-, on remplacera en outre 2 sin2— - — — sinrp sin/-^
par 1 .
Si l'on remplace à la fois Ca et Cp comme nous venons de l'in-
r 1 oGacP •
cliquer, on aura a remplacer 2 sin2 — — - sin/'p par o.
39o. Les formules qui précèdent permettent de résoudre simplement la plupart des problèmes que l'on peut se proposer sur les cercles. Nous allons en donner quelques exemples.
Supposons d'abord que l'on cherche un cercle Ca dont les distances à trois cercles donnés Cp, Cy, Cg soient données; on
pourra déterminer son rayon par la formule
rot l'a,
cot r
COt/'g
— i cot/-a
cot /'a i cosCaCp cosCxCy cosCaCg
cot/'£ eosCaCp
cotr.- cosGaGy cosCpCy
cosGpGy cosCpCg 1 cosGyGg
cot/'g cosCaCg cosCpCg cosCyCg i
c'est une équation du second degré en cot/a; le problème a donc deux solutions.
Si (x) est un élément du cercle Ca, on peut le considérer comme un cercle de rayon nul, et l'on a la relation
cosbx — cosrp coscx — eos/\. cosdx — cosrg
cnvt^Co
ID
cosCaGy
sin /-g
cosGwGs
cosbx — cos/
sin rp cosc:r — cosr
rosGa< \'i
cosCpGy
cosCpCg
sin r
- cosGaCy
cosCgC
PW
COsCyCg
cosdx — cosrg sin /-g
cosCaCg cosCftCj
COSCyCg
où (b), (c), (d) sont les centres de Cp, Cy, Cg. Ce sera l'équation du système de deux cercles répondant à la question. Quand on a
cosGaCp = cosCaCy= cosGaCg = o,
l'équation en cot/a ne contient pas de terme en col/*a, et l'on a un seul cercle répondant à la question; le second membre de l'équation précédente est un carré parfait, comme on le vérifie sans peine.
L'équation du cercle orthogonal à Cp, Cy, Cg s'obtient directement sous la forme
*P, *?, *p, Dp4
*Y. *Yt *Ti Dï*
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Dans le cas général, on peut aussi écrire l'équalion du cercle qui correspond à une racine de l'équalion en cot/'a sous la forme
cot/'p
COt/'
cot/-g
I COt/'a
o i cosCaCp cosGaC^ cosCaCg
cos bx — cos/'p sinrp
coscx — cosr
cosGaCp
cosCftCy cosCpCg
sin/\
- cosCaCy cosCpCy I COSCyCg
cosdx — cos/
sin/'g
- cosCaCg cosGpGg cosCyCg i
Si deux cercles Ga et Ca' sont tels que l'on ait
cosCaCg = v,
cosCaC(3 = À, cosCaCy = ;j.,
cosCa'Gft = X', cosCa'Cy = \x' , cosGa'Cg=v',
on aura la relation
cos
Ga
Ga'
cos cos
cosCa
cosG^Gy
cosCpCg
CpCy
CpCg
cosGy Cg
COS Gy Gg
de sorte que cosCaCa' n'a que deux valeurs.
Comme il existe deux autres cercles Ga(o et Ca(0 jouissant des mêmes propriétés que Ca et Ca', on voit que l'on a
cosGaGa' = cosGa(>)Ga'(o,
cos Ga Ga'(i) = cos Gaw Ga',
propriétés qui seront rendues évidentes par la suite.
Le problème que nous venons de résoudre contient de nombreux cas particuliers dont il suffira d'avoir signalé l'existence.
396. Envisageons quatre cercles Cp, Cy, Gg, G£ et cherchons un cinquième cercle Ca, tel que l'on ait
cosGaGp cosCaCT cosCaCg __ cosGaC£
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À, ix, v, - étant des constantes données. Si p est la valeur commune des rapports précédents, on aura, pour déterminer p, l'équation
|JL COSCpCy
v cosCsGg COSCyCg
cosC^Cy cosGpGg cosC^Cr
I COSCyCg COSGyGç
1 COSCgCr
- cosCsCr cosGyCr cosCgG; 1
Le rayon de Ca sera déterminé par L'équation
- cot r-x À
cot/
cot/-v
cot/-
cot r
^osGpC^
cosG^Gy cosCpCg cosGj-jCr
1 COSCyCg cosGyGr
cosCpCg cosGyGg 1 cosCgCs
cosCpC£ cosGyGt cosCgfl- 1
L'équation même de Ca, déterminée directement, sera
i»Oi v /— rg,
De» Tcy/^Ti;
397. Supposons que les quatre cercles Cp, Cy, Cg, C£ soient tangents à un même cercle; on aura alors, en faisant
A = |x = v = ~ et pX = 1,
après quelques transformations évidentes
sin-
c3Gi
sin
G?Gg
:„,G?Cô
• ,GPGe
sin
2ÇyCg
sin
sin^
Gy Gg
GvG£
• G3CÇ
GyCc
CsGE
sin-
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ou bien
/ CpCY . C8C£ . CpC8 . QCv . CpC£ . CYC8\ II I sin — ! sin ± sin— - — sin L ± sin— - — sin — I = o,
le symbole n indiquant un produit.
Cette formule s'appliquera en particulier à des séries linéaires tangentes à un même cercle, et correspondra alors au théorème de Ptolémée.
Elle permettra aussi d'écrire simplement l'équation des deux cercles tangents à trois cercles donnés.
Si un nouveau cercle est tel que Cp, CY lui soient tangents, Cg, Ce quasi-tangents, on aura de même
/ . CrCv . C8C£ CrCô G£GY CpC£ CyC8\
ni sin— - — Lsin ± cos — - — cos L ± cos — - — cos_! — I = 0.
De même si Cp, C8 sont tangents, CY, C£ quasi-tangents à un nouveau cercle, on aura
/ CpCY G§G£ . CpC8 . G£CYj_ GpG£ GyGa \ Tll cos cos ± sin— - — sin L ± cos— - — cos — ■ — I = o.
Les hypothèses précédentes ayant lieu simultanément, on peut
choisir les signes des quantités telles que cos— " — I et sin— " — I de façon à avoir
GftGv . CgG, . GftGg . G£GY . CrG£ . GyG8 p { sin -+■ sin p sin ' + sin p sin_i — = o,
. CsCY . G5G£ G«G5 C£GY C«G£ GYG5 sin— - — - sin h cos— - — cos -+- cos— cos = o,
CftCY GSG£ . C«G8 . G£GY^ CrC£ CYG8
cos— - — - cos h sin—1- — sin ± cos—11 — cos = o;
il ii ii
si alors, dans la troisième formule, c'est le signe inférieur qui existe, on en déduit
C8CY G5a C3G5 G£GY . G«G£ . CYCs
cos— - — '- cos : -+- cos— - — cos — sin— - — sin =0,
et l'on en conclut qu'il existe encore un cercle tangent à Cp, C£, quasi-tangent à CY, Cg.
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De cette remarque résulte la proposition suivante : Si l'on considère les quatre systèmes de deux cercles tangents à trois cercles donnés, ou bien tangents à l'un cl quasi-tangents aux deux autres, on pourra former, en associant convenablement quatre de ces cercles, un de chaque système, huit groupes de quatre cercles, qui seront ou bien tangents à un nouveau cercle, ou bien deux d'entre eux tangents, les deux autres quasi-tangents à un nouveau cercle.
C'est le théorème de Feuerbach dans toute sa généralité.
398. Soient donnés trois cercles C-x. Cp, Cy, el cherchons trois
autres cercles Cr, Cp', Cy, tels que les cosinus des distances CpCy',
CyCa, Ca'Cp', Ca'Cp, Ga(jy, Gp'Cy, CpCa, CyCa, Cy-Cp soient connus : c'esl le problème de Mali'aiti dan- toute sa généralité.
Les relations entre les distances mutuelles des cercles des deui groupes Ca, Cp, Cy, Cp', Cy' el Cp, Cy, <'.À. Cp-, Cy- déterminent
cosCpCp etcosGyCy : il y a d'ailleurs huit solutions. Ou achève alors facilement, el l'on trouve seize solutions.
Dans le casdu problème de Malfatti ordinaire, on a, par exemple,
cosCp>( cosC I -ï = cosCaCp- = — t, cosCa'Cp — cosCa < '.- — = i .
Dans ce cas, < '.x étant tangent à Cp, Cr et quasi-tangent à Cp-, Cy-, en posant
cosCpCy=«, cosCyCa=6, cosCaCp = e,
cosCa<:a •-- cosCpCp=^, cosGyGy=^,
il vient
en utilisant les relations analogues, on peut écrire
et les formules analogues; les radicaux ont des déterminations arbitraires, et t = ± i .
On a ainsi seize déterminations pour x, y, z; mais, en se servant des relations laissées de côté, on voit qu'il faut prendre £ = i, et il ne reste que huit déterminations.
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Le problème s'achève sans peine, sans qu'il soit utile d'insister.
399. Soient deux cercles C0 et C| tels que le cosinus de leur distance soit a, et considérons les divers cercles C dont les cosinus des distances à C0 et G( sont b0 et b{; à l'un de ces cercles, C'u, on peut faire correspondre deux autres cercles CH_{ et C^+) dont le cosinus de la distance à C'n soit une constante donnée i{ .
Entre les cercles G' existe par suite une correspondance doublement quadratique symétrique. Si donc on part d'un cercle G^
pour obtenir successivement G'H+n C/l+2, cosinus des distances G^C^.,, G^G^
n+hi
n+ kl
les
. seront.
quel que soit C'/n des constantes ï2, î's, ..., i'k, dépendant des invariants de la correspondance doublement quadratique que
nous venons de signaler.
Il est facile de calculer ces constantes successives immédiatement. En effet les cercles G0, Gt, C^, C'//+A, C'rt+A donnent
bo
bx
bi
bx
bx
in
ik
bo
bl
ih
ik-h
bx
ik-h
Nous savons que, en général, les cercles G' seront tangents à deux cercles du faisceau (G0, G,); si nous supposons que ces cercles soient précisément G0 et C|, on aura simplement, en remarquant que î — a ne peut être nul,
( i — ih)1 4- (î — f'/,)2 -+- ( i — ik-h)2 — 2 ( i — ih) ( i — ik) — 2(1 — iA)(i — ik-h)
I -4— Ct
— 2(1 — 4)0 — ik-h) — 2 (1 — ih)(i — ik)(i — ik-h) = 0,
d'où l'on tirera d'abord,
1 — i'2 = 4(i — t'ij puis
( 1 — i,i+x ) ( 1 — in-i ) = ( in — ii y ;
si ih=i, c'est que C'n+A coïncide avec C'„; la série des cercles G' se ferme d'elle-même.
Remarquons que tout ceci peut être facilement rattaché aux propositions analogues que nous avons rencontrées en étudiant l'ensemble de deux séries quadratiques. En effet, le lieu des centres des cercles C est une série quadratique facile à définir, et si l'on considère deux cercles consécutifs C'„ et C^,, l'élément de seconde espèce défini par leurs centres a lui-même pour lieu une série quadratique.
Nous ne développerons pas davantage les applications qui précèdent : elles suffisent pour montrer l'emploi des formules générales, et notre but n'est pas de retrouver toute la Géométrie métrique.
Observons d'ailleurs que la théorie des cercles n'est autre que celle des séries quadratiques bi tangentes à une série quadratique donnée, présentée d'une façon particulière. Toutce que nous avons dit pourrait donc être sans peint- énoncé d'une façon différente et fournir de nouvelles propositions plus générales, au moins en apparence.
IV. — Les substitutions conformes. — Les hypercercles
400. L'équation d'un cercle contient d'une façon linéaire et homogène quatre paramètres x(, i2, oc3, x, qui sont les coordonnées du cercle. On peut donc envisager les cercles comme les éléments constitutifs d'un espace à trois dimensions, et leur appliquer toutes les propositions de la Géométrie quaternaire, qui seront exposées plus tard. 11 est cependant nécessaire de fixer, dès maintenant, notre attention sur quelques points spéciaux de la théorie nouvelle qui résulte du rapprochement que nous venons d'établir.
Si l'on soumet les coordonnées (a) d'un cercle à une substitution linéaire quelconque, on transformera un cercle quelconque en un autre cercle, et toutes les théories de la Géométrie quaternaire générale, c'est-à-dire projective, trouveront ici leur application. Mais, parmi toutes les substitutions linéaires possibles sur les (a), celles qui ont un intérêt en Géométrie ternaire seront celles qui pourront être considérées en même temps comme des transformations, non plus linéaires d'ailleurs, faites sur les élé-
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menls (x). Ce sont celles-là seulement que nous allons envisager, et ce que nous allons dire pourra être répété en partant des cycles, et considérant les éléments (ç) au lieu des (x).
La condition qui caractérise les substitutions que nous avons en vue est évidemment qu'un réseau de cercles assujettis à contenir un élément donné (y), se transforme en un réseau de cercles assujettis de même à contenir un élément (y1). Les cercles Ca qui contiennent (y) vérifient la relation
<*i7i + a2ji -+- *s>3 + «4 \J— Fy2 = o,'
et, par suite, se transforment en cercles vérifiant une nouvelle relation linéaire
où l'on obtient y', , j^, r!,, y'4 en appliquant à y, , y2, y3 et y/— b> la substitution transposée de la substitution considérée. Il faut ici avoir
^(y'ny'z,y',)+y? = o,
et, par suite, on voit que les substitutions transposées des substitutions considérées doivent conserver la série quaternaire définie par F(yi,y2, y -s) -Jryl=z °j les (y) étant les variables auxquelles sont appliquées ces substitutions transposées.
Ceci revient à dire que les substitutions données doivent conserver la série quaternaire définie parra:=o, puisque les (y) et les (a) étant considérées comme variables de première et de seconde espèce, T^- est la forme équivalente à F(jKi, y*, y$) -\- y'\-
Les substitutions considérées sont donc celles qui, dans l'espace à trois dimensions rempli par les cercles, conservent un absolu dont l'équation serait Ta- = o; et nous voyons par suite, immédiatement, que ces substitutions changent un cercle de rayon nul en un autre cercle de rayon nul, et jouissent de la propriété fondamentale de conserver la distance de deux cercles.
Les centres de deux cercles de rayon nul correspondants sont d'ailleurs liés l'un à l'autre comme deux éléments (x) et (x') correspondants.
Prenons l'équation de l'absolu sous la forme
F = — x\ -h tix%x3— o, An. — I. 28
et définissons un élément (x) quelconque par les paramètres (),) et (u) des deux éléments de contact avec F des éléments tangenl> à F qui contiennent (#), de sorte que
!= Xjfij-t- Agi*], a:2=X, fij, J~.i = À « ;/ î .
Les paramètres (a) et (ut.) jouent dans ces formules le même rùlc; mais, si Ton oriente l'élément (.r), il n'en sera plus de même, car on a ¥x* = — (Au.)2, et donner un signe à y — Fj.*. revient à détruire la symétrie qui existe entre les (a) et les (u). Nous supposerons donc distinctes les deux séries d'éléments (X) et (u.) qui constituent l'absolu, cl nous prendrons ^ — ¥x*= (^M-)- On peut dire encore qu'en orientant les éléments (.r), on dédouble ces éléments, chaque élément (x) non orienté donnant lieu à deux éléments orientés, suivant que l'on prend une détermination ou l'autre
pour y/ — i'.r-'i suivant aussi que l'on assigne le premier rang aux paramètres i /. i ou aux paramètres (;jl) qui déterminent (.r). C'est dans ce sens que nous avons déjà considéré un cercle comme une certaine série quadratique dédoublée.
L'équation d'un cercle ( \.x peut s'écrire
«l(X] ]).i— Xj|X| )4- *,X| (A, 2 ,},,;*,-,- a,( A, fi2— "/.., ;/, ) = o;
ce cercle est de rayon nul si l'on a ici
et, dans ce cas, le premier membre de l'équation précédente se décompose en un produit de deux facteurs linéaires, l'un par rapport aux (A), l'autre par rapport aux (ul) : ces deux facteurs, égalés à zéro, représentent deux éléments tangents à L'absolu.
Les substitutions que nous éludions sont assujetties à changer un cercle de ravon nul en un cercle de rayon nul; si donc, à l'élément (x) ou (a) et (fji), elles font correspondre l'élément (x') ou (V) et (u/), elles seront telles qu'elles établissent des relations linéaires entre les (a) et les ()/) d'une part, les (ut.) et les (u/) d'autre part, ou bien entre les (À) et les (u/), les (pi) et les (a'). On les obtiendra donc en posant soit
Xi = a, X', -4- a\ X'2J fi, = tj j-i', — z\ i-û ,
X, = a.,},', -f- 7„ Xj , }Z, = T, [X\ -i- ~.\ flj .
CHAPITRE XV. — LA GÉOMÉTRIE MÉTRIQUE TERNAIRE GÉNÉRALE
soit
X , = d, JJ.', -f- <j\ \J.', , j.1, — Tj X', -H x', X'j ,
X2 = a2 f*', -f- cr2 [jl'2 , [Aï = t2 X', + x'2 Xj .
Les substitutions du premier type, que nous appellerons substitutions conformes, forment dans leur ensemble un groupe; deux substitutions successives du second type équivalent, au contraire, à une substitution du premier type- Une substitution du premier type, par exemple, transforme le cercle Ca dans le cercle Ca', et l'on a
a'i = — (a1-t'2+ ct\ t2H- ot2t;, -t-ff2Ti)-f- — Oit', + cr', t,)
-H — (d2"2 "+~ a2Xi) + — (al'2 "+" ai X2~ a2^l ^ixl),
Oh
a2 = a1(o'l i-i -+- <x2 Ti)-t- a2aj -u, -H x3a2 t2 -h at(<jj t2 — a2 ^1), a'3 = at (cr', x2 + u'2 x^ ) -h a2 <t', x'j -f- a3 cr'2 -u2 4- oc4 ( a', t2 — j2 x\ ) ,
a'4 = — (îit'2 — a'j t2-H a2Ti — u2 Tt) -+- -- (aix, — a'j t,)
-i (>2T2 Gi^ï) H (!TIT2 ai ^2— ^2^1 + ^2'Cl);
le déterminant de celte substitution estcjJTjj, si o,0 = (o,(j/), t0 = (tt'). Quant aux (.r), on a
-' rr' -T''
-+- ^ ffix'tC^ + Z— F^)+ ^1^1(^1 — /— F*")'
2" 3 = a2 "^2 x\ ~+" Oj t2 X '3
-H - ff2xs (a?', -h y/— F*-»)-*- - a'2x2(^'1 — /— F*..),
- (a?i+ y/— Fa:>)= ffitja/j-H (JiTja^
+ £ »iti(^i + /— *>) + £ ^'i^(^'i — s/— F*-.),
- (a?i— /— F*3)— ffSTia?',-t- cr'jj t'a ip'3
-f- - <j2x\(x\ ■+- /— F*'»)-*" - n'jT^', — /— Fx<.).
On a des formules analogues pour les substitutions du second type.
Nous remarquerons qu'un mouvement peut être considéré comme une substitution soit du premier type, soit du second, dans
laquelle les coefficients t,, <t',, <72, v'2 sont respectivement égaux aux coefficients 7,, t', , T2, t'2. Si la substitution est du premier
type, on a y — Fa; = 7o \ — F*'*; si elle est du second type, on a,
au contraire, y/ — Fxj= — ,70\ — I"
Ainsi, en particulier, on peut passer des substitutions de l'un des types à celles de l'autre, en les composant avec la substitution
simple
~> i = f*'i> :xi ~" ' i-
qui n'a d'autre effet que de changer l'orientation des éléments.
Les substitutions conforme-, déterminenl un groupe à sept paramètres seulement, qui comprend en particulier le groupe des mouvements. V ces substitutions correspondent des invariants conformes, absolus ou ordinaires, en nombre 1» — - ou P <> en général, pour un système dépendant de I' éléments. Il est clair que Ton formera simplement ces invariants comme invariants multiples par rapport aux ().) et aux | ;/ . quand on aura substitué ces coordonnées aux x i. I . est ainsi que la forme
l(XiH,-t-Xifi|j - 7,/ .,;*]--- y;/ ..;.•■ -a4(Xifl,— \t\li)
admet l'invariant multiple connu x2a3 — oc^-f-a*, égal à , \'y . Quand on considère les | x l, une substitution conforme esl une
substitution linéaire sur xl, #2, •'' ; rl \ — F*»; il en est de même pour une substitution du second type.
402. Dans une substitution conforme, les quatre éléments tangents à l'absolu qui correspondent aux éléments doubles d< •> deux substitutions faites sur les Çk) et les (a) se correspondent évidemment à eux-mêmes et sont les seuls dans ce cas, tant que l'une de ces substitutions n'a pas une infinité d'éléments doubles. Par suite, dans le cas général, la substitution conforme détermine quatre cercles doubles, de rayon nul, composés des éléments tangents à l'absolu que nous venons de déterminer, pris deux à deux : les centres de ces cercles sont quatre éléments (x) se correspondant à eux-mêmes. Nous n'insisterons pas sur les cas particuliers, dont l'interprétation deviendra immédiate après l'étude de la Géométrie quaternaire.
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En général, les séries linéaires qui se transforment en séries linéaires contiennent un élément fixe de coordonnées
facile à déterminer en remarquant que oc4 et a', sont nuls en même temps.
Etudions le cas spécial où la substitution est involutive; il faut et il suffit pour cela que les deux substitutions faites sur les (),) et les (y.) soient elles-mêmes involutives, c'est-à-dire que l'on ait
Si l'élément fixe commun à toutes les séries linéaires qui se transforment en séries linéaires n'appartient pas à l'absolu, nous pouvons le prendre pour l'élément fondamental 0(, et alors
de sorte que l'on a simplement
À, = (T1Aâ, ;xi=-,;j.2,
Les éléments tangents à l'absolu, déterminés comme éléments doubles de ces involutions, forment deux couples, et les éléments de contact des éléments de chaque couple sont conjugués harmoniques sur l'absolu par rapport à 02 et 03. En combinant les éléments de ces deux couples ensemble, on détermine deux couples d'éléments de première espèce A et B, A' et B', les éléments AB et A'B' contenant Ot. On voit aisément dans ce cas que tous les cercles doubles pour la substitution envisagée sont ceux des deu\ faisceaux déterminés par A et B, A' et B'; ces deux faisceaux sont conjugués, et les cercles de l'un sont orthogonaux aux cercles de l'autre.
Si l'élément fixe commun à toutes les séries linéaires qui se transforment en séries linéaires appartient à l'absolu, on peut le prendre pour 03, et alors n\ = ~\ = o. On se trouve dans un cas limite du précédent.
Dans tous les cas, en composant une substitution conforme quelconque avec un mouvement convenablement choisi, on verra
sans peine qu'on peut la l'amener à une substitution conforme involutive.
403. Supposons maintenant que l'on considère une substitution du second type; les séries linéaires qui se transforment en séries linéaires contiennent encore un élément fixe déterminé comme précédemment. Si cet élément n'appartient pas à L'absolu, prenons-le pour 0(, de sorte que
S'il y a involution, on aa,'| = T/1 = o"2=~2==Oj ' l de plus 7, 7, = tr' t.,. de sorte que, avec celte condition, on a simplement
Celte substitution spéciale, que nous appellerons inversion générale, jouit de propriétés importantes. D'abord deux éléments correspondants sont alignés avec O, : de plus, pour deux tels éléments (a:) et (a?'), en déterminant (), par ^1 = I, X2= o, pi, = 0,
<j..>= 1 , on a
005—^—=^^-^ — tt^-t» cos— 7— = — - > ; r — • , ' 21/11 A , [i, — A«(i| >'/// ^2!Ai — Ai,-'.'
et, par suite,
î— tanp;2-4— = -2-i
ce qui achève de définir la correspondance entre les(.r)et les(x'). Les cercles doubles pour cette transformation sont d'abord le cercle d'équation
"1^1 ;*2 — "2 '-'[J-t = o, ou
(x, — t'j )a?j -+- (t, -+- t'j ) /— Fx. = o, de centre O,, et dont le rayon R est donné par la formule
i un 7 .,
quand on oriente 0( comme précédemment; puis tous les cercles orthogonaux à celui-là, formant un réseau.
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Relativement aux (#), on peut écrire
& + S)''+;fê -*)'-'-
/ Ti T' \ 1 / T -' \
-§ts)«i-ïfè-^y-,F-
Si Tt + t!, = o, on retombe sur le mouvement qui correspond à l'homologie involutive, à l'orientation près des éléments.
En composant un tel mouvement convenablement choisi avec une substitution conforme involutive, on sera ramené à une inversion générale. En gardant les notations du numéro précédent, le mouvement involutif à employer est déterminé par AB ou A'B' comme élément double. On en conclura de nouvelles propriétés des substitutions conformes, faciles à énoncer.
Si l'élément fixe commun à toutes les séries linéaires qui se transforment en séries linéaires appartient à l'absolu, on se trouvera, en supposant toujours qu'il y ait involution, dans un cas limite du précédent. Dans tous les cas, une substitution du premier ou du second type, composée avec un mouvement convenable, peut toujours se ramener à une inversion générale.
404. Les substitutions conformes, comme celles du second type, transforment un réseau ou un faisceau de cercles en un réseau ou un faisceau d'autres cercles. Ceci s'applique en particulier aux séries linéaires qui peuvent être regardées comme des cercles orthogonaux à l'absolu. On pourra par suite, en employant une telle substitution, toujours transformer trois cercles donnés en trois séries linéaires, ou inversement; on pourra aussi, en employant une inversion générale, conserver un cercle avec tous les cercles qui lui sont orthogonaux, etc. Ces propriétés rendent évidentes bien des propositions qu'il est inutile de développer. Nous nous bornerons à ces indications sur les substitutions que nous avons définies au commencement de ce paragraphe; l'étude de la Géométrie quaternaire permettra de compléter leur théorie et d'en étendre les conséquences.
De même que, en partant d'un élément (#), nous avons
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défini un cercle Ca par l'équation
nous pouvons, en partant des cercles, définir [un ensemble de cercles par la relation
Ai ?i— AjOs-t- A3a3-+- A. x;-f- As y/— ra» = o,
puisque la forme rejoue par rapport aux (a) le même rôle que la forme Fx-- par rapport aux (x).
Cet ensemble de cercles, que nous pouvons appeler hyperce rc le t a pour coordonnées les (A) : il est clair qu'il se compose de tous les cercles Ca qui sont à une distance constante d'un cercle donné; car cette condition est précisément exprimée par
une relation linéaire et homogène entre les (a)et y/ — 1V-; si, en particulier, A5 = o, l'hypercercle (A) se compose, comme nous le savons déjà, (!<■ Ion* les cercles orthogonaux à un cercle li\e.
Parmi les hypercercles, on peut distinguer ceux qui sont de rayon nul, c'est-à-dire qui sonl tangents à un cercle fixe ; ce sont ceux pour Lesquels il existe entre les coordonnées (A) une relation quadratique facile à former.
On peut alors raisonner sur les hypercercles comme sur les cercles. On pourra soumettre leurs coordonnées à une substitution linéaire, el les théories de la Géométrie projective quinaire trouveraient là leur application. Parmi toutes les substitutions linéaires auxquelles on peut soumettre les (A), on peut envisager seulement celles qui font correspondre à un h\percercle de rayon nul, un hypercercle de même nature, et ces substitutions seront celles qui conservent un certain absolu dans l'espace à quatre dimensions rempli par les hypercercles. Ces substitutions font correspondre à un cercle un autre cercle, savoir : au cercle qui touche tous les cercles d'un hypercercle de rayon nul, le cercle qui touche tous les cercles de l'hypercercle correspondant. Ces substitutions comprendront en particulier les substitutions conformes.
Parmi elles, on peut placer évidemment celles qui consistent à augmenter le rayon de chaque cercle d'une quantité constante, le centre restant fixe; ce sonl les dilatât ion. s.
Nous n'étudierons pas davantage la théorie que nous venons d'esquisser; elle trouverait son développement naturel dans la Géométrie quaternaire.
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On voit aussi que l'on pourrait partir des hypercercles comme on est parti des cercles pour considérer des éléments nouveaux remplissant un espace à cinq dimensions; et ainsi de suite.
406. Pour terminer ce paragraphe, envisageons le cas spécial où l'on a Fx* = x\ + x\ + x\ . Les mouvements sont alors définis par une substitution ternaire orthogonale, c'est-à-dire que si
Xi = \nx\ -h Xj-2^2 + X/3^3
est cette substitution, on a
On connaît les propriétés de telles substitutions.
On aura ici
ra.= *»-t-ai-!-ai + aï,
et l'on voit par suite que les substitutions conformes correspondront aux substitutions orthogonales faites sur les (a). De même, si (A) est un hypercercle de rayon nul, on a
Af + Al + A| + A|-^ A? = o,
et les substitutions considérées au numéro précédent sont encore les substitutions orthogonales faites sur les (A); et ainsi de suite.
V. — Les coordonnées circulaires et les séries orientées en général.
407. Les cercles Cp dont les coordonnées vérifient une relation linéaire
« 1 Pi — *- «2p2+ «3^3-H «4 Pi= O
sont tous orthogonaux à un cercle fixe Ca dont les coordonnées (a) sont déterminées par les relations
On peut donc aussi considérer les (a) comme des coordonnées de ce cercle Ga, qui pourra être désigné aussi par Ca. Les lettres latines seront employées toujours pour désigner ces nouvelles coordonnées, tandis que les lettres grecques resteront affectées à la désignation des premières.
On a d'ailleurs, inversement,
aj as ot3 av
Les quantités a,, a», a3 sont les coordonnées du centre de Ca, et
si r-x ou ra est son rayon, on a cos— r- = •
Quand Ca est de rayon nul, on a ra» = o ou bien (a | a) = o, ou encore F«"--t- a\ = o.
On peut effectuer une substitution linéaire générale sur les coordonnées (a), et les coordonnées I x) seront alors transformées par la substitution transposée.
Regardant celle substitution comme définissant non pas une correspondance, mais un changement de coordonnées, on esl amené à envisager des coordonnées plus générales. Toutefois, aucune propriété essentielle nouvelle ne résulterait de cette considération, dont les conséquences deviendront intuitives après l'étude de la Géométrie quaternaire. Aussi nous bornerons-nous aux coordonnées précédemment définies.
'd)8. Une équation de la forme/(at, ",. a3, a4) = o définit une série doublement infinie de cercles; si, parmi ces cercles, nous ne voulons considérer que ceus qui sont de rayon nul, nous adjoindrons à L'équation précédente la relation F a' + a'\ = o . el les centres (a) de ces cercles formeront une série ternaire, dont nous pourrons dire encore que /(«, , a2, «s, as) = o est l'équation en coordonnées circulaires.
L'équation ordinaire de cette série est obtenue en éliminant aÂ entre les deux équations précédentes.
Supposons que / soit une forme quaternaire indécomposable de degré/?; si elle ne contient que les puissances paires de a,, la série ternaire d'équation f= o sera seulement de degré/? et pourra d'ailleurs se décomposer. Si, au contraire, la forme /ne contient pas que les puissances paires de «4, on pourra l'écrire sous la forme g-+-haA} g et h étant des formes ternaires en at, a2, #:i des degrés p el p — i, en se servant de la seconde équation. L'équation ordinaire de la série f sera donc g2-\- /i2Fa»= o, et celte série sera de degré 2/?, peut-être décomposable d'ailleurs.
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Mais on voit que cette série est susceptible d'être dédoublée eu deux séries orientées, ou composées d'éléments orientés, correspondant aux deux équations g ± /ia4= o, ce qui n'avait pas lieu dans le premier cas. On est ainsi conduit à la notion de séries orientées de degré /?, obtenues par dédoublement de certaines séries ordinaires de degré ip. On voit d'ailleurs que la série ordinaire équivalente à une série orientée de degré p a ses éléments communs avec l'absolu confondus deux par deux, et qu'elle possède, d'une façon générale, p(p ■ — 1) éléments doubles, communs aux séries g et h.
Les cercles sont les séries orientées du premier degré.
Les séries non orientées de degré p sont des cas particuliers des séries orientées de degré ^?, de même que les séries linéaires sont des cas particuliers des cercles : on peut donc les considérer comme des séries orientées, mais telles que si elles contiennent un élément orienté, elles contiennent le même élément orienté de façon opposée.
4-09. Considérons inversement une série ternaire ordinaire, indécomposable, de degré/?, d'équation f(x{, x2, x3) = o. Si, en supposant que F.r;= — x2K-\- ^x2xz, comme précédemment, nous définissons un élément (x) par les paramètres (a) et (u.) des éléments de contact avec l'absolu des éléments tangents à l'absolu qui contiennent Çx), l'équation de cette série /sera
/(Xi[.t2+ X2ni, X 1 ; j. 1 , X2H2) = o.
Le premier membre ne sera pas décomposable en deux facteurs qui ne diffèrent que par la permutation des (1) ou des (u.), ou le sera. Dans le premier cas, la série y ne sera pas susceptible d'être dédoublée en deux séries orientées. Dans le second cas. deux hypothèses se présentent : ou bien les deux facteurs sont de même
degré — (p étant nécessairement pair) par rapport aux (a) et
aux (u), et alors ils peuvent s'écrire sous la forme
g{xu X-2, X3, ± s/— F^),
g étant une forme de degré — > de sorte que la série / est la réunion de deux séries orientées de degré—; ou bien les deux facteurs sont de degrés différents q et p — q par rapport aux (a) et
aux (|j.) : on est alors ramené au cas précédent en adjoignant à chacun d'eux, en supposant/» — cl~>(h un facteur de degré p — 2 #, ne contenant que les (À) ou les (u,), de sorte que la série/, à laquelle on adjoint/? — 27 éléments tangents à l'absolu, devient la réunion de deux séries orientées de degré p — q. La série / a, dans ce cas, ses éléments communs avec l'absolu confondus deux à deux et possède d'une façon générale
(p —qMp — q — ,, q 1 q — i i
éléments doubles, ainsi que nous l'avons vu antérieurement.
A beaucoup de points de vue, il est convenable de faire l'étude métrique des -''ries orientées définies par des équations entre coordonnées circulaires. C'est ce que nous ferons, mais brièvement, puisque cette théorie se trouvera évidemmenl empruntée au domaine de la Géométrie quaternaire générale, et deviendra parfaitement claire comme conséquence des théories développées dans I étude de celle Géométrie, après les quelques modifications • le langage nécessaires.
110. Soit une série orientée de degré /', définie par les équations
/( ";. <> . <>.. o, o, Fa»+ «l = o.
cl considérons un cercle Cp, de coordonnées ( ,j), ci dont l'équation en coordonnées circulaires es! par suite
Ce cercle sera tangent à / en (a'), c'est-à-dire que les trois équations précédentes admettront les (V) comme solution double, si tous les déterminants du troisième ordre lires de la matrice
Pi h h
àf_ of df_ df_
ôa\ On'., da'a da\
sont nuls; et, par suite, il y aura une infinité de cercles tangents à/en («'), dont l'équation sera
> / df ùf ''f df \
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Ces cercles forment un faisceau particulier, puisque leurs éléments communs sont confondus.
Si A —^, -h ]■>•(('. = o, on retrouve l'élément linéaire tangent à /'.
da, { ■* ° J
Le lieu des centres de ces cercles est la série linéaire
àf
àf
àf
àa'2
àa'i
Faà
dite normale à / en («'), pour une raison évidente.
Le faisceau conjugué du faisceau précédent est un faisceau de même nature, composé de cercles normaux à y en («').
Parmi les cercles qui sont tangents à f en («'), il en existe un qui a trois éléments communs avec/ confondus en («')• Un calcul facile montre qu'il correspond à
ou
EL, AL, X
da\ da'2 da3
àV
da\da'.2 da\da'3
da!% da'% d*f
da'.}
da?
àa\ da'2 à*f
da\ da'.2 da\ da'3 da\ da\
da'.22 da'.2da'3 da'.2da'i
da'» àa',
da\ âa'3 da'2 da'3 àa'3~
àa\ da\ àa'.2 da\ da'3 da\
da'}
da\ da'.2
àV Oa\da'3 àa'0da'3 da'/
ôa'f ôa'x da'.2 da\ da'3 d\f <J\f d9~f
da\da'.2 da'.? da'2da'3
àa\da'3 da'.2da'i da'£
1 al
da'? da\ da'.2 àa\ da'3 da\ da'k à\f 0\f d*f d\f
()a\da'.y da'? da'.2àa'3 da'.2da'%
da\ da'3 àa'.2 da'3 àa'.?
àa'3 da\
Fa',
as
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Ce cercle reçoit le nom de cercle oscillateur à / en (a'). Son centre est le centre de courbure de / relativement à («'); le lieu des centres de courbures est l'enveloppe de séries linéaires normales à/: c'est la développée de/. Nous ne développerons pas davantage les conséquences de cette théorie. Remarquons seulement que tout ceci pourrait s'appliquer avec les modifications convenables à des séries de seconde espèce : on serait ainsi conduit à définir un élément normal de première espèce, un cycle oscillateur, etc.
VI. — Les séries orientées du second degré
i 1 1 . L'équation générale des séries orientées du second degré est
f(au "i- " - ", * ~ "•
/"étant une forme quadratique.
Si f ne contient pas a- à la première puissance, on peut supposer qu'elle ne le contient pas du tout : la série est une série quadratique ordinaire. Ses propriétés métriques résultent de l'étude du système qu'elle forme avec L'absolu, et par suite seront faciles à énoncer, puisque nous avons fait complètement L'étude du système de deux coniques. Nous insisterons cependant sur quelques-unes d'entre elles, mais sans séparer leur élude de celle des séries orientées du second degré générales. Celles-ci correspondent au dédoublement des séries quartiques ordinaires à deux éléments doubles et quadruplement tangentes à l'absolu d'une façon proprement dite : et d'ailleurs toute série quartique remplissant ces conditions est susceptible d'être orientée. Comme cas particulier, on a celui d'une série cubique triplement tangente à l'absolu et possédant un élément double : il suffit de lui adjoindre un élément tangent quelconque à l'absolu.
L'étude des séries orientées du second degré est la même que celle du système de deux séries quadratiques quaternaires : nous n'en citerons donc que les points principaux.
412. Nous admettrons qu'il est possible, en général, de trouver quatre fonctions linéaires A,, A2, A3, A.A des (a) telles que la
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forme f devienne
et que la forme ¥ai-\- a\ devienne
Ces formes sont déterminées, au signe près, par la résolution d'une équation du quatrième degré, obtenue en égalant à zéro le discriminant de la forme quaternaire
/(«t, a2, a3, a4)-4- X[Fai+aJ];
les détails de cette détermination seront indiqués dans l'étude de la Géométrie quaternaire.
L'équation
Xj Aj -+- X2A2-v- X3 A3-f- X4 A4 = 0
représente un cercle (),), et il est clair que deux cercles (),) et (u.) seront orthogonaux si l'on a
X, fxj -+- X2 \u_ -+- À 3 ;j.3 -+- X4 \j.i = o,
en vertu de l'invariance des formes polaires.
En particulier, les quatre cercles d'équations A/= o sont orthogonaux deux à deux : nous les appellerons les cercles prin cipaux de la série y.
Un cercle Çk) de rayon nul vérifie la relation
X?+X»+À»-t-Xî = o.
Une première propriété est la suivante. Il existe sept substitutions linéaires et sept seulement qui conservent la série f et la forme G. Quatre de ces substitutions sont du type
Xi = — Xj , X2 = a 2 , a3 — X'3 , X4 = A4 ; les trois autres sont du type
Les quatre premières sont des inversions générales dont chacune conserve un cercle principal, et les cercles qui lui sont orthogonaux. Les trois autres sont des substitutions conformes proprement dites, involutives, conservant les cercles des deux faisceaux déterminés par les cercles principaux pris par groupes de deux :
il en résulte une définition simple de la transformation correspondante pour les éléments (#).
il3. Dans le cas particulier où ./est une série quadratique ordinaire, la transformation précédente est encore applicable; on a n,(— o, si l'on veut, et A,, A2, A3 sont des fonctions linéaires de «(, a2j ">, seulement, hindi- que AJl = at. On a donc aussi
Fa.= AÎ-+-A! + Ai,
et la transformation n'esl autre que celle qui consiste à rapporter les séries /"et F à leur suite triple conjuguée commune.
Les cercles principaux se réduisent aux éléments de seconde espèce de celte suite triple et à l'absolu. Des quatre inversions qui conservent la série/", trois se réduisent à des mouvements involutifs, à l'orientation près des éléments; la quatrième u'a d'autre effel que de changer l'orientation des éléments (#). Quant aux trois substitutions conformes «pu conservent y, ce sont des mouvements involutifs faciles à définir.
On calculerait sans peine, an moyen de formules déjà données, dans un cas plus général, les distances des éléments (x) qui ont même polaire par rapporl à f el à l'absolu, aux éléments communs à f el aux cercles principaux; et de même on interpréter.iil métriquement les invariants communs à/el F.
Les cas particuliers où/serait tangente ou osculatriceà L'absolu ne permettent pas la réduction générale précédemment employée, mais ces eus particuliers peuvenl être envisagés comme cas limites du cas général,
Si/* était bitangente ou osculatrice à l'absolu, on sérail ramené à l'élude des cercles, el les généralités qui précèdent trouveraient encore leur application évidente.
i I \. Revenons au cas général el cberchons à déterminer les cercles bi tangents à la série f.
On trouve aisément quatre séries de tels cercles, dont l'une, par exemple, est définie par les relations
Pi— Pi Pi— Pi P'+ — [>\
La première relation indique que les cercles de cette série sont
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orthogonaux au cercle principal A, = o, ce qui nous prouve immédiatement que ces cercles se conservent dans l'inversion qui correspond à ce cercle, les deux éléments de contact de l'un de ces cercles avec/s'échangeant mutuellement.
Pour donner un sens plus précis à la seconde relation, cherchons d'abord à déterminer les coordonnées du centre d'un cercle Çk). Si (L) désignent ces coordonnées de même espèce que les (A), tout cercle (p.) contenant (L) et orthogonal à l'absolu, c'està-dire encore réduit à une série linéaire, sera orthogonal à (),). Si donc la transformation faite sur les («) donne
ak = 91 A, -+- cp, A2h- ÏI3A3+ fi A.
les relations
entraînent
d'ailleurs
par suite, on a avec
[j-\ Li-t- |x2]J2-i- H3L3 +
fA4L4 = 0,
[Jt- 1 O 1 — t— ^2^2-+- f*3<?3 ■+-
fA4CD4 = O
<;.! ). ! -+- [JU X2 -+- [J-3^3 -+-' lJ-'. ^4 = ° :
Lï + L»-+-L3 + L* = o;
Lt= À/-f- A-cp,-,
De plus, comme
Fa. = A? 4- AI -)- A* h- Af - (<p, A, + . . .)2,
il faut que le discriminant de la forme quadratique qui est au second membre soit nul, ce qui donne Sa>?= i , et par suite l'équation en k est
On trouve naturellement deux centres, qui sont un même élément orienté de deux façons différentes. Quand le cercle est de rayon nul, le centre proprement dit correspond à A = o, car il appartient au cercle lui-même.
Le lieu géométrique des centres de la série considérée plus haut de cercles bitangents à /est donc défini par la relation
(Liy3— L,?!)» (Liy,— L,çt)' + (Li?t— U?i1s _ Q P-i—P\ Pi— Pi P'* — Pi
An. — I. 29
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C'esl l'équation d'une série orientée du second degré, ou plutôt d'une série quadratique ordinaire, puisque l'orientation de ses éléments est indifférente, d'après ce qui précède. Au surplus, il n'est pas difficile de voir que
et que, outre la relation Eo? i , on a
Es -i; 0, SWjOîj o, 2<p,,«p3i,= o.
415. Parmi les cercles (A) bitangents kf du système considéré, il v en a quatre qui sont de rayon nul, cl déterminés par les relations
Px-Px Pi— Pi /'*-/'i
ce sont des foyers de la série/, de sorte que celte série a seize foyers.
On retrouve ce> seize foyers de la façon suivante : la série ternaire quartiquc définie par/el l'absolu ont huit éléments tangents communs, qui peuvenl être répartis en dvux groupes distincts de quatre éléments, d'après l'équation de f, exprimée comme au n° -i()t) à l'aide des variables (a) et (p-); les éléments de ces deux groupes, combinés ensemble, fournissenl seize éléments qui sont les foyers de f, el d'après les propriétés de la forme doublement quadratique, les i\vi\\ groupes de (|uatrc éléments tangents considérés ayant même rapport anharmonique, les seize foyers appartiennent quatre par quatre à quatre séries quadratiques bitangenles à l'absolu, les quatre cercles principaux.
Si l'on considère les séries f pour lesquelles les quatre foyers d'un syslème sont déterminés, par exemple ceux qui résultenl des équations précédentes, il est aisé de voir que leur équation générale est de la même forme que celle de/, soit p\ A* +. . , = o,
et que l'on doit avoir p]= — —i — ; X étant un paramètre arbitraire. 1 ' ' i — kpi '
Tous les foyers sont alors communs, et ces séries sont homofo-
cales.
Deux de ces séries contiennent un élément A donné, et il est
aisé de vérifier qu'elles y sont orthogonales, c'est-à-dire que leurs
éléments tangents y sont perpendiculaires.
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4-16. Envisageons, en particulier, une série quadratique ordinaire, pour laquelle pf, = o, a,K = A4.
Il y a trois séries de cercles bitangents à /*, proprement dits. L'une d'elles, par exemple, a pour lieu de centres L, = o, c'està-dire l'un des éléments de seconde espèce de la suite triple conjuguée commune à f et à l'absolu. Ces eercles sont orthogonaux à cet élément. Ils fournissent quatre foyers, qui se réduisent à deux éléments d'orientation arbitraire, déterminés par les éléments tangents communs à f et F, associés deux par deux d'une façon convenable.
La quatrième série de cercles bitangents à f se compose des éléments linéaires tangents à /", dont les éléments de contact ont en effet une double orientation. Le lieu de leurs centres est la série
Pi Pi Pi
polaire réciproque de f par rapport à F. Les quatre foyers correspondants sont les éléments de contact avec l'absolu des éléments tangents communs à f el F.
Les distances des foyers aux éléments qui ont même polaire par rapport kf et F sont faciles à calculer.
Les séries quadratiques homofocales admettent toutes mêmes éléments tangents communs avec l'absolu; en d'autres termes, leurs séries tangentielles forment un faisceau auquel appartient l'absolu. Il est alors facile d'énoncer relativement à ces séries un grand nombre de propriétés, qui ne seront que la traduction métrique des propriétés générales des faisceaux.
417. Revenant au cas général, considérons le système de cercles bitangents à/, dont le lieu des centres est (D,), ou
(LlO0_L2oi)2 (l-i 03— ^3?i)2 , (Li?t— U?i)8 _n.
Pi — P\ Ps — fi Ph—P\
l'équation de la série quadratique (A,) déterminée par le cercle A, = o est de même
( Lj o2 — L2 y, )2-f- (Lt o3— L3 «p, )2-t- ( L, c?4 — Li ç, )n- = o.
La série linéaire telle que L, o2 — L2'-f, = o contient les centres des cercles A3=o et A4=o. Donc, les centres des trois cercles principaux autres que A| = o sont les éléments qui ont même polaire par rapport à(A() et (D,) : ceci suffit à déterminer ces cercles, connaissant (D,) et (A,), puisque l'on sait qu'ils sont orthogonaux au cercle A, = o.
418. Pour obtenir de nouvelles propriétés, nous allons envisager le problème d'une nouvelle façon, en conservant les coordonnées circulaires ordinaires. L'équation de la série / peut
s écrire
/i-t-aa4/ï=o,
/, clf, étant des formes l'une quadratique, l'autre linéaire en <?,, (/2, as. On peut alors, par une transformation ternaire, trouver trois fonctions linéaires A,, A2, A3 de «,,<v2, o:] telles que l'équation de /devienne
/= <7i A y — 72 A2 — 'At-Vi-*- »A.4| r\ Ai ''i A2-r- r3 A3) — o,
et la forme Fa»-f- a]
G = AÎ-t-Al-hA|-+- \.
A. étant égal à a,. Ceci revient à rapporter la série/, et l'absolu à leur suite triple conjuguée commune. Cette série/, est d'ailleurs définie par la condition de contenir les éléments communs à/ et à l'absolu, ainsi que les deux éléments doubles de la série quarlique définie par la série/.
Ici les coordonnées du centre d'un cercle (À) sont ).,, X2, ),3,
\J — (A^-r-^j-r-Xj), et a,, X2, X3, X4, s'il est de rayon nul : en général, si r\ est son rayon, on a, en faisant lim = i,
X4 v/^Àl^ÀlH-ÀI + Xf) cos/-> = , sin/-> = - ' 2 ■* *'-.
/-(A? ■+- XI + XI) •-(Xf h- Xi -h Xf)
Si le cercle (),) est bitangent à /, en éliminant A* à l'aide de l'équation de ce cercle, et exprimant que deux séries quadratiques ternaires sont bitangentes, ce qui se fait facilement en écrivant que dans leur faisceau se trouve une série linéaire double, on est
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conduit aux équations
7i-i-p 9-1-+- ? Çs
</i-+-p g«-i-p g'sH-p
rtXi /-oXo /-3X3
g^-f-p ?2+p qz^-?
p étant une inconnue auxiliaire.
La première équation détermine quatre valeurs pour p; à chacune de ces valeurs correspond un système de cercles bitangents à f; le lieu des centres des cercles de l'un de ces systèmes est déterminé par la seconde équation : c'est donc une série quadratique, homofocale à la série quadratique polaire réciproque de f\ par rapport à l'absolu; de sorte que les quatre séries (D,), (D2), (D3), (D,) ainsi obtenues sont homofocales entre elles. Leurs foyers sont faciles à définir en partant de y* elle-même, puisque la série y^ contient les éléments de contact de/' avec l'absolu. Enfin, Ja dernière équation exprime que les cercles de l'un des systèmes sont orthogonaux au cercle fixe
_^_Al+— ^-A2+— ^_A3-A4 = o.
Les propriétés précédemment indiquées se retrouvent sans peine. On peut aussi déterminer facilement les séries linéaires doublement tangentes à /"; il suffit de supposer )v4 = o, et l'on trouve quatre groupes de deux, comme cela devait être.
Cherchons encore les cercles bitangents à f et à éléments de contact confondus ; d'après la propriété déjà indiquée des éléments de contact avec /"d'un cercle qui lui est bitangent, les cercles que nous considérons ici correspondront aux éléments de contact des séries (D) avec les éléments tangents communs à ces séries et aux séries quadratiques ordinaires déterminées par les cercles principaux correspondants. Si (£) est un tel élément tangent à (D,) et touchant le cercle principal correspondant, de centre Gj , en ( x), la série f sera évidemment tangente à (C, x) en (x); si (ç') est un second élémeDt de même nature touchant le cercle principal en (x!), la série/* sera de même tangente à (d x') en (x'). Si donc on considère le cercle de centre (££') contenant (x) et (x'), il est
évidemment bitangent à/, et par suile (;;') appartient à l'une des séries D2, D3, D,, l'élément de contact étant d'ailleurs déterminé par C, et (£?')• Les six éléments tels que (;;') appartiennent ainsi deux par deux à ces séries, qui, étant déjà homofocales à D,, sont complètement déterminées par la connaissance de D| et du cercle principal correspondant.
En outre, de ce fait résulte un théorème facile à démontrer sur les propriétés de deux séries homofocales cl d'un cercle.
Il est aisé maintenant d'étudier les cas particuliers qui se présentent, 'lu moins quand on suppose la réduction précédemment employée possible.
Tout d'abord, non-, supposons que L'équation en p n'admette comme racine aucune des quant ités — q{ . — gra, — q3.
Si L'équation en p a alors une racine double, on voil sans peine que le cercle principal correspondant devient de rayon nul; m C(
est le centre de ce cercle, <'., esl élément double pour/"; les
séries (D8) et (D4) | ■ h, i étanl confondue avec (Da)] contiennent <"., et \ touchent les cercles principaux correspondants.
Si l'équation en p a une racine triple, la série | I > , i du ras précédent vient se confondre avec! I », : C( appartient ai I >, ) et esi un élément cuspidal pour/"; la série (D4) contient <",, et j esl osculatrice au cercle principal correspondant.
Si l'équation en p a deux racines doubles, la série quartique déterminée par /se décompose en une série cubique et une série linéaire tangente à l'absolu. ( les deux séries étant orientées d'après I équation/=o, ont en commun l<^ deux centres C| et C3 des deux cercles principaux, chacun de rayon nul ; la série (L\) contient C3, et la série (D:)) contient G,.
Si I équation en p a une racine quadruple, on est dans le cas précédent, en supposant de plus que C3 coïncide avec C«, et la série (D, ) contient C,.
Examinons maintenant le cas où L'équation en p admettrait la racine — y,, ce qui exige ou bien que la série quadratique/, soit bitangente à l'absolu, ou bien que /•-, = o : ('cartons d'abord le premier cas.
Les cercles bitangenls à /qui correspondent à la racine — q{ ont leurs centres sur L'élément ~kt = o, de sorte qu'ils sont orthogonaux à cet élément, qui joue le rôle de cercle principal; mais,
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pour déterminer ces cercles, il faut une nouvelle relation que l'on trouve facilement être
9i — 2* iJi — ?»/ \>j\ — q% qi — qs /
qi — '/i qi — qi
lu
L'inversion conservant J qui correspond aux cercles de ce système devient une homologie involutive; ce système de cercles fournit toujours quatre foyers. Quand trois des racines de l'équation en A sont égales ainsi à — qK, — q2, — q.i: la série y est une série quadratique ordinaire. Si la racine — qt est double, la relation précédente se réduit à
7*«» Ao /'-ï )\<\ ^
les cercles correspondants forment un faisceau; les éléments B, et B2 communs à tous ces cercles sont doubles pour f qui se décompose en deux cercles; les séries (D3) et (D4) qui correspondent aux autres racines de l'équation en p contiennent B( et B2 ; quand ces deux autres racines sont confondues, l'un des deux cercles dont se compose y est de rayon nul.
Si l'équation en p a deux racines doubles telles que — qx et — q-2, les deux cercles dont se compose y sont de rayon nul.
Si la racine — qK est triple, on est dans le même cas que précédemment; mais les deux cercles dont se compose y sont tangents entre eux.
Si la racine — q( est quadruple, l'un des deux cercles dont se compose y est de rayon nul, et son centre appartient à l'autre.
Supposons enfin que la série y, soit bitangente à l'absolu, de sorte que qt = q2 par exemple ; la série quartique déterminée par y a, dans ce cas, ses éléments communs avec F confondus quatre par quatre. Pour les racines de l'équation en p,, autres que — qf, tout ce qui a été dit précédemment subsiste, on remarquera seulement que les séries (D/) correspondantes sont elles-mêmes bitangentes à l'absolu suivant le même élément 03 que y.
Si la racine — qt est simple, on peut supposer, sans diminuer la généralité, que /•, est nul; les cercles correspondant à cette
racine sont alors tels que l'on ait X, = o et
qx kl -+■ '1 /-W...A; = o;
l'un des foyers correspondants esl l'absolu.
On a les mêmes propriétés générales que précédemment.
Si la racine — <y, est double, on a /; -r r2, = o; si /-, et r2 ne sont pas tous deux. nuls, on a r<X2 — /-.,a, = o, avec la dernière des relations précédentes; la m rie fa un élément double M appartenant à L'absolu et à ii:!. el le lieu des centres des cercle-; qui correspondent à la racine — >/, est 03M.
Si l'on a à la fois rt = r. = o, la série / se décompose en deux cercles concentriques.
Dan> ces deux <;i>. il \ a nouvelle décomposition de /', quand les deux nuire- racines de l'équation en p sont égales.
Si la racine — qt est triple, on ;i
r\ -+■ ri = o el </,< y, — gs) - o;
-i /-, et r2 ne sont pas nuls, tout se passe comme dans le cas précédent, >;oif que M est cuspidal pour la série / ; si /•, = r.2= o, la sérieuse compose de deux cercles coïncidents.
Si la racine — q\ esl quadruple, sans que rt el /_■ soient nuls, la série/" se décompose en une série cubique contenant M cl l'élément tangent à l'absolu en M: -i / , et ra sont nuls, la série f se compose de deux (en !(•-< coïncidents de rayon nul.
Tout ce que nous venons de dire est facile à vérifier directement et devient intuitif comme application des théories de la Géométrie quaternaire. On remarquera que, lorsque la série orientée /"a un élément double ou cuspidal n'appartenant pas à L'absolu, notion que rendra claire l'étude de la (.iéométrie quaternaire, la série quartique ordinaire, déterminée par /, a de même un élément double ou cuspidal; si la série/ a un élément double ou cuspidal appartenant à l'absolu, la série quartique déterminée par/* est des espèces (B') ou (E') du n" 359, l'élément double spécial coïncidant avec celui de/. D'ailleurs, dans le cas où la série/( est bilangenle à l'absolu, la série/ est elle-même bitangente à l'absolu, et seulement dans ce cas.
419. Si, d'une façon générale, A',, A!,, A',, A', sont des fonctions
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linéaires de «,, a2, a3, «4, l'équation d'une série orientée du second degré peut s'écrire
/ étant une forme quadratique, et peut être interprétée de la façon suivante : si l'on considère l'élément (A'), de coordonnées ordinaires (a), et un élément tangent au cercle A^= o contenant (A'), en désignant par tt la distance de (A') à l'élément de contact de cet élément tangent, et par cp^. le coefficient de aA dans la fonction linéaire A^, on a, en supposant toujours lim = i,
2 sin2 — =
2 <pi/-F«*
l'équation de la série y peut donc être regardée comme établissant une relation quadratique entre les carrés des sinus des moitiés des distances t't, t'2, t'3, t\; et réciproquement.
Si le cercle A^= o est de rayon nul, ti est la distance de l'élément (A') au centre de ce cercle; si ce même cercle se réduit à une série linéaire de coordonnées (£'), on a, en appelant ti la distance de (A;) à cette série
a;vd
SI II ti =
Si— Fa2 s/— *$':
et ce qui vient d'être dit subit une modification évidente ; il en est de même si le cercle A|= o est l'absolu, puisque alors
L'équation de f peut, par exemple, être ramenée à la forme
et l'on a, par suite en général, une relation telle que
. t\ . t* j . t3 . t\ sin— sin — = k sin— sin— ,
k étant une constante, pour définir cette série/.
On remarquera que cette même forme, qui peut être obtenue d'une infinité de façons, permettra de transporter immédiatement aux séries/, avec traduction convenable, les propriétés des gêné-
ratrices rectilignes des quadriques dans l'espace ordinaire; mais nous n'insisterons pas sur ce point.
420. Supposons, en particulier, ce que l'on peut toujours faire en profitant de la relation qui relie les coordonnées (A') d'un élément quelconque, que la forme / ne dépende que de trois variables A',. A'2, Aa : on aura alors de nouvelles propositions faciles à énoncer.
Si l'on a plus particulièrement
d'où
- I 1 1 - /.-Ml - I 1 1
on voit que les cercles A'2 = o et A'3 = o sont bitangents à / appartenant à un même système, leurs éléments de conlacl avec/ appartenant au cercle ^', = 0. D'ailleurs, tous les cercles bitangents à /'. du même système, sont donnés par l'équation
\ , a pi pa A', -t- p* A', o,
pi <'t pa étanl des paramètres variables; ils appartiennent au réseaui \,. \,. \ . Il est évident que deux cercles quelconques bitangents à /de ce système ont leurs éléments de contact avec/ appartenan! à un même cercle du réseau : el réciproquement, tout cercle du réseau détermine par ses quatre éléments communs avec _/, associés convenablement deux par deux, deux cercles bitangents à f. On est ici ramené aux propriétés des séries quaitiques ordinaires.
On peut aussi, A't = o, A2 = o, A'3= o étant trois cercles d'un même système bitangents à/, employer l'équation
\ \, /Al /ÂT = o,
qui donne
, . / 1 / ' •> . . i . /.|Mii /cssm -A3sin— = o.
En particulier, un ou plusieurs des cercles A^ = o peuvent être de rayon nul, c'est-à-dire être des foyers d'un même système.
CHAPITRE XV. — LA GÉOMÉTRIE MÉTRIQUE TERNAIRE GÉNÉRALE. 4 )Q
tique ordinaire. On peut d'abord considérer A',, A'.,, A'.; comme
des fonctions linéaires de «,, a2, a3 seulement, et si l'équation
de f est alors
AV— A',A; = o,
on en déduit une relation telle que
sin2/, = /. sin /2sin^ ;
on peut multiplier facilement les remarques analogues.
Si maintenant A',, A'2, A'3 peuvent aussi contenir aÂ, l'équation A',2 — A'2A'3 = o conduit aux mêmes conséquences qu'au numéro précédent. Plus particulièrement, on peut supposer que le cercle A', = o est l'absolu; alors Aa = o et A'3 = o sont deux séries linéaires contenant chacune deux éléments communs à y" et à l'absolu, et l'on a simplement
sin t2 sin l3 = k.
On peut employer aussi, avec les mêmes conséquences, l'équation
du numéro précédent.
Ici l'on peut supposer, ce que nous allons faire, que
A '2 = h( ;j.i«;+ [j.2a2-h fi3a3-+- [ita4),
A'3 = h'[ — ( \J-iOi + fi2«2-l- ,^3 «3)-+- [Ha't],
Si alors on emploie la forme A',2 ■ — A!,A3 = o, il faut X4 = o, pour que cette équation représente une série quadratique ordinaire, et en remarquant que sin2— = cos2 — , on a simplement
sin U = k sin t\',
la série linéaire A', = o contient d'ailleurs les éléments de contact avec /du cercle A'2 = o ou A'3 = o.
Ceci s'applique en particulier si A'2= o est un foyer de f.
Si maintenant on emploie la forme
/Ai + \/\', -+- /A'3 = o,
il faudra avoir
D'ailleurs, ici
ti /^ . U r, /
sin — v'i— sin— v " [J-\ cos— \> h (uv = o,
et l'on voit que l'on peut écrire encore
tx ± tt= consi .
Ceci s'appliquera en particulier aux foyers.
Nous avons ainsi retrouvé presque toutes les propriétés métriques fondamentales 'des séries quadratiques ordinaires sur la sphère. Celles que nous n'avons pas signalées sont pour ainsi dire immédiates. On n'oubliera pas d'ailleurs que les séries quadratiques ordinaires ont leurs séries tangentielles de même nature, et que par suite on pourrait sans peine énoncer à leur sujet de nouvelles propriétés semblables aux précédentes, qui seraient d'ailleurs des cas particuliers i\c> propriétés plus -1 in ides des séries orientées de seconde espèce el du second degré.
I. — Définitions et formules générales
422. La Géométrie métrique ternaire spéciale diffère de la Géométrie générale en ce que l'on suppose que le discriminant de la forme F qui définit l'absolu est nul. En gardant les notations du Chapitre précédent, nous supposerons donc que F se décompose en un produit de deux facteurs distincts
et par suite la forme <I> sera un carré parfait (g\ %)-. (g) est l'élément double de F, et l'on a
*ll=£l= — (?2<?'3 — ?3^'2)2- •••,
*23= glg3= — (<P3<?'l — <Pi<P'3)(?l?2 — <P2?'l))
On pourrait tout aussi bien se donner la forme <ï> à déterminant nul, mais il n'y aurait qu'à échanger les éléments de première et de seconde espèce pour être ramené au cas précédent.
Enfin, remarquons qu'il n'y aurait pas d'intérêt à supposer que F fût carré parfait, <ï> devenant alors une forme identiquement nulle.
423. Rien n'est à changer à la définition de la distance de deux éléments de première espèce [y) et (s); les mêmes remarques subsistent, et l'on a
■±an y/F^Fg» iim \/Fy*Fzi
Quant aux éléments de seconde espèce, on obtient leur distance en faisant comme au n° 126 un passage à la limite; si D tendant
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vers zéro, ;j. augmente de façon que le produil — 2 ^ y/ — D tende vers une limite )., on obtient
Cette dislance est encore celle qui est définie en Géométrie métrique binaire spéciale pour l'espace (t,Ç), les éléments absolus de cet espace étant confondus avec celui qui est déterminé p;u(4>) et(r.Ç).
Pour avoir plus de précision, nous orienterons un élément de
première espèce (j) en donnant une détermination fixe ;i \ F,-, vi un élémenl <le seconde espèce (tj) en prenant y/^r,' = ( g | ré ) . Nous écrirons alors
i z I : yz .ci
cos ■ • -m = •_?- ■
puis, en appelant (.r) l'élémenl ("»&), de sorte que
nous aurons
Si (£), (y,), (<) sont orientés et appartiennent à un même élément orienté, on a
La distance 7,Ç est nulle quand (r,) et (£) coïncident, ou bien si (rjÇ) appartient à l'absolu ; elle est infinie si l'un des éléments (r,) ou (Ç) contient (£-); elle est indéterminée si (r,) et (Ç) contiennent ("■), ou bien si l'un des éléments (r,) et (Ç) appartient ;ï l'absolu.
Deux éléments de première espèce sont perpendiculaires quand ils sont conjugués par rapport à l'absolu; il n'y a pas d'éléments de seconde espèce perpendiculaires; les éléments normaux subsistent.
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Deux élémenls (y) et (z) sonlpa/rillèles quand (yz) contient g ; leur distance est nulle à un multiple près de iim~.
11 n'y a pas lieu d'envisager la dislance y'C, d'un élément de première espèce à un de seconde. Mais on peut définir la distance Cy de (Ç) à (y)', si (z) est perpendiculaire à (y) et appartient à (Ç),
la distance X^y est celle de (Ç) à (yz). On trouve sans peine
(^•lOv/Fy
Cette distance est nulle pour(Ç|^) = o; infinie quand (Ç) contient (g-), ou bien que (y) appartient à l'absolu; indéterminée quand on se trouve à la fois dans les deux cas précédents.
On fera des remarques analogues à celles du n° 373, sur l'interprétation métrique des équations.
L'étendue d'une suite de n éléments a toujours la même définilion. Mais l'on voit que l'étendue d'une suite triple de première espèce est toujours nulle, à un multiple près de /iirrnz, d'après les formules du n° 374 : c'est un théorème fondamental.
Mais si l'on fait en général — — X — = S', un passage à la
° iim [jl- '
limite analogue à celui que nous avons déjà fait donne
en remplaçant (£/jÇ) par (xyz)2 et les quantités \J®?. . • ., $*£, • • •> par leurs valeurs.
Cette quantité S' est la surjace de la suite triple (x), (y), (z); cette notion s'étend immédiatement à une suite de n éléments.
L'étendue de la suite (£), (rt), (Ç) est
\ *iÇ *« *Çy|
ou, en introduisant les élémenls (#), (j), (g) de la suite équivalente
(gyz){gzx)(gxy)
421. Si les éléments fondamentaux n'appartiennent pas à l'ab-
solu, soit
F = a?f + a?| -f- a?| -h 2 cos8,:r2ar3-f- 2 costU^^i — 2 005632-, a?,,
et supposons m = — • Nous orienlerons les éléments fondamentaux en faisant, pour O/, ar/= 1 et \/F^= 1 ; de sorte que
cosO,O, = 0,. cosO,0,= 8,, cosO,02=e3. On a aussi o = D = 1 -+- 2 cosO, cos8,cos6,— - cos*8,— cos*8,— cos*83
e,_|_ 6,-1-6, . — 8,-»-8,-t-8, 0, — 0.,— 8, 0,-0,-03 = 4sin — sin ■ sin sm 1
et avec l'hypothèse 8, -+- 83 - 0 . :o(mod2ic .
•I> sin8,£, sin8,*, sinS,*,)*,
de sorte <|uc nous prendrons
(f|£) =sine,Ç,-t-5ine,t,-l-sine :
Dans ces conditions, on peut considérer 6< , ô2i Bs comme les distances o2o3, oso,, 0,0..
On a
«m B, sin6,
et, par suite,
sin 6, sin 6, sin 63 sin 8, sin 8, sin 8,
2 «in 0( sin 8, «in 8, '
et aussi
Q,0,= - : , Sin 6,
d'où
et ainsi de suite.
On peut supposer que l'élément fondamental O, coïncide avec (g), et l'on peut alors écrire
F = a?| -t- x\ -t- a cosO^j^j,
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avec
g= sinO,^,;
0, est ici la distance CKO3, si Ton veut. En particulier, on peut prendre B( = o. Enfin, supposons que û2 et Q3 forment l'absolu, de sorte que
F = 2ft.r3,
Q{ reste arbitraire et l'on a des formules simples.
On fera les mêmes remarques qu'au n° 375, sur l'interprétation des rapports des coordonnées.
425. Il est clair que si l'on considère l'espace E comme un plan dont les éléments de première espèce sont les droites, et ceux de seconde espèce, les points, la théorie que nous venons de développer coïncide avec celle des angles et des distances dans cet espace, à la condition de remplacer la distance de deux droites par leur angle et de prendre, comme absolu, les deux points circulaires à l'infini.
Il serait facile, d'ailleurs, de retrouver de cette façon toutes les formules de la Géométrie plane et, en particulier, de la Trigonométrie rectiligne et de la Géométrie du triangle.
Examinons seulement les propositions qui correspondent à celles du n° 376.
L'élément P, perpendiculaire à O, et contenant Qj est
£2COs62 — £:jCOs63= o,
en conservant les premières hypothèses du numéro précédent; les trois éléments P; sont alignés.
On peut répéter ce qui a été dit sur les milieux des distances
telles que 0203. Mais la distance û,9.3 a un seul milieu, conjugué harmonique de (0,#) par rapport à Q2 et û3 ; les trois milieux analogues ont des propriétés immédiates résultant facilement de la considération du cas général.
Enfin nous pouvons répéter cette remarque générale, que les théorèmes de la Géométrie métrique spéciale correspondent à des propriétés plus générales de la Géométrie projective, faciles à
énoncer.
An. - I. 3o
II. — Les substitutions linéaires au point de vue métrique spécial.
426. La distance de deux éléments quelconques ne change pas quand on fait un changement de coordonnées ou une transformation homographique quelconque, à la condition que, dans le dernier cas, le nouvel absolu soit l'ancien transformé, et que, dans tous les cas, la constante m ne change pas, tandis que la constante \ devient ~),o, o désignant le déterminant de la substitution faite sur les (.r).
Transformons maintenant les éléments de l'espace E par une homographie quelconque ?
x,= \tx\ -t- \iix\ -+- v/ar'g,
les (x') étanl rapportés au\ mêmes coordonnées que les (.r), et laissons l'absolu invariable, ainsi que les constantes m et a.
On peut rechercher les homographies t telles que la distance de deux éléments de première opèce soit égale à celle des deux éléments correspondants, au degré près d'indétermination qui se présente toujours quand il s'agit de telles distances; telles aussi que la distance de deux éléments de seconde espèce soit égale, à un facteur constant près, à celle <!<•> deux éléments correspondants.
La condition nécessaire et suffisante pour qu'il en soit ainsi est que la substitution cr transforme l'absolu en lui-même.
Pour obtenir des formules simples, soient
V = *x.2x3, {g\\)=il\\
on trouve alors deux séries de substitutions a-, savoir les subslilu
lions <r'
.r, = oj, x\ -+- 10 ', r'2 -+- u* x\ ,
./■:,= cDajr'g,
et les substitutions 7"
Xx = (•>! x\ -+- w', x'2 -+- w'j x\ , x<, = w'._
X3= lû'zX'i.
Le déterminant (À;j.v) est égal, suivant le cas, à (x>,u)2ios ou à — 10 , o)'2 (o'3 .
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Si (x) et {x') sont correspondants, on a
F*» = a>2 to3 F^ ou Fx*=di% ta '3 Fa;'»,
suivant le cas; et de même (g\%) = W| (gi£)5 dans tous les cas.
Si F était donnée sous une forme quelconque, on procéderait comme au n° 378 pour obtenir la forme des substitutions 7' et 7". Ainsi pour F = x~,-\- x\, on trouvera les substitutions 7' sous la forme
i(tp2— co3) , Q)2 -j- oj3 ,
OC ^ — ~ OC 9 r~ Ou o •
427. Les substitutions a' donnent, en choisissant une détermination fixe pour y/oL>2<o;î et définissant l'orientation de [x') par y/Fxî= y/(o2to3 y/FX'2, les formules
ces substitutions transforment les éléments (<p) et (s>') de l'absolu en eux-mêmes, respectivement.
Les substitutions 7", au contraire, échangent entre eux les deux éléments de l'absolu, et donnent
yz'==—yz(mod4int'x), v)T = 77^ - >iÇ,
toi
en prenant y/F^s— ^to'2to'3 JFX't, pour déterminer les orientations des éléments correspondants (je) et (#').
Les substitutions u' sont les similitudes proprement dites, et les substitutions 0" sont les similitudes symétriques.
Dans tous les cas le rapport constant r= = est dit rapport
de similitude pour la substitution 7.
Envisageons d'abord les similitudes : les invariants correspondants sont, avec les notations du n° 206,
l = (jjj -+- 0)2-+- 103, J = t*»2 0»3 -4- ù)3{!)i +■ tojto*, C^=W1WiU)s,
et cela quelle que soit la forme F, si l'on a appliqué ce qui a été dit plus haut; co,, to2, to3 sont donc eux-mêmes des invariants. L'équation en p a les trois racines to,, io2, a>3, que nous supposons d'abord distinctes. A la racine oj, correspond L'élément double (g) ou 0|, et un élément double de seconde espèce d'équation
OJj <JJ2 ('-M — W.i
on peut le choisir pour L», . el ceci revient à supposer o>'( = co,' = o.
Alors les éléments doubles sont, d'une façon générale, les six éléments fondamentaux.
D'après une propriété générale des homographies, la distance (<i,ç)(Q,ç') est constante, (£) el (£') étanl deux éléments correspondants : on a
COS : = ? S1E
et ces formules sonl générales.
ov
Le rapporl de similitude est r =
(Oi
Quand on a to2 = w3, il \ a nécessairement hornologie; ce qui précède subsiste, mais tous les éléments de Ot <'i <>, sonl doubles; on dit que l'homographie ?' est une homothétie; le rapporl de
sllilllll llflr eSl Inllldlirs
Dans ces deux cas, quand le rapporl de similitude est égal à ztz i , on dit qu'il y a rotation, el une rotation est un mouvement. Quand L'homographie ?' esl à la fois une homothétie el une rotation, c'esl une homologie involutive, à moins qu'elle ne se réduise à la substitution identique.
Les cas limites du c;i> général, obtenus <-n supposant (i)| = (jl>2 ou tu, = w3, sont peu intéressants.
Si enfin on a co, = to-2= to3, <-)', et (>>',' n'étant pas lou^ deux nids, il existe une infinité d'éléments (x) doubles, définis par
U) j Xi — 10 j x3 = o,
et une infinité d'éléments (;) doubles définis par ;, — o. Si (£)
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et (£') sont correspondants, (çç') contient l'élément défini par io\ x2 -+- d)J #;î = o appartenant à g, et l'on a
$■' = X 1 ! — i = const.
On dit qu'il y a translation ; une translation est aussi un mouvement.
Les mouvements sont caractérisés par la relation
Une translation peut aussi être considérée comme une homothétie spéciale.
428. Pour étudier les similitudes symétriques, remarquons qu'une telle substitution <r" se ramène à une similitude proprement dite quand on la compose avec une substitution particulière, dite symétrie, et de la forme
C'est une homologie involutive dont les éléments doubles sont d'abord celui de coordonnées ^r, = o, x2+ #3 = o, puis tous ceux de l'élément ^r2 — ;r3 = o.
Si (£) et (ç') sont correspondants, (££') est perpendiculaire au premier élément double, et le milieu de (£;') appartient à ce même élément double.
En général, une substitution g-" sera une symétrie dès qu'elle se ramènera à une homologie involutive, et, par suite, qu'on aura
i»\ — co'2 u/3 =0 et i'}\ w',' -4- io'2 o/, = o.
Nous n'insisterons pas davantage sur les propriétés des différentes substitutions que nous venons de reconnaître-, la Géométrie ordinaire les met suffisamment en évidence, et leur vérification directe n'offre aucune difficulté.
Remarquons encore que l'on pourrait définir d'autres substitutions intéressantes, par exemple celles qui conservent l'un des éléments de l'absolu; ou qui changent l'un de ces éléments dans l'autre; ou encore qui conservent l'élément double (g) de l'absolu : ces dernières sont les affinités, et leur forme générale est immédiate; leurs propriétés sont connues.
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429. Les similitudes forment évidemment un groupe à cinq paramètres. La loi de composition de deux similitudes se trouve sans peine, et Ton en déduit en particulier que le rapport de similitude résultant est égal au produit des rapports de similitude composants, au signe près.
Deux similitudes symétriques consécutives équivalent à une similitude proprement dite.
Les homolhéties forment un groupe à quatre paramètres; il en est de même des mouvements; enfin, les translations forment un groupe à trois paramètres, contenu dans celui des homothéties et dans celui des mouvements, ceux-ci étant eux-mêmes contenus dans celui des similitudes.
On peut, pour les différents groupes que non-; \ enons d'énumérer, construire des invariants absolus d'un système ternaire S quelconque.
Les équations aux dérivées partielles formant un système complet, qui caractérisent co invariants, seront toujours faciles à former en se servant des substitutions infinitésimales des différents groupes considérés.
faisant F = >./■, a?2, comme pin-- h a h i. .1 gardant les notations «lu Chapitre I. ces équations seront :
Pour les simili Inde- An F =o, A,,F = o, A,F = o, A,,F = o, Ai3F = o;
Pour les homothéties
AnF = o, A„F -f-A88F = o, A,,F = o, A,3F = o;
Pour les mouvements A,,F-i-2A22F =o, AuF-H2ÀMF = o, A12F = o, A13F = o;
Pour les translations
On pourra aussi, quand il s'agit des similitudes, procéder d'une façon plus générale, identique à celle qui a été indiquée au n° 381 . Mais, dans ce cas, on trouve cinq équations et non plus quatre seulement, en vertu de la décomposition de l'absolu.
Dans le cas des homothéties, on pourra de même former un
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système S2, composé du système S,, des coefficients de l'absolu, et des coefficients (£) d'un élément fixe quelconque (ç) contenant l'élément double (g) de l'absolu. Les invariants absolus ordinaires de ce système S2, qui sont homogènes et de degré zéro par rapport aux coefficients de l'absolu et aussi par rapport aux(£), seront les invariants absolus des homothéties. Les équations qui les déterminent seront formées comme au n° 381.
Dans le cas des mouvements, on remarquera que si (£) est l'élément double autre que les éléments de l'absolu, le mouvement ne change pas la série définie par la forme F + (£ | x)-. En adjoignant les coefficients (£) au système S, ainsi que les coefficients de F, les invariants absolus ordinaires du système ainsi formé, qui sont homogènes des degrés p et q par rapport aux coefficients F et aux (£), avec la condition ip-\-q = o, seront les invariants absolus du groupe de rotations ayant même élément double (ç); en considérant (ç) comme arbitraire, on aura les équations des invariants absolus du groupe des mouvements immédiatement.
Un procédé analogue servira pour les translations.
On fera, sur les différents invariants absolus métriques que nous venons de signaler, les mêmes remarques qu'en Géométrie binaire.
On aurait d'ailleurs pu employer en Géométrie binaire des procédés de formation analogues aux précédents, pour les divers invariants absolus métriques.
430. Envisageons maintenant les invariants métriques non absolus. Pour les similitudes, ils vérifieront les équations
A11F=!j.1F, A22F = |jl2F, A33F = [jl3F, A,2F = o, A13F = o,
p.,, pu, ix3 étant trois constantes quelconques, et se reproduiront multipliés par w^' to^- co^3 : on a gardé ici 2X2x3= o pour équation de l'absolu.
D'une façon générale, on pourra obtenir tous ces invariants en formant d'abord les invariants ordinaires relatifs au système S auquel on a adjoint les coefficients de l'absolu, qui sont homogènes et de degré zéro par rapport à ces derniers coefficients; puis en adjoignant à ces invariants les premiers membres des
équations des éléments de l'absolu, séparément, ou deux autres invariants de même origine, si les (x) ne figurent pas dans le système S.
Dans le cas des homolhéties, on aura
AuF=(jl1F, A22F + A8sF = |x2F, Al2F = o, A13F = o,
;j., et u2 étant deux constantes. Ils se reproduisent multipliés par tof'w^1. On les obtient comme dans le cas précédent. Pour les mouvements, on a
AuF-r- ?.A22F = ;z2F, A,, I ' - a a . r --■, . I'. AI2F=o, A,3F = o,
[x2 cl ;j.:! étant deux constantes. Us se reproduisent multipliés
par <•> ; <■> - . et sont obtenus comme les précédents. Enfin, pour les translations, on ;i
A,1F-+-A„F-HA33F=f*F, A,, F.- ■,]'. A,,F = ;x"F:
•i li>i+(i.*(0*
ils se reproduisent multipliées parole . e désignant la base
des logarithmes népériens. Pour les obtenir on adjoindra, par
exemple, aux invariants des similitudes, les deus invariants - -
Les particularités relatives à ces divers invariants seront laissées ici de côté, malgré l'intérêl qu'elles peuvent présenter. Il sera d'ailleurs facile de leur étendre la plupart des propositions relalives aux invariants ordinaires en général.
III. — Les cercles
431. Comme au Chapitre précédent, une série quadratique de première espèce bitangenle à l'absolu, d'équation
(a,.r,-^ a2.r.> — x3xa ■ 1 — x\ \\r — o,
peut se dédoubler en deux séries orientées; l'une d'elles a pour équation
a . jt i -l- a2r2+ a3:r3-f- av y/ — F.tj = o;
c'est un cercle Ca, dont les coordonnées sont les (a).
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Les séries linéaires sont des cercles particuliers pour lesquels a4 — o ; l'absolu est aussi un cercle particulier.
Le discriminant du cercle Ca est celui de la forme quadratique (a|;r)2+ a^F^s, soit rj.\ (g |a)2. Si (g\y.)= o, le cercle se compose de deux éléments contenant (g), à éléments orientés; si en outre a-, = o, ces deux éléments sont confondus.
La série tangentielle de (a|a.')2+ a^Fa-s^ o est ici, au facteur a2 près,
c'est une série de seconde espèce dont deux éléments sont ceux de l'absolu, et que nous appellerons un cycle.
Les cycles ne sont pas susceptibles d'orientation : le même cycle équivaut à deux cercles.
Quand aj = o, le cycle se réduit aux deux éléments communs à Ca et à l'absolu ; si (g\y-) = o, le cycle représente (g) deux fois.
432. On peut considérer directement un cycle sous la forme suivante, où l'on suppose F = 2 (cp[.r)(<p'|.r) et où (X) désigne un élément arbitraire
2«1(?Xï)(?'^ç)+^«2('fÀ;)(??'si) + '-'-«3(?'ÀO('f?'s5)+«4('f?'ç)2 = o;
les (a) sont alors les coordonnées du cycle, désigné par Tn.
L'équation du cycle Ta équivalent au cercle Ca peut s'écrire
a(w'a)(çXÊ)(Q'XÊ) + a(?'«XX?ÀÊ)(<p<p'Ê)
, iw ,m-w ,» 2(cpaX)(ç'aX) — a?(œcu'X)2 . iy ,
-{-2(?aX)(?'A$)(??'g)+ V' AY(J>a) * " M??^a = °>
et, par suite, la correspondance entre les coordonnées (a) et (a) peut être établie par les formules
at = p(<pcp'a), a2 = p(<p'aX), a3=p(<paX),
2(cpaX)(cp'aX)— ^(cpcp'X)*
(cpcp a)
p étant un paramètre arbitraire; de sorte que a,, a2, a3 sont des fonctions linéaires de a,, a2, a3 ; et réciproquement.
Les cycles pour lesquels r/, = o se décomposent en deux séries linéaires, dont l'une est (g) et l'autre quelconque; le cercle correspondant est un élément double contenant (g), et ne détermine pas le cycle Ya.
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Si l'on fait F = — 2X,x3l et si Ton prend").,= i, l2 = o. Xa on a simplement
2a.>a3— aj
en prenant et, par suite
(o\x) = —xi, ■->) = . r:l.
L'équation
(a!.r) + aiV/— F d'un cercle Ca permet d'écrire
X » , i xx = —
Cette distance constante esl le rayon du cercle Ca. el l'élément
(a) est le rentre de ce cercle.
On a aii-i
F{«^-Ha|(^|$)* = o,
et, par suite.
(tfl*);
cette distance esl le rayon du cycle ra équivalent à Cx, et (a) est
aussi le centre de ce cycle.
Le rayon d'un cycle n'es! déterminé qu'au signe près; si Ton fixe ce signe, on fixe en même temps le cercle équivalent à ce cycle : c'est c-e que nous ferons toujours.
Le rayon est nul pour y., = o: le cercle est alors une série linéaire (a) et le cvcle équivalent se compose des éléments communs à (a) et à l'absolu.
Le rayon est infini quand ( [g | a) = o.
Le rayon est encore infini pour les cycles qui correspondent à at = o et se décomposent comme il a été dit plus haut.
434. Deux cercles Ca et Cp, de rayons r et s, ont deux éléments
communs, sur lesquels on fera les mêmes remarques qu'au n° 388.
Leur dislance est celle des éléments tangents à ces deux cercles
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en un élément commun, et l'on a sans peine
G«CP- <*|«)(*|P) _VaP ( ^
Les deux cycles équivalents Ta, T/, sont de véritables séries quadratiques ordinaires et ont deux éléments communs, outre ceux de l'absolu. Ces deux éléments communs appartiennent à une série linéaire, facile à déterminer et dont il est inutile d'étudier ici les propriétés bien connues.
La dislance des deux cycles, définie toujours de la même façon, est déterminée par
cos
TaTh = F(ttP).+ «;(glP)«+ftKg|«)* = 7-3-4- *3-<j»
Introduisons les coordonnées (a) et (b) des cycles r„ et IV Si l'on calcule le discriminant du premier membre de l'équation del^, considéré comme forme quadratique par rapport à(cpcp'l;), (fXç), ('f')J-), on le trouve égal à a, (ar/o«3 — a{ ah ).
Appelons alors Ca- la forme quadratique par rapport aux («), 2a2a-i — ci\ a.', ', on trouve d'abord
, y/— Ga*
puis
TuTh -Cab W~7Tj 2À*[CaA-4-\/-(W— Gh]
cos — r— = . .- et L.aL.£ = , , | ■) .2
Le cercle équivalent à un cycle Trt est orienté par le signe
de yj— Gai.
Quand Cai= o, les deux cycles Ta et T6 sont orthogonaux.
Quand on a <
on a, à la fois,
Ga.GR= O, COS ; =1,
a P 2 im
et les deux cercles Ga, Cp sont tangents, ainsi que les deux cycles Ta, IV
Les cas particuliers sont faciles à examiner, comme au Chapitre
précédent, et fournissenl des remarques analogues, sur lesquelles il est inutile d'insister.
435. Au sujet de trois cercles, ou trois cycles, on peut répéter ce qui a été dit au n° 390, avec quelques modifications sur certains points.
Soit un réseau de cercles
X i Ca-v- X2 Cp -+- X3 C — o r
ils jouissent tous, à l'exclusion des autres, d'une propriété commune, facile à découvrir; en effet, leurs coordonnées (a) vérifiant une relation linéaire, il en est de même des quantités at, a2, a3 cl \; — C~n qui correspondent aux cycles équivalents; par suite, il est clair qu'il existe un certain cycle spécial, c'est-à-dire composé de (g) et d'un élémenl linéaire fixe, dont la distance à tous les cycles équivalents aux cercles Au réseau est constante. On aurait d'ailleurs pu, manifestement, interpréter d'une façon analogue la propriété commune des cercles d'un réseau en Géométrie métrique générale.
Si (ri) est l'élémenl l>\<- qui, avec (g), constitue le cycle spécial dont nous venons de parler, tous le- éléments tels (pie Cap déterminés par les éléments communs à deux cercles «In réseau, contiennent (cl).
Le réseau contient un faisceau de séries linéaires qui onl en commun l'élément (d). Parmi les cycles équivalents aux cercles du réseau, se trouvent deux séries de cycles spéciaux ; les éléments linéaires, autres que (g), des cycles spéciaux d'une même série, appartiennent à un même élément contenant (g).
Un réseau de cycles
l-M'V- ;j-2 l'/y — !-t:tl\ = o
est formé de cycles orthogonaux à un cycle fixe Ta et l'on fera, à ce sujet, les même remarques qu'au n" 390. Mais, de plus, on observera qu'un tel réseau est aussi un réseau de séries quadratiques ordinaires, de seconde espèce, contenant deux éléments fixes, ceux de l'absolu. La jacobienne de ce réseau se compose précisément de (g) et du cycle I\/, tandis que la cavlejenne est formée de l'absolu et centre de IV, et Ton pourra appliquera ce
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cas les propriétés générales des réseaux de séries quadratiques.
Des remarques analogues s'appliqueront aux faisceaux de cercles et de cycles; nous ne les développerons pas, observant seulement, qu'à un faisceau de cercles, tels que nous le définissons ici, correspond en Géométrie plane ordinaire, l'ensemble des cercles qui ont, deux à deux, un centre de similitude de même nom fixe; tandis qu'à un faisceau de cycles, correspond ce qu'on appelle d'habitude un faisceau de cercles.
On peut répéter relativement aux cycles tout ce qui a été dit au n° 392.
436. Étudions ce que deviennent ici les formules générales des nos 393 et 394.
D'abord pour deux groupes de trois éléments de première espèce («), (ù), (c); (a'), (6'), (c'), on a tout de suite, à cause de D = o, la formule
|cosaa'|3 = o,
en employant des notations analogues à celles du n" 393 et faisant lim = i .
Plus généralement,
|cos««'|,t = o,
pour n^L 3.
Pour obtenir les formules qui correspondent aux éléments de seconde espèce, nous ferons un passage à la limite, en partant des formules qui conviennent au cas de D non nul.
En rétablissant la constante ;j., on a en général
cos-
asj.
ce qui peut s écrire
■2 sin2— -r— 4«!J-
or
y.y. — aa
> sin2-^— = — ^ — -
et remplaçant 4 \f-2 par ' , on a
2 sm2-r^ = -^-r D
4lfJt ' 2/.-
si l'on porte ces valeurs dans l'équation à transformer, puis qu'on égale à zéro le terme du plus bas degré en D, il reste
xx \k i i o
c'est la relation cherchée entre les distances relatives à deux groupes de quatre éléments de seconde espèce. On a de même
plus généralement, pour n ^ \ ; et l'on en déduit sans peine
xx „ xH
pour/i^4j (9) étani un nouvel élément arbitraire ; et aussi
ax „ = o
pour n> 5.
Pour deux groupes de cercles ou cycles, de centres (a),
: (<*')> (P')j • • • et de rayons ra, ra, . . . , r«', rp«, ... on
aura de même
icosrara- „ =
ri
(_ iyi-1
ri'
l"r.xrry.. ra>rp
et
aa
les deux membres de chacune de ces formules étant nuls pour
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2 si n2
rfl i
les trois membres de cette formule étant nuls pour n ^6.
On peut envisager de nombreux cas particuliers.
i° Si le cercle Caest l'absolu, on aura de nouvelles formules en modifiant les précédentes, et faisant
cosr„r
•x sin2
rar.
Cfx'-'Ol'
Toutefois dans la seconde formule, afin de ne pas tomber sur une
identité, on fera a " = — i -f- — — 5 et l'on égalera les coeffi-
cients de — dans les deux membres, cette quantité étant consi-
ra
dérée comme infiniment petite du premier ordre, tandis que
aa
est du second ordre.
2° Si le cercle Ca est de rayon nul, c'est-à-dire se réduit à une série linéaire, on fera
— — roc — aa
ra COS 1 a 1 a' = >
2/*asin-
Taiv
aa
3° Si le cycle Ta est spécial, et représente avec l'absolu l'élément (a|£), de sorte que ra est infini, on fera
aa
ra — 2a a,
et les termes qui ont /-a en facteur disparaîtront d'eux-mêmes; d'ailleurs ici, on a avec précision
cosTara'= >
l'élément (a) étant orienté.
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De plus, on aura
= 2(ra'— n'a i.
GaGa'
4° La dernière égalilé resle encore exacte si Ca n'étant plus un
r r ■ xx' i
cercle, on y remplace ■>. sin- — par i, > ra et — par o; ou
bien a par — i , — r , — ri — par o.
i .. -il i 5>. sin'- T . I 5° Il en est encore de nie me si 1 on remplace ; par
i j.j.' \ i i • CaGa' xa , , — et par o; ou bien par 2/v, > ra el
par o.
On combinerait sans peine tous ces différents cas particuliers.
Toutes ces formules s'obtiendraienl directement connue au Chapitre précédent. Elles servironl aux mêmes usages, et permettront de résoudre la pluparl des problèmes sur les cercles ou les cycles. On retrouverail ainsi toute la Géométrie ordinaire des cercles sans difficultés. On fera d'ailleurs la même observation générale qu'à la lin du n" 399.
IV. Les substitutions conformes
437. De inèine qu'au Chapitre précédent, nous pouvons eimer les cercles Ca comme remplissant un espace à trois dimensions.
On peut transformer les cercles en cercles, en soumettant les y. à nue substitution linéaire quelconque; et, en particulier, on peul en\ isager les substitutions faites sur les (a) qui correspondent à une transformation de> éléments (a i.
Comme précédemment, si une lelle substitution est définie par les formules
tti = /./, «', - - X/j 3t'j -+- '/.,-.> SCj -+- A/v 7.'k .
Ii substitution transposée, faite sur des variables {y .
y'i= ''Myx — 't'uyi-^ïuy.-1 - ''^y^ devra être telle qu'elle ne change pas la série quaternaire définie
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par l'équation
F(7i}JK2,73)+jr! = o,
et cette même substitution transposée établira la correspondance
entre les éléments (y) et (y'), à la condition de faire
On est donc ramené à chercher les substitutions, dans un espace à trois dimensions, qui conservent un absolu défini par
FJ..-+-j'î = o,
les (y) étant les variables d'espèce opposée aux (a). Mais ici, le discriminant de la forme Py'-hy^ est nul, ce qui va modifier h s théories du Chapitre précédent.
•438. Prenons l'absolu sous la forme F = — 2x2Xz = o ; on trouve alors immédiatement, en s'aidant de ce qui a été dit sur Its mouvements en Géométrie métrique ternaire générale, que les substitutions cherchées, que nous appellerons substitutions conformes de première espèce, sont de la forme
a2 = À2 a'i ■+• wi 7i — "Jl y':, "^ 0Ji w2 V 2 a'4, a3 = X3 y.\ -4- o/f a'2 -+- Q)'22 x3 -+- <o j to'2 yA z'4 ,
a4 = X4a'1 -I- W[ oj'j \l ■>. y.'., -- w3 u/2 y'i a't -+- ( wf w'2
/,, à2, A3, A4, co,, w',, ojo) w-> étant des paramètres arbitraires. Elles donnent inversement
x\ — X ! xx -+- À, .r., -+- X3 x3 -+- X4 \/2 J"2 .r3, .7'., = wj.r., -t- o/j2 .r:i -+- (U! o/j y/2 y 1x^X3, ce'.. = w; ,r2 4- u>'22 a?3 h- u>2 oj'2 /2 / 2ara ^3? /2 a7'2 a?'3 = tùi w2 v/2 a?2 -+- to 1 w2 V^2 J"s -+- ( Wi to'2 -+- œ2 to', )\/-ixi .
Ces substitutions forment un groupe à huit paramètres, comprenant en particulier le groupe des similitudes et les similitudes symétriques. Il leur correspond des invariants conformes, sur lesquels il est inutile d'insister.
Sans étudier les éléments doubles définis par les substitutions précédentes, remarquons que les séries linéaires (a'), qui sont des An. — I. 3i
transformées de séries linéaires, vérifient la relation
À; y.\ -+■ u>| t.j| /a a'2 -+- co2co'2 v2a'3 = o.
On peut donc choisir l'élément fondamental Ù{ de façon que ),., = o, sauf si l'on a à la fois 10, = to'2= o, ou w'( = to2 = u. Dans ces deux cas, les séries linéaires considérées sont celles qui contiennent l'élément double (g) de l'absolu.
Supposons que l'on puisse prendre X4== o, et cherchons alors quand il y a involution. Un premier cas, auquel peut se ramener une substitution conforme quelconque du même genre par l'adjonction d'une similitude ou d'une similitude symétrique convenablement choisie, correspond aux hypothèses
À., = ).a = /,. — : O, U)t-t-Wj = 0, Xl = — (COjtoj — (02(o',).
Les cercles doubles pour cette transformation sont d'abord le cercle
— m-iXi -+- eu'] a?3 ■+■ (>j| y 2 \ o,
qui se décompose en deux éléments contenanl (£■), à éléments orientés; puis lous les cercles d'un réseau, leurs coordonnées vérifiant la relation
— 0J| a2-+- WJO3-4- U)| y 2 2; = o.
Les cycles équivalents à ces cercles sonl à une dislance constante/; du cycle spécial formé par (^) et l'élément (A) d'équation
— W, ;2— WjÉs = o;
on a d'ailleurs
wj/â
tu.
l'orientation de A étant déterminée par y/ — 2 w't 100.
Si, de plus, (j') et (^') sont deux éléments de première espèce
correspondants, ces deux éléments sont alignés avec (A) et l'on a
sans peine
Av ,Av' , /,-
tan"2— — tan"2— i— = tang*
Celte transformation est une inversion spéciale de première
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espèce. Si l'on a oo, — o/.,= o, il vient cosA=o, et l'on a une simple symétrie ; si oj2 ^>\ = o, l'élément (A) appartient à l'absolu. Un second cas d'involution correspond aux hypothèses
X^= O, 10[ -1- O>o = O, À[ = WiliJj — 0).2«j\, À.,WÎ À;ito2 = O.
Ici les cercles doubles forment deux faisceaux, dont l'un est composé de cercles décomposables en séries linéaires contenant ( g •) ; le lieu des centres des autres est un élément (B) et une symétrie par rapport à (B) ramène ce cas au précédent.
Si cependant l'une des quantités io2 ou co'( était nulle, un changement de coordonnées permet de supposer X2 = ^3 = o, ce qu'on pourrait faire aussi en général, et l'on est ramené au cas précédent, non plus par une symétrie, mais par l'emploi du mouvement simple
X\ = — X 1 , Xi = X 2 , Xj = X3 .
Examinons maintenant le cas où l'on ne peut prendre À4 = o. Un changement de coordonnées permet de supposer X2 = ^3 = o. Les cas d'involution correspondent aux hypothèses
ai = ± coa', , a2 = coa'2, ot:î = waj, av = X4a', qz coa', ,
d'où
x\ = ± to^i-t- X4 s/ixzxs, x't = mx-î, x':i = (OXà,
s/'ix-iXz = zp 10 s/ix'-i x'3 de plus, une symétrie de la forme
ar, = x\ , x-2 = ccx', , x3 = - x*
OL
composée avec ces substitutions, leur conserve leur caractère invo-
lulif.
Une substitution conforme quelconque pour laquelle X4 ne peut être supposé nul peut se ramener à l'un des types précédents par l'adjonction d'une similitude ou d'une similitude symétrique convenable.
Pour la substitution
<x1=a>a'1, a2=wa';, a3=ioa3, a4 = X4a, — io«'4 , les cercles doubles sont l'absolu el tous ceux dont le rayon est
cal à — X — , deux cercles correspondants ont même centre, et
la somme de leurs rayons est — a -• Pour la substitution
Z[ = — tua', , a2 = wa'j . « ; wa ,, st^ = ).■, a', — it>a . ,
les cercles doubles sont tous ceux « 1 1 1 î se décomposent en deux éléments contenant g >, el le cercle particulier
Si (y) et {y') sont deux éléments correspondants, ils son! ■dignes avec (g), el l'on a
XTTÎ
12, est d'ailleurs le centre du cercle 2 0)X( — /., \ ■'../■.../•., = o, donl
h* i.in • » f î esl — •
Ou fera les mêmes remarques qu'au a" M)4 sur les substitutions conformes relatives aux cei cli -
139. Soumettons maintenanl <!<■ la même façon les coordonnées '/,. aa, '/.. '/, d'un cycle à une substitution linéaire, et envisageons en particulier les substitutions linéaires sur les (a) <|ui définissent en même temps une transformation des éléments (£ . Comme au n" i()0, on voit toul de suite que les substitutions cherchées seronl celles <|ui conservenl la série quaternaire définie par l'équation quadratique Ca»= a a2a3 — a, a, = o : el la substitution transposée appliquée aux variables
a(?X5)(«p'X$), 2(?X0(?'f'0, 2(?'X? -- : . («pfS
liées |»ar une relation quadratique, définira la transformation correspondante sur les(ç). Dans l'hypothèse, que nous conserverons, où F = — 2X2X], ces variables sont simplement, en gardant les simplifications du n° 132, ■>. z2 ;.. — '. ;,;:j, — ^. ;,;.;. £?.
Ces substitutions transforment un cycle de rayon nul en un cycle de rayon nul et, de plus, conservent la di.-tance de deux cycles.
•440. Nous pouvons définir un élén.ei: l(;) par les deux ystèmes
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de paramètres binaires (X)et(u.) qui définissent les deux éléments communs à (ç) et aux éléments qui constituent l'absolu, d'équations
quand F = — 2x2.v3; ou plus généralement, avec les notations du n° 432,
Xi(<p<p'Ê)— *»(<?XÉ) = o, HiOpçTj-M?'**) = "■
Les substitutions que nous avons en vue, transformant un cycle de rayon nul, c'est-à-dire composé de deux éléments (x) appartenant à l'absolu, en un cycle de même nature, seront par suite obtenues en posant
Ai = ffj À ', — ff', A '., , ;J-i = T, [J.\ -+- Tj [Aj ,
X2 = ct2X', -i- j2 X'2 , ij-2 = --i uj -+- t'2 ;j.', ,
ou bien
i — J i V- 1 ~~ J i lx -i • r-i — 'ziAi~r~xiAn
comme au n° 401 ; et l'on fera les mêmes remarques. L'équation du cycle Ta s'écrivant
2 «1 Xi iJ-j -f- 2-^2 A i |JU + i «3 À 2 [J-I -t- f?i À2 fJU = O,
on aura pour les coordonnées du cycle transformé IV, en ne considérant que les substitutions du premier type
a.= a, :i Ai -J- a,Taa2-h G.yz{a3~, t., t, at,
#2 = i! Tj aj -+- ^[T^c/j-^ 72~irt3_ î2"iai!
rt3 = (Jj -] 6T j -f- dpjfl-i— J., T[ «3 '-i T2 T2 Ctt,
a\ = 2 s', t', «j -f- 2 t', -[-, a2 -i- 2 72 -', «3 -t- tj'2 t2 ci; et, par suite, l'absolu étant F= — '2.r.j.r;, = o,
Cl^-i — <M -1 Co ,3 — Jl -1 Çl Ï3 ' J I -1 -.[ -.ï ' J 1 • 1 -.1 •
Çl Ç3 — — Tl T2 Ç 2 S3 ~+~ ffl T2 S 1 S3 "+" J 1 "2-1 ^2 T 1 L2 Ç 1 )
ÇiÇ* — T2 -1 ~% Zi ■+- J2 »1 ?I ,3 "^ 72 "I ■= l S 2 Ti ' 1 -=1 '
£2 _ ,- £' £' rr *•' £' fc' -' .,-£'£' ' -' t' £'2
Ç 1 - °2 ~2 Ç 2 ? 3 °2 ~2 S 1 S 3 J 2 * - -> 1 - 2 Ji ""il •
Ces substitutions, du premier type, seront dites conformes de
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seconde espèce, et il leur correspondra des invariants conformes faciles à définir d'une façon plus précise.
Les éléments doubles, pour une substitution conforme, se déterminent connue au n" M)3.
iil. En général, qu'il s'agisse d'une substitution du premier type ou d'une du second, les cycles spéciaux, c'est-à-dire pour lesquels ,/l = o, < 1 1 1 î se transformenl en cycles spéciaux, contiennent l'élémenl lixe déGni par
si Ton a -. -■ <>. la transformation esl une similitude, «m une similitude symétrique, suivant son type. < .'• cas écarté, -"it
o-jTj -' "- rl Prei -• ce T1' '"', possible, l'élémenl \\\<- que
nous venons de définir, pour élément f lamentai !•->,. de sorte
que o-, = T| = o. I ue substitution «lu premier type sera alors involutive si l'on a de plus t'2= -, o. Les éléments doubles de chacune «!<•- involutions ainsi déterminées sur les deux éléments de l'absolu sonl conjugués harmoniques par rapport à [g) et < ).. ou 03; en les combinant ensemble, on détermine deux couples d'éléments de seconde espèce t el ,' , x') et ((â'), 1rs éléments xj3 i >-\ mtenanl 12, .
Le- cycles douilles pou!' la Substitution envi- -"iil Ceux des
deux faisceaux déterminés par y. <-i : x') et (V : ces deux faisceaux s,, ni conjugués el l< - cycles de l'un sont orthogonaux aux cycles de l'autre.
Une substitution du sec I type sera involutive, >i l'on a de
même <r'a = t2 = o, et de plus y'( ~.,^=7.2-\.
Dans ce cas. dit inversion spéciale de seconde espèce, on a
çiçs = ffi'iCi 1 ;î — Jt ■ -
;i ;s — "1 ■-• ; 1 : ■ CiÇ«— "jmÇiSji
et l'on est ramené à l'inversion particulière définie au n° -<S'< comme cas particulier de la correspondance quadratique Irrationnelle, de sorte que nous pourrons appliquer les propriétés de
celte transformation.
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Les cycles doubles pour cette substitution sont d'abord le cycle
de centre 0,, et tous les cycles orthogonaux à celui-là. Le carré de son rayon est d'ailleurs \2 — -•
Deux éléments (;) et (;') correspondants sont alignés avec Q,
et l'on a
Prévenons maintenant au cas exclu d'abord où l'on a er2T2 = o, et soit T2 = o. Si la substitution est du premier type etinvolutive, on peut disposer de Q, de façon que
tT1 = ff'2=0, ^'1=0, -1-hr'2=o,
et l'on se trouve dans un cas limite du cas général ; pour le second type, il y a involution seulement si c-2 = o, en particulier, et l'on est ramené à une symétrie.
Une similitude ou une similitude symétrique convenablement choisie permet toujours de ramener une substitution quelconque du premier ou du second type à un cas d'involution. Une substitution conforme involutive se ramène aussi, par l'adjonction d'une symétrie évidente, à une inversion spéciale.
Nous remarquerons enfin que le réseau formé ici par les cycles spéciaux, composés de (g) et d'une série linéaire, a pour correspondant un réseau de cycles contenant un même élément (ç) fixe. On ne pourra donc pas en général, par une des substitutions que nous venons d'étudier, transformer trois cycles en trois séries linéaires.
Pour des raisons que la Géométrie quaternaire rendra évidentes, un hypercercle sera l'ensemble des cercles dont les coordonnées vérifient une relation de la forme
A !<*£-!- ïAj01ai+ 2 A3 ai a3 4- 2 A4 ax «4 -h A5(2a2a3 — af) — q,
l'absolu étant toujours pris sous la forme F = — 2^^3 = 0.
Tous les cercles d'un hypercercle sont à une distance constante d'un cercle fixe, comme on le vérifie sans peine; et de même tous les cycles équivalents à ces cercles sont à une distance constante d'un cycle fixe, qui a même centre que le cercle fixe précédent.
Un hypercycle sera de même l'ensemble des cycles dont les coordonnées vérifient une relation de la forme
L'ensemble des cercles équivalents à ces cycles forme un hvpercercle, et l'on aurait pu faire la même remarque en Géométrie métrique générale.
Nous n'étudierons pas ici ces éléments nouveaux, auxquels s'appliqueront les théories de la Géométrie quaternaire.
V. — Les coordonnées circulaires et cycliques, et les séries orientées.
\ VI. Les cercles Cpdonl les coordonnées \érifienl une relation linéaire
définissent un élément (a), de coordonnées ",. </_,. a ,. tel que la distance de cel élémenl aux cycles équivalents aux cercles Gp ail une valeur constante /. définie par
CO
■> un
Quand /. est nul, on a en particulier Fa»-f- a^ = o.
]Nou^ sommes ainsi amenés à définir un élément (a) par les quatre coordonnées circulaires, at: a2, a3, aK liées par la relation Fas+ a^ = o.
I oe équation de la forme f{o{ . a2, a3, a4) = o, jointe à la relation Fa»+a^ = o, définit une série ternaire, que l'on peut en général dédoubler eu deux séries orientées, et sur laquelle on peut répéter tout ce qui a été dit au n" 108.
Inversement, il sera facile de reconnaître si une série ternaire donnée est susceptible ou non d'orientation, puisque dans le premier cas, son équation doit permettre d'exprimer \ — l'V- rationnellement en fonction de .r,, .r2, x3.
Si Ion effectue une substitution linéaire générale sur les (a), de sorte que les coordonnées (a) sont transformées par la substi-
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tu lion transposée, on est amené à envisager des coordonnées circulaires plus générales.
113. Les cycles Y/, dont les coordonnées vérifient une relation
linéaire
sont tous orthogonaux à un cycle fixe Y (l pour les coordonnées duquel on peut prendre les coefficients (a).
Si, en particulier, le cycle Ya est de rayon nul, on a évidemment 2 a, a, — a2 a3 = o.
Les (a) sont des coordonnées cycliques ; une équation
/'( a,, a2, -/.;, ai)= o,
jointe à la relation 2a, a4 — ^ïj^u, définit une série ternaire de seconde espèce dont il est facile de former l'équation. Si, en effet, (;) est le centre du cercle de rayon nul défini par les (a), on peut prendre, en général, avec les nolations du n° 132
«, = a(?XÇ)(cp'XÇ), a2=*(«pÀ$)(«p?'Ç).
a3= 2(<p'XÇ)(<p»'S), ** = (??'£)*■
On définira sans peine des coordonnées cycliques plus générales.
Une équation /(c.,, a2, a3, a,v) = o, de degré /> par rapport aux (a), définit une série de degré ip, dont nous dirons qu'elle est orientée de degré p, quoiqu'ici le mot orientée perde son sens, par analogie avec ce qui a été déjà fait.
Inversement, il sera facile de reconnaître si une série ternaire donnée peut être considérée comme une série orientée de moindre degré.
Tout ce qui a été dit au n° 410 peut être répété ici, avec quelques modifications évidentes, puisque l'équation d'un cercle ou d'un cycle est linéaire par rapport aux coordonnées circulaires ou cycliques.
On définira donc sans peine un élément normal, qui sera de première espèce, un cercle ou un cycle oscillateur, etc.
VI. — Les séries orientées du second degré
444. L'objet de ce paragraphe est tout semblable à celui du paragraphe correspondant du Chapitre précédent; aussi n'insisterons-nous que sur les modifications à faire à ce qui a été déjà dit quand il s'agit de passer de la Géométrie métrique générale à la Géométrie métrique particulière.
On considérera d'abord une série orientée /'de première espèce, et l'on cherchera des fonctions linéaires A, des (a) telles que
et que
L'équation
, flj G = A!-t-A*+ AJ.
A| \ , • Àj V.J '- À < \ ; -t- A , V'. — O
représente un cercle (à) qui se décompose en deux éléments appartenant à (g), quand on a )., = o, évidemment; c'est le cas des cercles particuliers V2 = o, A, = o, As = o.
Il existe sept substitutions linéaires qui conservent la série / cl la forme ( ■ ; trois sont du i \ pe
c'est une inversion spéciale conservant le réseau de cercles pour lesquels à., = o, et en particulier, par conséquent, A3=o et
A , = o; celte inversion conserve aussi A2 = o. Une autre est
X, = — X'n X2 = Xs, a. ).;, ;,:,)•;
elle conserve A, =0, et tous les cercles décomposables : elle a été étudiée à la fin du n° 438.
Enfin trois autres sont du type
Ài = À',, Xg=Xj, X3= — X'8, X4= — >,;
ce sonl encore des substitutions involutives, obtenues en composant ensemble deux des qualrc précédentes.
•445. Si la série y est une série quadratique ordinaire, on peut supposer />., = o, et A,, A2, A8 sont des fonctions linéaires de a{,
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tf2i «3 seulement. La transformation faite est encore celle qui consiste à rapporter la série /et l'absolu à leur suite triple conjuguée commune, dont (g) est ici l'un des éléments de première espèce. Des sept substitutions linéaires qui transforment ici la série/ en elle-même et conservent G, l'une n'a d'autre effet que de changer l'orientation des éléments; une autre est un mouvement involulif; deux sont des symétries;' les trois autres sont des compositions de la première avec les suivantes. Les éléments caractéristiques de ces transformations sont en évidence.
446. En revenant au cas général, on trouve quatre systèmes de cercles bitangents à la série/; mais l'un d'eux, défini par
X., = o, X| + X* + Xf = o
se compose de cercles décomposables en deux éléments confondus, et n'est pas à considérer : ces cercles se reproduisent d'ailleurs par la substitution particulière
Les trois autres systèmes sont du type
, A , a ., Ar
Pi —pi Pi —P% P\ — Pi
les cercles de ce système appartiennent au réseau )v2— °? cIui se reproduit par l'une des inversions spéciales qui conservent la série/; dans cette transformation, les deux éléments de contact s'échangent mutuellement. S'il s'agit d'une série quadratique ordinaire, le système des cercles qui correspond à X4 = o se compose des séries linéaires tangentes à/ Dans Je cas général, dans un système de cercles bitangents à /, il existe deux cercles décomposables, les éléments qui composent l'un d'eux étant tangents à / et contenant (g). En tout, il y a six tels cercles décomposables obtenus en combinant deux à deux les quatre éléments tangents à /contenant (£>), et autres que les éléments de l'absolu. Pour une série quadratique ordinaire, il n'y a qu'un seul tel cercle, appartenant d'ailleurs aux deux systèmes de cercles bitangents.
Prenons maintenant l'équation de la série / en coordon
nées circulaires ordinaires sous la forme
/', -+■ ia ,fv = o,
comme au n° 418, et faisons la même réduction, de sorle que
./' = g i A | — q, A | -+- q3 A | -+- 2 \k ( n kt -+- /•., A » -f- r3 A3), G = A* + U-A?.
A,, élani r/v et A,. \.,, A3 étant des formes linéaires en at) ct2> a3. Les coordonnées du centre d'un cercle Çk) sont ici A,, ),.>, A3, el si /•/ est -'m rai on, on a
)> étant toujours la constante mél rique, sans qu'il puisse en résulter de confusion.
Envisageons d'abord le cas d'une série quadratique ordinaire, de sorte que rt = r2= rs = o; la transformation précédente est celle qui consiste à rapporter la série / et L'absolu à leur suite triple conjuguée commune, el F a ici la forme A:, -+- A:| = o.
L'élément \,— o est le centre <le la série quadratique, tandis que les éléments de première espèce définis par A, = o, A3=o ei \, = n, A2= o en sont le- axes : le- raisons de ces dénominations sont évidentes, d'après les transformations déjà étudiées de la série / en elle-même.
Soit a2 la distance du centre à l'un «l<s éléments tangents à / contenant l'axe At = o, A:t = o; et a, la distance analogue relative à l'autre axe. On a
si d, (\ c' sont les invariants des formes f et F au sens ordinaire, de sorte que
d=q\'li<l;. e = v,('/.2— ,/ . i. e' = qu
on a donc, pour déterminer y.., cl <x3, l'équation générale
L'invariant y relatif à / et F est
(yi+?.)Êï-t-?i(Èi-Hi).
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les (ç) étant les coordonnées de seconde espèce; égalé à zéro, il représente un cycle à orientation arbitraire, ayant même centre quey", lieu des éléments (£) tels que leurs deux éléments communs avec f soient perpendiculaires.
11 n'y a pas lieu de considérer L'invariant h.
448. Les cercles (X) bitangents à f sont d'abord les cercles décomposables en éléments confondus contenant («•), vérifiant
X1 = o> X3 + aÎ+XJ = o.
On a ensuite les éléments tangents h f, vérifiant
et enfin deux systèmes de cercles bitangents proprement dits définis par les relations
Xo — O,
ou bien
Ces cercles ont leurs centres appartenant aux axes; nous les avons déjà étudiés quand ils se décomposent; mais, de plus, on voit que chaque système contient deux cercles de rayon nul, appelés foyers. Les distances y2 et y3 du centre aux foyers sont définies par
t5 = X. £•=*!, Yj = X--^
rJi
qi—<jï
Çt <1\
les foyers sont fournis par les éléments communs à / et à L'absolu associés deux à deux.
Si une série quadratique /' a les deux foyers d'un même système communs avec/", son équation est de la forme
q{ \f-+-(?2-i- oj) A!; -+-(</ 3 -+- to)A| = 0,
to étant un paramètre arbitraire, et les deux autres loyers sont aussi communs. Ces séries sont homofocales. Des séries homofocales forment un faisceau comprenant l'absolu, d'où un grand nombre de propriétés connues s'énonçant immédiatement.
449. La réduction supposée au n" 447 n'est pas toujours possible. Le cas le plus important dans lequel elle cesse de l'être se présente lorsque la série quadratique / contient l'élément double {g) de l'absolu. On peut alors prendre /sous la forme
/ = />iA|-+- 2/>sA] A8 = o, l'absolu restant
F= AJ-+- \; o.
La série quadratique est dile parabolique; l'élément défini par A, = o, A3 = o est son axe, et A, = o définit son sommet; l'élément de contact de A, = o avec/, soit A, = o, A>= o, est perpendiculaire à l'axe. Les invariants de/et F sont
d=— pip\, e /-;. o;
l'invariant y de/ et F est ici
:i' /MCI - J /':':; >;
égalé à zéro, il définit, outre (g >, une série linéaire qui s'interprète comme précédemment.
Gomme cercles bitangents à /, on trous, deus lois la série des cercles décomposables en éléments confondus contenant (g)\ les éléments tangents à /vérifiant la relation
>••. = O, p\ '/.-, '/'i/'jÀi /.., = o,
et enfin une série de cercles proprement dits :
x,= o, p\\\ + ipipty iX,— p\\\ = o.
Ces cercles ont leurs centres appartenant à l'axe; il existe un seul foyer proprement dit, défini par )>,= o,/?, X, + 2p2li=o; sa distance au sommet, ,j, est définie par
450. Revenons maintenant au cas général. Les propriétés correspondantes résulteront sans peine de ce qui a été dit au n" 418, si l'on y prend G sous la forme eAJ+ AJ + AJ + A}, et si l'on fait ensuite un passage à la limite en supposant que e devienne nul.
Les cercles bitangents à /, en dehors de ceux formés de deux
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éléments confondus contenant (g), sont définis par
de sorte qu'il y a trois séries de tels cercles, correspondant aux trois racines de la première équation, p étant une inconnue auxiliaire.
Les lieux des centres des cercles de ces séries sont trois séries quadratiques (D2), (D3), (D4), homofocales entre elles et à la série quadratique fK] de sorte que leurs foyers sont faciles à définir en partant de f.
Les cercles du système qui correspond à (D,) appartiennent à un même réseau, et sont à une distance constante kt de la série linéaire (B/)
7i 72+?/ 73+ pi p/ correspondant à (D/); d'ailleurs
COSÂ"/
ri
W2+P/)2 (73+ Pif
en faisant lim = i .
Les cercles principaux (A/) du n° 4-18 deviennent les cercles décomposables
/•oAo 7*3 A
q-z-T-pi 73+ P:
Les cercles (A3) et (A4) par exemple appartiennent au réseau des cercles bitangents à/, correspondant à (D,). On a, par un passage à la limite évident,
cosAi A2 = cos/i! cos/c-;.
Chaque système de cercles bitangents à /comprend deux cercles de rayon nul ; leurs centres, communs aux séries (D<) et (B,) correspondantes, sont les six éléments tangents doubles de / autres que les éléments de l'absolu.
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Les séries décomposables contenues dans un système ont déjà été étudiées.
La propriété du n° il7 modifiée convenablement montre que le pôle par rapport à (D/) de la polaire de (By) par rapport à l'absolu a lui-même, par rapport à l'absolu, même polaire que (By) par rapport à (A,); ou bien encore appartient à la polaire de la polaire de (By) par rapport à l'absolu, prise par rapport an cercle décomposable (A)-), polaire réciproque de (A/) par rapport à l'absolu.
Appelons il l'élément At = o; un élément quelconque contenant (g) a en commun avec y quatre éléments répartis en deux groupes, et les deux éléments d'un même groupe sonl tels que la somme des distances de Q à ces deux éléments soit constante et
sgale à — 2 //.
< >n a a ii ->-!
■*oil 2 •}..
(les propriétés permettent de construire I'.. i, par exemple,
connaissant i Da I el i B2 | ainsi que /. -, et de calculer /. :, et /. ■, .
( >u voil encore sans peine, en s'aidanl de la propriété évidente des éléments de contact avec f d'un même cercle bitangent, el cherchant les cercles à éléments de contact confondus, comme au n° il«S, que ces cercles sonl au aombre de douze el que les séries i D3) et (l).( ) par exemple contiennent deux par deux les quatre éléments contenant deux éléments communs à la -«'•rie langenlielle de (D2) et au cercle (A2). De plus, le^ éléments de contact de (D3) et ( I >, | .w ec les éléments indiqués ci-dessus -ont perpendiculaires à(Ba), ce qui détermine sans ambiguïté (D3) et (LV4), homofocales à (D2) quand on connaît (A2) el (B2).
On peut multiplier les propriétés des séries que nous venons d'étudier; mais ce qui précède suffît pour en donner une idée nette.
On pourra aussi discuter les différents cas particuliers, comme au Chapitre précédent; et, en outre, on pourra envisager le cas où la série/, est parabolique; il ne reste alors que deux systèmes tic cercles bitangents, et les séries (D3) et(Dv) correspondantes sont paraboliques et homofocales.
■iol. L'équation d'une série orientée du second degré peut
s'écrire
CHAPITRE XVI. — LA GÉOMÉTRIE MÉTRIQUE TERNAIRE SPÉCIALE
/(A'lf A's, A'„ Ai) = o,
f étant une forme quadratique des A|-, qui sont elles-mêmes des fonctions linéaires des coordonnées circulaires ordinaires a^ a2a3, ah.
Si un élément (A') a pour coordonnées ordinaires (a) et si l'on considère un élément langent au cercle A^-= o, contenant (A), en désignant par ti la distance de (A') ;'i l'élément de contact de cet élément tangent, c'est-à-dire encore la distance du cycle équivalent à A^ = o au cycle décomposable formé de (A') et de (g), on a, comme au n° 419,
ti a;-
i sin2 —
<pS/-F«.
©'• étant toujours le coefficient de ak dans A; et lim étant égal à i . D'ailleurs si ri est le rayon du cercle A!i = o et si cli est la distance de son centre à (A'), on a
• Ji di
2 sin2 — =i
2 rt
Si le cercle A|— o est de rayon nul et se réduit à une série linéaire de coordonnées ('£'), di étant la distance de cette série à (A' ), on a
di=l ik'<
Si le cercle A^-^= o est l'absolu, on a
Si le cercle A^ = o est décomposable en deux éléments contenant (g), son centre est toujours défini; soit Â7 la distance constante d'un élément du cercle à un élément quelconque du centre, et de même di la distance de (A') à un élément quelconque du
centre ; on a ici
sin di A'{
En appliquant aux différentes formes de l'équation /= o, ces différents résultats, on définira, comme au Chapitre précédent, la An. — I. 32
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série / par des relations métriques simples qu'il est inutile de développer.
452. Envisageons maintenant une série orientée de seconde espèce, définie en coordonnée- cycliques ordinaires par l'équation quadratique
/(«Il «Si «3, «* I
jointe à la relation
On trouvera, en général, quatre fondions linéaires A; des t ?.), telles que
r = 2a,av— a,e \ \ \ \
l'équation d'un cycle (à) sera
> i Vi- ) \ \ / . \. - o,
et deux cycles | . /. i et (u) seront orthogonaux si l'on a
tandis qu'un cycle de rayon nul sera défini par
> ï - , XJ = o.
On définira les cercles principaux de la série y comme au n" il2, ainsi que les substitutions linéaires qui conservent la série / en même temps que la forme I': el l'on obtiendra toutes les mêmes propriétés générales qu'aux n0' H2 et suivants, pour ainsi dire sans modification.
i-53. D'après son équation, la série/est une série quarlique de seconde espèce, admettant les deux éléments de l'absolu comme éléments doubles; et réciproquement. Les deux groupes de quatre éléments tangents à / contenant les éléments de l'absolu déterminent par leur combinaison les seize foyers de la série/, appartenant quatre par quatre aux cercles principaux, ainsi qu'il résulte aussi des propriétés de la forme doublement quadratique à variables binaires.
Les éléments tangents à /suivant les éléments de l'absolu eux-
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mêmes forment deux groupes de deux, et déterminent par leur combinaison quatre éléments que l'on peut regarder comme les foyers singuliers de la série f. Remarquons, d'une façon générale, que ces dénominations de foyers et foyer singulier, pourraient être étendues à des séries de degré quelconque, et d'espèce quelconque, tant en Géométrie métrique générale qu'en Géométrie métrique spéciale.
La série y, lorsque le terme en a, manque dans son équation en coordonnées cycliques ordinaires, se compose de (g) et d'une série cubique contenant les éléments de l'absolu; c'est celle-ci qu'on regarde comme définie par l'équation f= o. Elle admet seize foyers définis comme précédemment, et un seul foyer singulier.
Enfin si a, ne figure pas dans l'équation f— o, la série f se compose de (g) deux fois, et d'une série quadratique ordinaire; celle-ci admet quatre foyers. Dans ce cas, la réduction générale effectuée au commencement du numéro précédent est impossible.
Il est inutile d'étudier les séries quadratiques ordinaires de seconde espèce, puisque leurs séries tangentielles sont de même nature, et ont été étudiées précédemment.
4oi. Considérons donc une série orientée générale du second degré et prenons l'absolu sous la forme F = x\-^- x\ = 05 il sera possible en général, ainsi que cela résulte de ce qui suit, de choisir les coordonnées de façon que l'équation de/ en coordonnées (;) ordinaires soit
l'équation d'un cycle ().) sera
les coordonnées de son centre étant A,, X2, X3, et son rayon p déterminé par
Les coordonnées cycliques sont ici
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Les cycles bitangents à / sont déterminés facilement par les trois équations
P2 , ri ri
- Çk - 0,
qi g^-t-p ?3-h?
<7i cli^ P ?3— ?
Ai '"sAj '"3X3
p étant une inconnue auxiliaire.
Il existe donc quatre systèmes de cercles bitangents à /'; les lieux (D/) de leurs centres sont des séries quadratiques homofocales, et il est facile de vérifier que leurs foyers sont précisément les foyers singuliers de la série /. Les cercles bitangents à / d'un même système sont orthogonaux à un cercle fixe 1 V. d'équation
•:, étanl la racine correspondante de l'équation en p.
Les quatre cercles principaux sont orthogonaux et, d'une façon générale, on retrouve toutes les propriétés énoncées au n" 118 : les centres des cercles principaux 1 V2), (A8), 1 V -, i sont les éléments ayant même polaire par rapporl à ( \, ) et il),); ....
Chaque système de cercles bitangents à f ) contienl ipiatre foyers ou cercles de rayon nul, éléments commun- aux séries (D/) et (A,) correspondantes, et deux séries linéaires doublement tangentes à y"; ....
Les cas particuliers se discuteront comme au u" il8, ci conduiront aux mêmes conséquences, la série f pouvant se décomposer en une série cubique et un élément appartenant à l'absolu quand l'équation en p a deux racines doubles; etc.
Un cas particulier intéressant sera celui où l'on a q2= q9, de sorte que les éléments de l'absolu sont cuspidaux pour la série/. Les séries (D,-) qui correspondent aux racines de l'équation en p autres que — q> sont des cercles, ayant pour centre l'unique foyer doublement singulier de f. En général, la racine — <j2 de l'équation en p est simple, et l'on peut supposer r3=o, sans altérer la généralité. Les cercles qui correspondent à cette racine ont leurs centres appartenant à la série linéaire X2=o, et sont
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déterminés par une nouvelle relation; ces cercles comprennent trois foyers proprement dits.
La relation qui détermine les rayons de ces cercles sera
gr4 X l — 2 r3 X3 X4 — — ( r3 lt — g2 X3 )» = o.
De telles séries pourront d'ailleurs encore avoir un élément double ou cuspidal.
455. Si la série / se compose d'une série cubique et de (g), son équation peut s'écrire
en choisissant convenablement les coordonnées.
Les cycles bitangents à /sont déterminés par les équations
X§ aX2Xi X?
(p — ?»)(p — ça) piip — qz) p\
li _, h r_i X; El x = o •
p'i Piip — q-i) ?{?—qî)(? — qz) 3 p(p — q%) 4
les propriétés générales subsistent; mais ici les séries (D/) sont paraboliques, ayant d'ailleurs pour foyer commun le foyer singulier de /; les centres des cercles principaux appartiennent à f, et les éléments tangents à f correspondants contiennent l'élément de/', autre que les éléments de l'absolu, appartenant à {g). Les cas particuliers se discutent sans peine.
456. Ce que nous venons de dire sur les séries orientées du second degré de seconde espèce nous fait connaître les rapports mutuels qui existent entre les systèmes de séries quadratiques doublement tangentes à une série quartique douée de deux éléments doubles, qui contiennent ces éléments doubles; inversement, on pourra transporter à l'étude de ces séries les théorèmes généraux que nous avons rencontrés dans l'étude des séries quadratiques quadruplement tangentes à une série quartique possédant deux éléments doubles. Les réseaux définis par ces séries quadratiques, quand elles contiennent les éléments doubles, ont
précisément pour jacobiennes respectives les cercles principaux de la série/*, d'où une série de propositions faciles à énoncer.
Tout ceci s'applique aussi aux séries quadratiques doublement tangentes à une série cubique et contenant deux éléments donnés de cette série.
io7. L'équation d'une série orientée du second degré et de seconde espèce peut s'écrire
f étant une forme quadratique des \,, qui sont dis (onctions Linéaires des coordonnées cycliques ordinaires >.,. ?._.. •/... %k. En spécifiant les coordonnées comme dans le cas particulier qui termine le ir i)!^, dous pouvons prendre
L'absolu étant F — ix^x ..
Si l'on considère un élément \ de coordonnées ordinaires (Ç el un élément tangent au cycle \t -o contenanl | \ r), en dési gnanl par /, la distance tl< \ à L'élément de contact de cet élé ment tangent, el par u>\ !<■ coefficient de a, dans la fonction linéaire \r on .1
si le cercle A",= o est de rayon nul, celte formule subsiste, /, étant la dislance de(A') au centre <lu cercle. Si le cercle A)=o est décomposablf en un élément de coordonnées (x') et (g\ on a, si ti est la distance de 1 A') à ( x .
si le cercle A.'i= o est l'absolu, on a
cpj" étant le coefficient de a, dans Aj-.
De ces résultats, on tirera, comme aux n "s 419 et suivants, la
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