Leçons sur la théorie des formes et la géométrie analytique supérieure
Andoyer
Lu avec liregratuitement.com, la bibliothèque des livres libres et gratuits.
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AVANT-PROPOS
Comme Findique le titre de cet Ouvrage, je me suis proposé, en récrivant, d'exposer d'une façon didactique la Théorie des Formes et son interprétation géométrique générale.
Ce premier Volume est consacré aux formes binaires et ternaires, et à celles qui en dérivent; par suite, aussi, aux espaces à une et à deux dimensions. On trouvera dans le Tome II la théorie des formes quaternaires et son application aux espaces à trois dimensions.
J'ai écarté systématiquement de mon exposition, sauf dans quelques cas particuliers, ce qu'on pourrait appeler la partie arithmétique de la Théorie des Formes, c'est-à-dire celle qui s'occupe de la formation des systèmes complets d'invariants. Je me contenterai de rappeler à cet égard les beaux travaux de MM. P. Gordan et D. Hilbert.
Je me suis attaché à l'étude des formes et des systèmes de formes les plus simples, de façon à embrasser, sous un point de vue unique, la plupart des théories algébriques de la Géométrie Analytique.
D'ailleurs, afin d'éviter des répétitions et d'obtenir une plus grande uniformité, j'ai adopté, dans l'interprétation géométrique, une terminologie spéciale, facilitant l'application aux différents cas particuliers d'un résultat exprimé en termes généraux.
J'aurais voulu pouvoir joindre au texte une bibliographie complète des questions traitées; mais le caractère
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AVANT-PROPOS
didactique de l'Ouvrage s'y opposait. On trouvera dans le Tome II une liste des principaux ouvrages et mémoires se rapportant à l'ensemble des théories exposées. Je m'empresse de dire dès maintenant que j'ai beaucoup emprunté en particulier aux travaux bien connus de MM. Darboux, F. Klein, P. Gordan, Deruyts, S. Lie, Cayley, Clebsch, Salmon, Laguerre, Reye.
Qu'il me soit permis encore ici d'adresser mes plus vifs remercîments à M. Gauthier-Villars qui a bien voulu accueillir cet Ouvrage et apporter tous ses soins à son exécution typographique.
H. Andoyer.
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LEÇONS
THÉORIE GÉNÉRALE DES INVARIANTS DES SYSTÈMES BINAIRES
1. La Géométrie analytique n'est pas seulement l'application de l'Analyse à la Géométrie. Si, en effet, inversement, on cherche à interpréter les diverses théories qui constituent l'Analyse en leur appliquant le langage géométrique, on est amené à concevoir et à créer une Géométrie plus générale, qui comprend comme cas particulier la Géométrie ordinaire, et dont l'étude facilite singulièrement l'intelligence de cette dernière.
Cette Géométrie générale s'est développée de plusieurs façons, en particulier comme interprétation de la théorie des formes algébriques : nous Tétudierons exclusivement à ce point de vue si fécond, nous proposant d'en rechercher les principes fondamentaux. C'est à cette étude que nous donnons le nom de Géométrie analytique supérieure.
An. — I. I
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Nous nous bornerons d'ailleurs aux formes qui résultent de la considération de deux, trois 'ou quatre variables primitives. A ces différents cas correspondent la Géométrie binaire^ la Géométrie ternaire et la Géométrie quaternaire. Dans leur ensemble, ces trois Géométries correspondent à la Géométrie ordinaire : nous les étudierons successivement en même temps que les formes algébriques qui les engendrent.
I. — Les formes binaires. Définitions et généralités
2. Soient x^ et X2 deux variables pouvant prendre toutes les valeurs possibles, réelles ou imaginaires : on peut associer ensemble deux valeurs déterminées quelconques, y^ ety25 attribuées à ces deux variables, et définir ainsi un élément géométrique [y).
Si nous supposons que œ^ et X2 restent toujours finies toutes deux et ne s'annulent pas en même temps, et si nous faisons en outre la convention que deux éléments (y) et(^) sont ideatiques quand on a y^ z^ — ^2^1 = o, ou, pour abréger, {^yz) = o, et seulement dans ce cas, nous aurons ainsi défini un ensemble simplement infini et continu d'éléments (^) : à chaque valeur du
rapport — ? par exemple, correspond un élément i^x) et un seul, et
réciproquement.
Nous dirons par suite que ces éléments (^) remplissent ou constituent un espace à une dimension, E.
Les quantités jKi ety2j ou plus généralement, py^ et ^y^^ p étant une quantité quelconque, finie et non nulle, sont les coordonnées de l'élément (y). Les éléments particuliers Oi et O2, qui correspondent respectivement aux hypothèses ^2= o et r^i = o, sont les éléments fondamentaux , ou éléments de référence.
En Géométrie ordinaire, on peut appliquer ce que nous venons de dire aux exemples suivants : une droite et les points situés sur cette droite; une droite et les plans qui passent par cette droite; un point et un plan, avec les droites qui passeat par ce point et sont situées dans ce plan ; une courbe plane unicursale et ses points, ou bien ses tangentes; une courbe gauche unicursale et ses points, ou bien ses tangentes, ou bien encore ses plans osculateurs^ un
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CHAPITRE I. — INVARIANTS DES SYSTEMES BINAIRES. d
faisceau linéaire ponctuel ou langentiel de courbes planes ou de surfaces, etc.
3. Une forme linéaire par rapport aux variables ^i et ^2? dont nous désignerons Fensemble par (^), est ^{^1 + ^2^2) ou, pour abréger, (^|^); égalée à zéro, elle définit un élément particulier dont les coordonnées sont — .0^2, + p^i? et réciproquement. Par suite, on peut encore déterminer les éléments (^) à l'aide de nouvelles coordonnées (^), sous la condition (^|^)r=:o, caries quantités '^i et ^2 sont soumises aux restrictions imposées à x^ et ^2- Pour un élément donné (^), les (^) seront les coordonnées de première espèce ^ tandis que les coefficients (^) de la forme linéaire qui, égalée à zéro, définit cet élément, en seront les coordonnées de seconde espèce.
^1^^ + ^2^2 = 0, où l'on regarde les [x) comme inconnues, est V équation de l'élément ainsi défini, de coordonnées de seconde espèce {\), Les éléments fondamentaux O, et O2 ont respectivement pour équations ^2= o, X\ = o.
On voit tout de suite que les (x) jouent, par rapport aux (i), le même rôle que ceux-ci par rapport aux (^), de sorte que (^ I ^) =: o, où les (^) sont regardées comme inconnues, est encore l'éqaation de l'élément [x) : les équations ainsi entendues de O^ et O2 sont il = o et ^2= o.
Dans tout ce qui suit, les lettres latines et grecques seront affectées respectivement aux coordonnées de première et de seconde espèce.
On remarquera que l'introduction des variables de seconde espèce n'est pas indispensable en Géométrie binaire; mais elle permet d'étendre plus facilement les définitions et les résultats de cette Géométrie aux autres Géométries.
4. Une forme binaire est un polynôme entier et homogène séparément par rapport à diverses séries de variables de première ou de seconde espèce. Si/est une telle forme, des degrés/?, ^, ..., 7c, 0, ... respectivement par rapport aux variables (^), {y), . . . , (?)? ("l)? • • •? nous écrirons
2Py;P^ . . . 1 ';T;Pp . . .
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P\j Pi-) pai" exemple, désignent deux entiers non négatifs dont la somme est/) ; P;;^ désigne le produit i . 2 . 3 . . . m, ou l'unité quand m est nul.
Les quantités cip^jy^.^_ sont les coefficients de la forme; dans leur ensemble, nous les désignerons par (a).
Une forme égalée à zéro établit une relation entre les éléments variables dont elle contient les coordonnées; si, en particulier, elle ne contient qu'une seule série de variables, elle définit, dans le même cas, p éléments déterminés, si elle est d'ordre p. Une telle forme est déterminée, à un facteur près, par la condition de représenter, quand on l'égale à zéro, p éléments donnés, puisqu'elle contient/? + i coefficients.
Deux formes sont semblables si elles contiennent les mêmes variables aux mêmes degrés; elles sont équivalentes au point de vue géométrique si les rapports des coefficients entre eux sont les mêmes.
5. Un système binaire est un ensemble quelconque de formes binaires et de variables binaires, c'est-à-dire de variables telles que les (^), (j^), . ►., (i), (t)), . . ., ces variables pouvant d'ail- Jeurs figurer ou ne pas figurer en tout ou en partie dans les formes. Les éléments qui constituent véritablement le système sont, avec les variables isolées, les coefficients des formes : les autres variables qui peuvent figurer dans ces formes ne jouent qu'un rôle analogue à celui de la variable d'intégration dans une intégrale définie.
6. Soit un coeffiicient de forme tel que <r/^j,p.,;^^,^,;...;TT„7i„;pi,p,;... • le poids de ce coefficient par rapport à l'indice i est la somme
Le poids d'une variable de première espèce Xj par rapport à l'indice i est — I si iz=zj\ o dans le cas contraire; le poids d'une variable de seconde espèce ^j par rapport à l'indice i est + i si i^=^j-, o dans le cas contraire. Le poids d'un monôme, produit de coefficients et de variables, par rapport à Findice i est la somme des poids de ses facteurs par rapport au même indice. Une fonction entière, dont tous les termes sont de même poids
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CHAPITRE I. — INVARIANTS DES SYSTEMES BINAIRES
par rapport à l'indice i^ est dite isobariqiie par rapport à cet indice; si elle est isobarique et de même poids par rapport aux deux indices i et 2, elle est simplement dite isobarique. La forme/, par exemple, est isobarique, de poids zéro.
7. Soit une forme / considérée comme ne dépendant que des variables [x). Si la forme est de degré/?, on peut mettre /sous la forme d'un produit de p facteurs linéaires et écrire
/=. a^v = (a(i) I ^)(a''2) | ^) . . . (a^P) | x), OÙ
comme précédemment.
Les rapports tels cjue -^^ et le produit Ila',^' sont seuls complètement déterminés.
Les éléments dont les équations sont (a^^^|^) = o sont les éléments-racines, ou simplement les racines de/; leurs coordonnées de seconde espèce sont les (a^^^).
Si h des facteurs (a^^^ \x) définissent la même racine, celle-ci est dite multiple d'ordre h pour /.
Si l'on fait a}^- := a\l\ al,^'= — a^/\ de sorte que les {a^^^) sont les coordonnées de première espèce des racines, on peut écrire aussi
où, comme plus haut,
( .'ra(/) )= xi a[i^ — X2 a^i^ .
Ce qu'on dit sur une forme telle c[ue/peut, d'une façon générale, se répéter sur une forme cp qui ne dépend que des variables (i), avec les modifications convenables évidentes.
Considérons en particulier la forme cp obtenue en remplaçant, dans /, x^ par — ^o et x-i P^r ^^ ; on aura
Les racines de cp sont les mêmes que celles de /; / et cp sont dites équivalentes,
L'identité
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fournit les relations
2a(i^ai2)a(3).
a^^a^f^a'fK..a^^^ = aoj,.
Les premiers membres de ces relations sont les fonctions symétriques fondamentales des racines de f.
Toute fonction symétrique des racines, entière et homogène de même degré m par rapport aux divers couples (a^^^), peut s'exprimer en fonction entière des (a), ou, ce qui revient au même, des fonctions symétriques fondamentales.
Ceci se démontre d'abord sans peine pour les fonctions de la forme
qui sont homogènes et de degré m par rapport aux (a), isobariques et des poids m(p — i) et m par rapport aux indices i et 2, comme le montrent les formules connues de Newton pour le calcul des sommes des puissances semblables des racines d'une équation.
Considérons maintenant la fonction
où /??^ et /?Z2 sont deux entiers non négatifs de somme m; on a
S ( aV ^ a\^ K.. a[Pyn, ^ ^^^^ ^r,,,^ - a,„+„,, ,
le second membre devant être divisé par 2 si m = m2.
Le second membre est évidemment divisible para^^, puisque S ne peut pas devenir infinie; donc S est une fonction entière et homogène de degré m par rapport aux (a), isobarique et des poids m^-[- m{p — -2) etm + m^ par rapport aux indices i et 2, d'après les propriétés des a-;^^.
L'application répétée du même procédé conduit au théorème général; toute fonction symétrique telle que
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CHAPITRE 1. — INVARIANTS DES SYSTEMES BINAIRES
OÙ les exposants sont des entiers non négatifs tels que
est une fonction entière et homogène de degré m par rapport aux (a), isobarique et des poids respectifs llm[^^ et Hml^^ par rapport aux indices i et 2.
9. Soit F une fonction entière et homogène de degré m par rapport à des variables en nombre quelconque Ui, u^^ Uz-, • • •• Remplaçons ui par Ui-^-'Xi^i, les çt étant quelconques, et développons F par rapport aux puissances de 1; le coefficient de
P p p'^^ — \^ est ce qu'on appelle d'une façon générale la polaire
d^ ordre h de F, relative aux [u) remplacées par les (<^). Si nous désignons cette polaire par D^^F, on a évidemment
/, p, _ Pm-/. / ^F d¥ d¥
\ aui du2 àU'^ ]
la puissance qui figure au second membre étant symbolique, c'està-dire que, dans son développement, le produit
\àu3/
h,_ -t- A3 àh-p
doit être remplacé par , , /
Pour h = o, la polaire est la fonction F elle-même ; pour h:= w, la polaire est la fonction F où l'on a remplacé les {u) par les {v)\ d'une façon générale, le degré de la polaire par rapport aux (^u) est diminué de /i, tandis que son degré par rapport aux {^) est augmenté de /i, et est simplement /^ si F ne contient pas les ((^). On peut envisager les polaires des polaires de F, et ainsi de suite, c'est-à-dire des polaires multiples de F, si F dépend de plusieurs séries de variables (u), (^^0? * • • • ^^ ^ évidemment
les (p) étant indépendants des (?/); plus généralement, on a
ridentité
Hosted by
SOUS la condition unique que les quantités (u) et ((^^) sont indépendantes les unes des autres et qu'il en est de même des quantités (u^) et (ç).
Dans ces mêmes cas, les polaires multiples se représentent immédiatement sous forme de produits symboliques analogues aux puissances symboliques employées ci-dessus.
10. En particulier, on peut envisager les polaires d'une forme binaire considérée comme fonction des variables. Si / est une telle forme
nous écrirons, par exemple,
à condition toutefois qu'il n'en résulte aucune ambiguïté, ce qui revient à supposer que l'on peut intervertir l'ordre des opérations représentées par les symboles D.
Si /' ne dépend que des variables [x)^ soit/=^a^p, la polaire circP-hyh définit, quand on l'égale à zéro et que l'on regarde [y) comme un élément donné,/? — h éléments qui forment le système potable d'ordre h de (jk). Si [x) appartient à ce système, inversement (jk) appartient au système polaire d'ordre p — A de (^), car on a
On pourra aussi envisager les polaires d'une fonction F des coefficients (a) et (6) de deux formes semblables relatives aux (a) remplacés par les (ft).
CHAPITRE 1. — INVARIANTS DES SYSTEMES BINAIRES
Le déterminant
de la substitution est supposé essentiellement différent de zéro, de façon qu'on puisse écrire inversement
0^27;= )^22^i — ^^12^2? ^y'i^" A22ri — ^1272;
Des formes linéaires telles que ^^ a^i + i2'^25 '^\ ^i -f- '^2-^27 • • • deviendront ^\ x\ + ^1^!,, ^r\^ x\ + v]', ^^^ ... et l'on aura par suite
OU inversement
of[ =^ >^22^i — '^^21?2' ^"-^1= ^22 '-Ql ^^21''^ 2)
Les variables de seconde espèce se trouvent donc, elles aussi, transformées par une substitution linéaire, dite sahstitution transposée de celle faite sur les [x), (jk), ... et dont le déterminant
est Y
Transformons ainsi toutes les variables de première ou de seconde espèce qui entrent dans le système S, et aussi celles qui figurent dans les formes /, g, ... de ce sjstème : il est bien entendu d'ailleurs que si dans S figure une forme linéaire (a[^), par exemple, où les (a) sont constants ^ on ne transforme que les [x). On obtient ainsi un nouveau système S^, composé des nouvelles variables et des nouvelles formes/', g\ . . ., qui est dit transformé du système S par la substitution a-.
Il est évident que les nouvelles formes/*', g' , , , . sont respectivement des mêmes degrés par rapport aux diverses séries de variables nouvelles que les anciennes formes /, g^ . . . par rapport aux séries correspondantes de variables anciennes. Si donc on avait
nous écrirons
Les relations entre les coefficients (a) et (a') de deux formes
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transformées l'une de l'autre, telles que / et f ^ sont faciles à former. On a
i'i rl\ r , -\ / 1 / , 1 ' ■^22 t' '^21 >./ '^12 v/ , Ail c^, 1
/ ==/( All^l-H Ai2^2^ Asi^iH- A22^2; •••5-y-?l g-?2? §~^^T~^^' '"'y
désignons alors par (x), (y), ..., (?)j (v)), ... de nouvelles variables ne Jfîgurant pas dans /, et considérons la polaire multiple
où
Le coefficient
est évidemment égal à la valeur de cette polaire lorsqu'on y fait :
^l=Jl^. . .^ >^ll? ^1=: 7)1=:. ..= -^
071 = ri = . ..= >^i2, $1 = ^f)^--
Les (a) s'expriment aussi facilement à l'aide des [a').
Si le système S est constitué par n couples de variables et par des formes dont les coefficients sont en nombre total N, nous avons ainsi P = a/z + N relations distinctes entre les P éléments constitutifs du système S et les P éléments correspondants du système transformé S^; ces P relations dépendent d'ailleurs des quatre coefficients Çk) de la substitution œ,
12. Les relations dont nous venons de parler forment un système de P équations de transformation pour les éléments du système S, dépendant des quatre paramètres (X). Ces équations sont linéaires par rapport aux P anciens éléments, et si on les met sous forme entière, le déterminant des coefficients de ces P anciens éléments est une fonction des Çk), qui est nécessairement une puissance de S, puisque inversement on peut exprimer les anciens éléments à l'aide des nouveaux, sans ambiguïté, quand S
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n'est pas nul, et que 8 est un polynôme irréductible par rapport aux (X).
Si Ton considère les coefficients (a) comme pouvant prendre toutes les valeurs possibles (S n'étant pas nul), nous avons ainsi un ensemble quadruplement infini de transformations, ou encore un ensemble de transformations à quatre paramètres essentiels ; en outre, cet ensemble est évidemment continu.
Cet ensemble de transformations forme un groupe^ c'est-à-dire que si l'on fait deux transformations consécutives, définies par des formules telles que
qui, à partir du système S, conduisent successivement aux systèmes S^ et S'', on peut passer directement du système S au système S'' par une transformation appartenant à l'ensemble. En effet, les formules précédentes donnent
^1 = 0'nV'n-^ ^i2[-^2i)^'( -i-(>^ii|^i2-^ ^12^-22)^2? x^ — (^21 H-ii-t- ^22^-21)^1 -- CH\ P-12-^ ^^22(^22)^2'
et l'on voit que l'on est ramené, pour passer de S à S'', à faire usage d'une substitution linéaire analogue à a-, dont le déterminant est d'ailleurs le produit des déterminants des substitutions intermédiaires.
Ce groupe à quatre paramètres esl fini et continu, au sens de M. Sophus Lie. Il contient en particulier la substitution identique, qui laisse tous les éléments inchangés; il suffit de faire \^ ^ z=z ),22 = I , )^^ 2 = ^^2\ = o. Enfin, les transformations du groupe sont inverses deux à deux : car, après avoir passé de S à S^, on
peut passer de S^ à S en remplaçant \^^^ "X^o? ^21? ^22? par -|~'
Telles sont les propriétés fondamentales des substitutions linéaires; elles ne leur sont pas particulières, mais ce sont elles qui constituent le fondement de leur théorie.
13. La substitution linéaire a- peut être facilement interprétée au point de vue géométrique. Les nouvelles variables {x')^
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{y'), . ... , (^'), {'r\'), . ^ . peuvent être considérées comme de nouvelles coordonnées; car œ\ et x[^ par exemple ne s'annulent pas en même temps, et aucune de ces quantités ne devient jamais infinie, si ces mêmes conditions sont vérifiées pour ^^ et .2?2? ce
^ ^ ^ , e plus, les rapports -f et — ^ varient ou res-
oc 1^ oc \
tent constants en même temps, et peuvent prendre chacun toutes les valeurs possibles. Enfin, si (/r) et(^) représentent le même élément, (^^) et (^^) sont de même des coordonnées d'espèce différente correspondantes, puisque {\\x) se change en (^^|^^).
Les nouvelles variables peuvent donc être regardées comme les coordonnées d'une nouvelle série d'éléments géométriques. Alors on peut imaginer les trois cas suivants.
I. Les nouveaux éléments géométriques sont différents des anciens et remplissent un espace E^ différent de l'espace E, de sorte que la condition (^^^)=o perd tout sens géométrique de coïncidence.
La substitution a- établit alors, entre les éléments des deux espaces E et E^, une correspondance doublement univoque, sans exception : à chaque élément de E correspond un élément et un seul de E^, et inversement.
Réciproquement, toute substitution établissant entre les éléments de E et de E^ une telle correspondance, doublement univoque sans exception, sera une substitution linéaire à déterminant non nul, telle que a-.
Une telle correspondance est dite ho mo graphique et est appelée aussi collinéation ; les deux espaces E et E' sont homographiques ou collinéaires,
IL Les nouveaux éléments géométriques sont les mêmes que les anciens et remplissent le même espace E, qui est ainsi rempli deux fois : une fois par les éléments (^), ... et une fois par les éléments {x')^ • • • ; la condition (^^')=: o conserve ou perd son caractère géométrique de coïncidence suivant que l'on considère ou non comme identiques les systèmes de coordonnées auxquels sont rapportées les deux séries des (^), ... et des {x')^ ....
Les éléments de ces deux séries se correspondent homographiquement comme dans le premier cas; réciproquement, si
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CHAPITRE l. — INVARIANTS DES SYSTÈMES BINAIRES. j
l'espace E est considéré comme rempli par les deux séries d'éléments (^), . . . et [x') . . . , et si ces deux séries sont liomographiques, ce fait est exprimé par l'existence d'une substitution linéaire telle que a-.
III. Les nouveaux éléments géométriques non seulement remplissent le même espace E que les anciens, mais encore chaque élément (œ) coïncide avec l'élément (x') que lui fait correspondre la substitution o-. Celle-ci définit alors un changement de coordonnées; les éléments fondamentaux O'^, O^ du nouveau système ont respectivement pour coordonnées de première espèce dans l'ancien système ()hjj ^21)? (^^2 5 ^22) î ils peuvent coïncider avec ceux de l'ancien système, même sans que la substitution cr se réduise à la substitution identique. La condition (^xx^)-=.o exprime ici que l'élément (^) ou (^^) a mêmes coordonnées dans les deux systèmes.
Réciproquement, tout changement de coordonnées est défini par une substitution telle que a-, puisqu'il doit en résulter entre les (^) et les (^^) une correspondance doublement univoque sans exception.
14. D'une façon générale, quelle que soit la façon dont on envisage la substitution a-, une forme / égalée à zéro établissant une relation entre les coordonnées des éléments qui y figurent, la forme f ^ transformée de f par la substitution cr, établit, quand on l'égale à zéro, la relation correspondante entre les nouvelles coordonnées des éléments qui correspondent aux premiers. Si, en particulier, /ne dépend que d'une seule série de variables, /= o définit des éléments fixes ;/^= o définit par leurs nouvelles coordonnées les éléments qui correspondent à ceux-là.
lo. Tandis qu'au point de vue analytique, la substitution t dépend des quatre paramètres (X), il est évident que, au point de vue géométrique, elle ne dépend que de trois paramètres qui sont les rapports des (a) entre eux; en effet, un élément ne dépend que du rapport de ses deux coordonnées, et, pour définir une homographie ou un changement de coordonnées, il suffit d'écrire
Xi ~ 002
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Il en résulte par exemple qu'nne homographie est déterminée par trois couples d'éléments correspondants; qu'an changement de coordonnées est déterminé par la connaissance des nouvelles coordonnées de trois éléments.
16. Les substitutions a- formant un groupe, il en résulte que l'on peut dire :
i^ Plusieurs changements de coordonnées successifs équivalent à un seul ;
2° Deux séries d'éléments collinéaires à une même troisième sont collinéaires entre elles ;
3° Un changement quelconque de coordonnées n'altère pas l'homographie de deux séries; et, en particulier, si deux séries remplissant le même espace sont collinéaires, on peut toujours, sans diminuer la généralité, supposer les éléments des deux séries rapportés au même système de coordonnées.
Les Invariants absolus.
17. Désignons par e,,^ e^^ ... et, ... (?p, ou simplement par (e), l'ensemble des éléments qui constituent le système S, et de même par (^e') l'ensemble des éléments du système transformé S' . Les équations de transformation sont de la forme
ei = fi{e, X),
en nombre P, les fi étant linéaires par rapport aux [e), rationnelles par rapport aux Çk) et ne pouvant contenir d'autres dénominateurs que des puissances de S.
Considérons la matrice M
àji àf, dj, df,
dXii âli^ ^^21 àA.22
àfi àfi àfi dfi
d\ii 0)^12 ^^21 0X22
àfp àfy âfp âfv
àlii C)X|2 ^^21 C?A22
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et supposons que les déterminants d'ordre />(^ £4) tires de cette matrice ne soient pas tous nuls, tandis que (si/?<<4) les déterminants analogues d'ordre p -{- i sont tous identiquement nuls : sauf des cas très particuliers, p sera égal à 4-
Alors, comme Ton sait, l'élimination des (X) entre les équations de transformation conduit à P — p relations distinctes entre les (^e^) et les (g); ces relations peuvent être supposées résolues par rapport à autant d'éléments (e^), convenablement choisis, et écrites, par exemple, sous la forme
les cp/ sont des fonctions algébriques distinctes.
Ceci posé, imaginons que, à l'aide d'une nouvelle substitution linéaire, on passe des (e^) aux (e'^), comme précédemment; on aura alors des relations telles que
d'autre part, puisqu'on peut passer directement des (e) aux i^é') à l'aide d'une substitution linéaire, on a aussi
et, par suite,
oi(e\ e'[, el, ..., e''^) = cp,-(e, g\, e^, ..., e^) (^>p),
et cela quelles que soient les valeurs attribuées k e'I, e'!^, . . . , e'^y Les P — p relations distinctes qui lient les (e^) aux (e) peuvent donc être mises sous une forme particulièrement intéressante qui montre l'existence de P — p fonctions ^i{e) qui ne changent pas de valeur quand on y remplace les (e) par les (e').
Si, d'une façon générale, nous appelons invariant absolu du système S toute fonction F des éléments (e) qui ne change pas de valeur quand on y remplace les (e) par les {e'), c'est-à-dire encore telle que la relation
devienne une identité quand on y remplace les (e') par leurs expressions en fonction des (e) et des Çk), nous voyons que les P — p relations distinctes qui lient eutre eux les (e) et les (e^) sont exprimées par l'existence de P — p invariants absolus distincts que l'on peut former comme nous venons de le dire.
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Toute fonction de ces invariants absolus est elle-même un invariant absolu ; et réciproquement, si l'on imagine un invariant absolu quelconque, il est nécessairement une fonction de ceux que nous venons de former, puisque, dans le cas contraire, il établirait entre les [e) et les [e') une nouvelle relation distincte de celles déjà établies, ce qui est impossible.
18. L'étude des invariants absolus d'un système binaire S est particulièrement importante; pour les connaître tous il suffit, d'après ce qui précède, d'en connaître P — p qui soient distincts, puisque tous les autres sont fonctions de ceux-là. Nous avons appris à en former un tel nombre, qui sont algébriques; soit (p/ l'un d'entre eux : si cp/ est susceptible de prendre k valeurs, il est racine d'une équation entière de degré k, dont le premier terme est cp^, et dans laquelle les autres puissances de cp/ ont pour coefficients des fonctions rationnelles des (e) qui sont évidemment, elles aussi, des invariants absolus. On peut donc toujours former un système de P — p invariants absolus distincts, qui soient rationnels par rapport aux (e). Les invariants absokis que nous considérerons seront toujours dans ce cas. Tout ceci suppose d'ailleurs P !>/:>; dans le cas contraire, il n'j a aucun invariant absolu.
19. Au point de vue géométrique, les seuls invariants absolus intéressants sont évidemment ceux qui sont homogènes et de degré zéro par rapport aux diverses séries de variables et de coefficients qui y figurent. L'existence d'un tel invariant correspond à • une propriété géométrique du système S, propriété qui se traduit par l'existence d'un nombre qui ne change pas de valeur quand on fait une transformation de coordonnées quelconque, ou encore quand on remplace ce système par celui qui lui correspond dans une homograpliie quelconque. Une telle propriété est dite invariante absolue, ou projective absolue.
Réciproquement, à toute propriété de cetle nature correspond évidemiuent l'existence d'un invariant absolu dans les conditions énoncées plus haut, soit, pour abréger, d'un invariant absolu géométrique,
20. Il est facile de prévoir que les invariants absolus d'un sys-
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tème s, considérés comme fonctions des éléments de ce système, doivent vérifier un système de/? équations linéaires et homogènes, aux dérivées partielles, formant un système complet ^ puisque ce sont des fonctions arbitraires de P — p quelconques d'entre eux, distincts.
Pour former ces équations aux dérivées partielles, remarquons que toute substitution linéaire a- peut être obtenue en combinant ensemble un certain nombre de substitutions des formes particulières suivantes
00 \ — iX oc Y^
Xi = x^ -
kxL
X2 — m xL
Si, en effet, on a ^22'^ o, en faisant
Xx = x\ +
on a
i Xi = Xii^i -4- Xi2^2,
Si ),22=o, sans que a^ soit nul, on aura des formules analogues en intervertissant les indices i et 2. Si Xh==^>22=o, on est ramené au cas précédent en faisant, par exemple.
( ^1 — Xi2^2'
d'où, en effet,
Xi-=. Xi2^2,
Une condition nécessaire et suffisante pour que F (e) soit un invariant absolu, pour toutes les substitutions o-, est donc que cette fonction ne change pas de valeur quand on fait l'une quelconque des substitutions particulières que nous venons de si-
An. — I. 2
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gnaler, et que nous écrirons sous la forme
(^ii) __ , (^12)
!0[/ 1 — Ou I • , . , (^22)
a?! = ^\ -h COi2^2)
e désignant la base des logarithmes népériens.
Les substitutions a-/y, i et/ étant fixes, forment un groupe particulier à un seul paramètre, contenu dans le groupe général des substitutions a-; si to^y est infiniment petit, la substitution a- /y est infinitésimale, en ce sens qu'elle modifie les [e) de quantités infiniment petites; le groupe des substitutions cr ne contient évidemment que quatre substitutions infinitésimales indépendantes, qui sont précisément les substitutions infinitésimales a-/y.
Si l'on effectue deux substitutions successives a"/y {^i et y étant fixes), correspondant aux valeurs w/y et to|y du paramètre, la substitution résultante a-/y correspond manifestement à la valeur o>/y+ 0)'.- du paramètre. Soit alors F(e) une fonction des éléments du système S qui, par la première substitution, devient F (e^), S devenant S^; la seconde substitution appliquée à S' conduit à S^^ et ^ {e') devient ¥{e") \ la substitution résultante conduit directement de S à S'' et change F(e) en ¥ {e^'), F(e^) se développe suivant les puissances de co/y sous la forme
F(e')=F(0+Ai.yF(6)^-hA;-}^F(^)-^-l-Ay)F(e)
ij - V-; — -^ ^ij " ^"^ 77^ ^"v •" v^^ I 2.3
les Lfj'F{e) désignant certaines opérations différentielles. On a, par suite, en vertu des observations qui précèdent,
F {e") = ¥(e')-^ Ay^F(e') -^ + A'ffF{e') -^ + A^f F(e')
=.F(6)+Ay.^F(e)-
H^^[Ay^F(e)a.;j + 2Ay)Ay^F(.)co,yco,^+Ay^F(.)<] [A^}^F(.)co;}+3Ay^Ay^F(Oœ/ya)y
-f-3Ai}^Ay^F(e)a)?;a)i;+Aj}^F(e)(o?/]H-.
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on a aussi directement
,,, (Jû// H- CD//
on en déduit, par comparaison, que les opérations A[y^F(^) vérifient les conditions
Ay^F(o-AiyAy^Ay^F(o,
Alors nous écrirons simplement
F(e') - F(0+ A/yF(6) ^" + AfyF(^) ^ + A^F(.) ^ -^ . . . ,
OÙ l'exposant de la caractéristique A indique la réitération de l'opération correspondante.
Gomme conséquence particulière de ces importantes formules, nous voyons qu'une condition nécessaire et suffisante, pour que F(e) soit un invariant absolu à l'égard de toutes les substitutions a-, est que cette fonction vérifie les quatre équations
AiiF(e) = o, \i^F(e)=o, ^2i^(e)=o, ^,^^F{e)=o. 21. Calculons les ^ijF(e). La substitution g-,, donne d'abord
'puP-2;quq.;.'-;^u'^-ï,9^,p^^...== e^^'^'^''''"'~'^'~'^'~-^'^''^Pi,pï,quqï,---;T^i,Ti.;9u9, -■■>
On a, par suite, immédiatement
dF
-^ {Pi-^ q 1 ^ " ' — T^ï — P i — • ") cipuPi;...;^^,^^,
^^PuPi;—',T^i>'^i;
On a de même
-l-(i?2-i-^2+.-.— ^2 — p2— ...)^/^„;^.;...;7ri,7r,;...^
'/?i,yf?2;.--;7ri.'^î;.
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La substitution a•^2 donne maintenant
= <^/?i,P2;<7t,^2;...;7ri,7iî;p,,p2;...+ ^12 [/'s ^Pi+l,pi—i;qi,q-2;...;Tii,'iz.;pi,p.;...-^-"
dans cette dernière formule, nous avons négligé les puissances de co^oj autres que la première.
On en déduit
r. ^ àF , dF
dF ^
lP2^Pi+i,p->-i;
^^Pi,p-2'>-- •','T!:i,'^'2',-
On a de même
^F dF
'^1 <^y^i,/?2; • • ■ ITT]— i,7r,-,.+i; .
d(^Pi,p<i;..-;'K^,'K.2
■ — T^2^pi,p.2;. . .;7Zi-hl;'K.2—i;. . . — . . .J -r-. • . .
22. D'après ce qui a été dit antérieurement, les quatre équations linéaires et homogènes aux dérivées partielles
se réduisent à p distinctes, qui forment un système complet, et qui admettent? — p solutions rationnelles distinctes. En fait, on vérifie facilement les identités suivantes
Ali A22F — A22A11F — G,
A12A21F — A21A12F .= AiiF — A22F,
Ail Al 2 F — A12 AiiF -- A12F,
Ail A21F — A21 AiiF — — A21F,
qui expriment que les p équations distinctes parmi les équations A/yF == o forment un système complet.
On peut remarquer que p est toujours égal à 4 dès que le système contient deux séries de variables de même espèce.
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23. Si F(e) est un invariant absolu, rationnel et non entier, il
pourra se mettre sous la forme d'une fraction irréductible ■,. ,^s
les fonctions F^ et F2 étant entières et n'étant pas, sauf exception, des invariants absolus.
On a, par hypothèse,
F^ (^^) et ¥2(6^) sont encore des fonctions entières des (e) c[uand on y remplace les (e^) par leurs valeurs en fonction des (e) et des (X); par suite, d'après les hypothèses faites, on a nécessairement
Fi(e') = coFi(e), F.^{e')==i^^¥^{e\
co étant une fonction qui ne dépend que des (X).
On est ainsi conduit à rechercher, d'une façon plus générale, toutes les fonctions F(^) telles que l'on ait
F{e') = wF(e),
iù ne dépendant que des ()^). Ces fonctions sont les invariants du sjstème S; elles comprennent en particulier les invariants absolus, qui correspondent à co =: i.
Gomme précédemment, une condition nécessaire et suffisante pour que F(^) soit un invariant du système S est qu'il en soit ainsi pour les substitutions o-^/. Par suite, à cause de la formule
F(e')= F(6)+ o3o-^/yF(^)H- ^ Af,F(6)H-. - .. il faut et il suffit que l'on ait
A/yF(e).^ \MjF{e)\
)xij ne peut dépendre que de co^y et par suite est une constante, puisque A/yF(e) et F(^) sont indépendants de iùtj. En se servant des valeurs données ci-dessus pour les expressions de la
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forme A/y A/^^^F — A^A^/yF, on trouve immédiatement
jjL étant une constante quelconque.
Les conditions nécessaires et suffisantes pour que F(é^) soit un invariant sont donc que F vérifie les quatre équations linéaires aux dérivées partielles
AhF-:(jlF, Ai2Fr=:0, A21 F =- O, L^,¥ =^ ^J^Y .
On voit en outre que pour les diverses substitutions a■^^J a■^2, ^2n ^22j on a respectivement
Si donc on décompose la substitution a-, quelconque, en substitutions <Jij^ comme nous l'avons fait plus haut, il vient
de sorte que la fonction co par laquelle se multiplie F(e) quand on passe des {e) aux [e^) est une puissance du déterminant S de la substitution cr.
Quand l'identité précédente a lieu, on dit que F(e) est un invariant di ordre [a; les invariants absolus sont d'ordre zéro.
24. Pour trouver un invariant F d'ordre ]x différent de zéro, il suffit d'égaler à zéro une solution quelconque des quatre équations linéaires et homogènes aux dérivées partielles
Aucp + {xF ^ ==0, Ai29=o, A2icp = o, A22CP -f- p.F ^ == o;
supposons que ces équations se réduisent à q distinctes, qui forment nécessairement un système complet; on a q"^^] il est clair aussi que q est égal k p ou à/> + i .
Si q zz^p + I , cela veut dire que les équations entraînent -ï = o ;
il n'y a pas d'invariants d'ordre [Ji. Le système n'a d'autres invariants que ses invariants absolus.
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Si q =/), ce qui arrive dans le cas général de/> = 4? soit F un invariant d'ordre p. (ceci suppose P — p -\-\^o)\ soient F4, Fsj . . . , les P — p invariants absolus; il est clair que tout invariant d'ordre [jl' sera de la forme
F(^'cp(Fi, F2, ...),
cp étant une fonction arbitraire.
On peut dire qu'il y a P — p -\- i invariants distincts. Si F^ , F2, F3, ... désignent P — /> + i tels invariants des ordres [X|, Ua? [JI3, . . . , [Ji^ n'étant pas nul, par exemple, tout invariant d'ordre a quelconque est de la forme
(p étant une fonction arbitraire.
25. Puisque les invariants absolus peuvent être choisis rationnels, il résulte de ce qui a été dit au n° 23 que l'on peut toujours, quand il y a des invariants absolus, former pour le système S un système fondamental d'invariants entiers par rapport aux éléments de ce système : ces invariants sont d'ordre entier.
Par système fondamental d'invariants, nous entendons un ensemble d'invariants distincts à l'aide desquels puissent s'exprimer tous les autres, comme nous venons de le voir.
Si le système S n'a que des invariants absolus, ceux-ci peuvent être pris entiers. Si le système S n'a pas d'invariants absolus et a cependant des invariants, ceux-ci sont les puissances de l'un d'entre eux, que l'on peut encore supposer entier, comme nous le verrons plus loin.
Ce que nous venons de dire nous permet de ne considérer que des invariants entiers, quand il s'agit d'invariants non absolus; c'est ce que nous ferons toujours.
26. Un invariant entier peut toujours être supposé homogène séparément par rapport aux diverses séries de variables (^), (/), .... (^), (-ri), ... et aux diverses séries de coefficients (a), (ft), . . . , des formes/, g, . . . , qui constituent le système S.
Soit en effet F un invariant qui n'est pas dans ces conditions :
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il est la somme d'un certain nombre de fonctions entières qui possèdent les propriétés d'homogénéité indiquées plus haut; siF^ , F2, . . ., sont ces fonctions, la transformation du système S conduit à l'identité
^^i{^ii^2'i ••• ^11 S25 ••• ^pi,p^;"-'^i,'^i;-") ••' ^puPki-'^'u'^i;--'! •••)
Remplaçons x^ et X2 par Hœ^ et X^o? • • ^ t\ et ^2 par ^^\ et S^27 • • • ? / par A/, ^ par B^, . . . , les quantités X, . . . , S, . . . , A, B, . . . , étant des constantes arbitraires ; la fonction F exprimée à l'aide de ces nouvelles variables et de ces nouveaux coefficients est encore un invariant du nouveau système ainsi formé, et comme x\ et ^^ s^^t remplacées par X^'^ et ILx^, . . . , k\ et ^2 par E^\ et S^^? - • 5/ par A/, g^ par A g', . . . , l'identité précédente devient, en supposant F, homogène et des degrés /f^, ..., x^, ..., 72^, z?',, ..., respectivement par rapport aux séries (x), . . ., (i), ..., (a), (6), . . .,
SX^i . . . S^i . . . A^^i B«5 . . . Fi (^1 , x'^ ;
Ceci ayant lieu quelles que soient les arbitraires X, ..., S, . . . , A, B, . . ., on en déduit que chacune des fonctions F^, F2, . . . est elle-même un invariant d'ordre p., puisque, pour deux de ces fonctions, les systèmes de nombres /{■^, . . ., x,, . . ., /i], n\^ . . ., sont par hypothèse différents.
En conséquence, tout invariant non absolu F sera toujours supposé entier, homogène et des degrés /f, /, . . . , x, }^, . . . , n, 7z^, . . ., par rapport aux diverses séries de variables et de coefficients {x), (y), , . , (ç), (rj), . . ., (a), (6), . . ., qui constitueut le système S. Si les coefficients (a), (b)y ..., sont ceux des formes /= a^/^j,^...^^-^?..., g = ^xf'j'7'...^^V'-.? ^^ ^^ 1^' ^^^ l'ordre de F, on a évidemment, en cherchant le degré de F par rapport aux coefficients (1), la relation
211 = {p -{- q ^ . . . — 71 — p .. .)/i +(/>'+ ^'h-. ..— tu' — p' . . .)n'-\-, . . — A- — Z — ... H- X -I- X -4-
27. Dans le groupe des substitutions a-, on peut distinguer celles dont le déterminant est i ; ces substitutions forment elles-
ri,r.; ■
• • • ^pi,pi->-''>
• • • ^p'i,pi',."-)
• • ^Vu/?2;-.5
' ' ' bpi,P'^;..-i
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mêmes un groupe à trois paramètres contenu dans le premier. Pour ce groupe, on peut définir et rechercher les invariants absokis comme nous l'avons fait pour le groupe des substitutions 0-; si l'on remarque que toute substitution du groupe peut être obtenue en combinant des substitutions des formes suivantes :
j ^j " e^ux[ , ( ^1 = ^'j + 0)12 i^2) ( ^1 =" ^'l 5
on en conclut immédiatement que ces invariants absolus sont les solutions des trois équations aux dérivées partielles
AiiF — A22F — o, Ai2F~o, A2iF=o,
qui forment un système complet, et qui sont indépendantes en nombre q — i .
De plus, ces invariants peuvent être pris rationnels; il suffit de répéter les raisonnements des n°^ 17 et 18. Ils peuvent même être pris entiers, car, sans cela, ils conduiraient à des invariants non absolus, et un raisonnement semblable à celui du n° 23 montre qu'il n'existe pas d'invariants non absolus proprement dits pour les substitutions considérées.
Enfin ces invariants, pris entiers, peuvent être supposés homogènes séparément par rapport aux diverses séries de variables et de coefficients qui constituent le système S : on le voit comme au numéro précédent.
Les invariants absolus relatifs aux substitutions <7 de déterminant I, qui vérifient toutes les conditions que nous venons d'énoncer, peuvent évidemment être pris pour les termes d'un système fondamental d'invariants ordinaires du système S : ceci résulte des conditions d'homogénéité imposées, de la forme des équations de transformation, et de ce fait que l'on passe de la substitution générale a- à une substitution de déterminant i, en
remplaçant les coefficients A/y par -—-
On retrouve ainsi, et cette fois sans exception, la démonstration de l'existence d'un système fondamental d'invariants entiers pour le système S.
28. Les invariants entiers du système S, vérifiant les conditions
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d'homogénéité plusieurs fois indiquées, sont, comme nous l'avons déjà dit, les seuls que nous considérerons : de même, nous pouvons nous borner à la considération des invariants absolus qui sont les quotients de deux tels invariants. Ces conventions sont faites une fois pour toutes.
Les invariants sont les solutions des trois équations
AjiF — A22F = o, Ai2F = o, AgiF^o,
distinctes en nombre q — i , formant un système complet.
L'ordre ^ d'un invariant F est déterminé par la relation qui termine le n"" 26.
L'identité d'Euler pour les fonctions homogènes donne alors
A.iF-f-AasF^ 2[jlF, d'où résultent les équations connues
AuF ^A22F = JJ.F.
En se reportant aux formules de transformation relatives aux substitutions o-^ et 0-22, on voit que ces équations expriment simplement que F est une fonction isobarique de poids p. par rapporta chacun des indices 1 et 2.
D'autre part, effectuons la substitution particulière
oc \ — '■ «^ 2 J <x^% — ^ 1 >
de déterminant — i. Elle donne aussi]
si donc F est un invariant d'ordre [a, F doit se reproduire multiplié par ( — 1)^- quand on permute les indices 1 et 2 : si [x est pair, l'invariant est dit droit; si pi est impair, il est dit gauche. Il est clair qu'une fonction entière, isobarique de poids [x, homogène séparément par rapport aux diverses séries de variables et de coefficients du système S, se reproduisant multipliée par ( — i)!^ quand on échange les indices i et 2, est un invariant d'ordre ^ si elle vérifie une seule des deux équations
Ai2F = 0 ou AoiF^rO.
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On a ainsi un moyen de déterminer les invariants par la méthode des coefficients indéterminés.
On pourrait multiplier les propriétés analogues, servant à faciliter le calcul des invariants.
29. Nous admettrons que, pour un système quelconque S, il existe toujours un système de Q invariants, qui ne sont pas tous indépendants, tel que tout autre invariant du système soit une fonction entière de ceux-là : un tel système d'invariants est dit complet.
Cette proposition est connue sous le nom de théorème de Gordan : elJe a été démontrée d'une façon générale par M. D. Hilbert {Mathematische Annalen, Band XXXVI). Nous ne nous occuperons pas de la formation des systèmes complets, sauf dans quelques cas particuliers.
On réserve ordinairement Je nom à'' invariants aux fonctions invariantes qui ne dépendent que des coefficients des formes du système S; celles qui dépendent aussi des variables de première espèce sont alors des covariants; celles qui dépendent des coefficients et des variables de seconde espèce sont des contrevariants ; celles qui dépendent des coefficients et des variables des deux espèces sont àe^ formes mixtes. Les invariants qui ne dépendent que des variables sont en outre dits identiques. Nous avons confondu toutes ces fonctions sous le nom générique d'mvariants, pour plus d'uniformité.
30. Les invariants soumis aux conditions d'homogénéité indiquées précédemment sont les seuls intéressants au point de vue géométrique.
L'évanouissement d'un tel invariant correspond évidemment à l'existence accidentelle d'une propriété /^/'oyec^û'e du système S, c'est-à-dire d'une propriété qui subsiste après une transformation de coordonnées, ou quand on remplace le système S par celui qui lui correspond dans un espace homographique quelconque; de plus, cette propriété est accidentelle, c'est-à-dire ne se présente pas si les coefficients du système S restent arbitraires.
Réciproquement, toute propriété de ce genre, correspondant
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à une seule relation entre les éléments du système S, est évidemment exprimée par l'évanouissement d'un invariant.
L'importance géométrique de l'étude des invariants d'un système binaire est ainsi mise en évidence.
V. — Théorèmes généraux sur les invariants
31. Soit un système S composé comme précédemment; supposons que dans l'une des formes du système, f par exemple, on regarde certaines variables, soit les (^), comme des constantes : on a ainsi un nouveau système S^. Tout invariant du système S^ est encore, quand on y considère à nouveau les [x) comme variables, un invariant de même ordre du système S. Cette proposition se généralise évidemment : on peut considérer plusieurs séries de variables comme constantes dans plusieurs formes.
Pour démontrer ce théorème, considérons une seule forme aux seules variables (^) et [y) : /*= a^vy^i] le raisonnement que nous allons faire s'étendrait sans peine à tous les cas possibles. Soit F r= Aj<7, la forme/" où les {x) sont regardées comme constantes; soit aussi J(A, y) un invariant d'ordre \k de F.
Effectuons la substitution a- sur les (jk) seules, dans F; F devient F^=: A^.^ et l'on a
Dans F' faisons subir aux (^x) la transformation c; on obtiendra F'^:=^ A'^,^, et cette forme sera évidemment identique à/^= <^4"Fy"75 obtenue en transformant dans /les [x) et les [y) par la substitution <7. Si donc on considère les (A^) comme fonctions des [a') et des {x')^ comme ils sont égaux aux (A^^), on voit que ce sont les mêmes fonctions des {a') et des [x^) que les (A) des (a) et des [x). Par suite, en désignant par I(<2, x, y) ce que devient J(A, y) quand on l'exprime à l'aide des {a) et des (^), on a :
ce qui démontre le théorème.
32. Soit un système S et considérons de nouvelles formes F, G, . . . qui soient des invariants du système S, des ordres [Ji,
Hosted by
CHAPITRE 1. — INVARIANTS DES SYSTÈMES BINAIRES
ui^, ... quelques-unes de ces formes pouvant coïncider par suite avec quelques-unes des formes f-, g-) . . • du système S. Considérons le nouveau système Sj composé des variables (^), (jk), « . • et des formes F, G . . . et soit J un invariant d'ordre v de ce système, des degrés A, K ^ ... d'homogénéité par rapport aux coefficients (A), (B), . . . des formes F, G, ... : ce sera aussi un invariant d'ordre v -h [x A + aV2^ + ... du système S.
En particulier, on peut dire par suite que les invariants des invariants d'un système sont eux-mêmes des invariants de ce système.
Comme précédemment, il suffira d'exposer la démonstration de ce théorème sur un cas simple. Soit donc / = axv une forme aux seules variables [x) et un invariant d'ordre [x, F = A^a, de cette forme. Soit J un invariant d'ordre v de F, de degré h par rapport aux (A). Si f'=^ UxT et F^=: A^„)t sont les transformées de / et de F par la substitution a-, on a
Y{a',x')= ^V'¥{a, x), J(A', x')=-- âvJ(A, x).
W étant identique à F, on en conclut que les (A^) sont les mêmes fonctions des {a') que les (A) des (a), au facteur 2~f^ près. Si donc J(Aj x) devient I(a, x) quand on l'exprime à l'aide des {a), on a, d'après les hypothèses faites,
'^-P^\{a', x')=^ ^n(a, x) ou bien
l(a', x')= ov+lJ^/i^a, x),
ce qui montre bien que I est un invariant d'ordre v 4- [i./z de /.
33. Soient un système S et une nouvelle forme F qui soit un invariant d'ordre [a du système S. Considérons F comme dépendant des vai^iables (^), (jk), ^ . . , (^), (v]), . . . , de sorte que
Substituant la valeur de F dans les équations aux dérivées partielles que vérifie F, et égalant à zéro le coefficient de chaque monôme tel que ^^ji^2'Ji'y2 • ° • ?^^2"''h"^2' * * • ' ^^ obtient les importantes relations qui suivent, où les opérations A/y s'appli-
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quent aux coefficients (A), considérés comme fonctions des éléments du système S autres que les (^), (y), . . . , (i), (ïi), . . .
^11 Aa^^,A-o;...Xi,X2;... = (ll-{- ki-\- h-h. . .— y-i — y^i — . . ')^/(,,k.;...v.i,v..;..., ^i2^kiA;'-''^i,y-2;-'- =^^^2 AA-^+i/f^— i;...Xi,X2;...-+-- • • — ^-i A/f,/f2;...Xi— i,7C2+i;... — • • • '
A22A^,,/f„;...Xi,X2;... = ([^H-'^2H- h-^' • . — X2 — X, — . . .) AA-i/rs;,..,^^/^;...-
La première et la dernière de ces relations montrent, ce que nous savions déjà, que le coefficient A/,^ /,^._^^^^._ est une fonction isobarique des poids respectifs [x + A'^ + /i + . . . — x, — 1^ — . . . , [ji + A2-h 4 + « • • — "^2 — ^^2 — • • • 1 P^r rapport aux indices i et 2.
Supposons que F ne dépende que des (^), et considérons le coefficient A^^o des poids respectifs ^l -{- k et [i.. Il vérifie l'équation A^2F = o, et, de plus, on a successivement
A/c-i,i= T ^2l^/c,0'', Aa-2,2= 7 _ ^2lA/t.
d'où, en général,
/c(/c-i)...(/ciH-T)
donc tous les coefficients A^-^ ;,^ sont déterminés par A^j-^o? appelé, pour cette raison, source de l'invariant F.
34. Considérons, réciproquement, une fonction G, entière par rapport aux éléments du système S, sauf les (^), qui n'j figurent pas, isobarique par rapport à chaque indice, et vérifiant l'équation A^2G== o. Une telle fonction est dite semi-invariante pour le système S, ainsi réduit : c'est évidemment un invariant pour les transformations du groupe qui résulte des substitutions ^w^ ^K2-> ^227 c'est-à-dire pour les substitutions a- dans lesquelles on a ),2i=:o; une telle fonction se reproduit, après une telle substitution cr, multipliée par )^^', ^22? ^^ ^^ ^^ ^^2 sont ses poids respectifs par rapport aux indices i et 2. Inversement, tout invariant de ce groupe particulier peut être pris sous la forme de G.
Nous observerons que l'on a nécessairement P|^P2; en effet, les identités relatives aux opérations A/y donnent sans peine, avec
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les hypothèses faites sur G,
Aj2 A'2'1 G =^ 7z(Pi— P2— ^^ 4- i)^'iY^ G;
d'autre part, la fonction A^ , G doit nécessairement s'annuler à partir d'une certaine valeur de /z, car l'opération A21 appliquée à une fonction isobarique par rapport à chaque indice, conduit à une nouvelle fonction de même nature, dont les poids par rapport aux indices i et 2, sont respectivement l'un diminué, l'autre augmenté d'une unité; si donc A[^^ G n'était jamais nulle, [son poids par rapport à l'indice 2 pourrait augmenter au delà de toute limite, ce qui est absurde. Supposons alors que A'^^^ G soit nulle sans que A27^ G le soit; on aura P^ — Po — 72+1 = 0, d'où P^ ^ — P2=o-
En particulier, on voit que, si P^ ^Po, on a 7z = i, par suite A2iG=o; de sorte que tout semi-invariant isobarique et de même poids par rapport aux deux indices est un invariant.
Démontrons maintenant que tout semi-invariant G, des poids respectifs [a-j-A* et |j.(A'>>o) peut être considéré comme la source A^^o d'un invariant d'ordre [i. de degré k par rapport aux (^). Il suffit de faire voir que l'on a
de cette façon, en effet, toutes les relations auxquelles sont assujettis les coefficients A/,^^^, seront vérifiées d'elles-mêmes.
Gomme ces équations résultent immédiatement de ce qui vient d'être dit, en faisant P^ — P2= /^? la proposition est démontrée.
35. Supposons maintenant que F ne dépende que des variables (x) et {y)') et considérons le coefficient A^^q.q^i des poids respectifs u + A" et ^-f~l] on peut en tirer comme précédemment tous les coefficients A.^.^j,^.i^j^j et ce coefficient est encore la source de l'invariant.
Si deux tels invariants ont même source A, des poids respectifs P^ et P2, ils ne coïncident pas nécessairement, car ils peuvent ne pas être des mêmes degrés par rapport aux (x) et aux (jk); on a en effet simplement [a + A = P^ , [jl -{- / = P2, ce qui ne détermine que k — /. S'ils sont des mêmes degrés, ils coïncident; on en conclut que, dans le premier cas, ils ne peuvent différer que
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par une puissance de rinvariant évident (^jk); car, en multipliant l'un d'eux par une telle puissance, on obtiendra encore un invariant, avant même source que l'autre, et des mêmes degrés.
Soit A une fonction entière quelconque des éléments du système S, sauf les {x) et les (j/), isobarique, des poids respectifs P^ et P2 ; si on lui applique l'opération Ai2 successivement, on finira nécessairement par tomber sur un résultat nul : il suffît, pour le voir, de raisonner comme plus haut relativement à l'opération ù^2\ * Soit A^VA le premier résultat nul; A est la source d'un invariant dont l'ordre et les degrés sont déterminés par
et qui n'est pas divisible par {ocy).
En effet, supposons k^ o, et calculons les coefficients A.^^o.i^j^ par les formules
la forme
est isobarique et des poids respectifs p. + A- et [x; de plus, elle vérifie l'équation A,2F = o, où l'opération A^2 s'applique aussi aux (jk), de sorte que l'on a bien k^o. Donc, d'après le numéro précédent, c'est la source d'un invariant considéré comme ne dépendant que des (œ). En y considérant aussi les (y) comme variables, le théorème se trouve démontré complètement, car le terme en x^^y\ n'étant pas nul, la fonction obtenue n'est pas divisible par (^jk).
Si l'on considère un semi-invariant G comme dépendant de variables (j^), ce qui précède nous montre ce qu'on doit entendre par source de ce semi-invariant; un semi-invariant n'est d'ailleurs déterminé par sa source qu'à une puissance près dej^2-
On pourrait répéter ce que nous venons de dire, sans grandes modifications, en remplaçant des variables de première espèce par des variables de seconde espèce. La source d'un invariant dépendant des (x) et des (?) serait le coefficient A/,o;^/,o*
On pourrait aussi obtenir des résultats analogues en considérant un invariant comme fonction des coefficients de certaines formes.
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VI. — Les systèmes invariants
36. Les relations du n° 33 nous montrent que l'on peat généraliser la nolion d'invariants et chercher un système invariant de n fonctions F,, F2, ..., F,^, linéairement indépendantes et telles qu'après la transformation du système S on ait les relations
les quantités cim ne dépendant c[ue des coefficients (X) de la substitution a-.
Le déterminant des a/^^ est d'ailleurs différent de zéro, sans quoi les F/f ne seraient pas linéairement indépendants.
De plus, on peut supposer le système irréductible, c'est-à-dire non décomposable en systèmes partiels de même nature. Il est clair, en raisonnant comme quand il s'agit des invariants, que les fonctions d'un système invariant vérifient des équations de la forme
les ]s.fl^ étant des constantes numériques en nombre ^n'-] et réciproquement.
Entre ces constantes existent d'ailleurs des relations qui résultent des relations qui lient entre elles les opérations A/^.
Si, comme nous le supposerons toujours, les fonctions F;^ d'un système invariant sont entières et homogènes séparément par rapport aux diverses séries de variables et de coefficients qui composent le système S, les différents degrés d'homogénéité sont les mêmes pour toutes les fonctions, que l'on peut aussi supposer isobariques par rapport à chaque indice. Dans ces conditions, il serait aisé de voir que tout système invariant peut être remplacé par un système analogue, linéairement équivalent, qui se ramène à l'ensemble des coefficients d'un invariant considéré comme fonction des variables d'un même couple, ou bien à plusieurs tels ensembles. Les systèmes de cette nature ont été étudiés ci-dessus.
L'évanouissement simultané des formes d'un système invariant correspond évidemment à l'existence accidentelle d'une propriété An. - I. 3
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projective du système S, exprimée par l'existence d'un ensemble d'équations. La réciproque de cette proposition n'est vraie que sous certaines réserves, suivant la façon dont on choisit cet ensemble d'équations : ce qui semble vrai, dans tous les cas, c'est qu'à toute propriété projective de cette nature on peut faire correspondre au moins un système invariant.
VII. — Les invariants multiples et les combinants
37. Étant donné un système S, on peut concevoir que l'on partage les différentes variables qui figurent dans ce système et dans les formes de ce système en plusieurs groupes, et que les variables d'un même groupe soient transformées par une substitution linéaire a-, que l'on ne suppose pas rester la même quand on passe d'un groupe à l'autre.
Pour cet ensemble de transformations, il est facile de définir des invariants absolus et des invariants ordinaires, que nous appellerons invariants multiples; ceux-ci se reproduisent après la transformation, multipliés par des puissances des déterminants des différentes substitutions employées. Leur nombre est facile à déterminer, ainsi que celui des invariants absolus correspondants; les systèmes complets correspondants d'équations aux dérivées partielles s'écrivent immédiatement.
Sans insister sur cette étude directe, nous remarquerons seulement que les invariants multiples doivent être des invariants pour les transformations particulières qui ne changent que les variables d'un seul groupe. Par suite si (5), {t), ..., (Ç), ... sont les autres variables, un invariant multiple sera de la forme
les fonctions F,.^ ,.,. . étant elles-mêmes des invariants pour le système obtenu en prenant ensemble les formes qui sont les coefficients des formes données ordonnées par rapport aux variables (^), (t), . . . , ((^), . . . , et les autres variables.
Réciproquement, il est clair que si une fonction vérifie ces conditions pour chaque groupe, on pourra la regarder comme un invariant mvdtiple du système donné.
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Ajoutons que les invariants multiples sont en particulier des nvariants du système S, au sens ordinaire du mot.
38. Soit un système S comprenant en particulier deux formes semblables /et g^ et soient 6, et 82 deux variables qui ne figurent pas dans ce système. Remplaçons les formes /et g par la forme 9,/-j-Qo^'j et, dans le nouveau système ainsi formé, considérons les variables comme réparties en deux groupes dont l'un ne contient que les (9).
Si F est un invariant multiple de ce système, indépendant des (6), c'est un invariant particulier du système S, jouissant de la propriété de se reproduire à une puissance près du déterminant 0'= a^^ [7.00 — \f^\2\^2\i quand on remplace les formes /et ^' par les combinaisons linéaires p^ i/H- [^-12^? |^-2i/+ 1^-22^7 puisque ceci revient à faire sur les (9) une substitution linéaire de déterminant S'.
Nous dirons qu'un tel invariant est un combinant du système S, relativement aux formes / et g. Il est clair que tout combinant peut être obtenu comme nous venons de le dire.
La notion d'invariants multiples s'étend immédiatement au cas où Ton considérerait des formes renfermant des variables d'ordre différent, les unes binaires, les autres ternaires, par exemple. Bien que nous ne nous occupions actuellement que de variables binaires, ce fait est intuitif, et ce que nous dirons par la suite sur les variables ternaires et quaternaires nous permet d'affirmer que rien ne sera changé aux considérations qui précèdent, quand on envisage le cas le plus général.
En particulier, la notion de combinant s'étend d'elle-même, si le système S comprend p formes binaires/, /2, /s, . . . semblables; les invariants multiples, indépendants des (9), du système obtenu en remplaçant les formes /• par 9,/j -f- 92/2 + 9.3/3 + . . . , seront des combinants du système S par rapport aux formes //, c'est-à-dire jouiront de la propriété de se reproduire à une puissance près du déterminant S' des coefficients u^ij, si l'on remplace dans le système donné les formes /• par des combinaisons linéaires, Iiij.ijfj^ de ces formes; et réciproquement.
39. Un combinant du système S par rapport à deux formes semblables / et ^ de ce système est un invariant ordinaire du
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système qui, lorsqu'on fait sur les coefficients correspondants de / et g une même substitution linéaire, se reproduit, à une puissance près du déterminant de cette substitution. Il est alors facile de généraliser cette notion, en supposant que les deux formes / et ^ ne sont pas semblables. Si, par exemple, on a /== cixv-, g == hx'i et si, p étant supérieur à ^, h = Cxv-^ désigne une forme à coefficients arbitraires, on peut chercher les invariants du système S qui, lorsqu'on remplace les coefficients de/ par ceux de a/ H- hg^ \ étant une arbitraire, se reproduisent à un facteur près (une puissance de \ évidemment). Ces invariants, faciles à définir par un système complet d'équations aux dérivées partielles, sont les combinants du système S par rapport à /et g\ leur nombre serait aisé à évaluer.
Ce que nous venons de dire sur un cas particulier s'étendrait sans peine au cas plus général dans lequel on chercherait les combinants du système S par rapport à plusieurs formes de ce système.
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I. — Les Polaires
40. Une polaire quelconque d'ane forme d'un système S ou d'un invariant de ce système, prise par rapport à des variables remplacées par des variables de même espèce, ou par rapport à des coefficients remplacés par ceux d'une forme semblable appartenant au système, est encore un invariant de ce système.
Ceci résulte de la définition même des polaires; si en effet F est un invariant du système, contenant par exemple les variables (^) ou les coefficients d'une forme/ du système, et si l'on y remplace les ^/par les Xi-\-Xyi^ ou les coefficients de/'par ceux dey^ ).^', g étant une forme du système semblable à /, la fonction F ne cessera évidemment pas d'être un invariant, et cela, quelle que soit l'arbitraire ).. Tous les coefficients du développement de F suivant les puissances de X jouiront donc de la même propriété, ce qui démontre le théorème, au moins quand il s'agit de polaires simples : il s'étend immédiatement aux polaires multiples.
Il est évident d'ailleurs que les polaires d'un invariant F d'ordre p. sont elles-mêmes des invariants d'ordre [x.
En combinant ce théorème avec celui du n° 32, on voit que les invariants des polaires des formes ou des invariants d'un système sont eux-mêmes des invariants de ce système; on voit aussi que l'on peut prendre la polaire d'un invariant par rapport aux coefficients d'une forme/*, remplacés par ceux d'une forme g semblable, qui est elle-même un invariant du système, et obtenir encore un invariant du système; mais, dans ce dernier cas, l'ordre de l'invariant ne se conserve pas.
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II. — Les invariants comme combinaisons de systèmes invariants.
41. Soit un système invariant composé de n fonctions F|, Fo, . . . , F/i, vérifiant les relations
OÙ F^ désigne la même fonction des éléments transformés (e^) que F;^ des éléments primitifs (e), et où les a.u ne dépendent que des coefficients (a) de la substitution.
Un second système invariant, composé de n fonctions Gi , G2, . . . , G/^5 est de même espèce que le premier si Ton a, ^ étant un nombre quelconque,
Ga-= o!J'Ea/,/G7;
un système invariant, composé de n fonctions ^^ <ï>2, . . ., ^n^ est dit, au contraire, cV espèce opposée au premier, si Ton a,
Ml étant quelconque,
8H'4>/, = Sa//,*'/.
Si deux systèmes invariants sont tous deux de même espèce, ou tous deux d'espèce opposée par rapport à un troisième, ils sont eux-mêmes de même espèce; ils sont, au contraire, d'espèce opposée si l'un est de même espèce, Fautre d'espèce opposée par rapport à un troisième.
Si n systèmes invariants de n fonctions, tels que le système (F), sont de même espèce, le déterminant des ri^ fonctions de ce système est évidemment un invariant, puisque le déterminant des F^ est égal à celui des F multiplié par celui des a/^/, à une puissance de S près; ceci montre, en particulier, que le déterminant des a/./ est toujours une puissance de S.
Si (F) et (<î>) sont deux systèmes invariants d'espèce opposée, il est clair aussi que la fonction I]F/^<ï>/t est un invariant. Réciproquement, si l'on met un invariant sous la forme SF/^^/f, les F et les <ï> dépendant d'éléments différents, et si les F sont linéairement indépendants, ainsi que les <ï>, les F et les $ forment deux systèmes invariants, nécessairement d'espèce opposée. En effet, la relation SF'^$^. =:: Sf^SFy^<ï>/f, où [a est l'ordre de l'invariant considéré, fournit, quand on y remplace les ^\ par leurs valeurs en
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fonction des (1) et des éléments primitifs dont dépendent les fl>, des relations linéaires entre les F et les F', résolubles nécessairement par rapport aux F ou aux F'^ d'après les hypothèses faites; on raisonnerait de même pour les <ï>.
Si un invariant est mis sous la forme SF^^yt? les F et les <î> formant deux systèmes invariants d'espèce opposée, et si l'on y remplace les F^ par les fonctions G^ d'un système invariant de même espèce, on obtiendra un nouvel invariant; et réciproquement, si deux invariants sont mis sous la forme SF/f<ï>yt, SG^^/^, les (F), les (G) et les (<ï>) formant des systèmes invariants, le système invariant (G) sera de même espèce que le système (F) et d'espèce opposée à (^).
Il est évident encore qu'un combinant des formes d'un système invariant est un invariant.
La théorie des variables d'ordre n permettrait d'énoncer beaucoup d'autres propositions analogues à celles qui précèdent.
42. Les produits x'J'^^S ^^^ ^^\ ^^ ^^2 sont deux entiers non négatifs de somme h, forment un système invariant particulièrement important que nous appellerons (^).
Puisque (^, x^ - h ^2 ^'2)^ est un invariant, les quantités ^ ^\' ^'^^ forment elles-mêmes un système invariant (t), d'espèce opposée
Ht)-
(Sj'l2— ^2'f^\\Y ^^^ anssi un invariant; donc les quantités
forment un système invariant de même espèce que (^). Ceci montre, en particulier, que deux formes équivalentes sont invariantes l'une par rapport à l'autre, ce qui était d'ailleurs évident, d'après leur définition.
Si F est un invariant fonction des (^), la puissance A^^"^'^ de sa
première polaire, soit, a un lacteur près, f jk, HJK2 -)— ) ' est
un invariant; donc les produits p — p- ( - — ) ( y— ) lorment un
système invariant de même espèce que (t).
De même, la polaire d'ordre h de F, soit, à un facteur près,
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dx-.
riant; donc les quantités
OU la puissance est symbolique, est un inva-
forment encore un système
P/^.P/^2 àx^'^dx'l^invariant de même espèce que (t).
Si <ï> était un invariant fonction des (^), on verrait de même
que les quantités ( y- ) ( i^ ) ^ ^"^^ part, — ^r — j a autre part,
forment des systèmes invariants de même espèce que (^).
Les coefficients a;^ /^^ d'une forme cp = a^/i forment un système invariant de même espèce que (^). Si donc F est un invariant qui
dépend des (a), les dérivées -j^ formeront un système invariant
de même espèce que (t).
On peut multiplier facilement ces applications : il est inutile d'y insister davantage. On remarquera seulement l'extension immédiate de ce qui précède au cas où l'on considère plusieurs systèmes de variables.
III. — Les invariants K et J. Les jacobiens et les hessiens
43. Soient /*= a^p, h -=. [3^^, deux formes dépendaut de variables d'espèce différente, et considérons les deux systèmes invariants
formes par les quantités tt — rr- — ' , ; — - — V? ou /^^ et /io ont
pour somme h de toutes les façons possibles. Ces deux systèmes sont d'espèce opposée et, par suite, la fonction
dhf
àh^
est un invariant du système formé par /, A, les {^x) et les (^). En introduisant un facteur numérique et une notation symbolique déjà employée, nous écrirons, pour cet invariant,
^'^'^^~ P^, P^ \dx, ô\, ' dx.^à%.l Cet invariant est absolu.
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SI^ et?: sont égaux, on a, en particulier,
A ne
Pi ^ p.
Mais les quantités ( y^ ) ( y^ ] " et ^^ '^ ^^ forment deux sys-
Ce procédé, appliqué aux polaires d'ordre h de/ et A considérées comme fonctions des (y) et des (t)), redonnerait K^(/, A).
44. Supposons maintenant que g ^=: bxP' soit une forme dépendant comme /'des variables (x): -—- et —'—5 d'une part, -, — et -r^?
d'autre part, étant des systèmes invariants de même espèce, la fonction
(El ÈK^ÊL ^Y'
est un invariant du système/", g^ (^).
dx'^'dx'i' tèmes invariants de même espèce; il en est de même pour les
quantités -^^ t^ et — ,' • donc, en introduisant un
i \dxij \dxj dx'l'dx't^
facteur numérique, la fonction
j.( / .) _ ^z!z/i ^/^ /i/ i^ _ iz: ^ V,
où la puissance qui figure au second membre est symbolique, est encore un invariant, d'ordre h évidemment. Si/> et/j>' sont égaux, on a, en particulier,
Les invariants K et J se ramènent aisément les uns aux autres, en remplaçant la forme A, par exemple, par celle qui lui est équivalente. Il en serait de même des invariants analogues aux J obtenus en partant de deux, formes aux variables (^).
On pourrait appliquer les mêmes principes à bien d'autres cas : c'est ainsi que, par exemple,/ dépendant des variables [ce) et (y), on obtiendrait sans peine l'invariant
ôxi dy^ àx^ dy i''
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d'où Fon déduirait, en appliquant la représentation symbolique des dérivées, le nouvel invariant
Enfin les invariants K et J se généralisent et s'appliquent encore aux cas où les formes dépendent de plusieurs groupes de variables. Il est inutile de donner plus de détails sur cette généralisation, qui est immédiate.
45. Les invariants 3^(f, g) que nous pouvons considérer seuls ^ à l'exclusion des invariants K, d'après ce qui précède, sont particulièrement importants : ce sont les Ueberschiebungen de Clebscb et Gordan; en les utilisant seuls, on arrive à former les systèmes complets d'invariants des systèmes binaires.
D'une façon générale, nous remarquerons que i^^{fif) est nul identiquement quand h est impair; que l'on a
En particulier, si^et g sont de même degré, et si h est impair^ on a
donc, dans ce cas, J'^ (/,§') est un combinant de f et g.
46. Nous allons dire quelques mots des cas particuliers où l'on a A == I ou A = 2 .
Nous emploierons d'ailleurs les notations abrégées suivantes
P(F—^)^^V p{p — i) 0X10X2^ *^"^ p(p—ï)dxl
Pour/? — r T, on a, en supprimant l'indice h,
Hf,g)--
ri ^"2
^'fig-i~f-i
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Cette fonction est \e jacobien ou déterminant fonctionnel des deux formes / et g. On a les relations
d'où
^lJ(/, ^)-^ /^•2— é*"/2,
^2J(/, ^-j^ —fg-i-^gf\-
Si J(/, g) est nul identiquement, on a donc
l ^ A ^ h. ^ p'^f ^ g 'g\ gi ~ pd.g'
df Qi dg désignant les différentielle s totales de / et g\ par suite
G étant une constante. Si en particulier p^ =z p^ on a y= C^, et les deux formes/ et g sont identiques à un facteur près, indépendant des {x).
Le jacobien J(/, g)^ égalé à zéro, définit les éléments [x) tels que leurs sjstèmes polaires d'ordres p — i ^^ p' — i par rapport à y et g coïncident.
Supposons que / et g admettent une même racine q fois et c/ fois respectivement; nous pouvons supposer que cette racine est définie par Xi =r^ o ; alors un calcul facile montre que J(/, g) admet cette même racine q + q' — i fois au moins, et l'admet certainement^ -H ^^fois, si Ton a pq' — p^q = o, et dans ce cas seulement. En particulier, si / et ^ sont de même degré, et si qq' n'est pas nul, la racine commune est au moins double pour J{f, g)-
Dans le cas de h = 2, il vient
Si, en particulier, / et g sont identiques,
iHf,f)=^ifuf22~fUJ=^^
J- (/*,/') est le hessien de la forme/.
J-(/, /) est le jacobien des dérivées partielles /^ et/2, à un facteur près ; si donc J-(/, /) est nul identiquement, la forme/ est,
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comme Ton sait, la puissance/?'''""' d'une forme linéaire. Si/admet une racine multiple d^ordre q^ y^{f\ f) admet ce même facteur 'Àq — 2 fois.
48. Trois formes /= a^/^, gz:=bccF'-) h^=CxV" ont pour invariant la fonction
/il /l2 /22
Hrzr ^ji ^'12 ^22
An ^^12 ^22
car les dérivées //y, ^vy, /^ /y forment trois systèmes invariants de même espèce; cet invariant est d'ailleurs un combinant. J^crivons encore
I /22 -2/12 /il I
I /?.2 2 — 'ih\^ h\x \
et multiplions membre à membre cette équation et la précédente. Oq obtient l'identité importante
Si Ton fait h = (^j/)-, puis que dans les hij on remplace les (/) par les (^), on a H ^=1: J(/*, g) en vertu des relations
on a aussi
On peut donc écrire
et
I yKf.f) ^\f.g) / 2[J(./;^)?- I JH/;^) JH^,^-) ^
toutefois ceci suppose p el p' supérieurs à i .
Considérons maintenant une quatrième forme k analogue à /*,
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g, A, et multiplions ensemble les matrices
et
gn
/*ii
Al2
-- 2 Al 2
hn
Au
Au
kn
on obtient l'identité
^HLf) ^KLg) ^Hf.h) }Hf, k) p-{f,g) r~{g,g) iH^g.h) r^{g, h)
J2(/, k) ]Hg, k) JHA, /O JH/^, /O i
Supposons /f = {xyy^^ puis remplaçons les (j) par les (^) ; on aura encore, comme plus haut,
r-ij\f) r<f\g) J^(y; h) f
D'une façon générale, si (F), (G), (H), . . . sont m systèmes invariants de n fonctions qui soient de même espèce, le déterminant de ces fonctions, si m = /i, est, comme l'on sait, un invariant ; si, de plus, (<ï>), (^), (X), . . . sont m systèmes invariants de n fonctions qui soient d'espèce opposée à celle des précédents, et si l'on multiplie ensemble les déterminants ou les matrices formés par les fonctions (F), (G), . . ., d'une part, et les fonctions (<ï>), (W), . . . , d'autre part, on obtient, comme produit, un déterminant dont tous les éléments sont des invariants et qui est égal à zéro si m >> 72, à un produit de deux, invariants si m = n et à un invariant mis soLis forme différente si m << 11. Ce procédé général est souvent utile pour trouver des relations entre les inv^ariants d'un système.
49. Nous citerons encore les formules suivantes, parmi toutes celles qui se rapportent aux invariants J :
f]{g, h)^g}{h,f)^hHf,g)^o,
J(/, g)i{h, k)-r-MJ\ A)J(/r, g)-^.HL k)}{g, h)=o,
nHLg).h]
hr-{f,g)^
rJ^/, A)--/J2(^s /O;
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dans cette dernière formule, facile à vérifier, p et p^ sont les degrés de /et de g\ d'ailleurs ces degrés, comme celui de A, sont supposés supérieurs à l'unité.
IV. — Les invariants A
oO. Soient n formes quelconques semblables, renfermant cliacune n coefficients; si ces formes sont liées par une relation linéaire à coefficients constants, il en est de même de leurs transformées après une substitution a-. Par suite, le déterminant A des a- coefficients de ces formes est un invariant de ces formes; cet invariant est d'ailleurs un combinant.
Supposons maintenant q formes semblables, à une seule série de variables, (^) par exemple, /" ^ , /2, ..., fq^ renfermant chacune p -f- s coefficients, c'est-à-dire de degré p par rapport aux (^), et soit q <ip -^ \, Si ces formes sont liées par une relation linéaire, ce fait subsiste après ime substitution a-; pour l'exprimer, il faut écrire que tous les déterminants d'ordre q^ tirés de la matrice formée par les coefficients, sont nuls. Nous allons faire voir que l'on peut aussi écrire simplement qu'un Invariant convenablement choisi, renfermant des variables, est nul identiquement.
Si d'abord /^^, , /^^o, . . . , fpj^^ sont p — q -\- i formes arbitraires semblables aux //, il est clair que si les /? 4- i formes// dans leur ensemble sont liées par une relation linéaire, il en est de même de/,/2, .... /p, puisque les autres/- sont arbitraires. La condition cherchée est obtenue d'après cela par l'évanouissement d'un invariant A qui contient /?^ — q -\- \ séries de coefficients arbitraires.
On peut diminuer, et cela de plusieurs façons, dans A le nombre des arbitraires : nous allons examiner spécialement deux de ces façons.
D'abord, g étant une forme arbitraire de degré q^ on peut prendre pour les formes auxiliaires /^_^, , /^^o, •••, //?+i les produits x^'*^ g^ ^f~^~'^2^': • • • ? oc^"^ g, qui forment évidemment un système invariant, de sorte que toute relation linéaire entre les / et ces formes entraîne une relation linéaire entre leurs transformées. Mais il faut montrer que si cette relation linéaire
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est supposée exister, c'est-à-dire si rinvariant A correspondant, invariant des// et de g^ s'annule, les formes// elles-mêmes sont liées par une relation linéaire, en supposant, Joien entendu, la forme g arbitraire.
La forme g ajant ses ^ racines arJjitraires, il résulte de TJijpothèse que l'on peut déterminer des quantités X/ non toutes nulles, telles que ).</ + ^2/2 + • • • -f- '^^qfq '^oit une forme admettant q racines arbitraires; si (a), (Z>), (c), . . . sont ces racines, on a donc
fiicc) Ma) fi{b) Mb) flic) Me)
fq{^) f<l{b)
Me)
ce déterminant étant nul, on a une relation telle que
les Oi étant indépendants des (a); changeant les (a) en (^), on en déduit immédiatement que les // sont liées par une relation linéaire à coefficients constants.
Nous avons supposé ici que les mineurs du déterminant relatifs aux éléments de la première ligne n'étaient pas tous nuls; s'il en était ainsi, on raisonnerait de la même façon sur l'un de ces mineurs; et ainsi de suite.
En second lieu, montrons que l'on peut choisir pour g la forme simple (^\x)^^ qui ne dépend plus que des arbitraires ç, et ^2^ ^'^l'i^t^les que l'on ne suppose pas figurer dans les coefficients des//. Par hypothèse, on a, les (^) restant arbitraires, une relation telle que
?l/l -^ ?2/2 -S- • • . -f- ?ry/<7 "H ^ (? | ^X^ == O,
et l'on peut évidemment supposer que les cp/ sont des formes de même degré en (^), tandis que i est une forme de degré p — q par rapport aux (^), contenant aussi les (Ç).
La relation précédente ayant lieu identiquement, on a aussi, en prenant la polaire par rapport aux (^),
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choisissons les ('/)) de façon que le coefficient de (ç|^)'/"' dans cette relation admette nne racine arbitrairement donnée d'équation (^^'M^)=:o. Si ceci n'est pas possible sans que les coefficients de la relation deviennent tons niils, les cp/, ayant leurs jacobiens nuls deux à deux, sont de la forme )v/cp(^), les X/ étant des constantes; et, pour la même raison, on aura A(^|^)'? = ç)(^)^(^) ; cette dernière hypothèse entraîne g^zo, et par suite on a une relation linéaire à coefficients constants entre les/*/, de sorte que la proposition est démontrée.
Si, au contraire, les coefficients ne deviennent pas tous nuls, on a une relation telle que
où les notations s'expliquent d'elles-mêmes.
En appliquant à cette relation le même procédé et continuant de la même façon, on rencontrera une relation à coefficients constants entre les y'/, ou bien on sera ramené finalement au premier cas, c'est-à-dire à une relation telle que
g étant une forme aux racines arbitraires (^), (ç^'^), . • -, (i^^~'^).
Donc, dans tous les cas, l'évanouissement identique du déterminant A des coefficients des formes fi et des formes auxiliaires x^~^^Çi\xY^ x^^^~'^~^ X2(^\xY^ ..., exprime l'existence d'une relation linéaire entre les formes/'/.
La marche de la démonstration montre en même temps comment l'on pourrait faire d'autres hypothèses sur la composition des formes auxiliaires adjointes aux fi pour former le déterminant A.
On pourrait aussi, pour exprimer que les q formes/} sont liées par une relation linéaire, exprimer que leurs dérivées partielles semblables d'ordre q — i sont liées par la même relation linéaire; comme il y a ^ dérivées partielles d'ordre q — i , on voit que l'on est amené à égaler à zéro le déterminant formé par les dérivées partielles d'ordre q — i des q formes //. Réciproquement, il est aisé de démontrer que cette condition est suffisante. Mais ce déterminant, qui est un invariant, est de même degré par rapport aux [x) que l'invariant A obtenu en dernier lieu, quand on y remplace ^, par Xo et ^o par —x^^ ce qui ne change rien à ses pro-
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priétés; de plus, on voit tout de suite que ces deux invariants ont même source, à un facteur numérique près; donc ils coïncident à ce facteur près. Il en résulte une transformation de déterminants qu'il serait facile de justifier directement.
ol . Les considérations qui précèdent nous permettent d'obtenir sous une forme particulière un système invariant tel que l'évanouissement de toutes les fonctions de ce système soit la condition nécessaire et suffisante pour que tous les déterminants d'ordre q tirés de la matrice formée par les coefficients des // soient nuls. Elles permettent aussi, d'une façon plus générale, d'écrire des conditions nécessaires et suffisantes pour que tous les déterminants d'ordre q tirés d'une matrice à q lignes soient nuls, et cela sans aucune hypothèse préalable.
Les applications possibles sont nombreuses : en voici dès maintenant quelques-unes.
Pour écrire que deux formes semblables /, = a^V', f^ = i^xv^ . sont identiques à un facteur près, nous avons la condition A = o. suivante, où l'on a remplacé ?, par ^27 ^2 par — Xi :
Clp,0 P<^p-\,\ 7 <^<^p-2,2
7 P^P "Or ^P,0 P0p-l,l -— ■ ^p-2,2
G Xl
— 1 Xi X2
CIq^P
bo,p
1x1X2 oo\
cet invariant ne diffère que par un facteur numérique du jacobien J(/, ^), d'après ce qui a été dit plus haut.
Considérons les dérivées partielles d'ordre h de la forme /= a^p,
h étant au plus égal à-? de sorte que leur nombre est au plus (^gal à - -}- I, et leur degré au moins égal à ^. Si ces dérivées partielles, qui forment un système invariant, sont liées par une relation linéaire, ce fait est exprimé par l'évanouissement du combinaat A, invariant pour/, où l'on a, comme plus haut, remplacé An. - I. 4
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les (^) par les [x) :
{p — h)ap-i^i (p — h)ap-2,2
(^p-hji {p — h)ap-h-iji+i — (/i -+- 1)^1^2
En particulier, si p est pair et h égal à —, cet invariant est indépendant des (x).
L'invariant précédent ne diffère que par un facteur numérique du suivant, d'après ce qui a été dit plus haut,
C)2hf
sthf
dx\''
dxl^'-^dx^
d2hf
32hf
dx\''-'^dx^^
dxy^~^dx\
àlhf
dx\àx\ èx'l-^dx\''^
dx\ àx'^ dx\-^ dx(^+'^
dxV
le déterminant A^ est d'ailleurs le déterminant A relatif aux dérivées partielles d'ordre h de la polaire d'ordre 2 A de /par rapport aux (^) remplacés par les (j/), considérée comme fonction des {y)- Pour A =: I, A^ est le hessien de f k un facteur près; A en est une transformation.
52. Si les q formes / , /*2, . . . , /^, dépendant des {x) et de degré />, sont liées par r relations linéaires distinctes, on peut exprimer ce fait de la façon suivante. Entre q — r + i quelconques des formes données existe une relation linéaire; si donc g^^ gi-> •••? gp-qj^r sont p — q -\- 1^ formes auxiliaires arbitraires semblables aux//, tous les déterminants d'ordre p + i tirés de la matrice formée par les coefficients des p -+- r formes /• et g^ sont nuls; et réciproquement. Alors considérons r — i formes nouvelles auxiliaires, arbitraires, Ai , Ao, . • . , hr-\ de degré p -^ r — i par rapport à des variables (y) ; en appliquant ce que nous avons dit précédemment, on obtient la condition cherchée sous la
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forme A=:o, A étant un déterminant d'ordre p -\- r facile à former. Mais, comme les gh sont arbitraires, on peut ici, comme on le vérifie sans peine, réduire le degré des hi k q — i en y supposant jj^f"^^"^ en facteur; le déterminant A se simplifie alors, et l'on voit tout de suite que si l'on considère le système composé des gVf, des A/ et de la forme
A est un invariant multiple pour ce système, où les (x) et les {y) forment deux groupes séparés de variables.
On pourra d'ailleurs diminuer le nombre des arbitraires figurant dans A et prendre en particulier
On pourra aussi transformer A, comme il a été dit à la fin du n" 50, en utilisant des considérations analogues.
Si, par exemple, les cinq formes du sixième degré /^ =: a^", ^2= bx^, . . . sont liées par trois relations linéaires, le déterminant A devient
aoa3,3
3 7]lV]|
fil Vil
■'il
y^iVi
iî
nn^
HiU
HiVî
nn.
Nous avons ainsi, en particulier, un moyen d'obtenir d'une façon générale des conditions nécessaires et suffisantes, sans hypothèse préalable, pour que tous les déterminants d'un certain ordre, tirés d'une matrice ou d'un déterminant soient nuls^ puisque L'évanouissement de A correspond à l'évanouissement de tous les déterminants d'ordre q — r -\- \ du tableau formé par les coefficients des formes /i.
En appliquant ce que nous venons de dire aux dérivées par-
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tielles de même ordre h d'une forme/, prises avec les coefficients numériques convenables, on obtiendrait un invariant du système /, (^), (ï)), évidemment. En supposant r = A, puis remplaçant les (?) et les (v^) par les (^), on retrouve ainsi le hessien de /sous différentes formes : en faisant les {jr\) égaux aux (?), on obtient donc dans ce cas une condition suffisante pour exprimer la dépendance linéaire proposée; mais c'est une exception.
I. — Les invariants des systèmes linéaires
53. Nous appelons système linéaire an système S composé uniquement de variables isolées et de formes linéaires.
Remarquons d'abord que l'étude d'un tel système revient à celle d'un système composé uniquement de variables des deux espèces; et même on peut encore supposer que toutes les variables sont de première espèce, par exemple. En effet, si les (^) sont des variables de seconde espèce, en faisant ^^ = ^2? ^2=^ — ^\, il est clair que les {x) se transforment par la substitution a- de la même façon que les variables de première espèce, au facteur S près. De plus, on peut prendre une forme linéaire de première espèce sous le type {xx)^ de sorte que cette forme égalée à zéro définit précisément l'élément dont les coordonnées de première espèce sont(^), et que ces [x) se transforment, au facteur S près, comme les variables de première espèce.
A partir de maintenant, nous appliquerons ces remarques, en nous bornant aux variables de première espèce, et en prenant toujours les formes linéaires sous la forme {xx)^ ce qui permet de les remplacer par les variables (^).
34. Soit donc un système linéaire S composé de n couples de variables isolées {x), (y), (^), (^), {u), ....
Les invariants du système sont tous les déterminants du type (xy),
en nombre — ^ ; ils forment, comme nous allons le faire voir,
un système complet.
Entre ces invariants existent des relations, car in — 3 seule-
ment d'entre eux sont indépendants : on peut choisir pour ceux-là
(.TJ), (xz), {xt), (xu), ...,
ir^)i (yi), (yu), ...,
et tout autre déterminant tel que [zt) est lié à ceux-ci par la relation
(xy){zt) = {xz)(jt) — {xt){yz).
Tous ces invariants sont d'ordre — ^ i , si les éléments du système sont à proprement parler des variables.
55. Démontrons maintenant que les invariants (^JK) forment un système complet, c'est-à-dire que tout invariant du système S peut s'exprimer en fonction entière des déterminants (^y)- Plus généralement, nous allons faire voir que tout semi-invariant du système S, des poids respectifs P^ et P2, est une fonction entière des déterminants (xj) et des variables ^25 JK27 ^2-) - - - -, chaque terme contenant P^ — P2 facteurs du second type et — P^ facteurs {o^y)f par suite. Ce théorème, dont la réciproque est évidente, contient le proposé.
Il suffit de démontrer le théorème pour un semi-invariant linéaire par rapport aux diverses séries de variables. En effet, par l'adjonction de variables nouvelles en nombre suffisant, et prenant assez de fois la polaire de la fonction donnée, on obtient finalement une fonction, qui est encore un semi-invariant évidemment, et qui est linéaire par rapport aux diverses séries de variables. De cette fonction on peut inversement tirer la fonction donné, en supposant identiques plusieurs séries de variables, d'après les propriétés des polaires.
Ceci posé, nous allons faire voir en effet qu'un semi-invariant linéaire par rapport à toutes les séries de variables, des poids respectifs P^ et Po, est une fonction entière de {^y) et des variables ^27 ./2? ^2, • • •? celles-ci figurant en nombre Pi — P2 dans chaque terme de la fonction.
Le théorème est vrai pour une série de variables évidemment : X2 est le seul semi-invariant des (^), linéaire par rapport aux (x).
Supposons le théorème vrai pour les variables (y), (2), (^), . . . ,
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et démontrons qu'il l'est encore si l'on adjoint à ces variables les nouvelles variables (^) : il sera alors vrai d'une façon générale.
Le semi-invariant considéré est de la forme Ai Xi + A2^2 î si ^.^ est nul, A2 est un semi-invariant du système (y), (5), ... ; et par suite le théorème est démontré.
Si A^ n'est pas nul, c'est évidemment un semi-invariant du système (y), (z), . . . , des poids P^ 4- i et P2 ; par suite il est de la forme
les premiers facteurs étant en nombre — ^ P^ — i, les seconds en nombre P^-~P2+ i, dans chaque terme. On peut alors écrire^ Pj — P2+ ï étant nécessairement positif,
Ai^i --H A2^2 = I'a(xç){yz)(tu) . . . ^2^2 • • • -î- ^2^2 ;
le premier terme du second nombre est un semi-invariant du système (x), (y), (z)^ . . . , qui est dans les conditions annoncées ; donc 82^2 est lui-même un semi-invariant, et l'on est ramené au premier cas, celui où A^ était nul, de sorte que le théorème est complètement démontré (^).
Le système S admet comme invariants absolus géomé
tnques les quantités de la forme -, — -~ — --
Il est facile de démontrer que tout invariant absolu géométrique rationnel est une fonction rationnelle des invariants absolus particuliers que nous venons de définir. 11 suffit de démontrer qu'il en est ainsi, d'après ce qui précède, pour une expression de la forme
{xy)^ii{xz)^i^{xt)^ii . . . (7^)^3(j;f)>v^.i . . . (zt)^34 . . .,
OÙ les \ij sont des exposants entiers positifs ou négatifs, tels que la somme de tous ceux d'entre eux qui ont un indice commun soit nulle. Le théorème est vrai pour trois séries de variables, car alors les X/y sont tous nuls; il suffit donc de faire voir que s'il est vrai pour le système (jk), (^), (^), . . . , il est encore vrai pour ce même système auquel on a adjoint les (x). Or si l'on rem-
(0 Cette démonstration a été donnée par M. J. Deruyts (Essai cVune théorie générale des formes algébriques; Bruxelles, 1891).
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place (^5), {xt)^ [xu)^ . . , parleurs valeurs tirées des équatioDS
(xz){jt) ^ {oct){yz) ^ \xu){yz) ^
{xy){zt) ^' {xy)[zt) '' {ooy){zu) ' '' '"
l'expression considérée prend la forme
P étant une expression analogue, mais indépendante des (x). Donc le théorème est général, puisqu'il s'applique à P.
II. — Le rapport anharmonique
57. L invariant absolu géométrique y — (/ /\ ^^t appelé le rap-
port anharmonique des quatre éléments (^), {y)-, (z), (^), pris précisément dans cet ordre, et nous le représenterons par (xyzt).
Le rapport anharmonique défini de cette façon ne diffère pas du rapport anharmonique défini par des considérations géométriques directes, lorsque les éléments (x)^ (y), . . - sont des points en ligne droite, ou des droites passant par un point dans nn plan, ....
Avec les quatre éléments (x)^ (/), (^), (^), pris dans un ordre quelconque, on peut former vingt-quatre rapports anharmoniques, mais il est évident que, si dans l'expression (xyzt) on permute entre eux deux éléments quelconques et en même temps les deux autres, le nouveau rapport anharmonique ainsi formé ne diffère pas du premier. Il n'y a donc en réalité que six rapports anharmoniques distincts formés avec quatre éléments. On peut les écrire
/cj — (xyzt) k.r={xzty)-kà = {ootyz)--
On a d'abord
{xz)(yt) ^
{xt)(yz)'
{xt){zy)
{xy){zty
(xy)(tz) ^
{xz){tyy
k\={xytz)--r=^ k'^ —(xzyt)~ k'.,={xtzy) =
{xt){yz) ^
{xz)(yt)^
(xy)(zt) ^
{xt){zy)'
{xz)(ty)
{xy){tz)'
kl k\ = k^_ /cg = 7x3 /c's =:: I ;
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puis, à cause de l'identité
il vient
et par suite, en fonction de k\^ on a
7/1 7 ï II 7 1 '^\ — 1 // ^1
Al I — kl Al /Cl — l
58. Il peut arriver que deux ou plusieurs de ces rapports deviennent égaux. On a les différents cas suivants :
(a) /ci = k'^ = I , alors /c2 = k'.^ = co, k^ = k\ — o. (x) et (jk) coïncident, ou bien (z) et (^).
(b) ki= A-g = o ; alors k^ = k'^ = i , ks= k'^ — co. (^x) et (^) coïncident, ou bien [y) et (^).
( c) kl =:: /{:2 = co ; alors k^ — k\ = o, k-^ — k'.^ = i .
(x) et (t) coïncident, ou bien (y) et (z).
(a) /ci =k\ = — i; alors /c2 == k'^ = -7 k^ = k'^^ = 2.
On dit dans ce cas que (x) et (y) sont conjugués harmoniques par rapport à (z) et (t), et inversement.
( è ) /ci = ^3 = 2 ; alors Â:2 = k'^ = — i ; /cs = /»^'i = - •
(^) et (^) sont conjugués harmoniques par rapport à (y) et (t), et inversement.
( c) Xti = /r^ = - ; alors /i:2 — /:\ = 2, /cs = k'^—- — i .
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i^x) et (^) sont conjagLiés harmoniques par rapporta (y) et (^), et inversement.
3^ co désignant une racine cubique imaginaire de l'unité,
/Cj = /{-^ r= /C3 = — Cl> , k\ = k\ = /C3 — — ^ W'^.
On dit alors que les quatre éléments (^), (jk)? (-s)? (0 forment une proportion équianharnio nique ,
En particulier, on voit que si deux des quatre éléments coïncident, les rapports anharmoniques ont deux par deux les valeurs o, ï, 00. Il en est de même si les quatre éléments coïncident deux par deux. Si trois au moins des quatre éléments coïncident, les rapports anharmoniques sont indéterminés.
S9. Dans les cas particuliers examinés, les équations qui définissent les rapports anharmoniques sont, en appelant — Fin-
Pl =r o, p2=0, pl~p2=0;
pi-f-p2=:.0, pi— 2p2=0, p2— 2pi=0;
PI — pips-t-pi^^o-
Entre les premiers membres de ces équations existe l'identité fondamentale
27 Pi pi (Pl— p2)^ + (pl-f-p2)npl— ap2)Hp2— 2pi)^ = 4(pl— plP2-t-pi)^«
60. Nous remarquerons qu'un éJément (^) est défini sans ambiguïté par la condition que le rapport anharmonique (^xyzt) ait nne valeur donnée, (jk), {z) et {t) étant donnés.
En particulier le rapport — des coordonnées d'un élément (^)
est égal au rapport anharmonique (^0 0^ O2), où O désigne l'élément de coordonnées (i, i).
Il y a indétermination cependant si les trois éléments donnés coïncident, ou bien si [z) et [t) coïncident, avec [xyzt)^=^ i; ou bien si [y) et [t) coïncident, avec {xyzt) = 0; ou bien si [y) et [z) coïncident, avec [xyzt) = 00.
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Dans deux espaces homographiqaes quelconques, quatre couples d'éléments correspondants [x) et (^^), [y) et {y')^ {z) et (5^), (^) et (t') déterminent même rapport anharmonique ; on a
{xyzt)r=.{x'yz't'),
puisque le rapport anharmonique est un invariant absolu.
Réciproquement, si deux espaces quelconques se correspondent de façon que tous les groupes de quatre couples d'éléments correspondants déterminent un même rapport anharmonique, ces deux espaces sont homographiques. Ceci résulte de ce que trois couples d'éléments correspondants déterminent une homographie, et de ce que le rapport anharmonique [xyzt) détermine {x) d'une façon univoque, sans exception, lorsque {y)^ (^), {t) sont donnés, distincts.
III. — Les invariants en fonction des racines
61. Considérons un système S composé de. variables (^), (y)^ . . . , et de formes /^= ct^Vi g = b^Vi ... à une seule série de variables : nous supposons toutes les variables de même espèce, comme nous pouvons le faire sans diminuer la généralité.
Mettons en évidence les racines des formes/*, g^ ... en écrivant
comme au n° 7.
D'après ce que nous avons dit des fonctions symétriques des racines d'une forme telle que /, et ce qui précède, toute fonction entière des déterminants tels que {ocy)^ [xoM^)^ (xb^J^), (a^^^a^j^)^ (¥^^b^j^), (a^^^ b^J^)^ . . . sera un invariant du système S, si elle est homogène par rapport aux diverses séries de variables, et de plus symétrique et homogène des mêmes degrés par rapport aux divers couples des séries telles que (<^^'^), (<^^"0' • • *' (^^^0? (6(^)),....
Réciproquement, tout invariant entier du système S peut s'exprimer sous la forme d'une fonction entière des (^), (y), . . » , (a^^^), (6^^^), . . . jouissant des propriétés de symétrie et d'homogénéité que nous venons d'énoncer; et comme, en outre, ce sera évidemment un invariant du système formé par les (x), (y), . . .
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et les formes linéaires (œa^^^), (xb^J^)^ . . . , d'après le théorème da n" 55, cette fonction sera une fonction entière des déterminants {xy)j {xa^''^)^ . . . , [a^^^b'^J^)^ . . . mentionnés plus haut.
On voit de même que tout invariant absolu géométrique rationnel du système S peut être considéré comme une fonction rationnelle de rapports anharmoniques formés avec les éléments {x), {y), ..., (<^^^^), {b^'^^)-, ' ' ' -, cette fonction étant symétrique par rapport aiix divers couples des séries formées par les (a'-^^), les (b^^^),
Ces propositions mettent en évidence l'importance du théorème relatif à la formation du système complet d'un système linéaire, et celle de la notion de rapport anharmonique.
62. Appliquons ce que nous venons de dire aux invariants que nous avons déjà rencontrés pour un système tel que S. Si y = a^p, on a tout de suite
la sommation étant étendue à toutes les combinaisons des racines h h h.
On a
(xya^'^a^J^)^ ) 4^- — ^^
^ -^ ^ {xa^J^){ya^'^)
et par suite la condition D^ /= o peut s'écrire
I.{xya^^^ a^^^^){xya^^^ a^'-^) . . . {xya^^^^ a^^nr) = o
la sommation étant étendue à toutes les combinaisons (a^^i^), (a^^V), ...^ {a^ih)) des racines h à h, (a^^^), (a^^))^ _^^ ^^(A)) restant fixes.
On peut aussi écrire dans les même conditions
I.{xya^i^^ a^^^){xya^i^^ a^^-'^) . . . {xya^^v-h^ a'^P-f^^) = o.
Ces équations définissent les p — h éléments (x) qui forment le système polaire d'ordre h de (y), par une relation entre rapports anharmoniques. Pour h = i ^ on sl
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oiir h^=. p — ^ I, on a 63. Si/= axp, g = bj:p', on obtient facilement aussi
et l'on pourrait continuer de même; on pourrait aussi réduire les relations J(/, ^') = o, J^(/, g) = o à ne dépendre que de rapports anharmoniques.
Sï g=f, on a
mais on a des identités telles que
\xa^J^){xa^^^^) {xa^f^^){œa^i>) {xa^^^){xaU) ) élevant au carré et ajoutant^ il vient
^P~~'^^2d{xa^^^)^xaU)y^ ~ Zà{xa^^^y^{xaU)){xa^^^) ~ ^' et par suitC;, on a la formule plus simple
^•^'-^ ^ p-'{p — I) Aà {xa^i^f^xa^J^f
Si !-(/', y) z=:o, l'élément [x) ainsi défini a pour système polaire d'ordre /> — 2 un même élément (y) compté deux fois; de plus, on voit que le premier système polaire de {y) admet [x) comme élément double. Cette interprétation est évidente d'après la définition des systèmes polaires : généralement tous les invariants résultant des polaires pourront être interprétés de façon analogue.
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Soient deux formes
Le résultant de ces deux formes esl la fonction
où a^b'i))V par exemple désigne ce que devient /"quand on y remplace les {x) par les {¥J^).
R est un invariant d'ordre pp^ du système formé par /, g^ et les (^), des degrés p^ et p respectivement par rapport aux (a) et aux (^b). R =: o est évidemment la condition nécessaire et sofiîsante pour que /et g aient au moins une racine commune.
Si /est le produit de deux formes /^, /'^, le résultant de /et g est évidemment le produit des résultants de f et de g^ et de/^^ ^^ § '
Si / et ^ sont deux formes de même degré, le résultant des formes \^f -{-\2g^ pn/H- 1^-2^^ les (a) et les (p.) étant des constantes quelconques est évidemment (Xa)/'^'R, R étant le résultant de f el g\ R est donc dans ce cas un combinant des formes/ et ^\
65. On peut calculer le résultant R en partant de sa définition : voici d^autres moyens plus simples.
Les formes /et g sont liées, quand elles ont une racine commune, et seulement dans ce cas, par une relation telle que
/^ et ^'^ étant des formes des degrés />^ — i et/? — i respectivement. Cela revient à dire que les p -\- p' formes de degré p -\~ p' — i,
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x^{~^f. x'P'^'^-x^f^ . . . , ^'2'"^/, oc^\~^ g^ oc^\~^^x^g^ . . . , ^^rS qi-ii forment deux systèmes invariants, sont liées par nne relation linéaire. Le déterminant de leurs coefficients, c|ui est des degrés/?^ et/? par rapport aux (a) et aux {h) ne diffère donc du résultant cjue par un facteur numérique.
Supposons maintenant les deux formes / et g du même degré />; et écrivons-les de toutes les façons possibles sous la forme
p^ elp2 étant deux entiers positifs dont la somme est p + r.
Les p formes /i g2 — f2g\ ? de degré p — i , s'annulent en même temps, si f et g ont une racine commune, lorsque l'on prend pour (x) cette racine. Le déterminant des coefficients de ces formes, cjui est précisément du degré p par rapport aux (a) et aux (^), ne diffère donc du résultant que par un facteur numéri c[ u e .
Si les formes f et g n'étaient pas du même degré, si l'on avait p' <CP'^ par exemple, on pourrait encore appliquer le même procédé : on remplacerait g par gg' ^ g' étant une forme arbitraire de degré/? — p'] on formerait le résultant de /et de gg' comme nous venons de le dire, et on le débarrasserait du facteur étranger constitué par le résultant de /et de g'] on obtiendrait ainsi le résultant R de / et g. Le facteur étranger est facile à former si l'on choisit g' d'une façon convenable : si par exemple ^'^= {ocy)P''P' , le facteur étranger sera [ayr)P'~P' ] si, plus particulièrement, g z=. ^/p^'', le facteur étranger est ci^l~^^^' ,
Supposons encore/ et g du même degré, et rappelons-nous c[ue si alors/ et g ont une racine commune, cette racine est au moins double pour leur jacobien J (/ g)^ et par suite annule les deux dérivées partielles de ce jacobien.
Si alors on considère les ip — 2 formes de degré ip — 3
)~' ' ÔT. '' ^ "^2y ) •••) «^'2 J? "^ 1 <bJ " • ■> ^2 a?
il est visible que le déterminant de leurs coefficients ne différera du résultant T\ de / et g que par un facteur numérique.
On peut ramener le cas général où les formes ne sont pas de
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même degré à ce cas particulier, en raisonnant comme précédemment.
On pourrait encore, dans le cas général, écrire comme résultant le déterminant des coefficients des formes J, ^^^'~^/, • » • , ^^'-y, xP^^^ g^ . . ., x?~'^g^ de degré p -h p^ — 2, et en nombre p-^p'—i.
L'identité des différentes formes que nous venons de trouver pour le résultant est facile à vérifier directement.
66. Nous allons nous occuper maintenant de la détermination du nombre et du calcul des racines communes à deux formes / et g, lorsque leur résultant R est nul.
On peut partir de deux points de vue différents : on peul, en effet, chercher combien de racines de g appartiennent à /, ou combien de racines de / appartiennent à^-; mais on peut aussi chercher le nombre proprement dit des racines communes à/et à g^ c'est-à-dire encore le degré du plus grand commun diviseur de / et g. Dans le cas où les formes ont des racines multiples communes, il est clair que ces deux points de vue conduisent à des résultats différents. Si, en effet, {y) est une racine commune à/et à g, multiple des ordres q et c/ pour ces deux formes, parmi les racines de g appartenant à/, [y) compte q' fois; parmi les racines de /appartenant à g^ {y) compte q fois; parmi les racines communes à /et à g^ (y) compte un nombre de fois égal au plus petit des deux nombres q et q\
Cherchons d'abord combien de racines de g appartiennent à/ et calculons ces racines.
Remplaçons /par/-!- XA, X étant un paramètre arbitraire et /z une forme semblable à f ', h=^ c^p. Le résultant de f^Xh et de g sera
R' = R + X p^J^ DLR + l' p^^ D|,R ^ ...
Supposons que q racines de g soient (^^^^), (^^'0^ • • • (^^^0? appartiennent à/ et pas davantage; alors on a directement
On voit par suite que ce cas est caractérisé par ce fait que la po-
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laire D^^R est nulle identiquement pour k <Ccj^ c'est-à-clire que les dérivées partielles de l'ordre q — i de R par rapport aux (a) sont toutes nulles; en outre D^^R n'est pas nulle identiquement, et contient le facteur C(^b('))F • • • c^b^q))i>] il en est de même d'ailleurs de tous les coefficients des puissances de A dans R^ Ceci donne donc le moyen de calculer les racines de g qui appartiennent à/, puiscjue D^^^R est précisément de degré q par rapport aux (c). Si en particulier on prend h^={xy)P^ les (y) étant des variables quelconcjLies, l'invariant D^~' ^ exprime par son évanouissement identicjue que q racines au moins de g appartiennent à /; et l'invariant D^^^.R est à un facteur près Ja puissance jc>'""® du produit
(jè(i))(j/Z>t2)).. .(yb^^^).
On raisonnerait de même en renversant les rôles de /et g. Si les coefficients de / sont considérés comme des formes de même degré par rapport à des variables X^ , ).2, .. . )vo ^t si, lorsque entre ces variables existe l'unique relation irréductible cp(A,, Xo^ • • • ^vO =^ o? on suppose c[ue ^racines de g appartiennent k/\ il résulte de ce qui précède que le résultant R de/ et g contiendra le facteur q à la puissance q.
67. Cherchons maintenant à reconnaître le nombre des racines communes à/ et g et à les calculer.
Si les deux formes /et g ont au moins q racines communes, et seulement dans ce cas, on sait cjue l'on peut déterminer deux autres formes/ et g', respectivement des degrés />^ — q et p ^ q^ telles que l'on ait identiquement
ff-^- §-§'=-- o.
Ceci revient à dire c[u'il existe une relation linéaire entre les formes xP'~^f, œP'^^^' x,f, . . ., ^rV^ ^^"^ g^ -", ^^'^g, en nombre p -hp' — ^q + 2, et de degré p -^ p' — q] ces formes constituent deux systèmes invariants. Si alors on procède comme au n° 50, en adjoignant à ces formes les suivantes :
An. — I." 5
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h étant une forme arbitraire de degré/) -\- p^ — 2^ -h 2, le déterminant des coefficients des/>-f-/?' — q ~\- i formes ainsi obtenues sera un invariant de/*, g^ h, dont l'évanouissement sera une condition nécessaire et suffisante pour que/*et g aient au moins q racines communes. En particulier^ on peut prendre h ^==-- {xy)P'^P'~-^'^^j et l'on obtient un invariant de/*, ^- et des (y), soit R^, qu'il est inutile d'écrire : c'est un déterminant d'ordre p -^ p' — ^ -f- i, des degrés [q — ^){p ~T- p' — 2^+2),/^^ — q -{- i^ p — q ~V~ \ respectivement par rapport aux {y), aux (a) et aux (è). Pour ^=: i, R^ est le résultant de /et g^ tel que nous l'avons calculé au n° 65.
Supposons qu'il j ait précisément^ racines communes; alors, h étant arbitraire de degré /> -\- p' ~ iq^ les formes x^'~^~'^f^ . . . , x^-^i-'f, xP-'i'' g, ..., xP-'i-' g, x\-'h, .,., xl-'h, de degré p -\- p' — q — I j et en nombre p -^ p' ■ — q^ ne sont pas liées par une relation linéaire quand h reste quelconque; mais si h admet l'une des racines communes (c^^^), (c^^)^^ , _^ (c^^^) à /et à g^ une relation linéaire existe évidemment entre les formes considérées; le déterminant qui, égalé à zéro, exprime ce fait est donc divisible par h{c^^^) h{c^-^) . . . A(c^^^), et comme il est précisément de degré q par rapport aux coefficients de h, on a ainsi un moyen de calculer les racines communes à /et à g.
Si, en particulier, on prend h z=:(^xy)P'^P'~"^^ ^ le déterminant considéré es L R^+1 , et est à un facteur près la puissance {p +/>^ — 2 qY"^^^ du produit {yc^^^){j'C^-^) • • • (7<^^^0-
Ajoutons qu'il est facile d'exprimer R^ en fonction des racines de /ou g] on a sans peine par exemple, à un facteur près, la valeur
deR^
On pourrait encore remarquer que l'on peut toujours vérifier Videnlhé/f' -^r gg' -\- hli! r=. 0 oiif'y g' elh' sont des degrés/?^ — q^ p — q^q — i , et où /i est une forme arbitraire du degré/» -4- />' — 'iq-^-i . Si /et g onlq — i racines communes, l'équation A^^= o détermine ces racines, tandis que, si /et g ont au moins q racines communes, AVest nul identiquement. On définit ainsi de nouveaux invariants qui peuvent se ramener aux précédents : pour q r=i i ^ h' est précisément le résultant.
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68. Revenons à la méthode donnée au n^ 65 pour former le résultant dans le cas de p^ = p.
Posons, en chansfeant les notations.
fi^'i-fi^i^hi.
Si nous écrivons
on a
g ~h^x\~v diX^l'^ X2-^ biX^l^^xl-^-. . . ,
hi r= (aobi)xP^-'^ H- (ao&2)^î~^^2+ {aQb^)x^l~^ xj ■
-'r-{{a^b!,) ^{aib^)]xil-^ ocl-\r . . .,
h^=r.^aç^bi)xPy-^ -i-[( a^^bt,) -{- {aib^)]xP-'^ œ^
-H [{a^b^)-^ {a^bi,) -\- {a2b^)]x{-'^ xl-^ . . .,
{ciibj) — aibj— Œjbi.
On voit que le déterminant des coefficients des /z/, c'est-à-dire le résultant R de/ et g^ sera un déterminant symétrique. Oq voit aussi que la forme
est égale au quotient '— — '~~ — -■> symétrique en (^)
et (y), et invariant.
De même que le résultant peut se mettre sous la forme du déterminant des coefficients des ht^ le déterminant R^ du numéro précédent peut se mettre sous la forme du déterminant A du n^ 52, dont l'évanouissement exprime que les ht sont liées par q relations linéaires, et dans lequel on remplace les ($) et les (ti) par les (j*). Pour le faire voir, il suffit de remarquer que l'on obtient ainsi, d'après ce qui précède, un invariant, et de montrer que cet invariant est du même degré que R^ par rapport aux ( k) et a même
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source : l'égalité des degrés est évidente; nous allons montrer l'égalité des sources sur un cas particulier.
Soit/? = 5, g == 3 ; l'invariant A considéré devient
(«0^3) («^0^4) -+-(^1^3) («o^5)-!-(^i^4) + (<^2^3) (ai 63) -^(6^(2^4) (^2^5)
Jl
ri
(ai65)-f-(a2<
ri — 3riri
tandis que l'on a
ao
ao
ai
az
bi
bo
--6ji72
— loylyl
ri
Jl
Les coefficients de j/]^ dans ces deux invariants sont respectivement
(aob2) (aobz)-i-{aib2) {aob!,)-^{aibs)
(ao^a) (ao^4)-i-(ai^3) («0^5)-t-(aiÔ4)-^(«2^3)
et
ai
ai,
ch
bo
èo
bz
bi
bs
pour montrer leur égalité au signe près, il suffit de multiplier le
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second par
Cty
CH
ai
CH
Comme on le voit, nous sommes encore ici dans un cas oii^ pour exprimer que les hi sont liées par q relations linéaires, on obtient une condition nécessaire et suffisante en rendant identiques, dans le déterminant A du n° 52, les variables des deux séries. En effet, dès que/ et ^ont q racines communes, les A/ sont liées par q relations linéaires.
On pourrait multiplier les résultats de ce genre, et varier de bien des façons les moj^ens de les obtenir : nous ne nous sommes arrêtés qu'aux plus importants.
69. On peut se proposer de chercher des conditions nécessaires pour que ^formes données ne dépendant que des (^) et de même degré p-, f\-, f-i^ - " - •> fq aient r racines communes.
11 faut et il suffit que les deux formes
jr^/i-7rv2/2-...H-jrv.
et
aient r racines communes, quelles que soient les quantités (^y) et (s). On peut employer, pour éviter les puissances de(y^) dans le résultat, les combinaisons évidentes
où la notation [y^]^ désigne le quotient à développer.
La condition cherchée sera, par suite^ en faisant
y'j = ao ocP -4- cil ooP-'^ x^-\-. . . ,
y facile
ao xP -
y; = h^xp -
bixP-^Xi ■
■ Cy XP — ^ X2 ■
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l'évanouissement identique du déterminant d'ordre ip — /• + i
CHlyzYi-"^ -^ b^y.^^z^^lyzYi-^ -V- .
borr'^r
^ily-^y^'^^-^ biy%z^[yzY-~^^
boyv ^r' -^ co/r^ zr' [y^y -^ •
OÙ les (i) sont de nouvelles variables et où l'on distingue trois groupes contenant chacun respectivement/) — ■ r -\~ \^p — z^ + iet r — I lignes. Ce déterminant peut se transformer, à une puissance près de [jK^]^ ^\ dans le suivant, d'ordre /' — i -\~ q{p — ■ f^ -h 0?
ao
yiz,^
Clo
JK2^2
bo
bi
bo
Co
yizi
Cq
yiZi
do
di
Jl^l
ch
yi^i
tlP-2r+^^
où l'on distingue : i" g groupes de p — /• + i lignes et un groupe de r — I lignes ; 2" un groupe de ip — ^ r + i colonnes et ^ — 2 groupes de/> — /- 4- i colonnes.
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BINAIRE
ir^r
Ir^V
r2Mr^y
yWï
,z,[yzy
rl^l
jiMr^V
An
iMr^V
ïr^v
on retrouve le déterminant primitif, à un facteur près.
On fera de même dans le cas général, le déterminant mnltiplicateiir auxiliaire étant loujoLirs facile à former.
Le déterminant obtenu en dernier lieu est un invariant multiple pour la forme
7rvi^-rr^y2/2^...,
et les variables (j-), (z) et (t), les (y) et les (z) foi^mant un même groupe, les (^) et les ( t) un autre.
Dans certains cas, on pourra rendre identiques certaines séries de variables.
Le discriminant S d'une forme /= axV=- n(^«^^^) est le
3:'ésultant des deux dérivées partielles A= - -~^ /^ = -- -^-7 de
^ p àxi •^ " p dx^
cette forme; ces dérivées partielles formant un système invariant, S est un invariant de / d'ordre p{p — i), de degré i[p — ^ i) par rapport aux {a).
S = o est la condition nécessaire et suffisante pour que / ait une racine multiple, de sorte que / ne peut différer du produit U.[a^^^ a^J^Y que par un facteur numérique.
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D'après cette remarque, le discriminant du produit de deux formes est égal au produit de leurs discriminants multiplié par le carré de leur résultant. C'est ainsi que l'on voit que si dans S on fait cip 0=0, les termes restants ne diffèrent que par un facteur
numérique du produit de a^_, , par le discriminant de '^ — ^•
Plus généralement, si cip^Q, ap_^^^, cip^^.i-, • • • sont divisibles par X^', }/*^~^, X^~-, .... 1 étant un paramètre, le discriminant de/' sera divisible par a^'^^~i) : si, en effet, on considère \ comme un
infiniment petit, l'équation /-- o, en —, a k racines infiniment
petites de l'ordre de)^; et par suite II (a/ay)^ est divisible par l'^^'^""'^ Un même raisonnement peut servir dans les cas analogues.
. 71. Cherchons à déterminer le nombre et la nature des racines multiples de f lorsque son discriminant est nul, et à calculer ces racines.
Soit g une forme cjuelconque semblable à y, ^' ==: hxVi et À un paramètre arbitraire : le discriminant de/-l- l.g est
S'= s + X /rr=^ DA*S-H X'- ^^=^ DI,S -.. .;
S^ est aussi le résultant de formes y^ h- X^'i , f^-r~^^g2 qwe nous appellerons k^ et k^-
Considérons le résultant R^ des formes
Xi kl -+- ^2 /<^2 ~ / + >^^ §'^
il contient S' en facteur, et aussi le résultant R de f el g^ puisque si l'on a oOi k] H- x^k^^:=. o et k\g^ — k2g\ = o sans que ks et k^^ soient nuls, on a X\ g ^-{- x^g^^==^ g -^-o^ et par suite y==:o. En comparant les degrés par rapport aux coefficients, on voit que l'on peut écrire R^=:- /?zRS^, m étant numérique et indépendant de X. Cela étant, supposons que («^^^), {a^^^\ . . . (a^^^) soient communes respectivement^!, q^^ ... qt fois à y, etyo, et par suite soient racines multiples des degrés ^i + i, ^o-f- i; • • • pour f\ pour abréger, soit q-z:=. q^-\- q^-\~ . . . -h qi. Appelons aussi (c^^^), (c^^^), . . . (c^'^p-'^-^'i) les autres racines de J(y, g). On a
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et le coefficient de 1^/ n'est pas nul dans cette expression, si g reste arbitraire; si en effet a^^c^^))P par exemple était nul^ on aurait pour les {x) égaux aux (c^^^), à la fois
ooxfi + ^2/2 = 0, /i ^2-/2 g\ ^ o,
sans que f\ et fo fussent nuls; par suite, on aurait aussi x^ gi + X2g2 =^ g = o, ce qui est inadmissible.
Donc, f\ et f.^ ayant q racines communes, distinctes ou non, on voit d'abord que R^ et par suite S' contient X^ en facteur, sans que le coefficient de \^ soit nul : les dérivées partielles de l'ordre q — i de S par rapport aux (a) sont donc toutes nulles, et D^^ S n'est pas nul identiquement.
Remarquons maintenant que si l'on pose
le coefficieut de \^ dans R^ est égal au produit du résultant de g et (]; et du résultant de / et cp. Remplaçons alors g par g -h [^^A, h étant une forme semblable à /*, et |j- un nouveau paramètre arbitraire, et supposons que g admette la racine (ci^^^) par exemple. Si R^^ désigne ce que devient R^ dans ce cas, R^' est divisible par À^, et le coefficient de X^ est le produit du résultant de g + Il h et de A par le résultant de f el de cp^, cp^ désignant ce que devient cp. Le résultant de g -r^ [jlA et de A contient en facteur uL^i; le résultant de /et o' contient de même [ji'?i+^ en facteur, puisque / admet q\-\r i fois la racine (a^^^)^ que o admet cette même racine au moins une fois dans notre hypothèse (46), enfin
que cp^ se développe sous la forme cp -|- jxcp^ -j- Le coefficient
de X^ dans R'^ contient donc •Ji-^/i+' en facteur; le résultant àe f et de g-}- y. h contient d'ailleurs [Ji'/i+* en facteur; donc finalement le discriminant S'^ de f^r'^^(g -\- [^h) contient l^jx^i en facteur. D'après cela, les polaires D^^^(D^^S), qui sont les coefficients des termes À^[x^ dans S'^, les (c) étant les coefficients de A, sont toutes nulles pour k <i q^^ dans l'hypothèse faite, et par suite D^^S contient le facteur bll{,)y. Comme D^^^S est de degré q par rapport aux(è), cette quantité est donc égale, à un facteur près indépendant des (6), au produit ^fj(i),,; ^[^'(2),/; ....
On a ainsi le moyen de calculer les racines multiples de /. Si, en
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particulier, on prend g-=.(^xy)P^ l'invariant DJ^^' S exprime par son évanoaissement identicjue que/i ety2 ont ^racines communes au moins, et l'invariant D^^S est à un facteur près la puissance/?'''"*' du produit {ya^^^)'î^{ya^-^Y-^ . . . {yS'^)'Ji.
On fera une remarque analogue à celle du n° 66 relative au cas où les coefficients de f seraient des formes de même degré par rapport à des variables Xi, /w, . . . , ^n-
72. On peut aussi appliquer à y^ Q^fi ce que nous avons dit au 11° 67; ces deux formes auront q racines communes si un certain déterminants^ est nul identiquement; S^ est d'ordre ip — q — i , des degrés 2 (g — • 0(P — ' ^l) ^^ "^(P — " ^) P^^' rapport aux (y) et aux (a); dans ce même cas, Sq^i sera à un facteur près la puissance 2(p — g — 1) du produit (ya^-^^)'^i(ya^-^)^^- . . ^ [ya^^^^'^ considéré plus haut.
En fonction des racines de/, on trouve, à un facteur près, pour S^ la valeur
On peut aussi applicj[uer ce que nous avons dit au n" 69 de la façon suivante : si l'on veut exprimer que/ag racines d'ordre /i+i de multiplicité, on exprimera que les h -|- i dérivées partielles d'ordre h prises avec les facteurs numériques convenables ont q racines communes. On obtiendra ainsi un invariant représenté par un déterminant d'ordre
Nous n'insisterons pas davantage sur ces questions.
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La forme bilinéaire
f{^^y)= Ctxy-=^ Ct\\OGiyi^ «12^272 -^ «21^27lH- «22^2j2,
l'écriture des coefficients étant simplifiée, comme nous le ferons toujours dans l'étude des formes particulières, offre cet intérêt particulier que ses propriétés sont celles de l'homographie. Si, en effet, on a/=o, on peut écrire
Xy X=i
et si le déterminant y = 6^^^a22 — <^*^i2<^2i n'est pas nul, on définit ainsi une homographie entre les éléments (x) et les éléments (y)- Si l'on a y = o, nous dirons encore qu'il y a homographie, mais cette homographie sera singulière ; ses propriétés sont les suivantes : si A est l'élément [x) de coordonnées ( — 6^21 ? <^n ) ou ( — ^22? ctx^)^ et si B est l'élément [y) de coordonnées ( — 0.22^ cl^k ) ou ( — 6^12, ^<^n), à tout élément (y) autre que B correspond toujours A, et à B correspondent tous les éléments (^); à tout élément (^) autre que A correspond B, et à A correspondent tous les éléments (j)^).
Si les espaces X et Y remplis par les (^) et les (j/) sont distincts, les invariants multiples de /', des (^) et des (y) sont seuls intéressants : il est visible qu'il n'y en a pas d'autres que /et y, de signification évidente. On peut alors, siy n'est pas nul, ramener/ à la forme canonique simple
et cela d'une infinité de façons. Si j est nul, / peut se ramener à la forme
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74. Nous allons nous attacher au cas particulièrement intéressant où l'on suppose les séries X et Y coïncidantes, et rapportées aux mêmes coordonnées, ce qui ne diminue pas la généralité; nous étudierons alors le système formé par /, les (x) et les (y).
Nous avons d'abord, outre / et (^y), l'invariant ^=: /(y, x), que l'on déduit de / en permutant les (x) et les (y). g=:o est l'équation de (x) de Y correspondant à (y) de X.
Nous avons aussi les invariants h^=/(x, x), k=if(y^ y)] égalés à zéro, ils définissent les éléments qui, considérés comme appartenant à X ou à Y, coïncident avec leurs correspondants. Les identités
fg — hk = — (aii6-/22 — «l2«2l)(^7)" nous conduisent encore aux invariants proprement dits
i = 6^12 '^Slî J ^^ ^^11 ^22 — ^12 <^21'
Les invariants/, gy A, k sont d'ordre zéro; {xy)^ ^ ^^ j sont respectivement des ordres — i, i et 2.
Ces sept invariants, dont cinq seulement sont indépendants, forment un système complet.
Gomme on le voit, la forme / seule, qui ne dépend que de quatre coefficients, admet cependant deux invariants distincts ^ ety ,
et par suite un invariant absolu géométrique — ; c'est là un fait
exceptionnel.
La signification de z: = o est facile à trouver : en effet, pour f=io, on a /=r ^, et réciproquement; par suite, {y) a toujours même correspondant, qu'il soit considéré comme appartenant à X ou à Y, et ceci n'a Jieu que dans ce cas; on dit qu'il y a iiwolutioii.
h et k sont des formes nulles identiquement, si / se réduit à (^Jk) ; alors les séries X et Y sont confondues : c'est un cas que nous pouvons écarter.
73. On peut retrouver les résultats précédents en cherchant directement les éléments doubles, c'est-à-dire ceux qui coïncident avec leurs correspondants, qu'on les considère comme appartenant à X ou à Y.
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Il faut en effet, pour trouver de tels éléments, résoudre les équations
a^l^i— ^22^2 cillai -i- ai2^2
ce qui conduit aux équations nouvelles, en appelant - la valeur commune de ces rapports,
avec
OU
p2 — ip ^J =0.
Les racines de l'équation en p étant invariantes, puisqu'elles sont telles que la forme g~hp(^y) ait son invariant y nul, on retrouve ainsi les invariants i et y.
11 j a deux éléments doubles, confondus si l'on a i^ — l\j = o. Si yr=o, l'homographie est singulière et les éléments doubles sont les éléments A et B des deux séries X et Y définies précédemment; si en outre z: = o, ces éléments sont confondus, et il j a involution singulière.
76. Si les éléments doubles sont confondus en C, , on peut ramener y à la forme canonique
et A A Co 1/1 f"" « 1 9 \ Cl/ y j . a\ ^ n'étant pas nul.
Les éléments doubles étant distincts, en les prenant pour les nouveaux éléments fondamentaux O'^ et O^, on réduit /* à la forme canonique
ci^ç, + d,,^ n'étant pas nul.
Par quelles transformations arrive-t-on à cette forme simple? Introduisons des variables {z) quelconques; on a
h{x)h{z) =f{x, z)g{x, z)^ j{xzY
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puisque h[x) doit se transformer en (^a\ .^ -\~ a[^ ^) x\ x[^ ^ jDOSons
/./ N . .i~ k/î'^ — 4/ a^g z=z J-i^x, z) — [xz) ~ ,
les formules pour passer des {y) aux [y') étant analogues.
Le déterminant de la substitution linéaire ainsi définie est,
les (x) étant les variables primitives, - ; donc i et h
étant des invariants des ordres i et o, on a, en faisant les (x) identiques aux (^),
formules qui déterminent a\^ et a!,^ sans ambiguïté.
77. Sur la forme canonique, (x') et (y^) désignant deux éléments correspondants, le rapport anliarmonique de ces denx éléments
associés aux éléments donbles, soit {x^y'0\ O!,), est égal à f' ,' ? c'est-à-dire à P-- On a donc en général
ce rapport anharmonique a une valeur constante k qui dépend de l'invariant absolu géométrique - •
Dans le cas de l'involation, et seulement dans ce cas, on a if m: o, et par suite A" = — i. L'involution est donc caractérisée par ce fait que les éléments doubles sont conjugués harmoniques par rapport à deux éléments correspondants quelconques.
Pour définir une involution, il est nécessaire et suffisant de connaître deux couples d'éléments correspondants, en particulier les deux éléments doubles.
Soient trois couples de deux éléments (x) et (^), (y) et (j), (z) et (z)] à quelle condition appartiennent-ils à une involution?
8o LIVRE I. —- LA GÉOMÉTRIE BINAIRE.
En considérant (^), (y)j {z)el(z) comme appartenant à la série X, leurs correspondants dans Y sont (x), (y), (z) et (z); on doit donc avoir
(xyzz)^{a:yzz).
La réciproque est d'ailleurs vraie, car les formules développées plus haut montrent qu'en dehors des éléments doubles il n'y a, dans une homographie, aucun élément ayant même correspondant dans les deux séries, s'il n'y a pas involution.
Gomme application, on voit, par exemple, que si (x) et(^'), (y) et (y) sont deux couples d'éléments correspondants dans une homographie dont O', et O^ sont les éléments doubles, (x) et (y) appartenant à une même série, les trois couples (x) et (j'), (x) et (jk), O', et O;, appartiennent à une même involution, car on a
(^^o;o;)==(j3;o;o;)=--(^jo;o;).
De même, si A est un élément double d'une involution définie
par (x) et (^), (y) et ( j), on a
{Axyy) =
( A cûyy )
78. Soit {y) un élément de la série Y, et (z) son correspondant; considérons (z) comme appartenant à Y, et soit (t) son correspondant, et ainsi de suite.
Sur la forme canonique, on obtient tout de suite
fi ^_
yii
de sorte que les équations de {z')^ (t')^ ... sont successivement, en désignant par (x^) les coordonnées courantes,
Introduisant les invariants, on a d'une façon générale, pour les équations de (^), (/), ., . successivement,
/= o, if — j^ocy) = o, (t2 —j)f— ij{ocy) = o,
( t^ — 3 l-^j -+- J^)f~j ( i^ — 1 ij) (^/) = o, la loi de formation étant évidente.
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Quand l'un des coefficients de /dans ces formes est nul, cela veut dire que la série des éléments (j), (^), (t), ... devient périodique et se compose de 2, 3, 4? S^ • • • éléments seulement; ainsi, pour i==o, la série se compose de deux éléments : il y a involution.
D'après ce qu'on a dit précédemment, la série (y), (5), (^), • • •
se composera encore de n éléments distincts si . '-:■ est
égal à une racine primitive de l'équation x^^ := i .
An.
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LES SYSTÈMES QUADRATIQUES.
79. Nous appelons systèmes quadratiques ceux qui résultent de la considération de formes quadratiqnes et de variables, celles-ci ponvant d'ailleurs tenir la place de formes linéaires données.
Soit d'abord une seule forme quadratique dont nous mettons Jes racines en évidence
Cette forme qui ne dépend que de trois coefficients a cependant uo invariant d'ordre 2, son hessien; nous poserons, en Le divisant
par 2,
D =: a^a, — af = — 7 (a^^^a^^))^.
Si D = o, y est carré parfait et peut se réduire à a', ^ x'^ . Si D ^ o, les racines de /sont distinctes; on peut réduire /à l'une des formes simples
2 a 1 x'^ x\ ou a\ x'f + a'.^ x^ ,
en prenant pour 0', et O!, les racines de/*, ou bien deux éléments conjugués harmoniques par rapport à ces racines : cette dernière réduction peut, par suite, se faire d'une infinité de façons, indépendamment de la valeur des coefficients.
Si ['on considère le système formé par / et des variables (^), (j/), (^), (^), ... un système complet d'invariants est constitué par les quantités D, a^2, af^ . . . axy-^ a^zi • • • (^JK)? {^^)', • • ^ ? liées entre elles par de nouvelles relations telles que
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Eli particulier, on a l'identité
ax^~ay^-= aly^ly{xyY
qui fournit le moyen le plus général de décomposer / en une somme de deux carrés, et de résoudre l'équation /= o en ne faisant intervenir que des invariants.
La polaire a^j est é^dXe k -\_{xa^^'>) {ya^-^)-\- {xa^'^^) {ya'^^^)\\
si donc a^^=:o, {x) et (j) sont conjugués harmoniques par rapport à (a^^^) et (a^^^), ainsi que cela résulte d'ailleurs des formules générales relatives aux polaires. En d'autres termes, la forme bilinéaire cixy définit une involution dont (a^^^) et (a^^^) sont les éléments doubles; réciproquement, toute involution peut être envisagée de cette façon.
Considérons deux formes quadratiques
f = a^2z= «0^1 -i- io.iœiX^-\- a^x\ — {xa^^^){xa'^-'^)^ g r=z hx'- = boxl -^ 2biXiX2~h b^xl = (xb^^^)(xb^^^).
Leurs invariants proprement dits, tous d'ordre 2, distincts et formant un système complet, sont
H = J^(/j g") = aob^— iciibi ~h a^b^; d'ailleurs
de sorte que si H = o, les racines de / sont conjuguées harmoniques par rapport à celles de g,
R=:4DD'— H
81. Envisageons le système formé par/, g et les (^); on aura les invariants nouveaux /*, g et le jacobien de / et g d'ordre i, soit
J — J(/, ^) = {a^bi— aibo)x\ -\- {a^b^ — a^ ^0)^1 ^2 H- (<^j ^2 — a^bi)xl,
qui avec ceux déjà indiqués forment un système complet. Ces six invariants sont liés par la relation du n^ 48
D II
„J2^D72-H/^H-D^^ En fonction des racines, on a
J est une forme quadratique; son invariant est — comme le
montre un calcul facile, et comme on devait le prévoir. On a donc aussi
R — 4(ao6i — ccibo){aib2 — «2^1) — {a^b^— a^boY.
Les invariants H relatifs à J et /, ou Jet g^ sont évidemment nuls.
De plus, on a
82. J est nul identiquement si / et g sont identiques à un facteur près.
Si/et^'ontune racine commune et une seule, de sorte queR = o, J est un carré parfait, dont la racine carrée est le facteur linéaire commun à / et à g] on obtient aussi ce facteur en prenant la polaire J^j, et cela, quels que soient les {y).
Dans le cas général, comme J^(J, /) = o, et 1^(1, g)^=- o, on
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volt que J =r o représente les éléments doubles de l'involution définie par les deux couples /=: o, g- =: o.
Un couple quelconque de cette involution est représenté par une équation telle que a,/H-).2^=o, et réciproquement. En effet, si les éléments définis par trois formes quadratiques/, g^ h sont les couples d'une même involution dont les éléments doubles sont définis par /i=: o, on a
J2(/, k)= O, }Hg, k) = o, J2(/Z, k) == O,
et l'on en déduit immédiatement que le déterminant des coefficients de / g^ h est nul, c'est-à-dire que ces formes sont liées par une relation linéaire.
LiQ faisceau de formes )h/+ ^^2^' correspond donc à une involution ; Fétude directe de ce faisceau permet de retrouver quelquesuns des résultats précédents. En effet, l'invariant de )M/+^^2g' est Xi[D + Xj^atl H-X^^^, et l'on en conclut l'invariant H; si le déterminant ainsi formé est nul, \^f -\-\2g est un carré parfait et représente l'un des éléments doubles de l'involution; éliminant les (à) entre les relations
Af D -4-XiX2H-}-X|D'== o, le résultant
ne doit donc différer de J^ que par un facteur numérique, et en effet c'est — J-.
83. Si J n'est pas nul identiquement, et si R = o, /et g ajant une racine commune et une seule peuvent être ramenées à la forme canonique simultanée
que l'on peut encore simplifier, suivant les circonstances.
Dans le cas général où l'on a R ^ o, prenons pour éléments fondamentaux nouveaux, O', et O!,, les deux éléments distincts définis par J = o ; alors / et g deviendront
/ — Cv Q X i"' 1 Cv i) X i)'' ^
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et l'on aura pour les invariants D, D^, H, R^ J les valeurs
Voici comment on peut exécuter la réduction de/ et g à ces formes canoniques. On a
J^.J^..^ Jxr-+-(^7)l/— y J^y— (^7)
les {y) étant des indéterminées. Posons
le déterminant de la substitution ainsi définie pour passer des (^) aux {x^) est — •; écrivant alors que D, D', H,/, ^', J sont des
invariants, on a D
RJ>
^'o ^2 = — l^YY ' ^0 ^2 -^ «2 ^'o == — ITTT ^
jt\Jy-2 r\Jy2
les deux, premières relations' de la dernière ligne résultant de ce que l'on a fait les [x) égaux aux (7). On a par suite, sans ambiguïté,
aJji/ — R
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déjà données, et faisant h = ^i/+ ^^2^' = <^x' '-
}{Cf-, ]y.)-\^Cy^^
l/— T ^?-^ -J(cj-, JrO-+- ^r-y ~ -T^'i y
cio
ai
ào
Co
011 Ton a \/— R = 2 4 / — — ? et où J(cf-^ Jjs) désigne le jacobien des formes h et J, 011 l'on a remplacé les (x) par les (y).
84. Considérons trois formes quadratiques f~~ax^j g z=z ba:^-^ lizz^Cx^] les invariants proprement dits àe f^ g^ h formant un système complet sont les invariants déjà connus, et en outre
K = o exprime que les racines de/, g^ h sont trois couples eo involution. On a d'ailleurs la relation du n° 48 :
JH/./) J^(/, ^0 JK/, A)
^HfJi) ^H^.h) ^'Uh h)
Pour le système formé par /, g^ h et les variables (^), le système complet des invariants comprendra ceuK qai précèdent, les formes elles-mêmes, et leurs trois jacobiens J(^', A), J(/z, /), J(/, g). Outre les relations déjà connues, on a (48) :
J^(/./) ^HL^) J^(/,^) / I ^Hf,ê-) ^Hg.ê') ^Hê'.h) g I J2(/, A) }Hg,h) J^(A, A) h I'
Si l'on se donne quatre formes quadratiques, ou davantage, on ne trouvera que des invariants des types que nous venons d'indiquer; les relations qui les lieront seront les précédentes, et de nouvelles telles que
j^y;/) j^-(/,^-) JH/, /^) JH/^-)
j2(/; h) r^{g-,h) J^/i, h) JHA, k)
ET LA FORME QUINTIQUE
î. — Les formes canoniques en généraL
85. Nous allons indiquer brièvement quelques principes généraux relatifs à la réduction des formes telles que /*= circP à la forme canonique.
Supposons d'abord p impair, et soit p z^ 'iji — i ; on peut, en général, écrire /sous la forme d'une somme de n puissances p^^"^'^^
car les inconnues sont en nombre 2/z, égal à celui des coefficients de /* et il n'y a pas incompatibilité en général. Considérons l'invariant
dP-^f
dP-\f
dP-\f
dx^^ dx^2^
dxP-^
indiqué au n° 51.
On a ici
dP-y dx\'dxl-
= ^pl.{a,fyh{a'i^)<i2{a^^^\x),
et, par suite,
comme le montre un calcul facile.
Les formes {c/S^^ | x) sont donc identiques, à des facteurs numériques près, aux facteurs linéaires de l'invariant K, de degré n.
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Connaissant Jes (c/S^^\x) à des facteurs près, le problème s'achève sans difficulté, et Ton voit c[ue si K n'a pas de racines multiples, la réduction à la forme canonique est possible^, et d'une seule façon ^ dans le cas contraire, cette réduction n'est pas possible.
Rappelons que, à un facteur près, l'équation canonisante K = o peut s'écrire sous la forme
ap—i p+i
^p-lA
(^p-hi p- 1 2 ' 2
CIq^P
— ;ri^r' •
86. Supposons maintenant que p soit pair, égal à 2/?. Avant d'indiquer la forme canonique à laquelle on peut réduire/, nous allons démontrer une proposition auxiliaire.
Soit g^=:bx'i une forme quelconque de degré /2, supérieur à l'unité; g admet un invariant A = Cx^i de même degré et tel que
l'on ait l'identité
^'^{g, gli) = g.
En efï'et, pour déterminer une forme h vérifiant cette relation, on a précisément autant d'équations linéaires que d'inconnues; la fonction h est donc unique et, d'après sa propriété, est évidemment un invariant. Si, par exemple, /z = 2, on trouvera
où D est l'invariant de g.
Ceci posé, on peut en général écrire /sous la forme
le nombre des formes linéaires (a^'^|^) étant égal à — ou n,
g désignant le produit n(af^'^|^), h étant l'invariant de g que nous venons de définir, et \ une quantité à déterminer.
Le nombre des inconnues est en effet /? + i , comme celui des équations de condition, et en général il n'y a pas incompatibilité.
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Considérons l'invariant ^'^[g-)/)] nn calcul direct donne, en faisant g == ba:".
H ~ 6/i_2,2(«/74-2,/z-2^lM- /la/^+i ,,_i^'/ 1^2-i-- • •)
d'autre part
J«(,^-,/) = SJ«[^-, (a(^-)|.r)/^]-f-XJ-(^, ^-A);
or, J'^[<^', (yJ^^I^)/^] = o, d'après la définition de^', et J"(^', gh)^=^ g\ donc ^'^ {g-) f) = '^^g) d'où les équations de condition
b/i 0 aii—i ri-^i — J^ b,i-i \ a,iji-^ . . . = A h,i—\,i
3t par élimination des (6)
(^^tL—\,n^\
Cta^n-^ir-^y
Clnii — i—^)"^^^ ^f/i-1,,
Connaissant une racine X de cette équation de degré /2 + i, les équations de condition déterminent les (Z?), et par suite g^ à un facteur près. On connaît donc, à des facteurs près, les formes linéaires (a^^^ | ^), et le problème s'achève sans difficulté.
La réduction de / à la forme canonique est donc possible en général de n -\- i façons différentes.
Remarquons que les coefficients de l'équation en \ que nous venons d'obtenir sont évidemment, comme les racines de cette équation, des invariants de f. Le coefficient de )/^ est d'ailleurs nul. Le terme constant, égalé à zéro, exprime la condition pour que f puisse se mettre sous la forme d'une somme de n puis-
Hosted by
II. — La forme cubique
87. Etudions le système formé par les (x) et une forme cubique
Le premier invariant après f est le hessien J^(/, /) de/; en le divisant par 2, nous l'écrirons
H = (aQa2 — a\)x\ -^{a^a^ — «^1^2)^1 ^2 + {(^ï<^f--à — ct\)xl ;
H = o définit les éléments doubles de l'involution déterminée par la première polaire de /", a^'-y] chacun de ces éléments admet l'autre compté deux fois ou une fois, comme premier ou second système polaire par rapport à f.
On a aussi
à cause de l'identité S(^a^^^)(<2^2^ a^^^) = o, la condition H =: o peut s'écrire encore
(^a(2))2(a(i)a(3))2__(^a(2))(^a(3))(a(i^a(2))(a(i^a(3))-f-(;ra^3])2(^{i)a(2))2^o,
d'où (^a^^V^^2;^^(3))_- — .^^^ ^ désignant une racine cubicjue imaginaire de l'unité; H = o définit donc les deux éléments qui forment avec (<2^'^), (<^'^^^^), (a^^^) une proportion équianharmoniquè.
Un autre invariant est le hessien de H; nous poserons
D = 2 J2(H, H) = 4(<^o<^2 — ci\ ){a^a^ — a\ ) — (ao<^3 — ciia^Y
" — ai ai
■ 6 aç) ai «2 a-i — 4 aoal— ^la-^a'f-h ^af a\
c'est le seul invariant proprement dit àe f] il ne diffère donc du discriminant de/ qui est du même degré par rapport aux (a), que
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par un facteur numérique; en fait, on trouve
Enfin le système complet des invariants de /et des [x) comprend encore la forme cubique
J = 2 J ( /, H ) = ( a^ «3 — 3 «0 «I <^^2 -H ^ «^^î ) ^'i -f- 3 ( ao ai «3 M- a\ ao — 'i ccq a| )^f ^^2 -}- 3( — aocc^a^ — ai al -}- la^ a^)xiCûl H- (— ao^^l -+- 3aia2a3 — ial)x\.
Les invariants H. D, J sont respectivement des ordres 2, 6 et 3; ils sont liés à / par une relation qui résulte du n° 48, si l'oa remarque que l'on a J-(/, H)==: o, de sorte que
OU bien
telle est la relation fondamentale qui lie entre eux les invariants de la forme cubique.
Signalons encore les relations
J2(J, J):=:2DH, J(/, J
En fonction des racines, on a aussi
ce qui montre que J représente les trois éléments conjugués harmoniques de chacune des racines de / par rapport aux deux autres : ces éléments sont aussi conjugués harmoniques des racines de /par rapport à celles du hessien.
Toutes ces relations sont faciles à démontrer en se servant de la forme canonique indiquée plus loin.
88. Les résultats qui précèdent peuvent être retrouvés de la façon suivante :
CHAPITRE VII. — FORCEES CANONIQUES, FORME CUBIQUE, ETC. qS
Cherchons les valeurs des rapports anharmoniques déterminés par les éléments (x), (a^^^)^ (a^-^) et (a^-^^). Soit
de sorte que Fun des rapports cherchés est — • En se servant de Fidentité
on a
Pi— 92 ={xa^^^){aS'-U(^^^),
pi— 2p2 =- (^a(3))(a(-2^a(i-0 + (^a(iO(^^^^«^^Oj P2_2pi = {xa^^^)(a^^^ a^'-^) -+- (xa^^-^)(a^^^ a^^^),
pf— piP2-i-pi= - y:{xa^^^y(a^'-^a^^yp;
donC; par un simple calcul de fonctions symétriques que l'on peut abréger en se servant des propriétés des invariants, il vient
pfpl(Pl-p2r^-/^n(a(2)^(3))2^^.D/2, (Pl-t- p2)(pl— 2tp2)(p2— 2pl) = — 27J,
pf — P1P2+ pi = — 9ÎIet, par suite, la double équation
(Pi -+- p2)Hpi — ^ P2)' (p2 — a p,Y ^ 4(p!~ pip2H-p|)3 ^ 9.7pf pKpi — p2)\
l'identité du n^ 59 donne alors la relation
L'écjuation du sixième degré que nous venons de former dépend
de l'invariant absolu 7=^ comme unique paramètre; elle met en
évidence la signification des conditions H r::i: o et J r= o. On remarquera que les formes cubiques
Plp2(pl P2)
et
(Pl-l- P2)(Pl— 2p2)(P2— 2pi)
admettent, à des facteurs nuniéricjues près, le même hessien
p| — pip2-i-pi,
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et que chacune d'elles peut être regardée comme l'invariant cubique de l'autre.
89. La forme y a une racine triple quand H est nul identiquement; il en est de même alors de D et J, et l'on peut ramener /à ]a forme canonique
Si H n'est pas nul identiquement, mais si D est nul, /"a une racine double, non triple; la forme canonique dej^ est alors
7 — • ô Cl I OC i" OC r) ^
en choisissant convenablement les nouveaux éléments de référence, et les valeurs des invariants H et J sont ici
il est facile, par suite, d'obtenir dans ce cas les racines de f.
Dans le cas général, D n'est pas nul, et /a trois racines simples; les racines de H sont simples aussi, et on peut les faire correspondre aux nouveaux éléments fondamentaux; ceci exige, en appelant comme toujours y^ la transformée de/",
considérant ces relations comme des équations linéaires en d^ et a!^, leur déterminant ct^d., — (^f^'o^-i n'est pas nul, puisque H n'est pas nul identiquement; on doit donc supposer
et l'on a la forme canonique
ainsi que cela résulte d'ailleurs des considérations générales du n^ 8o, puisque l'invariant K de ce numéro n'est autre que H, poury; = 3.
En même temps, les invariants H, D, J prennent les valeurs
ce qui rend intuitif tout ce qui a été dit précédemment.
Voici comment on peut opérer cette réduction à la forme cano-
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CHAPITRE VII. — FORMES CANONIQUES, FORME CUBIQUE, ETC
nique, et en même temps, dans tous les cas, décomposer / en facteurs linéaires. Eu introduisant les variables (j/), on a
soit donc
/-^]fH.,-(-7)/-J
]e déterminant de la substitution ainsi définie pour passer des (œ) .; écrivons alors que/", H et J sont des inva-
aiix (x^) est ,
riants, et remplaçons les (x) par les (jk); on a
COyi
Cv rL CL o • —
Décomposons maintenant /"en facteurs linéaires; on a
!Hi>
iV=D
n V^i V Jj^-^ <^y^ / — -f^ — zx'..y\/ iyz — aj3 y/ — D j.
les deux radicaux cubiques ajant des déterminations arbitrairement choisies, et s désignant successivement chacune des trois racines cul)iques de F uni té.
Remplaçant les [x') par leurs valeurs, il vient
lit
■{xy)
D \/jy3 -f- ay, y/— D -h £ v/j^.3 — ^y3 /— D
y Jy3 4- aj3 /— D — £\/j^.3— «_y3 /— D
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ridentité
p -}- qz _ p^ -h q^-^ 'ipq ( c/j» -h £- ^ ) p — qz- jj^—q^
permet crécrire le coefficient cle {xy) sous la forme
7-^'- + ;-^ \/}y^ H- ayz \/~Y) \/] yz — aj3 s/—D (s V^J_y3 -{- aj.3 /—D -f- £2 \/j j3 — a j3 y/— d) ;
à cause de la formule
on peut prendre les deux radicaux cubiques liés par la relation
\/}yz -f- ayz \/ — D \/j j3 — aj3 /— D = — v^4 Hy2 ; on trouve aussi sans peine l'identité
et, par suite, on peut écrire finalement
£ ayant été changé en s^, et les deux radicaux cubiques étant liés j)ar la relation
• CCy^ V/— D ^ / Jy3 CtyZ \J D
Celte décomposition, où ne figurent que des invariants, est évidemment applicable à tous les cas possibles.
En faisant j)/i = i, j/2=:o, on retrouve les formules bien connues de la résolution de l'équation du troisième degré.
91 . Envisageons les formes g = )m \]\^f-\- X2 J q^ii forment un faisceau du troisième degré; les invariants H, D, J calculés pour^^ se trouvent sans peine sur la forme canonique; on a
H^.= DH(X|-i-X2), D^r= D-3(Xf 4-X|)S J^ = D /D(Xi J - X2 v/d/)(X| H- ).|).
g est un cube parfait pour X"^ -f- X-; := o, ainsi cjue cela résulte d'ailleurs de la relation entre/, H, D, J; à part ce cas, D^ n'est jamais nul, si D n'est pas nul.
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III. — La forme biquadratique
92. Considérons le système formé par les variables (^) et une forme biquadratique
= (xa^^^) (xa^'-^)(xa^^^)(xa^^^)
Les invariants suivants constituent avec y un système complet : 1° Le hessien de/d'ordre 2; nous écrirons
H =: - J^C/j /) = {ciqCI^ — al)xl -1- 2(aoa;5 — aia^)xlx2
2° L'invariant proprement dit d'ordre 4?
i = - J^' (y, f) = ao ct^_^ — 4 <^i <^3 + 3 a\ ;
3° Le jacobien de/ et de H, d'ordre 3 ; nous ferons
J = '2J(/ H) = {a\ as — Sao^iao-I- laX^xX
M- (a§ ^4 H- 2ao«i «3 — ^a^a\-\- 6a| a^^xix^ H-(5aoaia4 — i5ao<22a3 4- loaf a{)x\x'\ -i-( — 10^0^1 + loaf ^4)^^^! H-. .. ,
où l'on achève par symétrie, en reaiarquant C|ue J est un invariant gauche ;
4^ L'invariant proprement dit d'ordre 6,
y = ^ J^(/j H) = a^Œr^cti^. — a\-h la^aia-^ — a^al — a!,a\
ao ai a^ Cil a^ «3 a=i «3 «4
Ces cinq invariants sont liés par une relation que nous indiquerons plus bas.
An. — I. "
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93. Avant d'aller plus loin, indiquons la forme canonique de/"; ce sera, d'après le n^ 86,
). étant déterminé par l'équation
«0 ai «2 — X
ai a^-\
ou bien
«3 X^ — i\ — 'ij = o,
de sorte que l'on retrouve ainsi les invariants i ety.
Les racines )/, )/, V^ de cette équation sont des invariants d'ordre 2,
Nous pourrons prendre par suite, pour forme canonique générale de /j
f =1 a'^ j^^'i*- -f- 6 a2 ^'/^ cc'^ -H <^4 ^'2 ?
et l'on aura alors
i' ■= a'^ al -f- 3 a 2^ , y' = «0 a^ a', — a^^ , H' = a() (^2 ^'/ -f- ( aj) a^ — 3 a'^^ ) j^'i^ x'^ -\- a^^a^ x^- , J ' = ( aj) a4 — 9 <^ 2^ ) ( <^o ^ i^ — <^<4 ^2'* ) ^1 ^2 5
de plus, pour cette forme, les racines de l'équation canonisante sont
94. En faisant usage des formules canoniques qui précèdent, on vérifie facilement les identités
}Hj,^)=\if, J3(/, H) = o, J.(H, H)=iy7-I.-H,
J*(ri, 11)=^, J2(j, j) = _ 1^112+ 2^yH_-LjY-^ JHJ--i)=o,
JHJ, J)=-y + 9/^ J(/, J)=^/^-2H2, J^(/, J) = o,
JH/ J)= Jy7-ni, j*(/, j) = o, j(H, j)=^/^-i;/n, JHH,J) = o, J3(H, j)=-^fV-^yii- J'(n, J) = o.
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CHAPITRE VII. — FORMES CANONIQUES, FORME CURIQUE, ETC
En particulier, on en tire l'identité (48),
/Ho
ou
9o. Ceci nous amène à considérer le faisceau de formes
si Ton envisage la forme cubique en (X) obtenue en remplaçant dans la canonisante \ par ^4^ et faisant A- == — 7-^? soit
les racines de cette forme sont comme k des invariants absolus géométriques. On trouve alors, en appelant '/] et 9 le hessien et l'invariant cubique de cette forme cp, et posant
I do
I do "f^" 3 ^
les relations
3 ip
Jg
= /-^?iH-^
et l'on a aussi la relation
c[ui est celle qui existe entre les invariants de la forme cubic[ue 'S). Le hessien de H, en particulier, est 3 if — y H à un facteur près; pour une forme /de degré /?, le hessien Hi du hessien H de cette forme est évidemment un invariant de la quatrième polaire de / et des (^), lorsque, profitant des propriétés des fonctions homogènes, on n'j laisse subsister cjue les dérivées du quatrième ordre; alors on vérifie sans peine que Ton a, à un facteur près, pour Hi, l'expression nécessaire (2/? — 5)?/" — y'H, i et j étant les inva-
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riants proprement dits de la quatrième polaire de / considérée comme forme biqaadratiqQe par rapport aux (y).
En fonction des racines, on a
et aussi
De plus on voit sur la forme canonique que J est décomposable en trois facteurs quadratiques qui représentent les éléments doubles des trois involutions définies par les racines de /associées de toutes les façons possibles par couples de deux; en outre, cliacun de ces facteurs quadratiques représente aussi les éléments doubles de l'involution définie par les racines des deux autres. Ces trois facteurs quadratiques sont d'ailleurs des racines carrées de 2 H -f- Vf, sH 4- r/ et 2 H + \"f.
Posons maintenant
p" = ( a(i^ a^^^ ) ( ats) ^^(2) ) _f. ( a^i) ^(2) ) (^(3) a^^)), p'"=(a(i^a(2})(a(4)a^3})_}_(^^(j}^(3j)(^(4)^(2;>).
l'équation qui admet ces trois quantités pour racines est
p3 — 36 ip 4- 43 V ~ O5 que l'on déduit de la canonisante en faisant p ^z=: — 6X. On a donc :
--^Vp'". y=-^p'p"p"'.
97. Cherchons l'équation qui donne les rapports anharmoiilques des quatre racines àe f associées d'une façon quelconque. Si L'on fait
pi = (a(i^a(3^)(a^2)^(4))^ P2 = (a^i^a(^'^)(a(2)a(3)), de sorte que ^ est l'un des rapports cherchés, on a d'abord
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CHAPITRE VII. — FORMES CANONIQUES, FORME CUBIQUE, ETC. ICI
on a aussi, comme au ii° 88,
Pl-HP2=p', . pi— 2p.2=p", P2— 2pi=p'",
pf— P1P2H-P|= — ~ [(pi-i-p2)(Pl — 2p2)+(pl-|-p2)(P2--2pO
-l-(pi— 2p2)(p2 — 2pi)] = - - 2p"p'"=.I2^;
(Pl+ p2)(pl— 2p2)(p2--2pi)= p'p"p'"== —4337.
L'équation cherchée est donc
(pi-^-p2)H-pi-^p2)-^p2 — apQ^ ^ 4(pi--pip2+pl)^ .
une identité connue donne aussi par suite
Pfpl(pi"p2r-=n(aU)a(2))2^^56(,'3_2.y2^,
de sorte que le discriminant de /"est, à un facteur près, l'invariant i^ — ^.'jj^; c'est aussi le discriminant de la canonisante. Sur la forme canonique, la valeur de cet invariant est
i = o ety =0 sont respectivement les conditions pour que les quatre racines de /forment une proportion équianharmonique ou harmonique. Le rapport anharmonicjue des quatre racines de / dépend de l'invariant absolu géométrique k.
98. La forme canonique que nous avons employée est réalisable de trois façons différentes cpiand i^ — ■ ayy'^ n'est pas nul, puisque alors l'équation canonisante a, comme/, ses racines distinctes. En même temps, toutes les formes du faisceau )^iy/4-)^2^H sont réduites à la forme canonique.
Voici les divers cas particuliers possibles :
T° Si / a une racine quadruple, H est nul identiquement, et réciproquement; tous les autres invariants sont aussi nuls. La forme canonique de /est a'^x'^* .
2° Si / a une racine triple, on peut lui donner la forme canonique
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alors on a
réciproquement, ce cas est caractérisé par les conditions i =J = o. 3° Si y a deux racines doubles distinctes^ c'est-à-dire est un carré parfait, on peut écrire par exemple
alors
l — 0 Cv q » / — Ci 2 j Jj. — J ci' 9"' eu A UC 2 j J — O ^
et, par suite,
,•3 „ 27/2 ^ o, 3,//- 2 ai - o, .2/- iSy H - o ;
réciproquement, ^ et j n'étant pas nuls, ce cas est caractérisé par l'évanouissement identique de J, ou de Zjf — 2iH, ou de i-f — iSy'H; la condition la plus simple à employer est
4"^ Si /a une racine double unique, on a simplement
on peut employer la forme canonique ordinaire, possible d'une seule façon, avec a'^^ = o.
On retrouvera les résultats précédents en appliquant ce que nous avons dit sur les racines multiples d'une forme en général.
99. Voici comment on peut, dans le cas général, exécuter la réduction à la forme canonique qui correspond à une racine )/ de l'équalion canonisante. Pour cette forme canonique, V devient — aa^, et l'on a
2H'— 2^2/'=: i(^o!^o!r,-~^aJi)x'ix'^'\
donc la forme 2H + V/ est, ainsi que nous l'avons déjà fait remarquer, un carré parfait; et d'ailleurs cette forme et les deux analogues sont les seules formes du faisceau X^y/+)^2^H qui jouissent de cette propriété. Nous écrirons
x\ et x\^ sont les facteurs linéaires de h^ . Introduisons alors les
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variables (y)^ et considérons la polaire /z^^,, cjiie l'on trouve égale à ^r^; calculons aussi l'invariant de h' : sur la forme canonique, sa valeur est
et par suite, en général, Posons donc
le déterminant de la substitution ainsi définie pour passer des (x) aux (x') est
V est un invariant d'ordre 2 qui devient — 2a[, pour la forme canonique; donc d'abord
se servant ensuite des autres invariants comme nous avons déjà fait souvent, on a sans ambiguïté
Si l'on ne veut employer que V , on remarquera que
100. Enfin, décomposons directement f en facteurs linéaires. On a
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d'où
et l'on a ainsi d'abord, de trois façons différentes, la décomposition de/* en facteurs quadratiques.
h' — h' et h' — h" ^ par exemple, ont un facteur linéaire commun ; sans quoi K ^ h" et h^ — 11!" auraient les mêmes facteurs, ainsi que /?/ — k' et h' -\- H" ^ hypothèses absurdes; le facteur linéaire commun à 11! — K' et H — K" est la racine carrée de leur jacobien et est un facteur linéaire de/". On a d'ailleurs
de plus, d'après ce qui a été dit, J(A'^, K") doit être proportionnel à 11! et, en fait, sur la forme canonique, on trouve
les carrés des facteurs linéaires de /sont donc
et ces facteurs eux-mêmes peuvent s'écrire, diaprés ce qui a été dit
plus haut,
y -.y , r'-V „ V-1" ,„ /-y- Sxy^-^ ~T^r s^y'-^ — T=w ê'-'-y'^
Vêy^ v^V Vé^y4
les radicaux ayant des signes arbitraires. Si l'on fait
s/gy^
on a exactement
/'=. -1 — (A'-i-A''-hA'")(-A' + A'^-HA'")(A'— A'^-i-A'")(A'-f-A'^-A'").
^ 4aj4(i3 — '^IJ")
Cette formule de résolution de l'équation du quatrième degré devient illusoire quand /"a des racines multiples.
On peut la modifier de façon à lui enlever cet inconvénient et, en même temps, à la simplifier.
En remplaçant, en effet, )/, )/, 1!" par leurs valeurs tirées des
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équations telles que
dans Texpression des facteurs linéaires de f^ celle-ci peut s'écrire, à un facteur près,
t-ixy' 2 ( §Y — ^y' ) ^§''r^ ~ 2 ( (^xy' H_^4 — cty-. H^_^.3 ) V ^ ^^
ou encore, en divisant par
( V/^J4 — s/gy, ) ( s/'gf, — s/g'r'^ ) ( s/g'y^ — v/é* J4 ) ,
et remplaçant 2(a^j3Hj4 — cCy'^Ylxy^) par (^J^)JjS ""^y + /— /— /^ — '
Vgy^ y gy^ Vgy-^
Mais l'on a
t II 'Il t2 .
gy'^gr*gy'=' — '2'^y'\ si donc on choisit les radicaux de façon que
s/g'y^ /^* s/gy^ == J J^ V/— '^,
\/ — 2 ayant une détermination fixée arbitrairement, il vient finalement pour l'expression cherchée
et l'on a exactement
Pour le calcul numérique, on pourra faire yi == i, j)/2= c>- On obtiendrait aussi facilement des formules analogues pour les formes du faisceau )v,yy4-)^2^H.
IV. — La forme quintique
101. Ce n'est que d'une façon sommaire que nous allons étudier la forme cjuintique
y -= ctx'- — a^x'i -I- ^aix'iX'i h- \oa^x'\x\ -4- lo azOc\x\
H- 3af^.Xix\ -j- «5^1 = {xa'^^){xa^^-^){xa^^^){xa^'''^){xa^"'''^).
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Nous ne formerons explicitement les invariants de cette forme qu'en nous servant de la forme canonique générale
/= (f.ix'}-\~a.^^x'{
■as ^3%
3 sont, d'après le n^ 85, à des facteurs numériques
près, les facteurs linéaires de l'invariant
ou
a^xi
a^xy-
aiXi-h (^2^2
«2^1+ a-iX2
a^Ti-^ «4^2
a^Xi
«4^1+ a-^Xi
ClQ
ai
as
XIX
Nous supposerons aussi, ce qui est possible, que cc\^ x\^^ x^ sont choisis de telle façon que l'on ait identiquement
Soient alors, x\ et x[^ étant pris pour variables, g et k deux invariants de/ et des (^^), des degrés/? ç,l p^ par rapport aux {^xJ) ; exprimons g et k à l'aide de x\^ x[-^ et x'^ d'une façon quelconque, de manière à obtenir des formes ternaires des mêmes degrés /> et/?'; de plus, dans l'expression nouvelle de /r, remplaçons x\^ x[y_ et x'^ respectivement par ^[j — ^o, ^', — • ^3, ^!, — ^', ; il n'est pas difficile de voir que l'on aura
ia puissance qui figure dans le second membre étant symbolique : en effet, on a évidemment
dg dk
()g dk ^ àg dk
dg dk
dg dk
dx\ dr,
dx'^ ^^2 ^^3 ^?3 ~
i)x\ dx'ç^
dx'^ àx\
OÙ, dans le second membre, g et k sont exprimés en fonction des seules variables x\ et x'^.
Nous allons appliquer ce procédé, dont l'importance est évidente, à la formation des invariants de la forme quintique.
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Nous avons
On en déduit sans peine
^2= - JH//) == 2a2a3a7'2^3;
t^— — J2(/, q2)~^i'^2^3^^'i = 3 ai 0^2 «3 ^1372 373 (c'est l'invariant canonisant);
fz= 2J(/, ^2) =^ Saf(a2— 0:3)577
/?23 = 2J(/, /22) = 2af(a2 ^2^ — «3 Cu'f' ) ^7
-I- aj «2 a3 ^ j2 ^2^ x'^ ( ^2 — ^3 ) ( ^'3 — ^'1 ) (^'1 — ^2 ) '
^4= — J^(/, ^3) = aiasasSai^;*; A4 = — J ( /, ^3 ) = «1 ^2 a3 2ai ^jS (^2 — ^3)5 l^= -■ J*(/, ^4) = aia2a3Ec(2a3^;;
A-5= J(/, ^4) = QCia2a3 2a2a3^23^3^(^'2 — ^3);
^6= — J^i^s, ^3) = af a|a|2^'i2;
^'6= — J(/, 4) = aia2a3Saf («2— «3)^?;
^7== — JH/j ^'e) = aia2a32ai(a2— a3)(— a2 «3 + a3ai+ aia2)^'j; fi= Hf^ Çq) = af a|a|Sai^'i^(a7; — a?;);
4= - JK^'4, ^^4) = af ala|2:a2a3;
^8= — JCi^s, ^5) == af a|a|2ai(a2— a3)-2?i^ ; ^9= — J(i(3, ^e) = af a|a|(:272 — ^3)(^3 — ^'i)(^i — ^2); ^11= — J^(i^3, 5^8) = af a|a|Eai(a2— «3)^;;
^13= — -^ [J(^5, qs) + 44] = ajalalSai^i;
^*i8= —Hh, In) = afa|a|(a2— a3)(a3— ai)(ai— a2).
On a ainsi le système complet de la forme quinticjue et des (x) : il est composé de vingt-trois formes, liées par des relations qu'il serait facile de développer.
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103. Les invariants précédents peuvent être retrouvés de bien des façons : nous ne signalerons que quelques applications. Pour former le discriminant de /", il faut éliminer les [x') entre les équations
aix\^ =^ a.^x'^^ =: a^x'.^K,
et
d'où le résultant
ou sous forme rationnelle
li — I2h)
On pourra de môme exprimer, à l'aide des invariants fondamentaux, les invariants qui, égalés à zéro, expriment que la forme y a des racines multiples, de toutes les façons possibles.
On peut considérer a,, a2, a3 comme les racines de l'équation
et par suite, on a facilement
i6 z-'f 8 = — 4 32 i\ 2 — 72 il, 4 z:f 2 + ^ ^1 ^'12 + 4 ( 4 4 2 — ^1 T" •
telle est la relation qui existe entre les invariants proprement dits de/.
Le résultant de / et de l^ est i\^{i\ — S^'s); donc on pourra résoudre l'équation /= o algébriquement dès que l'un des facteurs de ce résultant sera nul.
Remarquons enfin que le procédé qui nous a servi pour étudier la forme quintique pourrait servir, convenablement généralisé, dans beaucoup d'autres cas.
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I. — La forme linéo- quadratique
104. Dans ce Chapitre, nous allons étudier les deux formes les plus simples, après la forme bilinéaire, parmi celles qui contiennent deux séries de variables [x) et [y) : la forme doublement quadratique offre un intérêt tout particulier, comme nous le verrons parla suite.
Soit d'abord une forme linéo-quadratique
on peut envisager cette forme comme établissant une correspondance entre les éléments [x) el[y) de deux séries X et Y, telles qu'à chaque élément [x) corresponde un seul élément (jk), et à chaque élément (j'^ correspondent deux éléments (^), et l'on voit tout de suite que les divers couples d'éléments [x) qui correspondent aux divers éléments (j^) sont les couples d'une involution.
Si les séries X et Y constituent des espaces distincts, les invariants multiples de / sont seuls intéressants; ce sont : i*^ la forme / elle-même ; a"^ le résultant R des deux formes quadratiques aç^x\ -h 2^1 x^ X2 + a2xl et b^x^^ 4- 2 bi x^ X2 -h ^2*^2 ' ^° ^^ jacobien de ces deux formes, dont la signification géométrique est immédiate; 4" ^e discriminant de la forme /, considérée comme ne dépendant que des (^), et dont la signification est évidente aussi.
Au surplus, si le résultant R n'est pas nul, on peut ramener /à la forme canonique simple
a,{x'ly\ — x\''y,),
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el l'on en peut déduire une relation simple entre rapports anharnioniques faciles à définir.
lOo. Supposons maintenant les séries X et Y coïncidantes, et rapportées aux mêmes coordonnées. Les invariants précédemment définis subsistent; ce sont avec/:
R = 4(<^oa2 — ciD^bob^ — ^f ) — (aob^-h a^bo — aai^i)^,
D =(aoa2— ^1)^1 -h(aob2 + <^2^^o — 2^1 ^i) ^1^9 + C ^0^2 — bl)xl,
ce dernier étant exprimé à l'aide des (x).
L'invariant simultané de J et D donne encore
H =(aobi — aibo){bob2~ bf)-h(aib2~ a^bijÇaoCi^— al) {aob^ — a2 6o)(ao62 4- ^2^0 — la^bi).
Si dans / on fait les (^y) égaux aux (^), on a
/j — aox\ + (2 ai -H 6o)^f .^2 +(«2-1- 261) :ri^| -h 62^x^1 , et, par suite, un nouvel invariant
le résultant de/ et g sera
K = ao(a2 — 6i)'^+ (2<^i H- b(i){bçi— a]_){a2~ b^)^
-i-(a2-4- ibi)(bQ—aiy{a2—bi)-h b^ibo—a^y,
et le jacobien de J et gvsera
h — \i{aQbi — cil bç)){bi — a^) — {a^^b^ — a2bo){bQ — cii)]xi 4- [(«0^2 — a2 6o)(6i~ «2) — 'i(aj 62— a26i)(èo— cii)]^2-
Les invariants indépendants R, H, K, g^ h forment un système fondamental simple pour le sj^stème formé de/et des (x). Si l'on prend la forme canonique
possible si R ^ o, on aura
IV =^ - (a; ô; — a; ô;)S H' = — - «' ^2' — «2' ^0')'
K' = a; a'2' -+- ^? b'2-r-i a'i b'^- , g'=zb'(^x\ — a'^x'^^ Ji' — — (<^o^2 — a'^b'ç^){b'(^x\-\~ a'^x'^).
Soit la forme
y :rz(aor?7f -h 2a]^1^2+ <^2^i)jl+ '-^(^0^1 + 261^71^2+ ^2^1)^1X2
égalée à zéro, elle définit une correspondance entre les éléments (x) et (y) de deux séries X et Y, telle qu'à chaque élément de l'une des deux séries correspondent deux éléments de l'autre. Nous supposerons d'abord distincts les espaces X et Y, de sorte que les invariants multiples de / soient seuls à considérer.
Regardons successivement /comme ne dépendant c[ue des (y) ou des (x); nous obtenons d'abord comme invariants les deux discriminants
di = («0^1 H- 2<^1^1^2+ a^CcDiCo^l 4- 2Cj^i^2+ C2^l) — ^(^0^1 + 2 ^1^1 ^2 + ^2^1)^5
^2 = ( ^orl + 2 ^ori72 -H coyl ) ( asr f -H 2 ^>27i J2 + C2 j1 ) — (aijKf + 2 ^1/172 + ci7i y,
qui sont deux formes biquadratiques par rapport aux (x) et aux (y); si c/o=:o, l'équation /=: o, où les (x) sont inconnues, a une racine double définie par
(«0^1+ ^^1^2)7! -i- 2(^0^1+ ^1^2)7lJK2 + (<^0^1-i- ^1^2)7! = O, («1^1 -h «2^2)7!+ 2(^1^1 H- ^2^2)7172 + ( Cl ^1-f- ^2^2)7! = <^?
de sorte qu'en éliminant les (j), on a le nouvel invariant g^^ qui égalé à zéro définit les (^) doubles correspondant aux racines de d^ :
g-^— [(aoCi)cp\ -h (^0 02)^1 572 -+-(«1^2)^2]^
— 4 [(«0^1)^1 +('^0^2) ^1^2 + (^1^2)^2] [(^0Cl)^f-f-( ^0^2)^1 ^2 + (^1^2)^11,
OÙ (ctoCi) par exemple désigne le déterminant aoC\-— a^Co] des
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considérations toutes semblables conduisent à l'invariant analogue
— 4 [(ao bOrl + («0 Ci)jKi72 + (^0 ci)7|] [(ai 62) jf + (^i C2)jri72 + (^1 ^2)7!].
Imaginons que c/^ et 6/2 soient réduites à la forme canonique, ce qui exige, comme on le voit tout de suite, en restant dans le cas le plus général, et désignant toujours les éléments transformés par des lettres accentuées
cc'i= c\ = b'^ = b',^ = o; on a alors
/ = ( ^f^o ^? + ^^2 ^? )7? + 4 b\ x\ x[^ y \ jK 2 -^ ( c'o ^? + c; ^;2 ) jkV- , <:ZJ — a'o c'() ^1^- + ( «0 c'2 -f- «2 <^o ~ 4 ^? ) ^? ^2^ -^ ^^2 ^2 ^^'1 î ^/^ =. a'o a',y^^ + ( a'o c'2 + a', c, — 4 b\^ )y}y'} -H c', c'27'2* , g\ r=: 4 a'o c'o Z^'i^ ^H -f- [( a'o C2 — a\j. Co )2 — 4 6^2 (a'o C2 -f- a 2 c'o )] .^'^2 ^^2
^- 4 a 2 C2 b'^- x'^ , S\ = 4 a; a'2 ^?7i* + [( ^'0 ^2 ~ «2 ^i )' — 4 ^? (^^'0 C2 + ci\ c'o )]7?7'?
+ 4c'oC'272^
On voit que g\ et g[, sont aussi réduites à la forme canonique. Considérons le hessien /z, de d^ ; il appartient à un même faisceau avec di et ^^ ; sur la forme canonique, on a
et l'on obtient ainsi l'invariant proprement dit
i'^ = a[j C2 -4- «^2 c'q -f- !i ^'^2 , qui, en général, serait
f2 — aQC2-T~ ci-2Co -h ib\ — laiCi — ibç^b^. Cet invariant est obtenu plus rapidement comme invariant! : on a
^ 3 2 \dxi dx2 dxi dx^J \àyi dy^ dyi dy^J
les puissances et produit indiqués étant symboliques, et /^ étant identique à/.
Un autre invariant proprement dit est évidemment
ao «1 «2 bo 61 62
Co Cl 0-2
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on, sui^ la forme canonique,
Enfin considérons f et g^ comme des formes en (y), et for-
ons J '*(/", g-i)'-, on rejDroduit <:/, à^ près, en désignant par //,
an invariant proprement dit dont l'expression canonique est
et que des formules données plus bas permettent de calculer différemment.
107. Nous avons ainsi un système fondamental de sept invariants indépendants, en laissant la forme /de côté.
En fonction de ces invariants s'exprimeront facilement tous les autres. Nous remarquerons, à cet effet, que l'on a
' ' _^ ' ' - il
et, par suite,
On est ainsi amené à considérer une équation canonisante
1 6 X'' — 8 4 X'*- -f- i!,!^ — il — o,
dont les racines sont des invariants du second ordre et déterminent immédiatement les coefficients de la forme canonique, lorsque les nouvelles variables sont connues.
Calculons les invariants i et j des deux formes biquadratiques <:/, et cL, ; il est évident qu'ils sont les mêmes pour ces deux formes et, d'après les formes canoniques, on trouve sans peine
1 2 i -- 4 ^^1 — 3 4 , 2 T 67 = 8 il -h 54 il — 9 i'2 4 ■ De même, les invariants correspondants des deux formes biquadratiques gi et go sont i et y, déterminés par
12 i = i'I — 24 4 ^1 ) '^ I ^./ ~ — 2 1 6 1| -i - 36 Î2 il i\ — if .
La canonisante de d^ et d^ est
X\ — i\i~- ij -~ o, An. - I.- 8
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et l'on a
]a canonisante de gi et g^ est
et Ton a
Les rapports anharmoniques des racines de dx et d^ sont donc
égaux entre eux et de la forme yr^ -y^i' ^^ appelant )/-, V^-, )/^^-
les trois racines de l'équation canonisante en X^ ^ et les rapports anharmoniques correspondants des racines de g\ et g-.
sont
108. Envisageons maintenant le cas où les séries X et Y sont coïncidantes et rapportées aax mêmes coordonnées. Les invariants précédemment définis subsistent, mais la forme canonique employée ne peut être considérée comme générale.
Si, dans y*, on fait les [y) égaux aux {x), on a
-h («2 -H f\bi -- Cç,)x\ ^1 H- i{bi-^ Ci)xix\ H- c^xl et, par suite,
^7—- — — (t^o ~ <^ij ^0^1-1 p ^2jKl
— a^ — 4^1-^ 5co , . , ,
H ^ ^^ j2 -^ ( Cl — 62 ) 3^272 •
Cette forme bilinéaire conduit aux nouveaux invariants
k =(^bo — aj )a7f -4- (co — «2)^1^2-^ (ci — ^2)^!; /i= ^2 — 261-+-C0, 72=^ 4(^0— ^^i)(ci— 62) — (a2— Co)'^: 6J'* (/f^, y, ) donne enfin l'invariant proprement dit
J3= 6ao(ci--<^2)-— 6(ai-f- bo)(co~ a^)^ Ci— b^) — 6(Z>2-H Ci)(co— a:2){bo~ ai) -{- 602(^0— «i)^-
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Les invariants proprement dits 4? 4, ^^^-^ j \t j 2^ j\ forment un système fondamental. C'est ainsi qne les invariants I et J de la forme biqiiad ra tique /^ sont donnés par
Si à la forme /on adjoint les variables {x), puis (jk), on aura encore facilement des systèmes fondamentaux d'invariants.
109. Considérons le cas particulièrement intéressant où la forme /est symétrique par rapport aux [x) et aux [y). On a alors
Lq <2i = O, Co — ^2 = 0, Cl— &2 = 0'
Les invariants k-) j'y^ j\ sont nuls identicjuement, et de plus
/-Dl,,./,+ i/i(.^^0^
réciproquement, si l'on a cette identité, ou bien si k est nul identiquement, la forme/ est symétricjue.
La forme canonique des n"^ 106 et 107 subsiste dans ce cas, avec c'^ = a!, . On obtient alors la relation
4 b'f -+- 2/1 6;2 -^^(Ll--. j'^ \ b\ -4- i'., ^ o,
et l'on en déduit d'abord
de plus on doit alors prendre comme équation canonisante
4X3+ 2/iX2-h- lu _ u^ \ H- ^3 = o;
on vérifiera enfin que dans ce cas, si )/, )/^, Y'' sont les racines de cette canonisante, de sorte que (a^^^), (a^-^), («^^^), {S''^) étant les racines de d^^ par exemple, on ait
et si de plus (&^^^), (^^-^), (^■^^), (^•^^) sont les racines correspon-
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d ailles de go T on a
Ce dernier rapport anharmonique n'a donc aussi que six valeurs, comme le premier, et non vingt-quatre, comme il arrive dans le cas général où / n'est pas symétrique. An surplus, il n'est pas difficile, de même que dans les cas analogues, d'exprimer ce second rapport en fonction rationnelle du premier et des invariants de/. En effet, si l'on permute les racines )/, V, }/^^ d'une façon quelconque, les variables (p) et (o-) sont échangées par les mêmes transformations linéaires. En ne considérant que les (p), les fonctions
pf — pip2-^ 9h (pl+P2)(Pl— 2P2)(P2— -^pi), Plp2(Pl— P2)
restent invariables au signe près; il en est de même de leurs polaires par rapport aux (cr) et de (pcr), de sorte que la fonction
(pf — pip2-H Pl)['7lp2(?-Pl" p!>)-^ ^2pl(pl — ?-P2)] ^ (Pl-^P2)(P1— ^2p2)(p2— 2pi)(p(l)
par exemple, est complètement invariable et, par suite, s'exprime rationnellement en fonction des coefficients de /.
110. La forme / étant symétrique, soit (x) un élément : il lui correspond deux éléments (y) en vertu de /=o; l'un d'eux étant (x^^^), il lui correspond de même deux éléments (y) dont l'un est (œ) et l'autre (x^^^) ; de même, à (^(-^) correspondent, en vertu de/==o, (^^'^) et (^^^^) ^ et ainsi de suite. Ceci posé, chercbons les relations entre (x) et (x^-^)^ {x) et (^^^^), et ainsi de suite.
Ces relations sont doublement quadratiques et symétriques comme/, car à(.^) correspondent deux éléments (^^"^), et à (^^'^^), pris comme point de départ, correspondent deux éléments, dont l'un est (x) lui-même.
En appelant f,i le premier membre de la relation qui lie (x) et (x^'^^) et se servant des formes canoniques, on a d'abord
f.2 = Li B^-xi'^) g\ -+- 4 ( xx^"^^ Y ;
il était d'ailleurs facile de prévoir que pour (^.r^-^) = o on devait
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retrouver g^. Il serait de même aisé de déterminer à l'avanee la forme à laquelle doit se réduire /"/z quand on y fait les [x^'^^) égaux aux {x)] il suffirait de partir, pour (^), d'une des racines de/i ou de d^ .
Appelons g la forme D^ d^, de sorte que, pour les formules canoniques, on a
et que l'on peut écrire, en remplaçant les (^^^^) par les (y),
Le discriminant de la forme /2, en général ,/,2, considérée comme forme quadratique par rapport aux {y)^ coïncide manifestement avec d\ ; donc, comme on peut écrire évidemment
les [x'^^^) étant, bien entendu, remplacés par les {y)-) en exprimant la condition qui précède, on trouve sans peine, à l'aide des formes canoniques, la relation
>>--'(l-iP-S)-»K§-
de sorte qu'il vient, en faisant
et changeant les notations.
/„=/H-co„/.-.i(i.-^-/i;
){xyy-\
pour la forme canonique, on a d'ailleurs
Hosted by
Il8 LIVRE I. — LA GÉOMÉTRIE BINAIRE.
Pour /2 = 2, on a, d'après ce qui précède,
^271 yt 9. /;
Ceci posé, il est évident que si l'on élimine les (^) entre les équations //i(^, z)=^o^ f{y^ ^)=r:o, le résultant sera le produit de//^_i par/;;_j,,. Nous pouvons, d'après cela, trouver une loi de récurrence pour déterminer les CO/^.
Pour faire le calcul simplement, faisons les [y) égaux aux {x)\ il faut éliminer (^) entre /(x, 5) = 0 et/z(^, z) — o3/^p(^, ^)- = o,
en faisant p == ^ + -— — ^> et exprimer que le résultant est, à
un facteur près, le produit (/^ -J- iù,i-\ ch )(/i -f- cO/^+^ d^). Or, en se servant des formes canoniques, le résultant s'écrit comme forme quadratique de/^ et <i|
on a donc, par exemple,
Pour /z = 2, cette formule est inapplicable, car on doit prendre (jL)^ = o : elle détermine simplement (x>2 ; mais on a aussi
^fi ( w,i_i H- a)/;-|_i j = — 8
Quand co/^ est nul, /,i coïncide avec / et ^^'^^^^ avec (^), toujours. Ceci arrive pour /?. = 2, si 4 — 77 ? = 0 ; pour /z = 3, si ^ = o ; . . . . Si n==3, l'équation canonisante a une racine V qui est nulle; alors on a — = ( — )":' et le rapport anharmonique correspondant des racines de g^ est i : ces racines sont confondues deux à deux.
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m. En général, les équations /=: o et //z ^= o ont quatre systèmes de solutions communes, qu'il est facile de définir a priori, en partant, comme nous l'avons déjà dit, pour (^) d'une racine de/i on de d\ .
Supposons d'abord en effet que (x) vérifie 6/^ = 0; à cette valeur de (x) correspondent des valeurs uniques pour (^^^^), (^(2))^ , _ ^ (.^(,z))^ . s()ient (a^o^), (a^^^), (a^^))^ . _ ^ (^^in))^ . , .
ces valeurs successives. Soit n impair, égal à in' — i, et choisissons, comme valeurs de(^) et(^^^'), [a^^^'^) et (a^'^'~^ ); on retrouve alors pour [x^^^^) la valeur (a^'^'~^^), et par suite [a^^'^) et (a^'^'"^^) sont un système de solutions communes pour/r= o et/,2= o. De plus, (a^'^'^) est racine de l'équation à laquelle se réduit y,^_|.i =: o, si les (jk) deviennent égaux aux {x). Si coy^^j = o, il faut donc que [a^'^'^) soit racine de /i= o; si i^a"^ o? on voit, en partant de {a^^^) pour (^), que l'on doit retrouver (a^^^) pour (^^"+^^), et par suite (a^^^'^) est racine de d^^^ o.
Supposons maintenant que (x) vérifie f^zzzzO] à cette valeur (6^^^) de (^), correspond une seule valeur de (^^'^) différente de (^^^^), soit (6^^^); on en déduit successivement ensuite (b^^^), (Z>^'^^), , - . . Soit 71 pair, égal à 2 n^, et choisissons pour (x) et (^^'^) les valeurs (^b^^^'^) et [b^^'~^^); on retrouve alors pour (^^'^^) la valeur (Z>^'^'"^^), et par suite [b^^^'^) et (Z?^'^'~^^) sont un système de solutions communes pour/:==:o et//2=:=o. De plus, {b^'^'^) est racine de l'équation à laquelle se réduit fii^\ = o pour {xy) = o. Si o)/^^^ :=: o, il faut donc cjue i^b^'^'^) soit racine de /"^ == o ; si CL)/i=r o, on voit, en partant de (6^^^) pour (^), que l'on doit retrouver (ô^^^) pour [x^^'^^^)^ et par suite (6^'^'^) est racine de <i, = o.
Ces résultats concordent avec les précédents.
112. Revenons au cas d'une forme non symétrique, ou bien encore au cas où les espaces X et Y sont supposés différents.
Appelons {x) et {x^^^) les deux valeurs de [x) qui correspondent à une même valeur de [y) ; ces deux valeurs sont liées par une relation doublement quadratique symétrique, facile à calculer; avec les formules canoniques, on obtient
~'T~ 2 I ( ^ Q c a et .f C A J " o o 1" \(^ Q c 9 H Ct2^())j^i'^21 '^2''
-h [(aj) C2 — <^2 c'o)^^? H- i6a2 C2 b'^ x'^-'\{x'l^ ')2 = o.
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Ou peut alors résoudre un problème analogue à celui du n^ HO.
Si nous désignons J^, I2, I3 les invariants de cette nouvelle
forme, on aura, en fonction des invariants de la forme primitive,
h^-^ik, [o-^-^^l
I3 :- 1} - - 64 i\ -i- iG ^2 h
On remarquera aussi que la forme précédente est un carré parfait dès que 2*3 -~ o; dans ce cas, les seconds éléments de Y qui correspondent à (x) et (^^^^) coïncident : il J a homographie entre deux involutions.
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113. Nous nous sommes bornés presque exclusivement, dans l'étude des formations invariantes des systèmes binaires, à la considération des formes à une seule série de variables, et c'est à ces formes que nous avons raltaclié l'étude des quelques formes à deux séries de variables que nous avons envisagées. Cependant, l'étude directe des formes à deux séries de variables présente un grand intérêt et des particularités importantes. Nous allons en traiter ([iielques points.
Considérons deux formes à deux séries de variables/-- axVy^-, g z=z cixFyT^ égalées à zéro, elles définissent un certain nombre de couples d'éléments (^) et (y), qui leur appartiennent simultanément; ce nombre est évidemment p^^ -h p^ y, comme on le voit en éliminant les (^) ou les (y) entre /^^o et gri=::Q, Il peut être avantageux, au lieu de faire cette élimination pour définir les couples communs à/ et à g^ de procéder d'une façon différente, de façon à obtenir simultanément les valeurs d'un même couple. A cet effet, considérons une forme bilinéaire quelconque
et cherchons la condition pour que cp contienne un couple commun à/et o ; nous tirerons de cp -- o
JK2 a.iiXi -r- «21^2 '
portant dans / et g et éliminant les {x), on a un résultant de àe^vé pq' -^ p' q + '^qq' par rapport aux (a), et qui, égalé à zéro, exprime la condition cherchée. Toutefois, ceci n'est vrai que si
l'on a S =^0, en faisant S ::::::= 7^ ^ a2 2 — 0^,2^21 ; et si l'on a S =r o, les équations entre lesquelles on a éliminé les (x) admettent l'une q fois, l'autre g' fois, le même facteur ai2^i +a22^2? donc, d'après un raisonnement qui nous a déjà servi, le résultant trouvé plus haut contient le facteur S^^'; si on l'en débarrasse, il reste une forme <Ê>, de de^ré pc/ ^ p' q ^ dont l'évanouissement est la condition cherchée, sans facteur étranger.
D'ailleurs, si (a^^^), (b^^^) est un couple commun à/" et g, il est clair que l'on peut écrire
donc <ï> est décomposable en pq' -{- p' q facteurs linéaires, et chacun de ces facteurs linéaires fournit immédiatement un couple tel que (a^^^), (b^^^). Les coefficients (cp) de <ï> sont des degrés p' ^~ q^ elp H- q respectivement par rapport aux (a) et aux (è).
Nous dirons que <E>= o est l'équation des couples communs kf et g. Remarquons que les (a) pourraient être considérés comme des variables de seconde espèce par rapport à l'ensemble [x), {y) ; mais nous n'insisterons pas sur ce point qu'il suffit d'indiquer.
114. Les fonctions symétriques fondamentales des couples communs kfel g sont les coefficients de <ï> ; si
où r ^=^pq^ -\- p q^ on a p
Toute fonction symétrique entière des (a^^^) et des (^^''^) homogène et des mêmes degrés par rapport aux divers couples (<2^^'^) comme par rapport aux divers couples (6^^') s'exprimera en fonction entière des coefficients (a) et (6). En raisonnant comme au n° 8, il suffit de démontrer ce théorème pour les fonctions telles que
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or, dans <ï>, faisons par exemple a22"-o, a2i=)^a,2; on obtient
n [( ail ci^i^ ^'P -H «12 ( «V^ ^'2 ^ -^ ^ ^2'^ ^1^ )] ;
on peut calculer alors, d'après le n" 8,
p en fonction entière des (0); le coefficient de -p "^t^'' \^^^ dans cette
fonction, sera la fonction cherchée, multipliée par ]l[a^l^y^ [b^l^Y^ ] mais n(6i^/') et 11(6^/^) sont déterminés directement comme fonctions entières des [a) et des (6). La fonction cherchée se présente ainsi comme fonction rationnelle des (cp); mais cette fonction ne pouvant devenir infinie est entière; de plus, elle est des degrés mp' -i- nq' et mp -\~ nq par rapport aux (a) et aux (6).
113* La forme / est définie au point de vue géométrique par la condition de contenir pq +/> + q couples (^), (jk), puisqu'elle dépend de (/^ + i ) (^ + i ) coefficients.
Supposons la forme/ donnée, et regardons les coefficients (Z?) de g comme variables; à chaque système de valeurs des (6) correspond un ensemble de pq^ -\- p^ q couples (^) et (jk) appartenant k/etkg : nous allons chercher si ces /?^^-r/>^^ couples peuvent être pris arbitrairement, appartenant kf.
Supposons d'abord p^p, q'=q\ pour définir les couples communs kf et g^ nous pouvons remplacer g par g -{- hf] h étant une forme quelconque aux variables (x) et (j ), des degrés p ~p et q^ — q\ par suite le système des pq' -V p' q couples communs kf et g dépend au plus de
paramètres; ce nombre est égal k pq' -\- p' q — {p — i)(^ — 0? de sorte que le système de couples considéré ne dépend que de ce nombre de paramètres au plus et que {p — i)(5r — i) au moins de ces couples sont déterminés par les autres. Il est facile de voir qu'il n'y en a pas davantage : en effet, les formes g qui contiennent/^^r'-f-^^^ — (p_ij(g__j) couples appartenant kf dépendent linéairement de
{p' -^ ■i){q' -^ l)— pcf — p' q -^ {p - l){q— l)
Hosted by
paramètres homogènes et ce nombre étant supérieur à
il en résulte que les formes g considérées ne sont pas tontes
composées comme fh; en d'autres termes, elles ne contiennent
pas toutes / en facteur : elles sont proprement dites dans leur
espèce.
Si maintenant on n'a pas à la fois /y~p, q'^ q-, alors on voit tout
de suite que parmi les pq' ~\-p' q couples communs à y et ^', il j
en a
pq'-'-p'q -p'q' — p'—q'
qui sont déterminés par les autres : ce nombre coïncide avec le ])récédent pour /? =/?^-f- k on q =^ q' -^ ^ .
116. Considérons une forme II des degrés/?'^ et q'^ assujettie à contenir les pq' -^ p' q couples communs à f et g^ et montrons d'abord que ces conditions sont distinctes dès que l'on a
Pour cela, il suffit de faire voir que l'on peut trouver une forme h des degrés ^ H-/)' — i, q ^ q^ — i, contenant tous les couples communs à / et ^^ sauf un; supposons donc que celui-ci corresponde à x^ = o, jKo = o, de sorte que l'on puisse écrire
fs elf2 étant des formes des degrés p— i ^ q el p, q — i , et g^ , g2 étant des formes des degrés p' — i ^ q^ et p, q' — i ; alors il est clair que la forme/^^'2 — f2g^\ des degrés/? -i-p' — i elq ~i- q^ — 1 contient tous les couples communs à / et g^ sauf celui que nous avons mis à part.
Ceci posé, supposons que la forme h des degrés p^^ et q'\ au moins égaux k p -\~ p' — i elq -\- q' — i , contienne tous les couples communs kf et g et formons la combinaison hi = h — ffi — ggi , fi et gi étant des formes des degrés respectifs //^ — /?, q'^ — q^ et p" — />', q'^ — q' ; h^ contient comme h tous les couples communs à /et g et cela quelles que soient/, et g^. En disposant convenablement des coefficients arbitraires de /i et g^^ on peut réduire le nombre des paramètres homogènes dont dépend linéaire-
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ment /z, ; mais il faudra faire attention que, si l'on a
l'identité kfg--=^kgf^ où k est une forme arbitraire des degrés yj)'^ — p — p\ cf — q ~ cj^ ^ et où Ton remplace le second facteur de chaque membre par son développement, établit d.es relations identiques entre les termes de//, et de ggx-, lorsque/ et g >, y sont développées. Finalement, on voit donc que le nombre des paramètres dont dépend h^ est
{f-^-n^q^^^^-kf-p-^ ^){q"-q-^ 0-(/>"-/>'-- 0(/-"^'+ 0
-^-ip^ — p-p'-'r- l){q"~q — ^'h- i),
le dernier terme étant applicable encore si l'on a fJ' ^=^ p -rf' — i -, puisqu'alors il s'annule.
Ce nombre se réduit précisément à pq' -^-~ p' g ] donc, puisque h^ est assujettie à pq' -\~ p' q conditions distinctes, il faut que cette forme soit nulle identiquement; par suite nous obtenons ce théorème : la forme h est nécessairement une combinaison telle
Bien entendu, ce théorème n'est vrai que d'une façon générale, si l'on conserve aux coefficients de /"et g tout leur degré d'arbitraire : cette hypothèse domine toute cette théorie.
Le résultat obtenu suppose que l'on a
p"lp H-yy — I , q"j, q H- ^' — i ;
il est facile d'en déduire qu'il est vrai dans tous les cas, à unc^ exception près. Supposons, en effet, que A, des degrés quelconques p" et q^' ^ contienne tous les couples communs à/ et ^il en sera de même de ]iX\ par exemple; si donc le théorème est vrai pour les degrés p" -\- i et q" ^ hx^ sera de la forme /f, + gg^ ; cette combinaison contenant le facteur X\^ si l'on désigne par
ce que deviennent les fonctions / /, , g^ g^, quand on y fait Xi ■=^ 0, il faut avoir identiquement cpcp, -j- J;^];, =: o ; si q'^ est inierieur h^ q -\- q' ^ cp, et ^^ sont nuls identiquement et le théorème est démontré évidemment, en supposant toutefois, ce qui est possible, que les formes cp et A en (y) n'ont pas de racines communes ; si l'on a q"^q -j- ^^ on peut écrire
cpi — (jû({;, <^i " — wcp,
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<JL) étant une forme en (y) de degré q'^ — q — q^ ; mais alors en faisant
f=xlo -\-xJ\ g ^^ xV^^-^xig\
fi = xP;-r~' cpi - xj\ , g, - x^-v'^' ^,-^x, g\ , on a sans peine
h - /(/; - g'o,xp;-p-p'^') - g(g\ -^fo,xp;-p-p'^'),
et cette expression n'est entière que si p^^ est au moins égal à p -[- p' — I. D'après cela, on voit que le théorème n'est en défaut que si les deux nombres/?'^ et q'^ sont l'un supérieur, l'autre inférieur aux nombres /> -f- /?^ — i, q -\- q^ — i; dans ces cas, on })eut mettre h sous la forme du quotient de ff\ -f- gg\ par une puissance convenable de x^ o\xy^^ par exemple.
C'est ainsi que, en éliminant les (y) entre f et g^ on a une forme A, pour laquelle /^'^^/^g^^H-/?^^, cf^=-o\ on peut l'écrire,
comme on le sait déjà, sous la forme V f ' ? t^t il ne serait pas
difficile d'obtenir plus de symétrie.
Si l'on prend 7?'^ :=/> + /?' — i — r^q" =: q -\- q' — i — 5, la forme f\f-\- ^^^' contient linéairement (^^ — r)(cf — ^)-^{p — 0(^7 — ^) paramètres homogènes : on en déduit sans peine que la condition de contenir tous les couples communs à /et g équivaut, pour une forme des degrés p^^ et cf ^ à pq' -[- p' q — i^s conditions seulement; en d'autres termes, dès qu'une telle forme contiendra pq' -{' p' q — i^s couples communs à / et g^ elle contiendra nécessairement les rs autres, en général.
II. — Le résultant de trois formes
117. Soient les trois formes/, g^ A, des degrés /> et q^p' et q' ^ p" et q^' . Si (a^^^), (b^^^) sont les couples communs à / et g, formons le produit Uh{a^^^^ ^^'0' co^^^i^ie c'est une fonction symétrique des (a^^^) et des (^^^^), il s'exprimera en fonction entière des coefficients (a) et (b) de f et g; de plus, ce sera une fonction entière, de degré /^g^' -h /?^^, des coefficients (c) de h,
La condition nécessaire et suffisante pour que les formes/, g^ h aient un couple commun est R = o, en appelant R ce produit.
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R est le résuliant des formes/, g^ h] il est des àe^vés p^ c/ -\- p^^ q' ^ p" q -{- pq'\ pq' -^ p' q respectivement par rapport aux coefficients (a), (6), (c) des trois formes, d'après ce qui a été dit précédemment et au n° 114. On obtiendrait donc tout aussi bien R en écrivant que f contient un couple commun à g et /z, ou que g contient un couple commun à/ et h.
R est un invariant multiple pour les formes /, g^ A, des ordres respectifs ^p^ p" q et ^pq^ cf .
Considérons l'identité
où /i , g>^ , /^^ sont des formes des degrés p^ -|- ]f — i elq' -^ q^' — i , p'^ -\~p ~ I Ql q" + q — i , /? + p' — 1 et ^r -I- g' — I .
Si/, g", h n'ont pas de couple commun, et si cette identité est vérifiée, il faut que /^^ contienne tous les éléments communs à / et g] donc h^ est de la forme
/2 et g2 étant des degrés p' — i et q^ ~ i , p — i et ^ — i ; alors il vient
si /et g n'ont pas de facteur commun, ce que l'on peut supposer,
on a par suite
/1-H/2A- gk,
gi^ g.Ji=^—fk, k étant des degrés// — i et q'^ — i, et l'identité s'écrit
k{fg - gf)^Mfh-hf) H- g,{gh - hg) ^ o;
elle n'exprime donc aucun fait nouveau : elle résulte seulement des relations identiques qui existent entre les termes àeff^ el gg^, par exemple, quand/^ et gi j sont développées, et que nous avons déjà signalées.
D'autre part, si / g^ h ont au moins un couple commun, il est clair Cfue l'on peut vérifier l'identité
ffi-^ ggi-^ ^^hi= o, par des valeurs autres que les précédentes ; en effet, h^ ne sera plus
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assujettie à contenir tous les couples communs à /et g^ mais seulement ceux de ces couples qui n'appartiennent pas à /z; et li\ étant ainsi déterminée, hh^ sera de la forme — {f/v-r- gg\) d'après lenMlB.
Il résulte des considérations précédentes que la condition nécessaire et suffisante pour que/, g^ h aient au moins un couple commun est que l'on puisse vérifier l'identité
par des valeurs autres que celles qui se présentent naturellement. En d^autres termes, les formes cp
où Fi -f- /'o =^ p^ 4- p" —i, s^^ S2= q' -^ c/-—u . - . , et qui sont déjà liées par pq -{- p' c/ -i~ p'^ q'^ relations linéaires connues, doivent être liées encore par une nouvelle relation linéaire.
Ces formes sont en nombre ^{p^ ^p'^){q' -t- q^') et contiennent chacune (p -^ p^ -h p'^) {q -+- q' -f- q") termes : la différence entre le nombre précédent et celui-ci est précisément ^pq.
Prenons donc { p -^-^ p' -^ p" ) {q -{- q' -r q'^ ) des formes cp, et écrivons le déterminant de leurs coefficients, que nous pouvons, par un choix convenable des formes considérées, supposer non nul : soit Ri ce déterminant, d'ordre [p -h p' ^ p") {q + q^ -\- q'^)-
Écrivons les relations connues entre les formes cp et soit R2 le déterminant des coefficients des formes non choisies tout à l'heure dans ces relations, déterminant d'ordre ^pq-
Si R2 = o, les formes choisies primitivement sont évidemment liées par une relation linéaire, et par suite R, contient R2 en facteur. Si Ri -- o, sans que R2 = o, ces mêmes formes sont liées par une relation qui n'est pas une conséquence de celles que l'on connaît déjà. Le résultant se présente donc finalement sous la forme du quotient des deux déterminants Ri et R2 ; ce quotient est d'ailleurs des degrés voulus par rapport aux coefficients (a), (b), (c).
On remarquera que ce résultat n'a été établi qu'en admettant l'hjpothèse signalée au n° 116; mais, d'après la définition du résultant, il subsiste dans tous les cas.
Hosted by
CH.VPITRE IX. — FORMES A DEUX SÉRIES DE VARIABLES. I
On observera encore que k étant une forme arbitraire des degrés p -^p' -t jf — i , cj -"- q' -\- (f— i , on peut toujours vérifier l'identité
ffi -"^qqi-^ hh\ + A7ci == o,
k\ étant une constante, et cela en dehors des relations connues entre les formes cp ; alors on peut évidemment prendre pour k,, le résultant de R.
119. Comme au n*^ 66, nous allons chercher à déterminer le nombre et les valeurs des couples communs à trois formes/, g^ /i, lorsque leur résultant R est nul.
Nous chercherons d'abord combien de couples communs à j\ g appartiennent à A; si /z, n' ^ Ji!' désignent combien de fois un couple commun à /, g^ h est multiple pour les systèmes (^, h), (^li^f)^ (y, g)^ la plus petite valeur de ces trois nombres, soit m, indique combien de fois le couple considéré est commun à /', g, h. Les nombres S;i'^, S/?2, où la sommation est étendue à tous les couples distincts communs à/', g^ A, indiquent combien de couples communs k f el g appartiennenl à A, et combien /*, g^ It ont de couples communs.
Pour déterminer les couples communs à/et^qui appartiennent à A, on fera comme au n° 66. On remplacera h par h -^\k^\ étant un paramètre arbitraire, et k une forme semblable à h. Si N'^ couples communs 'à f^ g appartiennent à A, on voit tout de suite que les dérivées partielles de Tordre W — i de R par rapport aux (c) sont toutes nulles; en outre (c/) désignant les coefficients de /r, la polaire D[Î^JR n'est pas nulle identiquement et est le produit des valeurs de k obtenues en y remplaçant [x) et (j/) par les valeurs des N'^ couples considérés.
On en déduit la même remarque qu'au n" 66.
On peut en particulier prendre h sous la forme (^ | x)p'\t^ I J*)*^ par exemple, et obtenir des invariants simples pour résoudre la question proposée.
La détermination directe du nombre des racines communes à f\ g^ h offre de plus grandes difficultés : nous ne l'entreprendrons pas.
An.
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III. - Le discriminant d'une forme. Le jacobien de trois formes.
120. Le discriminant d'une forme /= axvfi est une fonction entière des coefficients (a) qui, égalée à zéro, exprime que les quatre formes
^' - p dx\ ' -^^ ~ p dx,^ ' -^'^ qàyC -^^ q dy,^
ont au moins un couple commun.
Cette définition est légitime, à cause de l'identité
Pour obtenir le discriminant S de f^ on calculera d'abord le résultant S^ des formes /^ , /s et /a par exemple 5 Si contient S en facteur, et en outre le discriminant de la forme binaire obtenue en faisant, dans f\ y^z:=. i et r2 = o. En supprimant ce facteur on obtient S, qui est une fonction entière des (a) du degré Qpq — ^p — ^ 4^ + 4î c'est aussi nn invariant multiple.
S =: o est la condition nécessaire et suffisante pour qu'il existe un couple (a), {h) tel que, les {x) étant égaux aux (a), /ait une racine double {b) en {y), et que les {y) étant égaux aux {b)^ /ait une racine double (a) en [x).
Pour la forme bilinéaire du n° 73, on a S ^= a^ aoo — ai2<^2i ] pour la forme linéoquadratique du n" 104, S est l'invariant R; pour la forme doublement quadratique du n"" 106, S est le discriminant de l'équation canonisante, facile à calculer.
Le discriminant du produit de deux formes/ et g s'annule identiquement, car les dérivées partielles de ces deux formes contiennent tout couple commun à /et à g.
On peut facilement prévoir un théorème analogue à celui du n*" 71 pour déterminer le nombre et les valeurs des couples communs à/^,/2,/3, //, • mais il ne semble pas facile de l'énoncer et de le démontrer d'une façon à la fois précise et générale.
121. Si l'on considère trois formes/, g, /z, des degrés p et q, p' et q\p" et cf , si l'on emploie les mêmes notations que ci-dessus,
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et si l'on envisage les quatre déterminants
fk gk
A gk
hx
e de voir q
Ih
Ih
Ih
ri
si J(/, g^ h) désigne la valeur commune de ces quotients, on peut appeler J(/, g^ h) \e jacobien des formes /, g^ h] c'est un invariant qui est des degrés p -\- p' -^ p" — 2, q -r- q' -^ q" — 2 par rapport aux [x) et aux {y)] il s'annule quand /, g^ h ont un couple commun.
Nous nous bornerons à ces indications qui font suffisamment comprendre l'importance de l'étude directe des formes à deux séries de variables ; et nous remarquerons que l'on pourrait, à l'aide de procédés analogues, envisager aussi avec avantage des formes à trois ou plusieurs séries de variables.
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122. Soit un espace E rempli par les élémeD ts [x). Considérons une forme quadratique fixe
nous dirons des deux éléments (a^^^), (a^-^), ainsi définis par cette forme, qu'ils constituent Vabsolu de l'espace E.
Nous supposerons d'abord ces deux éléments distincts, et par suite le discriminant D de F, soit D = Aq Ao — A^, sera différent de zéro.
123. Envisageons deux éléments quelconques {y) et (^); nous appellerons distance du premier de ces éléments, considéré comme origine, au second, considéré comme extrémité, le produit par une constante m du logarithme népérien du rapport anharmonique k déterminé par les éléments (j)/)? (^), (a^'^) et (a^-^); si doncjK^ représente cette distance, on a
ou
yz = m log/c, avec
d'après des formules connues.
On voit que k a deux valeurs inverses l'une de l'autre, à cause de l'indétermination du radical y/— D ; par suite la distance y^ est
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définie seulement à un multiple de lim-n près (^désignant y/ — i), et au signe près.
Si (^) est quelconque, on a toujours
■±Lyz-±i zx-±Lxy ^^Q (mod 2Z^V?i'n;),
d'après la définition du rapport anharmonique et les propriétés des logarithmes. C^est cette égalité qui justifie le nom de distance. Si (j") et (2j) coïncident, et seulement alors, on a
Si (jk) et (^) coïncident avec (a^^^) ou (a^^)^^^^ ^st indéterminée. La distance de (jk) à l'un des éléments (a^^^) ou (a^^^) est infinie logarithmiquement.
e désignant la base des logarithmes népériens, on a
et par suite
ceci permet d'écrire
( yz ) v/— D . yz
yz ( yz) v/D
tang-^4— = "^ / ;
et encore, à cause de l'identité
yz Ayz . r^ (}^^)v/D
dans ces formules, les radicaux y/D et ^A^^Ass ont des déterminations arbitraires.
On peut convenir de choisir toujours la même valeur pour \/D ; alors nous dirons que l'espace E est orienté; dans ce cas, j-^ est définie à un multiple de limiz près, et l'on a
yz ■^- zx -\- xy ^^ o {moàiimiz)]
ceci revient à supposer que les éléments (a^'^) et (a^^^) sont distingués l'un de l'autre.
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Oq peut encore supposer que toutes les fois que l'on considère un même élément (/), le radical y/Aj^ a toujours le même signe; alors, écrivant
cos — : — ■ = ■ , — ■ 9 sin^ — '. — = ■ ?
on voit que la distance j^^ est définie à un multiple àe /\im7z près^ et Ton a
yz -\- xz -^ xy ^ o ( mod 4 imr,).
On dit alors que l'élément {y) est orienté.
La distance de (y) à lui-même supposé orienté de façon opposée est limiz.
Deux éléments [y) et {z) ^onl perpendiculaires quand ils sont conjugués harmoniques par rapport à l'absolu. On a alors Aj2= o et y^ ^ ?m7î (moda^'/nTc), quelles que soient les orientations.
Remarquons que le rapport anharmonique {yztu) peut s'écrire ^ d'après une formule précédente,
yt . zu sin-^H — siïi — ; —
yu . zt sin^^^ — siïi^ — -. — 2 lin 2 un
125. Soient 0\ et O2 les deux éléments fondamentaux, dont aucun n'appartient à l'absolu. On peut, sans altérer la généralité, faire Aq = Ao = i , définir 0^ et O2 par les coordonnées (i, o), (o, i), et orienter ces éléments en faisant les radicaux A^^ correspondants égaux à I . Si enfin on appelle 9 la distance Oi O2, on a
par suite
COS — ^- = Al, sin^ — r— = v/Jl); 2 un 2 im
F = ^1 -h 2 cos — -. — Xi X2 -\- xl. ^ 2 un ^
et, en outre, l'orientation de l'espace est déterminée par
y/D = sin-
2 un
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On a alors
— A ■ — (f-^) sin— 7—
yz Ay-t . y^ '^^rn
COS-A — -^^ - 7 Sin -^. =-- -=: z=r- •
Si l'on suppose O, et O2 perpendiculaires, avec 9 = /^'mix, les formules se simplifient encore un peu : les coordonnées sont dites orthogonales.
Les formules canoniques que nous venons de développer donnent en particulier
— 7— — ^9sm — -. — — 7^ ^i sm — , —
. x-yji " inn . xKj^ 11m
Sin ; = — ;=: -, Sin ~ = -z=:z ?
d'où une interprétation métrique immédiate du rapport — des coordonnées.
Si les éléments fondamentaux étaient ceux qui sont définis par l'absolu, on pourrait prendre
et l'on obtiendrait de nouvelles formules simples.
En faisant m = — .? considérant l'espace E comme rempli par
les droites d'un faisceau plan, appelant angle la distance de deux de ces droites, et prenant comme absolu les droites isotropes de ce faisceau, la théorie que nous venons de développer coïncide manifestement avec la théorie des angles dans un faisceau : il est inutile d'insister sur ce point évident.
II. - Étude du cas spécial
126. Supposons maintenant que les éléments (a''^) et (a^^^) soient confondus de sorte que
Y =r= Ki=z (Ai^i-h A2^2)^• Gonsidérons ce cas comme une limite du précédent; gardons par suite les formules du n° 123, et imaginons que D tende vers
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zéro. On a
si D est assez petit pour que ~^--~ soit toujours de module infé-
rieur à Tunité, et si l'on convient de considérer l'unique détermination du logarithme qui se réduit à i pour (yz) :^ o, on a, en développant en série,
en même temps que D tend vers zéro, faisons augmenter m de façon que le produit — 2 m y— D tende lui-même vers une certaine limite /; il vient alors, à la limite,
et c'est là ce qu'on appelle distance yz dans le cas spécial envisagé.
Cette distance, comptée de (y) à (^), est définie sans ambiguïté; en remplaçant la forme générale A^^ par ce qu'elle devient ici, soit A^, on a
et par suite les identités
de plus la distance d'un élément quelconque à l'absolu est infinie, et réciproquement.
T 1 • / \ , ^ ^ yt .zii Le rapport anriarmonique [yztu) est égal a*^ •
yu.zt
127. Si les éléments fondamentaux sont Oi et O2, et si aucun d'eux ne coïncide avec l'absolu, on peut prendre A^ = A2 = i; alors l est la distance O^ O2 ; on a aussi
xOi= —, ^02 =
d'où une interprétation métrique immédiate du rapport —
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Supposons actuellement que O^ coïncide avec l'absolu; alors on peut prendre
Ax^ocu
et l'on a
yz =
_.r2 ri
et, en particulier,
Oix ~ l — •
Cette théorie coïncide avec la géométrie métrique ordinaire des points en ligne droite. Il n'y a pas ici d'orientation possible.
III. — Les mouvements, les symétries et les similitudes
128. La distance de deux éléments ne change pas quand on fait un changement de coordonnées, ou une transformation homographique quelconque, puisqu'elle ne dépend que d'un rapport anharmonique, à la condition toutefois que, dans le dernier cas, le nouvel absolu soit l'ancien transformé; de plus, dans le cas général, la constante m doit rester la même, et, dans le cas spécial, la constante / doit se changer en l' , telle que l'on ait l^:=l^ S désignant le déterminant de la substitution que l'on a faite sur les (x).
Transformons maintenant les éléments de l'espace (E) par une homographie, quelconque a-
les (x') étant rapportés aux mêmes coordonnées que les (^), et laissons l'absolu, F = A^2j invariable, ainsi que la constante m ou /. On peut alors rechercher les homographies (a-) qui sont telles que la distance /k-s^ de deux éléments quelconques soit égale à la distance y z^ des deux éléments correspondants, au degré près d'indétermination qui se présente toujours quand il s'agit de distances, dans le cas général; ou à un facteur constant près, dans le cas spécial.
Hosted by
t38 livre I. — LA GÉOMÉTRIE BINAIRE.
129. Envisageons d'abord le cas général : la considération des éléments à distance infinie montre tout de suite qu'une condition nécessaire est que, si l'on applique la substitution a- à l'absolu, on retrouve l'absolu lui-même. Cette condition est d'ailleurs suffisante, si on laisse aux formules toute l'indétermination qu'elles comportent, comme on le voit immédiatement en partant de la définition même des distances.
Cherchons donc les substitutions a- qui, appliquées à F, sont telles que les formes F et F^ définissent les mêmes éléments. On a pour cela les conditions immédiates
Ax^ _ A>4i _ Ajx^ ^ Ao ~ Al " Ao '
d'ailleurs on a l'identité
Ax^A^:-— aI^= D(Xfa)2;
la valeur commune des rapports précédents est donc ±:(X[a). Prenons d'abord la valeur -j-(*X[i.)^ les équations
Ax2— Ao(X[J.)= o, Axp,— Ai(X[x)=:o, Ajx^— A2(Xp.) = o
donnent, en supposant que a- n'est pas la substitution identique et que ()^[J'-) n'est pas nul,
Ao __ 2 Al _ A2 ^
— X2 Xi — [J.2 [^l^
par suite, les substitutions a- correspondantes peuvent s'écrire, en désignant par w^ et (O2 deux paramètres,
^1 = f toi -F Al 0)2 ) ^i -+- A2 W2 a?2 , cc2= — Ao 0)2^1 -H (wi ~ Al 0)2)^2.
Prenons maintenant la valeur — (A[j.); on trouve de même
"^H^ {M=^ o et — [j-i Ao-f- 2 Al Xi -}- A2X2 = o,
cci — 0)2 AoAa^i 4- A2(wi-!- Ai W2)a?'^, ^2 = Ao(w] — AiWa)^?! — 'iJ2Ao A2^2>
en supposant le produit Aq A2 non nul.
Nous trouvons ainsi deux séries distinctes de substitutions o-^ mais en supposant Aq = Ao = i , A, -= o, on voit tout de suite que celles de la première série changent en lui-même chacun des élé-
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ments qui constituent l'absolu, tandis que celles de la seconde série intervertissent ces deux éléments.
Si donc on suppose l'espace E orienté, les substitutions de la première série donnent
y' z' ^= yz . (uiocl^ùinz),
tandis que celles de la seconde donnent
y z' ^^ — yz (mod2f/n7i).
Pour cette raison, nous appellerons les premières des mouvements^ tandis que les secondes seront des symétries. On remarquera que l'on a, suivant le cas,
A^2= dz(X|a)A^'.;
et dans le premier cas, il vient
(X[jl) = wf -h Dw| ; dans le second
(lix)^- -AoA2(wf-+-Da)|).
Si Ton oriente les éléments (x) et (^^), on pourra convenir de choisir toujours la même détermination pour y/zh(À[j.), et de faire
alors, dans le cas d'un mouvement, on aura
y'z'=rr.yz {modi\ùn7ï);
dans le cas d'une symétrie, on aura de même
y' z' :^-^ — ■ yz ( mocl 4 ifn 71 ) .
130. Plaçons-nous maintenant dans le cas spécial. Si nous écrivons que la substitution a- transforme l'absolu en lui-même, ce qui, comme plus haut, est une condition nécessaire et suffisante, en faisant
F - Al,
nous avons d'abord
Ax ^ Au, Al Ao
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d'où
O^i = A 2^1^! -i- A2(A2 W3 — (1)2)^2, 0^2 = Ai( Aj t03 — (X)i)cc\ -h Al 0)2^2 5
A.^ A2 n'étant pas nul, avec
(Xfj.) = Al A2W3( Aia)2H- A2 coi — Ai A2 W3), (0,, cjl)2, W3 étant trois paramètres arbitraires; la valeur commune des rapports -— et ~-^ est d'ailleurs A^ A2Cjl)3. Dans ce cas on a
— A 1 C09 -4- A9 W| — Al A9 W3 — , — ,
yz — = -^- = — y z ,
et le rapport des distances /^ el y' z' est constant : la substitution (7 est alors dite une similitude, caractérisée par le rapport
constant ^^—-^ dit rapport de similitude.
Ce rapport est facile à exprimer en fonction des invariants de l'homographie définie par a-.
La substitution 0- est un mouvement ou une symétrie, si le rapport de similitude est égal à i ou à — i .
131. Dans le cas général, un mouvement est une homographie dont les éléments doubles sont les éléments de l'absolu : il en résulte que la distance de deux éléments correspondants (x) et (x') est constante et s'exprime à l'aide des invariants de cette homographie. On a aisément
3737' w I . û^cc' (1)2 \/D
cos — ;— — , y sin — i — = . ;
cette constante xx' est la grandeur du mouvement. Quand coi == o, l'homographie est une involution, et
chaque élément est changé en celui qui lui est perpendiculaire.
Une symétrie est une involution dont l'absolu est un couple
particulier; si donc (b^^^) et (è^^^) en sont les éléments doubles,
perpendiculaires entre eux, deux éléments correspondants (x) et
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(x') sont conjugués harmoniques par rapport à (6^'^) et (6^-^); on a aussi, suivant les orientations, les formules
b^^^ co -h b^^^ a:' ^EEi 1 1771 7z {mod/iimT. )[
(b^^^) et (&^^^) sont les milieux de la distance xx'\ ils sont fixes. Dans le cas spécial, une similitude est une homographie dont l'un des éléments doubles est l'absolu; si [b) est l'autre, distinct du premier tant qu'il n'j a pas mouvement, et si /* est le rapport de similitude, on a
bx — rbx\
il j a involution dans le cas de la symétrie; alors (6) est le milieu
fixe de toutes les distances xx' .
Dans le cas du mouvement, les éléments doubles sont confondus
avec l'absolu tous les deux. La distance xx^ de deux éléments correspondants est constante : c'est la grandeur du mouvement.
132. Dans le cas général, les mouvements forment évidemment un groupe à deux paramètres; la grandeur du mouvement résultant est évidemment la somme des grandeurs des mouvements composants. De plus, on voit que deux symétries consécutives équivalent à un mouvement. Dans le cas spécial, les similitudes forment de même un groupe à trois paramètres ; le rapport de similitude résultant est le produit des rapports de similitude composants; les mouvements forment un groupe à deux paramètres, comme dans le cas général; deux symétries consécutives équivalent à un mouvement, etc.
IV. — Les invariants métriques
133. Dans le cas général, les mouvements forment un groupe; on peut donc, pour ce groupe, construire des invariants absolus d'un système binaire S quelconque. En gardant, les notations déjà employées au Chapitre I, ces invariants seront distincts en nombre P — 2, en général, et seront les solutions des deux équa-
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lions aux dérivées partielles
Ail F -i- A22F = o, — AoA2iFh-Ai(AiiF-A22F)-hA2Ai2F = o,
qui forment un système complet.
Ces invariants, dits invariants absolus métriques du système S, peuvent être choisis rationnels par rapport aux éléments de ce système; au point de vue géométrique, ils correspondent à l'existence de propriétés métriques absolues du système S, quand ils sont homogènes et de degré zéro par rapport aux diverses séries de variables et de coefficients qu'ils renferment, ainsi que par rapport aux coefficients (A.) de l'absolu. Ils comprennent en particulier les invariants absolus ordinaires du système S.
Pour former les invariants absolus métriques de système S, considérons le système S^ obtenu en adjoignant au système S l'absolu F=A^î. Les invariants absolus ordinaires de ce nouveau système S^ sont distincts, en nombre P — i en général; ceux d'entre eux qui sont homogènes et de degré zéro par rapport aux coefficients (A) de l'absolu sont distincts, en nombre P — 2 en général, et forment évidemment un système fondamental d'invariants absolus métriques pour le système S.
La théorie des invariants absolus métriques est ainsi ramenée à celle des invariants absolus ordinaires, ainsi qu'il était facile de le prévoir.
134. On peut de même envisager des invariants non absolus qui se reproduisent à une fonction près des paramètres des substitutions qui caractérisent les mouvements.
Ils vérifieront les deux équations aux dérivées partielles
AiiF-t-A22F = (jiF, — AoA2iF-f- A.i(AhF — A22F) — A2A.12F =^ vF,
]x et V étant des constantes quelconques; leur existence correspondra à celle de propriétés métriques accidentelles pour le système S.
Sans insister sur Tétude directe de ces invariants, leurs propriétés sont suffisamment mises en évidence si l'on remarque
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qu'on peut les obtenir tous de la façon suivante : on formera d'abord les invariants ordinaires du système S^ envisagé précédemment, invariants qui sont distincts en nombre P^i, en général, si l'on fait abstraction du discriminant de l'absolu, et se reproduisent à des puissances près du déterminant ()^p.) de la substitution (7, si on les suppose homogènes par rapport aux (A) ; puis on leur adjoindra, par exemple, le premier membre de l'équation de l'un des éléments de l'absolu, soit
Ao^i-l-5?2( Ai-i- /— D),
fonction qui se reproduit au facteur — =: près quand on
LUI — W2 V — D
fait la substitution a-.
Avec ces invariants, il est facile de former tous les invariants métriques du système S.
On remarquera que w^ — CO2 \/' — ^ est l'un des facteurs de Çk^i) considéré comme forme quadratique en w, et 01)2.
Dans le cas où le système S ne comprendrait pas de variables (^), il serait facile de remplacer l'invariant particulier que nous avons défini en dernier lieu par un autre analogue.
135. Supposons maintenant que l'on se trouve dans le cas spécial et qu'il s'agisse d'abord des similitudes.
On définira des invariants absolus, métriques, distincts en nombre P — 3, en général, vérifiant les équations d'un système
complet
A2 Ail F " A.1 A21F = o,
— A2 A12 F ^ A 1 A22 F = 0, A|Ai2F-f-A|A2iF =:o;
on les formera comme précédemment en adjoignant au système S la forme A^, et prenant les invariants absolus de ce nouveau système S^ qui sont homogènes et de degré zéro par rapport aux (A). Les invariants métriques non absolus vérifieront
A2 An F — Al A21F = [J.A2,
— A2 A12F -4- Al A22F =:: ^Ai,
AIA12F-1- Af A21F = vAa, a et V étant deux constantes quelconques.
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On les formera comme précédemment, en adjoignant A^ au système S^. Ils se reproduisent à des puissances près de Çk^k) et du facteur A^ A0CO3 de ()^a).
136. Envisageons enfin les mouvements dans le cas spécial, il y a en général P — -2 invariants absolus métriques vérifiant les équations du système complet
Ao Aji F -+- —7^ A] 9 F — — A^i F — o,
2 Al " '2 "
__ 1-.- A12F -r- -^-^ A^i F -h Al A99F — o,
, , Wi Wo
obtenues en remplaçant 0)3 par -— — \ —-
2 /\ 1 2 -rs-2
On formera P — 3 invariants distincts comme au numéro précédent, et l'on pourra ensuite en former un dernier en remarquant
V • /-i \ /A, W2-I- AgWf \2 . A, 0)2-;- A2OJ1 . . -,
qu ICI ( Aaj ^^ ( 1 et que A^^= A^'; si donc
F est un invariant ordinaire non absolu du système S qui soit
d'ordre [j., il est clair que FA^^ est un invariant métrique absolu.
Les invariants métriques non absolus vérifieront les équations
A^AiiF-h -4^ Al, F— ^- AoiF --^ uF, 2Aj " 2 "
- -' A12F-1- ^ A2iF-hAiA22F--=:vF,
a et V étant des constantes quelconques.
On en formera P— i comme au numéro précédent, qui se reproduisent à des puissances près de ()^p.), et on leur adjoindra e^'^\ par exemple, puisque la distance xx' est constante.
On a
Z( A2 Wi — Al 0)2)
O 1 ^' — 0 1 37 — xx' -
Al A2( A2 coi-i- Aïoj,)
On aurait pu appliquer le même procédé dans le cas général ; mais il n'aurait rien donné de nouveau.
137. Pour préciser davantage ce que nous venons de dire, supposons que l'on ait dans le cas général F r= aA^^ricTo; alors, on peut en changeant les paramètres, écrire les mouvements sous la
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forme
les invariants métriques sont définis par
AiiF r:= ;j-iF, A,2F = ;j.2F;
ils se reproduisent multipliés par co^'uo^-, évidemment; supposés entiers, ils sont isobariqiies des poids f^^ et ji.2, et réciproquement. Pour les similitudes, dans le cas spécial, si A, = o, on a
un invariant métrique vérifie les équations
A,iF==|J,iF, AioF^^O, A22F=:|JL2F,
et se reproduit multiplié par co^'^colt'; supposé entier, c'est un semi-invariant, et réciproquement.
Enfin, pour les mouvements, avec A^ == o, toujours, on a
X-i = Ml x'i -h CO2 x[j, , 3^2= LOiX
les invariants métriques sont définis par
A11F-+- A22F = jj^iF, Ai2F=;j.2F,
et se reproduisent multipliés par
comme on le voit immédiatement en raisonnant comme au n^ 23. Pour ces formes canoniques, la grandeur du mouvement est donnée, dans le premier cas, par
œx' Cl>i -H- Cl>9 . XX' . COi — COo COS — : — = ; — ■> Sin . = l ^ I j
2im *-i/coiW2 ^/'^^ ^v/wia)2
dans le second cas, le rapport de similitude est—; dans le troisième cas, la £:randeur du mouvement est -t-tt — •
An. - I.
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138. Soient ^1, Xo^ ^3 trois variables pouvant prendre toutes les valeurs possibles : en associant ensemble trois valeurs déterminées quelconques JK^ , j)^2 7 JKs attribuées à ces trois variables, on peut définir un élément géométrique {y).
Si nous supposons que x^^ x^^ x^ restent toujours finies et ne s'annulent pas en même temps; si, de plus, nous supposons que deux éléments (^y) et (^) sont identiques lorsque les trois déterminants
(7^)1=72^3 — 73^2, (7-)2 = 732i — 71^3, (7^)3 = 71^2 — 72-ir que l'on peut tirer de la matrice (7^), c'est-à-dire
Zx z^ z^
sont nuls, et seulement dans ce cas, nous aurons ainsi défini un ensemble doublement infini et continu d'éléments [x) : à chaque
système de valeurs des rapports — ? — par exemple, correspond
un élément [x) et un seul; et réciproquement. JNous dirons, par suite, que ces éléments {x) remplissent un espace à deux dimensions, E.
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Les coordonnées de l'élément (jk) sont pj^^ , PJK2? pjKs? p élant une quantité quelconque finie et non nulle. Les éléments particuliers Oi, O2, O3, qui correspondent respectivement aux hypothèses ^2 = ^3= O7 -^3 =: ^^ r=: o, ^^ = ^o = ^ -, sont Ics éléments fondamentaux ou éléments de référence.
139. Une forme linéaire par rapport aux variables (^'), soit ^^ j;^ 4_ ^2^2+ ^3-^3 7 oi^i pour abréger (^|^), définit, quand on l'égale à zéro, une série simplement infinie d'éléments (^), dont les coordonnées vérifient l'équation (^ | ^) = o.
Une telle série est définie par les rapports des quantités (^), qui se comportent à son égard absolument comme les coordonnées (^) à l'égard de l'élément (^). Ces séries sont des éléments géométriques nouveaux résultant des premiers et dont les (^) sont les coordonnées. Nous dirons de ces éléments (^) qu'ils sont de seconde espèce par opposition aux éléments (^), qui seront de première espèce. Ces deux sortes d'éléments remplissent le même espace E.
La s^^métrie de l'équation (^|^)=:o montre que les (^) jouent le même rôle par rapport aux (Ç) que ceux-ci par rapport aux (^). (^|^)==:o est Vécjuatlon de l'élément (^) donné, en ce sens qu'elle définit les éléments (^) variables qui constituent ce (^); c'est aussi bien Véciuation de l'élément {x) donné, en ce sens qu'elle définit les éléments (^) variables dont l'ensemble constitue cet {x).
Nous dirons de deux éléments (^x) et(^) vérifiant la condition (^ |^)==:o qu'ils se contiennent l'un l'autre, ou qu'ils appartiennent l'un à l'autre.
Gomme précédemment, nous affecterons les lettres latines aux éléments de première espèce, les lettres grecques aux éléments de seconde espèce.
Sans aller plus loin, voici des exemples tirés de la Géométrie ordinaire auxquels on peut appliquer ce que nous venons de dii^e. Si l'espace E est un plan, on peut prendre pour éléments de première espèce les points ou les droites de ce plan; les éléments d'espèce opposée sont les droites ou les points de ce plan. Si l'espace E est un point, on peut prendre pour élément de première espèce les plans ou les droites qui passent par ce point; les
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éléments d'espèce opposée sont les droites ou les plans de ce point. On peut encore considérer les (x) comme définissant les coniques d'un réseau; alors aux (^) correspondent les faisceaux contenus dans ce réseau, etc.
140. Un élément (i) est défini par deux éléments (y) et (z) distincts. Si (x) est un élément de (c), on a
(07yz)=--
ou ce qui revient au même
Xi Xi x.i
Si Zi ^;5
L'équation de (^) étant (^xyz)^=: o, on peut écrire
OU, pour abréger, (^ = ),, r -|- }ws); réciproquement, un tel élément {x) appartient à l'élément (^) défini par (j) et {z)^ et qui peut se représenter par {yz-).
On peut par suite considérer (ç) comme un espace à une dimension, rempli par des éléments géométriques [x) dont les coordonnées sont les (1); les éléments fondamentaux y sont {y)
Tout ce que nous venons de dire peut être répété sans peine en échangeant les éléments des deux espèces : il est inutile de Je faire explicitement. C'est là d'ailleurs une remarque faite une fois pour toutes, et qui s'appliquera à tout ce qui suit.
Les éléments fondamentaux de seconde espèce Ù^ ,02,03 correspondent respectivement aux hypothèses ^2 = ?3== O5 ^3=^1 = o, ^, = ^o = o. D'après ce qui précède, on voit que 0^ et (O2O3) sont un seul et même élément; il en est de même de O, et (O2O3).
L'ensemble 0^02 03 est une suite de trois éléments ou suite triple de première espèce; l'ensemble 0, O2O3 est une suite triple de deuxième espèce : ces deux suites sont équivalentes.
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En général, si l'on se donne une suite de première espèce O^ , O2, 0;j, . . . , O/^, composée de n éléments, pris dans l'ordre indiqué j on en déduit une suite équivalente de seconde espèce, composée des éléments (0,Oo), (OoO,), (O3O,), .^., (0„_i O,,), (0„0,).
Une forme ternaire se définit comme au n" 4; on écrira
en gardant les mêmes notations
y ^Pl V'- ^^' V^' \"^ V'I' ^"^1 ?'^- ^'^■^
P\^ Pli />3? par exemple, sont trois entiers non négatifs dont la somme est /?.
Nous pouvons répéter ici, presque mot pour mot, ce que nous avons dit au Livre I après avoir défini les formes binaires : les changements à faire sont pour ainsi dire évidents. Nous nous contenterons donc d'insister sur quelques points particuliers.
Si une forme / ne contient qu'une seule série de variables, l'équation /*= o définit un ensemble simplement infini d'éléments (^x) ou (^) suivant le cas, dont nous dirons qu'ils forment une série de première ou de seconde espèce.
Si / est de degré p par rapport aux variables, la série corres-
pondante est dite de degré/) : son équation contient —
coefficients, et par suite elle est déterminée au point de vue géo-
métrique par la condition de contenir -^ — i éléments
donnés d'une façon quelconque.
Une série linéaire de première ou de seconde espèce est un élément de seconde ou de première espèce.
Les définitions relatives an poids subsistent entièrement, mais il faut distinguer un poids par rapport à chacun des trois indices
142. Une forme / telle que a^v ne peut pas se mettre en général sous la forme d'un produit de facteurs linéaires.
Dans certains cas, cependant, cette décomposition est possible, de sorte que l'on peut écrire
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alors on a des relations telles que
^Pi ^p-: ^ps
Les premiers membres de ces relations sont les fonctions symétriques fondamentales des coordonnées des p éléments de seconde espèce (a^^'^) dont l'ensemble est défini par l'équation /=:: o. Toute fonction symétrique de ces coordonnées, entière et homogène de même degré m par rapport aux divers systèmes (c/M^)^ peut s'exprimer en fonction entière des (a) ou, ce qui revient au même, des fonctions symétriques fondamentales. Gomme au n° 8, il suffit de le montrer pour les fonctions de la forme
où l'on a 7712 + 7^3 == 771.
Si alors, dans/, nous faisons ^^î^X^To, on obtient une forme binaire égale au produit n[aj/^^i -^ (^'j^+ ).aîj^)^2]- Si pour cette forme on calcule la fonction symétrique
P le coefficient de p — 'p — )."^3 dans cette expression sera évidemment
la valeur de la fonction considérée.
En généra], une fonction symétrique du degré m par rapport à chaque système (a^^^) sera du degré tti par rapport auK coefficients (a); elle sera de plus isobarique par rapport à chaque indice, et de poids facile à calculer.
143, La considération des polaires conduit en particulier à définir, pour une forme /= a^p et un élément donné (j^), une série dont l'équation est a^/;-A^.'/= o, et qui est dite la A^^'"^^ polaire de (y)] elle est de degré/? — h, Si(^) appartient à la A'*""^^ polaire de (jk), Inversement (y) appartient à la (/> — /z)'"'"'*^ polaire de {x).
La (p — lyème polaire de (y) est une série linéaire.
II. — Les substitutions linéaires et les invariants
144. Transformons un système ternaire S, comme nous avons transformé au n° 11 un système binaire, par une substitution
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linéaire a-, de façon à introduire de nouvelles variables (.r^), . . définies par
^3= Àsi^'l H- X32'^2-^ ^^33^'3 ;
Le déterminant S de cette substitution est supposé essentiellement différent de zéro, de façon que l'on puisse écrire inversement, en appelant ui// le coefficient de X/y dans le déterminant o :
Oa;\ — ^^.^Xi-+- [i.2 1-2:^2-^ [J-31^3, 0:27 2—-- [-'- 1 2 "3^ 1 ~^~ [-'-2 2'^2~'~ p-SS-^Sj
Une forme linéaire {ç,\x) devient par cette substitution (ç^l œ^)^ et, supposant ces deux formes identiques, on a pour définir
les(i')'
OU inversement
0;i = {^-liç'i -^ [J-i2^2+ 1^-13$3' 0Ç2= [J-21^i-i- [^22^2+ ^23^3^ 0Ç3= f^-3i^'l + [^32^2+ î^-33^3'
Les variables de seconde espèce sont donc transformées par la substitution transposée de celle faite sur les (^); le déterminant
de cette substitution est -.^ •
Les généralités indiquées à propos de la transformation des systèmes binaires subsistent ici entièrement, à quelques modifications évidentes près.
Les P relations qui existent entre les éléments du système S et les éléments du système transformé S' sont toujours faciles à former : ces relations dépendent d'ailleurs des neuf coefficients (X) de la substitution cr ; elles appellent les mêmes remarques qu'au n^ 12. On voit de même que l'ensemble des transformations cr forme un groupe à neuf paramètres, fini et continu : deux substitutions a- successives se composent d'ailleurs comme dans le domaine binaire.
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Les substitulions a- peuvent être interprétées, au point de vue géométrique, exactement comme au n'^ 13 : elles définissent soit des changements de coordonnées, soit des homographies entre des espaces distincts ou coïncidants. Au point de vue géométrique, une substitution o- ne dépend d'ailleurs que de huit paramètres, de sorte qu'une homographie par exemple est déterminée par la connaissance de quatre couples d'éléments correspondants.
145. Il existe pour le système S et les transformations a- des invariants absolus que l'on peut choisir indépendants en nombre P — p^ p étant un nombre en général égal à 9, mais qui peut être inférieur à 9 et qui est déterminé par la considération des déterminants tirés d'une matrice analogue à la matrice M du n° 17.
Ces invariants absolus peuvent être choisis rationnels par rapport aux P éléments du système S, ce que nous ferons toujours. Les invariants absolus géométriques se définissent et s'interprètent comme au n^ 19.
Le groupe des transformations o- contient neuf groupes particuliers à un seul paramètre, définis par les substitutions des deux types suivants :
ces groupes sont engendrés parles substitutions infinitésimales du groupe total, et engendrent eux-mêmes ce groupe.
On en déduit que les invariants absolus du système S sont les solutions du système des neuf équations aux dérivées partielles linéaires et homogènes A/yF = o, où l'on trouve facilement
-+-(Pl H-^i H- • . • — 't^x — pi — • . ')<^pi,pi,p.i;...;TCi,'K.2.r..y,
Ai2F(e) = — ^2 ^—•..H-^ ^H-..- ÔF ' ^
-f- -T- [P2<^p,-i-i,p.-l,p,;. . .■,'K„'K.,TZ,;. . . -+- • • •
PuPi^Pa'j- • •','^\>'^-2r''^a'>- • •
— TTi <^pi,p.2,p3; . . . ;7li— 1,712+1,713; . .. — ...J-1-....
Ces neuf équations se réduisent à p distinctes, formant un sys-
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Lème complet; on vérifie aisément les identités des types suivants, où les indices ^', y , k désignent des nombres différents
Aa-A,-yF-A/yA,7F = A,-yF,
A.vAy.-F — A,7A.,-F=.-Ay,-F,
A/^Ay^F- A,^A^,F=:o,
A,yAy, F - Ay, A/y F = A,, F - AyyF,
A/yA/A- F — A,7, A/yF = o,
Ay/A/,,- F — A/,/ Ay/F = o,
A,-yAA,-F-A/,,-A/yF=:-AAyF.
146. Le système S admet aussi des invariants proprement dits, qui se reproduisent à une fonction près des seuls coefficients (X). Ils vérifient les équations
A,7F== ;j.F, A/yF=o,
et se reproduisent à Sh- près.
On peat former un système fondamental d'invariants entiers, par rapport aux éléments du système S; ils sont en nombre P — /) + I , sauf exception évidente.
Un invariant non absolu peut toujours être supposé entier et homogène des degrés /r, /,..., x, )^, ..., n, /2^, ... , par rapport aux diverses séries de variables (^), (j/)? • . . , (?), ('/l), . . . , et de coefficients (a), (&), . . . qui constituent le système S. Si ces coefficients sont ceux des formesy=<2^p^.y ^a.^? , ^'=z=^^^,,^,/. ^v-^p- , ...^ et, si [k est l'ordre de l'invariant considéré, on a la relation
3 (JL = (/» -4- ^ H- . . . 71 — p . . . ) 7i
-\-(p' -+■ q' -h . . . — tu' — p' — . . . ) fi' -+-...— /c — /—... -h X + X + ... ..
Les invariants non absolus peuvent être pris pour les invariants absolus du groupe particulier formé par les substitutions a- dont le déterminant est égal à i .
Un invariant entier est isobarique et de poids [a par rapport à chaque indice; il est droit ou gauche suivant que ik est pair ou impair; si l'on permute deux indices, il se multiplie par ( — 1)(^.
Le théorème de Gordan relatif à l'existence des systèmes complets d'invariants subsiste dans le domaine ternaire.
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Les invariaDts s'interprètent au point de vue géométrique comme au n° 30.
Les théorèmes généraux des n"^ 31 et 32 subsistent sans modification.
147. Si Fon considère un invariant d'ordre [i. du système S, F = A^AyZ ^x..^x ^ ses coefficients vérifient, comme au n° 33, d'importantes relations faciles à former. Regardons-le comme ne dépendant que des trois séries de variables (^), (y), (s), et soit
le coefficient A/, 0 0 o,/,o;o,o,7«5 des poids respectifs [i- + A-, [^. + /, m.4-/??, par rapport aux indices i, 2, 3 est la source de l'invariant F; car l'application des opérations A/y à ce coefficient permet aisément d'en tirer tous les autres.
Si deux tels invariants ont même source A, des poids respectifs P^, P2, P;3, ils coïncident s'ils sont des mêmes degrés; sinon, ils ne diffèrent que j)ar une puissance de l'invariant évident (^xyz^^ car on a simplement
[X -f- /{• — 1^1, p. -J- / — Pg, \x H- m — 1^3.
Soit A une fonction entière quelconque, isobarique des poids respectifs Pi, P2, P3, dépendant des éléments du système S autres que les (^), les (jk) et les {z). Si on lui applique les opérations A^3 et A03 plusieurs fois de suite dans un ordre quelconque, on finit nécessairement par tomber sur des résultats nuls; si m est le plus petit nombre tel que les quantités A^gAfgA, où p -I- ^ = m + 1, soient toutes nulles simultanément, A est la source d'un invariant dont l'ordre et les degrés sont déterminés par les relations précédemment écrites, m recevant la valeur que l'on vient de trouver, et cet invariant n'est pas divisible par {^xyz^.
On calculera d'abord les coefficients Ayr,oo;o,/,o;;«„7;72,7H3 P^^^ l'application des opérations Ai 3 et A23. On pourra ainsi former le coefficient de x\y\ dans l'invariant cherché; ce sera une fonction isobarique des poids \k-\- k^ [ji + / et [j., qui vérifiera évidemment les équations A^3F=:o, A23F = o, ces opérations s'appliquant aussi aux (5); on en déduit sans peine que Ton a /r^o, /^o, comme au n° 34.
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Cette fonction 23eut être considérée comme la source de l'invariant cherché, quand on le regarde comme ne dépendant que des (œ) et des (y); elle permet d'j calculer le coefficient de ^J^, qui sera une fonction isoLarique des poids [Ji + A", [x et [Ji, et qui vérifiera les équations AjgF = o, A03F = o, A, 2F = o, A32F =: o, les opérations s'appliquant aux (y) et aux (s) ; le calcul est possible comme au n° 34.
Enfin ce coefficient 23eut être considéré comme la source de l'invariant cherché, regardé comme fonction des [ce) seuls; et le calcul est possible.
Nous n'insisterons pas davantage sur les nombreuses propositions particulières que l'on peut tirer de ce qui précède. Nous remarquerons seulement qu'on pourrait étendre facilement ce que nous venons de dire au cas où l'on considérerait des invariants F de la forme Aj^.^y.; il suffît en effet de remplacer les (^) par les déterminants de la matrice (yz) pour être ramené au cas précédent.
La source J^k,o,o;-ii,o,o d'un tel invariant vérifie les équations Ao3F = o, A32F==o, et l'on a P2 = P3 ; la réciproque est vraie.
148. Si l'on considère une fonction entière G des éléments du système S, isobarique des poids P^ , P2, P3, l'opération Aij appliquée successivement à cette fonction conduit toujours à un résultat nul; on en déduit, comme nous l'avons déjà dit, que si l'on a A/yG = o, on a P/^ Py, comme au n^ 34; en particulier si P^■= Py, on a aussi A// G = o.
Si l'on a à la fois AjoG = o, A23G = o, on en tire, à cause des identités qui existent entre les opérations A/y, A13G = o.
Les fonctions G qui vérifient les deux équations A^2G=o, A23G=o sont dites semi-inçaria rites ; ce sont des invariants pour les substitutions définies par Xoi = ^31 = ^32= o ; elles se reproduisent multipliées par A^', A^'oA^J^. Si l'on a P^ = P2=P3, G est un invariant proprement dit du système S, d'après les remarques faites plus haut.
149. Enfin nous remarquerons que les notions relatives aux systèmes invariants, aux invariants multiples et en particulier aux combinants, s'étendent sans modification aux systèmes ternaires.
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ÏIÏ. — Les formations invariantes générales.
150. Gomme dans le domaine binaire, les polaires sont des invariants. De même, ce que nous avons dit alors des invariants comme combinaisons de systèmes invariants subsiste et les principaux systèmes invariants s'obtiennent sans peine.
Si Ton se donne deux formes /= ctocv^ ^ = [3^^^ d'espèce différente, on en déduit, comme au n° 43, l'invariant
p—h '^TZ—h
la puissance qui figure au second membre étant symbolique.
De même les trois formes de même espèce y, g^ A", des degrés /?, p' ^ p^\ donnent lieu à l'invariant
p—li l p'—li ^ p"—h
Py
à^ df^ dl
dxi àx=i dxz
àk dk dk
dxi dx^ dx^
dg dg- dg
dxi dx2 àx^
la puissance qui figure au second membre étant symbolique.
De même encore si /"dépendait des (x), des [y) et des (s), on aurait l'invariant
dxidy^dz2, dx^dy^dzi
dx^ dfi àz^
àxidf-^dzi dx^dyidz^ dx^âz^àji
De même aussi les invariants K et J se généralisent et s'appliquent encore.au cas où les formes contiennent plusieurs groupes de variables.
151. L'invariant J (/, g, /z), où l'on supprime l'indice i, est le
jacobien des formes/, g^ h\ si l'on pose/i = au n° 46, on a
p âxi
. , comme
Hf,.^,h) =
Si ^2 SS
hi Ju_ Ih
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C'est aussi le déterminant fonctionnel de formes /, g^ h ; il est nul identiquement dès qu'il existe une relation entre ces formes, et réciproquement.
Si /, g^ h sont des mêmes degrés, leur jacobien est évidemment un combinant.
Si les formes /, g^ h admettent en commun l'élément [x)^ leur jacobien admet aussi cet élément; si de plus les degrés de/, g^ h sont égaux, les dérivées partielles du jacobien admettent elles-mêmes cet élément.
La condition 3 (/, g^ A) = o exprime que les (/? — lyèmes polaires de [x) par rapport aux séries y, gj h ont un élément commun.
On a aussi, en particulier,
iHf,f,.f)=6
/il /l2 /l3 y 12 /22 /23 /l3 f-U /33
Ce déterminant est le hessien de/. Nous le rencontrerons plus loin .
152. On exprimera comme au n^'SO que n formes quelconques semblables renfermant chacune n coefficients sont liées par une relation linéaire à coefficients constants.
Si le nombre des formes données est inférieur au nombre des coefficients, on peut écrire que ces formes sont liées par une relation linéaire, en écrivant qu'il en est ainsi de l'ensemble des formes données et d'autant de formes semblables arbitraires qu'il y a d'unités dans la différence entre le nombre des coefficients et le nombre des formes données.
Mais on ne peut plus, en général, comme dans la géométrie binaire, remplacer cette condition par une autre plus simple, en introduisant une seule forme auxiliaire, et cela ^onr plusieurs raisons.
En effet, si nous supposons données q formes semblables à une seule série de variables, / , /2, . . • , /^, de degré /?, dépendant par
suite chacune de — -^ coefficients, et si »- est une forme
arbitraire de degré p — r, de sorte qu'il existe — ^-^-^ —
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formes telles que x'\' x\;- x'I^ g ^ la somme /^ + To + ''3 étant égale à r, on ne pourra pas en général déterminer le nombre r de façon
à avoir
De plus, si cette détermination est possible, on obtient bien un invariant qui est nul lorsque les formes données sont liées par une relation linéaire; mais la réciproque n'est pas toujours vraie. Considérons, par exemple, le cas de/? = 2, ^ = 3; on peut alors prendre r = i; mais, si Ton a la relation
Xl/l-f-X2/2-f-X3/3-+-(>^^.^l-^>^5^2^->^6^3)^ := O,
g étant une forme linéaire quelconque, on ne peut en déduire que/, ,/2)/3 sont liées par une relation linéaire : cette identité est en effet vérifiée si/,/'^,/^ ont un facteur linéaire commun.
Si q est de la forme ^^ — -^ et si les formes// sont liées
par une relation linéaire, le déterminant de leurs dérivées partielles semblables d'ordre h est un invariant nul; mais, comme précédemment, la réciproque n'est pas toujours vraie. Toutefois, les invariants obtenus de l'une ou l'autre de ces façons sont intéressants dans bien des cas. Considérons par exemple les dérivées
partielles d'ordre A, h étant au plus égal à -? de la forme/; elles
sont en nombre -^ -^ ~ et de degré p — A, de sorte qu'elles
contiennent chacune '-^ coeiticients. hn leur
appliquant ce qui a été dit en dernier lieu, on obtient un invariant analogue au déterminant A^ du n^51. Si h == fj on a déplus
(/> — /iH- I ) (/> — A -]- 2 ) (7i -H I K A -f- -2 ) _
etj en appliquant ce qui a été dit d'abord, on obtient un invariant proprement dit dont l'évanouissement exprime la dépendance
linéaire des dérivées partielles d'ordre — d'une forme de degré
pair/). Si enfin l'on applique ce résultat particulier à la polaire
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d'ordre ih de /par rapport aux {x) remplacés par les ( r), considérée comme fonction des (j-), on retrouve l'invariant analogue au déterminant A^ du n° 51.
153. Si, enfin, il faut exprimer que q formes données sont liées par r relations linéaires distinctes, on pourra procéder comme au n"" 52, et obtenir des invariants multiples se rapportant en général à une forme à deux séries de variables, les unes ternaires, les autres binaires, et à des formes auxiliaires; dans certains cas particuliers, ces invariants pourront aussi se rapporter à une forme à deux séries de variables ternaires, et aux formes auxiliaires. C'est ainsi que trois formes quadratiques
/"i = ax^~ aii.2^f H-. . .-î- 2 «^23 ^2 •^3 + - • • 1
Z^— 6^.2= ^ii^f + . . .-+- 9.^23 ^2 3^3 +• . . , /3= Cx^. ^ CxxX\ +. . .+ 2023^-^2^3 +• • •
seront liées par deux relations linéaires si l'on a, en introduisant les formes auxiliaires <:/^î, e^^, gx^-i f^x'^ et les variables binaires X,, \2 de seconde espèce,
<^îi '^^'22 f^rà <^-n <^3i <^^i2 ^^1
bii ... 2X1X2
Cil •• ^^2
dxi o
en o
/in ^^
et ce déterminant est un invariant multiple pour les formes auxiliaires, les (X) et la forme composée
les (/) étant des variables binaires de première espèce.
On peut aussi introduire des variables ternaires [y) et ('/]) et
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ï. — Les invariants des systèmes linéaires.
154. Un système linéaire est un système S composé uniquement de variables isolées et de formes linéaires. L'élude d'un tel système revient à celle d'un système composé uniquement de variables des deux espèces, évidemment.
Soit donc un système composé de m séries de variables de première espèce (.z?), (jk), (s), i^t)^ . . . , et de /^ séries de variables de seconde espèce (^), (r^), iXS) (9), ....
Les invariants du système sont les déterminants tels que {^xyz^ ou (i'/^t^), et les quantités telles que (i|^) : ils forment, comme nous allons le faire voir, un système complet.
Entre ces invariants existent des relations, car 3/71 H- 3/i- — 8 d'entre eux seulement sont indépendants : on peut choisir pour ceux-là
i^xyz),
Kï^t)-^
(yzu). ..
{zxt),
{zxu),
ixyt).
ixyu),
(Ujk
en \y)-
(CIr)- ••
On obtient alors les antres par les relations des types suivants
{xyz){xtu) :
(xyt) (xyii) {xzt) ixzii)
( xyz ) - ( tuv ) -- : ( zxt) ( zxii ) ( zxv )
i {^yt) i^yu) i^y^)
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(:rjz)(^|0- {y^t)a\x)-^{zxt)a\y)^{xyt)a\z),.
(^1^) (?|7) (çN)
(^T-)(^0O- ('Ol^) (^Ir) ('Ol^)
I (Cl^) (CI-) (?|^)
155. Pour faire voir que les invariants des types [xyz)^ (^'^Q? (^ I x)^ forment nn système complet, nous allons montrer que plus généralement tout semi-invariant du système S, des poids respectifs P^, P2, P3, est une fonction entière des déterminants tels cj[ue {xyz) ou {\'r\C^)^ des déterminants tels que (^Jk)i ou(^r))3, des variables telles que X3 ou ^^, et des fonctions telles que (^|^), chaque terme contenant Po — P3 facteurs tels que x^ ou (?ïi)3, Pi — P2 facteurs tels que {xy)^ ou ^j. Ce théorème, dont la réciproque est évidente, contient le proposé, puisque pour un invariant on a Pi = P2 = P3 .
Gomme au n° 55, il suffît de démontrer la proposition énoncée pour un semi-invariant linéaire par rapport aux diverses séries de variables; elle est manifestement vraie pour le système formé par les [x) seuls, car alors le seul semi-invariant linéaire est x^. Supposons donc le théorème vrai pour les variables {y)^ (^), (^), . . . , (Ç), (tj), (Q, ... et démontrons qu'il l'est encore si l'on adjoint à ces variables les {x). Le semi-invariant considéré est de la forme A^ x^ + Ao^2-f- A.3^3 ; si A, = Ao = o, A3 est un semiinvariant du système primitif, et le théorème est démontré.
Si A^ := o, sans que Ao soit nul, l'hypothèse faite montre que Ao est un semi-invarianl du système primitif, des poids P^ , P2 -H i , P3; on peut écrire
les facteurs affectés de l'indice 3 étant en nombre P2 — P3 + i . S'il existe un facteur tel que ('3, on écrira
k.x^^r- AsX;=:^y.(yzt) . . . (^oO . . . (0 I ^0 • • . (^^')i • • • ('/^^Os . . . ((^5)1 . . . ;j.i -i~B,x-s,
et l'on sera ramené au cas précédent en remarquant que le premier terme du second membre est un semi-invariant 230ur lequel le théorème est vérifié. De même, s'il existe un facteur tel que (xX)3, on pourra écrire
A,x,^^A,Xs=::I.7.(yzl)...r^rX).-Anu)...i>,...\y.,0^\x)-l,(^^^^
et les conclusions sont les mêmes.
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Si enfin A^ n'est pas nul, un raisonnement tout semblable ramène aux cas précédents.
On raisonnera de même si l'on suppose le théorème vrai pour les variables (x), {y)i (^)? • - • ? ('l)? (K), • • • et que l'on adjoigne à ce système les variables (^).
Gomme conséquence particulière du théorème que nous venons de démontrer, remarquons que si une forme f est décomposable en facteurs linéaires, de sorte que /= II(a^^- | ^), tout invariant de f et des variables (^), . . ., (^), . . . s'exprimera en fonction entière des invariants tels que (œyz)^ (^|^), (Ç'/iÇ), (a^^'^ | ^)^ (a^^^^T)), (a^^^a^^'^ ç), (a^^^ a^^'^a^^^), symétriquement par rapport aux (a^^^); et réciproquement.
156. La signification géométrique des conditions obtenues en égalant à zéro les invariants des types (xyz)^ (^'lO? (^1^)? ^^' évidente.
Le système linéaire S admet aussi des invariants absolus géo-
métriques tels que )ir\ — ' - ? ou ; -^ \\ , •• •• Leur siernili-
cation résultera de ce qui suit.
II. — Les faisceaux d'éléments
157, Nous avons déjà vu qu'un élément (^) par exemple, déterminé par [y) et (^), pouvait être regardé comme un espace à une dimension, rempli parles éléments {x^=z\,^y -^\.^z)^ pour lesquels on peut envisager les Çk) comme des coordonnées binaires.
On dit de ces éléments (^) qu'ils forment wyl faisceau.
Quatre de ces éléments, de coordonnées binaires (1), (m), (v ),
(p), ont un rapport anharmonique tel que (lp.vp) =r- ^ ' \( {' q^i'
ne change pas quand on change les éléments fondamentaux [y) et (^) de l'espace (^), ou que l'on fait une substitution linéaire sur les variables ternaires; etc. Ainsi est défini ce que l'on doit entendre par rapport anharmonique de quatre éléments de même espèce, appartenant à un même élément d'espèce opposée.
Soient [y)^ [z)^ (^), [u) quatre éléments de première espèce
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alignés, c'est-à-dire appartenant à un même élément de seconde espèce (^); soit [x) un cinquième élément de première espèce n'appartenant pas à (^), et considérons les quatre éléments de seconde espèce {ocy)^ {^^)i {^i)i {ocu). Lear rapport anharmoniqiie est égal au rapport anharmonique correspondant des éléments {y)-) (^), {t)^ (u) : en effet, si (y) étant quelconque sur (^), on lui fait correspondre {xy), on met ainsi les deux espaces (œ) t (^) en correspondance homographique : c'est pour ainsi dire jvident, et d'ailleurs on peut remarquer que si les coordonnées de (y) sont (X^ (^ -{- X2(p), (i^) et (^çv) étant deux éléments fixes le (i), celles de (xy) sont précisément ["X^ (œ^^) -f- ).2(^^)]-
Cette correspondance liomograpliique particulière entre les espaces (x) et (^) déterminés par deux éléments d'espèce opposée, ([ui est telle que chaque élément de l'un contient son correspondant dans l'autre, est dite homologie. De ce qui précède on
, . ,,. . -, T (xyt)(xzu) 1
conclut sans peme que 1 invariant absolu — — :- — -r des cinq
séries de variables (^), (y), (^), (^), (u)^ quelconques, est égal au rapport anharmonique des quatre éléments {xy)y {^z), {oùt)^
(xii): de même l'invariant absolu -,^. — , ^ , , est éa^al au rapport
^ ^' (^|JK)('^|^) ^ ^ ^^
anharmonique [xy^^-f]) des deux éléments (^), [y) associés aux éléments de même espèce déterminés par {xy) et (i), (ri) successivement.
Le rapport de deux coordonnées — est égal au rapport anharmonique (^002^3)5 en désignant par O l'élément de coordonnées (i , 1 , i).
15<S. Considérons deux faisceaux différents de même espèce, par exemple Çk\y -\~^'iz) et {ik^t -\~ ^^^u)] ils seront homographiques s'il existe entre les ().) et les ([jl) une relation bilinéaire. Pour simplifier on peut supposer les [\k) égaux aux Çk)^ l'homographie n'étant pas singulière. Alors, si (^) est un élément qui contient deux éléments correspondants des deux faisceaux, on a
Ml\r) - >--(? 1^) = o, M\ 1 1) + Ml \u) = o-
éliminant les ().), on voit que le lieu géométrique de ces
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éléments (^) est la série quadratique de seconde espèce
En particularisant les coordonnées, on voit sans peine que cette série se décompose dans l'unique cas où Félément commun à (y^) et à (tu) se correspond à lui-même dans les deux faisceaux ; alors tons les éléments (^) contiennent un élément {x) fixe; on dit que les deux faisceaux sont homoiogiques; ils sont eux-mêmes homologiques à l'espace (x)^ considéré comme rempli par les éléments correspondants (^).
Nous avons énoncé et démontré dans ce paragraphe, d'une façon générale, des théorèmes bien connus de Géométrie ordinaire.
On pourrait aisément retrouver de la même façon les propriétés projectives des transversales dans le triangle, du cpadrilatère complet, des polaires relatives aux angles, des polygones dont les côtés passent par des points donnés, tandis que les sommets se déplacent sur des droites données; etc., etc. Il suffit de donner ces indications; traiter ces questions en détail nous écarterait trop du but poursuivi.
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I. - Les éléments communs à deux séries
189. Soient deux formes^ à une seule série de variables et de même espèce, /*= cCxP-, g -~ b^v^ définissant deux séries de première espèce, des degrés /> et p' . Ces deux séries ont des éléments communs, que l'on peut déterminer de la façon suivante. Considérons un élément {\) quelconque, et cherchons la condition pour qu'il contienne un élément commun à /et à ^ ,• àe{\\x) == o on tire
portant dans /et g^ puis éliminant x^ et ^3 entre les deux formes binaires par rapport à ces variables ainsi obtenues, on obtient un résultant de degré '^pp' par rapport aux (i), qui, égalé à zéro, exprime la condition cherchée; toutefois cela n'est vrai que si l'on a ^, ;:^o; si ^^:r=ro, les équations entre lesquelles on a éliminé X2 et ^3 contiennent l'une /> fois, l'autre /?' fois le facteur commun i2'^2+i3^3, ^^ d'après un raisonnement connu, le résultant trouvé plus haut contient le facteur ^^^'; si on l'en débarrasse, il reste une forme ^, de deuxième espèce, des degrés pp' ^ p' et p par rapport aux (^), aux [a) et aux (^), dont l'évanouissement est la condition cherchée sans facteur étranger. Il est évident que cette forme y, que nous dirons équivalente à l'ensemble (/, g)^ est décomposable en pp' facteurs linéaires, d'après la façon dont on l'a obtenue.
Les séries/ et g ont donc pp' éléments communs dont y = o est l'équation : ces éléments peuvent être confondus en tout ou en partie; si un même facteur (^ \y) figure q fois dans y, on dit que
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(y) est commun q fois à /et à g\ Si y est une forme nalle identiquement, les séries /'et g ont une infinité d'éléments communs : elles sont donc identiques, ou bien l'une des formes/ g au moins est décomposable, et admet l'autre ou un facteur de l'autre en facteur.
La forme y est un invariant, manifestement.
Si l'on a
on voit qu'une fonction symétrique des éléments communs (a^^^) à /'et g^ entière et homogène de même degré 77t par rapport aux divers systèmes (a^^^), s'exprimera comme une fonction entière des coefficients (a) et (b) de /et de g^ des degrés respectifs mp'
et 772p.
160. Supposons la forme / donnée, et regardons les coefficients g de (b) comme variables-, à chaque système de valeurs des (b) correspond un ensemble de /?/>^ éléments (^) communs à/ et à g : nous allons rechercher si ces pp^ éléments peuvent être pris arbitrairement, appartenant à /
Supposons d'' Sihord p'^p] pour définir les éléments communs à / et à g^ nous pouvons remplacer g par g '- A/ h étant une forme quelconque de degré />^ — /j par rapport aux (^); par suite, le système des pp' éléments communs à / et à o- dépend au plus de
paramètres ; ce nombre est égal o^pp' ~ ? de sorte que
le système d'éléments considéré ne dépend que de ce nombre de paramètres au plus, et que -^ au moins de ces éléments sont déterminés par les autres. Il est facile de voir qu'il n'y en a pas davantage 5 en effet, les séries g qui contiennent
pp' — ^ -^ éléments appartenant à/ dépendent linéai-
rement de -^ -^ —pp~t -^ -paramètres homo-
gènes, et, ce nombre étant supérieur a ^— -^"^ -y il eu
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résulte que les formes g considérées ne sont pas toutes composées
comme /A; en d'autres termes, elles ne contiennent pas toutes/*
en facteur.
Si l'on a p' <Z P) on voit tout de SLiite que, parmi les pp' éléments
communs a / et a g^ il j en a ^— ^^— ^ — ^- qui sont détermines
parles autres ; ce nombre coïncide avec le précédent pour/>^ = /? — i Ql p' := p — 'l.
161. Soit une série h ~~ c,.y>, de degré jf^ assujettie à contenir les ^/?^ éléments communs à /et h. g] et montrons d'abord que ces conditions sont distinctes dès cjuel'on d-p'^^.p -h p' — 2. Pour cela, il suffit de faire voir que l'on peut trouver une série h de degré p'\ contenant tous les éléments communs à/età^\, sauf un; si celui-ci correspond à ^o = -^3 = o, on peut écrire
./ =^ ^2/2^-^3/3, g- = ^2^2-i- ^■àê'-s,
fi 6t/3, g^ et ^'3 étant des formes des degrés p - - \ , p^ — \ ] alors il est clair que la forme /2 ^'3 — f'^gi-, de degré p H-/?^ — 2, contient tous les éléments communs à/ et à g^ sauf celui mis à part.
Si alors la forme h de degré p" ^ p ^ p' — 2 contient tous les éléments communs à / et g^ formons la combinaison h^-=.h — ffx — ggMf\ ^^ g\ étant des formes de degrés ^'^ — /?', p'^ — p-^ h^ contient comme h tous les éléments communs à / et à g] en disposant convenablement des coefficients arbitraires de /i et g^^ on peut réduire le nombre des paramètres homogènes dont dépend linéairement h^. En faisant attention aux relations qui résultent des identités telles q^ae fg ^=^ gf^ comme au n^ 116, ce nombre se réduit à
le dernier terme étant applicable encore lorsque p'^ est égal à p ~hp^ — i ou à /? i- p' — 2, puisque alors il s'annule.
Le nombre précédent est précisément /?/>^; donc Aj étant assujettie k pp^ conditions distinctes, il faut que cette forme soit nulle
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identiquement. Par suite, Ja forme h est nécessairement une combinaison telle quej^/", -\- gg^.
Ce théorème s'étend au cas où l'on a p^'<^p-\-p' — ^2. Supposons, en effet^ que h de degré quelconque />'^ contienne tous les éléments communs à /* et à g\ il en sera de même de hx^ par exemple^ si donc le théorème est vrai pour le degré p" ^ i, hx^ sera de la forme j^/*, ~\- gg^ ; ff^ ~i- gg^ contenant le facteur x^^ si Ton désigne par cp, cp^, J;, t];,, ce que deviennent les fonctions y, /^ , g^ gi^ quand on y fait Xi^=^o, il faut avoir identiquement cpcp^ + AA, = 0; comme p'^ est inférieur à p ~\- p — 2, ceci entraîne cû, = ^, = 0, et le théorème est démontré évidemment, en supposant toutefois c[ue les formes cp et J; en ^2 et ^.j n'ont pas de racines communes.
Bien entendu, ce théorème n'est vrai que d'une façon générale, si. l'on conserve aux coefficients àe f ei g tout leur degré d'arbitraire.
Si l'on prend p'^ .=1 p -V- p' — 2 — r, la forme f\f-\'g\g i^p" étant au moins égal au plus petit des nombres p el p') con-
1- r • {p — i^){p — 'f^ — i) , {p' — '')(/>' ~ ''-- i) tient linéairement —~^ ^ -h ^^ ^ paramètres homogènes; par suite la condition de contenir tous les éléments communs à /'et kg équivaut pour une série h de degré p'^
kpp' —^ ■ conditions simples : en d'autres termes, dès qu'une
telle série contient/?/»^ — -^ -• des éléments communs à/et à g,
elle contient les autres, en général. Une autre conséquence
du théorème démontré est ceile-ci : si deux séries / et h des degrés/? et /)^^(/);^/?'^) sont telles que pp' {p' '^i^p'^) àe leurs éléments communs appartiennent à la série g^ de degré />^, on peut écrire h ^=^ff^ 4- gg^^ et par suite les p{p" — p') autres éléments communs à/ et A, appartiennent à une série gs de degré p'^ — p' . Enfin, nous remarquerons que toutes les séries de degré p qui
ont ^-^^^^^-^"-^ — 2 éléments communs, ont/?- éléments communs, et par suite forment un faisceau; en effet, si l'une d'elles est fixe, les nouveaux éléments communs à celle-ci et à une autre quelconque sont complètement déterminés par ceux qui sont donnés.
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lî. — Le résultant de trois formes. — Le discriminant d'une forme.
162. Soient les trois formes /, g^ h, des degrés p^ p\ p' . Si Jes {aS^^^ sont les éléments communs à /et à g^ formons le produit nA(a>'^); cette fonction symétrique des (a^^^) s'expritnera en fonction entière des coefficients (a) et (5) de /et g^ sera respectivement des degrés /?'/>^^ ]^' P-) PP' V^^ rapport aux coefficients (a), (Z>), (c) des formes/, g, h,
La condition nécessaire ei suffisante pour que les formes/ g, h aient un élément commun est R--0, en appelant R ce produit. R est le résultant des formes /, g^ A; c'est un invariant d'ordre pp' p^' \ c'est un combinant de ces formes, quand elles sont de même degré.
Si h est le produit de deux formes A, et A2, le résultant de /. g, h est le produit du résultant de /, g, /z,, et de celui de/, g^ h^.
On obtiendrait tout aussi bien R en écrivant que /contient un élément commun à g et /z, ou que g contient un élément commun à/et/z.
J63. Considérons l'identité
où/^ , gi , /z, sont des formes des degrés p^ 4- p" — 2, p'^ -f- p — 9.,
Si/, gy h n'ont pas d'éléments communs, et si cette identité est vérifiée, il faut que h^ contienne tous les éléments communs à/ et g; donc h^ est de la forme f/2 — gg2^ f'2 et g^ étant des degrés/)' — 2 et /> — - 2. Comme au n" 118, on en déduit que l'identité proposée résulte simplement des identités telles que y^' = 5/déjà signalées.
D'autre part, si/, g^ h ont au moins un élément commun, on voit de même que l'on peut vérifier l'identité proposée par des valeurs autres que les précédentes.
La condition nécessaire et suffisante pour que/, g^ h aient un élément commun, est donc cj[ue l'on puisse vérifier l'identité
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par des valeurs autres que celles qui se présentent naturellement. En d'autres termes les formes cp
^z"/! xl'-x'^h /, ^7'i ^72 x^'^ s:\ œ1"^ x^f'^ ^'73 h,
OÙ q^-\- q.y-\~ q^^=z p' -{- p'^ — -'2, ..., et qui sont déjà liées par
2i ~ relations linéaires connues, doivent être liées encore
par une nouvelle relation linéaire.
Les formes sont en nombre 2Lk y et con-
1 (p -^ p' -i- p")(p -h p'-+- p"-~i) ^ 1 i-rp'
tiennent chacune ' J-^^^ri — éi n termes : la aiile-
rence entre le nombre précédent et celui-ci est précisément
On prendra donc ~ — IL^-ILhR — P ' ^ des formes cp, et
l'on écrira le déterminant R^ de leurs coefficients, déterminant que l'on peut supposer non nul, par un choix convenable des /'ormes considérées. Ecrivant alors les relations connues entre les formes co, et appelant R2 le déterminant des formes non choisies tout à l'heure dans ces relations, on voit comme au n° 118
que R est précisément le quotient ~ des déterminants Rj et R2?
qui sont respectivement des ordres ^ '
et 5j^"^ ^ nombres dont la différence est Y^p'p'^ .
Observons que si k est une forme donnée quelconque du flegré p -r p' -\- p" — 2, on peut toujours vérifier l'identité
A', étant une constante, et cela en dehors des relations connues entre les formes cp ; alors, on peut évidemment prendre pour k^ le résultant R.
164. Voici d'autres moyens de calculer le résultant des trois formes /, g^ A, analogues à ceux du n"* 65 dans le cas de deux formes binaires.
Supposons les trois formes /, g, h du même degré /?, et
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écinvons-les ainsi
h = hi xP^' -\- /z2 ^Ç- -^ hs xP^' ,
P\^ P^i p^i étant trois entiers positifs dont la somme eslp-\-\i\ cette décomposition est toujours possible, et même de plusieurs façons, dont on choisira Tune arbitrairement.
Il y a ^-^^-~ — - systèmes possibles pour les nombres p\, p2: p^ • considérons alors les ^-^ déterminants tel que
gi §'2 é*"3 I ;
hi h^ As !
on obtient ainsi —^^ formes de degré \ip — 2 qui s'annulent
en même temps que/', g^ h si ces formes ont un élément commun, et si l'on prend (^) pour cet élément.
Adjoignons à ces formes les ^-^ ^ formes des types
oc<hxf-xl^f, x'hx'l'x%'g, x^i^xl'xi'h,
OÙ q\ ^ q2^ ^Ji^^ P — 2, qui sont dans le même cas. Nous avons ainsi en lonl p{'2p — i) formes de degré ip — 1^ et le déterminant de leurs coefficients, d'ordre p{'?^p — i) et de degré total oppar rapport aux coefficients de/, g^ A, est évidemment le résultant R de ces formes.
Autrement, soit J le jacobien des formes /, g^ h\ les degrés de ces formes étant toujours égaux à/>, les dérivées partielles de .1 s'annulent en même temps que /, g, h. Alors on considérera les formes de degré 3/> — 4? en nombre 3(2/?'- — - 5/?-f- 4)? et renfermant chacune 7 (p ~ 0(^P — ^) coefficients
S;' S/ 5^' ^^-V-^L -v-V-fff' ^fo^v^V'^
où Ci -^ q2-i- Ç:i= ^p — 4 ; ces formes sont d'ailleurs liées par
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^-^ '--~ relations linéaires connues. Les égalités
'ii p — i){p ~ 3) _ 3(/? — [)(3/? — i)
montrent alors qu'on obtient le résultant R sous la forme du quotient de deux déterminants, comme au numéro précédent.
Lorsque les degrés de/, ^, li ne sont pas égaux^ on ramènera ce cas au précédent comme au n" 65; ou introduira ainsi des facteurs étrangers, toujours faciles à déterminer.
On peut encore, dans le cas général, envisager le jacobien J et les formes x\'x1,-xff\ ....... où q^ -h q^-^r q^^=^ p' ~\~ p^' — 3, . . .,
et l'on voit sans peine que l'on obtient encore le résultant comme quotient de deux déterminants.
165. Lorsque trois formes/, g^ h ont leur résultant nu], on peut délerminer le nombre et les coordonnées des éléments communs par des considérations toutes pareilles à celles du n° J]9.
Gomme dans le cas des formes à deux séries de variables binaires, dont Ja théorie a de nombreux points communs avec celle qui nous occupe (et ceci n'a pas Jieu de surprendre, puisque le nombre de variables indépendantes non homogènes est le même dans les deux cas), nous laisserons de côté la détermination directe du nombre des éléments communs à/, g^ h.
Le discriminant S d'une forme /=a^p est le résultant
1 • 1 , • . . .^ 1 df i df i âf
de ses trois dérivées partielles - -z — i - -r^? - -^^^• ^ /j axi p ôx^ p ax-^
C'est un invariant d'ordre /?(/> — i)-, et de, degré 3(p ~ i)- par rapport aux coefficients (a) de /. Nous verrons plus bas quelle est la signification de la condition S = o.
Le discriminant du produit de deux formes est nul identiquement, car les dérivées partielles de ce produit s'annulent pour tout élément commun aux deux formes.
JNous ne ferons que signaler l'extension possible des théories contenues dans ce Chapitre au cas où l'on envisagerait des formes à deux ou plusieurs séries de variables binaires ou ternaires.
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î. — Les formes équivalentes.
Les polaires. Les éléments tangents. — Les éléments multiples.
167. Soit une série de première espèce et de degré/?, d'équations/== a^;^^==: o. Si nous cherchons ses élémeats communs avec un élément (^) quelconque, nous savons qu'ils sont en nombre p, et il est facile de former leur équation. En particulier, on peut former l'équation /[— (^2-^2 -F- ^3^^3)7 ^i ^i-, \\ -^aj^o, qui définit les coordonnées — de ces éléments, si Ç^ n'est pas nul.
Ecrivons que, parmi les p éléments communs à /'et à (^), deux au moins sont confondus; à cet effet, nous formerons le discriminant de l'équation précédente, de degré a/;>(/> — i) par rapport aux (^), et nous en supprimerons le facteur étranger évident ^'j'^^ '■. Nous obtiendrons ainsi une forme cp de seconde espèce, de degré />(/? — 1)7 ^(^^^ égalée à zéro, exprime la condition nécessaire et suffisante pour que (i) ait deux éléments communs confondus avec/, co est clairement un invariant d'ordre pi^p — • i), de degré '^p{p — i) par rapport aux coefficients (a) de/.
Nous dirons de cette forme o qu'elle est équivalente à /. Si /* n'est pas irréductible et admet un facteur multiple, la forme ç» est nulle identiquement. Si/ est décomposable en un produit de facteurs linéaires distincts, n(a^'^|^), il est clair que cp est de la forme Mi^rj^i) cfSJ^\y- ,
168. Définissons maintenant l'élément (^) par deux éléments de première espèce (jk) et (-5), de sorte que l'on ait ^/=(j^s)/, et qu'un élément quelconque de (^) soit ( A|JK H- Ao^s). Pour définir
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les éléments commuDs kfel à (^), on aura l'équation
le discriminant de cette forme binaire par rapport aux Çk) s'exprimera à l'aide des (^) et sera la forme cp équivalente k f.
Cette équation nous donne aussi tout de suite la signification géométrique des polaires de /égalées à zéro. Si l'on appelle (V^^^) les racines de cette équation, et si [y) et {z) sont tels que ciyv-h^h-z^r- 0, on a
si alors (^^^^) est l'élément qui, dans l'espace (£), a pour coordonnées (XJ^M, le rapport anharmonique (^yzt^^H^J^) est égal à \ \. ; par suite, la relation précédente peut s'écrire
la sommation étant étendue à toutes les combinaisons (t^^^^),
(t^'^-^), . . ., (t^'ày) des éléments (/^), A à A, et (^^'^), (^^-^)_, . . ., (t^^'-^) restant fixes. On peut aussi écrire dans les mêmes conditions
L'une ou l'autre de ces équations définit les p — h éléments (y) qui, sur (^), appartiennent à la /^'''"''^ polaire de (z) ; d'après le n^'ôS, ils forment le système polaire d'ordre h de (z) par rapport aux éléments communs à / et à (Ç), dans l'espace (q). En particulier, pour h : = I , on a
pour h ^^ p — \ , on a
169. Supposons que {y) soit un élément déterminé de /*, de sorte que a^p-^o; l'élément quelconque (ç) ou (y^), contenant (jk); a (y) commun avec f une seule fois seulement en général, car on n'a pas ciyv-^z^^- o. Si cette condition est vérifiée, sans l'être quel que soit {^z\ alors (^z) appartient à la (/> — ly^"^^ polaire de (j-)? qui est une série linéaire, ou un élément de seconde espèce ('/^); on voit que cet élément (y)), et lui seul parmi
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les éléments (?) qui contiennent (y), admet (y) commun avec/ plus d'une fois, et en général deux fois : il est dit tangent kf en {y)i et (y) est son élément de contact.
Cette notion s'étend aux séries linéaires ; en chaque élément (^) d'une telle série (E), Vêlement tangent est (?) lui-même.
170. Généralement, supposons que CLyv-'z-^ • • • , ctyv-h+iz^i-i sont des formes nulles identiquement quel que soit (^), sans qu'il en soit de même de ciyv-h^h^ ce qui exige que les dérivées partielles de l'ordre li — i de / soient toutes nulles pour l'élément (j^), sans qu'il en soit de même pour les dérivées partielles d'ordre h] on dit alors que [y) est un élément multiple cV ordre h de / : tout élément (?) contenant (y) admet (y) h fois au moins commun avec /.
Les éléments particuliers (^), tels que l'on ait ayp-h^h=z o, déterminent des éléments (ri) qui ont plus de h éléments confondus en [y) communs avec /, en général A 4-- i . Ces éléments (v^) sont en nombre h, distincts ou confondus, car ici ciyv-^z^^ se décompose en h facteurs linéaires par rapport à (^), puisque si (^) vérifie Téquation a^p-A^/* == o , il en est de même, d'après ce qui précède, de tout élément appartenant à {yz). Ces éléments (v]) sont encore dits tangents à /en (y).
En général, une série /n'a pas d'éléments multiples ; si, en effet, (y) est un tel élément, les dérivées partielles du premier ordre de /doivent s'annuler pour (j/)^ et réciproquement, si ceci a lieu, (y) est un élément multiple, en général double, pour /. De là résulte la condition nécessaire et suffisante pour que /ait au moins un élément multiple : c'est que son discriminant soit nul.
Les polaires a:^p-Ay.r=:o d'un élément (y) appartenant à/, qui ne disparaissent pas identiquement, admettent cet élément avec le même ordre de multiplicité, et j ont les mêmes éléments tangents. La polaire a^p-^^/.= o d'un élément quelconque (^) admet comme élément multiple d'ordre h — k tout élément multiple (y) d'ordre h de / Ces propositions se démontrent sans peine, par exemple en supposant que l'élément multiple (jk) est 0^ et remarquant que/ prend alors la forme
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les fi étant des formes en x^ et ^3 de degré marqué par l'indice. Iciy}^=o est l'équation des éléments tangents à /"en 0^.
171. Si deux séries f^=.axv^ g=-bxF ont un élément {y) commun, multiple des ordres h et h' respectivement pour ces deux séries, il compte au moins hh' fois parmi les pp' éléments communs à ces deux séries; il ne compte pas davantage si ces deux séries n'ont pas d'éJément tangent commun en (y) ; il compte au moins hh' -^ q fois, si les éléments tangents en (^y) à /et à ^' coïncident en nombre q.
Pour démontrer ce théorème, supposons que (y) coïncide avec 0^, et écrivons comme tout à l'heure
/=M'-Va
■+fp
g = œP^^gi,
■^Sp'
Si dans ces équations nous remplaçons X\ par -^? et si, entre les
nouvelles équations obtenues, nous éliminons X\ et x\^ nous obtCQOns un résultant R qui n'est pas nul identiquement si /"et g n'ont pas une infinité d'éléments communs, et qui est, d'après les propriétés de poids des résultants, du degré
ou pp' — ■ hh' par rapport à x^ et x^. Aux racines de R ^= o correspondent/?/?^— hh' éléments communs à / et g^ autres que O^ en général, ce qui démontre la première partie du théorème. Si//^ et g h' n'ont pas de racine commune, aucun de ces éléments ne peut coïncider avec Oj, car pour chacun d'eux on a x\ ^o. Mais si fh et g/i' ont q racines communes, distinctes ou confondues, l'équation R r=: o, qui peut s'écrire sous la forme /^F + gh'G^ = O7 évidente d'après la formation du résultant, admet ces q racines, et à chacune d'elles correspond de nouveau O^ comme élément commun à /et à g. Le théorème est ainsi complètement démontré. On voit en même temps comment on pourra déterminer, sans recourir au procédé général du n"^ 159, combien de fois 0^ est cmnmun k f el k g dans tous les cas possibles.
172. Si les deux séries f ei g ont en commun q -\- i fois un élément [y) simple pour chacune d'elles, on dit qu'elles ont
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dxi dxcy dx^
dxi dx^ dx^
l'une de ces équations étant d'ailleurs une conséquence des autres. Éliminons les [x) entre les équations
'^ ' "^ ' àx2 àX'^ dx^ dx^ '
on obtient un résultant 'F des degrés p'^ip-^p' — 2) et p{'^p' -\- P — 2) par rapport aux coefficients (a) et [b) de / et g] mais si x^ est nul, et seulement dans ce cas, on ne peut rien déduire des équations employées relativement au rap-
df_
port — y^; d'ailleurs, si l'on a /= o, «• == o, avec x^ ■=. o, la troi-
dxi sième équation employée est vérifiée d'elle-mêoie, puisque
df df dg' dg
Le résultant T^ contient donc comme facteur étranger le résultant de /(o, ^2j "^3) et ^ (o, x^i ^3), des degrés p' et p par rapport aux (a) et aux (6); en l'enlevant, on obtient la condition cherchée T = o, où T est un invariant des degrés p^ (2 p -^ p^ — 3) et p{ip' -\- p — 3) par rapport aux [a) et aux [b). d'ordre
On voit d'ailleurs que T s'annule aussi dès que f par exemple possède un élément multiple appartenant à g : nous pouvons donc dire que T =^0 est la condition nécessaire et suffisante pour cjue deux des éléments communs kfelkg soient confondus.
173. Si trois séries/, ^', h des degrés /?, p' , p'^ ont en commun un élément (.^), multiple des ordres A, A^ W respectivement, on voit sans peine que la série jacobienne, obtenue en égalant à zéro le jacobien J(/, g.^ A), admet cet élément comme multiple de
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l'ordre h -j- h' -^ Ji!' — i au moins ; si y = y7 = y^? l'élément est multiple h + h^ + K^ — i fois au moins ; si l'on a seulement ~ := -p, '
il n'est multiple que h -\- li! ~V- h' — i ibis en général, mais il acbnet les éléments tangents à y comme éléments tangents; etc.
Lorsque p :=p' = /j»'^, on voit encore que la jacobienne est le lieu des éléments doubles des séries \^f-{~ X^g + ^vî^^ = o.
II. — Les séries tangentielles
174. Gherclions les éléments (;) tangents à/* qui contiennent un élément donné {y)] si [x) est l'élément de contact, on a pour délerminer (^x) les deux équations a^i^ = o, (2^p-i^= o, qui donnent /?(/? — i) solutions. L'équation de ces éléments (ç) est obtenue en égalant à zéro le discriminant de
elle est de la forme
g et h étant des formes des degrés /?(/> — 2) et [p — ^){p — 2), comme l'on, sait; on voit que les éléments communs à /'et aux (^), autres que les éléments de contact, appartiennent à la série h = o, de degré {p — ^){p — 2); d'ailleurs h est le discriminant de
pcixV~'yM~^ + ...-+- ayvV!^'-^ = o,
de sorte que h est de la forme
donc les séries h = o et aa)F-y--==z o sont tangentes aux éléments communs aux deux premières polaires de (y).
Mais les solutions trouvées comme éléments de contact [x) ne sont acceptables, (y) restant arbitraire, qu'autant que (x) n'est pas un élément multiple, et précisément la série a^r-^y^^^ o, qui est la première polaire de (y), contient tous les éléments multiples de / : il faudra donc ôter les solutions correspondantes pour avoir le nombre véritable de solutions proprement dites, nombre qu'on appelle la classe tï de la série f.
Si (y) est un élément ordinaire de /, les deux séries ajcP^= o,
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a^/;-i^,=: o contiennent (y), et y sont tangentes, d'après ce qui a été dit plus haut; donc {r) compte au moins deux fois comme élément de contact.
i7S. La forme o équivalente à f est de degré p(p — i). Il est évident que, égalée à zéro^ elle représente la série des éléments (^) tangents à/, et en outre les éléments multiples de/, chacun d'eux autant de fois qu'il compte comme commun aux séries a^;'=: o, (^,^,/;-i^ =rr O, (y) rcstaut arbitraire. Si l'on ôte les facteurs qui correspondent dans cp à ces éléments multiples, le degré du facteur restant Oq est la classe tc de /; Oq=:o représente la série des éléments (^) tangents kf.
Cette série cpo peut être traitée comme /"; si (Ç) est un de ses éléments, tangent à /en (y), comme, d'après ce qui a été dit plus haut, (y) et cpo ont (^) commun au moins deux fois, (y) est tangent à 'Dqj et (^) est son élément de contact. La forme /o équivalente à cpo contient donc/, et en outre les éléments multiples de cpQ, ou éléments tangents multiples de/, chacun d'eux autant de fois qu'il compte comme commun à cpo et à la première polaire de l'élément arbitraire ('f]) par rapport à Oq^ le degré de /o est 7û(7ï — i) ; la classe de cpo est p.
176. On voit que les formes / et coo jouent l'une par rapport à l'autre un rôle parfaitement réciproque; chacune des séries ainsi définies est la série des éléments tangents à l'autre. Aussi dironsnous que chacune d'elles est la forme tangentielle de l'autre.
La forme tangentielle c^o d'une forme donnée /ne doit pas être confondue avec sa forme équivalente cp : celle-ci est un invariant de / lorsqu'on laisse aux coefficients de cette forme toute leur g-énéralité, comme nous l'avons toujours fait; la forme tangentielle n'existe, différente de cp, que si les coefficients de /vérifient des relations particulières, et ne peut être regardée comme un invariant de la forme générale/.
Si /n'a aucun élément multiple, cpo n'est autre chose que cp; on a alors iz =. p(^p — i), et par suite la série cpo a nécessairement des éléments multiples, sauf pour /? = 2, car, hors ce cas, on a /;<7-.(r. — i).
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Ce qui précède cesse de s'applicjuer dans deux cas : 1° Si /contient des facteurs multiples; alors o est nulle identiquement;
2° Si /contient des facteurs linéaires; si, en effet, / contient l'élément (^), l'élément tangent en (y) sur (?) est (?) lui-même; mais cp = o ne le représente pas, et /o ne le contient pas.
Les éléments inflexionnels. — Les éléments stationnaires.
Si (y) est un élément simple de la série/=o, l'élément
tangent (?), d'équation
f'XyV~'^ '■
: o , n a en £:e
Plierai (^y) commun
a\'ec/que deux fois : mais, en des éléments particuliers, (?) et/ peuvent avoir un contact d'ordre q supérieur à l'unité; il en sera ainsi, d'après le n° 168, si les polaires successives
ax^-yv-- =0? • • • , Clx'lyV-<l = o
contiennent l'élément (?), sans qu'il en soit de même de la suivante.
Lorsque q -^ 2, ce qui est le cas le plus général, nous dirons que l'élément (y) est inflexionnel sur/; l'élément tangent (?) luimême sera dit élément tangent stationnaire pour/; on dit aussi que c'est un élément stationnaire, ou cuspidal, de la série tangentielle cpq. En général, une série /a un nombre limité d'éléments inflexionnels, et n'a pas d'éléments tels que l'ordre du contact de/ avec l'élément tangent soit supérieur à 2.
Voici comment on peut déterminer les éléments inflexionnels : en (jk)j supposé tel, la polaire ax'-yp-^=^o se décompose, d'après ce qui précède, en deux éléments de seconde espèce, et par suite, d'après la théorie des formes quadratiques, exposée plus loin^ on a
^11 àji ày2
ôyiôy^ dyidy^ dyl ày.^ây-.
ôyyOy'^ dy^dys dyl
de sorte que (y) appartient à la hessienne H de /, définie par le hessien de /égalé à zéro.
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Réciproquement, si (y) est un élément simple de /appartenant aussi à H, la polaire axyp--^= o se décompose en deux éléments de seconde espèce, et, d'après ce qui a été dit à la fin du n^ 170, l'un de ces éléments est l'élément tangent (i), qui, par suite, a un contact d'ordre supérieur à l'unité avec /", et en général est stationnaire.
Les éléments inflexionnels de /sont donc les éléments simples de/ communs à /et à H, pour lesquels l'ordre du contact de/ avec l'élément tangent ne dépasse pas 2; ils sont en général en nombre '^ p{p — 2), puisque le hessien de /est de degré 3(/? — 2).
Si ^ = p., le hessien est une constante, qui ne s'annule que dans le cas où /se décompose en facteurs linéaires, comme nous le verrons plus loin.
Si / contient un facteur linéaire à la puissance /r, H contient ce facteur à la puissance 3/f — ^2, au moins, ainsi qu'on le vérifie sans peine.
La série H contient évidemment tous les éléments multiples que peut posséder/; la présence de tels éléments diminue donc le nombre normal des éléments inflexionnels indiqué plus haut.
Si (^) est multiple d'ordre h pour/, il le sera en général d'ordre 3A — 4 pour H, et les éléments tangents à / en [x) le seront aussi à IL
Enfin, nous remarquerons qu'un élément [y) pour lequel l'élément tangent a avec / un contact d'ordre supérieur à deux peut être regardé comme la réunion de plusieurs éléments inflexionnels ordinaires, et aussi qu'on peut concevoir de tels éléments coïncidant avec des éléments multiples de/ : mais nous n'entrerons pas dans les détails relatifs à ces cas exceptionnels.
178. Si {y) est inflexionnel sur/, la première polaire d'un élément quelconque {z)^ appartenant à l'élément (^) tangent à / en {y)^ est elle-même tangente à /en [y), et par suite admet [y) commun avec /deux fois. En effet, les éléments communs à(^)et à la première polaire de {z) forment le premier système polaire de [z) dans l'espace (^) par rapport aux éléments communs à/ et à (E); trois de ces éléments étant confondus en {y)^ il est clair, d'après les propriétés des polaires binaires, que la première polaire de (s) a avec (i) deux éléments confondus en {y). Si, de
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plus, (s) vient en (y) et seulement dans ce cas, (y) devient, par le même raisonnement, trois fois commun à la première polaire de (z) et à (^).
Il résulte immédiatement de ce qui précède que (H) est un élément double pour la série tangentielJe cpo de/", et que (y) est l'unique élément tangeut correspondant, admettant (^) commun avec y trois fois.
Ce résultat est d'accord avec ce qui a été dit plus haut sur la diminution du nombre des éléments inflexionnels causée par la présence des éléments multiples^ si, en effet, /n'a pas d'éléments multiples, Oq doit en avoir assez pour n'avoir pas d'éléments inflexionnels qui seraient multiples pour/, contrairement à l'hjpotlièse.
179. Si (jk) est un élément quelconque, sa polaire d'ordre/) — 2, ctx^-yv-- = o, se décompose en éléments linéaires si (^y) appartient à la série bessienne H de /*, et seulement dans ce cas : telle est la signification géométrique générale de l'équation H = o.
Les deux éléments (^) dans lesquels se décompose alors la polaire considérée ont en commun un élément (^), qui,' d'après la théorie des formes quadratiques, est défini par les équations compatibles
la série formée par ces éléments {z) est appelée la série steinérienne S de/.
D'autre part a^p-iz^^o étant l'équation de la première polaire de (^), on voit que l'on peut dire encore que la série S est le lieu des éléments [z) dont les premières polaires ont un élément pouble (^), puisqu'alors celui-ci doit vérifier les équations précédentes; de plus la hessienne H est la série de ces éléments doubles {y).
La série des éléments {yz) est la série cayleyenne de/
Pour yj> =:= 3, les séries H et S coïncident évidemment; (y) et [z) sont dits correspondants sur cette série.
On peut étendre le champ de ces considérations en envisageant encore la série des éléments (^) dans lesquels se décomposent les
Hosted by
CHAPITRE IV. — LES PROPRIÉTÉS GENERALES DES SÉRIES. l
polaires ax''hyv-~^^=^ o, lorsque [y) apparlienl à H; la série des éléments (ti) tangents aux polaires ax?-'z^==^^ en [y) lorsque [z) appartient à S ; etc.
IV. — Les singularités ordinaires. — Les formules de Plûcker.
180. Soil f-=axP--^o l'équation d'une série quelconque que nous supposons ne contenir ni séries multiples, ni séries linéaires.
Si nous appelons singularités ordinaires celles qui se rencontrent nécessairement dans une telle série f ou dans la série tangendelle Oq, ce C[ui a été dit nous conduit à considérer quatre espèces de singularités ordinaires pour y*:
a. Un élément double avec éléments tangents distincts;
a. Un élément tangent double avec éléments de contact distincts ;
[3. Un élément inflexionnel ;
b. Un élément cuspidal ou stationnaire ; c'est-à-dire encore un élément double, mais avec un élément tangent unique, qui admet l'élément double en commun avec la série trois fois seulement.
D'ailleurs, pour préciser encore davantage, nous supposerons, dans les cas [a) et (a), que de même chacun des éléments tangents en l'élément double admet celui-ci commun avec la série trois fois seulement.
Les singularités des espèces (r^), (a), (5), (P) sont respectivement les singularités des espèces (a), (a), ([3), {b) pour la série tangentielle cp^.
Si nous supposons que f n'admet que des singularités ordinaires, et que les nombres de ces singularités soient respectivement d^ S, r, p pour les quatre espèces {a), (a), (6), ([3), on peut facilement trouver des relations entre ces nombres, le degré p de y, et le degré tï de Oq qui est aussi la classe de/*.
181. On sait que la classe de/*, qui serait /?(/? — i) si /n'avait aucun élément double, n'est diminuée que par le fait de ces éléments doubles. Quelle est l'influence de ces éléments doubles? Considérons d'abord un élément double à éléments tangents dis-
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tincts; en le choisissant pour 0^ et prenant les éléments tangents pour O2 et O3, on peut écrire
fi étant une forme de degré i par rapport aux variables x^ et x^,. La première polaire de l'élément (j/) quelconque peut alors s'écrire
( .73 ^2 -^ 72 ^3 ) ^^"2 + 37^/-=^ ^2 -^ • . . -^ gp-\ = O,
les ^/ étant analogues aux//. Elle a en Oi un élément simple, l'élément tangent étant distinct des éléments Q2 et Q3 tangents en O^ à/": on voit même qu'il est conjugué harmonique de O^y par rapport à Q^ et Q3. Par suite, 0^ est commun à / et à cette polaire deux fois setilement, et chaque élément analogue à O^ diminue la classe de deux unités.
Supposons maintenant que f admette en 0^ un élément cuspidal^ l'élément tangent étant pris pour O3, on a
et dans /s, le coefficient de xl n'est pas nul, puisque Q3 doit avoir 0^ commun avec /trois fois seulement.
La première polaire de (y) est ici
elle admet O^ comme élément simple, avec même élément tangent que/; par suite Oj est commun trois fois au moins à/ et à cette polaire : il ne l'est pas davantage, comme on le voit sur le cas particulier très simple
jr = ^2 -^i ~^ cioc -^'^
donc tout élément analogue à 0\ diminue la classe de trois unités.
Évaluons de même la diminution produite dans le nombre des éléments inflexionnels de /par les éléments doubles.
Prenons les mêmes notations que ci-dessus; pour un élément double ordinaire, situé en O^, la hessienne s'écrit
elle admet O^ comme élément double avec les mêmes éléments tangents que/; donc 0^ est commun six fois au moins à /et à H.
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Mais si l'on suppose que les éléments tangents à y en O, n'admettent pas Oi commun plus de trois fois avec/, ce qui revient à dire que les coefficients de xl et de x'I dans /^ ne sont pas nuls, / et H n'admettent pas O^ commun plus de six fois, comme on le voit sur le cas particulier simple
dans lequel
H = 2 ^1^2 ^3 — ^ax\ — Ç)bx'l.
Un élément double ordinaire diminue donc le nombre des éléments inllexionnels de six unités.
Enfin, pour un élément cuspidal en 0|, on a^ dans les mêmes conditions que précédemment,
de sorte que la hessienne admet 0^ comme élément triple, deux des éléments tangents étant confondus avec O3 tangent à/, l'autre étant distinct; 0^ est donc commun au moins huit fois à /et à H; il ne l'est pas davantage, comme le montre le cas particulier déjà employé. Par suite un élément cuspidal diminue le nombre des éléments infïexionnels de huit unités.
De ce qui précède résultent les relations immédiates
Tir=p(p — -i) — ici — 3r, p = 3p{p — 2) — 6d — 8/', et de même
l'une ou l'autre de ces dernières formules donne encore
2Sz=^(^ — 2)(/?'^ — 9) — 46^(/?'-^— /?— 5)— 3r(2/>2-._2/) — 9)-^(2^-l-3r)-.:
on aurait de même '2d en fonction de tt, S et p. On peut écrire aussi cette dernière formule
— 3r(7T — 3)~'2d(d-~i)-~6dr— ^r(r-^\),
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et, SOUS cette forme, on pourrait l'obtenir directement : en effet, d'après ce qui sera dit au n^ 198, si (i=:=: r =: o, on trouve
si maintenant d et /' ne sont pas nuls, il faut supprimer les solutions qui correspondent aux éléments tangents menés par les éléments multiples et aux éléments qui contiennent deux éléments multiples : on arrive alors sans peine à la formule ci-dessus.
Telles sont \es formules de Pluckei% reliant les nombres/), <:/, r, 7c, S, p ; elles sont indépendantes au nombre de trois seulement.
On remarquera les relations
(/? -4-i)(/; H-'2) , (tt -^i)(7r -^ 2)
-^ ^AJ L — ^/ — ir = 0—10,
1 Ci
dont la seconde exprime que les séries/ et cpo dépendent d'autant de paramètres indépendants, et surtout celle-ci
(/? — i)(p — a) j (tt — t)(tt — 9.)
le nombre g est le genre des séries /et o^.
Il est facile de voir que g n'est pas négatif, c'est-à-dire que
a + r n est pas supérieur a ~ --' -i si toutetois la série /
ne se décompose pas en séries de degré inférieur. Si, en effet,
f avait ^ -^ V- 1 éléments doubles, prenons une série h
contenant tous ces éléments et qui soit de degré /> — 2; cette série pourra encore être assujettie à contenir yj> — 3 éléments arbitraires de f, car
_j_ I __ ij — j — — j
1 r 7 r(P l)(P — '^) 1 OM.
alors / et li ont en commun 2 — h i +/> — o cléments au moins; ce nombre est égal kp(p — 2)+ i • donc il faut que / et h aient une infinité d'éléments communs et, par suite, qiie f se décompose.
Remarquons que si d=^ o^ on ne peut avoir, sauf pour/? = 3
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on p -- 4,
en effet, les formules de Plûcker donnent alors
Si ^ r= o, on a a + r = ^^^^ ^^^^ ~; si alors une série h de
degré/» — 2 contient les éléments doubles de/ et/? — 3 éléments arbitraires de/', un raisonnement semblable an précédent montre qu'elle a encore avec/ un élément commun et un seul qui, d'ailleurs, peut être choisi à volonté puisque, dans ce cas, h dépend linéairement d'un paramètre; il en résulte que les coordonnées des éléments de/peuvent s'exprimer rationnellement en fonction de ce paramètre; la série /est dite ratlonneUe\
On arrive au même résultat en prenant h de degré/? — i, et l'assujettissant à contenir les éléments doubles de / ainsi que 2/? — 3 éléments arbitraires fixes de/.
Nous démontrerons plus loin la réciproque de la proposition que nous venons d'obtenir.
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I. — Théorie générale de rélimination
183. Pour résoudre la plupart des questions que nous nous proposons de traiter dans ce Chapitre, il est tout d'abord nécessaire de donner une théorie générale de l'élimination.
Le problème le plus général de l'élimination peut s'énoncer ainsi :
Considérons ni séries de variables homogènes,
.Tj,
• • , ^*/Zi5
Kl,
• ■ yn,.
les nombres /^^ , /22, /^3j • • • étant distincts ou égaux, peu importe ; posons
lll H- /Z2 H- 7l3 + . . . — 7?Z -f- I — /z,
et soient n équations entre les variables considérées
qui soient respectivement des degrés/)^ , /?2, . • . , pn] ^m ^2? • • • ? ^/^; r^ , ;%, . . . , Ffi] . . . , par rapport aux (^), (y), (^), .... On cherche la condition nécessaire et suffisante pour que ces équations aient un système de solutions communes.
Nous avons déjà résolu quelques cas particuliers de ce problème général : il suffit de suivre la méthode employée dans ces cas particuliers pour obtenir la solution cherchée.
On démontrera d'abord que la condition nécessaire et suffisante pour que les équations données aient un système de solutions
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communes est que l'on puisse vérifier l'identité
^ j , par exemple, étant un polynôme analogue à y^, et des degrés
par rapport aux (^), (y), . • •; de plus cette identité devra être vérifiée par des solutions autres que celles qui se présentent naturellement, et qui résultent des relations telles (j^ç,f^f^ — f^f^-==:o^ où les seconds facteurs sont supposés développés. .Les premiers membres de ces relations sont eux-mêmes liés par des relations du second ordre telles que
et ainsi de suite.
Ceci posé, on voit que l'on est amené à écrire que des formes telles que
OÙ
ai-f-a2-f . . . = /?2+/'3-i-- • '^-Pn— ^i-^i, • ",
sont liées par une relation linéaire, indépendante des relations du premier ordre citées plus haut.
Le nombre de ces formes est
Ni = 2 p^ {P2-^P3^'-- -^Pii) {P2 -f- /?3 ^- • • • -^Pii— i) . • . (7^2 4- /)3 -^ . . . -^p,i — iH -4- ^)
le nombre de termes distincts dans chacune d'elles est
elles sont liées par des relations du premier ordre en nombre
N2= V P"^ (i^3+i>4-^-- "-^P,l){pz-^Pk-^" .^r-pn—^)- ■ ■ (/?3 + ^4 H" • . • -4-/?;, — 7^l H- 2)
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les premiers membres de ces relations sont liés par clés relations du second ordre en nombre :
Pn-
ni-T~ 'i)
>»B r/2j — 1 X -5 (^4-t- qo-^-- •+^,i)(^4-i-^5 + - - .-T-^/i— i). . .(^4.-t- gs^- • --^qn— n,-\-'i)
et ainsi de suite, jusqu'à des relations de l'ordre n — ^ 2, en nombre
qni.qn — 'i) ■ "iqn—fh"'-'^)
on vérifie sans peine que l'on a
alors la condition cherchée se présente sous la forme
D étant un déterminant d^ordre N tiré des N^ formes obtenues; D| étant un déterminant d'ordre N, — N tiré des relations du premier ordre; D2 étant un déterminant d'ordre No — N,-hN tiré des relations du second ordre; et ainsi de suite.
Les coefficients des formes et des relations sont linéaires par rapport aux coefficients des formes données; le degré du résultant R par rapport à ces coefficients sera donc
N — (Ni— N)-]-(N2— Ni-hN) — ...,
ou bien, en faisant le calcul,
chaque terme renfermant n — i facteurs d'indices dilTérents, dont /li — ■ I sont des /?/.
Par rapport aux coefficients de /\ par exemple, on voit sans peine que le résultant R est d'un degré égal à la partie de la somme précédente qui ne contient aucun des nombres/?,, ^^, ri, ....
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Ce degré est évidemment le nombre des solutions des équations
h = o, fs-=o, ..., f,i^o\
car le résultant est à un facteur numérique près le produit des valeurs de f\ pour les solutions des équations précédentes.
On exprimera que parmi les systèmes de solutions communes ày2 = o, /3 = o, . . , , //^ = o, il j en ^ qui appartiennent à /f = o, comme nous l'avons fait dans les cas particuliers déjà traités; et l'on pourra calculer ces solutions communes d'une façon toute pareille.
Ajoutons qu'un système de solutions de y2 = o,/3 = o, ..., ff^ z= o, sera multiple, et en général double, si tous les déterminants d'ordre n — i , tirés de la matrice
àf^
àh
dh
àf.
àf.
àf.
àxx
dXi
àXn,
àyi
àfn.
àz,
dx-^
dx.
àx,,^
àf.
àyn.
àj.
àf.
àfn
àfn
àfn
àfn
àfn
dxi
dx2
dXn,
ày\
àfn.
àz,
àz,„
sont nuls pour ce système de solutions.
Enfin remarquons que le résultant R est un invariant multiple qui, relativement au groupe des [x) par exemple, est d'ordre
^/^l7^2 • • 'Pn,qn,-^iqn,\
• qn,^
-i^^ni+fiç,^ni-hn.2-i-] • • • ^n^-ï-n^-r-n^-
chaque terme renfermant 7i facteurs d'indices différents, dont /2, sont des Pi.
II. — Les séries rationnelles
184. Au lieu de définir une série par une équation y= o, il arrive souvent qu'on la détermine d'une façon différente, plus ou moins simple. Nous allons passer en revue quelques-unes des plus importantes de ces représentations nouvelles.
On peut supposer que les coordonnées d'un élément variable (x) sont exprimées en fonction de deux paramètres 1, , ^.o? homogènes, comme formes de même degré p par rapport à ces paramètres. An. — I. i3
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On a ainsi
p étant im paramètre d'homogénéité, et les // étant des formes de degré/j par rapport aux (à).
Il est clair alors que, si les (à) varient, l'élément (œ) décrit une série/, ternaire, qui est dite rationnelle.
Le degré de la série /est p\ car Pélément quelconque (i) a, avec/, p éléments communs définis par l'équation
Nous supposons ici que les/- n'ont pas de facteur commun, de sorte qu'à tout système de valeur des (X) correspond un élément (^) déterminé; nous supposons en outre qu'il n'existe pas d'uQC façon constante plusieurs systèmes de valeurs des (à) définissant le même élément (^) : sous ces conditions, la série / est indécomposable. Son équation s'obtient en éliminant les (a) entre
les équations
à cet effet, on éliminera les (X) entre les équations
par exemple, et l'on supprimera dans le résultant obtenu le facteur évident x^^.
On peut encore obtenir l'équation de / sous forme de déterminant en éliminant linéairement les quantités telles que V^'Vf~P'''^ et pA/jO.(;~^''~^ entre les équations de la forme
9x^VlO.^^-P^-' ^. XPO.P-P^-'f^:{lu >^2), en nombre 3/j>, comme les quantités à éliminer.
I80. Les éléments communs à /et à (q) sont donnés par
si donc (ç) est tangent à / en (^), correspondant à (X), ou, pour abréger, tangent en (X), cette équation a une racine double, de
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sorte que
dfz
on a donc, pour définir la série tangenlielle Ço de /, les formules
rJA2 d'ki
Si un couple de valeurs Çk) annale les trois seconds membres de ces formules, tout élément (i) contenant (X) admet cet élément commun deux fois avec/; (\) est donc double sur f, et J'élément tangent est défini par les équations compatibles
*Sf--
()v) est donc, en restant dans le cas le plus général, un élément cuspidal de /.
Supposons que les valeurs des p^/ admettent ainsi r facteurs communs; en supprimant ces facteurs, on voit que le degré de Oq^ c'est-à-dire la classe de/, est 2(p — i) — r.
Les éléments inflexionnels de / sont définis par la condition que (i) aitCX) trois fois commun avec/ c'est-à-dire par l'équation
ils sont donc, en général, en nombre 3(/? — 2); mais si / admet, comme précédemment, un élément stationnaire (a), il est facile de voir que Çk) est racine double de l'équation précédente ; celle-ci
àll
àll
dXi
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peut s'écrire en effet, au facteur Ij fo'^ près,
àj\ df, àj,
dli ôKi dl-i = o,
àjA d^A d^fs
c)Xf d\l dll
et il suffit alors de prendre la dérivée du premier membre par rapport à Aj pour vérifier la proposition annoncée.
Si donc /admet r éléments stationnaires, le nombre p de ses éléments inflexionnels est 3(/> — 2) — ar.
lia série / admet aussi des éléments doubles à éléments tangents distincts; pour les déterminer, il faut chercher les couples ()^), (V) qui donnent aux (x) des valeurs proportionnelles. On a donc à résoudre les équations
fiiK,^) Â{K,KJ fsiK^K)'
les// restant arbitraires, il faut d'ailleurs supposer (XV) ^ o. Éliminons les (V) entre les équations entières
fia)Aa')-Aa')Aa)
X)/3(X')-/,(X-)/3(X) _ (XX
et divisons le résultat obtenu par [/(>'^)]^~S c^m y entre nécessairement en facteur; le quotient, de degré (p — i)(P — ^)? donne autant de valeurs pour les (1); donc, à cause de la symétrie des
équations par rapport aux (À) et aux (À'), il y a ^ -f^ couples
de systèmes (X), (V), correspondant à autant d'éléments doubles pour/.
D'autre part, il n'est pas difficile de voir, en appliquant la règle de L'Hospital par exemple, que les équations entre lesquelles nous avons éliminé les (V) sont vérifiées quand on suppose les (X) et les (}/) égaux aux paramètres relatifs à un élément stationnaire ; donc le résultant trouvé précédemment admet les valeurs de ces
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paramètres comme racines doubles, et finalement le nombre des éléments doubles à éléments tangents distincts de / est, en gé-
Les nombres que nous venons de déterminer sont d'accord avec les formules de Plûcker; ils conduisent au nombre des éléments tangents doubles, soit
La formule
P = 3(/? — 2) — 'ir
donne une limite supérieure de /• pour les séries rationnelles, soit
Les équations
yu^i, ^2, ^z', >^i, >^2) = o,
où / et/2 sont des formes des degrés/?, et/>2 par rapport aux (.<?;), q\ et q^ par rapport aux (X), définissent, après élimination des ()v).. une série /de degré p\q^-\- p^iq\ en général; c'est le lieu des éléments communs aux séries ternaires f\ et /2, lorsque les QC) varient.
Considérons l'élément tangent (^) à /, en un élément (^) correspondant aux valeurs Çk) des paramètres. Si (X) est un élément de (^), les éléments de (^) sont (p^^-Hp2X), et ceux qui
Hosted by
igS LIVRE II. — LA GÉOMÉTRIE TERNAIRE.
appartiennent à /sont déterminés par les équations
/i(pi^-}-p2X, X)=nO, /2(pi^ + P2X, X) = o;
ces équations en (p) et ^k) sont vérifiées pour p2:==o et les valeurs considérées pour les ()^), qui correspondent à(^); écrivant que ce système de solutions est double, on obtient l'équation de (i) en égalant à zéro l'un des déterminants tirés de la matrice
àxi
àA
""■^ dx^ d\x dl^ ^ dx^ dli dl'.
En général, la série /* n'aura pas d'éléments cuspidaux; car il faudrait que l'équation de (^) devînt indéterminée. Mais la série/ aura des éléments doubles à éléments tangents distincts; pour les obtenir, écrivons que les équations/ r= o et /s = o? o^^ les Çk) sont les inconnues, ont deux racines communes.
Leur résultant R, de degré fi q2+P2Ç\ par rapport aux (^), doit être nul; de plus, la dérivée partielle de R par rapport au coefficient a de \l' dans/ doit être nulle; cette dérivée est de degré /?i(^2 — i) + /^2^i par rapport aux (^), de sorte que ces
équations K = o et -y- := o ont
racines communes.
Mais ces équations sont encore vérifiées si ^2 a une racine double appartenant à /^ , d'après ce que l'on a dit sur la détermination des racines communes à deux équations; et aussi, si f\ et/2 ont pour racine commune 'k^z=z:o. Dans le premier cas, on a simultanément
dl,
dh
équations qui admettent 2p^p2{Ç2 — 0~^/^2^i solutions.
Dans le second cas, les coefficients de ^7/ et ^^l/ dans / et /s sont nuls, ce cjui donne p^p2 solutions; mais ces solutions appar-
tiennent g^ fois aux équations R = o et
dcx.
:o; si, en effet,
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()v^^^), ()^^-^), . . . sont les racines de/2=: o, on a
si }0^^^=o est racine commune à f^ el f2, R^ et B!' ne s'annulent pas, et l'on voit bien par ces formules que le système de valeurs (a;) correspondant est une solution multiple d'ordre ^r. pour R == o
ÔR
et -^ = o.
Enfin, si un système de valeurs (x) correspond à deux racines communes pour /, =: o et /2 = 0i c'est une solution double pour
les équations R = o et — =o, puisque toutes les dérivées de R
par rapport aux coefficients de /'^ et /s sont nulles. Donc, finalement, le nombre des éléments doubles de /sera
soit
p. Siili:^ ^^.,,,(,,_,)(,,-,)-H^I ii%^.
188. On peut maintenant envisager une série /* définie par les équations
les// étant des formes de même degré p, et les ( /.) étant liés par ■. une relation telle que
O étant une forme de degré q.
La série /sera de degré yj>^.
L'équation de l'élément (^) tangent à / en (^•) correspondant à (X) se trouve sans peine en écrivant que les séries en (X)
sont tangentes en l'élément (X); on a ainsi
d(D â'-S) t)cp '
5X1 àÏ2 àÏ3
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on a aussi S^fX/=o, en désignant par (X) un élément de (^), comme précédemment; et, par suite, l'équation cherchée est
Xj X2 X3 o
V^ ^ ^A El
dl^ dl-s dl-;i dl^
En général, la série /" n'aura pas d'éléments cuspidaux; car il faut pour cela que l'équation précédente devienne indéterminée. Mais elle aura des éléments doubles ordinaires, correspondant à deux systèmes de valeurs Çk) et (V).
Eliminant les (V) entre les équations
cp(X')=o,
on obtient un résultant de degré 2p^q par rapport aux (X), qui contient en facteur évidemment oÇa) et [/i(^0]^^' ôtant ces facteurs, le quotient n'est plus que de degré (/>- — '^)Ç'i égalé à zéro et combiné avec cp(X)^=:o, il détermine (/?- — i)q^ systèmes de valeurs (), ). Mais parmi ces systèmes, il y en a encore à supprimer : en effet, les séries en (V), définies par les deux premières équations précédentes, sont tangentes en leur élément commun (X), comme le montre un calcul facile, si le jacobien J[/i(^)? /2(^0? /3(^)] ^^^ "^^^^ ^^^ équations J = o et cp = o déterminent donc 3^(/? — i) éléments (X) qui ne répondent pas à la question posée. Finalement, il nous reste (p- — i)^^ — 3(p — i)^ valeurs des (X) correspondant à des éléments doubles de /i , el ceux-ci sont par suite en nombre ( p^— ^)ç^^ ^(p — 0^ ^
On peut ajouter que si la série cp = o a un élément double ou cuspidal, il lui correspond un élément de même nature pour^j en dehors des éléments doubles précédemment déterminés. On a
lyq ^ {pq—i)ipg
donc le genre de /"est le même que celui de la série cp.
De même, on peut définir/ par les équations
/,(^i, ^2, 373; Xi, X2, Xs)^ o (i = i, 2, 3), des degrés respectifs pi et c/i par rapport aux (^) et aux (1). La série /est de degré S/?, ^2^3-
L'équation de l'élément tangent (^) à / en (x) correspondant aux valeurs Çk) des paramètres est, comme au n'^ 187, obtenue en égalant à zéro l'un des déterminants de la matrice
àx\
X, '^•^ + x, '^à Vi i^A ih
" àx=i ' . àx-^ âXi 0X2 àl-s
dxi ' ^ dx^
àf.
dx^
^ àj\ dj\ dj\ èj^
^ dx-, à\x dki d\:i
àf, àf, df, ôf.
dxi ' ^^'' dx.2 ' ^'' c)x; dl^ dl. dl^ En général, la série /n'a pas d'éléments cuspidaux. Elle a des éléments doubles ordinaires, que l'on détermine en écrivant que les équations /•==: o, où les ().) sont les inconnues, ont deux systèmes de solutions communes. En raisonnant comme au n° 187, on trouve que le nombre des éléments doubles de /est
Pt
-P^PS (^1^2— l)(^1^3~ 0-
On remarquera que, si Ton éliminait les (^) entre les équations /■— o, on serait conduit à une série cp('X) = o, qui correspond à la série/, élément à élément. Son degré serait S ^,/>2/J>3> et le nombre de ses éléments doubles
Le genre des séries /et o est par suite le même et égal à
-pigiiPiq-i-h- psq^)-
qiP2P3--'
C'est encore là un théorème toujours vrai.
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D'une façon analogue, définissons /par les équations
9^i^ft\^i, )^2; p-i, (^2),
les fi étant des formes des mêmes degrés p el q par rapport aux variables binaires Çk) et ([j.), et celles-ei étant liées par une relatioQ telle que
o(Xi, X2; [^-b 1^2) ==0, des degrés r el s.
La série y sera de àe^ré ps -{- qr] si cependant les formes /' et g étaient symétriques par rapport aux (à) et aux (p.), ce degré se réduirait évidemment de moitié.
L'équation de l'élément (^), tangent a f en (.x) correspondant aux valeurs (a) et([i-) des paramètres, sera obtenue en égalant à zéro l'un des déterminants de la matrice
Xi X2 X3 o
^i ifi ^A ^±
dXj dX^ dl^ dli
àf\ àf\ ()/3 ()cp
A A A El
d\xi d[Xx d\xi d\i\
àf\ àf\ df-^ do
d[X2 à [M dij.2 àiJ.2
Raisonnant comme plus haut, on voit que la série/ admet en éléments doubles ordinaire
( ps -+- qr — i){ps -r- qj^ — 2)
général des éléments doubles ordinaires en nombre
formule qui contient un ibéorème facile à énoncer.
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des déterminants de la matrice
()/i df, df, df, df, df\
dx^
c)^3 d\i d\^ d]Xi d\i2
La série/ a des éléments doubles ordinaires dont le nombre est facile à trouver en raisonnant comme précédemment. C'est
Il est clair que l'on peut continuer de la même façon aussi loin qu'on le veut.
192. Nous avons déjà pu remarquer plusieurs fois l'analogie qui existe entre les formes ternaires à une seule série de variables et les formes binaires à deux séries de variables : nous venons de voir encore comment celles-ci peuvent définir des séries ternaires. Mais on peut en donner d'autres interprétations dans le domaine ternaire. Supposons donnée la forme
cp(Xi, X2; [^1, (^2)
et imaginons que les (X) servent à définir les éléments (y) d'une série rationnelle, et de même que les (ix) définissent les éléments (^) d'une autre série rationnelle c[ui peut d'ailleurs coïncider avec la première. La relation (^ ^^^^ o établit une correspondance entre les éléments (jk) et (^z)\ par suite les éléments {yz) qui contiennent deux éléuients correspondants constituent une série ternaire qui se rapporte à la forme ^.
Nous avons déjà vu une application de cette idée au n^ 158; alors la forme cp était bilinéaire et les séries formées par les éléments {y) et [z) définis par les (a) et les (a) étaient des éléments (^). Si l'on conserve cette dernière hypothèse, et si l'on suppose (p des degrés p el q par rapport aux (\) et aux (p.), on voit que la série des éléments {yz) est en général une série de seconde espèce, de degré /j -f- ^, admettant les éléments (^) formés par les [y) et les (^) comme multiples des degrés p et q. C'est ainsi que la théorie des séries ternaires cubiques ayant un élément
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double et que celle des séries biqiiadratiques ayant deux éléments doubles se ramènent à celles des formes binaires linéo-quadralique et doublement quadratique.
Nous verrons pkis loin d'autres applications dans lesquelles nous supposerons surtout que les Çk) définissent une série quadratique.
11 suffit évidemment d'avoir indiqué cet ordre d'idées si fécond pour qu'on puisse en apercevoir immédiatement des généralisations sur lesquelles il est inutile d'insister.
Remarquons encore l'importance qui s'attache, d'après ces considérations, comme d'après celles de tout ce Chapitre, à l'étude des invariants multiples des formes à plusieurs séries de variables, qui ne sont pas nécessairement toutes du même ordre.
IV. — Les enveloppes
193. Considérons toutes les séries en nombre simplement infini représentées par l'écpiation
des degrés/) et q par rapport aux (x) et aux ().), lorsque ces dernières variables sont des paramètres homogènes prenant toutes les valeurs possibles.
Ces séries y forment un ensemble, et il j a ^ de ces séries qui contiennent un élément donné (x). Le lieu des éléments (x) tels que, parmi les q séries de l'ensemble contenant l'un d'eux, il y en ait au moins deux confondues, est une série g qui est dite Venveloppe des séries/.
L'équation de g est obtenue en égalant à zéro le discriminant de /par rapport aux (X); donc g est du degré 2/^(^ — i).
Dans le cas particulier 011/ est linéaire par rapport aux ().), il n'y a pas d'enveloppe; les séries /contiennent />- éléments fixes.
df df
194. L'enveloppe est définie par -^ == 0, -^ = o ; donc, d'après
le n*^ 187, l'équation de l'élément tangent en (^x) correspondant à (X) est obtenue en égalant à zéro l'un des déterminants tirés de
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la matrice
dx^dX^ dlidX)
Remplaçant l'une des lignes de cette matrice par la somme des deux lignes multipliées respectivement par )., et \^^ il reste, eu vertu des hypothèses,
~ dx^
-hXs
EL
àxi
c'est l'équation de Télément tangent en (.^) à la série /" correspondant à (X); donc l'enveloppe touche toutes les séries/, dites aussi, par suite, enveloppées.
L'équation de l'élément tangent précédemment donnée devient indéterminée si l'on a
)u bien si l'on a
EL
dxi
àf
EL
àx^
dans ces cas, Tenveloppe a en (^) un élément multiple.
Dans le premier cas, l'enveloppée a elle-même en (^) un élément multiple. Si l'enveloppée / a toujours un élément multiple, le lieu.de cet élément appartient à l'enveloppe*, en effet, les coordonnées i^x) de cet élément sont des fonctions des (X) telles que l'on ait touiours
EL
àxi
on a donc aussi
EL
El
dX^
àf dXi
et, par suite,
àf
. df
EL
D'après ce qui précède, le lieu de cet élément multiple appar-
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lient au moins deux fois à l'enveloppe. On vérifierait aisément qu'il lui appartient deux fois si [x) est un élément double ordinaire sur /*; trois fois si [x) est constamment stationnaire sur y*; etc.
Dans le second cas, Q\) est racine triple pour y =0; en raisonnant comme au n^ 185, on trouvera que i^x) est stationnaire pour l'enveloppe, l'équation de l'élément tangent unique étant obtenue en égalant à zéro l'un des déterminants tirés de Ja matrice
dVjdk2
âl^âll
^ âxiâl^ ' " " dx.20ki " '^ ()xsc)k2 à\'ldA2
âk^dll
c'est-à-dire encore
Al -{- A2 - -1- A3 —
oxi 0X2 Ox-ii
Remarquons encore que l'enveloppe peut contenir certaines enveloppées, ou des parties d'enveloppées qui se décomposent :
cela arrivera si les fonctions ~^ -.— peuvent devenir identiques
oki ok^^ ^
en tout ou en partie pour certaines valeurs des (1).
Dans le cas le plus général, il est facile de déterminer les singularités de l'enveloppe g. Cette série aura un élément cuspidal si l'équation y = o, où les (1) sont les inconnus, a une racine triple, c'est-à-dire si l'on a à la fois
équations qui ont '^P'{q — ^2) solutions.
L'enveloppe g aura un élément double si les équations
ont deux racines communes, ce qui arrivera
fois; mais de ce nombre il faut retrancher le nombre précédemment obtenu pour les éléments cuspidaux, puisque alors les équations considérées ont une racine double commune. Finalement,
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g a donc en général ip^-i^q — ?>)(^ — ^) éléments doubles ordinaires.
19o. Si une série g^ est tangente à toutes les séries f d l'ensemble considéré, elle fait nécessairement partie de Fenve loppe g de ces séries. En effet, les équations
déterminent les (^) comme fonctions des (A); on a alors con stamment
-^ dxi -h -^ dx^ -fdx^ âx2
-êf/>^-
-^ dx^ ^dxi
dx^
is, par hypothèse,
à/ dXi
dxs
dxi
dX2
il reste donc -^- <:/)., + -;— cD.>^ = o; d'où, comme précédemment,
Si donc Oq est la série tangentielle de /, et si Aq est la série tangentielle de l'enveloppe g àe f, ou plutôt de la partie de g qui est tangente à toutes les séries/, lorsque g est décomposable, on voit que A^ fera partie de l'enveloppe des séries (Dq.
Toutes les fois que l'enveloppée /est une série linéaire
les /étant de degré ^, l'ensemble des / détermine une série de seconde espèce 4, qui est rationnelle et de degré g] la série tangentielle de ^ fait partie de l'enveloppe des / et coïncide avec elle si 'i n'a pas d'éléments stationnaires ; dans le cas contraire, il faut lui adjoindre les éléments stationnaires de A pour retrouver l'enveloppe des/: si, en effet, (^) appartient à un tel élément, il existe deux séries /confondues contenant (x). Ces résultats sont
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craccord avec ceux du § 2; car si A a p éléments stationnaires, la série tangenlielle de ^ est de degré ^(q — i) — p, et le degré de l'enveloppe des /est 2(5^ — i).
Les enveloppées peuvent être définies par une équation
f{xi, x^, xs; X., X2, X3) = 0,
des degrés p et q par rapport aux (^) et aux (X), ces dernières variables étant liées par une relation cp(Xi, Ao, ^3) = 0, de degré ^'^ Alors on trouvera l'enveloppe g des séries données en écrivant que les séries en (X), /(^, ')\) = o, ^Ç^) = o, sont tangentes ; g sera par suite du degré pq\iq -j- ^'— 3).
Les propriétés indiquées précédemment subsistent entièrement. Si, par exemple, on cherche l'enveloppe des éléments tangents à une série donnée de degré/?, dont les éléments (y) sont définis par
on a pour l'équation d'une enveloppée
àf , àf df
^Jl ^72 4/3
et l'enveloppe est de degré p{^p — o) = p -^ ^p{p ^~ 2) • ^lle se compose de la série donnée et de ses éléments tangents stationnaires.
Les singularités d'une enveloppe définie comme nous venons de le dire sont encore faciles à déterminer dans le cas le plus général. L'enveloppe g aura un élément cuspidal si les séries f{x^ )v)=o et '^Çk) = 0, en (X), sont osculatrices, c'est-à-dire ont un élément commun triple; de même g aura un élément double ordinaire si les mêmes séries/(.r, X) = o etcp(À)=:o sont tangentes en deux, éléments distincts. Ces problèmes sont résolus plus loin d'une façon plus générale.
On remarquera que l'enveloppe g peut encore être interprétée comme le lieu des [x) tels que les séries /(^, A)=zoet cp().) = o, en (1) soient tangentes, ce qui peut mener souvent à des applications intéressantes.
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lions
f{Xu OCi, X-i\ Xi, X2; [Xi, IJ.2) = 0, Cp(Xi, X2; P-l, P-2) = 0,
où les notations sont claires par elles-mêmes. Il faudra évidemment, pour obtenir Penveloppe g^ éliminer les (X) et les (|j.) enlrey'=:=o, o =:o, et l'une des équations
^l EL EL AL
dX^ 0)^2 ^1^1 àix^
dcp d(D do do
âli 0X2 ^[M ^(^-2
Si /est des degrés />, q, r par rapport aux (œ), aux (X) et aux(tj.), et si cp est des degrés ^^et /'^, le degré de l'enveloppe g sera
Les singularités de g se détermineront comme plus haut : la solution générale sera indiquée plus loin. On peut continuer de la même façon.
198. On obtient des généralisations de la notion d'enveloppe par les considérations suivantes.
Envisageons d'abord les deux équations
fii^u ^2, ^'^3; Xi, X2, 1^)= o,
et écrivons, en généralisant ce qui a été dit au n° 196, que ces deux séries en (X) sont tangentes. On définit ainsi une série g qui est l'enveloppe du système donné.
On peut dire que ^' := o est le lieu des (x) tels que si l'on établit une relation quelconque ^Q^) entre les (a), la série définie par /^ = o, /2== o et cp = o et contenant (x) est toujours tangente à l'enveloppe g en cet élément, ou bien y a un élément multiple. Ceci résulte de l'équation de l'élément tangent donné au n° 189.
En posant
l'équation de l'élément tangent à g est obtenue en égalant à zéro An. - I. i4
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un déterminant convenable du troisième ordre tiré de la matrice
ÔXy
dxi do 2
ÔXf
âxi
^+X3^ ^^ ^ -^-^ 0X2 ^~ • <^^3 ^^^1 ^^^2 àX-^
âXl
àos
11 est facile de voir que si les séries y^ et/o en (}v) sont osculatrices en un élément commun, les déterminants du second ordre tirés de la matrice
^fi ^.A ^9i ^92 ^^.3
d\i âXi dli dli d\i
dfx 4/2 ^?i <^?2 <^93
dX^ àXi dl^ t)X2 àl^
ôfi df^ d^i 0^2 ^^3
dX^ ôX^ dX^ ôX^ âXs
sont tous nuls pour cet élément; et réciproquement.
Donc ^' aura un élément cuspidal dans ce cas; de plus, g a évidemment un élément double ordinaire dès que les séries /j = o et/'2=o, en (X), sont doublement tangentes, c'est-à-dire quand les équations /^ = o, /2= o et cp^ = o ont deux solutions communes distinctes en Çk).
Si // est des degrés pi et cji par rapport aux [x) et aux ()x), o-est du degré /»i ^2(2^1 + ^2— 3) +i?2?i (2 ^2 + ^i — 3). Déterminons d'abord ses éléments cuspidaux. On considérera les équations suivantes, c[ui n'ont pas une infinité de solutions communes,
ces équations ont
CPi =z O,
0X2 dXs
àf\ ^^ àX^ 0X2
-l-/?|^i(35'i-+- 3^2— 6) solutions; mais il faut suppriuier, comme ne fournissant pas des
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éléments cuspidaux, les soUitions des équations
en nombre
les solutions des équations
0X2 àX-s àKs 0X2
t^\ l-n f-c. f-n ^/l ^?3 àf, d^s (^) Al— O, /i— O, /2— O,
en nombre
les solutions des équations
(y) ^3=0, /l=0, /2=0, Cpi=rO,
en nombre
de plus, on a supprimé comme solutions des espèces (a) et ((3) les solutions des équations
Ce) h = 0, f2=0, ^=.0, ^^--=.0,
en nombre
et, par suite, il faudra les considérer à nouveau; enfin on a supprimé comme solutions des espèces (p) et (y) les solutions des équations
(s) Xi^O, )^3=0, fl=0, /2=0,
en nombre p\p^^ et il faudra, par suite, les reprendre.
Finalement, en appelant N, A, B, C, D, E les six nombres que nous venons de calculer, le nombre cherché des éléments station-
naires de g est
i\ __ a A — PB — yG -f- SD -f- sE,
a, p, y, 0, £ désignant certains entiers positifs.
La forme symétrique du résultat par rapport aux/?/ et qi^ la connaissance de certains cas particuliers et, au surplus, une étude directe donnent sans peine
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et par suite, le nombre cherché est
3pf ^2(^1+^2— 3 )-f-i?]p2(3^f -4-12^1^2-^-3^1 — 18^1 — 18^2+ i^) -i-3/)| ^1(^1-1-^2— 3).
Pour déterminer les éléments doubles ordinaires de la série g^ on considérera les équations
/l=0, /2==0, Cpi^.0,
et l'on écrira qu'elles ont deux solutions communes en (X), ce que nous savons faire ; le nombre des solutions correspondantes est
-\-PiP2['>-'q\q2-^ ^q\ql-^ "^qiql — ^q\qi--^q\q\
mais il faut supprimer d'abord les solutions qui correspondent au cas où les équations en (X)
d'une part et
d'autre part, ont en même temps une solution commune; le résultant des premières est de degré
par rapport aux (^), et contient eu facteur le résultant des secondes de degré />^ g2-H/>2yi 5 donc en tout nous avons ainsi un nombre de solutions égal à
pf 5^1(2 ^1-4-^2- 3)^-/»i7;2^i^2(3^iH- 'iqi--^)-\-plq\{q\-+- iq^ — o)-
Il faut supprimer encore les solutions qui correspondent au cas où les équations en (X)
(?>) /l=05 A=0, Xi=:0,
ont deux solutions communes, et qui sont en nombre
De plus, il faut reprendre, comme ayant été supprimées en qua-
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llté de solutions (a) et de solutions (p), les solutions qui corresjDondent au cas où les séries en ()^), /^ = o et /o^ o, ayant un élément commun pour lequel y^ == o, sont véritablement tangentes en cet élément ; ces solutions sont en nombre
enfin, il faut supprimer les solutions qui correspondent aux éléments cuspidaux, et déterminées précédemment. On trouve finalement pour le nombre cherché
-\- PiP^l'i^ql qi-+- ^q\q\-^ 'i-qiql — ^q\q^.— 9q\q\
— ^q\ — ^^qiq^i — 6^|-4-3o^i-+-3o^2 — '^4]
199. On peut aussi envisager la série cp obtenue en éliminant les (^) entre les conditions qui expriment queyi^o et/*2=:o sont tangentes; c'est le lieu des éléments où se touchent les séries /i = o et/*2= o en ().). Elle est de degré
comme on le voit en éliminant les (^) entre /"i = o, y2 = o? ^\ = o? et supprimant le facteur }\^i''^-.
Cette série cp n'a pas d'éléments cuspidaux en général; elle a des éléments doubles dont le nombre est facile à déterminer en remarquant que g et cp sont de même genre. On peut aussi les déterminer directement de la façon suivante : on éliminera les (^) entre les équations
/i=o, cp2=o, cp3=:o;
le résultant est de la forme ç^)(, A désignant le résultant de
et y^ celui des équations
On évaluera le nombre de fois que les premières équations ont
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deux solutions commuDes en [x), et de ce nombre, divisé par 2, on retranchera les nombres d'éléments doubles pour ^ et y^^ et les nombres d'éléments communs aux séries cp, (j;, y prises deux à deux; enfin on ajoutera, comme ayant été supprimés à tort, les nombres d'éléments communs à ces mêmes séries deux à deux qui correspondent à un même système de valeurs des [x).
200. On a des résultats analogues en partant des deux équations
des degrés p^ et /?2j ^i et cjo-) i\ et i\ par rapport aux (^), aux ().) et aux ([j.), et écrivant que ces deux équations en Çk) et {\i.) ont une solution commune double.
L'enveloppe ainsi définie est du degré
P\[q\ n -^ qi ''2 -i- 2 9^2 ( ''1 — i) H- '^ '^2 iqi — ^)] + P2[^i/^i4- ^2''2-H 'iq\{j't— 0-^- 2^1(^2 — i)]-
Nous n'insisterons pas davantage sur ces généralisations.
201. Considérons maintenant un ensemble doublement infini de séries/, définies par une équation telle que
/(^l, X^^, ^3; Xi, )v2, X3)==0,
des degrés/? et q par rapport aux [x) et aux (X).
Si l'on écrit que la série / en (X) a un élément double, c'està-dire si l'on égale à zéro le discriminant de/* par rapport aiix(X), on définit une série g^ de degré ?>p{q — i)", qui peut encore être regardée comme une enveloppe des séries /, et qui est le lieu des {x) tels que / ait un élément double en (à).
Les équations ■—- = o définissent les (A) en fonction des (x)
coordonnées d'un élément de g] on a ainsi une relation ç(X) = 0 correspondante, da degré ^p'^{q — i) : c'est le lieu des éléments doubles définis plus haut. Les séries /*o définies par /= o et cp = 0 ont pour envelojDpe proprement dite g] de plus, si Fon établit entre les (X) une relation quelconque ^Ç\) = o, on définit un ensemble simplement infini de séries/, et leur enveloppe propre-
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ment dite touche g aux mêmes éléments que les séries fo qui appartiennent à cet ensemble. En d'autres termes, les enveloppes des différents ensembles simplement infinis que Ton peut former avec les séries y touchent toutes g.
Les séries o' et o ont des éléments doubles dont le nombre est facile à déterminer d'après le n° 189. Toutefois il faut observer que la série g aura des éléments cuspidaux correspondant aux cas où la série/* en (à) a un élément cuspidal. Pour en évaluer le nombre, nous chercherons les solutions communes aux équations
et nous en retrancherons les solutions communes à
-^ = o et Al =r o,
comptées deux fois.
On trouve ainsi, pour ^', i2p-(q — i)(^ — 2) éléments cuspidaux, et par suite -^ (^ — '^){^l — ^)(^^' — '^9 — ^^0 éléments doubles ordinaires.
On peut continuer dans la même voie, en considérant des variables en nombre quelconque, mais ces indications suffisent.
V. ~- Applications
202. Soient [y) et (^) deux éléments correspondants de la hessienne H et de la steinérienne S d'une série /*== a^p= o. On a les équations
Zi r \- z^ -. T— -T- ^3 -^ — - — =0 (t = i,2,o);
dy^dfi ày^àfi ày-^ayt
la première polaire a^p-^z'^^ o de (^) a un élément double en [y)] la (/> — 2 )^'^'''^ polaire (f/.^2^.p-2 =-= o de {y) a un élément double
La steinérienne, obtenue par élimination des [y) entre les équations précédentes est de degré 3 (/> — ^2)-.
D'après le n^ 189, l'élément langent ÇÇ) à S en {z) a pour
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équation, après une réduction facile,
df df df
qri 4/2 ày^
(Q est donc la {p — i^^^q polaire, ou polaire linéaire de {y). La classe de S est évidemment d'après cela 3(/?^ — '^){P' — ^)* S peut être regardée comme l'enveloppe au sens du n" 201 des polaires linéaires a^yjy-i-z=^ o; donc S aura i2(/? — 2)(/? — 3) éléments cuspidaux et - [p — 2)(/? — 3)(3/>2 — (^p — 5) éléments
doubles ordinaires; les éléments cuspidaux sont tels que leurs
premières polaires aient un élément cuspidal ; les éléments doubles
sont tels que leurs premières polaires aient deux éléments doubles.
S a par suite ^{p^ — 2)(4/> — 9) éléments inflexionnels et
7 {P — ^){P — 3)(^^/^^ — 3/? ■ — 8) éléments tangents doubles ordinaires.
Il est évident que S touche les éléments tangents stationnaires de f, puisque, si {y) est commun à / et H, c'est un élément inllexionnel, et l'élément tangent correspondant est sa polaire linéaire.
La liessienne H est de même l'enveloppe des secondes polaires «.rP-Y- = o; elle n'a pas en général d'élément multiple 5 par suite ses singularités sont faciles à déterminer.
Le genre de H et S est le même.
Si [t) et [u) sont tels que leurs premières polaires se touchent en (y), on voit tout de suite que (y) appartient à H; l'élément tangent commun est l'élément {yz) de la cayleyenne, et {tu) touche S en {z), c'est-à-dire est la polaire linéaire de {y)-
203. La caylejenne est la série de seconde espèce lieu des éléments {yz)] pour trouver son degré, on cherchera le nombre des solutions communes aux équations
•^ àyiàyi dy^Jyi dy^âyt
[x) étant quelconque ; ce nombre est 3(/? — 0(P — ^)* Si p = 3, il doit être réduit de moitié, comme l'on sait.
La cayleyenne n'a pas d'éléments cuspidaux en général; ses
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singalarités sont par suite faciles à déterminer, en remarquant que son genre est celui de H et S.
On pourrait facilement multiplier les propriétés des séries dont nous venons de dire quelques mots : remarquons seulement l'extension possible des notions précédentes en partant des polaires d'ordre quelconque.
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La forme bilinéaire
OÙ l'écriture des coefficients a été simplifiée, comme d'habitude, correspond à l'homographie. Si^ en effet, on considère deux espaces X et Y remplis par des éléments de première espèce (^) et (j/), et des éléments de seconde espèce (i) et ('/)), /(<^, t)) = o est l'équation d'un élément (jk) correspondant à (^•), et l'on peut écrire
CCiiXi H- «21 ^2 -^ <^h 1 -^3 «12 ^1 -i- «22-^2 + <^32 ^3 <^^1 3 ^1 -H «23 ^2 -'^ <^^33 «^3
et si le déterminant
ct\i cci^ ai'^
Cl =: ^^21 ^2 2 ^*^2 3 «31 «3 2 «33
n'est pas nu), on définit ainsi une homographie entre les espaces X et Y.
f{x, '/)) = o est aussi l'équation de (Ç) correspondant à ('/]), et l'on a
«11 V]i -4- «12 '-02 -^ <^l-à '^rà <^2l''"il-^~ <^22 '02 -H <^23 ''^3 <^31 '''il "^ <^<^32 '^2 "+- <^33 '-^j 3
Si les a/y sont les coefficients des ccij dans le déterminant d et si
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l'on pose
gil.y)^-
an «12 <^13 '^1
Ji 72 73 o
g =^ O est l'équation de (v]) correspondant à (^), on de {x) correspondant à {y)^ de sorte que
'ni
aiiÇl-1- «21^2 -t- «31^ «12^1^- «22?2-i- «32^3 ^13 ^1 + «23 ?2 "i" «33 ^3 ^1 3^2 __ ^3
aiiriH-ai2j2+ «13^3 «2171+ ^2272-+- «2373 . «3 i7i^- «3272+^3373 On a aussi
df{X, Tj):
''^il ■■'^i2 '03 O
Le système/, (^), (i), (7), (t)) a comme invariants multiples les
cinq quantités/, g^ d, (ç j x)^ ('/] |jk).
205. Considérons le cas où l'on a 6/=o, sans que tons les mineurs a/y de d soient tous nuls. Par eiitension, on dit alors que /*= o définit une homographie simplement singulière.
La forme g est ici le produit de deux facteurs, soit {b | ?)(y ] r), à cause des propriétés des a/y. Par suite, on définit de cette façon deux éléments particuliers des espaces X et Y, soit (6) et (y) : à [x) quelconque correspond [y) appartenant à (y), et à (^) correspond [y) quelconque; à {y) quelconque correspond (6), et à (jk) appartenant à (y) correspond une infinité simple d'éléments i^x) alignés avec {b)] à (^) quelconque correspond (y), et à (^) contenant (/^) correspond une infinité simple d'éléments (tj) alignés avec (y); à (t,) quelconque correspond (ç) contenant (Z?), et à (y) correspond (^) quelconque.
Si les coefficients a/y sont tous nuls, de sorte que la forme g est nulle identiquement, l'homographie est doublement singulière, /"est le produit de deux facteurs ( [3|cr)(Z?|7i), et les particularités qui se présentent s'énoncent immédiatement.
Dans tous les cas, les espaces X et Y étant distincts, on peut
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réduire y* à la forme canonique
cillai V]i -\- an ^2 *^2 -+- <^33 ^3 '^J3j
de sorte que
d= «11^22^33, .«r = «22'^33?lJKl-|- ^33«11$272+ ^ll«22i3JK3.
II. — L'homographie de deux espaces coïncidants
206. Supposons les espaces X et Y identiques. On peut imaginer alors que les (j/) sont les mêmes éléments que les (ce) ou bien que les (^) : nous envisagerons cette dernière hypothèse plus tard, et ici nous supposerons que les (y) et les (*/]) sont les mêmes éléments que les (x) et les (^) respectivement.
Si nous étudions le système formé par/, les (x) et les (^) et si l'on remplace les (y) et les (yi) par les (.r) et les (^), les résultats précédents subsistent d'abord entièrement, et fournissent les invariants/, ^, h z= (^\x) et d, tous faciles à interpréter.
A ces invariants nous adjoindrons d'abord les formes k et y qui sont les jacobiens de /, g^ h considérées comme fonctions soit des (^), soit des (x); k et y^ sont des formes cubiques
aii^l-h <^21 ^2 + <^31 ^3 k= a^j^j-j- ^12^2 + ^13-^3
anli-^ai au ^1-4- «2
Cherchons maintenant les éléments doubles de l'homographie, c'est-à-dire ceux qui se correspondent à eux-mêmes dans les séries X et Y. Pour les déterminer, on a évidemment les équations
{an — p)^i -}- a2i^^2-+-
p étant une inconnue auxiliaire déterminée par l'équation
OU bi
tp-^-
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OÙ l'on a fait
t = ail -4- «22+ «33, y == «11-1- «22+ «33-
Les coefficients i et y sont évidemment comme d des invariants proprement dits, d'ordre zéro, car les racines de l'équation en p sont manifestement invariantes, ç(p) étant l'invariant d relatif
On arriverait aux mêmes résultats par les équations
(an — (t)^i ^- ai2a^2 -+- «13^3 = o, y
qui conduisent à
cy3 — y j2 _|_ jY/œ — d^ — Oj
de sorte que po- z= d.
De même encore, les éléments doubles de seconde espèce sont déterminés par les équations
(ail— p)?l + <^12?2-4- «13^3=0, * J
OU bien
(an— cr)^i-i- «21^2+ «31 ts == o,
Nous avons ainsi trouvé huit invariants/, g^ A, A, y, /, y, d qui forment un système complet : sept d'entre eux seulement sont indépendants, et la relation cjui les lie sera indiquée plus loin.
207. Nous allons retrouver les invariants i et j d'une autre façon qui nous donnera en même temps de nouvelles propositions.
Considérons / comme fonction des (^) et g comme fonction des {x)j ou inversement; l'invariant K (/, g) défini au n" loO est alors dh ; et en effet la forme g correspond à l'homographie inverse de celle qui est définie par/".
Considérons maintenant y comme fonction des (x) et des (?) successivement; il en résulte un invariant K que l'on vérifie sans peine être égal à
c'est aussi
(«11^1-+- «21^2+ «31^3)(<^llilH- <^12?2-i- ^IS^s)-!-. • -,
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et, par suite, on voit que if — jh -^ g z=zo est rëquation de (^) de Y, correspondant à {y) de X, i^y) correspondant lui-même dans Y à i^x) de X; c'est aussi l'équation de (Ç) appartenant à X, correspondant à (ri) de Y, (ti) correspondant lui-même dans X à(^)deY.
Dans le premier cas, les équations de (^) et (j/) étant A = o et y^ro, on voit que les éléments (^), (jk), (^) appartiennent à un même faisceau, si l'on a /c = o, et seulement alors ; dans le second cas, on voit de même que (i), (t)), (^) appartiennent à un même faisceau si l'on a y=: o, et seulement alors.
En appliquant le même procédé à g^ on trouve de même que la
quantité
(aii^i-1-ai2^2+ai3^3)(aii^i-i- ^21^2-!- «si ^3) + • • •
est égale à
jg — idh H- df ;
if—jh-^g
dh f
dh jg -
- idh + df g
l'équation jg — idh '\- df ^=^0 s'interprétera comme plus haut. En vertu des relations c[ue nous venons d^obtenir, on trouve tout de suite, par multiplication de deux déterminants,
kx
c'est la relation qui existe entre les huit invariants du système.
Les invariants absolus géométriques proprement dits dépendent des rapports des racines des équations en p ou cr, c'est-à-dire encore des rapports des quantités i^ ^ j^ et d'^.
208. Pour aller plus loin, nous allons examiner successivement les divers cas qui se présentent quand on fait les différentes hypothèses possibles sur les racines p,, p2, p3 de l'équation en p. Nous supposons d'ailleurs que l'homographie n'est pas singulière, et qu'elle n'est pas définie par la substitution identique.
T. — n équation en p a trois racines distinctes. 11 existe alors trois éléments doubles de chaque espèce n'appartenant pas à un même faisceau. Si les (^) doubles sont pris pour
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éléments fondamentaux, on a
g — a22<^33^1?l-r- «^33'^11^'2?2-^ <^1 1 <^22 ^3 ^3 j ?, = ail -T- <^22 ~r-" <^33? y = <^22 <^33 + ^33 <^<^1] ~T~ <^11 ^22? a = «u a22 <^33 j
e t en appelant A le produit non nul (ci^i- — ^^3 3) (<^3 3 — ^n ) (^*^ h — ^22)^
Les éléments doubles de seconde espèce sont donc les Ù/, ainsi qu'il était évident; /r = o est leur équation, et de même y^ ^ o est Féquation des éléments doubles de première espèce.
Soient (^) et (j}^) deux éléments correspondants des séries X et Y; leur rapport anharmonique avec les éléments doubles £l^
et Ùq est ^^^^ -, et par suite a la valeur constante -^; la même
^3jK2 ^ <^33
chose a lieu pour les autres éléments doubles et aussi pour les éléments de seconde espèce. Si (^) est commun à Ùi et {xy), le rapport anharmonique de (^) et (^) avec Ù2 et O3 est de même constant et facile à calculer. On a ainsi obtenu la signification géométrique des invariants absolus.
Deux éléments correspondants peuvent être considérés comme deux espaces à une dimension homographiques : il est clair qu'ils sont en homologie si l'un d'eux contient un élément double appartenant nécessairement à l'autre, et dans ce cas seulement.
II. — p^ est racine simple ; on a p2 = P3, ^^ cette racine double n! annule pas les mineurs du déterminant Ç5(p).
Ce cas est limite du précédent. On peut réduire / à la forme simple
/= aiii?7i^l-f- (a22^2^- «32^3)^2 ^- <^33^3i3,
avec
O^ et O2, 0^ et O3 sont doubles; Oi et Ùi correspondent à pi, Oo et O3 correspondent à la racine double p2.
III. — pi est racine triple et n^ annule pas les mineurs du déterminant ^(p).
C'est encore un cas limite du précédent. A p4 correspond un élément double de chaque espèce, et ces éléments se contiennent;
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en les prennnt pour O2 et ù^^ on a avec
aji = «22 ^= <^33j <^12^3l7^0'
IV. — pi est racine simple; on a p2=p35 et cette racine double annale les mineurs du déterminant cp(p).
Dans ce cas, à p^ correspond un élément double de chaque espèce; ces éléments ne se contiennent pas, et peuvent être pris pour Oi et Qj ; à la racine double correspondent tons les éléments que contiennent ù^ et 0\, comme doubles.
La forme canonique du cas I subsiste, avec a22=<^<^335 de sorte que k et y^ sont nuls identiquement, ce qui n'arrive pas dans les cas précédents.
Deux éléments correspondants de première ou seconde espèce appartiennent avec 0\ ou Q^ à un même faisceau; si (^) et [y) sont deux tels éléments, et si {z) est commun à Q, et à {xy)^ le rapport anharmonique [xyG^z) a une valeur constante. On dit, dans ce cas, qu'il y a homologie,
V. — pi est racine triple et annule les mineurs du déterminant ^(p).
C'est ici un cas limite de l'iiomologie. A p, correspondent une infinité d'éléments doubles de chaque espèce, situés sur deux éléments Oo et Ù3 qui se contiennent. On a alors
avec
209. En général, les éléments doubles seuls ont mêmes correspondants quand on les suppose appartenant successivement aux séries X et Y. Dans quel cas y a-t-il im^olution^ c'est-à-dire un élément quelconque a-t-il toujours même correspondant, qu'on le considère comme appartenant à la série X ou à la série Y?
D'après le n^ 207, il faut que if — jh -+- g se réduise à un facteur près à h'^ donc d'abord /r, jacobien de/, g, h fonctions des (i), est nul identiquement. Or ceci n'arrive que dans les cas IV et V; pour qu'il y ait involution, il faut encore dans le cas IV que
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CHAPITRE VI. — LA FORME BILINÉAIRE ET l'hOMOGRAPHIE. 1i
Fon ait a^ 4- ^00= 0; dans le cas V, il ne peut y avoir invokition, riiomographie étant supposée non singulière.
Dans le cas unique de l'involution, on voit immédiatement que, sur chaque élément double, il y a involution déterminée par les éléments correspondants; le rapport anharmonique tel que (xyOi z) envisagé précédemment est égal à — ^ i .
210. Cherchons, dans le cas général I, par quelles transformations on peut passer de la forme /à la forme canonique
y- — a^ 1 X^ Çi ■+■ <^2 2 ^2 V2 "^ ^^3 3 ^3 S3 "
7^. la racine p/ de Féquation cp(p)==:o, correspond l'élément double ù'^ dont l'équation est déterminée par
si (y) et (z) sont deux éléments quelconques, les trois dernières relations peuvent être remplacées par
et l'équation de ù'- est par suite
Xi X2 x^ I
aiijKi-l-a2ijK2-H a3ijK3— p,-jKi .. .. L
c'est-à-dire, en posant (^yz)i-='/]i,
Nous pouvons donc poser, (v]) étant quelconque,
le déterminant de cette substitution, pour passer des (^^)aux (^), est égal à
un calcul facile donne ensuite en partant des (^'^•), posant ti^=:(^r\)i,
An. — I. i5
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et appelant A le jacobien par rapport aux [x) des formes /{^^ V)), gi^i '^) et (^ j x),
-^J 9k fit. r,) — p/<^(^ '/]) -f-'J;
(pi- P/)(P/— ?/c)X('^i)
0/ et c/f désignant les racines de ç(p) autres que p^.
Quant aux coefficients, on a ct--=^ p/.
On obtiendrait des formules analogues en partant des équations (les éléments doubles de première espèce O^-.
211. Si un élément (x), appartenant à X, décrit une série d'équation /= l)^p=zo, l'élément correspondant (j/) de Y décrit une série de même degré dont l'équation est
De même, si (i) appartenant à X décrit une série \ = j8p=i: o, l'élément correspondant (tj) de Y décrit une série de même degré dont l'équation est
X(aii^i-+- a2i?2^- «31^3. "', ...) = o.
On peut aussi dans le premier cas envisager la série formée par les éléments {^y), définis par deux éléments correspondants, et dans le second cas, la série formée par les éléments {k'/]).
Si {^y) a pour coordonnées (Ç), on a {^\oo) := o,/(^, Ç) =: o; on peut en tirer les (x), et portant dans l'équation / = o on a l'équation de la série des (x^y)') de degré 2p.
De même dans le second cas, si ($'/]) a pour coordonnées (5), on a {l\z)=o, g{z, i) = o.
Dans le cas général I, les formules se simplifient.
iy) décrit la série
(7i) décrit la série
A(a22<^33vlj ^33^1lÇ25 <^<^1 1 <^22 Ç3 ) = O ?
(5^) décrit la série
Z[(a22— «33)?2Ç3, (^33— ^^lOCsbb ^ «1 1 " ^22 ) ?1 ^2 ] == O ;
(z) décrit la série
'k[aii{a22 «33)^2-23; «22(<^33 «ll)^3^J> «^33 ( ^1 1 ~ <^22 )^1 ^2 ] = O .
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CHAPITRE VI. — LA FORME BILINÉAIRE ET L HOMOGRAPHIE
212. Ces formules simples peuvent donner lieu à de nombreuses applications.
Cherchons, par exemple, si la série des [y) peut être identique à celle des [x). Si le degré de / = o est i , on retrouve ainsi les éléments doubles de seconde espèce.
Si Je degré de /= o est supérieur à i, il est clair que si les an restent arbitraires, le problème est impossible. Mais, si l'on a par exemple a\^ = a2 2<^^3 3, toutes les séries dont les équations seront de la forme ^{x]', ^2-^3) ==o répondront à la question : elles se décomposent en séries quadratiques telles que x^= 2X^0^3? \ étant une constante arbitraire.
De même, si l'on prend pour a^, «225 ^zz l^s trois racines cubiques de l'unité, les séries d'équations telles que
ou bien
'^{x\X2, xlXs, ^l^l) == O,
ou encore
9(^1^1, x^x^, x-^xl)=^ o
répondront à la question.
Ce sont là les types des solutions.
Les invariants dont l'évanouissement exprime ces faits sont faciles à calculer.
Considérons maintenant la suite d'éléments (^^^^), (x^^^), (^^-^), . . . , tels que {x^'^^) corresponde dans Y à (x^'^~^^) de X, et dans X à {x^"-^^^) de Y. Les équations de (^^^^), (x^^^), > . . , (x^^'^), sont respectivement
{^r\x)^0, CCnXi^i-^ <^22^2b-^ «33^3^3 = 0, . . .,
si les (x) sont les coordonnées de (x^^^) et si l'on emploie les formules canoniques. Si en général f^ est le premier membre de l'équation de (^^'^^), on a la relation de récurrence
fn-hl = ifn — jfu-\ -T- dfn-2 5
d'ailleurs on a
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d'oii
/3 = ig -^{ii^j)f-\-{d ~ ij) h,
On pourrait de même prolonger la suite dans l'autre sens, avec des indices négatifs, de sorte que
df^, == g, d^f^.^ = jg + df~ idh,
On peut chercher la condition pour qu'un certain nombre des éléments x^'^\ de rang donné, appartiennent à une série de degr(; donné. On trouve ainsi des conditions invariantes faciles à calculer. Ainsi / = o exprime que les éléments (^^^^), {x^^^)^ [x^-^^) sont alignés; y == o exprime le même fait pour (^^^^), (^^-^), {x^'^^)] la condition pour que six éléments consécutifs appartiennent à une même série quadratique est i^ cl — j^ = o, . . . : cette série quadratique se reproduit alors elle-même par l'homographie; etc.
On verrait encore aisément que la condition / = o exprime qu'il existe une infinité de suites triples proprement dites {xyz) telles que les éléments (^), {y), {z) appartenant à X, leurs correspondants dans Y appartiennent respectivement aux éléments de seconde espèce (i), (t)), (Î^) delà même suite; et aussi qu'il existe une infinité de suites triples proprement dites {^^iC,) telles que les éléments (?), (ti), (Q appartenant à Y, leurs correspondants dans X appartiennent respectivement aux éléments de première espèce (x), (j/), [z) de la même suite. Dans le premier cas [y) et [z) par exemple sont arbitraires; dans le second (t; ) et (Ç) sont arbitraires. Si i n'est pas nul, il n'existe aucune suite triple proprement dite répondant à l'une des conditions précédemment indiquées.
La condition j = o s'interprète d'une façon analogue, le rôle des espaces X et Y étant interverti.
La démonstration de ces propriétés est en tout semblable à celle que nous donnerons plus loin pour des propositions analogues relatives à deux séries quadratiques.
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La forme quadratique
f =z a^s = Clii^l -^ «22^1 + «33^3 + ^«23^2^3+ 2«31^3^1 + 2«i2^i^2
ne dépend que de si^ coefficients, et a cependant un invariant proprement dit, son discriminant ou hessien
cl =
ciij et ciji ayant la même signification.
Si cl n'est pas nul, /= o est une série quadratique proprement dite qui n'a aucune singularité; sa classe est 2, comme son degré. Si cl est nul, / se décompose en un produit de deux facteurs linéaires; et si en outre tous les mineurs de d sont nuls, ces deux facteurs sont proportionnels, de sorte que/* est un carré parfait.
L'élément (i) est tangent à/, si l'on a, en faisant /^,.:r= - -y^, les conditions
?i ~ b " la '
d'où la relation •
lï ^- ^3 0
La forme équivalente à /, ou la forme tangentielle de /, quand cl
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23o LIVRE II. — LA GEOMETRIE TERNAIRE.
n'est pas nul; est donc en posant
an = ciiiCi-?,-^-
de sorte que les atj sont les mineurs de d.
Le système formé par/, les (^) et les (^) admet les quatre invariants/, cp, 6/ et (^ I ^).
On a
«llO(li-!-. . . -h 2, «12^12-1-. . . — Zd\
le hessien de o est o = d- ; la forme tangentielle de cp, obtenue en partant de o comme cp en partant de /, est/^/, de sorte que
fd^
au ai2 ai3 ^i
ai 3 a23 a33 ^3
Si <:/est nul sans que tous ses mineurs le soient, /se décompose en un produit de facteurs linéaires distincts
/=(rj x){X\x).
Les éléments (v)) et (Q ont en commun un élément (j/), double pour/, qui vérifie les trois équations /^.=: o, alors compatibles.
En faisant j^/= ('^Oo ^"^ ^^it facilement que cp = — 7 (j^ I i)"? ^^
sorte que o est un carré parfait, et cp = o représente deux fols l'élément double (y).
Si les mineurs de d sont tous nuls, la forme o est nulle identiquement; on a
Les f-^. sont proportionnels à (tj | ^) ; on a
ce qui détermine (tj | ^).
2,14. Si Ton adjoint à la forme / les variables i^x) et (jk)? on a les invariants a^2, aj2, <i, et la polaire a^j.
D'après les propriétés générales des polaires, axj== o est nne
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CHAPITRE VU. — LA SÉRIE QUADRATIQUE
série linéaire qui est le lieu des éléments (^) conjagaés harmoniques de l'élément (y) par rapport auK éléments communs à / et à {xy),
La symétrie de l'équation a^y = o par rapport aux (^) et aux [y) montre que, si (^) appartient à la polaire de (y), [y) appartient inversement à la polaire de [x)] {x) et {y) sont alors dits co/?/^^- ^7^65 par rapport kf.
Si quatre éléments (j/), (^), (i), {u) appartiennent à un même faisceau, il en est de même de leurs polaires, et le rapport anharmonique de celles-ci est égal au rapjDort anliarmonique [yztii)] en efTet, les coordonnées des éléments (^) et celles de leurs polaires sont liées par les formules d'une substitution linéaire, de sorte qu'une homographie particulière est ainsi définie.
Si (t)) est la polaire de [y] par rapport à/, [y) est aussi la polaire de (ri) par rapport à cp (si d n'est pas nul), comme le montre un calcul facile. Nous dirons indifféremment, suivant la commodité du langage, que [y) et (ti) sont pôle et polaire par rapport à / ou o.
En supposant toujours d non nul, [y) n'appartient à sa polaire (y|) que s'il appartient à/, et alors (t]) est l'élément tangent à y en [y): On voit aussi C[ue (yj) contient les éléments de contact des éléments tangents menés à/par (j/) ; q^ie si (y), (^), {t) appartiennent à un même faisceau, ainsi que (jk), (^^), (^^), et si (^), (i^), {z'), {t') appartiennent à/*, (y)) contient l'élément commun k(^zz') et {tt')] etc. Les mêmes choses ont lieu par rapport à cp.
Si <:/=o sans que ses mineurs soient tous nuls, et si {j) est alors l'élément double de/, la polaire de (s) est l'élément conjugué harmonique de {yz) par rapport aux éléments de seconde espèce qui constituent/'; la polaire de (y) est indéterminée. Inversement^ on en déduit la position du pôle d'un élément (^).
Si / est carré parfait, la polaire de (^) est l'élément représenté deux fois par/; si [z) appartient à/, sa polaire est indéterminée.
Comme application, on vérilîera sans peine que si l'on considère une suite triple {y)^ {z), (t)^ et la suite formée par leurs polaires (tj), (Q, (9), ces deux suites sont homologiques, c'està-dire que les éléments | y (^9)], [.s (Sv])], [^('/^Q] sont alignés ainsi que les éléments ['ri(^^)], [Ç(^Jk)], [^(y^)]; si d'ailleurs les premiers sont alignés sur (a-) et les seconds sur (5), (s) et (cr) sont pôle et polaire par rapport à/.
Hosted by
215. Nous n'insisterons pas sur les invariants du système formé par y et un nombre quelconque de variables (^x) ou (^) : ils sont tous de tjpes déjà connus. Nous signalerons seulement quelques identités souvent utiles.
On a d'abord
an ^12 <^i3 qi ^12 ^*^22 ^"^23 ^2 <^13 <^23 <^33 ^3
(Jll)a(H-r])(Ç6) =
\\ 'Ci'l "^iS
an ai2 ^13 çi
Si
(11) da^y=-
ai2 «22
Jl 72
«13 ^1 ri
ai2 «22
(IV) a(^^,-)(^i) =
Zi Z2
OÙ (^7)) par exemple désigne comme d'habitude l'élément de première espèce défini par (^) et (y]). D'ailleurs, dans ces formules comme dans ces suivantes, des variables de même espèce pourront être supposées identiques à volonté.
Si, dans (1), on remplace les (rj) par les (/j), le premier membre devient dÇi \y)^ ainsi qu'il était facile de le prévoir; si l'on remplace encore les Ci) par les {fx)-, le premier membre devient da^y
De même, si dans (11) on remplace les {y) par les ('fri)^ le premier membre devient d'^(jr\\x)] remplaçant encore les [x) par les (cpi), on obtient d^a^^f^.
Dans (lïl), remplaçons les (7^) par les {fy) : le premier membre devient aiu^j^e^j ; remplaçons encore les (^) par les {/x) • on obtient d[xy{(^^)]. Remplaçons les (^r\) parles (fy) et les (9) par les {ft)', on a ayt^ix^ — d(y \^)(t\\)\ remplaçons les (i), les ('/]) et les (6) •comme précédemment : on obtient <^[(Ç|^)aj^ — (Ç |jK)<^^^f]î enfin, si l'on remplace encore les (Ç) par les (fz)-> on obtient finalement d{ax.z(^yt — ClyzCtxt)'
On pourra opérer de même sur l'identité (IV).
CHAPITRE Vil. — LA SERIE QUADRATIQUE
etj par suite, immédiatement,
Ci'xt ^yt (^zt
(^xv ^r
= d{xyz){tiw),
m a^e aï;ô
«r/ ^rCi HX
Enfin considérons l'expression ctxz^f^ytnant est le produit des deux matrices
0'yzCixt\ ce dé ter mi-
Zi
et
tl
/.ri Jx. Jxz
Jyi Jy- Jïz
el, par suite, d'après une règle connue, est encore égal à ^^(^xy){zt)'i de sorte que l'on a l'identité
<^l'xz^yf — (^xtC^yz'==- '^[xy){zt)'i
de même, on aurait
a?_j;a^^e— ^^0^0^== ^^«(Ho)(r6)- En particulier, on aura
Clx~Cty- ^xj ^^ ^{xy^'i
217. L'équation des éléments tangents à /qui contiennent (jk) est évidemment a(^j)2r=z o, ou encore ax^ciy--- — <^^^= o.
La forme équivalente à a.^xy)', considérée comme forme quadratique par rapport aux {x), est, par un calcul facile, day^'{\\yY^ ainsi qu'il était facile de le prévoir : elle est nulle identiquement si {y) appartient à/.
On peut retrouver les résultats précédents de la façon suivante : soit {x) un élément quelconque, de sorte que tout élément de {xy) est ()h ^ -h )v2JK) ; cet élément appartient à/siPona
Xf a^^-f- 'i\i\^aa
A 9 Cly'i ■ O '■)
cette équation définit les éléments communs kf etk(xy) : ils sont confondus, c'est-à-dire que (xy) est tangent à/, si l'on a
Cl-x-^y- Ci'x.\
En éliminant les Çk) entre l'équation précédente et l'équation
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on obtient
c'est Féquation des éléments communs à /" et à (^J")- On peut l'écrire aussi en appliquant à o ce qui vient d'être dit aa sujet de/
en fait, il j a identité entre le premier membre de cette équation et celui de la précédente, au facteur d'près.
Appliquons ceci en remplaçant les (^Jk) par les fz, nous aurons l'équation des éléments de contact des éléments tangents menés à/ par (3); soit, d'après les identités connues,
ci-f2a^-2~ d{^ I zy = o.
La même équation convient, en y regardant les (^) comme variables et les (^) comme données, pour représenter les éléments tangents à/ aux éléments communs à/et à (;).
218. Le rapport anharmonique p des éléments (x) et (jr) associés aux éléments communs à /" et à (xy) est, d'après une équation précédente, facile à calculer. On a
Si (y) et p sont donnés, le lieu de (x) est une série quadratique facile à définir plus complètement; dans le cas particulier de p = — T , on retrouve la polaire <2^j= o.
De même, le rapport anharmonique p des éléments tangents à/ contenant (^7j) avec (^) et (r^) sera
CHAPITRE VII. — LA SÉRIE QUADRATIQUE. l
Par suite, il vient
a^y^fay2a^2= a^yzy^a^y-i- af^^);^,-;,-^- day2(xyzy.
Cette identité fournit une décomposition de a^2 en une somme de trois carrés de fonctions linéaires indépendantes, et il est facile de vérifier que c'est la formule la plus générale cjiii réponde à cette question.
Si cl est nul ainsi que tous ses mineurs, on a simplement
«^-.a^srr^ al y-,
si d est nul, sans que tous ses mineurs le soient, le troisième carré disparaît et la formule fournit immédiatement les facteurs linéaires dans lesquels /se décompose.
Dans le cas général, [y) et (z) sont arbitraires : axj= o est la polaire de i', a(^.^>(js) = o est la polaire de l'élément commun a aa,y— o et à (yz).
220. On peut ainsi, et de la façon la plus générale, ramener /' à la forme canonique simple
y= ai[X\ -f- a^^x\ -I- «33^1 ; on a alors
d=^. aixa^_^_^a^^, cp = «22^33 ?ï ~- «33 «ii ^ -1- ^^ii «22^ •
La suite triple de référence est telle que 0/ et û/ soient pôle et polaire par rapport à/': on dit qu'elle est conjuguée par rapport à/. Il existe une triple infinité de telles suites triples, car on peut prendre 0| arbitrairement et O2 arbitrairement sur. la polaire deO/.
Si d est nul, / se ramène à la forme
f =z a^i^l -4- «33 .^0 , ou bien
et la signification des éléments de référence est évidente.
On vérifiera que si deux suites triples sont conjuguées par rapport à une même série quadratique /, les six éléments d'une même espèce qu'elles définissent appartiennent à une même série quadratique.
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221. Dans certains cas, il j a avantage à choisir une autre forme canonique.
Si la suite de référence 0^0203 ou Q, t^2^3 est inscrite k f^ c'est-à-dire si les 0/ appartiennent à/, on a
etj par suite,
o = — «Is^f — a|iM— a.f2^|H-'iai,ai3Ï2?3-t-2a23^2i?3fi-H2a3ia32?i^2;
en même temps, on dit que la suite O^ O2O3 est circonscrite à îp. Si la suite 0,0203 ou Q, ^2^3 est circonscrite à/ et, par suite, inscrite à cp, ,on a de même
y^ — ol\.^x\ — a|i^| — a 12^3 + 2ai2ai3^2'^3--r-2a23a2i^3^i4-2a3ia32^i^2?
Ci^=^ 4'^23'^31 ^12?
O = 2a23a3iai2(2a23?2^3-l- 2^31^3^!+ '>^^M^XA^)'
On vérifiera sans peine que si deux suites triples sont inscrites ày, les six éléments de seconde espèce qu'elles déterminent appartiennent à une même série quadratique; le théorème analogue a lieu s'il s'agit de suites triples circonscrites à/*.
II. — La série quadratique définie par une forme bilinéaire à deux séries de variables binaires.
Nous avons déjà vu comment une forme bilinéaire à deux séries de variables binaires pouvait définir une série quadratiqvie ternaire. Si
g T=^ a\\ \\ [J-i -f- Cl\=i f\\ [J.2 -T- 6^21 ^^2 î-'-l ~i~ ^22 ^2 ^-2
est la forme donnée, il suffit d'imaginer par exemple que les (X) et les ([x) définissent deux éléments de seconde espèce, désignés pour abréger par QC) et ([i.), ayant pour équations
Ài(t 1^7) -1- X2(C I ^) =0, [JLi(6 1 ^)-l- |J.2(X. 1 iP) = 0,
et de chercher le lieu de l'élément (^) commun à ces deux éléments, lorsque l'on suppose vérifiée la relation ^==0. Ceci revient à mettre en correspondance homographique les faisceaux formés par les éléments ().) et (^a).
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CHAPITRE VII. — LA SÉRIE QUADRATIQUE
L'équation de la série /ainsi définie est
^hiiZ I ^)(X I ^) — ^i2(Ç I ^)(6 i ^) — ^21 (-n I ^)(X I ^) -^ ^22 (^ I ^)(6 I ^) == o ;
elle contient les éléments {'Z]^) et {^'/J- Le discriminant de /est
— j (a.iia22— ai2^^2i)[«ii('^Cx)(^^X.)-^^^i2(''QÇÔ)(x.(;6)
+ ^2i(?'ox)(eT]x) + ^^22(C^o)(x'oO)]-
Il s'annule quand l'invariant de la forme g est nul, et encore lorsque l'élément [{'^iK){^x)] ^^ correspond à lui-même dans les deux faisceaux homographiques considérés (158).
L'élé^ment tangent en (tX>) par exemple est l'élément ()^) qui correspond à l'élément (ja) contenant (tj(^).
223. Pxéciproquement, si (j) et (z) sont deux éléments fixes quelconques d'une série quadratique, et si (x) désigne un élément variable de cette série, les éléments (xy) et (œz) forment évidemment deux faisceaux homographiques, puisque la correspondance qui existe entre eux est univoque sans exception.
On voit par suite que, si l'on considère quatre éléments (x) de la série, les quatre éléments correspondants (^jk) ont un rapport anliarmonique constant qui ne dépend pas de l'élément (y) : on l'appelle le ixipport anharino nique des quatre éléments (^) de la série/.
Lorsque le rapport anharmonique i^x^'^^ x^-'^ x^'^^ x^'''^) ainsi défini est égal à — i, on yérifie aisément que (^^^^^^2)) ^i (^^3)/ç(/.)) ^ont deux éléments conjugués par rapport à /.
Tout ceci peut se répéter pour des séries et des éléments de seconde espèce. En particulier on voit ce que l'on doit entendre par rapport anharmonique des quatre éléments tangents à/en (^('^), (^^^^), (^^^^), (^^'•^), et il est clair que ce rapport est égal à celui de ces quatre éléments (^) eux-mêmes, d'après une remarque faite au n^ 214.
III. — La série quadratique comme série rationnelle
224. D'après le n° 223, il est clair que les coordonnées d'un élément (^) d'une série quadratique peuvent s'exprimer sous la
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forme
les/; étant des formes quadratiques par rapport aux ().).
Réciproquement, de telles formules représentent une série quadratique, si toutefois les fi ne sont pas liées par une relation linéaire, comme il est évident.
L'élément (a) de coordonnées [x) a pour élément tangent celui qui est défini par les formules analogues :
T (df, df, df, df,\
P^i - 7 JT. Trn " .nZ 7nT ~ "^ (Z^' f'-'^ " ^ri'
4 \dAi 0X2 <^'^^2 à\i
La série / et la série tangentielle cp sont ainsi cleux espaces à une dimension homographiques dont les éléments homologues sont les éléments de f et les éléments tangents à /correspondants.
Si (y) est un élément fixe de /*, les coordonnées de (xy) sont faciles à calculer; en appelant (^.) les paramètres relatifs èi(y). on peut écrire
fAl)f,(l^)-f:Al)Â(p^)
p(^).^^^li^l^^^;^---^^--'--^DLo.,
ces expressions sont linéaires par rapport aux (a), comme on devait le prévoir : donc le rapport anliarmonique de quatre éléments (x) est égal au rapport anliarmonique des quatre couples de valeurs (1) correspondantes.
Ajoutons que, pour Télément défini par les éléments tangents en (X) et (a), on peut écrire
225. L'étude de la série/ainsi représentée correspond, comme nous l'avons déjà dit, à celle de la forme
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LA SERIE QUADRATIQUE.
Si l'on fait
/3== Co Xf M- '2 Cl XiXs-^ ^2 XI,
2eLte forme a le seul invariant multiple
L'équation de / est
bo bi 6-2
Co C| C2 i
^2 O bo 'ibi ^2 o
^3 O Co 2 Cl C2 O O ^3 O Co 2 Cl C2
son discriminant est — /{i\
La forme canonique de la représentation précédente est obtenue en faisant, ce qui est toujours possible,
p^j — - '2Xj X2,
alors on a, pour la série tangentielle,
pU=- - X1X2, Pb-Xl,
P^a-X?; on peut écrire
y étant un facteur quelconque; le discriminant de /est — 4^^? et la forme cp est
La série / contient O2 et O3 et y admet O3 et Oo comme éléments tangents.
L'équation de l'élément de seconde espèce (^p^), c'est-à-dire de l'élément de seconde espèce défini par (X) et ([a) est
— ^i(Xi [JL2-1- X2 {J-i) -I- 2X2^-2^2-^- ^Xi i^io^i — o.
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De même, l'équalion de rélément de première espèce, défini par les éléments tangents en (1) et (p.), est
^1 ( ^^1 P-2 + ^^2 l^i ) + ''m P-1 ki -^ ^^2 [^2 h = ^'
226. Ces formules simples peuvent servir à résoudre de nombreuses questions sur les séries quadratiques : on en peut, par exemple, tirer une démonstration des théorèmes de Pascal et de Brianchon, ainsi que des nombreuses propositions qui s'y rattachent. A cet égard, nous attirerons l'attention uniquement sur les deux cas particuliers d'une suite triple ou quadruple inscrite à /.
Pour une suite triple (a^'^), ()^^^^)j (>^^^0' ^^^ éléments tangents en (Î^^^Oî (^^^0' (X^3^) ont en commun, avec les éléments opposés ().^^^'X^^^), . . .y trois éléments alignés suivant (t)); l'élément tangent en ("Xi) est conjugué harmonique par rapport à ().^'^X^2)) et (X('^).(3)) de l'élément qui contient (V^^) et le pôle de Çk^^^'k''^^) : les trois éléments analogues à ce dernier sont alignés suivant (y), pôle de {'r\).
Pour une suite quadruple ()^^'''), Q-^^'^^), (^'^0? (^^'0? ^^^ éléments tangents en {1^'^) et {V^^), en (1^^^) et Q&'^), et les éléments (l^^^l^^y) et Çk^^^W'^)^ (V'^0.^3)) et {V''^V^^) déterminent quatre éléments alignés suivant (y;), et formant un faisceau harmonique; en disposant les éléments (\) donnés dans tous les ordres possibles, on obtient deux autres éléments analogues à (tj), soit (Q et (9). Fm faisant pour les éléments tangents à / aux éléments (X), ce que nous venons de faire pour les éléments ()\) eux-mêmes, on obtient une suite (y), (z), (t) analogue à la suite ('/^), (Ç), (9). Ces deux suites sont équivalentes, et, par suite, conjuguées par rapport à la série quadratique/*.
227. Voici encore une application générale très importante. Considérons nne série quelconque g :=: bccF=: o^ de première espèce par exemple, et de degré p. Chacun de ses éléments contient deux éléments tangents à f; si les éléments de contact correspondants sont Çk) et ([Ji), la série g = o établit donc entre Çk) et ([J.) une relation de degré p par rapport aux variables de ces deux couples, et symétrique par rapport à ces variables : en effet, pour les formules canoniques précédemment développées, cette
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relation est
^•( A 1 JJI2 -H X2 JJ-i , ^ i y.[ . ^9.lJ-i) = o.
Dans le cas général, avec les mêmes notations que précédemment, on aurait
g- [ «0 Xi (JL-i + «1 ( X 1 [J,2 •+- X2 (J-1 ) -i- CI2 X2 [^-2 5
^0X1 [^1-4- ^l(Xi [a2-|- X2 [Jt]) 4- ^2X2[^2j • • •] = 0.
Réciproquement, considérons une forme aux deux systèmes de variables binaires Çk) et ([;.), de même degré p par rapport à ces variables, et symétrique par rapport à ces variables : égalée à zéro, elle définit, si l'on veut, une série ternaire de première espèce de degré p, dont l'équation est obtenue, par exemple, dans le cas des formules canoniques, en remplaçant )^j [^-2 + ^2 [^h? ^i p-i ? ^2(^2 par ^j, œoj ^3-
A ce cas on peut ramener celui plus général où l'on donne une forme non symétrique par rapport aux (X.) et aux (ji.), des degrés p^ et p" par rapport à ces variables, soit^''()^, [i.) : nous supposons cette forme indécomposable, bien entendu. Alors on envisagera le produit g^')^') l^)é*''(P'' ^^)^ ^^ ^'^^^ définira ainsi comme tout à l'heure une série ternaire de de^ré p' -}- p^\
C'est ainsi que l'équation de la série/ elle-même est (X^a)=::o.
Toutes les fois que la série ternaire g sera indécomposable, la forme correspondante en (\) et(u.) sera elle-même indécomposable, ou bien sera le produit de deux facteurs indécomposables, se transformant l'un dans l'autre par le changement des Çk) en ([i.).
228. Nous allons étudier quelques-unes des propriétés des séries définies par une équation ^( A, i^)= o, symétrique, de même degré/? par rapport aux ().) et aux (tx) : nous aurons toujours à supposer que g est indécomposable, ou bien que g se décompose en deux facteurs tels que g'i'k, [a), g'{[f^^ )^), le premier étant des degrés/)'' et p'^ par rapport aux (1) et aux (p.).
Les éléments communs à la série quadi^atique / et à la série g sont déterminés par l'équation gÇk-) ')\) = o; ils sont en nombre 9.p : mais, dans le second cas, ils sont distincts en nombre/? au plus, puisqu'il suffit d'envisager l'équation ^^(X, 'k)=z o. Par suite, dans le second cas, nous pouvons dire d'une façon générale que la série g esl p fois tangente à la série/".
An. — I. 16
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Considérons maintenant les deux équations
oiii 01x2
qui admettent '2p(p — i) solutions (X), ([a). En général, si ().), (u) est un tel système de solutions, l'élément tangent k f en (X) a deux éléments communs confondus avec g ; il est tangent à g, ou bien l'élément défini par (X), (u) est double pour g. Ce dernier cas se présentera si les équations
sont aussi vérifiées par ce système de solutions, qui sera alors double pour les équations primitives, ainsi que le système obtenu en permutant les (X) et les ([j.); si toutefois on avait (Aa) = 0, la série g serait seulement tangente à /* en (X). Tout ceci est conforme aux formules de Pllicker, puisque la classe de g est en général p[p — i), et se trouve diminuée de deux unités pour un élément double.
On a ainsi le moyen de déterminer les éléments tangents communs à/* et à gj et les éléments doubles de g.
En particulier dans le second cas, où g' = g'^(X, l^)ë'^il^-> ^0? ^^^ équations à considérer deviennent
elles admettent, puisqu'elles expriment que le discriminant de g par rapport aux (jj.) est nul :
1° Les solutions des équations g^ i^k^ |j.) = o, g\\^^ X) = o, en nombre total /?^^ + />'^^, comptées chacune deux fois;
i"" Les solutions des systèmes
et
en nombre total ip'{jf — i) + ip" {p' — i).
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Ces dernières ne correspondent pas en général à des éléments doubles de g. Quant aux premières^ elles comprennent d'abord les solutions de l'équation g' Q^^ )^) = o avec (X[ji) ^=: o, en nombre p' -{- jf ] ces solutions indiquent, comme nous le savons déjà, que la série g est p fois tangente à f\ les solutions qui restent, en nombre p' {p' — \) -^ p" {p" — i), correspondent à
^ ^ ^ ^ + ^^ ^ " éléments doubles de g en général.
La classe de g est donc ip'p" . Cette série a, avec g^ /^p'p" éléments tangents communs, parmi lesquels il y en a /> comptant chacun deux fois.
La forme bilinéaire
g — CtiiXi [J-i-h ^12X1 [J.2+ «21^2 \^\-^ Chl'^-^ (J-2
définit en général une série quadratique bitangente à y : si l'on a ^1 2 — (22 1 = 0, elle définit une série linéaire.
L'équation g =^ o établit une homographie entre les éléments de la série f considérée comme un espace à une dimension : on jDCut lui appliquer la théorie développée aux n^^ 74 et suivants. La série g devient linéaire quand il y a involution. Les éléments communs k f et k g sont les éléments doubles de l'homographie.
Si (x) est un élément quelconque de g défini par (X) et ([a), le rapport anharmonique déterminé par (X), ([a) et les éléments doubles est constant^ dans le cas de l'involution, c'est un rapport harmonique, de valeur — i. Dans le cas général, les deux éléments communs à ^' et à un élément (^) tangent k / en (a) s'obtiennent séparément, en donnant dans g = o, soit aux (X), soit aux([A), les valeurs (a).
Dans le cas de la représentation canonique, l'équation de g est
■— Xi-\- aiiCC2-\- a22^3j — ; ) (^1 — 4^2^3) = o;
son discriminant est - (ai 2 — <^2i )'' {^i i ^^22 — <2i2<^2i )•
On ferait facilement le même calcul dans le cas le plus général.
Il est à peine hesoin d'ajouter que, comme toujours, tout ce qui précède peut être repris en échangeant l'espèce des éléments.
Une forme g linéo-quadratique définit de la même façon une série cubique à élément double triplement tangente à f; les élé-
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ments communs à g et à un élément (^) tangent à / se séparent en deux groupes de un et deux.
De même, une forme doublement quadratique définit, en généra], une série biquadratique à deux éléments doubles quatre fois tangente à /* : les éléments communs à ^ et à un élément (^) tangent à/ se séparent en deux groupes de deux.
Une forme doublement quadratique symétrique définit une série quadratique sans relation particulière avec/*. Si l'on emploie les formules canoniques, et si
^ = «0 X f ^1 H- 2 «1 Xi [Xi ( Xi [J.2 -f- X2 f^i )
-l-a2(Xf J^|-h X| (Jt.i)H-4a3XiX2[J.i [Jl2 + 2a4X2ÎJl2(Xi [J.2 4- X2 \lx)-\-a^^\\ [Jl| ,
l'équation de la série g est
a^xl-^ aQx\-\- QL^x\-\- l{lCf.^ — ■ «2 ) ^2 ^3 + ^ ^4 ^3 ^i H- "-2 OCi ^j ^2 = o,
et son discriminant est, en gardant les notations des n"^ 106 et
1,. . . ûj\ 7?
suivants, 1 invariant ^3+ -^ ^•
230. On peut appliquer ce qui précède à la résolution du problème général suivant : si (v) est un élément quelconque de /, et si gÇ^-, J^) = Oj hÇk^ |j.) == o définissent deux séries ternaires, l'élément tangent k f en (v) a en commun avec g et h deux éléments (y) et (z); si l'on considère les nouveaux éléments tangents à/' contenant (y) et (^), ils ont en commun un élément (œ) qui décrit une série F que l'on demande d'étudier. Il est clair que si l'on considère (œ) comme défini par ()^) et (a), il suffit, pour avoir la série des (^), d'éliminer les (v) entre les deux équations
Si ces équations sont symétriques des degrés/) et q^ le résultant est de degré pq par rapport aux (1) et aux (iji.), en général non symétrique, de sorte que le lieu cherché est de degré 2pq.
Lorsque l'une des formes g et h est décomposable en facteurs non symétriques, il est clair que le lieu se décompose en deux séries distinctes, et même en quatre séries distinctes lorsque g' et h sont toutes deux décomposables.
Restant dans le cas général, les éléments communs à/ et à F sont déterminés par les équations gQ^-, v) = o, ^(^^5 v) = o; ce
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sont les éléments de contacts des ipq éléments tangents à /contenant les éléments communs à ^ et A : en chacun de ces éléments les séries /et F sont tangentes.
On peut déterminer les éléments doubles de F, comme on l'a dit au n^ 228, en cherchant le nombre des solutions communes aux équations
puisque, en éliminant les (v^) entre les deux dernières, on trouve encore l'équation de la série F, les (1) et les (u) étant permutés. En supprimant les solutions déjà indiquées pour lesquelles les (1) coïncident avec les (pi), les (v) avec les (v'j, on obtient ainsi '^^pq{pq — i) solutions donnant /)^(/?g — i) éléments doubles.
On a encore d'autres éléments doubles pour F obtenus en écrivant que les équations gQ^, v) = o, h[]x, v) = o ont deux racines (v) communes; un calcul analogue à celui du n° 187 fournit ainsi pq{p — ^){^I — ^) nouveaux éléments doubles. Ceux-ci sont donc au total en nombre pq{'^pq — p — • q)- La série F n'aura pas, en général, d'éléments cuspidaux et, par suite, sera de la classe ipq{p -v- q — i).
Les éléments tangents communs à /et à F sont faciles à déterminer; ils sont en nombre ^pq{p -h q — i) et nous en connaissons déjà ipq qui comptent chacun deux fois. Les autres sont obtenus en écrivant : i^ que gQ^-, v) = o a une racine double en (v), ce qui arrive '^p{p — i) fois, et alors, à chaque système ().) ainsi déterminé, correspondent q systèmes doubles (u); 2° que les équa-
tions <?'( A, V) == o, — \^^ — - = o, — V-^ — - = o ont une racine com-
mune, ce qui arrive ipq{q — i) fois; 3° en répétant ce que nous venons de dire après interversion des lettres g et h.
On voit qu'il j di 2p(p — i) éléments tangents communs à/ et F, d'ordre q de multiplicité pour F, et de même 2qÇq — i) éléments d'ordre/? de multiplicité.
On peut supposer les séries g et h identiques. Dans ce cas, le résultant des équations g^k^ v) = o, g{\^, v) = o contient (^^[Ji)^ en facteur et le quotient est symétrique; donc la série F est de degré p{p — i). Les éléments communs à / et à F sont obtenus en écrivant que g()., v) = o a une racine double en (X) : ils sont
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faciles à définir géométriquement. Il en est de même des éléments
doubles en nombre — [p — ^Y{p — 2) et des éléments tangents
communs avec /en nombre 2p(p — i)(2/> — 3).
De mêmCj si l'on suppose g et h décomposables, et que l'on étudie la partie de la série F fournie par l'élimination des (v) entre
les équations
§■'{1, v) = o, h'iiJ., v) = o,
respeclivement des degrés p^ et p\ c/ et c/\ on trouvera une série de degré p' q'^ -{- p'^ c/ , autant de fois tangente à /, et possédant
éléments doubles, de sorte que sa classe est 2 p' c/ { p'^ -i- q'^ — i). Si déplus les fonctions ^^ et A' sont identiques, on obtient alors une série de degré/>'^(/;' — i), ne touchant pas/en général, admettant - {p' ~ ^){p" — ■^){p'p"~^p' — P") éléments doubles, et de
classe [p^ — i){'2p' p" — p' — 2./>'^).
231. Nous ne ferons que signaler, en terminant, l'extension que l'on peut donner aux recherches qui viennent de nous occuper. Parmi les applications que l'on en peut faire, citons d'abord les théorèmes bien connus relatifs aux suites circonscrites à une série quadratique /et dont tous les éléments de première espèce, sauf un, sont situés sur des éléments fixes de seconde espèce ou sur des séries quadratiques fixes bitangentes à f; puis les propositions relatives aux séries qui contiennent tous les éléments de première espèce déterminés par les éléments de seconde espèce d'une suite circonscrite à/, etc.
Nous nous arrêterons seulement sur le cas particulier suivant. Revenons au problème général du n° 230, et supposons que les séries g et h soient des séries quadratiques telles que l'équation de F obtenue par élimination des (v) entre gQ^-) '0^^^^? A([A, v) = o, soit symétrique en (X) et (pi). Dans ce cas chaque élément de la série F est obtenu deux fois; cette série est du quatrième degré seulement, et n'est pas tangente à/ : elle a avec f huit éléments communs qui se déterminent immédiatement.
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En écrivant que les équations gQ^-, v)==o, /^(p-, v) = o ont deux racines communes (v), on obtient encore pour F quatre éléments doubles : d'où l'on déduit que F se décompose en deux séries quadratiques F^ et Fo. Si maintenant l'on étudie les éléments tangents communs à F et à /*, on volt tout de suite que ce qui précède ne peut subsister qu'en supposant que /*, g^ h ont quatre éléments tangents communs, qui sont eux-mêmes tangents à Fi et Fo.
En écrivant alors que l'on a à la fois g'()^, v) = o, — ^^ — = o,
î^^if^ =0, ou bien à la fois '-^-^ =o, '-^%f^ =o,
A(ui, v) = o, on détermine non pas des éléments tangents communs à /et à F, comme plus haut, mais les quatre éléments doubles de F, c'est-à-dire les quatre éléments communs à F^ et Fo. En rapprochant cette détermination de ces éléments de celle qui a été indiquée antérieurement, on obtient une proposition intéressante, facile à énoncer.
Réciproquement, lorsque les séries/, g^ h ont quatre éléments tangents communs, la décomposition étudiée ci-dessus aura lieu. On le voit aisément de la façon suivante. Prenons «• sous la forme canonique des n"^ 106 et 107 : ceci revient à écrire que l'élément fondamental 0^ a même polaire par rapport à / et ^'; d'après l'hypothèse, il aura même polaire aussi par rapport à /i, comme nous le verrons plus loin. Si les équations de g et h sont de la
forme
Avf -I- ^B viV2-f- Gv| =0,
A'vf + sB'vjVo-f- G'vl = o,
A, B, C étant quadratiques en (X), A', B^, ÇJ étant quadratiques en ([j.), l'équation de F est
(AG'-i- GA'- 2BB')2— 4( AG — B2)(A'G'-- B'2) ^ o.
D'après l'hypothèse, les fonctions AG — B^ et hlÇJ — B^- des Çk) et des (ti.) sont les mêmes; alors, exprimant cette condition, on voit tout de suite que AG^+ GA^ — aBB^ est symétrique en (1) et ([i.), et le théorème est démontré.
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I. — Détermination des invariants. — Les éléments communs à deux séries quadratiques.
232. Envisageons l'ensemble de deux formes quadratiques de même espèce, soit/^ a^^-^, ^' = ^x'\ si nous adjoignons aux coefficients de ces formes les variables (^) et (^), nous aurons d'abord comme invariants les discriminants d et d^ de /et g^ les formes/ et g elles-mêmes, et leurs formes tangentielles cp := a^^, ^h = j^^:; ; nous pouvons encore y joindre la forme (^ | x').
Considérons maintenant la série quadratique (a) du faisceau {f^ g)^ définie par l'équation
et de même la série de seconde espèce (p.) du faisceau (co, 'J;) définie par
Le discriminant de la série (à) est
V\d-^ Xf Asc-f- \ille'^-lld\ ou e et e' sont deux invariants définis par des relations telles que
c)aii
dd' !"'' ^611
la puissance qui figure dans ce dernier membre étant symbolique. Les relations qui définissent e' se déduisent facilement des précédentes.
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Le discriminant de la série ([j.) est de même
(j.f dp- -H \x\ (J.2 de' A- jjLi \x\ d' e + {j.\ d'^,
ce qui permet d'écrire de nouvelles égalités intéressantes pour définir e ou e\
La forme équivalente à ().) est
Af cp + X1X2X -*- ^^14^5
OÙ l'invariant y est encore une polaire :
do d(^
H- 2(ai2èl3-4- «13^12— ^11^23— «23^^il);2^3-+-
De même, la forme équivalente à ([i.) est [j.f df--{- (Jti [J.2 A -4- [J^l ^^' &•>
H-2(aj2[Bi3-i- ai3 3,2— an323— a23Pii).^2^3-+-
Les dix quantités /, g^ A, cp, <];, y, (i, <?, e\ cV forment un système d'invariants indépendants pour le système de coefficients et de variables envisagés.
On remarquera la dualité qui existe entre les formes de ce système : en les remplaçant par cp, A, dd'-j^^ df^ ^^' gi ^^j ^^^i ^' ^i ^^' t d!-^ on obtiendrait les formes correspondantes relatives à l'ensemble formé par cp et 'i, /et g restant données.
233. Nous allons chercher tout de suite une forme canonique simultanée pour/" et g, A cet effet, cherchons les éléments (^) qui ont même polaire par rapport à/* et g : on doit avoir
gx\ gxç, §'x^
Si — Y' ^^^ ^^ valeur commune de ces rapports, ces équations expriment d'abord que le discriminant de l^^f -^X^g ^st nul, et,
Hosted by
^5o LIVRE II. — LA GÉOMÉTRIE TERNAIRE.
par suite, on a l'équation
A — Xi ai2-ih X2 ^12 Xi «22 •+■ X2 ^22 Xi «23 + X2 ^23 Xi«i3-4- X2^12 Xia23+X2623 Xia33+X2è33
= Xf 6-/ + Xf X2 e ^ Xi X| e'+ X| ^r =: o ;
de plus, on voit que les éléments cherchés sont en même temps les éléments multiples du faisceau (/, g)^ c'est-à-dire les éléments multiples des séries de ce faisceau, )m/+ ^^2^' == o^ q^^i se décomposent.
Si une racine (a) de l'équation A =r o n'annule pas tous les mineurs du déterminant A, ce qui arrive nécessairement si cette racine est simple; à cette racine correspond une solution unique (^) : la série correspondante^ ),,y*-j- X^^' = o, admet cet élément double unique.
Si une racine (X) annule tous les mineurs de A, de sorte qu'elle est double ou triple, il lui correspond une infinité simple d'éléments (^) remplissant un élément de seconde espèce que représente deux fois l'équation )h/+ '^-2 g = o.
Si/ et ^' sont des formes distinctes, comme nous le supposerons, les éléments de A ne peuvent être tous nuls.
Si ();), (V) sont deux racines distinctes de A = o, auxquelles correspondent des solutions (œ) et (x') nécessairement distinctes, on a
X 1 /r . + X 2 g-xi = O , X'i /x; -h X'2 gx', = O ,
d'où
Xi ar.r'-+- X2 b^x" = O, l\ ajc'oc' ■+- X 2 b^x' ■= o,
et par suite, puisque l'on a (W/) ^ o,
Ctxx-- = bj,jc'—0\
donc (^) et (^x') sont conjugués par rapport à /et g^ et, par suite, par rapport à toutes les séries du faisceau (/*, g).
Si le déterminant A est nul identiquement, d et d' sont nuls, et, par suite, / et g sont décomposables. On peut prendre /sous l'une des formes la^^iX^x-^ ou a^^x^^^ et l'on vérifie sans peine que g représente alors deux éléments de seconde espèce dont l'un est commun avec ceux que représente /, ou bien qui ont en
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commun un élément multiple de /. Toutes les séries du faisceau sont décomposables.
234. Le cas où A est nul identiquement étant laissé de côté, le faisceau (/, g) contient au plus trois séries décomposables qui n'ont pas d'élément double commun.
On peut alors démontrer sans peine les propriétés suivantes : 1° Supposons qu'une série décomposable QÇ) se compose de deux éléments (^) distincts. En choisissant les coordonnées de façon que cette série soit 2.z'2^3== o, l'étude de A montre immédiatement que, si la racine Çk) est simple, la solution correspondante (^), qui est ici Oi, n'appartient à aucune série du faisceau (/, g) autre que Çk)] si la racine {\) est double, Oi appartient à toutes les séries du faisceau, qui y sont tangentes à un même élément (^), d'après les propriétés des polaires; cet élément tangent commun coïncide avec ^2=oo'^i «^3=0 si Çk) est racine triple et seulement alors.
2" Supposons qu'une série décomposable (X) soit une série linéaire double; son équation peut alors être prise sous la forme x]^^ o. On voit ici que ^^ = o a en commun avec toutes les séries du faisceau deux éléments distincts A et B, si Çk) n'est pas triple; les séries sont tangentes en A et B, et leurs éléments tangents communs sont distincts de ^1=: o. Si la racine Çk) est triple, x^ = o est tangent à toutes les séries du faisceau en un même élément A.
235. Examinons maintenant les différents cas qui peuvent se présenter.
I. n équation A = o a trois racines simples
A ces racines correspondent trois éléments [x) distincts, qui ne sauraient appartenir à une même série linéaire, d'après leurs propriétés, et qui forment une suite triple conjuguée à la fois par rapport à / et g\ il n'y a d'ailleurs pas d'autre telle suite. En la prenant pour suite de référence, on a les formes canoniques
et les trois quantités aabjj — ctjjha sont différentes de zéro.
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H. L! équation A = o a une racine simple et une racine double qui n^ annule pas tous les mineurs de A.
C'est un cas limite du précédent.
Si O^ correspond à la racine double, et O2 à la racine simple, les séries sont tangentes en O^ à 0^ O2, d'après les propriétés indiquées plus haut. La polaire de O2 contient O^ : si l'on suppose que O3 appartient à cette polaire, on a les formes canoniques
d'ailleurs, on a
III. L! équation K^= o a une roxine triple qui n! annule pas tous les mineurs de A.
C'est encore un cas limite du précédent.
Si 0^ correspond à la racine triple, les séries y sont tangentes à Q3 par exemple. On a
/= «22^1 -H «33^1 + 2^23 ^2 ^3+ 2^13 ^1^3, g = ^22^1+ ^33^3-^ lb.2-iX.2Xz +- 2&i3:r.i^3,
avec
<^13^22— <^22^13 = O, Cl^.^bi^ Œ^^b^^^^O. ai^b^z <^23 ^13 7^0.
Oi est commun trois fois auK séries /et g\ ces séries ont un quatrième élément commun que l'on peut prendre pour O3 ; alors
IV. U équation A = o a une racine simple et une racine double qui annule tous les mineurs de A.
A la racine simple correspond par exemple O^] à la racine double correspondent tous les éléments de 0^, polaire de Oi, par suite. Si O2 et O3 sont conjugués harmoniques par rapport aux deux éléments A etB communs à ù^ et à /et g, la suite triple O^^ O2, O3 est conjuguée par rapport à /et g. On a donc d'une infinité simple de manières
f = aiiXl-\- «22^1+ <^^33^L
Hosted by
CHAPITRE VIII. — LE SYSTEME DE DEUX FORMES QUADRATIQUES
avec
Si l'on prenait Oi AB pour suite de référence, on aurait
J ■=. Cil i X] -^ 2 «23 ^2 ^3; ,*? — ^ ^^11^1 H" ^^23 ^2 ^3 5
avec
V. U équation A = o a une racine triple qui annule tous les mineurs de k,
A cette racine correspondent tous les éléments de O3 ; les séries du faisceau se touchent en Oi ; si O2 est quelconque sur O3 et si O2 est la polaire commune de Oo, on a
avec
236. L'analyse qui précède nous fournit d'abord la réduction de/et ^ à des formes canonicjues, en particulier à des sommes de carrés lorsque cela est possible. Elle nous fournit aussi les éléments (^x^ qui ont même polaire par rapport à toutes les séries du faisceau, et par suite les éléments (^) qui ont même pôle par rapport à ces séries; les suites triples conjuguées par rapport à ces séries; les séries décomposables du faisceau, ainsi que leurs éléments multiples. Enfin elle nous fournit la disposition des éléments communs à deux séries quelconques du faisceau, qui sont les éléments communs kf et k g.
On voit tout de suite, en effet, qu'en laissant de côté les séries décomposables,
i^ Dans le cas l, deux séries (X) du faisceau ont en commun quatre éléments distincts, qui inversement, déterminent le faisceau ;
2° Dans le cas II, deux séries Ç}\) se touchent en Oi, qui leur est commun deux fois, et ont deux autres éléments communs distincts, qui, avec O^ et Télément tangent commun O3 en Oi, déterminent le faisceau ;
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3^^ Dans le cas III, deux séries du faisceau sont osculatrices, c'est-à-dire ont en commun trois fois Félëment 0^, où elles se louchent suivant ^3, et une fois un autre élément;
4° Dans le cas IV, deux séries dii faisceau sont bitangentes, c'est-à-dire ont en commun deux fois les deux éléments A etB, en lesquels elles se touchent, les éléments tangents communs déterminant avec A et B le faisceau;
S"" Dans le cas V, deux séries ().) sont sur osculatrices, c'està-dire ont en commun quatre fois l'élément Oi, où elles se touchent.
Les modifications à faire quand l'une des séries (\) est décomposable, ou qu'elles sont toutes deux décomposables, sont évidentes.
237. Il est facile d'écrire les conditions qui expriment que l'on se trouve dans un cas particulier donné.
Les séries /et g sont simplement tangentes si l'équation A = o a une racine double, ce qui donne
27 cV- d''^ — 1 8 dd' ee' — e- e''^ -\- ,4 de"^ -4- 4 ^' 6^ — o.
Les séries f ^^ g sont osculatrices si A = o a une racine triple, c'est-à-dire si le hessien de la forme binaire A par rapport aux(X) est nul identiquement, ce qui donne
od e e'
Si les séries y*et^' sont bitangentes, et si (X) est la racine double de A=:o, la forme équivalente kX^f -\-\2g est nulle identiquement : on a donc
X|cp-|-X,X2X + Xl4;3=:o;
les dérivées partielles de A sont nulles aussi; alors, éliminant linéairement )^^, X^)^ et \\ entre les trois équations ainsi formées, on obtient comme condition l'évanouissement identique de l'invariant
'le
ie'
Zd!
Cette condition nécessaire est suffisante aussi ^ comme nous le
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montreroDS plas loin, si les conditions d'osculation ne sont pas vérifiées.
Si les séries /et g sont surosciilatrices, on a comine plas haut, pour la racine triple de A = o,
de plus, les dérivées partielles du second ordre de A sont nulles, et par suite
3^/Xi-l- (2X2 — o, e\i-^ e'\^_^ — o, e'Xj + 3<:/'X2 = o. On en déduit, en particulier, les deux relations équivalentes :
e' o — e 7 -4- 3 <:/d> = o, 3(f/'cp — e'y -{- (?({;= o;
ces conditions nécessaires sont aussi suffisantes, comme nous le verrons plus loin; elles entraînent les conditions d'osculation.
, 238. Tout ce qui précède peut être répété sur les séries cp et A et le faisceau p-i cp + Uo^ différent du faisceau A,/'+ ^^2^'-
On obtiendra la forme canonique de cp et A, les éléments qui ont même polaire ou même pôle par rapport à cp et A; .... Si, en particulier, les séries/" et g sont indécomposables, de sorte qu'il en est de même de cp et ^, les éléments qui ont même polaire ou même pôle par rapport à ci) et ^ sont les éléments déjà trouvés, qui ont même pôle ou même polaire par rapport à/ et g\ les suites triples conjuguées par rapport à cp et A sont les mêmes que les suites analogues relatives à /et g\ les éléments communs à cp et à A sont les éléments tangents communs à / et à g] les séries décomposables du faisceau (cp, A) sont formées des éléments communs aux éléments tangents à / et à g^ associés deux à deux, et ces couples d'éléments déterminent les éléments de seconde espèce qui ont même polaire par rapport à cp et J; ; ....
Ces résultats, réciproques de ceux précédemment obtenus, n'ont rien de surprenant, si l'on remarque que l'équation M = o, obtenue en égalant à zéro le discriminant de \}.\ cp + [^2']^? se réduit à l'équation A = o par la substitution
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les différents cas possibles seront donc les mêmes qu'au n^ 235, Dans le cas I, avec les notations déjà employées, les formes canoniques sont
(û = a22«33?i-i-«33«llÇ§
■ a[ia22ç'^,
y et g ont en commun quatre éléments tangents distincts. Dans le cas II, on a
Cp = a22^33?ï- ^-^22^33?!"èf3^1-^^22^1o^?3:
f et g ont en commun deux éléments tangents simples, et en outre O3 deux fois.
Dans le cas 111, on a
Cp = («-22 «33— «23)^1 — «13^1— ^'^-'22«13ÇlÇ3-^- 'i«I3«23^î^o ^:=:(622'^33-^l3)^!-^Ï3?i-^^^22^13Ç,?3--^^^13^23^1^2;
O3 est un élément tangent commun trois fois à / et ^'; il en existe un autre simple.
Dans le cas IV, on peut écrire cp et à comme dans le cas I, avec les conditions énoncées au n^ 233; / et g ont deux éléments tangents communs, comptant chacun deux fois.
Enfin, dans le cas V, on a
cp = «22^33^1 -
^- ^22^33^! -^?3^1-^^22^13;iÇ3;
O3 est un élément tangent commun quatre fois à /et à g.
Les conditions caractéristiques des divers cas s'expriment comme au numéro précédent; dans les cas IV et V, elles deviendront
od 2 de' e j e' id'e 3(f/' et
d ' ef — e' A H- 3 dd 'g — o , 'àdd'f — eh -^ de'ff^o.
239. Les séries décomposables du faisceau (/', g) correspondant aux racines de l'équation A r::^ o, l'équation de ces séries, c'est-
Hosted by
CHAPITRE VIII. — LE SYSTÈME DE DEUX FORMES QUADRATIQUES
à-dire des six éléments de seconde espèce qui contiennent les éléments communs k f el k g deux à deux, est évidemment
Il est d'ailleurs évident sur les formes canoniques que les éléments (^) qui constituent l'une de ces séries décomposables ont en commun un élément O/, et sont conjugués harmoniques par rapport aux deux éléments ùy qui contiennent Ô/; cette proposition, qui s^applique au cas I, est facile à modifier dans les cas particuliers.
La même chose peut se répéter sur les éléments déterminés par les séries découiposables du faisceau (cp, <];); en particulier, ils ont pour équation
Les séries du faisceau (/', g^ ont pour équations tangentielles
donc, il y en a deux qui touchent un élément (^) donné; ces deux séries sont confondues si (?) vérifie l'équation
4cptl; — )(;2z= o;
d'ailleurs, il en est ainsi évidemment si (?) contient un des éléments communs à /et à g^ de sorte que l'équation du quatrième degré que nous venons d'obtenir est celle de ces quatre éléments communs. Nous retrouverons ce résultat plus loin.
De même, l'équation des éléments communs à cp et ^, c'est-à-dire des éléments tangents communs à/ et g^ sera
^dd'fg — h'^-' = o.
240. On peut envisager les deux invariants qui sont les jacobiens des formes/, g^ h et cp, f]^, X*
En se servant des formes canoniques générales du cas I, on a
le jacobien r de/, g^ h est donc
An. - I.
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le jacobien p de cp, <];, y est
P = ?lÇ2^3(«22^33— ^33^22)(^33^11— ^ll<^33)(<^11^22 - ^22<^ll).
On voit que les équatioDS r = o et p == o représentent les éléments 0/ et Qi de la suite triple conjuguée par rapport à /et g.
Dans les cas IV et V seulement, r et p, toujours faciles à calculer, sont nuls identiquement : or ceci arrive toutes les fois que les fonctions /, g^ h ou cp, A, y sont liées par une relation, et cette remarque justifie ce qui a été dit plus haut sur la suffisance des conditions obtenues pour exprimer le double contact ou la surosculation.
Les invariants r et p sont liés par des relations aux invariants employés jusqu'à présent. Si Çk) est racine de A = o, la forme
Xf cp -H- X1X2X, + >*^i1^
est un carré parfait, et, égalée à zéro, représente deux fois l'un des éléments O/, d'après ce qui a été dit plus haut : p^ ne diffère donc que par un facteur constant du produit
n(Xfcp + XiX2XH->^l^)
étendu aux trois racines de A = o. On trouve alors sans peine
— p2^ o^d"^-^ o^^{e'^— iecr)-h ^^^-{e''-— ie' d) -^ ^^ d^
— e'<^'cp2^-l-(3(i<:/' — ^^Ot^ — ^^I^^X"^ ed' (qjJ^^ e' d^jj^ — dd' j^^.
Un raisonnement analogue conduit à
— r'^=^pdd'^-V-pgd'{e'-—ie'd)-\-fg''d{e"^—<?.ed')^g^d'>^d'
--ed'ph + ifidd'— ee')fgh — e'dg^h-^ e'/h'^-^egh^^—hK
Remarquons que le calcul indiqué au commencement de ce numéro nous montre que les formes h et y sont réduites à la même forme canonique que / et g^ dans le cas général : la suite triple conjuguée par rapport k f el g l'est donc aussi par rapport aux séries h et y. Mais la série h ne fait partie du faisceau (/', g) que dans les cas de double contact ou de surosculation; il en est de même pour y relativement au faisceau (cp, A).
241. Voici comment, dans le cas général où l'équation A = o a trois racines distinctes, on peut réduire / et g aux formes cano-
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niques du cas I :
Soit
A = n(XiXy'' — X2)^i^'0 (^' = ^ 2, 3),
et faisons correspondre la racine ()^^^^) à l'élément de référence O^-; alors la forme équivalente à «iO.^'cp + ^/X^,^^^, soit
ne diffère que par un facteur constant de x'^ .
En faisant h = Cx'i et désignant par [y) un élément quelconque, on peut donc, en prenant la polaire, écrire
Le déterminant de la substitution ainsi définie, pour passer des i^x') aux (^), est
^ = — dd\\^pVf'—\^,'n^i^){\^,''\'^'-~^'^^^^^
d'après la définition de r comme jacobien.
Les rapports r-^ sont des invariants absolus, et l'on a
xy
a'if
Par les propriétés des invariants, en faisant les [x) égaux aux (y), et appelant [y') les transformées des {y)j on a
«iiri-+- ^22/2' + «3373'=== %^
puis, en se servant de h et de ces relations : On tire des équations ainsi obtenues
— rr
XiO^^(X(n^)~xi/)x^))(Xi^)x^)-x(^)x^0
les indices ^, /, k étant différents.
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Il vient donc
XJ-^l,^^--^
Si J'on fait les (y) égaux aux (x), au second membre —V se réduit au carré parfait
^'(X^^'02a^^4-Xing)c^.-l-^(XVT-^:r^,
d'après ce qui précède : on a ainsi décomposé )^i/+ 'k2g en une somme de carrés, mais les nouvelles variables ne sont pas en évidence.
II. — Les invariants h et
242. Soit (i) un élément de seconde espèce déterminé par (y) et (z) : un élément (pijK+ p2^) de (^) appartiendra à la série Çk) du faisceau (f^ g) si l'on a
Xi[p5 ay2-|- 2pip2%s+ pl<^;s-]+ ^2[Pi ^y2+ 2pip2èj2-l- p| ^::2] = o.
On voit, d'après cela, que les séries (X) déterminent par leurs éléments communs avec (^) une involntion dans l'espace (^) : les éléments doubles de l'involution sont les éléments de contact des deux séries Çk) qui touchent (^). L'involution n'est singulière que si ces éléments sont confondus, c'est-à-dire si Çc) contient un élément commun à /" et g\
243. Considérons en particulier les deux couples d'éléments communs à (i) et à/ et ^ : si A" est le rapport anharmonique qu'ils déterminent, on a
on a d'ailleurs
ay2a.2— a^.z= a^2 z=z cp, hy^h^;-— h^yz~ P|' == ^^ et d'après la définition de -^j^ comme polaire
Cly-i 6^2 2 a^^ hyz + (2^2 6y2 = y^^ = ^'^
donc,
1 — kl -4^'^
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Cette équation définit la série des éléments (i) tels que k ait une valeur donnée : c'est en général une série biquadratique tangente à CD et à ^ suivant les éléments communs à ces séries et à '^.
Pour k nul ou infini, on retrouve Féqiiation des éléments communs à y et à o' : /^^^ — •^2_- q^
Pour /f = — I, on a y^ = o : la série y^ est donc celle des éléments (^) tels que les éléments communs à (Ç) et à / et g forment deux couples conjugués harmoniques.
D'après cela, il est clair que les éléments communs à cp et à y^ par exemple, sont les éléments tangents à f suivant les éléments communs à /et g.
244. De la même façon, les séries du faisceau (cp, i) déterminent par leurs éléments communs avec [x) une involution dans l'espace {x).
Si k est le rapport anharmonique des éléments communs à [x) et cp associés aux éléments communs à (^) et A, on a
\Y^k) ~ ^cîd'fg''
^dd'fg — ^2=0 est donc l'équation des éléments tangents communs kfelg] A = o est la série des éléments [x) tels que les éléments tangents kf etg qui contiennent [x) formentdeux couples conjugués harmoniques. Les éléments communs kfel h sont, par suite, les éléments de contact sur/des éléments tangents communs à /et à g.
Si g se décompose et représente deux éléments (^) distincts ayant (x) en commun, A = o représente les éléments tangents à/ menés par (x). Si g représente un élément (^) double, h est nul identiquement; y=o représente les éléments communs à / et
245. Le discriminant de h est dd'(ee^ — dd')^ et celui de y est ee^ — dd' . Si donc on est dans le cas général, c'est-à-dire si d et d' ne sont pas nuls, on volt que les séries h ely^ se décomposent en même temps, quand on a ee' — dd'=:^ o.
Supposons cette condition réalisée, et employons les formes canoniques; on a alors, par exemple, «22^33 + <^33ft22= o, et les
Hosted by
éléments fondamentaux Oj et 0^ jouent on rôle particulier. D'après ce qui a été dit plus haut, h se compose de deux éiétiients contenant 0\^ et chacun d'eux contient deux éléments de contact sur chacune des séries /et g des éléments tangents communs à / et g. De même y se compose de deux éléments appartenant à Q|, et chacun d'eux contient deux des éléments tangents à chacune des séries /et g suivant les éléments communs à/ et à g.
De plus, les éléments de la série décomposable du faisceau (/ g) qui a pour élément double Oj ont pour pôles, par rapport à / comme par rapport à g^ les éléments àe y\ et de même les éléments de la série décomposable du faisceau (ç, 4*) ^^^^ ^ pour élément double 0, ont pour polaires, par rapport à/ comme par rapport à g^ les éléments de li.
Les deux couples d'éléments de /et g situés sur 0| sont conjugués harmoniques; les deux couples d'éléments tangents k f et g et contenant 0^ sont de même conjugués harmoniques.
Si A est un élément commun à / et g^ et si B et C sont les deux autres éléments communs à/et g qui ne sont pas alignés avec A et 0^, le couple AB, AG est conjugué harmonique du couple formé par les éléments tangents en A à /et g,
La propriété correspondante a lieu relativement aux éléments communs à cp et A.
Réciprocjuement, chacune des propriétés que nous venons d'énoncer entraîne les autres. Deux séries / et g jouissant de ces propriétés peuvent être dites harmoniques.
Deux cercles orthogonaux, en Géométrie ordinaire, sont un exemple de deux séries harmoniques.
IIL — Les invariants e et e'.
246. Cherchons d'abord quelle est la série définie par les polaires (i) par rapport à / des différents éléments {x) de g. Un calcul simple, exécuté sur les formes canoniques générales, conduit pour cette série à l'équation
eo — cl/ = o.
De même, la série des pôles (œ) par rapport à /des éléments (ç)
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de A a pour equalion
et les deux séries que nous venons de déterminer sont manifestement tangentielles l'une de l'autre, car en remplaçant un élément quelconque par son pôle ou sa polaire par rapport à/*, on ne fait qu'exécuter une transformation homograpKique sur les éléments de l'espace, les nouveaux éléments remplissant le même espace, mais étant d'espèce opposée.
247. Etant données les deux séries /et g^ on peut déterminer une série quadratique k telle que la série polaire de/, par rapport à k, soit^, en appelant série polaire de /par rapport à k celle des pôles des éléments tangents à/ par rapport k k.
On voit d'abord que k doit être conjuguée par rapport à la suite triple conjuguée commune hfeig] alors un calcul simple montre l'existence de quatre solutions, que l'on peut écrire, avec les notations du n° 241,
[d'a^i^y^f+vn^i^h-^da^i^Ygi
Nous n'examinerons pas les cas particuliers. Indiquons cependant que si/ et g sont identiques, k doit être bitangente à /; et, en outre, k et /sont harmoniques : leurs séries invariantes h et y se réduisent aux éléments déterminés par les deux éléments tangents ou de contact comptés deux fois.
2i8. La polaire (^), par rapport à /, d'un élément (^) de g peut-elle déterminer sur g deux éléments (y) et (^) conjugués par rapport à/? Ceci exige que l'on ait -a^ = o, d'après les propriétés de la série y\ si donc e n'est pas nul, on a aussi cp = o, d'après le n"^ 246, et les éléments [\) considérés sont les éléments tangents à /suivant les éléments communs à / et à g. De là résulte qu'il n'existe pas de suite triple proprement dite, conjuguée par rapport à /et inscrite à g.
Mais si l'invariant e est nul, on a -^ = o, quel que soit (^); il existe alors une infinité simple de suites triples conjuguées par rapport à /et inscrites à^; chaque élément de g détermine l'une d'elles.
On a ainsi la signification géométrique de la condition e ■=^ o.
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La condition e^ = o aura une signification analogue, les rôles de f et g étant renversés.
De plus, un raisonnement semblable montre encore que si e' n'est pas nul, il n'y a aucune suite triple proprement dite, conjuguée par rapport à /" et circonscrite à g; si e^= o, on a, au contraire, une infinité simple de telles suites. On a ainsi une nouvelle interprétation de la condition e^=o et, par suite, de la condition e = o.
Cette double interprétation résulte immédiatement de la dualité déjà signalée entre les invariants des systèmes (/, g) et (cp, '];).
249. Ce que nous venons de dire se modifie dans les cas particuliers où les séries /et g ne sont plus toutes deux indécomposables. Supposons que
ce qui est toujours possible, g étant quelconque. Alors
Si/est carré parfait, e est nul. Si/ est décomposable sans être carré parfait, de sorte que par exemple a^]=^o et a22<^33^o, alors e s'annule en même temps que 6^' Donc e = o signifie que l'élément multiple de/ appartient à g.
On a aussi
e' = ail pli + <^22 ^22 -r- ct-is JB33 ;
si y est carré parfait, de sorte que a22=<^33=c>, e^ s'annule avec S^i : donc e^=: o signifie que Télément (^)^ représenté deux fois par/, est tangent à g.
Si / est décomposable sans être carré parfait, comme plus haut, on verra sans peine que les éléments représentés par/== o sont conjugués par rapport à g.
La même méthode pourrait être employée pour retrouver les résultats du numéro précédent, dans le cas général.
IV. — Les réseaux (/, g, h) et (cp, ^, ^). 250. Les séries quadratiques dont les équations sont
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les (a) élanl des constantes quelconques, forment un système linéaire doublement infini, ou réseau, particulier.
Si F est une série particulière du réseau, correspondant aux valeurs (a) des paramètres, le discriminant de F sera
D = drt\ H- eaf «2-1- e'aia| + «:^'a| + icle' a.\ a.^ 4- (3dd' -\- ee')^\a^^'>,
-^id' ea\ a^-\-d{e'^--^d' e)''Xia.l -\~ d' ie"^ -\- de)cf.^^\ -^dd'iee' — dd')(i\
et sa forme tang-entielle aura pour expression
<ï> rrr a| cp + a| 4^ H- a|(e(f/'cp + eUW — dd' yj
ces résultats s'obtiennent sans peine en se servant des formes canoniques générales.
Si l'on considère une seconde série, d'équation
les invariants y^^ e^ e'j relatifs à F et G, seront, avec les notations ordinaires des polaires,
L'invariant h se présente moins simplement et est moins utile.
Si, de même, on envisage une série du réseau (cp, ^^ y), c'està-dire d'équation
aicp -+-^2'^ + a^x — O5
son discriminant sera
d^-a\ + <ie'af «2+ <i'eaia|-h d"^a\ -h idea\(x^-v- {3dd' -h ee^)cLiCL^a.->, -+-id'e'ocla^-+-{e^--h <ie')aia|+ (e'^ -\- d' e)oL2al -h (ee' ~ dd')'xl
et sa forme tangentielle aura pour expression
af d/-^ oc'l d' g H- a|(e'/-l- eg — h)
-}- oLiOL^h -h aia3((?/-H dg) -h a.%^z{d' f ^ e' g) ;
les invariants simultanés de deux séries du réseau en résultent comme précédemment.
Les deux réseaux (/, g^ A) et (cp^ ^, ^) sont équivalents.
Appelons toujours A = o l'équation
<iXf -4- eX| X2+ e'XiX| H- <i'X| = o,
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dont les racines déterminent les séries décomposables du faisceau (/, g). Si alors nous considérons le faisceau (F, G) dont les séries ont pour équations p.^ F -j- [jlsG = o, les séries décomposables de ce faisceau seront déterminées par l'équation
D |JLf -h E iJ.f [Jl2 + E' [Jli (Jl| -!- D' [jr.| = o,
dont les racines sont liées à celles de A =: o par la relation
comme le montrent immédiatement les formules canoniques. De même, les séries décomposables du faisceau
correspondent aux valeurs
\J.\ Al \ A 2
aid — a^d x \- a.-^ [ e -\- d ^
kl \ A2
252. Il est facile, avec ces formules, de former l'équation des éléments communs à F et G : ce sera
équation qu'il serait encore possible de transformer.
Comme application, considérons les éléments de contact avec/ des éléments tangents communs k fel g : ce sont les éléments communs à y et A et, par suite, leur équation sera
/^'~^{ed' (û -{- e' d^ — dd ' y^) — {e' o -i- d^)^ = o:
les séries décomposables du faisceau (/, A), dont la signification
géométrique est évidente d'après ce qui précède^ auront de même
pour équation
ou
d\dd'—ee')f^-{-{e''^-i- d' e)f-^ h — le'fh^- -{- h^ = o.
De même, en considérant le faisceau (cp, y), on voit que les élé-
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ments taDgents à f suivant les éléments communs à / et kg sont
4 dfie'f-^ eg — h)—{ef-\~ dg^ = o ;
les séries décomposables du faisceau sont
A.{dj — e cp, d'^) = o , on
{dd' — ee')o'^-^ {e^-\- de')(^^j^ — ide^fyj' -h d^yj = o.
L'invariant e relatif à /et h est 2de^ : il est nul avec e^ ; etc.
2o3. Envisageons la série F, et cherchons l'équation des éléments communs à F et à 0/, correspondant à la racine ()^^^^) de l'équation A=: o, les coordonnées étant supposées coïncider avec la suite triple conjuguée commune à /"et g.
L'équation de Q/ compté deux fois est, en supprimant l'indice iy
d'\lf-^\i\^h-^dl'lg — o]
si G est cette série, l'invariant X relatif à F et G définit les éJémsnts cherchés; leur équation est donc
o = aj [( e' X 1 ^2 + 2 ^/' X I ) cp + <iX 1 X.2 4^ -H <iX f ^ ] -H Oi2[d'\i\^o H- (2<:Af -H e\i Xg)^]^ + d'\\ yj\ -f- «3 [( <:/X f -i- 2 e X 1 X 2 -f- e' X I) <:/ ' cp
-^ {el\-^ le'k,!^.-^ d'\l)d^ ^ 1dd'\0^^.y^'
Les éléments tangents à F menés par O/, et par suite tangents suivant les éléments dont nous venons de déterminer l'équation^ sont aussi faciles à déterminer ; on obtient leur équation en égalant à zéro l'invariant simultané relatif à la forme tangantielle de F et
o =: af [(2cAf + eXiXg)/-!- <:/XiX2^-H X| /«^]
+ a|[t/'XiX2/-+- (é?'XîX2+ 2^/'Xl)^VXf A] -^- ^l\[del\^ {e^- - de')\,\^— dd'\l]d' f
+ [— dd'\\ -h (e'2_ j'e)XiX2-h ^re'Xl] dg
-^{de'll-^idd'Xil^-^-d' e\l)h\ -f- ai «2 [{e X f H- 2 e'Xi X2 + d'll)f-\~{d\\ -l- 2 e Xj X2 + (3'X|)^ — 2 X 1 X2 A] -H «1 ^3 j[ 2 <ie' X f -f- ( <^<i/ -f- ee' ) X 1 X2 ] /
-hi{e'\x\i-^cri\)dg^{d\\-^e'll)h\ -f- «2 ^3 j 2 ( r/X f + e X 1 X2 ) <:/'/
-h [( rM' + ee' ) X 1 X2 + 2 <:/' e X |] ^ -H ( 6 X I -H rZ' X I) /z j .
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Les mêmes questions relatives à la série
se résoudront facilement de la même façon; d'ailleurs les équations correspondantes se déduiront des précédentes en changeant les invariants/, g^ /i, cp, ^, y, d, d' ^ e, e' ; comme nous l'avons déjà dit, en '^, ^, dd' ^^, df^ d' g^ /i, cP, d'^^ de\ d e^ et en outre as
en ~pi \^ en d'\27 '^2 en d\^,
254. Deux séries F et G définies comme plus haut déterminent sur ùi deux couples d'éléments dont on peut chercher le rapport anharmonique ki. En prenant pour inconnue auxiliaire
ti~ 4
-lu on a sans peine, en se servant des formes canoniques,
Al / , .As)
en posant
il est alors facile de former l'équation du troisième degré qui a pour racines les valeurs de t.
C'est ainsi que, pour y* et ^, on obtient l'équation
d-2d'H^—dd'{ee'-+- 'àdd')t'-
-h (3^2 ^/'2_ ee'dd'-^ de'^^d'e^)t — {dd' — ee'Y ■=. o.
Voici un autre problème tout semblable, mais un peu moins simple. Deux séries du réseau (cp, A, y^^ correspondant à des valeurs (j3) et (y) des paramètres, déterminent trois séries décomposables, formées chacune de deux éléments appartenant à l'un des Q/. On peut chercher le rapport anharmonique du couple ainsi obtenu sur Q/ avec le couple formé par les éléments communs à F et à Q/, F étant déterminée comme ci-dessus.
En appelant ki le rapport anharmonique considéré, et intro-
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duisant rinconniie ti comme plus haut, on a tout de suite
OU, par exemple,
(y,':y>^,^ ^iV^^^^a^^^j^inp^^^ ^UK^^^^d''^^
-.(•'--îï:)
ïK^
pl^
avec
On en déduit sans peine l'équation en t.
Si par exemple on prend /"pour F, cp et A pour les séries données de seconde espèce, on trouvera
I I 11 cPd'^- — \%dcr ee' — e'^e'^--^ LcV e^ -^- [\de"^ ,,„
Je dernier terme a pour numérateur le discriminant de l'équation A = o.
On peut multiplier les applications du même genre.
255. Les équations que l'on obtient comme nous venons de le dire ne dépendent que des deux invariants absolus géométriques
de y et g^ pour lesquels on peut prendre les fonctions -7-1 et — v? .
On remarquera que si l'on passe du système (/, g) au système (c:5, ^), ces deux invariants absolus se changent l'un dans l'autre : donc, pour passer d'une question relative au système (/, g) à la question correspondante relative au système (cp, '];), il suffira d'intervertir d et d\ e et e\ comme si l'on intervertissait les rôles de /et g. Ce dernier point devient évident, si l'on fait une transformation telle que les séries/* et ^' soient polaires l'une de l'autre par rapport à une même série quadratique.
V. — Le faisceau (/, g
256. Le faisceau (/, g-), dont les diverses séries ont pour équations
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est contenu dans le réseau (/, g, h). Son étude directe présente cependant un certain intérêt.
Le faisceau est défini par deux quelconques des séries dont il se compose, supposées distinctes : son étude spéciale, indépendante des séries particulières / et g^ revient donc à celle de la forme à variables ternaires [x) et à variables binaires Çk)
Les invariants multiples de cette forme seront ceux du faisceau ou les combinants de /et g : nous considérerons surtout ceux qui dépendent des variables (^x) et (^) ainsi que des coefficients, et c[ui, par suite, sont indépendants au nombre de sept.
Nous nous servirons comme auxiliaires du discriminant de F,
et de la forme tangentielle de F
D est une forme cubique binaire par rapport aux (X); son discriminant
A :== {1^ d^ d'^- —- 1^ dd' ee' -^ .\de"^ -^ ^d' e^— e'-e'^)
est le seul invariant proprement dit du faisceau : égalé à zéro, il exprime que les séries du faisceau sont simplement tangentes. Le discriminant de la forme quadratique <î>, soit
est un invariant du faisceau : égalé à zéro, il définit les quatre éléments communs à toutes les séries du faisceau. Le hessien de la forme D est
E = - [('5de'—e'-)'kl-h (g dd' ~ ee')lil2-^ {'^ d' e — e"^)ll] ;
son évanouissement identique exprime que les séries du faisceau sont osculatrices.
Les formes quadratiques en (X) désignées par $ et H ont un
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invariant simultané que l'on peut écrire
ie
ie'
ZcV
il exprime, par son évanouissement identique, que les séries du faisceau sont doublement tangentes, ainsi que nous l'avons déjà vu.
La forme <ï> nous montre encore que le jacobien p des formes cp, ^, 7 est un invariant du faisceau : nous connaissons sa signification, et nous savons que s'il est identiquement nul, c'est que les séries du faisceau sont bitangentes, comme tout à l'heure.
Formons maintenant les invariants qui ne dépendent que des (x). On en obtient trois, qui sont liés à A par une relation bien connue, en éliminant les Çk) entre F et soit la forme cubique D, soit le hessien H de cette forme, soit enfin l'invariant cubique J de cette forme, c'est-à-dire
J == — [(27<^2^' — ç^dee' -^ s^^^Xf + {l'jdd' e -t- 3e^e' — \'ède'-)\\ 1^
— {i^dd'e'-{-^ee'^ — i%d'e'^)\i\l— {'i-/ dd"^-~ ^d' ee' -\- ^e'^)l\].
Le premier a une signification connue^ nous reviendrons sur les deuK autres un peu plus loin.
Formons maintenant la fonction J^(D, $), D et <ï> étant considérées comme des formes binaires aux variables (a); on obtient l'invariant auxiliaire
E = Xi ( e' cp — e ^ + 3 ^/^ ) H- X2 ( 3 (f/' cp — e' ;;(_ + e tj; ),
dont l'évanouissement identique exprime, comme l'on sait, que les séries du faisceau sont suroscalatrices. Si, de plus, nous calculons la forme tangentielle de cet invariant, nous trouvons
S == f[{e'^—'^d'e)d\\-\-(Zdd'e'^ ee'^-— /[d' e^-)\i\^_^-^ {(^dd'^-'-V- e'^ — ^d' ee')\l\ + h\{Z de' — e''-)\\^ {(^dd' — ee')\i\^^-\- {Zd' e — e''^)\\\ 4-^[(9cZ2cZ'H-e3_ i^dee')\\^ {"^dd' e ^ e^ e' — /^de'^'')\i\^^~^ {e^- — Zde') d'Xll,
et nous en concluons que le jacobien r de/*, g^ h est un invariant du faisceau : nous connaissons d'ailleurs sa signification, et nous savons que, s'il est nul identiquement, c'est que les séries du faisceau sont bitangentes.
257. Les considérations suivantes vont nous permettre d'expli-
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quer immédiatement la signification géométrique des invariants que nous ne connaissions pas déjà parmi ceux que nous venons d'obtenir.
Si l'on envisage la série du faisceau F = \^f-\- )^2é^> l^s quatre éléments A^, A.25 A3, A4, communs à y et g-, ont sur la série considérée un certain rapport anliarmonique (Aj A2A2A4); si A^ T est l'élément tangent en Aj à F, ce rapport est égal à celui des quatre éléments de seconde espèce alignés A^ T, Ai A2, Ai A3, A^ A4. Si maintenant on considère quatre séries quelconcjues du faisceau, elles ont un certain rapport anharmonique qui est celui des variables (X) qui leur correspondent; c'est aussi le rapport anharmonique de leurs éléments tangents en A^ par exemple, puisque l'équation de l'élément tangent à F en A^ est linéaire par rapport aux ().). On peut d'ailleurs considérer A^ A2, A^ A3, A^ A4 comme les éléments tangents en A^ aux séries décomposables du faisceau. Donc, finalement, le rapport anharmonique (A4A2A3A4) sur F est égal au rapport anharmonique formé par les Çk) avec les trois
racines de D. En l'appelant — ? on a, pour le déterminer, d'après le n° 88, les équations
(Pl + P2)npl-2P2)^(P2-^P1)^ ^ 4(pf-pip2H-pi)3 ^ 27pfp|(pi-p2)^
Nous en concluons immédiatement le sens géométrique des équations J =0, H = o, et celui des invariants obtenus en éliminant les (a) entre ces équations et F = o; de même aussi celui de l'invariant simultané de ^ et H.
Les deux séries définies par H = o, et pour lesquelles le rapport (A^A2A3A4) est équianharmonique, seront les séries / et ^ elles-mêmes, si l'on a e = e'= o, H n'étant pas supposé nul identiquement. Dans ce cas, facile à étudier d'une façon plus précise, les formes h et -^ sont tangentielles l'une de l'autre, et les trois séries /, g^ h sont telles que chacune a pour série polaire par rapport à une autre la troisième.
Remarquons encore que si deux séries sont harmoniques, on peut dire, d'après le n° 245, qu'elles sont conjuguées harmoniques par rapport à deux des séries décomposables de leur faisceau; si donc ces deux séries décomposables sont / et g^ \\f -\- \2g = O et A|/* — \2g = o seront deux séries harmoniques.
Hosted by
CHAPITRE VIII. — LE SYSTEME DE DEUX FORMES QUADRATIQUES
VI. — Autres invariants du système de deux formes quadratiques.
258. Nous allons dire quelques mots des invariants qu'il faul adjoindre à ceux rencontrés précédemment pour former un système complet relatif à l'ensemble des deux formes /, g^ et des variables {x) et (^).
1° Le jacobien de /, g' et (^ | x) est, en se servant des formes canoniques générales (simplification qui sera conservée dans tout ce paragraphe),
k =: o est le lieu des éléments (x) dont les polaires par rapport kf et g sont alignées avec (^), ou bien encore l'équation de l'élément commun aux polaires de (x) par rapport à / et g] c'est d'ailleurs un invariant du faisceau (/, g). Remarquons que les polaires d'un même élément (x) par rapport à toutes les séries du faisceau ont en commun l'élément d'équation k = o, et forment un espace à une dimension dont les coordonnées sont les quantités (\) qui définissent les séries 'k^f-\-'k2g = o : on peut en conclure immédiatement de nombreuses propositions qu'il est inutile d'énoncer en détail.
Si (^) est donné, A" = o définit une série quadratique circonscrite à 0^ O2O3.
2^ Le jacobien de cp, A et (^ ] ^), soit
appelle les mêmes observations.
S"" et 4° Formons le premier membre de l'équation de la polaire par rapport à g du pôle de (^) par rapport à/; c'est
l = V= a22<^33^ii'^i?i-i-. . . ;
c'est aussi le premier membre de l'équation du pôle par rapport à /de la polaire de (x) par rapport à g.
En intervertissant les rôles de /et g^ on a de même l'invariant
Les formes bilinéaires l et l' définissent deux homographies faciles à étudier directement.
An. - I. 18
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5° et 6^ Les jacobiens de y, / et (^ | ^) d'une part, g^ l' et (^ | x) d'autre part, sont
la signification des équations m == o et m'= o est immédiate.
rj"" et S"" Les jacobiens de cp, \ et (^1^), d'une part, J;, V, et (^ 1 ^), d^autre part, sont de même
Nous n'insisterons pas davantage sur ces formations.
VII. — Les invariants de fermeture
259. Considérons un élément [x) de f; l'élément (?) tangent kf en (œ) détermine sur g deu^^ éléments, (y) et (y^^^)'-, parjK^^^ on peut mener un nouvel élément tangent (i^^^) touchant/en (x^^^) et ayant (jK^^^) en commun avec g] on peut opérer de même avec (y^^^), et ainsi de suite.
Ceci posé, on cherche le lieu de l'élément commun à (?) et (?^'^'), c'est-à-dire, encore, qu'une suite de n -\- 1 éléments (?), (?^''^), (?^^^), . . ., (ç^"^) étant circonscrite à/, et les éléments (jk^^O ou (W^), (j^^O ou (?^'^?^-0) "^ (r^'^O ou (?('^-o?(«)) appartenant à g^ on cherche le lieu du dernier élément de la suite équivalente, {W"^).
Définissons la série / comme série rationnelle, et emj)lojons toutes les notations du § III clu Chapitre précédent. On voit que tout revient à chercher la relation entre les éléments de contact (x) et [x^'^^). Cette question a été résolue au n° 110, puisque la série g peut être considérée comme définie par une relation doublement quadratique par rapport à des variables binaires, et symétrique :
g- = aoXf |^f-l-2aiXi[j.i(Xj[^2-HX2f^i)-Ha2(Xf [i.l+X|(j.f)
+ 4^3^1^2 [J-l [-'-2-^~ ^^4>^2 ^-2(^1 P-2-H À2 p-i) 4- «gXl [J.|.
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Les invariants de g sont
y\= 2(a2— ccs), ?2= ao^o+s^l -+- 2a|— 4ai a4,.
ao ai «2 ai as «4 a2 a4 «5
en employant les notations du n° 110.
Par suite, la relation entre {x) et [x^^^)^ dont nous appellerons les coordonnées binaires Ç}\) et (m.), est
^Ai= é'H- ^,ig — W
^^^ étant une forme semblable à g qu'il est inutile d'écrire et qui sera déterminée plus loin; d'ailleurs
w,^,w,,^_lCO,J_l = l6
On voit donc que le lieu cherché de (^i^"^) est une série quadratique g, Il et le discriminant de gn par rapport aux (jji) étant Je même que celui de ^', la série tangentielle de g,i appartient au faisceau (cp, ^).
Les remarques du n° 111 montrent suffisamment comment on trouvera les éléments communs aux séries g et g^-^ en partant, suivant la parité de /2, soit des éléments communs à / et g^ soit des éléments de contact des éléments tangents communs k f et g.
On voit aussi que, si 0),^ n'est pas nul, il n'existe pas de suite proprement dite (^^^^^ . . . i^'^^) circonscrite à y et telle que la suite équivalente soit inscrite à g : d'après ce qui précède, on détermine immédiatement les suites dégénérées qui répondent à cette question.
Mais si W;2 = o, la série gn coïncide avec g^ et il y a une infinité de suites répondant aux conditions que nous venons d'indiquer.
Hosted by
Les invariants 0),^, ou plutôt leurs numérateurs quand on les a mis sous forme de fractions rationnelles, sont les invariants de fermeture pour le système/', g,
260. Nous allons exprimer les invariants de fermeture en fonction des invariants d^ d' ^ e, e' des séries/, g. Soit
cT étant cfuelconque, et prenons ^' sous la forme canonique en supposant a^ et a4 nuls ; ceci revient à supposer que 0\ a même polaire par rapport à /et g : alors Téquation ordinaire de g est
en employant la représentation canonique du n° 225. On trouve et, par suite,
W/lW/i_iC0/i4-l<7* =
l^dci' ' d{^dur — l\dee -^ e^)
e^ — \de' — ^dd' b^n'^
Au surplus, on a ici
g'=z a.Q(x^\\ {x|-i-a2(a2— 2a3)(X2 |j.| + X| [xf )
+ [aoag— («2— îia3)^]'*^i^2|^i[^2-H a2ao>v|[xl,
et Ion reconnaît sans peine que — n est autre que -j; h étant 1 m-
variant simultané de /et g] donc finalement, en remplaçant 03,^(7 par X/^, on a
et l'équation tangentielle de cette série est
\,id' '^ -^ d^ = o\
on vérifie encore ainsi que la série tangentielle de gn appartient au faisceau (cp, A).
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Il sera facile de transporter à la question que nous venons de résoudre toutes les remarques faites au Livre précédent au sujet de la forme doublement quadratique. On observera, à cet effet, que l'équation di = o du n^ 106 définit ici les éléments de contact avec / des éléments tangents communs à /" et à g; que l'équation y^ = o du n'^ 108 définit les éléments communs à/ et g] .... C'est ainsi, par exemple, que si X3 est nul, les éléments de contact avec g des éléments tangents communs à /et g déterminenl, pris deux à deux convenablement, deux éléments de seconde espèce tangents kf] ....
L'interversion des coordonnées des deux espèces permettra encore d'énoncer immédiatement de nouvelles propositions sur lesquelles il est inutile d'insister.
261. On aurait pu arriver aux mêmes résultats en applicjuant ce qui a été dit au n*^ 231. On choisit g sous la forme canonique employée tout à l'heure, et l'on obtient tout de suite, en prenant d'abord pour la série h du n° 231 la série g elle-même,
^2 = («oao — al)^(^^ifJ-2-»->^2(J-i)^-i-i6a^(aoXj [J-i — «2^2 (-«■•2)(a2Xi [J-i — a.X.2 (^-2);
on remarquera ensuite qu'en prenant pour h la série gn, on trouvera, pour les séries désignées par F^ etF2 au n° 231, précisément les séries gn-i et gn+\' On peut donc obtenir ainsi g/i^\ de proche en proche.
On fera le calcul rapidement de la façon suivante. Soit
g = bu x\ + 622 ^2 + <^3.i ^3 ; prenons la série tan genti elle de g,i sous la forme
si alors on écrit que gn^\ contient un élément (.r) commun aux deux éléments tangents à f menés par les éléments de contact sur g et sur g,i d'un élément tangent commun à ces deux séries, on obtient la relation
d"^\\\l^^ — ied'\„\n+\~ ^dd\ln-^ ln+-\)-^ e''-— \de'=^ o.
On en déduit immédiatement la loi de récurrence déjà obtenue, puisque cette relation subsiste quand on change X/^^i en \n-\'
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Si, plus généralement, "X,2 est quelconque, l'équation précédente en ')\,i+i sert à définir les deux séries F^ et F2 du n° 231.
î. Nous venons de voir encore une fois comment l'étude du système de deux séries quadratiques ternaires se rattache à celle de la forme doublement quadratique à variables binaires, symétrique. On peut aussi la rattacher à l'étude de la même forme, mais générale, et non plus symétrique.
Supposons la série / représentée comme série rationnelle par les formules canoniques du n'^* 225, son équation étant par suite comme précédemment
L'élément tangent en (X) à/ est
— XiX2^1+ XICC2-+- ^^1 ^3 = o.
Si alors une série rationnelle g de degré p est définie par les formules
pa7/= ^/((/.l, [^2),
on peut encore définir cette série par l'équation
^= — XiX2^fl(^ti, [^2)4- X|^2([^l, |t2)-H Xf ^•3(fai, fi.2) = 0,
dont le premier membre est une forme générale des degrés 2 et p par rapport aux variables (X) et ([x). Réciproquement, une telle forme peut être interprétée de cette façon : égalée à zéro, elle établit la correspondance qui existe entre les éléments (\) et (jji) des séries y et g lorsque l'élément Çk^) est tangent k f en (X). On voit d'ailleurs aisément comment cette représentation nouvelle peut être généralisée; mais nous pouvons nous borner à ce que nous venons de dire.
Si la série g est linéaire, on obtient une forme linéo-quadratique, et, par suite, les couples d'éléments Çk) qui correspondent aux ([Ji) déterminent sur/ une involution.
Si la série g est quadratique, on est amené à l'étude de la forme doublement quadratique générale, et il est facile de transporter au cas qui nous occupe les résultats obtenus aux n"^ 106 et suivants.
Le discriminant de g par rapport aux (p.) définit les éléments de contact avec / des éléments tangents communs à f et gy le
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discriminant de g par rapport aux ()^) définit les éléments communs à / et ^' sur g\ en se servant de ce que les rapports anharmoniques des racines de ces deux discriminants sont égaux, on retrouve une propriété connue du système/, g.
Si l'on suppose la forme g réduite à la forme canonique
g = Il («0 [JL? -4- Yo [J-l ) -+- 4 Pi ^1 >^2 P-l P-2 + M («2 [J'I + Ï2 P-1 ),
on a, pour définir la série g^
P^l= — 4Plî^lf^2, p^3=: «0(^1+ Y0[^i,
et l'équation ordinaire de g est par suite
(aoT2— «270)^^1 -H i6[^f («0^2— a2^3)(Yo^2— 72^3) = o;
Oj et ù^ sont pôle et polaire par rapport à /et g.
Les invariants de / et g- sont, en fonction des invariants de la forme g^ désignés comme au n^ 106,
Nous ne nous arrêterons pas davantage sur les résultats que l'on peut obtenir en poursuivant cette étude en détail.
VIII. — Le système de deux formes quadratiques d'espèce différente.
263. Supposons données deux formes quadratiques d'espèce différente, soit
Ce cas se ramène immédiatement à celui que nous avons étudié dans les paragraphes précédents. IL est cependant utile de définir directement les invariants du système ainsi formé.
Les discriminants de /^ et Aj seront S et S'; leurs formes équivalentes seront
et l'on aura
OCh= «22^3;. — a|3, ..., ^1 1 = ^22 l^ôS ~ p f 3 J
Hosted by
28o LIVRE II. — LA GÉOMÉTRIE TERNAIRE.
On a encore les invariants évidents
£ = ail 6ii -h. . .-h 2 0^23 ^23-+-- • • ) s'= Clii Pu -1-. . .+ 2a23 323 + - • .;
La forme '^\f\ -i-^^2§\ du faisceau (/^ , ^'i) a pour discriminant
oA? + £XfX2-f-£'S'XiXl-f-ô'2X|,
et pour forme équivalente
Xfcp,+ XiX2Xi-f-S'Àl^i;
de même la forme t^^i cp, + p.2']^i du faisceau (cpi, ^^) a pour discriminant
et pour forme équivalente
264. Dans le cas général où S et 8^ sont différents de zéro, la signification géométrique des invariants que nous venons de définir est évidente. Mais supposons par exemple que S' soit nul, et que ^^7=:o représente deux éléments de première espèce A et B. Alors gi = o représente (AB) deux fois; £ = 0 est la condition pour que / touche (AB); e' = o est la condition pour que A et B soient conjugués par rapport à /; les séries du faisceau (/i, g\) sont bitangentes suivant les éléments communs à y, et à (AB); les séries du faisceau (cp^, ^i) contiennent les éléments tangents à fi menés par A et B; •^(^^ = o représente les éléments communs à/i et à (AB); hi = o représente la série des (^) tels que les éléments tangents à fi menés par (^) soient conjugués harmoniques par rapport à (^A) et (^B).
Si ij^i = o représente deux fois un même élément A, gi est nul identiquement; S^ et e sont nuls; £^=0 est la condition pour que A appartienne à/; les séries du faisceau (cpi, ^1) sont bitangentes suivant les éléments communs à cp^ et à A; y^i est nul identique-
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ment; h\ = o représente les éléments tangents à f^ menés par A. On examinerait de même les autres cas particuliers.
265. Revenant au cas général, nous remarquerons l'invariant z' qui est linéaire par rapport aux coefficients de f^ et i/^ ; s'il est nul, il existe une infinité de suites triples inscrites à f\ et conjuguées à A^, et de même une infinité de suites triples inscrites à cj;^ et conjuguées à /^ . Nous dirons alors que les séries d'espèce opposée /^ et Al ^oni conjuguées.
On voit que si des séries /*, forment un système linéaire à p dimensions, c'est-à-dire si leur équation générale contient linéairement p -\- I paramètres homogènes, les séries i/\ qui sont conjuguées avec toutes les séries /i , forment elles-mêmes un système linéaire à 4 — p dimensions. Ainsi les séries i/^, qui sont conjuguées avec les séries d'un faisceau ou d un réseau de première espèce, forment elles-mêmes un système linéaire à trois dimensions ou un réseau de seconde espèce. Les systèmes linéaires qni se correspondent ainsi sont eux-mêmes dits conjugués.
aciao»»»
Considérons la forme bilinéaire
f{x,y)-=^y.aijXiyj, (^
et supposons que les (x) et les (y) soient les éléments de première espèce de deux espaces X et Y identiques. Cette forme égalée à zéro définit, comme au Chapitre VI, l'iiomographie la plus générale entre les espaces X et Y, avec cette différence que les éléments correspondants sont d'espèce différente : on caractérise ce fait en disant que cette hontiographie est une correspondance réciproque, ou réciprocité, entre les espaces coïncidents X et Y.
Les propriétés générales de l'homographie subsistent entièrement; les particularités qui résultent de la coïncidence des espaces X et Y changent seules.
/*(:r, j/) = o est l'équation de l'élément (tj) de Y qui correspond à i^x) de X, et l'on a
aiia7i-l-a21^2H-<^31'^3 <^12^1 -ha22^2-T-<^32^3 <^^I3^1 ""^ <^2 3 ^2 -^- <^33 ^'3
si le déterminant
Ct\\ Clvi ^^13
cl =1 ^21 <r<^22 ^^IZ
n'est pas nul, la réciprocité est proprement dite.
/(^, j/')=zo est aussi l'équation de l'élément (^) de X qui cor-
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respond à {y) de Y, et l'on a
aii7i -f- «1272 -i- «I3JK3 «2l7l -+- «22 J^2 + «2373 «3l7l ■+■ ^^32/2 "^^ «3373
Si les a/y sont les coefficients des aij dans le déterminant c/, et si l'on fait
«11 «12 «13 Çl
'-Ql '-02 '^3 O
(i = 0 est l'écpation de {y) correspondant à (i)^ ou de {x) correspondant à (yi), de sorte que
^ar^i)--
■■^^'ijb'^.h
aj 1 7)1 + «12 'O2 + 2(i3 7]3 «21 'Ol + ^22 ''^i2 + a23'^i3 ^31 '0 1 + <^32 'O2 "T" ^^33 '^3
On a aussi
Nous laisserons de côté les réciprocités singulières pour lesquelles dz=o] leurs particularités résultent immédiatement du n° 205.
267. Nous allons étudier le système formé par la forme / et les variables (^) et (^) : si on lui adjoignait les variables (7) et (v]), il serait facile d'obtenir les nouveaux invariants correspondants.
On a d'abord les deux invariants fondamentaux /(^*, ^), <];(^, Ç), que nous désignerons par f^ et ^^ ; leurs formes tangentielles cp^ et gi forment avec/i et ^^, la forme (Ç|^), et les invariants proprement dits d et ?*, un système d'invariants indépendants, i étant défini par l'égalité
i = «11 au -f-. . .-+- «12 «21 H-. . ..
La série quadratique/^ =: o est le lieu des éléments (ce) appartenant à X ou Y qui contiennent leurs correspondants; de même la série quadratique ^i =:o est le lieu des éléments (?) de X ou Y qui contiennent leurs correspondants.
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Cherchons maintenant les éléments [x) qui ont même correspondant, quand on les considère comme appartenant soit à X soit à Y; on doit avoir
^11^1 +ai2^2-i-<^13^3 __ «21^1 -l-<^22^2H-<^23^3 _ «^31 <^'l + <^32 ^2 + <^33 ^'3 «ll^l-+-a21^'2 + <^31^3 (2i2^i + a22^'2 + <^32 ^3 «^i^ 13 •'^1 + <^23 ^2 "+" <^3 3^3
et si p est la valeur commune de ces rapports, on a pour déterminer p l'équation
aii(i— p) «12— a2ip «13 — agip
cp(p)r= ^21 «12 0 a22(» — p) «23 — «32 p
De même, pour déterminer les éléments (^) qui ont même correspondant quand on les considère comme appartenant soit à X, soit à Y, ou a
rr: (l — p) [df + {cl — l) Çi-\-d]^ O.
et la valeur commune de ces rapports est encore une racine de Téquation cp(p) = o.
268. Plaçons-nous d'abord dans le cas général où l'équation cp(p) = o a trois racines distinctes i , Oo et ps.
On peut choisir les coordonnées de façon que O] corresponde à I, O2 à p2, O3 à P3; alors aussi ù^ correspond à pi, Q3 à 02, O2 à p3, et Ton a
il en résulte
/= «ll^ljl^ «23^2^3-^ <^32^3jK2,
^ — «23<^32?l'-^il— «11«32?2'^3— «1 1 «23 ^3 '^2 •
Les couples O^ et Q,, O2 et O3, O3 et O2 sont correspondants. On a
d = «ll«23<^32, i = — «11 («I 3 -H «23«32+ «^Dl
f^= aii^f-l-(«23+ «32)^2-5^3? ^1 = —«23^32?? — «11 («23 H- «32)ç2^3,
^1= — 7 (<^23-i-«32)^U — ^ll('^23+<^-32)^2?3,
^1= — 7 <^ll(<^23-l-^32)'-^? — «11<^23«32(«23+ «32)^2^3-
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Les deux séries /i et gi sont bitangentes en O2 et O3, avec Û3 et Ù2 comme éléments tangents.
Pour le système (/^, Ai), les iavariants sont, avec les notations du n« 263,
cp
(jj^mo représente deux fois Oi ; t/cp^ — - (/ 4- 6/)(];i =: o
représente O2 et O^] g^-~ df^-=. 0 représente Oj deux fois; gK — - ii -^ d)f^-=^ o représente O2 et Q3. On déduirait facilement de ces remarques la façon de ramener /à la forme canonique que nous venons d'employer.
269. Si (^•) est un élément quelconque de X, et (-/i) l'élément correspondant de (Y), le rapport anharmonique formé par les éléments O2, O3 d'une part, (Oi,x) et (t)) d'autre part (157), est
égal à —\ il est donc constant et égal à la racine 03 changée
de signe de l'équation cp(p)=:o. Si l'on considérait (^) comme appartenant à Y, on trouverait de même — p2 pour le rapport anharmonique correspondant; d'ailleurs p2p3= i, et l'on a
On a ainsi la signification géométrique de l'invariant absolu de la forme/, ^.
Si ?: = o, les rapports anharmoniques précédents sont équianharmoniques.
Si l'on prend l'élément i^x) sur fi et qu'on le considère comme appartenant successivement à X et Y, ses deux correspondants sont les éléments tangents à g^ menés par (x); on pourra les distinguer par la propriété précédente : on retrouve cette proposition connue que, si deux séries quadratiques sont bitangentes, les élé-
ments tangents menés à l'une par les éléments de l'autre se séparent algébriquement.
La même chose peut se répéter pour un élément (i) de seconde espèce, avec les modifications convenables évidentes.
Si maintenant (^) est quelconque, on pourra trouver son correspondant en se servant des deux éléments tangents menés à ^i par {x)\ l'élément cherché est l'élément commun aux correspondants de ces deux éléments tangents.
On peut encore remarquer la proposition suivante : soient {y) et (^) deux éléments quelconques considérés comme appartenant successivement à X et à Y, de sorte que chacun d'eux a deux correspondants (t)) et (tj^), ÇÇ) et {^)\ si [y) et (5) appartiennent à une même série du faisceau (y^, g^)^ et seulement dans ce cas, les éléments Oi, {'^\Q) et (t/Q sont alignés. Une proposition analogue a lieu pour les éléments de seconde espèce.
270. Si l'on se donne une série de degré /> dans l'espace X, il lui correspond dans Y une série de même degré, mais d'espèce différente. Nous allons chercher, en supposant/? = 2, si ces deux séries peuvent être équivalentes. En se servant des formules canoniques, si la série donnée est
biiOc\ -1- ^22^1 -H ^33^1 + 'ib^iX^x-^-V- ibi^x'^Xi^ 'ibi^xix^— o,
la série correspondante sera
+ 2 623^23 «32 "^2 '03+ 2èi2aiia23Tj3rji + 2 ^13 «j i ag, 7]i 7]2 = o;
en remarquant d'abord que la série donnée doit avoir même correspondante dans X et dans Y, on voit qu'elle doit être de la forme
il est alors facile d'achever, et l'on trouve que les deux séries
aiiX\±l 2 v/^23<^32^2^3= O
répondent seules à la question.
271. Soit (^x) un élément deX, [r^) son correspondant dans (Y) 5 considérons (t)) comme appartenant à X, et soit (^y) son correspondant dans Y; entre les [x) et les (y) existe une correspon-
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dance homograpliique ordinaire, définie par réqiiation
en général. Avec les formules canoniques, on a simplement
On voit que cette homographie admet les éléments de référence comme éléments doubles; elle est d'ailleurs particulière, puisque l'on a p2p3=: I. En appliquant à cette homographie ce quia été dit au Chapitre VJ, on obtiendra d'intéressantes propriétés nouvelles.
272. Examinons maintenant les différents cas particuliers possibles, en excluant toujours le cas de (f/ = o.
i^' p^ et P2 soDt égaux et différents de i; alors leur valeur commune est — I et l'on a2 + c/ = o.En outre, on suppose que cette racine double n'annule pas tous les mineurs du déterminant (p(p).
En faisant correspondre 0^ à la racine i, et Oo à la racine — i, on a
f= an .Tiji -h ass^sys -^ ^13 (^O's + ^sJKi ) + ^23 (^2jK3 — ^3/2 ), avec
par suite
et l'on peut disposer de Q>^ de façon que ^13=: o. Finalement, on a donc les formules simples
/= «ii^iri-+"<^33 ^373 -+-«23(^273 — ^3^2)5
avec
<^ll<^33«23^ O.
^ = ^l3^r^l+<^ll<^33?2'î^2+^11^23(^2'-Q3— ?3'^i2)j
/i= a^xl-^a^^xl, ^1 = cihVî'+- <^ii^33kh
Oi et Q^, O2 et Q3 sont deux couples correspondants.
Les séries /^ et J;^ se décomposent d'une façon facile à interpréter^ à l'élément de ^4
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pris dans X ou dans Y, correspondent les deux éléments de/,
aii^i+Z — aiiassa^â^ o ou an^i — /an assors = o.
2^ On conserve les hypothèses précédentes, mais l'on suppose que Ja racine — i annule tous les mineurs de 'f(p). Raisonnant comme plus haut, on peut écrire
avec
On
Oi etO^ correspondent à la racine i ; à la racine — i correspondent tous les éléments de 0^ et Q^ : si M est quelconque sur Oi, M et O^M sont des éléments correspondants.
3° L'équation cp(p)=:o admet trois fois la racine i, et cette racine n'annule pas tous les mineurs de ^(p).
On a ici i — 3<i = o.
A p = I , faisons correspondre O^ ; on trouve qu'il faut
alors l'élément (i) qui correspond à Oi peut être pris pour Q3, de sorte que ^12= o; on a
/=r «22^272+ <^"^33^3r3+ «13 (^1 J3 + ^sjl ) "l" «23 ^2^3 + «32 ^3jK2 ,
avec
On en déduit
/l =: ^22^1 H- «33^1 + 2ai3.5;i^3-i- («23+ «32)^2^3 \
on peut simplifier en faisant (233=0, «32= — «23? et il vient finalement
/= a22^2r2+«13(.2;i73-4-:r3jKi)+ «23(^2/3—^372),
avec
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On a
^'^ ^=^ ^13^^22? l =^ O Clr o Cl^^j
/l == ^22^1-+- 2^13 371^3, i\)i= al^^l— al-^^l — ■iaisCl22ll^S7
cpi = —^f 3 11 — ^^'13^22^1^5 ^1 ^ —af 3^1 2^71 — «13^13^1 — 2 a? 3^22 ^1^3.
Les séries /"i et ^\, sont surosculatrices en O^, avec O3 comme élément tangent commun. Ce cas est un cas limite du cas général.
4" On conserve Jes hypothèses précédentes, mais l'on suppose cfiie ]a racine i annule tons les mineurs de 'f (p).
Si O^ correspond à la racine i, on a «12=^^21? <^<^i 3 = ^<^3i ? «23=^ «30 ; alors on voit que cette racine annule tous les éléments de ç(p) ' il y a invoLution, c'est-à-dire que tout élément a même correspondant, qu'on le considère comme appartenant àXou à Y.
Les séries y*i et g>^ coïncident : les éléments correspondants sont pôle et polaire par rapport à /"i , et cette série ne se décompose pas. Nous avons eu précédemment des exemples de ce cas. Nous voyons ainsi que l'étude d'une série quadratic[ue peut être regardée comme un cas particulier de celle des réciprocités : inversement, on pourrait transporter à la forme bilinéaire/un grand nombre de formules établies pour les séries quadraticjues.
273. Parmi les réciprocités singulières, nous en citerons une qui est involutive, et c|ue nous appellerons spéciale. On a alors
/ = a23 («'^273 — ^3^2 ) -^ «31 (^3ri " ^ijK3 ) -^ ci\^X^xy^_ — x^ji ) ;
à un élément (^) correspond l'élément (A^), si A est un élément de première espèce de coordonnées «23, ^3^, ^12- C'est aussi le seul cas où/'^ est nulle identicjuemenl.
An. — I. , 19
Considérons l'ensemble des deux formes bilinéaires
/ = S atjXiYj, g = ^ bij xiyj,
el supposons que les espaces X et Y, remplis par les {x) et les (jk), ne soient pas identiques; les {x) et les {y) sont supposés de même espèce; Tliypothèse contraire n'amènerait d'ailleurs pas de modifications essentielles.
Nous allons étudier brièvement le système formé par les formes/ et g^ les variables {x) et (i) se rapportant à l'espace X, les variables [y) et (tj) se rapportant à l'espace Y : ce sont, par suite, uniquement des invariants multiples que nous allons former.
Cette étude présentera évidemment les plus grandes analogies avec celle du système de deux formes quadratiques, qui peut en être considérée comme un cas particulier : aussi n'en traiteronsnous que les points essentiels. Les résultats obtenus pourront facilement être transportés au cas de deux séries quadratiques et conduire quelquefois à des propriétés nouvelles : inversement, ce qui a été dit sur le cas de deux séries quadratiques pourra, dans certaines circonstances et avec les modifications convenables, s'appliquer au système qui nous occupe.
275. Nous avons d'abord comme invariants les formes /" et g^ (^1^) el{y\r^)^ les déterminants 6/ et t/^ des coefficients a/y et hij, les formes
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les àij étant définis comme au Chapitre précédent, et les [5/y jonant le même rôle par rapport aux bij.
Si l'on a /=^ o, ou cp = o, nous dirons que les éléments [x) et {y)-) ou (^) et ('/]). sont conjugués dans la réciprocité/; [x) et [y) élant conjugués dans/, l'élément correspondant à [x) ou [y) contient [y) ou {x). Si les (^) étaient identiques aux {y)^ et si la forme /était symétrique par rapport aux {x) et aux (y), on voit que (^) et [y) seraient conjugués par rapport à la série quadratique/(:r, ^) = o.
Le faisceau de formes '}^\f-+-')^2g conduit à de nouveaux invariants e, e' , y, obtenus de la façon suivante : les invariants qui jouent par rapport à \\f-\- A2^' le même rôle que d et cp par rapport à / sont
et
A est le déterminant des quantités a/y)^ -\- bifk2] o^^ ^
^, àd I /^ dd'y-
la puissance qui figure au dernier membre étant symbolique. On définit de même e' ^ et enfin l'on a
do d^
De même, la forme ^^o ■+- u,2^ du faisceau (o, A) a pour invariant analogue à d
M = d^ [i\ -i- de' [xf [J.2 -t- <i' e (JLi [Ji| + d'^ [jl| , et pour invariant analogue à o
avec
h= Sj3,7 •
Ji est un nouvel invariant.
Enfin, les jacobiens des formes /, g, h par rapport aux [x) et aux (jk), et des formes cp, A, y par rapport aux (^) et aux ('/]) fournissent quatre nouveaux invariants, liés, comme nous allons
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bientôt le voir, aux précédents par deux relations. Nous avons donc formé, comme cela devait être, quatorze invariants indépendants.
276. Cherchons un élément (x) tel que les éléments {'/]) que lui font correspondre les deux réciprocités / et g soient identiques. On aura
^1/^1 ~T- Ct^iX'^ -4- Cl[^iX^
(X) étaat racine de l'équation k. = o.
Les (jk) tels que les (i) correspondants soient identiques sont de même déterminés par
aj^yi -I- a/2.r2 + CH^Yz __ _ ^
les QC) étant les mêmes que précédemment.
Les éléments (?) et (t)) ainsi déterminés vérifient eux-mêmes
les relations
ai/gi-l- a2/^2-^y-3/^3 ^ ._ i^
a^r-^i 1 -+- ^^/2 '^i 2 -+- a/3 "ÎQ 3 __ P-2
les ([Ji) étant racines de l'équation M = o : on passe d'ailleurs de cette équation à l'équation A = o par la transformation
[j.t _ <:Z'X2 p.2 cVk 1
Les éléments (^) et (/>^^) que nous venons de déterminer sont précisément les mêmes que les éléments singuliers des réciprocités singulières qui font partie du faisceau (/, g)^ et qui sont déterminées par l'équation A = o : nous appelons ici éléments singuliers d'une réciprocité singulière ceux qui ont leur correspondant complètement indéterminé.
La même observation s'applique aux éléments (?) et (ri) déterminés plus haut, qui sont les éléments singuliers des réciprocités singulières du faisceau (cp , ^).
Si deux éléments singuliers (^) et (y) correspondent à deux racines distinctes de l'équation A = o, ils sont conjugués dans toutes les réciprocités du faisceau (/, g).
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Remarquons enfin que pour étudier les réciprocités singulières du faisceau (/, g) et leurs éléments singuliers, on peut remplacer/ et g par deux séries quelconques distinctes du faisceau.
277. Si le déterminant A est nul identiquement, toutes les réciprocités du faisceau (/, g) sont singulières; ceci arrive dans les deux cas suivants : ou bien les deux réciprocités singulières /et g ont dans Fun des espaces X ou Y un élément singulier commun-, ou bien, ce cas écarté, /et g sont simplement singulières, et leurs éléments singuliers, A et B pour/ dans X et Y, A^etB^pour^' dans X et Y, sont tels que, dans/, A^ et BB^ et par suite B^ et AA^ soient correspondants, et que, dans g, A et BB^ et par suite B et AA^ soient de même correspondants.
Ce cas étant laissé de côté, nous supposerons d et d' différents de zéro, ce qui est toujours possible d'après une remarque faite plus haut : de cette façon le faisceau (cp, ^) est Jui-même en tout semblable au faisceau (/, g). Si, d'ailleurs, d ou d^ devenait nul, les modifications à faire seraient évidentes.
On est amené à distinguer cinq cas, dont deux généraux. Dans le cas le plus général, l'équation A = o a trois racines simples. Il existe alors dans chacun des espaces X et Y trois éléments singuliers de chaque espèce, formant en tout deux suites triples proprement dites.
En prenant ces suites pour suites de référence, on peut écrire/ et g sous la forme simple
ê'= ^ii^iri-i- ^22^2j2+ ^33^373;
et les quantités aubjj — cijj^a sont différentes de zéro.
Il serait facile d'ailleurs de développer les formules qui permettent de ramener/ et g à cette forme canonique simultanée. Ici
<5^= ^11^22 <^33> e = ^22 «^33^11 -+- <^33<^11 ^22-+- <^ll<^22^33j •••?
tout comme quand il s'agit de deux séries quadratiques, sauf que ^^ et 'i^\ sont remplacés par xtyt et \cr\i.
Les jacobiens r et r^ de/, g^ h par rapport aux (y) et aux (^) déterminent les éléments fondamentaux de seconde espèce; de même les jacobiens p et p^ de cp, A, y déterminent les éléments
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fondamentaux. Les produits rr^ et pp' s'expriment au mojen des autres invariants, comme r- et p^ au n"^ 240 en fonction des quantités analogues.
Comme cas limites de ce cas général, nous avons ceux dans lesquels l'équation xi = o a une racine multiple, double ou triple, n'annulant pas tous les mineurs du déterminant A. Les éléments singuliers viennent alors se confondre suivant la même loi que les éléments singuliers d'un faisceau de séries quadratiques dans les cas correspondants.
Le second cas général est celui où l'équation A = o admet une racine multiple annulant tous les mineurs du déterminant A. Si cette racine est double, les formes canoniques du premier cas subsistent, et cela d'une infinité de façons; mais l'on a, par exemple, a22^33 — <^^33 ^22=^0. Le faisceau (y, g^ contient une réciprocité doublement singulière. Dans Pespace X, si les 0/ et 0/ désignent comme d'habitude les éléments fondamentaux, O, et tous les éléments de Qi sont singuliers; il en est de même de C), et de tous les éléments de O^ .
Si la racine multiple de l'équation A = o est triple, on a un cas limite du précédent.
On obtiendrait sans peine, comme dans le cas des séries quadratiques, les conditioîis invariantes qui expriment que l'on est dans l'un des cas que nous venons d'énumérer.
278. Si l'on considère l'élément (^^) qui correspond en vertu de g dans X à (?]) de Y, correspondant lui-même à (^) de X en vertu de /, entre les (^) et (^^) existe une relation homographique; l'équation de i^x') est, en se servant des formules canoniques,
il est alors facile d'interpréter la signification des conditions e = o ou (5'=:o, en se reportant au n° 212. Si, par exemple, <?=:o, il existe des couples de suites triples proprement dites, l'une dans X, l'autre dans Y, dont les éléments d'espèce opposée se correspondent en vertu de/, et dont les éléments de première espèce correspondants sont conjugués dans g\ et ainsi de suite.
279. Envisageons le faisceau ')^\f -V^^g ^t un élément (^); les
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éléments correspondants dans Y en vertu des différentes réciprocités du faiscean contiennent un élément (jk) fi^^e, détini, en se servant des formules canoniques, par les relations
inversement, on a
( «22 ^33— «33 ^22;72,;'3 ( «33 ^11 — «1 1 ^33)7371 ( ^^1 1 ^22 — «22 '^llIri,/2
Si l'on considère quatre réciprocités du faisceau, elles ont un rapport anharmonique, celui des Çk) correspondants, qui est précisément le même que celui des quatre éléments (y^) alignés, contenant (jk), qi^i correspondent à un même élément (^) en vertu des quatre réciprocités. En particulier, si les éléments singuliers dans Y sont les O^- , et si (t)) correspond à (x) en vertu de \sf -T-^'ig-, le rapport anharmonique des éléments (tj) et {yO'-) est constant et facile à évaluer en fonction des invariants absolus du système/, g. D'une façon générale on peut étudier en détail le faisceau (/', g) comme nous avons fait pour celui de deux séries quadratiques.
280. Les formules du numéro précédent établissent entre les éléments (^) et (jk) des deux espaces X et Y une correspondance spéciale, dont nous avons déjà eu des exemples, dite quadratique birat tonne lie.
A chaque élément de l'un des espaces correspond un seul élément de l'autre, exception faite pour les éléments singuliers qui ont chacun une infinité simple de correspondants.
Dans le cas particulier où l'équation A = o a une racine double annulant tous les mineurs de A, en supposant «22 ^33 — ^<^^33 ^22 = o, on voit que, si [x) n'est pas singulier, on a toujours jki = o; on est ramené à une homographie singulière. Nous nous bornerons dans ce qui suit à étudier le cas le plus général : les cas particuliers s'en déduisent facilement.
Considérons un élément (^) de X : le lieu des éléments ( r) c|ue le faisceau (/, g) fait correspondre à tous les éléments [x]
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de (i) est une série quadratique d'équation
-i- («33^11— «11 ^33)^2 J3ri-+- («^11&22— «22^11 )bjl72== O.
D'une façon générale, le premier membre de cette équation est le jacobien des formes /', g et (i|^) par rapport aux (^). Cette série quadratique contient toujours les éléments singuliers (jk) du faisceau.
On trouve la même série en cherchant le lieu des éléments (y) C[ui correspondent à (^) en vertu des différentes réciprocités du faisceau; son équation tangentielle peut donc s'écrire aussi
Par suite, y =:= o définit le pôle par rapport à cette série de l'élément (t,) qui contient les deux éléments (jk) qui correspondent à (Ç) en vertu de / et g : ainsi s'explique la réciprocité définie par l'invariant -j^.
Si l'élément (^) contient Oi, par exemple, la série quadratique correspondante se décompose, et son élément double situé sur Q'^ peut être regardé comme correspondant à (^); réciproquement, à un élément de Q'^ , on peut faire correspondre l'élément (Ç) contenant O^ et défini par
(«33<^11— «11^33 )J3 , (<^11^22 — «22<^ll)jK2
On atténue de cette façon les effets de l'indétermination signalée plus haut dans la correspondance entre les (.^) et les (jk).
La même chose peut se répéter en intervertissant le rôle des espaces X et Y.
281. La correspondance que nous étudions fait correspondre à une série /(^{, x^^ x^)-=-o^ de degré/;, une série /q de l'espace Y, dont l'équation s'obtient immédiatement, et de degré 2p.
Si la série / admet les éléments singuliers O^, O2, O3 comme multiples des degrés q\^ q^^ q^ respectivement, la série /q contient les éléments singuliers Q!- les mêmes nombres de fois; si nous les supprimons, il nous reste une série V qui correspond à l d'une façon proprement dite. Cette série Z^est de degré ip — q^ — q^ — q^] elle admet les éléments singuliers O'^, O!,, O3 comme multiples
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respectivement des degrés/) — ^2 — 5^3? P — ^3 — <]\^ P — Ç\ — ■ ^25 et les éléments tangents à l' en O'^, par exemple, correspondent aux éléments communs à / et 0( autres que Oo et O3.
Les éléments multiples de ces séries, non coïncidant avec les éléments singuliers du faisceau (/, g)^ se correspondent d'une façon univoque, et deux tels éléments correspondants ont leurs éléments tangents distribués de la même façon.
Si l'on se donne une série de seconde espèce dans X, on pourra trouver sa correspondante dans Y en cherchant le lieu des éléments qui correspondent à ses divers éléments tangents, ou encore l'enveloppe des séries quadratiques qui correspondent à ses divers éléments.
On aurait des résultats analogues aux précédents en considérant le faisceau (cp, (];).
II. — La correspondance quadratique birationnelle entre deux espaces coïncidants.
282. Si les espaces X et Y sont supposés identiques, il faut distinguer deux cas, suivant que les éléments [x) et [y) sont de même espèce ou non. Nous ne nous occuperons d'abord que du premier cas.
Si l'on fait les [y) égaux aux {x)^ f et g deviennent/^ et g^] les deux séries c[uadra tiques / et g^ déterminent en général un faisceau, et si nous supposons que ce faisceau n'offre rien de particulier, on peut prendre pour éléments fondamentaux ceux de la suite triple conjuguée à la fois par rapport à /j et g^. On pourra alors écrire
-i- «23(^273—^3^2) -H «3l(^3.ri— ^1^3) -^ «)2(^lj2 — ^2jKl),
g=^ bnooiyi-^
On en déduit
Cp = ^22^33^17^1-+-. . .-t- ai2a23(^2'-Q3 — ^3'/]2) "^ ^ • •
-^ («23^1-1- «31^2-^ «12 ^3) («23 "301+ «3l'!Q2H- «12''l3)j 1]; rrrr ^22'^33^l''ll-i-
La forme 'k\f -i-^og conduit d'abord aux invariants <:/, d^^ e,
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e\ y^ déjà connus; rinvariant z:, défini au n° 267, relatif à cette l'orme, est
et l'on a les nouveaux invariants
^ 7 ai ., ^ dl'
Enfin un procédé connu donne encore les deux invariants
En se servant des formes canoniques, on a
d^^aiia^^^azz -'-Sanalg, e— S 6n<^<''22^33 -^S ^^ a^3 -i-sS ai i «2-3 ^îi-
Le faisceau [a, o -|- tj^o^ conduit aux mêmes invariants et à l'invariant h défini précédemment.
Il est facile, avec ce qui précède, de former des systèmes fondamentaux d'invariants, et de définir les principaux éléments géométriques du système considéré.
- 283. Si l'on envisage spécialement la correspondance quadradratique définie par le faisceau [f\ g), les quatre éléments communs à f^ et g^ sont les seuls qui coïncident avec leurs correspondants.
Si ^1, A^, Yi sont les séries quadratiques obtenues en faisant les (rj) égaux aux (^) dans cp, ^^ -j^, la série quadratique lieu des éléments de seconde espèce qui contiennent leur correspondant dans la réciprocité \^f '\-\.2gi ^ pour équation
Xf cpi^- XiXsXi-^ Xltj^i = o; son enveloppe est la série quartique de seconde espèce
cette série est aussi le lieu des éléments (^) qui sont tangents aux séries quadratiques correspondantes, d'après ce qui a été dit antérieurement.
La série quadratique équivalente à celle définie ci-dessus est
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bitangeiite à la série )m/i + >^^2^'i = o 5 rélémenl (^), commun aux deux éléments (^) tangents communs, a pour équation
son lieu est donc un élément de seconde espèce (Q d'équation
eu i 5^2 ^3 i
La polaire de [x) par rapport à À,y, -j- '}^2gi = o, dont le sens géométrique est évident, a pour équation
(Xi «11 -i- >*^2^^11 )(Xl «23 -T- X2 ^23)^^1 + . . . = O ;
son enveloppe est une série quadratique d'équation facile à former. Le faisceau ')\i/\ -\~'^^2S'\ détermine sur l'élément (s) une involution, dont les éléments doubles se correspondent mutuellemenl, (juand on les considère comme appartenant soit à X, soit à Y. Avec les éléments communs k f^ et gi^ nous avons ainsi six éléments jouissant de cette propriété : on voit tout de suite qu'il n'y en a pas d'autres.
Examinons quelques cas particuliers
i^ Les séries y^ et g\ restant distinctes, la correspondance quadratique définie par le faisceau (y, g) ne pourra être involutive [c'est-à-dire que chaque élément (x) aura même correspondant, ([uand on le considère comme appartenant soit à X, soit à Y] que si les formes / et g sont symétriques par rapport aux (x) et aux (y), c'est-à-dire si les réciprocités f et g sont elles-mêmes en involution sans être spéciales. Dans ce cas, à chaque élément (œ) correspond l'élément commun à ses deux polaires par rapport à/, et g^. Il est donc inutile d'insister : on est ramené à l'étude du faisceau de deux séries quadratiques.
Ce cas est en même temps le seul dans lequel les éléments singuliers du faisceau (/, g)^ correspondant aux mêmes racines de l'équation A=: o, sont les mêmes dans les deux espaces X et Y.
2^^ Les séries /"^ et g^ peuvent être confondues, ou bien l'une d'elles disparaît identiquement. Dans ce cas, le faisceau (/, g) contient une réciprocité spéciale. 11 existe une série simplement
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infinie d'éléments qui coïncident avec leurs correspondants. Il j aura involution si, en outre, le faisceau (/, g) contient une réciprocité involutive non spéciale. Ce cas particulier peut recevoir le nom à^ inçersion.
On l'obtient, par exemple, en supposant que g définisse la réciprocité inverse de /; en d'autres termes, en supposant [x) appartenant successivement à X et Y, et prenant pour (y) l'élément commun à ses deux correspondants. Réciproquement, toute inversion peut être obtenue ainsi, et d'une infinité de façons.
Si nous supposons c[ue/ corresponde à la réciprocité involutive non spéciale, et g à la réciprocité spéciale, on pourra prendre en
général
les formules de correspondance sont alors
— la^^x^x^ aiiXiX^ ctiiXiX-^
Les propriétés de cette correspondance sont ainsi en évidence.
Les éléments singuliers dans les deux espaces XetY coïncident encore; mais O2 et O3 correspondent dans ces deux espaces à des racines différentes de l'équation A = o.
Quatre éléments correspondants deux à deux appartiennent avec O2 et O3 à une même série quadratique.
Si la série /'^ se décompose, on prendra
f= anXifi-^a^^x^y^.,
Hl'c
— «22^2 aiiXiX2 aiiXiX'^
Si l'élément singulier de g appartient à/i, on pourra prendre
et l'on aura
— (<r^33^3 -H <^12'^1^2) «12^1 ai^X^X-i
Si /^ se décompose, on est ramené à l'homologie.
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3^ Si les séries y^ et g^ disparaissent toutes deux, la correspondance entre les (^) et les (y) est identique.
285. Envisageons maintenant le cas où les éléments (x) et (j) des deux espaces coïncidents X et Y sont d'espèce opposée : pour plus de netteté nous remplacerons donc les (y) par les (t^), et inversement.
Le faisceau (y, g) définit une réciprocité quadratique hirationnelle, les éléments correspondants étant d'espèce différente : les formes /et g elles-mêmes définissent des homographies ordinaires.
Observons d'abord que l'étude de l'homographie dans deux espaces coïncidents peut être regardée comme un cas particulier de celle d'un système de deux formes bilinéaires, définissant des homographies dans deux espaces distincts. Ceci tient à ce que, quand les espaces X et Y sont coïncidents, la forme (^|vi) s'adjoint immédiatement à la forme bilinéaire /(^, Tj) comme invariant, et cette forme (^|'^) est elle-même bilinéaire.
L'étude du système de deux formes/(.^, v]) et^'(^, tj), lorsque les éléments (^) et (t]) remplissent le même espace, est de même un cas particulier de l'étude générale d'un système de trois formes bilinéaires que nous ferons un peu plus loin, et à laquelle nous renverrons pour les particularités relatives au cas présent.
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286. Si l'on considère une forme linéo-quadratiqae à deax séries de variables
Jes y*, g^ h étani: des formes quadratiques ternaires quelconques en (^), on peut Tétudierà des points de vue bien différents. Nous la regarderons ici simplement comme définissant un système linéaire à deux dimensions, ou réseau, de séries quadratiques, d'équations F == o, les (X) étant des paramètres arbitraires, et nous étudierons les propriétés géométriques de ce réseau. Nous savons qu'à ce réseau on peut faire correspondre un réseau de seconde espèce conjugué défini par
<ï> — \Xi O H- p.2 "^ + P-3 X?
tel que chaque série F soit conjuguée avec cliaque série <ï). Ces deux réseaux jouent le même rôle l'an par rapport à l'autre. Si l'on pose
/ := a^2, g ^ 6^., h = Cx^., o = 7.^2, ^ = [3^., y^ ^ Y|., on a, quels que soient les (1) et les (p.),
(Ai au 4- X2 6ii-i- A3Cii)([^iC4iiH- ;j.2?ii-^ 1^-3 Tu) +. • •= o; on ne confondra d'ailleurs pas o avec la forme tangentielle dey. Nous rappellerons encore que, si une série F se décompose en deux éléments, ceux-ci sont conjugués par rapport à toutes les séries <ï> ; et de même, en intervertissant F et ^1>.
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nous défiDissons ainsi une série cubique de première espèce, dite jacobienne du réseau F et cayleyenne du réseau <ï>. De même, le jacobien II des formes o^ A, '^(^ définit une série cubique de deuxième espèce, jacobienne du réseau <ï> et cajlejenne du réseau F.
La série P peut être interprétée de plusieurs façons, d'après son équation même :
i^ P r=: o est ]e lieu des éléments i^y) dont les polaires par rapport aux séries F ont un élément commun (s).
2" P = o est aussi le lieu des éléments (js) que nous venons de définir et les polaires de (^) contiennent toutes (j^) : (/) et (5) sont dits correspondants sur P.
3'^ P =::= o est le iieu des éléments doubles des séries décomposables du réseau F.
4^ Si une série ^ se décompose en deux éléments {y) et (s), ces deux éléments sont conjugués par rapport à toutes les séries F, et par suite appartiennent à P et sont même correspondants sur P. P =: o est donc aussi le lieu des éléments que représentent les séries décomposables du réseau <ï>.
Les mêmes propriétés s'appliquent à la série H, avec les modifications nécessaires*.
Donc encore :
5'^ (j/) et (^) étant correspondants sur P, ces deux éléments forment ensemble une série décomposable du réseau <ï>, et par suite le lieu de (y^) est la série H.
6'^ (j^) et (^) étant correspondants, (jK^) détermine, sur chaque série F, deux éléments conjugués harmoniques par rapport à (jK^) ; donc II = o est le lieu des éléments (^) qui déterminent avec toutes les séries F des couples en involution ; (jk) tst (^) sont les éléments doubles de cette involution ; les séries F contenant (jk) ou (5) sont toutes tangentes à (^yz). Par suite, P=: o est le lieu des éléments (jk) tels que toutes les séries F qui contiennent (jr) y aient un même élément tangent, savoir (jK^)? (^) correspondant à (y).
7"" Si/, g^ h sont trois séries fixes du réseau F, P=: o est le lieu des éléments ayant même polaire par rapport à/ et aux séries du faisceau (^', A), quand celles-ci varient; et H = o est le lieu des éléments (i) contenant deux éléments communs à / et aux séries du faisceau {g^ h).
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Les mêmes propriétés ont lieu quand on intervertit le rôle des séries F et <ï>.
D'après l'une des propriétés ci-dessus, on peut écrire d'une nouvelle façon les équations des séries P et IT. Si une série <ï> se décompose, de sorte que
P z= o est le lieu de (^) ; donc l'équation P = o peut s'écrire
an «22 «33 "2 7.23 2^31 2 «13
pli ?22 ^33 2^23 2^31 '^pl2
Tm T22 T33 2^23 '2^31 2Yi2
Xi 00 O CCo ^2
On aurait de même n ^=:: o sous une forme analogue.
288. Soient (y) et (y) deux éléments de P, (z) et (z') leurs correspondants : (yf') a en commun avec P un troisième élément (/) qui appartient aussi à (zz^). En effet, (t) est élément double pour une série Fq du réseau F; la polaire de (y) par rapport à Fo est (zt), et de même la polaire de (y') par rapport à Fo est (z' t) : mais ces deuK polaires sont identiques, puisque {yy' ) contient (t)-^ donc aussi (zz^) contient (t).
De même, (yz^) et {y^ ^) ont en commun avec P un même troisième élément (u) : (t) et (u) sont correspondants, car la polaire de (t) par rapport à la série F, du réseau F, d'élément double (y), coïncide avec celle de (y^) et est par suite (yz^); de même, la polaire de (t) par rapport à la série F2 du réseau F d'élément double (y') est {y' z) : l'élément (u) commun à ces deux polaires correspond à (^).
Si (y) se confond avec (y), et par suite (z^) avec (z), on voit que les éléments tangents à P en deux éléments correspondants (y) et (z) ont en commun un élément (t) de P, correspondant au troisième élément (u) commun à (yz) et à P. De chaque couple d'éléments correspondants on peut donc en déduire facilement un autre.
Si (y) est inflexionnel sur P, (t) se confond avec (y) et par suite (u) avec (^), de sorte que (yz) touche P en (z).
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(y) et (z) étant correspondants sur P, et (u) étant le troisième élément commun à {yz) et à P, la polaire de (y) par rapport à la série F3 du réseau F qui admet (u) comme élément double contient (^), et par suite est (yz) : donc (y^) fait partie de cette série F3.
Pour déterminer l'élément tangent à H suivant (yz)^ considérons, comme au début de ce numéro, un second couple d'éléments correspondants {y'), {z') : soient [t) et [u) les éléments définis par les couples {yy'), {zz') et {yz'), {y'z)] soit, de plus, {id) l'élément commun à {yz) et (/^^'); les éléments {^u) el(u') sont conjugués harmoniques par rapport èi{ty) el{tz)^ comme on sait. Cette propriété subsistant quand (y') vient se confondre avec (y), et (i^^) devenant l'élément de contact cherché, on voit que celui-ci est le conjugué harmonique de (u) par rapport à (y) et (z).
Si (y) est inflexionnel sur P, {u) est confondu avec (z) et par suite (u^) aussi. Donc la série tangenlielle de II, soit P', du degré six, est tangente à P suivant les neuf éléments [z) qui correspondent aux neuf éléments infïexionnels (y) de P, et n'a pas d'autre élément commun avec P; les éléments tangents communs sont d'ailleurs les éléments (yz). Une proposition analogue s'énoncerait, résultant de la considération de la série II et de la série tangentielle 11^ de P. On peut aussi répéter tout ce qui précède en intervertissant le rôle des séries P et H. En particulier, on voit que les éléments (z), définis plus haut, appartiennent aux éléments infïexionnels de II, et que les éléments (yz) correspondent à ces éléments infïexionnels.
[y) et [z) étant correspondants et [u) ayant toujours la même signification que précédemment, soient (7^) et (7^^) les éléments qui constituent la série du réseau d'élément double (jy), (Ç) et (^^) les éléments analogues relatifs à (z)^ {y^) ^t (?) les éléments analogues relatifs à (w) : (y^) a en commun avec P deux éléments autres que (y), correspondants et conjugués harmoniques par rapport à {yz) et (?) par suite ; l'élément (?'/i) est donc tangent à II en ('f\). L'élément (?), tangent à P^, a donc encore en commun avec P^ les quatre éléments déterminés par (t)), (t)^), (Q, (Ç^).
289. Le réseau F contient une infinité de faisceaux obtenus en assujettissant les séries F à contenir un élément {y) fixe; les trois
An. — I. '^o
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autres éléments communs aux séries du faisceau déterminé par (j/) sont dits associés à {y) : on obtient une correspondance spéciale et involutive, qui fait correspondre à chaque élément [y) chacun de ses trois associés.
Si (jk) est quelconque, le faisceau correspondant ne présente aucune particularité; les éléments associés de [y) appartiennent aux trois éléments de II contenant [y) et sont conjugués harmoniques de (jk) par rapport aux éléments correspondants de P appartenant à ces éléments. Si [y) appartient à P, les séries du faisceau sont tangentes en (jk) à (jK^), en conservant les notations précédentes; des trois éléments associés à (jk), l'^-in est [y) luimême, les deux autres appartiennent à P^ Si [y) appartient à P^, les séries du faisceau sont tangentes en un certain élément de P facile à déterminer d'après ce qui précède, et qui compte deux fois comme associé à {y). Si {y) est commun à P et P^ et, par suite, correspond à un élément inflexionnel de P, les séries du faisceau sont osculatrices en (j'), l'élément tangent commun étant {yz)] le quatrième élément commun à ces séries est cuspidal sur P^; donc, si [y) est cuspidal sur P^, les séries du faisceau sont encore osculatrices en un élément facile à déterminer.
Les mêmes remarques générales s'appliquent au réseau <ï> avec les modifications convenables.
290. Nous venons d^expliquer les principales propriétés géométriques d'un réseau de séries quadratiques : mais nous avons supposé que ce réseau était le plus général, et dans ce cas on s'assure facilement que l'une ou l'autre des séries P et II peut être considérée comme la plus générale de son espèce.
Nous allons maintenant étudier les cas particuliers qui peuvent se présenter : les propriétés générales énoncées précédemment s'appliquent encore à ces cas, avec des modifications évidentes, dont nous ne donnerons pas le détail.
Un calcul facile montre que si la série P a un élément multiple (^), ou bien cet élément est commun à toutes les séries F du réseau, ou bien il appartient à Line série F représentant deux fois un élément (^), et, de plus, il existe au moins une série F tangente à (;) en [x). Les propositions réciproques sont vraies.
Si (^x) est commun à toutes les séries F, (^x) compté deux fois
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appartient au réseau <î>; et réciproquement. De plus, on peut intervertir le rôle des séries F et <ï>.
Ceci posé, nous dirons d'un élément (x) qu'il est simplement singulier pour le réseau F, si toutes les séries F le contiennent sans y être tangentes; qu'il est doublement singulier, si toutes les séries F y sont tangentes, sans y être osculatrices; qu'il est triplement singulier, si toutes les séries F y sont osculatrices; enfin qu'il est quadriiplement singulier, s'il est singulier pour toutes les séries F. On ne peut faire d'autre hypothèse, car nous supposons essentiellement que les séries F ne forment pas un faisceau.
Quand (x) est singulier pour le réseau F, compté deux fois, il constitue une série du réseau <ï>. Si (x) est simplement singulier, les éléments communs à (x) et aux séries <ï> ne sont pas fixes tous les deux; si (x) est doublement singulier, ces éléments sont fixes, distincts ou confondus, suivant que les séries F n'ont pas un autre élément commun, ou en ont un ; et dans ce dernier cas, les séries ^, cjui sont toutes tangentes à (x) en un même élément, ne sont pas osculatrices; si (x) est triplement singulier, les séries <E> sont toutes tangentes à (x) en un même élément et sont osculatrices; enfin, si(^) est quadruplement singulier, (x) fait partie de toutes les séries ^.
Ces propositions se démontrent sans peine à l'aide d'un calcul très simple; leurs réciproques sont vraies.
Étant donné le réseau F, on exprimera qu'il a un élément singulier en écrivant le résultant des formes /, g, h et l'égalant à zéro : c'est le déterminant des coefficients dans /, g, h et les dérivées partielles de P.
Pour exprimer que <ï> a un élément singulier, on écrira que la forme F peut se réduire à un carré parfait, c'est-à-dire que la forme tangentielle de F peut devenir identiquement nulle. Si, entre les six équations qui expriment ce fait, on élimine linéairement les six quantités 'k^ et 'ki'kjy on obtient encore, égalé à zéro, un déterminant du sixième ordre et du quatrième degré par rapport aux coefficients de chacune des formes/, g, h,
291. L'énumération des dlfl^érents cas particuliers possibles est maintenant facile à faire.
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1° L'un des réseaux^ F par exemple, a un élément simplement singLilier (^).
La série P ne se décompose pas; elle admet [x) comme élément double, correspondant à lui-même ; les éléments tangents en x^ distincts, sont ceux qui constituent la série F d'élément multiple {x). La série 11 se compose de {x) et d'une série quadratique contenant les éléments tangents en [x) à P; la série tangentielle de cette série quadratique touche P en trois éléments, qui correspondent aux trois éléments inflexionnels de P.
La correspondance des éléments sur les séries Petilest, comme dans les cas suivants, facile à reconnaître.
2° L'un des réseaux, F par exemple, a deux éléments simplement singuliers [x) et {x').
La série P se compose de (xx^) et d'une série quadratique contenant (x) et (x^); les éléments tangents (^) et (^^) à cette série en (x) et (x') constituent avec (xx^) les séries F admettant (x) et (x^) comme éléments doubles.
La série II se compose de (x)^ {x') et {^^').
On observera dans ce cas que (x) et (x') sont associés à un élément quelconque (y); le troisième élément associé à (y) est lié à (y) par une inversion définie par {^^') et la série quadratique qui fait partie de P.
Des remarques analogues pourront être répétées pour c[uelques-uns des cas suivants.
3^ L'un des réseaux, F par exemple, a trois éléments simplement singuliers (nécessairement non alignés), (^), [x^) et (x^^).. La série P se compose de (x'x'^)j (x'^x)^ {xx'); la série II se compose de (^), {x'), i^'^)-
4"^ Les réseaux F et $ admettent chacun un élément simplement singulier; ces deux éléments (x) et(^) se contiennent nécessairement.
La série P se compose de ($) et d'une série quadratique tangente à (^) en (x) ; la série II se compose de (x) et d'une série quadratique tangente à (x) et (?). La série tangentielle de l'une de ces séries quadratiques touche encore l'autre.
5*^ Le réseau F, par exemple, admet deux éléments simplement singuliers [x) et {x')^ et le réseau <ï> admet un élément doublement singulier, nécessairement (xx').
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Si (y) est Félément taDgent commun aux séries <î> en (xx')^ la série P se compose de (xx^) deux fois, et d'un élément (^), tel que (x) et (x^) soient conjag-ués harmoniques par rapport à (y) et l'élément commun à (^) et (xx'). La série II se compose de (x)^ (x^) et (y).
6° Le réseau F, par exemple, admet (x) comme élément doublement singulier, et (x') comme simplement singulier; et ^ admet un élément doublement singulier (xx').
La série P se compose de (xx') deux fois, et de l'élément tangent commun aux séries F en (x). La série n se compose de (x) deux fois et de (x^)-
7^ Les réseaux F et <ï> admettent chacun un élément triplement singulier; ces deux éléments (x) et (^) se contiennent nécessairement.
Les séries P et II se composent de (^) et de [x) trois fois.
8° Le réseau F, par exemple, admet (x) comme élément quadruplement singulier, de sorte que toutes les éléments (i) de (x) sont singuliers pour le réseau <ï>.
La série P disparaît, et la série $ se compose de (x) trois fois.
Gomme conséquence de cette discussion, remarquons que la série P, par exemple, peut devenir toute série cubique particulière, sauf toutefois une série cubique indécomposable à élément cuspidal.
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292. Considérons une série cubique de première espèce d'éqaation/= ax^=- o, où la forme/renfermanldix coefficients sera écrite
f = aix\ -h a^ccl-h a^^l + 3 «23^1 -^3 + 3 «32^3 ^2-1- 3 «31:^1^1 -h 3^13^^^ ^3+ 3ai2^i ^2-H 3a2i^|^iH- 6aa?lrr2^3• Nous supposerons la série indécomposable et, par suite, trois cas seulement se présentent :
1° La série y n'a pas d'élément multiple etj par suite, est de genre un; elle possède neuf éléments inflexionnels proprement dits. La série tangentielle co est du sixième degré, n'a pas d'éléments doubles ordinaires, ni éléments inflexionnels, mais possède neuf éléments cuspidaux, tangents à f en ses éléments inflexionnels.
2° La série /est rationnelle et possède un élément double ordinaire; elle admet alors trois éléments inflexionnels seulement. La série tangentielle est du quatrième degré et admet trois éléments cuspidaux, mais n'admet aucun élément double ordinaire ou infiexionnel.
3^ La série /est rationnelle et possède un élément cuspidal et, par suite, un seul élément inflexionnel.
La série tangentielle est alors du troisième degré, admet un élément cuspidal et un élément inflexionnel, et n'admet aucun élément double.
293. La seconde polaire d'un élément (y) par rapport à /, d'équation axy^''=- o, est une série linéaire. Si un élément (^) contient (j/) et a en commun avec / les éléments (<f), (^^) et (^^^), tandis que {x') est son élément commun avec la seconde polaire
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de (jk)? on peut écrire
i ^ {xyt' t) -\- {xyf t) = o.
Si {y) appartient à/, sa seconde polaire est l'élément tangent à/en(jK).
L'enveloppe des secondes polaires de tous les éléments {y) est la hessienne h de/, série cubique, d'équation
Ci dx\ T d^-f 6 dxi dx2
6 dxi dx^ 6 dxi dx^
(5 dxl 6 dx^àx-^
6 dxiàx'^ G ôx^dx-i 6 d^l
294. La première polaire d'un élément [y) par rapport à /, d'équation <:^^^^= o, est une série quadraticjue.
Comme plus haut, les éléments (^x) de cette polaire appartenant à (^) contenant (y), sont définis par
I -H ( xytt' ) -f- ( ^j^/j5" ) = o
La première polaire de [y) contient les éléments de contact des éléments tangents à y menés par [y).
Si [x) appartient à la première polaire de (j/-), [y) appartient à la seconde polaire de [x).
Si [y) appartient à/, sa première polaire touche la deuxième et aussi y en (j/) ; c'est aussi le lieu du conjugué harmonique de [y) par rapport aux deux autres éléments que détermine sur/" chaque élément (^) contenant (^y).
Les premières polaires de tous les éléments [y) forment un réseau de séries quadratiques auquel on peut appliquer tout ce qui a été dit au Chapitre précédent.
La jacobienne de ce réseau est la série hessienne h ; la cajlejenne est une série cubique de seconde espèce y, qui sera définie par l'équation générale
ia
ia,i
ia
tl
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Mais on peut ajouter que la première polaire de [y) a un élément double (^), si-(j'') appartient lui-même à h] la première polaire de (^) a elle-même [y) comme élément double et, par suite, [y) et {z) sont correspondants sur h dans le réseau formé des premières polaires,
La caylejenne y, qui est le lieu des éléments {yz)^ est donc aussi la caylejenne de/", comme nous l'avons définie généralement pour une série de degré quelconque, tandis que la steinérienne de / coïncide avec sa liessienne.
Si [y) et {z) sont correspondants sur A, la polaire linéaire de l'un, (jk), est tangente à /i en (5).
Toutes ces propositions sont faciles à vérifier directement; la plupart d'entre elles résultent de propositions plus générales énoncées antérieurement.
Les premières polaires de tous les éléments [y) d'un même élément (^) forment un faisceau, et réciproquement.
Les séries décomposables de ce faisceau correspondent aux éléments communs à (^) et à /z; elles sont donc distinctes si (^) ne touche pas /z; les séries du faisceau sont simplement tangentes entre elles, si (^) touche A, sans être un élément tangent stationnaire; elles sont osculatrices, si cette dernière condition est réalisée. Quand les séries du faisceau sont tangentes entre elles, leur élément de contact [z) appartient à A, et leur élément tangent commun est (jK^), {y) correspondant à (^) et étant l'élément de contact de (^) et (A).
295. Considérons le cas où (^y) est commun à /* et à A, c'està-dire inflexionnel pour f] la polaire quadratique de [y) se compose alors de l'élément tangent (t)) à/ en (jk), et d'un élément (y)^), cjui, à cause de ses propriétés évidentes d'après ce qu'on a dit plus haut, est dit polaire harmonique de [y). Cette polaire contient les éléments de contact des trois éléments tangents à /autres que (t]) qui contiennent (7), L'élément {r^t]') ou [z) correspond à (^y) sur h\ mais l'élément tangent à h en [z) est (^'f\) : alors, d'après les propriétés des réseaux, on en conclut que les éléments inflexionnels {y) de/ sont aussi inflexionnels pour h\ que h touche les éléments tangents stationnaires (y]) de/ en des éléments [z) correspondant aux {y)] que ces éléments inflexionnels ('^) appar-
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tiennent à la cajleyenne y, et que les éléments tangents correspondants sont les [z)] que les {^f])-, correspondants des (t)) sur y, sont les éléments inflexionnels de y.
296. Enfin, remarquons que le réseau des premières polaires par rapport àyn'a aucun élément singulier si la série f n'est pas rationnelle. Si /* a un élément double ordinaire, le réseau considéré admet cet élément comme simplement singulier 5 si y a un élément cuspidal, le réseau admet cet élément comme doublement singulier. Les formules développées ultérieurement montrent sans peine dans quels cas particuliers on se trouve alors, comme aussi les cas de décomposition de A, quand la série y n'a aucun élément singulier.
IIo — Les éléments inflexionnels et la forme canonique.
297. Gherclions une forme canonique pour /, dans le cas où cette série n'a pas d'élément cuspidal.
Supposons d'abord que nous prenions pour éléments fondamentaux O2 et O3 deux éléments inflexionnels de /, et pour éléments O2 et O3 les éléments tangents correspondants. On aura alors
y = ai^f H- 3^2^3(2<r<^cri -H a23'^2+ <^32^3)'
Ceci nous montre que le troisième élément commun à y et à Ûj est aussi inflexionnel, l'élément tangent correspondant étant
o.axi-\- a^^x^-^- a^^^Xz= o.
Les neuf éléments inflexionnels sont donc alignés trois par trois sur douze éléments de seconde espèce, appelés axes inflexionnels^ et chacun d'eux contient quatre de ces axes.
Toutefois si y a un élément double, il n'y a que trois éléments inflexionnels, alignés sur un seul axe.
Les polaires harmoniques de O2 et O3 sont
lax^-^ la^^x^-^ a32^3 = o, laxi-^ (^23^2 + 2(^32^3 = o;
prenons-les pour nouveaux éléments fondamentaux ù'^ et Q^, ù\
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coïncidant avec Oj . Ceci est possible, car ^03 et «30 sont certainement non nuls dans les hypothèses faites; f prend alors la forme
Mais si maintenant nous remarquons que x^ — x'.^x\^-\- x^ est précisément le hessien de la forme cubique binaire
on voit que si nous réduisons cette forme à la forme canonique, à l'aide d'un changement de variables fait sur x\^ et x[^ seulement, f prend finalement la forme suivante, où les accents ont été supprimés :
y = axx\ 4- a2^| -\- a-ix'l'^- GaxiXiX-^.
Telle est la forme canonique que nous emploierons presque exclusivement.
La première polaire de (y) a pour équation
y\{aix\ + lax^x^) -f-jK2(<^2^1 ^~ lax-^x^) -^- y^{ci-ixl -^ 'laxiX^) = o;
on voit que le réseau ainsi défini ne peut avoir d'élément singulier que si l'une des quantités ai est nulle, ou bien si l'on a «1 a2<^3 + 8a^ = 0. Mais ce dernier cas est à écarter, car alors/ se décompose en trois facteurs linéaires, ce que nous ne supposons pas.
La forme canonique trouvée ne correspond donc à une série à élément double que si l'une des quantités a/, a^ par exemple, est nulle. 0^ est alors l'élément double, et 0^ est l'axe inflexionnel; Ù2 et O3 sont les éléments tangents à / en Oi ; Oo et O3 sont les deux éléments qui déterminent avec les trois éléments inflexionnels de f sur 0, un rapport équianharmonique. Les polaires harmoniques contiennent O^ et, sur 0,, les éléments conjugués harmoniques de l'un des éléments inflexionnels par rapport aux deux antres. La réduction à la forme canonique ne peut se faire que d'une seule façon.
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douze axes inflexionnels forment quatre telles suites triples proprement dites, et que la réduction à la forme canonique est par suite possible de cjuatre façons différentes.
Les éléments inflexionnels sont distribués trois par trois sur les éléments Q/. Voici le Tableau de leurs coordonnées, en appelant to une racine cubique imaginaire de l'unité, et prenant pour nouvelles coordonnées les quantités x'- définies par les relations aiX^ = ^'/,
Il : o, I , — I ; I4 : — m^, o, i ; I7 ! i , — w, o ;
I, —0)2; ig:_(o, o, i; I9 : I, —I, o
Les axes inflexionnels, rangés par suites triples, sont alors
(I1I4I7) : w^r^ + ce
{l2lQh) : x[-h (j^^cc'^-i- (jùx'.^=o; (I2I4I9).* X'
(I3I4I8) : i??i -f- W^Z-g -H C02^3 rr: o : (l-^L^l-;): Cr\ -}- M'^ X'^ ■
On remarquera que les axes inflexionnels correspondent aux
termes du déterminant
Il h h
et, en outre, aux produits obtenus en prenant trois termes dans une même ligne horizontale ou verticale. Les quatre suites de trois axes correspondent aux quatre groupes de trois termes obtenus par l'un de ces procédés, les termes du déterminant étant partagés en deux groupes, suivant leur signe.
Les Tableaux précédents conduisent à de nombreuses propositions qu'il est inutile d'énoncer explicitement : ils mettent en évidence en particulier les substitutions que l'on doit faire pour passer d'une forme canonique à une autre.
Un élément inflexionnel appartenant à 0^ a pour coordonnées o, — [/ci's^ '\J a^ ; sa polaire harmonique est donc
et contient Oi .
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Les polaires liarmoDiques, qui jouent par rapport à la cayleyenne le même rôle que les éléments inflexionnels par rapport à la hessienne, sont donc alignées trois par trois avec les éléments tels que O^; chacune d'elles contient quatre de ces douze éléments, analogues aux axes inflexionnels.
Si l'on considère les formes cubiques en 0^2 et œ^ par exemple, qui définissent, sur Q^, les éléments fondamentaux, les éléments inflexionnels, et enfin les polaires harmoniques des précédents, la première de ces formes est, à des facteurs près, le hessien de chacune des deux autres, et chacune de ces dernières peut être regardée comme l'invariant cubique de l'autre.
lïl. — Les invariants fondamentaux.
300. Nous allons maintenant calculer les invariants les plus intéressants du système formé par / et les variables (oc) et (^).
Huit de ces invariants sont indépendants.
Après la forme / elle-même que nous écrivons, sous la forme canonique,
nous avons d'abord la hessienne h et la cayleyenne y, déjà définies en général. Ici
A = — a'^^ccix] -\- a2^2 + ^^f-'à^l) ^{aia^^a^-^ ia^)xiX2Xz,
On voit, comme on devait s'y attendre d'après ce qui a été dit pkis haut, que les formes h et y sont elles-mêmes réduites à la forme canonique, etl'on vérifie que les éléments inflexionnels de h coïncident avec ceux de /; les polaires harmoniques de ces éléments sont les mêmes pour / et pour A, et sont les éléments inflexionnels de y.
Si / a un élément double en Oj, il en est de même de A, qui ne se décompose pas, et y se compose de O^ et d'une série quadratique d'équation
Si y n'a pas d'élément double, /z peut en avoir, d'après ce qu'on a dit plus haut, si a = o, ou si a^ ^2^3 — a^ = o ; dans chacun de
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ces cas, h se décompose en trois éléments, et il en est de même de y. Les éléments dans lesquels se décompose h forment l'une des suites triples d'axes inflexionnels, et la propriété analogue a lieu pour y.
301. Nous joindrons tout de suite aux invariants précédents la hessienne S de y, soit
H ~ [{aia2Ci3 — ia^y-^ 108 al al al a^]^i^2i3'
lOo
Si maintenant nous multiplions ensemble les coefficients correspondants des formes opposées / et y, et si nous ajoutons les produits ainsi obtenus, en tenant compte des coefficients poljmoniaux convenables, nous obtenons l'invariant proprement dit K^ (/, y), et nous écrirons
i = ~ K'^if, y) = a^a^a^a-i — a^ );
de même, on obtient
j = 6K'^(/i, y) = a| al al — 20 a^a^a^a^ — Sa^.
Ces deux invariants proprement dits forment un système complet de telles fonctions.
r 1 • • • 1 /■ I 1 / / 1 ^ i df i df
Le discriminant de / caJcule comme résultant de - —-) 77 -7^?
I df
ïï T est 3 oxg
il est égal à 64^^+7'.
On a aussi l'identité
y Y — 108 § = /^îKaïa^a-s— ioa^)(a.2a^^l -h a^ai^l -H ctia^H )
et l'invariant s, entre crochets, défini plus naturellement un peu, plus loin, peut remplacer S, comme étant plus simple.
Nous aurons des invariants du sixième degré par rapport
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aux (x) OU aux (?) en prenant les formes tangentielles des précédentes. Ecrivons seulement celle de / :
Pour préciser complètement cette forme, ajoutons que l'on a De plus,
K«(/2, cp) = ^y.
K3(/, .^)^is,
et c'est là la façon la plus naturelle d'introduire l'invariant £.
303. Envisageons un élément {y)] on sait que si l'on forme le discriminant de la forme binaire en (X)
X f a^3 4- 3 X f X2 a-t^y -1- 3 X 1 X | a^y^ -1- X | ccy-^.,
on obtient l'équation des éléments tangents à / contenant (y). Si [y) appartient à /, l'équation
4 (^X^ Clxy^- 3 dx-iy = O
représente donc les quatre éléments tangents menés par (y) à /*, autres que l'élément tangent en (y). Nous allons chercher le rapport anharmonique de ces quatre éléments tangents ; c'est le même que celui des racines de la forme binaire en ^2 et ^3, obtenue en faisant ^1 = o dans le premier membre de l'équation précédente, soit, en faisant le calcul sur la forme canonique,
^I(«l7l+ SasajijKs) H- 4^2^3(«2^3rl — ^2«^rir2)
H-^4(^iri + 8^3^rir2)-
Si nous appelons i' el j' les invariants de cette forme biquadratique, on trouve sans peine, en tenant compte de ay^-=. o,
i' = — i2a{ai «2 <^3 — <^^^ )7"î — — J 2 ^y'i ?
J' — — (af al al — 20^1 a^a^a'^ — Sa^)yl = — //i-
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Si donc — est l'un des rapports anharmonicjues cherchés^ on a
( Pi H- p2 )H P 1 — ^ p2 )^ ( p2 — ?- P T)^ _ 4(pi— Pip2-+-pl)^ _ aypf pKpi — pa)^
Le rapport anliarmonicjue cherché est donc constant, quel cjue soit Félément (y) sur f] il correspond à l'invariant absolu — • Il est équianharmonique si f = o; il est harmonique si y rz= o : telle est la signification simple de ces conditions invariantes. Si 64^^+7"= Oj deux des éléments tangents considérés se confondent, en allant contenir l'élément double.
Ce théorème pourra être applicjué aux séries cubiques rencontrées dans l'étude d'un réseau de séries C[uadraticjues, et conduira à de nouvelles propriétés.
En voici encore une conséquence immédiate : si l'on considère les deax groupes de quatre éléments tangents menés à/ par deux éléments (y) et (z) de/, les seize éléments communs aux éléments de ces deux groupes appartiennent quatre par quatre à c[uatre séries cjuadra tiques contenant (y) et (z).
La première polaire de (y) est
a^^y — y^ {aixl-^ lax^X'i) ^ y^{a^^x\-^ lax-^Xi) -f-/3(<^3^1 H- ;2«^l^2)• L'éc[uation ax"-j= o, où Ton suppose les (y) ou les {x) donnés,
est le lieu des éléments [x) ou [y) dont la seconde ou la première
polaire contient [y) ou [x).
Prenons la forme tangentielle de aa)'^y par rapport aux {x)\ c'est
un invariant à deux séries de variables très intéressant
i>(7. l) = («2«3jK2y3— «^y!)^i -i-. . .+ 'ia{ay^y^— a^yiyc,,^^^ ,
Si (7) est donné, la série/? (jK, i) = o est le lieu des éléments (?) qui touchent la première polaire de {y)] le discriminant de cette série est h^{y) à un facteur numéric|ue près; elle touche (y) si l'on Si f(y)h{y) = o; d'ailleurs si h(y) = o^ elle représente deux fois l'élément {z) correspondant à (y) sur h.
Supposons maintenant (?) donné ; l'équation /?(jKj ?) = o définit une série quadratic[ue en (y). C'est le lieu des éléments dont la première polaire touche (?); c'est aussi l'enveloppe des secondes
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polaires des différents éléments de (i); c'est aussi le lieu des pôles de (^) par rapport aux premières polaires des différents éléments de (^), car, en cherchant ce lieu, on est conduit aux mêmes calculs que précédemment, à cause de l'identité des dérivées partielles de ax^-y et a^y"- par rapport aux (^) et aux (j/). On démontre aisément, d'après les propriétés des polaires et celles du hessien d'une forme cubique binaire, que les éléments communs à (^) et à la série ^(j^, ^) =: o forment un rapport équianharmonique avec les éléments communs à (i) et à/.
De plus, il est visible que la série /?(jK, ^) == o touche la hessienne h en trois éléments qui correspondent aux éléments communs à (^) et A, puisqu'elle ne peut avoir avec h d'autres éléments communs que ceux dont la première polaire a un élément double appartenant à (^).
Si les éléments (jk)> (^)j (^) sont alignés et appartiennent à y, et s'il en est de même de (jk), (^0' (^0 ? ^^^ ^^ plus, (^ii) et (^/^) sont les éléments communs à la première polaire de (j^) et à {^zt^ et {z' t')^ la propriété de cette polaire, quand [y) appartient à fy montre tout de suite que {zz')^ {^^')y {uu') sont trois éléments alignés en (V) par exemple, et que les deux premiers sont conjugués harmoniques par rapport au troisième et à {y^)- Cette propriété subsiste si les éléments (^zt) eii^z' t') viennent à se confondre et fournit un théorème facile à énoncer. Appliquant ce théorème et regardant/) (y, ^) =r o comme le lieu des pôles de (^) par rapport aux premières polaires des éléments de (Ç), et aussi comme l'enveloppe des secondes polaires de ces éléments, on voit que cette série touche les éléments tangents (t), (t^), (V^) à/ suivant les éléments communs (^), [t')^ {t") kf et à (Ç), et que l'élément de contact avec (t), par exemple, est conjugué harmonique de (t) par rapport à (V) et (t'^).
Le discriminant de /?(jK, ç) par rapport aux (y) esty2(^) : d'ailleurs, si (^) appartient à la cayleyenne y, (?) constitue avec un autre élément (tj) la première polaire d'un élément (^), que contiendra la seconde polaire de tout élément de (ç). La condition pour que l'élément (?) touche la série p(y^ ?) == o est évidemment cp(?) = o.
30S. Considérons la forme p{y, ?) où (y) est donné, et la
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forme analogue q{y^ ?) relative à h\ ces deux formes quadratic{ues
ont un invariant simultané
si, dans cet invariant, on fait les {y) égaux aux (^), on obtient un invariant du sixième degré par rapport aux [x), plus simple que les formes tangentielles de y et s.
Si l'on appelle k cet invariant, ou trouve à un facteur près
— aj\aix\ 4- a2^| -f- a^x'Dx^x^iX^ — oa'^j x\xl xl.
Pour définir complètement k^ ajoutons que l'on a
On peut choisir comme invariants fondamentaux i, j\ f
h, k, Y, £, cp.
Pour abréger l'écriture, soit
jn = a^a^x'ixl -H a^aixlxl 4- a^ a^x'l xl, n — Xl Xl x^ ;
A — ci^a^^l ■+- a^cii^l -\- aia2^l,
on a
i=z a(k — a^), j == A2— 2oAa3_ 8a<5;
f — l -Y- 6 an,
h =z — a^l -i- (A -^ ia^)n,
/c = 3 «3 ( A H- 2 a3 ) Z2 — a/ In — 3 a'-jn^- — ( A -i- 8 a^ y m ;
Y — a X -}- ( A — 4 <^^^ ) ''' 1 s — (A — ioa-^)X — 6a2(5 A -4- 4«^^)'^ o = X2— !24a2Xv — 24a(A -i-2a"^)v2— ^(^Ps. 4- 8a^ p-. An. — L
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A ces invariants nous pouvons joindre les jacobiens /^ et p des formes/, /z, k et y, s, cp. On a exactement
Donc les équations 7^ = 0 et p=o représentent les polaires harmoniques des éléments inflexionnels de/, et ces éléments euxmêmes.
Les carrés de r et p s'expriment aisément en fonction des invariants fondamentaux; en effet, on peut regarder a,^J, ao^î!, a^ix\ comme les racines de l'équation
et /, 7?2, n s'expriment à l'aide de/ A, k.
De même a^a'^\\^ a'^a^ ^^î ^^1 <^f^2^l sont racines de l'équation
X3 — X X2 -f- A ÎJ.X — A"2 v3 z= o. Nous reviendrons d'ailleurs sur cette question un peu plus loin.
307. Les séries / A, y, s mènent, par des procédés analogues aux précédents, à bien d'autres invariants qui s'expriment à l'aide des invariants fondamentaux; c'est ainsi que l'on peut chercher le lieu des éléments dont la polaire linéaire par rapport à /ou h est tangente à la polaire quadratique du même élément par rapport à h ou/ etc.
Cherchons encore, pour montrer l'usage des invariants, l'équation des éléments tangents stationnaires (ri) à /
On trouve sans peine, en se servant des formules canoniques, que ceux de ces éléments qui correspondent aux éléments inflexionnels pour lesquels x^ = o, ont pour équation
^ AH-8a3 / j^ a^x'i^ o.
L'équation cherchée est donc
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IV. — La réduction à la forme canonique
308. La connaissance des invariants fondamentaux d'une forme cubique / permet sa réduction à la forme canonique d'une façon simple.
Nous garderons les notations précédentes pour la forme canonique, et nous prendrons les mêmes lettres affectées de l'indice zéro pour désigner les invariants correspondants, tels que le calcul les donne directement en partant de la forme donnée /o-
On a d'abord
d'où, posant
l'équation en
il _ (p-l)3
Faisant 4|^ = J^^ et prenant arbitrairement la détermination de J,
une fois pour toutes, puis remplaçant p par i + -.-^5 on est amené à l'équation biquadratique
Si i' elf sont les invariants du premier membre de cette équation considéré comme forme binaire, après rétablissement de l'homogénéité, on a
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la résolution est alors immédiate, et donne
w étant une racine cubique imaginaire de l'unité, et les trois radicaux carrés ayant pour produit — J.
Les formules canoniques donnent
, (X-^ia^) f—6ah a^f-\-h ^ ^^ ; r^ — z ' ^ ^^ 1 n — ~i^
'^^ ~ ' (A-i-8aS)2 ^
de plus, si S est le déterminant de la substitution qui permet de passer des (^^o^) aux {x')j on a
on en tire
et, par suite,
^2 ..2^oJ
3À2~hi 6X f'oJ
. „ X(X2H-i) / ^'oJ y
X2(3X2-+-2) ,, X(3X2 + I) i'oJ . ,
''^= (9X2+1)2 ^^-(9X2+ir- 7^-^^^^
3X2 ^ _ X Jkp
"^(9X2+1)2,-, (^XM^X*
Les quantités aix^ sont les racines de Péquation
X3 — / X2 -f- m X — A /i3 = o ; si l'on trouve
on aura, pour déterminer ^/,
les a/ sont arbitraires, et l'on a
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pour lever toute ambig-uïté, on remarque d'ailleurs que l'on a, à cause de l'expression de n^
i^^^3=9liTT0^-^»+7r''»)-
Pour résoudre l'équation en X, on observera que son discriminant n'est autre chose que
— ia^x\ — a'^x\Y-{a'iX\ — aix\ y-i^a^xX — cl^oc\ )^
c'est-à-dire ou bien
i'oJ \
ai8 4
Par suite, il n'j aura pas de racine carrée à extraire pour résoudre Téquation proposée; on aura seulement à extraire les racines cubiques de deux formes du neuvième degré qui seront des cubes parfaits, et ceci se fera sans difficulté.
L^équation en X étant du quatrième degré, on voit bien qu'il j a quatre façons distinctes de réduire la forme / à la forme canonique.
Les invariants y, s, cp et p permettraient de calculer les \i de la même façon.
Considérons toutes les séries cubiques d'équation
où y/i= ^» Ce sont toutes les séries qui contiennent les éléments
inflexionnels de / : comme elles sont réduites à la forme canonique en même temps que /, elles ont mêmes éléments inflexionnels et mêmes polaires harmoniques que y.
Calculons les invariants de la série (X) du faisceau que nous venons de définir, et d'abord son discriminant. C'est
4^ tn64f'^ + y^)(27Xt-i-i8AfX|-+-JXiX|-X|)^
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La forme binaire en )\,, I2 qui figure dans cette expression a été déjà rencontrée : égalée à zéro^ c'est l'équation canonisante. Nous ferons
pour cette forme biquadratique, les invariants sont, avec les notations du n"" 92 affectées de l'indice A,
11,1, = 81 Xf + ^ Xî X2- 54Xp^^ - - J liM -(^-^^) M, 1 '1 ^ \ 16/ "
J^=.^JX;-99r6XfX2-i^ JXîXl-4^J-2X?X|
de plus, nous ferons
Y2= 7 :^ = 9X1X2+ 7 JXiX| — X|.
Nous aurons alors, en marquant les invariants relatifs à la série (}\) par l'indice 1,
ÏX- 5^[(o4X?-i8XiXl-JX|)v/ÎT + (9M>^2+X|)s].
Cette dernière formule permet en particulier de calculer s quand / = o, après remplacement de X^ \Ji par )/, .
On peut multiplier ces calculs et envisager de même le faisceau [J'-i \/^Y + [^»2^ 5 nous y ajouterons seulement les invariants de Y et la cajlejenne g de y, soit
''^ ^ Ti ('9^'''-/')' h= - 5^^ (576^'^ + /^), ^ 27 -^ 54
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faisceau (/, h) il y a cjuatre séries qui se décomposent en trois éléments : ce sont celles qui sont formées par les quatre suites triples d'éléments inflexionnels ; et ces quatre séries ont un rapport équianliarmonique, c'est-à-dire que les quatre axes inflexionnels, qui contiennent un même élément inflexionnel, ont un tel rapport. H y a aussi quatre séries équianharmoniques, c'est-à-dire pour lesquelles l'invariant i est nul, et de même six séries harmoniques : leurs éléments tangents en un élément inflexionnel sont faciles à définir. Chaque série du faisceau est la hessienne de trois autres; par exemple, /est la hessienne des trois séries définies par
en particulier de A siy = o.
De même, chaque série du faisceau (y, s) est la cayleyenne de trois séries du faisceau (/, A).
Siy = o, les séries h et y sont harmoniques comme/*.
Si i" = o, les formules précédentes deviennent illusoires, mais il est facile de les transformer de façon qu'il ïien soit plus ainsi : dans ce cas, la forme f peut se réduire à une somme de trois cubes; h et y se décomposent.
311. Etant donné un réseau de séries quadratiques, on peut le regarder, en général, comme formé des polaires quadratiques des éléments {y) par rapport à une certaine série cubique/: car, pour déterminer cette série/, on a autant d'équations du premier degré que d'inconnues. On peut facilement obtenir cette série / de la façon suivante : on calcule d'abord la jacobienne et la caylej^enne du réseau par les formules précises données antérieurement; ce seront la hessienne h et la cayleyenne y de/; leurs invariants donnent
Ces formules donnent i^ ety surabondamment; enfin, on calculera la cayleyenne g de y, ou la hessienne hh de A, et l'on aura
4^2 8 i2 il 4j2
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Ceci tombe en défaut quand la quantité i calculée directement est nulle; en elTet, dans ce cas, le réseau conjugué du réseau donné admet un élément double, et les séries considérées ne peuvent être regardées, en général, comme les polaires quadratiques relatives à une série cubique /. Mais nous laisserons ici de côté l'étude des divers cas particuliers.
Si l'on connaît la jacobienne ou la caylejenne seulement d'un réseau, il y a trois réseaux correspondants, puisque la série connue est liessienne ou cayleyenne pour trois séries.
Si l'on connaît la jacobienne et la cayleyenne, mais sans connaître le réseau, il faudra multiplier le premier membre de la série cayleyenne, par exemple, par un facteur p inconnu, afin d'être ramené au cas précédent. Le fait que les valeurs de ih-, ^y, jh-,]^ déterminent j et i^ permettra de calculer ce facteur, ou au moins son carré; pour avoir son signe, on pourra se servir de l'identité
En particulier, on pourra ainsi chercher la série cubique dont les premières polaires forment le réseau conjugué du réseau des premières polaires de/, et l'on trouvera pour son équation
VI. — Théorèmes généraux sur les séries cubiques
312. Nous avons déjà dit qu'une série cubique était la jacobienne de trois réseaux de séries quadratiques. H y a donc trois systèmes d'éléments correspondants sur la série donnée.
On peut les obtenir ainsi : par un élément A de/, on peut mener à / quatre éléments tangents, dont les éléments de contact sont A^, A2, A3, A4 ; si l'on regarde A^ et A2 comme correspondants, il en sera de même de A3 et A4 ; et l'on voit qu'il y a trois façons de réaliser cette distribution. Alors A correspond luimême à l'élément commun à A^ A2 et A3 A4, élément appartenant à/, comme l'on sait. Si A est inflexionnel, K\ , par exemple, coïncide avec A. D'une façon générale les propriétés indiquées au Chapitre précédent se transporteront immédiatement au cas pré-
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sent. Trois couples d'éléments correspondants déterminent le réseau et par suite la jacobienne de ce réseau.
Si la série donnée a un élément double, elle est la jacobienne d'un seul réseau : il n'y a plus qu'un seul mode de correspondance évident sur la série.
313. Un théorème fondamental de la théorie des séries cubiques est le suivant : toutes les séries cubiques qui ont huit éléments communs en ont un neuvième; car si /^ et/2 sont deux séries contenant les huit éléments donnés, toutes celles qui les con~ tiennent sont de la forme \\f\ -(- "^^fi'
En appliquant ce théorème à une suite de six éléments inscrite à une série quadratique, on démontre immédiatement le théorème de Pascal : il suffît de considérer les deux séries cubiques formées par les éléments de seconde espèce de la suite pris de deux en deux, et celle formée par la série quadratique donnée et la série linéaire contenant deux des éléments déterminés par les éléments de seconde espèce de la suite, pris de trois en trois.
Voici d'autres applications. Si (.^), (^^), {oc") appartiennent kf et à (i); si (7), (/), {/) appartiennent à / et à ('/i); si {xy), {x'y')^ (œ'y"), ont encore en commun (^), (z')^ (z") avec/, ces trois derniers éléments sont alignés sur un même élément (Q : il suffit, pour le voir, d'envisager la série cubique /, celle formée par (xy), {^'y')) {oc" y") et celle formée par (^), ('/)) et {zz).
Si (9), (6^), (9'^) sont les éléments {xy), {x'y'), {x"y"), l'équation de /peut s'écrire
Ce théorème subsiste si (^) et (rj) sont confondus; alors {xy) devient l'élément tangent en (^), et {z) est dit tangentiel de {x)] si donc (^), {x')^ {x") sont alignés sur(^), leurs éléments tangentiels (^), {z')^ {z") sont alignés sur ((^), et (C) est dit tangentiel de a).
Si {x) et {x') sont inflexionnels, il faut que {x") le soit aussi; c'est une proposition connue.
314. {y) appartenant à /, cherchons son élément tangentiel {x). Supposons que / soit la hessienne d'une série f ^ et
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33o LIVRE II. — LA GÉOMÉTRIE TERNAIRE.
que (z) corresponde alors à (y) sur f] [x) apparlient à l'élément tangent à / en (^), qui, comme on sait, est la polaire linéaire de [y) par rapport à/^; mais /^ appartient au faisceau (/, /z); donc [x) est commun aux polaires linéaires de (y) par rapport àf et h] l'équation de (x) est le jacobien de f(y)^ ^^(jk) et (^ | j) égalé à zéro. Si (y) est quelconque, la même équation représente l'élément tangentiel de (y) dans la série du faisceau (/, h) qui contient (jk).
Cherchons maintenant l'élément tangentiel d'un élément donné (tj). Nous le trouverons en cherchant plus généralement le lieu de l'élément commun aux polaires linéaires de (y) par rapport à / et A, quand (y) appartient à ('r\). Cela revient à chercher l'équation des éléments communs aux deux séries quadratiques en (y)
ce qui donne
OU bien
4- CCi ^2 ^3 [ ^rO 1 ( <^2 <^3 '^ 1 2 «3 ai Tj I 2 ^1 ^2 '1 i ) "■"" • • • ] = O.
Donc l'équation de l'élément tangentiel de (y]) par rapport à /'est
6 a ( ai ^1 7] I rj -4- . . . ) + a^i t] i ( — a2 a^ r^ \-+- '2 as a-i r^ | -I- 2 ai a2 ï] | ) + • . . = o.
Si l'on forme, en appelant t le premier membre de cette équation, la fonction KU^^ y)^ on trouve, en remplaçant les (ri) par les(^),
le produit ^(A + Sa^) est donc un invariant.
315. Considérons une série quadratique variable g ayant en commun avec / quatre éléments Ai, A2, A3, A4, fixes, et deux autres B^ et B2 variables; Bi B2 a avec / un nouvel élément commua C qui est fixe, comme on le voit en considérant la série cubique / et celles qui sont formées par deux séries g et les éléments B^, B2 correspondants.
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Si la série cjuadratique g touche /"en trois éléments A,^ Ao A3, les éléments tangentiels correspondants T|, To, T3 sont alignés, comme on le voit en considérant la série cubic|ae/', celle formée par les A/T/^ et celle formée par g et T, To.
Si clone on se donne A2 et A3, Y \ est déterminé, et A] est l'un des cjuatre éléments de contact des éléments tangents à /contenant T^ ; toutefois l'on de ces éléments est aligné avec Ao et A3, et ne donne pas de solution proprement dite : il j a donc trois systèmes de séries quadratiques triplement tangentes kf.
Ces trois systèmes sont, d'après le n° 304, les séries p{y^ s) relatives aux trois séries cubiques dont /est la hessienne.
Si la série cjuadratique g a un contact du second ordre avec/ en A, et A2, et si A, A2 a encore en commun avec / l'élément B, celui-ci est inflexionnel, comme on le voit en considérant la série cubicjue /, celle composée de AiAo trois fois, et celle composée de g et de l'élément tangent à /en B. Si donc on se donne A^, il lui correspond neuf positions différentes de Ao ; il y a neuf systèmes de séries quadraticjues doublement osculatrices à/.
Si A| et A2 se confondent, la série g di un contact du cinquième ordre avec/; il y a vingt-sept telles séries^ et les éléments de contact A, sont les éléments communs à/ et à ses neuf polaires harmoniques.
Les résultats cjue nous venons d'obtenir subissent des modifications évidentes, si la série/ a un élément multiple.
316. Le théorème fondamental qui nous a guidés dans les numéros précédents peut se généraliser. Nous savons en effet (160) c[ue, parmi les ip éléments communs à la série cubic[ue / et à une série de degré/), on peut en regarder un comme déterminé par les autres, de sorte que toutes les séries de degré /> qui contiennent Zp — I éléments fixes de /, en contiennent encore un autre qui est fixe.
En appliquant convenablement ce théorème, on verra, par exemple, que les six éléments tangentiels des éléments communs à /et à une série quadratique appartiennent eux-mêmes à une même série quadratique; que, par suite, si g est une conique triplement tangente à / en Aj, A2, A3 et si une série quadratique quelconque contenant A,, Ao, A3 a encore B^, B2, B3, communs
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avec /*, il existe une série quadratique triplement tangente à / en B|, B2, B3; etc.
317. On peut rattacher l'étude de la série cubique à celle de la forme bilinéaire à deux séries de variables binaires.
Si
g = aiiXi p-i-i- ai2Xip.2 4- ^21 )v2(Jt.i-i- a22>^^2 [^2
est la forme donnée, il suffit d'imaginer, par exemple, que les (\) définissent les séries quadratiques d'un faisceau
Xi A-i-Xg/r =0,
h et k étant deux formes quadratiques ternaires; et que les ([j.) définissent les éléments de seconde espèce d'un faisceau
(J.i(r] |^)-f- fa2(? I ^) = o.
En cherchant le lieu des éléments communs aux séries Çk) el(^)y. quand on suppose ^=0, on trouve une série cubique, la plus générale de son espèce. Ceci correspond à ce que nous avons dit au commencement du n^ 315.
Nous n'insisterons pas sur cette façon d'envisager une série cubique.
318. On peut encore rattacher l'étude de la série cubique à celle d'une forme doublement quadratique à deux séries de variables linéaires, g'()^; [ji) = o.
A cet effet, on considérera les deux faisceaux de séries linéaires
li{ri 1^7) 4-X2(Ç|^) = o, iXi(Q \ x) ^ iJ.2{y.\ x) = o,
et l'on cherchera le lieu de l'élément commun aux séries (a) et (p.)^ sous la condition g = o, en supposant que l'élément défini par (t^) et (9x) se corresponde à lui-même dans les deux faisceaux en vertu de g= o.
La série cubique ainsi obtenue contient (v]s) et (9x).
Inversement, prenons sur une série cubique / deux éléments fixes et un élément variable; les éléments définis par les deux éléments fixes et l'élément variable sont liés manifestement par une relation doublement quadratique.
Supposons que les éléments fondamentaux O2 et O3 soient les
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deux éléments fixes, et que O3 et O2 soient les éléments tangents correspondants, de sorte que
fz= aix\-\- 3^23 ^2 ^3 ■+• 3 «32 ^1^72+ 3ai3^f ^3 -H 3^12^1 ^2 -H ^axix^x^ ;
écrivons que \^X\-]-\2^z=- o el \kxœ ^ -\- ^^2^2=^ ^ ont en commun un élément de/*; il vient
O = ^ == 3(^32X1 [^11^2+ a23XiX2[JLf ) H- 3(ai3XiX2[JL|+ «12X1 [Jli p.2)
— 6^*^X1X2 [J-1 fX2 — aiX| |Ji|.
Le théorème relatif à la constance du rapport anharmonique des quatre éléments tangents à f contenant un élément donné de/, résulte alors immédiatement des propriétés de la forme doublement quadratique.
Sans insister davantage, remarquons que l'on peut appliquer la théorie des n°^ HO, IH et H2 à cette représentation. Si l'on considère, comme au n° 112, la relation doublement quadratique symétrique qui lie les deux valeurs de (X) correspondant à une même valeur de ([jl), l'invariant m^ du n° 110, relatif à cette forme, égalé à zéro, exprime que l'on peut trouver une suite proprement dite de 2/2 + 2 éléments, inscrite à /, et telle que les éléments de seconde espèce de cette suite, pris de deux en deux, contiennent les uns l'élément O2, les autres O3.
11 y a alors une infinité simple de telles suites.
Si 72 = I , la forme dont nous venons de parler doit être un carré parfait, pour qu'il existe des suites de quatre éléments jouissant de la propriété précédente. Donc il faut que l'invariant ^3 de la forme g soit nul; or, ici,
la condition i^-= o revient donc, en supposant que O2 ou O3 n'est pas multiple pour/', à a^ = o; les éléments tangents à /en O2 et O3 ont en commun un nouvel élément de/: O2 et O3 sont correspondants sur/, comme il était facile de le prévoir.
Si O2 et O3 sont inflexionnels, on vérifie sans peine que cl)2 = o.
319. Envisageons une suite de 2/2 éléments, A^ B^ A2B2 ... A/^B/,, inscrite à/et telle que A^ B^, A2B2, ... d'une part, Bi A2, B2 A3, ... d'autre part, contiennent deux éléments fixes de /, Ci et G«. Il
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est facile de voir* que, de mêmej les éléments A^ By^, A2By^^iy ■^3^k+2j ' • • contiennent un élément fixe G/f de / : en effet, la série cubique /, celle formée par A^ B^^ B, AsG/^, A^^^ B/^^^ Ci , et celle formée par A2B/f_^,, A^B,G,, B/^A/,^, G/i ont en commun huit éléments et, par suite, un neuvième élément qui est précisément Ga.
Si nous disons de deux éléments tels que G| et C^ qu'ils sont correspondants pour le nombre n, on voit tout de suite que deux quelconques des éléments G/ sont aussi correspondants pour le nombre n ou l'un de ses diviseurs : s'il s'agit de G^ et de Ga par exemple, il suffit, pour vérifier l'assertion précédente, d'envisager la suite Ai B^ Aa_a_^i B^2h-k^2h-2k-{.\ Bs/^-A . . . , chaque indice étant remplacé par son plus petit reste positif par rapporta n. On verra aussi que les A/ ou les B/ jouent par rapport aux B/ et G/ ou A^ et d le même rôle que les G/ par rapport aux A/ et B/.
Si A, et B| , A2 et B2 sont deux couples d'éléments correspondants pour le nombre /z, et si AjAs, BiBs ont encore A3 et B3 communs avec /, A3 et B3 forment aussi un couple d'éléments correspondants pour le nombre n ou l'un de ses diviseurs. Gonsidérons, en effet, une suite 0^1) ^ G2D2G3D3 . . . correspondant au premier couple, et une suite G'^ D', G'^D^G'^Dy . . . correspondant au second couple; soient G'^ et D^- les troisièmes éléments communs à y* et à G/G'^- et D/D'^-, et envisageons la suite G'^D^' G'^D^ G3D3 . . . ; d'après un théorème connu, les éléments C'ID'[^ Cl^li '-• d'une part, D'|G!,, D^Gg, ... contiendront respectivement A3 et B3, ce qui démontre la proposition. En particulier, on peut supposer que A2 et B2 coïncident en un élément quelconque de /.
On peut supposer encore que A, et A2 coïncident ainsi que B^ et Bo. Réciproquement, on- démontrera alors d'une façon analogue que si A^ et B^ sont correspondants pour le nombre n, et sont les éléments tangentiels de A2 et B2, ceux-ci sont eux-mêmes correspondants pour le nombre 2n ou l'un de ses diviseurs.
CHAPITRE XII. — Ll SÉRIE CURIQUE
tailler, aux séries particulières douées d'un élément multiple^ ou séries rationnelles.
Nous allons insister sur les propriétés particulières à ces séries. Si d'abord il s'agit d'une série cubique avec élément double ordinaire, à éléments tangents distincts, ou peut lui appliquer la forme canonique générale, avec a^ = o par exemple. Si donc
on aura
î = — Toa3a2a3^f — 24«^^1^2 t-i; i — — a''; j ~ — 8a^.
La forme canonique est possible d'une seule façon.
Pour déterminer l'élément double, on remarquera la relation
3y Y — 4 t's = — 64 a' eu «3 i \ ;
/ est la hessienne d'une seule autre série cubique et, par suite, la jacobienne d'un seul réseau, etc.
Supposons maintenant que /soit une série à élément cuspidal. Une forme canonique immédiate est
f =: ai X\ ^- 3 <^23 ^2 ^3 5
O3 est l'élément cuspidal, avec Q2 comme élément tangent; O2 est l'élément inflexionnel, avec O3 comme élément tangent. On a ici
£ r= aa? «2 3 ^1 ; l = o, / — o.
/ n'est la hessienne d'aucune série .et, par suite, la jacobienne d'aucun réseau, etc.
321. D'après ce qui précède, 64 ^'^ 4-7*^=0 est la condition pour que /ait un élément multiple; i =: o ety = o sont les deux conditions pour que cet élément multiple soit cuspidal.
Donnons encore les conditions invariantes qui expriment que la série /se décompose d'une façon déterminée.
Si /se compose d'une série quadratique et d'une série linéaire
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non tangentes, la forme canonique générale subsiste avec
par exemple. On a
L'invariant Syy — /\iî,^ ou plutôt p, ou encore r, est nul identiquement.
Si /'se compose d'une série quadratique et d'une série linéaire tangentes, on peut prendre
y — Za^iXixl H- 3ai3a72^3, et l'on a
A r= «21^13^1? Y — - <^^1 1 <^13^ii5 t = O, 7=0.
L'invariant £ est nul identiquement.
Si y se décompose en trois éléments de seconde espèce non alignés, on peut encore appliquer la forme canonique générale :
f — Çyaxix^x-^^ h — la^XiXiX-^^ Y — — 4<^^^i$2s35
L'invariant y/ — 2/\i/i^ ou plutôt le jacobien de/, A et (Ç|.^), est nul identiquement.
Si/ se décompose en trois éléments alignés, h est nul identiquement, comme on le vérifie sans peine; si deux de ces éléments coïncident, cp est nul identiquement; s'ils coïncident tous trois, la forme /?(jKî ?)? définie antérieurement, est nulle identiquement.
322. Nous allons maintenant étudier la série cubique rationnelle définie par des formules de la forme
les fi étant des formes cubiques binaires par rapport aux (a); cette étude revient à celle de la forme
g- = hfl(^U >^2)H-?2/2(>^l, ^2)-(-b/3(>^l, >^2).
Nous emploierons tout de suite une forme canonique de cette représentation, fournie par les formes canoniques du n° 320.
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Si /a un élément double ordinaire, on fera
p^3=z cAiAf,
el alors, si l'on prend pour / le déterminant du neuvième ordre analogue à celui du n° 225, on aura
f — a^ c^œl -H a"^ h"^ x\ — a'^h-c'^x^x-iX^^, Si /a un élément cuspidal, on prendra
et, comme plus haut,
Dans tous les cas, il est facile de calculer les coordonnées d'un élément tangent, ou celles de la série linéaire définie par deux éléments de /, ou deux éléments tangents k f. Si / a un élément cuspidal, on remarcjuera que la série tangentielle de /jouit des mêmes propriétés que / et, pour définir cette série, on aura les formules analogues aux précédentes :
pç2 = — ô <^^cA-^,
p^3== - ô ablf.
On peut parler du rapport anbarmonique de quatre éléments de/, ou des quatre éléments tangents correspondants : c'est celui des valeurs des (a) qui définissent ces éléments, ou encore des séries linéaires alignées définies par ces quatre éléments et l'élément double, comme le montrent les formules.
Dans le cas où la série / a un élément cuspidal, c'est aussi le rapport anbarmonique des quatre éléments définis par l'élément langent stationnaire et les quatre éléments tangents à / correspondant aux éléments donnés.
On peut regarder l'élément double, quand il est ordinaire, comme la réunion de deux éléments simples, correspondant, en An. — T. 22
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employant les formules canoniques, à )^| = o et lo^ o. Ces deux éléments ont avec les éléments inflexionnels un rapport équianharmonique.
La forme g admet pour invariant multiple le déterminant
l^ I ^Vi
G dl\ 6 dl^dXi
^ dy\ I d^^f,
6 f^Xf 6 d\id\^^ pour les formules canoniques
h = abc{ll-hll);
le discriminant de cette forme h en (X), soit ici — a''h''c''^ est le seul invariant multiple proprement dit de la forme g. Les invariants de / s'expriment facilement en fonction de ce discriminant de h.
Le liessien de Pinvariant h définit les valeurs de ().) qui correspondent à l'élément double de /; l'invariant cubique de h définit les éléments de contact des éléments tangents à /'contenant les éléments inflexionnels : ceci résulte immédiatement de ce qui suivra.
Dans le cas d'un élément cuspidal, on a
le discriminant de h est nul.
■ 3abcXl X2 5
324. Cherchons la condition pour que trois éléments (a), (|j.), (v) de / soient alignés; (X), (jj.), (v) étant racines d'une équation telle que g = o, on voit tout de suite, en se servant des formules canoniques, que l'on a
ou
2X1 [aiV2 = O,
suivant que l'élément double est ordinaire ou cuspidal.
D'une façon générale, la condition cherchée est Axjav= o, si h\s est l'invariant h défini plus haut.
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Si ([;.) et (v) coïncident, on a Ax|j.2== o. Les éléments ([^.) et (u^), définis par cette équation du second degré en ([j.), sont alors correspondants sur/, puisque les éléments tangents en (p») et (v) ont en commun l'élément ().); les éléments correspondants sur /' forment donc une involution définie par A)jj2=o; les éléments doubles de cette involution sont ceux qui sont confondus en l'élément double àe f.
On vérifiera sans peine avec les formules précédentes les propositions plus générales énoncées au paragraphe précédent. Ainsi deux éléments (1) et (|jl) seront correspondants pour le nombre n, si l'on a
'in ,,n ') a ,,n ^^ •
cette formule simple est d'un usage fort commode et permet d'énoncer de nouvelles propriétés.
Si / a un élément cuspidal, il n'y a plus d'éléments correspondants pour le nombre n.
En général, Zp éléments (X), ([j.), (v), ... appartiendront, dans le cas où /a un élément double ordinaire, à une même série de degré /j, si l'on a
Al p-i Vi . . . -t- (— l)/^-l X2 [Xi V2 . . . — - o.
Trois éléments (a), ([x), (v) seront les éléments de contact d'une série cjuadratique triplement tangente à/', si l'on a
ou, ôtant la solution c[ui correspond aune séiie linéaire double,
\l [J.| Vi ^2 1-^-2 '''2 = O-
Si/ a un élément cuspidal, ?>p de ses éléments appartiendront à une même série de degré />, si l'on a
EX2M-1V1 . . . = o ;
on voit qu'il n'existe pas de série quadratique proprement dite triplement tangente à /
On peut encore chercher à construire des suites à la fois inscrites et circonscrites à/, ce qui est possible quand /n'a pas d'élément cuspidalj; et ainsi de suite.
32o. On peut encore rattacher l'étude de la série cubique
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rationnelle à celle de la forme linéoqaadratique à deux séries de variables binaires; et cela de deux façons différentes.
Si ^'()>, [^-) est la forme donnée, et si l'on cherche le lieu de l'élément commun aux deux séries linéaires
SOUS la condition ^' = o, on obtient une série cubique /*, admettant (rX) comme élément double, et contenant (Ox), si g est du second degré par rap}Dort aux ()^). On voit que les couples d'éléments de /qui appartiennent aux différents éléments ([i-) forment une involution, dont les éléments doubles sont les éléments de contact des éléments tangents à/ contenant (9x). L'élément ('f\^) sera cuspidal pour/, si la série linéaire définie par (r/Q et (9x) correspond à l'un des éléments doubles de l'involution signalée ci- de s su s.
Nous pouvons maintenant regarder (X) et ([j.) comme définissant deux éléments d'une série quadratique F, et chercher le lieu de l'éléuient commun aux éléments tangents à F correspondants, sous la condition g=:o. On obtient une série cubique / trois fois tangente à F, et rationnelle. Les éléments de contact de /et F sont déterminés pour ^(X, X) = o; l'élément double se trouvera en résolvant les équations gQ^, [^-) = o, ^'(;^, X) = o, et supprimant les solutions précédentes; les éléments tangents communs à F et / autres que ceux déjà conuLis, sont déterminés par les équations
Les éléments communs à / et à un élément (^) tangent à F se partagent en deux groupes; ceux qui sont accouplés déterminent une involution, dont les éléments doubles sont les éléments de contact des éléments tangents communs à /et F.
Si l'élément double appartient à F, il devient cuspidal. On verra encore sans peine que, réciproquement, toute involution sur/ correspond à une des deux représentations que nous venons de signaler. La série linéaire définie par un couple de l'involution contient un élément fixe de /, ou touche une série quadratiqLie fixe triplement tangente à/
On engendrera encore une série cubique rationnelle en établis-
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sant une relation liomographiqne entre les éléments (^) crun faisceau et les éléments tangents d'une série quadratique, considérée comme rationnelle; cette série quadratique sera triplement tangente à la série cubique. Enfin, les développements du n° 230 enseignent un nouveau moyen d'engendrer une série cubique qu'il suffit de signaler.
CHAPITRE XIIJ
LA FORME TRILINÉAIRE
326. Considérons une forme / linéaire à la fois par rapport à des variables (^), (y), (z) : ces variables définissent elles-mêmes des éléments qui remplissent trois espaces X, Y, Z; ces éléments peuvent être supposés de l'une ou de l'autre espèce; ces espaces peuvent être supposés distincts ou coïncidants, en tout ou en partie.
L'étude générale d'une telle forme comprend, en particulier , celle d'un réseau d'homographies ou de réciprocités entre des espaces coïncidants ou non, celle d'un réseau de séries quadratiques et celle d'une série cubique. Nous allons donner quelques indications sur cette étude, qui, développée complètement, prendrait une trop grande extension.
Nous supposerons d'abord que les espaces X, Y, Z sont distincts : dans ce cas, les (^), (y)-, {z) peuvent être supposés de première espèce, sans diminuer la généralité, et les (^), (ri), ÇÇ) désigneront les éléments de seconde espèce des mêmes espaces X, Y, Z.
La forme /== ^ctijkOCiyjZj^ dépend de vingt-sept coefficients, et par suite possédera trois invariants multiples proprement dits distincts, au moins : un calcul simple montre qu'il n'y en a pas davantage. Ceci admis, nous prendrons immédiatement y sous la forme canonique suivante, possible en général, puisqu'elle nous fournira trois invariants proprement dits distincts :
+ *^l^ir2-^3H- <^2^2r3^1-^ b'^X:iy^Z.2 4- Ci^ij3^2-+- C2^2ri^3+ C-^Xzy.2Z^.
Nous désignerons respectivement par /, m, n les trois lignes du
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second membre de cette formule, et nous ferons de même
X = a2^3^1^1?l-l- ^3^^1?2'02Ï2+ «1^2?3'03Ç3, p. r= b^b^^iT^v^tz-^ ^3^lÎ2'^,3Çl-i- ^1 ^2 ^3 '-Q 1 ^2 , V= ^203^17^3^2+ 03^'l^2'iQlÇ3-l- CiCa^s'O^?!-
Nous ferons aussi
327. La forme / fait correspondre à un élément (^) de X, par exemple, une réciprocité entre les espaces Y et Z, d'équation/=: o ; à l'ensemble des éléments de X correspond ainsi un réseau de réciprocités entre Y et Z. Cherchons le lieu des éléments (x), tels que la réciprocité correspondante soit singulière : on a pour définir ces éléments et, en même temps, les éléments singuliers correspondants {y) et [z) dans Y et Z, les deux systèmes d'équations
«i^iJKi-i- ^3:^3X2-1- ^2^273= O, b^x^fi^ a^_x^^y^-^ cix^yz— o,
^2^271-1- ^l^ljK2+<^3^373= o,
aiXiZi-i- b^X^Z2-h C2^2^3= Oj 03X3^1+ «2^2-^2+ biX[Zs= O,
b^^x^Zi -h CiXiZ^^ H- «s.-Ts^s == o.
Le lieu des (^) est donc la série cubique
— aibiC\x\ — a2^2C2^i — <^3^3<^3^3 -+- sx^x^x^; celui des (y) est de même
= —aib^ c.yl — ^2 bi Csyl — a^ b^ c^yl -f- sy, y.y^ ;
c-sx-^
C^Xi
aijKi
b^yz
biy-i
C2JK1
et cekii des (z)
Zi
— — aib^c^zl — a2b-^Cizl — a^bic^zl-h 5,21^2 ^3»
On voit tout de suite que, de même, g2 est le lieu des (y) tels que la réciprocité correspondante entre X et Z soit singulière, et que
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gi et gs sont les lieux des éléments singuliers de cette réciprocité dans X et Z; ....
A un élément (ç) de X, considéré comme lieu cUéléments (^), correspond un faisceau de réciprocités entre Y et Z; les éléments singuliers de ce faisceau correspondent aux éléments communs à g^ et (i); deux d'entre eux sont confondus si (Ç) touche/; ils sont confondus tous trois si (^) est élément tangent stationnaire pour/.
Si l'on considère le réseau de réciprocités entre Y et Z défini par/ on peut dire que g2 et g^ sont les lieux des éléments singuliers des réciprocités singulières de ce réseau; on peut dire aussi que g2, par exemple, est le lieu des éléments (y) tels que les éléments (i) correspondants dans Z en vertu de toutes les réciprocités du réseau aient en commun un même élément (^) dont le lieu est g^] la relation entre (y) et (^) est d'ailleurs fournie par les équations
«ljl-^l+ -^172^3-^ Cij3-2== O, <^27l^3+ ^hr^^i-^ ^273^1 = o, 6371 ^2 ■+■ C3r2-l+«3j3 53= O.
Les séries g2 et ^'3 sont ainsi définies indépendamment de Fespace X. Comme d'ailleurs ce sont des séries cubiques générales, on a, de cette façon, une génération intéressante de la série cubique.
Les séries cubiques g^^ g^^ g-^ sont réduites en même
temps à la forme canonique. Leurs invariants proprement dits
sont les mêmes et ont pour valeurs, avec les notations du Chapitre
précédent,
Ce sont deux invariants proprement dits pour/ respectivement
du douzième et du dix-huitième degré par rapport aux coefficients.
Les autres invariants des séries g^ , g 2^ gz sont faciles à calculer.
329. Si l'on considère la réciprocité entre Y et Z qui corres-
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pond à [x), elle admet comme invariant la forme en (t,) el (Ç) cpi := — ^f (^icroiÇi-t- ciarr]2C3-+- «i^r^3v2)
H- ^2 ^3 ( «2 «3 '^ 1 Çl + ^2 ^3 ''^j 2 Cs -+- ^2 C3 '^ 3 Ç2 )
— xl {b.2C2'ri-2 ^2-1- C2a2'^i3Çi-^- ci^b.jrii 'Ç^)
-H ^3^l(^^3«r02^2-+- ^3'^rn3Cl-+- CsCiT^i'Çi)
— ^I ( ^3 C3 '03 ^3 -f- C3 «3 '0 1 ^2 + ^-^3 ^3 '^2 Cl ) -f-a7i^2(«l«2'/^;3?3-l- ^1^2'0l?2-^ CiC2T^2?l),
dont la formation est évidente.
On obtient de même, en remplaçant X par Y ou Z, deux autres formes analogues cp2 et cpg, dont nous n'écrivons que les premiers termes
C2 Cl ^-^ ^^1^3t2^3+ ^-^1^2 S
4-7273 ( «2 ^3 Cl tl + Cl C3 Ç2 ^3 + ^1 ^2 ^3 ^2 ) -i- • • • ;
93= — -^î(<^2C3^r0l-l- ^/'iCs ^2 "03-1- ^1^2^3-02)
-f-^2^3(^*^2Û^3Srni-^- ^1^3^2-03+ ^i C, Ç3 '^2 ) -+-
L'opération synibolique
t)cp2 (^'f3 t)cp2 f)cp3 d02 ^'-p3\ / ^?2 <^93 ^^2 ^'^'fs '^'^^2 '^'^'S
^7l ^'^1 "^ ^72 ^'^2 4/3 ^"03/ WSl C)^i ' (9^2 0-52 0(^3 (9^3
conduit à Pinvariant
'j^l — <3^f(^?2 ^3^2^371 -Si H- 0203^2^372^3-1- «2 ^-^3 ^2 ^373 ^2) + 2^2i3[^*^i(a — 2 P — 2Y)7j ^1
et l'on a de même deux invariants analogues ^2 et A3, qu'il est inutile d'écrire.
Si maintenant nous effectaons l'opération symbolique
fào,
Y fà'o, d^,
\/do,
ai,,
\dx,
J \àra ày, ^
ÔZ;
nous trouvons l'invariant proprement dit
du sixième degré par rapport aux coefficients, /f, ^^' ety sont les invariants fondamentaux de /.
330. Calculons maintenant, en considérant A^ comme ne dépendant que des (^), la fonction K-(^'^, Aj); on obtient un invariant
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semblable à/*, soit y ^ — ^ kf^ en faisant
/ ' =: ( a 5 — 6 0 Y ~ 8 5^ ) ^ -^ ( ?' ^ — ^ Y ^ — 8 ^ ) /?^ -h ( T -^ — 6 a [^ — 8 g ) / ? . Opérons de même en remplaçant g\ par son bessien h\\ on a
en faisant
/''3:z[a(53 — io8/?)-m8j3y52-i-'2i6/)^]/4-[!3(^s— Jo8p)H-i8Ya52M-2i6/?5]m -1-[y(53— io8/j>)-4- i8ap52 -i- '2 16755] n.
On peut donc regarder comme invariant relatif à/, le réseau tout entier des formes/, /^, f'^ correspondant à
Considérons la cajlejenne ^i de g^^ et la forme <ï>i, jouant par rapport à F le même rôle que cpi par rapport à f : formons la fonction R2(y^, <Ï>|), en considérant <î>^ comme ne dépendant que des (^), et prenons-y les coefficients de X\^ )h ^2 et )^i)v3; nous obtenons trois invariants semblables de la forme
"i-'' "Tïïi-"' -^iï-'"' où Ton a fait
cp' — (54 Py^ + '^^-^ 5:î/>)X -i-(54y^^ -h 5-5 4- 54/»)(ji-f-(54a[354-53-i-54/>)v, cp''' — [Py(21 5^ — 432^5 — 3^4/') -H a 5(53 H- '2 16/?)
— %qs^ — i89/'5^ ^ 432/?^ ]X H-. . . , ?'" = [ ?T ^H 45 53 -f- 972079 ) -f- a ( 56 — 54o7-?53 — 5 832/?2 )
D'ailleurs, on a
9" y ' 97V ' en faisant
cp = (6a — 5s)X-f-(6^ — 55)jx-4-(6y — 55) v,
et ce nouvel invariant remplacera o^^' \ on pourrait l'obtenir plus naturellement en suivant une autre voie : il suffirait de chercher
le coefficient de — dans l'invariant k relatif à la forme
f-^^{X\x){r,\y\X,\z\ mais cette forme n'est pas réduite à la forme canonique et, par
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suite, son étude, qui mènerait aux résultats précédents, demanderait de nouveanx calculs en général.
On a un nouveau réseau invariant d'espèce opposée à F, correspondant à
Si l'on fait la somme des produits obtenus en multipliant chaque coefficient de F par le coefficient correspondant de ^, on obtient un invariant proprement dit, dont la valeur est, au facteur 3 près,
A j (ai k + X 1 [M (— 1296 i) -1- Xi [^-3 (— 1080 ik — 972/) -4- X2 lUH x /c'^ — 432 i)
-h X2 [m{ — 1080 f'A- — 9727) -h X2 [JL3( — 864 ik- — i458y7c -4- 139968^2) -f- X3 p-i (— 86 i ik — 19447 ) + ^^3 [^2 (— 97 V^^ -I- 1399680^^) + X3 [J.3 (— 648/7i:2 H- 1 166400 i^- k -f- 1469664 ij)-
Si l'on se donne une forme F par exemple, on voit qu'il existe un faisceau de fonnes <ï> telles que, pour chacune de ces formes et la forme F, l'invariant précédent soit nul; ces formes <î> peuvent être dites conjuguées de F.
Les réciprocités définies par ces formes $ entre les espaces Y et Z, quand (^) est considéré comme donné quelconque, forment un système cinq fois infini; chacune d'elles est conjuguée des réciprocités entre les mêmes espaces définies par la forme F, c'est-à-dire que si l'on pose
l'invariant Y^aija.ij est nul. Les réciprocités <î> ainsi définies sont d'ailleurs les seules qui soient conjuguées de la réciprocité F.
Les séries cubiques qui résultent des formes F et $ comme g^^ gi-, gz résultent de /, appartiennent toutes aux faisceaux déterminés par ces dernières et leurs hessiennes.
331. Supposons les espaces Y et Z coïncidants, et les éléments (jk) et (s) de même espèce. Les invariants précédemment définis gardent leur sens; mais il faut en ajouter d'autres, que nous ne calculerons pas, et qui seront les invariants simultanés des séries cubiques g^ et ^3, qui ne peuvent plus être supposées réduites simultanément à la forme canonique.
Il j aura lieu aussi de considérer le réseau de séries quadratiques obtenu en faisant dans /* les (jk) égaux aux (^); le lieu de l'élé-
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ment (j>'-s), quand (y) et (^) se correspondent sur g.y ^^ ffs'? • » • • Si les éléments (y) et (^) sont d'espèce opposée, nous remplacerons les (z) par les' (^), et inversement. La forme/ définit alors nn réseau d'homographies dans les espaces coïncidants Y et Z-, la série g2 est le lieu des {y) tels cjue leurs correspondants dans toutes ces homographies soient alignés sur un élément ((^)j dont le lieu est la série g^. En particulier, Tune des homographies du réseau peut être la correspondance identique définie par (jK | Q 5 on est alors ramené au cas d^un faisceau d'homographies ordinaires.
332. Revenons au premier cas, les éléments (y) et (z) étant de même nature, et supposons la forme f symétrique par rapport aux (y) et aux (z). La forme canonique employée précédemment subsiste alors, avec les hypothèses 6|=:C,, 60^=^2, ^3=03.
On est ramené à une nouvelle étude d'un réseau de séries quadratiques, dont la jacobienne est la série g2 ou g^i.
Les invariants k, i et y ne sont plus distincts. En gardant
k = a2— 2oa;3 — 8|32, et faisant
on a
On remarquera que
La forme f'^ n'est pas distincte des formes f e^f^? et à celle-ci nous substituerons
On a aussi
et laissant de côté o'^ , nous ferons
cp;^ î^:^ =.(:c_^3)2[6^3}. +(a-4p)(t^ + v)].
CHAPITRE XIII. — LA FORME TRILINÉAIRE
Nous remarquerons la combinaison
o '( = 8 f' 1 cp — /f cp ; = ( a — p ) 2 ( a + 8 Î3 ) 2 [ 2 |3 X — a ( p. -h V ) ] .
Au réseau de réciprocités invoiutives défini par AiZ+Xs/^? correspond un réseau conjugué de réciprocités invoiutives aussi, de la forme [x^ o -f- [^.2^1 5 avec la condition
1 1 (j-i k -i- 8 Xi [JL2 f'i + 1 6 X2 |J.i il — 2 12 (J.2 j'i /t ~ o.
En particulier, au réseau /" correspond le réseau cp'J.
La même équation convient pour définir le réseau conjugué du réseau de séries quadratiques obtenu en faisant les (y) égaux aux (.:•).
Les séries g^ et go sont chacune la hessienne de trois autres séries cubiques; ici ces séries se séparent en deux groupes, dont l'un est composé des séries g\ et g[,^
g[ — — ^ ^1 -1- an/ij — (oc — ^f[aibiCixl -t- a.^b^c^o^'i
-f- a^b^^C'^xl -1- 6(^XiX.2X;i],
^i = — 4 -"'-^ + ^'7 '^^^ "=" (a — 3)2 [ «t b-s c^rl -H «9 ^1 C;5 /:^
-+- ^^3 b. CijI + 6 B /l/o r3 ],
/^^ et h^ étant les hessiennes de g,, et go- La cajlejenne de g\ est ^'i y', ; avec
T'l=(^^-??[«2^3^2^3^2C3eî+...-f-Q(a-4P)?I^2^3];
celle de gj, ^^t z^'jy!,, avec
Y'2 = a2a3 6rOi-i- a3aiZ^2Tj|+ aia2^3'03 + ('^' — 4 !^)'0r^i2'03;
cette dernière série est la cajleyenne du réseau de séries quadradratiques défini par /*, quand les (^) sont égaux aux (jk) ; ces formes y', et y^ correspondent d'ailleurs à o'[ comme g\ et go à /"^ , à des facteurs près.
La condition pour que le réseau F de séries quadratiques défini par f\ ait un élément singulier est k^ -\- 64 ^i = o; celle pour que le réseau conjugué <ï> ait un élément singulier, ou encore que le réseau F lui-même contienne un élément double, est i\ ■:=. o; on obtient ces résultats en faisant un calcul déjà indiqué.
333. Examinons les différentes particularités qui se présentent
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et les différentes formes canoniques que J'on peut attribuer à la forme /^ lorsque cette forme correspond aux différentes espèces possibles de réseaux quadratiques proprement dits.
a. Cas général, — Tout ce qui précède s'applique entièrement.
h. Le réseau $ contient un élément simplement singulier.
La forme canonique générale s'applique avec 6, == opar exemple, et^ par suite, [^ = o.
On a
g2 se compose dey^ = o et d'une série quadratique; g'[^ est X\ = o trois fois; y!, a un élément double; g^ a un élément double et g'^ se compose de trois éléments alignés.
c. Le réseau <ï> contient deux éléments simplement singuliers. La forme canonique subsiste avec Z'2= ^3 = o, par exemple. go se compose de trois éléments non alignés; g[^ disparaît; y!, se
compose d'une série quadratique et de 7if = o ; gi est formée d'une série quadratique et de X\ =: o, et g\ se compose d'un élément triple .
d. Le réseau <ï> contient trois éléments simplement singuliers. La forme canonique subsiste avec 6, r= ^0= ^3= o.
g2 se compose de trois éléments non alignés, ainsi que y!, et g^; g\ et g[, disparaissent.
e. Le réseau F contient un élément simplement singulier. La forme canonique subsiste avec «1 = 0.
On a
Les séries g^^ g'^-) §'{•> g'\ 0"t chacune un élément double; y^ se compose d'une série quadratique et de v], = o.
/. Le réseau F contient deux éléments simplement singuliers.
La forme canonique subsiste avec a^ = <r^3== o.
Les séries ^'2? ^'2? ^^? ê'\ ^^ décomposent chacune en une série quadratique et une série linéaire; y^ se décompose en trois séries linéaires.
g. Le réseau F contient trois éléments simplement singuliers.
On a de plus qu'au cas précédent a^ = o.
Les séries g2i g^-, §'{•> g\ se décomposent chacune en trois séries linéaires; il en est de même de y'o.
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h. Les réseaux F et <ï> admettent chacun un élément simplement singulier.
On peut alors employer la forme canonique suivante pour/*:
Il vient
§■1 = ^1^271(^37173— ^3/1), T2 = ^1^^2''Q3(2C3rJ — 63'r)3T^i),
^•1 ==— (^3ci^i-f-ai^|^|^i), g-[ = 'àa\b\b^clœlx-^,
k = o, il = o.
^'2 et y!, se décomposent en une série quadratique et une série linéaire; gi a un élément cuspidal; etc.
i. Le réseau F admet un élément doublement singulier et le réseau <ï> deux éléments simplement singuliers.
On peut employer la forme canonique
^1^1(73^1+71-^3) + Ci:ri(jKi^2+72^l) + <^2^'2X2^2-+- ^^3^373^3;
on a alors
S'2 = «2^37273(^172+ ^173), ê'2 = Oj
T2 = — «2«3'0i (^r^i2+ cr/i3),
/c =: O, il ■= O.
y. Le réseau F admet deux éléments simplement singuliers, et le réseau ^ un élément doublement singulier. On peut prendre pour/
alors
^•; = - ia\b\biC-iœ\,
k = o, il = o.
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k. Le réseau F admet un élément doublement singulier; le réseau <ï> admet un élément simplement singulier et un élément doublement singulier.
La forme canonique du cas (Ji) convient avec ^3= o, ou bien celle du cas (f) avec Z?^ := o ou c, =: o.
Les particularités sont faciles à énoncer.
/. Le réseau F admet un élément simplement singulier et un élément doublement singulier; le réseau ^ admet un élément doublement singulier.
La forme canonique du cas (A) convient avec 63 = 0, ou bien celle du cas (y) avec Z?3= o ou ^3=: o.
m. Les réseaux F et <ï> admettent chacun un élément triplement singulier.
La forme canonique générale convient à nouveau avec les hypothèses a, =: 60 = o, par exemple.
On a
7 2 =^ ci.ia.h^T;\^ 8\ ^ — cizh\x\;
les autres invariants sont nuls.
n. Le réseau <ï> admet un élément quadruplement singulier. On peut conserver les formules du cas précédent, avec «3=: o. 0. Le réseau F admet un élément quadruplement singulier. On peut conserver les formules du cas (/?î), avec ^3^= o-
334. Si les espaces X, Y, Z coïncident, on aura encore de nouveaux invariants, obtenus en considérant les trois séries cubiques ^ t , ^'2? ^"3 i^oi^ réduites en même temps à la forme canonique en général. Si les éléments (^), (j^), (^) sont de même nature, il j aura lieu d'envisager la série cubiqueyo obtenue en faisant, dans/, les (y) et les (4) égaux aux (.r).
En particulier, on peut supposer la forme / symétrique par rapport aux (.-r), (jk) et (^).
La forme canonique générale est alors applicable, sauf exception, avec ^, =: Z?2= ^3= C{ := ^2= C3 ; si h est la valeur commune de ces quantités
y^rrr aix\-\- a^ix\-^ ct^x\ + 6 6 ^1^2 -^3 ',
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CHAPITRE \in. — LA FORME ÏRILINÉAIRE
les invariants i Ql j de /o sont, avec les notations du n"" 332, s/i^ et /f ; gx et g2 sont la liessienne de /o q^'^i coïncide à un facteur près avec g\ et g'.,.
Les formes/'^, o\ et cp jouent le même rôle, à des facteurs près, par rapport à la hessienne, la cavleyenne et l'invariant s de la série /o, que la forme /par rapport à cette même série.
Sans insister davantage, on voit que l'on retrouve toute la théorie des séries cubiques, le réseau F, défini par/, étant celui des polaires quadratiques des divers éléments [x) par rapport à /q.
Les différents cas particuliers possibles sont en évidence. Il j a deux autres formes exceptionnelles qui correspondent à
et
dans le premier cas, /o admet un élément cuspidal; dans le second, /"o se compose d'une série quadratique et d'une série linéaire tangente.
On voit que les réseaux de séries quadratiques proprement dits qui peuvent être considérés comme le réseau des polaires quadratiques des divers éléments {x) par rapport aune série cubique sont ceux qui correspondent aux cas (a), (^d), (<?), (/), {g)^ (A"), {m).
Réciproquement, si l'on se donne uniquement le réseau dans l'un de ces cas, on pourra trouver au moins une série cubique telle que ce réseau coïncide avec celui de ses polaires quadratiques; il n'y aura qu'une seule solution dans les cas (a), (e), (/), {g)] il y en aura une double infinité dans les cas [d), (k), (m), comme on le constatera facilement.
335. Revenons au cas où les espaces Y et Z seuls coïncident, la forme /étant symétrique par rapport aux (y) et (z) et définissant, comme précédemment, un réseau F de séries quadratiques, proprement dit. Si /o est ce que devient /quand on y fait les (5) égaux aux (y), on peut considérer cette forme comme définissant une correspondance quadratique entre les espaces X et Y : à l'élément (x) de X correspond dans Y une série du réseau F, d'équation/o= o.
Cette série quadratique se décompose si (x) appartient à ^^, et le lieu de son élément double est la jacobienne g2 du réseau F^ An. - I. . 23
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tandis que le lieu des éléments de seconde espèce dans lesquels elle se décomjDose est la cajlejenne y!, du même réseau.
A une série linéaire (^) deX correspondra un faisceau de séries quadratiques appartenant au réseau F ou, si l'on \'eut, l'ensemble des quatre éléments communs aux séries de ce faisceau. Les séries décomposables de ce faisceau correspondront aux éléments communs à (^) et à ^1 : le faisceau sera donc composé de séries tangentes ou même osculatrices^ si (^) touche g\i ou bien est élément tangent stationnaire pour ^',. Les propositions du n° 289 s'appliquent sans difficulté.
Si F est la série qui correspond à (^), aux six éléments tangents à g\ contenant (^), correspondent six faisceaux de séries tangentes dont les éléments singuliers doubles sont communs à F et go, et dont les éléments singuliers simples sont communs à F et à la série tangentielle de y!,.
A une série d'éléments (x) correspondra l'enveloppe des séries quadratiques correspondant à ces divers éléments, et cette enveloppe sera aussi le lieu des éléments associés qui correspondent aux divers éléments (^) tangents à la série considérée. Par exemple, à une série cjuadratique correspondra une série quartique de Y, d'équation facile à former.
A un élément (y) correspond un élément (^) défini par/o=: o ; le même correspond aux trois autres éléments associés à (y). A un élément (t)) correspond une série quadratique de seconde espèce de X, lieu des éléments (^) qui correspondent aux différents éléments de (t)).
A une série d'éléments (y) correspond le lieu des éléments (Ç) correspondant aux divers éléments de cette série, et ce lieu est aussi l'enveloppe des séries quadratiques qui correspondent aux différents éléments ('/)) tangents à la série considérée. Par exemple, à une série quadratique en (y) correspondra une série quartique en (^) rationnelle.
Quand les séries quadratiques du réseau F ont trois éléments communs, on retrouve la coiTCspondance quadratique birationnelle.
Nous n'insisterons pas sur l'étude que nous venons d'esquisser : nous en trouverons d'ailleurs un cas particulier dans le Chapitre suivant.
I. — Les invariants de la série quartique
336. P^oiis donnerons quelques indications seulement sur la théorie des invariants des séries quarliqnes.
Soit / la forme qui définit une telle série, renfermant quinze coefficients. Les principaux invariants que l'on peut former sont les suivants : si dans / on fait ^i= )MjKi-{- ^2^/, on obtient une forme biquadratique en (1), dont les invariants i ety s'expriment à l'aide des quantités \i ou {y^)i\ i's sont respectivement des degrés 4 et 6 par rapport aux (ç), 2 et 3 par rapport aux coefficients (a) de /' : leur signification géométrique est évidente. La forme équivalente /' est i^ ■ — 27/^; les séries i et y contiennent les 24 éléments tangents stationnaires de /, et ne contiennent aucun autre élément tangent de/.
Un autre invariant évident est le hessien h de /', des degrés 6 et 3 par rapport aux (^) et aux (a).
Deux invariants proprement dits, des degrés 3- et 6 par rapport aux (a), sontK''(/, /), K.^(A,y); une fonction de ces invariants est le déterminant des coefficients des variables dans les six dérivées partielles du second ordre de/.
Ce déterminant est nul, s'il existe une relation linéaire entre ces dérivées partielles; or, c'est ce qui arrive évidemment si /"est sous la forme d'une somme de cinq quatrièmes puissances de fonctions linéaires. On ne peut donc, en général, mettre / sous cette forme, bien qu'elle contienne aussi c[uinze coefficients.
On voit, de même, que les mineurs du premier ordre ou du second ordre de ce déterminant sont tous nuls, si /peut se réduire à une somme de quatre ou trois quatrièmes puissances.
On obtient deux invariants quadratiques en {^x^ et (^), des
degrés 5 et 4 P^^' rapport aux (a); par les opérations K^*(A, /), K'*(/, j)'^ si on les désigne par / et m^ K.'(^? ^0 ^^ ^''{fy '^^") donnent deux invariants du degré 9 par rapport aux (a); et ainsi de suite.
On remarquera encore l'invariant analogue à f, obtenu en calculant l'invariant i de la série cubique qui est la première polaire de {x) ; on peut alors, par la considération du faisceau formé par/* et cet invariant, engendrer de nouveaux invariants.
II. — La série quartique comme enveloppe de séries quadratiques.
337. Nous allons maintenant envisager la série quartique comme correspondant à une série quadratique, dans le mode de correspondance défini à la fin du Chapitre précédent.
Soit un réseau F de séries quadratiques, d'équations
.ri/i ■+•72/2 -4-73/3 = o,
les// étant des formes quadratiques quelconques en (^); nous supposons d'ailleurs ce réseau proprement dit, c'est-à-dire que les formes// sont linéairement distinctes. Nous appellerons/ et y les séries jacobienne et caylejenne de ce réseau; nous appellerons aussi k la série cubique, lieu des éléments (y) dans l'espace auxiliaire Y, tels que la série F correspondante se décompose; enfin / sera la série cubique de l'espace Y dont k est la hessienne, et qui se distingue des deux autres, inséparables, jouissant de la même propriété. Rien n'empêche d'ailleurs de supposer les espaces X et Y coïncidants et rapportés aux mêmes coordonnées; et si le réseau F peut être regardé comme le réseau des polaires quadratiques d'une série cubique g^ on pourra supposer que la série F qui correspond à (y) est précisément la polaire quadratique de (y) par rapport à (g) : alors les séries / et k coïncident, et g remplace l. On peut ainsi énoncer, d'une façon plus caractéristique, les propositions que nous allons rencontrer, et les rattacher à la théorie d'une série cubique simplement. Mais nous ne ferons pas cette transposition facile, laissant aux théorèmes toute leur généralité.
CHAPITRE XIV. — L-\ SERIE QUARTIQUE
quadratique F; si (y) appartient à /r, cette série F se décompose en deux éléments dont le lieu est y, l'élément singulier de F appartenant alors à /.
A un élément (r^) de Y correspond un groupe de quatre éléments (x) associés déterminant un faisceau de séries F; les séries singulières de ce faisceau, déterminées par ces quatre éléments d'une façon évidente, correspondent aux éléments communs à (ç) et k. Ce faisceau est composé de séries tangentes si (l) touche k. En un mot, toutes les propriétés des réseaux s'appliquent sans qu'il soit nécessaire de les répéter.
Considérons maintenant une série quadratique q d'équation
q = ^iiJi-H a^^yl^ «337I+ 2a23jK2.jK3-+- '-i«3i:K37i-^2ai2yijK2 = o,
de l'espace Y. Les séries F qui correspondent aux différents éléments (y) de q ont une enveloppe dont l'équation est évidemment
/== ^-ii/i ^- '^22/1 -t- «33/1 -^- '^'^23/2/3+ 2^31/3/1 + 2 ai2/i/2 == o,
les oLij étant les coefficients de la forme tangentielle '^ de q. La série / est une série quartique, que nous allons étudier comme engendrée de cette façon. Il est clair, d'ailleurs, que cette forme convient à toute série quartique, les coefficients aij et le réseau F étant convenablement choisis.
Si la série q est décomposable, la série / est la série quadratique qui correspond à l'élément singulier de q^ comptée deux fois.
La série /est aussi le lieu des éléments associés qui correspondent aux différents éléments tangents à la série q : des éléments associés forment d'ailleurs un groupe d'éléments de contact avec/ pour une série F quadruplement tangente à/
On voit par là que si l'on établit entre les éléments (x) la correspondance qui fait correspondre à un tel élément l'un de ses associés en vertu du réseau F, la série / se transformera ellemême, les séries quadratiques du réseau F qui lui sont quadruplement tangentes ne changeant pas.
Si l'on prend q sous la forme simple
on aura
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On peut d'ailleurs, dans ce cas, poser
et /est l'enveloppe des séries
Xf/24- 2X1X2/1-1- Xl/3= o;
on voit donc que l'on peut encore faire correspondre l'étude de la série f à celle de la forme doublement quadratique à variables binaires et ternaires.
Si l'on prend q sous la forme
de sorte que les séries F, qui correspondent aux éléments fondamentaux de Y, soient quadrupîement tangentes à/", on aura
-i- 26^31^12/2/3 + 2^12^23/3 /i-- '-i ^23 ^31/1/2; cette forme particulière nous sera utile plus tard.
339. Soient (7) un élément de Y, ('/]') et (t/^) les éléments tangents à q contenant (y)] {y') et {y") leurs éléments de contact.
La série F qui correspond à (7) contient évidemment les deux groupes d'éléments de contact avec / des séries quadrupîement tangentes à / qui correspondent à {y') et {y") : ainsi les huit éléments communs à /' et à une série F se décomposent en deux groupes d'éléments de contact pour des séries quadrupîement tangentes à/"; les éléments de contact de deux séries F^ et F'^ quadrupîement tangentes à /appartiennent à une même série quadratique F; et si (y), (7'), (y) correspondent respectivement à F, F^, F'^, (7) est le pôle de {y' y) par rapport à ^ ; la série F peut donc être à'ilQ pôle par rapport à /du faisceau (F^, F^^).
Si les équations de F^ et F'^ sont
Xf/2 -^ 2X1 X2/1 -h XI/3 = o, [J-f / -T- 2 [Xi p.2/1 -4- [J.I/3 = o,
celle de F sera
Xl ;Ul/2 -{- ( Xl \M -f- X2 [^1 )/l -+- X2 (^2/3 = O.
Les séries q et k admettent en général douze éléments tangents communs; aux éléments de contact avec q de ces douze éléments
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correspondront des séries quadruplement tangentes à /, mais avec deux éléments de contact confondus; ces éléments de contact seront d'ailleurs les douze éléments communs à/ et -à y.
Les séries q ei k ont six éléments communs; à ces six éléments correspondent six couples d'éléments (i) bitangents à/. Si Ton applique à ces couples les propositions générales connues, on verra, en particulier, que si [a) et {b), (c) et (d) sont les éléments de contact de deux éléments bitangents d'un même couple, les six éléments (ab), (cd), (ac)^ (^<^0? (^^^^^ (^^) appartiennent à Y, et que les trois éléments [(ab){cd)]^ [{ac){bd)]^ [(ad)(bc)] appartiennent ày; que les huit éléments de contact des éléments bitangents de deux couples appartiennent à une même série F; et, puisqu'il y a six couples, il J a quinze telles séries F.
En appliquant les théorèmes de Pascal et de Brianchon à la suite formée par les éléments (y) qui correspondent aux couples d'éléments bitangents à / et à leurs groupes d'éléments de contact, on trouvera de nouvelles propriétés faciles à énoncer.
Si (a 1 œ) el{cfJ\ x), (p j ^) et (P'| x) forment deux couples d'éléments bitangents à/, et si /^ est la série qui contient leurs éléments de contact, on peut écrire /sous la forme
340. Une série quartique admet, d'une façon générale, 28 éléments bitangents, qui forment par suite 878 couples. Chacun de ces couples détermine une façon de représenter / comme une enveloppe de séries quadratiques, et comme chacune de ces façons détermine elle-même six couples, on voit qu'il existe en tout 63 telles façons. Il existe, en d'autres termes, 63 systèmes de séries quadratiques quadruplement tangentes a f,
Si(a|^)et(a/|^), ([^ |x) et(|3^| ^) sont deux couples d'éléments bitangents appartenant à un même système, l'équation écrite cidessus montre que (oc|^) et (^|^), (a'|^) et (|B^|^) forment encore deux couples appartenant à un même système autre que le précédent, et qu'il en est de même de (a| œ) et (p'|^), (a^| 00) et (Pl^). On en conclut qu'il existe en tout 3i5 séries quadratiques conten-ant les huit éléments de contact de deux couples d'éléments bitangents.
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341. Désignons par a el a^, ^ et 3^, y et y' trois couples d'éléments bitang-ents d'un même sj^stème, et par les mêmes lettres, afin d'abréger les notations, les premiers membres
de leurs équations. L'équation de/ sera alors de la forme
a^ «2 a'2 H- 62 p2 P'2 _i_ ^2 .^2 .^'2 _ ^ 6c p^' yy' — 2 ca yy ««' — 2 aè aa' p^' = o.
Soient Y) et 7]^ un couple de deux éléments bitangents appartenant au sjstème a[3^, a^ji, de sorte que l'équation de / pourra encore s'écrire
— 1 b' c' a.^ ^r]r/ — ic' a'riv/ a^' — 'la' b' a^' a' ^ = o. Les équations précédentes peuvent être mises sous la forme
(rz'a^'-;- b' a' ^ ■ — c''r]r/)2 — 4 <^'6'aa'P(3' -- o, et, par suite, on a identiquement
\^a' b'{aacc' -+- b^^' — cyy') — \/ab(a' a^' -i- b' a' ^ — c'-firi') = o, OU bien
(a yaa'-r~ ^ ybb'j \a! sj ab' -\- ^yaJb) = yy c \/ a' b' -\- r{rî c'y ab.
D'après cela, on voit que y et t,, par exemple, ne peuvent coïncider; car si cela était, l'équation de y serait ay/aa-f- [3 y//;6'= o ou bien a! \jl ab -\- ^' sjct' b ^=^0^ et il est évident que /' aurait un élément double, ce que nous ne supposons pas.
Ceci posé, on voit encore sur l'équation précédente que les éléments des deux couples (yv)) et (y^r/), (yr/) et(y^y]) appartiennent les uns à l'élément d'équation (j.\Jaa! -\- ^\jbU ^:=^ o, et les autres à
celui d'équation a' \/''a6' 4- I^V^^^^ "^^ ^ * ^^^ d'autres termes^ (^P)-' (yri), (y^v]^) par exemple sont alignés, et il en est de même de (a'P'),
(tV)/(t'-^)-,
342. Soient aa', p^^, yy^ SS', es^ ^Q^ ^ lessix couples d'éléments
tangents d'un môme svstème.
L^es systèmes déterminés par a|^'eta'p, a^ et a'^', d'après ce
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qui précède, contiendront les seize autres éléments bitangents à /^ soient 7|7)^ 68^, xx', 7.V les couples qui correspondent à a^^ et a^p; [jLui^, vv', ^^^, TUTT^ ceux qui correspondent à a[3 et yJ ^' .
Envisageons maintenant le sjstème déterminé par ay' et a' y; chacun des quatre autres couples de ce système contiendra un des éléments Tj, y)^, 9, 6\ x, x^, X, V et un des éléments p., u' , v, v^, i, ^' ^ Tï, 7î^, sans quoi il y aurait absurdité; nous supposerons que ces couples soient 7]|j., 6v, x^, ).7c.
Pour préciser davantage, supposons que T) soit^r^ -— o, et que ses éléments de contact avec / soient ^2=0 et ^;}=i=:o. aa^, j3j3^, YY^ étant des couples d'un même système, l'équation de / est de la forme a^a^a'^H- 6-2|32p'2^ c-y-ï''^ ~~ 2 6c ^(^'77' — a ca 77' ace' — '2a6aa'^p' = o;
écrivant que f contient les éléments ^2 = 0 et ^3=^0, on a d'abord
Ecrivant alors que r^'t]' et r][ji sont des couples d'éléments bitangents des systèmes a^^, a' p et aY^ a^Y^ ^^ Irôuve sans peine les conditions
^2 ÛC -, ^ ^2_P^ ^ JAÏI.
On en conclut que Tj est aussi un des éléments bitangents qui appartiennent au système ^y' , ^'y.
Alors on voit que les autres couples des systèmes ay et a^y? [^T^ et [j'y? Py et P'Y sont respectivement '/i^jj/, 6^/, x^^^ Vtt'; 7]jj/, 8v^ xiS ItJ; V[a, 9^v, x^i, Vtu.
Si enfin on suppose, comme on peut le faire, que les couples 7|v', Yj^', 'f\Tz' appartiennent respectivement aux sj^stèmes déterminés par aS^ et a^S, as' et a/ s, aJ^' et a/^, on dresse sans peine le Tableau suivant des couples d'éléments bitangents àf^ répartis en soixantetrois systèmes, comme il a été dit précédemment :
aa ,
XX
[J, ix' ,
vv',
TTTu' ;
ay',
Ati;
ay,
X'tt';
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?Y^ P'ï. w', ^'^', y<^ >^Tr';
H ^'i. 'V^. O'v, yJl X'tt;
ao , a' 8, r^v', Ojjl', x'tt, A'^;
aS, a' 8', r/v, 0' ja, ztt', X^';
Po, p'3', 7]'v', 6>', ZTT, X^;
Yo', fo, 7]Ô', r/0, ^Ti', ^'tt;
yô, y' 8', xX', x'X, p/, (Vv;
as', a's, -^^', 0'7l, z-j.', X'v;
CCS, u's\ 7]'^, 671', x'ij., Xv';
Ps', p'£, 7]^, e'TT', X^, X'V';
P^^, fi'^s', 'Vr, 671, y/,a', Xv;
ï^ ; Y'^- V'^'-' '^i^-^ '^'^'^ v'tt:
o^'i S's, rp., r/X', p.7i, jj/tt';
«r, a'Ç, 'fi-', 0'^, //v, X[i.';
PC, P'Ç, '^TT, O'r, x/V, Xpt;
YC, y'C, 'oX', r/X, V?', v\^;
yÇ' Y'C, 6x', Ô'x, p,7r', ju'tt;
^ï'' ^'^? '^/>'^? 'iQ'>'^', [J-?, ;j^'^';
K, S'?', ex, O'X', V7^, v'ti';
^'o'? ?''0î Yi^'' ^'^ ^ç^ C'^;
^"'^^ S'V, YP-. 0^^', ^ç'. î^':
aO', p'o, Y^^'' QP-. s'^. r?;
a'o, 30', Y^^ 0^-'' ^'^'' CT;
GcO, |3'0', y'^^) ^'[^-'> s^'^ ?^';
a'O', pO, y'^^'' o'[^- -^; Û'^
Px', Y^' ^'tt', sp/, ^'v';
px, Y'^'' ott, s'^u, ^v;
aX', P'X, Y'^'' 0'^: s'^^ ?M-;
aX, P'X', y'^^ o^'î s^^'? O';
a'X', px, y'^S ^^. 2^^ C[^-;
a,u', P|j., Y'^': o'Q' 2;'x, rX;
a' fa, P'fa', Y'^J^ S'O'. ^'y\ ?'>^';
aja, (Bp.', y''0. 0^'' £>'^', ^>*^';
«>', PV. ï'^', 00, £x, ^X;
ax ,
a'x, ax, a' x'
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fi
sO/,
SX,
ÇQ;
Çô';
pr,
ro';
srj,
ro;
OLTZ' ,
PTT,
ox,
sO,
ce' IZ,
P'tt',
(XIZ,
a' iz ,
[B'Tt,
Ce Tableau peut suggérer de nombreuses propositions. Remarquons seulement que les éléments tels que (ay/), ('^ip-^), {a' \^) sont alignés^ eu vertu de ce qui a été dit plus baut. On voit sans peine que (aa') par exemple est aligné avec ^o couples tels que {^f\\'^' ) et (t/[j.), et par suite qu'il y a 5o4o groupes alignés tels que (aa'),
III. — Les séries quartiques à éléments singuliers
343. Nous allons maintenant énumérer les diverses espèces de séries quartiques, et nous rechercberons de quelles façons on peut les considérer comme des enveloppes de séries quadratiques.
La série quartique générale, sans éléments singuliers^ sera désignée par (A). Elle peut présenter les particularités suivantes : 1° admettre un ou plusieurs éléments tangents ayant avec /* quatre éléments communs confondus; un tel élément tangent compte pour un élément tangent double, et pour deux éléments tangents stationnaires ; 2^ admettre une ou plusieurs séries quadratiques quadruplement tangentes, dont les éléments de contact sont confondus deux à deux; ou dont trois éléments de contact sont confondus; ou dont les quatre éléments de contact sont confondus.
Les réseaux F qui correspondent à une série quartique générale sont de l'une des espèces (a), (Z>), (c) ou [cl) du n° 333, puisque sans cela /aurait un élément double.
D'une façon générale, si l'on considère l'un de ces réseaux, on notera les particularités suivantes : les séries q et k délînies pré-
Hosted by
cédemiîieDt ont leurs six éléments communs distincts, la série q étant indécomposable; si un élément (j/), commun aux séries q et /f, est tel que l'élément tangent à ^ en ( )^) soit aussi tangent à k en un élément autre que (j)')j à (y) correspond un couple d'éléments bitangentSj l'un de ces éléments ayant ses deux éléments de contact confondus; si l'élément tangent à ^ en (y) contient un élément double de /f, à (j^) correspond un couple d'éléments bitangents, tous deux à contacts confondus.
Si la série q touche en {y) un élément tangent stationnaire de /v , à (jk) correspond une série quadratique quadruplement tangente à y, avec trois éléments de contact confondus*, si la série q touche en (jk) i^^n élément contenant un élément double de h^ à (j)^) correspond une série quadratique quadruplement tangente à y, aux éléments de contact confondus deux à deux; si la série q touche en (jk) un élément tangent à k en un élément double de /r, à (jk) correspond une série quadratique quadruplement tangente à /*, aux quatre éléments de contact confondus.
On peut ajouter que si un élément (jk) commun k q el k est inflexionnel pour /r, à [y) correspond un couple d'éléments bitangents à /, l'un de ces éléments étant inflexionnel pour y, l'autre tangent à j et appartenant à y, de telle sorte que son élément de contact avec y soit tangent à y.
344. Considérons maintenant une série quartique (B), douée d'un élément double ordinaire. Elle sera de la dixième classe et possédera dix-liuit éléments inflexionnels, dont deux au plus pourront coïncider avec l'élément double. Par cet élément double on pourra mener six éléments tangents à y, avec éléments de contact différents de l'élément double; ces six éléments, comptés deux fois, peuvent être considérés comme éléments bitangents singuliers à /*; il y a seize éléments bitangents à / d\ine façon proprement dite. Les mêmes particularités que dans le cas général peuvent se présenter.
Si l'on veut appliquer à ce cas le Tableau général des systèmes de couples d'éléments bitangents, on voit tout de suite que, pour ne pas obtenir d'absurdités, il faut supposer par exemple que a et a^ coïncident avec un élément bi tangent singulier, et qu'il en est de même de ^ et [î^, y et y^, S et S^, s et s', Ç et t^^ Le premier
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groupe du Tableau ne fournit alors aucun système de séries quadratiques quadruplement tangentes à /; les trente groupes suivants fournissent trente systèmes de séries quadratiques quadruplement tangentes à /', chacun d'eux contenant un couple double formé avec des éléments bitangents singuliers différents, et quatre cou(3les d'éléments bitangents proprement dits; enfin, les trentedeux derniers groupes se réduisent à seize, et chacun de leurs couples est composé d'un élément bitangent singulier et d'un élément bitangent proprement dit; ils correspondent à seize systèmes de séries quadratiques contenant l'élément double de /' et triplement tangentes k f.
Aux trente systèmes de séries quadratiques quadruplement tangentes à y correspondent des réseaux qui sont, comme dans le cas précédent, des espèces (a), (6), (c) ou {d). Mais la série quadratique q qui correspond à f est ici tangente à la série k : deux des éléments communs k k el k q sont confondus, et pas davantage; si d'ailleurs k possède un élément singulier, la série q ne peut contenir cet élément. Si q touche k en un élément inflexionnel, l'un des éléments inllexionnels de /' coïncide avec l'élément double^ si q touche une série linéaire appartenant à k, dans les cas (c) ou («:/), deux des éléments inflexionnels de /coïncident avec l'élément double. Les autres particularités du cas général continuent à s'appliquer.
Aux seize systèmes de séries triplement tangentes à / correspondent des réseaux qui ont un élément simplement singulier, c'est-à-dire des espèces (e) ou (h).
Les éléments communs aux séries k et q sont tous distincts^ les observations déjà faites se transportent aisément à ce cas; de plus, on voit que si un élément tangent à q en (y) commun à k et q contient l'élément double de k, un élément inflexionnel de f coïncide avec l'élément double.
345. Si la série quartique / a un élément cuspidal, nous la désignerons par (C); elle est de la neuvième classe et possède seize éléments inflexionnels. Elle admet six éléments bitangents singuliers, c'est-à-dire contenant l'élément cuspidal, et chacun d'eux compte trois fois; il reste dix éléments bitangents proprement dits.
On peut appliquer le Tableau général en supposant que a, aJ et 7) coïncident avec un élément bitangent singulier, et qu'il en est de même de [3, ^' et '/\^; y, y' et u; S, S^ et v' ; s, z' et '^ \ Ç, t,' et iz' . Par suite, on obtient d'abord quinze sj'stèmes de séries quadruplement tangentes à/", comptant chacun deux fois; chacun de ces systèmes contient un couple triple d'éléments bitangents singuliers et trois couples d'éléments bitangents proprement dits; le réseau correspondant est des espèces (a), (6) ou (c), mais trois des éléments communs aux séries k et q sont confondus, et pas davantage; ^ ne peut d'ailleurs contenir aucun élément double de A".
On obtient ensuite quinze systèmes de séries triplement tangentes à y et contenant l'élément cuspidal, comptant chacun deux fois. Chacun de ces systèmes contient un couple double, formé de deux éléments bitangents singuliers, et quatre couples, formés par les quatre autres éléments bitangents singuliers associés à quatre éléments bitangents ordinaires. Le réseau correspondant à un de ces systèmes est de l'espèce [e)] la série cj contient l'élément double de k] ses quatre autres éléments communs avec k sont distincts.
Enfin, trois systèmes disparaissent.
346. Désignons par (D) une série quartique f k deux éléments doubles ordinaires; elle est de la huitième classe et possède douze éléments indexionnels. Elle admet deux systèmes de quatre éléments bitangents singuliers, c'est-à-dire contenant un élément double, et chacun d'eux compte deux fois; elle admet aussi comme élément bi tangent doublement singulier, comptant quatre fois, l'élément de seconde espèce commun aux deux éléments doubles ; il reste huit éléments bitangents proprement dits.
Pour appliquer le Tableau général, on supposera que a, a', j3, [3' coïncident avec l'élément bitangent doublement singulier ^ que '/] et t/, 6 et 9^, x et ■/! , k et \' coïncident respectivement avec les éléments bitangents singuliers de l'un des systèmes, et qu'il en est de même de \k et y/, v et v^, % et ^ ^ tû et t:' pour l'autre système.
On obtient alors, outre deux systèmes qui disparaissent :
i" Un système de séries quadratiques quadruplement tangentes à /, contenant un couple double formé de l'élément bitangent doublement singulier, et quatre couples d'éléments bitangents
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proprement dits; le réseau correspondant est de l'espèce (^), (c) ou (d) ] la série q contient un élément double de A", les quatre autres éléments communs k k et k q étant distincts;
2^ Douze systèmes de séries quadratiques quadruplement tangentes à y, contenant chacun deux couples doubles formés d'éléments bitangents singuliers, et deux couples formés d'éléments bitangents proprement dits; le réseau correspondant est de l'espèce (a), (6), (c) ou (d); la série q touche k en deux éléments distincts et les deux autres éléments communs à A" et à ^ sont distincts; q ne contient aucun élément double de k;
3° Seize systèmes de séries quadratiques triplement tangentes à f; celles de huit d'entre eux contiennent un des éléments doubles de /et celles des huit autres contiennent l'autre élément double; chacun de ces systèmes compte deux fois; chacun d'eux contient un couple double formé par l'élément bitangent doublement singulier et un élément bitangent singulier, et quatre autres couples formés par quatre éléments bitangents singuliers associés avec quatre éléments bitangents proprement dits; le réseau correspondant est de l'espèce (e) ou (h); la série q est tangente à k et ne contient pas d'ailleurs l'élément double de k; les quatre autres éléments communs à k et à q sont distincts;
4'' Quatre systèmes de séries quadratiques doublement tangentes à /et contenant les deux éléments doubles de/; chacun d'eux compte quatre fois, contient quatre couples d'éléments bitangents singuliers et deux couples formés chacun de l'élément bitangent doublement singulier et d'un élément bitangent ordinaire; le réseau correspondant est de l'espèce (/) ou (y); les six éléments communs aux séries q et k sont distincts; comme k se décompose, ces six éléments communs se partagent en deux groupes, l'un de deux, l'autre de quatre éléments; les couples d'éléments bitangents correspondants sont indiqués par ce qui précède.
347. Envisageons une série quartique (E) possédant un élément double ordinaire et un élément cuspidal; elle est de la septième classe et possède dix éléments inflexionnels. Elle admet un élément bitangent doublement singulier comptant six fois, quatre éléments bitangents singuliers comptant trois fois, trois éléments
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bitaDgents singuliers comptant deux fois et quatre éléments bitangents proprement dits.
On appliquera le Tableau général avec les hypothèses précédentes et supposant, en outre, que 7) coïncide avec a, y^ avec [x, S^ avec V, e' avec ^, ^^ avec tï. Donc a désigne l'élément bitangent doublement singulier; 9, x, X sont les éléments bitangents singuliers doubles; [j., v, ;, tu les éléments bitangents singuliers triples; Y, S, £, (^ les éléments bitangents proprement dits.
Alors, outre quatre systèmes qui disparaissent, on obtient :
i'* Six systèmes de séries quadratiques quadruplement tangentes à /; les couples d'éléments bitangents contenus dans un système sont, par exemple, [j.v trois fois, xX deux fois et yS^ le réseau correspondant est de l'espèce {ce), (b) ou (c); les éléments communs aux séries q et k forment trois groupes distincts de un, deux et trois éléments; q ne contient aucun élément double de k;
'i"" Un système, comptant trois fois, de séries quadratiques triplement tangentes à /* et contenant l'élément cuspidal de f\ les couples de ce système sont aa deux fois, yp., Sv, s^, Çu; le réseau correspondant est de l'espèce {h)] la série q contient l'élément double de 'k] les quatre autres éléments communs k k et k q sont distincts ;
3" Six systèmes, chacun comptant trois fois, de séries quadratiques analogues aux précédentes; mais les couples d'un de ces systèmes sont, par exemple, a9 deux fois, ^tî deux fois, vv et S[a; le réseau correspondant est de l'espèce (e); la série q contient l'élément double de k et est tangente à /r; les deux, autres éléments communs k q el k sont distincts;
4/^ Quatre systèmes, chacun comptant deux fois, de séries quadratiques triplement tangentes k f el contenant l'élément double de /; les couples d'un de ces systèmes sont, par exemple, atji trois fois, S9, £x, "ÇX] le réseau correspondant est de l'espèce (e)ou (h); la série q ne contient pas l'élément double de k et a trois éléments communs confondus avec /r; les autres éléments communs à q et k sont distincts ;
5" Quatre systèmes, comptant chacun six fois, de séries quadratiques doublement tangentes àyet contenant les deux éléments doubles de/'; les couples d'un de ces systèmes sont, par exemple, a[x deux fois, ay, 9v, x^, A-n; le réseau correspondant est de
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l'espèce (/); la série q est assujettie simplement à contenir un élément double de k ; les autres éléments communs kg el k forment deux groupes distincts, faciles à interpréter.
34^8. Si la série quartiqiie (F) a deux éléments cuspldaux, elle est de sixième classe et n'a que huit éléments inflexionnels; elle admet un élément bi tangent doublement singulier comptant neuf fois, deux groupes de trois éléments bitangents singuliers comptant trois fois et un seul élément bitangent proprement dit. On passera du cas précédent à celui-ci en supposant que a et [7., o et 9, £ et X, (^ et X coïncident respectivement. On trouve alors, outre six systèmes qui disparaissent :
i" Trois systèmes de séries quadratiques quadruplement tangentes à /; les couples d'éléments bitangents contenus dans un système sont, par exemple, 9x trois fois et v^ trois fois; le réseau correspondant est de l'espèce (a) ou (b) ; la série q a ses éléments communs avec k confondus trois par trois et ne contient pas d'élément double de A;
2° Six systèmes, comptant chacun trois fois, de séries quadratiques triplement tangentes à / et contenant : celles de trois d'entre eux, un élément cuspidal de /; celles des trois autres, l'autre élément cuspidal de/; les couples d'un système sont, par exemple, a9 trois fois, qrz deux fois, yv ; le réseau correspondant est de l'espèce (e); la série q contient l'élément double de /c, et trois des autres éléments communs k q ei k k sont confondus;
S"" Trois systèmes, comptant chacun neuf fois, de séries quadratiques doublement tangentes à / et contenant les deux éléments cuspidaux; les couples d'un système sont, par exemple, a9 deux fois, av deux ibis, xiz et )v^ ; le réseau correspondant est de l'espèce (/) et la série q contient les deux éléments doubles de k;
/f Un système, comptant neuf fois, de séries quadratiques analogues aux précédentes; les couples de ce système sont aa deux fois, ay, 9v, x^, Itî; le réseau correspondant est de l'espèce (y) et la série q contient l'élément double de k.
349. Une série quartique (G), à trois éléments doubles ordinaires non alignés, est de la sixième classe et possède six éléments An. — I. 2/1
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inflexionnels; elle admet trois éléments bitangents cloublemeDt singuliers, comptant cliacun quatre fois, trois groupes de deux éléments bitangents singuliers, comptant chacun deux fois, et quatre éléments bitangents proprement dits.
On passe du cas général à celui-ci en supposant, par exemple, que les systèmes qui disparaissent, et qui correspondent aux trois éléments doubles, sont formés des couples aa, aa, yv, vy, ee, ÇÇ; aa, aa, rj,, rji, y,y,^ 11; yy, yy, '/^'/], rfr., ^ç, t.t.. a, v, [i.^ v' sont les éléments bitangents proprement dits. On obtient, outre les trois systèmes qui disparaissent :
1° Un système de séries quadratiques quadruplement tangentes kfj contenant comme couples d'éléments bitangents sÇ deux fois, xX deux fois et ^-n: deux fois; le réseau correspondant est de l'espèce (a), (Z?), (c) ou (d) ; la série q est tangente trois fois à k et ne contient aucun élément double de k] en outre, dans le cas (a), la série q ne doit pas être, parmi les séries à triple contact pour /t, une de celles qui correspondent à la série / dont k est la hessienne, sans quoi les éléments doubles de /seraient alignés; dans le cas (<i), on voit que les éléments inflexionnels de /sont confondus deux par deux avec les éléments doubles;
2° Trois systèmes analogues au précédent; les couples de l'un d'eux sont aa deux fois, Sti deux fois et ixjj/, vv^; le réseau correspondant est de l'espèce (Z?), (c) ou (d); la série q contient un élément double de A', et est encore simplement tangente à k;
3"^ Douze systèmes, comptant chacun deux fois, de séries triplement tangentes à/et contenant l'un des éléments doubles de/; les couples d'un de ces systèmes sont, par exemple, àx deux fois, y^ deux fois, £[j/, Çv'; le réseau correspondant est de l'espèce (e) ou (h); la série q est doublement tangente à k et ne contient pas l'élément double de k;
4^ Six systèmes, comptant cliacun quatre fois, de séries quadratiques doublement tangentes à / et contenant deux des éléments doubles de /; les couples d'un de ces systèmes sont, par exemple, ay deux fois, x^, Xrc, y|[ji, t^v ; le réseau correspondant est de l'espèce (/) ou (y); la série q touche simplement la série quadratique qui fait partie de k et ne contient pas d'élément double de k;
5"^ Un système, comptant huit fois, de séries quadratiques tan-
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gentes à/ et contenant les trois éléments doubles de/; les couples de ce système sont aie, a^, vx, vX, -/^s, yj^; le réseau correspondant est de l'espèce (g), et les éléments communs k q el k sont tous distincts; si q est conjuguée par rapport à la suite triple qui constitue /f, les éléments inflexionnels de f sont confondus avec les éléments doubles.
350. Supposons que l'un des éléments doubles devienne cuspidal; on obtient ainsi une quartique (H), de cinquième classe, à quatre éléments inflexionnels; il y a trois éléments bi tangents doublement singuliers comptant l'un quatre fois, et les deux autres six fois; quatre éléments bitangents singuliers dont deux comptent trois fois, et les deux autres deux fois; enfin deux éléments bitangents proprement dits. On passe du cas précédent à celui-ci en supposant que y et Ç, r^ et A^ v et tï, V et ^ coïncident respectivement.
On obtient, outre cinq systèmes qui disparaissent : i*^ Un système de séries quadratiques quadruplement tangentes à /, dont les couples d'éléments bitangents sont aa deux fois, Ett trois fois, et )j.uJ -^ le réseau correspondant est de l'espèce (6) ou (c); la série q contient un élément double de /r, et trois des autres éléments communs k q el k sont confondus j
2^ Quatre systèmes de séries quadratiques triplement tangentes à /' et contenant un élément double; ces systèmes comptent deux fois^ l'un d'eux, par exemple, contient les couples as deux fois, Tj^ trois fois, xa; le réseau correspondant est de l'espèce (e) ou (A); les éléments communs k q el k sont répartis en trois groupes de un, deux el trois éléments; q ne contient pas l'élément double de k;
3^ Un système, comptant trois fois, de séries quadratiques triplement tangentes k f el contenant l'élément cuspidal; les couples de ce système sont ys, r^x, \iz chacun trois fois; le réseau correspondant est de l'espèce (^); la série q contient l'élément double de k, et est simplement tangente à k en deux autres éléments distincts;
4"^ Deux systèmes comptant trois fois, et analogues au précédent; les couples d'un de ces systèmes sont yv deux fois, T|X deux fois, ^[Jv, 7i|ji^; le réseau correspondant est de l'espèce (A); la série q
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contient l'élément double de k, et est simplement tangente à A' une fois;
5^ Un système, comptant quatre fois, de séries quadratiques doublement tangentes à/, et contenant les deux éléments doubles; les couples de ce système sont yr) trois fois, ex, a|j., aix^; le réseau correspondant est de l'espèce (/) ou (y); la série q est osculatrice à la série quadratique qui fait partie de A*, sans contenir un élément double de k;
6"^ Quatre systèmes, comptant chacun six fois, de séries quadratiques doublement tangentes à /et contenant l'élément cuspidal et un élément double; les couples d'un tel système seront, par exemple, ay deux fois, '/)7ï deux fois, xç, tijj-.; le réseau correspondant est de l'espèce (/); la série q touche la série quadratique qui fait partie de A", et contient un élément double de A;
n^ Un système, comptant douze fois, de séries quadratiques tangentes à/, et contenant les trois éléments doubles; les couples de ce système sont yy) deux fois, yx, r^e^ a^, air; le réseau correspondant est de l'espèce (g); la série q contient un élément double de A\
351. Si un second élément double devient cuspidal, la série /\ alors d'espèce (I), est de quatrième classe, avec deux éléments inflexionnels ; il y a trois éléments bitangents doublement singuliers dont l'un compte neuf fois, et les deux autres six fois; deux éléments bitangents singuliers comptant trois fois; enfin, un seul élément bitangent proprement dit.
On passe du cas précédent à celui-ci en faisant coïncidera et e, 'f\ et 7î, X et [j/; et l'on obtient, outre sept systèmes qui disparaissent :
1° Un système, comptant deux fois, de séries quadratiques triplement tangentes à / et contenant l'élément double; les couples de ce système sont ax et y^ trois fois; le réseau correspondant est de l'espèce (e) ou (h); la série q a ses éléments communs avec k confondus trois par trois;
2° Deux systèmes, comptant trois fois, de séries quadratiques triplement tangentes à/, et contenant un élément cuspidal; les couples d'un des systèmes sont aa deux fois, -z]^ trois fois, et xpi; le réseau correspondant est de l'espèce (A); la série q contient
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l'élément double de k et a en commun avec k trois éléments confondus ;
3"^ Deux systèmes, comptant six fois, de séries quadratiques doublementtangentes à/, et contenant l'élément double et nn élément cuspidal ; les couples de l'un de ces systèmes sont ax deux fois, yri trois fois et ajj. ; le réseau correspondant est de l'espèce (/); la série q contient un élément double de k et est osculatrice à la série quadratique qui figure dans A";
4° Un système, comptant neuf fois, de séries quadratiques doublement tangentes âf, et contenant les deux éléments cuspidaux; les couples de ce système sont ay, y^x, Tj^, chacun deux fois; le réseau correspondant est de l'espèce (./); la série q contient les deux éléments doubles de k et touche A;
5^^ Un système comptant neuf fois et semblable au précédent; les couples de ce système sont r^r^ deux fois, ay deux fois, x^, 7i[j»; le réseau correspondant est de l'espèce (y); Ja série q contient l'élément double de k et touche la série quadratique qui figure dans k ;
6'' Un système, comptant dix-huit fois, de séries quadratiques tangentes à y, et contenant les trois éléments singuliers de f; les couples du système sont ar, deux fois, y/^ deux fois, a^, yx; le réseau correspondant est de l'espèce (g)] la série q contient deux éléments doubles de A".
3o2. L'espèce (J) correspond aux séries quartiques à trois éléments cuspidaux; elles sont de troisième classe, et n'ont pas d'élément inflexionnel ; elles possèdent trois éléments bitangents doublement singuliers comptant chacun neuf fois et un élément bitangent proprement dit.
On passe du cas précédent à celui-ci en faisant coïncider a et x, y et H. On trouve alors, outre neuf systèmes qui disparaissent :
1° Trois systèmes, comptant chacun neuf fois, de séries quadra-" tiques doublement tangentes k f et contenant deux des éléments cuspidaux; les couples d'un de ces systèmes sont aa deux fois, yr^ trois fois, aa; le réseau correspondant est de l'espèce (y); la série q contient l'élément double de k et est osculatrice à la série quadratique qui figure dans k]
2° Un système, comptant vingt-sept fois, de séries quadratiques
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tangentes à /* et contenant les trois éléments cuspidaux; Jes couples de ce système sont ay, yy], ar^ chacun deux fols; le réseau correspondant est de l'espèce {g)] la série q contient les trois éléments doubles de k.
353. Une série cubique et une série linéaire forment une série quar tique (K) à trois éléments doubles alignés. La série linéaire est un élément bitangent triplement singulier, comptant quatre fois; les éléments tangents à la série cubique contenant les éléments doubles de / sont douze éléments bitangents singuliers, comptant chacun deux fois.
On passe du Tableau général à ce cas en faisant coïncider a, ^, a/, ^' avec l'élément bitangent triplement singulier, et supposant que Y et y', S et S^, . . . , tî et tc^, sont respectivement identiques.
Outre trois systèmes qui disparaissent, on a :
1° Douze systèmes de séries quadratiques quadruplement tangentes kf] l'un d'eux contient les couples yS, 7)9^ ^tc chacun deux fois; le réseau correspondant est de l'espèce {a)] la série q est trois fois tangente à A' et correspond à la série particulière / dont k est la hessienne, comme on le voit en cherchant la série quadratique de l'espace Y qui correspond à une série linéaire de l'espace X ;
2° Douze systèmes, comptant chacun quatre fois, de séries quadratiques doublement tangentes à / et contenant deux des éléments doubles de f] les couples d'un de ces systèmes sont ay deux fois, 7][ji, 9v, xÇ, Xtî; le réseau correspondant est de l'espèce (/) ou (y), et la série q est tangente à la série linéaire contenue dans k.
354. Une série quartique de l'espèce (L) sera composée de deux séries quadratiques quelconques; elle a donc quatre éléments doubles dont trois ne sont pas alignés. Elle possède six éléments bitangents doublement singuliers, comptant chacun quatre fois, et quatre éléments bitangents proprement dits. On passe du cas (G) à celui-ci en faisant coïncider s et Ç, x et \^ \ et tî.
Outre quatre systèmes qui disparaissent, et un autre comptant huit fois, et auquel ne coirespond pas de réseau déterminé, on trouve :
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i^ Trois systèmes de séries quadratiques quadruplement tangentes à/; Tun d'eux contient les couples aa deux fois, ^^ deux fois, [J.[x^ et vv^; le réseau correspondant est de l'espèce (c) ou (<i); la série q contient deux éléments doubles de k]
2° Douze systèmes, comptant chacun quatre fois, de séries doublement tangentes à /", et contenant deux éléments doubles de /; les couples de l'un des systèmes sont av deux fois, x^ deux fois, r|[ji, T^v; le réseau correspondant est de l'espèce (/) ou (y); la série q est doublement tangente à la série quadratique qui fait partie de k.
3dd. Une série quartique composée d'une série cubique à élément double et d'une série linéaire, a quatre éléments doubles dont trois sont alignés; elle est de l'espèce (M). Elle a un élément bitangent triplement singulier comptant quatre fois, trois éléments bitangents doublement singuliers comptant quatre fois, et six éléments bitangents singuliers comptant deux fois. On passe du cas (G) à celui-ci en faisant coïncider ^ et iz, ^, et [j/, v et v^
Outre quatre systèmes qui disparaissent, il existe :
1° Trois systèmes de séries quadratiques quadruplement tangentes à /; l'un d'eux contient les couples yy, xX, |j.v, chacun deux fois; le réseau correspondant est de l'espèce (^), et la série q, doublement tangente kk, contient en outre l'élément double de A- ;
2" Quatre systèmes, comptant chacun deux fois, de séries quadratiques triplement tangentes à /* et contenant l'élément double de la série cubique qui fait partie de /; les couples de l'un de ces systèmes sont ys, r^x, '/^X, chacun deux fois; le réseau correspondant est de l'espèce (^)., et la série q est trois fois tangente à k;
3° Six systèmes, comptant chacun quatre fois, de séries cjuadratiques doublement tangentes à f, et contenant deux des éléments doubles alignés de /'; les couples de l'un de ces systèmes sont as deux fois, r^l deux fois, x[ji, Xv ; le réseau correspondant est de l'espèce (/) ou (y), la série q étant tangente à la fois à la série quadratique et à la série linéaire qui constituent k;
4^ Trois systèmes, comptant chacun huit fois, de séries quadratiques tangentes à /, contenant l'élément double de la série cubique qui fait partie de/, et deux des éléments doubles alignés de y ; les couples d'un de ces systèmes sont ay deux fois, *op-9 "^v.
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x^, 7.^; le réseau correspondant est de l'espèce (g), la série q étant tangente à k.
356. On obtiendra l'espèce (N) en supposant que la série cubique du numéro précédent a un élément cuspidal; alors / a un élément bitangent triplement singulier, comptant quatre fois ; trois éléments bitangents doublement singuliers comptant six fois, et trois éléments bitangents singuliers comptant deux fois. On passe du cas (H) à celui-ci en faisant coïncider ^ et tî, jj. et u/.
On a, outre six systèmes qui disparaissent :
1° Trois systèmes, comptant trois fois, de séries quadratiques triplement tangentes à/, et contenant l'élément cuspidal; les couples de l'un d'eux sont yy, t,x, ^ij., chacun deux fois; le réseau correspondant est de l'espèce (/i), la série q contenant l'élément double de A" et étant doublement tangente k k;
2° Trois systèmes, comptant quatre fois, de séries quadratiques doublement tangentes à f, et contenant deux éléments doubles de/; les couples de l'un d'eux sont as deux fois, r^ trois fois, xa; le réseau correspondant est de l'espèce (/) ou (y), la série q étant osculatrice à la série quadratique qui fait partie de /:, et tangente à la série linéaire qui complète /f ;
3° Trois systèmes, comptant douze fois, de séries quadratiques tangentes à / et contenant, outre l'élément cuspidal, deux éléments doubles; les couples de l'un de ces systèmes sont ay deux fois, ri^ deux fois, viui, x^ ; le réseau correspondant est de l'espèce (g)] la série q contient un élément double de k et est tangente k k.
357. Une série quartique de l'espèce (O), à cinq éléments doubles, se compose d'une série quadratique et de deux séries linéaires; elle admet deux éléments bitangents triplement singuliers, quatre doublement singuliers et deux singuliers, chacun d'eux comptant quatre fois, sauf les deux derniers qui ne comptent que deux fois. On déduit ce cas du cas (L) en faisant coïncider |j. et [Ji^, V et V'.
On trouve, outre les cinq systèmes qui disparaissent, et celui,
comptant huit fois, qui ne correspond pas à un réseau déterminé :
1° Deux sj^stèmes de séries quadratiques quadruplement tan-
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gentes à /; les couples d'un des systèmes sont yv, xx, p.v deux fois; le réseau correspondant est de l'espèce (c)^ la série q contenant les éléments doubles de k et étant tangente à k\
2° Quatre systèmes ^ comptant quatre fois, de séries quadratiques doublement tangentes à /* et contenant deuK éléments doubles de /, communs à la série quadratique et à l'une des séries linéaires qui forment y; les couples de l'un d'eux sont ys deux fois, 7]x deux fois, \\k deux fois; le réseau correspondant est de l'espèce (/), la série q étant trois fois tangente à k.
3^ Quatre systèmes, comptant huit fois, de séries quadratiques tangentes à./ et contenant trois éléments doubles non alignés, n'appartenant pas ensemble à la série quadratique qui ligure dans /'; les couples de l'un de ces systèmes sont ay deux fois, x^ deux fois, tï^., T|V ; le réseau correspondant est de l'espèce (^), la série q étant doublement tangente à k,
338. La dernière espèce générale (P) de séries quartiques comprend celles qui sont composées de quatre séries linéaires et, par suite, à six éléments doubles; elles admettent quatre éléments bitangents triplement singuliers et trois doublement singuliers; chacun d'eux compte quatre fois. On passe du cas précédent à celui-ci en supposant l'identité de [j» et v.
On trouve, outre six systèmes qui disparaissent et trois systèmes comptant huit fois, auxquels ne correspondent pas de réseaux déterminés :
1° Un système de séries quadratiques quadruplement tangentes à/, contenant les couples ss, '{\i\^ p^u, chacun deux fois; le réseau correspondant est de l'espèce (<:/) et la série q contient les trois éléments doubles de /f;
2"" Quatre systèmes, comptant huit fois, de séries quadratiques tangentes à y et contenant trois éléments doubles non alignés; les couples d'un des systèmes sont ay, x^, 7)^. deux fois chacun; le réseau correspondant est de l'espèce (^'), et la série q est trois fois tangente à k,
359. Nous ayons examiné tous les cas dans lesquels la série quartique/a des éléments doubles ordinaires ou cuspidaux comme seules singularités. Mais elle peut encore posséder des singularités
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d'un ordre pins élevé qne nons allons passer en revue, en nous bornant toutefois aux cas où la série/ est indécomposable : l'étude des autres cas sera en effet rendue très facile par ce que nous allons dire.
Si une série qaartique indécomposable a un élément double à éléments tangents confondus, et si cet élément n'est pas simplement ciispidal, on peut, en choisissant convenablement les coordonnées, écrire son équation sous la forme
-+- ^1 4- dx\x^-^ exlxl -f-/^2^3 -I- lix'i = o;
les éléments (ç) contenant l'élémenl: singulier Oi, et tangents à/" en un élément autre que Oj, ont pour équation
0 =(i — a'^)x^-\-(d — iah)x\x^
~^(e — b^ — '2ac)xlxl-^(f — ibc)x2xl-{'{h — c^)x^= o.
Ce sont les particularités de cette équation qui nous fourniront les divers cas particuliers possibles où la série f a un élément double qui n'est ni ordinaire ni cuspidal.
Remarquons tout d'abord que le premier membre de cette équation ne peut être un carré parfait sans que la série / se décompose, puisque son équation prendrait alors la forme
(xiXs-^- axl-h bx2X^-i- c^|)^4- ^-2 = o,
g étant une forme quadratique en ^o et ^3.
Nous avons les espèces suivantes :
A^ L'équation 6 = 0, où l'inconnue est—; n'a pas de racine nulle, et ses racines sont distinctes.
Alors, on vérifie sans peine les résultats suivants : la série /n'a pas d'autre élément singulier que Oj, est de la huitième classe, admet douze éléments inflexionnels dont aucun ne peut coïncider avec 0^ (et il en est de même dans les cas suivants), et enfin admet six éléments bitangents proprement dits; les quatre éléments tangents à/ contenant Oj sont éléments bitangents singuliers comptant quatre fois; l'élément tangent à /* en O^ est bitangent singulier spécial, comptant six fois.
B^ L'équation 0 = o n'a pas de racine nulle et admet une racine double.
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Alors la série f a un élément double ordinaire autre que Oi ; elle est de la sixième classe, admet six inflexions et deux éléments bitangents proprement dits; il existe deux couples d'éléments bitangents singuliers comptant les uns quatre fois, les autres deux fois; un élément bitangent singulier spécial comptant six fois, et un élément bitangent doublement singulier comptant huit fois.
G^ L'équation 0 3= o n'a pas de racine nulle et admet une racine triple.
La série/ admet un élément cuspidal autre que O^ ; elle est de cinquième classe et n'a que quatre inflexions; il n'y a aucun élément bitangent proprement dit, mais seulement un tel élément, singulier, comptant quatre fois; deux singuliers, comptant trois fois; un singulier spécial comptant six fois; et un doublement singulier comptant douze fois.
D^ L'équation 6 = o a une racine nulle, et les autres sont distinctes.
La série / n'a pas d'autre élément singulier que 0^, est de la septième classe et admet neuf inflexions, ainsi que trois éléments bitangents proprement dits; les trois éléments tangents à/*contenant O^ sont éléments bitangents singuliers comptant cinq fois; l'élément tangent à /en O, est bitangent singulier spécial, comptant dix fois.
YJ . L'équation 6 = o a une racine nulle et une racine double.
La série /a un élément double ordinaire autre que 0^ ; elle est de la cinquième classe, admet trois inflexions et un seul élément bitangent proprement dit; elle admet aussi deux éléments bitangents singuliers comptant l'un deux fois, l'autre cinq fois, un élément bitangent doublement singulier et un autre singulier spécial, comptant chacun dix fois.
F^ L'équation 0 == o a une racine nulle et une racine triple.
La série / a un élément cuspidal autre que 0^ ; elle est de la quatrième classe, admet une seule inflexion et ne possède aucun élément tangent proprement dit, mais un tel élément singulier comptant trois fois, un autre doublement singulier comptant quinze fois, et un singulier spécial, comptant dix fois.
G^ L'équation 6=0 a deux racines nulles.
La série /n'a d'autre élément singulier que 0\ ; elle est de la
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sixième classe et admet six inflexions; elle possède un seul élément bitangent proprement dit, deux éléments bitangents singuliers comptant six fois, et un élément bitangent singulier spécial, comptant quinze fois.
H^ L'équation 0 = o a trois racines nulles.
La série /*n'a d'autre élément singulier que O,; elle est de cinquième classe et admet trois inflexions; elle ne possède aucun élément bitangent proprement dit, mais un tel élément singulier comptant sept fois, et un autre singulier spécial, comptant vingt et une fois.
360. On peut maintenant supposer à / un élément triple et ceci donne lieu aux trois espèces suivantes :
r. Les éléments tangents en l'élément triple O, sont distincts.
Alors la série /"est de la sixième classe et admet six. éléments inflexionnels et quatre éléments bitangents proprement dits, avec trois éléments bitangents singuliers comptant chacun huit fois.
J^ Deux des éléments tangents en O^ sont confondus.
La série / est de cinquième classe, admet quatre inflexions et deux éléments bitangents proprement dits; des deux éléments bitangents singuliers, l'un compte seize fois, l'autre dix fois.
K'. Les éléments tangents en O] sont tous confondus.
La série /"est de quatrième classe, admet deux inflexions et un élément bitangent proprement dit; l'élément tangent en O^ est un élément bitangent singulier comptant vingt-sept fois.
361. Lidiquons maintenant comment les séries quartiques précédentes peuvent être considérées comme des enveloppes de séries quadratiques.
A'. On peut passer du cas général (D) à celui-ci en faisant coïncider a avec y et y^, v^ avec [x, 9 avec v, x avec ^, À avec rc. On obtient, outre six systèmes qui disparaissent :
1^ Un système de séries quadratiques quadruplement tangentes à/, dont les couples sont aa trois fois, §3', es', ^'^' ; le réseau correspondant est d'espèce (6), (c) ou (d)] la série g contient un élément double de k et touche k en cet élément;
2° Six systèmes de séries quadratiques quadruplement tangentes à/; les couples de l'un d'eux sont 7|6 quatre fois; sî^^, s'Ç; le réseau
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correspondant est de l'espèce (a), (b), ou (c), la série q ayant quatre éléments communs confondus avec k;
3° Huit systèmes, comptant quatre fois, de séries quadratiques triplement tangentes à / et contenant l'élément singulier; les couples de l'un d'eux sont aï] trois fois, §9, ex, p.; le réseau correspondant est de Pespèce (e), la série q contenant l'élément double de k et touchant k en cet élément;
4" Trois systèmes, comptant six fois, de séries quadratiques doublement tangentes à /et contenant l'élément double de/, avec élément tangent commun; les couples de l'un d'eux sont 7j9 deux fois, x'X deux fois, ao, aS^; le réseau correspondan t est de l'espèce (i) ou (/{•), la série q étant quelconque.
B^ On peut passer du cas général (G) à celui-ci en faisant coïncider v et Tj, s et x, Ç et A, a avec [j. et [j/.
On trouve, avec sept systèmes qui disparaissent :
i^ Un système de séries quadratiques quadruplement tangentes à/, dont les couples sont s^ quatre fois, ^iz deux fois; le réseau correspondant est de l'espèce (a), (6) ou (c); la série q a ses éléments communs avec k répartis en deux groupes de deux et quatre éléments; dans le cas (a), on évitera les séries q qui donneraient lieu à l'ensemble d'une série cubique et d'une série linéaire ;
2^ Un système analogue au précédent, dont les couples sont aa trois fois, ^iz deux fois, vv^; le réseau correspondant est de l'espèce (/)), (c) ou (<:/); la série q contient un élément double de A", y touche k et touche encore k en un autre élément;
3° Deux systèmes comptant deux fois de séries triplement tangentes à/, et contenant l'élément double ordinaire de/; les couples de l'un sont ys quatre fois, ^v, tîv^; le réseau correspondant est de l'espèce (e) ou (A), la série q ayant quatre éléments communs confondus avec k ;
4° Quatre systèmes comptant quatre fois de séries triplement tangentes à /, et contenant l'élément singulier spécial de /; les couples de l'un d'eux sont as trois fois, y- deux fois, p; le réseau correspondant est de l'espèce (e); la série q contient l'élément singulier de A", y touche k et touche encore une fois k;
5^ Un système, comptant six fois, de séries doublement tangentes à/, dont les couples sont yy deux fois, sî^ deux fois, av, av^;
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de sorte que ces séries contiennent, avec élément tangent commun, l'élément singulier spécial de /; le réseau correspondant est de Fespèce (/) ou (/f); la série q contient l'un des éléments auxquels correspond une série linéaire double, et cet élément est commun deux fois seulement à ^ et k ;
6° Deux systèmes, comptant huit fois, de séries doublement tangentes à /", et contenant les deux éléments singuliers; les couples de Fun deux sont ay trois fois, e^, Çir, y v ; Je réseau correspondant est de Fespèce (/) ; la série q contient un élément double de A", et y touche la série quadratique qui fait partie de /<•;
7° Un système comptant douze fois, de séries tangentes à/, contenant les éléments singuliers de f^ et ayant même' élément tangent en l'élément singulier spécial; le réseau correspondant est de Fespèce (/), la série q étant quelconque; les couples du système sont ys deux fois, y'^ deux fois, a^, au.
C^ On passe du cas général (H) à celui-ci en faisant coïncider a avec |Ji et p.^, y avec r^, s avec x.
Outre neuf systèmes qui disparaissent, on trouve :
1^ Un système de séries quadratiques quadruplement tangentes à y, dont les couples sont aa trois fois, ^tï trois fois; le réseau correspondant est de Fespèce (6) ou (c) ; la série q touche k en un élément double de /r ; les trois autres éléments communs k k el q sont confondus ^
2° Un système, comptant trois fois, de séries triplement tangentes à y, et contenant l'élément cuspidal ; les couples sont ys quatre fois, çTi deux fois; le réseau correspondant est de Fespèce (e); la série q contient l'élément double de /f, et les quatre autres éléments communs à q et k sont confondus ;
3*^ Deux systèmes comptant quatre fois de séries triplement tangentes à f, et contenant l'élément singulier spécial de /; les couples de l'un d'eux sont as et y^, chacun trois fois; le réseau correspondant est de Fespèce (e); la série q contient l'élément double de k et y est tangente à k] les trois autres éléments communs k q el k sont confondus ;
4^ Deux systèmes, comptant douze fois, de séries doublement tangentes à/, et contenant les éléments singuliers de /; les couples de Fun deux sont ay trois fois, yq deux fois, stï; le réseau corres-
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pondant est de l'espèce (/); la série ^ touche k en un élément double et contient l'autre élément double;
5"^ Un système, comptant dix-huit fois, de séries tangentes kf et contenant les éléments doubles de y, avec même élément tangent et rélément singulier spécial ; les couples sont yy deux fois, ys deux fois, aÇ, oLTz; le réseau correspondant est de l'espèce (/); la série q contient l'élément de k auquel correspond une série linéaire double.
D'. On passe du cas général (E) à celui-ci en faisant coïncider 9 et V, X et ^, \ et tï, a avec y et p.. Outre dix systèmes qui disparaissent, on obtient :
1° Trois systèmes de séries quadratiques quadruplement tangentes à/; les couples de l'un d'eux sont Gx cinq fois et Ss; le réseau correspondant est de l'espèce (a) ou (6), cinq des éléments communs aux séries q el k étant confondus;
2*^ Un système comptant cinq fois de séries triplement tangentes kf et contenant l'élément singulier; ses couples sont aa trois fois, S9, £x, "Çk; le réseau correspondant est de l'espèce (/i); la série q contient l'élément double de A" et y est tangente à k;
3^ Trois systèmes, comptant cinq fois, et analogues aux précédents; les couples de l'un d'eux sont a9 quatre fois, eX, Çx; le réseau correspondant est de l'espèce (e); la série q contient l'élément double de A", et quatre éléments communs k q el k j sont confondus ;
4° Trois systèmes, comptant dix fois, de séries doublement tangentes à /et contenant l'élément singulier, avec même élément tangent; les couples de l'un d'eux sont a9 trois fois, xX deux fois, aS; le réseau correspondant est de l'espèce (/), la série q contenant l'élément triple de A'.
E^ On passe du cas général (H) à celui-ci en faisant coïncider a avec y, 7| avec ^ et p/, x avec ti.
Outre onze systèmes qui disparaissent, on a :
1° Un système, comptant deux fois, de séries triplement tangentes à /, et contenant l'élément double de /; ses couples sont ax cinq fois, £[j. ; le réseau correspondant est de l'espèce (e) ou (A), la série q ayant cinq éléments communs avec k confondus;
2° Un système, comptant cinq fois, de séries triplement tangentes à y, et contenant l'élément slng-ulier spécial de /; ses
couples sont as deux fois et tix quatre fois; le réseau correspondant est de l'espèce {e)] la série q est tangente à /f, et ses quatre autres éléments communs avec k sont confondus avec l'élément double de k ;
3'' Un système, comptant cinq fois, analogue au précédent, et de couples 7)7; trois fois, as deux fois, xa; le réseau correspondant est d'espèce (A); la série q touche k en son élément singulier et en un autre élément;
4° Un système, comptant dix fois, de séries doublement tangentes à /, et contenant les deux éléments doubles de /; ses couples sont a'/] quatre fois, sx, au; le réseau correspondant est de l'espèce (/), la série q étant osculatrice à la série quadratique qui figure dans k en un élément double de k]
5^ Un système, comptant dix fois, de séries doublement tangentes à/*, et contenant, avec même élément tangent, l'élément singulier spécial de /; les couples du système sont aa deux fois, 7]x trois fois, T,p. ; le réseau correspondant est de l'espèce (/); la série q contient l'élément triple de /f, et l'un des éléments de k auxquels correspond une série linéaire double ;
6° Un système, comptant vingt fois, de séries tangentes à /, et contenant les deux éléments doubles de /, avec même élément tangent en Télément singulier spécial; les couples sont a7| trois fois, ax deux fois, st) ; le réseau correspondant est de l'espèce (/) ; la série q contient l'élément triple de /f.
F^ Le cas général (I) conduit à ce cas, en faisant coïncider a avec X et u, y avec 7\, Outre treize systèmes qui disparaissent on a :
i" Un système, comptant cinq fois, de séries quadratiques triplement tangentes à/, et contenant l'élément singulier spécial; les couples sont aa trois fois, y^ trois fois; le réseau correspondant est de l'espèce (A); la série q touche k en élément singulier, et les trois autres éléments communs à ^ et k sont confondus;
2" Un système, comptant quinze fois, de séries doublement tangentes à y et contenant les deux éléments doubles^ les couples sont av quatre fois, y^ deux fois; le réseau correspondant est de l'espèce (/); la série q contient les deux éléments doubles de k, et est osculatrice en l'un d'eux à la série quadratique qui figure dans k ;
3° Un système, comptant trente fois, de séries tangentes à/*, et
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contenant les deux éléments doubles de /, avec même élément tangent en l'élément singulier spécial; les couples sont yy deux fois, av trois fois, a^; le réseau correspondant est de l'espèce (/); la série q contient l'élément triple de k et l'élément de k auquel correspond une série linéaire double.
G^ Ce cas résulte soit du cas général (F) en faisant coïncider a avec 9 et v, x avec tt, \ avec \\ soit du cas général (G) en faisant coïncider a avec 'z^, y, p., ^ et v^ £ avec x et ^, (^ avec \ et tu; dans le premier cas, l'élément tangent double proprement dit est y, dans le second v^
Outre quinze systèmes disparaissant, il existe :
1° Un svstème de séries quadratiques quadruplement tangentes à ./, dont les couples sont vX six fois; le réseau correspondant est de l'espèce (a) ou (6), les six éléments tangents communs k q el k coïncidant; on exclura d'ailleurs dans le cas {a) lès séries q auxquelles correspondraient une série cubique et une série linéaire;
2° Deux s^^stèmes, comptant six fois, de séries triplement tangentes à /et contenant l'élément singulier; les couples sont, par exemple, ax cinq fois, yX; le réseau correspondant est de l'espèce {e)] la série q a cinq éléments communs avec k confondus avec l'élément double de k]
3" Un système, comptant quinze fois, de séries doublement tangentes à/, et contenant l'élément singulier de/, avec même élément tangent; les couples sont aa trois fois, vX deux fois, ay; le réseau correspondant est de l'espèce {k)\ la série q contient l'élément triple de A" ;
4° Un système, comptant vingt fois, de séries tangentes à/ et osculatrices en l'élément singulier de/; les couples sont ax et aX, chacun trois fois; le réseau correspondant est de l'espèce (/?^), la série q étant quelconque.
H^ Ce cas résulte du cas (H) en faisant coïncider a avec y, Tj, ^, p. et [JL^, £ avec x et?:. Vingt et un systèmes disparaissent, et il reste :
i^ Un système, comptant sept fois, de séries quadratiques triplement tangentes à / et contenant l'élément singulier, dont les couples sont as six fois ; le réseau correspondant est de l'espèce (<?), et la série q a ses six éléments communs avec k confondus avec l'élément double de /r ;
An. — I. 25
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2° Un système^ comptant trente-cinq fois, de séries quadratiques tangentes à / et osculatrices en l'élément singulier; les couples sont aa et as, chacun trois fois; le réseau correspondant est de l'espèce {in)^ la série q contenant l'élément de k auquel correspond une série linéaire double»
r. Ce cas résulte du cas (G) en faisant coïncider a avec ? et tï, y avec x et Xj 'f\ avec s et Ç. Outre douze systèmes qui disparaissent, on trouve :
1° Trois systèmes de séries quadruplement tangentes à/*; les couples de l'un d'eux sont aa quatre fois^ ^^' ^ W ] le réseau correspondant est de l'espèce (6) ou (c); la série q a quatre éléments communs avec k confondus avec un élément double de k]
2^ Six systèmes, comptant huit fois, de séries doLiblement tangentes à/, et contenant l'élément triple de/avec un même élément tangent; les couples de l'un d'eux sont ay quatre fois, y|[ji, 7)v ; le réseau correspondant est de l'espèce (i) ou (/f), la série q touchant la série linéaire qui appartient deux fois à A*.
J''. On arrive à ce cas en partant du cas (H) et faisant coïncider a avec tc et ^, y avec '/i, s et x.
Outre vingt systèmes qui disparaissent, on trouve :
1° Un système de séries quadratiques quadruplement tangentes à /, dont les couples sont aa cinq fois et [jljjl^; le réseau correspondant est de l'espèce (è) ou (c), cinq des éléments communs k q et k étant confondus avec un élément double de k]
2° Un système, comptant dix fois, de séries doublement tangentes à/*, et contenant l'élément triple avec même élément tangent; les couples sont yy quatre fois, api, au^; le réseau correspondant est de l'espèce (i) ou (/c), la série q étant tangente à la série linéaire qui figure deux fois dans /f, en un élément auquel correspond une série linéaire double; les deux autres éléments communs k q et k sont distincts;
3*^ Deux systèmes, comptant seize fois, de séries analogues aux précédentes; les couples de l'un sont ay cinq fois et yui; le réseau correspondant est de l'espèce (i) ; la série q touche la série linéaire qui figure deux fois dans k en l'élément triple de k.
K^ Ce cas résulte du cas général ( J) en faisant coïncider a, y, et ^f\. Trente-six systèmes disparaissent, et il reste un système, comptant vingt-sept fois, de séries quadratiques doublement tan-
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IV. — Théorèmes généraux sur les séries quartiques
362. L'étude qui précède, et qui est nécessaire pour donner une idée nette des séries quartiques, conduit par elle-même à de nombreuses propositions. Nous allons en énoncer quelques-unes comme exemples.
Considérons une série de l'espèce (D); en général, il lui correspond quatre réseaux de l'espèce (/), dont la jacobienne est composée d'une série quadratique et d'une série linéaire ; en considérant les couples d'éléments bitangents appartenant à ces réseaux, on voit que l'on peut dire : les seize éléments, déterminés par les deux systèmes de 'quatre éléments tangents à la série y et contenant un des éléments doubles àe f, appartiennent quatre par quatre à quatre séries quadratiques contenant les deux éléments doubles de /*; ces deux systèmes de quatre éléments déterminent donc le même rapport anharmonique.
Si à une série /correspond un réseau de l'espèce (c), la correspondance entre éléments associés, qui transforme / en elle-même, comprend en particulier une liomologie involutive; si le réseau est de l'espèce {d), cette correspondance se décompose en trois liomologies involutives.
Si le réseau est de l'espèce (/), la correspondance précédente est une inversion ordinaire; s'il est de l'espèce (i), la correspondance est une inversion telle que la série quadratique qui sert à la définir se décompose; si enfin Je réseau est de l'espèce (y) ou (A"), la correspondance se réduit à une homologie involutive, cas particulier de l'inversion, si l'on veut. Nous aurons l'occasion de revenir plus tard sur ces inversions qui conservent la série /dans certains cas.
363. Si la série quartique est de l'espèce (L), c'est-à-dire composée de deux séries quadratiques g et A, on voit qu'il existe trois
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systèmes de séries quadratiques bilangentes à g et A; chacun de ces systèmes contient les éléments tangents communs à g et A, répartis en deux couples; si (t)) et (Ç), (9) et (x) sont ces deux couples, les éléments (7;^) et (9x) déterminent un élément (^) ajant même pôle [x) par rapport à g et h] les éléments (a) et ([3) de la série du faisceau {g^ h) qui a [x) comme élément double, comptés deux fois, forment aussi deux couples du système considéré. L'application des théorèmes généraux nous fait retrouver cette proposition connue : les élément de contact de (t)), (Ç), (9), (x) avec g et h appartiennent à une même série quadratique. On voit encore que si une série du système considéré plus haut touche g en {y) et (s), h en [t) et (w), les éléments {yz) et {tu) contiennent [x) et sont conjugués harmoniques par rapport à (a) et ((3); les éléments déterminés par {yt) et {zu)^ (yu) el (zt) appartiennent à (^); les éléments (yt)^ {^^^)^ (jK^^)? (-^0 touchent une série quadratique; si une série quadratique contenant (y), (^), (^), (w)a encore avec ^' et h en commun (y^), (5') et(^^), (u^)^ ces quatre éléments déterminent une seconde série quadratique doublement tangente à (g) et (h); etc.
Ces diverses propriétés se retrouvent sans peine de la façon suivante. Si F :::=^ o est l'équation d'une série quadratique doublement tangente aux séries g =^ o et A = o, on a
g' et h' étant des fonctions linéaires; donc
de là résulte que \^ g -{-X^h^^o est une série décomposable du faisceau {g^ A), ce qui détermine X, et)^. Si l'on a par ce calcul
p el q étant deux fonctions linéaires, on en déduit les (mv) étant des paramètres liés par la relation
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On pourra employer les formes canoniques de g et A, s'il est nécessaire de développer ces résultais.
364. Voici maintenant énumérés quelques moyens d'engendrer des séries quartiques, et se rapportant aux études déjà faites.
Si l'on fait correspondre homographiquement les séries de deux faisceaux de séries quadratiques, le lieu de leurs éléments communs est une série quartique générale. On rapprochera de ceci le théorème suivant facile à démontrer en employant les mêmes considérations qu'à propos des séries cubiques : Si une série quadratrique, contenant quatre éléments fixes d'une série quartique /", a en commun avec / quatre autres éléments variables, toute série quadratique contenant ces quatre éléments variables et un élément fixe de /, aura encore avec /"trois autres éléments fixes.
Si Ton fait correspondre homographiquement les séries d'un faisceau de séries cubiques et celles d'un faisceau de séries linéaires, le lieu de leurs éléments communs est une série quartique générale. On a le théorème correspondant : Si une série cubique variable contient neuf éléments fixes d'une série quartique/, et a en commun avec /trois autres éléments variables, ces trois éléments appartiennent à une même série linéaire qui a en commun avec /un quatrième élément une.
On engendrera de même une série quartique à élément triple en faisant correspondre homographiquement les séries d'un faisceau de séries linéaires, et les éléments d'une série cubique rationnelle de seconde espèce; la série équivalente à la série cubique est cinq fois tangente à la série quartique. En faisant correspondre homographiquement les éléments (^) d'un faisceau et les séries quadratiques d'un même système quadruplement tangentes à une série quartique, on engendrera encore une série quartique à un élément double; les deux séries quartiques sont huit fois tangentes. En faisant correspondre homographiquement les séries d'un faisceau de séries quadratiques, et les éléments tangents d'une série quadratique, on définit une série du cinquième degré en général, à quatre éléments doubles; elle se compose d'une série quartique à deux éléments doubles et d'une série linéaire, si l'une des séries déterminées par deux éléments communs aux séries quadratiques du faisceau se correspond à elle-même dans la cor-
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respondance indiquée; la série quadratique fixe est, en général, cinq fois tangente à la série quintique; dans le cas particulier, elle sera quadruplement tangente à la série cjuartique.
On pourra maintenant supposer que des éléments de différente nature sont mis en correspondance non plus à l'aide d'une forme bilinéaire, égalée à zéro, mais, par exemple, à l'aide d'une forme linéo-quadratique ou doublement quadratique; dans ce dernier cas, en employant deux faisceaux de séries linéaires, on engendre une série quadratique à deux éléments doubles; les propriétés connues de la forme doublement quadratique nous font retrouver immédiatement la proposition relative à l'égalité du rapport anharmonique des deax systèmes d'éléments tangents à la série quartique contenant les éléments doubles. On voit aussi qu'il existera une infinité de suites de in éléments inscrite à la série quartique et telle que les éléments de seconde espèce de cette suite, pris de deux en deux, contiennent les uns un élément double^ les autres l'autre, dès qu'il existe une telle suite proprement dite.
Si l'on se donne encore une relation doublement quadratique en Çk) et (p.) et que, considérant ("X) et ([jl) comme définissant deux éléments d'une série quadratique, on cherche le lieu de l'élément commun aux éléments tangents correspondants de cette série cjuadratique, on trouvera une série quartique à deux éléments doubles, quadruplement tangente à la série quadratique. On voit par là qu'étant donnée une série quadratique c[uadruplement tangente à une série quartique à deux éléments doubles, les éléments communs à la série quartique et à un élément tangent quelconque de la série quadratique se séparent en deux groupes de deux, algébriquement.
Enfin, le problème résolu au n° 230 donne encore de nouvelles générations d'une série quartique. Si [x) est un des éléments d'une suite triple circonscrite à une série quadratique F et dont les deux autres éléments appartiennent à deux séries g et A, le lieu de (^), ou plutôt une partie du lieu de [x) sera :
1° Une série quartique à trois éléments doubles, quadruplement tangente à F, si g est une série linéaire ou une série quadratique doublement tangente à F, et h une série quartique à trois éléments doubles quadruplement tangente à F;
2" Une série quartique pareille à la précédente, si g et h
Hosted by
CHAPITRE XIV. — LA SÉRIK QUARTIQUE. Sgl
sont deux séries cubiques rationnelles triplement tangentes à F;
3° Une série quartiqiie à deux éléments doubles, doublement tangente à F, si g est une série linéaire ou une série quadratique doublement tangente à F, et h une série quadratique ou une série quartique rationnelle triplement tangente à F;
4"" Une série quartique à un élément double, si g et h sont identiques avec une série quintique à quatre éléments doubles, cinq fois tangente à F; et l'on obtient alors une infinité de suites triples inscrites à la série quartique et circonscrites à F, de sorte que cette série quadratique fait partie de la cajleyenne de l'un des réseaux des espèces [e) ou [h) correspondant à la série quartique,
V. — La série quartique rationnelle
365. Les séries quartiques rationnelles sont des espèces (G), (H), (I), (J), (B'), (C), (E'), (F'), (G'), (H')_, (F), (F), (K').
La plus générale est celle d'espèce (G) à trois éléments doubles ; si ceux-ci sont pris pour éléments fondamentaux, on peut écrire l'équation de la série/:
4- ibixlx^x^-^ ib2Xixlxs-h ib^xix^xl =o; les éléments tangents en Of, O2, O3 ont pour équations
a^xl-h'ibix^xs-^ ci2xl=:o, ...; ils appartiennent à la série quadratique
de même les éléments tels que ceux qui sont déterminés par Q^ et les éléments tangents à /en O^, appartiennent à une même série quadratique. On démontrera les mêmes théorèmes pour les six éléments tangents à/contenant 0<, ou O2, ou O3.
Nous laisserons le soin d'étudier les modifications que subissent ces propositions dans les divers cas particuliers, et de calculer explicitement les diff'érenls éléments particuliers de la série / quand elle est rationnelle, en se servant de l'équation ci-dessus.
Les propositions générales fourniront de nouveaux énoncés particuliers; ainsi dans le cas (I), la série / se transforme en
Hosted by
Sga LIVRE II. — LA GÉOMÉTRIE TERNAIRE.
elle-même par une homologie involiitive : si donc O et û déterminent cette involution, les deux éléments cuspidaux de / sont alignés avec O, tandis que les éléments tangents en ces éléments cuspidaux sont alignés avec ù; la même chose a lieu pour les deux éléments inflexionnels de/; l'élément double de/ appartient à 0, et son élément tangent double à O.
366. Quand la série quartique est rationnelle sans avoir un élément triple, on peut l'étudier comme résultant d'une série quadratique par une correspondance quadratique birationnelle, en particulier par une inversion.
Supposons la série quartique /de l'espèce la plus générale (G); une infinité d'inversions générales lui font correspondre une série quadratique quelconque ; il suffit de définir l'inversion par 0| par exemple, et une série quadratique tangente en O2 et O3 à03 et Ù2] les éléments bitangents ou tangents stationnaires de la série quartique correspondent aux séries quadratiques contenant O^, O2 et O3, qui sont bitangentes ou osculatrices à la série quadratique qui correspond à/.
Si l'un des éléments doubles de /devient cuspidal, la série quadratique correspondante devient tangente à Tun des éléments fondamentaux Qj, Q2 ou O3.
Si la série /est de l'espèce (B^), de façon que O^ soit l'élément double ordinaire, et O3 l'élément singulier spécial, on fera correspondre à /une série quadratique en employant une inversion singulière définie par O^ et une série quadratique décomposable d'élément double O3, telle que la polaire de O^ par rapport à cette série soit l'élément tangent à /en O3, soit Q\ .
Si cette série touche Q,, l'élément double Oi de / devient cuspidal; si elle touche Ù2, l'élément singulier spécial change de nature : on obtient l'espèce (E') ou (F^).
Enfin, si la série / est de l'espèce (G^), de sorte que 0| soit l'élément singulier avec Q2 comme élément tangent, on lui fera correspondre une série quadratique en employant une inversion singulière définie par O^ et une série quadratique tangente à Q2 en O^, et même osculatrice en 0^ à une série quadratique fixe facile à déterminer; si jf est de l'espèce (H'), cette série touche Qo.
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X1X1^- <^4X|, 4C3X1XI -+- C4XI
fi — «0 X f -h 4 <^i X f X2 H- 6 «2 X f X I - /2== ôoX| + 46iXf X24- 662X1X1-
fs= CoXf + 4^1X^X2-1- 6C2X|X|-
Les coordonnées d'un élément tangent à / s'expriment sans peine à l'aide des Çk).
L'invariant multiple fondamental est celui dont les racines correspondent aux éléments inflexionnels de/; soit
aoXf H- 2^1X1X2-1- 6^2 X^ «1X1-1-2^2X1X24-^3X1 <22Xf -f- 2(23X1 X2 èoXf -f- 261X1X3-1- 62X1 61X^-1-262X1X2+63X1 62X^-4-263X1X2- CoXf -f- 2C1X1X2+ C2XI Ci Xf -1- 202X1X2-1- C3XI 00X1-1-203X1X2-
X1 -64X1 ■ C4XI
nous avons ainsi une forme sextique que nous ne supposerons pas identiquement nulle, de sorte que /n'est pas une série linéaire.
368. Cherchons la condition pour que trois éléments (X), (p.), (v) de y soient alignés; si l'on fait
\llXlVl=p, SX2[i.iVi=^, SXi[a2V2=r,
on trouve sans peine la condition
Clo
co
— âcti
— 4ci
Si l'on fait les (|i.) et les (v) égaux aux (X), on retrou^^e l'équation h = o', si l'on fait. les (v) égaux aux (X), la relation précédente est une équation du second degré en (pi); en écrivant que ses
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racines sont égales, on obtiendra une équation pour déterminer ]es éléments de contact des éléments bitangents à y.
Si Çk) et ([Ji) sont des paramètres qui correspondent à un élément double ou triple de y, considéré comme réunion de deux ou trois éléments ordinaires, les éléments (X), ([Ji), (v) sont alignés quel que soit (v). Donc, pour déterminer les éléments doubles, on écrira que les coefficients de v^, ViV2 et v^ sont nuls dans la relation précédemment trouvée. On obtiendra ainsi trois relations quadratiques entre t = \]iii^ u=:z\^ ^^ -h "^2 1^]^ v = X2 p-2 5 alors on pourra déterminer ces quantités facilement; si l'on veut avoir une équation pour déterminer les (X), on éliminera linéairement ^^, u^^ p-, uç, çt, tu entre les trois équations précédentes et celles que l'on obtient en multipliant le premier mem.bre de la relation
respectivement par ^, u^ ç.
Si l'on élimine linéairement les mêmes quantités entre les trois mêmes premières équations et celles que l'on obtient en multipliant le premier membre de la relation
ait -h a2U -h a^^ ~ o
respectivement par ^, w, ç, on obtiendra une équation dont le premier membre sera une forme cubique par rapport aux (a) décomposable en trois facteurs linéaires; si dans chacun de ces facteurs on remplace ai, a2, cl^ respectivement par X^^ — •'k\'^^2^ ^^o on obtiendra trois équations du second degré, et les racines de chacune d'elles correspondent à un élément multiple de f.
La discussion des différents cas qui peuvent se présenter est facile à faire; voici les résultats obtenus : pour les espèces (G), (H), (I), (J), les trois équations du second degré qui correspondent aux éléments doubles n'ont pas, deux à deux, de racines communes; si l'une d'elles a une racine double, il lui correspond un élément cuspidal; dans les cas (B^) et (G^), deux des équations dont nous venons de parler ont les mêmes racines distinctes; la troisième a deux racines distinctes ou confondues, différentes des précédentes; dans les cas (E^) et (F^), deux des équations précédentes ont les mêmes racines confondues; la troisième a deux racines distinctes ou confondues. Dans les cas (G') et (H^), les
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CHAPITRE XIV. — LA SÉRIE QUARTIQUE
trois équations qui déterminent les éléments doubles ont les mêmes racines distinctes ou confondues; dans le cas (F), ces trois équations ont deux à deux une racine commune, et d'ailleurs leurs racines sont distinctes; dans le cas (J^), Tune d'elles a une racine double, tandis que les deux autres sont identiques et admettent cette racine double avec une autre racine; enfin, dans le cas (K^), les trois équations admettent la même racine double.
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I. — Définitions et formules générales
369. Soit un espace E rempli par les éléments [x) et (^) des deux espèces. Considérons une forme quadratique fixe
F == F.r2= Fii^f -h. . .H- 2F23^2^3-+ . • •
que nous pouvons toujours supposer donnée de première espèce. Les éléments définis par cette forme constituent M absolu de l'espace E; il y a des éléments absolus des deux espèces. La forme équivalente à F sera
avec
Le discriminant de F sera D et, par suite, D^ sera celui de ^.
La Géométrie métrique ternaire générale correspond à l'hypothèse où D est différent de zéro.
370. Si (7) et (^)sont deux éléments quelconques de première espèce, la distance du premier de ces éléments, considéré comme origine, au second^ considéré comme extrémité, sera le produit par une constante m du logarithme népérien du rapport anharmonique k déterminé par (j^*), (^) et les deux éléments (<r) et (^t!) communs à {yz) et à l'absolu F. Si donc yz représente cette distance, on aura
yz — m \og{ yztt'^^ ou
yz = ?7i\ogk,
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DF
La distance yz ou yi^ est donc la même que celle définie en Géométrie binaire pour l'espace {yz) ou {'r\C^), à condition de prendre pour éléments absolus de ces espaces {t) et (/'), on bien (t) et (t^). Il j a exception si {t) et (^^), ou bien (t) et (t') sont confondus.
Dans le cas général, par suite, les remarques faites en Géométrie binaire subsistent entièrement : si(jK)et [z) coïncident, on détermine j>/^ en prenant {yz) quelconque contenant {y).
Si {t) et (^'), ou bien (t) et (t') sont confondus, la distance yz
ou TjÇ devient nulle, à un multiple près de limiz ou 2/jj.7t; si, de plus, {y) ou (t))^ par exemple, appartient à F ou$, cette distance est indéterminée.
On peut écrire, en vertu d'identités connues
eos^ = -M^, sin-^" - ^*»-''
2"« /FyaF^. 2J/« v'Fy'Fî
cos4^ = ."^-^^ , sin--^'^ - ^-l^i^^PM! .
dans ces formules, les radicaux ont des déterminations arbitraires;
i désigne \J — i .
Pour avoir plus de précision, appelons {\) l'élément {yz)^ sip-
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posé donné, et faisons
{yz)i _ {yz\ __ (yz)^
de sorte que (yz) est une quantité parfaitement déterminée et telle que si (u) est un nouvel élément de (i), on a
(yz)-+-(zu)-{-{uy) ==0; de même, (x) étant l'élément (v^Ç), faisons
Orientons l'espace en fixant la détermination de y/D; de plus, orientons aussi un élément tel que {x)j en fixant le signe du radical y/F^^, et un élément tel que (i), en fixant le signe du radical \/^^^y et écrivons alors
yz ¥yz . yz (yz)s/^^"~
cos—V^ =: ^^. sin- ' - _ ^ '^^ ^ V .r .
nous voyons que la distance de deux éléments orientés, appartenant à un élément lui-même orienté, est définie complètement à ^ini-K ou ^i[j.T: près. Si (^), (jk), (^) sont orientés et appartiennent à un même élément orienté, on a
yz -h zx -+- ccy ^ o ( m od 4 ini tt ) .
La distance d'un élément (y) à lui-même orienté de façon opposée est litnr^.
Deux éléments de même espèce soat dits perpendiculaires quand ils conjugués par rapport à l'absolu. Si {y) et [z) sont deux tels éléments, on a
yz ^ im TT ( m 0 d 2 irn tt ) ,
quelles que soient les orientations.
Deux éléments d'espèce opposée qui sont pôle et polaire par rapport à l'absolu sont dits normaux ; cbacun d'eux est le lieu des éléments perpendiculaires à l'autre.
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CHAPITRE XV. — LA GEOMETRIE MÉTRIQUE TERNAIRE GENERALE
Si un élément (y) est orienté, on petit regarder l'élément normal (yi) à (jk) comme orienté lui-même; en effet, on peut prendre pour les ('/]/) les quantités F^., et alors on peut écrire
De même, si (yi) est donné, on peut prendre pour les (yi) les quantités ^./,., et écrire
Si (y) et (z) sont respectivement normaux à ('/)) et (Q et sont orientés de façon correspondante, comme nous venons de le dire, on a
372. Considérons deux éléments d'espèce différente {y) et (Ç); si [z) est normal à (5^), l'élément {yz) est perpendiculaire à (Ç); c'est le seul qui jouisse de cette propriété et qui contienne (y), si du moins [y) et {JÇ) ne sont pas normaux. Les coordonnées de {yz) sont les quantités jK2*Ï^C3 — ^.>^3^Co • • • ? et l'on a
nous orienterons {yz) en donnant une détermination fixe an radical \]¥y^.^^^— ï){y \ s)-.
La distance {yz) est alors facile à calculer; on a
La distance j/Ç de (y) à (Ç) sera définie par l'égalité
yX^ ^ yz -^ imiz (mod4 ùinz)^ de sorte que, en particulier,
Si {t) est l'élément commun à (Ç) et {yz)j les coordonnées de (^) sont {y | ^)^(^ — y\ ^^î, . . . , et par suite, on a
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par suite, on peut considérer (^) comme orienté, si l'on se donne l'orientation de (Q et celle de (y^), en faisant
alors, on a sans peine car [t) est tel que
Des considérations analogues définiraient la distance Çr de (Ç) à {y)] ('^) étant normal à (j/), l'orientation de {'r\C) serait déterminée par celle de (jK^), et en effet ces deux éléments sont normaux; (9) étant commun à [y) et {^fy^)j l'orientation de (9) est déterminée, et l'on a
ty ^ Ç6 s= ^-q -h t [jm (mod4 t[Jt.7r) ;
par suite aussi
-^^+-^=71 (modaTT).
1 un ii\i
Quand la quantité Fjstï)^^ — D(j-|Q- est nulle, c'est que, comme on sait, (y) appartient à l'un des éléments tangents à F qui ont pour éléments de contact les éléments communs à (î^) et F; dans ce cas, on a
yt^ ini^ {moàiiniiz),
quelles que soient les orientations*, [y) et (^) sont perpendiculaires. Quand (y) et (Q sont normaux, on a
y'C^^ imiz (^Taoàê^imn), Si [y) et [z) sont respectivement normaux à (yj) et (Ç), on a
y'C Ti z
-^^T-^ = — ^ (modaTi).
'2 lin ii]j.
373. Les formules développées dans ce qui précède permettent d'énoncer de nombreuses propositions sous une forme nouvelle en y introduisant les notions de distance.
En voici deux exemples. Si quatre éléments (jk), (^), (^)j (^0
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appartiennent à un même élément (^), leur rapport anharmonique peut s'écrire
en adoptant des notations indiquées pins haut; et par suite,
. yt . zu siii-^-^ — sin — -. —
iyztu)= = =^.
. ru . zt sin^^-i — sin — -. — iim 1 im
Si un élément (^) appartient avec (v)) et ÇÇ) à un même faisceau, son équation peut s'écrire
et réciproquement; mais cette équation s'écrit aussi
•\jt , oc t\ ^ , 00 L
Ai <ï>./,2 Sin— H- -H Ao 4>?:2 siii— ^- = o, ^ iim ^2 un
d'où une proposition facile à énoncer.
374. Considérons une suite de n éléments (^), (y), (^), (^), (?/), . . . , dont le dernier soit (ç^) ; son étendue sera
S = xy -h.yz -h zt -i~ tu -h. . .-\- wx.
La suite équivalente de seconde espèce {ocy), {yz)^ {^^)i (^^^), • • ou (^), (tj), (Ç), (9), . . . aura de même une étendue
Comme on peut écrire
S = {ajy -r-y^ -f- ^^) + (^'-2 -{- zt -\- tx) -h {xt -^ tu -\- ux) -f-. . . ,
on voit qu'on peut ramener le calcul de S à celui de l'étendue d'une suite triple; il en est de même pour S. C'est ce calcul seulement que nous allons développer.
Soit donc une suite triple {x)^ (y), {z)\ désignons par (^), (v]), (5^) les éléments {yz)^ {^^)i {^y) ^^ 1^ suite équivalente et supposons que l'on ait
An. — I. Si6
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Un calcul direct donne d'abord
^xy^xz^--^ '^yz^yx^^'C^^-^'^zx^zy^^'Q- /^^V^'oV*^^
^yz ^zx^xy - ^yz V^ \/^V- - F,^ /^ V^ - F^^ i/^i^ /^-^^
On voit que l'étendue S est définie à un multiple près de 4^V??7r, quand l'orientation de (i), ('/^), (!^) est connue.
Si l'on veut ne faire figurer dans les formules précédentes que les {œ)j (y), {z). on remplacera O^s, par exemple, parF^^F^s — F^^.
Supposons maintenant qu'au contraire on ne veuille plus faire figurer dans les formules ci-dessus que les (Ç), ('/]), ((^); on a successivement
cette dernière notation représentant le déterminant
*-oC
et, par suite, après suppression d'un facteur commun haut et bas,
sm— ^— = — L) {^TiQ r- ; / — Cl / , r ?
2 mi (cï>.^^ _|_ y/cï>^. /^j;,) (cï,j.^ + y/çE)j.a v/^^.) (<î.^.^ + /^^. /(i>.^.)
cos— = 1 ^HJr^Y
On aurait des formules analogues pour déterminer l'étendue S de
la suite (i), ('/]), (Ç).
375. Si les éléments fondamentaux n'appartiennent pas à l'absolu, on peut prendre
Y =■ Xl'{- Xl-h xl-\- 2. C0SÙiCC2Xs-\-1 COs62a?3 57i+ 2 COsG3a7irr2;
si nous supposons m= [a 1= —., pour simplifier, et si nous orientons les éléments fondamentaux en prenant pour O^-, Xi=i et
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y/F^2r==i, on a d'abord
COS 0203= COS01, COsOsOi^ COS625 C0s0i02= COS63.
On a aussi
<ï> r= sin26i^|-H singea?!-}- sinsQg^l ^ 2(cos02 00583— cos0i)^2^3 H- 2(00363008 61 — 00s 62) ^3^1 -H 2(oos6iOos62— 00563) Il ^2;
orientons les éléments fondamentaux de seconde espèce en faisant pour Oij ^i= I et y/'<Ï>^2= sinôj-; alors on voit que l'on peut considérer 9i, O2 et 83 comme les distances O2O3, OsO^ et Oi O2. D'ailleurs^ ici
D = I -h 2 oos6i 00562 COS63 — cos26i 008^62 — 005^63
Jl -t- vj2-t- v;3 ._ Ui -1- U2-1- V3 ^.^ ui — O2
= 4 siïi- On a aussi
. —0, + 62-^63 . 61- - sm^ sm —
I -f- 005 61 H- COs62-r
(i-H oos0i)(i 4- oos62)(n- 00563) ' D
(t+ OO5 0i)(H- O05 62)(l-i- 005 63)
Si la série triple formée par les éléments fondamentaux est conjuguée par rapport à l'absolu, les formules précédentes subsistent, avec 6i =92^= 83 == -? et les expressions générales relatives aux distances se simplifient : les coordonnées sont alors ortho-
gonales.
Remarquons encore, dans le cas général, que l'on a
. -77 ^i^^ -TFT ?^VÏ5,
d'où une interprétation métrique immédiate du rapport de deux coordonnées d'un élément.
De même, si (x) appartient à 0^ de sorte que x^ = o, on a
sina^Og^
a73 5in0|
\/Pa
TT
et, par suite, une interprétation nouvelle du rapport
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On aurait des formiiles analogues pour un élément de seconde espèce (i).
Nous n'insisterons pas sur les conséquences de ces remarques. Nous observerons seulement que^ si l'on considère l'espace E comme un point tel que les éléments de première et de seconde espèce soient les droites et les plans qui passent par ce point, la théorie que nous venons de développer coïncide manifestement avec celle des angles dans cet espace, à condition de remplacer le mot distance par angle, et de prendre comme absolu le cône isotrope qui a son sommet au point considéré. Par suite encore, cette théorie correspond à la Géométrie métrique sphérique, et les formules de ce numéro sont celles de la Trigonométrie sphérique.
376. Il serait facile, avec les formules que nous avons indiquées plus haut, de retrouver les propositions connues de la Géométrie sphérique relatives aux triangles, aux transversales, etc. Nous nous contenterons d'indiquer quelques résultats.
Si l'on considère la suite triple fondamentale O^ O2O3, avec les mêmes notations qu'au numéro précédent, l'élément 111 perpendiculaire à 0^ et contenant 0^ aura pour équation
572(00563 COS01 — COS62) — 573(00561 005 62— 00S63) = g;
les trois éléments ^^, lia et Ilg sont par suite alignés.
L'élément P^, perpendiculaire à O^ et contenant 0^, aura de même pour équation
les trois éléments P/ sont alignés.
La distance O2O3 a deux milieux; I'uq Mi, intérieur, tel que
M1O2-I- Mi03=o (mod27r); l'autre M'j, extérieur, tel que
m; O2-]- m; 03= tt (mod27r);
ces deux milieux M^ et M'^ sont évidemment les éléments doubles de l'involution déterminée par O2 et O3 d'une part et les éléments communs à Q< et à rabsolii d'autre part.
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Les équations de O^Mi et O^M'^ sont respectivement
^2 — ^3=0 et ^2-^^3—0-
On voit que les 0/M/ sont des éléments alignés; il en est de même de Q^M^, O2M2, O3M3 par exemple; les M'^- sont des éléments alignés; il en est de même de M',, M27 M3 par exemple; et ainsi de suite.
Considérons le lieu des éléments (x) tels que l'on ait
ce sont les séries linéaires
COS 63371-1- 372 -H COS01373 — zh (cOS02 37i -\- COS0i 372-1- ^3);
elles contiennent respectivement M^ et M'^ et sont perpendiculaires à Q^ ; on peut énoncer, pour les six séries linéaires analogues, des propositions semblables à celles qui précèdent relativement aux 0/M; et 0/M^-.
On envisagera de la même façon les milieux des distances telles
que Û2^^3-
On n'oubliera pas, d'ailleurs, que la plupart des propositions précédentes, qui prennent un intérêt spécial en Géométrie métrique, correspondent à des propriétés plus générales de la Géométrie projective, qu'il serait facile d'énoncer. Mais il est inutile de donner plus d'indications sur ces théorèmes spéciaux que l'on peut multiplier à volonté; il est suffisant d'avoir montré leur origine générale.
II, — Les mouvements et les invariants métriques.
377. La distance de deux éléments quelconques ne change pas quand on fait un changement de coordonnées, ou une transformation homographique quelconque, à la condition que les constantes m et u. gardent leurs valeurs, et que, dans le dernier cas, le nouvel absolu soit l'ancien transformé.
Transformons maintenant les éléments de l'espace E par une
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homographie quelconque a*
CCi =z \^x\ H- |Jli ^2 4- Vi ^3 , 072 ~ X2^i H- [J^2^2 "^ '-'3^3,
les i^x') étant rapportés aux mêmes coordonnées que les (^), et laissons l'absolu invariable, ainsi que les constantes m et p..
On peut rechercher les homographies o- qui sont telles que la distance de deux éléments quelconques soit égale à la distance des deux éléments correspondants, au degré près d'indétermination qui se préseute toujours quand il s'agit de distances.
La considération des éléments à distance infinie montre tout de suite qu'une condition nécessaire est que, si l'on applique la substitution a- à l'absolu, on retrouve l'absolu lui-même, et cette condition est aussi manifestement suffisante. Les substitutions o- cherchées sont donc telles que l'on ait
et d'après l'identité
Fx.
Fa
Fv= F, F33 F
.V _ FvX _ Fx^, _
titité
Fx»
Fxp. Fxv
F(j,= Fjiv
Fxv
F|xv Fv»
la valeur commune des rapports précédents est ()^\Kv)'\
378. Pour étudier plus facilement les homographies que nous venons de définir, nous prendrons F sous la forme canonique déjà employée souvent,
alors, on a Ffj2=o, Fv^^ro, Fx^ = o, Fxv==o, et l'on doit par suite écrire, en appelant w^, CO2, co'^, co^, a des paramètres arbitraires,
jai= 2 0)10)2, Vj =: 2 0)'i 0)2, Xi — « ( COi Wg H" 0)2 0) ^ ),
: ao)ico^,
X3 = àO)2 0)2.
La condition — -' = — ^ donne alors a^ =: i, et il est clair que l'on I — 2 ^ ^
ne diminue pas la généralité en faisant a = i .
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CO 2 ^] + W I
et, en faisant co^ to'^ — 0)2 w'^ == to, on a ()^[i.v) = o)^, tandis que les rapports tels que -rr- sont égaux à co^. Inversement, on a
0)2^'^ =z (cOiCOg -4- (JO2 03^)^1 — 2 0^2 (j02:2?2 — 20)10)1^^3,
Si F était donnée sous la forme la plus générale, on chercherait d'abord une substitution
Xi = ÀiiXi -+- Al 2-^2 "^ '^IS-^Sî
X2 = A21 Xi -|- A22X2 + A23 X3,
Xz=^ A31 Xi -H A32X2-f- A33X3,
qui mette F sous la forme XJ — 4X2X3, à un facteur près; appliquant alors aux (X) Tune des substitutions o- précédemment définies et supposant que les formules précédentes donnent
5 étant le déterminant des coefficients (X), on trouvera
^Xi~ ^C0'j\ [Jlyi[Xii(0)i0)2 -H 0)2 0)i)+ li^OJi (}i'i 4- X/3 0)2 0)2] + p.y2 [2X^1 0)1 0)2 -h X/2œf -I- X/3 0)| ] -H [^ys [2 X/i b)\ 0)2 -H X/2 w'i^ -H li'sOj'i ] j.
Si, par exemple, on a
F = xl -+- xl -h x?^ ,
on fera
^i = Xi,
d'où
2iXi = lixi, 2^X2= — X2-h ix-^,
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et Ton obtiendra des formules semblables à celles connues sous le nom à^Olmde Rodrigues,
379. Les substitutions a- que nous venons de déterminer sont des mouvements. Si (^) et (^^) sont correspondants, on a
on peut donc considérer [x^) comme orienté en se donnant la détermination y/F^--, et, par suite, [x) comme orienté, en faisant y/Fjï:2= ±: Cl) \/F^^'2, le signe étant toujours le môme ; de même, on a, si (^) et [^) sont correspondants, $|'2= a)2(ï>|2 et l'on peut considérer (^) et {^) comme orientés simultanément, en faisant y/<ï)^'2= ± tù \/^|2, le signe étant le même que plus haut. De même enfin, la quantité y/ F^^^^^^ — D(x \ ^y peut être considérée comme ne changeant pas de valeur après la substitution cr. Ces conventions faites, et nous les conserverons par la suite, on voit que la distance de deux éléments quelconques est toujours égale à celle des deux éléments cjui leur correspondent, et cette propriété justifie le nom de mouvement donné plus haut aux transformations o- qui nous occupent.
Un mouvement est une homographie dont les invariants sont, avec tes notations du n° 206,
l = OJl CD 2 -H CD.2 Oj\ -i- a)| -I- 0^2^ , 7 =: (x> î, cl = 0}^ ,
et, par suite, vérifient la relation
y 3 — di^ — o.
Ces formules sont d'ailleurs valables cjuelle que soit la forme F. La condition j^ — di^=o exprime, comme l'on sait, que si la transformation (7 fait correspondre (x^^^) à (^), (x^^^) à {x'^^^), . . . , les six éléments (^), (^^^^), (^^^^), (^^^^), (x^^^), (x^^^) appartiennent à une même série quadratique, qui contient aussi par suite tous les éléments (^^"^).
L'équation en p se décompose en
et
p2 -+- ( w — t) p -f- to2 — G ;
(1) n'étant pas nul, on n'a comme cas particuliers possibles que
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ceux qui correspondent aux hypothèses i+ w = o, i — Sco = 0. Dans le cas général, à la racine w de l'équation en p correspond un élément double (^) défini par les relations
oc \ «-*^2 ^;i
Wl 0)2 — ■ Wj 0)2
et un élément double (i), normal à (^),
(jOi (1)2 2 0)2 2 0)j ^
nous appellerons ces deux éléments O et Q.
Il est clair alors que les autres éléments doubles sont les éléments communs à F et Q, ou bien à <ï> et O. On remarquera d'ailleurs que les éléments de F ou <ï> sont soumis par la transformation (7 à une transformation homographique, et les éléments doubles de ces deux homographies sont ceux que nous venons de trouver.
D'après une proposition connue, si (^) et (^^) sont deux éléments correspondants, la distance (0^)(0^^) aura une valeur constante, qui sera la grandeur du mouvement; si (i) et {^) sont
de même deux éléments correspondants, la distance (Q^)(Q^^) aura la même valeur constante, [Ji étant remplacé par m. En orientant de façon correspondante les éléments (O^) et (0.2?^), qui sont correspondants, on trouve
cos -^ — , sm^ -i- = — -;
2 i |Jt. -2 CO 11 IX 2 0)
la dernière formule contient un radical dont la détermination correspond à l'orientation de O ; la première donne la signification de i — CO = o.
De plus, les distances O^ et Ox' sont évidemment égales, et
de même les distances Oç et Q^' ; comme le lieu de (x), quand Ox est donnée, est manifestement une série quadratique, bitangente d'ailleurs à F aux deux éléments doubles du mouvement autres que O, la remarque faite plus haut sur la condition j^ — di^ = o devient évidente. Ajoutons qu'une telle série quadratique ne change pas par la substitution a-, comme l'absolu.
On peut, s'il est nécessaire, simplifier l'étude d'un mouve-
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ment en supposant que O soit rélément fondamental 0^ ; alors C02 = co'j = o. On a
Û^l — COi 0)2 X\ , ^^2 = W| ^2 5 ^3 = ^2^ X'.^ ,
w =: a)i Wg , z: = toi 0) 2 -f- wf + oy'^ ,
cos^ ^T = —^ r^? sm- ^^ / _ ^ 1 - / V _
111^ 2Cl)iC0 2 '2f[JL 2 0JiCl>2
Examinons maintenant les cas particuliers.
Si ^' — 3co = 0, la racine to de l'équation en p est triple, et il ne lui correspond qu'un élément double de chaque espèce. Ce cas est limite du précédent; O ajDpartient à F et Q est tangent à F en O. Deux éléments correspondants (x) et (x') appartiennent à une même série quadratique surosculatrice à F en O, qui ne change pas par la substitution a*.
Enflu) si i-i- to = o, la racine to est simple pour l'équation en p et fournit, comme précédemment, deux éléments doubles normaux O et 0, qui ne se contiennent pas; l'équation en p a en outre une racine double — oj, à laquelle correspondent tous les éléments de Q et de O comme éléments doubles; l'homographie a- est donc ici une homologie involutive. On a
les formules simples données dans le cas général subsistent avec l'hjpo thèse CL)^ + w!, = o.
Toutes les propriétés générales des homographies s'appliqueront aux mouvements, sans qu'il soit nécessaire d'insister,
380. Les mouvements forment évidemment un groupe. Si deux mouvements successifs ont pour paramètres w/, 0J2, <^\, ^'2 comme précédemment, et, avec le même sens, 9^, 82, 9'^ , S^? ^^ mouvement résultant aura pour paramètres correspondants
Qj =0)1 61 -H o)'i 0-2, ^\ = 0)1 ô'j -H 0)i G2 ,
O2 — 0)281-1- 0)2 G2 5 ^2 — ^2^1 + ^'2 82 ; d'ailleurs
O1O2 — ^2^1 = (WiO)2 0)2 0)i )(ôi 62 8281 )•
Ces formules, qui donnent la loi de composition des mouve-
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ments, s'obtiennent aisément en composant les deux substitutions linéaires suivantes, qui s'appliquent à des variables binaires (A),
A| = a)| A I -f- to 1 A 2 , A j = 01 A j -f- G I A 2 ,
A 2 =^ t02 A . --\- tO^ '^ 9 j A 2 — ^ ^2 '^ 1 ~i~ ^2 2'
et qui donnent, en effet,
A 1 = Lil A A — }— 12 j A 2 5 A 2 = 122 ^ 1 ~T" i2 2 A 2 •
Ce fait est rendu évident par la remarque suivante : si l'on considère un élément (ce) de l'absolu et que l'on suppose œ\ = 2X4)^2? ^2=^^, ccs^'kl^ cet élément devient, après la transformation a-, (^^), et si les (V) sont les paramètres correspondants, on a précisément
Ai= (jûiAi -H uù ^A^)
X2 =^ WgX'j -H 0)2 Xg.
L'étude du mouvement a- est donc liée d'une façon fort simple à celle de l'homographie déterminée par cette dernière substitution sur l'absolu; les invariants de cette homographie sont d'ailleurs to^ -f- co^ =: \^i -{- oj et co.
Cette remarque permet d'écrire facilement la substitution aquand F est donnée sous une forme quelconque : il suffira d'exprimer rationnellement les coordonnées d'un élément de F en fonction de )v^ et }v27 d'effectuer la substitution linéaire précédente sur les (X), et finalement de remplacer \'^^ aV^V^, X'^ par leurs expressions linéaires en fonction des (x^).
381. Les mouvements formant un groupe à quatre paramètres, on peut, pour ce groupe, construire des invariants absolus d'un système ternaire S quelconque. En gardant les notations du Chapitre I, ces invariants seront distincts en nombre P — 4? en général, et seront les solutions de quatre équations aux dérivées partielles qu'il sera toujours facile de former en remarquant que le groupe contient quatre substitutions infinitésimales qui correspondent aux substitutions infinitésimales de la substitution binaire générale relative aux Çk) définie au numéro précédent.
Dans le cas étudié précédemment, où F = ^^ — /[XoCCsy ces
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quatre équations, formant un système complet, seront
AiiF -H 2A22F = o, 2A12F H- A31F = o,
A11F-H2A33F =0, aAisF -H A21F = o.
On fera sur ces invariants métriques absolus les mêmes remarques qu'en Géométrie binaire.
On pourra les former en adjoignant au système S les coefficients de l'absolu, et prenant ceux des invariants absolus ordinaires du système S^ ainsi formé qui sont homogènes et de degré zéro par rapport aux coefficients de l'absolu. Il en résulte que les équations aux dérivées partielles qui les déterminent pourront être formées de la façon suivante en général. On considérera les neuf équations
ahf-^.f,, — H- F,2^-^+ ^^'wrr''^
A F^ F ^^ -u F ^^ > oF ^^ ^
^Fi3 '' ^F23 "" ÔF
on leur adjoindra l'équation
qui exprime que l'invariant F est homogène et de degré zéro par
rapport aux coefficients de l'absolu, et entre ces dix équations
,1- . , . , àF ôF ^ ^ . .
on éliminera les quantités -Tp—. •••? jet- y •*•• ^n trouvera ainsi
les quatre équations cherchées. On remarquera que les symboles A/yF employés plus haut se rapportent uniquement aux éléments du système S, et qu'au surplus il n'y a pas de confusion possible sur la signification de la lettre F, déjà employée pour désigner l'absolu.
Si, par exemple, on a
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les quatre équations cherchées seront
AiiF4-A22F -f-AssF = o,
A23F — A32F =0, A31F — Ai3Fr=0, Ai2F-A2lF=0
382. On envisagera de même des invariants non absolus, qui se reproduiront à une fonction près des paramètres des substitutions qui caractérisent les mouvements. Dans le cas où l'absolu est
ils vérifient les équations
A11F-H2A22F =r JJlF, 2A12F-I- A31F =0,
AiiF + 2A33F= [JlF, ,2Ai3F + A2iF=0,
jji étant une constante quelconque. Ils se reproduisent multipliés par wH'. On pourra les former en cherchant les invariants ordinaires du système Si précédemment indiqué, et excluant le discriminant de l'absolu.
Ces invariants sont indépendants en nombre P — 3 en général; ce sont les invariants absolus du groupe particulier de mouvements pour lesquels co = i .
Les invariants métriques absolus ou ordinaires correspondent aux propriétés métriques absolues ou accidentelles du système S.
383. De même que nous avons étudié les mouvements, on pourrait chercher des réciprocités dans l'espace E^ telles que l'absolu restant le même, et les constantes m et ^ étant échangées, la distance de deux éléments correspondants reste la même; par suite l'absolu serait changé en sa série tangentielle. On voit tout de suite qu'on obtiendra toutes ces réciprocités en faisant d'abord un mouvement, puis en remplaçant chaque nouvel élément par celui qui lui est normal, c'est-à-dire en employant une réciprocité involutive, dans laquelle les éléments correspondants sont pôle et polaire par rapport à l'absolu. Nous n'insisterons pas sur l'étude de ces transformations.
III. — Les cercles
384. Les formules de la Géométrie métrique ternaire générale permettent de retrouver facilement tous les -théorèmes de Géo-
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métrie sphérique élémentaire. Nous ne ferons pas cette étude, et nous développerons simplement quelques points particuliers d'une importance capitale.
Considérons une série ^quadratique de première espèce bitangente à l'absolu, de sorte que son équation pourra s'écrire
Nous pouvons dédoubler tout d'abord, en quelque sorte, cette série en deux autres orientées, puisque son équation nous permet d'exprimer y/— F^a en fonction rationnelle des coordonnées {x) et que l'on a y/ — F^.2= i\/¥x^ '- ces deux séries seront donc composées d'éléments orientés, et leurs éléments sont les mêmes, mais orientés en sens différent. Une telle série orientée sera donc
ai57i-f- «2^2-!- «3^3+ «4 / — Fx^ = o;
nous dirons que c'est une séi^ie circulaire de première espèce, ou simplement un cercle; l'équation générale des cercles contient d'une façon linéaire et homogène quatre paramètres a^ , a2, ag, a4 ; le cercle correspondant à un système de valeurs de ces paramètres sera désigné par Ca ainsi que le premier membre de son équation, et ses coordonnées seront les (a).
Les séries linéaires sont des cercles particuliers pour lesquels a4 = o ; l'absolu est aussi un cercle particulier.
Le discriminant du cercle 0^ est celui de la forme quadratique
que nous écrivons en considérant a^, a2, as comme des coordonnées ordinaires de seconde espèce; sa valeur est a^(<ï>a2-|- Da^).
Le facteur $a-+Da^ est une forme quadratique contenant les quatre variables (a), et que nous désignerons par r^^ ; quand cette forme s'annule sans que a/, soit nul, le cercle se compose de deux éléments tangents à l'absolu, à éléments orientés.
Si de plus a4 est nul, ces deux éléments coïncident.
385. La série tangentielle de (a |^)2 -i- a4F^2= o est, après
suppression du facteur -Yr^'>
on peut comme précédemment dédoubler, ou orienter, cette
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série, en fixant la détermination da radical \J — F^S on obtient ainsi une série circulaire de seconde espèce, ou cycle^ d'équation
^al -H s/— ^ar /— 4>^2 = o ; ce cjcle est dit équivalent au cercle Cal ses coordonnées sont
^a,, ^a,, ^aa, \/ ~ ^ a.-
Le cycle équivalent à un cercle est complètement défini par la détermination de \/ — r^^; on dit alors que le cercle Ca est luimême orienté.
Si Ta-^^ o, le cycle équivalent au cercle C^ est une série linéaire, l'élément double de Ca.
Quand a4 =: o, le cercle Ca se réduit à une série linéaire (a), et n'a pas à proprement parler de cycle équivalent; cependant l'équation ci-dessus, obtenue après suppression du facteur a^, nul dans le cas qui nous occupe, garde un sens, et définit un cycle décomposable composé des éléments communs à l'absolu et à (a), qui est dit encore équivalent di (a). Ici y/ — V^} se réduit à dz y/ — <ï>a2, et, en efl'et, la connaissance de ce radical oriente l'élément (a).
Si l'on considère directement un cycle F^, d'équation
on sera amené de la même façon à définir son discriminant
aJD(F^2H- T)a1) ou a\ï)Ga^] la détermination du radical sj — G^^ oriente le cycle. La forme équivalente à [a\ i)^+ ^l^l^ est, après suppression du facteur — aj,
et le cercle équivalent au cycle donné orienté est
Fao: -+- \/— Ga' /— F^- = O ;
l'orientation de ce cercle, que nous désignons pour un instant par Ca', est obtenue en faisant s/ — T^'^= Da/^, De même Forientation du cycle Ta'
*a^ -H /— To^2 /— <î>^2 ^ o,
équivalent au cercle Ca, est déterminée en faisant \/ — Ca'2= Da.,
Hosted by
4l6 LIVRE II. — LA GÉOMÉTRIE TERNAIRE.
Ce seront toujours les cercles que nous supposerons donnés directement.
387. Etant donné un cercle Ca, fixons encore la détermination
du radical y — ^a-j de façon à orienter la série linéaire (a), dont la signification géométrique est évidente. L'équation du cycle équivalent s'écrit
— ^a.^ ^ y/— Tg.
OU encore
de même, si (a) est normal à (a), de sorte que
(^f'i -= ^ap \/—Pa^- = y/S /— *a^,
l'équation du cercle Ca s'écrit
cos
^im ^_K^,/_F^, /-^a^-
Il y a plus : on peut orienter [ax)^ en faisant
et de même (ol^), en faisant
et, par suite, il vient
. ace y/— ^0/2 . aP «4 \/D
sm— ^- = ^, sin— 7^ = -
'2im ^—^^2 2t[J. /— <i>a2
Si nous posons
«4 y/O . v/- Ta^ ros p — . " , sinp—
nous avons donc, à des multiples près de 4^^^'^ ^t 4^^-^?
aw = iimp^ aç — 2t[j(,p; 2?7?2p est appelé le rayon du. cercle C^; (a) est le centre du
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cercle Ca- -De mêmCj le cycle F^, équivalent au cercle Ca, a pour centre (a), et pour rayon 2 1^1 ^ p
Quand on change le signe de \/— ^a^, le rayon augmente d'un multiple impair de 21/7171 ou 211111.
Qaand a^r^o, de sorte que le cercle Ca devient une série linéaire (a), son centre est Félément normal à (a), et son rayon est ±: imn, suivant que \/ — r^^^ ± y/ — ^ql--
Si le cercle Ca est décomposable, son centre est son élément double, et son rayon est o, en choisissant convenablement l'orientation du centre : on dit que c'est un cercle de rayon nul.
Quand ^^- = 0, la série (a| ^)^' + a^'F^2 = o est surosculatrice à l'absolu; son centre est l'élément de contact de (a|^) = o avec l'absolu; son rayon est essentiellement indéterminé.
388. Considérons deux cercles Ca et Cp, ainsi que les cycles équivalents Ta et F^.
Les deux cercles Ca et Cp ont deux éléments communs, appartenant à la série linéaire Caj3
Ga __ G^ ^ (a|^) __ (Pl^)
c|ui contient (ap), et par suite est perpendiculaire à (ab).
L'élément commun à Ca^ el{ab) est le milieu évidemment intérieur de la distance des deux éléments communs aux deux cercles, le milieu extérieur de cette même distance étant (a[3).
Si (i) et (ïi) sont les éléments tangents orientés aux deux cercles en un de leurs éléments communs, et si l'on désigne leur
distance par distance CaC^ des deux cercles, on a sans peine
GaGft — TaS
COS
2^p. vZ-FaV-Fp où Fap est la forme polaire de Fa^.
On a aussi
. GaGp v/Dv/F(aP)^-i-(a|*(3^— 2a4?,<ï>a[3+R*aO
sm-
2^> V-FaV-Fs
et la détermination précise du second membre dépend de Félément commun choisi.
An.
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De même les deux cycles Ta et F^ ont deux éléments communs appartenant à la série linéaire Tab
et l'on fera les mêmes remarques que précédemment.
La distance r^r^ des deux cycles, définie comme distance des éléments tangents en un même élément commun, est donnée par
cos-
DcfiPi
389. Quand on a F^jb = o, on dit que les deux cercles C^ et Cp sont orthogonaux ; de même les deux cycles Ta et F^ sont orthogonaux quand on a
On a en même temps
COS 7-^ = COS : • == I
Il IX 11 m
et l'on dit alors que les deux cercles, comme les deux cycles, sont tangents; la condition de contact est donc
Ta^ -h s/— Ta^ /— Ti^^- = o,
OU encore, en introduisant les rayons r et 5 de Ca et Gp, ab^^±{r — s) {moà^imiz).
Quand on a de même
ab = ±i{r-\- s), ou
ab ^ limiz di:(7' •+• s), on a
GaCp
COS r-*- = — I,
ou
YaTb
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De même, la condition d'orthogonalité s'écrit
ah r s
COS' — ; — = COS -. — COS r— i
1 im 2 im 1 im
et plus généralement, on a
ab r s
COS — -. COS — -. — cos-
GaGs '2iin 11771 iim
COS— ^^— tl = ., -,
iiu . r . s sm — ; — sin : —
2 im 2 1771
ah . r . s
COS — -, sm — 7— sm -
r^r^ 2im 2im 21771
COS — -, —
COS — ; — COS — ; — 2 mi 2 1771
Quand on a rp2=:o, c'est-à-dire quand C^ est de rajon nul, la formule qui donne G^Gp n'a plus de sens; mais on remarquera que, sin — ^- tendant vers zéro, on peut écrire
lim sm — r— COS — r-^ i = — ' lim I 2 sm — ; — sin2 .
\ 2 1771 2 1 IX y \ 2 1711 [\l]X
ah 7'
COS — ; COS
sm — -. —
La condition d'orthogonalité exprime ici que le cercle Ca contient le centre (6) du cercle de rayon nul Gp.
Si Ga est aussi un cercle de rayon nul, on a
,. / . r . ^ . GaGg \ ab . ^ ah
— hm 1 2 sm —r— sm — r— sm^ ^ . ' I — — i -h cos — -r— ~ — 2 sm^ — v— '
Dans les mêmes cas, on a ah
COS ;
cos-^ —
cos-^—
VaTb ab
COS ; =: cos -. 5
et la condition d'orthogonalité exprime que (6) appartient à (a). On fera des observations analogues dans les autres cas particuliers possibles.
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On voit que si [x) est un élément d'un cercle Ca, l'élément tangent à ce cercle en [x) est perpendiculaire à [ax).
Si {x) est orienté et est le centre d'un cercle de rayon nul, Cp, on a
ou bien, en menant par [x) un élément tangent à C^^ dont l'élément de contact soit (^),
xt — (a\ x)
iim ^(4/— F^2 ou
xt _ a4 / — F.^2 -1- ( a I 37 )
2 sin-
ce qui donne une interprétation simple du premier membre de l'équation du cercle C^.
On en déduit, par exemple, que l'élément G^p défini plus haut est le lieu des éléments {x) tels que, si {xt) et [xt^) sont tangents à Ca et Gp, {t) et {t') étant les éléments de contact, on ait
xt±xt'^o (modaTr).
L'équation de cet élément montre aussi que c'est le lieu des éléments {x) tels que
ax
COS r—
bx
COS — -. — 2 un
cos-^ — iim
s COS — ^- 2im
On peut multiplier les remarques analogues.
390. Trois cercles G^, Gp, Gy déterminent trois éléments Gpy, Gyaj Gap, qui, d'après leurs équations, sont évidemment alignés en un élément dont les propriétés sont évidentes.
On en dira autant des cjcles équivalents.
Ges trois cercles déterminent aussi un réseau de cercles
XiGa-T- ^2Gp-(- X3Gy = O.
Les coefficients des équations de ces cercles vérifiant une même relation linéaire et homogène, il est évident que tous ces cercles
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seront orthogonaux à un même cercle Gg facile à déterminer. Ce réseau contiendra en particulier un faisceau de séries linéaires, auxquelles appartiendra le centre de Gg, qui est par suite l'éJément commun à tous les éléments tels que Gpy, obtenus en combinant deux à deux les cercles du réseau. Le réseau contiendra aussi une infinité simple de cercles de rajon nul, et le lieu de leurs centres sera évidemment G§.
391. Deux cercles Ga et Gp déterminent un faisceau de cercles
qui ont tous en commun les deux mêmes éléments. Tous ces cercles sont évidemment orthogonaux à tous les cercles d'un second faisceau conjugué du premier; le premier faisceau contient une série linéaire GaS? lieu des centres de tous les cercles du second faisceau. Il contient aussi deux cercles de rayon nul dont les centres appartiennent à {ab)^ et sont communs à tous les cercles du second faisceau; ces deux centres sont conjugués harmoniques par rapport aux centres de Ga et Gp, si ces deux cercles sont orthogonaux.
On peut multiplier, pour ainsi dire, indéfiniment ces propriétés des cercles.
392. Considérons trois cercles Gp, Gy, G§, et cherchons le lieu des éléments (a) relatifs aux cercles Ga pour lesquels on a, en supposant dans tout ce qui suivra, pour simplifier l'écriture, iim^=. 1 i p. = T ,
cosGaCp cosCaGy cosCaCg
\^ u, V étant des constantes données.
Si p est la valeur commune des rapports précédents, on a
<ï>a[3 4- D «4 ^4 -H pX y/ — ^ cf? sj — T^^ = o,
et deux équations analogues.
Le lieu cherché est donc l'élément linéaire
*a(3 ^4 >^ y/— Tp.
[j, y — Fya
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Cette série linéaire contient un élément linéaire fixe, quels que soient X, [x, v, déterminé par
déjà considéré précédemment.
Tous les cercles répondant à la question forment un faisceau, puisqu'ils vérifient les relations
Si Ce est un cercle du réseau (Cp, Cy, Cg), on a évidemment en faisant
C£=: WiG^-H WoCs^- W3C8,
cos GoiCs
v/-rs^ v/-r,. v/-r,.
de sorte que tous les cercles C^ jouent le même rôle.
Si l'on se donnait un quatrième cercle quelconque Q, et que l'on voulût déterminer C^ de façon que
cosCaCp cosGojGy cosGccGg cosG^G^
X ~ (i- V TT
% étant une nouvelle constante, un seul cercle répondrait à la question.
Si l'on considère les cercles (a) tel que l'on ait simplement
cosGctGft cosGaGv
p étant arbitraire, on voit qu'ils forment nn réseau; d'ailleurs comme plus haut
cosGaGg
Wj A '- + W2 [Jt •
siCgest un cercle du faisceau (Cp, Cy) tel que Cs= ci)] C(3+ 0)2 Cp. Si p est donné, cosC^Cg est donc constant; en particulier, il sera
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égal à I pour deux valeurs de (wi , 02 ), et l'on peut dire que si un cercle variable C^ est à une dislance constante de deux cercles Cft, py, il est aussi à une distance constante de tout cercle du faisceau (Cp, Gy) et, en particulier, il est tangent à deux cercles fixes de ce faisceau.
On pourra répéter les mêmes propositions relativement à des cycles.
Si l'on envisage deux systèmes de quatre éléments (a
(jB), (y), (S) et (a), ((3^), (y')^ (§0? ^^ multiplication des deux matrices
Ti
et
donne, en faisant, comme plus haut^ 2 im = 2i]j. = 1.
cosaa' cosaj^' cosay' cosaâ'
cos^a' cos^fi' cospy' cospô'
cosya' cosyP' cosy^' cosyS'
cosSa' cosSp' cosSy' cosSS'
Nous désignerons, pour abréger, le premier membre de celte
formule par Icosaa^l/,.
Si, de même, on considère deux systèmes de n éléments (a), (P), . . ., d'une part et (7/), (j3^), . .. , d'autre part, on aura, en adoptant une notation analogue,
|cosaa'|,i = o, pour ^ ^ 4 •
Envisageons maintenant deux systèmes de n cercles Ga, G^, Gy, . . . , Ga', Gp', Gy', . . . , dont les rayons seront r^j /'p, '"y? . . • ?
^a', fy, fy, —
En employant des notations analogues aux précédentes, et multipliant des matrices dont les premières lignes seront respectivement a^, a2, ag, a4, et ^^' ^ ^^ , <ï>c<' , Da'^, on trouvera d'abord pour ^z^ 5, la relation simple
IcosCaCa' « = o.
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Si /i << 5 , une opération analogue donnera, en multipliant ensemble des déterminants ou des matrices analogues aux matrices précédentes, mais dont le produit ne sera plus nul, la relation
suivante, où Ton a tenu compte de [cosaa^l/, = o, et de l'identité
de |<î>aa'|3 avec le produit D^(a'^y)(oL^ ^^Y) :
|cosaa'j^ cos/c
COS^ct' T
|cosGaG'^
OÙ la notation employée au numérateur du second membre désigne
le déterminant |cosaa'|,ï bordé par une dernière colonne formée de cosTa? cosrp, . . ., i et une dernière ligne formée de cos/^a',
COS/'p', . . ., I.
Si d'ailleurs n ;> 4? on a évidemment
I cosaa \n cos7'(x cos^a' 1
de sorte que la formule précédente est générale, la valeur de ses deux membres étant zéro pour /2 >> 4*
Cette formule générale a de nombreuses applications évidentes. Signalons seulement qu'on peut faire coïncider partiellement ou totalement les deux systèmes de cercles. On peut aussi supposer que Gc4, par exemple, devienne l'absolu; alors on peut prendre
cotang/'(x = — \/~ 1? cosCaCa' = cotangra' / — h
Ca' peut aussi devenir l'absolu.
Si Ca est une série linéaire, cosra==o.
Si Ca est un cercle de rayon nul, on remplacera
cosaa
sm 7'a
sin/^aCOsCaCa' par
cosaa — cos/'a' sinra'
Une formule tout analogue aura lieu pour les cycles équivalents aux cercles donnés.
394. Procédons comme précédemment, mais en employant des déterminants ou matrices dont les premières lignes soient respectivement ai, a2, as, a,,, \/—Ta^ et ^ol\, ^t,^ ^a'3^ ^a',, \/ — ^a'S on
Hosted by
CHAPITRE XV. — LA GÉOMÉTRIE MÉTRIQUE TERNAIRE GÉNÉRALE
obtiendra de la même façon, en tenant compte des résultats déjà acquis et employant des notations analogues, la relation générale
|cosaa'|,i
cosTa
smra
COS/'a'
sin/v
1 sin2
2 \n sm/^a sm/^p . . . sm/^a' sm/^p' . . .
la valeur commune des deux membres étant zéro pour /2 >> 5. La notation du second membre correspond comme plus haut à un
déterminant d'ordre n -\- i obtenu en bordant jcosaa'l;^ de deux lignes et deux colonnes suffisamment indiquées.
On aura, comme ci-dessus, de nombreux cas particuliers, mais on peut en signaler d'autres. Si l'on suppose, G^ n'étant plus un cercle, que l'on ait
«1 =r «2 = as = «4 = O,
la quantité ^ — V^^^ n'étant pas nulle, la formule subsistera si l'on
fait
. « ^oL^a.' cosrQ^ cosaa'
'2 sin2 ^ =1 — —^
sinrc( sinr^
On pourra en faire autant pour Ca'.
Si l'on suppose de même, Cp n^étant plus un cercle, que l'on
ait p^ = j32= 63 = y/ — Fp^^o, la quantité [^4 n'étant pas nulle,
la formule subsiste, à condition de remplacer 2sin-— ^ — ^sinrp par cot/^p', cosrppar i, sinr^et cos pp^par o. Si Ton en fait autant
relativement à Cp', on remplacera en outre 2 sm'^— ^- — ^sin;^^ sin;'^'
par I .
Si l'on remplace à la fois Ca et Cp comme nous venons de l'in-
diquer, on aura a remplacer 2 sm^^ ^ sm/'p par o.
395. Les formules qui précèdent permettent de résoudre simplement la plupart des problèmes que l'on peut se proposer sur les cercles. Nous allons en donner quelques exemples.
Supposons d'abord que l'on cherche un cercle Ga dont les distances à trois cercles donnés Gp, Gy, Gs soient données; on
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pourra déterminer son rayon par la formule
— i cot/'cc cot/'p cotTy colr^
cot/^cc I cosGûcGg cosGûcGy cosGo^Gg
cot/^^ cosGaGjB
COtTy cosG^Gy cosGj^Gy
cosGgGy cosGpGg I cosGyGs
cot/'g cosGoiGg cosG[3Gg cosGyGg i
c'est une équation du second degré en cotra; le problème a donc deux solutions.
Si (^) est un élément du cercle G^, on peut le considérer comme un cercle de rajon nul, et l'on a la relation
cos bec — cos7^ft coscx — cos;v cos<i.r — cos/^g
sin/'g
cosGaGp
cosGaG
cosGaGg
cosbx — cosrp
COSC^ — COSTy
sin Ty
cosdx — cos/'g sin 7^g
cosGaGp
sGpGy
cosGpGg
cosGc^Gy
cosGftG
cosGyGg
cosG^Gg cosGpGg
cosGyGg
où (b)^ (c), (d) sont les centres de Gp, Gy, Gg. Ge sera l'équation du système de deux cercles répondant à la question. Quand on a
cosGaGp = cosGaGy= cosGaGg=:ô,
l'équation en cot;^^ i^e contient pas de terme en cotr^, et l'on a un seul cercle répondant à la question; le second membre de l'équation précédente est un carré parfait, comrne on le vérifie sans peine.
L'équation du cercle orthogonal à Gp, Gy, Gg s'obtient directement sous la forme
*Ti *T2 *T3 *0i ^o. *Ô3
Xi X2 ^3 /— F^^
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Dans le cas général, on peut aussi écrire l'équation du cercle qui correspond à une racine de l'équation en cotra sous la forme
cosbcc^
cosr^
sinrp
COSCCÛ —
cos /'y
sinry
cos dx —
cosrg
COt/^Oi COt/^p C0t7"y C0t7^§
I cosGaG^ cosGocGy cosGaGg
cosGaGp T cosGpGy cosCpGs
cosGocGy cosGpGy
cosGy Go
sm rg
cosG^Gg cosGpGg cosGyGg i
Si deux cercles G^ et Ca' sont tels que l'on ait
cosGaGp = X, cosGaGy = [j., cosG^Gô^v, cosGa'Gs=)/, cosGa'Gy = [Ji', cosG^'G^— v',
on aura la relation
cosGo{
Ga'
cosGaGa'
cosGpGy
cosGpGg
cosGpGy cosGpGg
cosGyGg
cos Gy Gg
de sorte que cosCaCa' n'a que deux valeurs.
Comme il existe deux autres cercles C^w et Ca'(0 jouissant des mêmes propriétés que Ca et Ca', on voit que l'on a
COsGaGa' = cosGaO)Ga'W,
cos Ga Ga'(0 = cos Ga(0 Ga',
propriétés qui seront rendues évidentes par la suite.
Le problème que nous venons de résoudre contient de nombreux cas particuliers dont il suffira d'avoir signalé l'existence.
396. Envisageons quatre cercles Cp, Cy, Cg, Cg et cherchons un cinquième cercle Ca, tel que l'on ait
sGaGp cosGaGy cosGaGg cosGaGs
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)., |j., V, 7î étant des constantes données. Si p est la valeur commune des rapports précédents, on aura, pour déterminer p, l'équation
cosGpGy
cosGpGs cosGy G§
cosGpGc
cosGpGy cosGpGg
cosGyG.
cos GyGg
cosGgGe
TT cosGpGs cosGyGr cosGgGe r
Le rayon de C^ sera déterminé par l'équation
COt/'cC COt/'Q
colr^
COt Tg
I cosGftGy cosGj^Gg cosGpGr
cosGpGy
cosGyGg cosGyGs
cosGpGg cosGyGg
I cosGgGe
t: cosG^Gs cosGyGc cosGgGe i
L'équation même de Ga, déterminée directement, sera
Dp»
Dy*
Xv/-rp=
397. Supposons que les quatre cercles Gp, Gy, Gg, Gg soient tangents à un même cercle; on aura alors, en faisant
X = [jL = V = TT et pX = I,
après quelques transformations évidentes
sin^
GpGy
. GpGg sin2— i- —
sin2— î- —
. GsGy
. GyGg
sin2_J —
. GpGg
GyGg
. GgGe
sin2
. GsGs sin2 ^
GyG.
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OU bien
. GsGv . GgCs . CftCg . GsGy . GftGe , GvGg
n 1 sm— ^- — - sin dr sm— *- — sin dr sm— ^- — sin —
le symbole II indiquant un produit.
Cette formule s'appliquera en particulier à des séries linéaires tangentes à un même cercle, et correspondra alors au théorème de Ptolémée.
Elle permettra aussi d'écrire simplement l'équation des deux cercles tangents à trois cercles donnés.
Si un nouveau cercle est tel que Gp, Cy lui soient tangents^ Cg, Cg quasi-tangents, on aura de même
. GpG^ . GôGs_^ GpGô G,Gy GpG. ^ GyGô\
n sin— ^- — ^sm =fc cos— ^^ — cos dz cos— ^- — cos— J — — o.
De même si Cp, Cg sont tangents^ Cy, C^ quasi-tangents à un nouveau cercle, on aura
GftGy GgGs . GftGg , GjGy G^Cs GyGg\
m cos— ^- — - cos dz sin— ^- — sm dz cos— ^- — cos — ' — ■ = o.
Les hypothèses précédentes ayant lieu simultanément, on peut
choisir les signes des quantités telles que cos ^ ^ et sin J— I de façon à avoir
. GftGv . GgGs . GsGg . GsGy . GsGs . GyGg sin_J:^ — L sin -f- sin ^ sin_ L -f-sin_i:î — sin— ^ = o,
GftGy . GgGs GsGg GeGy 0^0^ GyGg
n~^- — - sm h cos-^- — cos -h cos— ^- — cos— ^ — = o,
si
GftGy GgGs . GftGg . GsGy GftGs GyGg cos— =- — - cos ■ -+- sm— ^- — sm dz cos— ^ cos — - — = o ;
si alors, dans la troisième formule, c'est le signe inférieur qui existe, on en déduit
GftGy GgGc GftGg GcGy . GftGj , GyGg cos— ^- — - cos h- cos— ^- — cos — sm— ^- — sin— ^ = o,
et l'on en conclut qu'il existe encore un cercle tangent à Cp, Cs quasi-tangent à Cy, Cg.
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De cette remarque résulte la proposition suivante : Si l'on considère les quatre systèmes de deux cercles tangents à trois cercles donnés, ou bien tangents à l'un et quasi-tangents aux deux autres, on pourra former, en associant convenablement quatre de ces cercles, un de chaque système, huit groupes de quatre cercles, qui seront ou bien tangents à un nouveau cercle, ou bien deux d'entre eux tangents, les deux autres quasi-tangents à un nouveau cercle.
C'est le théorème de Feuerbach dans toute sa généralité.
398. Soient donnés trois cercles Ga, Gp, Gy, et cherchons trois
autres cercles Ga', Gp', Gy', tels que les cosinus des distances Gp'Gy',
Gy'Ga', Ga'Gp'^ Ca'Gp, Ga'Gy, Gp'Gy, Gp'Ga, GyGoc, Gy'Gj3 soient connus : c'est le problème de Malfatti dans toute sa généralité.
Les relations entre les distances mutuelles des cercles des deux groupes Ga, Gp, Gy, Gp', Gy' et Gp, Gy, Ga', Gp', Gy' déterminent
cosGpGp' et cosGyGy' : il y a d'ailleurs huit solutions. On achève alors facilement, et l'on trouve seize solutions.
Dans le cas du problème de Malfa tti ordinaire, on a, par exemple ,
cos Gp' Gy/ = cos Gy G^/ — cos Gc^' C^' ~ — i , cosGa'Gp = cosG^'Gy = = i.
Dans ce cas, G^' étant tangent à Gp, Gy et quasi-tangent à Gp', Gy', en posant
il vient
en utilisant les relations analogues, on peut écrire
COSGpGy :
cosGy Ga
COS Ga
COSGy
cosGojG^t' :
cosGpGp/
1 + ^ = ii=
•lit \/2{
et les formules analogues; les radicaux ont des déterminations arbitraires, et s = ±: i .
On a ainsi seize déterminations pour x, y^ z] mais, en se servant des relations laissées de côté, on voit qu'il faut prendre s = i, et il ne reste que huit déterminations.
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Le problème s'achève sans peine, sans qu'il soit utile d'insister.
399. Soient deux cercles Cq et G] tels que le cosinus de leur distance soit a, et considérons les divers cercles G' dont les cosinus des distances à Gq et G| sont b^ et b»,] à l'un de ces cercles, GJ^, on peut faire correspondre deux autres cercles G^^_.^ et Gj^^^ dont le cosinus de la distance à G)^ soit une constante donnée i^.
Entre les cercles G' existe par suite une correspondance doublement quadratique symétrique. Si donc on part d'un cercle G,^ pour obtenir successivement G^^^^, C,i+2^ •••? ^'n+hi •••5 ^^^ cosinus des distances G,'^G/^^>^, ^'ii^n+^^ • • *' ^'a^'n+ki • * • seront, quel que soit G,^, des constantes 4? H) •••? 4? dépendant des invariants de la correspondance doublement quadratique que nous venons de signaler.
Il est facile de calculer ces constantes successives immédiatement. En effet les cercles Gq, Gi, G,'^, ^u+m ^n+k donnent
bo
bi
bi
bi
ih
ik-h
Nous savons que, en général, les cercles G^ seront tangents à deux cercles du faisceau (Gq, G^); si nous supposons que ces cercles soient précisément Gq et G,, on aura simplement, en remarquant que I — a ne peut être nul,
(i — ihY -h (i — i/cY + (i — h-hY — 2(1 — ih){i— i/c) — 2(1 — 4)(i — i/c-h)
d'où l'on tirera d'abord,
I— 4==4(i — h) puis
(i —ih){i — ik){i — i/i-h) ■■
(i-^OS
(i — 4+i)(i — in-i) = {in— iiT^;
si 4=^ i? c'est que G'^^^ coïncide avec G,^; la série des cercles G^ se ferme d'elle-même.
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Remarquons que tout ceci peut être facilement rattaché aux propositions analogues que nous avons rencontrées en étudiant l'ensemble de deux séries quadratiques. En effet, le lieu des centres des cercles G^ est une série quadratique facile à définir, et si l'on considère deux cercles consécutifs G',^ et G'^^^, l'élément de seconde espèce défini par leurs centres a lui-même pour lieu une série quadratique.
Nous ne développerons pas davantage les applications qui précèdent : elles suffisent pour montrer l'emploi des formules générales, et notre but n'est pas de retrouver toute la Géométrie métrique.
Observons d'ailleurs que la théorie des cercles n'est autre que celle des séries quadratiques bitangentes aune série quadratique donnée, présentée d'une façon particulière. Tout ce que nous avons dit pourrait donc être sans peine énoncé d'une façon différente et fournir de nouvelles propositions plus générales, au moins en apparence.
IV. — Les substitutions conformes. — Les hypercercles
400. L'équation d'un cercle contient d'une façon linéaire et homogène quatre paramètres ai, a2, «3, «4 qui sont les coordonnées du cercle. On peiit donc envisager les cercles comme les éléments constitutifs d'un espace à trois dimensions, et leur appliquer toutes les propositions de la Géométrie quaternaire, qui seront exposées plus tard. Il est cependant nécessaire de fixer, dès maintenant, notre attention sur quelques points spéciaux de la théorie nouvelle qui résulte du rapprochement que nous venons d'établir.
Si l'on soumet les coordonnées (a) d'un cercle à une substitution linéaire quelconque, on transformera un cercle quelconque en un autre cercle, et toutes les théories de la Géométrie quaternaire générale, c'est-à-dire projective, trouveront ici leur application. Mais, parmi toutes les substitutions linéaires possibles sur les (a), celles qui ont un intérêt en Géométrie ternaire seront celles qui pourront être considérées en même temps comme des transformations, non plus linéaires d'ailleurs, faites sur les élé-
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menls (x). Ce sont celles-là seulement que nous allons envisager, et ce que nous allons dire pourra être répété en partant des cycles, et considérant les éléments (i) au lieu des (x).
La condition qui caractérise les substitutions que nous avons en vue est évidemment qu'un réseau de cercles assujettis à contenir un élément donné (y), se transforme en un réseau de cercles assujettis de même à contenir un élément {y'). -Les cercles C^ qui contiennent (y) vérifient la relation
et, par suite, se transforment en cercles vérifiant une nouvelle relation linéaire
OÙ Von ohtient y\^ y[^y y.^^ y\ en appliquant à y,, JK25 J^s et y/ — Fj^ la substitution transposée de la substitution considérée. Il faut ici avoir
F(7'n72Jr3)-i-r? = o.
et, par suite, on voit que les substitutions transposées des substitutions considérées doivent conserver la série quaternaire définie par F(jKi, ^2,^3) '^yl'^ ^^? 1^^ (y) étant les variables auxquelles sont appliquées ces substitutions transposées.
Ceci revient à dire que les substitutions données doivent conserver la série quaternaire définie par F^^ =r o, puisque les (y) et les (a) étant considérées comme variables de première et de seconde espèce, F^^ est la forme équivalente à F(jri , JK2^ ./s) -f-JK^.
Les substitutions considérées sont donc celles qui, dans l'espace à trois dimensions rempli par les cercles, conservent un absolu dont l'équation serait F^^ = o^ et nous voyons par suite, immédiatement, que ces substitutions changent un cercle de rayon nul en un autre cercle de rayon nul, et jouissent de la propriété fondamentale de conserver la distance de deux cercles.
Les centres de deux cercles de rayon nul correspondants sont d'ailleurs liés l'un à l'autre comme deux éléments (x) et (x') correspondants.
40L Prenons l'équation de l'absolu sous la foi^me
F = — XI -\~ 4 ^2 ^3= o, An. — I. • 28
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et définissons un élément [x) quelconque par les paramètres Çk) et ([Ji) des deux éléments de contact avec F des éléments tangents à F qui contiennent (^), de sorte que
Les paramètres (à) et (ix) jouent dans ces formules le même rôle; maisj si l'on oriente l'élément (^), il n'en sera plus de même, car on a ¥x^ = — Ç^V'Yi ^^ donner un signe à y/ — Y^^ revient à détruire la symétrie qui existe entre les ().) et les ([Ji). Nous supposerons donc distinctes les deux séries d'éléments (X) et {]j.) qui constituent l'absolu, et nous prendrons sj — F^2=:(Xa). On peut dire encore qu'en orientant les éléments (^), on dédouble ces éléments, chaque élément (^x) non orienté donnant lieu à deux éléments orientés, suivant que l'on prend une détermination ou l'autre pour \J — Fx-] suivant aussi que l'on assigne le premier rang aux paramètres Çk) ou aux paramètres (ut) qui déterminent {x). C'est dans ce sens que nous avons déjà considéré un cercle comme une certaine série quadratique dédoublée.
L'équation d'un cercle G^ peut s'écrire
0^1 (Xi [J.2+ )^2P-i)-^ a2Xi{j.i-f- a3X2^.2-l- ^^4(^1 P-2— ^^2[^-i)= o;
ce cercle est de rayon nul si l'on a ici
Ta^ — — 4 af + 4 ^2 aa — 4 a| = o,
et, dans ce cas, le premier membre de l'équation précédente se décompose en un produit de deux facteurs linéaires, l'un par rapport aux (1), l'autre par rapport aux [\k) : ces deux facteurs, égalés à zéro, représentent deux éléments tangents à l'absolu.
Les substitutions que nous étudions sont assujetties à changer un cercle de rayon nul en un cercle de rayon nul; si donc, à l'élément {x) ou Çk) et ([a), elles font correspondre l'élément [x') ou (V) et (ix^), elles seront telles qu'elles établissent des relations linéaires entre les Çk) et les Çk') d'une part, les (a) et les {uJ) d'autre part, ou bien entre les ().) et les ([x^), les (p.) et les (V). On les obtiendra donc en posant soit
Xi = Œi \\ -f- cr'i X'2, [J.1 = Ti \J.\ + t'j fj.;,
A2 = <72 A I -4- (j'.y A2 , JX2 = T2 \i.\ -f- T2 (J-o 1
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soit
X 1 = Œi [X'i -h (j\ |J.2 , lXi=- Zi \\ -H Z\ Xg ,
I2 — ^2 P-'l + «^2 (^2 > [i.2 = ^^2 ^^'1 -H 1^2 Xg .
Les substitutions du premier type, que nous appellerons substitutions conformes j forment dans leur ensemble un groupe; deux substitutions successives du second type équivalent, au contraire, à une substitution du premier type.
Une substitution du premier type, par exemple, transforme le cercle Ca dans le cercle 0^', et J'on a
H (^2'C2'+~ "^i'S j + — (0-11:2+ CT^ T2— 0-2X1 — (T^T^i),
a2 — ai((Ji ^2 + <T2 'û.i)h- aoCT-i xi -{- ago-g 1:2 -i- a4(Œi ^2 — <T2 Ti), a 3 = a-i ( a\ t 2 + cr'g t^^ ) + «2 cr\ t\ + «3 a2 t 2 -I- a4 ( a'i ^'2 — cr 2 t'i ) ,
^4 — — V<^1'^2 C7iT2-i- «72X1 — CTg^i) -h — (^iTi OT^ Ti )
le déterminant de celte substitution est o-^t^, si a-o=:(a'o-^), To = (tt^). Quant aux (.z?), on a
072 = (7i Ti X'^ -{- <j\ t'i ^3
^373 = (J^ T2 ^'2 -h cr'2 T2 ^'3
-H - a2T'2(^;-f- /—F^'Oh- - cr'2T2(^'i — /— F;^.'.),
- (^1—/— F;r2)=z cr2 11:^2+ ^2 '^'1^3
On a des formules analogues pour les substitutions du second type.
Nous remarquerons qu'un mouvement peut être considéré comme une substitution soit du premier type, soit du second, dans
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laquelle les coefficients Ci, cr', , cr2, cr^ sont respectivement égaux aux coefficients t,, t, , T2, t'^. Si la substitution est du premier type, on a \J — F^^rrr g-q ^/ — F^'^; si elle est du second type, on a,
au contraire, \/ — F.^2== — g-q s] — F^'^.
Ainsi, en particulier, on peut passer des substitutions de l'un des types à celles de l'autre, en les composant avec la substitution simple
qui n'a d'autre effet que de changer l'orientation des éléments.
Les substitutions conformes déterminent un groupe à sept paramètres seulement, qui comprend en particulier le groupe des mouvements. A ces substitutions correspondent des invariants conformes^ absolus ou ordinaires, en nombre P — n ou P — 6 en général, pour un système dépendant de P éléments. Il est clair que l'on formera simplement ces invariants comme invariants multiples par rapport aux Çk) et aux (^a), quand on aura substitué ces coordonnées aux {x). C'est ainsi que la forme
ai(Xi [J.2-h ^^i\J'i) -f- CC2X1 [^1+ a.Xo 1^2 -f- a-, (Xi [j.2 — ^9 p-i) admet l'invariant multiple connu a2C/.3 — a'-^ + a^, égal à - T^},
Quand on considère les {x)^ une substitution conforme est une substitution linéaire sur x^^ x^i ^3 et \/ ~ F^^ ; il en est de même pour une substitution du second type.
402. Dans une substitution conforme, les quatre éléments tangents à l'absolu qui correspondent aux éléments doubles des deux substitutions faites sur les (X) et les ([j-) se correspondent évidemment à eux-mêmes et sont les seuls dans ce cas, tant que l'une de ces substitutions n'a pas une infinité d'éléments doubles. Par suite, dans le cas général, la substitution conforme détermine quatre cercles doubles, de rayon nul, composés des éléments tangents à l'absolu que nous venons de déterminer, pris deux à deux; les centres de ces cercles sont quatre éléments [x) se correspondant à eux-mêmes. Nous n'insisterons pas sur les cas particuliers, dont l'interprétation deviendra immédiate après l'étude de la Géométrie quaternaire.
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En général, les séries linéaires qui se transforment en séries linéaires contienoent an élément fixe de coordonnées
facile à déterminer en remarquant que a-, et a,^ sont nuls en même temps.
Etudions le cas spécial où la substitution est involutive; il faut et il suffît pour cela c[ue les deux substitutions faites sur les Çk) et les [\k) soient elles-mêmes involutives, c'est-à-dire que l'on ait
-4- (j^ = O, Ti -\- TT^ = O.
Si l'élément fixe commun à toutes les séries linéaires qui se transforment en séries linéaires n'appartient pas à l'absolu, nous pouvons le prendre pour l'élément fondamental 0|, et alors
cr, = T, ==0,
de sorte que l'on a simplement
Xi = c7'^x;, [j.i = x'i fj/g,
Les éléments tangents à l'absolu, déterminés comme éléments doubles de ces involutions, forment deux couples, et les éléments de contact des éléments de chaque couple sont conjugués harmoniques sur l'absolu par rapport à O2 et O3. En combinant les éléments de ces deux couples ensemble, on détermine deux couples d'éléments de première espèce A et B, A^ et B^, les éléments AB et A^B^ contenant O,. On voit aisément dans ce cas que tous les cercles doubles pour la substitution envisagée sont ceux des deux faisceaux déterminés par A et B, A^ et B^; ces deux faisceaux sont conjugués, et les cercles de l'un sont orthogonaux aux cercles de l'autre.
Si l'élément fixe commun à toutes les séries linéaires qui se transforment en séries linéaires appartient à l'absolu, on peut le prendre pour O3, et alors cr', = t', = o. On se trouve dans un cas limite du précédent.
Dans tous les cas, en composant une substitution conforme quelconque avec un mouvement convenablement choisi, on verra
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sans peine qu'on peut la ramener à une substitution conforme involutive.
403. Supposons maintenant que l'on considère une substitution du second type^ les séries linéaires qui se transforment en séries linéaires contiennent encore un élément fixe déterminé comme précédemment. Si cet élément n'appartient pas à l'absolu, prenons-le pour Oi, de sorte que
Çj. _ ^ ^2 _ ^
S'il y ainvolution, on a (7'j=:Tj = c72 = T2 = o, et de plus cr^ Ti^ct^^t., , de sorte que, avec cette condition, on a simplement
Xi = Œi IX\, [J-i — TiX'^,
Cette substitution spéciale, que nous appellerons ÎJiçersion générale, jouit de propriétés importantes. D'abord deux éléments correspondants sont alignés avec Oi ; de plus, pour deux tels éléments i^x) et (^^), en déterminant O^ par >si=: i, \^
.2=1, on a
x;fa'2-4-x'2|i.;
tang2-^
cos . = iim
t, par suite,
cos — -. —
2 mi
,0^x' tan 2-2 ^_-
CTJT2X2 \l\
ce qui achève de définir la correspondance entre les [x) et les {x^). Les cercles doubles pour cette transformation sont d'abord le cercle d'équation
TiXi [J.2 — ^2 X2 p-i = O, OU
(ti -- Ta )^i H- (^1 -1- ^2 ) /— F^^ = Oj de centre O^, et dont le rayon R est donné par la formule
tang2 :=. 1,
quand on oriente 0^ comme précédemment; puis tous les cercles orthogonaux à celui-là, formant un réseau.
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^ /=nF>
Si T^ + t!, =: o, on retombe sur le mouvement qui correspond à l'homologie involutive, à l'orientation près des éléments.
En composant un tel mouvement convenablement choisi avec une substitution conforme involutive, on sera ramené à une inversion générale. En gardant les notations du numéro précédent, le mouvement involutif à employer est déterminé par AB ou A/B' comme élément double. Ou en conclura de nouvelles propriétés des substitutions conformes, faciles à énoncer.
Si l'élément fixe commun à toutes les séries linéaires qui se transforment en séries linéaires appartient à l'absolu, on se trouvera, en supposant toujours qu'il j ait involution, dans un cas limite du précédent. Dans tous les cas, une substitution du premier ou du second type, composée avec un mouvement convenable, peut toujours se ramener à une inversion générale.
404. Les substitutions conformes, comme celles du second type, transforment un réseau ou un faisceau de cercles en un réseau ou un faisceau d'autres cercles. Ceci s'applique en particulier aux séries linéaires qui peuvent être regardées comme des cercles orthogonaux à l'absolu. On pourra par suite, en employant une telle substitution, toujours transformer trois cercles donnés en trois séries linéaires, ou inversement; on pourra aussi, en employant une inversion générale, conserver un cercle avec tous les cercles qui lui sont orthogonaux, etc. Ces propriétés rendent évidentes bien des propositions qu'il est inutile de développer. Nous nous bornerons à ces indications sur les substitutions que nous avons définies au commencement de ce paragraphe 5 l'étude de la Géométrie quaternaire permettra de compléter leur théorie et d'en étendre les conséquences.
De même que, en partant d'un élément (^), nous avons
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défini un cercle G^ par l'équation
nous pouvons, en partant des cercles, définir fun ensemble de cercles par la relation
Ai^iH- A2a2 4- A3 «3+ A4a4-h A3 y/— Tc^^ = o,
puisque la forme F^s joue par rapport aux (a) le même rôle que la forme F^2 par rapport aux [x).
Cet ensemble de cercles, que nous pouvons appeler hypercercle^ a pour coordonnées les (A) : il est clair qu'il se coQipose de tous les cercles G^ qui sont à une distance constante d'un cercle donné; car cette condition est précisément exprimée par une relation linéaire et homogène entre les (a)et y^ — r^S si, en particulier, A5 = o, l'hypercercle (A) se compose, comme nous le savons déjà, de tous les cercles orthogonaux à un cercle fixe.
Parmi les hypercercles, on peut distinguer ceux qui sont de rayon nul, c'est-à-dire qui sont tangents à un cercle fixe ; ce sont ceux pour lesquels il existe entre les coordonnées (A) une relation quadratique facile à former.
On peut alors raisonner sur les hypercercles comme sur les cercles. On pourra soumettre leurs coordonnées à une substitution linéaire, et les théories de la Géométrie projective quinaire trouveraient là leur application. Parmi toutes les substitutions linéaires auxquelles on peut soumettre les (A), on peut envisager seulement celles qui font correspondre à un hypercercle de rayon nul, un hypercercle de même nature, et ces substitutions seront celles qui conservent un certain absolu dans l'espace à quatre dimensions rempli par les hypercercles. Ges substitutions font correspondre à un cercle un autre cercle, savoir : au cercle qui touche tous les cercles d'un hypercercle de rayon nul, le cercle qui touche tous les cercles de l'hypercercle correspondant. Ges substitutions comprendront en particulier les substitutions conformes.
Parmi elles, on peut placer évidemment celles qui consistent à augmenter le rayon de chaque cercle d'une quantité constante, le centre restant fixe; ce sont les dilatations.
Nous n'étudierons pas davantage la théorie que nous venons d'esquisser; elle trouverait son développement naturel dans la Géométrie quaternaire.
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On voit aussi que l'on pourrait partir des lijpercercles comme on est parti des cercles pour considérer des éléments nouveaux remplissant un espace à cinq dimensions; et ainsi de suite.
406. Pour terminer ce paragraphe, envisageons le cas spécial où l'on a F^2 = x'^^ ^ xf^-^ x\. Les mouvements sont alors définis par une substitution ternaire orthogonale, c'est-à-dire que si
Xi = lii X\ + X/2 ^2 + ^/3 ^3
est cette substitution, on a
■^ga™ .AiMm -^naia -^pmb
^ij^^ik
On connaît les propriétés de telles substitutions.
On aura ici
Ta-" af + a| -I- a| -f- a|,
et l'on voit par suite que les substitutions conformes correspondront aux substitutions orthogonales faites sur les (a). De même, si (A) est un hypercercle de rajon nul, on a
Af 4- A| -H Al + A| -r- A I =. o,
et les substitutions considérées au numéro précédent sont encore les substitutions orthogonales faites sur les (A); et ainsi de suite.
V. — Les coordonnées circulaires et les séries orientées en général.
407. Les cercles Gp dont les coordonnées vérifient une relation linéaire
ai Pi -f- «2 1^2 H- ^^3 p3 + «4 ^4 = O
sont tous orthogonaux à un cercle £i^e Ga dont les coordonnées (a) sont déterminées par les relations
ai Cil <^f^z <^4
On peut donc aussi considérer les (a) comme des coordonnées de ce cercle G^, qui pourra être désigné aussi par G«. Les lettres latines seront employées toujours pour désigner ces nouvelles coordonnées, tandis que les lettres grecques resteront affectées à la désignation des premières.
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On a d'ailleurs, inversement,
di _ C(2 _ «3 __ <^4
F^i Frt^ F,,3 a'^
Les quantités ai, <22, «3 sont les coordonnées du centre de Ca, et SI 7'a 0^1 f^a est son rajon, on a cos-^- =
Quand Ca est de rayon nul, on a r^^^ o ou bien (a ] a) == o, ou encore F^^î+ a^ == o.
On peut efi'ectuer une substitution linéaire générale sur les coordonnées (a), et les coordonnées (a) seront alors transformées par la substitution transposée.
Regardant cette substitution comme définissant non pas une correspondance, mais un changement de coordonnées, on est amené à envisager des coordonnées plus générales. Toutefois, aucune propriété essentielle nouvelle ne résulterait de cette considération, dont les conséquences deviendront intuitives après l'étude de la Géométrie quaternaire. Aussi nous bornerons-nous aux coordonnées précédemment définies.
408. Une équation de la forme /(a 1 , «2, «3, ar^) = o définit une série doublement infinie de cercles; si, parmi ces cercles, nous ne voulons considérer que ceux qui sont de rayon nul, nous adjoindrons à l'équation précédente la relation F«2-j-a^=o, et les centres (a) de ces cercles formeront une série ternaire, dont nous pourrons dire encore que./(ai , a 2^ ^3, a.;,) = o est l'équation en coordonnées circulaires.
L'équation ordinaire de cette série est obtenue en éliminant a^ entre les deux équations précédentes.
Supposons que / soit une forme quaternaire indécomposable de degré/?; si elle ne contient que les puissances paires de «4, la série ternaire d'équation /*== o sera seulement de degré p et pourra d'ailleurs se décomposer. Si, au contraire, la forme /"ne contient pas que les puissances paires de ar^^ on pourra l'écrire sous la forme g-\-]iaj^^ g et h étant des formes ternaires en a^, ao, a-^ des degrés p el p — i, en se servant de la seconde équation. L'équation ordinaire de la série f sera donc g'^-\- h^Fa'-= o, et cette série sera de degré 2/?, peut-être décomposable d'ailleurs.
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Mais on voit que cette série est susceptible d'être dédoublée en deux séries orientées, ou composées d'éléments orientés, correspondant aux deux équations g ± Aa4= o, ce qui n'avait pas lieu dans le premier cas. On est ainsi conduit à la notion de séries orientées de degré /?, obtenues par dédoublement de certaines séries ordinaires de degré 2p. On voit d'ailleurs que la série ordinaire équivalente à une série orientée de degré p a ses éléments communs avec l'absolu confondus deux par deux, et qu'elle possède, d'une façon générale, p(p — i) éléments doubles, communs aux séries ^' et h.
Les cercles sont les séries orientées du premier degré.
Les séries non orientées de degré/? sont des cas particuliers des séries orientées de degré/?, de même que les séries linéaires sont des cas particuliers des cercles : on peut donc les considérer comme des séries orientées, mais telles que si elles contiennent un élément orienté, elles contiennent le même élément orienté de façon opposée.
409. Considérons inversement une série ternaire ordinaire, indécomposable, de degré/?, d'équation /(^i , ^27 ^3) = o. Si, en supposant que F^2= — x]-\- ^x^x^, comme précédemment, nous définissons un élément [x) par les paramètres (X) et ([j.) des éléments de contact avec l'absolu des éléments tangents à l'absolu qui contiennent [x), l'équation de cette série /sera
fÇkilM-^ Xsf^l, XljUi, À2[^2) = O.
Le premier membre ne sera pas décomposable en deux facteurs qui ne diffèrent que par la permutation des Çk) ou des ([i-), ou le sera. Dans le premier cas, la série /ne sera pas susceptible d'être dédoublée en deux séries orientées. Dans le second cas, deux hypothèses se présentent : ou bien les deux facteurs sont de même
degré ~ {p étant nécessairement pair) par rapport aux (a) et
aux (jx), et alors ils peuvent s'écrire sous la forme
g étant ime forme de degré — :> de sorte que la série / est la réunion de deux séries orientées de degré — ; ou bien les deux facteurs sont de degrés différents q et/? — q par rapport aux (}.) et
aux ([j.) : on est alors ramené an cas précédent en adjoignant à chacun d'eux, en supposant/? — Ç^^h ini facteur de degré/? — 2^, ne contenant que les [\) ou les ([j».), de sorte que la série/, à laquelle on adjoint p — ■ iq éléments tangents à l'absolu, devient la réunion de deux séries orientées de degré p — q. La série / a, dans ce cas, ses éléments communs avec l'absolu confondus deux à deux et possède d'une façon générale
{p-q){p — cj — i) q(q—i)
éléments doubles, ainsi que nous l'avons vu antérieurement.
A beaucoup de points de vue, il est convenable de faire l'étude métrique des séries orientées définies par des équations entre coordonnées circulaires. C'est ce que nous ferons, mais brièvement, puisque cette théorie se trouvera évidemment empruntée au domaine de la Géométrie quaternaire générale, et deviendra parfaitement claire comme conséquence des théories développées dans l'étude de cette Géométrie, après les quelques modifications de langage nécessaires.
410. Soit une série orientée de degré /?, définie par les équations
f(cci, «2, <^3, ctk,) = o, F^24- al — o,
et considérons un cercle Cp, de coordonnées (^), et dont l'équation en coordonnées circulaires est par suite
Piai-I- p2<^'2+ ^3^3+ ?4<^4= O.
Ce cercle sera tangent à / en (a^), c'est-à-dire que les trois équations précédentes admettront les (a^) comme solution double, si tous les déterminants du troisième ordre tirés de la matrice
Pl P2 P3 h
d£ df^ df^ dl
da\ da'..^ da'^ da\ F . F . F - F
sont nuls; et, par suite, il y aura une infinité de cercles tangents à /en {ct')^ dont l'équation sera
la
da\
da'..
+ «4 j^ )-+- \J^{^aa'-^ai,a';^) = o.
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Ces cercles forment un faisceau particulier, puisque leurs éléments communs sont confondus.
Si A -—- + p>a'_^ = o, on retrouve l'élément linéaire tangent à/.
Le lieu des centres de ces cercles est la série linéaire
a^ Cil <^3
jV it i/
da!^ da'^ da'.^
F'a'i Fa', ^a'z
dite normale k f en {ci')^ pour une raison évidente.
Le faisceau conjugué du faisceau précédent est un faisceau de même nature, composé de cercles normaux kf en (a').
Parmi les cercles qui sont tangents à/" en (a^), il en existe un qui a trois éléments communs avec /confondus en (a^)- Un calcul facile montre qu'il correspond à
ou
da\'
da'..
AL
da'.
da'f'
da\ da'^
da'^-
da'^ da'j
da'2 da\.
da'2 àa'.^
àa7
da'.^ àa\
Êll
da\ da\ da!^_^ àa',^ da'.^ da',^
àa\ da\
'Il
da'r, da'o
da'2 c)a 3
da'f d\f
Va'.
da:}
da'3 F„,
Va:
da'l da\ da'.
ày ày
da'2 àa'.^
i ai
(9 a 2 da'r^
da'.^ da'^ a',.
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Ce cercle reçoit le nom de cercle oscillateur à / en (a^). Son centre est le centre de courbure de / relativement à (<2^); le lieu des centres de courbures est l'enveloppe de séries linéaires normales à/: c'est la développée de/. Nous ne développerons pas davantage les conséquences de cette théorie. Remarquons seulement que tout ceci pourrait s'appliquer avec les modifications convenables à des séries de seconde espèce ; on serait ainsi conduit à définir un élément normal de première espèce, un cjcle osculateur, etc.
VI. — Les séries orientées du second degré
411. L'équation générale des séries orientées du second degré est
/(ai, «2, «3? <^k) = 0,
/étant une forme quadratique.
Si / ne contient pas ar^ à la première puissance, on peut supposer qu'elle ne le contient pas du tout : la série est une série quadratique ordinaire. Ses propriétés métriques résultent de l'étude du système qu'elle forme avec l'absolu, et par suite seront faciles à énoncer, puisque nous avons fait complètement l'étude du système de deux coniques. Nous insisterons cependant sur quelques-unes d'entre elles, mais sans séparer leur étude de celle des séries orientées du second degré générales. Celles-ci correspondent au dédoublement des séries quartiques ordinaires à deux éléments doubles et quadruplement tangentes à l'absolu d'une façon proprement dite : et d'ailleurs toute série quartique remplissant ces conditions est susceptible d'être orientée. Comme cas particulier, on a celui d'une série cubique triplement tangente à l'absolu et possédant un élément double : il suffit de lui adjoindre un élément tangent quelconque à l'absolu.
L'étude des séries orientées du second degré est la même que celle du système de deux séries quadratiques quaternaires : nous n'en citerons donc que les points principaux.
412. Nous admettrons qu'il est possible, en général, de trouver quatre fonctions linéaires Ai, A2, A3, A4 des (a) telles que la
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forme / devienne
et que la forme F^sH- a'I devienne
G:=.AfH-A|-i-Al-[-A|.
Ces formes sont déterminées, au signe près, par la résolution d'une équation du quatrième degré, obtenue en égalant à zéro le discriminant de la forme quaternaire
/(ai, «2, a^, ai,) -h ^[F^^-f-al];
les détails de cette détermination seront indiqués dans l'étude de la Géométrie quaternaire.
L'équation
Ài A-i -f- X2 A2 4- X3 A3 H- X4 A4 = O
représente un cercle Çk), et il est clair que deux cercles (\) et ([x) seront orthogonaux si l'on a
Xi [J.1 -I- X2 [J.2 + X3 [X3 H- X4. [J.4 = O,
en vertu de l'invariance des formes polaires.
En particulier, les quatre cercles d'équalions A/= o sont orthogonaux deux à deux : nous les appellerons les cevQ\e?> principaux de la série y.
Un cercle ().) de rayon nul vérifie la relation
Xf-}-Xl-+-X|-i-X|^o.
Une première propriété est la suivante. Il existe sept substitutions linéaires et sept seulement qui conservent la série / et la forme G. Quatre de ces substitutions sont du tjpe
Xi = — X\ , X2 — X2 , X3 = X3 , X4 = X4 ; les trois autres sont du type
Xi == X'i, A2 = X2, X3=X3, \,^=zk\.
Les quatre premières sont des inversions générales dont chacune conserve un cercle principal, et les cercles qui lui sont orthogonaux. Les trois autres sont des substitutions conformes proprement dites, involutives, conservant les cercles des deux faisceaux déterminés par les cercles principaux pris par groupes de deux :
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il en résulte une définition simple de la transformation correspondante pour les éléments {x).
il3. Dans le cas particulier où/* est une série quadratique ordinaire, la transformation précédente est encore applicable; on a yr^^^ro, si l'on veut, et Ai, A2, A3 sont des fonctions linéaires
seulement, tandis que A/, = «/,. On a donc aussi
et la transformation n'est autre que celle qui consiste à rapporter les séries y et F à leur suite triple conjuguée commune.
Les cercles principaux se réduisent aux éléments de seconde espèce de cette suite triple et à l'absolu. Des quatre inversions qui conservent la série y, trois se réduisent à des mouvements involutifs, à l'orientation près des éléments; la quatrième n'a d'autre effet que de changer l'orientation des éléments (^). Quant aux trois substitutions conformes qui conservent/, ce sont des mouvements involutifs faciles à définir.
On calculerait sans peine, au moyen de formules déjà données, dans un cas plus général, les distances des éléments yx) qui ont même polaire par rapport à / et à l'absolu, aux éléments communs à/* et auîv cercles principaux; et de même on interpréterait métriquement les invariants communs à /et F.
Les cas particuliers où/serait tangente ou osculatrice à l'absolu ne permettent pas la réduction générale précédemment employée, mais ces cas particuliers peuvent être envisagés comme cas limites du cas général,
Si/ était bi tangente ou osculatrice à l'absolu, on serait ramené à l'étude des cercles, et les généralités qui précèdent trouveraient encore leur application évidente.
414. Revenons au cas général et cherchons à déterminer les cercles bitangents à la série/.
On trouve aisément quatre séries de tels cercles, dont l'une, par exemple, est définie par les relations
Al — O,
P2—Pi Pà—Pi Pk — P\
La première relation indique que les cercles de cette série sont
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orthogonaux au cercle principal A^ = o, ce qui nous prouve immédiatement que ces cercles se conservent dans l'inversion qui correspond à ce cercle, les deux éléments de contact de l'un de ces cercles avec/s'échangeant miituellement.
Pour donner un sens plus précis à la seconde relation, cherchons d'abord à déterminer les coordonnées du centre d'un cercle (X). Si (L) désignent ces coordonnées de même espèce que les (A), tout cercle ([j.) contenant (L) et orthogonal à l'absolu, c'està-dire encore réduit à une série linéaire, sera orthogonal à Çk). Si donc la transformation faite sur les (a) donne
les relations
entraînent d'ailleurs
par suite, on a avec
«4 =:: Cpi Ai -4- Cp2 A2-4- Cpa A3 -j- Cp4 A4,
p..j Li -)- 1X2 1-^2 -}- (^-3 T-^3 + P-4 L.V = O, f^rfl -+- [^2?2-i- |^3^3+ [^4'f-V =^ O
[i-1 À 1 -H [J.2 X2 + îJ-3 ^3 + i^-i '*^4 = O ; Li= If-i- k(j^i,
S(X/-f-/ccp,-)2:=:0.
De plus, comme
F^.=. Af^-A|^-Al-+-A|-(cplA,^-...)^
il faut que le discriminant de la forme quadratique qui est au second membre soit nul, ce qui donne S-pJ = i , et par suite l'équation en A" est
On trouve naturellement deux centres, cjui sont un même élément orienté de deux façons différentes. Quand le cercle est de rayon nul, le centre proprement dit correspond k k=:o, car il appartient au cercle lui-même.
Le lieu géométrique des centres de la série considérée plus haut de cercles bitangents à/ est donc défini par la relation
F2—P1 P-6—Pl Pk~Pl
An. — I. 29
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C'esL l'équation d'une série orientée du second degré, ou plutôt d'une série quadratique ordinaire, puisque l'orientation de ses éléments est indifférente, d'après ce qui précède. Au surplus, il n'est pas difficile de voir que
et que, outre la relation So]" = i , on a
415. Parmi les cercles ().) bitangents k / du système considéré, il y en a quatre qui sont de rajon nul, et déterminés par les relations
Li = 0, L^ -+- IJ -4- Lr = o, '- — ■ H — — ■ H '' — — O ;
P-I—Pi Pz — P\ Pk — Pi
ce sont des foyers de la série/, de sorte que cette série a seize foyers.
On retrouve ces seize foyers de la façon suivante : la série ternaire quarlique définie par/et l'absolu ont huit éléments tangents communs, qui peuvent être répartis en deux groupes distincts de quatre éléments, d'après l'équation de f, exprimée comme au n^ 409 à l'aide des variables ().) et (p-); les éléments de ces deux groupes, combinés ensemble, fournissent seize éléments qui sont les foyers de/, et d'après les propriétés de la forme doublement quadratique, les deux g-roupes de quatre éléments tangents considérés ayant même rapport anliarmonique, les seize foyers appartiennent quatre par quatre à quatre séries quadratiques bitangentes à l'absolu, les quatre cercles principaux.
Si l'on considère les séries f pour lesquelles les quatre foyers d'un système sont déterminés, par exemple ceux qui résultent des équations précédentes, il est aisé de voir que leur équation générale est de la même forme que celle de /*, soit /?'^ AJ + . . . = o,
et que l'on doit avoir p',-^=^ —^\ — ; ^^ étant un paramètre arbitraire. ^ ^ ^ 1 -T- Ipi ^
Tous les foyers sont alors communs, et ces séries sont ho mo/o-
cales.
Deux de ces séries contiennent un élément A donné, et il est
aisé de vérifier qu'elles y sont orthogonales, c'est-à-dire que leurs
éléments tangents j sont perpendiculaires.
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416. Envisageons, en parLiculier, une série quadratique ordinaire, pour laquelle pJ^ = o, a.r^ ■=. A/,.
Il j a trois séries de cercles bitangents à /*, proprement dits. L'une d'elles, par exemple, a pour liea de centres L, = o, c'està-dire l'un des éléments de seconde espèce de la suite triple conjuguée commune à /" et à l'absolu. Ces cercles sont orthogonaux à cet élément. Ils fournissent quatre fojers, qui se réduisent à deux éléments d'orientation arbitraire, déterminés par les éléments tangents communs à /et F, associés deux par deux d'une façon convenable.
La quatrième série de cercles bitangents à /* se compose des éléments linéaires tangents à /", dont les éléments de contact ont en effet une double orientation. Le lieu de leurs centres est la série
L? _ \.\ ^ \A _ Pi "^ Pi ' 7^3 " '
polaire réciproque de / par rapport à F. Les quatre foyers correspondants sont les éléments de contact avec l'absolu des éléments tangents communs à/* et F.
Les distances des foyers aux éléments qui ont même polaire par rapport à /et F sont faciles à calculer.
Les séries quadratiques homofocaies admettent toutes mêmes éléments tangents communs avec l'absolu; en d'autres termes, leurs séries tangentielles forment un faisceau auquel appartient l'absolu. Il est alors facile d'énoncer relativement à ces séries un grand nombre de propriétés, qui ne seront que la traduction métrique des propriétés générales des faisceaux.
417. Fxevenant au cas général, considérons le système de cercles bitangents à/, dont le lieu des centres est (Di), ou
Pi—Pi Ps~Pi ' Pk—Pi ~ '
l'équation de la série quadratique (A|) déterminée par le cercle A^ ==: o est de même
(LiCp2--L2Cpi)2+(LiCp3— .L3Cpl)2-^(LlCp4— L4Cpi)2= O.
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La série linéaire telle que L^ cp^ — ^L2'fi = o contient les centres des cercles A3=o et A4=o. Donc, les centres des trois cercles principaux autres que A, =: o sont les éléments qui ont même polaire par rapport à(A^) et (D^) : ceci suffit à déterminer ces cercles, connaissant (Di) et (A^), puisque l'on sait qu'ils sont orthogonaux au cercle A^ = o.
418. Pour obtenir de nouvelles propriétés, nous allons envisager le problème d'une nouvelle façon, en conservant les coordonnées circulaires ordinaires. L'équation de la série f peut
s'écrire
f\ ^^ fi étant des formes l'une quadratique, l'autre linéaire en a^, a 2, «3. On peut alors, par une transformation ternaire, trouver trois fonctions linéaires A| , A2, A3 de a^, «2, ^3 telles que l'équation de y devienne
et la forme F^2-}- a^
G==AfH-A| + A|-f-A|,
A/, étant égal à ci;,. Ceci revient à rapporter la série f^ et l'absolu à leur suite triple conjuguée commune. Cette série /'^ est d'ailleurs définie par la condition de contenir les éléments communs à / et à l'absolu, ainsi que les deux éléments doubles de la série quartique définie par la série/.
Ici les coordonnées du centre d'un cercle Çk) sont X^, X2? ^3?
y/ — (^^ï + ^2 + ^3)' ^^ ^'«5 ^^2? ^^3? ^4? s'il est de rayon nul : en général, si 7^1 est son rayon, on a, en faisant 2im = i,
/_„^Xf + X| + X|) /_(X^ + Xl-4-Xl)
Si le cercle Çk) est bitangent à /, en éliminant A4 à l'aide de l'équation de ce cercle, et exprimant que deux séries quadratiques ternaires sont bitangentes, ce qui se fait facilement en écrivant que dans leur faisceau se trouve une série linéaire double, on est
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conduit aux équations
ri ri
qi-^9 q^^-^p q^-^p
qi-+-p q2-^p ' qs-r-p
p étant une inconnue auxiliaii^e.
La première équation détermine quatre valeurs pour p; à chacune de ces valeurs correspond un système de cercles bitangents k f; le lieu des centres des cercles de l'un de ces systèmes est déterminé par la seconde équation : c'est donc une série quadratique, liomofocale à la série quadratique polaire réciproque de fi par rapport à l'absolu; de sorte que les quatre séries (D^), (D2), (1)3)^ (1^4) ainsi obtenues sont homofocales entre elles. Leurs foyers sont faciles à définir en partant de /elle-même, puisque la série/ contient les éJéments de contact de /'avec l'absolu. Enfin, la dernière équation exprime que les cercles de l'un des systèmes
sont orthogonaux au cercle fixe
qi-^-p q^-^ p q-i-
Les propriétés précédemment indiquées se retrouvent sans peine. On peut aussi déterminer facilement les séries linéaires doublement tangentes à/; il suffît de supposer )v, = o, et Ton trouve quatre groupes de deux, comme cela devait être.
Cherchons encore les cercles bitangents à / et à éléments de contact confondus ; d'après la propriété déjà indiquée des éléments de contact avec /d'un cercle qui lui est bitangent, les cercles que nous considérons ici correspondront aux éléments de contact des séries (D) avec les éléments tangents communs à ces séries et aux séries qviadratiques ordinaires déterminées par les cercles principaux correspondants. Si (^) est un tel élément tangent à (D,) et touchant le cercle principal correspondant, de centre Ci, en (^), la série / sera évidemment tangente à (C^ x) en (^); si (l') est un second élément de même nature touchant le cercle principal en (x')^ la série/sera de même tangente à (Ci x') en (x'). Si donc on considère le cercle de centre {^^') contenant (x) et {x^)j il est
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évidemment bitangent à/*, et par suite {^i') appartient à Tune des séries D2, D3, D/, , l'élément de contact étant d'ailleurs déterminé par C, et (^?^). Les six élémeats tels que (^^^) appartiennent ainsi deux par deux à ces séries, qui, étant déjà homofocales à D^, sont complètement déterminées par la connaissance de D^ et du cercle principal correspondant.
En outre, de ce fait résulte un théorème facile à démontrer sur les propriétés de deux séries homofocales et d'un cercle.
Il est aisé maintenant d'étudier les cas particuliers qui se présententj du moins quand on suppose la réduction précédemment employée possible.
Tout d'abord, nous supposons que l'équation en p n'admette comme racine aucune des quantités — ^,, — q-j^ — qz-
Si l'équation en p a alors une racine double, on voit sans peine que le cercle principal correspondant devient de rayon nul-, si G, est le centre de ce cercle, Gj est un élément double pour y-, les séries (D3) et (D.,) [(D,) étant confondue avec (D^)] contiennent Gi et j touchent les cercles principaux correspondants.
Si l'équation en p a une racine triple, la série (D3) du cas précédent vient se confondre avec (D^ ) ; G| appartient à (Di ) et est un élément cuspidal pour/; la série (D.^) contient Gi et y est osculatrice au cercle principal correspondant.
Si l'équation en p a deux racines doubles, la série quartique déterminée par /se décompose en une série cubique et une série linéaire tangente à l'absolu. Ges deux séries étant orientées d'après l'équation /=: o, ont en commun les deux centres Gi et G3 des deux cercles principaux, chacun de rayon nul, la série (Di) contient G3, et la série (D3) contient Gi.
Si l'équation en p a une racine quadruple, on est dans le cas précédent, en supposant de plus que G3 coïncide avec Gi, et la série (Dj ) contient Gj,
Examinons maintenant le cas où l'équation en p admettrait la racine — ^,, ce qui exige ou bien que la série quadratique /i soit bitangente à l'absolu, ou bien que 7\, =: o : écartons d'abord le premier cas.
Les cercles bitangents à /qui correspondent à la racine — ^, ont leurs centres sur l'élément )m = o, de sorte qu'ils sont orthogonaux à cet élément, qui joue le rôle de cercle principal; mais.
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pour déterminer ces cercles, il faut une nouvelle relation que l'on trouve facilement être
qx-~q-. qi-q-^Z \q\ — q-i qi — qz ^'
qi — q2 ~^ qi~qs~^ 'V ~ ^'
LMnversion conservant / qui correspond aux cercles de ce système devient une homologie involative; ce système de cercles fournit toujours quatre fojers. Quand trois des racines de l'équation en A sont égales ainsi à — y^ , — ■ q^, — c/^^^ la série f est une série quadratique ordinaire. Si la racine — q^ est double, la relation précédente se réduit à
qi-q-. qi-~q:i
les cercles correspondants forment un faisceau; les éléments B, et Bo communs à tous ces cercles sont doubles pour /' qui se décompose en deux cercles; les séries (D3) et (D., ) qui correspondent aux autres racines de l'équation en p contiennent Bj et B2 ; quand ces deux autres racines sont confondues^, l'un des deux cercles dont se compose /est de rayon nul.
Si l'équation en p a deux racines doubles telles que — ^, et — ^2; les deux cercles dont se compose/ sont de ravon nul.
Si la racine — q^ est triple, on est dans le même cas que précédemment; mais les deux cercles dont se compose/ sont tangents entre eux.
Si la racine — q^ est quadruple^ l'un des deux cercles dont se compose /est de rayon nul, et son centre appartient à Fautre.
Supposons enfin que la série / soit bitangente à l'absolu, de sorte que q^ = ^2 par exemple ; la série quartique déterminée par/ a, dans ce cas, ses éléments communs avec F confondus quatre par quatre. Pour les racines de l'équation en p,, autres que — q^, tout ce qui a été dit précédemment subsiste, on remarquera seulement que les séries (D/) correspondantes sont elles-mêmes bitangentes à l'absolu suivant le même élément Q3 que/.
Si la racine — ^^ est simple, on peut supposer, sans diminuer la généralité, que /Vj est nul; les cercles correspondant à cette
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racine sont alors tels que l'on ait 1, = o et
q,kl-^'^J\lO^, ==0;
l'un des fojers correspondants est l'absolu.
On a les mêmes propriétés générales que précédemment.
Si la racine — q^ est double, on a r\-^ /«ij = o ; si r^ et ]\ ne sont pas tous deux nuls, on a /^^ X2 — ■ r^'^^s^^ o^ avec la dernière des relations précédentes , la série /"a un élément double M appartenant à l'absolu et à ùg, et le lieu des centres des cercles qui correspondent à la racine — q^ est O3M.
Si l'on a à la fois ]\ ■=. /%= o, la série / se décompose en deux cercles concentriques.
Dans ces deux cas, il J a nouvelle décomposition de /i quand les deux autres racines de l'équation en p sont égales.
Si la racine — ^i est triple, on a
r\-\-r\=^o et /^ — ^1 (^1— ^3) ^= o ;
si t\ et i\ ne sont pas nuls, tout se passe comme dans le cas précédent, sauf que M est cuspidal pour la série/; si r>^ ■==. r^-=^ o, la série/* se compose de deux cercles coïncidents.
Si la racine — q^ est quadruple, sans que i\ et r^ soient nuls, la série /se décompose en une série cubique contenant M et l'élément tangent à l'absolu en M; si r^ et /'o sont nuls, la série / se compose de deux cercles coïncidents de rayon nul.
Tout ce que nous venons de dire est facile à vérifier directement et devient intuitif comme application des théories de la Géométrie quaternaire. On remarquera que, lorsque la série orientée/ a un élément double ou cuspidal n'appartenant pas à l'absolu, notion que rendra claire l'étude de la Géométrie quaternaire, la série quartique ordinaire, déterminée par /, a de même un élément double ou cuspidal; si la série /a un élément double ou cuspidal appartenant à l'absolu, la série quartique déterminée par/ est des espèces (B') ou (E^) du n^ 359, l'élément double spécial coïncidant avec celui de/. D'ailleurs, dans le cas où la série/< est bitangente à l'absolu, la série /est elle-même bitangente à l'absolu, et seulement dans ce cas.
419. Si, d'une façon générale, A'^, A4, A!p A',^ sont des fonctions
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linéaires de a^^ a^^ ^3, cir^^ l'équation d'une série orientée du second degré peut s'écrire
/ étant une forme quadratique, et peut être interprétée de la façon suivante : si l'on considère l'élément (A'), de coordonnées ordinaires (a), et un éiément tangent au cercle A^= o contenant (A'), en désignant par tt la distance de (A^) à F élément de contact de cet élément tangent, et par ^\ le coefficient de af^ dans la fonction linéaire A^-, on a, en supposant toujours lim = i,
2sm2-
l'équation de la série/ peut donc être regardée comme établissant une relation quadratique entre les carrés des sinus des moitiés des distances t\^ t'^^ t'^, t\] et réciproquement.
Si le cercle AJ== o est de rayon nul, ti est la distance de l'élément (A^) au centre de ce cercle; si ce même cercle se réduit à une série linéaire de coordonnées (^'), on a, en appelant ti la distance de (A'^) à cette série
sin ti
et ce qui vient d'être dit subit une modification évidente; il en est de même si le cercle A'^-=^ o est l'absolu, puisque alors
L'équation de / peut, par exemple, être ramenée à la forme A',A',-A;,A;=o et l'on a, par suite en général, une relation telle que
SI II— sm — = /r sm— sm— ?
k étant une constante, pour définir cette série y.
On remarquera que cette même forme, qui peut être obtenue d'une infinité de façons, permettra de transporter immédiatement aux séries y, avec traduction convenable, les propriétés des géné-
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ratrices rectilignes des quadriqiies dans l'espace ordinaire; mais nous n'insisterons pas sur ce point.
420. Supposons j en particulier, ce que Ton peut toujours faire en profitant de la relation qui relie les coordonnées (A^) d'un élément quelconque, que la forme / ne dépende que de trois variables A',, A'^, A3 : on aura alors de nouvelles propositions faciles à énoncer.
Si Ton a plus particulièrement
d'où
• ., ^i j ■ il • f'i SI n ^ — = /t SI n — SI 11 — ?
on voit que les cercles Â^ = o et A3 = o sont bitangents à/ appartenant à un même système, leurs éléments de contact avec / appartenant au cercle A', =:o. D'ailleurs, tous les cercles bitangents à/, du même système, sont donnés par l'équation
p5 A24-2pip2A\4- pi A'3 = 0,
p, et po étant des paramètres variables; ils appartiennent au réseau (A'^, A',, A3). Il est évident que deux cercles quelconques bi tangents à / de ce système ont leurs éléments de contact avec/ appartenant à un même cercle du réseau; et réciproquement, tout cercle du réseau détermine par ses quatre éléments communs avec y, associés convenablement deux par deux, deux cercles bitangents à/. On est ici ramené aux propriétés des séries quartiques ordinaires.
On peut aussi, A'^ = 0, Â'^ = o, A3 = o étant trois cercles d'un même sj^stème bitangents à/, employer l'équation
qui donne
kl sin h /C9 sin h /^s sin — = o.
En particulier, un ou plusieurs des cercles A'^=: o peuvent être de rayon nul, c'est-à-dire être des foyers d'un même système.
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tique ordinaire. On peut d'abord considérer A'^ , A!,, A3 comme des fonctions linéaires de a^, «2, ci-s seulement, et si l'équation
de f est alors
on en déduit une relation telle que
sin^ ti = k sin t^ siii t-^ ;
on peut multiplier facilement les remarques analogues.
Si maintenant A',, A',, A3 peuvent aussi contenir «4, l'équation A'^" — A!, A3 = o conduit aux mêmes conséquences qu'au numéro précédent. Plus particulièrement, on peut supposer que le cercle A'^ = o est l'absolu; alors A', = o et A3 = o sont deux séries linéaires contenant chacune deux éléments communs k f et à l'absolu, et l'on a simplement
sin t^ sin ^^ ~ k.
On peut employer aussi, avec les mêmes conséquences, l'équation
du numéro précédent.
fci l'on peut supposer^ ce que nous allons faire, que
A 2 = h ( [Xi a i -f- p-2 <^2 + P-3 C^Z-r- \H- «^4 ) ?
A3 = Il [ ( \Xi Œi + |JL2 «2 -\- [i^-i <^3 ) ^- ;J-4 Ci\. \ ,
A'^ = Xi ai -f- ^2 <^2 + ^3 <^3 + ^^\- <^k'
Si alors on emploie la forme A'," — A!, Ag^o, il faut X4 = o, pour que cette équation représente une série quadratique ordi-
naire, et en remarquant que sin-— = cos- — ? on a simplement
sin t-i = k sin t^;
la série linéaire A', = o contient d'ailleurs les éléments de contact avec /du cercle A'^ = o ou A3 — - o.
Ceci s'applique en particulier si A'^ ===0 est un foyer de /.
Si maintenant on emploie la forme
il faudra avoir
D'ailleurs, ici
sin— yX/^-i-sin— \/A[ji4H- cos— y//z'[j,4 = o,
et l'on voit que l'on peut écrire encore
t] =b ^2 = const.
Ceci s'appliquera en particulier aux fojers.
Nous avons ainsi retrouvé presque tontes les propriétés métriques fondamentales -des séries quadratiques ordinaires sur la sphère. Celles que nous n'avons pas signalées sont pour ainsi dire immédiates. On n'oubliera pas d'ailleurs que les séries quadratiques ordinaires ont leurs séries tangentielles de même nature, et que par suite on pourrait sans peine énoncer à leur sujet de nouvelles propriétés semblables aux précédentes, qui seraient d'ailleurs des cas particuliers des propriétés plus générales des séries orientées de seconde espèce et du second degré.
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I. — Définitions et formules générales
422. La Géométrie métrique ternaire spéciale diffère de la Géométrie générale en ce que l'on suppose que le discriminant de la forme F qui définit l'absolu est nul. En gardant les notations du Chapitre précédent, nous supposerons donc que F se décompose en un produit de deux facteurs distincts
F = '2(0 \ x)(o'\ ce),
et par suite la forme $ sera un carré parfait (g\ i)-. (g) est l'élément double de F, et l'on a
On pourrait tout aussi bien se donner la forme ^ à déterminant nul, mais il n'y aurait qu'à échanger les éléments de première et de seconde espèce pour être ramené au cas précédent.
Enfin, remarquons qu'il n'y aurait pas d'intérêt à supposer que F fût carré parfait, $ devenant alors une forme identiquement nulle.
423. Rien n'est à changer à la définition de la distance de deux éléments de première espèce (7) et (^); les mêmes remarques subsistent, et l'on a
Quant aux éléments de seconde espèce, on obtient leur distance en faisant comme au n^ 126 un passage à la limite; si D tendant
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vers zéro, [i. augmente de façon que le produit — 2 [j. y/ — D tende vers une limite 1, on obtient
Cette distance est encore celle qui est définie en Géométrie métrique binaire sj^éciale pour l'espace ('oQ, les éléments absolus de cet espace étant confondus avec celui qui est déterminé par (^•)
Pour avoir plus de précision, nous orienterons un élément de première espèce (y) en donnant une détermination fixe à \/Fj2, et un élément de seconde espèce (^r\) en prenant y/^.^. = ( «- 1 -/j ) .
Nous écrirons alors
cos-4- =: , ■^: — ^ siii^^ == .J^ /_.;
puis, en appelant {x) l'élément (t,J^), de sorte que
nous aurons
Si (i), (tj), (S^) sont orientés et appartiennent à un même élément orienté, on a
La distance r^^ est nulle quand (t.) et (Q coïncident, ou bien si (ti^) appartient à l'absolu; elle est infinie si l'un des éléments (tj) ou CÇ) contient (g); elle est indéterminée si (ri) et (u) contiennent (g), ou bien si l'un des éléments (r^) et ÇQ appartient à l'absolu.
Deux éléments de première espèce sont perpendiculaires quand ils sont conjugués par rapport à l'absolu; il n'y a pas d'éléments de seconde espèce perpendiculaires; les éléments normaux subsistent.
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Deuxélémenls [y) el[z) soni parallèles quand {yz) contient .^'; leur distance est nulle à un multiple près de liinr^.
Il n'j a pas lieu d'envisager la distance jkC d'un élément de première espèce à un de seconde. Mais on peut définir la distance Çy de (Q à {y)\ si (^) est perpendiculaire à (jk) et aj^partient à (Ç),
la distance X^y est celle de (Ç) à (jK^). On trouve sans peine
Cr =
(^-K)\/tV
Cette distance est nulle pour ('C|j^) = o; infinie quand (Q contient (^'), ou bien que [y) appartient à l'absolu; indéterminée quand on se trouve à la fois dans les deux cas précédents.
On fera des remarques analogues à celles du n^ 373, sur l'interprétation métrique des équations.
L'étendue d'une suite de n éléments a toujours la même définition. Mais l'on voit que l'étendue d'une suite triple de première espèce est toujours nulle, à un multiple près de /yiniTz^ d'après les formules du n" 374 : c'est un théorème fondamental.
Mais si l'on fait en e-énéral — r— x ~ = S^ un passas-e à la
limite analogue à celui que nous avons déjà fait donne
en remplaçant (H'/'iQ par (^xyz)' et les quantités y^<l^^--. . . ., ^r{Ci • • •? par leurs valeurs.
Cette quantité S' est la surface de la suite triple (.^), (y), (^); cette notion s'étend immédiatement à une suite de n éléments.
L'étendue de la suite (^), (t]), (Ç) est
ou, en introduisant les cléments (^), (jk), (s) de la suite équivalente
4^^!, Si les éléments fondamentaux n'appartiennent pas à l'ab-
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solu, soit
F = i^•f H- ^1 H- a?! 4- 2 cos 61^2^3+ 2 00862^3^1 4- 2 cos63;ri^2,
et supposons 7?2= — • Nous orienterons les éléments fondamentaux en faisant, pour O/, ^/= 1 et y/F^2=r i ; de sorte que
COs0203 = 9i, COSO3O1— 62, COSO1O2— 63.
On a aussi o — D = I -f- 2 cosG] COSÔ2COS63 — cos^ôj — cos^ôg — COS2G3
, . Ô, H- 0,-1- 63 . —61-1-0,-1-63 . 61 — 6,-1-63 . Oi-i-Oo— O3
= 4 sin = sin = sjn = — — sin ^ -,
et avec l'hypothèse 9, -|- ôo -h 83 ^ o (mod 271),
(ï) = (sinOi^iH- sin 02?2^- sinOs^j)^ de sorte que nous prendrons
(^10 = sin 6,^1^ sin 02^2+ sin 63^3.
Dans ces conditions, on peut considérer 9,, 9o, 83 comme les distances O2O3, OaO^, O, Oo.
On a
et, par suite,
et aussi
sin 62 sin 63
ihJh ^h^^i ^^.iÛ2 X
sinOi sin02 sin03 sinOi sin02sin O3
2 sinôisin02sin03^
i^iOi==
d'où
sinOi
et ainsi de suite.
On peut supposer que l'élément fondamental 0< coïncide avec (g), et l'on peut alors écrire
F = j?;| -H ^1 -h 2 cos Oi ^2'2?3,
Hosted by
CHAPITRE XVI. — LA GÉOMÉTRIE MÉTRIQUE TERNAIRE SPÉCIALE
avec
^^= sinGi?!;
9^ est ici la distance O2O3, si l'on veut. En particulier, on peut prendre 6^ = o. Enfin, supposons que Ù2 et Q3 forment l'absolu, de sorte que
0, reste arbitraire et l'on a des formules simples.
On fera les mêmes remarques qu'au n^ 375, sur l'interprétation des rapports des coordonnées.
425. Il est clair que si l'on considère l'espace E comme un plan dont les éléments de première espèce sont les droites, et ceux de seconde espèce, les points, la théorie que nous venons de développer coïncide avec celle des angles et des distances dans cet espace, à la condition de remplacer la distance de deux droites par leur angie et de prendre, comme absolu, les deux points circulaires à l'infini.
Il serait facile, d'ailleurs, de retrouver de cette façon toutes les formules de la Géométrie plane et, en particulier, de la Trigonométrie rectiligne et de la Géométrie du triangle.
Examinons seulement les propositions qui correspondent à celles du n"^ 376.
L'élément P^ perpendiculaire à O^ et contenant Q^ est
^2 C0SG2 — ^3 cosGg = o,
en conservant les premières hypothèses du numéro précédent; les trois éléments P^- sont alignés.
On peut répéter ce qui a été dit sur les milieux des distances
telles que O2O3. Mais la distance ^2^3 a un seul milieu, conjugué harmonique de (Oi^) par rapport à O2 et O3 ; les trois milieux analogues ont des propriétés immédiates résultant facilement de la considération du cas général.
Enfin nous pouvons répéter cette remarque générale, que les théorèmes de la Géométrie métrique spéciale correspondent à des propriétés plus générales de la Géométrie projective, faciles à énoncer.
An. — I. 3o
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II. — Les substitutions linéaires au point de vue métrique spécial.
426. La distance de deui^: éléments quelconques ne change pas quand on fait un changement de coordonnées ou une transformation homographique quelconque, à la condition que, dans le dernier cas, le nouvel absolu soit l'ancien transformé, et que, dans tous les cas, la constante m ne change pas, tandis que la constante \ devient IS, S désignant le déterminant de la substitution faite sur les {x).
Transformons maintenant les éléments de Pespace E par une homographie quelconque cr
les (^x') étant rapportés aux mêmes coordonnées que les (.^), et laissons Pabsolu invariable, ainsi que les constantes m et A.
On peut rechercher les homographies cr telles que la distance de deux éléments de première espèce soit égale à celle des deux éléments correspondants, au degré près d'indétermination qui se présente toujours quand il s'agit de telles distances; telles aussi que la distance de deux éléments de seconde espèce soit égale, à un facteur constant près, à celle des deux éléments correspondants.
La condition nécessaire et suffisante pour qu'il en soit ainsi est que la substitution a- transforme l'absolu en lui-même.
Pour obtenir des formules simples, soient
on trouve alors deux séries de substitutions cr, savoir les substitu
tions 0-^
.n = OJiX'y -h CO j x'^ -\- Oj'i ^3 , X^ = CO2 x'^^
et les substitutions ^"
Xi = 0)1 a7\ -h w'j x'^ -H w'i x'^ ,
Le déterminant ()^[^v) est égal, suivant le cas, à a)^ 0)2033 ou à — o)^ 0320)3.
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Si (x) et (jo') sont correspondants, on a
F^2 = 0)2 0)3 F^'2 ou F^2— w^w'gF^c'^,
suivant le cas; et de même (^'|^^)= a)^ (^[^), dans tous les cas.
Si F était donnée sous une forme quelconque, on procéderait comme au n° 378 pour obtenir la forme des substitutions cr' et a■'^ Ainsi pour F = ^2 + -^3? ^^ trouvera les substitutions cr' sous la forme
a;^= wi^', — (w\ + o)';)^2-f- — : (a)\ — a)';)^3,
427. Les substitutions o-^ donnent, en choisissant une détermination fixe pour \/iÙ2^ii et définissant l'orientation de (x') par
y^F^2= y^ (02003 y/F^'2, les formules
ces substitutions transforment les éléments (cp) et (^i>^) de l'absolu en eux-mêmes, respectivement.
Les substitutions o-'^, au contraire, échangent entre eux les deux éléments de l'absolu, et donnent
y z ~ —yz(mod^i7jnz), t) Ç' = '—^ t]^,
en prenant y/F^2z=: y/w'^Wg y^F^'a, pour déterminer les orientations des éléments correspondants (x) et (x^).
Les substitutions o-^ sont les similitudes proprement dites, et les substitutions q" sont les similitudes symétriques.
Dans tous les cas le rapport constant r =: ±= est dit rapport
de similitude pour la substitution a-.
Envisageons d'abord les similitudes : les invariants correspondants sont, avec les notations du n^ 206,
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et cela quelle que soit la forme F, si l'on a appliqué ce qui a été dit plus haut; (o^, 0)2, 0^3 sont donc eux-mêmes des invariants. L'équation en p a les trois racines to^, Woj ^3, que nous supposons d'abord distinctes. A la racine (o^ correspond l'élément double [g) ou Oj, et un élément double de seconde espèce d'équation
tOi — Cl)2 Wj — W3
on peut le choisir pour Q^ , et ceci revient à supposer iù\ = w^' = o.
Alors les éléments doubles sont, d'une façon générale, les six éléments fondamentaux.
D'après une propriété générale des homographies, la distance (0|^)(Q^^^) est constante, (i) et Çcj) étant deux éléments correspondants : on a
(OiO(Oi^^) _ 0^2-1-0^3 • (OiO(lligO __ ^-(0^3-^2)
et ces formules sont générales.
Le rapport de similitude est r =^
V W2OJ3
Quand on a 002= ^3, il j a nécessairement homologie; ce qui précède subsiste, mais tous les éléments de O^ et 0, sont doubles; on dit que l'homographie a-' est une homothéde; le rapport de
similitude est toujours
Dans ces deux cas, quand le rapport de similitude est égal à dz I , on dit qu'il y a rotation, et une rotation est un mouvement. Quand l'homographie cr^ est à la fois une homothétie et une rotation, c'est une homologie involutive, à moins qu'elle ne se réduise à la substitution identique.
Les cas limites du cas général, obtenus en supposant OL)|r= 0)3 ou (0^ = 0)3, sont peu intéressants.
Si enfin on a w, == t02=: tog, tù\ et iù\ n'étant pas tous deux nuls, il existe une infinité d'éléments (^x) doubles, définis par
(Jù\ X2 -I- W I ^3 = 0,
et une infinité d'éléments (^) doubles définis par ^^ = 0. Si (Ç)
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et {^') sont correspondants, (l^') contient l'élément défini par ^\ ^2 + ^I -^3 == o ajDpartenant à g, et l'on a
-r- . . i/l(JL>\ (Jù"i
JS' = X i — - = const.
On dit qu'il j a translation; une translation est aussi un moucernent.
Les mouvements sont caractérisés par la relation
Une translation peut aussi être considérée comme ane homothétie spéciale.
428. Pour étudier les similitudes symétriques, remarquons qu'une telle substitution o-'^ se ramène à une similitude proprement dite quand on la compose avec une substitution particulière, dite symétrie, et de la forme
C'est une homologie involutive dont les éléments doubles sont d'abord celai de coordonnées x>, ■=. o^ x^~\- x^ = o, puis tous ceux de l'élément x^ — x^^= o.
Si (i) et (il) sont correspondants, (i^) est perpendiculaire au premier élément double^ et le milieu de (c^) appartient à ce même élément double.
En général, une substitution o-'^ sera une symétrie dès qu'elle se ramènera à une liomologie involutive, et, par suite, qu'on aura
W| 0)2 0^3=0 et COi W'( -j- (O2 Wj =0.
Nous n'insisterons pas davantage sur les propriétés des différentes substitutions que nous venons de reconnaître 5 la Géométrie ordinaire les met suffisamment en évidence, et leur vérification directe n'offre aucune difficulté.
Remarquons encore que l'on pourrait définir d'autres substitutions intéressantes, par exemple celles qui conservent l'un des éléments de l'absolu; 00 qui changent l'un de ces éléments dans l'autre; ou encore qui conservent l'élément double (^') de l'absolu : ces dernières sont les affinités, et leur forme générale est immédiate; leurs propriétés sont connues.
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429. Les similitudes forment évidemment un groupe à cinq paramètres. La loi de composition de deux similitudes se trouve sans peine, et l'on en déduit en particulier que le rapport de similitude résultant est égal au produit des rapports de similitude composants, au signe près.
Deux similitudes symétriques consécutives équivalent à une similitude proprement dite.
Les homothéties forment un groupe à quatre paramètres; il en est de même des mouvements; enfin, les translations forment un groupe à trois paramètres, contenu dans celui des homothéties et dans celui des mouvements, ceux-ci étant eux-mêmes contenus dans celui des similitudes.
On peut, pour les différents groupes que nous venons d'énumérer, construire des invariants absolus d'un système ternaire S quelconque.
Les équations aux dérivées partielles formant un système complet, qui caractérisent ces invariants, seront toujours faciles à former en se servant des substitutions infinitésimales des différents groupes considérés.
Faisant F =: ix^x^j comme plus haut, et gardant les notations du Chapitre I, ces équations seront :
Pour les similitudes
AiiF — o, A22F=:o, A33F=:o, Ai2F = o, Ai3F=:o; Pour les homothéties
AiiF = o, A22F -1- A33F = o, Ai2F = o, Ai3F = o; Pour les mouvements AHF-f-2A22F =0, AiiF -f-2A33F = o, A12F = o, AisF^^o; Pour les translations
AiiF-f- A22F-H A33F =: o, Ai2F = 0, Ai3Fr=:0.
On pourra aussi, quand il s'agit des similitudes, procéder d'une façon plus générale, identique à celle qui a été indiquée au n° 381 . Mais, dans ce cas, on trouve cinq équations et non plus quatre seulement, en vertu de la décomposition de l'absolu.
Dans le cas des homothéties, on pourra de même former un
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système S2, composé du système S^, des coefficients de l'absolu, et des coefficients (^) d'un élément fixe quelconque (^) contenant l'élément double {g) de l'absolu. Les invai^iants absolus ordinaires de ce système S2, qui sont homogènes et de degré zéro par rapport aux coefficients de l'absolu et aussi par rapport aux (^), seront les invariants absolus des homothéties. Les équations qui les déterminent seront formées comme au n° 381.
Dans le cas des mouvements, on remarquera que si (^) est l'élément double autre que les éléments de l'absolu, le mouvement ne change pas la série définie par la forme F + (^ | ^)^. En adjoignant les coefficients (?) au système S, ainsi que les coefficients de F, les invariants absolus ordinaires du système ainsi formé, qui sont homogènes des degrés p ei q par rapport aux coefficients F et aux (?), avec la condition 2/) + ^ = o, seront les invariants absolus du groupe de rotations ayant même élément double (?); en considérant (?) comme arbitraire, on aura les équations des invariants absolus du groupe des mouvements immédiatement.
Un procédé analogue servira pour les translations.
On fera, sur les difi'érents invariants absolus métriques que nous venons de signaler, les mêmes remarques qu'en Géométrie binaire.
On aurait d'ailleurs pu employer en Géométrie binaire des procédés de formation analogues aux précédents, pour les divers invariants absolus métriques.
430. Envisageons maintenant les invariants métriques non absolus. Pour les similitudes, ils vérifieront les équations
AiiF==[JLiF, A22F==[a2F, ù.^^¥ = i^^Y , Aj.F = o, A13F -= o,
[^1? [^2? 1^3 étant trois constantes quelconques, et se reproduiront multipliés par co^^to^-to^^: on a gardé ici 2 ^2 ^3= ^ pour équation de l'absolu.
D'une façon générale, on pourra obtenir tous ces invariants en formant d'abord les invariants ordinaires relatifs au système S aucjuel on a adjoint les coefficients de l'absolu, qui sont homogènes et de degré zéro par rapport à ces derniers coefficients; puis en adjoignant à ces invariants les premiers membres des
équations des éléments de l'absolu, séparément, on deux autres invariants de même origine, si les [x) ne figurent pas dans le système S.
Dans le cas des homotliéties, on aura
AiiF = fjiiF, A22F4- A33F = [JI2F, Ai2F = o, Ai3F = o,
[ji^ et ML2 étant deux constantes. Ils se reproduisent multipliés par co^'i colj'^ On les obtient comme dans le cas précédent. Pour les mouvements, on a
A.hF+2A22F=(J12F, AiiF-4-2A33F=r [i.3F, Ai2F = 0, Aj3F=:0,
1x2 et JJI3 étant deux constantes. Ils se reproduisent multipliés
par (j}^ 0)3^ , et sont obtenus comme les précédents. Enfin, pour les translations, on a
AuF + A22F + A33F== ^F, A12F = |ji'F,
ils se reproduisent multipliées par co^'e "' , e désignant la base des logarithmes népériens. Pour les obtenir on adjoindra, par exemple, aux invariants des similitudes, les deux invariants
Les particularités relatives à ces divers invariants seront laissées ici de côté, malgré l'intérêt qu'elles peuvent présenter. Il sera d^ailleurs facile de leur étendre la plupart des propositions relatives aux invariants ordinaires en général.
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Les séries linéaires sont des cercles particuliers pour lesquels a4 =. o ; l'absolu est aussi un cercle particulier.
Le discriminant du cercle G^ est celui de la forme quadratique
(a[^)2-i- a^F^2, soit 0L'l{g\ay, Si (^|a) = 05 le cercle se compose de deux éléments contenant (^), à éléments orientés; si en outre 0L;^ = o, ces deux éléments sont confondus.
La série tangentielle de (a|^*)- + aJF^2z=: o est ici, au fac-
teur a^ près,
F(ab^+^'!(^l?)'=o;
c'est une série de seconde espèce dont deux éléments sont ceux de l'absolu, et que nous appellerons un cycle.
Les cycles ne sont pas susceptibles d'orientation : le même cycle équivaut à deux cercles.
Quand a^rrro, le cycle se réduit aux deux éléments communs à Coc et à l'absolu; si (^'|a)=:o, le cycle représente (g) deux fois.
432. On peut considérer directement un cycle sous la forme suivante, où l'on suppose F r= 2 (cp[^)(cp^|^) et où (X) désigne un élément arbitraire
2«i(cpX^)(cp'X^)+ 2a2(cpX^)(cfcp'J)-i- '^as(o'l^){(D(D'^)-h a4(cpcp'^)2 — o;
les (a) sont alors les coordonnées du cycle, désigné par F^.
L'équation du cycle F^ équivalent au cercle Ca peut s'écrire
2(cpcp'a)(cpXa)(9'X0-+-2(cp'aX)(cpX0(T?'0
cpaX)(cp'X0(cpcp'^)-H -AT ^yr J ^v . . J_ ^ '^y_^ç
et, par suite, la correspondance entre les coordonnées (a) et [a) peut être établie par les formules
aj = p(cpcû'a), a2=p(cp'aX), a3=p(cpaX),
_ 2(cpaX)(y-aX)-a|(cpcp^X)^ P (cpcp'a) '
p étant un paramètre arbitraire; de sorte que a^^ ^2, a^ sont des fonctions linéaires de a,, ag, o.^\ et réciprocjuement.
Les cycles pour lesquels a, = o se décomposent en deux séries linéaires, dont l'une est [g) et l'autre quelconque; le cercle correspondant est un élément double contenant (g), et ne détermine pas le cycle F^.
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Si Ton fait F = — 2^2<^3? et si l'on prendli = i , X2 = o^ ^3 = o? on a simplement
ai en prenant
et, par suite
L'équation
d'un cercle Ga permet d'écrire
■OCX = ■
Cette distance constante est le rayon du cercle C^, et l'élément (a) est le centre de ce cercle.
On a aussi
et, par suite,
"=dzX '"'
cette distance est le rayon du cycle F^ équivalent à Ga, et (a) est aussi le centre de ce cycle.
Le rayon d'un cycle n'est déterminé qu'au signe près; si l'on fixe ce signe, on fixe en même temps le cercle équivalent à ce cycle : c'est ce que nous ferons toujours.
Le rayon est nul pour 7.4=0; le cercle est alors une série linéaire (a) et le cvcle équivalent se compose des éléments cornmuns à (a) et à l'absolu.
Le rayon est infini quand (^^ | a) =: o.
Le rayon est encore infini pour les cycles qui correspondent à a^ = o et se décomposent comme il a été dit plus haut.
434. Deux cercles G^ et Gp, de rayons r et 5, ont deux éléments
communs, sur lesquels on fera les mêmes remarques qu'au n° 388.
Leur distance est celle des éléments tangents à ces deux cercles
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en un élément commun, et l'on a sans peine
G«G^= (jï^omr) ==Vap^-('-^)-
Les deux cycles écjuivalents F^^, F^ sont de véritables séries qiiadraticjLies ordinaires et ont deux éléments communs, outre ceux de l'absolu. Ces deux éléments communs appartiennent à une série linéaire, facile à déterminer et dont il est inutile d'étudier ici les propriétés bien connues .
La distance des deux cycles, définie toujours de la même façon, est déterminée par
cos
Litroduisons les coordonnées (a) et (6) des cycles F^ et F^. Si l'on calcule le discriminant du premier membre de l'équation deF^, considéré comme forme quadratique par rapport à (cpcp^^), (çî^?), (cp'X^), on le trouve égal à a^ i^ia^a^;^ — a\ a./,).
Appelons alors G^^^ la forme quadraticjue par rapport aux {^a\ la^a^ — a^ a/, ; on trouve d'abord
pu
IS
cos — -. — = ^ et C^Cft = T—, — TT-vT
Le cercle équivalent à un cycle Va est orienté par le signe de y/— G^2.
Quand G«^= o, les deux cycles F^ et F^ sont orthogonaux.
Quand on a
on a, à la fois,
Gq,Gs=o, cos — -. — -=1,
et les deux cercles G^, Gp sont tangents, ainsi que les deux cycles Va, F<^.
Les cas particuliers sont faciles à examiner, comme au Ghapitre
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précédent, et fournissent des remarques analogues, sur lesquelles il est inutile d'insister.
435. Au sujet de trois cercles, ou trois cycles, on peut répéter ce qui a été dit au n^ 390, avec quelques modifications sur certains points.
Soit un réseau de cercles
X-iCa-H X2GP+ XaCy— o
ils jouissent tous, à l'exclusion des autres, d'une propriété commune, facile à découvrir; en effet, leurs coordonnées (a) vérifiant une relation linéaire, il en est de même des quantités a^^ a^^ a-^ et \J — 0^2, qui correspondent aux cycles équivalents; par suite, il est clair qu'il existe un certain cycle spécial, c'est-à-dire composé de [g) et d'un élément linéaire fixe, dont la distance à tous les cycles équivalents aux cercles du réseau est constante. On aurait d'ailleurs pu, manifestement, interpréter d'une façon analogue la propriété commune des cercles d'un réseau en Géométrie métrique générale.
Si {d) est l'élément ïi^e qui, avec (^'), constitue le cycle spécial dont nous venons de parler, tous les éléments tels que C^p déterminés par les éléments communs à deux cercles du réseau, contiennent (^d).
Le réseau contient un faisceau de séries linéaires qui ont en commun l'élément (^d). Parmi les cycles équivalents aux cercles du réseau, se trouvent deux séries de cycles spéciaux; les éléments linéaires, autres que {g), des cycles spéciaux d'une même série, appartiennent à un même élément contenant {g).
Un réseau de cycles
p.i Ta -H [i.2 T/, -^ {J.3 Te == o
est formé de cycles orthogonaux à un cycle fixe Td et Ton fera, à ce sujet, les même remarques qu'au n° 390. Mais, de plus, on observera qu'un tel réseau est aussi un réseau de séries quadratiques ordinaires, de seconde espèce, contenant deux éléments fixes, ceux de l'absolu. La jacobienne de ce réseau se compose précisément de {g) et du cycle F^, tandis que la cayleyenne est formée de l'absolu et centre de F^; et l'on pourra appliquer à ce
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cas les propriétés générales des réseaux de séries quadratiques.
Des remarques analogues s'appliqueront aux faisceaux de cercles et de cycles; nous ne les développerons pas, observant seulement, qu'à un faisceau de cercles, tels que nous le définissons ici, correspond en Géométrie plane ordinaire, l'ensemble des cercles qui ont, deux à deux, un centre de similitude de même nom fixe; tandis C[u'à un faisceau de cycles, correspond ce qu'on appelle d'habitude un faisceau de cercles.
On peut répéter relativement aux cycles tout ce qui a été dit au n« 392.
436. Étudions ce que deviennent ici les formules générales des n«^ 393 et 394.
D'abord pour deux groupes de trois éléments de première espèce (a), (6), (c); (a^), {h')^ {c')^ on a tout de suite, à cause de D = o, la formule
Icosaa'js = o,
en employant des notations analogues à celles du n'' 393 et faisant lim =. I .
Plus généralement,
|cosaa'|,i= o,
pour /i ^ 3.
Pour obtenir les formules qui correspondent aux éléments de seconde espèce, nous ferons un passage à la limite, en partant des formules cjui conviennent au cas de D non nul.
En rétablissant la constante p., on a en général
ce qui peut s écrire
ii]j.
or
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il s
et remplaçant 4[^" par ? on a
. «7. aa
2 sin2— ^ — -^— D •
4 î^ [Jt 2 À'2
si l'on porte ces valeurs dans l'équation à transformer, puis qu'on égale à zéro le terme da plus bas degré en D, il reste
c'est la relation cherchée entre les distances relatives à deux groupes de quatre éléments de seconde espèce. On a de même
|(xa' |,i I 1 o
plus généralement, pour /? ^ 4 5 et l'on en déduit sans peine
pour n^/i^ (9) étant un nouvel élément arbitraire; et aussi
pour n^5.
Pour deux groupes de cercles on cycles, de centres (a), ([î), . . . , (a ), (P'), ... et de rayons Ta, /^p, - • , 'V, ^'p', ... on aura de même
et
\COSl d^ a' \n'
|GaGc(' \fi J I O
|aa' \n
ri
ri'
2'^ra'^p.-- ^a'r^' .
les deux membres de chacune de ces formules étant nuls pour
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n^ 5 ; puis
' ra.rR".rr,'ri
.TaVa
2 Sin2 I =- Gj^Gq^. ,^ =
\ti I ol fa.
rà'
les trois membres de cette formule étant nuls pour /i^ 6.
On peut envisager de nombreux cas particuliers.
1° Si le cercle Ca est l'absolu, on aura de nouvelles formules en modifiant les précédentes, et faisant
'a ~ ara'
^sin^î^^^
Ga^-^a'
Toutefois dans la seconde formule, afin de ne pas tomber sur une
— I -t- =^-^, et l'on égalera les coeffi-
identité, on fera
GaGa'
ra.
cients de — dans les deux membres, cette quantité étant considérée comme infiniment petite du premier ordre, tandis que
— — est du second ordre.
2^ Si le cercle C^ est de rayon nul, c'est-à-dire se réduit à une série linéaire, on fera
raCOsT^r^'^
/-g' — ace ira'
«a — ra'
3° Si le cycle Ta est spécial, et représente avec l'absolu l'élément {ci\^)^ de sorte que r^ est infini, on fera
et les termes qui ont Ta en facteur disparaîtront d'eux-mêmes; d'ailleurs ici, on a avec précision
COSVaTa'=^
l'élément (a) étant orienté.
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De plus, on aura
rr: 2 ( 7'^' — a a).
''a 4'' La dernière égalité reste encore exacte si Ca n'étant plus un cercle, on y remplace 2 sm- ^ par i, ? /v et — par o; ou
1 • G/vG/v' aa' 1 i
bien par — i , — ~ ? — et — par o.
5"^ Il en est encore de même si l'on remplace _^__± p^^.
I aa' I ^ I T . GaCa' oc^J ? ■, — et — par o; ou bien par 2j\'. ? r^ et
— par o.
On combinerait sans peine tous ces différents cas particuliers.
Toutes ces formules s'obtiendraient directement comme au Chapitre précédent. Elles serviront anx mêmes usages, et permettront de résoudre la plupart des problèmes sur les cercles ou les cycles. On retrouverait ainsi toute la Géométrie ordinaire des cercles sans difficultés. On fera d'ailleurs la même observation générale qu'à la fin du n^ 399.
IV. — Les substitutions conformes
437. De même qu'au Chapitre précédent, nous pouvons envisager les cercles C^ comme remplissant un espace à trois dimensions.
On peut transformer les cercles en cercles, en soumettant les (a) à une substitution linéaire quelconque; et, en particulier, on peut envisager les substitutions faites sur les (a) qui correspondent à une transformation des éléments (œ).
Comme précédemment, si une telle substitution est définie par les formules
la substitution transposée, faite sur des variables (y)^
devra être telle qu'elle ne change pas la série quaternaire définie
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par l'équatloQ
et cette même substitution transposée établira la correspondance entre les éléments (j) et (y^), à la condition de faire
On est donc ramené à chercher les substitutions, dans un espace à trois dimensions, cjui conservent un absolu défini par
les (jk) étant les variables d'espèce opposée aux (a). Mais ici, le discriminant de la forme F^^-f-jK^ est nul, ce qui va modifier les théories du Chapitre précédent.
438. Prenons l'absolu sous la forme F= — 1X200^^=1 o] on trouve alors immédiatement, en s'aidant de ce qui a été dit sur les mouvements en Géométrie métrique ternaire générale, Cjue les substitutions cherchées, que nous appellerons substitutions conformes de première espèce, sont de la forme
ai = Xj a ^2 = X2C< CC3= ^30:
- (Xi'^ a 2 -I- w 2^ y/3 -i- (JL) 'j Cl) 2 s/'-^ -''\
a^, — X4 a'i 4- (.0| ii^\ s/'i 7/2 -i- CO2 0/2 V 2- -3 -i- ( w^ w ^ -h 0)2 ^\ ) a'- ,
).,, ')v2, )v3, A4, o),, co', , cà2, to'^ étant des paramètres arbitraires. Elles donnent inversement
^'^ = Wl ^2 -i- 0.)!^^ ^3 -H Wi CO'^ /^ \/-2X2^2i a? 3 == OJ I :Z72 -f- W 2^ :r3 -I- W2 ^2 V '2 \/'lX2 ^3, S/'1X\X.^ =■ COi 0)2/2^2+ ^1 ^2 \/2.T3-h ((jO| W2 -f- W2 w'^ ) /'2:r2^-3.
Ces substitutions forment un groupe à huit paramètres, compre nant en particulier le groupe des similitudes et les similitude symétriques. Il leur correspond des invariants conformes, sur lesquels il est inutile d'insister.
Sans étudier les éléments doubles définis par les substitutions précédentes, remarquons que les séries linéaires (a'), qui sont des An. — I. 3i
es
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transformées de séries linéaires, vérifient la relation
X4 a'j H- oj 1 (.û\ \/'2 1'^ 4- W2 W2 yl «3 = 0.
On peut donc choisir l'élément fondamental 0, de façon que };4 = o, sauf si l'on a à la fois co^ = co'^ = o, ou w'^ =: 032= o. Dans ces deux cas, les séries linéaires considérées sont celles qui contiennent l'élément double (g) de l'absolu.
Supposons que l'on puisse prendre )^4 = o, et cherchons alors quand il j a involution. Un premier cas, auquel peut se ramener une substitution conforme quelconque du même genre par l'adjonction d'une similitude ou d'une similitude symétrique convenablement choisie, correspond aux hypothèses
X2 = X3 = X4 = o. COi -f- tO^ = 0, Xi = i tOi CO^ — ^2 Co'i ).
Les cercles doubles pour cette transformation sont d'abord le cercle
— o:)2^'2 -f- to'i ^3 -f- coi /a y'ÀX^^r-^ = o,
qui se décompose en deux éléments contenant {g')j à éléments orientés; puis tous les cercles d'un réseau, leurs coordonnées vérifiant la relation
— Lù\ao-t- ojo ^3 -i- (.0 1 y/Li a4 — 0.
Les cycles équivalents à ces cercles sont à une distance constante k du cycle spécial formé par (g) et l'élément (A) d'équation
on a d'ailleurs
to.1/2
• cosA- =
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espèce. Si l'on a coi =:: co'^ = o, il vient cosA"=:o, et l'on a une simple symétrie; si coaw'^ r= o, l'élément (A) appartient à Tabsolu. Un second cas d'involiition correspond anx hypothèses
X^=o, a)i -f- co^ = o, Xi = o)ito'^ — ^Wo^n X2^*^'i — XsWo — o.
Ici les cercles doubles forment deux faisceaux, dont l'un est composé de cercles décomposables en séries linéaires contenant {g)] le lieu des centres des autres est un élément (B) et une sjmélrie par rapport à (B) ramène ce cas au précédent.
Si cependant Tune des cjuantités (02 ou co'^ était nulle, un chani^ement de coordonnées permet de supposer ).2= ^^3 = o, ce qu'on pourrait faire aussi en général, et l'on est ramené au cas précédent, non plus par une symétrie, mais par l'emploi du mouvement simple
Examinons maintenant le cas où l'on ne peut prendre )v, = o. Un changement de coordonnées permet de supposer Ao = ^^3= o. Les cas d'involution correspondent aux hypothèses
ai =^ dz toa^ , a2=wa2, as =00X3, a; = }.4aj zp coa' ,
d'où
X\=^ ± <JÙXl'^\l^^'lX^X■^, œ[2=^(JOX2, x'^=(OX-^,
Y'ix^Xii = zjz (.0 \/'2X2 x'.^ ; de plus, une symétrie de la forme
^1—^1, X-i^-OiX.^^ X-s=-X^.
composée avec ces substitutions, leur conserve leur caractère involutif.
Une substitution conforme quelconque pour ' ii ^ ^^^ peut
être supposé nul peut se ramener à l'un des t ^^^^ précédents par l'adjonction cFune similitude ou d'une simiU ^^^^^ symétrique convenable.
Pour la substitution
'' - -' j.%, «,-X,a;-coa,,
les cercles doubles sont l'absolu r
A touâ ceux dont le rayon est
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éaal à — )^-^, deux cercles correspondants ont même centre, et
la somme de leurs rayons est — A — • Pour la substitution
«1 = — WGC'^ , (y.2= Wa'g , ^3 = 007-3 J ^4 ~ "^^4 ^-1 "^ ^"^^4 '
les cercles doubles sont tous ceux qui se décomposent en deux éléments contenant (g), et le cercle particulier
Si (y) et (y) sont deux éléments correspondants, ils sont alignés avec (g), et l'on a
Ù^ est d'ailleurs le centre du cercle 2co^^ — X4 ^20^0^3== o, dont
le rayon est — ••
On fera les mêmes remarques qu'au n° 404 sur les substitutions conformes relatives aux cercles.
^9. Soumettons maintenant de la même façon les coordonnées^ 6J^i, ^2, ^3, a4 d'un cycle à une substitution linéaire, et envisageoms en particulier les substitutions linéaires sur les (a) qui définissent en même temps une transformation des éléments (?). Comme au n° 400, on voit tout de suite que les substitutions cherchées seront celles qui conservent la série quaternaire définie par l'équatïen quadratique 0^2= la^ci'^ — ai <24= o; et la substitution transposée appliquée aux variables
liées par une reh^tion quadratique, définira la transformation correspondante sur le5(i). Dans l'hypothèse, que nous conserverons, où F = — 2 ^2 -^3 7 ^'^^ variables sont simplement, en gardant les simplifications du n^ 432, i\^_\'i^ — i\^\^^^ — 2^1 ^o? ^?-
Ces substitutions tr.^nsforment un cycle de rayon nul en un cycle de rayon nul et, de plus, conservent la distance de deux cycles.
440. Nous pouvons définir }l^ élémeu t(ç) par les deux systèmes
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de paramètres binaires {!) et (pi) qui définissent les deux éléments communs à (^) et aux éléments qui constituent l'absolu, d'équations
quand F = — 2X2'^3j o^^ plus généralement, avec les notatipns
du n« 432,
Les substitutions que nous avons en vue, transformant un cycle de rayon nul, c'est-à-dire composé de deux éléments (œ) appartenant à l'absolu, en un cycle de même nature, seront par suite obtenues en posant
Xi= cri).;-i- a-;}.;, iii= Tijj.; ^-t; (j.'^,
X2 =-cr2 X'^ -f- cr'^ X 2 , IJ'2 = '^2 [-'-1 + ^2 '-'-'2 ?
OU bien
Xi =: CTip-'i -j-OTi t^',, [J-i = TiXj -f- TiX^,
X2 = 0-2 {Jl'i -f- 0-^^ [J.2 5 P-2 = '^2 X'i + ^2 '^^ 2 ?
comme au 11° 401 ; et l'on fera les mêmes remarques. L'équation du cycle Ta s'écrivant
la^Xi fJ-l -î- 2 (3^2 X 1 [J-2 + '^ <^3 X 2 P-1 + <^^4 A2 P-2 = O 5
on aura pour les coordoanées du cycle transformé F^', en ne considérant que les substitutions du premier type
a\ = G[ 'ui ai -f- C7] -09 a.9 -f- a, Tj ^3 h 0-2 T9 ^4,
ag = (TiT^ai-l- 0-1X2^2-^ <^2^i<^3H ^2X2^^4,
Cl .^ = G i T] Clf -r- <T j 1:2 <^2 ' ^2 '^l ^3 "^ "" ^2 '^2 ^4j «4 == 2 <j\ t'i «1 + 2 œ'j T2 «2 "T- 2 0-2 x'^ «3 -H CT^ z'^ «4
et, par suite, l'absolu étant F = — 2^2-^3= o?
Ç2Ç3== '^l'^lÇ2^3— ^l^iÇib3 — ^=^1 ^1?1 ^2"-^ ^l^l^r^
^1 '^2^2 ^3 -i- ^1 ^2 Tl ^3 -*- ^i '^2?'i ^2 " ^1 -^2 Tl' , ?1?2= — Cr2i;i^'2^;,-{- ^sT^'l^'l^S-^ ^'2^J^'l^2— <^'2'^'i??' eî- ^2^2e;?i-^2^;?U3-^;^2?i?; + ^;^2^?.
Ces substitutions, du premier type, seront dites conformes de
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seconde espèce , et 11 leur correspondra des invariants conformes faciles à définir d'une façon plus précise.
Les éléments doubles, pour une substitution conforme, se déterminent comme au n" 403.
41']. En généra], qu'il s'agisse d'une substitution du premier type ou d'une du second, les cycles spéciaux, c'est-à-dire pout^ lesquels a, = o, qui se transforment en cycles spéciaux, contiennent l'élément fixe défini par
si l'on a (72^=^2 = 0, la transformation est une similitude, ou une similitude symétrique, suivant son type. Ce cas écarté, soit (TsToT^o, et prenons, ce qui est possible, l'élément fixe que nous venons de définir, pour élément fondamental 0^, de sorte que (7^ = T^ = o. Une substitution du premier type sera alors involutive si l'on a de plus a-'., = t!, = o. Les éléments doubles de cliacune des involutions ainsi déterminées sur les deux éléments de l'absolu sont conjugués barmoniques par rapport à (^j et O2 ou O3; en les combinant ensemble, on détermine deux couples d'éléments de seconde espèce (a) et ([â), (a') et ([3'), les éléments (a[3) et (a^P') contenant 0|.
Les cycles doubles pour la substitution envisagée sont ceux des deux faisceaux déterminés par (a) et ([3), (a/) et (,8^)^ ces deux faisceaux sont conjugués et les cycles de l'un sont orthogonaux aux cycles de l'autre.
Une substitution du second type sera involutive, si l'on a de même ^-'2^= t'^ = 0, et de phis o-'^ T2 ^^^o^^^ •
Dans ce cas, dit inversion spéciale de seconde espèce, on a
et l'on est ramené à l'inversion particulière définie au n° 284 comme cas particulier de la correspondance quadratique birationnelle, de sorte que nous pourrons appliquer les propriétés de cette transformation.
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Revenons maintenant au cas exclu d'abord où l'on a a-oTorrzro, et soit T2 = o. Si la substitution est du premier type etinvolutive, on peut disposer de Qj de façon que
et l'on se trouve dans un cas limite du cas général ; pour le second type, il y a involution seulement. si <72 = o, en particulier, et l'on est ramené à une sjauétrie.
Une similitude ou une similitude symétrique convenablement choisie permet toujours de ramener une substitution quelconque du premier ou du second type à un cas d'involution. Une substitution conforme involutive se ramène aussi, par l'adjonction d'une symétrie évidente, à une inversion spéciale.
Nous remarquerons enfin que le réseau formé ici par les cycJes spéciaux, composés de (g) et d'une série linéaire, a pour correspondant un réseau de cycles contenant un même élément (^) fixe. On ne pourra donc pas en général, par une des substitutions que nous venons d'étudier, transformer trois cycles en trois séries linéaires.
Pour des raisons que la Géométrie quaternaire rendra évidentes, un hypercercle sera l'ensemble des cercles dont les coordonnées vérifient une relation de la forme
A] Cf.\ 4- 2 A2aia2+ 2 Aaaiaa-i- iki^T.i a4 -f- A5 (2a2^3 — a| ) — o,
l'absolu étant toujours pris sous la forme F = — 2^2'^3 = o.
Tous les cercles d'un hypercercle sont à une distance constante d'un cercle fixe, comme on le vérifie sans peine; et de même tous les cycles équivalents à ces cercles sont à une distance constante d'un cycle fixe, qui a même centre que le cercle fixe précédent.
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Un hjpercjcle sera de même l'ensemble des cycles dont les coordonnées vérifient une relation de la forme
Ai^i + A2a2-h Asas^ ki^ai^-^ A5 / — 0^2= o.
L'ensemble des cercles équivalents à ces cycles forme un hypercercle, et l'on aurait pu faire la même remarque en Géométrie métrique générale.
Nous n'étudierons pas ici ces éléments nouveaux, auxquels s'appliqueront les théories de la Géométrie quaternaire.
V. — Les coordonnées circulaires et cycliques, et les séries orientées.
442. Les cercles Cp dont les coordonnées vérifient une relation linéaire
ai pi -f- ^2 j32 -r- «3 ,83 ■+- <^^4 184 = O
définissent un élément (a), de coordonnées a^^ ^27 ^3, tel que la distance de cet élément aux cycles équivalents aux cercles Cp ait une valeur constante k définie par
cos-
Quand k est nul, on a en particulier F^^-}- a\ = o.
INous sommes ainsi amenés à définir un élément (a) par les quatre coordonnées circulaires^ a,, ao, a^, a^^ liées par la relation F«2+ <^^4 = o.
Une équation de la forme f{a^^ a^^ ^3, ^4)^=0, jointe à la relation F^^-j- a^^ = o, définit une série ternaire, que l'on peut en général dédoubler en deux séries orientées, et sur laquelle on peut répéter tout ce qui a été dit au n° 408.
Inversement, il sera facile de reconnaître si une série ternaire donnée est susceptible ou non d'orientation, puisque dans le premier cas, son équation doit permettre d'exprimer \j^ — F^:: rationnellement en fonction de x^^ X21 00^.
Si l'on effectue une substitution linéaire générale sur les (a), de sorte que les coordonnées (a) sont transformées par la substi-
Hosted by
CII.\PITRE XVI. — LA GEOMETRIE METRIQUE TERNAIRE SPÉCIALE
talion transposée, on est amené à envisager des coordonnées circulaires plus générales.
443. Les cycles F^ dont les coordonnées vérifient une relation li[iéaire
ai ^1 -f- 7-2 &2 + ^-3 ^3 ^ ''J-k- ^>k ~ O
sont tous orthogonaux à un cycle fixe Y a pour les coordonnées duquel on petit prendre les coefficients (a).
Si, en particLilier, le cycle r,^ est de rayon nul, on a évidemment 2 a^ a/, — 7.2 a3 = o.
Les (a) sont des coordonnées cycliques; une équation
jointe à la relation aa^ a^ — aoagr::^ o, définit une série ternaire de seconde espèce dont il est facile de former l'équation. Si, en effet, (i) est le centre du cercle de rayon nul défini par les (a), on peut prendre, en général, avec les nolations du n^ 432
On définira sans peine des coordonnées cycliques plus générales.
Une équation /(a,, ao, aa, a-, ):=:o, de degré p par rapport aux (a), définit une série de degré 2/?, dont nous dirons qu'elle est orientée de degré p, quoiqu'ici le mot orientée perde son sens, par analogie avec ce qui a été déjà fait.
Inversement, il sera facile de reconnaître si une série ternaire donnée peut être considérée comme une série orientée de moindre degré.
Tout ce qui a été dit au n° 410 peut être répété ici, avec quelques modifications évidentes, puisque l'équation d'un cercle ou d'un cycle est linéaire par rapport aux coordonnées circulaires ou cycliques.
On définira donc sans peine un élément normal, qui sera de première espèce, un cercle ou un cycle osculaleur, etc.
VI. — Les séries orientées du second degré
444. L'objet de ce paragraphe est tout semblable à celui du paragraphe correspondant du Chapitre précédent; aussi n'insisterons-nous que sur les modifications à faire à ce qui a été déjà dit quand il s'agit de passer de la Géométrie métrique générale à la Géométrie métrique particulière.
On considérera d'abord une série orientée yde première espèce, et l'on cherchera des fonctions linéaires A/ des (a) telles que
et que
L'équation
/ = /?i A'f -i- /J's A ^ -H /?3 A| 4-/>4 A I , Fa^ -+-«!- G- Al + Al-i- A|.
Xi A| + A2 A9 -f- X3 A3 -4- A V xV/, = o
représente un cercle (X) qui se décompose en deux éléments appartenant à (^'), quand on a ).,=zo, évidemment; c'est le cas des cercles particuliers Ao = o, A^^o, A4 = o.
Il existe sept substitutions linéaires qui conservent la série / et la forme G; trois sont du type
c'est une inversion spéciale conservant le réseau de cercles pour lesquels X2=o, et en particulier, par conséquent, A3=o et A/, = 0; cette inversion conserve aussi A2=o. Une autre est
i,=r-. — i[^ à2-a;, Ao-à;, i'.^K'^
elle conserve A, ==0, et tous les cercles décomposables : elle a été étudiée à la fin du n"^ 438.
Enfin trois autres sont du type
ce sont encore des substitutions involutives, obtenues en composant ensemble deux des quatre précédentes.
44o. Si la série/* est une série quadratique ordinaire, on peut supposer/?, = 0, et A,, Ao, A3 sont des fonctions linéaires de ai^
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«o, «3 seulement. La transformation faite est encore celle qui consiste à rapporter la série /et l'absolu à leur suite triple conjuguée commune, dont [g) est ici l'un des éléments de première espèce. Des sept substitutions linéaires qui transforment ici Ja série/ en elle-même et conservent G, Tune n'a d'autre effet que de changer l'orientation des éléments; une autre est un mouvement involulif; deux sont des symétries; les trois autres sont des compositions de la première avec les suivantes. Les éléments caractéristiques de ces transformations sont en évidence.
446. En revenant au cas général, on trouve quatre systèmes de cercles bitangents à la série/; mais l'un d'eux, défini par
se compose de cercles décomposables en deux éléments confondus, et n'est pas à considérer : ces cercles se reproduisent d'ailleuis par la substitution particulière
Xi = -X'i, l.^V,, A, = V,, l, = X\ Les trois autres systèmes sont du type
Xf X| Xf
Pi—JJ-2 p-à—Pi P'^—Pl
les cercles de ce système appartiennent au réseau )w=o, qui se reproduit par l'une des inversions spéciales c{ui conservent la série/; dans cette transformation, les deux éléments de contact s'échangent mutuellement. S'il s'agit d'une série quadratique ordinaire, le système des cercles qui correspond à Xv, = o se compose des séries linéaires tangentes à/. Dans le cas général, dans un système de cercles bitangents à /, il existe deux cercles décomposables, les éléments cpà composent l'un d'eux étant tangents à / et contenant [g). En tout, il y a six tels cercles décomposables obtenus en combinant deux à deux les quatre éléments tangents à /contenant (^), et autres que les éléments de l'absolu. Pour une série c[uadratic[ue ordinaire, il n'y a C[u'un seul tel cercle, appartenant d'ailleurs aux deux systèmes de cercles bitangents.
Prenons maintenant l'équation de la série / en coordon
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nées circulaires ordinaires sous la forme
comme au n^ 418, et faisons la même réduction, de sorte que
/rzr ^lAf H- ^2A|h-^3A| -1- 2A4(7;-i Ai + r2A2-r-r3A3),
G=.Al-f-Ai + Af,
A4 étant «4 et A,, A2, A3 étant des formes linéaires en a^^ a^, «3. Les coordonnées du centre d'un cercle (X) sont ici X,, }.2, ^35 et si T) est son rayon, on a
)v étant toujours la constante métrique, sans qu'il puisse en résulter de confusion.
Envisageons d'abord le cas d'une série quadratique ordinaire, de sorte que r, = r2= ^'^s = o; la transformation précédente est celle qui consiste à rapporter la série / et l'absolu à leur suite triple conjuguée commune, et F a ici la forme A^ + A3 = o.
L'élément A^ = o est le centre de la série quadratique, tandis que les éléments de première espèce définis par Aj = o, A3=::o et K^ = o, A2== o en sont les axes : les raisons de ces dénominations sont évidentes, d'après les transformations déjà étudiées de la série/" en elle-même.
Soit a2 la distance du centre à l'un des éléments tangents à / contenant l'axe A, = o, A3 ==: o ; et ag la distance analogue relative à l'autre axe. On a
si <:/, (?, é sont les invariants des formes /et F au sens ordinaire, de sorte que
d=qiq^^q^, e = qiiq^-^ qz), e' = qi,
on a donc, pour déterminer 0.2 et a3, l'équation générale
e cl
L'invariant y^ relatif à / et F est
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les (^) étant les coordonnées de seconde espèce; égalé à zéro, il représente un cycle à orientation arbitraire, ayant même centre que/, lieu des éléments (Ç) tels que leurs deux éléments communs avec jf soient perpendiculaires.
11 n'y a pas lieu de considérer l'invariant h.
qi qz — q^.
\\ Il
qs
qi q2—q3
Les cercles Çk) bitangents à f sont d^abord les cercles décomposables en éléments confondus contenant (^'), vérifiant
On a ensuite les éléments tangents k f, vérifiant
qi q2 qs
et enfin deux systèmes de cercles bitangents proprement dits définis par les relations
ou bien
Ces cercles ont leurs centres appartenant aux axes; nous les avons déjà étudiés cjuand ils se décomposent; mais, de plus, on voit que chaque système contient deux cercles de rayon nul, appelés foyers. Les distances y2 et ys du centre aux foyers sont définies par
>,2_ y 73—^2 .,2_)2ilZI^.
" qi '' qi
les foyers sont fournis par les éléments communs à /" et à l'absolu associés deux à deux.
Si une série cjuadratique /' a les deux foyers d'un même système communs avec/, son équation est de la forme
^i'^? + (^2-f- ^)Al-h(5'3-+- w)A|==o,
Cl) étant un paramètre arbitraire, et les deux autres foyers sont aussi communs. Ces séries sont homofocales. Des séries homofocales forment un faisceau comprenant l'absolu, d'où un grand nombre de propriétés connues s'énonçant immédiatement.
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449. La réduction supposée au n" 447 n'est pas toujours possible. Le cas le plus important dans lequel elle cesse de l'être se présente lorsque la série quadratique / contient l'élément double [g) de l'absolu. On peut alors prendre /"sous la forme
f ^- pxkl^ IJH^k^k^^- o,
l'absolu restant
La série quadratique est dile pa/'aboliqae ; l'élément défini par Al = 0, A3=: o est son aœe^ et A, = o définit son sommet; l'élément de contact de Ai = o avec/, soit K^ = o, A2= o^ est perpendiculaire à l'axe. Les invariants de /et F sont
d~—p^p\.^ e= — pi, e'~o; l'invariant y^ de /et F est ici
égalé à zéro, il définit, outre (g)^ une série linéaire qui s'interprète comme précédemment.
Comme cercles bitangents à /, on trouve deux fois la série des cercles décomposables en éléments confondus contenant (g); les éléments tangents à/véï'ifiant la relation
l',= o, PV4^ 27^1/52^1^^3= O,
et enfin une série de cercles proprement dits :
l^^=z o, pjll -t-- •2P1P2X1I3 — PIII = O.
Ces cercles ont leurs centres appartenant à l'axe; il existe un seul foyer proprement dit, défini par X2 = op] "ki + 2/>2)^3 =^ o ; sa distance au sommet, [3, est définie par
450. Revenons maintenant au cas général. Les propriétés correspondantes résulteront sans peine de ce qui a été dit au n° 418, si l'on y prend G sous la forme s A^ -[- A^ + A3 H- A^^ et si l'on fait ensuite un passage à la limite en supposant que s devienne nul.
Les cercles bitangents à /, en dehors de ceux formés de deux
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éléments confondus contenant {g)^ sont définis par
rf ri 7'.
q\ ^2+p qz-
■ A^, = Oj
^1 qi~^9 q-i-^
de sorte qu'il j a trois séries de tels cercles, correspondant aux trois racines de la première équation, p étant une inconnue auxiliaire.
Les lieux des centres des cercles de ces séries sont trois séries quadratiques (1)2)5 (^3)? (^''O' homofocales entre elles et à la série quadratique /, ; de sorte que leurs fojers sont faciles à définir en partant de /.
Les cercles du système cjui correspond à (D/) appartiennent à un même réseau, et sont à une dislance constante ki de la série linéaire (B^)
qi "" ^2+ p/ ' ^3+ p/ ~ '
p/ correspondant à (D/); d'ailleurs
en faisant ^ini ■=■ \ .
Les cercles principaux (A/) du n°418 deviennent les cercles décomposables
qi-^pi q-3-
Les cercles (A3) et (A4) par exemple appartiennent au réseau des cercles bitangents à/, correspondant à (Di). On a, par un passage à la liinite évident,
cosAi A 2 == cosA'i COS/C'2.
Chaque système de cercles bitangents à y comprend deux cercles de rayon nul ; leurs centres, communs aux séries (D/) et (B^) correspondantes, sont les six éléments tangents doubles de / autres que les éléments de l'absolu.
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Les séries décomposables contenues dans un système ont déjà été étudiées.
La propriété du n° 417 modifiée convenablement montre que le pôle par rapport à (D/) de la polaire de (By) par rapport à l'absolu a lui-même, par rapport à l'absola, même polaire que (By) par rapport à (A/); ou bien encore appartient à la polaire de la polaire de (Bj) par rapport à l'absolu, prise par rapport au cercle décomposable (A^), polaire réciproque de (A/) par rapport à l'absolu.
Appelons Q l'élément Ai = o; un élément quelconque contenant (g) a en commun avec / quatre éléments répartis en deux groupes, et les deux éléments d'un même groupe sont tels que la somme des distances de Q à ces deux éléments soit constante et
éeale à — 2 0^ ~ , soit 2 -a.
^ ^ Ci
On a aussi
ilBi= [j. cos/c/.
Ces propriétés permettent de construire (B3) et (B/, ), par exemple^ connaissant (D2) et (B2) ainsi que /{■2, et de calculer /fg et /f/,.
On voit encore sans peine, en s'aidant de la propriété évidente . des éléments de contact avec f d'un même cercle bitangent, et cherchant les cercles à éléments de contact confondus, comme au n° 418, que ces cercles sont au nombre de douze et que les séries (D3) et (D^) par exemple contiennent deux par deux les quatre éléments contenant deux éléments communs à la série tangentielle de (D2) et au cercle (A^). De plus, les éléments de contact de (D3) et (D4) avec les éléments indiqués ci-dessus sont perpendiculaires à (B2), ce qui détermine sans ambiguïté (D3) et (D4), homofocales à (D2) qnand on connaît (A2) et (B2).
On peut multiplier les propriétés des séries que nous venons d'étudier; mais ce qui précède suffit pour en donner une idée nette.
On pourra aussi discuter les différents cas particuliers, comme au Chapitre précédent; et, en outre, on pourra envisager le cas où la série y^ est parabolique; il ne reste alors que deux systèmes de cercles bitangents, et les séries (D3) et(D;,) correspondantes sont paraboliques et homofocales.
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s'écrire
f(A\, a;, a;, Ai) =..0,
f étant une forme quadratique des A^-, qui sont elles-mêmes des fonctions linéaires des coordonnées circulaires ordinaires a^ , ^2,
Si un élément (A^) a pour coordonnées ordinaires (a) et si Ton considère un élément tangent au cercle A'^= o, contenant (A^), en désignant par ti la distance de (xV) à l'élément de contact de cet élément tangent, c'est-à-dire encore la distance du cycle équivalent à A^i= o au cjcle décomposable formé de (A^) et de (^), on a, comme au n^ 419,
^sm^^ = -^ ,
(X)'- étant toujours le coefficient de «4 dans Ai et 2 im étant égal à i . D'ailleurs si r/ est le rajon du cercle A^= o et si di est la distance de son centre à (A^), on a
. Ji di 1 sm^ — =1 o
2 Fi
Si le cercle A^-=:o est de rajon nul et se réduit à une série linéaire de coordonnées {^), dt étant la distance de cette série
à (A^), on a
Si le cercle A'^--- o est l'absolu, on a
Si le cercle A'^--^ o est décomposable en deux éléments contenant (^'), son centre est toujours défini; soit A/ la distance constante d'un élément du cercle à un élément quelconque du centre, et de même dt la distance de (A^) à un élément quelconque du
centre ; on a ici
s in di A/
sin/c, cp^^-F^.
En appliquant aux différentes formes de l'équation / == o, ces différents résultats, on définira, comme au Chapitre précédent^ la
An. — I. 32
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série f par des relations métriques simples qu'il est inutile de développer.
452. Envisageons maintenant une série orientée de seconde espèce, définie en coordonnées cj^cliques ordinaires par l'équation quadratique
/(ai, a., aa, a^) = o, jointe à la relation
On trouvera, en général, quatre fonctions linéaires A^ des (a),
telles que
r = 2aia4 — agas = Af -h A| -i- A|-f- Af l'équation d'un cycle Çk) sera
XiAi-i-XsAs-F XsAs-f- X4A4 = o, et deux cycles ().) et (jj.) seront orthogonaux si l'on a
Xi p-i -f- Xo |J.2 4- Xa |j.3 -f- X4 [J.4 = o, tandis qu'un cycle de rayon nul sera défini par
Xf-f-X|-i-X|-4-X|=::.0.
On définira les cercles principaux de la série/* comme au n° 412, ainsi que les substitutions linéaires qui conservent la série f en même temps que la forme F; et l'on obtiendra toutes les mêmes propriétés générales qu'aux n^^ 412 et suivants, pour ainsi dire sans modification.
4S3. D'après son équation, la série/ est une série quartique de seconde espèce, admettant les deux éléments de l'absolu comme éléments doubles; et réciproquement. Les deux groupes de quatre éléments tangents à / contenant les éléments de l'absolu déterminent par leur combinaison les seize foyers de la série/*, appartenant quatre par cjuatre aux cercles principaux, ainsi qu'il résulte aussi des propriétés de la forme doublement quadratique à variables binaires.
Les éléments tangents à /suivant les éléments de l'absolu eux-
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mêmes forment deux groupes de deux, et déterminent par leur combinaison quatre éléments que Ton peut regarder comme les foyers singuliers de la série/*. Remarc[uons, d'une façon générale, que ces dénominations de foyers et foyer singulier, pourraient être étendues à des séries de degré cjuelconque, et d'espèce quelconque, tant en Géométrie métricjue générale c|u'en Géométrie métrique spéciale.
La série/, lorsque le terme en a^ manque dans son équation en coordonnées cjclic[ues ordinaires, se compose de (^') et d'une série cubicjue contenant les éléments de l'absolu; c'est celle-ci qu'on regarde comme définie par l'équation /"= o. Elle admet seize foyers définis comme précédemment, et un seul foyer singulier.
Enfin si a^ ne figure pas dans l'équation /:= o, la série / se compose de (^') deux fois, et d'une série quadratique ordinaire; celle-ci admet quatre foyers. Dans ce cas, la réduction générale efiectuée au commencement du numéro précédent est impossible.
Il est inutile d'étudier les séries quadratiques ordinaires de seconde espèce, puisque leurs séries tangentielles sont de même nature, et ont été étudiées précédemment.
454. Considérons donc une série orientée générale du second degré et prenons l'absolu sous la forme F ::= ^^ H- ^^ = o ^ il sera possible en général, ainsi que cela résulte de ce qui suit, de choisir les coordonnées de façon que l'équation de/ en coordonnées (i) ordinaires soit
l'équation d'un cycle (X) sera
les coordonnées de son centre étant A], Xo, X3, et son rayon p déterminé par
^ . X^"- XI — 9,Xi A,
Les coordonnées cycliques sont ici
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Les cycles bitangents à / sont déterminés facilement par les trois équations
— qk^-- o, =-- o,
qi ^2-i- p ^3-1- P
p étant une inconnue auxiliaire.
Il existe donc quatre systèmes de cercles bitangents à /; les lieux (D/) de leurs centres sont des séries quadratiques homofocales, et il est facile de vérifier que leurs foyers sont précisément les foyers singuliers de la série f. Les cercles bitangents à / d'un même système sont orthogonaux à un cercle fixe (A/), d'équation
^2-r- Pi ^3-^ 9i q\
0; étant la racine correspondante de l'équation en p.
Les quatre cercles principaux sont orthogonaux et, d'une façon générale, on retrouve toutes les propriétés énoncées au n° 418 : les centres des cercles principaux (A2), (A3), (A4) sont les éléments ayant même polaire par rapport à (Ai ) et (D j ) ; ....
Chaque système de cercles bitangents à (f) contient quatre foyers ou cercles de rayon nul, éléments communs aux séries (D^) et (A/) correspondantes, et deux séries linéaires doublement tangentes kf] ....
Les cas particuliers se discuteront comme au n° 418, et conduiront aux mêmes conséquences, la série / pouvant se décomposer en une série cubique et un élément appartenant à l'absolu quand l'équation en p a deux racines doubles; etc.
Un cas particulier intéressant sera celui où l'on a ^2 = Çs^ de sorte que les éléments de l'absolu sont cuspidaux pour la série f. Les séries (D/) qui correspondent aux racines de l'équation en p autres que — q2 sont des cercles, ayant pour centre l'unique foyer doublement singulier de /. En général, la racine — ^2 de l'équation en p est simple, et l'on peut supposer r^=:Oj sans altérer la généralité. Les cercles qui correspondent à cette racine ont leurs centres appartenant à la série linéaire ).2=o, et sont
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déterminés par une nouvelle relation; ces cercles comprennent trois foyers proprement dits.
La relation cjui détermine les rayons de ces cercles sera
De telles séries pourront d'ailleurs encore avoir un élément double ou cuspidal.
455. Si la série y se compose d'une série cubique et de (g), son équation peut s'écrire
en choisissant convenablement les coordonnées.
Les cycles bitangents à y* sont déterminés par les équations
(p — 5'2)(p — ^3} Pi{9 — q^) pI
p\~^ pi{9 — q-2) p(p — ^2)(p — ^73) '"^ p(p — ^2)
les propriétés générales subsistent; mais ici les séries (D/) sont paraboliques, ayant d'ailleurs pour foyer commun le foyer singulier de/'; les centres des cercles principaux appartiennent à/', et les éléments tangents à / correspondants contiennent l'élément de/, autre que les éléments de l'absolu, appartenant à (_§). Les cas particuliers se discutent sans peine.
456. Ce C[ue nous venons de dire sur les séries orientées du second degré de seconde espèce nous fait connaître les rapports mutuels qui existent entre les systèmes de séries quadratiques doublement tangentes à une série quartique clouée de deux éléments doubles, qui contiennent ces éléments doubles; inversement, on pourra transporter à l'étude de ces séries les théorèmes généraux que nous avons rencontrés dans l'étude des séries quadratiques quadruplement tangentes à une série quartique possédant deux éléments doubles. Les réseaux définis par ces séries quadratiques, quand elles contiennent les éléments doubles, ont
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précisément pour jacobiennes respectives les cercles principaux de la série/, d'où une série de propositions faciles à énoncer.
Tout ceci s'applique aussi aux séries quadratiques doublement tangentes à une série cubique et contenant deux éléments donnés de cette série.
457. L'équation d'une série orientée du second degré et de seconde espèce peut s'écrire
/ étant une forme quadratique des A^-, qui sont des fonctions linéaires des coordonnées cycliques ordinaires a^ , as, à^, 7.4. En spécifiant les coordonnées comme dans le cas particulier qui termine le n° 432, nous pouvons prendre
l'absolu étant F = — 2^2<^3-
Si l'on considère un élément (A') de coordonnées ordinaires (^), et un élément tangent au cycle A'^-=:o contenant (A^), en désignant par ti la distance de (A^) à l'élément de contact de cet élément tangent, et par (ù'- le coefficient de ai dans la fonction
linéaire A'-, on a
si le cercle A.'^= o est de rayon nul, cette formule subsiste, il étant la distance de (A^) au centre du cercle. Si le cercle A'^-:= o est décomposable en un élément de coordonnées (œ') et (g), on a, si ti est la distance de (A^) à (^'),
si le cercle A^= o est l'absolu, on a
(d"- étant le coefficient de a^ dans A^.
De ces résultats, on tirera, comme aux n''^ 419 et suivants, la
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